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Introduccion

Los objetivos generales de la Teoria de Homotopia algebraica quedaron bien marcados
v delimitados tras la conferencia de J.H.C. Whitehead, que al respecto pronuncio en el
Congreso internacional de matematicos en 1950: “The ultimate aim of Algebraic Homotopy
is to construct a purely algebraic theory, which is equivalent to homotopy theory in the same
sort of way that analitic is equivalent to pure proyective Geometry’.

Esta meta incluia en particular los siguientes problemas de clasificacion homotopica:

A) La clasificacion de tipos de homotopia de poliedros X ,Y’, ... mediante datos algebraicos;

B) El célculo del conjunto de clases de homotopia de aplicaciones continuas [X,Y] en
términos de los datos algebraicos clasificadores de X e Y.

Ambos problemas, incluyendo otro tipo de espacios, han sido objeto de estudio en los
tltimos 50 anos por diversos y cualificados investigadores. El primero de los problemas,
al que de forma genérica se alude en los términos de obtener modelos algebraicos para
los tipos de homotopia de espacios, ha sido usualmente abordado buscando construcciones
funtoriales que trasporten los espacios considerados hasta objetos de naturaleza algebraica
(complejos de cadenas, complejos cruzados, ...) de modo que se tenga una equivalencia
entre las respectivas categorias de homotopia.

En este sentido, recordemos, [27], que los grupos resultan modelos algebraicos de 1-tipos
conexos, esto es, hay un funtor clasificador de espacios

B : Gp - CW — complejos

tal que para cada grupo G, el espacio B(() es conexo y satisface m;B(G) = Gy m;B(G) = 0
para 7 # 1. Ademas, cada CW-complejo X con 7;(X) = 0 para 7 # 1 es del tipo de
homotopia de Bm X.

De forma andloga (véase [49], [48]), los médulos cruzados de grupos, introducidos por
Whitehead, [63], son modelos agebraicos de 2-tipos conexos, esto es, si xM(Gp) denota la
categoria de médulos cruzados de grupos, hay un funtor clasificador de espacios

B : xM(Gp) - CW — complejos

tal que si L = (L 5 M) es un médulo cruzado, entonces BL es conexo, m, BL = Coker(p).
moBL = Ker(p) y m;BL = 0 para todo j # 1,2. Ademas, cada CW-complejo conexo X
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con 7;j(X) = 0 para j # 1,2 es del tipo de homotopia de BL, para un cierto modulo
cruzado L . |

Notemos que xM(Gp) es equivalente a la categoria Cat(Gp) de categorias (grupoides)
internas en grupos (véase [22], [48]), asi como a la categoria T'1)(Gp), de grupos simpliciales
con complejo de Moore de longitud 1 (véase [22], [52]), de manera que estas ultimas también
proporcionan modelos algebraicos de 2-tipos conexos.

Desde un punto de vista global, es también un resultado clasico el ofrecido por Kan,
(47], mostrando que la categoria de grupos simpliciales proporciona modelos algebraicos
para todos los tipos de homotopia conexos. Este hecho puede describirse de forma sucinta
como sigue:

Si Top denota la categoria de espacios topologicos y Simp(Set) la de conjun-
tos simpliciales, existen funtores | — | : Simp(Set) — Top -realizacion geométrica- y
S : Top — Simp(Set) -complejo singular total-, y una situacién de adjuncién (véase 51])
| — |+ S, en la que se verifica que para cualquier conjunto simplicial K,, | K, | es un
CW-complejo, para cada espacio X, S(X) es un complejo de Kan, y que induce una
biveccién entre los tipos de homotopia de conjuntos simpliciales de Kan y los tipos de
homotopia de CW-complejos. Considerando la categoria Simp(Set); de conjuntos sim-
pliciales reducidos (esto es, con un solo vértice), la situacion anterior induce entonces una
biveccién entre los tipos de homotopia de conjuntos simpliciales reducidos de Kan y los
de CW-complejos conexos. Ahora, la categoria Simp(Set); estd conectada con la de
erupos simpliciales, Simp(Gp), mediante funtores G : Simp(Set); — Simp(Gp) -grupo
libre de lazos- v W : Simp(Gp) — Simp(Set); -complejo clasificador- y una situacion de
adjuncién (véase [51]) G = W, que, junto con lo antes comentado, induce en definitiva una
biveccién entre los tipos de homotopia de grupos simpliciales y CW-complejos conexos.

El estudio de clases restringidas (por su tipo de homotopia) de espacios y la obtencién de
nuevas categorias que modelen algebraicamente dichos tipos de homotopia, ha encontrado
posteriormente aportaciones relevantes que vienen a generalizar el ya comentado modelo
de los mdédulos cruzados de Mac Lane-Whitehead.

En este sentido empecemos recordando que Quillen, [57], restringiendo los funtores G
v W al caso de considerar conjuntos simpliciales (r + 1)-reducidos y grupos simpliciales
r-reducidos, r > 1, mostré a la categoria ' T(Gp) de grupos simpliciales r-reducidos como
una categoria de modelos algebraicos para los CW-complejos r-conexos (i.e., con m; = 0
para ¢t < 7).

La categoria de médulos cruzados de grupos encontré una generalizacion en la categoria

de 2-médulos cruzados de Conduché, [22], que proporciona modelos algebraicos para los
3-tipos conexos, y este resultado fue extendido a todas dimensiones por Carrasco-Cegarra,

19], por medio de una nueva categoria, llamada de n-hipercomplejos cruzados de grupos,
que proporciona modelos algebraicos para todos los (n + 1)-tipos conexos de espacios.
Destaquemos en este punto que, junto a las categorias explicitamente citadas como
categorias de modelos algebraicos de tipos de homotopia de espacios, hay toda una gama
de categorias equivalentes en la literatura que, consecuentemente, proporcionan modelos
algebraicos alternativos que eventualmente pueden ser mas adecuados para objetivos con-

cretos.



Dentro de los comentarios en los que nos encontramos inmersos, es de destacar un
problema también cldsico, con repercusiones claras en el ambito de la cohomologia no
abeliana (véase [13]) y con soluciones parciales a lo largo del tiempo ([5], [14], [20]), como
es la clasificacién v descripcion algebraica de los CW-complejos conexos con dos unicos
grupos de homotopia no nulos y consecutivos.

En el primer caso a considerar en esta problemadtica, una solucion es dada por la ya
comentada categoria de médulos cruzados de grupos o cualquiera de sus equivalentes. En el
siguiente caso (espacios con 7; = 0 para j # 2, 3) una solucién fué dada por Conduché, (221
al considerar la categoria de 2-mddulos cruzados reducidos de grupos, que es equivalente
(véase [22], [13]) a la de cat-grupos trenzados, también a la de médulos cruzados de grupos
trenzados en el sentido de Brown-Gilbert, [6], y también a la de grupos simpliciales con
complejo de Moore trivial en dimensiones distintas de 1 y 2 (véase [22], [52]).

Ademads, 2-mddulos cruzados reducidos con una condicién extra de simetria, llamados
modulos cruzados estables (véase [22]), determinan una categoria que es equivalente a la de
cat-grupos simétricos (véase (22|, [14]) y también a la de grupos simpliciales con complejo
de Moore trivial en dimensiones distintas de r y r + 1, para cada r fijo, r > 2, (véase [14],
52]). Cualquiera de estas categorias proporciona una de modelos algebraicos para espacios
con m; = 0 para cada j #r,r + 1y r > 3 (véase [22], [14], [52]).

Destaquemos en este punto que todas las categorias recién comentadas son casos parti-
culares, cuando n = r +1 y distintos valores de r, de una situacion mas general consistente
en considerar, para cada r,n con 0 < r < n, la categoria de grupos simpliciales con com-

plejo de Moore trivial en dimensiones menores que r y mayores que n, que es una categoria

que proporciona modelos algebraicos de espacios r-conexos (i.e., con m; = O para: <)y
(n + 1)-coconexos (i.e., con m; = 0 para ¢ > n + 2) (véase [52]).

Destaquemos también que, volviendo al caso de espacios con unicos dos grupos no
nulos y consecutivos, otras soluciones han sido dadas recientemente (véase [20]) que ofrecen
también modelos algebraicos para dicho tipo de espacios.

En lo que respecta a la clasificacion del conjunto de clases de homotopia de aplicaciones
continuas [X, Y], este problema ha encontrado, en diversos casos particulares, soluciones
diferentes que involucran el uso de convenientes conjuntos de cohomologia.

En tal sentido, la cohomologia de Eilenberg-Mac Lane da una soluciéon apropiada cuando
X es asférico e Y tiene un unico grupo de homotopia no trivial, y éste lo es en una dimension
mayvor o igual que 2. Este resultado de clasificacién ha tenido varias generalizaciones (véase
[14]) cuando Y es del tipo de homotopia de un moédulo cruzado o cuando es del tipo de un
2-moddulo cruzado reducido. Estas clasificaciones han encontrado a su vez generalizaciones
cuando X e Y son espacios con 7; = 0 para j # n,n+ 1,n =0, 1,2, en términos de clases
de isomorfismo de funtores monoidales (trenzados) cuando n = 1 (resp. n=2), (véase
(20]), v con toda generalidad sobre los valores de n, en términos de clases de equivalencia
(homotopia) de funtores (véase [52]).

Como ha quedado reflejado, los avances mas significativos aportando soluciones a cua-
lesquiera de los problemas A) vy B), se han producido bajo hipétesis de conexion en los
espacios. Si se abandona tal restricciéon, algunos hechos relevantes han sido también apor-
tados en estos ultimos anos.




Desde un punto de vista global, al igual que la categoria de grupos simpliciales modela
todos los tipos de homotopia conexos, la categoria de grupoides simpliciales Simp(Gpd).
(con conjunto simplicial de objetos constante) fué sugerida por Dwyer-Kan, [25], como
adecuada para modelar todos (i.e., no necesariamente conexos) los tipos de homotopia de
espacios, vy ello siguiendo un proceso paralelo al anteriormente comentado en grupos sim-
pliciales, consistente en mostrar la existencia de funtores G : Simp(Set) — Simp(Gpd).
_grupoide libre de lazos- y W : Simp(Gpd). — Simp(Set) -complejo clasificador- y una
situacion de adjuncién G = W.

Para tipos de homotopia truncados, es conocido que la categoria de grupoides pro-
porciona modelos algebraicos para los 1-tipos; y para los 2-tipos, Moerdijk-Svensson, [54],
mostraron a la categoria de 2-grupoides (un médulo cruzado es equivalente a un 2-grupoide
con un solo objeto) como adecuada para modelar algebraicamente tales tipos de homotopia.
En el caso no conexo, v en lo que respecta al problema B), citemos que sl X e Y son
no conexos y 7;(X) = 0= 7;(Y) para j > 1 entonces [X,Y] es clasificado por el conjunto
de clases de equivalencia de funtores entre los correspondientes grupoides fundamentales
de los espacios (véase por ejemplo [9]).

En cualquiera de los problemas A) o B) lo que en definitiva se pretende es que el
“dlgebra’refleje la “geometria’de los espacios o, dicho en otras palabras, que la estructura
homotépica de los espacios quede descrita de forma algebraica. Para conseguir esto, se
requiere entonces ser capaz de “hacer teoria de homotopia”’ en contextos puramente alge-
braicos.

La teoria de homotopia desarrollada por Kan en la categoria de grupos simpliciales,
asi como la desarrollada en la categoria de conjuntos simpliciales (véase por ejemplo 51])
constituyen referencias oportunas, no topoldgicas, que conducen a considerar una teoria de
homotopia (abstracta) como el desarrollo, en un ambiente categorico abstracto provisto de
una conveniente axiomatica, de los conceptos y resultados fundamentales que conforman
tanto la teoria de homotopia topolégica como la simplicial. Esta perspectiva permitiria
entonces disponer, para el estudio de objetos geométricos, de lenguajes y herramientas que
podrian ser mas simples al ser tratadas con esta Optica abstracta. Ademas, la unificacion
debida al desarrollo abstracto de la teoria tiene la virtualidad de que una sola demostracion
reemplaza a otras muchas para la amplia variedad de contextos en los que las técnicas de
teoria de homotopia son utiles.

La idea de axiomatizar una teoria de homotopia fue ya usada implicitamente por
Eckman-Hilton en su estudio de fenémenos de dualidad en teoria de homotopia topologica.
De hecho, Hilton sugirié ya esa linea de actuacién al escribir (véase [44]):“It would seem
therefore that we should consider an abstract system formalizing the category of spaces, ts

homotopy category and the homotopy functors connecting them” .
Desde entonces, distintas soluciones se han dado a esta problematica de axiomatizar

una teoria de homotopia y codificar a continuacién al menos una parte de la estructura.
En este sentido hay que citar las propuestas de K. Brown, [3], Anderson, [1], Heller, [41],
y Baues, [2], pero sin duda, una de las mas extendidas y potentes es la desarrollada por
Quillen, [56], en base a lo cual y, pese a algunas deficiencias, es considerada con frecuencia

la teoria de homotopia abstracta basica a manejar.
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Destaquemos que los origenes de la teoria de Quillen pueden ser encontrados en leoria
de Deformacién y en el estudio de la cohomologia de algebras conmutativas, y que una vez
desarrollada, dicha teoria fue usada de forma eficaz por Quillen, [57], en la obtencion de
nuevos resultados en teoria de homotopia racional.

El contexto abstracto en el que desarrollar la teoria de Quillen, llamado “categoria
de modelos (para una teoria de homotopia)” es una categoria con limites y colimites y
tres clases distinguidas de morfismos cuyo comportamiento e interaccion estan controlados
por varios axiomas que proporcionan una medida para saber si, en un contexto dado, se
tienen las bases sobre las que poder construir estructuras adicionales como cilindros, arcos,
suspensiones, lazos, sucesiones (co)-fibracién,..., que son construcciones cosustanciales a
la cldsica teoria de homotopia de espacios. Ademads, en este ambiente abstracto se tiene
un criterio, (56|, para asegurar cuando, dadas dos categorias de modelos conectadas por
un par de funtores adjuntos, existe una equivalencia entre las correspondientes teorias de
homotopia asociadas en el sentido de que las categorias de homotopia sean equivalentes
v ademéas esta equivalencia preserve la estructura extra formada por los funtores lazo y
suspensién y las familias de sucesiones fibracién y cofibracion.

En la presente memoria se estudia la existencia de estructuras de modelos de Quillen
en categorias de grupoides simpliciales y se analiza la teoria de homotopia resultante mos-
trando de forma explicita determinadas construcciones que conforman esa teoria como las
de cilindro, espacio de arcos, lazos, ..., y estudiando en dichas categorias la relacion de
homotopia que se deduce de ellas.

Los resultados que componen la Memoria aparecen divididos en cuatro capitulos de
cuvos contenidos damos a continuacién una vision resumida.

El primer capitulo ofrece un compendio de definiciones, construcciones y resultados ya
conocidos pero que hemos considerado oportuno incluirlos para hacer que la Memoria sea
lo mas autocontenida posible. Asi, en la primera seccién se ofrece junto a la axiomatica de
categoria de modelos cerrada y algunos ejemplos de ellas, las construcciones homotopicas
mas notables que en dicho tipo de categorias se pueden realizar. En la segunda seccion
se hace un breve repaso sobre las principales construcciones en la categoria de grupoides
que nos seran de utilidad en el estudio posterior de la categoria de grupoides simpliciales
y ciertas subcategorias suyas. La ultima seccién de este primer capitulo esta dedicada a
recordar algunos hechos fundamentales en las categorias de conjuntos simpliciales y grupos
simpliciales v asimismo las estructuras de modelos que ambas categorias soportan.

El objetivo del segundo capitulo es, por un lado, hacer explicitas las demostraciones
de algunos de los resultados indicados por Dwyer y Kan en torno al hecho de que la
categoria de grupoides simpliciales (con conjunto simplicial de objetos constante) modela
algebraicamente la de espacios topolégicos y, por otro, hacer un estudio mas completo de
esa categoria, Simp(Gpd)., de grupoides simpliciales y la relaciéon de homotopia entre
morfismos, mostrando de forma explicita construcciones de cilindro'y espacio de arcos. La
primera seccion esta dedicada a introducir determinadas definiciones y construcciones en
Simp(Gpd), como son las de complejo de Moore, grupoides de homotopia y relacion de
homotopia entre morfismos. En la segunda seccién ofrecemos la demostracion explicita de

que Simp(Gpd), es una categoria de modelos cerrada y extendemos dicha estructura, al
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final de la seccién, a la categoria de grupoides simpliciales punteados. La tercera seccion
del capitulo se dedica a mostrar construcciones de espacio de arcos y cilindro e identificar,
via estas construcciones, la relacién de homotopia entre morfismos. Las correspondientes
construcciones en la categoria de grupoides simpliciales punteados conducen posteriormente
a nociones de funtores suspension y lazos.
En el segundo capitulo se ha visto que en el paso a la consideracion de espacios no
necesariamente conexos, el papel jugado antes por la categoria de grupos simpliciales es
ahora desempenado por la categoria Simp(Gpd), de grupoides simpliciales con conjunto
simplicial de objetos constante. Si uno fija la atencion en categorias de espacios (no necesa-
riamente conexos) n-coconexos es natural, en orden a modelar algebraicamente esa teoria
de homotopia, seguir la misma linea que en grupos simpliciales (véase [52], [39]) y conside-
rar, para cada n > 0, nociones de n-equivalencia débil y n-(co)fibracién en Simp(Gpd).
que determinen una estructura de modelos cerrada cuya teoria de homotopia asociada sea
equivalente a la de los espacios n-coconexos. Este es justamente el objetivo de la primera
seccion del capitulo tercero, que se complementara con las construcciones concernientes a
la teoria de homotopia asociada a dicha estructura que realizaremos en la segunda seccion
del capitulo. Por tltimo, en la seccion tercera compararemos esa teoria de homotopia con
otras existentes en las categorias de espacios topoldgicos y conjuntos simpliciales, que viene
asociadas a estructuras de modelos va estudiadas (véase [30]) en las que las equivalencias
débiles fueron también definidas truncando convenientemente las definiciones clasicas.
Modelar algebraicamente clases restringidas (por su tipo de homotopia) de espacios
puede afrontarse, como se ha visto en el tercer capitulo, mediante la consideracion de
nociones mas débiles de equivalencia débil en Simp(Gpd). y el desarrollo de una teoria de
homotopia adecuada para ellas. Otra opcién para abordar ese mismo problema es la que se
adopta en el capitulo cuarto, consistente en la consideracion de determinadas subcategorias
de Simp(Gpd). que soporten una estructura de modelos cuya teoria de homotopia sea
de nuevo equivalente a la de los espacios considerados. Este hecho constituye el objetivo
del cuarto capitulo junto con el estudio, también de especial relevancia, de la clasificacion
algebraica del conjunto de clases de homotopia de aplicaciones continuas entre los espacios
considerados. En la misma linea que para el caso de grupos simpliciales (véase [52], [40])
se consideran en las secciones primera y segunda, para cada 0 < r < n, subcategorias de
Simp(Gpd)., denotadas . T (Gpd) que son dotadas en cada caso de una estructura de
modelos cerrada en el sentido de Quillen y para las que es analizada la correspondiente
teoria de homotopia asociada. Para valores particulares de r y n estas categorias son
equivalentes a otras bien conocidas (si 7 = 0y n 1 véase corolario 4.1.16) siendo
en general el caso n = r + 1, abordado en la cuarta seccion del capitulo, de especial
significacién por sus connotaciones mas clasicas al aportar como categorias equivalentes a
las antes definidas versiones “no conexas”de las categorias de médulos cruzados de grupos,
médulos cruzados trenzados o médulos cruzados estables.




Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo estd dedicado a ofrecer un resumen de una serie de definiciones, construcciones
v resultados, que son preliminares a los que se aportan nuevos en los siguientes capitulos
de la memoria v que pretenden, en la medida de lo posible, hacerla autosuficiente.

1.1 Categorias de modelos de Quillen y teoria de ho-
motopia asociada

Ofrecemos en esta seccion la axiomatica que usualmente se maneja de categoria de mode-
los cerrada en el sentido de Quillen ([57]), algunos ejemplos importantes de este tipo de
categorias y las construcciones homotodpicas mas notables que en ellas se puede realizar.

Definicién 1.1.1. Sea C una categoria y F una familia no vacia de morfismos. Un
morfismo f : X — Y de C se dice que tiene la RLP (propiedad de levantamiento por la
derecha) respecto a los morfismos de la familia F (o respecto a F) si dado un cuadrado

conmutativo
A—» X

gl lf donde g € F
B=—r»Y

existe un morfismo B — X que hace los dos triangulos resultantes conmutativos.
Andlogamente, se dice que f tiene la LLP respecto a F (propiedad de levantamiento por
la izquierda) si se da la existencia de levantamiento para cualquier diagrama conmutativo

.(X' F—— ."4
fl 9 donde g€ F
y—g

Definicién 1.1.2. Sea C una categoria. Se dice que C tiene una estructura de modelos
cerrada, o que C es una categoria de modelos cerrada, si en C se tienen distinguidas tres
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1.1 Categorias de modelos de Quillen.

familias de morfismos, llamados fibraciones, cofibraciones y equivalencias deébiles, satisfa-
ciendo los siguientes axiomas:

CM1) C es cerrada bajo limites y colimites finitos.

CM2) Para cada par de morfismos f,g tales que exista gf, si dos de los tres siguientes
morfismos f, g 6 gf son equivalencias débiles, también lo es el tercero.

CM3) Las fibraciones, cofibraciones y equivalencias débiles son cerradas bajo retractos,

esto es, si el diagrama

X—taxr_t, ¥

v

¥y —»jf——n)

es conmutativo con ts = 1y yvu = ly, entonces si f' es equivalencia débil, fibracion
o cofibracion, también lo es f.

CM/) Axioma de levantamiento Eziste un levantamiento en cualquier cuadrado con-
mutativo de la forma

# N

T

B——>Y

donde i es una cofibracion, h es una fibracion e i o h es una equivalencia débil.

CM5) Axioma de factorizacién Todo morfismo f puede factorizarse como f = hi y
f=ky,

)

K-

LN

f & e Y
donde h y k son fibraciones, 1 y j son cofibraciones e i y k son equivalencias débiles.

Una axiomética equivalente puede verse en [56.
Es usual denominar fibraciones triviales a aquellos morfismos que son a la vez fibraciones

y equivalencias débiles, y cofibraciones triviales a los que son cofibraciones y equivalencias
débiles. Asimismo, un objeto X € C se dice fibrante si el morfismo X — * es una fibracion
v se dice cofibrante si el morfismo ) — X es cofibracién, donde * y ) denotan el objeto

final e inicial respectivamente en la categoria C.

Damos ahora algunos ejemplos de categorias en las que se tiene definida una estructura
de modelos:
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Ejemplo 1.1.3. i) La categoria Top de espacios topoldgicos y aplicaciones continuas es
una categoria de modelos cerrada con la siguiente estructura (ver [56]):

- Las fibraciones son las fibraciones en el sentido de Serre, es decir, una aplicacion
continua f : X — Y es una fibracién si dado un diagrama conmutativo

Dy, > X

J

D, xI——Y
existe levantamiento, donde D, = {z = (x1,%2, - ,Z,) € R*/ || z ||[< 1} es el dis-
co unidad, 7 =[0,1] C R el intervalo unidad, e i, es la aplicacion definida por

ZO(.‘I') = (IE, 1)

- Las equivalencias débiles son las equivalencias homotépicas débiles, es decir, aquellas
aplicaciones continuas f : X — Y tales que f induce una biyeccion entre el conjunto
de componentes conexas de X e Y y para cadan > 1y zo € X, el morfismo de
grupos inducido 7, (X, z9) = 7. (Y, f(zo)) es un isomorfismo.

- Las cofibraciones son las aplicaciones continuas que tienen la LLP con respecto a
las fibraciones triviales.

En esta categoria se tiene que todo objeto es fibrante y la clase de los objetos cofi-
brantes contiene a los CW-complejos.

ii) La categoria Top soporta otra estructura de modelos (ver [60]) en la que:

- Las fibraciones son los morfismos que tienen la RLP con respecto a las aplicaciones
i0 : X — X x I para cualquier espacio X.

- Las equivalencias débiles son las equivalencias homotopicas.

- Las cofibraciones son las aplicaciones cerradas que tienen la LLP con respecto a
O : Y!I — Y dada por dy(f) = f(0), donde Y’/ denota el espacio de aplicaciones
continuas / — Y.

iii) Un ejemplo trivial de categoria de modelos cerrada es el de una categoria finitamente
completa v cocompleta en la que todo morfismo es fibraciéon y cofibracion y las
equivalencias débiles son los isomorfismos.

iv) Si C es una categoria de modelos cerrada y Z € Obj(C), entonces la categoria coma de
objetos sobre Z, que notaremos (C, Z), hereda de manera natural una estructura de
modelos cerrada (ver [56]), donde las fibraciones, las cofibraciones y las equivalencias
débiles son aquellos morfismos

X / Y
Z
10
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donde f es, respectivamente, una fibracién, cofibracion o equivalencia débil en C.
Dualmente la categoria co-coma (Z,C) también hereda una estructura de modelos

de la de C.

Cuando a una categoria se le dota de una estructura de modelos cerrada, el objetivo es
“hacer teoria de homotopia” en ella. En una categoria de modelos cerrada se puede hablar
de homotopias entre morfismos, objetos cilindros y arcos, suspensiones, lazos, etc., y se

puede construir la categoria de homotopia asociada, que se obtiene, o bien localizando res-
pecto a la clase de las equivalencias débiles o bien dividiendo por la relacién de homotopia.

Precisemos un poco mas estos conceptos y construcciones (para una exposicion general ver

156]).
En lo que sigue, C denotara una categoria de modelos cerrada.

1.1.4. Dado X € C, un cilindro para X es un objeto X x I junto con una factorizacion
del morfismo codiagonal V : X [[ X — X de la forma

XX X x I+ X

donde iy + i; es una cofibracién y o es una equivalencia débil. Dualmente, un espacio de
arcos o cocilindro para un objeto Y € C es un objeto Y? junto con una factorizacion del

morfismo diagonal A : Y — Y x Y de la forma

donde 3 es una equivalencia débil y (9p,0;) es una fibracion.

Notemos que en la categoria Top, con la estructura de Quillen (ver 1.1.3), dados dos
espacios topoldgicos X e Y (X cofibrante), el espacio producto X x I es un cilindro para

X v el espacio Y/ es un espacio de arcos para Y.
Estos conceptos de cilindro y espacio de arcos, permiten introducir el concepto de

homotopia.

1.1.5. Una homotopia por la izquierda (resp. por la derecha) entre dos morfismos en C
f,g: X =Y, es una aplicaciéon k : X x I = Y (resp. h: X — Y') tal que kig = f y
ki, = g (resp. Oh = f y O1h = g).

Es claro que ambos conceptos coinciden con el concepto de homotopia usual en espacios

topologicos (cuando X es cofibrante).
Las relaciones de homotopia por la derecha y por la izquierda no son en general de equi-

valencia. Si lo son cuando X es cofibrante e Y es fibrante, en cuyo caso, ademads, coinciden
(ver [56]). Si nos quedamos con los objetos que son a la vez fibrantes y cofibrantes y como
morfismos entre dos objetos X e Y tomamos las clases de homotopia de morfismos X — Y,

denotadas [X,Y], obtenemos una categoria (es facil ver que la composicion en C induce una

11
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composicién bien definida entre las clases de homotopia de morfismos) que se conoce como
la categoria de homotopia de C asociada a la estructura de modelos en cuestion, y que se
denota 7C_;. Si localizamos, en el sentido de Gabriel-Zisman (ver [33]), la categoria C
con respecto a la clase de las equivalencias débiles (es decir, invertimos formalmente tales
morfismos), se obtiene una nueva categoria, Ho(C), que es equivalente a 7C,;, donde la
equivalencia ¥y : 7C.; — Ho(C) esta inducida por el funtor canénico v : C — Ho(C). S1 X

es fibrante e Y es cofibrante se tiene un isomorfismo 7 : [X,Y] ——> Hompg,c)(7X,7Y) .

Ademss se verifica que f € [X,Y] es una equivalencia débil si y sélo si y(f) es un isomor-
fismo (ver [57]).

1.1.6. Cuando la categoria C es punteada, esto es, los objetos inicial y final son isomorfos,
se define la fibra de un morfismo dado f : X — Y, mediante el cuadrado cartesiano
(pullback)

¥ Xy X —= X

|y

* > Y

es decir, como el nicleo de f, vy la co-fibra de f por el cuadrado cocartesiano (pushout)

x > %k
I
Y—*Y Vx*

es decir, como el conucleo de f.
En este caso se dispone de un par de funtores adjuntos, llamados suspension y funtor

de lazos

2 Holll) = = Hol) : 2

Para definir =X se toma un cilindro para X, X x I, y se calcula la cofibra del morfismo
io+11 : X [[ X = X x I; puesto que el cilindro de un objeto no es unico, XX no es unico,
pero estd determinado salvo equivalencia débil. Por tanto, en la categoria de homotopia
estd determinado salvo isomorfismo. Analogamente se define 2Y como la fibra del morfismo
(0p,0,) : Y =Y x Y donde Y’ es un espacio de arcos para Y.

La categoria de homotopia asociada a C junto con estas construcciones que hemos
recordado de forma breve como son los funtores de lazos y suspension y también las familias
de sucesiones fibracién y cofibracién, constituyen lo que Quillen denominé la teoria de
homotopia asociada a la estructura de modelos.

El siguiente teorema, probado por Quillen en [56], proporciona un criterio para saber
cuando dos categorias de modelos relacionadas por un par de funtores adjuntos tienen

12
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teorias de homotopia equivalentes en el sentido de que las categorias de homotopia sean
equivalentes y esta equivalencia preserve la estructura extra aludida. Aplicaciones recientes

de este teorema pueden verse en [17], [35], [30].

Teorema 1.1.7. (/56]) Sean C y C' dos categorias de modelos cerradas conectadas por

dos funtores adjuntos

L:G2 =gy R

Supongamos que el adjunto por la derecha (R) preserva fibraciones y equivalencias débi-
les entre objetos fibrantes, y que el adjunto por la izquierda preserva cofibraciones y equi-
valencias débiles entre objetos cofibrantes. Entonces L y R inducen una adjuncion entre

las categorias de homotopia

L:Ho(C)Z ~Ho(C'): R

Si ademds se tiene que un morfismo LX — Y es equivalencia débil si y solo si lo es el
correspondiente morfismo X — RY para cualesquiera X € C cofibrante e Y € C' fibrante,
entonces la unidad y counidad de la adjuncion inducida son isomorfismos y, por tanto, se

tiene una equivalencia entre las categorias de homotopia.
Si ademds C y C' son punteadas, se tiene, no sélo una equivalencia de categorias,

sino una equivalencia de teorias de homotopia i.e., la equivalencia preserva los funtores
suspension y lazo y las sucesiones fibracion y cofibracion.

1.2 Grupoides

A lo largo de esta seccién haremos un breve repaso de la categoria de grupoides y de
ciertas construcciones en ella. Un detallado estudio puede verse en [4], [43]. Asimismo
recordaremos (véase [50]) la estructura de modelos que soporta dicha categoria y algunas

construcciones homotopicas en ella.

1.2.1. Un grupoide es una categoria pequeinia en la que todo morfismo es invertible.
Si G es un grupoide, O es el conjunto de objetos y X es el conjunto de morfismos,

representaremos G mediante un diagrama

Id
g - fm
{xted)

S
o simplemente G : X _?_; O . donde s y t son las aplicaciones dominio y codominio e

Id es la aplicacién que lleva cada objeto en la identidad sobre él mismo. Es claro que
sld = tId = idp. En ocasiones es 1til considerar a O como un subconjunto de X, con la

inclusién dada por la aplicacién Id. La composicién en el grupoide es entonces dada por
un aplicacién m : X ,x,X — X que representaremos por m(z,y) = z oy ( 6 cuando no

haya lugar a confusién por zy), esto es

13
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SiGg: X #O es un grupoide y p,p’ € O, llamaremos X (p,p’') 6 Homg(p,p') al

conjunto de morfismos f : p — p'. Si p = p’ es facil ver que este conjunto tiene estructura
de grupo, al que se llama “grupo de automorfismos de G en p”.

Denotaremos por Gpd a la categoria que tiene como objetos los grupoides y como
morfismos los funtores entre ellos.

s s _
Notemos que si G : X _F; O v G : X ____a..'t" O' son dos grupoides, un funtor

f : G — @' consiste de dos aplicaciones fy v fi

Id
b . n ¥ il S
X¢ Xg X —>X —%0

L

(f1,/1) f1 fo

Id’
id Y r m' ¥ e, %
i KgAK X = O

t.\"

de forma que se verifiquen las siguientes igualdades: fos = s’ f1, fot = t' f1, fild = Id' [y,
fim=m/(f1, f1).

Veamos algunos ejemplos de grupoides:

Ejemplo 1.2.2. i) El grupoide vacio @), sin objetos y sin morfismos. Este grupoide es el
objeto inicial en la categoria Gpd.

ii) El grupoide x = {x}, con un solo objeto y un unico morfismo (la identidad). Este
grupoide es final en la categoria Gpd.

iii) El grupoide “unidad”, o grupoide intervalo Z, con dos objetos 0 y 1, y cuatro morfis-
mos: las dos identidades, un morfismo 7z : 0 — 1 y su inverso.

1v) Si O es un conjunto, el grupoide discreto sobre O es aquel grupoide cuyo conjunto
de objetos y de morfismos es O y las aplicaciones dominio y codominio son la iden-
tidad. Representaremos este grupoide como O O, o Disc(O). Notemos que
Disc define un funtor Set — Gpd que convierte a la categoria de conjuntos en una
subcategoria plena de Gpd.

v) Sea O un conjunto. Llamaremos A(Q) al grupoide que tiene como objetos el conjunto
O v como morfismos el conjunto O x . Las aplicaciones dominio y codominio son
las provecciones. La aplicacion identidad es la diagonal y la composicion la unica
posible. Se tiene asi definido un funtor A : Set — Gpd.

14
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vi) Si G es un grupo, entonces GG puede ser visto como un grupoide con un solo objeto,
donde la composicién viene dada por la operacion del grupo. De esta forma, la
categoria de grupos puede ser vista como una subcategoria plena de la categoria de

grupoides.

vii) Grupoide fundamental de un espacio topologico:

Sea X un espacio topoldgico e Y un subespacio suyo no vacio. Se construye el
grupoide fundamental de X sobre Y, m (X, Y'), como sigue:

El conjunto de objetos es el conjunto Y y el conjunto de morfismos es el conjunto de
aplicaciones continuas a : I — X verificando que a(0), a(1) € Y, médulo la relacion
de equivalencia, a ~ (3 si y sélo si existe H : I x I — X continua tal que:

- H(t,0) = at) y H(t,1) = B(t), vVt € [0, 1]
~ H(0,s) =«a(0) y H(1,s) = a(1), Vs € [0,1]

Las aplicaciones dominio y codominio estdn definidas como sigue:
s([a]) = a(0) t([a]) = a(1)

v la identidad por I(y) = [c,] donde ¢,(t) =y Vt € [0, 1]
Dadas [a], [8] € m(X,Y), tales que t[a] = s[f], se define la composicion como

o) = o 8] donde (- A)()={ Gior_ 1) 3

Notemos que si Y = {zo}, m1(X,zo) es el grupo fundamental de X con base en zo,
ysiY =X, m(X,X)=m(X) es el grupoide fundamental de X (véase []).

Observemos también que si tomamos X = I = [0,1] e Y = 0X = {0, 1}, entonces
m (X,Y) es justamente el grupoide intervalo definido anteriormente.

1.2.3. Sea ¢ : X '_"i__’;O un grupoide. La relacién binaria definida en O por p ~ p' si

X (p,p') # 0, establece una relacion de equivalencia entre los objetos del grupoide y sus cla-
ses son llamadas las componentes conexas del grupoide. Al conjunto cociente lo denotare-
mos por 7o(G). Es facil observar que 7mo(G) podria ser calculado como mo(G) = Coigu(s,t).
Si 7o(G) = {*}, se dice que G es conexo. Por el contrario, s mo(G) = O, se dice que G es
totalmente disconexo.

Si ahora p € O, llamaremos 71(G, p) al grupo de automorfismos de G en p (X(p,p)). Es
facil ver que si p v p’ estan en la misma componente, entonces 7 (9, p) = m(G,p'), estando

un isomorfismo dado por
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donde z : p — p’ es un morfismo.
Como consecuencia, la aplicacion

(G, p) > X (p,p')
Yy > TY

es una biyeccion.

Es claro que si f : G — H es un morfismo en la categoria Gpd, entonces f induce una
aplicacion mo(f) : mo(G) — mo(H) (ya que si p y p’ estan en la misma componente, también
lo estan fo(p) v fo(p')), vy para cada p € O un morfismo de grupos m;(G,p) = m(H, f(p))
al que llamaremos 7, (f,p) o simplemente 7 (f).

Las equivalencias de categorias entre grupoides pueden caracterizarse en funcion de
estos morfismos, pues puede observarse sin dificultad que f : G — H es una equivalencia de
categorias si y sélo si mo(f) es una biyeccién y para cada p € O, m;(f,p) es un isomorfismo.

1.2.4. Es un hecho bien conocido que la categoria de grupoides es completa y cocomple-
ta (véase por ejemplo [43]). Algunas construcciones posteriores requieren la descripcion
explicita de ciertos (co)-limites en grupoides, por lo que haremos a continuacion un rapido
repaso de ellos.

Sig: X # O un grupoide, un subgrupoide H : Y # P de G es una subcategoria

que es cerrada para inversos. Se dice que H es un subgrupoide normal si:

i) H contiene todas las identidades (o lo que es equivalente, P = O).

ii) Para cada z € X(p,p') ey € Y(p,p), zyz~' € Y(p',p').

S
Como ejemplo inmediato tenemos que si G : X _T; (O es un grupoide, entonces el

subgrupoide formado sélo por las identidades, es decir, O O, es un subgrupoide
normal. Si f : ¢ — H es un morfismo en la categoria Gpd, entonces Ker(f), definido
como el subgrupoide de G formado por aquellos morfismos z tales que f,z es una identidad
en H, y cuyo conjunto de objetos es igual al conjunto de objetos de G, también es un

subrupoide normal de G, llamado nucleo de f.

S1H : Y _t,."*'O es un subgrupoide normal de ¢ : X # O , el grupoide cociente

G /H es el grupoide cuyo conjunto de objetos es mo(#) y cuyo conjunto de morfismos es X
modulo la relacién de equivalencia =y, definida por:

r =y «' si existen y,y’ € Y tales que el diagrama
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es conmutativo.

Es evidente que si £ =y z' entonces tanto s(z) y s(z') como t(z) y t(z') dan el mismo
elemento en 7o(H), lo que permite definir 5.7: X/ =y— mo(H). El morfismo identidad

se define de manera obvia.
Sean z, y € X tales que t[z] s[y] es decir, Y(t(z),s(y)) # 0. Dado entonces
]

2 € Y(t(z), s(y)), Se define la composicion de [y] v [z] como [y] - [z] = [y o z 0z Es ruti

nario comprobar que esta composicion esta bien definida, y convierte a X/ =, ——:-_S_a__ mo(H)
t

en un grupoide, al que denotaremos G/H, y que la proyeccion en objetos y en morfismos

induce un funtor 7 : G — G/H.
Los coproductos en Gpd se calculan, tanto en objetos como en morfismos, igual que

en la categoria de conjuntos, esto es, haciendo la unién disjunta de los objetos y la union
disjunta de los morfismos, y componiendo de la unica forma posible. La construccion
de los coigualadores es bastante mas compleja y requiere una descripcién en términos de

generadores y relatores que recordamos de forma rapida.
Dado que el funtor Obj : Gpd — Set es adjunto por la izquierda al funtor

A : Set — Gpd, y por tanto preserva colimites, se tiene que para calcular un colimite
en Gpd, sobre objetos se calcula igual que en conjuntos.

Sean ahora G : X #O v H Y#P dos grupoides, y f,g : G — H dos fun-

tores entre ellos. Si existe Coigu(f,g) =C: Z #Q . se tiene que Q@ = Coigu( fo, 90),

y el conjunto de morfismos Z es el conjunto cociente del conjunto de todas las sucesio-
nes (y1,Y2,...,Yn) donde y; € Y, y t(yi) ¥ s(y;+1) son iguales en @, bajo la relacion de
equivalencia generada por:

(yla oo oy Yi=19 Yis Yi+1s Yi+2y - - - 1yn)R(yla e oo 9 Yi—1, Yi+1Yi, Yit2y ++ s y‘n.)
si existe la composicion ¥;4+1Y;

(yla---:yialdgyi—}—la*-':yn)R(yla-~-:yﬂ,) S1 M Z 1

(yla ey Yiy fl(‘m)a Yit1y - - :yn)R(yla & & ) yiagl(x): Yi4+1, - - -&yn) para x = X

Las aplicaciones dominio y codominio estan definidas por
$(Y1y-- > Yn) = [s()], (Y, yn) = [t(yn)]
v la composicién se define
(Y1,---sYn) - (21, 2m) = (21, Zms Y1y - - - yn) Si [t(zn)] = [s(y1)]-

En general, los limites en Gpd también se calculan, tanto en objetos como en morfismos,
igual que en la categoria de conjuntos. Esto se deduce de la siguiente proposiciéon (véase

143])):
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Proposicién 1.2.5. ) Sean G X#O Y 7" #P dos  grupoi-

des y f,g:G— H dos morfismos entre ellos. Entonces el subgru-
S

poide de G, G : X' ?O’ donde X' ={rxe€e X / filzx)=aq9(x)} vy
O'={pe O/ folp) = g90(p)} es el igualador de f y g.
11) St (Go : Xa # o Jaca €S una familia de grupoides, el grupoide que tiene como

objetos [[ On y como morfismos || Xa, con la composicion y aplicaciones dominio
acA ac
y codominio definidos coordenada a coordenada, es un producto para la familia en la

categoria de grupoides.

1.2.6. La categoria Gpd que, como acabamos de recordar es completa y cocompleta, soporta

una estructura de modelos cerrada definida como sigue (véase [50]):
Supongamos que G : X —j}’ O v X # O’ son dos grupoides y que f : G — H

es un morfismo entre ellos. Entonces:

- f es una fibracién si es una fibracién de Grothendieck, esto es, si para cada p € O y
cada y € X'(fo(p),q), existe z € X(p,p) tal que fi(z) =y.

- f es una equivalencia débil si es una equivalencia de categorias

- f es una cofibracion si es inyectivo en objetos.

Notemos que f es una fibracién si y s6lo si f tiene la RLP con respecto al morfismo
+ — 7, v una fibracién trivial si y sélo si tiene la RLP con respecto a ) < x y x[[x — Z.

Al igual que en al caso de espacios topologicos, si consideramos el grupoide unidad Z,
el producto usual de grupoides G x Z es un objeto cilindro y H* = Homgpe(Z,H) es un
espacio de arcos en la categoria de grupoides.

Puesto que en esta estructura todo objeto es fibrante y cofibrante, la relacion (de
equivalencia) por la derecha y por la izquierda es la misma y puede ser descrita, dados
dos morfismos f,g : G — H, mediante un morfismo H : G x I — H tal que Hig = f ¥y
Hi; = g (con ig(z) = (0,2) e i1(x) = (1,z)), o bien mediante un morfismo h : G — H* tal
que Ogh = f v Ohh = g (con Og(p = q) = py O:1(p — q) = q). Se tiene asi concebida la
categoria de homotopia de grupoides, Ho(Gpd), como la categoria cociente de Gpd por
la relaciéon de homotopia entre morfismos.

1.3 Objetos simpliciales en una categoria. Conjuntos
y Grupos simpliciales

En esta seccion recordaremos algunas construcciones en las categorias de conjuntos y grupos
simpliciales que vamos a utilizar en el resto de la memoria. La comenzamos estudiando
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en general objetos simpliciales sobre una categoria para posteriormente particularizar a las
categorias antes mencionadas. Referencias oportunas son [51] y [52].

1.3.1. La categoria simplicial A es aquella cuyos objetos son los conjuntos
m] = {0,1,...,n— 1} y los morfismos entre dos objetos [n] ¥y (] son las aplicaciones
f : [n] = [m] que son mondétonas crecientes, es decir, sl < j se verifica que f(7) < f(J).
Es facil ver que los morfismos inyectivos con dominio [n] y codominio [n + 1] y los morfis-
mos sobreyectivos con dominio [n] y codominio [n—1] “generan” todos los morfismos de la
categoria, en el sentido de que todo morfismo puede expresarse como composicion finita de
ellos. Notemos que de los primeros hay exactamente n+ 1 (tantos como posibles elecciones
del tinico elemento que no estd en la imagen) y los llamaremos 67 : [n] = [n+1], 0 <@ < n,

o simplemente ¢;. Estan definidos como sigue:

SRR st ] <1
5””“{j+1mjzz

De los segundos hay n — 1, pues cada morfismo h esta determinado por el unico 7 tal
que h(i) = h(i + 1). A este morfismo lo llamaremos o', 0 i, y esta definido:

n—1/7.:\ __ ] SZ]SZ
71 (])_{j—l St J > 1

Se comprueba que las aplicaciones o;, d; verifican las siguientes identidades:

63-(51- = 5-‘:(5‘1_1 1 < 9
0;0;, = 00541 ) < ]
(51‘03'—1 () <j
06 = Id = §, 4 =i+1

(51'_10']' Z>]+1

v que la categoria A es universal respecto a estas relaciones, es decir, la categoria A
estd “determinada” por los morfismos ¢, o junto con las relaciones anteriores.

1.3.2. Si C es cualquier categoria, un objeto simplicial en C es un funtor X : AP — C.

Sea X un objeto simplicial en C y llamemos X, = X([n + 1)), di = X (&) y si = X(04).
Entonces X estd determinado por los objetos X, y los morfismos d;, s;, que deben de
verificar las identidades que se deducen de 1.3.1 (a estos morfismos se les suele llamar
operadores cara y operadores de degeneracion respectivamente). Estas son:

dz'dj — dj.__ldi ) <j
8iS; = S8j+15i 1<)
SJ'_ldi <4
diSj = ld ’tf=j,?:=j+].

dei—l 1> 7+ 1
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v se suelen conocer como identidades simpliciales.

Por tanto, dar un objeto simplicial en una categoria C es equivalente a dar una fa-
milia numerable de objetos (X, )n>0 junto con una familia de morfismos d; : X,, = X, _1,
0<i<n,vs:X,— Xni1, 0<1i<n, satisfaciendo las identidades simpliciales.

Un objeto de esta forma lo denotaremos por X, y lo representaremos por un diagrama:

Dados dos objetos simpliciales X, e Y, sobre una categoria C, un morfismo simplicial
entre ambos es una transformacién natural f, entre los dos funtores o, equivalentemente,
una familia de morfismos f,, : X,, — Y,, que conmutan con las caras y las degeneraciones,
es decir, fod; = difn41 Y frt+18i = Sifn, 0 <12 < n.

Obtenemos de esta forma, dada una categoria C, la categoria Simp(C) cuyos objetos
son los objetos simpliciales en C y cuyos morfismos son los morfismos simpliciales. Asi,
en particular, podemos considerar la categoria de conjuntos simpliciales, Simp(Set), de

grupos simpliciales, Simp(Gp), de grupoides simpliciales, Simp(Gpd), etc..

1.3.3. Si consideramos la subcategoria plena de A formada por aquellos objetos con
n + 1 elementos o menos, se puede definir lo que es un objeto simplicial truncado en
dimension n, v se puede considerar la categoria de objetos simpliciales sobre una cate-
goria C truncados en dimension n, a la que denotaremos 7r™(Simp(C)). Obviamente
existe un funtor tr™ : Simp(C) — Tr"*(Simp(C)). Dado un objeto simplicial truncado
en dimensién n, que notaremos X, , se define su “(n+1)-ésimo nucleo simplicial” co-
mo un objeto de C denotado por A"t (X,: ), junto con morfismos d; : A" (X, ) = X,
0 <7< n+1, que es universal respecto de las relaciones d;d; = d;_1d;, ©+ < j. Existen
morfismos s; : X, =& A" X,,), 0 < i < n, tales que

An+1(X ................................ -*Xn 1 . o 2 EX

do do do do

es un objeto simplicial truncado en dimensiéon n+1. Si a este objeto simpli-
cial truncado le repetimos el mismo proceso (calculamos su (n+2)-ésimo nicleo sim-
plicial) y asi sucesivamente, obtenemos un objeto simplicial, al que llamaremos
cosk™(Xer). Esta construccion determina, si la categoria es finitamente comple-
ta, un funtor cosk™ : Tr*(Simp(C)) — Simp(C) que es adjunto por la derecha al
funtor tr™ : Simp(C) — Tr*(Simp(C)). Denotaremos Cosk™ al funtor composicion
cosk™tr™ : Simp(C) — Simp(C).
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1.3 Objetos simpliciales.

Si X, es un objeto simplicial, su (n+1)-ésimo nucleo simplicial es, por definicion,
An+1(_x".) g A““(tr”(X.)).

Dualmente, dado un objeto simplicial truncado en dimensiéon n, Xe, su (n+1)-
ésimo conticleo simplicial es un objeto, denotado V"*'(X.,), junto con morfis-
mos s, : X, — V"1 (Xu), 0<i<n, que es universal respecto de las relaciones
8iS; = 8j+18i, 1 S J- Se tiene que existen morfismos d; : V1 ( Xetr) =& X5, 02 S n+ 1,

tales que

S1

Sn 8
/E_\ /_\ o
7N L N ds P
d

n-—1
S0
T
1/ v > v > 4 4 218
Vn-i' (A.tr) ......... £ g R JYﬂ—l SO )&2 E A]_ - XU
do 0 do do

es un objeto simplicial truncado en dimension n+1. Iterando este proceso se obtiene
un funtor sk™ : Tr"(Simp(C)) — Simp(C) que es adjunto por la izquierda al funtor ¢r".

Denotaremos Sk™ = sk™tr™ : Simp(C) — Simp(C)
Tenemos entonces un diagrama de adjunciones:

Skn
Simp(C) =—=Tr"(Simp(C)) == Simp(C)
K /
Cosk™

donde las flechas inferiores representan los adjuntos por la derecha.

1.3.4. Dado X., un objeto simplicial truncado en dimension n, se define su k-ésima cara
abierta en dimension n+1, 0 < k < n -+ 1, y se nota AP (Xetr), como el objeto universal
respecto a la propiedad de que existan morfismos d; : AP (Xotr) = Xn, 0< i<, 1 # K,
satisfaciendo d;d; = d;_1d;, 1 < J, ] # k.

Es claro que dado un morfismo simplicial truncado fesr : Xetr — L., para cada k, n
en la situacién 0 < k < n + 1, fer induce un morfismo AE'H(X.tT) e AE“(L.”).

1.3.5. Dados dos morfismos simpliciales f., go : Xo — Y,, una homotopia de f, a go €S
un sistema de morfismos k7 : X, —» Y,, 1< j < n, satisfaciendo las siguientes identidades

(1):

dokl = gn_1do | dikl =kl d; sii<j | sikh=kj 8 sii2]

|

dok? = fo1dn | dikl =k)_,d;i sii>j gkl = kitis; sii<]

Cuando exista una homotopia de f. a g., diremos que f, y go son homotopicos. Es
rutinario probar (véase [52]) que dar una homotopia de f, a g. es equivalente a dar una
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familia de morfismos A7 : X, = Yp41, 0 <7 <, satisfaciendo las identidades (2):

dOh?’a = Un | dn+1h2 = fn dzh% : hil—ldi | st 1 <]
Sih%_l — h%+lsi St 1 S ] dj_*_l-h'z;l '= dj+1h’£1
Sih‘:l_l = hlesi_l St 1 > _} dzh’; = h;_ldi—l St 1 > ] + 1

Dado un morfismo simplicial f, : X, — Y,, un inverso homotoépico para f, es un
morfismo simplicial g, : Yo — X, tal que f.g. es homotdpico a ly, y gefe €s homotopico a
1x.. Un morfismo simplicial f, diremos que es una equivalencia homotodpica si tiene inverso
homotdpico.

Es facil comprobar que si se tiene que f,, go : Xe — Y, son homotopicos entonces, para
cualquier par de morfismos, h, : Uy = X, h, : Y, = Z,, los morfismos h, fohe ¥ h,Gehe son
también homotopicos.

Dados X., Y, € Simp(C) denotaremos usualmente por [X,, Y,] al conjunto cociente
de Homsimp(c)(Xe, Ys) bajo la relaciéon de equivalencia generada por la de homotopia.

A continuaciéon daremos algunas generalidades sobre conjuntos simpliciales (para mas
detalles, ver [24], [51], [55], [56]). Recordemos que un conjunto simplicial K, puede verse
como una familia numerable de conjuntos (K, ),>o junto con aplicaciones d; : K, = K1,
0<i:<n,vs;: K, — Kni1, 0<i < n, satisfaciendo las identidades simpliciales.

Si K, es un conjunto simplicial, a los elementos de K, los llamaremos n-simplices o
simplices de dimensiéon n. Los 0-simplices se denominan también vértices. Si y € K,
diremos que y es un simplice degenerado si existe x € K,,_, e ¢ € [n] tal que s;z = v.

Dado un conjunto simplicial K,, un subconjunto simplicial L, es un conjunto simplicial
tal que L, € K,, Vn y la inclusién es una aplicacién simplicial. Si L, es un subconjunto
simplicial de K, vy X es un conjunto de simplices de L,, diremos que X genera a L, si
todo simplice de L, se puede obtener a partir de uno de X mediante los operadores cara
y degeneracion.

1.3.6. Puesto que la categoria Set es completa y cocompleta, dado un conjunto simplicial
K,, existen tanto su n-esqueleto como su n-coesqueleto. Sk™(K,) queda identificado con
el subconjunto simplicial de K, generado por todos los simplices (no degenerados) de
dimensién menor o igual que n y el “(n+1)-ésimo nucleo simplicial” se identifica con:

APFHKL) = {(Z0; P15 < s Thq1) € (Kn)n+2 [ dizj = dj1Ti, 1 < j}

T
Por otro lado, su (n+1)-ésimo coniicleo simplicial, V**!(K,), es el conjunto [] K,
1=0

n
dividido por la relaciéon generada por p;s; = pj4+18i, ¢t < j, donde pu; : K, — [T K, es la
i=0

inveccién candnica i-ésima, y la k-ésima cara abierta en dimensién n+1 de Kur, A7 (Kotr),
es el conjunto:

{(zoy ..., Th=1yTht1y---5Zn+1) € (Kp)""' [ dizj = dj1Ti, 1 < J; 4,5 # k}.
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1.3 Objetos simpliciales.

1.3.7. Una aplicacién simplicial p, : K, — L, se dice que es una fibracién de Kan si dados
(o,..., Lk, .-, Zn) € AR(K,) e y € L, tales que di(y) = pn-1(xi), © # k, existe z € K, tal

que p,(z) =y y di(z) = ;.
Un conjunto simplicial K, se dice que es de Kan si la aplicaciéon K, — * es una fibracion

de Kan, donde * estd dado como en 1.3.8.

La categoria Simp(Set) estd relacionada con la categoria Top mediante un par de
funtores, el complejo singular total S : Top — Simp(Set) y su adjunto por la izquierda,
el funtor realizaciéon geométrica | | : Simp(Set) — Top (ver [51]), lo cual permite dotar a
Simp(Set) de una estructura de modelos cerrada (ver [56]), en la que:

- Las fibraciones son las fibraciones de Kan.
- Las equivalencias débiles son aquellos morfismos f, tales que | fo| es una equivalencia

homotodpica débil en Top.
- Las cofibraciones son las aplicaciones inyectivas.
La adjuncién | — | - S relaciona esta estructura de modelos en Simp(Set) con la

existente en la categoria Top (ver 1.1.3). Notemos ademas que dicha adjuncién verifica
las hipétesis del teorema 1.1.7, y por tanto, se tiene una equivalencia entre las categorias
de homotopia Ho(Simp(Set)) = Ho(Top).

Por otro lado, la construccién de Grothendieck del nervio de una categoria pequena da
lugar a un funtor Ner : Gpd — Simp(Set) que encaja la categoria de grupoides como
una subcategoria plena y reflexiva de la categoria de conjuntos simpliciales donde el funtor
reflector P : Simp(Set) — Gpd esta dado mediante la construccién del grupoide de Poin-
caré de un conjunto simplicial (que se identifica con la del funtor grupoide fundamental si
el conjunto simplicial satisface la condicién de extension de Kan). Esta adjuncion induce,
atilizando el teorema 1.1.7, una adjuncién entre las correspondientes categorias de homo-
topia, la cual establece una equivalencia entre Hyo(Gpd) y Ho(Simp(Set)/m; =0, 7 2 2),
donde esta ltima denota la categoria de homotopia de los conjuntos simpliciales X, con
m:;(X.,z) = 0 para ¢ > 2 y todo punto base z € Xo.

Veamos a continuacién algunos ejemplos de conjuntos simpliciales que utilizaremos
posteriormente:

Ejemplo 1.3.8. i) Dado un conjunto K, consideramos el conjunto simplicial K, donde
K, = K ¥Yn > 0, v los operadores cara y degeneracién son la identidad. Si K = 0
obtenemos el objeto inicial en la categoria Simp(Set). Si K tiene un solo elemento,
obtenemos el objeto final en la categoria. Este conjunto simplicial lo representaremos

por x 0 {*}.

ii) Para cada n > 0, A[n] denota el conjunto simplicial cuyo conjunto de m-
simplices es el conjunto de sucesiones de enteros (ag,ai,...,an,) satisfaciendo que
0<ag<--<am<n,y donde los operadores cara y degeneraciones vienen dados

poOr:
di(aﬂa o oo ':am) — (afﬂa oy Qi—1, Q441 - - "Jam)

Si(aﬂa" 'aam) o (aﬂa" vy Ay Agy Qjg1y - - - aa’m)
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Al elemento (0,1,...,n) € (A[n]), se le denomina el n-simplice estandar y lo repre-
sentaremos por 4,. Es facil comprobar que este simplice genera todo A[n| y por
tanto, dada una aplicacién simplicial f, : A{n| — K,, donde K, es un conjunto sim-
plicial cualquiera, f, estd determinada por f,(A,). Ademas, dado z € K, existe una
(inica) aplicacién simplicial T : A[n| — K, tal que T(A,) = z, de donde se deduce
que Homsimp(set)(A[n], Ko) = K.

Definimos ahora aplicaciones simpliciales 6; : A[n] > An+1], 0<:<n+1 vy
o;: Aln] > Aln—1], 0<i<n-—1. Como el dominio es siempre A[n|, la aplica-
cién queda determinada conociendo la imagen de A,,. Definimos entonces:

9:(A,)=(0,1,...,7— 1,2+ 1,...,n+ 1)
oi(A,) = (0,1,...,i—1,4,5,2+1,...,n — 1)

Es decir, §; “deja igual” las coordenadas menores que 7 y aumenta en 1 las que son
mayores o iguales que ¢, mientras que o; “deja igual” las que son menores o iguales
que 7 v disminuye en 1 las que son mayores.

Notemos que las aplicaciones ¢; son inyectivas. A la imagen de A[n]| por §; se le suele
llamar la “cara i-ésima” de A[n + 1] (4; es por tanto la inclusion en la cara i-ésima).
A o; se le denomina la “i-ésima proyeccion” .

ii1) Consideramos ahora el subconjunto simplicial de A[n| generado por los elementos

d;(Ay), 0 <1 < n,esdecir, Sk™(A[n]). A este conjunto simplicial se le denota A n].
Es facil ver que los simplices de este conjunto simplicial son los simplices de A[n]
que tienen n elementos distintos o menos. Notemos también que dado un conjunto

simplicial K,, es equivalente dar un morfismo f, A n] - K, a dar un elemento de
A™(K,) (a saber, el elemento (f,_1doAn, ..., fn_1dnly))-

iv) Consideremos para cada k, 0 < k < n, el subconjunto simplicial de A[n]| generado por
los elementos d;(A,), 0 <17 <n, i # k, al que denotaremos A[n, k|. Claramente este

conjunto simplicial esta también contenido en A in]. Para un conjunto simplicial K,
dar un morfismo f, : A[n, k] — K, es equivalente a dar un elemento de A}(K,). Como
consecuencia se tiene que una aplicacion simplicial p, : K4 — L. es una fibracién de
Kan si y sélo si tiene la RLP respecto de la familia de morfismos A[n, k| — A[n].
0 < k < n (véase [56]).

Destaquemos que ésta ultima caracterizacion de las fibraciones, permite demostrar que
en Simp(Set) se verifican los axiomas CM4 y CM5 (ver [56]). Esta situacion puede abs-
traerse, en el sentido de que, en general, para demostrar que una categoria tiene estructura
de modelos cerrada, y mas concretamente, para probar que se verifican los axiomas CM4
y CMS5, es deseable que las fibraciones (triviales) aparezcan caracterizadas como aquellos
morfismos que tienen la RLP con respecto a una familia concreta de morfismos, cuyos
dominios tienen una propiedad comun que permite utilizar el mismo tipo de argumento
(ver [58] para un tratamiento general). Resaltamos ahora esta propiedad:

24



1.3 Objetos simpliciales.

Definicién 1.3.9. Sea C una categoria y X un objeto de dicha categoria. Diremos que

X es secuencialmente pequeno si para cualquier sistema directo { Yo, 9n s ¥n = Yt the N

(es decir, un funtor (N, <) — C) se verifica que Homg(X,limY;) = lim(Homc(X, Y,)).
— — —

En particular se tiene que los conjuntos simpliciales A[n], A [n]y Aln, k] son secuen-
cialmente pequenos.

1.3.10. La categoria de grupos simpliciales, Simp(Gp), es la de objetos simpliciales en
la categoria de grupos. Como usualmente, un grupo simplicial sera representado mediante

un diagrama de grupos y homomorfismos de grupos

Sn S51
S0
S0 S50
G dn+1 s i d2 /;1\
' >
5= e R et e TGy e Go =4&) =
do do do

en el que se satisfacen las identidades simpliciales (véase 1.3.2). Dado G, € Simp(Gp)
denotaremos por N(G,) a su complejo de Moore ([55], [51]), esto es al complejo de grupos

N(G.) = ---Ny(Ga) 25 Nyoa(Ga) = -+ = Ni(Ga) 25 No(GL)
g—1 "
con No(G.) = Go y N,(G.) = () (ker(d;) C G, para cada g > 1, donde cada d, denota la

1=0
restriccion de d,.
El conjunto simplicial subyacente a cada grupo simplicial siempre satisface la condicion

de extension de Kan (1.3.7), y sus grupos de homotopia con base en el elemento neutro de
G, (ver [51]) coinciden con los grupos de homologia del complejo N(G,) que, denotados
m4(Ge), ¢ > 0, son llamados los grupos de homotopia de G,.

Ahora. si notamos Z,(G.) = Ker(d,), el complejo de Moore del grupo simplicial

Cosk™(G.) queda identificado como sigue:

N,(G,) sig<n
N,(Cosk™(G,.)) = { Zn(Gs) sig=n+1
0 siqg>n—+2
y como consecuencia se tiene:
n m.(Gy) st q<n-—1
mq(Cosk™(G,)) = { OQ( ) o 3 el

1.3.11. La categoria Simp(Gp) soporta una estructura de modelos cerrada (véase [56]),
en la que las fibraciones son las fibraciones de Kan, las equivalencias débiles son los morfis-
mos f. que inducen isomorfismos 7,(f.), ¢ > 0, y las cofibraciones, definidas por tener la
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LLP respecto a las fibraciones triviales, resultan ser aquellos morfismos que son retractos
de los morfismos simpliciales libres (véase [56]).

Las fibraciones (fibraciones triviales) en Simp(Gp) quedan caracterizadas como aque-
llos morfismos que tiene la RLP respecto de la familia de morfismos FA[n, k| — FA|n],

0<-ksnn>1(F A n] — FA[n], n > 0), donde dado un conjunto simplicial K,,
F(K,) denota el grupo simplicial que en dimensién n es el grupo libre sobre los n-simplices
de K,, v los operadores cara y degeneracién inducidos por los de K, (nétese que esta cons-
trucciéon define un funtor F : Simp(Set) — Simp(Gp) que es claramente adjunto por la
izquierda al funtor de olvido U : Simp(Gp) — Simp(Set), que “olvida” la estructura de
grupo).

La teoria de homotopia asociada a esta categoria de modelos es justamente la teoria
desarrollada por Kan ([47]) que, en la terminologia de Quillen es equivalente a la teoria de
homotopia en la categoria de espacios topoldgicos punteados y conexos. En particular, se
tiene una equivalencia de categorias

Ho(Simp(Gp)) & Ho(CW | conezos)

donde el primer miembro denota la localizacién respecto a las equivalencias homotopicas
débiles de la categoria Simp(Gp) y el segundo la categoria de homotopia estandar de los
CW-complejos conexos. Usualmente se dice entonces que Simp(Gp) modela todos los
tipos de homotopia conexos.
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Capitulo 2

Grupoides simpliciales

La categoria de grupos simpliciales es, como hemos recordado en el capitulo anterior, una
categoria de modelos cerrada en el sentido de Quillen y la teoria de homotopia asociada es
la teoria desarrollada por Kan que viene a ser equivalente, via la existencia de un par de
funtores adjuntos G + W, a la teoria de homotopia en la categoria de conjuntos simpliciales
reducidos v consecuentemente a la teoria en la categoria de espacios topoldgicos punteados

y conexos.

Desde este punto de vista global, pero bajo la consideracién de conjuntos simpliciales
no necesariamente reducidos (o si se quiere, de espacios topolégicos no necesariamente
conexos), Dwyer-Kan indican en (25] que la correspondiente teoria de homotopia puede
ser modelada algebraicamente por la que existe en la categoria de grupoides simpliciales
con conjunto simplicial de objetos constante y ello, viendo por un lado que dicha cate-
goria admite una estructura de modelos cerrada en el sentido de Quillen y, por otro lado,

extendiendo a este nuevo contexto la adjuncién antes aludida.

El objetivo de este capitulo es hacer explicitas las demostraciones de algunos de los
resultados sugeridos por Dwyer-Kan y hacer un estudio mas completo de esta categoria
de grupoides simpliciales y la relacion de homotopia entre morfismos, mostrando ademas
de forma explicita, ain con la complejidad de expresiéon que ello supone, construcciones
homot6picas tipicas como lo son las de objeto cilindro v espacio de arcos y, eventualmente

si se puntea la categoria, las de suspension y espacio de lazos.

2.1 Construcciones en grupoides simpliciales

Consideraremos en lo que sigue la subcategoria plena de la categoria de grupoides simpli-
ciales cuyos objetos son grupoides simpliciales que tienen conjunto simplicial de objetos

constante. Dicha categoria la denotaremos por Simp(Gpd)., y cada X € Simp(Gpd).
puede ser representado mediante un diagrama
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i %d\ v N\
Mo p, AT X * Xo
0 0 do
S¢¢t d s¢¢t s.H,t .d SHt siit
@, o --- 0O O =0
I
donde cada Xn/S\:O es un grupoide, y
t
Xﬂ _'Ed_l'a"' rn-—l Xn Sia X'n.-l-l
L A
O O O O

son morfismos de grupoides verificando entre si las usuales identidades simpliciales (véase
1.3.2):

Notemos que si O = *, esto es, O tiene un solo elemento, entonces X puede verse
como un grupo simplicial, de manera que la categoria Simp(Gpd). incluye como una
subcategoria plena a la de grupos simpliciales.

Dado X € Simp(Gpd), y p,q € O denotaremos por X (p,q) al conjunto simplicial de
morfismos en X de p a ¢q

Sn S1
80 S0 -
x | ; dn+1 _ bl ) do b )/dl\r
(p, Q) s ._Xn+1(p’ q) d ....... = n(p’ q) o iR T A2(p, q) ?—; ‘Xl(p’ q) -*-—-;-—)- AO(pa q)
0 0 0

Si p = g entonces X (p, p), que sera denotado solamente por X (p), es un grupo simplicial
llamado el grupo simplicial de automorfismos en p.

2.1.1. Si X € Simp(Gpd),, para cada p € O y cada n > 0, se define
m(X,p) = (X (p)), el n-ésimo grupo de homotopia del grupo simplicial de automor-

S S
fismos en p, mientras que se define 7(X) como mo( Xo __t;...""' O} = wal A _;.._t"' ).

El grupoide simplicial X se dice r-conexo cuando ocurre que 7(X) = Oy Vp € O,
m(X,p) =0,0<n <r—1. Se dice r-coconexo si Vp € O, m,(X,p) =0, n > r.

2.1.2. Como Gpd es una categoria completa y co-completa, se tiene que la categoria
Simp(Gpd) también lo es. Dado un funtor D : I — Simp(Gpd)., con I una categoria
pequena, podemos considerarlo con rango Simp(Gpd), y por tanto calcular su limite y
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2.1 Construcciones en Simp(Gpd)..

colimite , que sabemos que se calcula punto a punto. Es facil ver, usando que el codominio
de D es Simp(Gpd), y que tanto los limites como los colimites en Gpd se calculan sobre
objetos igual que en conjuntos (no depende del conjunto de morfismos, sino solamente de
las aplicaciones que haya entre los objetos), que el limite y el colimite de D son obje-
tos de Simp(Gpd),. Deducimos entonces que la categoria Simp(Gpd),. es completa y
cocompleta y que los limites y colimites se calculan punto a punto.

9.1.3. Extenderemos a continuacién a la categoria Simp(Gpd), la definicion del funtor

complejo de Moore en Simp(Gp) (véase 1.3.10).
Dado X € Simp(Gpd)., su complejo de Moore, N,(X), es el complejo de grupoides

descrito en el diagrama siguiente

.............. Nn_X' _Ef_;,.. Nn-—IX szl NQJX’ —d2+ NIX -d—ll" N(].:Y

Br=t st 0

__________________ O ' R O ()

donde N X—2O0 = Ker(dy) N---N Ker(dp-1), NOX"_i"O = X()#O y cada

—_—
t t

d, es la restriccién del correspondiente dy,.
Nétese que, al ser los morfismos cara y de degeneracion en X la identidad sobre objetos,

S
para todo n > 1 el grupoide NpX _._;.._'t"' O es totalmente disconexo, es decir, es una union

disjunta de grupos indizada en el conjunto de objetos O (de hecho, N.(X)= V N.(X(p)))-
peO

En particular d,d,., es siempre una identidad y, por tanto, N,(X) es cilertamente un
complejo de cadenas de grupoides sobre O. 51 O = * es claro que esta construccion es

justamente la del complejo de Moore de un grupo simplicial.

2.1.4. Supongamos que X, es un objeto de Simp(Gpd). truncado en dimension n, esto

es,

S1

Sn—1
A - 50
dn d2 m

Xt?‘: Xn ............ : r’n.-—]. X2 EXl :XO
A N A R AT
0 0O -+ O 0 0

Su nicleo simplicial en dimensién n+1 (1.3.3), denotado por A"t (X,,), es el grupoide
cuyo conjunto de objetos es O y para cada p,q € O el conjunto de morfismos es

{(xU: =2 ::E'n-l-l) I Tj € ‘Xn(p: Q) A dimj o dj"lxi’ 0<¢ <j = W 1}
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COn S(IO'} S 1$n+1) =Py t(.'L'O,, e &xn-i-l) =
Definiendo los operadores cara por: d;(zg, - ,ZTps1) =i, 0< i< n+1

y para cada z € X,(p, q), las degeneraciones por:

= SO(I) — (33133:30(111173 T 180dn-1$)

al SI(I) . (SOdOI'::CaI&Sldej = asldﬂ—lx)

- Sn—l(iC) = (Sn—zdoﬂ?asn—zdﬂh ks ,-’E,fﬁ)

. Sn(I) —- (Sn—ldoxasn—ldlxa dhats aSn—ldn—lzax)

se tiene un grupoide simplicial truncado en dimensiéon n + 1 que permite de-
finir (ver 1.3.3) los funtores cosk™ : Tr"(Simp(Gpd).) = Simp(Gpd). y también
Cosk™ : Simp(Gpd). — Simp(Gpd).. Nétese que A" (X, )(p) = A" (X (p)sr) asi que
(Cosk™ 1 X)(p) = Cosk™ (X (p)). Por otro lado, dado que si X € Simp(Gpd).,
sk™(X) se calcula haciendo colimites en Gpd y que sobre objetos éstos se cal-
culan como en conjuntos se tiene que sk™(X) € Simp(Gpd). y, por tanto, la
construccién del co-nicleo simplicial (ver 1.3.3) permite definir otro par de funtores
sk™ : Tr*(Simp(Gpd).) — Simp(Gpd). y Sk™ : Simp(Gpd). — Simp(Gpd).,que son
adjuntos por la izquierda, respectivamente, a los dados anteriormente.

A continuacién definiremos los grupoides de homotopia asociados a un grupoide sim-
plicial, y veremos la relacién de los mismos con los grupos de homotopia definidos para los
grupos simpliciales de automorfismos sobre cada uno de los objetos del grupoide simplicial

dado.

Definicién 2.1.5. Sea X un grupoide simplicial. Se define el grupoide de n-bordes como
el grupoide cuyo conjunto de objetos es O y cuyo conjunto de morfismos es dp+1(Np+1(X)),

y lo denotaremos Bn(X) # O . Se define el grupoide de n-ciclos como el grupoide cuyo

conjunto de objetos es O y cuyo conjunto de morfismos es Ker(d,), y lo denotaremos

S
Zn(X) _+“_t" O . En ambos casos los morfismos s, t e Id se definen de manera evidente.

Notemos que Bp(X) #O es un subgrupoide normal de Z,(X) -—a-_:-* , lo que

permite introducir la siguiente:

Definicién 2.1.6. Sea X un grupoide simplicial. Para todo n > 0, se define el n-€simo
grupoide de homotopia de X, 7,(X), como el grupoide cociente del grupoide de n-ciclos

o _
sobre el grupoide de n-bordes, es decir, m,(X) = ( g:((;\:% _t.-.."' ), donde g:((i% es Zn(X)
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2.1 Construcciones en Simp(Gpd)..

mddulo la relacion =g, (x) definida como T =g, (X) r' si existen y, y' € Bn(X) tales que el

diagrama

es conmutativo.

2.1.7. Los grupos de automorfismos de estos grupoides de homotopia pueden ser 1denti-

ficados como sigue:

S
mo(X) = ( Biog) ___;..““t_"'O) y, puesto que By(X) sélo contiene automorfismos, dados
z, 7 . p = p € Xo, se tiene que x = z' si y sélo sl r'z~! € By(X), y por tanto, para

cada p € O se verifica que el grupo de automorfismos del grupoide mo(X) en el objeto p es
mo(X (p))-

Sean ahora z. ' : p = p € Zn(X). Es facil ver que x = z’ si y sodlo sl 'z € Bp(X)
y, por tanto se tiene que para cada p € O v cada n > 1, el grupo de automorfismos del

grupoide 7, (X) en p es 7, (X (p))-

Por ultimo sefialar que, puesto que para n > 1 se verifica que N.(X) = V Na.(X(p)),
peO

se tiene que para todo n > 1, m,(X) & V mn(X(p)) (ver 2.1.1).
p€eO

Veamos ahora cuanto valen el complejo de Moore y los grupoides de homotopia del
grupoide simplicial Cosk™(X).

Proposicién 2.1.8. Sea X un grupoide simplicial. Entonces:

Ny(X) sig<n

N,(Cosk™(X)) = Zn(X) stg=n+1
@, sitqg=>2n+2

Demostracién: En dimensién 0 es evidente. Para el resto basta tener en cuenta que se
tienen las siguientes identificaciones

Ny(Cosk™(X)) = \/ No(Cosk™(X))(p) = \/ Ny(Cosk™(X(p)), 1<g<n

peO pe0O

Zn(X) = \/ (Za(X))(p) = ] Zn(X(p)), n21

pe0 ‘ pe0

asi como el correspondiente resultado en grupos simpliciales (véase 1.3.10).

Como consecuencia se tiene:
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Corolario 2.1.9. Sea X un grupoide simplicial. Entonces:

s (X)) st g<€En—1
7, (Cosk (A)):{O‘f( ) Sig>n

A continuacién estableceremos la nociéon de homotopia entre morfismos en la categoria
Simp(Gpd)..

Definicién 2.1.10. Sean f,g: X — Y dos morfismos en Simp(Gpd).. Una homotopia
de f a g, que denotaremos 3 : f ~ g, consiste en una aplicacion (3 : Obj(X) — Yo tal
que sB = f y tB = g junto con una familia de aplicaciones B} : X, = Y,, 1 <j<n,
verificando las siguientes relaciones:

a) dofB(x) = gn-1do(x) © sh ' Ba(2); dafBR(z) = sp~ ! Bt(z) o frn-1dn(z), VT € X,
b)dz'ﬁf; = 53,;:%611& 1 < J;
difi =B 1d;i i23].
C)Siﬁj - 531__;}__1131 $ < j:
218 n-|-181 ?’ 2 j

d)Dados p —2»q—Ysr € Xn, B(yoz) = Bi(y)o (s§ht(z)) ™" o Bi(z).

Proposicién 2.1.11. Sean f,g: X — Y dos morfismos en Simp(Gpd).. Entonces dar
una homotopia de f a g es equivalente a dar una aplicacion o : Obj(X) — Yy tal que
sa = f yta = g, junto con una familia de aplicaciones o : X, — Yo, 0 < 7 < n,
verificando las siguientes relaciones:

a) sal = fs, tal = gt
b) doal(z) = gn(z) o shas(z); dnii1al(z) = sgat(z) o fo(z), Vz € X,,.

1d1‘1, i<j,

c) diad = ol )

. +1
dj+10~“ = d'+1a}71+ ;

d(]fj_(}."? di—1, t > 7+ 1.

n—1
d) Siaj =aj+1si: ZSJ*
sicd . =alsi_1, i>].

e) Dados p_% o q_Ysr € Xyn, ad(yoz)=0ad(y)o(sgt at(z))™! oal(x).
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Demostracion:
Supongamos que tenemos « : f ~ g una homotopia. Si definimos [ : Obj(X) — Yo

como B(p) = a(p), Vp € Obj(X) y paracadal < j < n las aplicaciones 3! : X,, — Y, como
B = djafl‘l, es rutinario comprobar que se verifican las condiciones dadas. Para demostrar

el reciproco basta definir para cada p € Obj(X) a(p) = B(p) ¥ of = PB11s;, 0L j<n
L2

A continuacién veremos la relacién que hay entre los morfismos inducidos en los grupoides
de homotopia (ver 2.1.6) por dos morfismos que son homotopicos en Simp(Gpd).. Para

ello haremos una consideraciéon previa:
Dados f, g : X — Y dos morfismos en Simp(Gpd). y una homotopia B:f~g,en

particular se tiene para cada p € Obj(X) un morfismo B(p) : f(p) — g(p) (ver 2.1.10),
v a partir de él consideramos el morfismo gs : X — Y definido por gz(p) = f(p) ¥

g3(x) = siPt(z)~! o g(x) o s5Bs(z), T € Xn.

Proposicién 2.1.12. Sean f, g: X — Y dos morfismos en Simp(Gpd).. St eriste una
homotopia 3 : f =~ g entonces mp(f) = mn(gs), n 2 0.

Demostracion: Sea p € Obj(X). Consideremos la familia de morfismos de grupos /3.
1 < j < n, donde cada 3) : X,(p) — Yo(f(p)) es la composicion B} = stB(p)~tofBl. Es
rutinario comprobar que la familia de morfismos en Simp(Gp) asi definida determina una
homotopia de grupos simpliciales, 3, entre los morfismos f, y (gs),. Por tanto, para cada
n > 0 se tiene que T,(f,) = mn((gs)p), de donde, considerando las identificaciones dadas
en 2.1.7 se sigue que para cada n > 1, m,(f) = ma(95).

Para demostrar que 7o(f) = mo(gs) hemos de comprobar (ver 2.1.6) que para cada
z:p— g€ X, existen y,y’ € Bo(Y') haciendo conmutativo el siguiente diagrama

Si  consideramos ahora 7§ = soB(p) o sog(z) o Bi(sox) € Y1(f(p)) se tiene

que do(9) =Idspy v di(g) =B(p) "o g(z)~1 o B(q) o f(x). Asi los morfismos

y = B(p)~tog(x) ' opB(q) o f(z) ey = Idsg cumplen las condiciones requeridas.
w

2.1.13. Sea ahora K, un conjunto simplicial no vacio. Se define el grupoide libre sobre
K., FK,, (véase [25]), como el grupoide simplicial cuyo conjunto de objetos es {0,1} v,

para cada dimensién, (FK.)n # {0,1} es el grupoide libre con un generador z : 0 =1

para cada =z € K,,. Es decir, si consideramos el siguiente diagrama en grupoides:



2. Grupoides simpliciales.

en el que f, es el funtor que asigna a los dos objetos de * || * los objetos “07 y “1”

respecivamente del grupoide Z, (FKe)n _,..._j"' O es el colimite del anterior diagrama.

Los operadores cara y degeneraciéon estdn inducidos por los de K,

Denotaremos tambien por F /:\ 0] al grupoide simplicial con dos objetos y las identi-
dades sobre cada uno de ellos y FA[0,0] al grupoide simplicial con un solo objeto, y sélo
la identidad.

Se tiene asi definido un funtor

F : Simp(Set) — Simp(Gpd).

Notemos que para K, € Simp(Set) v X € Simp(Gpd)., dar un morfismo
f: FK, — X es equivalente a dar dos objetos p, p’ de X que estén en la misma componente
(salvo que K, sea el conjunto simplicial vacio) y una aplicacién simplicial K, — X (p,p’).

2.1.14. Recordemos que un morfismo f : X — Y de grupoides simpliciales se dice que es
una aplicacién libre (véase [25]) si:

i) f es inyectivo en objetos y en morfismos.

ii) Existe un subconjunto V' de morfismos de Y, llamado base, cerrado para degenera-
ciones, de manera que todo morfismo del grupoide simplicial Y se expresa de forma unica
como composicién reducida de elementos que estan en la imagen de f, de morfismos de V'
y sus inversos, donde reducida quiere decir que no aparezcan seguidos dos morfismos que
estén en la imagen de f, ni un morfismo y su inverso.

Un grupoide simplicial X se dice que es libre si el morfismo ) —+ X es una aplicacion
libre.

Notese que si p, : Ko — Lo s una aplicacion simplicial inyectiva de conjuntos simpli-
ciales el morfismo inducido en Simp(Gpd). F(p.) : FK, — F'L,, es una aplicacion libre
en la que una base de F'L, es el conjunto formado por aquellos generadores x : 0 — 1 que se
corresponden con simplices que no estan en la imagen de p,. Como caso particular de este
hecho, se tiene que los morfismos de grupoides simpliciales FA[n, k| — FA[n|, 0 < k < n,

y F A n] — FA[n], n > 0, son aplicaciones libres.

2.1.15. Los grupoides simpliciales aparecen también asociados a conjuntos simpliciales
K, mediante la construcciéon del llamado “grupoide simplicial de lazos”, GK,, debida a
Dwyer-Kan (véase [25]). Este grupoide simplicial GK, es aquel que tiene como objetos el

S
conjunto Ky, vy en dimensién n, (GK,)n —t;‘ Ky es el grupoide libre con un generador

T :dody...dps12 — dids...dp1T para cada x € K, 41, con las relaciones 50T = Idg, . 4,4
para cada r € K,. Los operadores cara estan definidos por

— ————

doT = d1z - (doz)™"  di(T) = dita17, 1 21

34




2.1 Construcciones en Simp(Gpd)..

y las degeneraciones por

s$;T=8;nz,120.

En sentido inverso. cada grupoide simplicial X tiene asociado un conjunto simplicial,
WX . su “complejo clasificador”, definido como sigue (véase [25]):

- (WJY)U — O

4 L > r '3 4 g
_(11’ X)n e ."'\n_l s Xt An_2 S Xt se e 8 Xt JX‘]. S Xt .{XO —

= {(gn-—l, ., 91,90) / gé(gf:()iz t(gi) }

Es decir, (WX), es el conjunto de sucesiones de morfismos

go g1 gn-2 gn-—1
Ag-Be Ay B B, Belog

donde g; € X;.

- Los operadores cara estan definidos:

dO(gn—la .« v 790) = (gn—% -y 01, 90)
d‘i(gn—l'; v v ovy 90) e (d‘i—lgn—11 « v sy dlg'n—i-}—la dogn-—i ’ gn—-‘i—lag‘n—i—-za R :90)

dn(gﬂ—lﬁ v ooy 90) — (dﬂ—lgﬂ—ln « .oy d292: dlgl)

e m—

. . 90 91 gn—2 gn-1 B
es decir, si Ag—> A — - —> Ap_1 —> An es un elemento de (WX )p, su

imagen por dg es

go ‘
AU A Al An—z’—Q = rroe o An-—i—l -

> Anp—i+1 >

y por d,

dy 9 d2 g2 dn—29n-2 dn—19n—1
A —> Ay —> - — A1 — Ay

- Las degeneraciones:
So(gn-la ¢ v 191:90) — (]dtgn_ngn—la ¢ » :glagU)

$i(Gn-1,---191,90) = (Si=19n-1, -+, 80Gn—is L dsg,_;» Gn—i—1,- - . 90)

. . go g1 gn-2 gn-1
es decir, la imagen de Ag —> A; — -+ —> An_1 — Aqn por s es

90 g1 gn-—2 gn-—1 Ida,,
o By B el g T A
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Y POTI §;
Ida
go gﬂ.—l—l n—1
40 2 41 471—11—1 > An j Te—
IdAn-t S09n—1 Sign-1
— Ap_i —> Ap—it1 Apn_1 — A,

Las construcciones G y W son funtoriales y de hecho se tiene:

Proposicion 2.1.16. El funtor G : Simp(Set) — Simp(Gpd). es adjunto por la 1z-
quierda al funtor W.

Demostracion: Definiremos unicamente las biyecciones
¢‘ : Homeimp(Gpd). (GK--,- X) - HomSimp(Set) (K-: WX)

Y : Homsimp(set)(Ke, WX) = Homsgimp(Gpa). (GK., X)

para cada K, € Simp(Set) y cada X € Simp(Gpd)..
Sean K, € Simp(Set), X € Simp(Gpd). y f: GK, = X.

(6(f))n(k) = (fa-1(Z), fa-2(doz), ..., foldg ™ z), n 21

(6(f))o se define de manera obvia.
Sea ahora h : K, — W X. Entonces definimos 9 (h):
- Sobre objetos se define como hg
- Sobre morfismos

(¥(h))n(Z) = gn

donde g, es la primera coordenada de h,.1(x). E

2.2 La estructura de modelos en Simp(Gpd),

En esta seccién haremos explicita la demostracién de que Simp(Gpd). es una categoria
de modelos cerrada con la estructura propuesta por Dwyer-Kan en [25], que recogemos en
la siguiente:

Definicién 2.2.1. Sea f : X = Y un morfismo en Simp(Gpd).. Se dice que:
i) f es una fibracion si:
a) Para cualesquiera p € Obj(X) y b: f(p) = q € Yo(f(p),q), existe a € Xo(p,p')
, Jo ’
;\0 ——— }0
tal que f(a) = b (esto es st Sl Jt Sl lt es una fibracion de grupoides).
O . B O
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b) Para cualquier p € Obj(X) el morfismo inducido X(p) = Y(f(p)) es una fibra-
ciéon de grupos simpliciales.

1) f es una equivalencia débil su:

a) f induce una biyeccion entre las componentes de X y las de Y, es decir,

7(f)
7(X) =-#w(Y).
b)Para cualquier p € Obj(X), el morfismo inducido X(p) = Y(f(p)) es una equi-
valencia débil de grupos simpliciales.

iii) f es una cofibracion si es un retracto de una aplicacion libre.

Las equivalencias débiles inyectivas en objetos pueden ser caracterizadas en términos
de los grupoides de homotopia definidos en 2.1.6 como sigue:

Proposicién 2.2.2. Sea f : X — Y un morfismo en Simp(Gpd). inyectivo en objetos.
Entonces f es una equivalencia débil si y sélo st el morfismo inducido en el conjunto de
componentes conezas, 7(f) : m(X) = w(Y) es una biyeccion y para cada n > 0 el funtor

Tn(f) : T (X) = m(Y) es pleno y fiel.

Demostracion:
Supongamos que f es una equivalencia debil. Tenemos que demos-

trar que dados p, ¢ € Obj(X) la aplicacién - inducida entre los conjuntos
Hom,, x)(p,q) = Homqg,v)(f(p), f(q)) es biyectiva para cada n > 0.

Supongamos n = 0. Segun vimos en 1.2.3 s1 p y ¢ estan en la misma com-
ponente conexa se tiene que los conjuntos Hom,x)(p,q) vy Homgyx)(p) son bi-
vectivos, asi como los conjuntos Homug,y)(f(p), f(q)) ¥ Homg,,v)(f(p)). Basta te-
ner en cuenta que Homqx)(p) = m(X(p)) vy que Homayy)(f(p)) = mo(Y(f(p))) ¥
que para cada p € Obj(X) el correspondiente morfismo de grupos simpliciales
mo(fp) : mo(X (p)) = 7o (Y (f(p))) es un isomorfismo.

Sin > 1 el conjunto de morfismos Hom,, (x)(p,q) es vacio si p # q y, por ser f inyectivo

en objetos, también lo es cada uno de los conjuntos Homg,v)(f(p), f(q)). Sip = g, al igual
que en el caso anterior, s6lo hemos de tener en cuenta las identificaciones de los grupos de

automorfismos de cada uno de los grupoides de homotopia dadas en 2.1.7, asi como que en
cada uno de dichos ellos el morfismo inducido es un isomorfismo de grupos.
Para demostrar el reciproco basta atender al significado de que el funtor

Tn(f) : Tn(X) = m(Y) sea pleno y fiel para p = g asi como 2.1.7.
-

Lema 2.2.3. Sea X € Simp(Gpd). v f : X — X. 51 exuste una homotopia o : f =~ 1x
con a(p) = Id, Vp € Obj(X) entonces f es una equivalencia débil.

Demostracién: Es claro que sélo hay que probar que Vp € Obj (X) el morfismo inducido
f, : X(p) = X(p) es una equivalencia débil de grupos simpliciales. Ahora, la hipotesis

37



2. Grupoides simpliciales.

sobre la homotopia a dan justamente (véase 1.3.5) una homotopia entre los morfismos
de grupos simpliciales f, v 1x(, asi que, Vp € Obj(X), f, es, como se requeria, una
equivalencia débil. - =

Para encontrar caracterizaciones de las fibraciones y las fibraciones triviales es conve-
niente ver precisamente en que se traduce que un morfismo de grupoides simpliciales tenga
la RLP respecto de algunas familias particulares de morfismos.

2.2.4. Sea f : X — Y un morfismo en Simp(Gpd).. Atendiendo a la definicion del
funtor F (ver 2.1.13) y de los conjuntos simpliciales implicados es facil ver que:

-El morfismo f tiene la RLP respecto a cualquiera de las inclusiones FA[0, 0] — FA[0] si
y sOlo si para cada objeto p de X, y cada morfismo b € Y,(f(p), ¢) existe un morfismo

Xo——*Xp
a € Xo(p,p') tal que f(a) = b, esto es si sl lt Sl lt es una fibracién de grupoides.
O et 1 O’

- El morfismo f tiene la RLP respecto a F A 0] — FAI0] si y sblo si para cada
p,p € Obj(X), vy cada b € Yy(f(p), f(p')) existe un morfismo a € Xy(p,p') tal que

f(a) =b.

- El morfismo f, con X # (), tiene la RLP respecto a cualquiera de las inclusiones

FA[0,0] — F A (0] si y sélo si es sobreyectivo en objetos.

- El morfismo f tiene la RLP respecto a la familia de morfismos FA[n, k] — FA[n],
1<k<n, si y sblo si para cada p, p° € O y cada sucesion de n elementos

Ao, A1, .-+, 0k, ..,0n € Xn_1(p,p’) verificando d;a; =d;—1a;, © < J, 1,] # k ¥y ca-
da morfismo b € Y,,(f(p), f(p')) tal que d;b = f(a;) existe un morfismo a € X, (p, p’)

tal que f(a) =by dia=a;, 0 <1< n, 1 #Kk.

- El morfismo f tiene la RLP respecto a la familia de morfismos F A n] — FA[n],
n>1 si y s6lo si para cada p, p’ € O y cada sucesion de n+1 elemen-
tos ag,a1,...,an € Xn_1(p,p’) verificando d;a; =d;_1a;, 1 < j y cada morfismo
be Y.(f(p), f(p')) tal que d;b = f(a;) existe un morfismo a € X,(p,p’) tal que
f(a)=bydia=a; 0<1<n.

Caracterizamos a continuacién las fibraciones de grupoides simpliciales en los siguientes
términos:

Proposicién 2.2.5. Sea f : X = Y un morfismo en Simp(Gpd).. Son equivalentes:

1) f es una fibracion.

i1) f tiene la RLP respecto de FAn, k] — FA[n], 0<k<n, n>0
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-\ No(f) .
Ng(X) —= Ng(Y')
i11) El morfismo sl lt sj Jt es una fibracion de grupoides para todo q 2 0.

O 7 o ¥ i

Demostracion:

i) = i1) La primera condicion de fibracién dice, como hemos notado en 2.2.4 que f

tiene la RLP respecto a FA[0,0] < FA[0]. Si n > 0, utilizando de nuevo 2.2.4, hemos de
probar que dados ag,...,Qk...,0n € Xn-1(p,p') con dija; =dj_1ai, 1 < j, 1,J FKY dado
un morfismo b € Y,(f(p), f(p')) tal que d;b = f(a;), existe a € Xn-1(p,p') tal que f(a) = b
v d;a = a;, 0 <1 <n, i # k. Ahora, por ser f,: X (p) = Y(f(p)) una fibracion de grupos
simpliciales para cualquier p € O, es una fibracién de Kan lo cual es equivalente a que dados
ay, ay,...,a,,...,a, n elementos cualesquiera en Xn_1(p) verificando que d;a; = TR

i < i, 1,7 # k, vy dado un morfismo V' € Y,(f(p)) tal que d;b = f(al), 0< 1< n, 1 #Kk,
existe @’ € X, (p) verificando f(a') = by dia' =a;, 0 <1 <, 1 # k. Si elegimos ahora
un morfismo « € X,(p,p’) (basta tomar, por ejemplo, & = seap y tomamos para cada
0<i<n,i#k,a = (da)a; € X,_1(p), se tiene que si llamamos b" = fla)ob e Y,(f(p)),
se cumplen las condiciones expuestas anteriormente:

dz-a;- — df(dj(]f O a,j) = didj(lf O dt-aj — dj_ldt-o: o dj__laz- — dj._,;a;-.

d;b' = di(f(a) ob) = f(dia) o dib = f(diax) o f(ai) = f(a;).

Por tanto, existe @’ € X,(p) verificando que, para cada 0 < 2 < n, i #£ k, did’ = a,
f(a') = b'. Veamos que a = o' oa’ es el morfismo buscado:

d:a = di(a™1) od;a’ = (d;a) ' odia’ = (dia) "t oal = (dia)™ ' odijax 0 a; = a.

f(a) = fla~loa') = f(a) ot = f(a) o f(a)ob=b

ii) = i) Que f tenga la RLP respecto a FA[0,0] — FA[0] implica como hemos notado
en 2.2.4 la primera condicién de fibracién. La segunda condicion se deduce (véase 2.2.4) de
lo que significa que f tenga la RLP respecto a la familia de morfismos Aln, k] — FA[n],
n > 1, tomando p = p' € O.

i) < iii)La primera condicién de fibracion dice justamente que el morfismo

: . No(f) .
No()&) — )S.(] L*NU(Y) — }0
sHt sl jt es una fibraciéon de grupoides. La segunda condi-

O o
S
cién es equivalente (véase [56]) a que para cada p € O y cada ¢ = 1, el morfis-
mo inducido en los complejos de Moore de los grupos simpliciales de automorfismos
No(fp) : No(X(p)) = Ng(Y(f(p))), sea sobreyectivo y por lo tanto, dados p € Oy

b: f(p) — f(p) € No(Y(f(p))) existe a : p — p verificando (Ny(f))(a) = b, lo cual es
No(X) =55 Ny(Y)

equivalente a que el morfismo sl lt sl lt sea una fibraciéon de grupoides para
@, ; > ()
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2. Grupoides simpliciales.

g > 1, puesto que en tal caso se tiene que N (X ) = \ N (X (p)).
pe0O
=

Proposicién 2.2.6. Sea f : X — Y un morfismo en Simp(Gpd).. Entonces [ es
una fibracion trivial si y sélo si tiene la RLP respecto de F A [n] — FA[n|, n >0 y de
FAJ0,0] < F A [0].

Demostracion:

Supongamos que f es una fibracién trivial. Veamos en primer lugar la segunda condicion
que, segin observamos en 2.2.4 es equivalente a que f sea sobreyectivo en objetos. Sea
g € Obj(Y); como f es una equivalencia débil induce una biyeccion entre las componentes
de X vy las de Y que en particular es sobreyectiva, luego ¢ esta en una componente de Y
que es imagen por f de una componente de X, es decir, existe p € Obj(X) y un morfismo
b: f(p) = q. Por otro lado como f es una fibracién existe a € Xo(p,p’) tal que f(a) =0by

por tanto f(p') = q. Veamos ahora que f tiene la RLP respecto de F A 0] — F'Al0], para
lo cual utilizamos de nuevo 2.2.4. Para ello sean p,p' € Obj(X) vy b € Yo(f(p), f(p")); como
f(p)y f(p') estan en la misma componente también lo estdn p y p', existe pues a’ € Xy (p, p’)
con f(a')"tob € Yo(f(p), f(p)). Pero por ser f, : Xo(p) = Yo(f(p)) una fibracién de grupos
simpliciales existe o € Xy(p) tal que f(a) = f(a’) ' ob. Seaa =a'oca € Xy(p,p'); se tiene
que f(a) = f(a') o f(a) = f(a') o f(a')™' ob = b. La demostracién de que el morfismo
f tiene la RLP respecto de F A (n] — FAln], n > 1 es analoga a la realizada para las

fibraciones en la proposicion 2.2.5.

Reciprocamente, al ser f sobreyectiva en objetos induce una aplicacion sobreyectiva
entre las componentes de X v las de Y. Por otro lado, al tener f la RLP respecto de

F A 0] — FA[0], dados p,p" € Obj(X) tal que f(p) y f(p') estdn en la misma compo-
nente se tiene que p y p’ estan en la misma componente de X y por tanto f induce una
aplicacion inyectiva entre las componentes de X y las de Y. Como f tiene la RLP respecto

de FA[0,0] — F A 0] v de F A (0] — FA[0], entonces f tiene la RLP respecto de
FA[0,0] — FA[0], asi que, de acuerdo con 2.2.4, se tiene la primera condicién de fibra-
cién. Por tltimo, la comprobaciéon de que para todo p € Obj(X), f, : X(p) = Y (f(p)) es
una fibracién trivial de grupos simpliciales se deduce (véase 2.2.4) de lo que significa que

f tenga la RLP respecto a la familia de morfismos F A n] — FA[n], n > 1.
i

Las fibraciones triviales de grupoides simpliciales, inyectivas en objetos, pueden ser
caracterizadas utilizando el complejo de Moore y los grupoides de homotopia como sigue:

Proposicién 2.2.7. Sea f : X — Y un morfismo en Simp(Gpd). inyectivo en objetos.

T
-

Entonces f es una fibracion trivial st y solo si m(X) w(Y), el morfismo inducido
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2.2 La estructura de modelos en Simp(Gpd)..

NG(X) R Q(Y)
SHt st es una fibracién de grupoides y mo(Kerf) = (O = 0O), para todo

O > '

Demostracion:
Si f es una fibracién trivial y utilizando la proposicién 2.2.5 sélo queda pro-

bar que para cada ¢ > 0 se tiene que mq(Kerf) = (0 =0). Ahora, es cla-
ro que Vpe€ Obj(X), (Kerf)(p)= Ker(f,) y entonces para g =1 se tiene que
mo(Kerf) =\ m[(Kerf)(p)] = V m,|Ker(fp)] = (O = O) habiendo tenido en cuenta

pe0 pe0
(véase [56]) que al ser f,: X(p) — Y (p) una fibracién trivial de grupos simpliciales se

tiene que 7, [(Kerf)(p)] = 0 para todo ¢ > 0. kn cuanto a mo(Kerf) notemos que al ser f

invectivo en objetos Ker fy solo tiene automorfismos v Kerfo = V (Kerfo)(p) asi que en
pe0

este caso el razonamiento anterior también es valido.
Reciprocamente, utilizando de nuevo la proposiciéon 2.2.5, sélo resta probar que

¥p € Obj(X) el morfismo de grupoides simpliciales f, : X (p) = Y (p) es una fibracion tri-
vial lo que es equivalente (véase [56]) a que para cada g > 0, Ny(fp) : No(X(p)) = Ng(Y(p))
sea sobreyectivo y m,[(Kerf)(p)] = 0. Como f, es fibracién la sobreyectividad se tiene pa-

ra ¢ > 0y para ¢ = 0 es consecuencia de ser f inyectivo en objetos. Por otro lado,

r(Kerf) = V m[(Kerf)(p)] = V my[Ker(fp)] = (0 = O) (nétese que para ¢ = 0 tam-
peO peO

bién es cierto por ser f inyectivo en objetos) de donde 7 [Ker(fy)] = O, para todo g 2 0.

&

En orden a probar ya que la categoria Simp(Gpd). con las definiciones anteriormente
dadas de fibracién, cofibracién y equivalencia débil es una categoria de modelos cerrada,

demostramos la siguiente:

Proposicién 2.2.8. Si f: X — Y es una cofibracion en Simp(Gpd)., entonces [ tiene
la LLP respecto de la familia de las fibraciones triviales.

Demostracién: Hemos de probar que en cada diagrama conmutativo de la forma

X —G
o

fl h jg

Y —H

con g una fibracién trivial de grupoides simpliciales, existe un levantamiento.
Supongamos que f es una aplicacion libre; basta entonces definir el levantamiento

sobre los elementos que estan en la imagen de f y sobre los elementos de la base de f, que
notaremos V. Comencemos por definirlo sobre objetos: Sea g € Obj(Y), si ¢ = f(p) con
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p € Obj(X) definimos h(q) = u(p) (nétese que por ser f inyectiva en objetos h esta bien
definido). Si ¢ € f(X) consideramos v(g) € Obj(H) y, por ser el morfismo g una fibracion
trivial, en particular es sobreyectivo en objetos y por lo tanto, existe g, € Obj(G) tal que
g(g9,) = v(q) en cuyo caso definimos h(g) = g,. Sea ahora y : ¢ — ¢ un morfismo en
Y. Siy = f(z) € Y,, definimos h(y) = u(z) (estd bien definida por ser f inyectiva en
morfismos). Supongamos ahora que y € V. Comenzaremos definiendo A en dimension O:
si y € Vp C Yy v consideramos vo(y) : go(h(g)) — go(h(q’)), por ser g una fibracion trivial
existe un morfismo a : h(q) — h(q') € Gq verificando go(a) = vo(y). Definimos hy(y) = a.
Siy €V, con n> 1 distinguiremos dos casos:

1) Si y es un simplice degenerado, es decir y = s,y’ para algun y' € Y,_;, definimos
hn(y) s thn—l(y’)'

ii) Si y no es degenerado, construimos el morfismo A por induccién de forma que
d;h, = h,d; con 0 < 7 < n. Para n=0 ya esta definido y supongamoslo construido hasta
la dimensién n — 1. Dado y € V,, consideremos los morfismos a; = h,_(d;y), 0 <12 < n.
Veamos que verifican d;a; = d;j_1a;, 0 < ¢ < j < n, para ello usaremos las identidades sim-
pliciales, asi como que por hipétesis se tiene que d;h,—1 = hp_1d;:

dia; = di(hn-1(d;y)) = hn-2(di(d;y)) = hn—2(dj_1(diy)) = dj—1(hn-1(diy)) = d;-1a;

Si consideramos ahora el morfismo v,(y) € H,_1(v(g),v(q")), se tiene que

Gn-19°a; = Gn_1 0 hn_1(d;y) = gn—1 0 di(hn(y)) = dign © hn(y) = divn—1(y)

puesto que g es una fibracién trivial y teniendo en cuenta 2.2.4, existe a € G,(9q, 9¢')
verificando que g,(a) = v,(y) v dia = a;, 0 < 7 < n. Definimos h,(y) = a. Se verifica
entonces que d;h,(y) = dia = a; = hn,_1(diy), 0 < 7 < n.

El morfismo A : Y — G asi definido es, por tanto, una aplicacién simplicial que verifica
hf =uy gh = v como se requeria. “

Lema 2.2.9. Sea f : X — Y wuna cofibracion trivial de grupoides simpliciales, entonces
Vp € Obj(X) el morfismo inducido X (p) — Y (f(p)) es una cofibracion trivial de grupos
stmpliciales. |

Demostracion: Por definicién se tiene que, para cada p € Obj(X) el morfismo inducido, que
notaremos f, : X(p) — Y (f(p)) es una equivalencia débil de grupos simpliciales, asi hemos
de probar uinicamente que dicho morfismo es una cofibracién de grupos simpliciales lo cual
es equivalente a encontrar un levantamiento en cada diagrama conmutativo de la forma:

X(p) > G
fpl k lg
Y(f(p)) —H (*)

donde g : G — H una fibracién trivial de grupos simpliciales. Para ello fijemos un objeto
p y consideremos el diagrama de grupoides simpliciales
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2.2 La estructura de modelos en Simp(Gpd)..

X — X(p)
||
Yy — Y (f(p)) ()

donde el morfismo i : X — X (p) esta definido:

- Dado g € Obj(X), i(q) = p.

-Dadoz : g —» r € X, si py g estan en distinta componente definimos i(x) = Id,.
En caso contrario comenzaremos definiéndolo en dimensién 0, es decir, suponga-
mos que r € Xy, como ¢ y r estdn en la misma componente elegimos un mor-
fismo ag:p — q € Xo (ap = Idp), definimos i(z) = a, toroq, Dz € Xg
i(z) = sk(a, ™)) 0.z 0 s§(ag).

v el morfismo h: Y — Y (f(p)) se define como:

- Dado ¢’ € Obj(Y), h(q') = f(p).
- Dadoy : ¢ — 1 € Y, si ¢y f(p) estdan en distinta componente definimos

mn»

h(y') = Ids). En caso contrario, supongamos en primer lugar que y € Y. Elegimos un
morfismo ag : f(p) = ¢ € Yo (si ¢ = f(q) ag = f(ag)) y definimos h(y) = o~ oyoay.
Siy €Y, h(y) =sha,~' oyosgay.

Se comprueba sin dificultad que las aplicaciones asi definidas son simpliciales. Veamos

que hacen conmutativo el diagrama (k%)

Dado g € Obj(X) se tiene que fi(q) = hf(q) = f(p). Dado z : ¢ — 7 un morfis-
mo en X, por ser f una equivalencial débil induce una bivecciéon entre los conjuntos de

componentes conexas de X e Y; por tanto, si ¢ y p no estan en la misma componente,

tampoco lo estan f(p) v f(g) y se tiene entonces que fi(z) = hf(x) = Idsp). Si, por el
contrario ¢ v p estdn en la misma componente tambien lo estan f (p) v f(g) y por tanto,
fi(z) = hf(z) = fla7') o f(z) o flay).

Puesto que en particular f : X — Y es una cofibracion de grupoides simpliciales y el
morfismo ¢ : G — H puede verse de forma obvia como una fibracion trivial de grupoides
simpliciales, se tiene que existe un levantamiento k' : ¥ — GG en el siguiente diagrama

conmutativo:

X 4+t X(p) > G

fJ%Jg
(f(p)) —H

Por otro lado notemos que los morfismos 7 y h son retracciones, pues si los morfismos
[ X(p) = X vy j:Y(f(p)) = Y denotan las respectivas inclusiones es evidente que se
verifica que il = lx) ¥ Jh = ly(sp). Veamos que el morfismo de grupos simpliciales

k = k'j es el levantamiento buscado en el diagrama (*): k'f = w1 luego k'j fpt = wi, de
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2. Grupoides simpliciales.

donde se sigue k'j f, = u y por tanto k f, = u. De otra parte gk' = vh de donde gk'y = vh}

y por tanto gk = v
L3

Proposicién 2.2.10. Si f : X = Y es una cofibracion trivial en Simp(Gpd)., entonces
f tiene la LLP respecto de la familia de las fibraciones.

Demostracion: Hemos de probar que en cada diagrama conmutativo

X 1

o7

Y—h*H

con ¢ una fibracién, existe un levantamiento. Para ello consideremos el conjunto de com-
ponentes conexas de X. En cada una de las componentes elegimos un representante que
notaremos p. Para cada uno de esos representantes elegidos se tiene, por el lema anterior,
que en cada diagrama conmutativo de la forma

X (p) —— G(i(p))

fl k7 ig

Y (f(p)) — H(hf(p))

existe un levantamiento, k'.
Veamos como definir el morfismo &k : Y — G. Sea ¢’ € Obj(Y):

-Si ¢ = f(p) con p € Obj(X), elegimos un morfismo T : p — p € Xp, donde supo-
nemos que p pertenece a la componente de representante p ( si p = p elegimos la
identidad). Definimos k(q') = i(p). Para cada morfismo yy € Y, de la forma

yg = f(Z) : f(p) = f(p') = ¢, definimos k(yy) = (7).

- Si ¢’ no estéa en la imagen de f, estd en alguna componente que es imagen de una de A
y, por tanto, existe p € Obj(X) y existe un morfismo en Yy, yy : f(P) — ¢', de donde
h(yy) : gi(p) — h(q¢'). Como el morfismo g es una fibracién, existen go € Obj(G) vy

g € Go, ¢ : i(p) — go tales que g(¢') = h(yy). Definimos k(¢') = go y k(yg) = g

En general, dado vy : ¢ — ¢’ € Ya(q,¢'), puesto que existe una biyeccion entre el conjunto de
componentes conexas de X e Y, el morfismo y estd en una componente de ¥ que es imagen
de una componente de X de representante p, por lo tanto admite una descomposicion de

la forma
5 S0 (ygr)
¢ — f(p) — f(D) —>¢

/

donde a = sgy;}‘fl oy o s7y,. Definimos k(y) = sgk(yy) © k'(a) o sgk(y;"'). Se comprueba
sin dificultad que la aplicacién k asi definida es simplicial y verifica gk =hy kf =1 W
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2.2 La estructura de modelos en Simp(Gpd)..

Lema 2.2.11. Sea {fa : Xa = Ya}aea una familia de cofibraciones (cofibraciones trivia-

les) en Simp(Gpd).. Entonces el morfismo [] fa: [l Xa — [] Y. es una cofibracion
a€A a€A ac

(cofibracidn trivial) en Simp(Gpd)..

Demostracion:
Supongamos que cada f, : Xo — Y, €s una aplicacién libre. Entonces, teniendo en

cuenta que para hacer el coproducto en la categoria Simp(Gpd). basta hacer la union dis-
junta de los objetos y de los morfismos y puesto que cada f, : X, — Y, es inyectiva en ob-

jetos y morfismos se tiene que también lo es el morfismo inducido 1 fo: 11 Xo— Ll Y.
acA acA acEN

Si llamamos V,, C Y, a la base de cada morfismo f, : Xq — Ya, se tiene que \V/ V, es una

a€EA
base del morfismo [] fo: [ Xa — 11 Ya

a€EN acEA aEA
Supongamos ahora que cada f, : Xq — Y, es libre y una equivalencia débil. Por las

consideraciones tenidas en cuenta anteriormente, es evidente que [[ fo: [ Xa = 1l Ya

aEA acA acA
induce una biveccién entre las componentes conexas de [| X, y las de [T Y,. Parala
aEA acA
segunda condicién de equivalencia débil basta tener en cuenta que dado p € Obj(|] Xa),
ac

existe o tal que p € Obj(X,) por lo que podemos identificar el morfismo inducido
(11 Xa)(®) = (1 Ya)(fa(p)) con el correspondiente morfismo Xa(p) = Yao(f(p)) que es

aEA acl
por hipétesis una equivalencia débil de grupos simpliciales.
-

Lema 2.2.12. Dado en Simp(Gpd), un cuadrado cocartesiano de la forma

X —Z

o

L

si f: X =Y esuna cofibracion entonces k : Z — 1" es una cofibracion.

Demostracién: Supondremos que f es una aplicacién libre. Como f es inyectivo en objetos
v el pushout en objetos se hace como en conjuntos, se tiene que el morfismo k es inyectivo
en objetos. Por otro lado, puesto que f es libre tiene una base, V C Y, y teniendo en
cuenta 1.2.4 es facil ver que una base del morfismo k es justamente el conjunto h(V)., B

Lema 2.2.13. Consideremos una sucesion de morfismos en Simp(Gpd).
;XO—;Eq')C1—2L+qu... ;Xﬁ-—;—*;Xﬁ+1-—*ﬁ*-'-

tales que jr : Xx — Xk41 €8 una cofibracion (cofibracion trivial) Vk € N. Sean
X . =1limXy v qx : Xk = Xeo, kK € N, los morfismos canonicos. Entonces qg : Xo = X
— 3

es una cofibracion (cofibracion trivial).
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Demostracion: Lo haremos para el caso de que cada jx : Xx — Xg+1 sea una aplicacion
libre. Sea Vi C X, k > 1, una base del morfismo j,. Por ser cada jx, £ > 0 inyectivo en

objetos y morfismos se tiene que X, = lim X = X v por tanto gg : Xg — X también
2 kEN
es invectiva en objetos y morfismos. Para ver que gy es una aplicacion libre basta tener en

cuenta que el conjunto |J ¢x(Vk), K > 1, es una base.
kEN -
Supongamos ahora que cada ji : Xy — Xk+1 es una aplicacion libre y una equivalencia

débil. Es evidente que el morfismo ¢y induce una biyeccion entre las componentes conexas
de X, v las de X . Por otro lado, al ser inyectiva en objetos, dado p € Obj(X) podemos
identificar cada jx(p) con p. En particular, para cada p € Obj(X,) podemos considerar la
sucesion de morfismos de grupos simpliciales

Xo(p)i*X1(p)—J-l~+X2(p)... Xn(p)i)— n+1(p)M,._...

112

Es facil ver que (lim Xj)(p) lim X (p). Por ser cada morfismo inducido

7k : Xe(p) = Xks1(p) una equivalencia débil de grupos simpliciales se tiene que el mor-
fismo ¢qo : Xo(p) — lim Xi(p) es una equivalencia débil de grupos simpliciales (ver [56]) v,
iy

por tanto, go : X9 — X es una equivalencia débil de grupoides simpliciales. B

Proposicién 2.2.14. Para cada par de enteros k, n con 0 < k < n, el morfismo
i : FA[n, k] — FA[n| es una equivalencia débil y st

FAln, k| —Z

r

FA[n] T

es un cuadrado co-cartesiano entonces f es una equivalencia débil.

Demostracion: |

il
Es claro que w(FA[n,k]) ”S_—"_") m(FA[n]) puesto que ambos grupoides simplicia-
les tienen una sola componente, asi que resta probar que para cada objeto de
FAln, k], p € {0,1}, el morfismo inducido en los grupos simpliciales de automorfismos
i, : FA[n, k](p) = FA[n|(p) es una equivalencia débil de grupos simpliciales. Ahora, s
probamos que 7 : FA[n, k] — FA|[n| es un retracto fuerte de deformacion, esto es, que
existe un morfismo r: FA[n] - FAln, k| tal que 7t = lpapm k) y existe una homotopia
a :ir =~ 1papm), tendremos que ri es una equivalencia débil y si ademas se verifica que para
cada p € Obj(FA[n]) a(p) = Id,, utilizando el lema 2.2.3, tambien lo sera r. Entonces,

para todo p € Obj(FA[n,k]) = Obj(FAln]) y cada ¢ > 0 se tendria

7o (FA[n, k)(p)) —=2L» 7 (FA[n)(p)) —=21 7(F Aln, k](p))

—>

Lz (Fa[n k) (p)
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esto es, my(Tp)Te(tp) = lay(Faln, Kl(p))s ¥ POT otro lado m,(irp) = me(ip)me(ry) seria un
isomorfismo de donde 7,(i(p)) seria un isomorfismo para todo ¢ = 0 y por tanto ip una

equivalencia débil de grupos simpliciales como se requerla
La demostracién con toda generalidad de que i : FA[n, k] — FA|n| es un retracto

fuerte de deformacion es tediosa y de dificil expresién por lo que procedemos a realizarla
en un caso particular que es por otro lado absolutamente ilustrativo de cémo se procederia
en general.

Consideremos la inclusién 7 : FA[2,2] < FA[2] y recordemos que
dar un morfismo r:FA[2] - FA[2,2] es equivalente a dar dos objetos de
FA[2,2] que estén en la misma componente (los dos tunicos objetos 0 'y
1 que tiene) y una aplicacién simplicial 7, : A[2] = FA2, 2](0,1) que, como
bien sabemos. estd determinada por 72(A2) = 72((0,1,2)). Definimos entonces
ro((0,1,2)) = (1,1,2) 0 (1,2,2)"1(0,2,2) : 0 = 1 (habiendo tomado para cada genera-
dor del grupoide libre la notacién del simplice correspondiente). Se tiene entonces que
ri = 1pa[2,2] pues basta tener en cuenta que

T1(1,2) — Tldo(o, 1, 2) — do?"g(o, 1, 2) — (1 2) (2 2) (2 2) ( ) 2

T1(0,2) — T1d1(0,1,2) — d1T2(0,1,2) — (1 2) O (1 2) . ( 2) — (
est4 generada por do(0,1,2) = (1,2) y d1(0,1,2) = (0, 2).

Nuestro objetivo es ver que existe una homotopia a:ir =~ lpajz) con a(p) = Id,.
Consideremos entonces Vp € {0,1} = Obj(FA[n]), a(p) = Id, € FA[2], y las aphcacmnes
ol = so: FA[2]o = FA[2]1, o}, a1 : FA[2]; = FA|2], determmadas por:

|

)y
0,2) vy que A[2,2]

a?(0,1) = (0,1,1) 0 (0,1,2)7" 0 (0,0, 2)
a%(0,2) = (0,0,2)
oi(l1,2)={1,1,2)
a(0,1) =1(0,1,1)
(0, 2) ='(0,2, 2)
(1, 2) & (1,2, 2)

y o, a3, a3 : FA[2], —» FA[2]3 determinadas por:

) =(0,1,1,2)2(0,1,2,2)71(0,0,2,2)
o3(0,1,2) = (0,1,1, 2)
a2(0,1,2) = (0,1,2,2) (Nétese que las identidades simpliciales y las condiciones de

homotopia determinan a5, 0 < k < 2, sobre cualquier otro simplice). Se tiene entonces

que:
doal(0,1,2) = (1,1,2) 0 (1,2,2)7 1 0 (0,2,2) = (21)2(0,1,2)
d,03(0,1,2) = (0,1, 2) = d103(0, 1, 2)
d3a9(0,1,2) = (0,1,1) 0 (0,1,2)7' 0 (0,0, 2) = a7d2(0, 1,2) o doc3(0, 1, 2) (1,152)

= Ot[l) 0(0,1,2)

d203(0,1,2) = (0,1,2) = dr03(0,1,2)
d301(0,1,2) = (0,1,1) = ald2(0,1,2) 0 dga3(0,1,2) = (1,2,2) = aidy(0,1,2)
d,a2(0,1,2) = (0,2,2) = a3d:1(0, 1, 2)
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2. Grupoides simpliciales.

d3a12?(0& 1, 2) Y (01 1, 2) = Id(O.l,Q)
lo que nos indica de acuerdo con 2.1.11, la manera de construir una homotopia « de ir a
1pafa)-

Finalmente, para ver que en un cuadrado cocartesiano como el del enunciado el mor-
fismo f también es una equivalencia débil basta observar que f : Z — 1 también es
un retracto fuerte de deformacion. Por un lado es claro que, condiderando el diagrama
conmutativo

FAln, k] B

!

FA[n]

existe g : T — Z tal que gf = 1z. Por otro lado no es dificil ver que considerando la
homotopia « : i =~ 1pan) esta induce, de acuerdo con el siguiente diagrama

FA[n, k],

FA[n],

Tq+1

una homotopia v : fg >~ 17 (Notese por ejemplo que, dofyqu = dovq+1ag = quoag
UglqTq = JqUqTq = [q9qVq ¥ dO'Ygfq = dofg+150 = [fqdoSo = fq = [q94fq asi que dO’?'g = fq9q

y también, dg117ivy = dg41Vg+10d = vgdg10] = vold = Idvg y de117]fq = deg1fqr10§ =

fedgr10d = fold = 1df,, asi que dg417] = 1d).

Recordando la definicién de objeto secuencialmente pequeno (ver 1.3.9), se tiene que los

grupoides simpliciales F’ A n], FA[n, k| y FA[n] son secuencialmente pequenos y podemos
demostrar ya el siguiente:

Teorema 2.2.15. (/25/) Con las definiciones dadas de fibracion, cofibracion y equivalencia
débil, la categoria Simp(Gpd). tiene estructura de modelos cerrada.

Demostracion: El axioma CM1 es consecuencia de 2.1.2 , el axioma CM4 es consecuencia de
las proposiciones 2.2.8 y 2.2.10 y los axiomas CM2 y CM3 se prueban sin dificultad, asi que
s6lo queda demostrar el axioma CM5. Sea f : X — Y un morfismo en Simp(Gpd).:
veamos que f admite una factorizaciéon de la forma f = hi donde 7 es una cofibracién y h
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2.2 La estructura de modelos en Simp(Gpd)..

una fibracién trivial. Para ello usaremos el conocido como argumento del objeto pequeno

(véase [56]) para lo cual construimos un diagrama

donde llamaremos Z_; = X h_; = f y supuesto obtenido Z,. obtenemos Zp4+1 Y hni

como silgue:
Consideremos todos los diagramas conmutativos de la forma

Yan
Aan ZTI.

hnl
dan

}'an —_—Y

donde X, < Y, es un morfismo de la forma FA lq) — FAlqg], ¢q¢=0,

6 FA[0,0] = F A (0] y a partir de aqui definimos Zn41 ¥ fns mediante el siguiente dia-
grama cocartesiano.

I_IXO-“n Z’Tnn - Zn

"

]_I }:311 - Tl+1__

Tenemos asi una sucesion

y consideremos Zo, = limZy y gm : Z.  — Zs el correspondiente morfismo canonico.
_}

Para cada m € N[ J{—1} se tiene hy, : Z;, = Y verificando hm+1jm+1 = hm, por lo tanto
3h: Z., — Y tal que hgn = hn

Si llamamos i a ¢_; se tiene el diagrama conmutativo °

O

o
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2. Grupoides simpliciales.

Veamos que ésta es la factorizacién buscada del morfismo f. Los morfismos X,, — Y,,
son aplicaciones libres (ver 2.1.14), por tanto cofibraciones, y por el lema 2.2.11
[ Xa., = [[Ya., es una cofibracién. De ahi, usando el lema 2.2.12 se tiene que j,_; es
una cofibracién, Yn € N v por el lema 2.2.13 el morfismo ¢ es entonces una cofibracion.
Veamos ahora que h es una fibracién trivial y para ello, utilizando la proposicion 2.2.6.
Para ello consideremos un diagrama de la forma

[ h

Y
FAln| >Y

en el que tratamos de encontrar un levantamiento, para lo cual hemos de tener en cuenta

que, dado que F A (n] es secuencialmente pequeno, el morfismo F' A [n| — Z factoriza
a través de algun Z,,, puesto que

Hom(F A [n), Zso) = lim Hom(F A [n], Zn)

con lo que se tiene

T

FAln] & i

que es uno de los diagramas considerados anteriormente. Consideremos ahora el diagrama
conmutativo

F A [n] = Xa, : > Zoo
o i\"’““ Vv

]_IXCIH E&n* Zm dm+1

{ ijj h (™)

]_I }:ln Tﬂn)- m+1

hm+l
-
Y

| Y
FA[n]| =Y,, ~Y

Oan

El morfismo ¢mnmi12la, la, : FA[n] — Z4 es el levantamiento buscado.
Si hubiéramos partido de un diagrama de la forma
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2.2 La estructura de modelos en Simp(Gpd)..

FA0,0] — Zo

[«

F AR —Y

el razonamiento se hace analogamente.
[a factorizacién de un morfismo como una cofibracién trivial seguida de una fibracion

se haria mediante un desarrollo andlogo, partiendo, en este caso, de diagramas de la forma

FAln, k| — Zp,

o,

FA[n] ——Y

0 < k < n. Se llegaria a una factorizacion de la forma X - Z 2, Y donde, por 2.1.14
y la proposicion 2.2.14, los morfismos FAln, k] — FA[n], 0 < k < n son cofibraciones tri-
viales v por los lemas 2.2.11 2.2.12 y 2.2.13 junto con la proposicion 2.2.14 se tiene que ]
es una cofibracién trivial. El levantamiento requerido para demostrar que g tiene la RLP
respecto de las cofibraciones triviales se obtiene a partir de un diagrama andlogo a (*), lo

cual prueba que el morfismo ¢ es una fibracion.
L

Una vez probado que Simp(Gpd). es una categoria de modelos cerrada las cofibracio-
nes vy las cofibraciones triviales quedan caracterizadas como sigue:

Proposicién 2.2.16. Sea f : X — Y un morfismo en Simp(Gpd)., entonces f es una
cofibracién (cofibracion trivial) si y solo si tiene la LLP respecto de la familia de las fibra-

ciones triviales (fibraciones).

Demostracion: Si f es una cofibracién, segin vimos en 2.2.8, tiene la LLP respecto de
las fibraciones triviales. Reciprocamente consideremos una factorizacion de f de la forma
f = hi, donde 7 es una cofibracion y h es una cofibracién trivial obtenida como en la
demostracién de 2.2.15. Dado que f tiene la LLP respecto de las fibraciones triviales,

existe un levantamiento en el diagrama

1T

Y Y

lo que implica que el morfismo f es un retracto de ;. Teniendo en cuenta el axioma CM3

se tiene que f es una cofibracion.
La parte correspondiente a las cofibraciones triviales se demuestra analogamente tenien-

do en cuenta la otra mitad del axioma CM4 y una factorizacion de f como una cofibracion

trivial seguida de una fibracion. ]
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2. Grupoides simpliciales.

2.2.17. La teoria de homotopia asociada a esta categoria de modelos es equivalente, via
los funtores G, grupoide libre de lazos y W, complejo clasificador (2.1.15), a la teoria de
homotopia de conjuntos simpliciales, y ello como consecuencia de 1.1.7 y del siguiente:

Teorema 2.2.18. (/25])

i) El funtor G : Simp(Set) — Simp(Gpd). preserva cofibraciones y equivalencias débi-
les.

i1) El funtor W : Simp(Gpd), — Simp(Set) preserva y refleja fibraciones y equivalen-
ctas déebiles.

i) Para cada par de objetos K, € Simp(Set) y X € Simp(Gpd)., un morfismo
K, - WX en Simp(Set) es una equivalencia débil si y sélo si, el morfismo ad-
junto GK, — X en Simp(Gpd), es una equivalencia débil.

Demostracion: La demostracion de i) en lo que respecta a las cofibraciones es consecuencia
de la caracterizacién de ellas en Simp(Set) (las aplicaciones que son inyectivas en cada
dimensién) y el hecho de que las aplicaciones libres son cofibraciones en Simp(Gpd)..

En cuanto a las equivalencias débiles, hay que demostrar que si f, : K, — L, €s una
equivalencia débil en Simp(Set) entonces G f, lo es en Simp(Gpd)., lo que supone de-
mostrar por una parte que 7(Gf,) es una biyeccién y por otra que para cada zo € Ky,
Tn((G fo)z,) €S un isomorfismo para cada n > 0. La primera condiciéon se deduce facil-
mente del hecho de que 7(GK,) = m9(K,) v esto es cierto pues el conjunto de objetos de
GK,. es Ky v los morfismos que los relacionan proceden de los 1-simplices de K,. Para la
segunda parte se razona como Sigue:

Sean K, € Simp(Set) y zo € Ky. Definimos el siguiente subconjunto simpli-
cial de K,, K,.(xg). En dimensiéon 0, (K.(zo))o={z0o}, y para cada n > 1,
(Ko(z0))p ={z € K,/do---d;+-dpnx =120, t=0,1---n}. Como K,(zo) es un conjunto
simplicial reducido podemos calcularle su grupo simplicial de lazos G(K,(zo)) que puede
ser visto como un grupoide simplicial con un solo objeto *. Se tiene entonces un morfismo
en Simp(Gpd), h,, : G(K.(2g)) — GK, tal que h;,(*) = zo.

Para cada elemento de 7y(K,) tomamos un representante r y consideramos el morfismo
h:VG(K.(zx)) - GK, inducido por los morfismos h,, que es una cofibracién trivial pues

I

es rutinario probar que tiene la LLP respecto de las fibraciones. Es claro entonces que si
consideramos el grupo de automorfismos en un punto z¢g € Ky, el morfismo h;, factoriza a

través de GK,.(xg)

G(Ke(zg)) = GKo(zg) — GK,

siendo el primero de éstos una equivalencia débil de grupos simpliciales.

Consecuentemente, si f, : K¢ — L, es un equivalencia débil de conjuntos simpliciales,
también lo es el inducido K,(zg) = L.(fo(zo)) ¥y por tanto G(K.(zo)) = G(Le(fo(z0))) es
una equivalencia débil de grupos simpliciales (ver [51]). El diagrama conmutativo
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2.2 La estructura de modelos en Simp(Gpd)..

G(Ka(z0)) ¢ > G Kl (z0)

l ' l(Gf-)xo

G(La(fo(20))) —> GL4(fo(20))

determina que (G f.)z, €s una equivalencia débil de grupos simpliciales.

La demostracién de ii) es rutinaria atendiendo a las definiciones de los conceptos im-

plicados, y teniendo en cuenta que dado X G_Simp(Gpd)*, 7(X) = mo(WX) y para cada
n >0y cada p € Obj(X), (X (p)) = M1 (WX, p).

Por tltimo, indicaremos como se demuestra iii). De la demostracién de i) se sigue que

dados K, € Simp(Set) y 7o € Ko, mn(GKe(zo)) = Tpi1(Ke, Zo), ¥ que T(GK,) = m(K,).
Esto permite probar que tanto la unidad como la counidad de la adjuncién son equivalencias
débiles en las correspondientes categorias, lo cual implica la propiedad requerida.

Como consecuencia de la equivalencia existente también entre las teorias de homotopia
de Simp(Set) y Top (véase 1.3.7), se tiene en particular

Ho(Simp(Gpd).) = Ho(Simp(Set)) = Ho(Top) = Ho(CW) (1)

A continuacién “puntearemos” la categoria Simp(Gpd). y extenderemos a esta nueva
categoria la estructura de modelos.

2.2.19. Denotaremos por (Simp(Gpd)., p) a la categoria de grupoides simpliciales pun-
teados que es aquella en la que:

- Los objetos son pares de la forma (X,p), con X € Simp(Gpd). y p € O un objeto fijo
del grupoide simplicial X.

- Dados (X, p) e (Y,p') dos grupoides simpliciales punteados, un morfismo entre ellos es
f: X =Y € Simp(Gpd). tal que f(p) =p'. Lo notaremos f : (X,p) — (Y,p').

Nétese que el grupoide simplicial punteado ({*}, %) es el objeto cero de la categoria

(Simp(Gpd)., p)-
Esta categoria es isomorfa a la categoria co-coma (x, Simp(Gpd).), cuyos obje-
tos recordemos que son morfismos de grupoides simpliciales de la forma * — X, con

X € Simp(Gpd)., v cuyos morfismos son tridngulos conmutativos de morfismos en

Simp(Gpd).
B
s
X el i

puesto que dar un morfismo a : * — X es fijar en X el objeto p = «(x); y dar un triangulo
conmutativo como el anteriormente descrito equivale a dar un morfismo f: X — Y en
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2. Grupoides simpliciales.

Simp(Gpd). tal que f(a(x)) = f(*), y por tanto, un morfismo f : (X,p) — (Y,p’), con
p' = B(*).

Por tanto, la categoria (Simp(Gpd).,p) soporta de manera natural (ver 1.1.3) una
estructura de modelos cerrada, inducida por la existente en Simp(Gpd). en la que f es fi-
bracién (cofibraciéon, equivalencia débil) si el morfismo f : X — Y es fibracion (cofibracion,
equivalencia débil respectivamente) en Simp(Gpd)..

2.3 Teoria de homotopia en Simp(Gpd).

La estructura de modelos estudiada en la seccién anterior permite realizar en Simp(Gpd).
construcciones homotopicas como las de objeto cilindro y espacio de arcos que describimos
a continuacion explicitamente.

2.3.1. Recordemos previamente que si H, € Simp(Gp), el grupo simplicial H., cuyos
n-simplices son
(H])n = Homsimp(set)(A[1] x A[n], H,) =

= {(xﬂa o5 8 ::Cn) & (Hn+1)n+1 / dixi B dixi—la 1 < 2 < n}

v los operadores cara y degeneracion estan dados por:

di(IOa 9 4 :In) - (dH—lea s & 3di+1Ii—-1a dixi+lv . © 8 :dixn)a 0 S 1 < n,

Si(xﬂa SRR .’En) - (8i+1$01 ooy Si41TL4, Silgy - - vy Six‘n)a 0 < 1< n

es un espacio de arcos para H, en Simp(Gp) dado que se tiene una factorizacién del
morfismo diagonal

H, 2o g1 g < H,
donde f,, dado por 8,(z) = (sez, ..., S,x), s una equivalencia débil y (9, 0;), el morfismo
inducido por (0g)n(Zo,...,ZTn) = dns1Tn ¥ (01)n(Zo,...,x,) = doZo, €s una fibracién (véase
52], [40)).

Esta construccion permite definir el concepto de homotopia por la derecha, pues se
tiene que dados f,., ge : Go — H, dos morfismos de grupos simpliciales, una homotopia por
la derecha de f. a g, es un morfismo h, : G, — H! verificando que 9phe = go V¥ O1he = fo.

Definiciéon 2.3.2. Dado H € Simp(Gpd)* definimos el grupoide simplicial H! como
SIQUeE.

- El conjunto de objetos de H' es H,.
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2.3 Teoria de homotopia.

- El conjunto de morfismos, en dimension n es el conjunto de (n+ 1)-uplas de cuadrados

conmutativos
sn+1a Sﬂ+1a e
jo, s e o8 q o, . A - q a, b € HD dt‘:ﬁi — di:L‘-i.._.l
! _* / ' /
p! - qf pr s 4V p,f q e O
sntlp i
0 0

donde, en cada dimension, las aplicaciones dominio y codominio del grupoide (H'), — Hj

estan definidas por:

SBH-IG. SE+la 5101-{—1&
p——>(q p—4q P——>¢
S :Itol, ixb’ I1¢ J(I-’l i @y I”‘l‘ *LI:q = a
/ E / / / / !
p Sn+1b q p Sﬂ-l—lb q p n+1b
0 0 0
Sg+la 33+1a SE+1a
P —>(q p—>( pP—>(q
t 'l'OL ixb 3 Ili, l;[;"l . . Inl’ l’I;l — b
p! E / pf ; / p! E /
sg'*'lb 33+lb SE+1b

y los morfismos cara y degeneracion estan dados en cada dimension por:

sg"'la 53+1a sg'*'la
2 P ——rq p——(q Pp——(q
p! E qt pr qr pr q!
33+1b sH"*'lb sg""lb
sga Sp @ sga spa
P > ( p >q P > { P > {
d;i4+1Z0 eeey | @it1Ti- , | diTit yeeey | BiZn
/ / / / / / / /
> > > >
¥ Amgr PR - VIR
Sfol+1a ‘,51"‘:]1+1.,:1 3?01-+-1a

= [ SRS
8
3"'!-

|
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af g snt?a sptia sala
p > q p >q P >{ p >
$j+1Z0 TR G AR b A y oniy TN
s Ratid Sj+1%; S5 8;%Tn
! / / ! ! ! ’ !
> ~q P o B ar~—g
p 53+2b p SE+2b SE+2b SBl-i-Qb

Se tiene asi construido un grupoide simplicial H'

51

S0
¥ 4 O\

Sn—1
I dn* I d2
HI—=HI . .-

gies 3 H! S HI . 1
sfft P et sfft P sl % s}
H, Hy, --- Hj H, Hy

que explicitamos a continuacién en dimensiones bajas:

p
(H")o = Iol

- 320
p—20g p—2pq
ol A EAE N Y
o ot I T,
/ / / !/
P~ P = 9
32(1 -
p—24gq p ey
dl l l g X l l ! I
IO o I :{:1
/ E / / /
3 sgb p sgb q
56

a,b & HO

To, T, T1,Zy € Ho
d1I1 = dlxo

dlel — dlif’O
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SD& Sga S%ﬂ
§) e P s D——4¢
S —
» Iol lm{] Slwol lsl:rfa ; Soxol lsux’o
e rd Tl g
sob 2b sgb

Notemos que la construccién anterior determina un funtor
(=)' : Simp(Gpd), — Simp(Gpd).

Proposicién 2.3.3. El grupoide simplicial H' definido anteriormente es un espacio de
arcos para H en Simp(Gpd)..

Demostracién: Tenemos que demostrar que existe una factorizacion del morfismo diagonal
A : H— H x H de la forma

do ,0
H——-B—*HI(O———L)HXH

donde el morfismo 3 es una equivalencia débil y (0o, 1) es una fibracion.
Definimos 3 : H — H'! como sigue:

- En objetos B : O — Hy es dado por 3(p) = Id, Vp € O

- En morfismos 3 : H,, — (H'), es dado, para z : p — ¢ € Hy, por

n-$1 1
pso Idpp psBH' Idpp
B(:E) g Sozrl isom jir S 8& 7§ SHI‘I’ lsn:r
q q q
s 1d, o0 i,

La demostracién de que el morfismo 3 asi definido es simplicial es rutinaria. Veamos
que es una equivalencia débil, y para ello hemos de comprobar, en primer lugar, que induce
una biyeccién entre las componentes de H y las de H'.

Para ver que es inyectiva hemos de ver que si 3(p) y 3(¢) estan en la misma componente
de (H")y, entonces p y g estan en la misma componente de H,, lo cual es evidente, pues si

p——1p
ml lm
qg——4

es un cuadrado que los conecta en (H Mo, z:p— g esun morfismo que los conecta en H,.
Para ver que es sobreyectiva es suficiente probar que, dado z : p — g con p € O, B(p)
v z estdn en la misma componente en (H')o, y para ello basta considerar el cuadrado

of
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p p
i, > A
P =z~

En segundo lugar, hemos de demostrar que, Vp € (O, el morfismo inducido
B(p) : H(p) — H'(B(p)) es una equivalencia débil de grupos simpliciales. Para ello basta
tener en cuenta que Vp € O podemos identificar los grupos simpliciales H'(3(p)) v (H(p))’
pues:

sotiId, sptildy
H GO =14 | =] | R o il 1
Pi)in = Jfol lmo ¢ B x"\lr ‘lrI" T; € Hyyq -l
85" Id; & ap 1dy .

1€

oo om) [ e e = O

Asi pues el morfismo [ puede ser también identificado con el correspondiente morfismo
dado en la construccion del espacio de arcos en la categoria de grupos simpliciales (véase
2.3.1), y por tanto es una equivalencia débil.

Definimos a continuacion (9, 0) : H! - H x H:

- En objetos (0y,0:) : Hy — O x O es dado por (9y,01)(a) = (s(a),t(a)), Va € H,

- En morfismos es dado por (8y,01)n : (H'), — H, x Hy

Ao it r
(601 61)1’1 lID IB,L ) y J,xn :c‘;“l, — (dn+1$n, do.’L‘O)
/ / / /
p Sg+lb q p Sg+1b

La comprobacién de que el morfismo (g, d;) es un morfismo de grupoides simpliciales
es rutinaria. La ilustraremos viéndola en dimensiones cero y uno:

En dimension 0O

p-—5¢

(80,61)0 . (HI)O - HO X Ho esta dado por (80, 61)0 ‘LIO fmt — (dliEo, ngCE])
pf X /
Hemos de probar la conmutatividad de los siguientes cuadrados
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lo cual es claro pues

p _"'Sob q
p—"»q
((80181)03) .l,l‘o To — (60181)(04) - (p:Q)
/ /
P =y q
En dimension 1
32 52(1
; g pP—eg |
(80,01)1 : (H")1 — HyxH, es dado por (G0, 01):1 Vo :c"ml, SN E 3 x;,l, = (d21, doxy)
/ / / !
P sgb q P sab q

Hemos de comprobar que el cubo siguiente es conmutativo

M iy D—>(
(dg(ao, 61)1) ‘l,a:o xb,l, ’ ,1,:1:1 :n’ll - dO(dEII: dOIB) . (dodgil?], d0d0$6)
/ o o / e
¥ sgb q P s3b q
séa sia
D——>(q P——ny P i ’
((60'; 81)0d0) ¢.’1?0 .’IFO¢ 9 ,l,xl :I?’li, = (803 61)0 idgxl ¢d01’:3 . (d1 dOII b dOdO.T])
/ / / / ! /
P—omd P30 p—=q
09
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v aplicando las identidades simpliciales, asi como que d;z; = d,;z;—; se tiene que

(dodg.’l’?l, d0d0$6) = (d]dg.’ﬂl, dgdg.’l?’l) |

Finalmente hemos de probar que el morfismo (Jp,0;,) es una fibracion en la categoria
Simp(Gpd).. En primer lugar empezaremos demostrando que el morfismo

(HT)y ———= H,
(30,31)1 1(30,61)
HO X H() __}%-O x O

es una fibracién de grupoides. Para ello veamos que dado a:p—q€ Hy y da-

/

do un par (p—Esp/ g—2>¢q') € Hox Hy, existe un cuadrado en (H')y tal que

(0g, 01) (\L_}.L) = (z,z'). Dicho cuadrado existe y es

Spoa
p > {
80154. J,so:r’
/ e
so(z’az™!

Por tltimo hemos de demostrar la segunda condicién de fibracién, es decir, que dado
a:p— q € Hy el morfismo (8y,0,) : H (a) —» H(p) x H(q) es una fibracién de grupos
simpliciales. Como los objetos p y g estan en la misma componente de Hy, hay un iso-
morfismo entre los automorfismos de p y los de ¢, es decir H(p) x H(q) = H(p) x H(p).
Ademas podemos identificar H'(a) con H(p)! pues dado un objeto de (H'(a)),

5o g el i
e | P e i g gy
zol lmfo ) xll lmfl y sy x"l ‘lf;q
P = § ety P g
SS+1£1 33+la q sg+1a q
éste determina (2o, Z1,.-.,Zn) € (H(p))?:. Reciprocamente, dado
(0, Z1,...,7,) € (H(p))! los morfismos zj,...,x, estdn determinadas por composi-

cién. Luego el morfismo (8y,8,) : H'(a) = H(p) x H(q) puede ser identificado con el
morfismo de grupos simpliciales H(p)! — H(p) x H(p), que ya estd demostrado que es
una fibraciéon, pues es el correspondiente en la construccion del espacio de arcos en la
categoria Simp(Gp) (véase 2.3.1). Por ultimo es claro que (8y,0,)0 = A.

Ey

La construccion realizada en la proposicion anterior permite expresar de forma explicita
la relacién de homotopia (por la derecha) entre dos morfismos. Dados f,¢9 : G — H dos
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2.3 Teoria de homotopia.

morfismos en Simp(Gpd), una homotopia (por la derecha) de f a g es un morfismo
a:G — H! tal que 6pa = f y 1 = g, lo que supone dar:

- Una aplicacién o : O — Hj tal que el diagrama

(30131))_0, < O

__..-—l""'-?I

(f,9)

sea conmutativo, v teniendo en cuenta que (9, d1)a = (s, tar), la aplicacion a ha
de verificar que sa = f y ta = g.

Go — O
- Una aplicacién ag : Go — Hj tal que los diagramas ﬂol ja y

S
J —>
H} — Ho

do ,0
(6o 1)‘-'-H0XH0

I

Qo
GO *Hé

'--‘-""-*__
(fo,90)

sean conmutativos.
Ahora. si z : p — q € Go, ap(z) : a(p) = a(g) € Hj y sera por tanto de la forma

soc(p)
f(p) = 9(p)
on T4 Ccon dl-TO = fO("E) ; deE) = 90(3:)

soa(q)
f(g) —> 9(q)
asi que dar ag en esas condiciones equivale a dar una aplicacion

saf(z) = fs(x), tag(z) = gt(z),
d1af(z) = at(z) o fo(z), doag(z) = go(z) © as(z)

ag : G > H tal que
Z - soat(x) o xg

(nétese que doal(z) = at(z) odozo = at(z)o (at(z)) todyzhoas(z) = go(z)oas(z))
El hecho de que el par (ag,a) sea un morfismo de grupoides equiva-
le claramente a que dados morfismos en Gy, p—%s=qg—»7, Se tenga que

af(y o ) = af(y) o (seat(z)) ™" © ap()

- Una aplicacién a; : Gy — (H'); tal que los diagramas

B g I

G, ——=%0 G, ——= G,
t d
] (8 03] Qo
80
Y . Y Y /"d_o\ Y M (80,81)
(HI)I : = Hp > (HI)I—T(HI)O Y G1; "‘(HI)l : I*Hl X H,
1

(fl ,91)



2. Grupoides simpliciales.

sean conmutativos.

Ahora,siz:p — q € Gy, o(2) : a(p) = alq) € (H'), y seré por tanto de la forma

sia(p) sga(p)

flp)——=g(p) f(p) —9(p)
dl-r(] — dll']
11‘0 T, 9 l-’ﬂl T, dl-fLJ[] - dlra

@) 9@ Fle) o= 9(9)

soa(p)
f(p) =— g(p)

con doxy = fi(x), doTg = 91(7) ¥ ao(dox) = 4oz, doz, Y

f(p) 222 g(p)
ap(dix) = dwoi ldgxo
(q

)

S(}CI.’

flg) 222 g

Se tiene pues que dar «; en esas condiciones es equivalente a dar dos aplicaciones

o, a; : Gy > H tales que
> seat(z) o g

T | > sgat(z) o 1

saf(z) = fs(z), ta(x) = gt(z), saj(z) = fs(z), tay(z) = gt(z)

doal(z) = soat(x) o dozg = doxy © spas(x) = g1(z) o spas(x)
d1af(z) = spat(x) o dixzg = soat(x) o dixy = dia;y(x)
dya}(z) = soat(z) o dazo = ogdi(z)

doai(z) = spat(z) o doz, = ady(z)

doa; = spat(z) o doxy = spat(x) o f1(z)

Ademas, si z : p — g € Gy, se tiene que

>~ g(p)

— Cl‘lé‘o(ff?)

f0) 2 g) | [ 1) B glp)  S(p)
SOQO(I) = S0 Ja':o :r"n — 1513:0 slxol lsoIo soxol
f(q) 7=z 9(9) 9 mor9le)  flo) o

,. soad(z) = stat(x) o spzo = a]So(x)
asl que o 2 0
s10g(z) = s180at(x) o 5129 = sgat(x) o 5129 = a7Sp(x)
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2.3 Teoria de homotopia.

El hecho de que (aj,a) sea un morfismo de grupoides equivale a que da-
do p—2*,q—Ysr €G; se tenga que af(yoz)=ad(y)o (sjat(z)) ' ocai(z) ¥

of(y o x) = ai(y) o (s§at(x)) ™" oy (2)

Reiterando estos calculos y teniendo en cuenta la definicion de homotopia dada en
2.1.11 se tiene en definitiva:

Proposicién 2.3.4. Sean G, H € Simp(Gpd). y /.9 G — H dos morfismos. Entonces
se tiene que dar un morfismo a : G — H' tal que (0o,01)a = (f,g) es equivalente a dar

una homotopia o : f =~ g

A continuacién haremos la construccién del espacio de arcos en la categoria de grupoides

simpliciales punteados.

Proposicién 2.3.5. Sea (H,p) un objeto de la categoria (Simp(Gpd).,p). Entonces el
grupoide simplicial punteado (H',1d,), es un espacio de arcos para (H, p), donde H' es el

grupoide simplicial definido en 2.3.2.

Demostracién: Hemos de demostrar que existe una factorizacién del morfismo diagonal de

la forma
B (6 aal)
(Hap) ——— (HI}Idp) _L (H X H% (pap))

Para ello basta definir los morfismos 3 v (8, 01) como en la proposicién 2.3.3. Se tiene
asi inmediatamente que ambos morfismos estédn bien definidos, y que [ es una equivalencia

y (8p, 1) una fibracién en la categoria (Simp(Gpd).,p). ®

2.3.6. La construccién del espacio de arcos en la categoria (Simp(Gpd).,p) permite

definir un funtor .
Q : (Simp(Gpd).,p) — (Simp(Gpd)., p)

(30 181)

Q((H,p)) = Ker((H', Idy) ~(H x H, (p,p))

que induce el correspondiente funtor de lazos en la categoria Hy((Simp(Gpd).,p))-

2.3.7. Recordemos ahora que si G. es un grupo simplicial cofibrante (esto es, libre), el
n+1

grupo simplicial G, ® 1, cuyos n-simplices son (Ge ® I), = ] (Gr)i, donde (Gr)i = G,
=0

0 < i< n, es un cilindro para G, en Simp(Gp) dado que se tiene una factorizacion del
morfismo codiagonal

G.11G. 2“4 G, ® I =G,
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donde o, que es el morfismo inducido por las identidades, es una equivalencia débil, y el
morfismo iy + ¢;, que en el inducido por la primera y ultima inclusion respectivamente, es
una cofibracién (véase [52], [40]).

Esta construcciéon permite definir el concepto de homotopia por la izquierda, pues se
tiene que dados f., ge : Go — H, dos morfismos de grupos simpliciales, con G, cofibrante,
una homotopia por la izquierda de f, a g, es un morfismo h, : G, ® I — H, verificando

que heto = fo Y Neli = Go.

Definicién 2.3.8. Dado G € Simp(Gpd), definimos el grupoide simplicial G @ I como
sique:

- El conjunto de objetos de G ® I es O x {0,1}, y lo notaremos OV O. Dados
(p,0) € O x {0} y (p,1) € O x {1} los llamaremos py y p1 respectivamente.

- El conjunto de morfismos en dimensién cero (G®I)y lo notaremos GjV GyV O. Veamos
como estda compuesto y para ello hagamos algunas consideraciones:

Para cada x € Gy,  : p — q, tenemos dos morfismos que notaremos z° : py — qo

y ' :po — qo . Los conjuntos GO y G} son de la forma GJ = {z°, z € Gy} y
Gy = {z', = € Gy}

Para cada p € O se tiene un morfismo Ip:py — p1, y su inverso I;' :p; — po
que “conectan”los conjuntos O x {0} y O x {1}.

El conjunto (G ® I) estd compuesto por las tres clases de morfismos descritos ante-
riormente y por todas las palabras (ag, o, . ..,q,), donde cada o; es un morfismo de
los descritos anteriormente, con s(a;) = t(a;-1). Un morfismo de tal forma lo no-
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