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INTRODUCCION GENERAL.

Es bien conocido, que las funciones de Bessel apa-
recen en muchas cuestiones en teorfa de la difusifn, teoria
de colas, potencial, campos aleatorios y otras muchas cues-
tiones en Probabilidad y Procesos Estoc&sticos. No sflo la
diversidad de las materias, sino tambien la profusién con -
que en cada una de ellas, tales funciones aparecen, hacen -
del todo imposible un estudio exhaustivo del tema. Debido a
&sto, hemos centrado el presente trabajo en dos temas, que
por otra parte son , quizé&s, hoy dfa, los m&s importantes -

dentro del amplio marco probabilfstico en el que las funcig

nes de Bessel aparecen; a saber:

i).- Distribuciones de Bessel.

ii).- Campos aleatorios,

i)e= Generalmente, las funciones de Bessel, aparecen en
muchas soluciones explfcitas concernientes a cuestiones di-
versas de las teorfas que al principio se refirieron. Usual
mente, &stas soluciones, representan distribuciones de pro-
babilidad (denominadas de Bessel por envolver a tales fun-——

ciones) y la teorfa requerida para su obtencifén y estudio,-

necesita de diversos recursos analfiticos complicados. La -



sistematizacién de la obtencién de &stas distribuciones (y
otras muchas mé&s), fu& iniciada por W. Feller (ref. (15 ))
mediante "procedimientos de aleatorizacién", dando tres e-
jemplos de ellas, que aguf denominamos por el problema pro
babilfstico que da lugar a ellas: a). Aleatorizaciéfn de -

densidades gamma; b). Aleatorizacidn de recorridos aleato

rios; c). Primeros Pasos . (Cap. II pag.45 a 51

Los anteriores ejemplos Jjuegan un papel esencial

en 8sta parte del trabajo. Nuestros objetivos en ella son:

i.l)e= Dar un "método constructivo" de distribuciones de
Bessel, (cap. III, apartados 11l.1l y I1I1.2). Fundamental—
mente, un hecho nos ha llevado a tal m&todo, condensado en
las definiciones I y II de III.2: Hemos probado que lag =
distribuciones a). b). ¥y c). vienen dadas por solucig

res de una ecuacién diferencial tipo (ecuacién (4) de  —

III.1). Por otro lado, las distribuciones de Bessel, de—
penden del orden de la funcifn de Bessel que envuelven, pa
ré&metro, p, de la distribucién, que se mueve en un subcon-

junto U de R, lo gue nos conducird a funciones aleatorias,

gue denominamos de Bessel.

Una de las ventajas de conocer la ecuacifn dife—

rencial generatriz de una familia de distribuciones, s ==



que por sucesivas complicaciones (complicando por ejemplo
los coeficientes o pasando a derivadas parciales) pueden -
generarse distribuciones cada vez m&s complejas (por ejem--

plo, generar distribuciones multidimensionales asociadas a

la familia en cuestién)¥*.

Este objetivo, que como hemos indicado, es conoci-
do hoy dfa en forma muy completa para la familia de Pearson,
no ha sido considerado en la bibliograffa, para distribucig

nes relacionadas con las funciones de Bessel.

E1 m&todo constructivo, que en los primeros puntos
del capftulo III se desarrolla, permitiré& pué&s, la obten --
cifn de nuevas distribuciones de Bessel, como la dada en el
ejemplo c). de III.2, por nosotros encontrada. Ahora bien,
dada una distribucién, obtenida por el método general, no -
siempre resulta fécil encontrar variables aleatorias que oO-
bedezcan a tal distribucién. Los ejemplos de Feller, son ——
tres problemas probabilfsticos diferentes, que responden a

sendas distribuciones encontradas por el método constructi-

vo general, De aquf su importancia.-

i.2).-~ Como consecuencia de lo dicho en lo que antecede,
una aspiracién légica, seré encontrar problemas probabilfis

ticos, resueltos mediante distribuciones de Bessel. A ello

* Por ejemplo, para la familia de Pearson vease K.
Roy: An extension of the Pearson systems of frequen
cy curves., Trab. Est. e I. O. vol XXII - cuad. 1 y 2



dedicamos el punto III.2. Distribuciones semejantes a las
ya referidas y algunas otras, son obtenidas por procedi--
mientos bien distintos al de aleatorizacién, encontréndo-
se entre otras y siguiendo el criterio de denominar la —-
distribucién por el problema probabilfstico que da lugar

a ella, las : d). Simetrizada de Poisson; e). Diferen-
cia de dos variables aleatorias de Polisson;j f)e Sumas -

aleatorias, ya utilizadas por algunos autores.

Se hace un estudio exhaustivo de las distribucio
nes de Bessel que responden a problemas probabilfsticos -
conocidos ( momentos, funciones caracterfisticas, infinita
divisibilidad, estabilidad, etc), encontréndose resulta——
dos de interé&s probabilfstico, como por ejemplo, la dis—
tribucién (b.1), (pag. 9o ), es la distribucién normal asg
ciada a un movimiento Browniano, lo cual se deduce des- -

pués del anflisis de la estabilidad.

Diversas cuestiones, sobre las distribuciones =
que nos ocupan, aparecen propuestas en algunos textos (1o
que se sefialard en su debido momento), resolviéndose aquf
dichas cuestiones, d&ndose por otra parte nuevas demostra
ciones de otras, sistematizéndose resultados conoclidos -—-

dispersos, Jjunto con los nuevos, dentro del contexto del

proceso constructivo que aguf se da.



Por todo ello, &sta parte del trabajo se ha orga-
nizado en los capftulos II y III, déndose en el primero de
ellos, junto con los ejemplos de Feller, el procedimiento
general de aleatorizacién, en sus primeros puntos. En el a
partado 62 de &ste mismo capftulo, se hace un estudio de -
la difusidn en varias dimensiones, anflogo al que para n =
= 2 se hace en Feller tomo II (ref. ( 15)), haciendo uso
de un sistema de coordenadas polares en Hn, cuya construc-—
cidn recursiva se detalla en el capftulo IV (pag.147), po-
ni&ndose de manifiesto para n =2 2 , 1a aparicifn de las -
funciones modificadas de Bessel, en las densidades de tran
sicién de un proceso, denominado de Bessel, cuya variable
es la distancia al origen. Por @Gltimo, el capftulo III, se
dedica al estudio de las funciones aleatorias y distribu—-
ciones de Bessel, que ya hemos relatado. En €1 se conden——

san los resultados m&s originales de &sta parte, ——

ii)e= En muchas ocasiones, resulta necesaria la conside
racién de familias de variables aleatorias, con espacio pa
ram&trico multidimensional. Por ejemplo, en algunos proble
mas concernientes a la propagacién de ondas electromagnéti
cas a trav8s de un campo aleatorio, el espacio paramétrico

4a
natural es R . El1 té&rmino “campo aleatorio", suele usar-

se para denominar una coleccién de variables aleatorias, =



cuyo espacio paramétrico es un subconjunto de Hn. Existen,
sin embargo, otros espacios paramétricos posibles. como -
puede ser un espacio funcional de alguna clase (en tal ca-
SO se tendria un proceso generalizado), e incluso puedg -—-
asf mismo considerarse una coleccifn de subconjuntos de Hn,
como por ejemplo en el caso de medidas aleatorias, que se

utilizan en relacién con la integral estoc8stica de segun-

do orden (E. Wong, ref. ( 233

En comparacién con el caso unidimensional, muy po
poco se conoce sobre procesos con espacios paramétricos -
m&s generales y aunque muchos resultados con espacio para-
m&trico unidimensional, al no depender de la unidimensiona
lidad del parémetro, pueden ser fdcilmente generalizados,-
otros en cambio son dificilmente generalizables, debido a
que dependen intrfnsecamente de la geometrfa de R. Entre -
los primeros, puede citarse el problema de la representa——
cidén arménica de la funcién de covarianza de un proceso es
tacionario en sentido amplio, resuelto por el teorema re-—-—
presentacién de Bochner. Tal teorema, resulta vé&lido, con
un enuciado totalmente anfélogo, caso de tomar R" como es-—
pacio paramé&trico (teorema I de IV.2). Sin embargo, en ca
so de ser el espacio param&trico un espacio de Hilbert, X,

infinito dimensional, el teorema de Bochner ya no resulta

vdlido, Estas consideraciones nos centran en los objeti--



vos siguientes, gque pueden compendiarse en el propdsito ge
neral del estudio de la representacién espectral de un cam

po aleatorio, con espacio paramétrico de Hilbert real y sg

parable X @

iji.1).- Representacifn arménica de la funcifn covarianza

de un campo aleatorio {X , z 50 &

Los potentes mé&todos desarrcllados por Skorohod -
(ref. ( 3 )), sintetizados en el capftulo I y en particu—
lar el lema II de I.2 y el teorema de Minlos-Sazonov, nos
dan recursos necesarios para lograr un teorema de represen
tacién (teorema III de IV.2), quedando el de Bochner como
caso particular de &ste, cuando nos restringimos al caso -
£inito-dimensional. Una de las ventajas de &ste nuevo teo-
rema de representacién es, que al identificar la funcifn -
de covarianza de un campo aleatorio homog&neo y contfnuo -
en media cuadr&tica con el funcional caracterfistico de u—
na medida en el espacio medible de Hilbert (X,B), (cap. I,
sec. 1.2)pueden trasladarse a aquellos campos las propieda
des que se deducen de 8stos funcionales. Asf por ejemplo,-
las propiedades de invarianza de un campo aleatorio, estan

fntimamente ligadas a las invarianzas de la medida determi

nada en (X,B) por la funcién covarianza del campo y obvia-

mente, una caracterizacifin de un tipo de medidas (por ejem



rlo Gaussianas), conduce a una caracterizacifn de un tipo

de campos (Baussianos). Esto, junto con el objetivo que a

continuacién pasaremos a explicar, justifica los distin-
tos puntos que se incluyen en el capftulo I y su inciden

cia con el capftulo IV, gqueda esquematizada en el .si —=

guiente cuadro

Funcional

Distribucidén

débil caracteristico

| Teorema de Minlos-98z0
| nov
3 [

Teorema de representacién de la
funcidén covarianza

Lemas I y 11 de .| Medida f en X
1.2

Medida Gaussiana

Campo Aleatorio
Gaussiano

Caracterizacidn
medida Gaussiana

Invarianza medidé

S




ii,2).- E1l segundo problema que abordamos en é&sta parte,
consiste, en en encontrar una versifn isotrdpica del teo-
rema de representacién III de IV.2, que nos permita deter
minar "la medida espectral" de un campo aleatorio "homogé
neo e isotrépico". En la solucién que proponemos, tal me-
dida viene determinada a travé&s de funciones de Bessel., -
Ahora bien, puesto que para la definicifn del funcional -
caracterfstico de una medida en (X,B), es suficiente cong
cer a 8sta para un subespacio finito dimensional, L, el -
fndice de las funciones de Bessel depende de la dimensién
del subespacio, L, elegido para determinarla (&sto se ve-

rd). La medida espectral que proponemos (teorema I de =

IV.5), con el fin de dar un criterio fijo, ser& la corres

pondiente a la funcifn de Bessel de orden cero.

Son fundamentos indispensables para el logro de -
8ste resultado, los conceptos de funcional caracteristico,
distribucién d&bil y otros que répidamente pueden visuali-
zarse en el esquema del apartado l.l, asi como la constru-
cidn de un sistema de coordenadas polares en L , Gtil tam

N
bien, como ya se ha dicho, en el proceso de Bessel, ——

Como puede comprobarse, por lo anteriormente ex-—-—
puesto, el capftulo I es la herramienta fundamental en &s-

te trabajo, en lo que concierne a campos aleatorios. En &1
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se esquematizan los dos caminos b&sicos para la construc -

cifn de medidas en el espacio de Hilbert X, real y separa-

ble, que se utilizard a lo largo del capftulo IV: 1), A —-

partir del concepto de distribucifn dé&bil, debido a Wien -
ner; 2). Basado en el concepto de funcional caracterfisti

co, introducido por Kolmogorov en los espacios de Banach.

La dificultad principal del primer camino, estri-
ba en que si bien dada una medida en (X,B), siempre puede
construirse una distribucién dé&bil, no puede afirmarse, —
salvo bajo ciertas condiciones, lo contrario; es decir, -
que a cada distribuciéfn débil fL , le corresponda una medi
da §en (X,B). Las restricciones bajo las cuales &sto ocu-
rre, vienen dadas por los lemas 1 y 1II de I1.2. El estudio
de una medida en (X,B) a partir de su funcional caracterig
tico es, bajo el punto de vista del Cé&lculo de Probabilida
des, de mayor uso, fundamentalmente en lo que respecta a -
medidas Gaussianas. El1 teorema I de 1.4, recientemente ob-
tenido por Kannan-Kannappan (ref. ( 4 )), nos proporciona
una caracterizacifn de medidas Gaussianas en (X,B), Asf —-
mismo, se da una ecuacifn funcional para densidades (deri-
vadas de Radon-Nikodym), debida a los mismos autores, ana-

liz&ndose su analogfa con la ecuacifn funcional dada para

los funcionales caracterfsticos.,
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Construccidn de medidas en espacios de
Hilbert. Caracterizacifn de medidas

Caussianas,



I.1. INTRODUCCION.,

En &ste primer capftulo, se desarrollan con deta-
11e dos caminos b&sicos para la construccidn de medidas en
un espacio de Hilbert, X, real y separable. El1 primero de
ellos, a partir del concepto de distribucién dé&bil, debido
a Wienner y el segundo, basado en la nocifn de funcional -
caracterfstico, introducida por A. N. Kolmogorov en los =

espacios de Banach. Las medidas en (x,B), (espacio medible

de Hilbert), se designan por f o ¥ , con o sin subfndices.

Como pone de manifiesto el cuadro que figura en -
la introduccién general, los distintos puntos que en éste
capftulo se desarrollan, son la herramienta fundamental pa
ra el estudio que en el capftulo IV se hace, sobre campos

aleatorios cuyo espacio paramétrico es X.

Los lemas I y II, junto con el teorema de Minlos-
~-Sazonov, fundamentalmente &ste (ltimo, resuelven el pro--

blema de la construccién de medidas en (X,B).

E1 estudio de la caracterizacién de la distribu-—-
cidn de Gauss, fué iniciado por M. Kac y S. Bernstein. En
1.939, varios autores (Darmois, Linnik, Marcinkiwicz, =-—-
Prokhorov, Skitovich, etc), caracterizaron la distribucién

normal mediante formas lineales independientes. Kac encon-
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tré una ecuacién funcional satisfecha por las funciones ca
racterfi{sticas de las variables y Corwin, mediante una -
ecuacién funcional satisfecha por las transformadas de ——-—
Fourier-Stieltjes, da una caracterizacién de las medidas -
Gaussianas en Hn; En la seccién 1.4, recogiendo un recien-
te trabajo de Kannan-Kannappan, damos una condicién necesa
ria y suficiente para que una medida en (X,B) sea Gaussia-
na, extendiendo a X los resultados de Corwin . Asi mismo,-
se da una ecuaciéfn funcional, encontrada por los autores -

antes citados, para las derivadas de Radon-Nikodym.

El esquema siguiente, sintetiza el capftulo, dan-

do una visién general de sus distintos puntos y la conexidn

entre ellos.
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Espacio medible fnima ¢-4lge-
de Hilbert bra, B, que con

Espacio de
Hilbert real

iene todos los
abiertos.

y separable. (X,B).

K
i e con oL e s B

Funcional
caracteristico
Caracteristicas de fn

de f. Valor me

dio, operadores

covarianza y CcC

rrelacidén.

Distribuciones
finito dimensic
nales de Ne

Teorema de
‘Minlos=Sazonov

Condicién de
compatibilidad,

Medidas
GBUSSianas -

Distribucién
débil.

Lema I de 1.2

Caracterizacid
de medidas

Integral res-—
pecto de una |—————s jLema II de 1.2

distribucidén
débil,

Gaussianas.




I1.2. ESPACIOS MEDIBLES DE HILBERT.

Sea X un espacio de Hilbert real y separable y B el
¢-8lgebra de conjuntos de Borel en X, esto es,la minima ¢-41
gebra de subconjuntos de X gque contiene a todos los abiertos,
(en_virtud de la separabilidad, es suficiente que contenga -

todas las esferas). La pareja (X,B) serd por definicién un -

espacio medible de Hilbert.

Dada una medida normalizada en (X,B), "y", para cada
subespacio finito dimensional L de X es posible considerar -
la restriccifin de esta medida “r" a la ¢-8lgebra de conjuntos
cilfndricos engendrada por el proyector ortogonal PL y que -
denominaremos B . Esto hace posible definir una medida "gL“—

K
sobre (L'BL) como sigue

(1) VA€BL. rTL(A) = rr({x: PLx€A {)

es decir, la medida de A es la del cilindro que se proyecta

por P. sobre A.

e
El hecho de que‘q sea en efecto una medida se si-
gue de que si An (n-l,2,...%) es una sucesidn de conjuntos -
de B tales quenAn = f}, los conjuntos

Pltl(kr{ An) = L{_.P_&(An) , PCl(An) = &x: PL(x)€ An},

tambien veriFicanflp_ﬁ(An) = f.
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Entonces, dada una medida M en X tenemos asociada

a ella el conjunto iF de todas sus proyecciones sobre los

5
subespacios finito dimensionales de X. A este conjunto se -

le conoce por distribuciones finito dimensionales de la me-
dida f'

Por otra parte, conocida FL en L se conoce ¥ en BL'
asf que si iLn} es una sucesidn de subespacios lineales fi-
nito dimensionalas,LnC:Ln+l, tales que k# Ln es denso en X,
conocidas las [JLn podemos determinar rfsn HBLn y puesto que

la clausura de este &lgebra coincide con B, puede definirse

ven B de la misma forma. Es decir: conocidas jp\f © {ng L

puede restablecerse ¥ en X de forma dnica.

Siendo las medidéas FLn proyecciones de la medida ¥,
deben de ser, para distintos n, compatibles en cierto sen -
tido., Esta condicién de compatibilidad proviene del hecho -
de gque la base de un conjunto cilindrico puede ser elegida
de distintas formas. Asf, si L1C L2 y A€BL , el conjunto -

2T 1
P. "(A) puede tambien escribirse PEI(AE)' donde

Ly o

A2 = {x: x€ L2, PL1x€A f o

Entonces P-l(A) = Pﬂl(A) y tendremos
L1 L2

S, (A) = F(PT(AD) = F(PC(AD) =y (A))

la condicién de compatibili -

p-l(A)NL
ey

y puesto que A

2 2"



e

dad puede escribirse

(2) L (a) = F (T (AL,
1 L ¥ 2
- i |
La familia de medidas {FJ definida para todos los

subespacios finito dimensionales L de X, satisfaciendo la -

condicién de compatibilidad (2), se le denomina distribucidén

débil.

Sea ahora una sucesidn {Ln\ de subespacios, Ln(:

Ln#l'LJLn denso en X y una sucesidfn de medidas yLn en BLn

satisfaciendo la condicidén

b < r’Lm(P[i(A)mn,,l).

A{FU' se le conoce por sucesidn de distribuciones finito -

5
dimensionales,

Como consecuencia de lo anterior, a cada medida -
en (X,B), le corresponde una distribucién débil y a distin-
tas medidas corresponden distintas distribuciones débiles.-
El problema de definir una medida en (X,B) con ayuda de las
distribuciones débiles, serfa fécil si a cada distribucién
débil le correspondiese alguna medida en (X,B). Desgraciada
mente esto no es asf. Una condiciéfn bajo la cual a una dis-
tribucidn débil le corresponde obligatoriamente una medida
en (X,B) viene dada por el lema siguiente, cuya demostra —-

cidn puede verse en Skorohod (3) pag. 5.
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LEMA I: Sea la esfera de radio r: Sr= ix:uxuérl. La condi-—-

cifn necesaria y suficiente para que una distribucidén débil

v, =“ng sea generada por alguna medida p en (X,B) es que

vé)0 exista unn> 0 tal gue para todo L
NL(S NL) 2 1-¢& cuando r M1 .
g

Sirviendonos del concepto de integral respecto de
una distribucién débil, cue a continuacién daremos, es pesi
ble establecer un segundo lema de utilizacién méds frecuente
y que nos permitiréd determinar si una distribucién débil es

generada por alguna medida ¥ en (X,B).

Se denominan funciones cilindricas a aquellas fun-

ciones @(x) que son HL-medibles, para algin subespacio L, fi

nito dimensional. En otras palabras, cada funcién cilindrica

¢ tiene la forma

‘e(x) - QL(PLX) s

donde ?L es una funcidén B -medible y P, el proyector ortogo

L L
nal sobre L, Para una funcién cilfindrica no negativa, ¢ , se

define la integral respecto de una distribucién débil F;'-

i b por

(4) fo(x) p (ax) =fe (x)p (ax).

Aunque ﬂL no es Unica, la integral definida con res
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pecto a ¥ estd unfvocamente determinada, ya que fdcilmente

se comprueba que el segundo miembro en (4) no depende de la

eleccién de L (Skorohod pag. 6).

Aunque es posible encontrar una clase de funciones

integrables respecto de rI“ (vease (3)), para nuestros fi-

nes nos basta con lo expuesto. Con ello estamos en condicig
nes de enunciar el segundo lema al que hacfamos mencifn y -
que proporciona una condicidn necesaria y suficiente, que -
serd de gran utilidad en el capftulo IV , para que una dis-
tribucién débil sea generada por alguna medida. Su demostra

cién puede verse en Skorohod pag. 9.

LEMA II: La condicién necesaria y suficiente para que una -

distribucidn débil,f = {fd., sea generada por una medlda §F

>
en (X,B) es que

(5) 1fm fexp{-&(x,x)} rln(dx) = 1.

E4O

I1.3. FUNCIONAL CARACTERISTICO DE UNA MEDIDA.

Sea ¢ una medida normalizada en (X,B). La funcién -
complejo valuada exp{i(z,x)}, estd evidentemente acotada y -

es B-medible con lo que la integral

8(z) =]exp{i(z,x)}rf(dx) :

estd definida para todo z€ X. Esta funcifn satisface las con
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diciones: a). B(o) = 1; b). Es contfnua; c). Es definida po

sitiva, es decir, para un conjunto arbitrario de vectores de

A zl, 22,..., ZN

i Q(Z."' Zk)qjikz' O !Vqlvdgi---'!qN G- G s

Jyk=1 .

puesto que

N

A la funcién 8(z) se la conoce por funcional carac

ter{stico de la medida ¥ y se distingue por el hecho de de-
terminar univocamente la medidali. Esto es consecuencia de

que para todo subespacio finito dimensional L y para todo -

z€ L
/exp{i(z,x)}r’(dx) = /exp {i(z,PLx)h’(dx) -
= /exp fi(z,x)} IJL(dx),

es decir, 8(z) determina la transformada de Fourier de FL'
que a su vez estéd determinada de forma Udnica por dicha trans
formacidn. En consecuencia el funcional caracteristico 8(z)

determina todas las distribuciones finito dimensionalesifi},

gue a su vez pueden determinar a r.

Observese que para la definicidn de B(z) es sufi -
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ciente conocer FL simplemente para un subespacio L unidi -

mensional. Asf, si Lz= Rz, z € X, se tiene

fexpi:i(z,x)}[‘(dx) =fexp{i(z,PL x)t N (dx)

&

-./éxp{i(z,x)} FLz(dx)’

quedando la medida W definida por sus distribuciones unidi
mensionales, es decir, por sus proyecciones sobre los sub -

espacios unidimensionales.

Consideremos ahora una funcidn B8(z) que satisfaga
las condiciones a), b) y c). Consecuentemente en cada sub -
gspacio finito dimensional L, B(z) es definida positiva y -
contfnua vy Yz€ L, por el teorema de Bochner es representa

hle en la forma

(1) e(z) =fexp{i(z,><)} v, (ex)

donde ¥, es alguna medida en (L,BL), para la cual VL(L) -

= 8(o) = 1, como consecuencia de a). Ademds las medidas ¥
1

y VLZ, L, C Ly, son compatibles como fédcilmente puede com-
probarse. De aquf que a toda funcidn 8(z), con las condicio
nes a), b), c), le corresponde una familia compatible de -
distribuciones finito dimensionales {FL} , de forma que se
verifica (1). Esto es, a B8(z) 1le corresponde una distribu -

cidn débil. Ya que exp{i(z,x)} es una funcidn cilindrica,--
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npuede definirse, para toda distribucidn débil, la funcidn

8(z) =/exp{i(z,x)} [J*(dx) ;

Eata funcidn satisface las condiciones a) y c) y en lugar de
b), la b*): 8(z) es contfnua en todo subespacio finito dimen
sional L. A la funciédn 8(z) asf definida se le conoce por --

funcional caracteristico de la distribucidn débil.

L os funcionales caracterfsticos de una medida y de
una distribucién débil, se utilizan para construir familias
de distribuciones finito dimensionales. Sin embargo no pue-
de asociarse una medida a todo funcional que satisfaga las
condiciones a), b), c); sino gue son necesarias otras con--
diciones adicionales especificadas en el teorema de Minlos-
~Sazonov, que nos da una condicifn necesaria y suficiente -
nara que una funcidn Q(z), definida en X, sea el funcional
caracterfstico de una medida y que como despues Veremos =
constituyeuna generalizacidn del teorema de Bochner para -—-
funciones definidas positivas en los espacios de Hilbert. -

Antes de ello veremos algunas otras caracteristicas de una

medida.

Se denomina funcidn momento de orden N de la medi-

da ¢, a la integral

J[(zl,x)...(zN,x)r(dx) = UN(zl,...,zN)
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cuando é&sta existe para todos 20y Zoreees 2, € X. Es fécil

comprobar, que el momento funcional de orden N es simétrico,

sditivo y homogéneo en cada argumento:

G'Nulz]‘: + [27_“ L ek g zN)

= llr (zi,...,zN) } [2¢N(Zz,...,zN),

implicando la simetrfa, la aditividad y homogeneidad en --

los restantes argumentos. Asf{ mismo, se demuestra que el mo
mento funcional de orden N, de una medida vy, es una forma

N-lineal acotada (Skorohod pag. 13).

Los maomentos funcionales, pueden ser expresados mg
diante el funcional caracteristico 8(z) de la medida, como

sigue: Se denomina N-sima derivada débil de 8(z), a la for

ma N-lineal en (zl,...,zN)

(2) 9(~)(z; 21,...,2N) =
T——T"’N ( fz )
= B z+ Z
CLSRRRIC SN 0L ki [1=...=[N=0.

Si el momento de orden N de la medida p existe, se

tiene la relacidén

N

(3) Q(N)[D,zl,...,zN) = i vN(zl,...,zN).
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Los dos primeros momentos tienen gran ndmero de a-

plicaciones. Si Gi(z) existe, es un funcional lineal en X,

7.(2) = [(zx)p(ex), ¥ zEX,

nor tanto, existe un vector "a", tal que

0'1(2) w ke z)e

A &ste vector "a%, se le denomina valior medio de la medida,L

54 el momento funcional de segundo orden existe, -

es una forma bilineal

o, (z,,2,) =j(21”‘)(22"‘) g (x),

por lo que existe un operador lineal, simétrico y acotado,-

“Al", definido sobre X y tal que

= (A
0.2(21'22) ( 121' 22)l

A “Al“ se le conoce por operador covarianza de la medida ﬂ.

Resulta de mayor utilidad el operador correlaciéni’

de la medida §, definido por la relacidn

(Az,,2,) = T(z),2,) = G(2,)9(2,) =
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='/Tx—a,zl)(x-a,zz)r(dx).

Resulta fécil comprobar, que tanto el operador co-

varianza como el operador correlacidén de la medida rr, {alg

no negativos.

Pasamos ahora al teorema de Minlos-Sazonov, cuya -

demostracidn puede verse en Skorohod pag. 15.

TEOREMA I: Sea B8(z) una funcién, definida en X, complejo va
luada, contfnua y definida pgsitiva. La condicién necesaria

y suficiente para que B(z) sea el funcioneal caracterfstico
de una medida v en (X,B) es que Ve>»0, pueda encontrarse un
operador nuclear S, tal que Re(B8(oc) - B8(z))<eé, cuando -—-

(S,2,2) < 1.

Se entiende por operador nuclear, un operador simé

trico, no negativo y de traza-Finita.

Para la demostraciédn del teorema I, resulta esen—--

cial el lema siguiente:

LEMAI: Si M es una medida en (X,B) tal que

]lxugld(dx) L oo,

entonces el operador covarianza "Al" es nuclear y

trAl = f|x|2 rl(dx).
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En efecto, para todo sistema ortonormal completo -

se verifica:

{ekf de X, por la definicién de Al’
N N
%:1 (e8) = %—1 (Aiere) =
N -
- 3 J(xie ) pelex)
k=1

y pasando al 1fmite cuando N tiende a infinito, resulta la

proposicidn.

I.4. MEDIDAS GAUSSIANAS.

l as medidas BGaussianas en espacios finito dimensio
nales, constituyen quizds la clase mas simple de medidas —-
que pueden extenderse a espacios de Hilbert (esta extensidén
no es posible , como se sabe, para la medida de Lebesgue), -
por lo que han sido extensamente estudiaQas en teorifa de -
Probabilidades. E1 estudio de la caracterizecidn de éstas -
nedidas fu® iniciada por M. Kac y S. Berastein (M. Kac, On
Characterization of the Normal Distribution. Amer. J. Math.,

ok Bl 1808, nag. 726-728), recogiendo trabajos de autores

como Darmois, Linnik, Marcinkiwich, Prokhorov, Skitovich —-
(que en 1.939 caracterizaron la distribucidn normal median-

te formas lineales). Recientemente, Corwin ha dado una ca--

N
racterizacién de medidas Gaussianas en R (L. Corwin, Genera

1ized Gaussian meassures and a " Funtional equation®, 111 -
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advances in Math. vol. 6, 1.971. p. 239-251).

Una medida en (X,B) diremos qgue es Gaussiana, si -

su funcional caracteristico es de la forma

(1) 8(z) = exp{i(a,z) - %{AZ.Z)}.

donde a € X y A es un operador en X, simé&trico, acotado y -

no negativo,

Despuds del teorema de Minlos-Sazonov, resulta fé-
cil comprobar que 8(z) serd el funcional caracteristico de

alguna medida p en (Xx,B), si el operador A es nuclear.

Veamos que "a" y "A" son respectiveamente el valor

medio y el operador correlacifn de la medida p. Se tiene:

a)e 0°(o,z) = i(a,z)

b). ©"(o,z,,2,) = -((a,zl)(a'z2) i Cﬁzl.zz)
y de aqui
1
a). ‘Tl(z) = (a,z) "'i--r-'(o,z)
b)- 6'2(21’7‘2) - (a'zl)(alzz) + (Azlvzz) -

= o,(2,2;) - 7,(z,)9,(2,).
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De la definicién (1) se sigue, que las proyeccio--

nes, , sobre los subespacios finito dimensionales L, de u
na medida Gaussiana, son tambien Gaussianas. De aquil que --
puedan elegirse las proyecciones sobre un conjunto de subes
pacios finito dimensionales, de forma que determinen comple

tamente la medida y la estructura de &sta queda asf simpli-

ficada.

La condicién necesaria y suficiente para que una -
medida en (X,B) sea Gaussiana, debida a Kannan y Kannappan
(4), que damos a continuacién, generaliza la de Corwin y --
aunque en la demostracién se utilizan algunos pasos de la -
demostracifn de Corwin, difieren fundamentalmente en la ma-
yor parte. En lo que sigue se consideran medidas de probabil
lidad Gaussianas centradas, lo que ocurre cuando a = 0 y Ssu

funcional caracterfstico tiene por consiguiente la forma

(2) B(z) = axp{- é(Az,z)}.

Recordamos que una medida normalizada se dice Gau-
ssiana, si cada funcional lineal acotado Fz(x) = (z,x), es
una variable aleatoria Gaussiana. Por otra parte, todas las
medidas que se consideran, son medidas de segundo orden, 08
to es, tales que'fuxnzr(dx)4iam, gue como se sabe por el le

ma I de I.3, es la condicifn necesaria y suficiente para —-

que el operador covarianza de r sea nuclear,

Se consideran tres operadores lineales, S, T y A,-



definidos en X, simé&tricos, acotados y mutuamente conmutati

2

vos. Se supone tambien que S, T vy (S s T2) son invertibles

2 2y =1
y gque A es nuclear. Se denotard por U a (S 4 T ) ~. Por (l-

timo se define una aplicacifn f: XxX —s XxX por
f(x,y) = (Sx4Ty,Tx~Sy).

Establecidas &stas premisas puede enunciarse gl —-

teorema siguiente:

TEOREMA I ( Kannan-Kannappan ): Una medida ¥ en (X,B) es -~

Gaussiana, con operador covarianza "A", si sflo si existe
 J  J

una medida ¥ en (X,B) tal que para B & BgB,

(vx¥)(B) = (3x3)(£(B)).

La demostracifn del teorema puede verse en (d) y =

estriba fundamentalmente en verificar las ecuaciones funcio

nales
(4) 8(x)e(y) =2(u(sx+1y)) 2 (U(Tx-Sy))
(5) @ (x) @ (y) = o(sx4Ty)e(Tx-8y),

donde 8(z) es el funcional caracterfstico de una medida Gau
ssiana centrada en (X,B), con operador covarianza A, Por --

consiguiente
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(6) 8(z) = exp{- %(AZ,Z)},

¥ es Ia funcidn definida por
¥ (z) = 6(sz)e(Tz).

Fdcilmente se tiene entonces

1 2 e
2 (2) = exo}- A% T)x,) ),
2
lo que prueba que ‘¥ (z) es el funcional caracterfstico de

una medida Y en (X,B).

Es posible hacer ahora la siguiente generalizacién
del teorema I ( tal generalizacidn aparece ya inserta en la
demostracifn del teorema anterior de Kannan-Kannapan en el
artfculo (4), como un aparte o comentario. Nosotros 1a enun

ciamos aquf como un nuevo teorema):

TEOREMA II. Una medida N en (X,B) es Gaussiana, con operador

covarianza "A", si y sdlo si existen medidas »_. y y en =—-=

1 2
(X,B}, tales que para BEB @ B

(7 (vx¥)(B) = (> xv)(F(B)).

La demostracifn de &ste teorema es paralela a la -
anterior, por lo que no se entra en detalles, salvo en de—-

mostrarque la ecuacién funcional bésica (5) sigue verificén
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dose en &ste caso. Para verlo, supongamos que R i AR

2, sea el funcional caracteristico de v, i = 1,2. Entonces,

i!
evidentemante

(8) @ (x) 2, (y) = 8(8x+Ty)0(Tx-8y),
y teniendo en cuenta que 8(o) = 1 -\?i(o),
(9) 2 (x) = 8(sx)e(Tx) ; w_(y) = 8(Ty)e(-sy).

Definimos ahora

(1o0) ¢(x) -‘Ezgil_- o(Tx) |
\?1(-x) 8(-Tx)

De (9) v (1lo) se tiene

¥ (Tx)
1 E, B8(STx) - £ (5x)
‘I’Z(Tx) 8(-STx)
y de é&sta
‘i’l(TS-lx]
(11)  §(x) = :
Tz(TS-lx)

De (1o0) y (11) se sigue

\I’z(x) \Ifl(Ts"ly) B(Ty4Tx)
% (-x) g (187y)  8(-Tx-Ty)

f(x)3(y) =
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Entonces

1

F(Sx4Ty)F(Sx-Ty) =‘i&(x)‘&%(y)H(T- Sx&y)H(x-T-ISy)-

= 6(y) 2, (x) H(T™ 8x)H(x) -

i v BRat) o
= G(y) \I‘l(x)H(T Sx ) @;(TJ H(T "Sx) =
%, (x) )
=G(y)6(x) (-1 "sx) = G(y)a(x).
2, (x)

Por tanto, puede encontrarse un homomorfismo H, -—-

tal que F y G satisfagan la ecuacién funcional bésica.
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I1.5. ECUACION FUNCIONAL PARA DENSIDADES.,

Es bien conocido, que dos medidas Gaussianas en —-
(X,B), son equivalentes u ortogonales. Basédndonos en &ste -
hecho, puede encontrarse una ecuacifn funcional para las —--
densidades (derivadas de Radon Nikodyn) y é&sta ecuacidén, ob

tenida nor Kannan-Kannappan @1), es sorprendantemente andlo

ga a las ecuaciones (5) y (6) del apartado anterior, satis-

fechas por los funcionales caracteristicos.

Sean y, Y |, dos medidas Gaussianas en (X,B), ta--

les que ‘12 &« pl. Se sabe que la densidad

d
) - il

dpl
es positiva c. s., por lo que rfzgrxl, implica que r’l y r.rz -
son equivalentes. La no absoluta continuidad, significaria
que [, y p, sean ortogonales (Gihman-Skorohod, T. II). De -

aquf que dos medidas Gaussianas son equivalentes u ortogona

las,

Sean p., Vs [i, i = 1,2, medidas de probabilidad

en (X,B), tales que

Po &1

(FyxrFd(A) = (v x9,)(F(A))
(Foxr)(A) = (L <L) (F(A))

AC B® B,
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¢

Entonces Fi Y ré son dos medidas Gaussianas equivalentes. -

Sea
dy
§(x) = e X) o
drl

-1
5i A es un conjunto nulo med. Y, xV,, entonces f (A) es un
conjunto nulo med. plx Ni y por tanto, un conjunto nulo med.

% ¥ lo que implica que A es nulo med. llx [2. Entonces

flx [2 44 \ilx ‘12 Yy

d(f,x [,)
__}._—-2-— (x’y)
d(le y,)
existe. Claramente [1 <<\)1 Y [2 K 92.
Sean
df df
p () = —(x) 1 ,(x) = —(x).
dv, dv,
Entonces
d(f,x [,)
1, () (¥) = ————(x,7) =
d(le'vz)
dﬂz df

- —2(U(Sx4Ty))— (U(Tx-Sy)) =
U 2§



35

= §(U(sx4Ty)) E(u(Tx=Sy)).

Asf, las densidades Ny i=1, 2 y £ satisfacen la

ecuacifn funcional

p,(x)p,(y) = §(U(Sx+Ty) ) (U(Tx-Sy)),

cuya analogfa con la ecuacién funcional satisfecha por los

funcionales caracterfsticos es manisfiesta.
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Funciones de Bessel en Probabilidad

y Procesos.



11,1, TNTRODUCCION.

Las funciones de Bessel aparecen en muchas solu-—-
ciones explfcitas en teorfa de difusidén, teoria de colas,-
campos aleatorios y otras muchas cuestiones en Probabili-——
dad y Procesos estocésticos. Usualmente, &stas soluciones
representan distribuciones de probabilidad y la teorfa re-
querida para su obtencién y estudio, necesita de transfor-
maciones como la de Laplace y otras relaciones y recursos
del An&lisis Matem&tico, un tanto complejos. Afortunadamen
te, las distribuciones en cuestifn y otras muchas més, pug
den ser obtenidas por simples procedimientos de aleatoriza
cidn. De &sta forma, muchas relaciones pierden su caracter
accidental, simplificédndose considerablemente el estudio -

de tales distribuciones.

En los primeros puntos de &ste capftulo, se dan -
tres ejemplos de lo anteriormente dicho: a). Aleatoriza—-—-—
cidn de densidades gamma; 2). Aleatorizacién de recorridos
aleatorios; 3). Primeros pasos. Estos ejemplos, utilizados
por W, Feller, para la obtencién de distribuciones de Be——
ssel mediante el método de aleatorizacién, son el punto de
nartida del mé&todo constuctivo que se daré en el capitulo
IIT y su importancia, en &ste trabajo, radica en el hecho
de proporcionarnos tres distribuciones de Bessel, a partir

de problemas probabilisficos diferentes, ya que la cueS—-
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tidn recfproca, es decir, dada una distribucién de Bessel -
obtenida por el método tedrico general, del capftulo III, -
no es siempre fé&cil encontrar variables aleatorias que res-

pondan a tal distribucidn.

En el apartado 62 de é&sta éEcidn, se hace un estu-
dio de la difusién en varias dimensiones, andlogo al que pa

ra n= 2, s hace en (15), haci&ndo uso de un sistema de -—-

N :
coordenadas polares en R , cuya construccién recursiva se -

detalla en el capftulo IV (pag.l14?), poniéndose de manifies

to, para n = 2 , la aparicién de las funciones modificadas
de Bessel, en las densidades de transicifn de un proceso, -

denominado de Bessel, cuya variable es la distancia al ori-

gen r(t) = |F(t)|.

Recordemos que se llaman funciones de Bessel, o -
tambien funciones cilfndricas, a las soluciones de la ecua

cifn diferencial homogenea

(1) pel) 8k ntlX) ST s O

donde p es un pardmetro real normalmente, pero que eventual

mente puede ser complejo. La ecuacidn (1), denominada ecua-

cidn diferencial de Bessel de fndice p, estd caracterizada

por el teorema siguiente:




TEOREMA: Toda ecuacifn diferencial de la forma

y"(x) 4 afx) y*(x) 4 b(z) y(x) = O,

donde a(x) y b(x) son analfticas en x = o,tienen como mi-

nimo una solucidén

00

o m<4r
Y“z C. X :

m=0 m

donde r es un nfmero cualquiera, real o complejo y co'k O

Encontré&ndose para y la expresidén

oo

K
(2) Jp(x) o z‘ (—1) (g)ZK-‘D ,

k=0 Kkin(k4p4l)

como una solucién particular de la ecuacién (1), denomina-

da funcidn de Bessel de orden (o fndice de primera cla

se o_especie (Rey Pastor- Castro, pag. 9).

Nosotros, a lo largo de é&ste y del siguiente capi
tulo, vamos a utilizar con frecuencia las funciones de Be-

ssel modificadas o de argumento imaginario, de orden p > -l.

Estas funciones, son las soluciones de la ecuacidén diferen

cial

(3) xCyn(x) & x y*(x) - (x°4 p°)y = O
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denominada ecuacién de Bessel modificada y que se obtiene
cambiando x por ix en (1). Si Jp(x) es una soluciédn de (1),

Jp(ix) 1o seré de (3) y la serie Jp(ix) es la misma que -

Jp(x), aunque no alternada, salvo en el factor iP, Se tie-

ne entonces
J (ix) = i 1 (x)
P s

donde

o0

(A | ()il — (™,

Keo kiT(k4psl)

son las denominadas funciones de Bessel modificadas de or-
den p y son por otra parte los coeficientes de tp, pEgE Z,~

del desarrollo en serie de Laurent de la funcién (de Schld

milch) exp{g(t 4 %)}.

Pasamos ahora a describir los tres ejemplos, 8 =
los que antes hemos aludido, que nos van conducir a sendos

tipos de distribuciones que contienen funciones de Bessel,

después de ver el m&todo general de aleatorizacidén.
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I1.2. PROCEDIMIENTO GENERAL DE ALEATORIZACION.

Sea F una funcidn de distribucidn, dependiente de

un pardmetro 8 y u una densidad de probabilidad. Entonces

es una funcidn mondtona de x, creciente de 0 a 1 y por con-
siguiente una funcidn de distribucidn. Si F tiene una densil

dad contfnua f, W tiene tambien una densidad dada por

400
w( x) =J/Iaj F(x,g)u(g)dg.

En lugar de integrar respecto de la densidad “u®,-
podemos sumar respecto de una distribucién de probabilidad
discreta: si se eligen arbitrariamente 91, 92,.... y si -

P, = 0, Zpk = 1, entonces
K

(1) W(x) =Zk F(xvgk)pk’

define una nueva densidad de probabilidad. Este proceso en
el que el pardmetro B8 ha sido considerado como una variable
aleatoria y en el que se ha definido una nueva densidad de
procbabilidad en el planoc (x,8), que sirve como espacio mues
tral, se conoce en probabilidad por aleatorizacidfn y las —-

densidades de la forma (1) se denominan mixturas.



Consideremos ahora la mixtura

400
(2) W(x) -f_m F(x,8) f(d8),

donde la distribucién F tiene una esperanza m(8) y una va-

rianza ¢2(8). Entonces, (2) tiene una esperanza

400 +o 400
(3) a = f_m x W(dx) = j_._m f(de) _me(dx,G) -

- [t: m(e)f(ae)

y una varianza

400 $00 $oo
(a) b = f_m (x-—a)2W(dx) - j_m f(de) j_m(x-—a)zF(dx,Q)
ol > >
=f_m (¢"(8) $ m(8) -a )fl(dg).

Si en lugar de integrar respecto de y(d8), se suma respec-

to de una distribucién de probabilidad discreta pk = p( B =

- Qk), las expresiones (3) y (4) se transforman en

+00
(37); sl - @&l

K =0

+00
(4) b= (F(8) +n(8) -a ).



Por otra parte, si Y(f,8) es la transformada de -
Laplace de F(x,8), (gque supondremos ahora concentrada en -

(0,00)), la transformada de la mixtura (2) viene dada por:

(5) Telo W(x) = F ([) = jaj a-!xW(dx) =

E J:Drf(dg) jm e F(dx,8) =

O

- J Y(!!g)f‘(dg)v

O

y si
e(t,8) =J By F(dx,8)

0O

es la funcidn caracteristica de F, la funcién caracteristi

ca de (2) viene dada por

(6) d(t) = fm o °* wldx) -[m((dg)[m o Lo, 0)in
s .y 0o

+00

- e(t,8)p(de).

a8 8




II. 3. DENSIDADES GAMMA ALEATORIZADAS.

Consideremos ahora, para un p> -1 fijo, la densi-

dad gamma

(x) = : Bt v
I (p4k41)

f‘
1, p+kél

concentrada en (o,0), (donde x> o, n$kd4l> o). Tomando el

pardmetro k como una variable aleatoria entero valuada y -

sujeta a una distribucidén de Poisson, de acuerdao con (1) -

en 11.2, se obtiene la nueva densidad

(2
4 = FOREERS
w(x)=e 2 e ()
Ik 1
K
eﬂt—x 2 > xp*k

k=0 kI(p+k$l)

Poniendo en la anterior expresidn

thp+k 3 (tx)kxp 5 (2§€;)2k (JE;)

ST i

L

se obtiene

(2) v (x) = e ()7 T_(2%).

| t

D(\{X_/t.)p=



Si p)-1l, resulta inmediata la comprobacidn de que

w es una densidad de probabilidad concentrada en (o,00). -

(Para p = =1, el miembro de la derecha en (2) no es integra-

ble respecto de x).

Por ser la familia de densidades gamma cerrada pa

ra la convolucidn (f x f - f qQ>o, r> o), se tie
Py Qg Py N, qdr,

ne

(3) w e T = W -

IT. 4. ALEATORIZACION DE RECORRIDOS ALEATORIOS.

Es bien conocido, gque si en un recorrido aleato —--

rio, se postula que los intervalos de tiempo entre saltos
consecutivos, corresponden variables aleatorias de densi -

t, de éste recorrido aleatorio, se obtiene un

dad comin e
proceso estocéstico de tiempo continuo. En otras palabras,

los instantes de los saltos estan regulados por un proceso

de Poisson, pero éstos mismos saltos, son variables aleato
rias que toman los valores 41 y -1, con probabilidades p y

Q, independientes unas de las otras y del proceso de Poi--

SS0N,

Para cada distribucién sobre el recorrido aleato-
rio, puede obtenerse una distribucidn en el proceso de -—-

tiempo contfnuo, aleatorizando formalmente el ndmero de —-
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saltos. Para ver el procedimiento con detalle, considera -
mos la posicidn en un instante dado t. En el recorrido alea
torio base, el n-simo salto conduce a la posicién r . o, si
entre los n primeros saltos (n 4+ r)/2 son positivos y —=—-
(n = r)/2 son necativos; pero &sto no es posible, salvo que
N -—r = 25, En &ste caso, la probabilidad de la posicién r

en el n-simo salto es

(1) n p(n-l-r)/2 q(n-r)/Z g
(h ¢ r)

e i b i i S

2

r 2
v r 4 8 S
r4s| P - $i

La probabilidad de que en un tiempo €, hayan ocu-
-t n
rrido n = 2s ér saltos es e t / n! y entonces, la proba
bilidad de que en el proceso dependiente del tiempo, la po

sicidn sea r 2 o en el instante t , serd

00

-t nlr 4 2s
zi- e = r + s s
S=0 nl r +4 s . .

. @ . $ 25 |r &+ 2Zs T It
= 8 Z____r-l-s P q =
s=0 (r + 2s)!
Dch b r/2
(multiplicando y dividiendo por (p/q) )



r/2 -t
e

= (p/q) I (2pq t),

lo que conduce a las conclusionss:

i). Teniendo en cuenta que I ,=1 para r =1,

2,000 4 entonces para todos t>o, py q fijos

P2 -t
e

(2) a_(t) = (p/a) I (2¢pa t), r = 6, 33 %0 .

representa una distribucién de probabilidad, (a 2 o, e

g
Za o 1)-
r

11:) . ar(t) da la probabilidad de la posicién r en

el instante t , en el recorrido aleatorio.

De los resultados anteriores, pueden deducirse cong
nocidas fdrmulas para las funciones de Bessel. Por ejemplo,

si en la identidad Zar(t) = 1 se efectuan los cambios -

P
2 \fﬁ t = X ’ p/q = U '
dicha identidad se transforma en
X 1 e Ik
(3) exp{-z-(u i L—;)i = ZCD u Ik(x) ;

que es la denominada férmula de Schl&milch, debido a que -
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éste autor introdujo en 1.857 las funciones de Bessel como

ceficientes, en el desarrollo en serie de Laurent de u, de

la funcién expig(u + ;)}.

Por otra parte, las probabilidades ar(t), satisfa

cen la ecuaciéfn de Chapman-Kolmogorov

que expresa el hecho de que si en el instante t la particu
la ocupa la posiciédn k, la transicién de k a r es equiva——

lente a la transicidn de o a r - k.

Volviendo ahora a la relacién
k/2 =t
a (t) = (p/a) e " I (2/pg t); p+q=1,

se obtiene sin dificultad, que la ecuacifn de Chapman - Kol

mogorov es equivalente a

+00

(4) I(tée)= > 1T (8)T, | (9,

IKe= —=00

que es la conocida identidad de Neumann o tambien férmula

de adicidn de Neumann-Lommel.
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IT. 5. PRIMEROS PASOS.

e |

En principio, nos restringiremos por simplicidad
al caso de recorridos aleatorios simétricos, p = q = 1/2.
En &sta situacién, la probabilidad de que el primer paso a

través del puntn r>o ocurra en el salto 2n - r , vie-

ne dada por

2 S T

(1) r 2n - I (%)Zn -

2N = I N

Siendo el recorrido aleatorio recurrente, tal pri
mer paso debe ocurrir con probabilidad uno. Esto es, para

cada r fijo, las cantidades (1) deben sumar la unidad.

En nuestro proceso dependiente del tiempo, el ins

tante del k-=simo salto tiene una densidad gamma Fl K S -
)

sigue que el instante del primer paso por r Yo, tiene den-

sidad

Vr(t) "Z r [Zn-r] (%)2n—rx

(2n - r - 1)1

-t t)2n -

1
i EZm(e
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-t r
" e t Ir(t)o

con lo que obtenemos las conclusiones siguientes:
i)l PBI'B FijD' (I" - 1’2'I-I )'

(2) v (t) = e T I(£),

define una densidad de probabilidad concentrada en (o,00).

ii). El instante del primer paso por rMo , tiene

una densidad dada por vr.

Razonando de una forma similar, es fécil comprobar
que los anteriores resultados resultan vdlidos para recorri
dos aleatorios no simétricos, siempre que la probabilidad
de un primer paso por rYo , sea igual a uno; ésto es ——
n> g . En la expresién (1), s8lo cambia (1/2)2n =T por -

nNnNne«=~"r
P q , quedando para r = 1,2,«¢%

(3) v (e) = (7Pt Iremme) . p3a
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II. 6. PROCESO DE BESSEL.

Consideremos el movimiento Browniano N=dimensio=-—

nal normalizado
D =4 F(t) = (x,(£)y x,(£)sereey x (£))2 £20, P {,

en el que las coordenadas de las funciones muestrales son
movimientos Brownianos unidimensionales normalizados, inde-
pendientes y Po(B) es la probabilidad de B, como funcién -

del punto de partida, r(o), de la trayectoria Browniana n-

dimensional.

51 B_ designa el &lgebra B(r(B) : 8<€ s ), y -
P_(B) las probabilidades para las trayectorias que parten
dz a =1r(s) = (al,...,an] . entonces, para t>s , de la
independencia y caracter Markoviano de las coordenadas, (mo

vimientos Brwnianos unidimensionales), se tiene

(1) PD(F(t)C db / BS) - Pg(;(t + s)€ db) =
e
exD{-? N 2 {'
2(t-s) -

i —

(2x(t-s))™2

donde:



5 - &l - \I‘"z (s &)
Ke=1

Puesto que el nlcleo Gaussiano n-dimensional

es solucidn fundamental de la ecuacién

(2) %%_Gu
donde
2 P e
G = éA“ %( '/"a""- + L ¥ o000 ".@__2- s
9b2 sz b
1 2 n

D es un nroceso de Markov simple, suijeto a la misma rela -

cidn G =Z§12, gue como_en el caso unidimensional.

La variable md&s interesante en &stos procesos, es
la distanca, I;(t)| , al origen, que después de (6a) re -
sultard intuitivamente claro , es la variable de un proce-

so de difusidn unidimensional. Para ver &sto, necesitamos

expreséar las densidades q(t,g,E) en funcidn de un siste-

ma de coordenadas polares en Hn, (IE - El, 01, 92, °o e ,Qn),



cuya construccifn puede verse en el capftulo 1V, pag.147 .

Sn_l designard la esfera unitaria , do un elemento de é-

N=1 J
rea en S y Vv un vector unitario.

DEFINICION: Se denomina de Bessel al proceso

0% = {r(t) = () 5 £20,P §,

(= movimiento Browniano reflectante en el caso n=1. Para -

el caso n = 2 vease W. Feller, T. II, pag. 344).

Después de (1), resulta obvio que:

(3) Polr(t)<b /B ) = P_(r(t-s) <b) =

_/ BXQ{-IE-glz/ 2(t-5)}dg : a =r(s),
1bl<b (2;1(1:-5))"/2

es una funcifn exclusivamente de r(s) = I;(s)l . Denotédndo

por R_ la inclusidn B(r(8): B8 € s) CLBS , se tiene

(4) Po(r(t) € db / FIS) =P (r(t-s) db) = q'l'(t-s,a,b)db

donde a = r(s) = lal ) 4

q+(t,a,b) "
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; / (2nt)"/2 exp{-ibv-a(1,0,...,0) /2t dob""
Sn-l

”, e
-n/2 a4 b / ab -
= (2nt) exp} 5% { oy expf—-—EcosQ}dob
(Después de la férmula integral
s J (ft)
- -
J/'exp{i[tcosgf-senn 29 dB = -LE——%é§§T7§
0 (Lt)

watson-Whittaker pag. 367)

2 2 j -
-1 a & b 2 ab N-1
= t exp’r }(ab) 1 ("'"") b y
ot gy W
2
i) G s (TG e - T W -
es la solucidn fundamental de
U ; A 92u n-1 Ju
(6a) — = (2=} —.m) , b o
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