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Prologo

Es conocida la importancia que han adquirido en las ultimas décadas los enfoques no
parametricos dentro de la Estadistica. Las versiones no paramétricas de los proce-
dimientos clasicos, resultan muy atractivas ya que no formulan hipétesis demasiado
restrictivas sobre la estructura subyacente desconocida.

Dentro del campo de la Regresion, las técnicas de regresion no paramétrica per-
miten lograr una mejor adaptacion a los datos disponibles, logrando estimaciones
mas proximas a la curva de regresion subyacente y, de nuevo, sin hacer fuertes
hipotesis sobre la misma.

Eista memoria se enmarca dentro del campo de la regresion no paramétrica, bus-
cando como objetivo fundamental la estimacién de la funcién de regresion. El con-
texto que se ha asumido es de tipo univariante, esto es, una sola variable explicativa;
y bajo una situacion general de heterocedasticidad en el modelo de regresion.
Entre todas las técnicas de regresion no paramétrica que se han desarrollado en
este campo, nos hemos centrado en la denominada regresion polinomzial local, la cual
ha cobrado un gran interés en los ultimos anos debido a su buen comportamiento
y ventajas sobre otras que van quedando relegadas, como es la regresion por esti-
madores tipo niucleo, ya que presenta graves problemas de sesgo en la frontera. Y
tomamos como problema central de esta tesis la eleccion del denominado ancho de
banda o pardametro de suavizamiento, que determina el buen comportamiento del
estimador polinomial local de la funcién de regresion.

El problema de la seleccion del ancho de banda ha sido ampliamente estudiado y
ha originado una gran cantidad de literatura. Son muchas las técnicas desarrolladas
para su seleccion, bajo distintos contextos y para las distintas técnicas de regresion
no paramétrica. En esta memoria realizamos una clasificacién de todos ellas y reco-
gemos algunas de las mas importantes desarrolladas recientemente para la regresion
polinomial local.

Gran parte de los selectores del ancho de banda han supuesto generalizaciones
de otros, disenados en el campo de la estimacion no paramétrica de densidades. El
planteamiento del problema de estimacion de una densidad resulta mas sencillo de
tratar que el de la regresién, dado que tan sélo interviene una variable aleatoria (uni-
dimensional o multidimensional); pero plantear generalizaciones de metodologias
desarrolladas en este contexto al de la regresion conlleva el problema adicional de
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manejar los residuos del modelo, de modo que en general no resultan inmediatas, ni
tan siquiera paralelas.

La metodologia bootstrap ha sido empleada por diversos autores, para la eleccién
del parametro ancho de banda. en la estimacion de densidades, obteniendo resulta-
dos bastante satisfactorios. Las generalizaciones a la regresién fueron inicialmente
planteadas por Hall (1990), en casos sencillos, no obstante estas aproximaciones no
resultan competitivas con otros selectores desarrollados aqui, y ademéds no han sido
generalizadas a estimadores relevantes en los Gltimos anos, como son los polinomiales
locales, que ocupan nuestra atencion.

En este trabajo se propone la metodologia bootstrap como via de seleccién del
ancho de banda, bajo tres perspectivas: La primera supone realizar un bootstrap
sobre los pares de observaciones, a la que nos referimos como bootstrap cldsico sobre
los pares; y las dos restantes realizan un bootstrap sobre los residuos del modelo,
segun la metodologia clasica, bootstrap cldsico sobre los residuos, y segin la variante
denominada wild bootstrap sobre los residuos.

De las tres versiones propuestas, la heterocedasticidad supuesta en el modelo
de regresion y algunas consideraciones hechas por Efron (1993) sobre el remuestreo
de los pares, nos llevan a inclinarnos por la versién wild bootstrap sobre los resi-
duos. Para dicha modalidad hacemos un estudio de sus propiedades tedricas, bajo
un punto de vista asintotico, que validan el uso del procedimiento; ademads de un
estudio de simulacion que describe el comportamiento del selector bootstrap para
muestras finitas. Los primeros resultados obtenidos resultan bastante satisfactorios,
no obstante se han propuesto modificaciones posteriores, que lo hacen competitivo
con otros, como los de Fan y Gijbels (1995), y Ruppert (1997), cuya bondad ha sido
probada en la literatura, pero que presentan una mayor complejidad de calculo y de
tratamiento, que el aqui descrito.

La memoria se estructura en cinco capitulos y dos apéndices. El primer capitulo
se dedica a generalidades sobre regresion no parameétrica, haciendo un breve recorri-
do por las técnicas de regresion no paramétrica habitualmente empleadas, ademas
se establecen las hipotesis v el modelo de regresiéon bajo el que se describe todo el
trabajo presentado. El segundo capitulo define y estudia las propiedades fundamen-
tales del estimador polinomial local, planteando el problema de la eleccion de los
parametros que en €l intervienen, esto es, el ancho de banda, el grado del ajuste po-
linomial local, y la funcion nicleo. La seleccidon del primero, el ancho de banda. v «
ocupar el resto de la memoria, de modo que el capitulo 3 hace una evaluacion v nna
descripcion del estado actual del problema, a la vez que propone una clasificacion
de todos los selectores del ancho de banda que han aparecido hasta el momenro.
En los capitulos 4 y 5 se encuentran las aportaciones fundamentales de esta ine-
moria, en el primero se describe la seleccion propuesta para el ancho de banda el
estimador polinomial local, empleando una estimacion bootstrap del error cuadratico
medio local; ademas de un estudio de las propiedades teodricas asintoticas; v en el

L=
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segundo se realiza un estudio de simulacion que permite valorar el comportamiento
de la metodologia propuesta usando varias funciones de regresién, y considerando
distintos tamanos muestrales. Finalmente se incluyen dos apéndices, el primero de
los cuales contiene graficos que asisten en el estudio finito-muestral del capitulo 5;

y el s

egundo se dedica a la programacion realizada en S Plus 2000 y R 1.1.x., in-

cluyendo las funciones que, en dichos entornos de programacién, han sido definidas
para el calculo del selector propuesto, asi como para la obtencién de los resultados
del estudio de simulacion.

Por tanto, podemos resumir las aportaciones realizadas en este trabajo en las
sigulentes:

Se realiza una clasificaciéon de todos los procedimientos que hasta hoy se han
disenado para la seleccion del parametro ancho de banda.

Se propone un nuevo selector del parametro, generalizando la metodologia
bootstrap propuesta por Hall (1990) al contexto mas general y complejo que
adoptamos aqui; y ademas a diferencia de estos primeros intentos, el selector
aqui propuesto es de tipo local consiguiendo una buena adaptacion a los da-
tos. Se obtiene la expresion exacta que conduce al ancho de banda bootstrap
sin necesidad de realizar remuestreo, salvando inconvenientes habitualmente
asociados a este tipo de metodologias, como es el excesivo coste computacional.

Se realiza un estudio de sus propiedades tedricas bajo una perspectiva asintoti-
ca, obteniéndose una representacion asintotica del selector que lleva a deducir
que se trata de un estimador asintoticamente optimo.

Se investiga la elecciéon de un parametro piloto que interviene en la metodologia
bootstrap propuesta, de nuevo bajo una perspectiva asintotica, y se deduce la
expresion tedrica del parametro piloto 6ptimo.

Se lleva a cabo un estudio de simulacion para valorar el comportamiento del
selector propuesto en muestras finitas. En vista de lo obtenido se plantea
una mejora del procedimiento suavizando el selector local, cuyos resultados

resultan bastante satisfactorios.

Se realizan implementaciones de la metodologia propuesta, en los entornos de
programacion S Plus 2000 y R 1.1.x.

Del estudio realizado, destacamos como problemas abiertos, y lineas para traba-
jos futuros los siguientes:

Extender los resultados teéricos, obtenidos para estimadores polinomiales lo-
cales de grado 1, al caso de un grado, p, genérico; y la consecuente validacion
finito-muestral extendiendo el estudio de simulacion a tal situacion general.
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e Extender el selector bootstrap a modelos de regresidon local multidimensionales.

e Comparar minuciosamente, a través de simulaciones, el selector propuesto

con otros selectores relevantes y equiparables, como son los de Fan v Gijbels
(1995b) y Ruppert (1997).

e Aplicar la metodologia bootstrap propuesta para la obtencién de un selector
del ancho de banda, a la construccion de intervalos de confianza para la curva
de regresion.

e Completar la definicién de los selectores de tipo bootstrap propuestos, formu-
lando y estudiando tanto desde el punto de vista tedrico como del préctico,
versiones de un bootstrap suavizado sobre los pares de observaciones, segiin se
motiva en el capitulo 4.

e Mejorar las implementaciones informéticas realizadas incluyendo algoritmos
disenados para reducir el coste computacional de los calculos del estimador

polinomzal local en la practica, como son las técnicas binning y los algoritmos
updating.

Distintas partes de esta memoria han sido presentadas y aceptadas en el XXV
Congreso Nacional de Estadistica e I.0O., SEIO 2000; en el International Seminar on
Nonparametric Inference, ISNI 2000; y en la XIV Conference of the International
Association for Statistical Computing, COMPSTAT 2000.
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Capitulo 1

Introduccion

Dentro del amplio campo de técnicas encaminadas a la estimacién de la funcién
de regresién, comenzaremos marcando y definiendo el punto de bifurcacién que da
lugar a las metodologias de estudio denominadas: Regresion paramétrica o clasica,
y Regresion no paramétrica.

1.1 Regresion parameétrica y regresion no para-
metrica

Sea una variable de respuesta, Y, v una variable! explicativa, X. Consideremos un
conjunto de datos {(X,,Y7),...,(X,, Y,)}. Entonces la relacién entre las variables
se puede describir de la forma siguiente:

Y: = m(X;) + €, g = 1. .5 00,

donde m es la funcién de regresion desconocida, esto es, la esperanza de Y con-
dicionada a X, y €; son los errores de observacién (medicién, manipulacién, etc.),

supuestos variables aleatorias independientes con media 0.
Un estudio de regresion bajo tal planteamiento, busca principalmente tres obje-

t1vOSs:

. Explorar y representar la relacion existente entre la variable explicativa. .\'. v
la variable Y.

o

Dar predicciones del comportamiento de Y para valores de la variable .\ ain
no observados.

3. Dar estimaciones de algunas propiedades de la funcion de regresion, m, como
puede ser hacer un estudio de sus derivadas.

‘Consideramos en este trabajo tan sélo el caso de modelos de regresion univariantes.

9
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Una primera aproximacion de la funcién, m, se puede obtener considerando el
diagrama de dispersion para las observaciones. (Xj;,Y;). La nube que describe tales
puntos puede dar una idea, mas o menos clara de la forma v de algunas de las
caracteristicas mas notables que tiene la funcién, m. Y es aqui donde surgen dos
puntos de vista diferentes para la resolucion del problema de regresién, que da lugar
a dos metodologias distintas, aunque muy ligadas entre si. En concreto se puede

seguir cualquiera de las dos formulaciones siguientes:

e Partiendo de consideraciones sobre la nube de puntos observada, o de algu-

na informacion previa sobre la forma de la funcién m, proponer una familia
parameétrica de funciones,

{mg, 0 € C")}

De este modo, la seleccién de la funcién dentro de la familia (que consistira
en estimar un numero finito de pardmetros desconocidos) se hard segin algin

criterio especificado que suele estar relacionado con alguna funcién de los re-
siduos, ¢(Y; — me(X;)).

e Estimar la funcidn, m, utilizando como tnica informacién los datos observados.
pero sin suponer que dicha funcién posea una forma parameétrica definida. La
unica hipotesis que se hace sobre la funcidén, m, es que sea suave, donde esta
suavidad se entiende en términos de derivabilidad.

La primera de estas aproximaciones cae dentro de lo que se conoce como Re-

gresion parameétrica; y el segundo enfoque conduce a la denominada Regresién
no parameétrica.

[ |

N principlio, la regresion no parameétrica constituye un procedimiento més ge-
neral y mas flexible, dado que formula pocas hipdtesis sobre una funcién., de la
que habitualmente, en una primera aproximaciéon como es la recogida de algunos
datos, se tiene casi un completo desconocimiento. De este modo, la regresién no
parametrica permite abordar los puntos 1 y 2, de forma bastante satisfactoria.

Generalmente un planteamiento de regresién no paramétrica supone que la fun-
cion de regresion pertenece a alguna familia de funciones infinito dimensional, como
puede ser la familia de funciones diferenciables con segunda derivada cuadrado inte-
grable. Obviamente se trata de hipdtesis mucho menos restrictivas que las impuestas
en un planteamiento clasico de regresion parameétrica.

No obstante las ventajas de seguir un procedimiento de regresién paramétrica,
donde se tienen garantizadas las buenas propiedades de la estimacion resultante, son
evidentes frente a un procedimiento de regresion no paramétrica, en el que, al hacer

COOPBIRCICSR0C000PCCITONTNINCIBCOCRCSOCRPINOOTSOODOICGOICGIOOIOIOITOITOONTY
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muy pocas hipotesis sobre la funcion desconocida, se tendrd una mayor complejidad
en la funcién estimada resultante. |

Ademas obtener una funcion paramétrica como estimacién de m sera idéneo
para cumplir el objetivo 2 de la regresion. Sin embargo, aun en tal caso, esto
es, en el cumplimiento del objetivo 2, obtener estimaciones no paramétricas, que
generalmente estaran proximas a los datos observados, puede servir incluso para, en
un segundo paso, proponer un modelo paramétrico méas adecuado.

Asi, se puede resumir la utilidad de la regresién no paramétrica en los tres puntos
sigulentes:

e FEzploracion de datos. Aun en el caso en que nuestros objetivos se encami-
nen hacia la utilizacion de un modelo paramétrico, obtener y representar
graficamente la superficie de regresion no paramétrica ajustada a los datos,
puede servir de guia en la dificil eleccion del modelo adecuado.

e [Diagnostico no paramétrico de modelos paramétricos. Varios trabajos en la
literatura se han dirigido al estudio de técnicas de diagndstico de un modelo
paramétrico ajustado por técnicas clasicas usuales, basadas en estimaciones

no parametricas.

e (Obtencion de una superficie de regresion no paramétrica. Las estimaciones
obtenidas directamente mediante técnicas de regresién no paramétricas, pro-
porcionan una superficie de regresion que presenta muy buenas propiedades
en cuanto a su definicion intuitiva y su caracter suavizador del diagrama de
dispersion.

Dos procedimientos habituales en regresion parameétrica son la regresion lineal,
y en general la regresion polinomial. Una regresion lineal presenta, sin duda al-
guna, como caracteristica mas atractiva, su sencillez. Estimar una funcion lineal
de una variable, de la que se tiene un conjunto de observaciones, queda reducido
a la resolucion de un sistema lineal de dos ecuaciones lineales con dos incognitas.
Y habitualmente ofrece una buena aproximacién, ya que representa de una forma
sencilla la tendencia general de la funcién desconocida, m.

Sin embargo, cuando los datos parecen mostrar que la funcioén presenta cierta
curvatura, considerar un modelo paramétrico lineal supondria obviar tales carac-
teristicas y por tanto una pérdida de informacion. En tales casos se puede conseguir
un mejor ajuste si se introduce un mayor nimero de parametros, suponiendo mode-
los de tipo polinémico de grado dos o superior.

Aun asi, si los datos presentan caracteristicas diferentes, ofreciendo distintas
zonas en el diagrama de dispersion, con distinta curvatura, intentar globalizar tal
diversidad observada proponiendo una forma funcional ya sea lineal, o polinomial
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de grado alto, sera algo bastante complicado y a menudo supondrd cometer un error
considerable.

Por tanto pareceria conveniente eliminar en cierto modo ese carécter globalizador
que conlleva una regresion parameétrica, atendiendo un poco mas a las propiedades
locales que presenta el diagrama de dispersion.

Otro de los inconvenientes que presenta la regresién polinomial es que las funcio-
nes polinomiales no son muy flexibles en la modelizacién de los problemas que hay
en la practica, ya que estas funciones tienen en todos los puntos derivadas de todos

"= Hs ordenes.

Existen varias formas de reparar los inconvenientes de un ajuste paramétrico
polinomial:

1. Aproximacion por splines. Una primera posibilidad es permitir posibles dis-
continuidades en las derivadas, lo que lleva a considerar funciones splines.

2. Método de series ortogonales. Otra posibilidad es hacer el desarrollo en serie
ortogonal de la funcién de regresion, elegir unos pocos subconjuntos titiles de
las funciones base, y usarlos para aproximar la funcién de regresion.

3. Modelizacion local. Se trata de aplicar modelos de regresién polinomial de
grado bajo localmente. De modo que para un punto de estimacién dado, se
define un entorno y se modeliza la funcién de regresién mediante un polinomio
que se ajusta localmente en dicho entorno, segin algun criterio definido.

La ultima de las aproximaciones propuestas cae dentro de la Regresion no pa-
rametrica que hemos definido, y nos referimos a ella con el nombre de regresién
local.

1.2 Origenes de la regresion no parameétrica

[La teoria y los métodos de suavizamiento o regresion no paramétrica, han sido
desarrollados fundamentalmente en los ultimos veinte anos. El creciente interés por
estas metodologias ha tenido dos razones principales: la primera, que los estadisticos
se dieron cuenta de que planteamientos puramente paramétricos no aportaban la
flexibilidad necesaria para la estimacion de las curvas que aparecian en la practica:
v la segunda razon estaba en el avance de la informadatica y el desarrollo ¢ in
hardware que permitia calcular esos estimadores no paramétricos que resul:. .an
muy atractivos por su flexibilidad y buen comportamiento.

No obstante, el suavizamiento mediante regresion no paramétrica, tiene una lar
tradicion, de hecho ha sido desarrollado desde comienzos del siglo XIX.

Durante cien anos, las aportaciones metodoldgicas mas importantes provenian
de los investigadores que analizaban datos de tipo econémico y empresarial. En

2d

-

-—
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1857 el econonomista Engel construia la curva que hoy en dia se conoce como regre-
sograma. Habitualmente las aplicaciones se restringian al caso de una sola variable
predictora, con valores igualmente espaciados; dado que casos mds generales con-
llevaban un estuerzo computacional no permitido entonces. A comienzos del siglo
XX matematicos como Henderson y Whittaker enriquecieron ampliamente la teoria
y los métodos de suavizamiento. Henderson, en 1916, publicé resultados que acla-
raban en gran medida las propiedades de la regresién local. La regresién local se
introdujo en varias aplicaciones en series temporales dentro del entorno empresarial
Wy la economia, convirtiéndose en una herramienta fundamental en dichos sectores.

En la literatura estadistica de los anos sesenta y principios de los setenta, la

regresion local se aplico a estudios de regresion mas generales, esto es, con més de
una variable predictora y valores no equiespaciados. Los primeros estimadores de
regresion local o no paramétrica propuestos fueron los suavizadores nicleo, como
los de Watson (1964) y Nadaraya (1964), que correspondian a ajustes polinomiales
locales de grado cero. A partir de estos esfuerzos iniciales surgié una gran cantidad
de literatura teorica centrada en la obtencién de resultados de tipo asintdtico, en los
cuales el tamano muestral tiende a infinito y el parametro ancho de banda tiende
a cero. En los anos setenta, la regresion local con polinomios de grado mayor que
cero fue introduciéndose en la literatura (Cleveland 1979); Fan demostraba la su-
perioridad teorica y practica de la regresién local con polinomios no constantes; en
concreto, para grado uno, se obtienen estimadores de regresién que son éptimos en
el sentido minimax, entre todos los estimadores que tienen una forma lineal en las
observaciones.
En las ultimas decadas, ha crecido enormemente la literatura a este respecto,
refinando y perteccionando los procedimientos de regresiéon local, y centrando la
atencion en la adecuada eleccién de los parametros decisivos en el buen compor-
tamilento de los estimadores de regresion resultantes, como son el ancho de banda
o parametro de suavizado, y el grado de los ajustes polinomiales locales. En este
ultimo punto destacan recientes trabajos de Fan y Gijbels en 1995.

1.3 El modelo de regresion no paramétrica

Consideramos un modelo de regresion univariante, esto es, la variable predictora ¢
de tipo unidimensional.

A la hora de formular y plantear un problema de regresion, ya sea desde nn
punto de vista parameétrico o no parametrico, es necesario distinguir los dos pos=ibles
contextos que se pueden considerar y a los que nos referimos por diseno fijoy diseno
aleatorio.

Considerar un modelo de diseno fijo significa que el conjunto de datos de que se
dispone son observaciones de la variable de respuesta, Y, tomadas en valores prefi-
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jados de la variable explicativa; esto es, los valores en el eje de abscisas del diagrama
de dispersion han sido fijados por el experimentador y disenados a su conveniencia.
Sin embargo. un diseno aleatorio considera que los datos observados corresponden
a una muestra aleatoria desde una poblacién (X,Y). Obsérvese entonces que un
diseno aleatorio supone un caso mas general, si bien un disefio fijo en el que, ha-
bitualmente por simplicidad, se suponen los puntos de observacién equiespaciados

en un intervalo, es mas sencillo y reduce considerablemente tanto los desarrollos
teoricos como las implementaciones de tipo préctico.

A continuacion formulamos el problema de regresiéon univariante en ambos con-
textos.

1.3.1 Modelo de diseno fijo

Sea {z1,...,Zn} un conjunto de valores fijados de la variable, X, y sea {Y7,...,Y,}
el resultado de observar la variable Y en dichos puntos?. Dichas observaciones se
describen segin un modelo del tipo:

}/i — m(Ii) + €1,

siendo m la funcién de regresion, y ¢;, los errores del modelo, que son variables
aleatorias independientes®, con media cero, y cuya varianza coincide con la varianza
de Y}, y la denotaremos o*(z;). Es habitual suponer que dichas varianzas son cons-

tantes de forma que, o*(x;) = 0%, considerando lo que se denomina un modelo de
regresion homocedastico.

1.3.2 Modelo de diseno aleatorio

En este caso, las observaciones,{( X1, Y1), (X2, Y32),..., (X, Ys)}, son variables alea-
torias independientes e idénticamente distribuidas segin la variable bidimensional
(.X, Y ). Entonces dichas observaciones se pueden describir segtiin un modelo:

}/i - m(Xz) 4= €z,

donde, m es la funcién de regresion, esto es, la media condicional de Y dada .\:
v €; son variables aleatorias independientes, con media cero v varianza, o-(.\, .
(ue representa en este caso, la varianza condicional de Y dada X. De nuevo .
podemos asumir dos situaciones, la que acabamos de exponer en la que las variarizis

-Utilizaremos las mayusculas para indicar una variable aleatoria y las minusculas para indicar
un valor fijo, no aleatorio.
3Si bien esta hipdtesis se puede relajar en diversos contextos a una incorrelacién; o incluso

considerar el caso de errores dependientes, lo que daria lugar a una metodologia de estudio con-
textualizada en un entorno que no es el que aqui nos ocupa.
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de los errores se suponen distintas, esto es, una situacién de heterocedasticidad: o
bien simplificar el problema suponiendo que las varianzas son constantemente un
valor ¢, lo cual daria lugar a un modelo de regresién homoceddstico.

El trabajo que aqui presentamos considera un modelo de regresién univariante.
bajo un diseno aleatorio, en una situacién general de heterocedasticidad.

1.4 Criterios de error

El estudio del comportamiento de un estimador de regresién requiere la especificacién
de un criterio de error apropiado. Para realizar un analisis tal, serd de interés
considerar los dos aspectos siguientes:

1. Por una parte, interesara medir la bondad del estimador en la estimacidén en
cada punto. Las medidas de tal error se denominan medidas del error local.

2. Por otra parte, se podra estudiar el error que se comete en la estimacién de
la curva completa, esto es, en todo el intervalo de estimacién considerado,
obteniendo las denominadas medidas del error global.

Entre las medidas locales se utilizan las siguientes:

e Error cuadratico medio condicional (MSE):
MSE(m(z)) = Ey/x [(M(z) — m(z))”]

siendo m(-) el estimador de regresién considerado, x un punto de estimacién
cualquiera; y Ey/x denota la esperanza calculada en la distribucién de la
variable de respuesta, Y, condicionada a la variable explicativa, X.

e Error cuadratico medio incondicional (MSE;). Tomando esperanzas
sobre la distribucion de la variable X:

MS]

L]

((M(z)) = E [MSE(z)].

Y como medidas globales:

e Error cuadratico integrado medio condicional (MISE). Integrando ¢n
el intervalo de estimacion considerado:

F = a,

- -
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e Error cuadratico integrado medio incondicional (MISE;). Tomando
esperanza sobre la distribucién de la variable X:

o~ 3

)

MISE, (M) = E [MIS!

L*)
—

e Error cuadratico integrado predictivo condicional (PISE):

PISE(#) = Ey/x / (7i(z) — m(z))? f(z)dz|

siendo f(-) la funcién de densidad marginal de X.

e Error cuadratico integrado predictivo incondicional (PISE;):

PISE;(m) = E [PISE(m)]

e Error cuadratico promediado sobre las observaciones condicional
(ASE):

ASE(m) = Z (M(X;) — m(X;))? w(X;),

1=1

para algunas ponderaciones w(.X;).

e Error cuadratico promediado medio (MASE). Tomando esperanzas
sobre la distribucién de la variable explicativa, X:

=]

MASE(R) = E |3 (M(X:) — m(X,)? w(X,)

L i=1

-

De entre todas las formas presentadas de medir el error cometido en la estimacién
de la funcion de regresion, consideramos en nuestro trabajo dos medidas de error.
una de tipo local, que serd el error cuadratico medio condicional (MSE); v otra
de tipo global, que sera su version integrada, esto es, el error cuadratico integrado
medio (MISE). La razén que nos lleva a elegir tales medidas es, fundamentalmenre.
que constituyen las mas utilizadas en la literatura y su tratamiento resulta tn:is
sencillo y general que algunas de las versiones incondicionales antes presentad:i~

1.5 Técnicas de regresion no paramétrica

Las técnicas de regresion no parameétrica habitualmente buscan la representacion
de las caracteristicas locales observadas en un diagrama de dispersion, de ahi que a
veces a sus estimadores se les llame suavizadores locales. Ademas la forma mas simple




1.5. TECNICAS DE REGRESION NO PARAMETRICA 13

de los estimadores de regresion no parameétrica vienen a ser versiones univariantes
locales de estimadores usuales de localizacién de las observaciones, tales como la
media o la media ponderada, la mediana, etc.

Asl en términos generales, la idea que subyace en estas técnicas de regresién no
parametrica o de suavizamiento se puede resumir de la forma siguiente®:

St m se supone suave, entonces las observaciones, Y;, en puntos prézrimos a x,
deberian contener informacion acerca del valor de m en . De este modo, seria po-
sible emplear una media local de los puntos proximos a x para construir el estimador
de m(zx).

Siguiendo esta idea se han desarrollado diversas técnicas de regresién, con distin-
tos matices, si bien, muy relacionadas entre si. En Martinez-Miranda, M.D. (1996)
se exponen varias de las mas relevantes.

A continuacion describimos las lineas generales que siguen algunas de las técnicas
de regresién no parameétrica que han sido desarrolladas en la literatura.

1.5.1 Estimadores niucleo

Los estimadores nicleo® se definen como una media ponderada de las observaciones
que caen dentro de un entorno del punto de estimacién. Su nombre proviene del
hecho de que las ponderaciones que se asignan a cada observacion vienen definidas
a través de una funcion peso denominada funcion nucleo.

En cada punto considerado, un estimador nucleo define un entorno centrado en
dicho punto y cuya longitud viene determinada por la elecciéon de un pardmetro,
denominado ancho de banda; y con las observaciones que caen en dicho entorno
calcula una media ponderada que asignara mayor peso a las mdas proximas al punto
de estimacion.

Las distintas definiciones para las ponderaciones en el estimador nucleo, dan
lugar a diversas modalidades de estimadores niticleo que han ido apareciendo en la
literatura. No obstante en todos ellos aparecen como elementos comunes la presencia
de una funcién nucleo y de un parametro ancho de banda.

A continuacién definimos algunos de los mas relevantes, por orden cronologico.
e introducimos alguna notacion que sera empleada:

Denotamos por K a la funcion nucleo, que se supone funcién de densidad simétrica;
y por h al pardmetro ancho de banda, h > 0. Definimos Kj(u) = h='K(u/h).

1. Estimador de Nadaraya-Watson (1964).

Sobre un diseno aleatorio, se define como:

1Eubank, R. (1988).
°Del inglés kernel estimates.
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ri p

P Kplz — X;
mp(T) :_-n,—lz \th . )YI (1.1)
=1 fh(){z')

donde f, es el estimador nucleo de Rosenblatt-Parzen de la densidad marginal

de X, dado por:

.

fa(z) =n~" Z Ki(z — X;).

2. Estimador de Priestley-Chao (1972).

Originalmente definido por estos autores sobre un diseno fijo equiespaciado

donde se supone que 0 < z;, < --- < 7, < 1, el estimador tiene la expresion
sigulente:

(l“z* — 2i—1) Kp(z = T;) Y.

ma(T) =

)
i[>

3. Estimador de Clark (1977).

De nuevo sobre un diseno fijo como el planteado en la definicién del ante-
rior estimador de Priestley-Chao, se define el estimador de Clark de la forma
sigulente:

Miald) = /Z(u)Kh(:z: — u)du,

donde [(u) es la poligonal que une las observaciones.

1. Estimador de Gasser-Miiller (1979).

Sobre un diseno aleatorio, se define el estimador como sigue:

S,

(@) =3V [ Ka(@ = wdu,

=1 Sk

donde sp = —o0, 5, =00, X(2) £ < Xy t=1,... ,n =1y X s el
I-es1mo estadistico ordenado.

Obsérvese que el estimador de Nadaraya-Watson y el de Priestley-Chao se dehinen
a partir de la evaluacion de una funcién nucleo, por lo que reciben el nombre e
estimadores de evaluacion; mientras que los de Clark y de Gasser-Miiller emplean
la convolucion con dicha funcion nucleo, por lo que se denominan estimadores de
convolucion.
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1.5.2 Regresion polinomial local

La idea de la regresion polinomial local fue desarrollada sistematicamente por pri-
mera vez por Stone (1977, 1980, 1982) y Cleveland (1979), no obstante estudios més

exhaustivos de los ajustes polinomiales locales se pueden encontrar en Fan (1992,
1993), Fan y Gijbels (1992), y Ruppert y Wand (1994).

En nuestro trabajo consideramos como base esta técnica de regresion, por lo cual
sera definida y estudiada con detalle en los siguientes capitulos, no obstante ahora
daremos una definicién somera de tales estimadores.

Dada la hipétesis de suavidad sobre la funcién de regresién, es posible suponer,
usando el teorema de Taylor, que dicha funcién puede aproximarse localmente por
medio de funciones polinomiales. De este modo, se define el siguiente problema de
minimos cuadrados ponderados:

n

D 2
=1 93=0
Boy -, Oy

Si denotamos por Ej, 7 =0,...,p, a las soluciones del problema anterior, entonces,
usando el desarrollo de Taylor, el estimador polinomial local vendra dado por la

primera de ellas, esto es,
mp(z) = Bo;

y la curva completa, my(-), se obtendra de la expresiéon anterior, variando z en el
rango de estimacion considerado.

Los estimadores nucleo antes definidos vienen a ser un caso particular de esti-
madores de regresién polinomial local, de hecho los ajustes locales de grado cero
dan lugar al estimador nicleo de Nadaraya-Watson. No obstante los estimadores
nucleo no muestran un comportamiento del todo satisfactorio, adoleciendo de pro-
blemas como son el etecto frontera, para lo cual son necesarias versiones corregidas
de los mismos, y de grandes sesgos. Asi, frente a la utilizacion de estimadores tipo
nucleo para la estimaciéon de la funcién de regresion, siempre es preferible aumentar
la complejidad del modelo pasando a ajustes polinomiales locales de al menos grado
uno. Es mas, se demuestra que el estimador de Nadaraya-Watson tiene eficiencia
minimax nula (Fan 1992, 1993), frente a los estimadores lineales locales que son
Optimos en un sentido minimax.

Comparaciones entre ajustes de tipo constante, esto es, estimadores nucleo, y
ajustes de al menos grado uno pueden encontrarse, con detalle, en Chu y Marron
(1991), Fan (1992), y Hastie y Loader (1993).
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1.5.3 Regresion localmente ponderada

La regresion localmente ponderada fue introducida por Cleveland (1979). Su de-
finicion estd muy ligada a la de la anterior regresién polinomial local, si bien el
estimador definido por Cleveland, define los entornos locales fijando el nimero de
observaciones que contendran, en lugar del ancho del entorno. Este tipo de estimado-
res se conoce con el nombre de estimadores por el entorno més préximo, v al niimero

de observaciones que caen en cada entorno local, span o en general, pardmetro de
suavizado. |

Esta técnica es una de las mas ampliamente utilizadas y estd disponible en el
entorno S-Plus, en las funciones loess y lowess, esta tltima corresponde a una versién
robusta del procedimiento.

Sin entrar en detalles describiremos la idea base de la versién robusta del proce-
dimiento:

Se ajusta un polinomio de grado p localmente resolviendo un problema de minimos

cuadrados ponderados del tipo (1.2) anterior; pero ahora el ancho de banda, A, seré
variable en cada punto, si bien funcién de un pardmetro fijo, el span antes definido.
Se calculan los residuos y se les asignan pesos menores a los de mayor magnitud.
Entonces se vuelve a ajustar un polinomio localmente, pero asignando ahora a las
observaciones pesos definidos por el producto de los pesos del ajuste inicial v los
pesos asignados a los residuos. De este modo las observaciones con grandes resi-
duos se infraponderan en el segundo paso. El procedimiento se repite un niimero
determinado de veces hasta obtener el estimador localmente ponderado robusto.

1.5.4 Suavizamiento por splines

El suavizamiento por splines, si bien se considera como una técnica de regresion no
parametrica, constituye una evolucion de la inferencia parameétrica cldsica, definien-
do un puente que cubre el vacio entre los métodos paramétricos cldsicos y los no
parametricos.

Los splines carecen de una forma paramétrica, no obstante, se pueden escribir
como una combinacion lineal de las funciones de una base, que usualmente admiten
una representacion polinomial.

El suavizamiento por splines se formula de la siguiente forma:

Dado el conjunto de datos de partida, se considera un problema de minimos
cuadrados penalizados cuya funcion objetivo se define como:

n

S(m) = Z (Y; — m(X;))® + )\f {m("')(:z:)}2 dr,

=1

donde A es el parametro de suavizamiento, controlando la cantidad de suavidad.

r——
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Entonces, si se minimiza dicha funcién objetivo sobre el conjunto de las funciones
con derivada de orden r cuadrado integrable, se obtiene como solucién el spline de
suavizamiento, que es justamente un spline de orden r con nodos en los puntos X;.
Es habitual hacer la elecciéon r = 2, obteniéndose el spline ctibico de suavizamiento.

El comportamiento de los splines en la practica es bastante bueno, no obstante
presentan graves problemas computacionales y su calculo se hace muy complicado
cuando se consideran contextos de regresion multivariantes. Esto hace que sea prefe-

rible optar por procedimientos mas sencillos, como los expuestos antes de regresién
nucleo o regresiéon polinomial local, no perdiendo demasiado en la bondad de los
estimadores, y ganando por el contrario en simplicidad y facilidad de uso.

1.5.5 Meétodos basados en desarrollos en serie ortogonal

Si la funcién de regresion, m, se supone perteneciente al espacio de las funciones
cuadrado integrables, entonces dicha funcién admite un desarrollo en serie ortogonal
del tipo

m(I) b Zeﬂb(z))

donde las funciones, g;(z), constituyen una base completa y ortonormal, y los coe-
ficientes son 6; = [ g;(z)m(z)dz.
Un estimador natural de los coeficientes viene dado por:

~~

0; =n~" Z q;(Xi)Yi,
i=1

de forma que se construye el estimador de m basado en las subseries truncadas:

N .
fﬁN(I) = Z quj'(:r),

i

siendo el numero de coeficientes de Fourier considerados en la subserie, /N, una
funcién de n tendiendo a oo, que constituye el parametro de suavizamiento del
estimador.
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Capitulo 2

Fundamentos de la regresion
polinomial local

2.1 Definicion del estimador polinomial local

Sea {(X1,Y7),(Xs,Ys) ... ,(X,,Ys)} una muestra aleatoria de una poblacién (X, Y).
Supongamos que dichos datos han sido generados mediante el modelo

Y =m(X) + o(X)e,

donde m(-), representa la funcién de regresion desconocida, y los residuos verifican
Ele] = 0, Var(e) = 1; siendo X y € independientes.

En el modelo hemos supuesto una situacion generalizada de heterocedasticidad
donde o*(x), representa la varianza condicional de Y dado que X = z. Bajo un
diseno aleatorio como el planteado denotaremos por f(-), a la funcién de densidad
marginal de X.

Supongamos que la funcién de regresién desconocida es suficientemente suave,
en concreto supongamos que existe la derivada de orden (p + 1) en un punto, ;.
Entonces, mediante el teorema de Taylor, es posible aproximar m(z) localmente
mediante un polinomio de orden p, en concreto se verifica el siguiente desarrollo de
la funcién en un entorno de zy:

(P)
m\\x 4
1 (1:—:1:0)2+---i pE 0)(3:—1;1-’.

m”(IO)

m(z) =~ m(xzg) + m'(zg)(x — x0) 4

Obsérvese que, segun este desarrollo, la funcién de regresion desconocida. m,
localmente, es una funcién polinémica.

La regresion polinomial local toma como base y motivacion esta idea, y define
un estimador de m(zy) segiin un ajuste polinomial de grado p, usando tan solo las
observaciones mas proximas, esto es, las que caen en un entorno de zo. La seleccion

19
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de los puntos mas préoximos se consigue ajustando el polinomio mediante un criterio
de minimos cuadrados ponderados.

Definimos por tanto un problema de minimos cuadrados ponderados del tipo:

n 2

p
Minimizar Y {Y; — Y 8;(Xi —zo)’ 3 Ku(Xi — o),
=0

(2.1)
o)

donde 3 = (f,... , 6P)T, h es un parametro positivo que controla el tamano del
entorno local, denominado ancho de banda; y las ponderaciones locales (dependen
del punto de estimacién considerado), Kx(-) = A~ K(-/h), vienen determinadas por
una funcién, K, que en general supondremos’ que es una densidad simétrica con
soporte acotado, y que recibe el nombre de funcién nicleo.

Si denotamos por 8 = (0o,...,8,)" a la solucién del problema (2.1), segtn el
desarrollo de Taylor antes expuesto, el estimador de la funcién de regresién en zo,
coincidiria con la primera componente, 3. Si denotamos por mx(zg), el estimador,
entonces:

fﬁh(xo) = 8{5;

y el resto, 51, ..., 3p, corresponderian a las estimaciones de las derivadas de la fun-
cion de regresion en el punto de estimacion considerado. De este modo, si denotamos
por my(zp) a la estimacién de la derivada de orden v (v = 1,...,p), cada una de
ellas vendra dada por:

My (z0) = e, 8.

siendo e; el vector de orden p+ 1, cuyos elementos son todos cero excepto el i-ésimo.
que es igualal (i=1,... ,p+1).

Por semejanza con la teoria parameétrica de regresién polinomial por minimos
cuadrados ponderados, se puede obtener facilmente una expresién matricial para los
coeficientes, J;, anteriores. No obstante hemos de introducir alguna notacién mas:

Sea
1 (Xy—x0) -+ (X1 —x0)P

1 (;\rn - IO) . (J’Yn i IO)p
y= (Y, ..., ¥)T

Tambieén, sea W, , la matriz diagonal de orden n, dada por

Waeon = diag{ Kn(X; — o)}

'Esta hipdtesis se relajard o se ampliara dependiendo de las necesidades técnicas de algunos de
los resultados que obtendremos mas adelante.
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De este modo el problema (2.1) se puede escribir de la forma

Minimizar (y — X;,3)" W on(y — X3,3),
3

—
o
bo

N

y el vector solucion sera

B = (XTI WaonXao) ' XE Weoh v (2.3)

Con lo cual, la estimacion de la funcién de regresién en cada punto zy, vendréd dada
DOT:

mh(:ro) < (XT WIo,hXI )_IXT W:co h Y. (24)

2.1.1 Casos particulares: Estimador de Nadaraya-Watson y
estimador lineal local.

Dentro de la clase de los estimadores polinomiales locales (que proporcionan las
distintas elecciones de sus parametros) consideramos los casos particulares de grados
p=0yp=1.

e Si consideramos ajustes locales de tipo constante, p = 0, el problema de
minimos cuadrados ponderados que define el estimador en tal caso serda de
la forma:

Minimizar Z {Y; — ,130}2 Ku(X; — 2p),
BeR '

de este modo, el estimador resultante sera la media ponderada normalizada
de las observaciones, esto es:

n

K ..:X.’?; —
Paln) o 3 —griatentl ¥
b= Z [{h()(j - .’170)
j=1

que coincide con el estimador nucleo de Nadaraya-Watson definido en (1.1).
Por tanto, la clase de los estimadores polinomiales locales engloba a la clase
de los estimadores nucleo, o mas exactamente a uno de los estimadores nicleo
mas ampliamente utilizado, como es el estimador de Nadaraya-Watson.
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e Si hacemos la eleccién p = 1, el estimador resultante se denomina estimador li-
neal local. Es posible desarrollar la expresiéon matricial (2.4) anterior v obtener
la sigulente expresion para el estimador lineal local:

1 {Sn,z(l“o; h) — Sn,l(roi h)(Xz' il Io)} Kh(X?; - )
Sn.2(Z0; h)Sno(zo; h) — Sn,1(zo; h)?

mp(Zo) =

donde

n

Sn,j == ’n,"l Z(‘X.1 —— Io)th(X,; — 330). (25)

1=1

2.2 Parametros que intervienen en la definicién

Dentro de esta formulacion, y de la propia solucién propuesta al problema de regre-
sion planteado, es necesario tener en cuenta algunos factores de crucial importancia:

e [La eleccion del parametro ancho de banda, A. Como ocurre en todas las
técnicas de suavizamiento, dicha eleccion resulta decisiva en el buen funciona-
miento del estimador resultante. Elegir un ancho de banda muy grande con-
llevaria un sobresuavizamiento de los datos, provocando un gran aumento del
sesgo; por el contrario, un ancho de banda demasiado pequeno supondria un
Infrasuavizamiento y consecuentemente la funcién estimada seria muy “ruido-
sa , esto es, proporcionaria estimaciones con una alta variabilidad. Por tanto,
elegir un ancho de banda apropiado supondrd un compromiso entre sesgo y
varianza. El problema de la eleccién de dicho parametro sera estudiado en
profundidad mas adelante.

e La eleccion del orden del polinomio que se ajusta localmente. Los ajustes
polinomiales locales se suelen considerar de grado fijo y no muy alto, siendo
usuales las elecciones lineales o cuadréticas. Los ajustes cuadrdticos son prefe-
ribles cuando los datos muestran una fuerte curvatura. Los polinomios locales
de grado cero dan lugar a graves problemas de sesgo en la frontera®, siendo
preferibles los ajustes de tipo lineal. De este modo, para un ancho de banda
dado, un orden de polinomio alto producira una reduccién en el sesgo v nn
aumento en la varianza de las estimaciones resultantes, y por el contrario. un
orden bajo dara lugar a estimaciones con grandes sesgos y sobresuaviz:diis.
Irataremos este problema con mas detalle en puntos posteriores.

e La eleccion de la funcion nucleo, K. Aunque el papel de dicha funcién no es
determinante en la calidad del estimador resultante, se puede probar® que la

“Problema conocido en la literatura como efecto frontera.
*Cheng, Fan y Marron (1993).
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mejor eleccion que se puede hacer es la conocida como Nicleo de Epanechnikov,

. 3 o
K(u) = :,l'(l — %) Ljal<1},

dado que minimiza el error cuadratico medio (MSE) del estimador polinomial
local resultante. No obstante, son habituales otras elecciones atendiendo a
razones de tipo técnico, como es la situacién que plantearemos en este trabajo;
en concreto en las aplicaciones.consideramos un nucleo del tipo biponderado,
que se define como sigue:

15
K(u) = E‘(l = u*)?1 (ju<1)-

2.3 Ventajas de la regresion polinomial local

La regresion polinomial local presenta muchas ventajas, tanto tedricas como practicas,
sobre otros tipos de regresion no paramétrica como es el caso de los bien conocidos
y ampliamente utilizados, estimadores nicleo.

e Adaptacion al tipo de diseno. La regresién polinomial local no tiene pro-
blema para adaptarse a varios tipos de diseno, tanto fijos como aleatorios,
ademas no sufre los efectos frontera de los que adolecen los estimadores nicleo
antes mencionados. De hecho el estimador de Gasser-Miuller definido en el
capitulo introductorio no puede adaptarse a disenos de tipo aleatorio, incluso
el comportamiento del estimador en tal caso es desastroso en la asignacién
de ponderaciones a cada observacion. En Chu y Marron (1991) se pueden
encontrar mas detalles a este respecto. De forma similar, el estimador de
Nadaraya-Watson no se adapta bien a disenos altamente clusterizados (don-
de |f'(x)/f(x)| es grande) ya que el sesgo de dicho estimador sufre un gran
incremento®.

e Ausencia del efecto frontera. En la formulacion general de las técnicas
de suavizamiento, cuando se considera un punto de estimacion, xo, proTimo a
la frontera del intervalo de estimacion, es posible que el entorno local definido
por el ancho de banda, ro £+ h, sobrepase dicho intervalo. De ahi que muchas
propiedades vdlidas (generalmente en cuanto a condictones de simetria sobre
los momentos) en los puntos interiores no se mantienen para puntos prorimos
a la frontera, lo que hace que las estimaciones resultantes presenten sesgos
considerables. Si se consideran contextos multidimensionales, el problema se
acentua aun mds. Esta situacion, conocida bajo el nombre de efecto frontera,

1Fan, J. (1992).
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se presenta en todos los estimadores niucleo presentados en el primer capitulo,
y son muchos los intentos que han aparecido en la literatura para solventar
en alguna medida dicho problema. No obstante, ninguno de los métodos pro-
puestos resulta eficiente y de fdcil aplicabilidad. Los estimadores de regresion
polinomial local hacen una correccion automdtica de los efectos frontera. Un
estudio detallado se puede encontrar en Ruppert y Wand (1994) o bien en
Fan y Guybels (1996); s bien aqut resaltamos el hecho de que el sesgo de los
estimadores polinomuales locales en la frontera no sufre los incrementos an-
tes mencionados, si el grado del ajuste polinomial que se realiza localmente es
impar, por tanto las elecciones lineales o cubicas son las mds adecuadas.

Eficiencia minimax. 7También los estimadores polinomziales locales tienen
buenas propiedades de eficiencia minimaz. Fan (1992) demuestra que los esti-
madores polinomiales locales tienen una alta eficiencia minimazx lineal y algu-
nos de ellos, como es el caso de ajustes lineales locales con la funcidn nicleo de
Epanechnikov, y con un ancho de banda del orden de n='/°, alcanzan un 100%
de eficiencia (tanto en los puntos intertores como en los puntos frontera). El
riesgo minimax lineal empleado se define como:

Ri(h,Cpr) =  inf sup  E [{M(z0) — m(z0)}’]

m lineal m € Cpyy

donde xo representa un punto arbitrario dentro del intervalo de estimacion,
Cp+1 es la clase de las funciones con derivada de orden p + 1 acotada en un
entorno de xo, y m es cualquier estimador de regresion de tipo lineal, esto es.
admaite una representacion de la forma®:

m(z) =) Wiz Xy,...,Xa)Ys
t=1] :

2.4 Aproximaciones asintoticas del sesgo y de la

varianza del estimador

Como comentadbamos en el capitulo introductorio, consideraremos dos medidas de
error para estudiar el comportamiento del estimador de regresion: El error cuadritico

medio. MSE, como medida local, y su versién integrada, MISE, como medida global.
ks conocida la descomposicion del error cuadratico medio de la forma:

MSE(ma(z)) = {Ey/x [ma(z)] — m(I)}Q + Vary,x (ma(z))

>Obsérvese que dentro de esta clase se incluyen todos los estimadores nicleo, los estimadores
polinomiales locales y ademas los splines de suavizamiento y los estimadores en serie ortogonal.
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donde, el primer término corresponde al cuadrado del sesgo del estimador, y el
segundo a su varianza, en ambos casos sobre la distribucién condicional de la variable
de respuesta, Y. a la variable X.

Denotaremos el término de sesgo por B(m(z)), y el término de varianza por
V(mn(z)), eliminando por comodidad en la notacién, el indicador de la distribucién
sobre la que se calculan, si bien entenderemos que siempre hacemos referencia a la
condicional antes definida.

A continuacion obtenemos las expresiones del sesgo y de la varianza del estimador
polinomial local.

El sesgo y la varianza del estimador, mp(zg), calculados directamente a partir
de la definicién del mismo, en (2.4), vienen dados por:

B(mn(z0)) = ef (X7, WiohXzo) " X2 Weonm — m(zo)

= ef(X;’;WIO,hXxD)‘IXEOWxO,hr, (2.6)
V(mn(zo)) = e{(Xg;LVro,tho)_l(Xg;ZXxo)(Xg;wxo,hxro)_lela
donde m = (m(Xy),... , m(X. )", r = m — Xz, , corresponde al vector de los

residuos del ajuste polinomial local; y ¥ = diag { K7 (X; — z9)o?(X;)}.

Obsérvese que tales expresiones dependen de los parametros ancho de banda, el
grado del ajuste local o la funcién nucleo, de forma bastante complicada, lo que hace
que resulte muy dificil interpretar la influencia que tienen en el buen comportamiento
del suavizador local. Por esto resulta de interés obtener expresiones para el sesgo y
la varianza, validas para tamanos muestrales grandes®, esto es, expresiones de tipo
asintotico.

Para ello introducimos la siguiente notacion:

L = /tﬂK(u)du y  y= /uJKQ(u)du;
v sean las matrices y vectores

(Up+1, e aﬂ2p+1)T

O
<
|

S = (ﬂj+z)o<_:j,zgp

S = (Kj+i+1)o<ji<p Cp = (Hp+2, - - - 1ﬂ?p+2)T

S* = (Vj+1)o<ji<p

°Resultados deducidos por Ruppert y Wand (1994), otros desarrollos mas sencillos adaptados
al caso univariante pueden encontrarse en Fan y Gijbels (1996).
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Entonces, si suponemos que f(zo) > 0y que f, m®*Y v o2 son funciones conti-
nuas en un entorno de ro, v que ademas h — 0 con nh — ~c, entonces la varianza
v el sesgo asintoticos condicionales estdn dados por las siguientes expresiones:

i I g—-1¢g=¢go-1 0'2(1'0) -1 -
V (mh(ro)) = €, R 81f(x0)nh - Oop ((Tlh) ) , (2 ()
y para el término de sesgo, si p es impar:
- " 1
B(7Ma(20)) = €1 S, b+ 1),’r71',(1“"'+1)(:1:0)}#"’4rl + op(hP*1), (2.8)

v en el caso en que p sea par, suponiendo que f’ y m{P*2) son funciones continuas
en un entorno de zog y que nh® — 00, el sesgo estd dado por:

Por simplicidad en la notacidén, en lo sucesivo escribiremos By (zg) para referirnos
al sesgo, v Vx(xg), para la varianza.

2.4.1 Nucleos equivalentes

Para simplificar las expresiones anteriores se introducen los denominados nicleos
equivalentes. Con este objetivo, comenzamos introduciendo alguna notacion adicio-
nal.

Sea S, = Xg; Wio.nXz, la matriz cuadrada (S, j+i)o<ji,<p, Para los S, ; definidos
en (2.9).

El estimador, my(zg), se puede escribir también de la forma:

- - Zn: . /Yi —
mh(IO) == e?sgl‘\;”fﬁ}.hg - W’ ( h IO) Yé,
=1

donde W (t) = el S-(1,th,...,(th)?)" K(t)/h. Se puede probar ficilmente (Fan y
Gijbels, 1996) que los pesos, W™, satistacen las siguientes condiciones, en tériinos

de momentos:
- 3 X; — |
> (X: — z) W™ ( ; ‘”0) 0<j<p

=1
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Se tiene la siguiente expresion asintotica para los S, ; definidos en (2.5):

Sn; = nh? f(xo)p; {1 +op(1)}.
de donde se obtiene de forma inmediata

Sn=nf(xg) HX ;o H{1 + 0p(1)},

donde H = diag(1l,h,...,hP). Y si se sustituye en la definicién de W™, se tiene que:
W) = ——eTS=Y(1,¢,... )T K(£){1+ op(1)}
T?,h,f(l'o) . oF ,

De este modo, el estimador polinomial local queda de la forma

m(zo) = nhf = Z K* (X' ; 5""0) Y{1+op(1)},

t==]

incluyendo un nucleo, K*, que denominaremos nicleo equivalente, y cuya definicion

€S
K*(t) =elS7Y1,t,... ,tP)TK(t) = (Z So‘tl) K(t)

(=0

con S~ = (57")o<;ji<p-

]

El nucleo equivalente satisface las siguientes condiciones en términos de momen-

tOS:

/qu"(u)du — 60*]‘ 0 % ] < P.

En el caso del nucleo de Epanechnikov, el nucleo equivalente, K*, para algunos
valores de p viene dado por”’:

e Sip=1, K*(t) = K(¢t),

o Para p =3, K*(t) = (g — p3) " (e — uat®) K(t).

Las expresiones asintoticas del sesgo y de la varianza condicionales en terminos
ce los nucleos equivalentes, vienen dadas por:

1
By (o) = { / tP“K"(t)dt} ) (@) op (),

(o) fK"‘z 0" (2o) +op((nh)™1).

f(zo)nh

"Fan, J. v Gijbels, I. (1996).
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2.4.2 Expresiones para el estimador lineal local

Considerando el caso particular del estimador lineal local, eleccién p = 1, la expre-
sion del sesgo queda como sigue:

Bh (o) = {ftzh’*(t)dt s Lm(zo)h? + op(h?) =

(2.10)
= 2m" (zo)h*us + op(h?).
Y la expresion de la varianza es:
0’2(230)
Vilzg) = R(K - %
a(Zo) = R( )f(:co)nh +op((nh)™"), (2.11)

donde R(K) = /Kz(t)dt.

2.5 Eleccion optima del ancho de banda

Trataremos en este punto la elecciéon del ancho de banda éptimo considerando tanto
que dicho parametro es un parametro global, constante para todos los puntos de
estimacion; como que se trate de un parametro local que varia en cada punto de
estimacion considerado.

En ambas situaciones entenderemos por eleccién 6ptima del ancho de banda,
aquella que hace minimo el error cuadratico medio, si se trata del pardmetro local; y
cuando se trate del parametro global sera la que hace minimo el error cuadratico me-
dio integrado.® Obviamente dichas elecciones seran tedricas dado que dependeran de
parametros desconocidos y por tanto este estudio no sera concluyente como solucion
al problema de elegir el mejor ancho de banda. En el capitulo siguiente trataremos
este problema, estudiando distintos métodos de seleccién que han ido apareciendo
en la literatura, y cuyo objetivo es aproximar lo mejor posible las elecciones éptimas
teoricas que aqui presentaremos.

2.5.1 Eleccion 6ptima de un ancho de banda local
Definimos por tanto el ancho de banda local optimo como:

hopt(Zo) = argmin  MSE(mp(20)).
h

Dado que el error cuadratico medio del estimador admite la descomposicion en
suma del sesgo al cuadrado y de la varianza, si utilizamos las expresiones asintoticas

3 Ambos errores condicionados a la muestra considerada.
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de dichos términos dadas en (2.8), (2.9) y (2.7), es posible obtener la expresién
asintotica del ancho de banda local 6ptimo.

De este modo, el parametro 6ptimo asintdoticamente viene dado por®:

r JQ(IO) 1 1/(2p+3) . |
h 1) = Col K , = AP 2.12
opt (9 p(H) {mP*D(z0) }2 f (20) _ veld)
donde la constante, C,(K), tiene la expresion
r 1/(2p+3)

| (p+1)!1? [ K*(t)dt
Cp(K) = L )

I_2(p+ 1) {/tif’“K"'(t)a!t}2

Y en el caso particular del estimador lineal local,

[ RK)m) 1Y
hopt(#0) = | et may | ™

2.5.2 Eleccion 6ptima de un ancho de banda global

Si en lugar de considerar el error cuadratico medio, que depende del punto donde
se estima, consideramos su integral respecto al espacio del diseno, esto es, el error
cuadratico medio integrado, MISE, se define el ancho de banda global éptimo como:

hopt = argmin MISE(mp)
f _ .

Ahora el parametro resultante no depende del punto de estimacion, sino que es
constante para todo el rango de puntos de estimacion considerado.

Utilizando las expresiones asintoticas del sesgo y la varianza es posible obtener
la expresion asintotica del ancho de banda global 6éptimo:

(o) (@)}
[ {mO (@)Y

(Que en el caso de ajustes lineales locales quedaria como:

1 1/(2p+3)

n~1/(2p+3) (2.13)

htjpt - CP(K)

—

- -+ 1/5
R(K) / (02(z)/ f(z)}dz
hopt = n

3 /(m”(ﬂr))zdrr

-1/5

Fan, Gijbels, Hu y Huang (1996).
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2.6 Eleccion del grado del ajuste polinomial

El problema de elegir el grado del polinomio que se ajustard localmente constituye
otra de las importantes elecciones a realizar, puesto que determinarid, en buena
medida, el buen comportamiento del estimador resultante.

No obstante ha sido un problema que, a diferencia de la eleccién del ancho de
banda, se ha resuelto considerando casos sencillos, como son los ajustes constantes

(estimador de Nadaraya-Watson), lineales (estimador lineal local) o en algunos casos
ajustes de tipo cuadratico o a lo sumo cubico.

Es facil observar que considerar ajustes polinomiales locales de érdenes elevados,
conduce a posibles reducciones en el sesgo, si bien también conlleva un aumento de
la variabilidad. De este modo, razonando de forma similar a la eleccién del ancho de

banda, la seleccion del orden del polinomio constituird un compromiso entre sesgo
y varianza.

Intuitivamente parece claro que en zonas donde la funcién de regresiéon presente
poca curvatura o incluso una forma lineal, sera suficiente considerar un ajuste de
tipo constante o de tipo lineal; mientras que en zonas que correspondan a picos o
valles, zonas de fuerte curvatura, serd necesario considerar un ajuste de grado dos
o tres para poder describir lo observado. Esta idea nos lleva a la conclusién de que
sera convenlente considerar el grado del ajuste polinomial como un parametro local
que depende del punto donde se estime en cada ocasién. Siguiendo esta linea hay un

trabajo de Fan y Gijbels (1995a) que presenta un procedimiento de seleccién local
del grado del ajuste polinomial.

No obstante, y como venimos comentando, el grado del polinomio a ajustar
v el ancho de banda estan muy ligados y su eleccién responde a consideraciones
similares sobre la funcién de regresiéon subyacente. En el articulo de Fan y Gijbels
antes mencionado se observa que si se trata el problema de la eleccién del grado
del ajuste localmente, el problema del ancho de banda pasa a ocupar un segundo
plano, obteniéndose resultados similares para varias elecciones arbitrarias de este
nltimo. De forma similar, si se trata la elecciéon del ancho de banda localmente.
ajustes sencillos de tipo lineal pueden describir bastante bien curvas de regresion
con distintos comportamientos locales.

En este trabajo consideramos como objetivo principal la eleccidon del ancho de
banda. buscando localidad para lograr una mejor adaptacion a los datos observados.
de forma que el grado de ajuste pasa a ocupar un segudo plano; de hecho. supon-
dremos habitualmente el caso del estimador lineal local que se comporta de forma
bastante satisfactoria.

Sin embargo, es interesante advertir que, segun resultados de Fan y Gijbels
(1996), son preferibles las elecciones impares de p. Una breve descripcién del razo-
namiento se incluye a continuacion.
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2.6.1 Conveniencia de los ajustes de grado impar

Supongamos que se ajusta localmente un polinomio de grado p. El sesgo de tal
ajuste sera de orden AP*! si p es impar (segin la expresién (2.9)), v de orden hP*?
si p es par, (2.8), de forma que segun senaldbamos antes, considerar polinomios de
grado alto conlleva reducciones de sesgo. No obstante la pregunta es: ;Qué pasard
con la varianza si se incrementa el grado del polinomio local?

Para responder a esta cuestion consideremos de nuevo la expresién obtenida para
la varianza asintotica del estimador:

0'2(:130)
f(zo)nh

El orden de la varianza asintética es por tanto, (nh)™!, el cual no se ve afectado
por el parametro p. No obstante si se estudia con mas detalle el término constante
(se entiende cuando n — oo) para distintas elecciones de la funcidén ntcleo, K, se
observa'® un incremento en la varianza a medida que aumenta el grado del ajuste
local.

Es notorio ver que no existe incremento en la varianza entre un grado par y su
consecutivo impar, de forma que los ajustes lineales seran preferibles a los ajustes
constantes; y los ajustes cibicos seran mas convenientes que los ajustes cuadraticos,
puesto que suponen una reduccion en el sesgo sin pagar ningun precio en la varia-

bilidad.

-op((nh)™h).

V(o) = / K*2(t)dt

1OFan y Gijbels (1996).
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Capitulo 3

Procedimientos para la seleccion

del ancho de banda

3.1 Introduccion

El ancho de banda, también denominado parametro de suavizamiento, interviene de
forma muy similar en todos los procedimientos de regresién no paramétrica que desde
1964 han aparecido en la literatura; y en todos ellos, elegirlo supone un problema
de solucion compleja.
En el caso del estimador polinomial local definido en (2.4), serd el ancho de ban-
da el que determine el tamano del entorno local considerado en la nube de puntos
(centrado en cada punto de estimacion), cuyos puntos intervendran en el ajuste poli-
nomial local. De ahi que si se considera para el parametro, h, el valor O, el estimador
resultante sera un interpolador de los datos observados; por el contrario si se toma
muy grande, h — 00, los entornos locales englobaran todas las observaciones, lo que
dara lugar al ajuste global de un polinomio del grado considerado.
Es obvio que una curva interpoladora de los datos sera la que mas se aproxime
a la nube de puntos observada reduciendo al maximo el sesgo de las estimaciones
locales, a costa de un gran aumento en la variabilidad del estimador local resultante.
Por el contrario, el ajuste polinomial global que produciria considerar un ancho de
banda tendiendo a oo, proporciona estimaciones que pagan el precio de la poca
variabilidad en términos de elevados sesgos. De este modo la eleccion del ancho de
banda apropiado supondra un compromiso entre el sesgo y la varianza del estimador,
eligiendo por tanto el grado de suavidad del estimador (de ahi que el ancho de
banda también reciba el nombre de parametro de suavizamiento) y la complejidad
del modelo, que variara desde el modelo mas sencillo, para h — o0, al modelo mas
complejo para el caso h = 0.

Segun lo expuesto, el ancho de banda que logre el perfecto equilibrio entre sesgo
y varianza sera el 6éptimo para definir el estimador local. Sin embargo habria que

33
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distinguir dos posibles alternativas, una seria considerar sesgos y varianzas locales.
esto es, dependientes del punto de estimacién considerado en cada ocasién; y otra
seria considerar ambas medidas globales para todos los puntos de estimacién. La
primera implicara la minimizacién del error cuadratico medio (MSE), que se des-
compone en un término de sesgo vy otro de varianza; y la segunda la minimizacién
del error cuadratico integrado medio (MISE).

Los dos puntos de vista planteados dan lugar a dos lineas de trabajo en la
literatura correspondiente a esta cuestién: El estimador polinomial local con ancho
de banda fijo y el estimador polinomial local con ancho de banda variable.

Por tanto, en primer lugar, habria que decidir entre el criterio local y global para
el ancho de banda, y seguidamente buscar el ancho de banda que haga minimo el
error cuadratico medio (si se busca local) o el error cuadratico medio integrado en el
caso global. Este problema se resolvié a partir de las expresiones asintdéticas de los
errores obtenidas en la seccion 2.4 del capitulo anterior, y alcanzan su minimo para

el valor del ancho de banda local dado en la anterior expresién (2.12) que recordamos
era,

: 02(z) ey
— 3 . e P+
tor(30) = Gl | T )2 7 (o). ’
y para el ancho global, la expresién (2.13) dada por
- 1 1/(2p+3)
[10*@)/ (@)} do
Aspr = GH{K) | n~1/(2p+3)

[ {m> @) dz

—

No obstante, aunque pudiera parecer que el problema esta resuelto, estas expre-
siones son tan soélo formulaciones tedricas que dependen de varias cantidades como
la derivada de orden p+ 1 de la funcion de regresién, o la funcién varianza residual.
7-(+). que por lo general serdn desconocidas.

Por tanto el problema en realidad empieza aqui, es necesario idear procedimientos
que permitan la seleccion de un ancho de banda que optimice el comportamiento
del suavizador local, partiendo de la consideraciéon de que la solucién ideal es tan
solo téorica y, por tanto, inaccesible en la practica.

La seleccion del parametro ancho de banda ha sido el problema que mas lite-
ratura ha desarrollado dentro del contexto de la regresion no paramétrica. Eu las
ultimas décadas se han propuesto muchas técnicas para la seleccién del parametro
de suavizamiento en diferentes contextos, fundamentalmente dentro de la estimucion
no paramétrica de densidades, y otras especificamente para el ambito de la regresion
no parametrica. De ahi que nos planteemos como proximo objetivo, ofrecer unos

criterios de clasificacion que permitan un estudio ordenado y en profundidad del
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amplio trabajo que se ha desarrollado y se sigue desarrollando, para la resolucién
del problema.

3.2 Una clasificacion de los procedimientos de se-
leccion

3.2.1 Ciriterios para la clasificacién

Consideraremos dos criterios generales de clasificacidn:

1. Atendiendo a la naturaleza del parametro: Se clasifican los procedimientos de
seleccion en globales, o constantes, si consideran el ancho de banda como
un parametro fijo y constante para todos los puntos de estimacién; y locales,
o variables, si tratan el ancho de banda como un valor variable que depende
del punto donde se estime en cada ocasion.

2. Atendiendo a la metodologia seguida en el procedimiento de seleccién: se
dividen en métodos plug-in, métodos de seleccién automatica y procedi-
mientos basados en bootstrap.

De las caracteristicas generales que comparten cada uno de estos grupos de pro-
cedimientos y de las posibles subclasificaciones que se puedan establecer, tratamos
en los siguientes apartados.

3.2.2 Eleccion global y eleccion local del ancho de banda

Los primeros planteamientos dentro de la teoria de regresién no paramétrica, invo-
lucraban un parametro ancho de banda o parametro de suavizado, fijo y constante
para todos los puntos de estimacion considerados.

Esta concepcion planteaba un inmediato problema practico, ya que era posible
que en algun punto de estimacion considerado, el entorno alli definido por el ancho
de banda diera lugar a una banda en el diagrama de dispersiéon que no contuviera
ninguna observacion, imposibilitando el calculo del estimador local. Obviamente este
hecho ocurrira siempre que no se disponga de muchos datos observados y sobre todo,
si dichos datos no estan suficientemente esparcidos en el diagrama de dispersion.
Obviamente en tal caso habria puntos en los que seria necesario un ancho de banda
excesivamente grande, para poder abarcar algo de lo observado.

Este primer problema dio lugar a una variante del estimador no parameétrico,
el denominado nearest neighbourhood estimator, que traducimos como estimador
basado en los vecinos méas proximos. En este caso se supone que el entorno con-
siderado en cada punto de estimacién no viene determinado por su tamano, sino
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por el porcentaje de observaciones que contiene. Desde esta perspectiva, Cleveland
(1979) presenta un estimador anélogo al que hemos adoptado en este trabajo, y que
habitualmente se conoce con el acréonimo LOESS. El estimador LOESS no considera,
por tanto, el parametro ancho de banda para definir el estimador, sino lo que se
denomina span, que se define como el porcentaje de observaciones que intervienen
en cada estimacién puntual.

Con la definicién de un estimador tal, se resuelve el problema de encontrar entor-
nos vacios de observaciones. No obstante, atin con esta modificacién, surgen otros
problemas respecto de la utilizaciéon de un span fijo, que se formulan a continuacidn.

; Qué ocurrira cuando la funcién de regresion que pretendemos estimar presente
zonas de fuerte curvatura (picos, valles, etc.)? En los puntos de estimacidén ubicados
en tales zonas, seria deseable un ancho de banda pequeno que permitiera describir
bien la zona sin correr el riesgo de suavizar demasiado y por tanto incrementar en
exceso el sesgo de la estimacion resultante. Por el contrario, en zonas de la funcién
de regresion correspondientes a tramos lineales o constantes, un ancho de banda
grande permitira un fuerte suavizamiento en los puntos de dicha zona sin producir
un aumento de sesgo y obteniendo una notable reduccion en la variabilidad de la
estimacion.

Este ultimo razonamiento lleva directamente a considerar deseable que el ancho
de banda (o también el span en el caso LOESS) del estimador de regresiéon no
parametrico dependa del punto donde se realice la estimacién. De este modo seria
posible adaptarlo a la forma que la nube de puntos presente en cada zona, salvando
ademas la dificultad de encontrar entornos vacios, al tomarlo mayor alli donde hay
pocas observaciones. '

Un procedimiento de regresion local con un parametro ancho de banda local,
parece por tanto la mejor solucion al problema de regresiéon planteado. No obstante
esto supone un considerable incremento en la dificultad de tratamiento computacio-
nal. el coste en tiempo sera mucho mayor. Ademas el tratamiento tedrico también
resulta mas complicado, va que no estariamos hablando de un parametro constante
<ino de una funcion.

En los ultimos anos los anchos de banda locales han alcanzado un notable in-
terés, desarrollandose interesantes trabajos como el de Fan y Gijbels (1995b) al que
posteriormente aludiremos.

En general un procedimiento de seleccion de anchos de banda locales, involucra
una medida de error local, como el error cuadratico medio, MSE, asegurando el buen
comportamiento del estimador en cada punto.

Por el contrario, los procedimientos encaminados a la seleccion de anchos de
banda globales o constantes para todos los puntos de estimaciéon, ponen mavor
interés en optimizar el comportamiento de la curva de regresién estimada en todo
el intervalo de valores considerado; y por tanto se basan en medidas de error global.
como el error cuadréatico integrado medio, MISE.
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3.2.3 Meétodos plug-in

Bajo este término se engloban varios procedimientos de seleccién desarrollados, tanto
dentro de la teoria de estimacion no paramétrica de densidades, como en el contexto
propio de la regresion no paramétrica.

Las primeras formulaciones de tipo plug-in fueron introducidas por Woodroofe
(1970) en estimacién de densidades. Sin embargo hasta mediados de los ochenta
no se proponen algoritmos especificos y se promociona fuertemente. Hoy en dia la
metodologia plug-in es ampliamente utilizada y surgen continuamente mejoras.

La idea que subyace en este tipo de técnicas, esta en partir de la expresién 6ptima
tedrica del ancho de banda y proponer estimadores de lo desconocido, que se incrus-
taran® en dicha expresién tedrica. Otra posibilidad, dentro de esta misma filosofia,
esta en considerar alguna expresion tedrica desarrollada del error cuadratico medio,
o del error cuadratico integrado medio; y sustituir lo desconocido por estimaciones,
obteniendo asi el ancho de banda 6ptimo como el minimizador de dicha expresion
estimada. Si las estimaciones que se incrustan en la expresion presentan buenas
propiedades de consistencia, dotan al error estimado resultante de tales propiedades
con respecto al error tedrico.

No obstante, aunque estos procedimientos comparten una misma filosofia, pode-
mos hacer una clasificacion de los mismos en dos categorias:

e Plug-in asintotico. Parte de expresiones asintéticas tedricas del error (MSE
o MISE) y estima lo desconocido; si bien también se pueden realizar las esti-
maciones directamente sobre la expresion del ancho de banda tedrico 6ptimo
que minimiza tales expresiones asintéticas. Uno de los inconvenientes que pre-
senta este tipo de procedimientos es que para poder utilizar tales expresiones
asintoticas es necesario realizar hipotesis bastante restrictivas sobre la funcién
de regresion desconocida, lo cual limita su campo de aplicacion en la practica.
Ademas, el hecho de ser expresiones validas para tamanos muestrales grandes
hace que en la practica los procedimientos fallen notablemente para tamanos
muestrales pequenos. Corresponden a este tipo, procedimientos como el desa-
rrollado por Ruppert y otros (1995).

e Plug-in no asintético. Debido al problema que presenta el plug-in asintotico
en muestras pequenas, algunos autores toman como punto de partida expre-
siones desarrolladas de los errores teodricos de naturaleza no asintotica, in-
crustando en ellas las estimaciones propuestas para los términos desconocidos.
Dentro de este grupo de procedimientos destacamos el desarrollado por Fan y

Gijbels (1995b).

Ademas, dependiendo de si utilizan iteraciones para llegar a la solucién o6ptima,
se puede distinguir entre:

—_—

'De ahi el nombre de métodos plug-in. e
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* Plug-in iterativo. Corresponde a procedimientos plug-in, asintdticos o no,
que anaden una sucesion de iteraciones, con el fin de conseguir una progresi-
va mejora del ancho de banda. Como inconveniente fundamental destaca el
consecuente aumento del coste computacional. Dentro de este grupo esta la
técnica de seleccion propuesta por Gasser y otros (1994).

Plug-in no iterativo o directo. No hacen uso de iteraciones para la obtencién
del selector del parametro.

3.2.4 Meétodos de seleccidon automatica

Al contrario que en la filosofia plug-in antes descrita, los denominados métodos de
seleccion automatica no parten de expresiones tedricas del error exactas o asintdticas,
sino que se basan en la minimizacion de alguna funcién que aproxime, a partir de los
datos, el error del estimador, de hecho, la medida de error considerada aqui es la que

definimos en el capitulo 1 como error cuadratico promediado sobre las observaciones,
que se definia como

ASE(mx(z)) =n~ 1Y  (Ma(X:) — m(X:)? w(X).
t=1
De esta forma, si se sustituyen los valores desconocidos, m(.X;), por los datos
observados, Y;, se obtendria como medida aproximada del error la denominada suma
residual de cuadrados, dada por (eliminando por comodidad en la notacidon la
funcién de ponderaciones, w(-))
n
RSS(h) =n~' ) (Y; — ma(Xy))?.
i=1
No obstante esta medida no es insesgada del error ASE, por lo que se proponen

funciones de la medida, RSS, que si sean insesgadas. En general se consideran
correcciones del tipo

£(n~'h~')RSS(h),

donde el factor, £(n~'h~!), puede ser aleatorio o no. Distintas elecciones de tal factor
de correccion, ofrecen diferentes criterios o métodos de seleccion del pardametro ancho
de banda, que reciben el nombre de métodos de seleccion automatica. Algunas
de las elecciones mas habituales son:

1. Validacién cruzada por minimos cuadrados:

Teniendo en cuenta que el estimador polinomial local es lineal en las obser-
. ’ . . o~ TL ) . ‘

vaciones, éste se puede escribir como my(X;) = ) _;_, Aij(h)Y;, para alguna

matriz (A;;(~)), .. De modo que se define como factor la siguiente cantidad

E(n~th™1) = (1 — Au(h))?

"
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2. Validacion cruzada generalizada:

§(n~'h7Y) = (1 — n A~ K(0))"2.

3. Criterio de informacion de Akaike:

En~th™Y) = (1 -n"tA"tK(0))2.

4. Error de prediccion finito:

” 1+n"th~1K(0)
17 -1\ _
S(n™h™) = 1-n"th-1K(0)

5. Selector de Shibata:
E(n~'h™Y) =1+ 2n" A7 K(0).

6. T de Rice:
E(n~'h7Y) = (1 -2n"tA7 K(0)) 7.

Se puede demostrar que todos los selectores automaticos anteriores resultan
asintéticamente equivalentes® y por consiguiente su comportamiento serd aproxi-
madamente el mismo, para tamanos muestrales grandes.

Este tipo de procedimientos presenta la ventaja de su facilidad de uso y de
implementacion computacional; ademds no hace grandes hipotesis sobre la funcidén
de regresion desconocida, como es el caso de las aproximaciones plug-in. De hecho
algunos de ellos, como el de validaciéon cruzada por minimos cuadrados, resultan ser
los métodos madas aplicados en la practica.

Sin embargo también presentan importantes inconvenientes ya que, en general
dan lugar a estimadores con una fuerte variabilidad.

Dentro de este grupo de selectores, recientemente han surgido modificaciones
que intentan solventar en alguna medida sus dificultades, aprovechando sus buenas
cualidades. Entre ellos destacamos el propuesto por Hart y Yi (1998).

3.2.5 Procedimientos basados en bootstrap

La metodologia bootstrap tiene como propdsito ganar informacion acerca de la dis-
tribucion de un estimador. En regresion no parameétrica la metodologia bootstrap
es utilizada fundamentalmente para dos tareas: una es la de elegir el parametro de
suavizamiento o ancho de banda; y otra es la de construir intervalos de confianza

2Hall, Hardle y Marron (1988).
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para la curva de regresion (un trabajo a destacar aqui es el de Hardle y Marron
(1990)).

En la eleccion del parametro ancho de banda se considera por lo general una
medida del error global o local, y se utiliza la distribucién bootstrap para obtener un
estimador de dicho error, de forma que el parametro se elegird como su minimizador
sobre el conjunto de los posibles anchos de banda.

Siguiendo esta linea dentro de la literatura correspondiente a regresién no para-
metrica se puede encontrar poco, es Hall (1990) quien hace una aproximacién de tales
técnicas para el caso mas simple de estimador ntcleo y suponiendo disefios de tipo
fijo y equiespaciado. También Hardle y Bowman (1988) emplean la metodologia
bootstrap en la eleccion del ancho de banda, no obstante este trabajo sigue unas
pautas distintas a las que acabamos de exponer, usando las estimaciones bootstrap
dentro de una metodologia plug-in.

No obstante, para los estimadores polinomiales locales en el contexto de diseno
aleatorio y heterocedasticidad que venimos considerando, no se han desarrollado
técnicas bootstrap para la seleccion del ancho de banda. En el capitulo 4 proponemos
una extension de la metodologia bootstrap a tal contexto, y probamos su validez a
traves de un estudio tedrico de tipo asintético; y en cuanto al comportamiento en
muestras finitas realizamos un estudio de simulacién en el capitulo 5.

3.2.6 Meétodos de seleccion automatica frente a métodos
plug-1n

Loader (1999) divide los selectores del ancho de banda que han surgido en la lite-
ratura (tanto en el contexto propio de la regresién no paramétrica como en el de
estimacion no parameétrica de densidades) en dos grupos: Los que denomina selecto-
res clasicos, que corresponden a los que en esta memoria denominamos métodos de
seleccion automatica, y los de tipo plug-in. Este autor realiza una detallada compa-
racion, con matices diferentes de los habitualmente empleados, entre ambas formas
genericas de seleccion. En esta seccion recogemos algunos de los argumentos que
utiliza asi como varias de sus conclusiones: de hecho nos serviran como iniciativa
para los analisis que proponemos en capitulos posteriores.

Los autores que proponen selectores del ancho de banda tipo plug-in, tanto en el
contexto de regresion, que venimos tratando, como en el de estimacion de densida-
des. atacan fuertemente a los métodos clasicos, como el de validaciéon cruzada. por
ofrecer selectores que presentan una fuerte variabilidad y unas razones de conver-
gencia lentas, que ademas son sobradamente aventajadas por diversas variantes de
los selectores del tipo plug-in. Anadlisis de este tipo se pueden encontrar en Park y
Marron (1990), Ruppert, Sheather y Jones (1995) y Marron (1996); y suelen basarse
en el estudio de ejemplos con datos reales, en simulaciones y en desarrollos teodricos
de tipo asintotico.
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No obstante y segun las argumentaciones dadas por Loader (1999), el buen com-
portamiento de los selectores plug-in se ha ponderado en exceso, pasando por alto
algunos detalles que hacen dudar de que su calidad esté garantizada en muchos casos.
En concreto, las estimaciones tipo plug-in estdn sujetas a especificaciones arbitrarias
de las estimaciones piloto, y son propensas al sobresuavizamiento cuando la curva
de regresion subyacente es dificil.

De este modo, si cuando se utilizan métodos de seleccién automética para la
seleccion del parametro de suavizado, a menudo se obtienen estimaciones con gran
variabilidad en presencia de no muchos datos, las estimaciones de tipo plug-in en
la misma situacion suavizan en exceso, haciendo verdaderamente dificil recoger la
estructura real de los datos. Es por esto que, en muchos casos, el problema de
seleccion no esta tanto en elegir selectores de tipo plug-in frente a selectores cldsicos
y sencillos como validacién cruzada, sino méas bien en que el niimero de datos que
se esta utilizando es insuficiente. |

Junto con el argumento de la excesiva variabilidad de los selectores cldsicos del
parametro ancho de banda, se utilizan habitualmente razonamientos basados en
calculos de tipo asintético para desacreditarlos. Sin embargo para la correcta com-
prension de estos razonamientos habria que hacer notar algunos elementos, ya que
cualquier comparacién de tipo asintético que pretenda obtener resultados significa-
tivos, debe plantear el siguiente procedimiento:

1. Formular un conjunto de hipoétesis.

2. Someter el selector planteado, bajo las hipdtesis anteriores, a las siguientes
cuestiones:

(a) ;Esta proximo el ancho de banda elegido al éptimo buscado? Esto es,
estudiar la razén de convergencia del selector al éptimo.

(b) ;Es el estimador de regresion que involucra el ancho de banda elegido un
buen estimador de la verdadera funcién de regresién? Esto es, estudiar
la razén de convergencia del estimador que emplea el parametro selec-
cionado, a la verdadera funcion, empleando para ello alguna funcién de
pérdidas.

Habitualmente los razonamientos empleados para garantizar el buen comporta-
miento de los selectores plug-in se basan tan sélo en la primera de las dos cuestiones
antes formuladas. Sin embargo no debemos olvidar que el objetivo que se persigue
es, fundamentalmente, aproximar de forma eficiente el estimador de regresion a la
funcién que estima.

Si atendemos, por tanto, a esta cuestion descubrimos que el problema no esta
solo en el selector usado sino que también lo esta, y en gran medida, en el tipo de
estimador de regresion no parameétrica considerado de partida. De este modo, partir
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de estimadores de regresion polinomiales locales de grado dos o superior, permitird

obtener una mejor descripcion de los datos cuando la estructura que subyace en ellos
es dificil de capturar.

Ademas puede resultar interesante la siguiente observacién: Estd claro segin
la expresion del ancho de banda 6ptimo dada en (2.13), que un buen selector tipo
plug-in debera emplear una buena estimacién de [ m”(z)*dz, y esto equivale a una
estimacion localmente cuadratica. De ahi que los métodos plug-in estén haciendo
uso implicito de estimaciones localmente cuadraticas para estimar la curvatura de
la funcién de regresion; si bien esta informacién no la usan de forma eficiente, sino
tan sélo para estimar el sesgo del estimador de regresién.

Por tanto, en la practica es posible mejorar el comportamiento de los selectores

empleando un estimador de regresion mas eficiente como es el estimador polinomial
local de grado dos.

No obstante, el problema que surge cuando se dispone de pocos datos sigue

latente aun cuando se utilicen estos ajustes cuadraticos locales, de hecho en tal caso
sera necesario un tamano muestral grande.

De ahi que para tamanos muestrales pequenos los selectores tipo plug-in sean
inadecuados, debiendo sustituirse por selectores automaticos cldsicos que involucren
estimadores polinomiales locales de grado cero o a lo sumo uno.

3.3 El selector de Fan y Gijbels (1995b)

Fan y Gijbels (1995b) desarrollaron algunos procedimientos de seleccién que involu-
craban las nociones plug-in. Uno de los mas interesantes, dado que ha obtenido en
general buenos resultados, es el que ellos denominan selector del ancho de banda refi-

nado, que se presenta en dos versiones, una local y otra global (segin la clasificaciéon
que haciamos al comienzo del capitulo).

El procedimiento que proponen implica dos etapas para la seleccién del ancho de
banda final. En una primera etapa se considera un ancho de banda piloto (basado
también en la metodologia plug-in) el cual intervendra en las estimaciones que. en
la segunda etapa, conducirdn a una eleccién mas refinada del pardmetro.

Fan y Gijbels lo describen en general para la estimacién de una derivada de la
funcion de regresion y suponiendo el contexto general de heterocedasticidad en el
modelo. A continuacion incluimos una versién resumida de su propuesta adaptada
al contexto en que hemos situado nuestro trabajo, esto es, en la estimacién de la
funcion de regresién (en principio no nos interesa la estimacion de las derivadas)

para un modelo de regresion polinomial local.

Partiendo de las expresiones para el sesgo y la varianza condicionales exactas en
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un punto, z:

Bh(l‘) = 6?(X§WI,hXx)-1XEW$1h('m — XxﬁT)

(XIWx,hX:I:)_IXng,hT

Vi(z) o?(z)el (Xg WenXa) M (XTW2, X ) (XITW, 2 Xz) e,

consideramos la expresion resultante para el error cuadratico medio condicional,
MSE(mp(z)) = {Bh(ﬂi)}z + Vi(z). (3.1)

Obsérvese que los tnicos términos desconocidos que aparecen son r y o*(z).
Fan y Gijbels proponen el siguiente estimador de o?(z), usando un ancho de banda
piloto, g:

n

> (Yi — y(X:))* Kyo(Xi — )

~9 (] if_l
Tylz) = traza.(W;,g — W* X*(X;W”X*)“IX;TW;’%

2.0°%% 20" 2

(3.2)

donde X[ y W se definen de forma similar a las ya introducidas X, y W, », pero
asociadas a un ajuste polinomial local de grado p + a (donde a serd un natural a
elegir, ellos proponen a = 2).

Y para estimar 7, r = m — X037, sugieren realizar primero un desarrollo de
Taylor para obtener

Bp+1(X1 — )P + -+ + Bpia( Xy — )P
m — X087 ~ 5 , (3.3)
ﬁp+1(Xn . :L.)p+1 i vy o ﬁp+a(Xn - x)p+a

y entonces estimar los coeficientes, 3,+1,... , Op+qa, Mediante un ajuste polinomial
local de grado p + a con el mismo ancho de banda piloto, g, usado en la estimacion
de o?(z).

Insertando las estimaciones (3.2) y (3.3) en (3.1), se obtendria la estimacion
tipo plug-in propuesta para el error cuadratico medio del estimador local. Si se
pretenden obtener versiones globales habria que integrar en todo el intervalo de
estimacion considerado.

En cuanto al ancho de banda piloto, g, Fan y Gijbels proponen para su elec-
cién, el denominado criterio de la suma de cuadrados residual que describimos a
continuacion.
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3.3.1 Criterio de la suma de cuadrados residual

El criterio de cuadrados residuales (RSC) viene dado por la expresidn
RSC(z; h) = G4(z) {1+ (p+ 1)Va}, (3.4)

donde 0j(z) es una estimacién de o*(z) similar a la anterior, GZ(z), pero para un

ajuste lineal local con ancho de banda A; y V}, es el primer elemento de la diagonal
de (X7 WenXz) ™1 (X W3, Xo) (X7 W2, X2) ™t

Si se busca un ancho de banda global o fijo, se considerara la versién integrada
(en el intervalo de estimacion considerado (a, b)) de RSC, esto es

IRSC(h) = / ; RSC(z; h)dx, (3.5)

y el ancho de banda global que hace minima tal medida, h;grsc, serd el elegido segiin
tal criterio.

Cuando se pretende conseguir un ancho de banda local, Fan y Gijbels proponen
dividir el intervalo (a, b) en subintervalos, I,, de modo que los ajustes polinomiales
se hacen en cada uno de estos subintervalos. De este modo, se elegira un ancho de
banda, hgg-, para cada intervalo, /5, como el minimizador de

IRSC(h,) = | RSC(z; hs)dz. (3.6)

I's

3.3.2 Pasos para elegir un ancho de banda global

Resumimos ahora los pasos necesarios para obtener el selector de Fan y Gijbels del
ancho de banda.

1. Obtener el ancho de banda, h;gsc, como minimizador del criterio, IRSC(A),
dado en (3.5); y calcular el ancho de banda piloto como g = adj(K) hrrsc.
Aqui adj(K) es una constante que depende de-la funcién nitcleo considerada,
su expresion explicita puede encontrarse en Fan y Gijbels (1995b), ademas de
sus valores calculados para algunas de las situaciones mas habituales.

o

. Calcular las estimaciones, 33(1:), Ep+1(:l?), P §p+a($), mediante un ajuste po-
linomial local de grado p + a, con ancho de banda, g.

3. Estimar los términos de sesgo y varianza sustituyendo las estimaciones calcu-
ladas en el paso anterior, y obtener la estimacion del error cuadratico medio

que denotamos Nﬁ(z, h).

4. Seleccionar el ancho de banda final, hrg, como el minimizador de

b..--""""--..
MISE(h) = f MSE(z; h)dz.

w
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3.3.3 Pasos para elegir un ancho de banda local

En el caso en que el ancho de banda buscado sea variable en cada punto de estima-
cion, los pasos seran similares a los descritos para el caso global con leves diferencias:
como se expone a continuacion:

1. Dividir el intervalo de estimacién, (a,b), en subintervalos, I, y obtener los
anchos de banda, hjzg-, como minimizadores de criterios IRSC(h;) dados
en (3.6). Entonces, suavizar la funcién ancho de banda resultante (que sera
una funcién de salto) promediando localmente, usando el mismo parametro de
suavizamiento que para la particion inicial, esto es, la longitud de I;,. Obtener
la funcién ancho de banda suavizada piloto resultante, multiplicando por la
constante adj(K).

2. Calcular las estimaciones, '5"3(1:), Epﬂ(x), i ,Eﬁa(:r), mediante un ajuste po-
linomial local de grado p + a, con el ancho de banda piloto obtenido en el paso
anterior.

3. Estimar los términos de sesgo y varianza sustituyendo las estimaciones calcu-
ladas en el paso anterior, y obtener la estimacion del error cuadratico medio,

@(z; h).

4. Para cada intervalo, [, seleccionar el ancho de banda que minimiza

@(I; h)dz,
Is

y suavizar la funcién de salto resultante, usando de nuevo la longitud de los
intervalos /.

3.4 Validacion cruzada por minimos cuadrados

Sea de nuevo mp(x), el estimador no paramétrico considerado para la funcién de
regresién. Para cada i (i = 1,...,n), denotaremos por m; —;(z), al estimador no pa-
ramétrico calculado usando todas las observaciones excepto la i-ésima. La validacion
del modelo se puede hacer examinando el error de prediccion, Y; — my —i(X;).

La técnica de validacion cruzada por minimos cuadrados promedia los errores de
prediccién al cuadrado, esto es

CV(h) =n"" Z {Y; — mn—i(X:)}, (3.7)
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lo cual constituye una medida global de la efectividad de m4(-), como estimador de
m(-), sobre los puntos de la muestra considerada.

Entonces, se define el selector del ancho de banda por validacién cruzada como

ECV = argmin CV/(h).
h

3.4.1 Un inconveniente: Correlacion negativa

En Hardle, Hall y Marron (1988-Rejoinder) se detecta y comenta un inconveniente
observado en los métodos de seleccién automadtica habitualmente utilizados, como
éste de validacién cruzada.

Cuando se generan varias muestras aleatorias a partir de un modelo de regre-
sion no paramétrico, en algunas se observaran correlaciones en serie positivas, es
decir, los puntos de la nube de puntos tenderdn a estar por encima o por debajo
de la verdadera curva de regresién, formando agrupaciones. En otras se detectarin
correlaciones negativas, es decir, los puntos tenderdn a alternarse alrededor de la
curva de regresion. En la primera situacion, es necesario un ancho de banda grande
para suavizar, eliminando el efecto producido por las agrupaciones; de modo que el
ancho de banda éptimo tedrico sera grande. No obstante, los métodos de seleccidén
automatica en tal caso entenderan que hay alguna estructura fina presente y por
tanto su selector sera relativamente pequeno. Por otro lado, cuando las correla-
ciones son negativas, la curva puede ser recorrida perfectamente con un ancho de
banda pequeno, por lo que el ancho de banda éptimo serd pequeno. Sin embargo
un metodo de seleccién automatica no reconocerda ninguna estructura por lo que
tendera a elegir un ancho de banda grande.

Todo esto ha suscitado muchas criticas contra el criterio de validacién cruzada,
dado que generalmente produce una alta variabilidad. De este modo, son muchas
las propuestas de mejora que han aparecido en los ultimos anos, una de ellas es el
criterio denominado one-sided cross-validation, desarrollado por Hart y Yi (1998).

3.4.2 Version local del criterio de validacion cruzada

View (1991) propone, en el contexto de la estimaciéon nicleo, una version del criterio
de validacion cruzada que permite obtener el ancho de banda como una funcién
dependiente del punto de estimacién. La extensién al caso de la regresién polinomial
local resulta sencilla por lo que la hacemos a continuacion.

El método de validacién cruzada local para elegir el ancho de banda, h(z) n
cada punto, z, consiste en minimizar un criterio del tipo

CV(h;z) = n! Z {Y; — Fﬁh,—i(Xi)}z W z(Xi:),
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donde w, ., es una J-sucesién de funciones concentradas alrededor de z. En la
practica se suelen tomar distribuciones normales de media z, y desviacién tipica S,,:

Wnz(u) = (2m) V28,  exp{—(u — z)?/252}.

Y la funcién ancho de banda se obtendra como

hcv(.’B) = argmin CV(h, .'II)
heA,

calculando dicho minimo sobre algin conjunto de anchos de banda, A,,.

Segun las observaciones de View, en la eleccién de las funciones, wy, ., el principal
problema estd en la estimacién de la varianza, S2. Las justificaciones del autor
apuntan a que seria razonable intentar cuantificar la cantidad de variabilidad en el
ancho de banda local y a tenor de lo obtenido, elegir S2. Sin embargo a partir de
varias simulaciones y ejemplos con datos reales®, se observa que este problema es
mucho menos importante que el de la propia seleccion del ancho de banda.

3.5 El selector de Ruppert (1997)

Tomando como base el selector propuesto por Fan y Gijbels (1995b), Ruppert cons-
truye un procedimiento para la seleccién del ancho de banda de tipo plug-in no
asintotico directo. Las argumentaciones de Ruppert muestran que el procedimiento
de Fan y Gijbels puede resultar demasiado costoso y complicado si se plantea una

version multivariante del problema de regresion.
El procedimiento de selecciéon propuesto por Ruppert tiene las siguientes carac-

teristicas:

1. No utiliza expresiones asintéticas para el sesgo ni para la varianza, sino que el
sesgo lo estima empiricamente utilizando una metodologia similar al bootstrap
(pero sin remuestreo), y para estimar la varianza utiliza la misma expresion

que Fan y Gijbels (1995b).

2. No emplea en los cdlculos ajustes polinomiales de grado superior al elegido
para el estimador de la funcién de regresion.

3. El planteamiento lo hace para cualquier dimension, si bien nosotros lo trata-
remos tan sélo en el caso univariante.

El procedimiento es el siguiente:

Sea una red de puntos de estimacién, G, = {z; : | € L}, para L, un conjunto de
indices. Para cada z; € G, se estima MSE(mpy(z;)), el error cuadratico medio del
estimador en el punto Zt, tratando por separado el sesgo y la varianza.

3Que se pueden encontrar en View (1991)




48 CAPITULO 3. PROCEDIMIENTOS PARA LA SELECCION DEL ANCHO DE BANDA

1. Estimacién del sesgo: Fijamos un punto, z;, y sea un ancho de banda,
ho, de modo que estamos interesados en calcular el sesgo de mp,(z;). Sea J;,
Jy > 1, un entero y sean hj, ..., 6"’ un entorno de hy. Entonces se calcula
cada T?Lh%(rz) , J=1,...,Js. Después, para algin ¢, t > 1, se ajusta la curva

Mp(T1) = bo(Z1) + bps1(T)APT! + -+ - + by AP

a los datos {(h{,, mp;(z1)) 15 =1,...,Js}, por minimos cuadrados. De este
modo, el sesgo de my,(z) se estimaria por

Bho(21) = bp1(z)REH! + - - - + byye(z)) REH,

_~~

donde b; corresponden a las estimaciones obtenidas para los coeficientes b;
(i=0,p+1,...,p+1).

2. Estimacién de la varianza: La estimacién propuesta sigue la misma linea
que la utilizada por Fan y Gijbels (1995b), que recogemos en la seccién 3.3
de este capitulo; la unica diferencia radica en la estimacién propuesta para la

varianza de los residuos, c*(-). De este modo, la estimacién de la varianza se
calcula como sigue:

vho (z1) = 32(x¢)ef(XgW,,,hX$)"l(XgWith)(Xng,hXx)“lel

donde %(-) representa un estimador de la varianza residual. Ruppert propo-

ne para su calculo, un estimador similar al propuesto por Ruppert, Wand vy
Hossjer (1995).

Por tanto, una estimacién del error cuadratico medio (MSE) estaria dada por

@(ig; ho) — {ﬁho(l'z)}z + Vho (CL‘;) (38)

Para la eleccion del ancho de banda se considera una versién suavizada de dicha

estimacion que denotamos por SMSE(z;; hg, IV;), v que se define como la media de
(3.8) sobre los puntos de un entorno, V;, de z;. El ancho de banda local propuesto,

-

h(z;; Np), se define como el primer minimo local de S@(x; h) sobre una red de
anchos de banda.

Las consideraciones hechas por Ruppert (1997) llevan a considerar una versién
suavizada del selector, usando para ello una funciéon peso triangular, en los misn:os
entornos, /V;, utilizados para suavizar el estimador del error cuadratico medio.

000000000000 .000000000000000000000000000000000000000000000
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Capitulo 4

Eleccion bootstrap del ancho de
banda

4.1 La metodologia bootstrap

Una de las tareas méas importantes en Estadistica es medir la precision de los es-
timadores propuestos. Resulta indudable que la mejor forma de llevar a cabo este
propdsito consiste en utilizar la distribucién muestral del estimador en cuestién. El
problema estd en que habitualmente tal distribucién resulta muy dificil de obte-
ner y, en bastantes situaciones, tan sélo es accesible una aproximacion asintotica.
De cualquier forma, en ambos casos es habitual que tanto la distribucién muestral
verdadera, como su aproximacion asintdtica, dependan de alguna caracteristica o
parametro desconocidos, de forma que es necesario encontrar alguna funcion de dis-
tribucién conocida que sea préxima, en algin sentido, a la distribucién muestral del
estimador. Una posibilidad la constituye el método bootstrap.

La metodologia bootstrap fue introducida por primera vez por Efron (1979) vy
desde entonces, se han escrito una gran nimero de trabajos concernientes a ella. Se
han intentado aplicar las ideas originales de Efron a una multitud de campos tales
como la regresién, datos censurados, estimacién no paramétrica de curvas, etc.

En un contexto general, las ideas bootstrap propuestas originalmente por Efron,
se formulan en los términos siguientes:

Dada una muestra aleatoria, X = (Xy,...,X,), de observaciones independien-
tes de una poblacién con funcién de distribucion, F', y una variable aleatoria, R =
R(X,F), de interés, se realizan los siguientes pasos:

1. Construir la funcién de distribucién empirica, £,.

2. Disenar réplicas bootstrap, X* = (X7,...,X,), como muestras aleatorias a
partir de la distribucién empirica, F,.

49
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3. Construir la version bootstrap del estadistico, R* = R(X*, F},), v aproximar la

distribucién muestral de R, mediante la distribucién bootstrap, o distribucién
en el remuestreo de R*.

La metodologia se puede extender facilmente a otras situaciones donde se dis-
ponga de alguna informacién sobre la distribucién. Tal es el caso en el que la
distribucion desconocida pertenece a alguna clase paramétrica de funciones, {F,/s €
S}. Entonces, el papel de la distribucién empirica, F,,, lo desempeifia F;, siendo 3§
un estimador de s. Esta variante se conoce como bootstrap paramétrico.

Dentro del ambito no paramétrico estd el caso en que la funcién de distribucidn
subyacente es continua. Aqui una eleccién inteligente consiste en usar el denominado
bootstrap suave', que en lugar de elegir la distribucién empirica, F,,, propone alguna

version suavizada de la misma, por ejemplo mediante una funcién nicleo, K, de
modo que se considera una distribucion, F' = F,, x K.

4.1.1 Validez y aplicabilidad de bootstrap

Sea cual sea la modalidad de bootstrap que se pretenda utilizar, su aplicacién en
cada caso debe pasar por el estudio detenido de dos aspectos esenciales:

1. ;Es asintoticamente correcta la aproximacién bootstrap?

2. (Coémo se calculara la distribucién bootstrap (distribucién en el remuestreo)
del estadistico?

Ambos aspectos son cruciales en la utilizacién de la metodologia bootstrap ya que
suponen, por una parte, la validez del método, y por otra, su aplicabilidad.

La solucion a la primera cuestién suele darse probando que alguna distancia en-
tre la distribucién bootstrap de R* y la distribucién muestral de R tiende a cero a
medida que n tiende a infinito. En cuanto al segundo punto, ocasionalmente es po-
sible obtener tedricamente una expresion exacta de la distribucién bootstrap, aunque
lo mas habitual suele ser que dicha distribuciéon sea desconocida, de modo que una
expresion exacta resulte inaccesible. En tales casos se suele optar por una aproxi-
macion de Monte Carlo. La idea subyacente consiste en diseniar un gran numero
de remuestras bootstrap, XV, X*2  X*B) y utilizar las B correspondientes
realizaciones del estadistico, R*Y) = R*(X*Y) F,), para aproximar la distribucién
en el remuestreo de R*. Obviamente el inconveniente que plantea, a simple vista,
esta aproximacion, es que el incremento en B se paga en términos de un enorme
coste computacional.

'Esta idea ha sido ampliamente desarrollada en el caso de estimacién de densidades por Cao
(1993).

..........................................................h
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4.2 Bootstrap en estimacion de densidades

La metodologia bootstrap ha sido ampliamente utilizada, en el contexto de la esti-
macion de densidades, para la construccién de selectores del ancho de banda.

Habitualmente se ha planteado para la busqueda de anchos de banda globales,
buscando estimaciones del error cuadratico medio integrado,

MISE(fs) = E [ [ (o) - f(t))z] |

asociado al estimador no paramétrico, ﬁ, de una densidad, f. La estimacién boots-
trap propuesta es de la forma

MISE" (h) = E. [ f (£ - E(t))z] , (4.1)

donde E. denota la esperanza sobre la muestra bootstrap, X7, ... , X*; g, es un ancho

de banda piloto, y ﬁ:‘(t), es el estimador no paramétrico de la densidad basado en la
muestra bootstrap. El ancho de banda bootstrap se define como el minimizador del
criterio MISE*(h).

Dependiendo de cémo se tome el ancho de banda piloto y de como se gene-
re la muestra bootstrap, surgen distintos selectores bootstrap. En Cao, Cuevas y
Gonzéalez-Manteiga (1994) se puede encontrar una revisién de tales procedimientos.
En concreto se distingue entre:

1. Bootstrap suavizado sin ancho de banda piloto (Taylor, 1989). Las muestras

bootstrap son diseniadas desde la densidad estimada f;(t) y el estimador boots-
trap (4.1) se calcula tomando g = A.

2. Bootstrap suavizado con ancho de banda piloto (Faraway y Jhun, 1990). Las

muestras bootstrap se disenan desde fg(t), y g se elige mediante validacién cru-
zada por minimos cuadrados. En este caso no es posible encontrar la expresién
exacta de la estimacién propuesta por lo que se aproxima usando varias mues-
tras bootstrap. Dentro de esta misma linea, Cao, R. (1993) propone la eleccién
de g buscando la proximidad entre las expresiones asintéticas de MISE(h) y
MISE*(h); en este caso si se puede obtener la expresion exacta del estimador
bootstrap.

3. Bootstrap no suavizado (Hall, 1990). En este caso las muestras bootstrap se
disenan desde la distribucion empirica, y se consideran de tamano m, m < n,
(razonamientos que aparecen en Hall, P. (1990) llevan a elegir m = n'/?) de

modo que el ancho de banda bootstrap es de la forma h = g(m/n)'/5 siendo g
el minimizador de MISE*(-).
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4.3 Bootstrap en regresiéon no paramétrica

4.3.1 Remuestreo sobre pares y remuestreo sobre residuos

En el planteamiento habitual de la regresién, tanto desde un punto de vista cldsico
como desde una perspectiva no paramétrica, surgen dos posibilidades para el re-
muestreo: considerar un remuestreo sobre los pares de observaciones, o bien sobre
los residuos de la regresion. Esto constituye un primer indicador de que la dificultad
que conlleva el bootstrap en el contexto de regresién, es mayor que en la estimacién de

densidades, y por tanto las extensiones a la regresién de lo estudiado en estimacién
de densidades no son inmediatas.

Aplicar la filosofia bootstrap sobre los pares?, (Xj;,Y:), supone disefiar muestras
bootstrap del tipo

{(Xiv Yil): (Xizi Yin)v *b e 3 (Xim Km)} )

siendo {%1,%2,...,%,} una muestra aleatoria de enteros entre 1 y n.

Si, por el contrario, se realiza sobre los residuos, ¢;, el planteamiento es sustan-
cialmente diferente. En general el procedimiento bootstrap cons<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>