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Introduccion

En diversas areas de aplicacién, tales como medicina, prospecciones geofisicas,
hidrologia, astronomia, etc., interesa investigar el comportamiento conjunto
de dos fenémenos fisicos aleatorios relacionados por una ecuacion dada en
términos de operadores que pueden ser lineales o no. El objetivo de estas 1n-
vestigaciones puede centrarse en la estimacién de un campo de salida a partir
del conocimiento del campo aleatorio asociado de entrada (problema directo
de estimacidn), o bien en pretender estimar el campo de entrada a partir de
la observacién de la salida, que en ocasiones se vera afectada por un ruido
de observacién (problema inverso de estimacién). En este tipo de sistemas,
las propiedades de regularidad del inverso del operador que define la relacion
entre los campos aleatorios de entrada y salida determina la calidad de defini-
cién de las caracteristicas del campo aleatorio estimado. Especificamente, en
el caso en que no existe el inverso acotado de dicho operador pequenas des-
viaciones sobre los valores del campo observado pueden conducir a grandes

variaciones en la estimacién de los valores del campo de interes.

Diversos autores, entre otros Franklin (1970) y Prenter y Vogel (1985),
han estudiado el problema en términos de procesos estocasticos en espacios

de Hilbert, centrando su investigacién en la bisqueda de métodos de regula-
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6 INDICE

rizacién del problema. Lehtinen (1989) considera el estudio con variables ge-
neralizadas definidas sobre espacios de distribuciones. Ramm (1990) estudia
el problema de filtrado para campos aleatorios cuyo operadores de covarian-
za son funciones racionales de polinomios de un operador diferencial eliptico
autoadjunto de orden entero sobre L?(R"). La extensién de este plantea-
miento al caso fraccionario y generalizado se deriva en Angulo, Ruiz-Medina
y Anh (2000), donde se obtiene una regularizacion del problema directo de
estimacién basada en la condicién de dualidad para campos aleatorios ge-
neralizados sobre espacios de Sobolev fraccionarios. Miller y Willsky (1995)
proponen una aproximacién mediante wavelets al problema inverso de es-
timacién para modelos multiescalares en un contexto bayesiano. Angulo y
Ruiz-Medina (1999) derivan desarrollos ortogonales en términos de wavelets
para campos aleatorios ordinarios a partir de la factorizacion del operador de
covarianza, garantizada bajo ciertas condiciones. Dichos desarrollos propor-
cionan una discretizacién no redundante de la ecuacién integral que define
el problema inverso ordinario de estimacién lineal minimo-cuadratica. En
Ruiz-Medina, Angulo y Anh (2003b) se considera la formulacion de dicho
problema en un contexto generalizado y se deriva una solucion estable ba-
sada en la condicién de dualidad del campo aleatorio de observacion. La
extensién al caso espacio-temporal mediante la implementacion de técnicas
de estimacién lineal minimo-cuadratica basada en la fusion de estimadores
espaciales lineales minimo-cuadraticos se contempla en Ruiz-Medina y An-
gulo (2000), donde se deriva una aproximacion finito-dimensional basada en

wavelets para la solucién de dicho problema.

El planteamiento de los problemas anteriores en términos de campos a-
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leatorios generalizados sobre espacios de Sobolev fraccionarios (campos a-
leatorios fraccionarios generalizados) permite su estudio para procesos sin-
gulares tales como procesos fractales v autosimilares, difusiones anomalas,
etc. (ver Ruiz-Medina, Angulo y Anh, 2002, 2003a, y Ruiz-Medina, Anh
y Angulo, 2001). El contexto generalizado fraccionario es pues apropiado
para el anélisis de procesos de evolucién definidos, po ejemplo, mediante
versiones fraccionarias de la ecuacién del calor y de la ecuacion de Bur-
ger (Angulo, Ruiz-Medina, Anh y Grecksch, 2000; Anh y Leonenko, 2002;
Ruiz-Medina, Angulo y Anh, 2001). Procesos de este tipo se presentan,
por ejemplo, en aplicaciones relacionadas con fenémenos medioambientales,
especialmente fenémenos de turbulencias (ver, por ejemplo, Farge, Hunt y
Vassilicos, 1993; Barnsley y Hurd, 1993; Beran, 1994: Peters, 1994; Frisch
1995: Barabasi y Stanley, 1995; lannaccone y Khokha, 1996; Falconer, 1997;
Mandelbrot, 1997; Hilfer, 2000; Anh y Heyde, 1999, etc.)

Para campos definidos sobre R", el espectro continuo del operador de co-
varianza proporciona una herramienta clave en el estudio de la estructura de
segundo orden de campos aleatorios fraccionarios (ver Angulo, Ruiz-Medina
y Anh, 2000). En el caso estacionario, el espectro continuo del operador de
covarianza coincide con la densidad espectral del campo aleatorio. En el caso
de dominios acotados, bajo ciertas condiciones, la estructura de segundo or-
den puede caracterizarse en términos del espectro puntual (autovalores) del

operador de covarianza (ver Angulo, Ruiz-Medina y Anbh, 2003).

En este trabajo de investigacién se propone una aproximacion funcional a
los problemas de reconstruccién, extrapolacion y filtrado inversos asociados

a una clase de campos aleatorios definidos mediante filtros lineales fraccio-
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narios en términos de ruido blanco. La aproximacion desarrollada se basa
en la formulacién de dichos problemas en términos de campos aleatorios
generalizados pseudowavelets (i.e. en términos de wavelets transformadas),
construidos en términos de wavelets transformadas definidas mediante los
filtros lineales fraccionarios (directo e inverso) que relacionan la clase de
campos aleatorios considerada con ruido blanco. El movimiento browniano
fraccionario y el movimiento de Riesz-Bessel fraccionario (ver Anh, Angulo
vy Ruiz-Medina, 1999) constituyen ejemplos interesantes dentro de la clase de
campos aleatorios considerada, que ha sido estudiada en el contexto gene-
ralizado fraccionario en los trabajos anteriormente mencionados. Asimismo,
se han realizado estudios de simulacién que ilustran el funcionamiento de
la aproximacién propuesta para los problemas de estimacion mencionados
en relacion con el orden de regularidad de los campos aleatorios de entrada
y salida, definidos en términos de movimiento browniano fraccionario. En
particular, el orden de truncamiento es analizado en funcién de la regulari-
dad de los campos aleatorios de entrada y salida y de la regularidad de la
base de wavelets considerada. En el problema de filtrado también se anali-
za la influencia del orden de regularidad del ruido de observacion sobre la
calidad de las estimaciones. Especificamente, los siguientes aspectos se han

contemplado en el desarrollo de los contenidos de los capitulos de esta tesis.

En el Capitulo 1, se recogen las herramientas necesarias para el desarrollo
y comprensioén de los resultados derivados en el resto de capitulos. En par-
ticular, se introducen los conceptos fundamentales en relacién con el contexto
generalizado referenciado anteriormente, asi como las expansiones ortogona-

les mediante wavelets de campos aleatorios fraccionarios generalizados que
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permiten aproximar la solucién de los problemas considerados.

En el Capitulo 2 se considera la aproximacién funcional, basada en cam-
pos aleatorios generalizados pseudowavelets, para los problemas de recons-
truccién y extrapolacion inversa para campos aleatorios definidos median-
te filtros lineales fraccionarios en términos de ruido blanco (ver Fernandez-
Pascual, Ruiz-Medina y Angulo, 2003a). La aproximacién obtenida se ba-
sa en el desarrollo débil de los campos aleatorios de entrada y salida en
términos de wavelets transformadas mediante filtros lineales fraccionarios.
Dichos desarrollos inducen respectivas expansiones en serie para los operado-
res de covarianza de los campos aleatorios de entrada y salida. La soluciones
a los problemas de reconstruccion y extrapolacién se formulan entonces en
términos de estos desarrollos en serie y de los desarrollos en serie definidos
mediante las correspondientes bases de Riesz duales. Bajo ciertas condicio-
nes, la soluciones definidas en sentido débil se interpretan en sentido fuerte
(i.e. en sentido ordinario). EI truncamiento de las series anteriores con-
duce a una aproximacién finito-dimensional del problema. Finalmente, se
desarrollan estudios de simulacién que ilustran los resultados derivados en
relacién con la aproximacién finito-dimensional obtenida para los problemas

de reconstruccién y extrapolacion inversa.

El Capitulo 3 se dedica al estudio del problema inverso de estimacion
lineal minimo-cuadratica para la clase de campos aleatorios anteriormente
mencionada, considerando el caso en que el campo aleatorio de salida se ve
afectado por un ruido de observacion aditivo. La aproximacion del estima-
dor se desarrolla de nuevo en el contexto de campos aleatorios generalizados

pseudowavelets y se estudian condiciones sobre el orden de singularidad del
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ruido de observacién para que sea posible regularizar el problema. Se obtiene
asi una aproximacién funcional, en sentido débil, para el problema inverso de
filtrado, que se interpretara de nuevo en sentido fuerte para ciertos ordenes
de regularidad de los campos aleatorios involucrados. El estudio de simula-
cién desarrollado en este capitulo ilustra de nuevo los resultados obtenidos
en relacién con la aproximacién finito-dimensional derivada a partir de la
aproximacién débil pseudowavelet de la solucién del problema de filtrado.
En particular, se analiza la influencia del orden de regularidad del ruido en
relacién con los 6rdenes de regularidad de los campos aleatorios de entrada

y salida.

En el Capitulo 4 se estudian los problemas de predicciéon y filtrado li-
neales minimo-cuadraticos de un proceso de precios generalizado no libre de
riesgo (ver Fernandez-Pascual, Ruiz-Medina y Angulo, 2003b). Se considera
un modelo diferencial de orden fraccionario para el log-precio definido sobre
tiempo fractal, como extensién de la ecuacion clasica de Black-Scholes. Se
aplican entonces los resultados de los capitulos anteriores, extendidos al caso
de dominio con geometria fractal, para obtener una aproximacién débil de
la solucién de los problemas de prediccién y filtrado asociados al proceso
de precios generalizado sobre tiempo fractal. Especificamente, se consideran

aproximaciones débiles pseudowavelets para resolver los problemas mencio-

nados.

Finalmente, se describen brevemente algunas lineas abiertas en relacion

con los aspectos estudiados en esta tesis.

Los Apéndices A, B y C, que se incluyen al final de la tesis, proporcionan

las herramientas basicas en relacién con los contenidos de este trabajo de
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introduccion

En este capitulo se proporcionan herramientas fundamentales necesarias en
relacién con los contenidos tratados en el resto de capitulos. Se introducen
los elementos fundamentales y resultados sobre la teoria de campos aleatorios
generalizados fraccionarios y desarrollos ortogonales en términos de wavelets
que seran utilizados en los préximos capitulos y que han sido derivados en
Ruiz-Medina, Angulo y Anh (2002, 2003a); Angulo y Ruiz-Medina (1999) y
Angulo, Ruiz-Medina y Anh (2003).

En particular, en la Seccién 2 se introduce el concepto de campo aleatorio
generalizado y la condiciéon de dualidad o condicién de existencia del campo
generalizado dual, que permite en los Capitulos 2 y 3 la obtencion de una
solucién estable de los problemas inversos de reconstruccion, extrapolacién y
filtrado. Las propiedades de regularidad de segundo orden de estos campos

se caracterizan en términos de las propiedades geométricas de los espacios

13



14 Preliminares

de Hilbert de niticleo reproductor asociados. A partir de dichos espacios se
obtendra la factorizacién del operador de covarianza de un campo aleatorio

generalizado en términos de isomorfismos.

En la Seccién 3 se describe la representacion abstracta de un campo a-
leatorio fraccionario generalizado en términos de los isomorfismos definidos
en la Seccién 2 y de un ruido blanco fraccionario generalizado. Bajo ciertas
condiciones, la representacién abstracta se define en términos de operadores
diferenciales de orden fraccionario tales como el operador de Laplace negati-

VO.

La solucién a los problemas de estimacién tratados en los Capitulos 2
y 3 de esta tesis se aproxima en términos de las expansiones ortogonales
mediante wavelets de los campos involucrados. Por esta razoén, en la Sec-
cién 4 se introduce la transformada wavelet de un proceso y la extension
dada por Angulo y Ruiz-Medina (1999), en términos de bases de Riesz dua-
les pertenecientes a espacios de Sobolev fraccionarios obtenidas al aplicar
una trasformacién lineal definida de la factorizaciéon de la covarianza, a una
base ortonormal de wavelets. La incorrelacién de los coeficientes aleatorios

que definen esta expansién proporciona una descripcion no redundante del

proceso considerado.

1.2 Campos aleatorios a-generalizados

En esta seccidén se introduce el concepto de campo aleatorio a-generalizado
(ver Ruiz-Medina, Angulo y Anh, 2003a). La existencia del campo aleatorio

a-generalizado dual X,, de un campo aleatorio a-generalizado X,, respecto a
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un espacio de Sobolev fraccionario H (S) = H"(S),S C R, permite obtener
1a factorizacién de la covarianza y su representacion abstracta en términos de
ruido blanco. Bajo la condicién de dualidad, las propiedades de regularidad
de segundo orden de X ., vienen caracterizadas en términos de las propiedades
ge6metricas del espacio de Hilbert de nucleo reproductor asociado con norma
equivalente, en este caso, a la norma del espacio Vo =[H (S)]*.

Qe considera un espacio de probabilidad completo, (€2, A, P). Sea
L% (Q, A, P) el espacio de Hilbert de variables aleatorias real valuadas de-
finidas sobre (€2, .4, P), de media cero y momento de segundo orden finito,

con el producto interno definido por
(X,Y) 2y = E[XY], X, Y€ L*(Q,A,P). (1.1)

La siguiente definicién introduce el concepto de campo aleatorio
a-generalizado, como una extension al caso fraccionario de la definicion de

campo aleatorio n-generalizado introducido por Anbh, Ruiz-Medina y Angulo

(2000).

Definicién 1 Para o € R, una funcién aleatoria X, de Uy en L? (2, A, P)
se dice que es un campo aleatorio a-generalizado si €s lineal y continua en

media-cuadrdtica respecto a la topologia de U,.

Nota 1 El campo aleatorio a-generalizado X, define la restriccion en sen-
tido débil al dominio S de una distribucion aleatoria sobre R" para a 2> 0, y

de un campo aleatorio ordinario sobre R" para a < 0.

Nota 2 Ndétese que el orden minimo de singularidad fraccionario o de un

campo aleatorio ordinario X no es positivo y proporciona informacion sobre
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el orden de reqularidad de su funcion de covarianza Bx. Este orden determi-
na el espacio de funciones en el que X es integrable en media cuadratica y,
por tanto, puede definirse su operador de covarianza Rx. Es mas, st un cam-

po aleatorio ordinario X tiene orden minimo de singularidad fraccionario c,

entonces

< [Rxf]", [ >=pga(s) fS/SBX(Z:Y)f(Y)f(Z)dde < oo, VfeH*S),
(1.2)

donde o« < 0.

Se tiene entonces que la funcion f en la ecuacion (1.2) es una distribu-
cion y dicha ecuacion adquiere sentido cuando Bx pertenece al espacio de
funciones test H=(S) sobre el que se definen las distribuciones de H*(S).
En este caso, el orden de reqularidad —a de las mencionadas funciones test
compensa el orden de singularidad o de las correspondientes distribuciones.

En el caso en que —a > n/2, la funcion de covarianza Bx de X es
continua y, por tanto, el campo aleatorio ordinario que tiene orden minimo

de singularidad fraccionario o es continuo en media-cuadradtica.

Las propiedades de regularidad y singularidad de segundo orden de un
campo aleatorio a-generalizado se caracterizan en términos de los siguientes

espacios de Hilbert:

El espacio de Hilbert de variables aleatorias
H (Xa) =59 @ {Xa(¢) : € H (5)},

y el espacio de Hilbert de niucleo reproductor H(X,) generado por su funcién

de covarianza. Este espacio se define isométricamente a partir del espacio
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H(X,), de manera que H(X,) estd formado por las funciones u de H ~{.5)

que satisfacen
u(¢) = E[Y Xa(0)], ¢€H (9), (1.3)

para un cierto Y € H(X,). En este espacio, el producto interno viene dado

por
< Uu,v >'H(Xa): E[YZ], u,v - H(Xa)a

donde Y vy Z son variables aleatorias pertenecientes al espacio H (Xa) a-
sociadas con u y v, respectivamente, mediante la identidad (1.3). Se tiene,

entonces, que el espacio H(X,) viene dado por

H(Xo) = 595" D{B,(6,") = E[Xa(d)Xa()] : ¢ € H (S)}-

La aplicacién del Teorema del Nicleo (ver Gel’fand y Vilenkin, 1964) conduce
a la siguiente representacién de la funcién de covarianza B, de un campo

aleatorio aa—generalizado X, :

B, (‘Pa (b) ) [Xa((p)Xa(é)] e <[Ra(ro]* :¢>ﬁ°’(5‘)

[S Rap(2)d(z)dz, ¢, ¢ € H(S),

en términos de un operador lineal, continuo, simétrico y positivo, R,, que

. . . - 57X —
denominaremos operador de covarianza, definido de H (S) en H=¢(.S), (Teo-
rema de Representacion de Riesz).

De forma equivalente, se define el espacio H(X,) mediante

H(X) =595 D {Ro(p): d€ H (S)}.
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Segun se ha comentado anteriormente, el siguiente concepto relativo a la
dualidad entre espacios de Sobolev fraccionarios H (S), con a € R, es funda-
mental en la derivacién de los resultados que se muestan en este capitulo. En
particular, la condicién de dualidad define una clase de campos aleatorios con
norma del espacio de Hilbert de nicleo reproductor equivalente a la norma
del espacio H~%(S). Esta condicién implica que el operador de covarianza

R, de X, es eliptico.

Definicion 2 (Ver Ruiz-Medina, Angulo y Anh, 2003a). Para o € R, se

dice que el campo aleatorio generalizado

i

Xo: [H(S)] = H2(S) = L2(Q, A, P)

es el dual respecto a H (S) (o bien, es el a—dual) del campo aleatorio -

generalizado
Xo.:H (S)— £2(Q, A, P)

st satisface:

(i) H(X,) = H ()"Ea) |

(i1) <-Xa (#) , Xa (g)>H(X = (6, 9" )ir>(sy, Para ¢ € H (S), yg e [H(S)]",
donde g* denota el elemento dual de g respecto a la topologia de _ﬁa(S ).

el

Notese que el dual de X, respecto a H~%(S), es el campo aleatorio

a—generalizado X,. Asimismo, se consideran para el campo aleatorio a-

dual )?a los espacios H ()?a) y H ()?a) definidos mediante

H(Xa) =555 {Xo (/) : f € [H*(9)]"}
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H(X,) =07 B (1) = B [Xa (N Xa ()] : f € [A(S)'}
Los espacios H (X,) vy H(Xa), y los espacios H ()?a) y H ()?a) . se
pueden relacionar, respectivamente, mediante los isomorfismos isométricos
J:H(X) = H(Xa) y I H()’Ea) N (52&) |
definidos como sigue:

Y —s JY, con (JY)(¢) = EYXa(9), V¢ € U,

Z— J'Z, con (J'Z)(9) = EZXa(g), Vg€ [Ua]".

Las inclusiones H (X,) C [ﬁa(S )]* y H ()?a) C H"(S) permiten considerar

los siguientes operadores:

K :H(Xq) = rﬁa(s)]*, con g — Kg =g,

_——

K':H (Xa) — H*(S), con ¢— K'¢=¢.

Las composiciones de los operadores J y K,y J' vy K', respectivamente,

permiten introducir los operadores S, y iS,, definidos como

S, :=KJ:H(X.) — [H (9],

S =KJ H ()?a) — H (S).

A continuacién, se recogen algunos resultados preliminares que proporcionan
informacién sobre las relaciones entre X, y X,, asi como entre H(Xa) ¥
H(X.), a través de la teoria de operadores de covarianza. Estos espacios se
pueden relacionar, respectivamente, con los espacios de Sobolev fraccionarios

H 2(S)y H’(S) como se recoge en las siguientes Proposiciones 1y 2.



20 Preliminares

Proposiciéon 1 (Ver Ruiz-Medina, Angulo y Anh, 2008a). Sea X, un cam-
po aleatorio a-generalizado. St existe el campo aleatorio dual a-generalizado
)?a, entonces se tienen las siguitentes afirmaciones:

(i) Los operadores S! X, y XoS., son los operadores identidad sobre los es-

pacios H (S) y H (X,), respectivamente. Reciprocamente, los operadores
Sa)?a Y )?aSa son los operadores identidad sobre los espacios [FO(S)]* Y
H ()?a) = H (X,), respectivamente.
(it) St A es el operador definido por

A:=588S1: WQ(S)]* — H (9),
se pueden obtener las siguientes identidades:

Xo(p) =Xa (A7), VoeH (S),

Xo(9) = Xa(Ag), Vge [H(9)] .

Asimismo, R.R, Y R, R, son los operadores identidad sobre los espactos

H (S) y HQ(S)]*, respectivamente.

Consideramos a continuacién los siguientes productos internos sobre los

e, P 1

espacios H (S) y LHQ(S)]*

(£:)p, = Ba(p,0), Vo, € H (S),

(f,9)5. = Ba(f,9), VYfig€ [H(S)]". (1.4)

-

que definen los productos internos en los espacios H (Xa) y H (X,) segun

se prueba en la siguiente proposicion. Dichos productos internos generan
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normas respectivamente equivalentes a las de los espacios H(S)y WQ(S )] "

Asimismo, los espacios de Hilbert H ()?a) y H (X4) son duales.

Proposicién 2 (Ver Ruiz-Medina, Angulo y Anh, 2003a). Bajo la condi-
cion de dualidad,

(i) los espacios (FQ(S), (-, ‘>ﬁ°‘(5)) Y (7—[ ()?a) , (e )H(}?Q)) (respectivamen-
le,

([FQ(S)]* ; ey '>[‘ﬁ“(5)]*) Y (’H (Xa), (- -),H(Xa))) tienen nmormas equivalen-
tes; .

(i1) los espacios de Hilbert (ﬁa(S), (-, -)Bxag = (H ()?a) (e >’H(5€'a)) Y
()] )ag, ) = (H(Xa) s ¢ D

(iii) se verifican las siguientes identidades geométricas:

son duales entre si;

((,0, g*>ﬁn(5) — ((10*1 g)[’ﬁ“(g)]* e (Ra(pa g)ﬁa — <(10; Ra:g>Ba )
Vo € H (S), Vge rﬁa(s)]*;

(1v) I[ﬁa(s)]..Ra Y fﬁafﬁa(s) son operadores autoadjuntos sobre —H_Q(S) Y Ra[[ﬁ“(S)]*
Y I—ﬁa(s)ﬁa son operadores autoadjuntos sobre [HG(S)]* , donde Iﬁa(s) Y

I 7 ()]’ denotan los isomorfismos definidos por
Igeis  HO(S) = [H(9)]", Iges)(0) = ¢ Ve e H(S),

*

e (s)" H'S) = H(S), e (9) =97 V9€ [H(S)] - (1.5)

Nota 3 De la Proposicion 2 se derivan las siguientes afirmaciones:
(i) Los operadores K y K', como aplicaciones de 'H (Xa) en rﬁa(S)]* y de
H ()?O,) en H (S), respectivamente, son bicontinuos.

(ii) El operador A es un isomorfismo entre los espacios [_Q(S)]* y H (S).
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(i12) Ry y ﬁa son operadores adjuntos con respecto a los productos internos
(-, '>Bﬂt Y <'v '>§a '

En el siguiente Teorema se deriva la factorizacién de los operadores de
covarianza R, y R, de los campos aleatorios a-generalizados X, y )?Q, res-
pectivamente, en términos de isomorfismos. Estas factorizaciones permiten
obtener, en la préxima seccién, la representacién abstracta en términos de
ruido blanco de X, y )?a sobre los espacios _FI_Q(S) y [_I-TQ(S )]* , respectiva-

mente.

Teorema 1 (Ver Ruiz-Medina, Angulo y Anh, 2003a). Sea X, un campo
aleatorio a-generalizado. Si existe el dual )?a, entonces, el operador de cova-
ranza Ry, de X, y el operador de covarianza Ea de )?a se pueden factorizar
respectivamente como

R(I = Sa (S;)_la

il

i, = 51

Este resultado proporciona la transformacién lineal que intervienen en las
bases de Riesz duales que definen los desarrollos ortogonales de X, y X o en
la Seccién 1.4, utilizados en las aproximaciones discretas derivadas para la
solucion de los problemas de reconstruccién, extrapolacién v filtrado en la

Seccion 1.3.

1.2.1 Propiedades espectrales de los operadores de co-

varianza

En esta seccion, se estudian las propiedades espectrales del operador de co-

varianza R, asociado a un campo aleatorio con norma del espacio de Hilbert
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de ntcleo reproductor equivalente a la de un espacio de Sobolev de orden

apropiado, definido sobre un dominio acotado y regular S’ C R".

Proposiciéon 3 (Ver Angulo, Ruiz-Medina y Anh, 2003). Si existe el campo
aleatorio dual )?a de X,, entonces se satisfacen las siguientes desigualdades
para los autovalores {\,(Ry) }nen de Ro ¥ {)\n(fifa)}neN de Ry :

(i) Para o < 0,

Me(Ra)| < Cok®*™, k€N, (1.6)

Me(Ro)| > Cik~2¢/" Kk €N, (1.7)
y para o > 0,

M (Ro)| > Clk2/™, k€N, , (1.8)

M(Ro)| < Cpk™/", ke N (1.9)

(11) En el caso en que S sea un conjunto compacto, se tiene, para o < 0,

IMe(Ro)| > C1E%%/™, k€ N, (1.10)

Me(Ro)| < Cok™2¢/", k€N, (1.11)
y para o > 0,

IMe(Ro)| < ChLk%*/™,  k € N, (1.12)

Me(Rg)| > Clk™2/" keN (1.13)
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1.3 Ruido blanco generalizado y representa-

cion abstracta

Bajo la condiciéon de dualidad, las factorizaciones de los operadores de co-
varianza de X, y )?a, conducen a la definicién de isomorfismos L y L', en
términos de los cuales se obtienen las representaciones abstractas de am-
bos campos aleatorios fraccionarios generalizados. Tales representaciones
proporcionan los filtros lineales que relacionan X, y jfa con ruido blanco

generalizado sobre H (S) y H~%(S), respectivamente.

Definicién 3 (Ver Ruiz-Medina, Angulo y Anh, 2003a). Un campo aleatorio
generalizado € () definido sobre un espacio de Hilbert (H, (-, ) ) se denomina

un ruido blanco genralizado respecto a H st

(€ (u), e (V) g = (u,v)y, VYu,ve€ H.

El concepto de ruido blanco generalizado fraccionario o ruido blanco ge-
neralizado sobre un espacio de Sobolev fraccionario H (S) (a—GWN) es una
particularizaciéon de ruido blanco generalizado sobre un espacio de Hilbert H

introducido en la Definiciéon 3.

La funcién de covarianza de un campo aleatorio a—generalizado £, es

una forma bilineal dada por el producto interno del correspondiente espacio

de Sobolev fraccionario H (S) :

Elea (9) €a (¥)] = (€a (@) €a (‘P»H(Xa) = <‘P>¢>ﬁ“(s) , Vp,0 € FQ(S)'
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Definicién 4 Se dice que un campo aleatorio generalizado X, definido sobre
el espacio H' (S) admite una representacion abstracta en sentido débil s

eziste un isomorfismo L : H (S) — H (S) tal que
Xo (Ly) =€a (), Vo€ H (S), (1.14)
donde €, denota un ruido blanco a-generalizado.

El siguiente Teorema establece las condiciones bajo las cuales un campo
aleatorio a-generalizado X, se puede representar por una ecuacion abstracta
en sentido débil (dnica salvo isomorfismos isométricos). En el caso ordinario,
a < 0, por los Teoremas de Inyeccién para espacios de Sobolev fraccionarios
(ver Apéndice A), esta representacién admite una unica solucién ordina-
ria continua en media-cuadratica para —a > n/2. Asimismo, bajo ciertas
condiciones adicionales (localidad del operador )?a), se puede derivar una
representacién diferencial de orden fraccionario a partir de la representacion
abstracta. En el caso gaussiano, esta representacion diferencial proporciona
informacién sobre las propiedades de regularidad de las trayectorias de la

correspondiente solucién ordinaria.

Teorema 2 (Ver Anh, Ruiz-Medina y Angulo, 2000) Supongamos que eriste
el campo aleatorio a-generalizado dual X . del campo aleatorio a-generalizado
X.,. Entonces, el campo aleatorio a—generalizado Xo admaite una represen-

tacién abstracta en sentido débil, unica salvo isomorfismos isométricos.

Nota 4 La representacion dada por el Teorema anterior se puede reescribir

como Stgue

Xo (Lp) = €0 (¢) = €125) [T-a (©)], Vo € H (S), (1.15)
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on términos de un ruido blanco generalizado sobre L? (S) erzs) (+), siendo
T o= (- A)g/ 2 la potencia fraccionaria de orden c/2 del operador (I —
A)s dada en términos del operador de Laplace negativo en el dominio S. En
este sentido, para a > 0, el miembro derecho de la ecuacion (1.15) puede
interpretarse (en sentido débil) como la derivada de orden fraccionario o de

ruido blanco generalizado sobre L*(S), siendo entonces Xo dado por (1.15)

un campo aleatorio improp1o.

Nota 5 Una representacion similar se puede obtener para X, mediante

%o (L'g) = Ealg) =1n9) (T~ D)5 (9)] . Vo [H'(9)], (116
o equivalentemente por
Xa (9) = er2(s)[RaL Iige(s)" U — A)S/?h), heL*(S),
donde g = (I — A)%?h, con g € [H(S)] .

I.os ruidos blancos fraccionarios generalizados que definan dos represen-
taciones abstractas de X, y X, estan relacionados mediante un isomorfismo
isometrico.

En el caso en que a > 0, el miembro derecho de la ecuacion (1.16) se inter-

preta en términos de integracion fraccionaria de orden « (en sentido débil)

de ruido blanco generalizado en L? (S) .

1.3.1 El caso ordinario

En este apartado se tratan aspectos relacionados con la interpretacion or-

dinaria de las representaciones abstractas consideradas anteriormente, para
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XaV )?a. Cuando el pardmetro o > 0, se tiene que X, define un campo
aleatorio ordinario en sentido débil y X, es un campo aleatorio generalizado
impropio. En el caso en que a < 0, se tiene que )?a define en sentido débil y
que X, es un campo aleatorio generalizado impropio.

Los campos aleatorios fraccionarios generalizados X, y 55,1 admiten una
representacion diferencial de orden fraccionario en el caso en que @ < 0y
L es local, y, en el caso en que @ > 0 y L' es local, respectivamente. Estas
ecuaciones vienen dadas en términos de integracién fraccionaria, en sentido
débil, de ruido blanco sobre L?(S).

Segin se prueba en el siguiente Teorema (ver Ruiz-Medina, Angulo y
Anh, 2002 y 2003a) la existencia de una unica solucion ordinaria continua
en media-cuadratica de las ecuaciones abstractas que representan X, y )?a
queda garantizada para o < —n/2 y a > n/2, respectivamente, aplicando

los Teoremas de Inyeccién para espacios de Sobolev fraccionarios.

Teorema 3 (Ver Ruiz-Medina, Angulo y Anh, 2003a). Sea X, un campo
aleatorio a-generalizado que satisface la condicion de dualidad. Entonces,
para o < —n/2, X, admite una inica representacion integral en media-
cuadrdtica en términos de un campo aleatorio ordinario continuo en media-

cuadrdtica X,, solucion de la ecuacion
To Xa =€, (1.17)

donde la igualdad se interpreta en media-cuadrdtica y € es el ruido blanco
generalizado en L?(S) que define la representacion abstracta (1.15) de X,.
Aqut, T. = L(I — A);a/z, donde L denota el isomorfismo sobre H (S) que

define la representacion abstracta de X, ¥ 7;* representa el operador adjunto.
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Para a > n/2, el campo aleatorio generalizado dual X, admite una unica
representacion integral en media-cuadrdtica en términos de un campo alea-

torio ordinario continuo en media-cuadratica X,, solucion de la ecuacion
T X = E, (1.18)

donde T representa, como antes, el operador adjunto de T, = L' (I — A)g/ ’ Y
L' denota el isomorfismo sobre H=%*(S) que define la representacion abstracta

de X,. El ruido blanco generalizado € sobre L*(S) coincide con el dado en la

ecuacion (1.17) y la igualdad se interpreta, como antes, en media-cuadrdtica.

Nota 6 En el caso en que ’i sea local,

supp (ﬁ(cﬁ)) C supp (¢), V¢ € L*(S),

se tiene que T, admite una representacion diferencial de orden fraccionario
en términos de operadores pseudodiferenciales elipticos restringidos al domai-
nio S. Analogamente, si T, es local, 7; admaite una representacion diferencial
de orden fraccionario en términos de operadores pseudodiferenciales elipticos

restringidos al dominio S.

1.4 Expansion ortogonal mediante wavelets

1.4.1 Transformada wavelet de un proceso

Sea {X(t) : t € R} un proceso de segundo orden con media cero. Bajo
ciertas condiciones, dicho proceso se puede representar en media-cuadratica

como sigue:

X(t) = > anpor(t) + DD Bisti(t), (1.19)

keZ >0 keZ
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donde {@ok,k € Z} es una base de Vo y {;r,k € Z} es una base de Wj,
ssociados a un un analisis multirresolucién {V;, j € Z} de L*(R), j representa
el nivel de resolucién y los coeficientes de aproximacién oy, y coeficientes de

detalles f3; k, se calculan mediante

XA — /X(t)(p(),k(t)dt,

m.cC.

Bk ;.[X(t)lbj,k(t)dt.

La representacién anterior también puede darse en el sentido de las tra-
yectorias bajo condiciones adicionales (ver Rozovskii, 1983)y se suele conocer
como transformada wavelet del proceso X.

.a extensién al caso multidimensional es inmediata al considerar un
nélisis multirresolucién de L2(R™) (ver Apéndice C). Sea una base orto-
normal de L2(R™) constituida por una base ortonormal de funciones de es-
calamiento {4y : k € o} del espacio Vo C L*(R"), y una base ortonormal
de wavelets {1;:x : A € A;}, J = 0, de los espacios w; c L*(R*), 7 =0,
entonces, {X(z) : z € R"} se puede considerar la serie convergente en media-

cuadratica

X(Z) — Z akék(z) T Z Z ﬁj:kwjzk(z)a z € R"™. (120)

keloeZ™ §>0 AEA,;

En la siguiente seccion se muestra una expansién ortogonal de un cam-
po aleatorio en términos de bases duales de Riesz de espacios de Sobolev
fraccionarios, construidas a partir de una base ortonormal de wavelets mul-

tidimensional mediante una transformacién lineal apropiada (ver Angulo y

Ruiz-Medina, 1999).
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1.4.2 Transformada wavelet generalizada

Se considera una base ortonormal de L?*(S), donde S denota un dominio
acotado con frontera C*® de R", constituida por una base ortonormal de
funciones de escalamiento {@x : k € I'J } del espacio Vo C L*(S), y bases
ortonormales de wavelets {¥;x: A€ A7},j7 > 0, de los espacios W C
L?(S), j > 0, respectivamente, con
L*(S)= Ve P w;. (1.21)
720
Aqui, I'{ y A3, j € Z, representan conjuntos finitos de indices, puesto
que estamos considerando funciones de escalamiento y wavelets con soporte
compacto contenido en S.

La siguiente proposicién describe las propiedades de las secuencias de

subespacios de H~%(S),
T(V?),jez, y TW;), j€EL,

y las propiedades de las secuencias de subespacios de H(S),
TVP), i€z, y TW)), jeZ

donde {VJS , 7 € Z} se generan, respectivamente, a partir de {djx : k € 1"33 |
para j € Z, y proporcionan una aproximacion multirresoluciéon de L%(S), y
{st C L?(S), j € Z} se generan, respectivamente, a partir de {Yja: A€ Af} ,
para ] € Z.

Sean R,y ﬁa los operadores de covarianza de X, y )?a de forma que R,

y R, admiten las representaciones

Re = TT, (1.22)
R, TT, (1.23)
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en términos de los isomorfismos 7 : L*(S) — H™%(S) y T : L2(S) —
H"(S).

Proposicién 4 (Ver Angulo, Ruiz-Medina y Anh, 2003). Sean T y T los
operadores definidos en las ecuaciones (1.22) y (1.23), respectivamente. En-
tonces se tienen las siguientes afirmaciones:

(1) Las secuencias de espacios
(M =T (Vf):jez} v {M=T(V):jez]

son secuencias crecientes de subespacios cerrados y disjuntos cuyas uniones
. . - > 7
son respectivamente densas en los espacios H™*(S) y H (S5).

(i) Los sistemas

{(Pj:k = T((,?Sj;k) . k€ Fg} s U {(,Oj:k = %(Qf’j;k) : k € Fg}

generan respectivamente los subespacios M; y M7 para cada j € Z, y se

tiene que

Mj+1 MJ+NJ, ] EZ,

Mj+1

M? + N?, j€Z,

donde N; = T(W?) se genera a partir de {yjn =T (Wjn) : AEAS} v
Ni=T (Wf) se genera a partir de {,),j:)\ = 7-(%:)\) : A € AJS} .

(ii1) Los sistemas

{o =T (ék) : k € FOS} U{vja:=T (¥ja) 1 AE Af,j >0} (1.24)

{cpk — %((ﬁ?k) -k € Fg} U {fyj:" = '7'(?,&5;;\) = Af,j > 0} (1.25)
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son bases duales de Riesz con respecto a L*(S). Entonces, para cada g €

H=(S) y¢ € H (5),

d g (@) (o) + D D> g (V) é (1)

<g7 ¢*>QEH“0(S)

kel 120 XeA?

= Y g ()" (&) + D> 9" (va) 8" ()
kel 320 XeA?

o (g*, qb)”f{_a(S) ; (126)

donde * denota, como antes, dualidad entre espacios de Hilbert. Las descom-

DOSLCIONES

- — M . — ON 3
H%(S) = ‘?\/10693_201\1J y Ug=M ®j20N (1.27)
son biortogonales (@ denota la suma no-directa de subespacios 7]

"Nota 7 En el caso en que los operadores T vy T sean homogéneos la descom-
posicion biortogonal introducida en la proposicion anterior proporciona una
aprozimacion pseudo-multirresolucién de H=*(S) y H (S) (ver, por ejemplo,

Donoho, 1995).

En la proxima seccion se aplica la Proposicion 4 para obtener, bajo la
existencia del campo dual )?a de X,, una expansion ortogonal mediante
wavelets de X, (respectivamente )?a) en términos de las dos bases duales de

Riesz introducidas en la Proposicion 4.

1.4.3 Expansion ortogonal generalizada mediante wa-

velets

El siguiente Teorema proporciona una alternativa a la expansion de Karhunen-

Loeéve para construir bases ortonormales del espacio de Hilbert de nicleo re-
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productor de un campo aleatorio. En particular, la expansion de Karhunen-
Loeve proporciona la siguiente base ortonormal de los espacios de Hilbert de

nicleo reproductor H(X,) ¥y H()?a), respectivamente:

©m (Am(Ra))l/QQSma m € N,
o™ = Om(Ba)?0m = Om(Ra) *¢m, meN,  (1.28)

e

donde {A,(Ra)}nen ¥ {)\ (Ra)} . denotan, respectivamente, los autova-
ne

lores de R, ¥ R, Y {#n},en denota el sistema de autofunciones asociado.

En el siguiente resultado se proporciona una base ortonormal de los espacios

H(Xa) y H()?a) construida a partir de una base ortonormal de funciones

wavelets.

Teorema 4 (Ver Angulo, Ruiz-Medina y Anh, 2003). Bajo las condiciones

de la Proposicion 4, las bases duales de Riesz

fon =T (¢) K €TSIU {mini= T (%) : A € AS, j >0}

{90 T (¢x) - kers} {’Y’M T () : A € A, jZO}

son, respectivamente, bases ortonormales de los espacios de Hilbert de nucleo

reproductor Xqo Y X,

Corolario 1 (Ver Angulo, Ruiz-Medina y Anh, 2003). Bajo las condiciones

del Teorema 4, Xo admite la siguiente expansion en media-cuadradtica:

= Xa (@) @)+ 2 Xa () wa(0), (129

kel'§ J20 XeAf
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e —

para todo ¢ € H (S). Los coeficientes aleatorios {Xa (¢¥): k€T } y
{Xa (7)) : A€ A, j >0} son incorrelados.
Andlogamente, el campo dual )?a admite la siguiente representacion en

en media-cuadradtica:

Xa(9) =Y Xalow) @ (@) +Y_ D Xa(1a) 7 (9), (1.30)

kel 720 XeA?

para todo g € H~%(S), con coeficientes aleatorios incorrelados.

Las expansiones ortogonales introducidas en el Corolario 1 proporcionan u-
na descomposicién en términos de wavelets-vagueleties en media-cuadratica
de los filtros lineales generalizados (1.15) y (1.16) definidos en las represen-
taciones abstractas de X, y X, (ver Secciéon 1.3) que relacionan respecti-
vamente, X, y )?a con €125y (ver Donoho, 1995, sobre descomposiciones

wavelet-vaguelette para filtros lineales deterministicos).

Los resultados sobre expansiones ortogonales en términos de wavelets
mostrados en esta seccién seran aplicados en los Capitulos 2 y 3 para defi-
nir una aproximacioén finito-dimensional a los problemas de reconstruccion,
extrapolacion y filtrado inversos, asociados a campos con ordenes de regula-

ridad /singularidad fraccionarios.



Capitulo 2

Reconstrucciéon y extrapolacion

2.1 Introduccion

En este capitulo se consideran los problemas de reconstrucccion y extra-
polacién para campos aleatorios con ordenes fraccionarios de regularidad y
singularidad. La formulacién inversa de estos problemas se halla asociada
frecuentemente al estudio de sistemas cuya salida es conocida u observable
y cuya entrada representa la cantidad de interés. Encontramos ejemplos en
4reas tales como ingenierfa (Ekstrom, 1982), medicina y biologia (Christakos
y Hristopulos, 1998; Louis, 1992; Lubbig, 1995), geofisica (Campi, 1980; San-
tosa y Symes, 1998; Trampert, Leveque y Cara, 1992), hidrologia (Dietrich y
Newsam, 1989; Kitanidis y Vomvoris, 1983; Sun, 1994), meteorologia (Huang
y Cressie, 1996; Wikle y Cressie, 1999), etc.

Formalmente, se considera la siguiente ecuacion:

Af =g

30



36 Reconstruccion y extrapolacion

donde f representa el campo entrada, g representa el campo de salida y A
es un operador que supondremos lineal. La ecuacion anterior se interpretara

en media cuadratica.

En el problema de reconstruccién estudiado en este capitulo se supone
que g es observable en todo su dominio. Se trata entonces de estimar los va-
lores de f en todo su dominio a partir de la observacion de g. Por simplicidad
se supondréd que coinciden los dominios de f y g. S1 A es un operador con
inverso acotado, la resolucién de este problema se puede llevar a cabo en un
contexto deterministico. En la situacién considerada, f y g poseen ordenes
de regularidad /singularidad fraccionarios (ver Benassi, Jaffard y Roux, 1997;
Christakhos, 2000 y Ruiz-Medina, Angulo y Anh, 2002y 2003a), el operador
A no posee un inverso acotado sobre el espacio de funciones de cuadrado
integrables sobre el dominio comtn de f y g, L*(S) y es necesario regularizar
el problema para obtener una solucién que dependa de forma continua de los
datos. En el caso en que A es compacto, esta regularizacién se llevara a cabo
considerando la teoria de campos aleatorios generalizados sobre espacios de
Sobolev fraccionarios (ver Ruiz-Medina, Angulo y Anh, 2003b). La herra-
mienta esencial que consideraremos para resolver en la practica este problema

consistird en la transformada wavelet (ver Fernandez-Pascual, Ruiz-Medina

vy Angulo, 2003a).

En el problema de extrapolacién se supone que el campo g es observable
en un subdominio. Se trata entonces de estimar f en un dominio que con-
tiene al subdominio observable. Nuevamente se aplicard la teoria de campos
aleatorios generalizados sobre espacios de Sobolev fraccionarios para regula-

rizar el problema y la transformada wavelet permitira la definicién de una
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solucién de dicho problema en la practica.

En los problemas mencionados, la estimacion de [ se realizard mediante
la aplicacién del Teorema de la Proyeccién Ortogonal en un contexto gene-
ralizado. La inversién de la ecuacién de Wiener-Hopf asociada se formula
entonces en términos de operadores y funciones test en espacios de Sobolev
fraccionarios apropiados. Bajo ciertas condiciones la solucion débil obtenida

se puede interpretar en sentido fuerte.

2.2 Antecedentes

En el planteamiento cldsico del problema de estimacion en el contexto de pro-
cesoso de segundo orden, se consideran un proceso de observacion {X;,t €S}
y una variable aleatoria Y de interés cuyos valores se estiman mediante su
proyeccién ortogonal en el espacio de Hilbert Hx generado por X siendo
Hy = sp{X;,t € S}. Dicha proyeccién verifica:
(i) Y € Hy,
(ii) E[Y — Y]? = mingen E[Z — Y)?,
definiendo el estimador lineal minimo-cuadréatico de Y basado en la informa-
cién proporcionada por X.

En los problemas de filtrado y prediccién se considera Y definida en
términos de las variables aleatorias del proceso de interés respectivamente
dado por Y; = X; + N, Y; = Xi4r, 7 > 0, donde N; es un ruido de observa-

cién incorrelado con X.

En particular, el filtrado de Wiener proporciona la definicién del estima-

dor lineal minimo-cuadratico a través del espectro para procesos estacionarios
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con funcidon de densidad espectral bien definida. Es decir, el estimador lineal
minimo-cuadratico se define en términos de un filtro lineal invariante en el
tiempo.

Sean dos procesos estacionarios en sentido amplio {X; : ¢t € R} e
{Y; : t € R}. Se supone que existen las funciones de densidad espectral

absolutamente integrables, Sx, Sy y Sxy, tales que,

E XX = f Sy ()€™ dy (2.1)
R

E [Xt-f-'r?t] — LSXy(V)eizﬂVTdV (22)

E [}Q+T_)7t] == f Sy (v)e*™ dv. (2.3)
R

Denotamos por Hy, el espacio de Hilbert generado por {X,,s < t}.

Entonces, la proyeccién E [Y;|Hy,] se caracteriza por las condiciones
(i) E[Y:|Hx,) € Hx,,
(ii) (Y; — E[Y;|Hy,]) es ortogonal a Hx,.
Los siguientes resultados son fundamentales en la resolucion del problema

de estimacion mediante filtrado de Wiener.

Proposicién 5 Sea S € L? una funcidn real no negativa tal que

/ | In5(v) |d1/ < 00.
R

1 + 2

Entonces, existe una funcion h C L? tal que,

| A(v) [>= S(v), (2.4)
h(t) = / 2y (V) dy = 0, t <0, (2.5)
R

"y

h(u + iv) = f e?m(uti)ip 4y £ 0, v > 0. (2.6)
R
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Si Sy verifica las condiciones de la Proposicion 9, entonces {X,;} se puede
representar en términos de proceso de ruido blanco, {&;,¢ € R}, mediante
un filtro con funcién de transferencia h, y reciprocamente, se puede obtener
{e,,t € R} a partir de {X;,t € R} mediante el filtro 1/ h. Estas afirmaciones

se pueden expresar en términos de un proceso con incrementos ortogonales
{Z;,t € R} asociado a {&;,t € R}, con Zy =0y EldZ,dZ4| = dss, tal que,
X o= / h(t — $)dZ, = / 2, (1)d 2, . (2.7)
R R
La condicién (2.6) implica que, para cada t, Z; € Hx,.
El proceso Z;, se puede derivar a partir del proceso espectral

{X,,v € R} mediante la ecuacién

t
2= [ = | edsaX,. (2.8)
R h(v) Jo

Proposicién 6 Sean {X;} e {Y;} dos procesos estacionarios en sentido am-

plio que satisfacen (2.1), (2.2) y (2.3). Se considera h obtenido mediante la
factorizacion de Sx que satisface (2.4). Sea {Z;,t € R} el proceso introducido

en las ecuaciones (2.7) y (2.8). Entonces,

L

B, Hx) = [ o(t=s)dz., (2.9)

— 00

donde g viene dado por g(t) = [, e*™" SEZ’V()”) dv, t € R, y la integral se

interpreta en media cuadratica.

Asimismo, la solucién (2.9) se puede definir en términos de un filtro « dado

por

50) = [ g(®e
0
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mediante la expresion

BviHx) = [ ZE ; 2GR, (2.10)

de donde se deriva que el estimador lineal minimo-cuadratico se obtiene en

términos del proceso X; y un filtro lineal invariante en el tiempo con funcién
de transferencia 4/h.

En la practica, la formulacién de Wiener para el problema de filtrado no
siempre resulta apropiada por alguna de las siguientes causas: Se dispone de
procesos no estacionarios, o aunque lo sean no existe su funcién de densidad
espectral; no se conocen las propiedades de segundo orden de X; e Y3, y/o no
se dispone de la observacién del proceso en el pasado infinito para calcular
el estimador.

Estas limitaciones quedan subsanadas en la formulacién del filtrado de
Kalman, en la que se requieren condiciones mas sencillas de conseguir en la
practica. A diferencia del filtrado de Wiener, cuya solucion viene dada en
términos de un filtro lineal invariante en el tiempo, la solucién del filtrado de
Kalman se expresa en términos de una ecuacion diferencial (ver, por ejemplo,
Wong y Hajek, 1985).

Para el caso de campos aleatorios no estacionarios, Ramm (1990) define
la solucién al problema de estimacién lineal minimo-cuadratica, para la cla-
se de campos aleatorios cuyas funciones de covarianza B(z,y) son nucleos
de operadores definidos como funciones racionales positivas de operadores
elipticos autoadjuntos en L?*(R™). Dichas funciones admiten la siguiente re-

presentacion espectral

B(xy) = [ POIQ (N®(x, ¥, Ndo(3). (2.11)
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donde A representa el espectro continuo del operador de covarianza, dp la
medida espectral y ®(z,y, A) el nucleo espectral de un operador eliptico au-
toadjunto £, de orden s; P(A) y Q()) denotan polinomios positivos de grados
py g, respectivamente.

En el caso en que p > g, el operador con nucleo (2.11) es un operador integro-
diferencial eliptico; si p = g, entonces B = cl + K, donde ¢ > 0, I denota
el operador identidad y K es un operador compacto autoadjunto; s1 p < g,
se dice que B es un operador compacto autoadjunto en L?(R"™). Se considera

un campo aleatorio de observacién dado por
U(x) = s(x) +n(x), xe€ScL*R"), (2.12)

donde s(x) denota el campo aleatorio de interés, y n(x) un ruido; sin pérdida
de generalidad, se supone que ambos tienen media cero. Se considera que la
funcién de covarianza By del campo observado U y la funcién de covarianza
cruzada By s, son conocidas y se desea encontrar el estimador lineal minimo-
cuadratico de As(xg), donde A es un operador dado. Dicho estimador lineal
se define como sigue

0= HU) = [S h(x, y)U(y)dy, (2.13)

donde h(x,y) es una distribucién, bajo la condicién,
e =F[HU — As]?> = minimo. (2.14)

En el caso en que A = I, el problema de estimacion planteado coincide
con el problema de filtrado.

La condicién necesaria para encontar el minimo en la ecuacién (2.14),
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viene dada por la identidad

f By(z,y)h(x,y)dy = By s(z,x), X,z € S, (2.15)
S

donde el miembro izquierdo de (2.15) adquiere sentido si el nicleo By(z,y)
pertenece al espacio de funciones test sobre el que se define la distribucion
h. En la ecuacién (2.15), la localizacién x donde se quiere estimar s actua

como un parametro, por lo que dicha ecuacion se puede interpretar como

(Ruh)(z) = /S Bu(s,y)h(y)dy = Bu.(3,x), ,€5, (2.16)

en términos del operador de covarianza Ry, de U, donde la iinica condicién que
se impone sobre By (z,y) es que pertenezca a la clase de nicleos de funciones
racionales positivas de operadores elipticos autoadjuntos sobre H = L?(R").
Se considera que f € He = H%(S), con a = (¢ — p)s/2.

Si ¢ < p, la solucién de (2.16) con orden minimo de singularidad existe y
es Unica, perteneciendo al espacio H™*2lel si f € H™.

Si g > p, el orden de singularidad de A es, en general, positivo, ord A = «a.
Entonces, se tiene que Ry : H*(S) — H%(S) es un isomorfismo. Si h;
resuelve (2.16) y ord (h;) > «, h; no verifica (2.14) y, por tanto, la unica
soluciéon de (2.14) es la solucién con orden minimo de singularidad a dada
por (2.16), estable bajo pequenas perturbaciones de los datos.

Considerando un contexto multiescalar, como el que asumimos para re-
solver el problema de estimaciéon lineal minimo-cuadratica a lo largo de los
Capitulos 2, 3, y 4, Miller y Willsky (1995) derivan una formulacién referi-
da a espacio-escala para el caso en que se disponga de informacién fusionada
procedente de distintos sensores con diferente resolucién y cobertura espacial.

En particular, consideran que la informacién a-priori se define en términos
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de un modelo fractal en un contexto bayesiano, definido en el dominio de la
transformada wavelet con el propésito de regularizar el siguiente problema:

Sea el sistema de ecuaciones integrales,

yi(X) = [tz-(x,x’)g(x’)dx’ +n;(x), i=1,---,k, (2.17)

donde g denota la funcién que se desea reconstruir y los nucleos t; y las
caracteristicas del proceso de ruido n son conocidas, para x € R". En la
practica, el conjunto de datos se compone de un numero finito de muestras
yi(z), 5 =0,---, Ni.

Utilizando un desarrollo mediante wavelets, la funcién g admite la si-

guiente representacion:

Zg m, N)Pmn(x) + Z Z v(k, n)Yk.n(X), (2.18)

donde Ymn Y Y. son las versiones trasladadas y escaladas de las funciones ¢
y 1), de escalamiento y wavelet, con soporte compacto, donde N,(m) denota
el nimero finito de términos en la expansién a escala m y Fj representa la

escala mas fina de reconstruccién y C, la mas basta.

A partir de las relaciones recursivas
= Z [(n)p(2z — n), (2.19)
= h(n)y(2z — n),

donde [ y h denotan, respectivamente, los filtros low y high finitos asociados
a la base de wavelets, se obtienen los vectores de coeficientes de escalamiento

de g a escala m, g(m), los vectores de coeficientes wavelets de g a escala m,
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v(m), y la relacién entre g(m + 1), g(m) y v(m) mediante la transformada

wavelet discreta,

g(m) = L(m)g(m + 1), (2.20)
v(m) = H(m)g(m + 1), (2.21)
g(m + a) = LT (m)g(m) + H' (m)y(m), (2.22)

con L(m) y H(m) matrices cuyas componentes son los coeficientes de los
filtros [ y h, respectivamente.

Las ecuaciones (2.21) y (2.22) permiten la construccién de una matriz
W,, a partir de L(m) y H(m), que relaciona los coeficientes de escalamiento
de la escala mas fina, g = g(F,), con los coeficientes de escalamiento de
la escala mds basta, g(C,), y los coeficientes de detalles, y(m), para m =

Cy,Cyg+1,: -, Fg— 1, mediante

Y = ng = ['Y(Fg - 1)T= S 57(Cg)Tag(CQ)T] ' (2'23)

Nos referiremos al vector v como la trasformada wavelet de la funcion g.
En la préactica, el conjunto muestral suele ser discreto, y el modelo de

observacion se expresa por
yi = 1ig + ni, (2.24)
donde el elemento («, ) de la matriz 7; viene dado por
Tilas = / ti(Xa, X')pF,,8(x)dX".

A continuacién, se define la transformada wavelet discreta del vector de

observaciones muestrales,

ni = Wiy = WfTng’Y +Wn, =0vy+vy, i=1,---,k, (2.25)
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donde, m; estd constituido por por los coeficientes de escalamiento, v;(C}),
v el conjunto de coeficientes wavelets, m;(m) a escalas C; < m < F; — 1.

Finalmente, se fusiona la informacién recogida por todos los sensores,

y=1g—n,
donde,
y= [T, 9], (2.26)
T =17, Tf] ,
n = ['nf'—f, ,n{]T,

y, aplicando de nuevo la transformada wavelet a la fusién de la informacion,

la ecuacién (2.25) en el dominio transformado admite la extension

n = Ovy+v.

Segiin la metodologia tradicional, la estimacién optima se define en términos

de ecuaciones de estimacion dadas por

(TT"R'“IT + LTL) dmes = TTR . (2.27)
Desde una perspectiva de estimacién estadistica, la combinacién de un enfo-
que probabilistico de los modelos y el uso de un contexto multiescalar permite
estimar ¢ y evaluar la precisén de dicho estimador. Miller y Willsky (1995)
consideran el problema de reconstrucciéon definiendo el maximo estimador a
posteriori (map), supuesto que n ~ A (0,R) y g ~ N (0, F,), donde P es la

matriz de covarianzas a-priori para el campo aleatorio de entrada gy R es la
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matriz de covarianzas del ruido de observacién. Las ecuaciones de estimacion

se expresan entonces como sigue:

——1

(TT'R'_lT + (B 2)’-"?‘5"1/2) Gmap = TTR 'y. (2.28)
Mediante la aplicacién de la transformada wavelet a R y Py, se definen,

Po -— WEWT, (229)
R = WRW",

y se deriva la siguiente expresion de las ecuaciones de estimacion en el dominio

de la transformada wavelet,

(67R™0 + (P /* Py "*) Amap = O R, (2.30)

En particular, si Py = (A\2LTL)™?, el estimador de g obtenido mediante
el planteamiento lineal minimo-cuadratico coincide con el obtenido mediante
el enfoque bayesiano. En el caso en que Py = (A*L"L)™", donde L repre-
senta una diferenciacién de primer orden, se tiene que g es un movimiento

browniano, verificando Lg = w, con w ~ N (0, \7%I).

2.3 Planteamiento de los problemas

Se consideran los problemas de reconstruccién y extrapolacion inversa en
términos de un campo aleatorio de entrada, f, y un campo aleatorio de
salida, g, ambos definidos sobre un dominio S. Los campos aleatorios fvg

se encuentran relacionados mediante un filtro lineal definido en términos de
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un operador integral como sigue:

o(z) = [S k(z,y)f(y)dy, 2 €S, (2.31)

m.cC.

donde ‘m.c.’ indica integracién en media cuadréatica. Nos referiremos a la
estimacién lineal minimo-cuadratica de los valores de f sobre S, a partir de la
observacién de g sobre S, como problema de reconstruccion, y nos referiremos
a la estimacién de f sobre S; a partir de la observacién de g sobre Sy C Sy,
como problema inverso de extrapolacion.

A continuacién se van a introducir las formulaciones ordinaria y gene-
ralizada de los problemas anteriores. En el planteamiento ordinario de los

problemas de reconstruccién y extrapolacion se considera el siguiente modelo

de observacion:

9(z) =fs k(z,y)f(y)dy, z€ Sy, (2.32)

siendo S, = S; en el problema de reconstrucciéon y Sy & Sy en el problema
de extrapolacién. La aplicacién del Teorema de la Proyeccion Ortogonal
conduce a la siguiente ecuacioén integral:

B¢y(Z,y) :/S [(z,X)By,(x,y)dx, Vz € 5y. (2.33)

El estimador lineal minimo-cuadratico viene dado entonces por

P

flz) = Lglz) = /S [(z,x)g(x)dx, z € S;. (2.34)

En la practica suele presentarse el caso en que Sy y S, son finitos. En tal

caso, la estimacién viene dada por

f(z) = Z lig ().
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donde {l; : i = 1,--- ,n} satisface el sistema de ecuaciones derivado mediante
discretizacién de la ecuacién (2.33).

En el planteamiento generalizado, la ecuacién integral (2.31) se define
en términos de los campos aleatorios generalizados g, y fs respectivamente

asociados a g y f (ver Capitulo 1), como sigue:

9da(p) = fs(K ), Vo€ H (S), (2.35)

siendo « el orden de singularidad de g, el pardmetro S representa el orden
de singularidad de f y por tanto, el operador adjunto K " de K es acotado
entre los espacios H (S) y FB(S )

El estimador lineal minimo-cuadratico f3(#) de fz(¢), basado en la infor-
macién que proporciona {ga(p): ¢ € FQ(S)} , viene definido en términos

del operador lineal L' : —ﬁﬁ(S) — H (S), adjunto de £, como sigue:

5(8) = ga (L'(¢)), Vo H (). (2.36)

La aplicacién del Teorema de la Proyeccién Ortogonal en este contexto

conduce a la siguiente ecuacién lineal de estimacion:

Rjya(9) = o Rou(L'0), Vo € T(S), (2.37)

La ecuacién adjunta viene dada por

Riage(#) |, 5 o LReu(@): Vo € H(S), (2.38)

donde Ry, denota el operador de covarianza asociado con la funcién de

covarianza cruzada By, entre fg y ga-
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En el caso en que 3 > n/2, el operador £ admite una representacion
integral en términos de un nucleo [ que define las estimaciones puntuales
de f en sentido fuerte (ver Teoremas de Inyeccién de espacios de Sobolev

fraccionarios en espacios de Holder, Apéndice A).

2 4 Desarrollo ortogonal de un campo alea-

torio en términos de wavelets

En esta seccién se obtiene una formulacién de los campos aleatorios de en-
trada y salida en términos de expansiones ortogonales mediante wavelets.
En términos de dichas expansiones se derivara una aproximacion débil del
estimador lineal minimo-cuadrético en la Seccion 2.9.

Se suponen las siguientes condiciones sobre f vy g que definen la clase de

campos aleatorios para la que se estudian los problemas de reconstruccion y

extrapolacion:

(C1) El campo aleatorio entrada f se genera a partir de un ruido blanco

e, en términos de la siguiente relacion lineal:

f(¢) = e(Tid), Vo€ H(S),

donde el filtro 77 es un operador lineal que define un isomorfismo entre

H(S) y L2(9).

(C2) La norma del espacio de Hilbert de niucleo reproductor del campo
generalizado definido por g es equivalente a la norma del espacio de

Sobolev fraccionario H~%(.5).
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Nota 8 Como consecuencia de (C1)-(C2), se tiene que K, como operador

entre los espacios H ?(S) y H~*(S), y K~' como operador entre los espacios

H~(S) y HP(S), son acotados.

El siguiente resultado proporciona las representaciones ortogonales en sen-

tido débil de los campos entrada y salida bajo las condiciones (C1)-(C2).

Teorema 5 Sean f y g dos campos aleatorios relacionados por la ecuacion
integral (2.31). Suponemos que se verifican las condiciones (C1)-(C2). En-

tonces, f y g admiten las siguientes expansiones ortogonales en sentido débil

sobre S :

() = ) fa( @)+ DD fs( ) e(),  (239)

H(fg)

keTs 120 6coS
1) = Y aal(KY K ()
+3 > ga((K™N) Y )Kj0(0), (2.40)

320 ee@f

siendo px = T;(¢x), para todo k € Ty, ¥y Ve = T;(¥j.6), para todo 0 €
©F, j >0, con Ry = T;Ty. El sistema {:keljlu{+*?:0c0? j>0}
define la base de Riesz dual con respecto a L*(S) de la base de Riesz {cpk .k € Fg}u

{'y_,-:g . 0 € @_‘f , ]2 0}, construida a partir de la base ortogonal de wavelets
(o :k€TF} U {thjo:0€0OF, j >0} de L*(S).

Demostracién A partir del Teorema del Nucleo (ver Gel’fand y Vilenkin,
1964), las funciones de covarianza By, v Bg,4, admiten las siguientes re-

presentaciones en términos de operadores simétricos y positivos Ry, y Ry,,
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respectivamente:

R;,(6) (W) = Ry, (¥)(9), Vé,9 € H (S),
R, (¢)(¥)) = Ry, (¥)(4), Vo,% € H (S).

Bfﬁfﬁ(qb? "’b)
Bgaga (QS: ?ﬁ)

A partir de (C1), se obtiene

Ry, (#)(w) = TiTHS®), Yo,9€H (), (2.41)

y de la ecuacién (2.31), g se define mediante la identidad

go(9) = e(T;K'¢), Vo€ H (S),

que permite definir el operador Ry, en términos de 7y como sigue:

R, (#)(¥) = KT;T;K'(¢)(), Ve, v €H (S). (2.42)

La ortonormalidad de los coeficientes aleatorios de las expansiones dadas en
las ecuaciones (2.39) y (2.40) se deriva a partir de la ortonormalidad de la
base {dx : k € ['§ } U {%ji0 : 0 € ©%, j > 0} con respecto a la geometria de
L2?(S) y de las ecuaciones (2.41) y (2.42) :

E [f5(d)fs(@P)] = TiTr()(@P) = TiT T ()T ()
= T;(¢x)T; ' (#p) = Ok,
E [f5() fs(v®)] = TiT()(®) = TiT T () Ty (s:0))
= T; () T; " (¥5:0) = 0,
E [fs(v) fs(v"N)] = TTr(7) ") = T T (50) T (¥nin))

= T;(¢;:0)T; ' (¥n:a) = 65,100, (2.43)
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Los elementos del sistema {¢* : k € I'§ } U {77 : @ € ©F } se definen como

sigue:

©
|

“ = T é), VkeTlyg,
,},j:G 7}_1(¢j:9)a Vo = @f, ] Z 03

teniendo en cuenta que

P(pp) = Okp=T;"(¢x) (T{(¢p)), Vk,p €Ty,
o(v;:0) = 0="T; (o) (T;(¥j0)), VkeIl;, 60€©;, ;>0
Y (Yha) = 6jnder = T (v5:0) (T5 (¥n:a)) 5
Vk,heTl;,0,A€ 07, j>0. (2.44)

A partir de las igualdades

Brass(6,0) = | T(9)lI32s)
= D [T (@) + D D [T1(8)(%50)]°

ker‘g 7>0 aeef
= Z [o(@)]” + Z Z [v:0(9)]", ¥
kel'y 120 geco7

177 K" () lIz2s)
D ITE' @) (@) + ) D [TK' (¥)(%50)]°

kel'y 320 6€©7

S Ka@F + 3 3 Ko@), (249

kel'y 720 €07

'Bgagcx (¢1 w)

para cada ¢ € —Fl_ﬁ(S) y 1 € H (S), se tiene que el miembro derecho de las
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ecuaclones

E |f5(9) — D fa(#")ex(9) — Z S £5(¥)vi0()

kel's j=0 6c0O7
M
= By 15(¢, & Z ()] — Z Z [vi:0(D))°, ¥
kel'y 7=0 6€0O?

| kers J=0 6€07?
M
= Bgngcr (wa %D) o Z [K(:Ok(w)]2 o Z Z [Kfy-"’ e(w)]z’
kerg j=0 6€0;

tiende a cero cuando M tiende a infinito.

Nétese que los cardinales de los conjuntos de ISy @f, 7 > 0, que repre-
sentan el numero de coeficientes no nulos de escalamiento y wavelets, respec-
tivamente, son finitos debido a que se ha considerado una base ortonormal

de funciones wavelet con soporte compacto contenido en S (ver Apéndice C).

Nota 9 La continuidad en media cuadrdtica de g para —a > n/2 se prueba
a partir de los Teoremas de Inyeccion de espacios de Sobolev fraccionarios
en espacios de Holder-Zygmund (ver Apéndice A). En el caso en que tam-
bhién —fB > n/2, las expansiones ortogonales derivadas en sentido débil en el
Teorema & para f y g pueden ser interpretadas en sentido fuerte. Asi, las

siguientes expansiones ortogonales pueden obtenerse puntualmente para f y

g: Para z € S,
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f2) = > flo@)+ > f*0(2), (2.47)

kel 320 6€07
— k 7:6 _
9(z) = ) dKp(z)+) > ¢°Knje(2), (2.48)
kel'§ i20 geoS

donde, parak € T5 y 0 € ©3, j >0,

e = [ (@)@

S
e = | f(2)7"(2)dz,
m.cC. S
i = [ 9@ @),
7 = [ 9@ E ¥ (@)da, (2.49)
m.cC. S
representando = la identidad en media cuadrdtica, y definiéndose

m.c.

{ex : keTi}U{ve:0€0;, j>0}

(P keTSIU{y?:0€0f, j>0)

como en el Teorema 5 considerando las correspondientes identidades en sen-

tido fuerte (ver Angulo y Ruiz-Medina, 1999).
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2.5 Resolucién funcional del problema inver-

so de estimacion

2.5.1 Aproximacién discreta en términos de wavelets

El siguiente resultado proporciona una estimaciéon débil de f basada en la
proyeccién del problema de reconstruccién en la base {K ok el's } U

{Kvj9:0€073,j> 0}, del espacio de Hilbert de nicleo reproductor H(ga)

de g,.

Teorema 6 Supongamos que se verifican las condiciones del Teorema 9. En-

tonces,
: . K“‘1 Rf.o. R;' Kok (-
fﬁ H(fﬁ) ZS 9 ) ) f89a*"ga (Pk( )
kels
+ Z Z Yo ((K—I)I’szg) Rfﬁgcr R;ﬂlK’Yj:e(-)
720 96@5
e(dx) Rsga Ry Kpk(+)
H(fs) RZ:FS 29
+Z Z e(¥j:0) Rysga Ry, Kvji0(-), (2.50)
720 ge@S
donde Hﬁ ) denota la igualdad en media cuadratica en el espacio de Hilbert
B

H(f5) definido por H(fs) = 59" @{fs(¢): 0 € H (S)} v

RN )W) = D ((K™)'¢") (9) (K1) '¢") (%)

kel

+3°% ((KY'Y0) (8) (K1)'7) (). (2.51)

720 eeef
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Nota 10 Las expansiones ortogonales en sentido débil derivadas del Teo-
rema & proporcionan aprozimaciones funcionales de f y g. La formula de
reconstruccion (2.50), derivada en términos de dichas expansiones, conduce

a una estimacion funcional de f sobre S.

Demostracién A partir de la condiciéon (C1) y la ecuacién (2.31), se tiene
que

9a(9) = € (T;K'¢), Vo€ H (S).

Bajo las condiciones del Teorema 3,

go (K71)'¢%) = e(T3K'"(K")"'T; '¢n) = (dx), Vk € I,
9o (K1) = e(TrK'(K')7'T; "¥j0) = € (Y50) , VO € 7, j > 0.

Ademas,

f8(¢")
f8(*®)

e (T3T ox) =€ (dn), Vk €T,
e (TyT7 "Wj0) = € (Vj0), VO E€OF, j>0. (2.52)

Los coeficientes aleatorios ortonormales que definen la férmula de recons-
truccién (2.50) coinciden, pues, con los coeficientes aleatorios que definen la
expansion ortogonal de f en el Teorema o.

Paratodok el y @ € ©7, j >0,

Rfega R;nl Kok ( )
Rfﬁgcx R;al K’YJQ(')

T K (KT H(T) T K KT k() = s

vj:6(+)- (2.53)

Por tanto, la ecuacién (2.50) permite generar f a partir de la expansion

ortogonal de g. La expansién en serie (2.51) se obtiene del desarrollo dual del
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inverso R, ! de R,,. Es decir, puesto que,

Y Ko@) Kew®) + ) Y Kibjo(¢)Kje(¥) (2.54)

kel's 720 6cof

converge a Ry, (¢)(v) = KT;T;K', se tiene entonces que

> ((EY'e™) (F) (K716 (9)

kel'y

+> 0> (Y ) () (K%' (g

J>09€@5
converge a R;1(f)(9) = (K) T H(TH) 'K (f)(9).

En el siguiente resultado se deriva una férmula de extrapolacion inver-
sa funcional minimo-cuadratica de f basada en su expansién ortogonal en
términos de wavelets transformadas. La siguiente notacion sera utilizada en
las representaciones débiles en serie de la funcién de covarianza cruzada entre

f v gy de la funcién de covarianza de g:

R (%) = D o) Ko (%) + D D v () [Kvse0] (%),

kel's 720 6cO?
hKK Xg, XJ Z [K‘Pk X [K(Pk] x_y + Z Z K'Yj 9] x%) [K7J 9] (x.?)
kel's 720 96(—)5

(2.55)

respectivamente, para x;,x; € S.

Teorema 7 Bajo las condiciones del Teorema 5, suponiendo que el conjunto

de observacion de g es finito, constituido por las localizaciones Xi,...,X, €
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S, para —a > n/2, se obtiene la siguiente formulacion funcional del estima-

dor lineal minimo-cuadrdtico de f en el problema de extrapolacion:

f() = Llg(xi),---,9(xa)]" () |
WEK (x0,%1) ... hEE(xq, %)
== [hIK(-,xl),...,hm(-,xn)]
hEE (x,,x1) ... ”hEE(xp,x,)

x [g(x1),...,9(xn)] , (2.56)

donde ‘™’ denota la transposicion de vectores y matrices.

Demostracién A partir del Teorema 5, f admite un desarrollo ortogonal
como en la ecuacién (2.39). Dicho desarrollo induce un desarrollo ortogonal
transformado para ¢ en términos de {chk  k € I‘g}U{Kfyj:g : 0 € @f,j > 0} ,
v las siguientes expansiones en serie de los operadores de covarianza Ry, ¥

)

> on(d) K on()

kel

+ Z Z vi:0(®)Kv;.0(1), (2.57)

720 6€0;

> Kou()Kex(p)

kel'y

+ Z Z K'YJEG(w)K'Yj:O(‘P)a (2.58)

320 6€0O;

Rfﬁga (¢’) ("/))

|

Iy, (¥) ()

para ¢ € H (S) y ¢, € H'(S).
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En el caso generalizado, la formulacién débil del Teorema de la Proyeccion

Ortogonal conduce a la siguiente identidad:
L. == ngga R;ﬂl, ('2.59)

definiendo fg(¢) = ga(L'®), €l estimador lineal minimo-cuadratico de fg,
para ¢ € " (S), (ver ecuaciones (2.36) y (2.38)). Las ecuaciones (2.57) y
(2.58) conducen entonces a un desarrollo en serie de la solucién en sentido
débil, £. Para —a > n/2, R,, admite una expresion integral, y el desarrollo
en serie de R, proporciona un desarrollo en serie de la funcién de covarianza
asociada B,, dado mediante la ecuacién (2.55). Puesto que —a > nj/2,
considerando ¥ = 0y, = 1,---,n en (2.57) se obtiene entonces (2.56).

(ver Teoremas de Inyeccién de espacios de Sobolev en espacios de Holder-

Zygmund, Apéndice A). B

2.5.2 Aproximacién finito-dimensional

La expansién ortogonal en sentido débil de f dada en (2.39) conduce a la

siguiente aproximacién de su operador de covarianza, Ry, :

R () () = > ex(®)ex(®)

kel's

+ 305 ve@re(®), Vow <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>