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Introduccién General iii

Introduccion General

Un sistema se define, siguiendo las normas de la IEEE, como una com-
binacion de componentes que actian conjuntamente. El objetivo central en
el estudio de un sistema consiste en determinar los cambios que experimenta
a traveés del tiempo, por influencia de perturbaciones externas y/o internas.
Dichas perturbaciones, en muchas situaciones reales, son aleatorias, lo que
conlleva que, tanto la observacién del sistema como la senal descrita por el
mismo tengan también cardcter aleatorio. Estos sistemas se denominan sis-

temas estocdsticos y uno de los principales problemas abordados en ellos es

la estimacién de la senal a partir de las observaciones.

Los principios de la Teoria de Estimacién pueden situarse en el siglo
XVII y son atribuidos a Galileo Galile. Un siglo més tarde, concretamente
en 1795, Gauss desarroll6 el método conocido como minimos cuadrados, lo
que le permitié determinar la 6rbita del asteroide Ceres. Los resultados de
este descubrimiento no fueron publicados hasta 1809. Este retraso en la
publicacién provocé controversia en la asignacion del método ya que, tres

anos antes vy de forma independiente, Legendre inventé y publicé también
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iv Introduccién General

esta técnica. A pesar de todo, los historiadores han encontrado evidencias

suficientes para dar prioridad a Gauss.

Los primeros investigadores que desarrollaron un método de estimacién
minimo cuadrética para procesos estocédsticos surgen en el siglo XX. En 1939,
Kolmogorov aborda el problema de prediccién para procesos estacionarios en
tiempo discreto. Sus resultados fueron extendidos por Krein (1945) al caso
continuo. En 1942, Wiener formula el problema de prediccién y filtrado en
tiempo continuo para proceso escalares estacionarios, obteniendo expresio-
nes para los estimadores 6ptimos. Utilizando como informacién las funciones
de covarianza de la senal y la perturbacién, y a partir del Lema de Proyec-
ciones Ortogonales dedujo una ecuacién, denominada de Wiener-Hopf, cuya
solucién proporciona una expresién para la funcién impulso-respuesta del es-
timador de la sefial. Curiosamente, el problema de solucionar dicha ecuacién

ya habia sido abordado por él mismo y Hopt en 1931.

Si bien no es dificil extender la ecuacién de Wiener-Hopf al caso de pro-
cesos no estacionarios, la obtencién de su solucién es mds complicada, no
existiendo un método general para resolverla. Son muchos los trabajos que
trataron este problema, sin embargo, como comenta Kailath [8|, la puesta
en practica de los resultados era complicada y la aplicacién al caso vectorial
dificil de llevar a cabo. Estos inconvenientes toman relevancia, sobre todo, a
finales de los afnios 50 con la determinacién de érbitas de satélites. Uno de los

primeros investigadores en aportar algoritmos recursivos para este problema

fue Swerling (1959).

En 1960, Kalman [9] cambia la formulacién del problema de estimacién

especificando, en vez de la funcién de covarianza de la senal, un modelo

E XA X E RN N A AN EENEEBRBEEREALAAANEE A RBRERZERRREEERE N RN R RRRREREN R RNR NN R RRX,
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que describe el comportamiento interno del sistema, denominado modelo de
espacio de estados. Con esta nueva formulacién, solucioné el problema obte-
niendo un algoritmo recursivo para el filtro de menor error cuadréatico medio
del estado. Kalman deduce dicho algoritmo suponiendo que los ruidos adi-
tivos del estado y la observacién son blancos y mutuamente independientes.
El caracter restrictivo de estas hipé6tesis hace necesario el estudio de casos
mds generales, como son, por ejemplo, el caso en el que los ruidos no son
blancos (Jazwinski [7], Meditch [17]) o cuando se suprime la hipétesis de
independencia entre ambos ruidos (Kalman [10], Kowalski y Szynal [12]).

La ventajas computacionales que aporta la recursividad del filtro de Kal-
man son indudables; sin embargo, para su aplicacién es necesario conocer
el modelo de espacio de estados, lo que en muchas situaciones practicas es
dificil o imposible. En la década de los 80, Nakamori retoma el problema de
filtrado de la senal. Bajo la hipé6tesis de que la matriz de covarianzas de este
proceso tiene forma de micleo semi-degenerado, obtiene algoritmos recursivos
para la determinacién de estimadores de menor error cuadrético medio, sin
necesidad de especificar un modelo de espacio de estados. Para su deduccion,
Nakamori traslada el problema de resolver la ecuacién de Wiener-Hopf al de

la resolucién de un conjunto de ecuaciones en diferencias.

En los sistemas estudiados por Kalman y Nakamori, el proceso que se
desea estimar siempre forma parte de las observaciones disponibles para su
estimacién. Sin embargo, en muchas situaciones reales, esta presencia no esta
asegurada. A este tipo de sistemas se les denomina Sistemas con Observa-
ciones Inciertas. Concretamente, esta terminologia describe sistemas en los

que la senal, en la ecuacién de la observacién, no sélo se ve atectada por un
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ruido aditivo, sino que, ademés, estd perturbada por un ruido multiplicativo

modelizado por una sucesién de variables aleatorias de Bernoulli.

Como indicaron Jaffer y Gupta [6], la obtencién del estimador 6ptimo
del estado en sistemas con observaciones inciertas no es computacionalmente
simple, por lo que los diferentes estudios sobre la estimacién del estado en
estos sistemas se centran en la obtencién de estimadores subéptimos, tales
como el lineal. En 1969, Nahi [18] dedujo estimadores lineales de menor
error cuadratico medio del estado bajo la hipétesis de que la incertidum-
bre se describe mediante una sucesién de variables aleatorias independientes
de Bernoulli. En 1979, Hadidi y Schwartz [3| abordan el mismo problema
suprimiendo esta condicién de independencia. Ambos trabajos consideran
sistemas donde los ruidos aditivos del estado y la observacién son sucesio-
nes blancas y mutuamente independientes. En 1994, Hermoso y Linares [5]

generalizan los resultados de Nahi considerando que ambos ruidos estén co-

rrelados en un instante.

Por otro lado, en diversos trabajos ([19], [20], [21]), Nakamori obtiene
estimadores de la senal basandose en la informacién proporcionada por las
funciones de covarianza de la senal y los ruidos, sin necesidad de conocer el
modelo de espacio de estados. En 2001, Caballero et al. [2] generalizan el

resultado de Nakamori [20] obteniendo algoritmos recursivos para los estima-

dores de la senal en sistemas con observaciones inciertas bajo las hipé6tesis
de que las observaciones estdn afectadas por ruido blanco y ruido coloreado,

y que tanto la matriz de covarianzas de la senal como la del ruido coloreado

se expresan en forma de nicleo semi-degenerado.

Centrandonos en sistemas con observaciones inciertas, en esta memoria

2000000000 C0000C0C0CS00000000C0800088000006008088600C80080080
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generalizamos los resultados comentados anteriormente, tanto cuando el mo-
delo de espacio de estados es conocido, como cuando se usa como informacién
para la obtencién de los estimadores las funciones de covarianza de los pro-

cesos que intervienen en el sistema.
La memoria se estructur: -n tres capitulos:

Capitulol (Sistemas Estocdsticos Lineales Discretos). En este capitulo,
tras describir la ecuacién dindmica de estos sistemas, planteamos el proble-
ma de estimacién 6ptima del estado a partir de una serie de observaciones.
Finalmente, presentamos el algoritmo de prediccién y filtrado obtenido por
Kalman [9].

Capttulo 2 (Estimacion Lineal en Sistemas con Observaciones Inciertas).
Una vez descrita la ecuacién dinamica de estos sistemas, en este capitulo,
abordamos el problema de estimacién lineal del estado en sistemas con ruido
de observacién blanco; tras resumir los trabajos de Nahi [18] y Hadidi y
Schwartz [3|, generalizamos sus resultados considerando que la perturbacién
del estado esta correlada en el tiempo. Seguidamente, se considera el caso en
que el ruido de observacién no es blanco. Por iltimo, al abordar el caso en
el que los ruidos aditivos del estado y la observacién estdn correlados en un

intervalo de tiempo finito, se generalizan los resultados de Hermoso y Linares

5].

Capitulo 3 (Estimacion Lineal mediante Observaciones Inciertas usando
Funciones de Covarianza). Tras resumir brevemente los resultados de Ca-
ballero et al. [2], en este capitulo, tratamos el problema de estimacién lineal
de la senal, en sistemas en los que la senal y el ruido de observacién estan

correlados en el mismo instante. Por iltimo, abordamos el caso en que estos
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procesos estdn correlados en un intervalo de tiempo finito.

Para finalizar esta memoria, presentamos un ejemplo numérico en el que

se aplican algunos de los resultados propuestos.
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Capitulo 1

Sistemas Estocasticos Lineales

Discretos

1.1 Introduccion

Un sistema es un conjunto de variables que se interrelacionan y que a la
vez pueden considerarse como un todo. Usualmente, el interés en el estudio
de un sistema se centra en determinar los cambios que experimenta a traves
del tiempo por influencia de agentes externos y/o internos. Esto constituye
el objetivo de la Teorfa de Sistemas Dindmicos.

En el estudio de un sistema cabe destacar las siguientes etapas:

(a) Modelizacion. Consiste en encontrar un modelo que refleje bien las
caracteristicas del sistema y facilite su estudio. En esta etapa, se definen las
variables que intervienen en el sistema: variables de entrada, que representan
los estimulos externos; variables internas, las propias del sistema, y variables

de salida, que proporcionan la informacién real que se obtiene de él.
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(b) Descripcién matemdtica. En esta etapa se trata de encontrar las
ecuaciones matematicas que representen las relaciones existentes entre las
variables que intervienen en el sistema. Existen bésicamente dos tipos de
descripciones: descripcion externa o entrada-salida y descripcion interna o
con variables de estado. En la primera se describe la relacién entre las varia-
bles de entrada y las de salida, sin tener en cuenta la estructura propia del
sistema. En la descripcién interna, ademads de la relacién entrada-salida, se
especifica el comportamiento interno del sistema. Para dar esta descripcion

es preciso definir, ademéas de las variables citadas en la descripcién externa,

la. variable estado.

(c) Andlisis. Consiste en determinar la solucién de la ecuacién mateméti-
ca que representa al sistema (andlisis cuantitativo) y estudiar propiedades

generales del mismo (andlisis cualitativo).

La descripcién interna de un sistema se realiza mediante dos ecuaciones:
la ecuacion del estado, que liga al estado con las variables de entrada, y la
ecuacion de la observacion, que relaciona las variables de salida con el estado

del sistema. Al conjunto de estas dos ecuaciones se le denomina ecuacion

dindmica.

Cuando la ecuacién dindamica del sistema no esta perturbada por ninguna
entrada aleatoria, se dice que el sistema es deterministico. Sin embargo, en
un gran mimero de situaciones reales, un sistema dindmico estd afectado por
perturbaciones aleatorias; en tal caso, tanto el estado como la observacion

tienen también caracter aleatorio. Este tipo de sistemas se denomina sistemas

estocasticos.

Nuestro estudio se centrard en sistemas estocéasticos lineales en tiempo

A 2 E R E A XN R A NN BE N EAEEREZARZEAE AR NARAERNRERERE R NAERREE XX RS NNENRRE YRR N
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1.2 Ecuacién Dindmica de un Sistema Lineal en Tiempo Discreto 3

discreto. Tras describir su ecuacién dindmica (Seccién 1.2) y hacer un breve
resumen de algunas de sus propiedades (Seccién 1.3), consideramos el pro-
blema de estimacién 6ptima en este tipo de sistemas, planteando el problema,
general de estimar el estado a partir de una serie de observaciones (Seccién

1.4). Por iltimo, presentamos el algoritmo de prediccién y filtrado obtenido

por Kalman (Seccién 1.5).

1.2 Ecuacion Dindamica de un Sistema Lineal
en Tiempo Discreto

Supondremos que todas las variables o vectores aleatorios que intervienen
en la descripcién de un sistema estocdstico estdn definidos sobre un espacio
de probabilidad comiin (2, A, P) y toman valores en espacios euclideos finito
dimensionales.

Consideremos un sistema estocéstico lineal en tiempo discreto cuya ecua-
cién dindmica estd dada por

Fecuacion del estado

&k +1,k)z(k) +T(k + 1,k)w(k), k>0 (1.2.1)

z(k+1)

z(0)

Fcuacion de la observacion

2(k) = H(k)z(k) + v(k), k>0 (1.2.3)

donde {z(k), k > 0} es un proceso n-dimensional que describe el estado del

sistema, {w(k), k > 0} es un proceso ruido p-dimensional que representa la

——
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4 Capftulo 1. Sistemas Estocésticos Lineales Discretos

perturbacién del estado, {z(k), k > 0} es un proceso m-dimensional que des-
cribe la salida u observacién del sistema y {v(k), k > 0} es un proceso ruido
m-dimensional, el error de observacién. Por iltimo, ®(k + 1, k), I'(k + 1, k)
y H(k) son matrices deterministicas, de dimensiones acordes al vector que
acompafian, denominadas matriz de transicion del estado, matriz de ponde-

racion de la perturbacion y matriz de observacion, respectivamente.

1.3 Propiedades Cualitativas

1.3.1 Estabilidad

En términos generales, la estabilidad es una propiedad de los sistemas
dindmicos que estudia la permanencia de la trayectoria del estado alrededor

de un cierto valor, denominado estado de equilibrio, cuando dicha trayectoria

no esté afectada por ninguna perturbacién externa.

Diremos que un vector z. es un estado de equilibrio de un sistema dindmi-
co si, una vez que el estado alcanza dicho valor, su trayectoria permanece en
6] en instantes futuros, siempre que el sistema no sea perturbado. Por tanto,

el estudio de la estabilidad se centra en el analisis del comportamiento de la

parte homogénea de la ecuacién del estado
z(k+1)=®(k+1,k)x(k),
v un estado de equilibrio debe verificar
z. = ®(k+ 1, k)z..

Si en un determinado instante ko el estado estd “cerca” de un estado de

equilibrio z., en instantes sucesivos, puede permanecer alrededor de ese va-

5 0020000000000 0C000C0SECC200000COSCCSOSOOCROSOALSSOSOSOCOSGSOBSORES
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1.3 Propiedades Cualitativas 5

lor, o bien, alejarse de él. El objetivo es estudiar condiciones sobre la matriz
de transicién que garanticen que si el sistema en un instante ko “arranca”
cerca del estado de equilibrio, cuando el tiempo avance, permanezca proximo
o, incluso, converja hacia él. Un estado de equilibrio que verifique estas pro-
piedades se denomina estable y asintéticamente estable, respectivamente. A
continuacién, siguiendo los textos de Anderson y Moore [1], Kalman y Ber-

tram [11] y Szidarovsdy y Terry (23|, definimos formalmente estos conceptos.

Definicién 1.3.1 Un estado de equilibrio z. es estable si, para un instante ko
arbitrario y para todo € > 0, existe 6(¢, ko) tal que, si ||z (ko) — z|| < 6(¢, ko),

entonces ||z(k) — z.|| < € para todo k > ky.

Definicién 1.3.2 Un estado de equilibrio z. es asintdticamente estable si
es estable y, ademds, para todo ko, existe 6;(ko) tal que, si |[z(ko) — Ze|| <

61(ko), entonces ||z(k) — x| — 0 cuando k — oo.

Cuando 6(g, ko) v 6:1(ko) son independientes de ko, se tiene la estabili-
dad uniforme vy la estabilidad asintética uniforme, respectivamente, como se

especifica en las siguientes definiciones.

Definicién 1.3.3 Un estado de equilibrio z. es estable uniformemente si,

para un instante ko arbitrario y para todo € > 0, existe §(g) tal que, si

|z(ko) — .|| < é(¢), entonces ||z(k) — z.|| < € para todo k > k.

Definicién 1.3.4 Un estado de equilibrio z. es asintéticamente estable uni-
formemente si es uniformemente estable y, ademds, para todo ko, existe 01

tal que, si ||z(ko) — ze|| < 61, entonces ||z(k) — z.|| — 0 cuando k£ — oo.
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Observemos que si la solucién nula, z(k) = 0, es estable en alguno de
los sentidos definidos anteriormente, cualquier otra solucién también lo seré

en el mismo sentido, y se habla entonces de estabilidad de la ecuacién del

estado.

A continuacién, siguiendo el texto de Jazwinski |7], y notando por

®(k,1)

d(kk—1)---®(1+1,0), k>1>0
o(k,k) = I,

se definen los distintos tipos de estabilidad para la ecuacién del estado en

términos de la matriz de transicion.

Definicién 1.3.5

1. La ecuacion del estado es estable si y solo si existe una constante o tal

que

|2(k,0)[| <, k20

2. La ecuacion del estado es asintoticamente estable si y sélo st es estable

y se verifica que

lim ||®(k,0)|| = 0.

k—o00

3. La ecuacion del estado es estable uniformemente si y sélo s1 existe una

constante 3 tal que

|2k, Dl <8, k=12=0.

—
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1.3 Propiedades Cualitativas

4. La ecuacion del estado es asintéticamente estable uniformemente st y

sélo si existen c; y co constantes positivas, tales que

|®(k,0)|| < cie™**, k>0.

1.3.2 Controlabilidad

En el estudio de la controlabilidad, nos planteamos la posibilidad de trans-
ferir cualquier estado del sistema a otro estado prefijado, en un intervalo de
tiempo finito. Un estudio exhaustivo de esta propiedad para sistemas deter-
minfsticos puede verse en Kwakernak y Sivan [13] y Meditch [17].

Claramente, el estudio de la controlabilidad de un sistema estocastico

se refiere unicamente a la ecuacién del estado y, para el tipo de sistemas

descritos en la Seccién 1.2, la trayectoria del estado es controlable mediante
la manipulacién del término I'(k + 1, k)w(k).

Si consideramos que la perturbacién del estado {w(k), k = 0} es un pro-
ceso ruido blanco centrado con matrices de covarianzas Q(k), la transfe-
rencia del estado desde un instante j al instante k, se realiza mediante
kil ®(k,i+ 1)I'(i + 1,i)w(i), cuya matriz de covarianzas viene dada por

1=)

k—1
Clk,j) =Y ®(k,i+1)I(i+1, QT (i + 1,4)@" (k,i+ 1).

=)

Esta matriz se denomina matriz de controlabilidad y, a partir de ella, se

definen los siguientes conceptos (Jazwinski (7], McGarty [16]).

Definicién 1.3.6 Un sistema lineal estocdastico es completamente controlable

si y s6lo si C(k,0) > 0 para algun £ > 0. B
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Definicién 1.3.7 Un sistema lineal estocéstico es completamente controlable
uniformemente si existe un entero positivo N y constantes positivas a y I}

tal que
al < C(k,k— N)<pI, k=>N.

1.3.3 Observabilidad

En el estudio de la observabilidad en sistemas deterministicos, nos cues-
tionamos bajo qué condiciones es posible determinar de forma tinica el estado
de un sistema conociendo las entradas y salidas del mismo. Un andlisis de-
tallado de la propiedad de observabilidad para estos sistemas se realiza en
Kwakernak y Sivan [13] y Meditch [17].

En sistemas estocésticos, el concepto de observabilidad estd intimamente
relacionado con el de estimacién del estado a partir de unas determinadas
observaciones.

Supongamos que, dadas las observaciones {z(j), ..., z(k) } del sistema des-
crito en la Seccién 1.2, deseamos obtener el estimador de minimos cuadrados
del estado teniendo como unica informacién dichas observaciones.

Concretamente, si se consideran sistemas en los que el proceso error
de observacién {v(k), kK > 0} es un ruido blanco centrado con matrices de
covarianzas R(k), y el estado no estd afectado por ninguna perturbacién
(w(k) = 0, k > 0), el Método Clésico de Minimos Cuadrados concluye que

los estimadores {z*(j), ...,z*(k)} son aquellos que minimizan la funcién

I(k,3) = 5 3 [20) — H@®(, k)a(®)]" B(0) [2(5) = H(i)(, k)a(k)]

1=)
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1.3 Propiedades Cualitativas 9

con respecto a z(k), donde ®(i, k) = @~ (k,1).

Entonces, el valor z*(k) debe verificar

S @7 (i, k)HT (i) R (i) [2(i) — H(i)® (i, k)" (k)] = 0, (1.3.1)

i=j

y definiendo

W(k,j) =Y _ ®7(i k) HT ()R () H(:)(i, k),

1=)

la solucién de (1.3.1) estd dada por

z* (k) = W (k, j) Z &7 (i, k)HT (i) R (3)2(3).

=)
Claramente, la existencia de este estimador esté ligada a la no singulari-
dad de la matriz W (k, j), denominada matriz de observabilidad. A partir de

esta matriz se definen los siguientes conceptos (Jazwinski [7], McGarty [16]).

Definicién 1.3.8 Un sistema lineal estocéstico es completamente observable

si v sélo si W(k,0) > 0, para algin k > 0.

Definicién 1.3.9 Un sistema lineal estocéstico es completamente observable

uniformemente si existe un entero N y constantes positivas p y 6 tal que

ol < W(k,k—N)<d6I, k=N.
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1.4 Estimacién Optima en Sistemas

Fstocasticos Lineales Discretos

Consideremos el problema de la estimacién del estado z(k) a partir de una
serie de observaciones {z(0),...z(j)} en el sistema estocdstico lineal discreto
(1.2.1)-(1.2.3).

Dependiendo de la relacién existente entre el instante en que se estima,
el estado (k) y el instante en el que se realiza la 1ltima observacién (j), el
problema de estimacién adopta las siguientes denominaciones:

(a) Problema de Filtrado, si k = j. Se determina un estimador de z(k)

a partir de observaciones dadas hasta el instante actual. Kl estimador se

denomina Filtro.

(b) Problema de Prediccion o de Extrapolacion, si k > ). Se calcula un
estimador del estado z(k) basado en observaciones anteriores. Al estimador
se le conoce por Predictor.

(c) Problema de Suavizamiento o de Interpolacion, si k < j. Se obtiene
un estimador de z(k) considerando observaciones anteriores y posteriores al
instante k. El estimador se denomina Suavizador.

Es claro que la distribucién condicionada de z(k) dadas {z(0),...z2(j)}
engloba toda la informacién sobre el estado contenida en las observaciones
y, por tanto, la solucién definitiva del problema de estimacién requiere el
conocimiento de dicha distribucién de probabilidad.

Una vez determinada la distribucién condicionada, distintas caracteris-
ticas de ella como, por ejemplo, la media, la moda o la mediana, pueden

utilizarse como estimador del estado; surge entonces la cuestién de cual de

A X E XN A N X X AN N ENENEENENEREERNENNENNE ANNNENENNNEZENEENNNRNERENRRESNSNNREENEENYXENEX X
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1.4 Estimacién Optima en Sistemas Estocésticos Lineales Discretos 11

estas debe elegirse y se precisa, para ello, un criterio que permita determinar

el estimador 6ptimo.

Intuitivamente, si no existe diferencia entre el estado y el estimador, dicho
estimador es el 6ptimo; sin embargo, esto, en general, no ocurre y lo que
se persigue es que esta diferencia sea lo menor posible. Si notamos por
#(k/j) al estimador de z(k) basado en {2(0),...2(j)}, el error cometido es
e(k/j) = z(k)—2(k/j) y el estimador 6ptimo sers aquel que minimice el error

de estimacién o, méas bien, alguna medida de dicho error. Para determinar

esta medida de forma razonable, se asigna una pérdida o penalizacién al

error de estimacién, considerando una funcién real de n-variables L, con las

siguientes propiedades:

1. L(0) = 0.

9  FExiste una funcién real, no negativa y convexa, 8, tal que, si 6 (el(k/j)) <

§ (e2(k/)) , entonces L (e!(k/3)) < L (¢*(k/3)).

3. L(e(k/4)) = L (—e(k/5))-
Una funcién verificando estas propiedades se denomina funcién de pérdida

admisible.
Debido al caracter aleatorio de L (e(k/j)), una medida 1til de la pérdida

global es la pérdida media y, por tanto, el estimador 6ptimo bajo dicha

funcién de pérdida es aquel cuyo error de estimacién minimiza la pérdida

esperada.
Sherman [22], bajo determinadas condiciones sobre la distribucién condi-

cionada del estado dadas las observaciones, obtuvo la siguiente caracteriza-

ci6n del estimador 6ptimo.
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Teorema 1.4.1 Si la funcién de distribucion condicionada de z(k) dadas las
observaciones {z(0),...,z(j)} es simétrica respecto a su media y convexa para

valores menores o iguales que la media, el estimador éptimo, para cualquier

funcién de pérdida admisible, es

3(k/§) = E [(k)/2(0), ..., 2(4)]. §

Como consecuencia de este teorema, si la distribucién condicionada de

z(k) dadas {z(0),...,2(j)} es gaussiana, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.4.2 Si los procesos {z(k), k> 0} y {2(1), i=0,...,]} son con-

juntamente gaussianos, entonces el estimador 6ptimo, bajo cualquier funcion

de pérdida admisible, es

#(k/5) = B [e(k)/2(0), ., 2(7)]. )

El Teorema 1.4.1 proporciona la solucién del problema de estimacion pa-
ra cualquier funcién de pérdida admisible, aunque la familia de procesos
estocésticos a los que se le puede aplicar este resultado estd limitada debido
a la hipétesis sobre la funcién de distribucién condicionada. Sin embargo, si

nos restringimos a funciones de pérdida cuadraticas, definidas por
L (e(k/j)) = € (k/j)e(k/5),
se obtiene un resultado andlogo para una familia mas amplia de procesos

estocasticos.

Teorema 1.4.3 Si L es una funcién de pérdida cuadratica, entonces el es-

timador optimo de z(k) es

i(k/j) = E [z(k)/2(0), ..., 2(5)] -
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En este caso, el estimador 6ptimo se denomina estimador de menor error

cuadratico medio.

1.5 Filtrado de Kalman

Segin los resultados expuestos en la seccién anterior, bajo las hipétesis
de los Teoremas 1.4.1 y 1.4.3, la solucién del problema de estimacion esta
dada por la esperanza condicionada del estado dadas las observaciones.

En el caso gaussiano, la esperanza condicionada es una funcién lineal de
las observaciones y, por tanto, el estimador 6ptimo, bajo cualquier funcién de
pérdida admisible, es el estimador lineal de menor error cuadrético medio.
Uno de los primeros investigadores que trataron este caso fue Kalman [9],
quien, en 1960, mediante la Técnica de Proyecciones Ortogonales, obtuvo un
algoritmo recursivo para el célculo de dicho estimador.

Antes de presentar los resultados obtenidos por Kalman, realizamos un
breve resumen de la Técnica de Proyecciones Ortogonales. Dicha técnica
proporciona un método para la obtencién de algoritmos recursivos para el

csleulo de estimadores lineales de menor error cuadratico medio.

1.5.1 Técnica de Proyecciones Ortogonales

Sea L2?((Q, A, P);R") el espacio de clases de equivalencia de vectores
aleatorios n-dimensionales de segundo orden, y sea Z(j) el subespacio lineal
senerado por las observaciones {z(0), ..., z(j)}. Es conocido que la proyeccion

ortogonal de z(k) sobre el subespacio =(j) es el estimador lineal de menor

error cuadratico medio de z(k), #(k/j), basado en {z(0), a2k i) ¥
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Los siguientes resultados, consecuencia del Teorema de la Proyeccién Or-

togonal, seran béasicos en la deduccién de algoritmos recursivos para la ob-

tencién del estimador lineal de menor error cuadratico medio.

Teorema 1.5.1 (Lema de Proyecciones Ortogonales). Z(k/j) es el estima-

dor lineal de menor error cuadrdtico medio de z(k) dado {z(0),...,z(j)} si y

solo st
E |[z(k) — 2(k/7)] z'(i)] =0, i=0,..7

Teorema 1.5.2 Si Z(j) es el subespacio lineal de L?((Q,A, P);R") gene-
rado por el vector z(j) — 2(j/j — 1) siendo 2(j/j — 1) la proyeccion ortogonal

de z(j) sobre Z(j — 1), entonces
=) =20 -1)® Z(J)

donde @ indica suma directa de subespacios.
=

Como consecuencia del Teorema 1.5.2, se obtiene la siguiente expresion

recursiva para el cdlculo del estimador lineal de menor error cuadréatico medio

#(k/j) = #(k/5 — 1) + F(k,j) [2(5) — 2(3 /5 = 1)]

siendo F'(k, ) una matriz a determinar, denominada matriz de ganancia del

estimador.

La expresién que multiplica a la matriz de ganancia, diferencia entre la

observacién z(j) y su proyeccién sobre el subespacio =(j—1), se denomina n-

novacién, y representa la nueva informacién que aporta la dltima observacion

para la estimacién de z(k).
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1.5.2 Algoritmo Recursivo

Como se ha indicado, Kalman (9], en 1960, dedujo un algoritmo recursivo

para la obtencién del filtro lineal de menor error cuadratico medio, mediante

la técnica descrita anteriormente.

Aungque en su estudio, Kalman supuso que la ecuacién de la observacion
no estaba afectada por ninguna perturbacién, en el algoritmo que describimos
a continuacién, supondremos que las observaciones estan perturbadas por un

ruido blanco gaussiano. La descripcién del sistema se realiza, por tanto,

mediante la siguiente ecuacién dindmica

z(k+1) = ®k+1,k)z(k)+T(k+1, kKlw(k), k=0

z(0)
2(k) = H(k)z(k)+wv(k), k=20

Zo

"

donde z, es un vector gaussiano centrado con matriz de covarianza P(0);
{w(k), k >0} y {v(k), k> 0} son sucesiones blancas gaussianas centradas

con matrices de covarianzas Q(k) y R(k), respectivamente, siendo R(k) de-

finida positiva.

Supondremos ademds que el estado inicial y las sucesiones {w(k), k> 0}

y {v(k), k > 0} son mutuamente independientes.

El siguiente teorema presenta el algoritmo de prediccién en una etapa y

filtrado deducido por Kalman; la demostracion, utilizando diversas técnicas,

puede verse en Tanizaki [24].

Teorema 1.5.3 El algoritmo para los problemas de filtrado y prediccion de

menor error cuadrdtico medio estd dado por

i(k/k) = #(k/k — 1) + F(k) [2(k) — H(K)&(k/k=1)] k>0  (1.5.1)
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t(k+1/k) = @®(k+1, k)t(k/k), k>0 (1.5.2)
z(0/—-1) = 0

donde la matriz de ganancia del filtro, F'(k), verifica

F(k) = P(k/k — 1)HT (k) [R(k) + H(k)P(k/k — 1)HT (k)] k>0
(1.5.3)
y las matrices de covarianzas de los errores de filtrado y prediccion, P(k/k)

y P(k/k — 1), respectivamente, satisfacen

P(k/k)= [I— F(k)H(k) P(k/k—1), k>0
Plk+1/k)= ®(k+1,k)P(k/k)®T(k+1,k)+
[(k+1,k)Q(k)IT(k+1,k), k>0
P(0/—1)= P(0).

(1.5.4)

Observemos que las ecuaciones (1.5.3)-(1.5.4), determinan el algoritmo
para el célculo recursivo de las matrices de covarianzas de los errores de fil-
trado v prediccién. Este proceso se efectia independientemente de las ecua-

ciones (1.5.1) y (1.5.2); por tanto, el estudio de la bondad de los estimadores

puede realizarse antes que el cédlculo de los mismos.
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Capitulo 2

Estimacion Lineal en Sistemas

con Observaciones Inciertas

2.1 Introduccion

Dado el cardcter deterministico de la matriz de observacion en los siste-
mas considerados en el capitulo anterior, el proceso que se desea estimar, es
decir, el estado del sistema, siempre forma parte de las observaciones dis-
ponibles para su estimacién. Sin embargo, en muchas situaciones précticas,
la presencia del vector estado en la ecuacién de la observacién no esta ase-
gurada. Por ejemplo, consideremos un sistema de comunicacién cuyo canal
experimenta interrupciones aleatorias; debido a ellas, las observaciones regis-
tradas pueden estar formadas por senal més ruido, o tnicamente por ruido.
A este tipo de sistemas, cuyas observaciones pueden contener al estado con
probabilidad menor que uno, se les denomina Sistemas con Observaciones In-

ciertas. Concretamente, bajo esta terminologia se engloban sistemas en los
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que el estado, en la ecuacién de la observacién, no sélo se ve perturbado por
un ruido aditivo, sino que adem4s, estd afectado por un ruido multiplicativo,

siendo este una sucesién de variables aleatorias de Bernoulli.

Como comentamos en el Capitulo 1, en sistemas con certidumbre en las
observaciones, cuando los ruidos y el estado inicial son gaussianos y mutua-
mente independientes, el estimador 6ptimo para cualquier funcién de pérdida
admisible es el estimador lineal de menor error cuadratico medio. En sistemas
con observaciones inciertas, ain con estas hipétesis, la distribucién conjun-
ta del estado y las observaciones no es gaussiana y, por tanto, el estimador

6ptimo no es una funcién lineal de las observaciones.

La obtencién del estimador 6ptimo del estado en sistemas con observaciones

inciertas, como indicaron Jaffer y Gupta [6], no es computacionalmente sim-
ple; por ello, los diferentes estudios sobre la estimacion del estado en estos

sistemas tienen como objetivo obtener estimadores sub6ptimos, tales como
el lineal.

Nahi [18], en 1969, obtuvo estimadores lineales de menor error cuadratico
medio, bajo la suposicién de que la incertidumbre estaba descrita por una
sucesién de variables aleatorias independientes de Bernoulli. En 1979, Hadidi
v Schwartz [3] suprimen la condicién de independencia entre las variables
de esta sucesién y abordan el mismo problema. Tras demostrar que, en

general, bajo esta hipétesis no existian estimadores recursivos, obtuvieron

una condicién necesaria y suficiente para su existencia.

El filtro de Kalman para sistemas con certidumbre en las observaciones,
presentado en el Teorema 1.5.3, supone que los ruidos aditivos del estado y la

observacién son blancos vy mutuamente independientes. En la practica, estas
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hip6tesis pueden ser restrictivas y es necesario estudiar casos més generales.
En los textos de Jazwinski [7] y Meditch [17] se generaliza dicho algoritmo
considerando que tanto la perturbacién del estado como el error de observa-
cién estan correlados en el tiempo. Por otro lado, suprimiendo la hipétesis
de independencia mutua entre ambos ruidos, Kalman (10] y Kowalski y Szy-
nal [12] extienden también este algoritmo. Mientras Kalman supone que la
correlacién es en un instante, Kowalski y Szynal, tratan un caso mas general,

considerando que la correlacién se produce en un intervalo de tiempo finito.

Tanto el trabajo de Nahi como el de Hadidi y Schwartz se desarrollan
sobre sistemas donde los ruidos aditivos de las ecuaciones del estado y de

la observacién son sucesiones blancas y mutuamente independientes. Por

tanto, en sistemas con observaciones inclertas, surge también la necesidad de
estudiar casos con hipétesis menos restrictivas. En 1994, Hermoso y Linares
(5] generalizan los resultados de Nahi considerando que ambos ruidos estan

correlados en un instante.

En este capitulo extendemos los resultados de Nahi y de Hadidi-Schwartz
suponiendo que, o bien la perturbacién del estado, o bien el error de obser-
vacién no son ruidos blancos. Por otra parte, se generalizan los resultados de

Hermoso y Linares estudiando el caso en que ambos ruidos estén correlados
en un intervalo de tiempo finito.

A continuacién presentamos, brevemente, la estructura del capitulo:

En la Seccién 2.2, describimos la ecuacién dindmica de los sistemas con

observaciones inciertas.

Seguidamente, en la Seccién 2.3, abordamos el problema de estimacion

lineal del estado en sistemas con error de observacién blanco. Tras resumir
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los trabajos de Nahi [18] y Hadidi y Schwartz [3] (Subseccién 2.3.1), gene-
ralizamos sus resultados considerando sistemas con perturbacién del estado
correlada en el tiempo (Subseccién 2.3.2).

En la Seccién 2.4 extendemos, de nuevo, los estudios de estos investiga-
dores, considerando que el error de observacién no es un ruido blanco.

Por 1ltimo, en la Seccién 2.5 generalizamos los resultados de Hermoso y
Linares [5] abordando el caso en el que los ruidos aditivos de las ecuaciones

del estado v de la observacién estdn correlados en un intervalo de tiempo

finito.

2.2 Descripcién de Sistemas con Observaciones

Inciertas

Como se ha comentado en la seccién anterior, los sistemas con observaciones

inciertas se caracterizan por no tener asegurada la presencia del vector esta-
do en la ecuacién de la observacién. Dicho con otras palabras, en este tipo
de sistemas, las observaciones pueden contener al estado con probabilidad
menor que uno. Para reflejar la posibilidad de que, de manera aleatoria,

cada observacién pueda contener sélo ruido, la ecuacién de la observacion se

describe como

H(k)x(k) + v(k) con probabilidad p(k)

2(k) =
v(k) con probabilidad 1—p(k)

o, de forma equivalente,

z(k) = v(k)H(k)x(k) + v(k)

A X X N X N N XN N N X N KN

%



090000 0000000000 0000600000000 000000000000000000000900%°O0OCDODCOKRYTS

2.2 Descripcion de Sistemas con Observaciones Inciertas 21

siendo {7(k), k > 0} una sucesién de variables aleatorias de Bernoulli, con

P[y(k) = 1] = p(k).
Como se puede observar, existe una probabilidad 1—p(k), denominada.

probabilidad de falsa alarma, de que la observacién sea tinicamente ruido.

La diferencia, entonces, entre estos sistemas y los descritos en el Capitulo
1 radica unicamente en la ecuacién de la observacién. Por tanto, la ecuacion

dindmica para sistemas con observaciones inciertas es

Ecuacion del estado

z(k+1) d(k+1,k)z(k) +T'(k+ 1,k)w(k), k=0

z(0)

I

Ecuacion de la observacion
k) = v(k)H (k)x(k) + v(k), k=0

donde {z(k), k > 0} es un proceso n-dimensional que describe el estado del
sistema; {w(k), k> 0} es un proceso ruido p-dimensional que representa
la perturbacion del estado; {z(k), k > 0} es un proceso m-dimensional que

describe la salida u observacion del sistema; {y(k), k > 0} es un proceso

ruido, compuesto por variables aleatorias de Bernoulli, que representa la
incertidumbre de las observaciones; y {v(k), k > 0} es un proceso ruido m-
dimensional, el error de observacion.

A lo largo del capitulo, abordaremos el problema de estimacién lineal del

estado para estos sistemas, imponiendo distintas hip6tesis sobre los ruidos.
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2.3 Sistemas con Error de Observaciéon Blanco

En esta seccién abordamos el problema de estimacién lineal de menor

error cuadratico medio del estado en sistemas con observaciones inciertas y

error de observacién blanco.

Para ello, supondremos que el estado inicial y los ruidos verifican las

siguientes hipoétesis:
-z, es un vector aleatorio centrado con matriz de covarianzas P03,

- {v(k), k > 0} es una sucesién de variables aleatorias de Bernoull con
P [y(k) = 1] = p(k).

- {v(k), k > 0} es un ruido blanco centrado con matrices de covarianzas

R(k).

- 2(0), {w(k), k> 0}, {v(k), k >0} y {v(k), £ > 0} son mutuamente

independientes.

Dividimos la seccién en dos partes: en primer lugar suponemos que la
perturbacién del estado es una sucesiéon blanca y resumimos los trabajos de
Nahi [18] y Hadidi y Schwartz [3]; recordemos que Nahi obtiene sus resultados
bajo la hip6tesis de que {y(k), k > 0} es una sucesién de variables aleatorias
independientes, mientras que Hadidi y Schwartz suprimen esta condicion.
Mass tarde, generalizamos los resultados de estos investigadores abordando el

problema bajo la hipétesis de que la perturbaciéon del estado estéd correlada

en el tiempo.
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Ias notaciones que se utilizan para los estimadores y las matrices de

covarianzas de los errores de estimacion son las mismas que se introdujeron

en el capitulo anterior.

2.3.1 Perturbacién del Estado Blanca

Bajo la hipétesis de que {w(k), k> 0} es un ruido blanco centrado con

matrices de covarianzas @(k), comenzamos el tratamiento del problema re-

sumiendo los resultados de Nahi [18] y Hadidi y Schwartz 3].

(A) Incertidumbre Descrita por Variables Independientes

En 1969, Nahi [18], considerando que {v(k), k> 0} es una sucesion de

variables aleatorias independientes de Bernoulli, aborda el problema de es-

timacién lineal de menor error cuadratico medio del estado. Sus resultados

e resumen en el algoritmo recursivo, de estructura similar al de Kalman,

descrito en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1 El algoritmo para los problemas de filtrado y prediccion en

una etapa estd dado por

s(h/k) = (k/k—1)+ F(k)[z(k) — p(k)H(R)E(k/k = 1)), k20
i(k+1/k) = ®(k+1,k)i(k/k), k>0
#0/-1) = 0

donde la matriz de ganancia del filtro, F(k), verifica

F(k) = p(k)P(k/k — )HT ()T (k), k=0
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siendo
(k) = R(k)+p°(k)H(k)P(k/k—1)H" (k) +p(k) (1 — p(k)) H(k)S(k)H" (k)

S(k)= ®(k,k—1)S(k—1)®T(k,k — 1)+

M'k,k—1)Q(k—-1IT(k,k—-1), k>0
S(0) = P(0).
Las matrices de covarianzas de los errores de filtrado vy prediccion satis-

facen

P(k/k)= P(k/k—1)— F(k)II(k)FT(k), k>0
Pk+1/k)= ®(k+1,k)P(k/k)®" (k+ 1,k)+
T'(k+1,k)QK)IT(k+1,k), k>0
(0).

"U

P(0/—1) = :

Observemos que si R(k) es definida positiva, la existencia de las inversas
de las matrices II(k), para todo k > 0, estd asegurada; en caso contrario, se

utilizan las pseudoinversas de I1(k) (Magnus y Neudecker [15]).

(B) Incertidumbre Descrita por Variables no Independientes

Hadidi y Schwartz [3] tratan el problema de estimacién lineal de menor
error cuadratico medio del estado, suponiendo que {y(k), £k > 0} es una su-
cesi6n de variables aleatorias de Bernoulli no necesariamente independientes.

Tras comprobar que, en general, bajo esta hip6tesis sobre la incertidum-
bre, no pueden obtenerse estimadores lineales recursivos, deducen una con-

dicién necesaria y suficiente para la existencia de los mismos:
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“la probabilidad condicionada P [y(k) = 1/v(a) = 1] debe ser in-

dependiente de o, para o =0,...,k — 1.7

Bajo esta condicién, y denotando a P [y(k) = 1/v(a) = 1] por p11(k), en

el siguiente teorema se resumen los resultados de Hadidi y Schwartz.

Teorema 2.3.2 El algoritmo para los problemas de filtrado y prediccion en

una etapa estd dado por
#(k/k) = &(k/k—1)+ F(k)[2(k) — pu(k)H(k)&(k/k —1)], k>0
i(k+1/k) = ®(k+1,k)z(k/k), k>0
0/ -1) = 0

donde la matriz de ganancia del filtro, F(k), verifica
F(k) = [pu(k)P(k/k — 1)HT (k) + (p(k) — pua(k)) S(k)H" (k)] II7* (k)
siendo
(k) = R(k)+p2, (k)H(k)P(k/k—1)H" (k)+ (p(k) — pi,(k)) H(k)S(k)H" (k)
S(k)= ®k,k—1)S(k—-1)®"(k,k—1)+
T(k,k—-—1)Qk-1)TI"(k,k—-1), k>0
S(0)= PO}

Las matrices de covarianzas de los errores de filtrado y prediccion satis-
facen
P(k/k)= P(k/k—1)— F(k)II(k)F"(k), k>0
Plk+1/k)= ®(k+1,k)P(k/k)®"(k+ 1,k)+
I'k+1,k)QK)TT(k+1,k), k>0
P00/ —-1)= P(0).
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2.3.2 Perturbacién del Estado Correlada en el Tiempo

Como se ha comentado, considerar que el ruido aditivo que afecta al
estado es blanco puede ser una hipétesis restrictiva en algunas situaciones
practicas. En esta seccién abordamos el problema de estimacién lineal de
menor error cuadratico medio del estado en sistemas con observaciones In-

ciertas, donde la perturbacién del estado se modeliza mediante una ecuacion

de este tipo
wk+1)=0(k+1,k)w(k) + Ak + 1, k)e(k),

siendo {e(k), k > 0} un proceso ruido blanco r-dimensional y las matrices
O(k + 1,k) y A(k + 1,k) conocidas y de dimensiones acordes al vector que
acompanan.

Fn sistemas con certidumbre en las observaciones, los textos de Jazwinski
7] v Meditch [17] presentan la generalizacién de los resultados de Kalman
al caso en que tanto la perturbacién del estado como el error de observacion
se modelizan mediante una ecuacién del mismo tipo que la anterior. Para
el tratamiento del problema, se define un sistema, denominado sistema au-
mentado, cuyo vector estado estd constituido por el estado original y ambos
ruidos aditivos. En tal caso, en la ecuacién dindmica del sistema aumentado,
la perturbacién del estado es un ruido blanco, y no existe error de observa-
cién: entonces, el algoritmo de Kalman (Teorema 1.5.3) resuelve el problema
de estimacién planteado.

Mediante un tratamiento similar, en esta seccién extendemos los resul-

tados de Nahi y Hadidi-Schwartz, obteniendo algoritmos para los problemas

de prediccién y filtrado en sistemas con observaciones inciertas donde la per-
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turbacién del estado no es un ruido blanco.

Consideremos el sistema descrito por la ecuacién dindmica

Ecuacion del estado

z(k+1) = ®(k+1,k)z(k)+T(k+1,k)w(k), k=0
.’B(O) = Xy

wik+1) = 0(k+1,k)w(k)+ Ak+1,k)e(k), k>0
w(O) = Wy

FEcuacion de la observacion
z(k) = v(k)H(k)x(k) +v(k), k>0
siendo

- To V wo vectores aleatorios centrados con

I P:cm 0 P:t:w 0
e 0 (mg, wg,) _ (0) 0}
W PL(O) PwW(O)
- {e(k), k> 0} un ruido blanco centrado con matrices de covarianzas
U(k).
- {~(k), k> 0} una sucesién de variables aleatorias de Bernoulli con
P [y(k) = 1] = p(k).
- {w(k),k > 0} un ruido blanco centrado con matrices de covarianzas

R(k).

_ Los vectores zp, wo v las sucesiones {e(k), k > 0}, {v(k), k> 0} y

{~v(k), k> 0} son mutuamente independientes.
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Utilizaremos la técnica consistente en aumentar el vector estado para ob-
tener un sistema cuyos ruidos verifiquen las hipé6tesis apropiadas para aplicar

algoritmos ya conocidos.

Definimos un vector (n + p)-dimensional formado por el estado original

y su perturbacion,
T
(k) = ( 2T(k), wT(k) ) , k>0.

Es facil ver que este vector aumentado verifica la siguiente ecuacién dindmica

z(k+1) = ®*(k+ 1,k)z*(k)+T"(k+ 1,k)e(k), k>0
z*(0) = (zF ¥ )"
2(k) = ~y(k)H*(k)a* (k) +v(k), k>0
donde
B (k+1k) ®(k+1,k) T(k+1,k)
0 Ok + 1,k)
0
I'(k+1,k) =
A(k+1,k)

H*(k} = (H(k) o).

Observemos que, por las hipé6tesis realizadas en el sistema original, tanto
la perturbaciéon del estado de este sistema aumentado, £(k), como el error de
observacién, v(k), son ruidos blancos.

Si suponemos que {7y(k), £k > 0} es una sucesién de variables aleatorias
independientes de Bernoulli, el sistema aumentado descrito anteriormente

verifica las mismas hipétesis que el considerado por Nahi [18]. Luego, el
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algoritmo descrito en el Teorema 2.3.1 resuelve el problema de estimacién
planteado.

Por otro lado, supongamos, ahora, que {~v(k), £ > 0} es una sucesién
de variables aleatorias de Bernoulli, no necesariamente independientes. Si la
probabilidad condicionada P [y(k) = 1/v(a) = 1] es independiente de «, para.
a=0,..k— i, nos encontramos ante un sistema con ruidos aditivos blancos,
en el que tenemos asegurada la existencia de estimadores recursivos. Por
tanto, el problema de filtrado y prediccién planteado se resolveria mediante

el algoritmo deducido por Hadidi y Schwartz (Teorema 2.3.2).

2.4 Sistemas con Error de Observacion

Correlado en el Tiempo

En esta seccién abordamos el problema de estimacién lineal de menor
error cuadratico medio del estado en sistemas con observaciones inciertas,

donde el error de observacién verifica una ecuacién del tipo
vik+1)=Ak+ 1,k)v(k)+ B(k+ 1,k)o(k),

siendo {o(k), k£ > 0} un proceso ruido blanco s-dimensional y las matrices
Ak + 1,k) y B(k + 1, k) conocidas y de dimensiones acordes al vector que
acompanan.

Como se mencioné en la seccién anterior, en sistemas con certidumbre
en las observaciones, los textos de Jazwinski [7] y Meditch [17] presentan la

solucién de este problema utilizando la técnica consistente en aumentar el

vector estado.



30 Capfitulo 2. Estimacion ILineal en Sistemas con Observaciones Inciertas

En sistemas con observaciones inciertas no es posible obtener una siste-

ma aumentado cuya ecuacién de la observacion este afectada por el mismo

ruido multiplicativo del sistema original. Por este motivo, abordamos el pro-

blema de estimacién de forma directa, usando la Técnica de Proyecciones

Ortogonales (Seccién 1.5.1).

Consideremos el sistema descrito por la ecuacion dindmica

Ecuacion del estado

z(k+1) &k +1,k)z(k)+T'(k+1,k)w(k), k=0

z(0)

I

Ecuacién de la observacion

(k) = ~y(k)H(k)a(k) +v(k), k>0
vk+1) = A(k+1,kp(k)+ B(k+1,k)o(k), k=0
’U(O) = Y

donde

- To v vo son vectores aleatorios centrados con matrices de covarianza

P.2(0) y Py(0), respectivamente.

- {w(k), k> 0} es un ruido blanco centrado con matrices de covarianzas

Q(k).

_ {~(k), k > 0} es una sucesién de variables aleatorias de Bernoulli con

P [y(k) = 1] = p(k).

- {o(k),k > 0} es un ruido blanco centrado con matrices de covarianzas

T (k).
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_ El estado inicial, g, €l error de observacién inicial, vy, y las sucesio-
nes {w(k),k > 0}, {o(k),k = 0} y {y(k),k > 0} son mutuamente

independientes.

En lo sucesivo, notaremos por Z(7/k) y o(r/k) paraT =k -  y T =Kk,

al predictor y filtro, respectivamente, del estado y del error de observacion.

De igual forma, notaremos a las matrices de covarianzas de los errores de

prediccién y filtrado por:
P..(t/k)= E [em('r/k)eg(r/k)]

P,o(r/k) = E [es(1/k)e](T/k)
P, (r/k) = E [es(T/k)el(1/k)] = Py (T/)

para T = k+ 1y 7 = k, siendo e-(T/k) = z(1) — 2(7/k) ¥ e,(T7/k) =

v(1) — (7 /k).
Dividimos la seccién en dos parte
k), k > 0} es una sucesién de variables aleatorias

s: en primer lugar abordamos el proble-

ma en sistemas donde {~(

independientes. Maés tarde, consideramos el caso en el que la incertidum-

bre se describe mediante una sucesién arbitraria de variables aleatorias de

Bernoull.

2.4.1 Incertidumbre Descrita por Variables Aleatorias

Independientes

Como ya hemos indicado, debido a la incertidumbre en las observaciones,

no es posible utilizar la técnica consistente en aumentar el vector estado. Por

ello, abordamos el problema utilizando la Técnica de Proyecciones Ortogo-

nales.
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Comenzamos presentando las expresiones que relacionan el predictor en
una etapa y el filtro del estado (Teoremas 2.4.3 y 2.4.5). Estas expresiones
mostraran que es necesario determinar el predictor del ruido de observacion
y las matrices de covarianzas y covarianzas cruzadas de los errores de predic-
cién. En los Teoremas 2.4.6-2.4.8 se presentan los algoritmos para determi-
nar dichos predictores y matrices de covarianzas. Finalmente, en el Teorema

2 4.9 se resumen todos estos resultados mediante un algoritmo de filtrado y

prediccion.

Antes de iniciar nuestro estudio, presentamos dos proposiciones en las

que se establecen propiedades de ortogonalidad de los ruidos {w(k),k > 0}
y {o(k),k > 0}, que serdn de gran utilidad en la obtencién del algoritmo.

Proposicién 2.4.1
(a) Elw(k)z' (a)] =0, a=0,..k.

(b) Elw(k)eZ (k/k)] = 0.
(c) Elw(k)eT (k/k)] = 0.

-Demostracion-
(a) Dado que {vy(k),k > 0} es independiente de (o, {w(k),k = 0}), utili-

zando la ecuacién de la observacion,
Elw(k)2"(a)] = p(e) Elw(k)aT (@)|HT (a) + Elw(k)v” ()], a=0,....k.

Ya que {w(k),k > 0} es una sucesién blanca e independiente de zo,

el primer sumando se anula. Ademads, puesto que {w(k),k > 0} es

independiente de (vo, {o(k),k > 0}), el segundo sumando también vale

cero.
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(b) Por la definicién de e, (k/k),
Elw(k)el (k/k)] = Elw(k)e” (k)] — Elw(k)E" (k/k)].

El primer sumando se anula por ser {w(k), k = 0} una sucesién blanca
independiente de zo. Por otra parte, al ser Z(k/k) una combinacién

lineal de z(0),...,z(k), por el apartado (a), el segundo término también

es nulo.
(c) Por la definicién de ev(k/k),
Elw(k)el (k/k)] = Elw(k)o” (k)] — Elw(k)o" (k/k))

El primer sumando se anula ya que {w(k),k = 0} es una sucesién
independiente de (v, {o(k),k > 0}). Al ser v(k/k) una combinacion

lineal de z(0),...,z(k), por el apartado (a), el segundo término es cero.

De manera similar se demuestran las propiedades de ortogonalidad veri-

ficadas por {o(k),k > 0} .
Proposicién 2.4.2
(a) Elo(k)zT(a)] =0, a=0,....k.
(b) Elo(k)el (k/k)] = 0.

(c) Elo(k)e; (k/k)] = 0.

El siguiente teorema presenta la expresién del predictor del estado en

funcién del filtro.
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Teorema 2.4.3

zk+1/k) = ®k+1,k)z(k/k), k=0
z(0/ — 1) 0.

-Demostracion-

Veamos que ®(k + 1, k)Z(k/k) verifica el Lema de Proyecciones Ortogo-

nales (Teorema 1.5.1). En efecto, teniendo en cuenta la ecuacién del estado

y el apartado (a) de la Proposicién 2.4.1,
Elz(k+1)z" ()] = ®(k + 1,k)E[z(k)z" ()], a =0,...,k
y, por el Lema de Proyecciones Ortogonales,
Elz(k)z" (o)) = E [2(k/k)z" (a)], =0, .., k.
Por tanto,
Elz(k+1)z"(a)]=®(k+ 1,k)E [:f:(k/k)zT(a)] o0 ==y ey K

v ®&(k + 1, k)z(k/k) verifica el Lema de Proyecciones Ortogonales.

En el instante inicial, al no existir observaciones, el estimador de z(0) es

su media, por lo que Z(0/ — 1) = 0.

A continuacién obtenemos la expresién del filtro del estado en funcién del

predictor.

Como se indicé en el Capitulo 1, como consecuencia del Teorema 1.5.2, el

filtro puede obtenerse a partir del predictor mediante la siguiente expresion

i(k/k) = &(k/k — 1) + F(k) [z(k) — 2(k/k —1)], k>0 (2.4.1)
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siendo F(k) una matriz a determinar, denominada matriz de ganancia del

filtro.

Recordemos que el proceso que multiplica a la matriz de ganancia en la
expresién (2.4.1), que notaremos por 6(k), se denomina innovacion y repre-
senta la nueva informacién que aporta la iltima observacién en la estimacion

de z(k). En la siguiente proposicion se establece la expresién de dicho pro-

ceso, asi como sus matrices de covarianzas.

Proposicién 2.4.4 El proceso innovacion esta dado por

5(k) = z(k) — p(k)H(k)&(k/k — 1) — 0(k/k — 1), k>0
5(0) = z(0).

Las matrices de covarianzas de este proceso satisfacen

(k) = p(k)(1 — p(k))H(k)S(k)HT (k) + p(k) Puoe(k/k — 1) H (k)+
p(k)H (k) Pay(k/k — 1) + Poy(k/k — 1)+
p?(k)H (k) Pee(k/k — 1)HT (k), k>0

I1(0) = p(0)H(0)P,(0)H"(0) + Puy(0)

donde
S(k)= ®&(k,k—1)S(k—1)®"(k,k— 1)+
L'k, k—1)Q(k — NI (k,k—1), k>0
S(0) = Paa(0).
-Demostracion-

Ya que 2(k/k — 1) es la proyeccién ortogonal de z(k) sobre el subespacio
=(k — 1) generado por las observaciones {z(0), ..., z(k — 1)}, sabemos que es

el uinico elemento de este subespacio que verifica

E [2(k)2T(a)] = E [2(k/k - 1)2z7(a)], a=0,...,k—1. (2.4.2)

e e e
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Teniendo en cuenta la ecuacién de la observacién, y dado que la sucesion
de variables aleatorias independientes {7y(k), kK > 0} es, a su vez, indepen-

diente de (zg,vo {w(k),k > 0},{o(k),k > 0}), se tiene que
E [2(k)z" ()] = p(k)H(k)E (z(k)z" ()] + E [v(k)z" (a)] . (2.4.3)

Ya que Z(k/k — 1) y 9(k/k — 1) son las proyecciones ortogonales de z(k)

v v(k), respectivamente, sobre Z(k — 1),

E [a:(k)zT(a)] E i'(k/k — 1)zT(a)j

E [v(k)z" (a)]

E[0(k/k —1)z" ()
para a = 0, ..., k — 1. Por tanto, sustituyendo en (2.4.3)
E [2(k)z"(a)] = E [(p(k)H (k)&(k/k — 1) + 9(k/k — 1)) 2" ()]
para a = 0, ...,k — 1 y, de (2.4.2), se deduce
5(k/k — 1) = p(k)H (k)& (k/k — 1) + d(k/k — 1).
El proceso innovacién estd dado, entonces, por
5(k) = z(k) — p(k)H (k)&(k/k — 1) — d(k/k — 1)

para k > 0. En el instante inicial, al no disponer de observaciones para la
estimacién, los estimadores de z(0) y v(0) son la media de dichas variables
y, por tanto, nulos. Asi, §(0) = z(0).

A continuacién estudiamos las matrices de covarianzas del proceso mno-

vacién, II(k) = E [6(k)6T(k)] Ya que 2(k/k — 1) es combinacién lineal de
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2(0),..., z(k — 1), por el Lema de Proyecciones Ortogonales (Teorema 1.51),
este estimador es ortogonal a 8(k) = z(k) — 2(k/k — 1) y, por tanto,

(k)= E [6(k)zT(k)].

Sustituyendo, entonces, la expresién que acabamos de obtener para el proceso

innovacion,
(k) = E [2(k)2T (k)] — pk)H(K)E [&(k/k — 1)2" (k)] = (2.4.4)
E [o(k/k — 1)2T (k)] -

Estudiemos los términos de esta expresion:

_ Teniendo en cuenta la ecuacién de observacién y la independencia entre
{~v(k), k> 0} y (zo,vo, {w(k),k > 0},{c(k), k= 0}) obtenemos
E [2(k)2(K)] = p(k)H(K)S(K)HT (k) + p(k) E[v(k)a" (k) HT (k)+
p(k)H (k) Elz(k)v” (k)] + E[v(k)v" (k)]

donde S(k) = E [:z:(k):rT(k)] es la matriz de covarianzas del estado.

_ Usando de nuevo la ecuacién de observacion y la hip6tesis de independencia
E [:’f:(k/k - l)zT(k)] = p(k)E[z(k/k — zT (k)| HT (k)+
E[z(k/k — 1)vT (k).
_ Por tltimo, de igual forma, tenemos que
E [i)(k/k - l)zT(k))] = p(k)E[0(k/k — 1)zT(k)|HT (k)+
Elo(k/k — 1)vT (k).
Sustituyendo estas tres expresiones en (2.4.4) y agrupando términos
(k) = p(k)(1 — p(k))H(k)S(k)HT (k) + p(k)Eles(k/k — 1)z” (k)| H" (k)+
p(k)H(k)Elez(k/k — 1)v" (k)] + Ele,(k/k — 1)v" (k)]+
p?(k)H (k)Ele(k/k — 1)z” (k)| H" (k).




38 Capitulo 2. Estimacién Lineal en Sistemas con Observaciones Inciertas

Ya que #(k/k — 1) y ©(k/k — 1) son combinaciones lineales de las obser-

vaciones z(0),...,z(k — 1), ambos estimadores son ortogonales a los errores
ez(k/k — 1) y e,(k/k — 1); por tanto,
(k) = p(k)(1—p(k))H(k)S(k)H" (k) + p(k)Poz(k/k — 1)H" (k)+
p(k) H (k) Py (/= 1) + Puy(k/k — 1)+
p?(k)H (k) Pyo(k/k — 1) H" (k).
En el instante inicial, debido a la independencia entre v(0), z(0) y v(0),

es facil comprobar que
[1(0) = p(0)H (0) Pz (0)H" (0) + P,,(0).

Para finalizar la demostracién, obtenemos la expresiéon recursiva para la
matriz de covarianzas del estado, S(k). Dicha expresién es inmediata sin més

que tener en cuenta la ecuacién del estado y la independencia entre el ruido

blanco {w(k), k > 0} y la condicién inicial, zo; asi

S(k) = ®(k,k —1)S(k — 1)®T(k,k — 1) + T'(k,k — 1)Q(k — 1)I'"" (k, k — 1).

A partir de la expresién (2.4.1) y la Proposicién 2.4.4, en el siguiente

teorema obtenemos la expresién del filtro en funcién del predictor.

Teorema 2.4.5 FEl filtro del estado se expresa en funcion del predictor en

una etapa como

#(k/k) = z(k/k—1)+
F(k) [z(k) — p(k)H (k)&(k/k — 1) — d(k/k —1)], k>0

donde la matriz de ganancia, F(k), es

F(k) = [p(k)Pyy(k/k — 1)H" (k) + Py (k/k — 1)]II7Y(k), k>0
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y I1(k) viene dada en la Proposicion 2.4.4.

-Demostracion-

La ecuacién del filtro es inmediata sin més que sustituir la expresién

obtenida para la innovacién en (2.4.1).

Para obtener la matriz de ganancia, consideremos la relacién entre el error
de filtrado v el de prediccién. Dado que Z(k/k) = Z(k/k — 1) + F(k)é(k),

dicha relacién viene expresada por
o (k/k) = e (k/k — 1) — F(k)5(k).

Ya que e, (k/k) es ortogonal a la observacién z(k), E [e.(k/k)z" (k)] = 0

y, por tanto,
E |ez(k/k — 1)z" (k)| = F(k)E [8(k)z" (k)] . (2.4.5)

Entonces, aplicando el Lema de Proyecciones Ortogonales, E [6 (k)zT(k:)] =

I[1(k) y, consecuentemente,
F(k) = E [e.(k/k — 1)z" (k)] T (k).

Calculamos a continuacién Ele,(k/k — 1)z"(k)]. Teniendo en cuenta la

ecuacién de la observacién y la independencia entre la sucesién {y(k), k> 0}

: (3:0? Vo, {w(k)a k > 0}1 {G(k)a k ...>.: 0}) )
Ele(k/k—1)7 (k)] = p(k)Ele.(k/k — 1)a7 (k) HT (k) + Elex(k/k — 1)v” (k)]
Ya que los errores de estimacién son ortogonales a los estimadores,

Ele,(k/k — 1)27(k)] = p(k) Pea (k/k — 1) HT (k) + Pao(k/k — 1),
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Por tanto,

F(k) = [p(k)Pez(k/k — 1)H" (k) + Pey(k/k — 1)]II7" (k).

Hay que tener en cuenta que con las hipétesis realizadas sobre el sistema,
la existencia de las inversas de II(k), para k > 0, no estd asegurada. Por

ello, en caso de no existir, se utilizaran las pseudoinversas de estas matrices

(Magnus y Neudecker [15]).

En virtud del Teorema 2.4.5, la determinacién del filtro del estado exi-
ge tanto la obtencién del predictor del ruido de observacién, como de las
matrices P,z (k/k — 1)y Pry(k/k — 1).

En el siguiente teorema se presenta la expresion del predictor del ruido
de observacién. Su obtencién es andloga a la realizada anteriormente para
los estimadores del estado.

Teorema 2.4.6 El predictor en una etapa y el filtro del error de observacion
estan dados por
o(k+1/k)= A(k+1,k)o(k/k), k>0
v(0/—1)= 0
v(k/k) = o(k/k— 1)+
J(k)|z(k) — p(k)H(k)z(k/k —1) —v(k/k—-1)], k>0

J(k) = [p(k)Py(k/k — 1)H" (k) + Py(k/k — 1)]II"*(k), k>0

y I1(k) se ha obtenido en la Proposicion 2.4.4.

En el siguiente teorema obtenemos las matrices de covarianzas y de cova-

rianzas cruzadas de los errores de prediccion en funcién de las de los errores

de filtrado.

 EF R XEE AR NEY ANRNXEFENXNXNERERRZY X X

-

A X XX NEREREZLAE AN KK

-

-

=

060606960860 €¢60 0
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Teorema 2.4.7
(a) Pop(k+ 1/k) = ®(k+ 1,k)Pea(k/k)®" (k + 1,k)+
T'(k+1,k)Q(k)IT(k+1,k), k>0
Pz(0/ = 1) = Pz(0).
(b) Pyo(k+1/k) = A(k + 1,k)Poy(k/k)AT (k + 1,k)+
B(k+ 1,k)T(k)BT(k+1,k), k>0
Pn(0/ = 1) = Pu(0).
(c) Polk + 1/k) = ®(k+1,k)Pp(k/k)A" (k + 1,k)
P,,(0/ —1)= 0.

-Demostracion-

(a) Por el Teorema 2.4.3, es claro que el error de prediccion verifica

e.(k +1/k) = ®(k + 1, k)eq(k/k) + T(k + 1, k)w(k), (2.4.6)

Luego,

P, (k+1/k) = ®(k+1,k)Ele;(k/k)e;” (k/k)|®T(k + 1,k)+
&(k + 1,k)Ele-(k/k)w” (k)ITT (k + 1,k)+
['(k+ 1,k)E[w(k)e:T (k/k)|®T (k + 1, k)+
['(k+ 1,k)Elw(k)wT (k)T (k + 1,k).

Por el apartado (b) de la Proposicién 2.4.1, los dos términos centrales se
anulan y se obtiene la expresién de P, (k+1/k) deseada. En el instante
inicial, ya que #(0/ — 1) = 0, se tiene que P;(0/ — 1) = Feal0).

(b) Teniendo en cuenta el Teorema 2.4.6, el error de prediccién verifica

e,(k + 1/k) = A(k + 1,k)e,(k/k) + B(k + 1,k)o (k). (2.4.7)
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A partir de aqui, la demostracién

apartado (a).

se realiza de forma andloga a la del

(c) Por las expresiones (2.4.6) y (2.4.7), P,,(k + 1/k) est4 dada por

Po(k+1/k) = ®(k+ 1,k)E[e,(k/k)e,T(k/k)AT(k + 1, k)+
O(k+ 1,k)Ele.(k/k)o” (k)|BT (k + 1,k)+

[(k+1,k)E
['(k+1,k)E

w(k)e,” (k/k)]AT (k + 1,k)+

w(k)oT (k)BT (k + 1,k).

Por los apartados (b) de la Proposicién 2.4.2 y (¢) de la Proposicién

2.4.1, los dos términos centrales se anulan. De igual modo, por la

independencia entre las sucesiones {w(k),k > 0} y {o(k),k > 0}, el

iltimo también vale cero; por tanto,

Py (k+1/k) = ®(k + 1

k) Py (k/k)A" (K + 1, k).

Ya que £(0/ — 1) = 0y 9(0/ — 1) = 0, en el instante inicial, por la

independencia entre zy y vy, Pp,(0/ — 1) = 0.

A continuacién presentamos las expresiones de las matrices de covarianzas

y de covarianzas cruzadas de los errores de filtrado en funcién de las de los

errores de prediccion.

Teorema 2.4.8

(a) Poy(k/k) = Poo(k/k — 1) — F(k)II(k)FT(k), k> 0.

(b) Py,(k/k) = P,,(k/k —1) — J(k)II(k)JT(k), k> 0.

(¢c) Poo(k/k) = Poo(k/k — 1) — F(k)II(K)JT(k), k> 0.
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-Demostracion-

(a) De la expresién del error e.(k/k) = ez(k/k —1) — F(k)6(k), es claro que

Poo(k/k) = Puz(k/k—1)— Elec(k/k — 1)6T (k)| FT (k)— (2.4.8)
F(k)E[6(k)e.T (k/k — 1)] + F(k)TI(k)FT (k). .
Sustituyendo la innovacion por su expresién dada en la Proposicién
2.4.4,
Ele.(k/k — 1)87(k)] = E [ex(k/k —1)z" (k)] =
p(k)Eles(k/k — )27 (k/k — 1)]HT (k)
Eles(k/k — 1)o7 (k/k — 1)].
Ya que el error e, (k/k — 1) es ortogonal a los estimadores Z(k/k—1)y
v(k/k —1), los dos dltimos términos de esta expresién se anulan y, por
(2.4.5),
Eley(k/k — 1)67 (k)] = F(k)II(K). (2.4.9)
Asi, el apartado (a) queda probado sin mas que sustituir (2.4.9) en
(2.4.8).
(b) Teniendo en cuenta que eo(k/k) = e,(k/k —1) — J(k)6(k), la demostra-

cién es similar a la del apartado (a).
(c) A partir de las expresiones de e.(k/k) y e,(k/k), es claro que

P, (k/k) = Pul(k/k—1) = Eles(k/k — 1)87 (k)]JT (k)— 4100
F(k)E[6(k)e,T (k/k — 1)] + F(k)TI(k)JT (k). .
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Ademsds, de forma andloga a como se ha obtenido (2.4.9), se establece

que
E[6(k)el(k/k — 1)) = II(k)J" (k).

Sustituyendo esta expresién y (2.4.9) en (2.4.10), se prueba (c).

A continuacién, introducimos una nueva notacién, con objeto de resumir

los resultados obtenidos hasta este momento.
~ . T
-a*(r/k) = (&7(r/k) oT(r/k) ) ,paraT=kyT=k+1

Poo(r/k) Feolr/k)

 paratr=kyrT=k+1
Potrik) Polrik)

- (
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Las primeras n-componentes de £*(k/k) y *(k + 1/k), obtenidos en el

siguiente teorema, proporcionan el filtro y el predictor del estado.

Teorema 2.4.9

i (k/k) = 3 (k/k— 1)+ F*(k)[2(k) — H* (k)" (k/k—1)], k>0
i (k+1/k) = @ (k+1,k)&*(k/k), k>0
#0/—-1)= 0

donde
F*(k) = P*(k/k — 1)H* (k)[T7}(k)

siendo

(k) = p(k)(1 — p(k))H(k)S(k)HT (k) + H*(k)P*(k/k — 1)H*" (k)

S(k)= ®(k,k—1)S(k—1)®"(k,k—-1)+

C(k,k—1)Q(k— I T(k,k—1), k>0
S(0) = Prz(0).
P*(k/k) = P*(k/k—1)— F*(k)I(k)F*" (k), k>0
Pk +1/k)= ®*(k+ 1,k)P*(k/k)®* (k+1,k)+
r*(k+1,k)Q* (k)" (k+1,k), k>0
P*(0/—1)= P*(0).
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2.4.2 Incertidumbre Descrita por Variables Aleatorias

no Independientes

Bajo la hipétesis de que la incertidumbre en las observaciones es una su-
cesién de variables aletorias de Bernoulli, no necesariamente independientes,

abordamos el problema de estimacién lineal del estado en sistemas donde el

error de observacién es correlado en el tiempo.

Como se vié en el Capitulo 1, el filtro del estado se puede expresar en

funcién del predictor en una etapa como
z(k/k) = z(k/k — 1)+ F(k) [2(k) — 2(k/k — 1)]

donde 2(k/k — 1) es el estimador lineal de menor error cuadratico medio de
z(k) basado en las observaciones z(0),..., z(k — 1). Como veremos a conti-
nuacién, dado que las variables aleatorias que forman parte de la sucesién
{v(k), kK > 0} no son independientes, en general, no es posible obtener una
expresién de 2(k/k — 1) como funcién lineal de z(k/k — 1) y 9(k/k — 1); es
necesario, por tanto, establecer condiciones para la existencia de estimadores

lineales recursivos.

Siguiendo el mismo razonamiento que en la Proposicién 2.4.4, estudiamos
la expresién de 2(k/k — 1). Por el Lema de Proyecciones Ortogonales (Teo-
rema 1.5.1), sabemos que este estimador es el tinico elemento del subespacio

generado por las observaciones {z(0), ..., z(k — 1)} que verifica
E [2(k)2"(a)] = E [2(k/k —1)2" (a)] , @ =0,...,k — 1. (2.4.11)
Por la ecuacion de la observacion,

E [2(k)zT(a)] = H(K)E [v(k)z(k)2T ()] + E [v(k)z"(a)] . (2.4.12)
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De nuevo, teniendo en cuenta la ecuacién de la observacién y ya que Zo, Vo,

{w(k), k >0}, {o(k), k> 0}y {v(k), k= 0} son mutuamente independien-

tes,

E [2(k)z"(a)] = Ey(k)y(e)] H(K)E [z(k)z" ()] H' (@) +
E [v(k)z" (a)] -

Por otro lado, observemos que

E[y(k)y(a)] = P[y(k)=1, 7(a) =1]
= P[y(k) =1/v(a) = 1] p(e),

luego

B [2(k)(@)] = Phk)=1/v(a) = 11p(@)HK)E [z(k)s" (@)] H (@) +
E ['u(k)zT(a)] ..

Ya que E [z(k)vT (a)] = 0, esta expresién puede reescribirse como
E [z(k)zT(a)] = P[y(k) = 1/y(a) = 1] H(k)E [w(k)zT(a)]+E' ['v(k)zT(a)] :
Por el Lema de Proyecciones Ortogonales, sabemos que para a = 0,... k—1,

E [:I:(k)zT(a)] = E|[Z(k/k - 1)z" ()]
E [v(k)zT(a)] = E |o(k/k - 1)z" ()] -
Asf, para'a = 0, ...,k — 1,

E [z(k)zT(a)] ==
B [{P[y(k) = 1/~(a) = 1] H(k)a(k/k — 1) + 9(k/k — 1)} 7(2)]
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De esta manera, por la igualdad (2.4.11) concluimos que sélo si la proba-
bilidad P [y(k) = 1/y(a) = 1] es independiente de «, 2(k/k — 1) es funcién
lineal de z(k/k — 1) y 9(k/k — 1). Este resultado queda establecido en el

sigulente teorema.

Teorema 2.4.10 2(k/k — 1) puede expresarse como funcion lineal de los
estimadores &(k/k — 1) y v(k/k — 1) si y sélo si P[y(k) = 1/vy(a) = 1] es

independiente de a para o = 0, ...,k — 1. En tal caso,

2(k/k —1) = pu(k)H(k)z(k/k — 1) + o(k/k — 1)

donde p11(k) = Py(k) = 1/v(a) = 1] para a =0, ...,k — 1.

Bajo la condicién establecida en este teorema, la obtencién del algoritmo
presentado a continuacién es similar a la realizada en la Seccién 2.4.1. La

notacién utilizada es la misma que la introducida antes del Teorema 2.4.9,

sustituyendo p(k) por pi1(k).

Teorema 2.4.11
i*(k/k) = z*(k/k—1)+ F*(k) [2(k) — H*(k)z*(k/k—1)], k=0
i*(k+1/k) = ®*(k+ 1,k)z*(k/k), £>0
z*(0/—1)= 0

donde
Flk) = [( (p(k) -—pn(k;) il ) + P*(k/k — l)H*T(k)} 1 (k)
siendo

(k) = (p(k) — 2 (k) H (k)S(k)H” (k) + H* (k) P* (k/k — 1)H" (k)
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COMn

S(k) = ®(k,k—1)S(k—1)®T(k,k—1)+
L(k,k—1)Q(k— 1)I'T(k,k—1), k>0
S(0) = Frz(0).
P*(k/k) = P*(k/k—1)— F*(k)I(k)F*" (k), k>0
Pk +1/k) = ®*(k+1,k)P*(k/k)®* (k+ 1,k)+
™ (k+1,k)Q*(K)I* (k+ 1,k), k>0
p*(0/—-1)= P*(0).

Las primeras n-componentes de *(k/k) y #*(k + 1/k) proporcionan el

filtro y predictor del estado.

2 5 Sistemas con Ruidos Aditivos Correlados

En 1963, Kalman [10] extiende su célebre algoritmo y supone que los rui-
dos del estado y de la observacién estén correlados en el mismo instante de
tiempo. En 1986, Kowalski y Szynal [12] generalizan este resultado, supo-
niendo que la correlacién entre ambos ruidos es en un intervalo de tiempo
finito.

En sistemas con observaciones inciertas, Hermoso y Linares [5] extienden
los resultados de Nahi, tratando el problema de estimacién lineal 6ptima del
estado en sistemas con ruidos aditivos correlados en instantes de tiempo con-
secutivos. Utilizando como criterios de optimalidad la insesgadez y minima
varianza de los estimadores, obtienen el filtro y el predictor en una etapa, asi
como la relacién entre ambos. En esta seccién generalizamos dichos resulta-
dos, presentando un algoritmo de filtrado y prediccién del estado en sistemas

con ruidos aditivos correlados en un intervalo de tiempo finito.
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Consideremos un sistema con observaciones inciertas descrito por la ecua-
ci6én dindmica:

FEcuacion del estado

zk+1) = ®(k+1,k)zk)+T(k+1,kwk), k>0

LL'(O) = Xy

FEcuacion de la observacion
2(k) = y(k)H(k)z(k) + v(k), k=0
donde

- o es un vector aleatorio centrado con matriz de covarianzas P(0).

- {w(k), k> 0} y {v(k), k> 0} son sucesiones blancas centradas con
E [w(k)wT(l)] — Q(k)ékz
[v )l (1) ] R(k)bk

E [w(k)v" ()]

T(k,l)

donde T'(k,l) =0 cuandol -k < —-s 6l —k >1t,cons=—1,0,1,...y
t=20,1,2..., syt fijos.

- {~v(k), k > 0} es una sucesién de variables aleatorias independientes

de Bernoulli con P [y(k) = 1] = p(k).

- El estado inicial, zo, es independiente de las sucesiones {w(k),k > 0},
{v(k),k > 0} y {v(k),k > 0}, y {7(k),k > 0} es independiente de
{w(k),k >0} y {v(k),k = 0}.
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Observemos que en el caso s = —1 y t = 0 este sistema coincide con el
estudiado por Nahi [18] y, si s = —1 y t = 1, el sistema es el considerado por
Hermoso y Linares [5].

En lo sucesivo, notaremos por Z(k/l), @(k/l) y ©(k/l) a los estimadores
lineales de menor error cuadratico medio de z(k), w(k) y v(k), respectiva-
mente, dadas las observaciones z(0), ..., z(l). Los correspondientes errores de
estimacién se notardan, como es usual, por e, (k/l), e.(k/l) y e,(k/l) y, por

iltimo, notaremos por

P(k/l) = E [es(k/De; (k/1)]
P,.(k,1/j) = E [ey(k/7)ez (1/3)]

a las matrices de covarianzas y covarianzas cruzadas de dicho errores, don-
de {y(k), k >0} y {7(k), k= 0} pueden ser indistintamente los procesos
(z(k), k > 0}, {w(k), k >0}y {v(k), k> 0}.

Como ya hemos mencionado, nuestro objetivo es obtener un algoritmo
de filtrado vy prediccién del estado. Para ello, haciendo uso de la Técnica
de Proyecciones Ortogonales (Seccién 1.5.1), primero deducimos tanto las
expresiones que relacionan al predictor y al filtro del estado (Teoremas 2.5.1
y 2.5.3), como las que relacionan a las matrices de covarianzas de los errores
(Teorema 2.5.4). Seguidamente, se obtienen las expresiones recursivas de los

estimadores de los ruidos aditivos (Teorema 2.5.6) y, finalmente, resumimos

los resultados en el Teorema 2.5.11.

Teorema 2.5.1
z(k+1/k) = d(k + 1,k)z(k/k) + I'k+1,k)w(k/k), k=0
£(0/—-1)= 0.
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-Demostracion-
Veamos que ®(k + 1,k)z(k/k) + I'(k + 1,k)w(k/k) cumple el Lema de
Proyecciones Ortogonales (Teorema 1.5.1). De la ecuacién del estado tenemos

que
E [z(k +1)2"(a)] = ®(k + 1,k)E [z(k)z" (o)) + ['(k+ 1,k)E (w(k)z" ()]
y, por el Lema de Proyecciones Ortogonales,
E [z(k + 1)27 (@)] = ®(k+1,k)E [2(k/k)z" ()] +T(k+1,k)E [©(k/k)z" ()]
para a = 0, ..., k. Por tanto,
#(k +1/k) = ®(k + 1,k)z(k/k) + T(k + 1, k)& (k/k).

En el instante inicial, el estimador de z(0) es su media, de modo que

#(0/ — 1) = 0. ~

A continuacién obtenemos la expresién del filtro del estado dado el pre-

dictor en una etapa.

Recordemos que, como consecuencia del Teorema 1.5.2, el filtro del estado

se puede expresar en funcién del predictor en una etapa como
z(k/k) = z(k/k— 1)+ F(k) [z(k) — 2(k/k=1)], k>0 (2.5.1)

siendo F(k) la matriz de ganancia del filtro y z(k) — 2(k/k — 1) el proce-
so innovacion, que denotabamos por 6(k). A continuacién se establece la

expresion de dicho proceso, asi como sus matrices de covarianzas.

Proposicién 2.5.2 FEl proceso innovacion estd dado por

5(k) = =z(k)—pk)H(k)z(k/k—1)—9(k/k—1), k>0
6(0) = z(0).
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Las matrices de covarianzas de este proceso verifican

(k) = p(k)(1— p(k))H(k)S(k)HT (k) + p*(k)H (k)P(k/k — 1) H" (k)+
p(k)H (k) Pay(k, k/k — 1) + p(k) Pus (k, k/k — 1) HT (k)+
P, (k,k/k—1), k>0

[1(0) = p(0)H(0)P(0)H"(0) + R(0)

donde
S(k) = ®(k,k—1)S(k — 1)<I>T(k,k — 1)+
I'(k,k — 1)Q(k — l)l"T(k,k —-1), k>0
S(0)= P(0).
-Demostracion-

Por el Lema de Proyecciones Ortogonales (Teorema 1.5.1) sabemos que

3(k/k—1) es el uinico elemento del subespacio generado por las observaciones

{2(0), ..., z(k — 1)} que verifica
E [2(k)2T ()] = E [2(k/k - 1)2"(a)], @=0,..., k= 1. (2.5.2)

Por la ecuacién de la observacién, y dado que la sucesién de variables
aleatorias independientes {7y(k), k > 0} es, a su vez, independiente de

(z0, {w(k), k> 0},{v(k), k> 0}), se tiene que
E [2(k)2" ()] = p(k)H(k)E [z(k)z" (e)] + E [v(k)z" ()]
v, por el Lema de Proyecciones Ortogonales,
E [2(k)2" ()] = E [{p(k)H (k)2(k/k — 1) + 0(k/k — 1)} 2" (a)]
para a = 0, ..., k — 1. Por (2.5.2), concluimos que

5(k/k — 1) = p(k)H(k)&(k/k — 1) + 9(k/k — 1).
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Por lo tanto, el proceso innovacién estd dado por
§(k) = z(k) — p(k)H(k)Z(k/k — 1) — v(k/k —1).

En el instante inicial, es inmediato que 2(0/ —1) = 0 y, por tanto, 6(0) =
z(0).

Estudiemos, a continuacién, las matrices de covarianzas de este proceso,
(k) = E [6(k)é"(k)]. Dado que 2(k/k — 1) es ortogonal a §(k), tenemos
que

(k) = E [2(k)é" (k)] .

Sustituyendo la expresién de la innovacién que acabamos de obtener

ik) = E Z(k)ZT(k)] —p(k)E [Z(k)iT(k/k - 1)] H* (k)— (2.5.3)
E [2(k)0T(k/k —1)] .

Por la propiedades impuestas sobre el modelo,

- E [2(k)2" (k)] = p(k)H (k)S(k)H" (k) + p(k)E[v(k)z" (k)| H" (k)+
p(k)H (k) E[z(k)vT (k)] + E[v(k)v" (k)]

donde S(k) es la matriz de covarianzas del estado.

- E [2(k)&T (k/k — 1)] = p(k)H (k) E [z(k)2" (k/k —1)] +

E [v(k)z" (k/k — 1)] .
- E [2(k)d7 (k/k — 1)] = p(k)H (k) E[z(k)o" (k/k — 1)]+

Elv(k)oT (k/k — 1)).
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Sustituyendo estas expresiones en (2.5.3) y agrupando términos,

(k) = p(k)(1— p(k))H(K)S(K)H (k)+
p2 (k) H (k) Elz(k)eT (k/k — 1)|H (k)+
o(K)H (k) Elz(k)eT (k/k — 1)] + p(k) Elv(k)eX (k/k — D)]HT (k)+
Ev(k)el(k/k — 1)].
Por tltimo, teniendo en cuenta que los estimadores Z(k /k—1)y o(k/k—1)
son ortogonales a los errores e, (k/k—1) y e,(k/k — 1), se obtiene la expresion
de II(k).
La expresién de I1(0) es inmediata con s6lo observar que 6(0) = 2z(0).
Para finalizar, dado que {w(k), k > 0} es una sucesién blanca e indepen-

diente de zo, la expresién recursiva de la matriz de covarianzas del estado,

S(k), se obtiene de forma inmediata. _

Teorema 2.5.3 El filtro del estado se expresa en funcion del predictor en

una etapa como

#(k/k) = 2(k/k—1)+
F(k) [2(k) — p(k)H(k)&(k/k — 1) — d(k/k = 1)], k>0

donde la matriz de ganancia del fltro es
F(k) = [p(k)P(k/k — 1)H” (k) + P (k,k/k = 1)] TI7'(k), k=0

y [1(k) estd dada en la Proposicion 2.5.%2.

-Demostracion-

Sustituyendo en (2.5.1) la expresién dada para la. innovacién, se obtiene,

de forma inmediata, la ecuacién del filtro.
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A continuacién obtenemos la matriz de ganancia. Por (2.5.1) tenemos

que el error de filtrado verifica
ex(k/k) = e.(k/k — 1) — F(k)b(k).

Ya que e, (k/k) es ortogonal a la observacién z(k), E |e,(k/k)z" (k)] =0y,

consecuentemente,
E [e;(k/k — 1)2" (k)] = F(k)II(k), (2.5.4)

luego
F(k) = E [e;(k/k — 1)z (k)] I (k). (2.5.5)

A continuacién calculamos F |e,(k/k — 1)27 (k)] . De la ecuacién de la

observacién y por la independencia entre la sucesién {y(k), k > 0}, el estado

inicial y ({w(k), k > 0}, {v(k), £k > 0}) tenemos que

E [e.(k/k —1)2"(k)] = p(k)E [ez(k/k— 1)z" (k)] H" (k) +
E [e.(k/k — 1)v" (k)]

y, como los errores de estimacién son ortogonales a los estimadores,
E [e.(k/k — 1)z" (k)| = p(k)P(k/k — )HT (k) + Po(k,k/k —1).

Sustituyendo esta expresién en (2.5.5), obtenemos la expresién deseada para

F(k).

Observemos que la existencia de las inversas de las matrices II(k), pa-
ra £ > 0, no estd asegurada con las hipétesis realizadas sobre el sistema.

Si no existen, se utilizaran las pseudoinversas de estas matrices (Magnus y

Neudecker [15]).
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En el siguiente teorema se dan las expresiones que relacionan a las ma-

trices de covarianzas de los errores de prediccion y filtrado del estado.

Teorema 2.5.4

P(k+1/k)= &(k+1, k)P(k/k)®T(k + 1,k)+
®(k + 1, k) Peu (k, k/)YTT (k+1,k)+
['(k+1,k)P,.(k, k/k)®T (k+ 1,k)+
I'(k+ 1, k)P.u(k, k/R)YTT(k+1,k), k=0
P/ —-1)= P(0)
P(k/k) = P(k/k— 1) — F(k)I(k)FT(k), k=0.
-Demostracion-

La expresion de P(k+ 1/k) es inmediata sin mas que tener en cuenta que

el error de prediccién verifica
e.(k+1/k) = ®(k + 1,k)ec(k/k) + T'(k + 1, ke, (k/k).

En k = 0, dado que £(0/ — 1) = 0, tenemos que P(0/ — 1) = P(0).
Por otra parte, de la expresién e, (k/k) = e;(k/k—1)—F(k)é(k), es claro

que
P(k/k) = P(k/k—1)— E |e;(k/k— 1)6T (k)] F*' (k) — (2.5.6)
F(k)E [6(k)el (k/k—1)] + F(k)II(k)FT (k).

Puesto que 6(k) = z(k) — p(k)H (k)Z(k/k — 1) — 0(k/k — 1), se tiene

E [ea(k/k — 1)6T(K)] = E [ea(k/k—1)2" (k)] =
p(k)E [ex(k/k — 1)&7 (k/k — 1)] H (k) -

E [e.(k/k —1)d" (k/k — 1)] .
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Ya que el error e,(k/k — 1) es ortogonal a los estimadores z(k/k — 1) y

t(k/k — 1), los dos tltimos términos se anulan y, teniendo en cuenta (2.5.4),
E [e.(k/k — 1)8" (k)] = F(k)II(k).

Sustituyendo esta expresion en (2.5.6), queda demostrada la iltima parte del

teorema.

Debemos hacer hincapié en que para la obtencién de los estimadores del
estado es necesario determinar tanto w(k/k) y v(k/k — 1) como las matri-
ces de covarianzas P,,(k,k/k) y P, (k,k/k — 1) y de covarianzas cruzadas
P,.(k,k/k) y Pyz(k,k/k —1).

Comenzamos obteniendo los estimadores w(k/k) y v(k/k — 1). Al no co-
nocer la modelizacién de los ruidos aditivos, no es posible obtener ecuaciones
que expresen a los predictores de estos procesos en funcién de los filtros.
Debido a esto, para determinar dichos estimadores, usaremos las siguientes

expresiones obtenidas como consecuencia del Lema de Proyecciones Ortogo-

nales:
w(k/l) = w(k/l—-1)+ F,(k,1)6(l), 0<I<k

v(k/l) = o(k/l—1)+4 Fy(k,l)6(l), 0LZI<k-1
donde {6(k), k > 0} es el proceso innovacién (Proposicién 2.5.2).
El siguiente resultado proporciona las condiciones iniciales de estas ex-

presiones recursivas.

Proposicién 2.5.5

(a) w(k/l)=0, l<k-—s.
(b) o(k/l) =0, <k—maz{t,1}.

090 P00 0000905080002 000P0000000v000000asrrVICVYEESYe e



9 5 Sistemas con Ruidos Aditivos Correlados 59

-Demostracion-
Es inmediata va que, debido a las hipétesis realizadas sobre el sistema,

w(k) es incorrelado con z(l) para l < k — s,y v(k) es incorrelado con z(l)

para [ < k — max{t, 1}. N

Como consecuencia de este resultado, observemos que si s = —1, el es-
timador @(k/k) = 0, y si t < 1 entonces 9(k/k — 1) = 0. Por tanto, en
tales casos, los estimadores de los ruidos necesarios para la determinacién

del predictor y el filtro del estado son nulos.

En el siguiente teorema se establece las férmulas generales para la deter-

minacién de @(k/k) y 9(k/k —1).
Teorema 2.5.6
(a) Sis=—-1: w(k/k)=0.
Sis>—1: &(k/k) se determina a partir de la siguiente eTpresion
o(k/l) = @(k/l—1)+ Fu(k,1)6(1), maz {0,k—s}<I<Ek
con condicion inicial
& (k/mazx {0,k — s} — 1) =0,
donde F,(k,l) = [p(l)Poz(k, 1/l — 1)HT(l) + P,o(k, 1/l — 1)] II=1(1).
(b) Sit<1: o(k/k—1)=0.

Sit>1: #(k/k— 1) se obtiene mediante la siguiente expresion

o(k/l) = o(k/l—1)+ Fy(k,1)8(1), maz{0,k—t+1}<1<k—1
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con condicion inicial
v(k/max {0,k —t+1} —1) =0,

donde F,(k,1) = [p(l) Pue(k, 1/l = 1) HT (1) + Py (k, 1/l — 1)] TI71(2).

-Demostracion-

Teniendo en cuenta los comentarios previos a este teorema y la Proposi-

cién 2.5.2, basta probar las expresiones de las matrices de ganancia.

Obtenemos la expresién de F,(k,l) y, de forma andloga, se obtiene la de
F,(k,l). Teniendo en cuenta que e, (k/l) = e, (k/l—1)— F,(k,1)6(l), y dado

que e, (k/l) es ortogonal a la observacién z(l) se tiene que
E [e,(k/l — 1)2"(1)] = F.(k, DII(D),
por lo que
F,(k,l) = E [e.(k/l - 1)z" ()] TI7(1).
Veamos la expresién de E [e, (k/l — 1)z7(l)] . Como 2(I/1—1) es ortogonal

al error e, (k/l — 1) y @(k/l — 1) es ortogonal a la innovacién,

E [eu(k/l —1)2" ()] E [eu(k/l —1)6"(1)]

E [w(k)8T(1)] .

Por tanto, usando la expresién para la innovacién y la ecuacién de la obser-

vacién, por las hipétesis de independencia,
E[e,(k/l—1)zT(1)] = p(1)E (w(k)zT(1)] HT (1) + E [w(k)v™(1)] -

p(l)E [w(k)zT(1/1 — 1)] H(1)-
E [w(k)oT(l/l —1)],
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por lo que, agrupando términos,

E [ew(k/l ok l)zT(l)] = p()E [w(k)ef;(l/l = 1)] HT(1)+
E [w(k)el(1/1 - 1)].

Entonces, ya que &(k/l—1) es ortogonal a los errores ez (1/l —1) y e,(l/l— 1),

E [e,(k/l — 1)2T(1)] = p(I)Poa(k,1/l — 1)HT (1) + P, (k,1/1 - 1)

y se obtiene la expresién de F,(k,1).

A continuacién, se dan las expresiones de las matrices de covarianzas
P,.(k,k/k) y P, (k,k/k — 1) (Teorema 2.5.7) y de covarianzas cruzadas
P,.(k,k/k) y Py (k,k/k — 1) (Teorema 2.5.8). La demostracién de ambos
teoremas se realiza de forma anéloga a la del Teorema 2.5.4 usando las ex-

presiones de los errores de estimacién y aplicando el Lema de Proyecciones

Ortogonales.

Teorema 2.5.7

(a) Sis=—1: Pk k/k)=Q(k).

Sis>—1: P, (k,k/k) se determina mediante la siguiente expresion

Pou(k, k/l) = Puy(k, k/l—1)—
F,(k,)TI(0)FT(k,1), maz {0,k —s} <1<k

con condicion inicial

P,.(k,k/maz{0,k — s} — 1) = Q(k).
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(b) Sit<1: P,l(k,k/k—1)= R(k).
Sit>1: P,l(k,k/k —1) se obtiene a partir de esta expresion

P,o(k,k/1) = Pyo(k,k/l—1)—
F,(k, DI FT (k,1), maz{0,k—t+1} <1< k-1

con condicion tnicial

Py, (k, k/maz{0,k —t+ 1} — 1) = R(k).

Teorema 2.5.8

(&) S18= =13 Bk klk)="71.
Sits>—1: P,.(k,k/k) se obtiene mediante las siguientes expresiones
P, (k,l/l) = P (k, 1/l —1)—
Fu(k,DTI()FT(l), maz {0,k —s} <1<k
Pk l/l—1)= P, (k1—1/1-1)8T(1,1—1)+
P,(k,l—1/1-1TT(,1—-1), maz {0,k —s} <l<k

con condicion inicial
P,z(k,maz{0,k — s} /maz{0,k — s} — 1) = 0.

(b) Sit=0: P,(k,k/k—1)=0.
Sit=1: P (kk/k—1)=TT(k—-1,)I"T(k,k—-1).
Sit>1: P, (k,k/k— 1) se determina a partir de esta expresion
P, (k,l/l—1)= Py (k,1—=1/l=2)®T(l,1 - 1)+
P,(k,1—1/1-—1DI'T(,1-1)—
F,(k,l— DIl -1)F'(1l-1)®"(l,1-1),
max {0,k —t+ 1} <<k
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con condicion inicial
P,.(k,maz{0,k —t+ 1} /maz{0,k —t+ 1} — 1) =
0, k—t+1<0
TT (k — t,k)l"T(k— t+1,k—t), k—t+1>0.

C
Notemos que la determinacién de las matrices P,.(k,k/k) (s > —1) y

P,.(k,k/k) (t > 1) requiere conocer P, (k,l/l) y P,.(k,l/l), respectivamen-

te. Sus expresiones se dan a continuacion.

Teorema 2.5.9
(a) P,.(k,l/1), maz {0,k — s} <1 < k — 1, se determina a partir de

wa(ka Z/J) — wa(k,l/j - 1)-
F,(k,))II()FL(l,5), maz {0,k —s} <7<l

con condicion inicial
P,.(k,l/maz{0,k — s} — 1) = 0.

(b) Sis=—1: P,(k1/l)=T"(,k), max {0,k —t+1} <I< k-1
Sis>—-1: P,(kl1/l), max {0,k —t+ 1} <1< k-1, se determina a
partir de
Pu(k,1/j) = Pu(k,1/j—1)-
F,(k, HII(H)FET (1,7), maz {0,k —t+ 1,1 —s} < j <1

con condicion inicial

Poo(k,l/maz{0,k —t+ 1,1 —s} — 1) =T" (1, k).
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Por tltimo, en el siguiente teorema se determinan las matrices de co-
varianzas P,,(k,l/l — 1) y P,,(k,l/l — 1), necesarias para la obtencién de

F,(k,l) (s >—1)y F,(k,l) (t > 1), respectivamente.

Teorema 2.5.10
(a) Sit<1o0s=0: P,(kl/l-1)=T(k1), max{0,k —s} <1< k.

Sit>1ys>0: P,(k1l/l—1), max {0,k — s} <1<k, se obtiene a

partir de

Pwv(ka l/]) — Pwv(kal/J - 1)_
F,(k, H)II(H)FEF(,7), mazx{0,k —s,l —t+1} <j<1l-1

con condicion inicial
P,,(k,l/mazx{0,k — s, —t+ 1} — 1) =T(k,I).
(b) P,,(k,l/l — 1), maz {0,k —t+ 1} <1 < k-1, se obtiene a partir de

va(kal/j) — va(ksl/j - 1)_
F,(k, 5)1() FT (1, ), maz {0,k —t +1} < j < 1 —1

con condicion inicial

P, (k,l/max{0,k —t+ 1} —1) = 0.

Para finalizar, resumimos los resultados obtenidos en el siguiente teorema,
resolviendo asi los problemas de filtrado y prediccién para el estado de siste-

mas con observaciones inciertas y ruidos aditivos correlados en un intervalo

de tiempo finito.
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Teorema 2.5.11 E! filtro y el predictor del estado estdn dados por

i(k+1/k) = ®(k+1,k)a(k/k)+T(k+1,k)o(k/k), k>0
#0/—1)= 0
#(k/k) = 2(k/k—1)+
F(k)[z(k) — p(k)H(k)&(k/k — 1) = 0(k/k—1)], k=0

donde la matriz de ganancia del filtro verifica

F(k) = [p(k)P(k/k — 1)HT (k) + PL (k,k/k — 1)] I (k)

siendo
(k)= p(k)(1 — p(k))H(k)S(k)HT (k) + p*(k)H (k)P (k/k — 1)H" (k)+
p(k)H (k)P (k, k/k — 1) + p(k) Pus (k, k/k — 1) HT (k)+
P,(k,k/k—1), k=0

S(k) = ®(k,k—1)S(k—1)2"(k,k—1)+

Lk, k—1)Q(k — VIT(k,k—1), k>0
S(0) = P(0).

T.as matrices de covarianzas de los errores de filtrado y prediccion satisfacen

P(k+1/k)= ®(k+1,k)P(k/k)®"(k+1,k)+

&k +1,k)PL (k,k/k)T" (k+ 1/k)+

[k + 1/k)Poz(k,k/k)®" (k + 1,k)+

['(k+ 1/k)P..(k,k/E)TT(k+1/k), k=0

P(0/—-1)= P(0)
P(k/k)= P(k/k—-1)- F(k)II(k)FT(k), k>0.

Los estimadores &(k/k) y 0(k/k — 1) estdn dados en el Teorema 2.5. 6, las
matrices de covarianzas P, (k,k/k) y Py(k,k/k — 1) en el Teorema 2.5.7,
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y las matrices de covarianzas cruzadas P,;(k,k/k) y Py(k,k/k — 1) se de-

terminan en el Teorema 2.5.8.
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Capitulo 3

Estimaciéon Lineal mediante

Observaciones Inciertas usando

Funciones de Covarianza

3.1 Introducciéon

En el capitulo anterior, bajo la hipétesis de que la descripcién interna del
sistema es conocida, se han deducido estimadores recursivos para el estado
de sistemas con observaciones inciertas. Ahora bien, la especificacién de un
modelo de espacio de estados no siempre es posible ni facil, por lo que parece
razonable retomar el problema de estimacién en sistemas con observaciones

inciertas sin partir de esta base.

Consideremos un sistema estécastico lineal en tiempo discreto cuya ecua-

cién de observacion estd dada por

.....................0...........-...-.‘.-.._Q.......Q.....C._...
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donde {z(k), k > 0} es el proceso m-dimensional que describe la observacién,
{y(k), k > 0} es un proceso centrado que representa la senal del sistema y
{v(k), k > 0} es el ruido de la observacién, también centrado.

El primer investigador que abordé el estudio de estimadores lineales de
menor error cuadratico medio de {y(k), & > 0} fue Wiener (Haykin [4],
Kailath [8]), quien, para procesos estacionarios, obtuvo su famoso filtro uti-
lizando como informacién las funciones de covarianza de la senal y el ruido.
A partir del Lema de Proyecciones Ortogonales, dedujo una ecuacién, deno-
minada Ecuaciéon de Wiener-Hopf, cuya solucién proporciona una expresion
para la funcién impulso-respuesta del filtro de la senal. En el caso de procesos
no estacionarios, aunque no es dificil extender dicha ecuacién, la obtencién de
su solucién es méas complicada y para resolverla no existe un método general.
Entre los numerosos trabajos para procesos no estacionarios, cabe destacar

el de Shinbrot (Kailath [8]), quien trabaj6 bajo la hipétesis de que la funcién
L(k,1) = E [y(k)y" ()] + E [y(k)o" ()] + E [v(k)y" (1)

tiene forma de micleo semi-degenerado, es decir,

[
L.

L(k.1) = A(k)BT(l), k >
" B(R)AT(), k <

Asi, sin necesidad de especificar el modelo de espacio de estados del sis-
tema, se obtuvieron férmulas explicitas para la determinacién del filtro de
la sefial, tanto para procesos estacionarios como no estacionarios. Los esti-
madores asi obtenidos, sin embargo, no poseen las ventajas computacionales

que aporta la recursividad del filtro de Kalman cuando se conoce el modelo

de espacio de estados.
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En la década de los 80, Nakamori soluciona este incoveniente y, bajo una
hip6tesis similar a la de Shinbrot, concretamente, suponiendo que la matriz
de covarianzas de la senal tiene forma de nicleo semi-degenerado, deduce
algoritmos recursivos para la obtencién de estimadores lineales de menor
error cuadratico medio.

Nakamori [19] traslada el problema de resolver la ecuacion de Wiener-
Hopf al de la resolucién de un conjunto de ecuaciones en diferencias con
condiciones iniciales nulas y, de esta forma, obtiene el predictor de una senal
escalar a partir de observaciones perturbadas por un ruido blanco, gaussiano
e incorrelado con la senal. Posteriormente, en 1992, Nakamori [20] extiende
estos resultados, obteniendo un algoritmo recursivo para la determinacion
del suavizador punto fijo bajo la hipétesis de que las observaciones estan
afectadas por ruido blanco y ruido coloreado.

Como se ha comentado anteriormente, es razonable retomar el proble-
ma de estimacién en sistemas con observaciones inciertas, objetivo de esta
memoria, cuando no se conoce el modelo de espacio de estados.

Consideremos la siguiente ecuacién de observacion
2(k) = y(k)y(k) + v(k)

donde {z(k), k > 0} es un proceso m-dimensional que describe la observacion,
el proceso {7(k), k > 0} representa la incertidumbre de las observaciones
y es una sucesién de variables aleatorias independientes de Bernoulli con
Plvy(k) = 1] = p(k), {y(k), k = 0} representa el proceso senial que se desea
estimar y {v(k), k > 0} es el error de la observacion.

Para este tipo de sistemas y supuestas conocidas la matriz de transiciéon

del estado y la funcién de covarianzas cruzadas del estado y la senal, Naka-
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mori [21], en 1997, deduce el filtro y el suavizador punto fijo de la senal. En

este mismo trabajo, Nakamorl presenta un método que permite identificar
la matriz de transicién del estado y la funcién de covarianzas cruzadas del
estado v la sefial a partir de la funcién de covarianzas de la senal.

Posteriormente, Caballero et al. [2] generalizan estos resultados sin nece-

sidad de realizar las suposiciones anteriores. Para sistemas con observaciones

‘hciertas donde las observaciones estdn afectadas por ruido blanco y ruido co-
loreado y bajo las hipétesis de que tanto la matriz de covarianzas de la senal
como la del ruido coloreado se expresan en forma de nicleo semi-degenerado,

obtienen algoritmos recursivos para el suavizador punto fijo, el filtro y el

predictor de la senal.

Bajo las mismas hipé6tesis que Caballero et al.[2], es decir, suponiendo
que la matriz de covarianzas de la senal se expresa en forma de micleo semi-
degenerado, en este capitulo tratamos el problema de estimacién lineal de
menor error cuadratico medio. Estudiaremos dicho problema considerando,
en primer lugar, que la senal y el ruido aditivo estdn correlados en el mismo
instante y, més tarde, que dicha correlacién es en un intervalo de tiempo
finito. Notemos que el hecho de suponer que la funcién de covarianza de

la sefial tiene forma de micleo semi-degenerado permite trabajar tanto con

procesos estacionarios como no estacionarios.

La estructura del capitulo es la siguiente:

En la Seccién 3.2 resumimos brevemente los resultados de Caballero et

al. [2] para sistemas con observaciones afectadas por un ruido blanco mas uno

coloreado.

A continuacién, en la Seccién 3.3, se aborda el problema de estimacion

)00 00A300000000000009 ¢ oo oo s
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lineal de la sefial en sistemas donde la senal y el ruido de la observacién estan

correlados en el mismo instante de tiempo.

Por iltimo, en la Seccién 3.4, extendemos los resultados anteriores con-

siderando que ambos procesos estan correlados en un intervalo de tiempo

finito.

3.2 QObservaciones afectadas por Ruido

Blanco mas Ruido Coloreado

Bajo la hipé6tesis de que la observacion del sistema estd perturbada por
un ruido blanco més un ruido coloreado, en 2001, Caballero el al. [2] obtienen
f6rmulas recursivas para los estimadores lineales de menor error cuadratico

medio de 1a sefial. A continuacién presentamos un resumen de este trabajo.

Consideremos un sistema con ecuacioén de observacion
2(k) = y(K)y(k) + vp(k) + ve(k), k>0

donde

- {~(k), k > 0} es una sucesion de variables aleatorias independientes
de Bernoulli con P [y(k) = 1] = p(k).

_ {y(k), k > 0} es un proceso m—dimensional centrado cuya funcién de

covarianzas se expresa en forma de nicleo semi-degenerado

A(k)BT(s), 0<s<k

K(k,s) =
(K 5) B(k)AT(s), 0<k<s

donde A v B son funciones matriciales de dimensiones m X p.
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- {vy(k), k > 0} es un ruido blanco centrado con matrices de covarianzas

R(k), siendo R(k) definida positiva para todo k.

- {v.(k), k > 0} es un ruido coloreado centrado cuya funcién de cova-

rianzas estd dada en forma de micleo semi-degenerado

K (k 3) _ a(k)ﬁT(S), 0<s<k
o B(k)aT(s), 0<k<s

donde « y 3 son funciones matriciales de dimensiones m x p'.

- {y(k), k > 0}: {7(k)a k > 0}5 {vb(k): k > 0} y {’Uc(k), k > 0} son

mutuamente independientes.

A partir del Lema de Proyecciones Ortogonales (Teorema 1.5.1), Caballe-
ro el al.[2] obtienen algoritmos recursivos para el suavizador punto fijo y el

filtro de la senal. En el siguiente teorema se presentan los resultados relativos

al problema de filtrado.

Teorema 3.2.1 Fl filtro de la senal estd dado por
y(k/k) = A(k)O(k), k>0

donde O(k) se calcula, de forma recursiva, mediante

O(k) = O(k— 1)+
J(k, k) [z(k) — p(k)A(k)O(k — 1) — a(k)Q(k — 1)], k>0

O
A~
G
~—r
|
O

Qk) = Q(k—1)+
I(k, k) [2(k) — p()A(K)O(k — 1) — a(k)Q(k — 1)], k>0

QO)= 0
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siendo

J(kk) = [p(k)BT (k) — p(k)r(k — 1) A" (k) — c(k — 1)a™ (k)] 1 (k)
I(k,k) = [A7(k) — p(k)c" (k — 1)AT (k) — d(k — 1)a” (k)] T (k)

y donde I1(k) estd dada por

(k) = p(k) [B(k) — p(k)A(k)r(k — 1) — a(k)c" (k — 1)] AT (k)+
B(k) — p(k)A(k)c(k — 1) — a(k)d(k — 1)]a” (k) + R(k).

Las funciones matriciales v, ¢ y d son de dimensiones p X p, p X p' ¥y

v x p/, respectivamente, y verifican

r(k) = r(k—1)+ J(k,k) |p(k)B(k) — p(k)A(k)r(k — 1) — a(k)cT (k — 1)]
r(0) = 0

(k)= clk— 1)+ J(k,K) [B(k) — p(k) A(K)c(k — 1) — a(k)d(k — 1)]
c(0)= 0

d(k) = d(k — 1) + I(k, k) [B(k) — p(k) A(k)c(k — 1) — a(k)d(k — 1)]

Q
" .
=
h
|
&S

Observemos que, con este resultado, se resuelve también el caso consi-

derado en la Seccién 2.4 del capitulo anterior. En efecto, si {v.(k), K > 0}

verifica la ecuacién recursiva:

vo(k + 1) = U(k + 1, k)v.(k) + D(k + 1, k)o (k)

0000000000 0000000000000000000000000000000000000008000000000
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siendo {o(k), k > 0} un ruido blanco, es fécil ver que la funcién de covarian-

zas de este proceso tiene forma de micleo semi-degenerado:

a(k)fT(s), 0<s<k

K.(k,s8) =
B(k)a'(s), 0<k<s

donde a(k) = ¥(k,0) y B(k) = K.(k, k)¥T(0, k). Entonces, una vez identifi-
cadas estas matrices y suponiendo que el proceso {vs(k), kK > 0} es nulo, el

teorema anterior permite obtener el filtro de la senal en el caso antes resenado

sin necesidad de conocer el modelo de espacio de estados.

3.3 Ruido de Observacién Correlado con la

Senal

Bajo las hipé6tesis de que los procesos senal y ruido estan correlados en
el mismo instante de tiempo y que la funcién de covarianzas de la senal

se expresa en forma de micleo semi-degenerado, en esta seccion se deducen

algdritmos de prediccién y filtrado para la senal.

Consideremos un sistema cuya ecuacién de observacion es
2(k) = v(k)y(k) + v(k), k>0

donde

- {~(k), k > 0} es una sucesién de variables aleatorias independientes

de Bernoulli con P [y(k) = 1] = p(k).

_ {y(k), k > 0} es un proceso m—dimensional centrado con funcién de

covarianzas
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K,(k,s) = A(k)BT(s), 0<s<k
T B(k)AT(s), 0<k<s

donde A y B son funciones matriciales de dimensiones m X p.
- {v(k), k > 0} es un ruido blanco centrado con £ [v(k)vT (s)] = R(Kk)bks-

- {y(k), k = 0} y {v(k), k = 0} estdn correlados en el mismo instante
de tiempo, siendo E [y(k)vT(s)] == Tl k) Ops-

- {~v(k), k > 0} es independiente de ({y(k),k > 0}, {v(k),k > 0}).

El objetivo es obtener estimadores lineales de menor error cuadréatico me-
dio de la sefial dadas las observaciones {z(1), ..., 2(L)}; concretamente nues-
tro interés recae en deducir expresiones para el filtro (L = k) y el predictor

(L = k — 1). Estos estimadores serdn representados por

g(k/L) = Z h(k,i,L)z(i)

donde h(k,i,L), para i = 1, ..., L, es la funcién impulso-respuesta.
Por el Lema de Proyecciones Ortogonales, la ecuaciéon de Wiener- Hopt

para este estimador estd dada por

E [y(k)zT(s)] = Z h(k,i,L)E [z(i)zT(s)] , s<L.

i=1
Teniendo en cuenta la ecuacién de observacién y al ser {y(k), k 2> 0} inde-

pendiente de {y(k), k > 0} obtenemos

E [y(k)zT(s)] = p(s)K,(k, s) + T (k)bks-
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Por otro lado, y de nuevo por la ecuacién de observacién, tenemos que

é:lh(k, i, L)E [z(z)zT(s)] = é:l h(k,i,L) {E [y(i)7(s)] K,(z, s)+

p(i)E [y(i)v" (s)] + p(s)E [v(i)y" (s)] +
E [v(i)v"(s)]}, s<L.

Entonces, denotando

K (i, s) E [y(3)v(s)] Ky(i, s)
S(s) = p(s)T(s)+ p(s)T"(s) + R(s),
se tiene

Y " h(k,i, L)E [2(i)2" ( Zh(k i, )K (i, s) + h(k,s, L)S(s), s<1L

y, por tanto, la ecuacién de Wiener-Hopf es

h(k,s,L)S(s) = p(s)K,(k,s) + T(k)bs — Z h(k,i,L)K(i,s), s<L.
- (3.3.1)

Basandonos en esta ecuacién obtenemos, en primer lugar, el algoritmo de

prediccién (Seccién 3.3.1) y, posteriormente, el de filtrado (Seccién 3.3.2).

3.3.1 Predictor de la Senal

La ecuacién (3.3.1) para L =k — 1 es
h(k,s, k —1)S(s) = p(s)K,(k, s) Zh(k i,k —1)K(i,s), s<k-—1.

Dado que s < k, K,(k,s) = A(k)B”(s) y es facil ver que,

h(k,s,k—1)= A(k)J(s,k — 1),
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donde J(s,k — 1) verifica
k—1
J(s,k —1)S(s) = p(s)BT(s) — Z J(i,k—1)K(i,s), s<k-1. (3.3.2)
=1

Por tanto, definiendo

k—1
Ok —1) =Y J(i,k —1)z(3), (3.3.3)

k—1
el predictor §(k/k — 1) = >_ h(k,i,k — 1)z(i) estd dado por
i=1
g(k/k—1) = A(k)O(k — 1). (3.3.4)
A la vista de esta expresién, nuestro objetivo es obtener una expresién

recursiva para O(k). Antes de ello, en la siguiente proposicion se establece la

expresiéon del proceso innovacién y de su matriz de covarianzas.

Proposicién 3.3.1 El proceso innovacion estd dado por
§(k) = z(k) — p(k)A(k)O(k - 1), k>0.

Las matrices de covarianzas de este proceso satisfacen
(k) = p(k) [B(k) — p(k)A(k)r(k — 1)] A" (k)+
p(k)T (k) + p(k)T" (k) + R(k), k>0
siendo (k) = E [O(k)OT (k)] .

-Demostracion-

Por el Lema de Proyecciones Ortogonales (Teorema 1.5.1) sabemos que

3(k/k—1) es el uinico elemento del subespacio generado por las observaciones

{2(1),...,z(k — 1)} que verifica

E [z(k)zT(s)] = FE [2(k/k — 1)z'(s)], s<k-1. (3.3.5)
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Por la ecuacién de observacién, dado que la sucesién de variables aleato-

rias independientes {y(k), k > 0} es, a su vez, independiente de los procesos

{y(k), k >0}y {v(k), k> 0}, se tiene
FE [z(k)zT(s)] =p(k)E [y(k)zT(s)] , s<k-1
Entonces, por el Lema de Proyecciones Ortogonales,
E [z(k)zT(s)] = p(k)E |y(k/k — l)zT(s)] o s<k-1

y, teniendo en cuenta (3.3.4) y (3.3.5), concluimos que

2(k/k — 1) = p(k)A(k)O(k — 1). (3.3.6)
Por lo tanto, el proceso innovacién estéd dado por

§(k) = z(k) — p(k)A(k)O(k — 1).

A continuacién se obtienen las matrices de covarianzas de este proceso,
[1(k) = E [6(k)é6T(k)|. Dado que 2(k/k—1) es ortogonal a 6(k) tenemos que
E [2(k)2T(k/k—-1)| = E (2(k/k —1)2" (k/k — 1)], por tanto

(k) = E [2(k)2T (k)] — E [2(k/k = 1)2" (k/k — 1)] .
Por la ecuacién de observacién, el primer término verifica
E [2(k)z" (k)] = p(k) K, (k, k) + p(k)T (k) + p(k)T" (k) + R(k),
y, por (3.3.6), el segundo es

E [2(k/k - 1):T (k/k — 1)] = p°(k)A(k)r(k — 1)AT (k)
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Restando estas expresiones y agrupando términos

(k) = p(k)[B(k) — p(k)A(k)r(k —1)] A" (k)+

p(k)T (k) + p(k)T" (k) + R(k). -

En el siguiente teorema deducimos un algoritmo de prediccién en una

etapa para la senal del sistema.
Teorema 3.3.2 El predictor de la senal estd dado por
g(k/k—1) = A(k)O(k—-1), k=1

donde O(k) se calcula, de forma recursiva, mediante

O(k) = O(k—1)+ J(k,k)[z(k) — p(k)A(k)O(k —1)]
O0) = 0
siendo
J(k, k) = p(k) [BT (k) — r(k — 1) A" (k)] TI™* (k)

(k) = p(k) [B(k) — p(k)A(k)r(k — 1)] AT (k)+
p(k)T (k) + p(k)T" (k) + R(k).

Las matrices r(k) se obtienen mediante

r(k —1) +p(k)J (k, k) [B(k) — A(k)r(k — 1)]
0.

r(k)

r(0)

2000000000 0000000000200000000000000000000000030080000308006
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-Demostracion-

La expresiéon del predictor de la sefial se ha obtenido en (3.3.4). A con-

tinuacién se deduce la ecuacién recursiva para el célculo de O(k). De la

definicién de O(k) dada en (3.3.3),

O(k) — O(k — 1) = J(k, k)z(k) + i (J(i, k) — J(i, k — 1)) z(i). (3.3.7)

=]
Estudiamos la expresién de J(s, k) — J(s,k — 1) para s < k — 1. Por (3.3.2)

obtenemos

(J(s,k) — J(s,k—1))S(s) = ~J(k,k)K(k,s)—
S (J(i, k) — J(i,k — 1)) K (i, s).

=1

Observemos que al ser s < k — 1y {~v(k), kK > 0} una sucesién de variables

aleatorias independientes,
K (k,s) = p(k)p(s)A(k)B" (s)
y, de nuevo, por la ecuacién (3.3.2), se observa que
J(s, k) — J(s,k—1)= —p(k)J(k,k)A(k)J(s,k—1), s< k-1

Por tanto, sustituyendo estas diferencias en (3.3.7) y teniendo en cuenta

(3.3.3) obtenemos
O(k) = O(k = 1) + J(k, k) [z(k) — p(k)A(k)O(k — 1)],

con condicién inicial O(0) = 0.
A continuacién deducimos la expresién de la matriz J(k, k). Dada la ecua-

cién anterior y la expresién del proceso innovacién (Proposicién 3.3.1) tene-

mos que
Ok)=0(k—1)+ J(k,k)o(k). (3.3.8)
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Entonces,
E [O(k)67 (k)] = E [O(k —1)8" (k)] + J(k, k)II(K)

y, ya que por el Lema de Proyecciones Ortogonales sabemos que la esperanza

E [O(k — 1)6" (k)] es nula, obtenemos
J(k,k) = E [O(k)6" (k)] TT (k).
Calculamos, a continuacién, £ [O(k)éT(k)] . Por la definicién del proceso
Innovacion,
E [O(k)87 (k)] = E [O(k)2" (k)] — E [O(k)2" (k/k—=1)] . (3:3.9)
Estudiamos estos términos por separado:

_ En virtud de la definicién de O(k) dada en (3.3.3) y las propiedades de

independencia y correlacion

> " J(i, k)E [2(i)2" (k)]

i=1

> I, k) K (i, k) +

J(k,k) [p(k)T (k) + p(E)TT (k) + R(k)] .

E [O(k)zT(k)]

Entonces, por la ecuacién (3.3.2), obtenemos

E [O(k)=" (k)] = p(k)B" (k).

_ Dada la expresién (3.3.8) y ya que 6(k) es ortogonal a Z(k/k—1) tenemos

que
E[O(k)z"(k/k—1)| = E [O(k — 1)2" (k/k - 1)],




Capftulo 3. Estimacién Lineal mediante Observaciones Inciertas usando
82 Funciones de Covarianza

luego, por (3.3.6),

E [0(k)5T (k/k — 1)] = p(k)r(k — 1) AT (k).

Sustituyendo ambas expresiones en (3.3.9),

E [O(k)rST(k)] = p(k) [B" (k) — r(k — 1)AT (k)]

y se obtiene asf la expresién deseada para J(k, k).

Por 1ltimo, obtenemos la ecuacién recursiva para el célculo de r(k). Dada

la expresién (3.3.8) y ya que é(k) es ortogonal a O(k — 1), obtenemos
r(k) = r(k — 1) + J(k, k)II(k)J" (k, k),
y teniendo en cuenta que, como acabamos de ver,

[1(k)J" (k, k) = p(k) [B(k) — A(k)r(k — 1)]

se tiene la expresion de (k). -~

Mediante la matriz de covarianzas del error y(k) — g(k/k — 1), se co-

noce el comportamiento del predictor. A partir del Lema de Proyecciones

Ortogonales es facil obtener dicha matriz.

Teorema 3.3.3 La matriz de covarianzas del error de prediccion estd dada

por

P(k/k — 1) = A(k) [BT (k) — r(k — 1)AT(k)] , k> 0.

E A2 A R AN AN A AN N NN N AR AR EERAE A RN NEER S AN ENNSERNENNEEYEENNNESN X N NN
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3.3.2 Filtro de la Senal

Teniendo en cuenta la expresién (3.3.1), la ecuacién de Wiener-Hopf para

la funcién impulso-respuesta del filtro es

p(8)K,(k,s) + T(k)6ks — Y _ h(k,i,k)K (i, s)

g=]

s)B” (s k _
(00 1) (P00 ) - Stk

h(k,s,k)S(s)

para s < k.
Sea J(k, s, k) una funcién matricial que verifica

T k
J(k,s,k)S(s) = ( p§225(8) ) - Z J(k,i,k)K(i,s), s<k. (3.3.10)

Entonces, h(k, s, k) = ( A(k) Lsom ) J(k, s, k) y el filtro de la senal satis-
face

j(k/k) = ((AR) Tnxm ) OK)

siendo O(k) = z J(k,i,k)z(3).
Nuestro ob Jetlvo ahora, es obtener una expresion para O(k). Para ello,

definimos la funcién matricial

A ! -
J(s, k) = ( rr )J(s,k), s < k,

Om xp

y sea O(k) = }5 J (i, k)z(i), es decir, O(k) = ( foxp ) O(k). Por (3.3.2),

mxp

claramente, J(s, k) verifica

(s, k)S(s) = ( d (3)‘??(3) ) -3 Ja KK Gs), s<ko (3311)
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A partir de esta ecuacién, en el siguiente teorema, se obtiene una expresion

para O(k).

Teorema 3.3.4
O(k) = O(k — 1) + J(k, k, k) [2(k) — p(k)A(k)O(k — 1)]

donde

T(k, ke k) = K p(k;fk)““) ) _ p(k) ( ; ) (k - 1)A"’(k>} - (k)

y las matrices r(k) y II(k) estdn dadas en el Teorema 3.3.2.

-Demostracion-

Por como se han definido O(k) y O(k — 1) tenemos que

k)z(k) + (3.3.12)

Ok)— Ok —1) = J(k,k
i (k,i,k) — J(i,k — 1)) z(

Estudiemos J(k,s, k) —J(s,k—1) para s < k— 1. Por las ecuaciones (3.3.10)
y (3.3.11), sabemos que

(J(k,s,k) — J(s, k—1))S(s) = —J(kkk)_(k s)—
k (J(k i k) — J(i,k—1)) K(,s)

'z_.....

y, comparando con (3.3.2),
J(k,s, k) — J(s,k—1) = —p(k)J(k,k,k)A(k)J(s,k—1), s<k-1

Por tanto, sustituyendo estas diferencias en (3.3.12) y teniendo en cuenta

(3.3.3) obtenemos

O(k) = O(k — 1) + J(k, k, k) [2(k) — p(k)A(k)O(k — 1)] .

96000000000 000000000000800000000000000800800080008000000CCOVFOC®SOGE
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La expresién de J(k, k, k) se obtiene mediante un razonamiento similar

al realizado en el Teorema 3.3.2 para J(k, k).

|

Resumimos los resultados obtenidos en el siguiente algoritmo de filtrado.
Teorema 3.3.5 El filtro de la senal estd dado por
y(k/k) = ( A(k)  Imxm )O(k), k>0

donde O(k) verifica

O(k) ( OIPXP ) Ok —1)+ J(k,k, k) [z(k) — p(k)A(k)O(k — 1)]

mXp

0(0) 0

siendo

J(k, k, k) = [( P (k;i)(k) ) — p(k) ( OI’”‘” ) r(k — l)AT(k)] -1(k).

Las expresiones de O(k), r(k) y II(k) estan dadas en el Teorema 3.3.2.

A partir del Lema de Proyecciones Ortogonales y teniendo en cuenta la
expresion del filtro de la senal, se presenta, en el siguiente teorema, la matriz

de covarianzas del error de filtrado.
Teorema 3.3.6
P(k/k) = A(k)BT(k) — A(k)r(k—1)A" (k) —

((AK) Inwm ) (ks K R)TI(R)IT (K, F) ( A (k) ) .

L xm
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3.4 Senal y Ruido Correlados en un Intervalo

de Tiempo Finito

En esta seccién extendemos los resultados anteriores considerando que
existe correlacién no nula entre la senal y el ruido de la observacién en un

intervalo de tiempo finito. Bajo esta hipé6tesis, y suponiendo que la funcién

de covarianzas de la senal es conocida, se obtienen algoritmos de prediccion

y filtrado para la senal.

Consideremos un sistema cuya ecuaciéon de observacion es
2(k) = v(k)y(k) +v(k), k>0

donde

- {~(k), k > 0} es una sucesién de variables aleatorias independientes

de Bernoulli con P [y(k) = 1] = p(k).

_ {y(k), k > 0} es un proceso m—dimensional centrado con funcién de

covarianzas K,(k, s) conocida.
- {v(k), k > 0} es un ruido blanco centrado con E w(k)vT(s)] = R(k)bks-

- {y(k), k > 0} y {v(k), k > 0} estdn correlados en un intervalo de

tiempo finito, siendo
E [y(k)v"(s)] = T(k, s)

donde T'(k,s) = 0sis—k < -l 6 s—k >t siendo !yt fijos, con
[=-1,0,1,..yt=0,1,2,..
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- {~7(k), k > 0} es independiente de ({y(k), k¥ = 0}, {v(k), k> 0}).

Observemos que si la funcién de covarianzas de la senal tiene forma de

micleo semi-degenerado, esto es,
A(k)BT(s), 0<s<k
B(k)AT(s), 0<k<s

y, ademds, | = —1 y t = 0, el sistema descrito coincide con el considerado

K,(k,s) =

por Caballero et al. [2] cuando las observaciones estan tnicamente afectadas
por un ruido blanco incorrelado con la senal. Por otro lado, en la misma

situacion, si | = t = 0 el sistema es el estudiado en la secci6én anterior.

El objetivo es obtener el predictor, §(k/k—1), y el filtro, y(k/k), lineal de
menor error cuadratico medio de la senal, para lo que utilizaremos la siguiente

expresién, consecuencia inmediata del Lema de Proyecciones Ortogonales:
g(k/L) = §(k/L — 1)+ J(k,L)6(L), L <k

donde §(L) = z(L) — 2(L/L — 1) representa la innovacién en el instante L.
En la siguiente proposicién, presentamos la expresion del proceso innova-

ci6én v de su matriz de covarianzas. Su demostracion es aniloga a la realizada

en la Proposicién 3.3.1.

Proposicién 3.4.1 El proceso innovacion esta dado por
5(k) = z(k) — p(k)i(k/k — 1) — d(k/k —1), k>0

donde ©(k/k — 1) es el predictor del ruido de la observacion.
Las matrices de covarianzas de este proceso satisfacen
(k) = p(k) |Ky(k, k) +T(k, k) + T (k,k)—
p(k)r(k, k/k — 1) — c(k,k/k — 1) — cT(k,k/k = 1)] +
R(k) — f(k,k/k—=1), k>0
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siendo

r(k,k/k—1) = E[§(k/k—-1)g§" (k/k—1)]

c(k,k/k—1) = E|[g(k/k—1)0"(k/k—1)

f(k,k/k—1) = E[o(k/k—1)2"(k/k—1)].

[

En el siguiente teorema se establece la férmula general para la determi-

nacién del predictor y el filtro de la senal.

Teorema 3.4.2 Las expresiones del predictor y del filtro de la senal se ob-

tienen mediante

g(k/L) = g(k/L—1)+ J(k,L)6(L), 1<L<k (3.4.1)
y(k/0) = 0
siendo
J(k,L) = [p(L)[K,(k,L)—r(k,L/L—1)]+
T(k,L) — c(k,L/L —1)]TI"}(L)
r(k,L/L—1) = E|[g(k/L-1)§"(L/L—1)]

c(k,L/L—-1) = E[§(k/L—1)0"(L/L—1)]
y donde II(L) estd dada en la Proposicion 3.4.1.

-Demostracion-
Como ya se ha indicado, la ecuacién (3.4.1) es consecuencia inmediata
del Lema de Proyecciones Ortogonales y, entonces, basta probar la expresion

de la matriz de ganancia.
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Por la ecuacién (3.4.1) sabemos
E [§(k/L)§"(L)] = E [§(k/L — 1)6" (L)] + J(k, L)II(L),

y por el Lema de Proyecciones Ortogonales, E [§(k/L — 1)6T(L)| = 0; en-

tonces
J(k,L) = E [§(k/L)é"(L)] I7'(L). (3.4.2)

Por la definicién del proceso innovacion,
E [§(k/L)§T(L)] = E [§(k/L)z" (L)] — E [9(k/L)z"(L/L —1)|. (3.4.3)
Analizamos estos dos términos por separado.

- Por el Lema de Proyecciones Ortogonales,

E [y(k)z"(L)]
p(L)Ky(k, L) + T'(k, L).

E [§(k/L)z" (L)]

- Por la ecuacién (3.4.1) y ya que la innovacién es ortogonal a 2(L/L — 1)

se tiene
E [§(k/L)tT(L/L —1)] = E [9(k/L - 1)27(L/L - 1)]
por tanto, dado que
3(L/L—1) =p(L)§(L/L—1) +9(L/L —1),
obtenemos

E [§(k/L)z"(L/L = 1)] = p(L)r(k,L/L = 1) + c(k, L/L = 1).
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Sustituyendo ambas esperanzas en (3.4.3) y teniendo en cuenta (3.4.2) obte-

)

nemos la expresién de J(k, L).

Como se ha visto en la Proposicién 3.4.1, el proceso innovacién depende

del predictor del ruido de la observacién, 9(k/k — 1). En el teorema siguiente,

cuya demostracion es andloga a la anterior, se obtiene su expresion.

Teorema 3.4.3 #(k/k — 1) se obtiene mediante la siguiente erpresion

o(k/L) = o(k/L— 1)+ J,(k,L)§(L), maz {1,k—t} <L <k—1

Ju(k,L) = [p(L)[T(L,k) = e(L,k/L =1 -
f(k,L/L = 1)| I7H(L)

f(k,L/L—1) = E[o(k/L—1)0"(L/L-1)].

El conocimiento de la matriz de covarianzas del proceso innovacién y

las matrices de ganancia de los estimadores conlleva la determinacién de

r(k,L/L —1), c(k,L/L —1),c(L,k/L—1)y f(k,L/L—1),paral < L < k.

Teorema 3.4.4

(a) r(k,L/L —1), 1 < L <k, se determina mediante

r(k,L/j— 1)+ J(k,5)11(5)J"(L,j), 1<j<L-1

0.

r(k,L/j)
r(k,L/0)
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(b) c(k,L/L—1) ye(L,k/L—1),1 < L <k, se calculan a partir de
o(M,N/j) = c(M,N/j—1)+J(M,5)I(5)Jy (N, ),
maz {1, N -t} <j<L-1

¢(M, N/maz{l,N —t} — 1) = 0.
(¢c) f(k,L/L —1), maz {1,k — t} < L < k, se obtiene a partir de

fk,L/j) = f(k,L/5—1)+ Jo(k, () (L, J),
mar {1,k -t} <j< L-1
f(k,L/maz{l,k—t} —1)=0.

-Demostracion-
.o demostracién es inmediata teniendo en cuenta los Teoremas 342y

3.4.3 v la ortogonalidad de la innovacion y los estimadores. -

Resumimos los resultados obtenidos en el siguiente teorema, donde pre-

sentamos un algoritmo de prediccién y filtrado para la senal del sistema.

Teorema 3.4.5 El predictor y el filtro de la senal se obtienen mediante
g(k/L) = §(k/L—1)+
J(k,L) [2(L) = p(L)J(L/L = 1) = d(L/L-1)], 1<L<k
y(k/0) = 0
o(k/L) = o(k/L— 1)+ Ju(k,L)[2(L) — p(L)§(L/L = 1) = ®(L/L — 1)},
maz {1,k —t} < L <k-1
o(k/mazx {1,k —t} —1) =0

siendo
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o

o

5
|

[p(L) [Ky(k,L) — r(k,L/L —1)]+
T(k,L) — c(k, L/L — 1)] TTI7Y(L)

Jv(ka L) — [p(L) [T(La k) o C(La k/L o 1)]T - f(ka L/L o 1)] H_I(L)
H(L) He p(L) [Ky(La L) i T(La L) o TT(LJ L) N p(L)T(L, L/L Kl 1)'—
¢(L,L/L—-1)—c"(L,L/L-1)] + R(L) — f(L,L/L —1)
y donde

r(k,L/j)= r(k,L/j—1)+ J(k, )G (L,j), 1<j<L-1
r(k,L/0)= 0
¢(M,N/j) = c(M,N/j—1)+ J(M,)IG)J; (N, j),

max {1,N —t} < j< L-1
c(M,N/max{1l,N —t} —1) =0
f(k,L/j)= f(k,L/j—1)+ Ju(k,5)(4)J; (L, ),

maz {1,k —t} < j< L-1

f(k,L/max{l,k—t} —1)=0.

A partir del Lema de Proyecciones Ortogonales y los estimadores de la
senal dados en el teorema anterior, se obtienen las matrices de covarianzas

de los errores de estimacion.

Teorema 3.4.6 La matrices de covarianzas de los errores de prediccion y

filtrado estan dadas, respectivamente, por

P(k/k —1)

K,(k, k) — r(k,k/k — 1)

P(k/k) K,(k,k) —r(k,k/k — 1) — J(k,k)II(k)J" (k, k).

90909 000000000000000000000000000000000000008000000ssoResoeeee
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Ejemplo Numérico

En esta memoria se han obtenido algoritmos de filtrado para la senal de
un sistema lineal con observaciones inciertas. Bésicamente, los resultados
obtenidos dependen de la informacién disponible sobre el sistema bajo estu-
dio: modelo de espacio de estados (Capitulo 2) o funciones de covarianzas
(Capitulo 3). A continuacién presentamos aplicaciones numéricas de algunos
de estos algoritmos.

En primer lugar consideramos un sistema escalar con modelo de espacio
de estados conocido y con ruido de la observacién correlado en el tiempo.
Para estimar el proceso seﬁal, en este caso, utilizamos el algoritmo propuesto
en el Teorema 2.4.9.

Seguidamente, consideramos un sistema en el que no conocemos la ecua-
cién del estado y sélo disponemos de las funciones de covarianzas de los
procesos que intervienen en el sistema. Bajo la hipd6tesis de que el proceso
senal estd correlado con el ruido de la observacién en el mismo instante de
tiempo, su estimacién se realiza a partir del Teorema 3.3.5.

Para la simulacién de las observaciones y la implementacién de los algo-
ritmos se ha utilizado el programa “Mathematica”.

Consideremos el sistema lineal escalar descrito por la siguiente ecuacién

dindmica
z(k+1) = 09z(k)+w(k), k>0
.’E(O) = @To
z2(k) = ~(k)x(k)+v(k) k>0.
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donde

- Tp es una variable aleatoria gaussiana centrada con varianza 1.

- {w(k), k£ > 0} es un ruido blanco con distribucién

Plw(k)=-1]= % Plw(k) =2] = '12_1 F k)4 = -i-li-

- {7(k), k > 0} es una sucesién de variables aleatorias independientes

de Bernoulli con P [y(k) = 1] = p.

Como ya hemos comentado, en primer lugar vamos a suponer que el ruido
de la observacién, {v(k), k > 0}, es correlado en el tiempo y estd modelizado

por la siguiente ecuacién dindmica

v(k+1) = 0.1v(k) + o(k)
v(0) =

siendo vp una variable aleatoria gaussiana con media cero y varianza 1 y
{o(k), K > 0} un ruido blanco gaussiano centrado con varianza 1. Adem4s
supondremos que Zo, v, {w(k), K > 0}, {v(k), k > 0} y {v(k), & > 0} son
mutuamente independientes.

Por las hipétesis realizadas sobre el sistema, el algoritmo propuesto en el
Teorema 2.4.9 es vilido para estimar el proceso {z(k), k > 0}.

En primer lugar, mediante las varianzas de los errores de filtrado, estudia-
mos el comportamiento del filtro para distintos valores sobre la probabilidad

de falsa alarma. Los resultados se presentan en la siguiente tabla.
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|

N |

© 0 N O Ot s W N = O | &

| 25

1-p=0.9

I e e = = T = T
S Ot WA W N = O

N N NN NN = =
w N = O © 00 N

DO
N

0.9909
3.6156
0.6409
7.1895
8.3681
9.2633
9.9431
10.4595
10.8523
11.1516
11.3800
11.5547
11.6885
11.7914
11.8705
11.9316
11.9788
12.0155
12.0439
12.0661

| 12.0833

12.0969

| 12.1074

12.1158
12.1223
12.1275

1-p=0.5 | 1-p=0.1 .l E
0.8333 | 0.5737 26
2.4749 | 1.1306 ol
3.3409 | 1.3042 28
3.8529 | 1.4083 29
4.1907 | 1.4860 30
4.4311 | 1.5469 31
4.7478 | 1.5951 32
4.8549 | 1.6336 33
4.9395 | 1.6643 34
5.0067 | 1.6890 39
5.0603 | 1.7088 36
5.1032 | 1.7247 37
5.1376 | 1.7376 38
5.1653 | 1.7479 39
5.1876 | 1.7563 40
5.2056 | 1.7631 41
5.2201 | 1.7686 42
5.2318 | 1.7729 43
5.2413 | 1.7765 44
5.2489 | 1.7794 45
5.2562 | 1.7818 46
5.2602 | 1.7837 47
5.2643 | 1.7852 48 |
5.2676 | 1.7864 49
5.2676 | 1.7874 50
5.2702 | 1.7883 | n >91

1

1-p=0.9

12.1315
12.1348
12.1373
12.1393

| 12.1409
| 12.1422

12.1432
12.1441
12.1447
12.1452
12.1456
12.1460
12.1462
12.1465
12.1466
12.1468

| 12.1469

12.1470
12.1470
12.1471
12.1472

12.1472

12.1472
12.1473

Tabla 1. Varianzas de los Errores de Filtrado

5.2723
0.2741
0.2739
5.2766
5.2775
5.2783
5.2789
0.2794
9.2798
5.2801
5.2804
5.2806
5.2808
5.2809
5.2810
5.2811
0.2812
5.2812
5.2313
5.2813
0.2814
0.2814
0.2814
5.2814

1-p=0.5 | 1-p=0.1

1.7889
1.7895
1.7899
1.7902
1.7905
1.7907
1.7909
1.7911
1.7912
1.7913
1.7914
1.7914
1.7915
1.7915

1.7916 |

1.7916
1.7916
1.7916
1.7917
1.7917
1.7917
1.7917
1.7917
1.7917

12.1473 5.2814 | 1.7917
12.1473 5.2814 | 1.7917
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Como puede observarse, a medida que disminuye la probabilidad de falsa
alarma (1 — p), decrece también la varianza del error de filtrado. Los mejores
resultados se obtienen, por tanto, para 1 — p = 0.1, estabilizdndose a partir

de la iteracién 44.

Con P [y(k) =1] = 0.9, se han simulado el estado y las observaciones
para el sistema bajo estudio. Los valores del filtro y del estado simulado se

representan hasta el instante 200 en la gréfica siguiente.

10/} — Filtro

Figura 1. Estado Simulado y Filtro Propuesto

Por otra parte, a partir del algoritmo propuesto por Nahi (Teorema 2.3.1),
se ha obtenido el filtro del estado para las observaciones anteriormente simu-
ladas. Con objeto de comparar el filtro propuesto y el filtro de Nahi hemos

calculado la media de los errores cuadréticos de filtrado; algunos de estos

0000 0000006000000 0000808000000008000000000CRPIRSOIRIOROIBTROOROOSOPOOROEO



2088000000000 TDV0ITEOD0IN08290TCOSEGETOEIDIEIDNDNOIODOSOIIPOONTS

Ejemplo Numeérico 97

valores se presentan en la Tabla 2.

i X (2() — 2(/1))°
k = 50 1.28097 1.28349
| k=100 1.10926 1.11654
k = 150 \ 0.99657 1.00362
k = 200 1.03827 1.04819
Tabla 2. Media Errores Cuadréticos de Filtrado

Como cabia esperar, dado que las observaciones proceden de un sistema

con ruido de la observacién correlado, el filtro propuesto se comporta mejor

que el de Nabhi.

Consideremos, ahora, un sistema cuya ecuacién del estado es desconocida,

y las observaciones se obtienen mediante
z(k) = v(k)z(k) + v(k)
donde

- {7(k), kK > 0} es una sucesién de variables aleatorias independientes

de Bernoulli con P [y(k) = 1] = p.

- {z(k), k > 0} es un proceso escalar centrado cuya funcién de covarian-

zas se expresa en forma de nicleo semi-degenerado, siendo

A(k) =15.311 x (0.9)* y  B(k) = (0.9)7%.
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- {v(k), k£ > 0} es un ruido blanco con distribucién

Plo(k)=1]= > Plo(k) = —2] = 1—21 Plo(k) = —4] = —.

- {z(k), £k > 0} y {v(k), £ > 0} estdn correlados en el mismo instante
de tiempo, con T = E [z(k)v(k)] = —32

I Ry

- {7(k), k > 0} es independiente de ({z(k),k > 0}, {v(k),k > 0}).

Con objeto de estimar la senal del sistema, y teniendo en cuenta las
hipétesis impuestas sobre él, aplicamos el algoritmo de filtrado propuesto en
en Teorema 3.3.5.

Como en el caso anterior, comenzamos estudiando el comportamiento de
las varianzas de los errores de filtrado (Teorema 3.3.6) para distintos valores
sobre la probabilidad de falsa alarma. Los resultados se presentan en la
Tabla 3. Como cabia esperar, de nuevo, la varianza de los errores decrece a
medida que lo hace la probabilidad de falsa alarma. Los mejores resultados,

por tanto, los obtenemos para 1 — p = 0.1, donde, adem4ds, la varianza se

estabiliza a partir de la octava iteracién.
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“ k I 1-p=0.9 | 1-p=0.5 | 1-p=0.1

1 | 15.2820 | 10.8445 | 4.4118
| 2 | 14.8373 | 8.3355| 3.1569
l 3 | 14.5018 | 7.3325 | 3.0168 :
| 4 | 14.2485 | 6.9008 | 3.0001 |
| 5 | 14.0569 | 6.7089 | 2.9980
6 | 13.9119 | 6.6226 | 2.9978
l 7 | 13.8020 | 6.5834: 2.9978
8 | 13.7189 | 6.5656 | 2.9977
| 9 13..6558I 6.5575 | 2.9977 |
| 10| 13.6080 | 6.5538 | 2.9977 |
| 11 | 13.5718 | 6.5521 | 2.9977 |
| 12 | 13.5443 | 6.5514 | 2.9977
13 | 13.5234 | 6.5510 | 2.9977
14 | 13.5076 | 6.5500 | 2.9977
15 | 13.4956 | 6.5508 : 2.9977
| 16  13.4865 | 6.5508 | 2.9977 |
| 17 | 13.4796 | 6.5508 | 2.9977
| 18 | 13.4744 | 6.5508 | 2.9977
|19 | 13.4704 | 6.55075 | 2.9977
20 | 13.4674 | 6.55075 | 2.9977
21 | 13.4651 | 6.55075 | 2.9977

22
23
24
25

26 |
27 |

28

29
30
31
32
33

34 |

39
36
37
38
39 |

40
41 |

13.4579

Tabla 3. Varianzas de los Errores de Filtrado

13.4634 | 6.5507
13.4621 | 6.5507
13.4611 | 6.5507
13.4603 | 6.5507
13.4597 |  6.5507 |
13.4593 | 6.5507 |
| 13.4590 | 6.5507
13.4587| 6.5507
13.4585 | 6.5507
13.4584 | 6.5507
13.4583 | 6.5507
13.4582 | 6.5507
13.4581 | 6.5507
13.4581 : 6.5507
13.4580 |  6.5507
13.4580

13.4580

13.4580

13.4580

13.4580
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Considerando P [y(k) = 1] = 0.9, simulamos el estado y las observaciones

del sistema. Para ello hemos supuesto que la senal se modeliza por la ecuacién

del estado

z(k) = 0.9z(k — 1) + w(k — 1),

k>0,

siendo la funcién masa de probabilidad conjunta de la perturbacién del estado

y del ruido de la observacién

Plw(k-1) =w,v(k) =9 =

0

- - - - —
r-ll"' |—l|"l HI"" i—ll"'" HI"‘

)

Sl

)

)

)

w=—12=1

w=-—1,v=-4

W =2.9=1
w=29v=—2
w=4,9=—2

en otro caso.

A partir del algoritmo de filtrado propuesto en el Teorema 3.3.5, se obtiene

el filtro de la senal. En la gréfica siguiente se describe la evolucién del estado

simulado y dicho filtro.

107
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Figura 2. Estado Simulado y Filtro Propuesto
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M

Para finalizar comparamos el comportamiento de los filtros obtenidos con-

siderando distintos valores de la correlacién del estado y el ruido, lo que da

lugar a diferentes valores del coeficiente de correlacién entre el estado y la

observacién del sistema:
E [z(k)z(k)] - 15.311p+ T

S—
—

= ——— e B —
VE[2(R)] E[22(K)]  /15.311 (15.311p + 2pT + )

Esto se ha realizado para distintas probabilidades de falsa alarma. Presenta-

mos los resultados en la siguiente tabla. En la parte superior de cada celda

representamos las varianzas estabilizadas de los errores de filtrado y, en la

inferior, el coeficiente de correlacion.

1p| T=-13/11

| 0.9_ 1?:4579 13.1282 13.0245 12.3992
0.043 0.300

05 | 6.5507 6.0594 5.9655 5.4977
0.540 0.601 0.611 0.650

0.1 2.9977 2.4925 2.1356
0.844 0.864 0.878

0 2.1308 1.7379 1.6695 1.3503
[ 0.907 0.917 0.919 0.927

Tabla 4. Varianzas Estabilizadas de Errores de Filtrado y
Coeficientes de Correlacion
Como puede observarse, a medida que aumenta el coeficiente de correlacién
entre el estado y la observacién, disminuyen las varianzas de los errores de

filtrado. Los resultados completos, para cada caso, se pueden consultar en

las tablas 5, 6, 7 y &.
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| 13
14 .
15
16
17
18|
19
. 20
21
22
23
| 24

l

15.2820
14.8373
14.5018
14.2485
14.0569
13.9119
13.8020
13.7189
13.6598
13.6080
13.5718
13.5443
13.5234
13.5076
13.4956
13.4865
13.4796
13.4744
13.4704
13.4674
13.4651
13.4634
13.4621
13.4611
13.4603

Tabla 5. Varianzas Errores de Filtrado (1 — p = 0.9)

14.7830
14.3840
14.0819
13.8528
13.6790
13.5470
13.4468
13.3706
13.3126
13.2685
13.2350
13.2095
13.1901
13.1753
13.1641
13.1995
13.1490
13.1440
13.1403
13.1374
13.1352
13.1335
13.1323
13.1313
13.1306

14.6556
14.2629
13.9654
13.7397
13.5684
13.4383
13.3394
13.2641
13.2069
13.1633
13.1302
13.1020
13.0858
13.0711
13.0600
13.0915
13.0451

13.0402 |

13.0364
13.0336
13.0314
13.0297
13.0285
13.0275
13.0268

13.9304
13.9642
13.2863
13.0749
12.9142
12.7918
12.6985
12.6274
12.5733
12.5320
12.5005
12.4765
12.4581
12.4441
12.4335
12.4253
12.4191
12.4144
12.4108
12.4080
12.4059
12.4043
12.4031
12.4022
12.4015

Ejemplo Numérico
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Tabla 5 (continuacién). (1 —p = 0.9)

k T=-% T=0 T =2/11 T =1
26 13.4597 13.1300 13.0262 12.4009 |
27 13.4593 13.1296 13.0258 12.4005
28 13.4590 13.1293 13.0255 12.4002
29 13.4587 13.1290 13.0253 12.3999
| 30 13.4585 13.1288 13.0251 12.3998 |
31 13.4584 13.1287 13.0249 12.3996
32 13.4583 13.1286 13.0248 12.3995
33 13.4582 13.1285 13.0247 12.3994
34 13.4581 13.1284 13.0247 12.3994
35 13.4581 13.1284 13.0246 12.3993
36 13.4580 13.1284 13.0246 12.3993
37 13.4580 13.1283 13.0246 12.3992
38 13.4580 13.1283 13.0245 12.3992 I
39 13.4580 13.1283 13.0245 12.3992
40 13.4580 13.1283 13.0245 12.3992
41 13.4580 13.1283 13.0245 12.3992
42 13.4579 13.1283 13.0245 12.3992
43 13.4579 | 13.1283 13.0245 12.3992 |
44 13.4579 13.1283 13.0245 12.3992
45 13.4579 13.1283 13.0245 12.3992
46 13.4579 13.1283 13.0245 12.3992
>47 13.4579 13.1282 13.0245 12.3992

103
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Tabla 6. Varianzas Errores de Filtrado (1 — p = 0.5)

I I 10.8445

8.3399

7.3325
6.9008
6.7089
6.6226
6.5834
6.5656
6.5575
6.5538 |
6.5521
6.5514
6.5510 |
6.5509
6.5508 |
6.5508
6.5508
6.5508 |
6.5507

Ejemplo Numérico

9.7635
7.7189
6.8370
6.4311
6.2388
6.1463 |
6.1016
6.0799
6.0694
6.0643
6.0618
6.0606
6.0599 l
6.0597

6.0596
6.0595
6.0595
6.0594

6.0594 ‘

9.5953
7.6078
6.7419

6.339
6.1477
6.0545

6.0091
0.9869
0.9739
5.9706

0.9680
0.9667
0.9661
0.9658
0.9656
5.9655 ‘
0.9695

0.9605
0.9699 ‘

8.8328
7.0688
6.2676
5.8820
5.6913
5.5956 |
5.5474
5.5229
5.5104
5.5042
5.5009 |
5.4994
5.4985 |
5.4981 |
5.4979
5.4978 |
5.4977
5.4977
5.4977

A R A R A K R N EENEJXNNANENIENENE NN AS AR ENEEENIEERE JIENLREENERNESESNESENNR Y NX NNN.



0909000000000 00009000000000000000000000205092000000000090900092000

Ejemplo Numérico 105

k

1 .

2 .

3 |
| 4 3.0001 2.5801 2.5063 2.1590
5 2.9980 2.5708 l 2.4956 2.1419
6 |  2.9978 2.5688 2.4932 2.1373
7 2.9978 2.5684 2.1361
8 2.9977 2.5683 2.1357
>9 2.9977 2.5683 2.1356

Tabla 7. Varianzas Errores de Filtrado (1 — p = 0.1)

1 2.7209 2.4446 2.3950 2.1534 |
2 2.1404 1.8239 1.7071 1.4979
3 2.1309 1.7491 1.6837 1.3798

I 4 2.1308 1.7394 1.6715 1.3563
O 2.1308 1.7381 1.6698 1.30195
6 1.7379 | 1.6695 1.3506
7 1.7379 | 1.6695 1.3504
>8 1.7379 1.6695 I 1.3503 |

Tabla 8. Varianzas Errores de Filtrado (1 — p = 0)

Como puede observarse, a medida que la probabilidad de falsa alarma

disminuye, las varianzas de los errores de fitrado se estabilizan antes.
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