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INTRODUCCION

1. El problema de la modelizacion en fiabilidad

La modelizacion de sistemas dinamicos desde el punto de vista
de la fiabilidad es un tema de estudio que en los ultimos aiios ha dado
lugar a un numero importante de publicaciones en la literatura
especializada. Muchos son los topicos conectados con la fiabilidad de
sistemas, por lo que los trabajos incluyen las areas de conocimiento de
Estadistica y Probabilidad e Investigacion Operativa. Pero también
cubren otras areas mas directamente relacionadas con las aplicaciones,
especialmente la fisica y la ingenieria. La literatura existente en
fiabilidad cubre temas como analisis de tiempos de fallo, sistemas
complejos y modelos de mantenimiento, y en general estos aparecen
mezclados entre si junto con problemas de optimizacion. El libro de
Barlow y Proschan (1975) es un texto de referencia en este area. Un
tratamiento actual de los problemas de la fiabilidad de sistemas
supone la utilizaciéon de las mas modernas técnicas probabilisticas
disponibles y ello implica el uso de procesos estocasticos. Estos
permiten formular modelos generales de fallo, establecer formulas
para el calculo de diversas medidas de funcionamiento, y son lo
suficientemente versatiles como para permitir la introduccion de
diversas politicas de reemplazamiento en situaciones complejas.
Muchos modelos previamente estudiados pueden ser incluidos como
casos particulares cuando se consideran los procesos estocasticos en el
analisis de la fiabilidad de sistemas. En esta Memoria se presenta un
estudio de la fiabilidad de sistemas reparables en régimen estacionario



incluyendo modelos que hasta ahora no han sido estudiados, se
efectia el calculo de ciertas medidas de funcionamiento, y se
introduce una politica de reemplazamiento por ciclos completados de
trabajo, extendiendo modelos y resultados obtenidos en afios recientes.
Los modelos aplicados son generales, en el sentido de que no se
refieren a una situacion real especifica, pero pueden ser aplicados en
diferentes casos y para ilustrar uno de los modelos se incluye un
supuesto practico. Esta es una aproximacion teérica probabilistica que
suministra herramientas para ser usadas en las aplicaciones. Distinto
es el punto de vista del ingeniero, que a partir del analisis de un
problema real precisa la construccion de un modelo matematico que
describa la situacién de manera adecuada.

La modelizacion en el estudio de la fiabilidad de sistemas
depende de la informacién que se tenga sobre los estados del sistema,
y estos a su vez estan relacionados con el tiempo operativo del mismo.
Esto depende en gran medida del nivel de observacion que se tenga
del sistema. Cuando mayor informacién se disponga sobre estos
puntos, tanto mas adecuado sera el modelo, mejor ajustadas seran las
predicciones y se tendra buena informacion sobre la tendencia al fallo
del sistema. Hay muchas maneras de introducir informacién adicional
sobre el modelo. Por ejemplo, el sistema puede estar formado por
componentes organizadas de una cierta manera; el sistema sufre dafios
acumulativos y falla cuando se supera un umbral de dafio acumulado:;
los tiempos de reparacioén pueden ser despreciables con respecto a los
de funcionamiento (reparacion instantanea) o deben ser tenidos en
cuenta (sistemas reparables); hay diversas modalidades de reparacion
(ver Barlow y Proschan, 1975), etc. Por otro lado, ciertas
caracteristicas presentan interés, como determinar el tiempo de fallo
del sistema en funcién de los tiempos de fallo de las componentes,
establecer la clase de fiabilidad del tiempo de fallo del sistema,
optimizar el tiempo de reemplazamiento, etc.

2. Antecedentes

Diversos procesos estocasticos han sido utilizados para
modelizar las diferentes situaciones que se presentan en la practica.
Cuando el sistema opera de modo que al producirse el fallo la
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reparacion es instantanea y ademas es tan buena como nueva, el
proceso de Poisson suministra un posible modelo que tiene la ventaja
de su facil manipulacion y sus propiedades son bien conocidas
(Hoyland y Rousand, 1994). Si la reparacién es minimal (Ascher y
Femngold, 1984), es decir, al ser reparado el sistema pasa a estar en la
misma situacion con respecto a la fiabilidad que inmediatamente antes
del fallo, y esta reparacion se produce Instantaneamente, el proceso de
Poisson no homogéneo puede ser aplicado. Este tiene la desventaja de
que el tiempo del primer fallo determina el riesgo de fallo del sistema
el resto del tiempo (Hoyland y Rousand, 1994). Si la reparacién es
nstantanea y tan buena como nueva, los procesos de renovacion
pueden ser aplicados. En el caso de modelos con dafio acumulado, el
proceso de Poisson compuesto suministra un buen modelo. Si el
tiempo de reparacion juega un papel importante, los procesos
alternados de renovacion son usados para reparaciones tan buenas
como nuevas (Heyman y Sobel, 1982). El comportamiento asintético
de estos procesos alternados-de renovacion en el caso en que no hay
independencia entre las sucesiones de tiempos operativos y de
reparacion ni estan idénticamente distribuidos entre si cada una de
ellas ha sido estudiado por Marlow y Tortorella (1995). Un modelo de
Poisson a trozos ha sido estudiado para el estudio de un modelo de
fiabilidad creciente (Sen y Bhattacharyya, 1993).

Un paso mas adelante en la modelizaciéon lo constituyen los
procesos de Markov. Estos se enmarcan dentro de los modelos
multiestados. El sistema opera y va ocupando estados de manera
aleatoria y permanece en cada uno de ellos un tiempo
exponencialmente distribuido. Presentan la ventaja de que son una
clase de procesos estocasticos bien conocida. Esta clase de procesos
ha sido utilizada para sistemas de fiabilidad en los que el dafio es
acumulativo y el fallo se produce cuando el sistema alcanza un estado
umbral, esto implica que en el proceso de Markov que modeliza el
sistema los estados estan ordenados y las transiciones se producen en
orden creciente. El fallo se produce cuando se sobrepasa un estado
umbral y se alcanza una clase (absorbente) de estados. Para estos
sistemas se ha estudiado la clase de fiabilidad del tiempo de primer
paso por la clase absorbente, dando condiciones suficientes en
términos de los parametros del proceso. Se han calculado estas
condiciones para las clases IFR y IFRA (Brown y Chaganty, 1983);

I



para la clase NBU (Shaked y Shantikumar, 1987), para las clases
NBU y NBUE (Karasu y Ozekici, 1989); para las clases DMRL vy
NBUC (Pérez-Ocon y Gamiz-Pérez, 1996). Mas recientemente, este
problema esta siendo tratado por Belzunce et al. (1999). Este tipo de
procesos esta siendo aplicado con frecuencia en problemas de
supervivencia desde una optica distinta. El proceso de una enfermedad
es un claro ejemplo de proceso multiestado. En este caso el
planteamiento es similar al del ingeniero: a partir de observaciones se
construye un modelo, se estiman los parametros del mismo y se
estudia la bondad del ajuste de las medidas estudiadas con las
observadas. La literatura sobre modelos de Markov para este tipo de
problemas ha crecido en los ultimos afios (ver Pérez-Ocon et al., 1998,
y referencias en €l).

Los sistemas de fiabilidad con componentes que tienen tiempos
de fallo exponencialmente distribuidos son modelizados por procesos
de Markov (Kulkarni, 1995). Para estos han sido calculados medidas
de funcionamiento de interés practico. Un estudio sistematico de
modelizacion de sistemas utilizando procesos semi-Markovianos y
procesos puntuales no homogéneos ha sido llevado a cabo por
Ravichandran (1989) y mas recientemente por Kovalenko et al.
(1997). Pérez-Ocon et al. (1999) han construido modelos semi-
Markovianos partiendo de datos observados en fiabihidad vy
supervivencia.

3. Aportaciones

A menudo la exponencialidad supone una restriccion demasiado
fuerte en los procesos de Markov que modelizan sistemas. Una
extension en esta direccion, sin perder de wvista la estructura
Markoviana de modo que ésta pueda seguir siendo utilizada, puede ser
llevada a cabo utilizando distribuciones tipo fase (Neuts, 1981). Una
distribucion tipo fase es la distribucion del tiempo de primer paso por
un estado absorbente en un proceso de Markov finito con estados
absorbentes. Si el funcionamiento de una unidad sigue wuna
distribucion tipo fase, ésta va ocupando diferentes fases operativas
hasta que alcanza el estado absorbente, y entonces se produce el fallo.
Un sistema gobernado por una distribucion de esta clase no es otra
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cosa que un sistema modelizado por un proceso de Markov con
espacio de estados finito, que es lo que se presenta en la practica. Un
paso mas alla en la extension de modelos consiste en considerar
sistemas cuyas componentes estén gobernadas por distribuciones tipo
fase. En este casc, los sestados de funcionamiento del sistema
corresponden a diferentes fases en el funcionamiento de las
componentes, de modo que puede haber transiciones entre las
diferentes fases operativas de las componentes sin que por ello cambie
el estado del sistema, se habla entonces de macroestados del sistema.
Pocas referencias hay en este dominio. Neuts y Maier (1981) estudian
la distribucion del tiempo de fallo de un sistema con dos componentes
que siguen distribuciones tipo fase y establecen algunas nuevas
propiedades de esta clase de distribuciones. Chakravarty (1983)
considera un sistema en paralelo con tiempo operativo exponencial y
tiempo de reparacion siguiendo una distribucion tipo fase, estudiando
la cola frente al canal de reparacion.

Ya hemos hablado de algunos tipos de reparaciéon, y cada una
de ellos tiene una realidad practica. El tipo de reparacion que vamos a
considerar en esta Memoria es “no tan buena como nueva”, y sera
introducida a partir de un factor de deterioro. La idea es que, tras cada
reparacion, el sistema no se comporta igual que antes del fallo, y lo
hace de modo que su tiempo operativo viene afectado por un factor a,
razon de deterioro si es >1. En otras palabras, s1i T es el tiempo
operativo inicial, tras la primera reparacion el tiempo operativo es aT,
tras la segunda reparacion el tiempo operativo es a’T, y asi
sucesivamente. Esta idea se debe a Lam (1995), que defimié los
procesos geométricos generalizando asi los procesos de renovacion.
De esta manera se tiene un proceso estocastico para la modelizacion
del tipo de reparacion. Ademas tiene la ventaja que sirve también para

modelos de crecimiento de la fiabilidad cuando el parametro a es < 1.

La politica de reemplazamiento que se aplica en los modelos
que se estudian en esta Memoria es la que considera ciclos de
reparacion. Se estudian sistemas reparables, de modo que los tiempos
de reparacion son aleatorios y no despreciables frente a los de
funcionamiento, y ademas, después de un determinado numero de
reparaciones el sistema es sustituido por otro nuevo e idéntico. Esto es
hecho por Lam (1997) para sistemas con componentes que tienen



tiempos de wvida exponencialmente distribuidas, de modo que el
sistema viene modelizado por un proceso de Markov. Los tiempos de

reparacion en los modelos que se estudian en esta Memoria vienen
gobernados por distribuciones tipo fase.

En todos los trabajos citados hasta ahora, los fallos se
consideran internos al sistema. Cuando el sistema falla y pasa a ser
reparado, se entiende que alguna de las componentes ha fallado, pero
no se hace hipoétesis alguna sobre el tipo de fallo, por lo que hay que
suponer que estos son fallos de desgaste de las componentes. En esta
Memoria los fallos son de distintos tipos, generalizando con ello los
trabajos anteriores. Asi, se supondran fallos externos al sistema o
fallos accidentales, que a su vez podran ser reparables o no reparables.
y también se supondran fallos internos del sistema o fallos de
desgaste.

Las medidas de funcionamiento que se estudian en esta
Memoria para los distintos modelos son la disponibilidad y la razén de
ocurrencia de fallos, que expresa el numero medio de ocurrencia de
fallos por umidad de tiempo. La primera es la primera medida de
funcionamiento en sistemas reparables, en cuanto a la segunda, el
interés practico resulta obvio de su definicion. Esta medida coincide
con el valor del parametro en los procesos de Poisson homogéneos,
con la funcion intensidad en los procesos de Poisson no homogéneos,
y con la funcién densidad de renovaciéon en procesos de renovacion.
Para el caso de procesos de Markov, la expresion en términos de los
parametros y las magnitudes fundamentales del proceso ha sido
calculada por Lam (1997). En esta Memona es calculada para todos
los modelos estudiados.

En resumen, en esta Memora se introducen las distribuciones
tipo fase en fiabilidad y se calculan medidas de funcionamiento para
distintos tipos de sistemas. En ella se hacen las siguientes aportaciones
y extensiones de trabajos anteriores: se proponen nuevos modelos no
estudiados hasta ahora de sistemas reparables con tiempos operativos
y tiempos de reparacion que siguen distribuciones tipo fase; las
reparaciones afectan a los tiempos de funcionamiento a través de un
coeficiente de deterioro; el numero de ciclos de reparaciones del
sistema esta limitado; y por ultimo, se consideran diferentes tipos de
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fallo. Con ello se completan los modelos anteriores de Neuts y Meier,
Chakravarty y Lam. Dentro de estos modelos estudiados se
comprenden como casos particulares todos aquellos de tipo
Erlangiano, Erlangiano generalizado o hiperexponencial, que son
casos particulares de distribuciones tipo fase. En cuandc a las medidas
de funcionamiento, se generaliza el trabajo de Lam (1997), al ser
aplicado el calculo de la razoén de ocurrencia de fallos a procesos mas
generales que los considerados por ¢€l. Programas informaticos
originales son realizados con el Matlab para aplicar los resultados a
casos numéricos. Esto constituye el desarrollo de los Capitulos II y III.

Hasta aqui, esta Memoria continta de alguna manera el trabajo
ya iniciado en la Tesina de Licenciatura de la autora titulada Medidas
de funcionamiento en Sistemas Reparables, donde se hace una primera
aproximacion a las distribuciones tipo fase en el estudio de la
fiabilidad de sistemas.

Ademas de todo lo expuesto anteriormente, en esta Memoria se
hace una extension de nuestros propios modelos, considerando
tiempos operativos y de reparacion generalmente distribuidos, sin
referencia alguna a distribuciones particulares. Se aplica asi un
modelo semi-Markoviano para el estudio del funcionamiento del
sistema con las condiciones anteriormente consideradas. Para este
sistema completamente general, se han calculado la disponibilidad y la
razon de ocurrencia de fallos de los diferentes tipos de fallos y del
sistema en su totalidad. Como caso particular de este se obtiene uno
de los modelos tipo fase introducidos en el trabajo. Las aportaciones
efectuadas en los Capitulos II y III son extendidas al proceso semi-
Markoviano. El estudio completo de este modelo se lleva a cabo en el
Capitulo IV.

4. Organizacion de esta Memoria

La organizacion de la Memoria es como sigue. En el primer
capitulo se definen las distribuciones tipo fase y se establecen sus
propiedades mas importantes. Se introducen los procesos estocasticos
que seran usados: los procesos semi-Markovianos y los procesos
geométricos. No se hace una mencion explicita de los procesos de
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Markov, que se consideran casos particulares de los semi-
Markovianos. Se citan los resultados que seran usados posteriormente
y no se dan pruebas de los resultados, remitiendo a las referencias.

En el Capitulo II se introduce el primer modelo de sistema con
las caracteristicas expuestas anteriormente, en los que los tiempos
operativos y de reparacion siguen distribuciones tipo fase. Se
establecen las hipotesis que seran comunes en gran parte con los otros
dos modelos estudiados. La metodologia seguida en los Capitulos Il y
IIT es la misma: se definen los estados del sistema (macroestados) y se
establecen las transiciones entre éstos construyendo el generador del
proceso de Markov que gobierna el sistema. Esto se hace por bloques,
ya que cada transicion entre macroestados supone diversas
transiciones entre las fases operativas y de reparacion del sistema y la
correspondiente fase de absorcion, dicho de otra manera, diversos
cambios entre fases operativas o de reparacion no dan lugar a cambios
de estado del sistema. Una vez obtenido el generador, se calcula la
distribucién estacionaria, la disponibilidad, y las razones de ocurrencia
de los diferentes tipos de fallo y la razén de ocurrencia de fallo total
del sistema. El modelo considerado en este capitulo se denota Modelo
I, y en él, cuando se produce un fallo reparable en una fase dada, al ser
reparado el sistema, éste retorna a la fase operativa en que se produjo
el fallo. Es un modelo con memoria de la fase de fallo. Esto hace que
haya que utilizar el algoritmo de Kronecker en el calculo del
generador del proceso de Markov que gobierna el sistema.

En el Capitulo III se considera lo que se denota por Modelo II.
Las hipotesis son practicamente las mismas. La diferencia con el
Modelo I radica en que ahora, cuando se produce un fallo, al ser
reparado el sistema y retornar al estado operativo, €ste no recuerda la
fase en que ocurrio el fallo, y la incorporacion al estado operativo se
hace siguiendo un vector inicial de probabilidades fijo. Es un modelo
sin memoria de la fase de fallo. Esto simplifica notablemente el
generador, ya no se hace preciso el algoritmo de Kronecker, y los
tiempos de funcionamiento forman un proceso geométrico. Aparecen
en el calculo de la distribucién estacionaria las transformadas de
Laplace-Stieltjes de los tiempos operativos. En ambos Modelos I y II
se facilitan formulas para su calculo mediante métodos informaticos.
En el caso del Modelo II, se hace una aplicacion numérica basada en
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un supuesto practico, con nameros que tienen que ver con situaciones
reales de componentes electronicos.

En el Capitulo IV se introduce el modelo semi-Markoviano. Las
hipotesis son practicamente como en los otros modelos, pero ahora la
estructura Markoviana se introduce a través de la cadena de Markov
inmersa. Se calcula el niucleo del proceso y a partir de él se obtiene la
matriz de transicion de esta cadena de Markov. El calculo de la
distribucion estacionaria del proceso se hace utilizando los resultados
del Capitulo I, para ello hay que calcular los tiempos de permanencia
en estados y la distribucion estacionaria de la cadena de Markov
inmersa. La disponibilidad y las razones de ocurrencia de fallos son
obtenidas. Como caso particular de €ste se obtiene el Modelo II.

LLas referencias sobre distribuciones tipo fase y fiabilidad son
escasas. Esta clase de distribuciones ha encontrado un campo de
aplicaci6n abonado en el estudio de los sistemas de colas. La literatura
sobre teoria de colas se ha visto amphada y su dominio extendido a
multitud de situaciones practicas debido a la versatilidad de estas
distribuciones. Su aplicacion en este dominio quizas se deba a que son
la extension natural del método de etapas de Erlang, que es estudiado
en los cursos elementales de teoria de colas. Creemos que la
aplicacion de las distribuciones tipo fase al estudio de la fiabilidad
permitira, no solo ampliar el campo de las distribuciones de uso
frecuente, que es muy reducido, sino permitira disponer de una
herramienta adecuada para que sistemas complejos puedan ser
tratados convenientemente. Actualmente el estudio de las propiedades
de las distribuciones tipo fase esta siendo investigado, como puede
verse consultando las revistas especializadas y ha sido reflejado en las
referencias.

Se afiaden dos anexos. El Anexo I trata de las posibles
extensiones de esta Memoria. El Anexo II suministra los programas
que han sido utilizados en el tratamiento numérico del ejemplo
estudiado en el Capitulo II.

IX
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CAPITULO1

MODELOS ESTOCASTICOS
DE TIEMPOS DE FALLO

Este primer capitulo esta dedicado a las nociones sobre procesos
estocasticos que son utilizados a lo largo de esta Memorna. Algunas de
ellas son bien conocidas por tratarse de conceptos generales que se
estudian en textos sobre procesos de Markov, tal es el caso de las
distribuciones tipo fase, los procesos de renovacion de Markov, y los
procesos semi-Markovianos. Otras no son de uso frecuente en la
literatura general y su campo de estudio es mas especifico, como son
los procesos geométricos y la razén de ocurrencia de fallos en
sistemas modelizados por procesos de tipo Markoviano, que tienen su
estudio en el dominio de la fiabilidad. En todos los casos se hace un
repaso de las propiedades fundamentales. Los resultados que se
refieren a la teoria general de procesos de Markov no son estudiados
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especificamente, y nos remitiremos a las referencias, especialmente al
texto de Kulkarni (1995).

Por tratarse de un capitulo introductorio, se enuncian
propiedades generales de las clases de procesos que constituyen los
modelos sobre los que esta basado este trabajo, pero no se dan
demostraciones. Un estudio mas detenido de las mismas se hace en las
referencias. Si ha parecido interesante introducir los topicos que seran
utilizados posteriormente. A lo largo del mismo se establece la

notacion y los elementos que intervienen a lo largo del trabajo, y seran
de continua referencia.

En las definiciones y propiedades de estas clases de procesos
estocasticos que se definen, esta presente la utilizacion que de los
mismos se€ hace en esta Memorna. En otras palabras, cuando se habla
de proceso estocastico se esta suponiendo un modelo probabilistico
para el funcionamiento de sistemas desde el punto de vista de la

fiabilidad. Y solo se estudian desde esta perspectiva, aunque es claro
que tienen interés por si mismos.

En la Seccion 1 se introducen las distribuciones tipo fase, que
generalizan los tiempos de operativos y de reparacion
exponencialmente distribuidos y permiten utilizar toda la estructura
Markowviana para obtener medidas de funcionamiento de sistemas que
vienen regidos por esta clase de distribuciones. En la Seccidén 2 se
considera la razén de ocurrencia de fallos en las diferentes clases de
procesos puntuales en las que dicha medida ha sido obtenida. En la
Seccion 3 se definen procesos estocasticos que van a permitir
generalizar la modelizacién de sistemas a otros donde la distribucion
exponencial no juega ningun papel.

1.1. Distribuciones Tipo Fase

En la teoria de la fiabilidad, la distribucion exponencial juega
un papel central como distribucion de tiempos aleatorios de
funcionamiento o reparacion. Una consecuencia de ello ha sido la
introduccion de los procesos de Markov en este dominio. No obstante,
los limites de la distribucion exponencial en la modelizacion de
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Capitulo 1. Modelos estocdsticos de tiempos de fallo

sistemas son conocidos y muchas situaciones practicas no pueden ser
representadas satisfactoriamente. Un primer paso en la generalizacion
de esta distribucion se hace considerando etapas o fases
exponencialmente distribuidas en la evolucion de los tiempos
aleatorios considerados en ¢l modelo. Cuando estas fases se organizan
en serie se tiene la distribucion de Erlang, que es la convoluciéon de
distribuciones exponencialmente distribuidas, independientes e
idénticas, y cuando se organizan en paralelo surge la distribucion
hiperexponencial, que es una mezcla finita de distribuciones
exponencialmente distribuidas. Esto se conoce como el método de
fases o etapas de Erlang. Cuando se consideran fases siguiendo una
organizacion Intermedia entre serie y paralelo se tienen las
distribuciones tipo fase.

La mtroducciéon de esta clase de distribuciones se debe a Neuts
(1981), y estan intimamente ligadas a los procesos de Markov. Dicha
clase ha sido aplicada con cierta extension en teoria de colas, y ha
dado lugar a una gran cantidad de trabajos sobre el tema. A lo largo de
esta Memona se pondra de manifiesto que estas distribuciones
también suministran un modelo versatil para el tratamiento de las
medidas de funcionamiento en sistemas reparables. Un estudio
detallado sobre esta clase de distribuciones se hace en el texto de
Neuts que aparece en las referencias, aqui nos dedicamos solo a
sefialar la definicibn y primeras propiedades que seran aplicadas
posteriormente. Hay una version discreta para distribuciones tipo fase
que no se estudian aqui.

1.1.1. Definiciones y ejemplos

Sea {X(t), t = 0} un proceso de Markov con espacio de estados
S=1{1,2,...,m, m+1} continuo a la derecha. Los estados 1, 2, . . .,
m son ftransitorios y el estado m+1 absorbente. El generador
infimtesimal del proceso, que representa las intensidades de transicion
entre estados, puede ser escrito en la forma

/ 0\
T T
Q= : (1.1)
QU
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donde la matnz T = (T;;) es de orden m x m, con T;; <0, para 1l <1 <
m,y T; > 0 para i # j. Ademas Te + T’ = 0, siendo e un vector
columna de unos de dimensién m, y 0 denota un vector columna de
ceros de dimension m. A lo largo de esta Memoria, cuando aparecen
los vectores 0 y e, y en general para cualesquiera vectores y matrices,
la dimension vendra determinada por la expresion en que figuran. De
la misma manera, sera facil determinar si un vector es fila o columna,
aunque sera usada la misma notacion en ambos casos.

El hecho de que los estados 1, 2, . . . , m sean transitorios
supone que la absorcion por el estado m+1 desde cualquier estado
inicial es cierta. Esta condicién se satisface si y solo si T es no
singular.

Sea (o, am+1) un vector inicial de probabilidades del proceso, es
decir, a; = P{X(0) =1}, 1=0,1,...,m, y ae + an+ = 1. Notese que
Om+1 €S la probabilidad de que el proceso se inicie en el estado
absorbente. Se denota t el tiempo de absorcion del proceso por el
estado absorbente, es decir, T = inf {t: X(t) = m+1}. Entonces la
distribucion de probabilidad de t es

F(x)=1—-aexp(Tx)e, x2>0. (1.2)

En efecto, la solucion de las ecuaciones adelantadas de
Kolmogorov asociadas al proceso definido a partir de (1.1) restringida
al conjunto de estados transitorios es de la forma exp(Tx). La
expresion exp(Tx)e representa el vector de probabilidades de

permanencia en el conjunto de estados transitorios, y aexp(Tx)e la
probabilidad de no ser absorbido en el tiempo x partiendo del vector

icial a. Luego la probabilidad de absorcion viene dada por (1.2).

Como se ha indicado, F puede ser obtenida directamente
resolviendo el sistema de ecuaciones diferenciales v'(x) = v(x)T con
la condicion inicial v(0) = a. Notese que F tiene un atomo en 0, P{t =
0} = am+1, y €s absolutamente continua en (0, «). Por simplificar, en
adelante se supondra que o+ = 0, esto garantiza que P{t >0} =1,y
simplifica algunas de las expresiones que aparecen mas adelante. En
las aplicaciones a sistemas fisicos, esta hipotesis surge de manera
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Capitulo 1. Modelos estocdsticos de tiempos de fallo

natural. Las formulas detalladas pueden ser consultadas en Neuts
(1981).

Definicion 1.1.1. Una varniable aleatoria t con distribucion de
probabilidad F de la forma (1.2) se dice que es tipe fase con

representacion (o, T).

Dicho de otra manera, una distribucion de probabilidad F

definida sobre [0, o) es una distribucion de tipo fase s1y solo si1 es la
distribucion del tiempo hasta la absorcion en un proceso de Markov
finito del tipo definido en (1.2). Una vanable aleatoria tipo fase puede
tener mas de una representacion.

La matriz T no es un generador, pero si lo es la matriz definida
por

Q*=T+Ta. (1.3)

Este es un generador de un nuevo proceso de Markov con
estados {1, 2, . . ., m} construido a partir del proceso 1nicial definido
en (1.1) suponiendo que cuando el proceso inicial alcanza el estado
absorbente entonces retorna instantaneamente a los estados {1, 2, . . .,

m} siguiendo el vector de probabilidades 1nicial a.

Definicion 1.1.2. La representacion (o, T) se dice que es irreducible si
el generador Q* definido en (1.3) es irreducible en el correspondiente
proceso de Markov.

Las representaciones irreducibles no son unicas. En lo que sigue
se supondra que las representaciones de las distribuciones tipo fase
utilizadas seran irreducibles. Para mas detalles ver Neuts (1981).

Para la distribucién tipo fase de la Definiciéon 1.1.1, la funcién
de densidad f es

fix)= aexp(Tx)T’, x>0, (1.4)

y la transformada de Laplace-Stieltjes @ es una funcién racional cuya
expresion e€s
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®(s)= a(sI-T)'T’, Re(s)=0. (1.5)

Esta funcion es siempre racional. Las distribuciones tipo fase

han sido caracterizadas a partir de la transformada de Laplace-Stieltjes
(O’Cinneide, 1990).

Los momentos no centrados de 1t son todos finitos y vienen
dados por

E[T]=(-1D)aT ¥e, k=0,1,... (1.6)

Ejemplo 1.1.3. La distribucion de Erlang con parametro A, que se
obtiene como distribucidon de una suma de variables aleatorias

exponenciales 1.1.d. con parametro A, es una distribucién tipo fase con
representacion dadapora =(1,0,...,0)y

-A A 1
—-A A

Como caso particular de esta se obtiene la distribucion
exponencial.

Ejemplo 1.1.4. La mezcla de k distribuciones exponenciales
(distribucion hiperexponencial), cuya funcion de distribucion es

k
F(x) = E p;(1—-exp(—A;x)), A;>0, p;=20, 1=1,2,....k,
i=i

con
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k
Zpi =
1=1

es una variable aleatoria con distribucion tipo fase con representacion
dadapora=(p1,p2, ...,.px) Yy T = —diag(A,, ..., Ax).

Ejemplo 1.1.5. La distribucion de Erlang generalizada, que se obtiene
como distribucion de una suma de variables aleatorias exponenciales
independientes pero no necesariamente idénticamente distribuidas con

parametros Aq, . . . , Ak, €s una distribucién tipo fase con a =(1,0, . .
L0y '
(—A1 Ay \
-Ay, A,
T =
—Aka Aa
\ oy

1.1.2. Propiedades de clausura

En la teoria de la fiabilidad una cuestion importante es saber
bajo qué operaciones se preserva una determinada clase de
distribuciones de tiempos de vida. Estas operaciones de fiabilidad son
la convolucién, la mezcla y la formacion de sistemas coherentes. A
continuacién enunciamos los resultados correspondientes a estas
operaciones para distribuciones tipo fase, junto con otros de interés.
Estos tres teoremas que siguen han sido probados por Assaf y
Levikson (1982).

Teorema 1.1.6. La convolucion finita de distribuciones tipo fase es
también tipo fase.
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En particular, si X e Y son dos varnables aleatorias
independientes tipo fase con representaciones (o, T) y (B, S),
respectivamente, la variable X + Y tiene representacion (a, 0) y

‘T —Tep
0 s )

Teorema 1.1.7. Una mezcla fimta de distribuciones tipo fase es
también tipo fase.

Dicho de otra manera, s1 F; es una distribuciéon tipo fase con

representacion (o, Ti), 1=1, 2, ...,k, entonces la distribucion
k k
F= ZpiFi: pizoa Zpizla
i=1 i=1
es una distribucion tipo fase con representacion (pia’, . .. , pa®)y T

= diag (T', ..., T.

Teeorema 1.1.8. S1 X, , Xx son vanables aleatorias

independientes tipo fase, entonces para toda funcién de vida h de un
sistema coherente, Y = h(X;, . . ., Xx) es de tipo fase.

Un sistema coherente es usado aqui en el sentido de Barlow y
Proschan (1975). La representacion de Y depende de la forma de la
funcion h. Para sistemas en serie y en paralelo con dos componentes
las representaciones vienen dadas en Neuts (1981).

Uno de los modelos que ha pasado a ser un clasico en fiabilidad
es el modelo de choques de Esary, Marshall y Proschan (1973). Dicho
modelo expresa el tiempo de fallo de un dispositivo en términos de las
llegadas de choques aleatorios. S1 H es la distribucion del tiempo de
fallo de un dispositivo sometido a choques que ocurren aleatoriamente

segun un proceso de llegadas {N(t), t > 0}, P, la probabilidad de

supervivencia al golpe k-€simo, la probabilidad de supervivencia del
dispositivo viene dada por

8
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Capitulo 1. Modelos estocdsticos de tiempos de fallo

H(t)= Y P{N(t) =k}P, .
k=0

El siguiente resultado se debe a Neuts y Bhattacharjee (1981).

Teorema 1.1.9. Si en el modelo de choques anterior el proceso de
llegadas es de Poisson y la sucesion de supervivencia ( Py ) es tipo fase

discreta, entonces la distribuciéon H es tipo fase continua.

En el trabajo citado se obtiene la representacion del tiempo de
fallo, y ademas se obtiene un resultado mas fuerte que el enunciado
aqui, y se aportan aproximaciones algoritmicas. Por ultimo,
enunciamos un resultado general de interés.

Teorema 1.1.10. La clase de distribuciones tipo fase es densa en el
conjunto de todas las distribuciones sobre [0, «).

La importancia de este resultado es mas tedrica que practica, ya
que no se conocen resultados de aproximacion generales, y
distribuciones con expresiones no especialmente complicadas son
muy dificiles de aproximar. Consultar Neuts (1981) para una
discusion general.

1.1.3. Producto de Kronecker

En el analisis de la fiabilidad de sistemas en los que intervienen
distribuciones tipo fase como distribuciones de tiempos de fallo y/o
reparacion, aparece de manera natural una operacion de matrices que
se define a continuacion (Chakravarthy, 1983). Esta operacion surge
también en el estudio de mezclas infinitas de convoluciones de
distribuciones tipo fase (Neuts, 1981).

Definicion 1.1.11. Sean A y B matrices de dimensiones m x ny p x q,
respectivamente. Se define el producto de Kronecker y se denota por

A ® B a la matriz en forma de bloques dada por
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(aIIB 312B I alnB\
a,.B a,.B .... a,.B

A®B=]| 2 e 2 (1.7)
amB a,,B ... a B

Es una matriz de dimension mp x nq.

Una propiedad muy utilizada a lo largo de esta Memoria es la
siguiente. S1 A, B, C y D son matrices tales que el producto ordinario
de matrices AB y CD esté bien definido, entonces

(A ® B) (C®D) = AC ® BD. (1.8)

Sit A y B son matrices cuadradas de dimensiones m y n,
respectivamente, se define la siguiente operacion, denominada suma
de Kronecker,

A®DB=AQI+I®B, (1.9)

donde la matriz I del primer sumando es cuadrada de dimensiéon n y la
matriz I del segundo sumando es cuadrada de dimensiéon m. Una
propiedad importante de la suma de Kronecker es la siguiente
igualdad para las matrices anteriores |

exp(A © B) = exp(A) ® exp(B). (1.10)

1.2. Medidas de funcionamiento en sistemas
reparables

En esta Memona se estudia la fiabilidad de diferentes tipos de
sistemas reparables. Esta fiabilidad se mide a partir de diferentes
magnitudes que juegan un papel fundamental en los capitulos
siguientes: la disponibilidad y la razén de ocurrencia de fallos.

10
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Capitulo 1. Modelos estocasticos de tiempos de fallo

1.2.1. Disponibilidad de sistemas reparables

La principal medida de funcionamiento de un sistema no
reparable es la fiabilidad, que se define como la probabilidad de que el
sistema esté en funcionamiento después de un tiempo t. S1 T es el
tiempo de fallo de un sistema, la fiabilidad durante el intervalo [0, t]

cS
R(t)=P{T>t}, t=0.

Si el sistema es reparable la probabilidad de que el sistema este
operativo en el tiempo t se conoce como la disponibilidad del sistema,
y se denota A(t). La expresion matematica de esta medida depende de
la estructura del sistema. Si ¢ es la funcion de estructura del sistema
(Barlow & Proschan, 1975), y X(t) denota el estado del sistema (O si
esta en reparacion, 1 si esta operativo), se tiene

At) =P{oX(®)=1)}, t=0.

Notese que si el sistema es no reparable, A(t) = R(t). En este
trabajo se consideran soélo sistemas reparables, por lo que a lo largo
del mismo estudiaremos la disponibilidad de distintos sistemas.
Cuando el sistema alcanza el régimen estacionario, la fiabilidad y la
disponibilidad (estacionarias) se calculan tomando limites en R(t) y

A(t) parat — oo.

1.2.2. Raz6n de ocurrencia de fallos en procesos de
recuento

Los modelos probabilisticos para sistemas reparables describen
la ocurrencia de sucesos con el paso del tiempo. En la mayoria de los
casos, tales modelos no son estacionarios, de modo que los tiempos
entre fallos no se mantienen probabilisticamente idénticos con el paso
del tiempo, pudiendo crecer (en cuyo caso el sistema mejora) o
decrecer (en cuyo caso el sistema se deteriora). Una magnitud
importante para estudiar modelos para sistemas reparables es la razon
de ocurrencia de fallos, cuyo acronimo inglés es ROCOF. Esta se
define como el limite siguiente

11
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Vi) = lim P{un fallo en [t,t+h)}
h—0 h

2

donde t es el tiempo desde que el sistema inici6 el funcionamiento.

Una primera aproximacion a estos modelos son los procesos de
recuento, en el que se supondra que no ocurren fallos simultaneos. El
ROCOF de un proceso de recuento {N(t), t = 0}, donde N(t) senala los
fallos hasta el tiempo t, se define

v(t) = ::tE[N(t)],

donde E[N(t)] es el numero medio de fallos en el intervalo (0.t].
Parece intuitivo que el crecimiento del ROCOF determina un
empeoramiento del sistema, mientras que el decrecimiento supone un
mejoramiento del mismo.

Los procesos de renovacion son una clase particular de procesos
de recuento, que modelizan sistemas en los que la reparacion es del
tipo tan bueno como nuevo. En éstos, el ROCOF es precisamente la
funcion densidad de renovacion m(t) = v(t). El mas sencillo es el

proceso de Poisson homogéneo, que tiene ROCOF constante v(t) = A.
Esta es otra interpretacion de la propiedad de no memoria de este
proceso.

Dentro de los modelos no estacionarios el mas sencillo es el
proceso de Poisson no homogéneo. En este caso el ROCOF es la

funcién intensidad del proceso v(t). La propiedad de incrementos
independientes supone que el numero de fallos en un intervalo es
independiente de los fallos ocurridos antes de dicho intervalo, la
aplicacidon practica de esto es que la fiabilidad es exactamente la
misma antes del fallo e inmediatamente después de la reparacion, este
tipo de reparacion se conoce como “‘reparacion minimal”. Ademas, en
este proceso, el ROCOF coincide con la razén de fallo del tiempo del
primer fallo, de modo que el comportamiento hasta el primer fallo
determina el comportamiento durante todo el tiempo, por lo que a

12
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ocurrencia de fallos se refiere. Esta propiedad limita la aplicacion de
eSte proceso.

1.2.3. Razén de ocurrencia de fallos en Procesos de
Markov

Para definir la razén de ocurrencia de fallos en procesos de
Markov, conviene dar una interpretacion de dichos procesos en
términos de sistemas de fiabilidad.

Sea un proceso de Markov {X(t), t = 0} homogéneo con espacio
de estados S = {0, 1, 2, . . . }, donde X(t) denota el estado de un
sistema en el tiempo t. Se denota P = (p;(t)) la matrniz de
probabilidades de transicion en el tiempo t y Q = (q;;) el generador

infinitesimal del proceso. Se denota p; = P{X(t) =1}, 1€S.

La matriz Q es tal que —q;; = q; = 0 y q;; = 0 para j # 1. Se dice
que es conservativa si
di = Z(hj :

J#1
Si sup; q; < oo, la matriz Q esta uniformemente acotada.

Los estados del sistema pueden ser agrupados en dos clases bien
diferenciadas: estados operativos y estados no operativos (reparacion).
Se denotan ambas clases por W y F, respectivamente, de modo que S
= W U F. En el instante inicial el sistema esta operativo. No todas las
transiciones que ocurren en el proceso dan lugar a fallos del sistema.
Un fallo ocurre cada vez que hay una transicion desde un estado del
conjunto W a un estado del conjunto F. El siguiente resultado se debe
a Lam (1997).

Teorema 1.1.12. Sea un proceso de Markov como el descrito
anteriormente. Si la matriz Q es conservativa y esta umiformemente
acotada, entonces la razon de ocurrencia de fallos del sistema es

13
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vi)= ) pi(t)g; . (1.11)

1€W, jeF

Corolario 1.1.13. Bajo las condiciones del Teorema 1.1.12, si el
proceso de Markov es ergddico y su distribucidon estacionaria es T =
(m;, 1€S), entonces la razén de ocurrencia de fallos estacionaria es

V= Eim vih= 2. Tq;. (1.12)

1eW ,jeF

1.3. Procesos estocasticos

Como ya ha sido dicho anteriormente, los procesos de Markov
constituyen los modelos basicos sobre los que estd basada esta
Memorna. Pero también intervienen otras clases de procesos en la
modelizacion de sistemas reparables que seran estudiados en este
trabajo. Con respecto al funcionamiento del sistema los procesos a
utilizar son todos de tipo Markoviano, bien a través de distribuciones
tipo fase como tiempos de funcionamiento y reparacidon o bien
utilizando procesos semi-Markovianos, que son una extension de los
procesos de Markov cuando se elimina la exponencialidad en los
tiempos o fases de funcionamiento y/o reparacion. En cuando al tipo
de reparacion los procesos geométricos permiten una modelizacion del
tipo “no tan buena como nueva’.

1.3.1. Procesos geométricos

En el estudio de sistemas reparables, un modelo que ha sido
utilizado cuando las reparaciones son “tan buenas como nuevas™ son
los procesos de renovacidon, donde se supone que el sistema se renueva
después de cada fallo. Una hipotesis altermativa es suponer
“reparacion minimal”, que conduce al modelo de reparacion minimal.

Cuando el tiempo de reparacion no es instantaneo se utilizan los
procesos alternados de renovacion. Un estudio clasico de este tipo de
procesos es dado en Heyman y Sobel (1982). Una extension de este
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Capitulo 1. Modelos estocdsticos de tiempos de fallo

estudio a nuevos tipos de procesos puntuales que incluyen las
sucesiones de tiempos alternados de operatividad y reparacion
dependientes y no idénticamente distribuidas es llevado a cabo por
Marlow y Tortorella (1995).

Cuando el tipo de reparacion no es “tan bueno como nuevo” el
sistema se deteriora y un modelo diferente a los anteriores puede ser
aplicado. Supongamos que el sistema al ser reparado no es tan bueno
como nuevo, disminuyendo el tiempo de funcionamiento después de
cada reparacion. El proceso de Poisson no homogéneo podria ser
utilizado para modelizar estos sistemas que se deterioran, pero ya se
ha explicado antes el inconveniente que presenta. Otro posible camino
es la introduccion de los procesos geométricos.

Definicion 1.3.1. Dada una sucesion de variables aleatorias X;, Xj, . .

., 1 para algin a > 0, la sucesion {a“'IXn, n=1,2, ...} forma un
proceso de renovacion, entonces {X,, n = 1, 2, . . .} €s un proceso
geometrico.

El parametro a es llamado la razén del proceso geométrico. Si a
> 1, el proceso geométrico es decreciente y creciente s1 a < 1. Notese
que si a = 1 el proceso geométrico se reduce a un proceso de
renovacion.

Esta clase de procesos permite modelizar situaciones de

deterioro cuando a = 1, entonces el proceso es estocasticamente
creciente, y situaciones de crecimiento de la fiabilidad cuando a < 1,
entonces el proceso es estocasticamente decreciente. Para un estudio
detallado de esta clase de procesos remitimos a Lam (1987).

1.3.2. Procesos de renovacion de Markov

Una extension natural de los procesos de Markov lo constituyen
los procesos semi-Markovianos. Estamos interesados en las
propiedades de éstos que son usadas posteriormente, por lo que la
introduccién se hace directamente, sin especiales consideraciones
metodologicas. Se supone un espacio de estados S, que puede ser
identificado al de los nimeros naturales. Intimamente ligado a estos

15
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procesos estan los procesos de renovacion de Markov, que pueden ser
considerados la version discreta de los procesos semi-Markovianos.

Desde el punto de vista de la fiabilidad de sistemas, los
procesos de Markov constituyen un modelo de funcionamiento para el
caso en que los tiempos de permanencia en estados estan
exponencialmente distribuidos. Una primera extensién lo constituyen
las distribuciones tipo fase, donde no se pierde de wvista la
exponencialidad a través de las fases. Ahora bien, cuando los tiempos
de permanencia no siguen distribuciones exponenciales o no puede ser
interpretado como sucesion de fases exponencialmente distribuidas, se
precisa una extension de esta clase de procesos. Estos son los procesos
semi-Markovianos.

Sin perder de vista un sistema de fiabilidad que con el paso del
tiempo va ocupando diferentes estados y los saltos entre estos se
producen aleatoriamente, en lo que sigue se considera un proceso

estocastico de referencia {X(t), t > 0} tal que cada X(t) representa el
estado ocupado en el tiempo t, que en general no es un proceso de
Markov. Nos fijamos en los instantes de tiempo y en los estados
ocupados en esos sucesivos instantes de tiempo. Estos tiempos pueden
ser los imstantes de observaciéon en los que el sistema ocupa un

determinado estado. La formulacion matematica del problema es
como sigue.

Sea una sucesion de tiempos (Sp), n =0, 1, 2, . .
sucesion de estados {Y,,n=0,1,2, ...}.

., Yy una

Definicion 1.3.2. Se dice que la sucesion bivariante de variables

aleatonas {(S,, Yn),n=0, 1,2, ...} es una sucesion de renovacion de
Markov si1 se verifica:

(1) So=0,ySnsSn+1,n=0, 1,2,. o g N
(2) P{Yn+1 :j, Sn+1 - Sn S X | Yn — i, Y - Sn_1, y i Yo}
= P{Yn+1 =j, Sn+1 = Sn SX ‘ Yn = 1}

= P{Yl =j, S] <X ‘ Yo — 1}, IJGS

16



Capitulo 1. Modelos estocdsticos de tiempos de fallo

Se denota Q;i(x), con 1,j)€S, la probabilidad definida en (2), es
decir,

Qi(x)= P{Y1=),S1<x|Yo=1}, 1j€S. (1.13)

Sumando (1.13) sobre el subindice j, se tiene

P{S1<x|Yo=i} = ) Q;(X) =Hi(x), x20, ieS,
JES

esta es la funcion de distribucion del tiempo de permanencia en el
estado 1 para cada 1.

Definicion 1.3.3. La matriz Q(x) = (Q;i(x)) con 1,j€S, se denomina
nucleo de la sucesion de renovacion de Markov dada por (S;, Yr).

[La expresion
N({)=sup {n=>0: S, <t} (1.14)

representa el numero de transiciones entre estados que han ocurrido

hasta el tiempo t. Nos fijamos en un estado j€S, y escribimos Uj(n) =
1 si Y, =],y Uj(n) =0 en otro caso. Entonces el numero de visitas al
estado j hasta el tiempo t viene dado por

N(t)

Nit)= » U;@), jeS, t=0. (1.15)
n=0

Definicion 1.3.4. El proceso estocastico vectorial {(N;(t), j€S), t =
0} se denomina proceso de renovacion de Markov (PRM).

Cuando el espacio de estados consta solo de un elemento se

tiene un proceso de renovacion. Para cada j, {Nj(t), t = 0} es un
proceso de renovacion (posiblemente retardado) con tiempo entre
renovaciones igual al tiempo de primer retorno al estado ).

17
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El proceso {Y,,n=0, 1, 2, ...} es una cadena de Markov con
espacio de estados S y matriz de transicion P = (p;)) dada por P =

Q(0). Esta se denomina cadena de Markov inmersa en el PRM.

Definicion 1.3.5. La matriz M(t) = (M;;(t)), cuyos elementos son
se denomina funcion de renovacién del PRM.

La funcion M;;(t) definida en (1.16) juega un papel central en el
estudio de esta clase de procesos. Dicha funcion representa el numero
esperado de wisitas por el estado j en el periodo ]0,t] partiendo del
estado i. Si1 micialmente el proceso ocupa el estado i, el numero

esperado de visitas al estado j por unidad de tiempo durante el periodo
10,t] es

dt dt—0 dt |

m;;(t) =

Esta funcion m;i(t) se denomina densidad de renovacion del
PRM.

Para dt suficientemente pequefio podemos escribir M;i(t+dt) —
M;;(t) = Ell;{t,t+dt)}], donde la expresion entre corchetes es igual a
uno s1 ocurre una transicion i—»j en el intervalo (t,t+dt) e igual a cero
en otro caso. Entonces dM;;(t) = m;i(t)dt es la probabilidad de que
ocurra una transicion /—»; en el intervalo (t, t+dt). Esto explica por qué
s¢ denomina a m;(t) densidad de renovaciéon, aunque no es una

funcién de densidad de probabilidad, y pueda ser utilizada como una
medida de la densidad de transiciones.

La funcion de renovacion satisface la llamada ecuacidon de
renovacion de Markov, cuya expresion matematica es la que sigue

M(t) = Q(t) + Q * M (1), (1.17)

donde * denota el operador de convolucion.

18
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Capitulo 1. Modelos estocasticos de tiempos de fallo

Esta ecuacion recuerda la ecuacion de renovacidn en procesos
de renovacion. A partir de esta ecuacion se puede probar que un PRM
queda determinado por su funcién de renovacion y una distribucion
inicial de probabilidad para la cadena de Markov inmersa {Y,, n = 0,
1, 2, . . .}. Estas expresiones suelen ser tratadas a partir de las
transformadas de Laplace-Stieltjes, que sustituye la convolucion por el
producto y hace mas facil las operaciones. Si ® y ¥ son
respectivamente las transformadas de Laplace-Stieltjes de M y Q
respectivamente, se tiene

[1 —¥(s)] P(s)=¥(s), D(s)=0,Res>0.

Si el espacio de estados es finito, como ocurre en los modelos
que son tratados en esta Memoria, se tiene

Y(s)=D(s) [I+ D(s)]”', Res>0.

Para un estudio mas detallado de esta clase de procesos
consultar las referencias.

1.3.3. Procesos semi-Markovianos

Estos procesos son una generalizacion de las cadenas de
Markov de parametro discreto y de parametro continuo cuando los
tiempos entre transiciones son variables aleatorias que dependen del
presente estado y del estado de la proxima visita. Contiene como caso
particular los procesos de Markov, en el caso en que los tiempos de
permanencia estan exponencialmente distribuidos y solo dependen del
estado presente. Estos procesos estan intimamente ligados a los
procesos de renovacion de Markov.

Definicion 1.3.6. Sea {(S,, Y,), n =20, 1, 2, . . . } una sucesion de
renovacion de Markov y N(t) definido en (1.14). Se define

X(t) - YN(t)- (1 18)

El proceso estocastico {X(t), t = 0} se denomina proceso semi-
Markowviano (PSM).
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El proceso {Y,,n=0,1,2, .. .} se denomina cadena de Markov
inmersa en el PSM., tiene espacio de estados S y matriz de transicion P

= (pij) dada por P= Q(OO)

Ejemplos 1.3.7. a) Toda cadena de Markov puede ser
considerada un caso particular de PSM. En efecto, si {Y,,n=0,1,2,.
.} es una cadena de Markov con matriz de transicion P = (pj),
definiendo X(t) = Y|y siendo [t] la parte entera de t, y definiendo Qj;(t)
=(Qparat<l, Qjj(t) =pjj parat =2 1, {X(t),t=0} es un PSM.

b) Si {X(t), t = 0} es un proceso de Markov con generador
infinitesimal A = (a;j), entonces €s también un PSM cuya cadena de
Markov inmersa tiene como matriz de transicion los elementos pii = 0,

y Pij = aij/—aii sii#]j,y tal que Q;i(Xx) = pii(1 — exp(a;x)).

c) Sea {X(t), t = 0} un proceso alternado de renovacion que
modeliza el funcionamiento de un sistema reparable, con espacio de
estados {0 (reparacion), 1 (operativo)j. Este s un PSM cuya matriz
de transicion de la cadena inmersa tiene como elementos po1 = p1o = 1,
poo = P11 = 0, ¥y Qoi(x) = P{tiempo en reparacion < x} = Ho(x), Q1o(x)
— P{tiempo operativo < x} = Hi(x), siendo H;(x) la funcion de
distribucion del tiempo de permanencia en el estado 1 =0, 1, como se
ha indicado a partir de (1.13).

d) Sea un sistema con n componentes. El tiempo operativo de la
componente i esta exponencialmente distribuido con parametro A; y el
tiempo de reparacion sigue una funcion de distribucion H;(:).
Inicialmente todas las componentes estan operativas. Cuando una
componente falla el sistema falla y la componente pasa a Set reparada.
Mientras el sistema esta no operativo las componentes no pueden
fallar. Esta situacion se puede modelizar usando un PSM. Se toma
X(t) = O si el sistema esta operativo y X(t) = 1 si la componente 1 esta
siendo reparada. Se define A =A; +. ..+ An. Llamando po; = Ai/A, Pio =
1, Q()i(x) = ] — exp(_)‘ix)a b | QiO(x) o Hi(X), para 1= 13 29 ceey I el
proceso {X(t),t =0} es un PSM.

Otros muchos ejemplos pueden darse de sistemas de fiabilidad
en los que los procesos semi-Markovianos permiten la modelizacion
de 1os mismos.

20
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De (1.18) se ve que {X(t), t = 0} tiene funciones muestrales
escalonadas continuas a la derecha. La expresion (1.13) define el
nucleo del PSM. Se dice que el PSM es regular si P{N(t) < o } =1
para todo t = 0, entonces el proceso tiene un nimero finito de saltos en
un intervalo finito de tiempo. En este caso, el PSM esta
completamente determinado por una distribucion nicial o = P{X(0) =
i} y el nucleo definido en (1.13). Esto es similar a lo que ocurre en los
procesos de Markov.

Los tiempos de primer paso por los estados juegan un papel
fundamental en el estudio de esta clase de procesos.

Definicion 1.3.8. Se define de la siguiente manera el tiempo de primer
paso por j partiendo de 1,

Tij=inf{t: N;(t) >0 | X(0)=1}, 1,€8. (1.19)

T;; denota el tiempo medio de primer retorno al estado 1.

Se introduce la siguiente notacién para los tiempos medios de
tiempos de primer paso que tienen interés en el estudio de esta clase
de procesos: n; = E[Tj] es el tiempo medio de primer paso por el
estado j desde el estado i; w;; = E[Tj] es el tiempo medio de retorno al
estado 1; n; = E[S; | Yo = 1] es el tiempo medio de la duracion de una
transicion desde el estado 1 (tiempo de permanencia ininterrumpida en
el estado 1); n; = E[S1 | Yo =1, Y1 =] es el tiempo medio de la
duracién de la transicion al estado j desde el estado 1. Entre estas
magnitudes existen relaciones lineales que hacen intervenir la matriz
de transicion de la cadena de Markov inmersa. Esto puede ser
consultado en algunos textos citados en las referencias.

La comunicacion de estados en el PSM y en la cadena de
Markov inmersa se da simultaneamente, es decir, dos estados se
comunican en el PSM si y solo si se comunican en la cadena inmersa.
Como consecuencia, ambos procesos son a la vez urreducibles, es
decir, hay una sola clase comunicante y todos los estados se

comunican.
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Definicion 1.3.9. Un estado 1 es recurrente si P{T; < o} =1y
transitorio en otro caso. Si un estado recurrente es tal que E[T;] = o se

dice que es recurrente nulo, y s1 E[Tjj] < o es recurrente positivo. Un
estado recurrente positivo es llamado ergodico.

Un estado es recurrente (transitorio) en el PSM si y solo si es
recurrente (transitorio) en la cadena de Markov inmersa.

El comportamiento asintético de las probabilidades de
transicion del proceso es otro de los topicos importantes. Con el fin de
simplificar los resultados, supondremos que todos los estados son

aperiodicos. El siguiente resultado da una condicion suficiente para la
recurrencia positiva o nula en un PSM.

Teorema 1.3.10. Sea la cadena de Markov inmersa {Y,,n=0, 1, 2, . .
.4 urreducible y recurrente. Sea ® una solucion positiva del sistema =

= P, donde P = Q(«) es la matriz de transicion de la cadena de
Markov inmersa. Entonces todos los estados del PSM son

(1) recurrentes positivos s1 y solo si Znini < 0,
1€S

(2) recurrentes nulos s1y solo si ani = 00,
1€S
siendo n; el tiempo medio de permanencia en el estado 1.

En el caso en que la cadena inmersa es recurrente positiva el
vector T debidamente normalizado es la distribucién estacionaria.

El teorema que sigue es un importante resultado sobre el
comportamiento limite de las probabilidades de transicion en el PSM,
y esta intimamente ligado al comportamiento limite en la cadena de
Markov imnmersa.

Teorema 1.3.11. Sea {X(t), t = 0} un PSM 1rreducible, recurrente y
aperiddico. Sea m una solucién positiva del sistema © = nP, siendo P
la matnz de transicion de la cadena de Markov inmersa. Entonces

.9
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Capitulo 1. Modelos estocdsticos de tiempos de failo

Ttin;
pi = lim P{X(t) = 3| X(0)=1} = ,

keS

(1.20)

donde n; es el tiempo medio de permanencia en el estado 1.

Retornamos ahora al PRM asociado al PSM. El PRM es
irreducible si y solo si lo es el correspondiente PSM. El teorema llave
de renovacion valido para procesos de renovacion es extensible a
PRM con espacio de estados finito, como sera el caso de los modelos
que se estudian en este trabajo. Se precisa la definicion de funciones

directamente integrables Riemann.

Definicion 1.3.12. Sea g > 0 una funcién acotada sobre intervalos
finitos. Para b >0 se define

y},(n) = 1nf {g(t):nb <t <nb+b}, n eN,
v, (1) = sup {g(t)nb <t <nb+b}, n eN,

y sea

G =va£(n), Cp =bZY§(n).
n n
Se dice que la funcion g es directamente integrable Riemann si

las sumas anteriores convergen para cualquier b > 0, y ademas

1 5)=0.
bli%(c —Op)

Si g es directamente integrable Riemann, entonces

lim o, = lim o}, = f o(t)dt .
b—0

siendo la ultima integral la de Riemann de la funcién g.
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Los siguientes resultados seran aplicados en el Capitulo IV. Las
pruebas de los mismos pueden se consultadas en Cinlar (1975, p. 296).
Estos establecen caracterizaciones y propiedades de esta clase de
funciones en términos que permiten una mas facil aplicacién, dada la
dificultad de aplicar directamente la definicion anterior.

Teorema 1.3.13. (a) Sea g > 0 una funcion continua definida sobre un
intervalo acotado y nula fuera de él, entonces es directamente
integrable Riemann.

(b) Sea g > 0 una funcion continua y acotada, entonces es
directamente integrable Riemann si y solo s1 oy, <0 para algun b > 0.

(c) Sea g = 0 una funcién monotona y decreciente, entonces es
directamente integrable Riemann s1 y solo si es integrable Riemann.

(d) Sea g = 0 una funcion directamente integrable Riemann, y sea ¢

una funcion de distribucidn, entonces la convolucion ¢ * g es
directamente 1integrable Riemann.

Como consecuencia de estas propiedades, si una funcién g > 0
es integrable Riemann y esta acotada por una funcién directamente

integrable Riemann, entonces la funciéon g es directamente integrable
Riemann.

Teorema 1.3.14. Sea M(-) la funcién de renovacion de Markov de un
PRM 1rreducible con nucleo Q(-) y espacio de estados finito S = {0, 1,

, n}. Para cada jeS, sea h;(-) una funcién directamente integrable
Riemann. Entonces

lim Z J' h(t— u)dMIJ(u)-—Z fﬁ (wdu,  (1.21)

H i j=0
para cada j€ S, donde p; es el iempo medio de retorno al estado j.

En la prueba de este teorema se establece la igualdad de los dos
miembros anteriores término a término, para cada j. En el Capitulo 1V,
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Capitulo 1. Modelos estocasticos de tiempos de fallo

donde se introduce un proceso semi-Markoviano para modelizar el
funcionamiento de un sistema, se aplicara este resultado.

Para una discusion completa en el caso en que el espacio de
estados es infinito una condicion mas fuerte que la de ser directamente
integrable Riemann es necesitada para la verificacion de la relacion
anterior. Para mas detalles debe consultarse el texto de Cinlar (1975).
En lo que a este trabajo se refiere es este resultado el que aplicaremos
al estudiar los modelos de sistemas de fiabilidad, debido a que el
espacio de estados es finito.
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CAPITULO II

SISTEMA CON TIEMPOS
OPERATIVOS Y DE REPARACION
TIPO FASE CON MEMORIA DE
LA FASE DE FALLO (MODELO I)

Se considera un dispositivo o sistema desde el punto de vista de
la fiabilidad. Inicialmente el sistema esta operativo y esta sometido a
fallos que ocurren aleatoriamente en el tiempo. Cuando un fallo ocurre
el sistema pasa a ser reparado. Una vez reparado el sistema pasa a ser
operativo de nuevo. Lqs tiempos de funcionamiento y reparacion son
aleatorios. Este tipo de sistemas ha sido estudiado cuando estos
tiempos aleatorips estan exponencialmente distribuidos utilizando
procesos alternados de renovacion siempre que la reparacion sea tan



Inmaculada Torres Castro

buena como nueva. Si1 la reparacion no es tan buena como nueva, el
proceso de Poisson no homogéneo puede ser utilizado para este fin,
con los inconvenientes que ya se han indicado cuando se tratd de este
proceso en el Capitulo I. Lam (1995) consider6é que después de cada
reparacion el tiempo operativo del sistema venia afectade por un
coeficiente de deterioro, y los sucesivos tiempos operativos formaban
un proceso geometrico. Con esta hipotesis hay que introducir variables
suplementarias en el modelo para conseguir que el funcionamiento del
sistema venga gobernado por un proceso de Markov. En el trabajo
citado los tiempos operativos y de reparacion estaban
exponencialmente distribuidos, y solo se consideraban fallos
reparables. Después de un determinado numero de fallos el sistema
era sustituido por otro nuevo e idéntico. En el modelo que se estudia
en este capitulo se generaliza el trabajo de Lam en dos aspectos. En
primer lugar se considera un sistema con tiempos operativos y de
reparacion que siguen distribuciones tipo fase. En segundo lugar, los
tipos de fallo pueden ser de desgaste y accidentales, estos a su vez
pueden ser reparables o no reparables. Con esta nueva consideracion
hay que modelizar la llegada de los fallos accidentales.

2.1. El proceso de Markov

Se considera un sistema de fiabilidad sometido a fallos
accidentales y de desgaste, los primeros se deben a causas externas y
los segundos a causas internas. El sistema esta operativo inicialmente.
Cuando se produce un fallo reparable pasa a un canal con un
reparador, donde se lleva a cabo la reparacion. Una vez reparado el
sistema pasa a estar de nuevo operativo. La reparacion no es tan buena
como nueva. Una vez que el sistema es reparado pasa
Instantaneamente a estar operativo. Cuando se produce un fallo no

reparable, el sistema es sustituido instantineamente por otro nuevo e
1déntico.

2.1.1. Hipotesis del modelo

A continuacion establecemos las hipotesis sobre las magnitudes
que i1ntervienen en el comportamiento de este sistema: las llegadas de
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Capitulo 2. Sistema con tiempos operativos y de reparacion tipo fase con memoria...

los fallos, los tiempos de funcionamiento y reparaciéon, y el
mecanismo de reparacion.

Hipétesis 1. Los fallos accidentales ocurren segun un proceso de
Poisson de parametro A. Estos fallos pueden ser reparables con
probabilidad p o no reparables con probabilidad q = 1 — p, siguiendo
el mecanismo de los ensayos de Bernouilli. Ademas, el sistema puede
fallar debido al desgaste, y estos fallos son siempre no reparables. Los
fallos reparables son reparados en el canal de reparacion, y una vez
que son reparados el sistema se reinicia pero no es tan bueno como
nuevo. La ocurrencia de fallos no reparables supone la sustitucion del
sistema por otro nuevo e idéntico. Todos los fallos son independientes.

Hipétesis 2. Sea X, el tiempo de fallo del sistema después de la
reparaciéon (n —1),n=1, 2, . .., donde X, supone el tiempo de fallo
antes de ser reparado, cuando el sistema es nuevo. Suponemos que
cada X, estd gobernado por una distribucion tipo fase cuya
representacion consta de un vector inicial y una matriz del tipo d'T,
con a > 1, siendo a un coeficiente de deterioro. El vector inicial esta
determinado en cada caso por la fase operativa en que fall6 el sistema,
de modo que cuando ocurre un fallo desde una fase operativa, el
sistema una vez reparado retorna a la fase operativa en que fall6é. En
otras palabras, el sistema “recuerda” la fase operativa en que ocurrio
el fallo y después de ser reparado retorna a dicha fase.

Hipétesis 3. El tiempo de reparacion después del fallo n-simo se
representa por Yo, n=1,2,. .. Se supone que {Y,,n=1,2,...} es
un proceso de renovacion, y cada Y, es una distribucion tipo fase con
representacion (B, S). La funcién de distribucion de cada Y, es por
tanto de la forma

G(x) =1 —Bexp(Sx)e, x=0.
Las matrices T, S, y los vectores iniciales B y los
correspondientes a las distribuciones tipo fase de X, son de orden

adecuado para que las expresiones tengan sentido.

Hipétesis 4. Las sucesiones {X,,n=1,2,. ..} y{Yy,n=12,...}
son independientes.
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Hipoétesis S. Cuando el sistema ha sido reparado N veces ya no es
reparado en el siguiente fallo, de modo que si ocurre un fallo de
cualquier tipo el sistema es sustituido por uno nuevo e idéntico.

2.1.2. El generador infinitesimal

En este sistema el dispositivo tiene una distribucién de tiempo
de fallo 1nicial tipo fase denotada por F(-) y con representacion (a., T).
Después de cada reparacion la representacion del nuevo tiempo de
fallo cambia en ambas componentes, siendo conocida la evolucién de
la matriz y dependiente de la evolucion del sistema el vector inicial.
Después de i reparaciones completadas el tiempo de fallo del sistema
viene multiplicado por el factor @', de modo que para @ > 1 se va

ocasionando un deterioro. Notese que si a < 1 el sistema tendria
fiabilidad creciente después de cada reparacion.

Los estados del sistema se dividen en dos grupos: estados
operativos y estados de fallo o reparacion (no operativos). Se denota i
el estado operativo despué€s de 7 reparaciones, i = 0, 1, . . ., N, y por ig
el estado de reparacion después de haber completado i — 1
reparaciones, ig = Ig, 2gr, . . ., Ng. Estos estados se agrupan en los
siguientes conjuntos W = {0, 1,2,. . ., N}y F = {Ig, 2z, . . ., NR},
donde W consta de los estados operativos y F de los estados no

operativos. Estos estados son realmente macro-estados, y seran
designados como estados por simplificar.

El generador infinitesimal del proceso de Markov que va a
modelizar el funcionamiento del sistema viene expresado en términos
de estos macro-estados, y como se pondra en evidencia mas abajo
dicho generador sera una matriz de bloques. Para fijar ideas
supondremos que las fases de los tiempos operativos son m y las de
los tiempos de reparacion n, en otras palabras, la matriz T es de orden
m xmy la matriz S de orden n x n, y las fases absorbentes son m + I
y n + I, respectivamente.

En la Figura 1 se presenta el diagrama de las transiciones entre
los macro-estados del sistema.
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Figura 1. Diagrama de transiciones entre estados

Cuando el sistema esta operativo esta en alguna de las m fases
operativas, y cuando esta en reparacion ocupa alguna de las » fases no
operativas. El estado operativo i esta por tanto constituido por todas
las fases /, 2, . . ., m, y el macro-estado i; esta constituido por todos
los pares (i,j) con I <i <m, I <j <n, la primera componente indica la
fase operativa en la que ocurrié el fallo y la segunda la fase de
reparacion.

LLa estructura de Markov puede ser aplicada ya que se
consideran los tiempos exponencialmente distribuidos de permanencia
en las fases operativas y de reparacion, aunque el razonamiento para la
obtencion del generador se va a hacer sobre los macro-estados antes

definidos.
Transicion i — 0

Si el sistema esta operativo en el estadoi (i =0, 1, ... N —1)y
se presenta un fallo no reparable, se produce una transicion desde el
estado 7 al estado 0. Ahora bien, los fallos no reparables pueden ser de
desgaste o accidentales. Si el fallo es de desgaste, las razones de fallo
desde las fases operativas del macro-estado i vienen dadas por el
vector de absorcion a'T’, e inmediatamente pasa a ser sustituido por

un sistema nuevo e idéntico que opera siguiendo el vector 1nicial a.
Un fallo accidental ocurre con razéon Aq en alguna fase operativa sin
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determinar del estado i, el sistema es sustituido instantaneamente y
pasa a ser operativo reimniciandose en alguna fase operativa segun el
vector . Por tanto la matniz que representa las razones de cambio
entre los estados sefialados viene dada por d'T a + Agect.

Desde el estado operativo N la transicion al estado 0 se produce
cuando ocurre cualquier tipo de fallo. Esto esta representado por
a T'o + hea.

Transicioni — (i+1)g

S1 el sistema esta operativoen el estadoi (i =0, 1,.. ., N-1)y
ocurre un fallo reparable, se produce una transicion al estado desde i
al estado (i+1)g. En estas transiciones, el sistema pasa desde una fase
operativa cualquiera a una fase de reparacion de acuerdo con el vector

inicial B. Entonces la matriz de razones de transicion viene dada por
Apl ® B, siendo I la matriz identidad de orden m x m.

Transicion i — 1

S1 el sistema esta siendo reparado en el estado ir (i = 1, . . ., N),
la transicion al estado i ocurre cuando se completa la reparacion y
retorna al estado operativo i. En estas transiciones la fase ocupada por
el sistema en el instante de fallo es recordada, y el sistema retorna a la
fase operativa en que se produjo el fallo. La matriz de razones de

transicion viene dada por I ® S°.

El resto de bloques no considerados aqui, excepto en lo que se
refiere a los bloques diagonales, son nulos. Vamos a calcular los
bloques diagonales, abusando de la notacién, ya que las siguientes no
son realmente transiciones.

[ ransicion ir — ip

S1 el sistema esta en reparacion en el estado ix (i = 1, . . ., N),
estara ocupando alguna de las fases de reparacion independientemente
del estado operativo de procedencia, entonces las razones de

transicion vienen gobernadas por la matrniz I & S.
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Transicioni —» i

LLas matrices de razones de transicion por bloques que estan

colocadas en la diagonal corresponden a las transiciones i > i (i = 1, .
. ., N), y estas estan gobernadas por las matrices a'T, ya que estas
transiciones ocurren entre fases operativas del mismo estado.

La matriz correspondiente a la transiciéon 0 — 0 se obtiene
teniendo en cuenta tres posibilidades: que el sistema ocupe una fase
operativa y cambie a otra fase operativa, esto se rige por la matriz T;
que se produzca un fallo de desgaste y sea sustituido por otro nuevo ¢
idéntico, esto se rige por la matriz T’a; o que se produzca un fallo
accidental no reparable, esto viene gobernado por la matriz Agea.

Luego la matriz correspondiente es T + T a + Agea.

El generador infinitesimal construido de esta manera es de

orden [m(N + 1) + mnN] x [m(N + 1) + mnN]. Efectuando el producto
por bloques de esta matriz por el vector columna e de Ia
correspondiente dimension, aplicando propiedades del producto de
Kronecker, se advierte que los productos son siempre vectores ceros
excepto los bloques diagonales. En efecto, es facil comprobar que al
multiplicar la primera fila de bloques de la matriz Q por el vector e de
orden mn, que puede ser escrito en la forma e, ® e, donde el
subindice designa la dimensién del vector columna, se obtiene el
vector Ae,. Esto ocurre con todas los bloques de las filas
correspondientes a los estados i. Por tanto los bloques diagonales
deben ser corregidos para que la matriz sea conservativa en la forma
que se indica en la expresion del generador Q. No se representan los
bloques nulos del generador.

(T+T0a—ll+q7nea ApI X B )
I®S I®S’
L) = aT’a + Agea aTl — Al
|
1 a T o+ Lea . a"T-2M,
33



Inmaculada Torres Castro

Las matrices —AI que aparecen en la diagonal principal indican
la influencia que tienen sobre el generador los fallos accidentales.
Cuando no se considera ese tipo de fallos, el generador resultante
obtenido como se ha indicado previamente resulta conservativo, sin
necesidad de afiadir sumandos correctores sobre la diagonal.

2.2. Distribucion estacionaria

Estamos 1nteresados en el comportamiento del sistema con
respecto a las medidas de fiabilidad. El régimen transitorio presenta
graves problemas de célculo y resulta de poca efectividad practica.
Por ello se va a considerar el comportamiento del sistema en régimen
estacionario y las medidas de la fiabilidad del sistema seran calculadas
en este régimen. Ahora se comprueba la ventaja de utilizar la
estructura Markoviana del sistema, sin perder de vista las fases
exponencialmente distribuidas, aunque el estado del sistema lo
representen los macro-estados.

En régimen estacionario las probabilidades de ocupacion de los
estados no dependen del tiempo. Se aplican los resultados bien
conocidos de los procesos de Markov.

Se denota la distribucion estacionaria por un vector utilizando
los bloques que han sido introducidos en el generador infinitesimal Q

calculado anteriormente. El vector distribucion estacionaria se escribe
en la forma

n = [7(0), ©(1r), 7(1), T(2R), ... , T(N)]. (2.1)

En esta expresion, (i) es la probabilidad de permanecer en el

estado operativo i, y m(igr) es la probabilidad de permanecer en el
estado de reparacion iz. Cada uno de estos vectores tiene en cuenta la

fase ocupada por el sistema en cada estado. El vector m esta
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determinado por la ecuacion wQ = 0, bajo la condicién de
normalizaciéon me = 1.

Ciertas cantidades son introducidas con el fin de simplificar la
expresion final de la distribucidon estacionaria, y que pueda ser

aplicada utilizando métodos informaticos. Ademas, las medidas de
fiabilidad que seran obtenidas en la siguiente seccion vienen dadas en
términos del vector m, y es conveniente disponer de expresiones
preparadas para su utilizaciéon computacional.

Efectuando el producto ©Q por bloques se tiene para la primera
fila la siguiente expresion:

t(ONT +T’a — Al + qrea )

N-1

+Y n(i)a' T o + Agea ) + n(N) (@ T’a + Lea ), (2.2)
i=]

y para las restantes filas se puede comprobar que las expresiones son
n(i—D[ApI @ B] +w(ip)(IXS], i=1,2,..,N, (2.3)
(i)l ® Sl + n(H[@T -], i=1,2,..,N. (2.4)

La expresion (2.1) igualada al vector 0 puede ser escrita en la
forma

n(0) = Ka(AI - T) 7, (2.5)

donde la constante K viene dada por

N N-1
K=Y a'niT’ +1q)_n(ije+rnN)e. (2.6)
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[gualando al vector 0 las expresiones (2.3)-(2.4) y utilizando
argumentos de recurrencia se obtienen las expresiones explicitas de

(7)) y m(ir), que expresamos en términos de (2.6) para simplificar:

n(i) =KOp) o[ J1-a*T)", i=01,2,.,N, @7
k=0

n(ix) = — K(Ap)~’ aﬁ(u ~a*T) (ApI®BS™), i=1,2,...N. (2.8)
k=0

La constante K introducida en (2.6) es calculada a partir de la

propiedad de normalizacion e = 1. Para ello esta expresion se escribe
cComo

N N

> miet > m(ize=1, (2.9)

i=0

donde los vectores e tienen las dimensiones adecuadas. Sustituyendo

(2.7) y (2.6) en esta expresion, la constante K puede ser expresada
como

N | i 1 N | i—1 1
K'=> o) a] [AM-a*T) e+> (hp) pga] [(A1-a*T) e,
i=0 k=0 i=] k=0

siendo g el valor medio del tiempo de reparacion.

Como puede observarse, estas expresiones no son manejables y
su aplicacion practica presenta dificultades de calculo evidentes. Por
esta razon se introducen ahora nuevas cantidades cuyo unico fin es

preparar las expresiones anteriores para su calculo computacional. Se
puede escribir
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N N-I
K™= e +Apug ) &, (2.10)
i=0 i=0
con
€ = (?Lp)faﬁ(ll—akT)_le. (2.11)
k=0

Sustituyendo este valor de K en las expresiones (2.7)-(2.8)
puede calcularse la distribucion estacionaria en términos de (2.11).

2.3. Medidas de funcionamiento

[Las medidas de funcionamiento que son calculadas en este
trabajo son la disponibilidad y la razén de ocurrencia de fallos
(ROCOF). Dado que son considerados distintos tipos de fallo, el
ROCOF sera calculado para cada uno de ellos, y ademas para el
conjunto de fallos. El comportamiento del sistema sera considerado
estacionario.

2.3.1. Disponibilidad

En sistemas reparables la disponibilidad A(t) es la primera
medida de funcionamiento. Define la probabilidad de que el sistema
esté operativo en el tiempo t, y ha sido ya introducida en el Capitulo I.
El problema primero que tratamos es dar una expresion para la
disponibilidad estacionaria del sistema que estamos estudiando. Con
ello se extiende en cierto sentido el trabajo de Lam (1995). La
expresion que obtendremos para la disponibilidad sera expresada en
términos de las cantidades dadas en (2.11) para su calculo informatico.
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Teniendo en cuenta la definicién de disponibilidad aplicada al
sistema que tratamos, y dado que el sistema se haya en régimen
estacionario, la disponibilidad es la probabilidad de que en un instante
arbitrario el sistema est€¢ operativo, dicho de otra manera, es la
probabilidad de que el sistema ocupe alguno de los macro-estados
operativos. También puede ser interpretada como la proporcion de
tiempo que el sistema esta operativo. En la siguiente expresion de
hace uso de estos argumentos y se utiliza directamente (2.11):

A=) n(i)e=——"2 (2.12)
" D EtAPHR D,
i=0 i=0

Razonando de la misma manera, la proporcion de tiempo que el
sistema esta en reparacion (no operativo) es A =1 — A y la expresion
formal es

A=) m(ig)e = o (2.13)

Noétese que la dispomibilidad depende de la distribucién de los
tiempos operativos, del nimero de reparaciones y del tiempo medio de
reparacion, pero no depende de la forma que tiene la distribucién del
tiempo de reparacion.

2.3.2. Razon de ocurrencia de fallos (ROCOF)

LLa razén de ocurrencia de fallos ha sido definida en el Capitulo
[ para diversos procesos estocasticos, y se debe a Lam (1997) la
obtencion del mismo para procesos de Markov. Esta viene dada en
términos de las intensidades de transicion q; y de las probabilidades
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de ocupacion pi(t) en el tiempo t. Para el calculo de la expresion
matematica del mismo el espacio de estados se clasifica en dos clases:
estados operativos W y estados no operativos F. Recordamos ahora la
expresion (1.11) que expresa el ROCOF en un proceso de Markov:

v(t) = Zpi(t)qij -

1eW ,jeF

En el caso estacionario v = lim v(t) para t — . Esta medida es
interpretada como el namero medio de fallos por unidad de tiempo, y
su interés es obvio en el comportamiento del sistema. Dado que se
distinguen tres tipos de fallo, calcularemos el ROCOF para cada uno
de ellos. Vendran dadas las expresiones utilizando (2.11), para que
puedan ser abordadas computacionalmente.

ROCOF de fallos reparables

Se denota v, el ROCOF de los fallos reparables. Haciendo uso
de la definiciéon de ROCQOF, los fallos reparables ocurren con razon Ap
y el fallo se produce cuando el sistema esta en un estado operativo, la
expresion de esta medida es

N-1
N—] 7\-132811
vi= Ap Y m(ie = — = | (2.14)

N1

—0

1 E :8i+7LPHR z ;Si
=0

i=0

ROCOF de fallos accidentales no reparables
El ROCOF de los fallos accidentales no reparables se denota v;

y su expresion matematica, teniendo en cuenta que la razon de
ocurrencia de este tipo de fallos es Aq, viene dada por
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N-I

_ qu €. + AEy

vV, = A.qz n(i)e+An(N)e = — =0
=0

Z €;TAPUg f & '
=0 =0

(2.15)

ROCQF de fallos de desgaste

Por ultimo, el ROCOF debido a fallos de desgaste se denota vs.
Un fallo de este tipo ocurre desde cualquier estado operativo y se
produce cuando hay una absorcion por la fase absorbente en cada uno
de los estados operativos. El vector de absorcion varia en cada estado

operativo, por tanto la expresidon matematica del ROCOF de este tipo
de fallos es

N

. Z(akp)i aﬁ(u -a"T) ' T°
k=0

V3 = Zain(i)To = =0

N N-I
i=0
D _&tAPHR D €,
i=0 i=0

(2.16)

ROCQOF del total de fallos del sistema

La razén de ocurrencia total de fallos es v = v; + v, + v3. Notese
que de la expresion (2.6) se deduce que la constante K es
precisamente v, + v3, con lo que se puede dar una interpretacion fisica
de la misma, esta constante es la razon de ocurrencia de fallos no
reparables, accidentales o de desgaste. Entonces K ~' representa el
tiempo medio entre ocurrencias consecutivas de fallos no reparables,

en otras palabras, el tiempo medio entre reemplazamientos
consecutivos del sistema.
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La razon de ocurrencia total de fallos puede venir expresada en
términos de la disponibilidad del sistema. En efecto, usando (2.12),
(2.14), (2.15) y (2.16) resulta

N-1 N-1 N
v=2p)» m(i)e + Aq Y wfi)e+An(N)e + Y a'n(i)T’
i=0 i=0 i=0

N
=LA+ ) a'n(i)T°. (2.17)
=0

Esta formula expresa también que la razén de ocurrencia de

fallos accidentales es precisamente la razén A del proceso de Poisson
de llegadas de fallos accidentales por la disponibilidad del sistema.

Comparando las expresiones (2.13) y (2.14) resulta
A = ug vy, (2.18)
es decir, en la evolucion del sistema en régimen estacionario, la
proporcion de tiempo que el sistema esta en reparacion es el producto

del tiempo medio de reparacion por la razén de ocurrencia de fallos
reparables. Esta relacion puede ser escrita en la forma

N N-I
Z n(i,)e = UR lpz n(i)e. (2.19)
i=1 i=0

Usando la propiedad de normalizacion (2.9) se obtiene otra
expresion para la disponibilidad del sistema

N
A= n(ie = L+ Appg (Ve (2.20)
i=0 1+ }LpuR
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CAPITULO II1

SISTEMA CON TIEMPOS
OPERATIVOS Y DE REPARACION
TIPO FASE SIN MEMORIA DE LA
FASE DE FALLO (MODELO II)

En este capitulo se considera el mismo modelo que en el
capitulo anterior, es decir, se trata de un sistema con tiempos de
funcionamiento y reparacion que siguen distribuciones tipo fase, el
tipo de reparacion es “no tan buena como nueva”, se tiene en cuenta
un namero de ciclos de reparacion y el sistema esta sometido a
distintos tipos de fallo. La novedad radica en que ahora, cuando el
sistema es reparado y retorna a un estado operativo, no se tiene en
cuenta la fase operativa en que ocurri6 el fallo, y el retorno al estado
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operativo se hace siguiendo un vector inicial de probabilidades. Esta
situacion suele presentarse en la practica cuando no se conoce con
detalle el funcionamiento interno del sistema. En este modelo el
deterioro progresivo puede venir modelizado mediante un proceso
geométrico. Esto no fue posible en el modelo del capitulo anterior al
tener cada entrada en un estado de funcionamiento un vector de
probabilidades inicial distinto. En definitiva es el mismo modelo pero
las transiciones ocurren ahora de otra manera. Esto supondra en los
calculos la introduccion de la transformada de Laplace-Stieltjes, que
no habia tenido ningun papel en el Modelo 1. Se sigue en este capitulo
la misma metodologia y el mismo desarrollo que se ha seguido en el
Capitulo II. Se estableceran comparaciones entre ambos modelos, y se
comprobara que algunas expresiones son muy similares.

3.1. El proceso de Markov

Las hipotesis de este nuevo modelo son las mismas que las que
han sido formuladas para el Modelo I en la Seccion 2.1.1, pero las
transiciones ocurren de manera diferente. Supondremos que X, es el
tiempo de fallo del sistema despu€s de la reparacién (n -1),n=1, 2, .
. ., donde cada X, esta gobernado por una distribucion tipo fase cuya
representacion es (o, @ 'T), con a > 1, siendo a un coeficiente de
deterioro. En otras palabras, el proceso {@"” X,,n=1,2, ...} es un
proceso de renovacion, o equivalentemente, {X,, n=1,2, ...} es un

proceso geomeétrico. La funcidn de distribucion de la variable aleatoria
X, viene dada por

Fo(x) =1 - aexp(d 'Tx)e, x2>0. (3.1)

Se representa por F(-) la funcion de distribucion del sistema
cuando es nuevo.

El tiempo de reparacion después del fallo enésimo se representa
por Yo,,n=1,2,....Sesupone que {Y,,n=1,2, ...} esun proceso
de renovacion, y que cada Y, sigue una distribucion tipo fase con
representacion (3, S), con funcién de distribucion de la forma

G(x) =1 —Bexp(Sx)e, x=>0. (3.2)
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En este modelo, cuando ocurre una reparacion el sistema una
vez reparado retorna al estado operativo y el retorno se hace siguiendo

el vector inicial de probabilidades a.

[Los estados del sistema, denominados macro-estados, son los
mismos que en el Modelo I, y se mantiene la misma notacion. Lo que
varia en este caso son las transiciones que estudiamos a continuacion.
Recordamos que cuando el sistema esta operativo esta en alguna de
las m fases operativas, y cuando esta en reparacion ocupa alguna de
las »n fases no operativas. El estado operativo i esta por tanto
constituido por todas las fases 7, 2, . . ., m, y el macro-estado ir esta
constituido por todas las fases /, 2, . . ., n. También se supone el
mismo orden para las matrices que se tratan, y el generador sera
construido por bloques, que se calculan a continuacion.

Transicioni — 0

Se repite paso a paso lo que se establecié en el Modelo I, de
modo que la matriz que representa las razones de cambio entre los

estados sefialados viene dada por aT’a + Aqeaparai =0,1,..,N —1,
y a'Ta + Lea para el estado i = N.

[ransicion i — (i+1)g

Si el sistema esta operativoen el estadoi (i =0, 1, .. .,N-1)y
ocurre un fallo reparable, se produce una transicioén al estado desde i
al estado (i+1)r. Esto ocurre desde cualquier fase operativa y entra en

el estado de reparacion segun el vector inicial B. Entonces la matriz de
razones de transicion viene dada por Apep.

[ransicion i —> I

Esta transicion ocurre igual que en el Modelo I: primero se
produce la absorcion en el tiempo de reparacion y la incorporacion al

estado operativo siguiendo el vector a. La matriz de razones de
transicion viene dada por S’a
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Transicion ir —> IR

Es facil comprobar que esta mal llamada transicion viene regida
por la matnz S.

Transicioni — i

En este caso el razonamiento nos lleva a las mismas expresiones
que en el Modelo 1.

Como consecuencia de lo anterior, el generador infinitesimal
construido de esta manera es de orden [m + (m + n) N| x [m + (m +
n) N]. Notese que en esta ocasion no aparece el formalismo de
Kronecker en el calculo de las matrices de razones de transicion, por

lo que algunas expresiones son simplificadas con respecto al Modelo
I. Temendo en cuenta que la matriz debe ser conservativa, se tiene por
fin el generador infinitesimal para este modelo,

/T+T0a-—-M+q7Leoz Apep \
S S%a
Q= aT’a + Aqea aT — Al
L a” T a + Lea aNT—M/

3.2. Distribucion estacionaria

Se denota la distribucion estacionaria como en el Capitulo 11, es
decir,

n = [n(0), ©(/r), ©(1), ©(2R), .. , M(N)].

s1 bien ahora la dimension es distinta. Este vector  esta determinado
por la ecuacion TQ = 0, bajo la condicion de normalizacion te = 1.
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Efectuando el producto nQ = 0 por bloques se tiene para la
primera fila la siguiente expresion:

n(0) =KaAI-T) 7, (3.3)

donde la constante K viene dada por
N | N-1
K=Y a'niT° +Aq ) w(i)e+An(N)e. (3.4)
i=0 i=0

Estas expresiones son similares a las obtenidas en el Modelo I y
para las restantes filas se puede comprobar que se verifica

n(i—1)[ApeB] + n(ir)S=0, i=1,2,.. N, (3.5)
n(ig)S’a+ n()[dT-AI]=0, i=1,2,..N. (3.6)

[La transformada de Laplace-Stieltjes de las distribuciones de
tiempos de fallo aparece en los calculos intermedios para resolver
estas ecuaciones por recurrencia y obtener una expresion explicita
para la distribucion estacionaria. Sera utilizada la propiedad de cambio
de escala en esta transformacion.

Se denota ®(s) la transformada de Laplace-Stieltjes de F(-), que
es la funcion de distribucion del tiempo operativo del sistema cuando
es nuevo. La transformada de esta distribucion tipo fase, que tiene

representacion (a,T), es una expresion algebraica (Neuts, 1981) dada
por

O(s) = F e *dF(x)= a(sI -T)'T°, Res>0. (3.7)
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Tiene interés sefialar que esta transformada tiene una
interpretacion probabilistica de interés en lo que sigue. Si se sustituye

s por A en la expresion (3.7), se tiene la probabilidad de que ocurra un
fallo de desgaste antes que un fallo accidental. Resulta facil de
comprobar, integrando por partes, que

L-0(s) = [ (1-™)dFe),

y esto, sustituyendo s por A expresa la probabilidad de un fallo
accidental antes que un fallo de desgaste. Estas expresiones surgen
frecuentemente en adelante.

De la expresion (3.7) se tiene

1-d(s) 1 [1-a(sI-T)"'T"]
S S
_ é [oce — a(sI =T)" T
_ é [o(sT =T)"(sI ~T)e — a(sI -T)"'T']

D |

a(sI =T)"' [(sI -T)e — T
= é a(sI —=T) '(sIe — Te — T°)
= a(sI -T)'e. (3.8)

Resolviendo las ecuaciones (3.5)-(3.6) utilizando (3.7)-(3.8) se
tienen las expresiones explicitas de las probabilidades que conforman
la distribuci6n estacionaria. Para i=1, 2, ..., N, se tiene
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n(i) = Kp' ﬁ(l ~D(a*M))a(M-a'T)™", (3.9)
k=0
n(i,) = —Kp' ﬁ(l —D(a*1)BS . (3.10)
k=0

Notese que para i = 0 la expresion (3.3) es coherente con la
expresion (3.9). Por razones de simplicidad escribimos

lI’i(J\.;,ar)=IL[(1—CI)(a_"‘7L)),, (3.11)
k=0

y dada la interpretacion probabilistica de la transformada de Laplace-
Stieltjes, esta es la probabilidad de que ocurra un fallo accidental antes
que uno de desgaste durante los periodos operativos ocurridos antes de
la reparacion i-ésima. Sustituyendo (3.11) en (3.9)-(3.10) se obtienen
expresiones mas simples.

La constante K de (3.4) se determina a partir de la condicion de

normalizacion, we = 1, que se escribe exactamente 1gual que (2.9):

N N
D n(i)et D mligle=1 (3.12)
i=0 i=1

Tiene interés el calculo de los sumandos que figuran en esta
expresion, y es ilustrativo hacerlo introduciendo (3.11). A partir de
(3.3),(3.9)y (3.10) se tiene

n(0)e = Ka(AI - T) 'e=KA (1 — d(L)), (3.13)

yparai=1,2,..., N,
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n(i)e = Kp' ¥ii(A; @)a(M —d'T) "'e=KA ' p' WA a), (3.14)
n(ir)e =—Kp' Wii(X; @)BS ~'e = Kupp'¥ii(A; a), (3.15)

siendo ug el tiempo medio de reparacion. Sustituyendo estas formulas
en (3.12) se tiene una expresion explicita para la constante K,

N N
K™= > A'p'W,(Ma)+ > ppp ¥, (Aa). (3.16)
i=0 i=1

Es posible escribir

N N-1
K'=21">"D, +pug » D;, (3.17)
i=0 i=0
llamando
D; =p' Wi(L; a). (3.18)

Esta es una expresion que esta pensada para su implementacion
computacional, como ha sido hecho en el Modelo 1.

Como ya ocurridé en el Modelo I, la constante K definida en
(3.4) se puede interpretar como el namero medio de fallos no
reparables del sistema. Esto se probara en la siguiente seccidn, pero su
analogia con el Modelo I permite interpretarlo ahora y como
consecuencia interpretar las formulas obtenidas. La probabilidad de
que el sistema ocupe el estado inicial, T(0)e = KA™'(1 — ®(L)), el
producto de tres factores: el nimero medio de fallos no reparables, el
tiempo medio entre llegadas de fallos accidentales mientras el sistema
funciona, y la probabilidad de que ocurra un fallo accidental antes que
un fallo de desgaste cuando el sistema es nuevo.
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La expresion Wi(A; a) definida en (3.11) es la probabilidad de
que ocurran fallos accidentales en los sucesivos estados ocupados por
el sistema desde el estado inicial hasta el estado i antes que fallos de
desgaste. Entonces la probabilidad de que el sistema ocupe el estado 7,
n(i)e = K?C'p“l’i-1(?\.; a), i =1, 2, ... N, es el producto de cuatro
factores, todos ellos tienen una interpretacion probabilistica bien
conocida, y donde el factor p' es la probabilidad de ocurrencia de i
fallos reparables.

La probabilidad de que el sistema ocupe el estado de reparacion
ir, T(ir)e = Kurp'Wi1(A; @), incorpora a los factores ya interpretados el
tiempo medio de reparacion. Las expresiones D; definidas (3.18) que
han sido introducidas para calculos computacionales pueden ser
interpretadas obviamente en términos de probabilidades de ocurrencia
de fallos, como ha sido hecho con las expresiones anteriores.

3.3. Medidas de funcionamiento

La disponibilidad y la razén de ocurrencia de fallos (ROCOF)
para los diversos tipos de fallo y para el sistema seran calculadas para
este sistema. El procedimiento que se sigue es el mismo que en el
modelo con memoria de la fase de fallo. El régimen es estacionario.

3.3.1. Disponibilidad

Formalmente la expresion de la disponibilidad es la misma que
en el Modelo I, so6lo que ahora las expresiones varian. La
disponibilidad tiene la forma

A=) mf)e = — 2 ———. (3.19)
- Z D;+Apug Z D,
=0 i=0

La proporcion de tiempo que el sistema esta en reparacion (no
operativo) es A =1 — A y la expresion formal es
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N-1
N APHg ZDi
A= mfip)e = — =0 (3.20)

it ZDW}«PHRZDi
=0

=0

Como en el Modelo I, la disponibilidad depende de la
distribucion de los tiempos operativos, del numero de reparaciones y
del tiempo medio de reparacion, pero no depende de la forma que
tiene la distribucion del tiempo de reparacion.

3.3.2. Razon de ocurrencia de fallos (ROCOF)

Esta seccion es practicamente una repeticion de la Seccidn
analoga del Capitulo II, con féormulas muy similares a las obtenidas
entonces. Seguimos los pasos que hemos dado para esta medida en el
Modelo I, con las mismas interpretaciones. '

ROCQOF de fallos reparables

Se denota v, el ROCOF de los fallos reparables. Haciendo uso

de la definicion de ROCOF, los fallos reparables ocurren con razéon Ap
y el fallo se produce cuando el sistema esta en un estado operativo, la
expresion de esta medida es

N-1
N-I kpZDi
V)= sz'rc(i)e - PO T, (3.21)
= Z D;+Apuyg Z D,
=0 =0
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ROCOF de fallos accidentales no reparables

El1 ROCOF de los fallos accidentales no reparables se denota v
y su expresion matematica, teniendo en cuenta que la razén de

ocurrencia de este tipo de fallos es Aq, viene dada por

N-1
Aq Y D, +ADy
=0 . (3.22)

N I N-1
Z D;+Apug Z D;
i=0 i=0

N-1
va=1Aq ) m(i)e+An(N)e =
=0

ROCOF de fallos de desgaste

Por ultimo, el ROCOF debido a fallos de desgaste se denota vs,
y viene dado por

N
V3= Zain(z)TO ;
i=0

Para obtener una formula mas simple en términos de los
elementos D; primero calculamos

(0)T’ = KO(L),
(i) T° = Kp' Wii(A; @)a(M — dT) T’ = Kp' Pii(A; a)D(a ' \)d,

parai =1, 2, . . ., N. Entonces la expresion matematica del ROCOF
de este tipo de fallos es
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N
AD(AL) +Ap Y D, D(a”)
=0

N TN
Z D;+Apug Z D;
i=0 =0

N
vi= Y a'n(i)T° = (3.23)
=0

ROCQOF del total de fallos del sistema

La razon de ocurrencia total de fallos es v =v; + v» + v3. De la

expresion (3.4) se deduce que la constante K es precisamente v, + vs,
con lo que se interpreta K de la misma manera que en el Modelo 1, es
la razon de ocurrencia de fallos no reparables, accidentales o de

desgaste, y consecuentemente K~ representa el tiempo medio entre
reemplazamientos consecutivos del sistema.

La razén de ocurrencia total de fallos puede venir expresada en

téerminos de la disponibilidad del sistema como en el Modelo I, es facil
comprobar que

N-1 N-1 v
v=12pY m(ie + Aq Y mfi)e+An(N)e + » a'm(i)T’
i=0 i=0 i=0
N i
= AA + Za’n(i)TO. (3.24)
i=0

Esta formula expresa también que la razon de ocurrencia de

fallos accidentales es precisamente la razén A del proceso de Poisson
de llegadas de fallos accidentales por la disponibilidad del sistema.

Se tiene también

2 |

= UgR V1, (3.25)
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Capitulo 3. Sistema con tiempos operativos y de reparacion tipo fase sin memoria ..

es decir, la proporcion de tiempo que el sistema esta en reparacion es
el producto del tiempo medio de reparaciéon por la razon de ocurrencia
de fallos reparables. Esta relacion puede ser escrita en la forma

N N-1
D m(ip)e = prAp) m(ie. (3.26)
i=1 i=0

Usando la propiedad de normalizacion se obtiene otra expresion
para la disponibilidad del sistema

N
A=) n(e = L+ Apugm(Ne. (3.27)
i=0 1+ }\'p“'R

3.4. Aplicacion numérica

El Modelo II que acabamos de tratar resulta de mas facil
aplicacion que el Modelo I, ya que en general es dificil conocer la fase
operativa en los estados de funcionamiento. En cualquier caso las
formulas anteriores para el calculo de la distribucion estacionaria y las
razones de ocurrencia de fallos no son faciles de manejar. En esta
seccion se simula una situacion practica basada en un supuesto
empirico y se implementan computacionalmente las formulas. Se
construyen varios programas para el calculo de la disponibilidad y la
razon de ocurrencia de fallos utilizando el programa Matlab. También
se obtienen diferentes curvas de supervivencia relativas a los
diferentes tipos de fallos que se estudian.

Se supone un dispositivo con las caracteristicas del sistema
estudiado en los Capitulos II y III, por lo tanto dicho dispositivo esta
sometido a las hipotesis formuladas en el Capitulo II. El dispositivo
esta sujeto a fallos externos y de desgaste. Los fallos externos se
producen segin un proceso de Poisson de parametro A =
0.00187/hora, es decir, éstos llegan a razéon de 1.87 fallos cada mil
horas de funcionamiento, lo que significa que el tiempo medio entre
llegadas es de 534.76 horas. De estos fallos, aproximadamente el 87%
son reparables y consecuentemente el 33% es no reparable, 1o que
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significa en términos de la notacion seguida anteriormente que p =
0.87yq=0.13.

El tiempo operativo del dispositivo es tipo fase. Se supone que
mientras el dispositivo esta operativo va ocupando sucesivamente tres
fases 1, 2 y 3 antes de ocupar el estado de fallo (absorbente). Esto
significa que el tiempo de fallo tiene tres fases operativas (m = 3) y
una absorbente. En términos fisicos supone que el sistema pasa por
tres fases operativas sucesivas de degradacién antes de producirse el
fallo del mismo, de modo que se supone una degradacion creciente, es
un modelo con degradacion acumulada. El siguiente diagrama ilustra
las transiciones entre fases operativas.

Figura 2. Diagrama de transiciones entre fases operativas del
dispositivo

El coeficiente de deterioro después de cada reparacion es a =
1.25. Esto significa que la reparacion no es “tan buena como nueva”™, y
se expresa en términos de este coeficiente. Esta cantidad expresa que
el tiempo medio de vida después de cada reparacidén es un 80% del
tiempo medio en el estado operativo anterior a la reparacion.

Se supone que la fase inicial de cada periodo operativo es
siempre la fase 1. Esta es la hipotesis que identifica el Modelo II,
diferenciandole del Modelo 1. Significa que después de cada
reparacion el dispositivo pasa a ser operativo y se inicia en la fase 1,
siempre la misma. En resumen, el tiempo operativo después de la
reparacion i — / sigue una distribucion tipo fase con representacion (o,

d'T), cona =(1,0,0),a=1.25, ylamatriz T viene dada por
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(~0.0027 0.0027 0
T=| 0  -0.008 0.008
L 0 0  —0.02878

Notese que los elementos fuera de la diagonal principal
representan las razones de transicion entre fases operativas. Asi, las
transiciones entre las fases 1 y 2 se producen a razén de 2.7 cada 1000
horas; entre las fases 2 y 3 se producen 8 transiciones cada 1000
horas, y desde la fase 3 hasta el fallo se producen aproximadamente
29 cada 1000 horas. Los tiempos medios de permanencia en las
diferentes fases vienen dados por los valores inversos de la diagonal
principal cambiados de signo.

Si el dispositivo falla entra en reparacion. Esta operacion de
reparacion se lleva a cabo segun el siguiente esquema. El dispositivo
entra en la fase 1 de reparacion, donde es reparado, y entonces entra
en la fase 2, donde se establece un control sobre la reparacion
efectuada a un nivel medio de funcionamiento. Si no es satisfactorio el
dispositivo retorna a la fase 1 para volver a ser reparado, y si lo es
pasa a un segundo control donde se somete a un nivel acelerado de
funcionamiento. Si en este segundo control el nivel de funcionamiento
no es satisfactorio retorna a la fase inicial, y si es satisfactorio acaba el
proceso de reparacion y el dispositivo retorna al correspondiente
estado de funcionamiento. Este proceso se repite. En la Figura 3 se
ilustra el diagrama que sigue el proceso de reparacion.

Se trata entonces de cuatro fases, la ultima de absorcion (n = 3).
La fase inicial de reparacion es siempre la fase 1.Se supone que el
tiempo de reparacion sigue una distribucion tipo fase con

representacion (B, S),conB =(1,0,0)y

(-0.02 002 0 )
S=| 001 -008 0.07 |
0005 0 -0.1/
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Como en el caso del tiempo de reparacion, cada elemento fuera
de la diagonal principal representa las razones de cambio entre las
correspondientes fases y los niumeros inversos de los situados en la
diagonal principal cambiados de signo representan los tiempos medios
de permanencia en cada una de las fases. El numero medio de
reparaciones en la fase 1 es de 20 cada mil horas, el numero medio de
veces que no se supera el control 1 es de 10 cada mil horas, el nimero
medio de veces que no es superado el control 2 es de 5 cada mil horas.
En la fase 1 el dispositivo pasa un tiempo medio de 50 horas. El resto
de las cantidades se calcula de la misma manera.

control control—l reparado
. . p) I .

1

Figura 3. Diagrama de transiciones entre fases de reparacion

Se supone que el dispositivo puede soportar hasta tres
reparaciones, de modo que cuando se produce la cuarta es sustituido
instantaneamente por uno nuevo € 1déntico, en otras palabras, el
numero de reparaciones para un dispositivo es N = 3. Los estados del
dispositivo son de dos tipos: funcionamiento y reparacion. A su vez
los estados de funcionamiento se distinguen por el numero de
reparaciones que han completado, y los estados de reparacion
constituyen un proceso de renovacion. El conjunto de estados,
siguiendo la notacion empleada hasta ahora, esta formado por los

elementos S = {0, Ig, 1, 2r, 2, 3g, 3}, y el diagrama de transiciones
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entre estados viene dado en la Figura 4. Los fallos reparables suponen
una transicion i — iz y los fallos no reparables una transicion i — 0,
parai =1, 2, 3.

.4 —

|

P - i
— _ - v

Figura 4. Diagrama de transiciones entre estados

Los estados operativos constituyen el subconjunto F = {0, 7, 2,
3} y los de reparacion F = {Ig, 2, 3r}. El tiempo que el dispositivo
permanece en cada uno de éstos sigue una distribucion tipo fase, estas
han sido especificadas anteriormente.

La forma del generador Q es la que ha sido dada en el caso
general en la Seccién 3.1. Esta matriz Q es una matriz de bloques de

matrices 3 x 3, y el numero de bloques por filas y por columnas es

igual a siete, de modo que dicha matriz es 21 x 21. Aqui no la
escribimos explicitamente.

El vector ®© que expresa la distribucion estacionaria se define de
acuerdo con los bloques que constituyen la matriz Q. Por tanto dicho
vector es de la forma

nt = [1(0), ©(1R), 7(1), ®(2r), ©(2), ®(3r), ®(3)],

donde a su vez cada =n(i), m(ig) son vectores de dimension 3.

Se calcula la distribucidon estacionaria construyendo un
programa informatico utilizando el paquete informatico Matlab para

resolver la ecuacion 1Q = 0. Una vez efectuados los calculos se tiene:
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n(0) = (0.4030, 0.1103, 0.0288),
n(1z) = (0.0530, 0.0133, 0.003),
n(1) = (0.1681, 0.0478, 0.0126),
n(2z) = (0.0224, 0.0056, 0.0039),
n(2) = (0.0611, 0.0179, 0.0048),
(3g) = (0.0082, 0.0020, 0.0014),
n(3) = (0.0191, 0.0058, 0.0015).

La interpretacion de estos numeros es bien conocida. A modo

de ejemplo interpretamos las componentes del vector w(0). Estas dan
las probabilidades de ocupacion de las fases de funcionamiento
cuando el dispositivo aiin no ha sido reparado. El dispositivo pasa el
40.30% del tiempo en la fase 1, el 11.03% en la fase 2, y el 2.88% en
la fase 3.

Aplicando las formulas (3.13)-(3.15) se tiene

n(0)e = 0.5421,
n(/g)e =0.0756,
n(/)e =0.2286,
n(2r)e =0.0319,
n(Z2)e = 0.0838,
n(3r)e =0.0117,
n(3)e = 0.0264,

que representan las proporciones de tiempo que el dispositivo pasa en
cada uno de los estados (macro-estados). Asi, el 54.21% del tiempo el
dispositivo es nuevo, aproximadamente el 23% estd en
funcionamiento después de haber sido reparado una vez; el 8.38% vy el
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2.64% del tiempo esta en funcionamiento después de haber sido
reparado dos y tres veces, respectivamente. Para estados de reparacion
los porcentajes son mas pequeiios, el dispositivo pasa el 7.56% del
tiempo en la primera reparacion, aproximadamente el 3% en la
segunda y el 1.17% en la tercera.

La disponibilidad del dispositivo se calcula a partir de (3.19), y
resulta ser A = 0.8808 (88%), esta es la fraccion de tiempo que el
dispositivo esta operativo. El porcentaje de tiempo no operativo es

11.92%.

El numero medio de fallos reparables por unidad de tiempo
(ROCOF) para los diversos tipos de fallo y para el conjunto de todos
los fallos viene dado por las formulas (3.21)-(3.24). Para el conjunto
de numeros que se usa en este modelo resulta que el numero de fallos
reparables es 1.4 cada diez mil horas, el numero de fallos accidentales
no reparables es de 0.2 cada mil horas, y el numero de fallos de
desgaste es 1.6 cada mil horas. El nimero total de fallos es la suma de
estas cantidades, 3.2 fallos cada 1000 horas.

Se completa el estudio de la fiabilidad del dispositivo
calculando la funcién de supervivencia del mismo en los diferentes
estados y la funcidén de supervivencia del tiempo de reparacion. La
construccidon de las mismas se hace utilizando el paquete matematico
Matlab. En la Figura 5 se representan estas funciones. Como se
deduce de los numeros, las funciones de supervivencia después de
cada reparacion forman una sucesion decreciente. También se han
calculado los tiempos medios de permanencia del dispositivo en los
estados operativos, y las cantidades son: 230.16 horas cuando es
nuevo, 184.01 después de la primera reparacion, 147.25 después de la
segunda reparacion, y 117.82 horas después de la tercera reparacion.
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Figura 5. Funciones de supervivencia S; para diferentes estados de
funcionamiento (i=0, 1, 2, 3) y para el tiempo de reparacion (Ty)

La simulacion puede ser modificada para representar el
funcionamiento de sistemas reales en medios dinamicos. En algunos
casos, el tiempo operativo no puede ser observado, opera entonces
como una caja negra. Pero la versatilidad de las distribuciones tipo
fase puede ser ajustada a tiempos operativos considerando varias
situaciones practicas. El nimero de piezas que fallan en un sistema
complejo, los tamafios de la rotura por corrosion de un material
sometido a estudio, los intervalos de funcionamiento de un sistema, y
muchas otras, pueden ser considerados como fases por las que el
sistema pasa. El tiempo de reparacion puede en general ser controlado
por la politica de mantenimiento en cada caso. Cada caso particular
tiene sus correspondientes magnitudes de interés desde el punto de
vista del funcionamiento del sistema.
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CAPITULO IV

SISTEMA CON TIEMPOS
OPERATIVOS Y DE REPARACION

GENERALES
(MODELO SEMI-MARKOVIANO)

El modelo que se estudia es una generalizacion de los
anteriores, en el que los tiempos de funcionamiento y reparacion no
siguen distribuciones pertenecientes a una clase determinada. Se
supondra que los tiempos operativos y de reparacidon siguen
distribuciones generales de probabilidad. En lo demas se mantienen
las hipotesis que fueron enunciadas en el Capitulo 11, es decir, se tiene
un sistema sometido a un proceso de llegadas de Poisson de fallos
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accidentales (reparables y no reparables), hay fallos de desgaste no
reparables, y se mantiene la modalidad de reparacion, lo que significa
que tras cada reparacion el tiempo operativo viene modificado en el
sentido ya considerado anteriormente. Para estudiar un sistema de este
tipo se considera un proceso semi-Markoviano, y se sigue un
procedimiento similar al que se ha hecho en los capitulos anteriores:
se calcula la distribucion estacionana, la disponibilidad, y las razones
de ocurrencia de los diferentes tipos de fallo. Se comprobara que el
Modelo II puede obtenerse a partir de €ste como un caso particular.

4.1. El proceso semi-Markoviano

Las hipotesis de este nuevo modelo son esencialmente las
mismas que las que han sido formuladas para el Modelo I en la
Seccion 2.1.1, excepto en lo que se refiere a la distribucidn de los
tiempos de fallo y reparacion, que formulamos ahora. Recordamos
que las llegadas de fallos accidentales se producen segin un proceso
de Poisson de parametro A, siendo Ap y Aq = A(1 — p) las razones de

llegadas de fallos accidentales reparables y no reparables,
respectivamente.

Sea X, el tiempo de funcionamiento del sistema después de la
reparacion (n —1), n = 1, 2, . . .. Se denota F(-) la funcion de
distribucion del sistema cuando es nuevo, entonces la distribucidon de
Xn, que se escribe F(-), viene dada por

Fux)=F@ 'x), a>1, x>0. ' (4.1)

De esta manera se tiene en cuenta el efecto del deterioro
después de cada reparacion a través de la constante a, que tiene el
mismo significado que en los modelos anteriores. La funciéon de

densidad de probabilidad de F(-) se denota por f(-) y se supone que
existe.

El tiempo de reparacion después del fallo n-simo se
representaY,, n=1, 2,. ... Se supone que {Y,,n=1,2,...} esun
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proceso de renovacion, con funcion de distribucion dada por G(-) y

funcion de densidad de probabilidad g(-), que se supone existe
siempre.

En primer lugar defimmos los estados del sistema. El sistema

ocupa el estado i s1 ha completado i reparaciones. Sea {Z(t),t > 0} el
proceso estocastico que representa el estado del sistema en el tiempo t.
El espacio de estados es S = {0, 1, 2, . . ., N}, ya que se supone que
cuando se han completado N reparaciones el sistema es sustituido por
uno nuevo al producirse el siguiente fallo. Las funciones muestrales se
suponen continuas a la derecha. El estado inicial es 0, este es el estado
del sistema cuando es nuevo.

[as transiciones entre estados se producen segun el siguiente
diagrama

Figura 6. Diagrama de transiciones entre estados

Se supone que el proceso {Z(t), t = 0} es un proceso semi-
Markoviano, donde los tiempos de permanencia en estados son
variables aleatorias distribuidas arbitrariamente que dependen del
estado actual y del proximo estado. Sean 0 =t < t; <t <. . ., los
instantes de transicion entre estados y T, =ty+1 —to,, n =0, 1,2, . . ., los
tiempos de permanencia en los sucesivos estados ocupados. El estado
ocupado en el instante t, se denota por Y, = Z(t,), entonces {Y,, n =0,
1, ... } es la cadena de Markov inmersa en el proceso semi-

Markoviano {Z(t),t = 0}.
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4.1.1. El nucleo

La matriz del nucleo del proceso semi-Markoviano {Z(t), t > 0}
definido anteriormente es Q(x) = (Q;i(x)), con

Qii(xX) =P{Yn+1=J, ta <x| Yn=1i}, i,j=0,1,...,N, (4.2)
definido para x > 0.

Dado que Q;(x) no depende de n el proceso es homogéneo en el
tiempo. En lo que sigue calcularemos los elementos del nucleo Q(x).

Transicioni — 0

S1 el sistema ocupa el estadoi (i =0, 1, 2,. .., N —1) y ocurre
un fallo no reparable se produce una transicion al estado O.
Formalmente,

Qio(X) =P{Ynr1 =0, tn < x| Yo =1}, i=01,... 6 N—1,

es la probabilidad de que el sistema haya sufrido i reparaciones ent, y
en t,+; el sistema esta nuevo. Esto puede ocurrir de dos maneras

disjuntas: en un tiempo 0 < u < x ocurre un fallo accidental no
reparable o un fallo de desgaste. Teniendo en cuenta las hipotesis del
modelo esto ocurre con probabilidad

Qin(x) = fkqe_}““ (1-F(a'u))du + fe"k“dF(aiu) . (4.3a)

parai=0,1,..., N—1.

Desde ¢l estado N se produce una transicion al estado 0 cuando
se produce un fallo accidental, sea o no reparable, o un fallo de
desgaste. Esto ocurre con probabilidad
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Qno(x) = fle_}““ (1—F(a”u))du + fe_x“dF(aNu) : (4.3b)

Transicion i — i+1

Si el sistema ocupa el estadoi (i =0, 1, 2,..., N — 1)y ocurre
un fallo reparable se produce una transiciéon al estado i + /.
Formalmente,

Qi,i+1(X)=P{Yn+1=i I,THSXIYI—[:I'}, i=01,..., N—1,

es la probabilidad de que el sistema haya sufrido 7 reparaciones en t, y
entre t, vy t,+; ocurre un fallo reparable antes que un fallo de desgaste,
y en el tiempo de vida residual hasta el tiempo x el sistema es
reparado. Este suceso tiene la probabilidad

Quini(X) = f ape M (1-F(a'u)G(x —u)du,  (4.4)

parai=0,1,..., N—1.

Q;i(x) = 0 para otro caso diferente de (4.3)-(4.4). La expresion
final de la matrnz Q es

Qoo(x) Qg(x) 0 0 k
Qj0(X) 0 Qp(x) .. 0
Qx) = Qyo(x) 0 0 0 . (4.5)
QNN (X)
Qo (X) 0 0 0 )
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La funciéon de distribucion del tiempo de permanencia en el
estado i viene dado por

N
Qi(x) = ZQij(x) = Qio(x) + Qij+1(X). (4.6)
i=0

El comportamiento limite de los elementos del nucleo sera
tratado en la seccion siguiente, al considerar la cadena de Markov
InNmersa.

4.1.2. L.a cadena de Markov inmersa

Vamos a calcular la matriz de transicion de la cadena de
Markov inmersa {Y,, n=0, 1, ... } en el proceso semi-Markoviano

{Z(t), t = 0}. Para efectuar los calculos que siguen se define la

transformada de Laplace-Stieltjes de los elementos que componen el
nucleo Q(x). Se define

@ii(s) = fe_sdeij(x) , Res>0. (4.7)

Es bien conocido que

lim Q;(x) = lim@;(s) = lims | e Q;;(x)dx, (4.8)
s—0

X —>00 s—(

la segunda 1gualdad se obtiene integrando por partes en la expresion
(4.8). La integral del miembro de la derecha es la transformada de
Laplace de la funcion Q;i(x).
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Se denotan @, ¢ las transformadas de Laplace-Stieltjes de F y
G, respectivamente. Estas funciones juegan un papel importante en lo

que si1gue.
Sea P = (p;) la matriz de transicion de la cadena de Markov
inmersa {Y,, n=20,1, ...}, es decir, pjj = P{Ypns1 =J | Yo =i}, para

todo n. De la teoria general de procesos semi-Markovianos es bien
sabido que

pij = im Q(x) = Qii(0) = im @;(s) .

X—>»00

Vamos a calcular las transformadas de Laplace-Stieltjes de los
elementos del nucleo (4.6). En primer lugar consideramos los
elementos de la forma Q;o(x). Se utiliza la expresion (4.3a).

Parai =0, 1, 2, ... N — 1, se tiene

Pul(s) = [ ¢ ™dQio(x)

- f e's"[ Xa'f(a'x)+Age”™*(1-F(a’ X))}i"

f e X i (gl x)dx +Aq f 49X (] _ F(g'x))dx

(I)(S+_XJ+ Al —kqf e MXE(g'x)dx,

a’ S+ A
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esta ultima ecuacion se calcula integrando por partes. Esta expresion
se puede escribir en términos de la funcién O,

1_(Dfs+k\
/ i
Pio(s) =D S+.l)+kq 4 /, i=012,.. N—-1. (4.9)
. a’ S+ A

Para i = N, repitiendo los calculos con la expresion (4.3b),
resulta

S+ A
1-O
S+ A ( a” |
Ono(s) =D = + A . (4.10)
a S + A

Para i =0,1,2,..., N—1,6usando (4.4),(4.7) y (4.8), se tiene

Pii+1(S) = SI: e Qi in(X)

= sr;e"“( ) 0kpe'}““(l —F(a'u))G(x — u)dujdx

0 u=

= SAp f_ . E Oe_}““e_"s(“ﬂ’)(1—F(a‘fu))G(v)dudv

p

| — @l s+i).)
. a'

S+ A

= Ap d(s), (4.11)
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Aplicando (4.9)-(4.11) se obtienen expresiones explicitas para
las probabilidades de transicion de la cadena de Markov inmersa en el
proceso semi-Markoviano. En efecto, de la relacion

pij = lim Q;i(x) = Qji(0) = lim @;;(s),
s—0

X —>00

aplicada a este modelo resulta

Pio = lin(l)(pio(s) = q p(D(——-_-], i=012 ... N-1, (4.12)
-

N=1H =1
PiN SI_I)nO(pNO(S) >

Piin1 = m@;;.,(s) =p—p<1>(-7i_), i=012..,N—-1, (4.13)
s—>0 al

[.a matriz de transicion de la cadena inmersa es

( q+p®(L) p-pDPr) 0 0)
A o)

q+pD| — 0 p—pd| — 0|

I a \ d .
P = A (A 4.14
CI"'P‘D("—;) 0 p—pD| —-7] 0 (4.14)

d X
1 0 0 0
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4.2. Distribucion estacionaria

En esta seccidon se calcula primero la distribucion estacionaria
de la cadena de Markov inmersa, y a partir de ella la distribucion

estacionaria del proceso semi-Markoviano. Se utiliza la notacion del
Capitulo I.

Sea p = (pj, J€S) la distribucion estacionaria del proceso semi-
Markowviano {Z(t), t = 0} con espacio de estados S, entonces

pj = lim P{Z(t) =j|Z(0) =1}, jeS.
{—0

Por otro lado, sea © = (m;, jeS) la distribucion estacionaria de la
cadena de Markov inmersa {Y,,n=0,1,2, ...} en el proceso {Z(t), t

> 0} con matnz de transicion P, entonces ® = wP. Es bien conocido
que

‘J'[ . .
p; = in; . jes (4.15)
an‘nk

siendo m; el tiempo medio de permanencia en el estado j, como ha sido
visto en (1.20). Para calcular las probabilidades p;, jeS, primero
debemos calcular las probabilidades =; y los valores medios n;, jeS.

4.2.1. Distribucion estacionaria de la cadena de Markov
inmersa

El espacio de estados del proceso que representa el modelo es S
=10, 1, ..., N}, por tanto &t = (mo, 7, M2, . . ., TN), con 7; > 0 para todo
J. Este vector m satisface la ecuacion m = =P, y a partir de ella se
calcula resolviendo el sistema resultante.

Las ecuaciones que resultan al aplicar al modelo que tratamos la
formula © = P son
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<
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Por recurrencia se obtiene

11l A A |
m=mop | [|[1-9 ||, i=12...N, (4.16)
k=0

y a partir de la condicién de normalizacion we = 1 se calcula el valor
de my, que es

Ty = 1+ZN:piﬁ(1—®(}}—)JJ_ . (4.17)
i 0

i=1 k= \

4.2.2. Tiempos medios de permanencia en cada uno de los
estados

El tiempo medio de permanencia en cada uno de los estados

se representa n; = E[Q;], con Q; dado por (4.6). El procedimiento para
calcular estos tiempos medios es utilizar la transformada de Laplace-

Stieltjes ¢; definida en (4.7), entonces
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N
Pi(s) = Z(pij(s) = @io(s) + ¢ii+i(s), i=0,1,..,N—-1,
j=0

PN(S) = Pno(S),

(8)|
n; = E}in(x)=—d‘pl(S)f i=0,1...N (4.18)
dS :’S=0

Analogamente el tiempo medio de reparacion se denota por ug
y viene dado por

Ug = f xdG(x) = d‘g(:) (4.19)

siendo ¢(-) la transformada de Laplace-Stieltjes de la funcion G(-)
como ya ha sido definido. Teniendo en cuenta las expresiones (4.9)-

(4.11)resultaparai =0, 1,..., N — 1,

®i(S) = @io(s) + @ii+1(S)

1—<D(S+f]
+ A a S
S+ A ¥ S+ A ®(s)

al

1—@(54}1]
_(D(S+l]+ M a

¢ g 1-(D(S+il)
=¢{s = 143, +“ (q + pd(s)) (4.20)
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yparai = N,

(S+ A

1 -®
S+ A ) a’’ )

s)= O + A
(pNO() (aN) S+}.

Derivando estas expresiones y evaluando en s = 0 se obtienen
los tiempos medios de permanencia en cada uno de los estados

ni=—|1-®

(1+ Apug), i=01,...,N—1, (4.21)
A\ \a’

1/( (;L)\

/

U _o ) (4.22)
NN = s mm=e 1 15 :
A\ a” /)

4.2.3. Distribucion estacionaria del proceso semi-
Markoviano

Una vez calculados los elementos que intervienen en la
expresion (4.15) estamos en condiciones de calcular la distribucion
estacionaria del proceso que rige el funcionamiento del sistema. Ya
que 7; representa la probabilidad de que la cadena de Markov inmersa

ocupe el estado j y m; es el tiempo medio de permanencia en el estado

J, mM; se interpreta como el tiempo esperado en que el sistema ha

sufrido j reparaciones completas y

N
s Z“knk
k=0
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representa el tiempo medio que el sistema pasa ocupando todos los
estados del proceso, algo asi como el tiempo medio de un ciclo
completo, entendiendo por tal el paso por todos los estados. La
expresion matematica para (4.15) en términos de las cantidades
fundamentales del proceso se calcula sustituyendo las formulas (4.16)-
(4.17) y (4.21)-(4.22). Por razones de simplicidad se introduce una
funcién y;(A;a) definida por la siguiente expresion

i [ £ 2 )
vitha) = [ [|1-@ —7‘; . (4.23)

k=0 \ \ad /)

Esta cantidad representa la probabilidad de que ocurra un fallo
accidental antes que uno de desgaste durante los periodos operativos
ocurridos antes de la reparacion i-ésima. La expresion matematica
final para (4.15) queda en la forma

p'W.(A;a)(1+ Apug)

Pi= w7 , j=01..,N—-1
D p'W(Aa)1+ Appg) +p Wy (A;a)
j=0
(4.24)
lePN (A;a)
PN = . (4.25)
> ¥ (La)(1+Apug) + pN Wy (A;a)
j=0

Estas son las probabilidades de ocupacion de los estados en el
proceso semi-Markoviano en régimen estacionario. Para su
tratamiento computacional se define

D; = p' yi(A;a)

y las expresiones (4.24)-(4.25) se reducen a
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D.(1+A
P % (L Apiz) j=01..,N-1, (4.262)
ZD_j(l-*-)’pp'R)-'-DN
J=0
D
PN= 55 = (4.26b)
D Dj(+2pug)+ Dy
'=()

4.3. Medidas de funcionamiento del sistema

En esta seccion se calculan la disponibilidad y las razones de
ocurrencia de los distintos tipos de fallo, como ha sido hecho para los
modelos estudiados anteriormente. Para ello se precisa calcular la
funcion de renovacion del proceso semi-Markoviano, que ha sido
definido en el Capitulo I (Definicion 1.3.5). Dicha funcion se define

M(x) = (M) = 3 QW (x),
n=0

siendo Q™ la convolucion de la funcion Q consigo misma n veces.

M(x) es la funcién de renovacioén del proceso semi-Markoviano
que gobierna el sistema, M;;(x) expresa por tanto el nimero medio de
pasos por i desde el estado inicial j. Conviene interpretar dM;;(x) como
la probabilidad de una transicion j—i durante el intervalo
infinitesimal de tiempo (x, x + dx). En lo que sigue se supone que el
sistema ocupa inicialmente el estado ;.
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4.3.1. Disponibilidad

Los estados del sistema S = {0, /, 2, . . ., N} han sido definidos
como ¢l numero de reparaciones completadas en el sistema, de modo
que s1 el sistema se encuentra en el estado i se han completado i
reparaciones. No obstante, ignoramos si el sistema esta operativo o en
reparacion en dicho estado. Este es el siguiente problema que
resolvemos.

Probabilidad de que el sistema esté siendo reparado cuando ocupa el
estado i

Se supone que el sistema se encuentra en el instante 1nicial en el
estado j. Para que el sistema esté en reparacion en el estado 7 en un
instante t deben ocurrir los siguientes sucesos: que en un tiempo u, 0 <
u < t, el sistema cambie desde el estado j al estado i, que en el
intervalo (u, t) ocurra un fallo reparable antes que cualquier otro fallo,
y que la reparaciéon no haya finalizado en el instante t. La probabilidad
de que el sistema esté en reparacion es

Lo _ IM;i(u) Ape™[1-F((v—u)d'][1- G(t-v)]dv. (4.27)

Esta expresion depende del estado 1nicial ;. Estamos interesados
en ¢l comportamiento del sistema en régimen estacionario por lo que
calcularemos el limite de esta expresion cuando t— o« . Este limite se
calcula aplicando el Teorema llave de la renovacioén para procesos
semi-Markovianos (Teorema 1.3.14). Para aplicar dicho teorema
necesitamos definir algunas funciones de modo que (4.18) tenga una
forma que permita la aplicacion de (1.21) término a término.

El proceso semi-Markoviano que representa el sistema bajo
estudio tiene nucleo Q(x) y espacio finito de estados S = {0, I, . . .,
N3}, siendo irreducible, ergddico y tal que

S, <o

JjES
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Se define la funcion

h(y)= [ Ape™ [1-F(za)][1 - G(y-2)}dz. (4.28)

Veamos que esta funcion es directamente integrable Riemann.
Es integrable Riemann, esto se prueba calculando directamente la -

integral. Para ello se advierte que la funcion hi(-) es la convolucion de
las funciones A(x) = Ape ™(1- F(a'x)) v B(x) =1 - G(x). Se
denotan A(s) y B(s) las transformadas de Laplace de A(x) y B(x),

respectivamente. Utilizando calculos ya realizados previamente se
tiene

1_(D/s+7\.\
A(s) = A f pe"**9% (1 _F(d'z))dz = Ap Sif )
BE) = [ (1-Geoyax = ——2,
S

y la transformada de Laplace de hi(s) es el producto A(s)B(s). El valor
de la transformada de Laplace en s = 0 da el valor de la integral de la
funcion hy(-), ahora bien el producto de las transformadas A(s) y B(s)
en s = 0 es inmediato: 4(0) se calcula directamente y para el calculo
de B(0) es preciso aplicar la regla de 1'Hopital. En resumen se tiene

B .
Eli(x)dx T (1-@(,,] | (4.29)

a' ),
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Por calculo directo se prueba que la funcion hi(y) es de
variacion acotada, esto se hace viendo que es la diferencia de dos
funciones crecientes, y por tanto esta funcidon es directamente
integrable Riemann.

Se puede aplicar entonces el Teorema 1.3.14 y calcular el limite
de la expresion (4.27). Se tiene

t—o0

. 1
im [ b (= w)dM (0 = ﬁli(u)du, (4.30)
i
donde p; el tiempo medio de retorno al estado /£, dado por

Wii = i
Y%

El segundo miembro de (4.30) expresa la probabilidad de que el
sistema esté siendo reparado cuando ocupa el estado / en régimen

estacionario, esto se denota por p(ir) y su valor ya ha sido calculado en
(4.29), siendo este

p(ir) =%puR(1—<D(liD, i=01,..,N-1 (4.31)

p(1y) =0 i=N

Sumando (4.31) para todos los estados / se obtiene la
probabilidad de que el sistema se encuentre en reparacion en régimen
estacionario, o dicho de otra forma, la fraccion de tiempo que el
sistema se encuentra en reparacion. Dicha probabilidad es
precisamente la no disponibilidad y su valor es
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=E§—;nm =E§-(l—ﬂ:0). (4.32)

Probabilidad de que el sistema esté operativo cuando ocupa el estado
i: Disponibilidad estacionaria

La probabilidad de que partiendo del estado ; el sistema esté€
operativo en un estado / en un instante t, viene dada por la siguiente
integral

Iot dM ;; (w)e ™" (1~ F(a'(t —u))du. (4.33)

En efecto, razonando como en el caso anterior, para que el
sistema ocupe el estado 7 y esté operativo, debe ocurrir una transicion
j—i en un intervalo (u, u + du) con 0<u <t y en el intervalo (u, t) el
sistema no sufre ningun tipo de fallo, n1 accidental m1 de desgaste.

La disponibilidad es el limite de la expresion anterior para
t— oo. Este limite se calcula siguiendo un razonamiento parecido al
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que se ha llevado a cabo para el calculo de p(i;), se aplica por tanto el
teorema llave de renovacion para procesos semi-Markovianos. Se
tiene

lim j;dei(u)e*m-m(l-F(a*‘(t—u))du - | h;(u)du,

t—oo l"’u 5

siendo hi(z) = e ™ (1 - F(d'z)), si dicha funcién es directamente
integrable Riemann. Ahora bien, esta funciéon hi(z) es directamente
integrable Riemann, ya que es integrable Riemann y esta acotada por
una funcion directamente integrable Riemann. El valor de su integral

es 1gual a
fe_kz (l—F(aiz))dz— 1 (1—@(;)].
A a’

Por tanto,

p(i) = — [ h, (u)du

Hi o
_ h
i 25 (1-@(&] 1=0.0... N=F (4.34a)
AE a’ 4
y
p(N) = py = N 1-@(—7‘-‘-\] ' (4.34b)
N AE aN/ '

Sumando las expresiones (4.34) para cada uno de los estados i
= 0, 1, . . ., N, se obtiene la fraccion de tiempo que el sistema se
encuentra operativo
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N N )
A=) p(i) = ;ani 1-@(-’5; | (4.35)
i=0 i=0

Otra manera de calcular la disponibilidad estacionarnia podria
haberse seguido a partir de la distribucién estacionaria del proceso
semi-Markoviano. La probabilidad de que el sistema se encuentre en
el estado 7 es p; dada por (4.26), y es claro que p; = p(1) + p(1;), donde
p(1) y p(1;) se obtuvieron en (4.31) y (4.34a) para i =0, I,.. . N — 1.
Cuando el sistema se encuentra en el estado N siempre esta operativa
ya que ha completado i reparaciones completas. A partir de (4.31)
para j =0, 1,... N—I, se tiene

3 p’¥;(A;a)(1 + Apug)
pj ~ N-

1
Zp“l—‘j (A a)(1+ Apug ) +p Py(1:a)
=0

J

I (
- ;—E{le - cb(—’i-ﬂ}(l + Appg)

k=0  \ a

y a partir de aqui se calcula p(j) = p; — p(J:) para todos los estados.

4.3.2. Razon de ocurrencia de fallos (ROCOF)

En esta seccion, se calcula el nimero medio de fallos por
unidad de tiempo para cada uno de los tipos de fallo que afectan al
funcionamiento de la unidad, siguiendo la misma metodologia que en
los dos modelos anteriores, sin hacer uso de las formulas de Lam
(1997) ya que ahora el proceso no es de Markov. El procedimiento a
seguir es el que se ha utilizado en el calculo de la disponibilidad.
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ROCOVF de fallos accidentales reparables

El nimero medio de fallos accidentales reparables por unidad

de tiempo en el estadoiparai =0, I,..., N — I, en el tiempo t viene
dado por

vii(t) = £dei(u)xpe-“‘-“>[1—F(a"(t—u))]du. (4.36)

La justificacion de esta expresion es como sigue. Partiendo de
un estado 1nicial j se produce una transicion al estado i/ en el intervalo

(u, u+du) con 0 <u <t. Una vez en el estado 7, en el intervalo (u, t) se
debe producir un fallo accidental reparable antes que un fallo de
desgaste y este suceso tiene probabilidad Ape ™" "™ [1— F(d'(t— u))]
parai =0, I,..., N —1. Parai= N, el fallo accidental es siempre no

reparable ya que la umidad ha completado N reparaciones y es
sustituida al siguiente fallo.

Sumando la expresion (4.36) para todos los estados 7, con i = 0,

1, 2, ... N — I, se obtiene la expresion en régimen transitorio del
ROCOF en el instante t, que resulta ser

Vi = ¥ v (1

N-1 ¢ |
) L dM ; (u)Ape "™ [1— F(d/(t-u))]du. (4.37)

Tomando limite para t — «en (4.37) se calcula se obtiene el
ROCQOF estacionario para fallos reparables. Se tiene
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Yi = lim V, (t)
t—o

t—oo 4

N-1 t .
=1im Y L dM ; (w)Ape " [1-F(d(t—u))]du

7 [ 3
N Y 1-@(11, J (4.38)
i=0 G \. a )

ROCOF de fallos accidentales no reparables

El nuimero medio de fallos accidentales no reparables por
unidad de tiempo en el estado 7 y en el instante t, partiendo del estado

7, viene dado por las siguientes expresiones. Parai =0, I, ..., N — 1,

va(t) = [ dM; (w)Aqe ™™ [1-F(d/(t—u))]du, (4.39a)

van(t) = [ dMy (w)re ™ [1-F(a"(t-u))]du. (4.39b)

La justificacion es la siguiente. Partiendo del estado 1nicial j, se
produce una transicion al estado 7 en el intervalo (u, u+du) con 0 <u <
t. Una vez en el estado 7, en el intervalo (u,t) se debe producir un fallo
accidental no reparable antes que un fallo de desgaste y esto ocurre
con probabilidad Aqe "™ [1-F(d'(t—u))] parai =0, 1, ... N —I.
Desde el estado N el fallo es siempre no reparable. Por tanto, el
ROCOF de fallos accidentales no reparables en el instante t se obtiene
sumando en todos los estados 7 las expresiones (4.39), y resulta ser
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N-1 _
va) = D | dM; (w)rge™ ™ [1-F(d/(t-u))ldu +

,[Ot dM iN (u)ke-l(t-—u) |1 —F(aN (t—u))]du (4.40)

Tomando limites para t — o en (4.40) se calcula el ROCOF
estacionario para fallos accidentales no reparables. Para ello hay que
aplicar de nuevo el teorema llave de renovacion para procesos semi-

Markovianos. La funcién definida por hj(u) =Ae ™ [1-F(d'n)] es
directamente 1ntegrable Riemann por ser integrable Riemann vy
monotona decreciente. El valor de la integral de dicha funcién se
calcula a partir de la transformada de Laplace en s = 0, como ya ha
sido hecho en otros casos anteriormente. Se tiene

Hi(s) = j'e‘s“le"}““ [1-F(d'u)]du = jxe'“*”“ [1-F(a'n)]du
0 0

.
1_¢(5+ik
= A S”‘f . (4.41)

Evaluando (4.41) en s =0, se tiene

jh(u)du-l cp(p,

a' )

y tomando limites en (4.40) se tiene
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v, = lim v, (t)
t—o0

NI o)) N
- Y5 o i) +-ﬁ*-(1—cp[i (4.42)
i=0 & A \d

ROCQOF de fallos de desgaste

Para este tipo de fallos el nimero medio de fallos de desgaste en
el estado 7 en el instante t, partiendo del estado 1nicial j es

t
vi() = [dM; (e Va'f(a'(t—u)du i=0,1,..,N  (443)
0

La justificacion de (4.43) es analoga a la que ha sido dada en los
casos anteriores, aunque aqui intervienen las funciones de densidad de
probabilidad de los tiempos pasado en estados operativos del proceso.
Partiendo de un estado inicial j, se produce una transicion al estado i
en el intervalo (u, u+du) con 0 < u < t. Una vez en el estado i/ ocurre
un fallo de desgaste antes que un fallo externo al sistema en el

intervalo (u,t) con probabilidad e "™ a'f(a’(t —u)), para i = 0, 1, 2,
.., N.

Sumando (4.43) para todos los estados i, i = 0, 1, 2, . . ., N, se
obtiene la expresion en régimen transitorio del ROCOF de fallos de
desgaste en el instante t partiendo del estado ,

N N 1
Vi) =Y v (=D [dM; (wa'f(a' (t-w)e™ Vdu.  (4.44)
i=0

i=0 (
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Tomando limites para t—> oen (4.44) se obtiene el ROCOF
estacionario para este tipo de fallos,

vy= lim v,(t)

t—o0

t—>o0 4

N L
lim ) _[ dM ; (u)a'f(a’ (t —u))e ™ Vdu
i=0

N

t—o0
i=0

lim J' dM ;; (u)e "W ¢'f(d/(t-u))du (4.45)
0

De nuevo se aplica el teorema llave de renovacion para proceso
semi-Markovianos. Se define la funcién

hj(u) = e ™ d'f(d'n),

que es iIntegrable Riemann y esta acotada por una funcién

directamente integrable Riemann, ya que la funcién a@Me™", siendo
M = sup f(u) es monoétona decreciente e integrable Riemann. Por
consiguiente la funcion h;(u) es directamente integrable Riemann y se
aplica el Teorema 1.3.14 para determinar el ROCOF estacionario para
fallos de desgaste. Se hace preciso calcular primero el valor de la

integral
Eli (u)du = (I)(};J ,
a

que se obtiene evaluando en cero la transformada de Laplace de la
funcion hl()
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Finalmente, el limite de la expresion (4.45) es

v = lim vi(t) = i-’é— @(—-’i—-) (4.46)

{t—
i=0

ROCOYF del total de fallos del sistema

[.a razon total de fallos del sistema es la suma de las razones de

cada uno de los diferentes tipos de fallos. Se denota por v y es la suma
de las expresiones (4.38), (4.42) y (4.46). Se tiene

V=Vt V) + V3

Agrupando términos se tiene
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N 4 A N \
T A T A
; S \ a ), ; S a' )
| 1
= — = . (4.47)
- annk

S1 entendemos por ciclo medio de funcionamiento el tiempo
medio que el sistema emplea en pasar por todos los estados una sola

vez, la expresion 1/ representa el numero medio de ciclos
completados por unidad de tiempo.

Se puede comprobar que

Ty

=

Vi V3 =

2

y esto es el nuimero medio de ciclos completados desde el estado
inicial.

El valor inverso de esta expresion anterior,

‘“&— = E(Too),
T,

es el tiempo medio de retorno al estado 0.

4.4. Consecuencias y aplicaciones

En esta seccion se estudian consecuencias directas de los
resultados relativos a los ROCOF de los diferentes tipos de fallo del

sistema y la aplicacion al caso en que las distribuciones de tiempos de
funcionamiento y reparacion son de tipo fase.
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Capitulo 4. Sistema con tiempos operativos y de reparacion generales

4.4.1. ROCOF y distribucion estacionaria

Supongamos que el sistema es nuevo, se encuentra por tanto en
el estado 0. El ROCOF para los tipos de fallo reparable, accidental no
reparable y de desgaste viene dado a partir de las expresiones (4.38),
(4.42) y (4.46), siendo estas, respectivamente,

T 5(1-®d(L))., 20 q(1-d(A o o).
&p( (L)) é<l( (L) vy E)()

La transformada de Laplace-Stieltjes ha sido interpretada en
términos de probabilidades de fallo en el Capitulo III. Esto permite
interpretar estas expresiones anteriores en términos de cantidades
asociadas al funcionamiento del sistema. Asi, el ROCOF para fallos

reparables dado por

"—;pa—m(x)),

es igual al nimero medio de ciclos completados por unidad de tiempo
multiplicado por la probabilidad de ocurrencia de un fallo reparable
antes que un fallo de desgaste. E1 ROCOF para fallos accidentales no
reparables es igual al nimero medio de ciclos completados por unidad
de tiempo multiplicado por la probabilidad de un fallo accidental no
reparable antes que un fallo de desgaste. Y por altimo, el ROCOF de
fallos de desgaste es el nimero medio de ciclos completados por
unidad de tiempo por la probabilidad de ocurrencia de un fallo de
desgaste. Estas formulas vienen modificadas por el factor @ cuando se
inicia el ciclo en el estado j, y se tiene, respectivamente,

w: [ w: [ % ) N\
2.5 I—CD(X.D, I gl 1- D L y ——]—((I)(L
A § a’ S \ \a’ ]} S vy
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Es posible también expresar estos valores del ROCOF en
términos de la distribucién estacionaria del proceso semi-Markoviano
dada en (4.26). Recordamos que n; es el tiempo medio de
permanencia del sistema en el estado j. Sustituyendo y llevando a cabo
las operaciones de simplificacién se tiene cuando el estado inicial es J,

- h . . (
n; a’ ) n; a’ n; \a’

4.4.2. Caso de distribuciones tipo fase

S1 se aplican los resultados obtenidos en este capitulo al caso en
que las distribuciones de tiempo de funcionamiento, F, y de tiempo de
reparacion, G, son de tipo fase, se obtienen directamente las formulas
que han sido calculadas en el Capitulo II como un caso particular. En
esta seccion se demuestra que son analogas las expresiones obtenidas
en el capitulo anterior y las obtenidas en éste para las principales
medidas de operatividad del sistema. Esto se lleva a cabo comparando
una a una cada una de las medidas de funcionamiento.

Probabilidad de que el sistema no esté operativo

El valor de esta probabilidad viene dado por la expresion (4.32),
y €s

- f N-1 T. ( A 3\
A= p(lr)z _lpl'l'R 1_(1)(—" ]
i=0 i=0 E—' \ al /

Sustituyendo (4.15), (4.20) y (4.21) en esta expresion, se tiene
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Capitulo 4. Sistema con tiempos operativos y de reparacion generales

el d

2Bt

. 2 ) |
[Llamando D; = p‘H 1-—- CD(——;{— , (4.32) puede expresarse
k=0 a ./

que es analoga a la obtenida en (3.20).

Disponibilidad

La férmula para la disponibilidad ha sido calculada en (4.35), y
viene dada por
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N
2D,
~— N e N1 >
ZDi + ApHLg ZDi
=0 i=0

stimilar a (3.19).
ROCQOYF de fallos reparables

Ya se ha visto que
N-1 T.
w-o(2))
"2
Sustituyendo los valores de & y &, v, puede expresarse como

N-I

XPZDi

V]. = N-} 2

ZD + APHy ZD

expresion analoga a (3.21).

ROCOF de fallos accidentales no reparables

El nimero medio de fallos accidentales reparables viene dado
por
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Capitulo 4. Sistema con tiempos operativos y de reparacion generales

y expresando m. y £ en funcién de los Dj, se tiene

como en (3.22).

V

N-1
LY D,q+ADy

2 =N - N-1
ZDi + ApUg ZDi
i=0 i=0

Rocof de ocurrencia de fallos de desgaste

Ya hemos visto que

V3 = i% (D[lr)

d

i=0

2

y como en los casos anteriores, expresando t; y € en funcidn de los D;,

se tiene

N
AD() +4pY D, ()

i=0

Vi3 =

N
ZDi + ApUg
i=0

N-1

>,
i=0
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loga a (3.23).

r

. I

expresion ana
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ANEXO 1

Fiabilidad de sistemas complejos

Esta Memoria es un primer paso en el estudio de la fiabilidad de
sistemas reparables considerando distribuciones tipo fase. Aalen (1995) ya
establecio las ventajas de estas distribuciones y dio ejemplos de su
aplicacion en diferentes dominios. Posibles extensiones de esta Memoria
nos han ido surgiendo en el transcurso de la elaboracion de la misma, y
algunas de las posibles extensiones ya estan siendo tratadas.

Una posible extension es considerar también el tiempo de reparacion
afectado por un factor » de manera analoga a como han sido considerados
los tiempos operativos, si b < 1 el tiempo de reparacion empeoraria y se
tardaria mas tiempo en reparar, cosa que puede suceder en la practica. Con
ello se tendria una extension inmediata de los modelos considerados aqui.

En otra direccion, se pueden considerar sistemas con mas de una
componente, cada una de las cuales sigue una distribucion tipo fase, y con
tiempos de reparacion también tipo fase. Estos sistemas pueden estar
organizados segun una funcién de estructura coherente, y como caso
particular se tendrian los sistemas en serie, en paralelo, con redundancia
activa, o con redundancia pasiva, y estudiar en ellos diversas medidas de
funcionamiento. Ademas, podria hacerse considerando la extension de la
primera linea. Una de las dificultades a superar es la complejidad de las
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féormulas. Los programas informaticos son una parte esencial de este tipo
de estudio.

La modelizacion de sistemas con mas de una componente utilizando
proceso semi-Markovianos siguiendo el procedimiento del Capitulo IV es
una via que esta siendo considerada en estos momentos para el caso de dos
componentes. La implementacion computacional de estos modelos seria de
gran utilidad practica, y supondria una extension de todos los sistemas
exponenciales. Para mas de dos componentes los calculos resultan ser
especialmente complicados. Por ultimo, la vision del ingeniero que ha sido
expuesta anteriormente sobre modelizacion, supone que los problemas de
inferencia para la clase de distribuciones tipo fase y en general para
distribuciones de uso frecuente en fiabilidad pueden ser de aplicacion para

diversas situaciones practicas, y no hay muchos trabajos sobre estos
tOp1CoS.
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ANEXO 11

'f Programa computacional para la aplicacion numérica
" del Modelo 11

{ e Funcion @: Transformada de Laplace-Stieltjes de la distribucion
| tipo fase (a,T)

Dicha funcion es
D(s) = 0ty — sl — T)_lTe :
siendo I la matriz identidad de dimensiones apropiadas.

Introducimos el vector alpha en los programas considerando que oy,+1= 0.

El programa esta realizado para cualquier distribucion tipo fase de tiempo
de reparacion y de operatividad segun el modelo II.

Los parametros de dicha funcién son: (a, T, A).
function salida=phi(alpha,t,lambda)

u=length(alpha);
salida=-alpha*inv(lambda*eye(u)-t)*sum(t')’;
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e Funcion y
i
vi=T1l-o07a%)
k=0

Los parametros de dicha funcién son: (1,a,T,A,a).

function salida=tsi(1,alpha,t,]Jambda,a)
for k=1:1+1

aux(k)=1-phi(alpha,t,lambda/(a."(k-1)));
end
salida=prod(aux);

e Simulacion de las medidas de interés desde las expresiones
obtenidas.

Parametros de la funcion: (B,S, o, T,n,p,A,a)

function salida=simula(beta,s,alpha,t,n,p,lJambda,a)

m=length(beta);

u=length(alpha);

d(1)=ts1(0,alpha,t,lambda,a);

for 1=2:n+1
d())=(p.”(J-1))*tsi(j-1,alpha,t,]lambda,a);

end

mur=beta*sum(inv(-s)")";
¢=((1/lambda). *sum(d)+p.*mur. *(sum(d)-d(n+1)))."(-1);

'Fraction of time system is operating'
ftso=sum(d)./(sum(d)+lambda.*p.*mur. *(sum(d)-d(n+1)))
'Fraction of time system is repairing’
ftsr=(lambda.*p.*mur. *(sum(d)-
d(n+1)))./(sum(d)+lambda.*p.*mur.*(sum(d)-d(n+1)))

'Rate of ocurrence of reparaible failures'
mir=(lambda.*p.*(sum(d)-
d(n+1)))./(sum(d)+lambda.*p.*mur. *(sum(d)-d(n+1)))

'Rate of ocurrence of no reparaible failures'
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J minr=(lambda.*(1-p).*(sum(d)-
. d(n+1))+lambda.*d(n+1))./(sum(d)+lambda.*p.*mur.*(sum(d)-
d(n+1)))

'Rate of ocurrence of "from old age" failures'

i for 1=1:n

{ aux(1)=d(1).*phi(alpha,t,lambda.*a.”(-1));

i end

& mfoa=(lambda*phi(alpha,t,lambda)+lambda*p.*sum(aux))./(sum(d)
+p.*lambda. *mur. *(sum(d)-d(n+1)))

'Rate of transitions'
3 r=mir+mfnr+mfoa

e Simulacion de las medidas de interés desde las definiciones con
5 probabilidades de transicion estacionarias

. function salida=simula2(beta,s,alpha,t,n,p,lambda,a)
1 m=length(beta);
u=length(alpha);
d(1)=ts1(0,alpha,t,lambda,a);
for 1=2:n+1
d())=(p.”(3-1))*tsi(j-1,alpha,t,lambda,a);

| e n—— T—- — - - ¥
- - '.FF J - |f L o

end

3 mur=beta*sum(inv(-s)’)’;
c=((1/lambda).*sum(d)+p.*mur.*(sum(d)-d(n+1))).”(-1);

'Steady State Probabilities’
pp(1,:)=c.*alpha*inv(lambda*eye(u)-t);
¢- for 1=2:n+1

) for k=1:1-1
aux2(k)=(1-phi(alpha,t,lambda/(a.”(k-1)))).

- T—— b T . N - e -
. L ¥ L rl 'l'" | ¥ 5 - =

end
pp(1,:)=c*(p.”(1-1))*prod(aux2)*alpha*inv(lambda*eye(u)-
5 (a.”(1-1))*t);

) ppr(i-1,:)=-c*(p.”(1-1))*prod(aux2)*beta*inv(s);

] v=zeros(1-1);

aux2=v(1,:);
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end
'Operating Steady State Probabilities'

PP

'Repairing Steady State Probabilities'
ppr

'Sums of the Operating Steady State Probabilities'
sum(pp’)

'Sums of the Repairing Steady State Probabilities'
sum(ppr')

'Fraction of time system is operating'
sum(sum(pp))

'Fraction of time system 1s repairing’
sum(sum(ppr))

'Rate of ocurrence of reparaible failures'
mir=lambda*p*(sum(sum(pp))-sum(pp(n+1,:)))
'Rate of ocurrence of no reparaible failures'
minr=lambda*(1-p)*(sum(sum(pp))-
sum(pp(n+1,:)))+lambda*sum(pp(n+1,:))

'Rate of ocurrence of "from old age" failures'
for )=1:n+1

aux3())=(a.”(-1))*pp(,:)*sum(t’)’;
end
mfoa=-sum(aux3)

'Rate of transitions'
r=mfr+mfnr+mfoa
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