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Introduccion General

El objetivo de la Teorfa de Sistemas Dindmicos es el estudio de los cambios que
experimentan los sistemas ffsicos a lo largo del tiempo debido a la influencia de factores
externos y/o internos. En la mayor parte de las situaciones reales, las perturbaciones
que afectan a un sistema son aleatorias, por lo que tanto el estado como la observacién

del mismo tienen también cardcter aleatorio. Estos sistemas se denominan Sistemas

FE'stocdsticos.

Para explicar el comportamiento de un sistema estocéstico ha de conocerse el modelo
matemdtico que lo rige, as{ como las condiciones iniciales que posee al comienzo del
estudio. Determinado dicho modelo, pueden utilizarse diversas técnicas de estimacién
para predecir valores, en el transcurso del tiempo, de la variable en estudio. Dicha
variable vendréd representada matemaéaticamente por el vector estado que, en general, no
seré accesible directamente, sino que dispondremos de unas medidas u observaciones
perturbadas, relacionadas con él, pero que no proporcionan un valor exacto del mismo.
Por tanto, se planteard la necesidad de estudiar distintos criterios de optimalidad bajo
los cuales el estimador del estado sea el mejor posible y asociar a éste una medida que

refleje, en cada instante, la bondad del proceso de estimacién.

El problema de estimar el vector estado de un sistema dindmico tiene una larga

Vv
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historia. El interés del hombre por realizar predicciones futuras sobre fenémenos na-
turales se remonta a los tiempos de los babilonios, si bien el inicio de la Teoria de
la Estimacién, propiamente dicha, puede situarse en el siglo XVII, en el que Galileo

(Galilei estudia la forma de minimizar varias funciones de error.

A finales del siglo XVIII, Gauss aplicé el método de Minimos Cuadrados a la deter-
minacién de la érbita del asteroide Ceres y, en 1821, desarrollé6 una variante recursiva
de este método que permitia corregir un estimador previo, tras una nueva observacién,
sin necesidad de repetir todos los célculos. Las primeras aplicaciones en el campo de
los procesos comienzan sobre los anos cuarenta del siglo XX, con Kolmogorov, Krein
y Wiener, que desarrollaron una técnica de estimacién lineal minimo cuadrética para

procesos estocasticos.

A partir de los anos cincuenta, los esfuerzos se dirigen hacia la eliminacién de las
restricciones impuestas por la teorfa de Wiener y Kolmogorov. El primer intento sig-
nificativo de extender la teoria se debe a Zadeh y Ragazzini y tuvo lugar en 1950. La
necesidad de obtener algoritmos recursivos fue inminente y Follin, en 1955, sugirié una
aproximacion recursiva para un sistema especifico. Esta aproximacién fue el fundamen-
to para desarrollos posteriores, entre los que cabe destacar los trabajos de Swerling en
1958, que presentan algoritmos recursivos para la determinacién de 6rbitas que pronto

serian aplicados y extendidos.

En 1960, Kalman [24] publicé un algoritmo algo mas restringido que el de Swerling
y modificé la formulacién convencional del problema, utilizando lo que se conoce como
Modelo de Espacio de Estados. De forma maés concreta, Kalman obtuvo el estimador
de minimos cuadrados (la esperanza condicionada del estado dadas las observaciones)
en sistemas lineales discretos gaussianos; dicho estimador, debido a la propiedad de
gaussianidad, es una funcién lineal de las observaciones. En sistemas no gaussianos el

cédlculo de la esperanza condicionada, en general, no puede realizarse de forma sencilla
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y, en este caso, el Filtro de Kalman proporciona unicamente el estimador lineal de

minimos cuadrados. M4s tarde, junto a Bucy, Kalman dedujo resultados similares para

el caso continuo.

Numerosas publicaciones aparecen, posteriormente, sobre extensiones del filtro de
Kalman y se proponen distintas formas de obtener las ecuaciones del filtro; citemos, por
ejemplo, Anderson y Moore [1], Brammer y Siffling [3], Caines [5], Catlin [6], Grewal
y Andrews [13], Kailath [20], [23], Tanizaki [34], Valderrama y Ruiz [37], etc. También
se han obtenido algoritmos para el problema de suavizamiento (Kailath y Frost [21],
Meditch [27], etc.). Adema4s, se han establecido conexiones con otros tipos de estimacién

(bayesiano, maxima verosimilitud, etc.), como puede verse en Jazwinski [19].

Un resumen histérico mas completo sobre los antecedentes y el desarrollo de la

Teorfa de Estimacién en sistemas dindmicos puede encontrarse en Kailath [22] o en

Sorenson [33].

En la Teoria de Estimacién de Sistemas Estocésticos Lineales se supone que la senal
que se desea estudiar estd siempre presente en las observaciones y que la perturbacién
de éstas se debe, linicamente, a un ruido aditivo. En este caso, los estimadores tienen
una estructura recursiva bastante simple, debido a la linealidad, tanto de la ecuacién
del estado como de la ecuacién de la observacién. Sin embargo, en muchas aplicaciones,
el vector estado interviene en la observacion de forma aleatoria, de modo que la proba-
bilidad de que las observaciones contengan tnicamente ruido es positiva (probabilidad
de falsa alarma). En estas situaciones, las condiciones necesarias para aplicar el Filtro
de Kalman no se satisfacen, al estar las observaciones perturbadas por un ruido escalar
multiplicativo. Los sistemas que describen dichas situaciones se denominan Sistemas
con Ruido Multiplicativo y, ain bajo hipé6tesis de gaussianidad sobre los ruidos y el
estado inicial, no son sistemas gaussianos. Cuando el ruido que multiplica a la matriz

de las observaciones es una sucesién de variables aleatorias de Bernoulli, se habla de
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Sistemas con Observaciones Inciertas.

Nahi [31] obtuvo, en 1969, el filtro lineal de mfnimos cuadrados en sistemas con
observaciones inciertas, , suponiendo que el ruido multiplicativo era una sucesién de
variables aleatorias independientes de Bernoulli y que los ruidos del estado y la obser-
vacion eran incorrelados entre si. Dicho estimador responde a una estructura similar
al Filtro de Kalman. Monzingo [29] complet6 los resultados de Nahi estudiando el pro-
blema de suavizamiento y Tugnait [35] analiz6 la estabilidad del estimador. Hermoso y
Linares [15], [16] trataron los problemas de filtrado y suavizamiento en el caso en que

los ruidos aditivos del estado y la observacién son correlados.

En 1971, Jaffer y Gupta [18] establecieron un algoritmo recursivo para el estimador
6ptimo (en el sentido de minimos cuadrados) en sistemas con observaciones inciertas.
Este estimador que, como antes indicamos, es la esperanza condicionada, requiere para.
su obtencién un crecimiento exponencial de memoria, por lo que, a partir de entonces,

los esfuerzos se dirigen hacia la biisqueda de estimadores subéptimos.

En 1979, Hadidi y Schwartz [14] generalizaron los resultados de Nahi, eliminando la
hipétesis de independencia del ruido multiplicativo. Probaron ademés que, en general,
el filtro lineal de minimos cuadrados no tiene estructura recursiva y establecieron una
condicién necesaria y suficiente para que el estimador fuera recursivo. Bajo esta condi-
cién, la forma del filtro recursivo resulta ser una generalizacién de los filtros de Kalman
y Nahi. En 1984, Wang [38] obtuvo los mismos resultados que Hadidi y Schwartz uti-

lizando un tratamiento distinto y Monzingo [30] analizé el problema de suavizamiento

en 1981.

Como indicaron Chow y Birkemeier [7], [8], el caso en que el ruido multiplicativo
tiene rango de valores continuo ha sido menos tratado en la literatura. Rajasekaran et
al. [32] obtuvieron estimadores lineales de mfnimo error cuadratico medio recursivos

para el caso de ruido blanco y Tugnait [36] estudi6 la estabilidad de los mismos. Her-



P00 00 0008000908000 900000000909999009900000000000000000OPVNNSRITYS

Introduccién General Ix

moso y Linares [17] generalizaron el trabajo de Rajasekaran et al. considerando el caso
en que los ruidos aditivos que afectan al sistema son correlados. Chow y Birkemeier 7],
8] consideraron un modelo con ruido multiplicativo descrito por una ecuacién dindgmica

y dedujeron una nueva estructura recursiva para el estimador distinta a la de Kalman.

Como ya se ha indicado, en sistemas no gaussianos el estimador de mfnimos cua-
drados (esto es, la esperanza condicionada) no es f4cil de obtener. En sistemas con
certidumbre en las observaciones el Filtro de Kalman proporciona unicamente el esti-
mador lineal de minimos cuadrados y, en sistemas con observaciones inciertas, el estudio
también se ha centrado en la estimacién lineal de mfnimos cuadrados. Recientemente,
la investigacién se ha dirigido hacia la biisqueda de estimadores subéptimos (en el senti-

do de minimos cuadrados) que mejoren al estimador lineal, concretamente, estimadores

polinomiales.

En 1995, De Santis et al. [9] trataron el problema de estimacién polinomial de
segundo grado en sistemas lineales con certidumbre en las observaciones. Mas tarde,

en 1996, Carravetta et al. [4] generalizaron este estudio considerando el problema de

estimacién polinomial de cualquier grado.

Para sistemas con ruido multiplicativo, Garcia-Ligero et al. [11], [12] abordaron el
problema de estimacién polinomial de segundo grado, bajo la hipétesis de independencia
mutua de los ruidos y la condicién inicial del sistema, tanto en el caso de sistemas con
ruido multiplicativo blanco, como en el caso de sistemas con observaciones inciertas en

los que la incertidumbre de las observaciones estd modelizada por variables aleatorias

(de Bernoulli) independientes.

El problema de estimacién polinomial en sistemas lineales con observaciones in-
clertas constituye, en términos generales, el objetivo de esta memoria. En primer
lugar, haremos un resumen de los resultados, ya establecidos, sobre el problema de es-

timacién 6ptima y lineal en dichos sistemas. Seguidamente, abordaremos el problema
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de estimacién polinomial de segundo grado, presentando los resultados obtenidos por
Garcfa-Ligero et al. [12] para el caso en que la incertidumbre de las observaciones est4
modelizada por variables aleatorias independientes y generalizando dichos resultados al
caso en que dichas variables no son necesariamente independientes. El objetivo tltimo
es el estudio del problema de estimacién polinomial de grado arbitrario en sistemas
con observaciones inciertas en los que la incertidumbre est4 modelizada por variables
aleatorias independientes. Abordaremos este problema bajo la hipétesis de indepen-
dencia mutua de los ruidos aditivos que intervienen en las ecuaciones del estado y la

observacién y, también, cuando dichos ruidos son correlados entre si.

A continuacién describimos, de forma m4s precisa, el contenido de la presente me-

moria que estd estructurada de la siguiente forma:

Capitulo 1 (Estimacién en Sistemas Lineales Discretos). En este Capftulo
realizamos un breve resumen sobre el problema de estimacién en sistemas lineales dis-
cretos. Comenzamos planteando el problema general de estimacién éptima, su solucién
y la Interpretacién geométrica del mismo. A continuacién, realizamos la descripcién
matematica de un sistema lineal discreto gaussiano, planteamos el problema de esti-
macion del estado a partir de una serie de observaciones y presentamos el algoritmo
recursivo para la obtencién del predictor en una etapa y del filtro. A lo largo de este es-
tudio se observaréd que, bajo condiciones de gaussianidad, el estimador éptimo coincide

con el estimador lineal de mfnimos cuadrados proporcionado por el Filtro de Kalman.

Finalizamos este Capitulo analizando el problema de estimacién de menor error
cuadratico medio en sistemas con observaciones inciertas. En primer lugar, presentamos
el algoritmo para el problema de estimacién 6ptima, establecido por Jaffer y Gupta
[18]. Este algoritmo requiere un crecimiento exponencial de memoria, por lo que nos
centramos en el estudio de estimadores sub6ptimos. Concretamente, presentamos el

algoritmo de filtrado lineal, tanto en el caso en que la incertidumbre de las observaciones
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estd modelizada por variables aleatorias de Bernoulli independientes (Nahi [31]), como

en el caso en que dicha sucesién de variables aleatorias de Bernoulli es arbitraria (Hadidi

y Schwartz [14]).

Capitulo 2 (Estimacién Cuadrética en Sistemas con Observaciones Incier-
tas). El objetivo de este Capitulo es obtener un algoritmo recursivo para el problema
de estimacién polinomial de segundo grado de menor error cuadratico medio en sistemas
con observaciones inciertas. Comenzamos presentando la interpretacién geométrica del
problema general de estimacién polinomial de segundo grado o cuadréitica. Seguida-
mente, realizamos un breve resumen del problema de estimacién cuadratica en sistemas
en los que la incertidumbre de las observaciones estd modelizada por variables aleato-
rias independientes, estudio realizado por Garcia-Ligero et al. [12]. A continuacién,
extendemos los resultados obtenidos en el mencionado trabajo al caso de sistemas con
observaciones inciertas suprimiendo la hipétesis de independencia del ruido que mode-
liza la incertidumbre, obteniendo un algoritmo para el problema de filtrado polinomial
de segundo grado. Finalmente, se considera la versiéon estacionaria de los sistemas en
estudio, probando que, bajo la hipé6tesis de estabilidad asintética del sistema estacio-
nario original, el filtro polinomial de segundo grado admite una forma steady-state, con

las ventajas computacionales que ello conlleva.

Capitulo 3 (Estimacién Polinomial en Sistemas con Observaciones In-
ciertas). En este Capitulo analizamos el problema de estimacién polinomial de grado
arbitrario en sistemas con observaciones inciertas en los que la incertidumbre de las
observaciones estd modelizada por variables aleatorias independientes. Comenzamos
presentando un enfoque geométrico del problema general de estimacién polinomial de
menor error cuadratico medio . Seguidamente, planteamos el problema de estimacién
polinomial en los sistemas bajo estudio y abordamos dicho problema, distinguiendo dos

casos: en primer lugar, supondremos que los ruidos y el estado inicial del sistema son
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mutuamente independientes (es decir, consideramos los sistemas estudiados por Nahi
[31] y Garcfa-Ligero et al. [12]) y, a continuacién, extendemos el estudio al caso en que
los ruidos aditivos que intervienen en la ecuacién del estado y la observacién son corre-
lados entre sf . Este estudio generaliza el trabajo de Garcia-Ligero et al. [12] en una
doble direccién: por una parte, se consideran estimadores polinomiales de grado arbi-
trario y, por otra, se debilita la hipétesis de independencia sobre los ruidos del sistema.
Para este ultimo caso, proponemos un algoritmo para la obtencién del filtro polinomial
de grado arbitrario. Para concluir, consideramos la versién estacionaria de los sistemas
en estudio, concluyendo que, tanto en el caso en que los ruidos y la condicién inicial
son mutuamente independientes, como en el caso de ruidos aditivos correlados, si el
sistema estacionario original es asintéticamente estable, el filtro polinomial admite una

version steady-state.

Seguidamente, con el fin de illustrar los resultados establecidos en el Capitulo 3,
presentamos un Ejemplo Numérico que pone de manifiesto que, tanto bajo la hi-
pétesis de independencia mutua del estado inicial y los ruidos del sistema, como en el
caso en que los ruidos aditivos son correlados entre si, la varianza del error cometido al

estimar el estado mediante una funcién polinémica de las observaciones disminuye al

aumentar el grado de dicha funcién.

Por iltimo, se incluyen tres apéndices donde se presentan los resultados sobre Al-
gebra Matricial bdsicos para el desarrollo de la memoria (Apéndice A), asi como la
deduccién de los algoritmos de filtrado establecidos en los Capitulos 2 y 3 (Apéndice
B y Apéndice C, respectivamente).
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Capitulo 1

Estimacion en Sistemas Lineales

Discretos

1.1 Antecedentes Histdricos

Para explicar el comportamiento de un sistema dindmico, ha de conocerse el modelo
matematico que lo rige, asf como las condiciones iniciales que posee al comienzo del
estudio. La variable bajo consideracién vendra representada a través del vector estado
que, en general, no serd accesible directamente, sino que dispondremos de una serie de
medidas u observaciones perturbadas, relacionadas con él, pero que no proporcionan
un valor exacto del mismo. En la prediccién de valores de dicha variable pueden uti-
lizarse diversas técnicas, por lo que debemos enunciar criterios de optimalidad para el

estimador y acompanar a éste de una medida de la bondad de la estimacién.

El problema de estimar el vector estado de un sistema dindmico tiene una larga
historia. El interés del hombre por realizar predicciones futuras sobre fenémenos na-
turales, a través de la experimentacién y la observacién, se remonta a los tiempos de

los babilonios, si bien el inicio de la Teorfa de la Estimacién, propiamente dicha, puede

1



P00 0000000 Q000000000 0CT 000020000002 000000000000022200200020202009 02000

2 Estimacién en Sistemas Lineales Discretos

situarse en el siglo XVII, en el que Galileo Galilei estudia la forma de minimizar varias

funciones de error.

La aparicién de los primeros modelos dindmicos tiene lugar en el campo de la
Fisica, cuando Newton enuncia sus conocidas leyes de la Mec4nica. y de la Gravitacién
Universal. Posteriormente, estos modelos mateméticos se van perfeccionando y los
procedimientos de estimacién y prediccién se hacen cada vez més rigurosos. A finales
del siglo XVIII, Gauss aplica el método de Mfnimos Cuadrados a la determinacién de
la érbita de cuerpos celestes. En 1821, Gauss desarrollé también una variante recursiva,

de este método, que permitfa corregir un estimador previo tras una nueva observacion,

sin tener que repetir todos los célculos.

Las primeras aplicaciones de dicha técnica en el campo de Procesos Estocssticos
comienzan sobre los afios cuarenta del siglo XX, con Kolmogorov, Krein y Wiener. En
1939, Kolmogorov consideré procesos estacionarios en tiempo discreto y en 1945, Krein
extendié los resultados al caso continuo. De manera independiente, Wiener estudié,
en 1942, el método de estimacién de Minimos Cuadrados en procesos estacionarios
continuos. Wiener utilizé técnicas variacionales para determinar una férmula. explicita
del estimador 6ptimo y establecié una condicién necesaria y suficiente de optimalidad

dada mediante una ecuacién integral del tipo Wiener-Hopf, que habfa sido resuelta por

él mismo y por Hopf en 1931.

En 1950, Bode y Shanon publicaron una aproximacién (distinta a la de Wiener)

para la solucién de la ecuacién de Wiener-Hopf.

Hasta entonces, los estudios se centraban en procesos estacionarios con intervalos

de observacién infinitos o semiinfinitos. A partir de los afios cincuenta, los esfuerzos
se dirigen hacia la eliminacién de las restricciones impuestas por la teorfa de Wiener
y Kolmogorov. El primer intento significativo de extender la teorfa se debe a Zadeh

y Ragazzini y tuvo lugar en 1950. En 1952, Booton generalizé la ecuacién integral de
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Wiener-Hopf al caso de procesos no estacionarios, pero su solucién era més teérica que

préactica.

Hacia 1955, Follin y otros consideraron el problema de filtrado en el caso de procesos
estacionarios con intervalo de observacién finito y establecieron ecuaciones diferenciales
para el estimador en este caso. Ademés, probaron que la solucién de estas ecuaciones
diferenciales coincidfa con la de Wiener si el intervalo de observacién se hacfa tender a
infinito. Bucy mostré, en 1959, que el caso de procesos no estacionarios también podia.
resolverse usando estas ecuaciones. Un estudio similar para el caso discreto fue llevado
a cabo por Swerling en 1958. Ademds, en 1959, Swerling desarroll6 algunos algoritmos

recursivos que pronto serfan aplicados y extendidos.

En 1960, Kalman [24] publicé un algoritmo algo més restringido que el de Swerling
y modificé la formulacién convencional del problema, utilizando lo que se conoce como
Modelo de Espacio de Estados. En principio, Kalman obtuvo resultados para el caso
discreto y, més tarde, junto a Bucy, dedujo resultados similares para el caso continuo:;
aplicando un argumento limite, obtuvieron una ecuacién recursiva en tiempo continuo,
a partir de la ecuacién en tiempo discreto, para la estimacién minimo cuadratica. La

aportacién de Bucy fue la obtencién del filtro a través de la ecuacién de Wiener-Hopf.

Cabe destacar, también, a otros investigadores que, con sus estudios, colaboraron
en la obtencién del Filtro de Kalman. Tal es el caso de Wold, que en 1938 utilizé la idea,
propuesta por Fréchet en 1937, de considerar las variables aleatorias como elementos de
un espacio métrico, siendo la distancia entre dos variables la varianza de su diferencia.

Con esta interpretacién geométrica, el estimador de mfnimos cuadrados es la proyeccién

ortogonal sobre un subespacio.

Numerosas publicaciones aparecen, posteriormente, sobre extensiones del Filtro de
Kalman y se proponen distintas formas de obtener las ecuaciones del filtro; citemos,

por ejemplo, Anderson y Moore (1}, Brammer y Siffling [3], Caines [5], Catlin [6], Gre-
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wal y Andrews [13], Kailath [20], Korbicz y Bidyuk [25], Meditch [28], etc. También
se han obtenido, utilizando distintas técnicas, algoritmos para el problema de suaviza-
miento (Anderson y Moore [1], Kailath y Frost [21], Meditch [27], etc.). Asimismo, se
han establecido conexiones con otros procedimientos de estimacién (bayesiano, méxima

verosimilitud, etc.), como puede verse en Jazwinski [19].

Actualmente, el Filtro de Kalman se usa en diversos campos, como son sistemas

aeroespaciales y de navegacién, ingenierfa qufmica, control de procesos industriales,

teorfa de comunicaciones, meteorologia y un largo etcétera.

Un resumen histérico més completo sobre los antecedentes y el desarrollo de la Teo-

rfa de Estimacién en sistemas dindmicos puede encontrarse en Kailath [22] o Sorenson

33].

1.2 Estimacién Optima en Sistemas Discretos

1.2.1 Formulacién y Solucién del Problema de Estimacién

Consideremos un sistema cuyo estado se manifiesta a través del tiempo mediante un
proceso estocdstico n-dimensional, {z (k); k € I}, definido sobre un espacio probabi-
listico (€2, A, P), donde I es un conjunto de fndices discreto. Supongamos que se est4
interesado en conocer el valor de z (k) para algin k fijo, pero z (k) no es directamente
accesible para el investigador, sino que sé6lo se dispone de una serie de medidas u obser-
vaciones z (0), ...,z (j) relacionadas de algiin modo con z (k) y se quiere utilizar estas
observaciones para estimar el valor de z (k). Supondremos que {z(i); i =0,...,5} es

un proceso estocdstico m-dimensional, definido sobre (2, A, P).

Puesto que sélo disponemos de las medidas 2 (0),...,2(j) para estimar z (k), un

estimador de z (k) basado en dichas medidas, que notaremos mediante % (k/j), serd
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una funcién vector valuada n-dimensional de las mismas, esto es

Por consiguiente, el problema se reduce a determinar ®; de forma que el estimador sea
6ptimo en algin sentido. Si k£ > j, el problema se denomina de prediccidn; si k = 7, de
filtrado; y, si k < j, de suavizamiento. Para abordar estos problemas, consideraremos

el error de estimacién, definido como

zZ(k/j) =z (k)—2z(k/j).

En el caso ideal, (k/j) = 0, el estimador serfa 6ptimo, pero, generalmente,
z(k/j) # 0, por lo que debemos asignar una penalizacién o pérdida al error de es-

timacién. Con este fin, se considera una funcién L = L[Z(k/j)] con las siguientes

propiedades:

1. L es una funcién real de n variables.
2. Ll0) =10,

3. L[# (k/4)] > L[z (k/7)], siempre que p [# (k/)] > p[&* (k/7)], siendo p una

funcién real, no negativa y convexa.
4. Lz (k/j)] = L[z (k/j)].

Toda funcién que verifique estas cuatro propiedades se denomina funcién de pérdida

admaiszible.

Debido al cardcter aleatorio de z (k) y # (k/j), se sigue que Z (k/j) es también un

vector aleatorio y, por tanto, L serd una variable aleatoria. De esta forma, una medida

itil de la pérdida global es la pérdida media

J(Z(k/j)] = E{L[z (k/7)]}
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y, por tanto, el estimador 6ptimo bajo dicha funcién de pérdida es aquel que minimiza
la pérdida esperada del error de estimacién.

Bajo determinadas condiciones sobre la distribucién condicionada de z (k) a
{z(0),...,2(5)} o sobre la funcién de pérdida, el estimador éptimo puede ser ca-

racterizado de forma simple, como se establece en los siguientes resultados.

Teorema 1.2.1 (Sherman) S la funcion de distribucién condicionada de x (k), da-
das las observaciones {z(0),...,z2(j)}, es simétrica respecto de su media y conveza para
todo valor menor o igual que la media, entonces, para cualquier funcion de pérdida ad-

misible, el estimador optimo es

£ (k/j) = E [z (k) /2(0) ..., 2 (4)].

Una consecuencia inmediata que se deduce del Teorema 1.2.1 es que, si los proce-
sos {z(k);k € I} y {2(3);i = 0,...,j} verifican las hipétesis de este teorema y son

independientes, entonces el estimador 6ptimo es

z(k/j) = E{z (k)}.

Por otra parte, si la distribucién condicionada de z (k), dadas las observaciones
{2(0),...,2(j)}, es gaussiana, se verifican las hip6tesis del Teorema 1.2.1 y podemos

enunciar el siguiente resultado.

Corolario 1.2.2 (Doob) Si los procesos {z (k);k € I} y{2(i);2=0,...,5} son con-
juntamente gaussianos, entonces, para cualquier funcién de pérdida admisible, el esti-

mador optimo es

& (k/j) = Elz (k) /2(0) ..., 2 (4))] .

Como consecuencia de este corolario, y teniendo en cuenta la expresién de la espe-
ranza condicionada bajo hipé6tesis de normalidad, se tiene que, en el caso gaussiano, el

estimador 6ptimo es lineal.
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Consideremos ahora una funcién de pérdida especifica, concretamente, una funcién

de pérdida cuadrética
Lz (k/5)) = &" (k/7)Z (k/37)-

El estimador que minimiza la pérdida esperada se denomina estimador de minimos

cuadrados o de menor error cuadrdtico med:io.

Para este tipo de funciones de pérdida se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.2.3 (Doob) Si la funcion de pérdida es cuadrdtica, entonces el estimador

optimo es

z(k/j) = Elx(k)/2(0),...,2(4)].

Comparando el Teorema 1.2.1 y el Teorema 1.2.3, se observa que el segundo, a pesar
de ser més restrictivo respecto a la clase de funciones de pérdida, es méds general que
el primero, en lo que a la clase de procesos estocésticos considerados se refiere. Ambos
teoremas se complementan en el sentido de que, si un problema satisface las hipétesis
de Teorema 1.2.1, pero no las del Teorema 1.2.3, o viceversa, el estimador 6ptimo es la

esperanza condicionada, en cualquiera de los casos.

1.2.2 Estimacién Lineal y Proyecciones Ortogonales

Se ha indicado en la Seccién anterior (Corolario 1.2.2) que, en el caso gaussiano, la
esperanza condicionada es una funcién lineal de las observaciones y, por tanto, el esti-
mador 6ptimo para cualquier funcién de pérdida admisible es lineal. Teniendo ahora
en cuenta el Teorema 1.2.3, podemos concluir que, en el caso gaussiano, el estimador
6ptimo es el estimador lineal de menor error cuadrdtico medio. En esta Seccién pre-

sentamos una interpretacién geométrica de dicho estimador, que se obtiene mediante

el Teorema de la Proyeccién Ortogonal.
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Consideremos los vectores observacién z (0), ...,z (j), y denotemos por ) (5) el su-
bespacio lineal del espacio de Hilbert [,ﬁn (2, A, P)! generado por dichos vectores. En
virtud del Teorema de la Proyeccién Ortogonal, todo vector z € L%, (2, A, P) se puede
descomponer de forma tnica como suma de dos vectores, un vector Z € ) (7), y un
vector Z ortogonal a YV (j). El vector Z se denomina proyeccién ortogonal de x sobre
Y (j) y es aquel vector de Y (j) que minimiza la pérdida cuadréatica media.

Por tanto, la proyeccién ortogonal, Z, es el estimador lineal de mifnimos cuadrados

de x basado en {2(0),...,2(j)} y T es el error de estimacién.

Para el problema de estimacién formulado en la Seccién anterior, estos resultados

se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.4 Sean {z (k);k € I} y {2(k);k € I} procesos estocdsticos con media

cero. Supongamos que observamos z (0), ...,z (j) y que se da alguna de las condiciones

sigquientes:

(i) Los procesos {z (k);k € I} y {z(k);k € I} son conjuntamente gaussianos.

(i1) La funcion de pérdida considerada es cuadritica y nos restringimos a la clase de

funciones lineales de las observaciones.

Entonces el estimador dptimo de x (k) dadas 2 (0), ...,z (j) viene dado por la pro-

yeccion ortogonal de x (k) sobre Y (7).

Las siguientes propiedades, consecuencias inmediatas del Teorema de la Proyeccién

Ortogonal, son bésicas para la obtencién del estimador lineal de mfnimos cuadrados:

' Lin (2, A, P) denota el conjunto de clases de equivalencia de vectores aleatorios n—dimensionales,
definidas sobre el espacio probabilfstico (2, A, P), con momento de segundo orden finito. Como es

conocido, L&~ (€2, A, P) es un espacio de Hilbert con el producto escalar < Z, W >= FE {ZTW} .
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- El estimador lineal de minimos cuadrados, & (k/7), es el tinico elemento del subes-

pacio generado mediante transformaciones lineales de z (0), ..., 2 (j) que verifica
E{z(k/j)z" (@)} =0, a=0,..,j (1.1)
- & (k/j) puede expresarse como

z(k/j)=2(k/j—1)+F(kj)[2(G)—20/i—1)] (1.2)

siendo F'(k,j) una matriz a determinar, denominada ganancia del estimador.

1.3 Estimacion en Sistemas Lineales Discretos Gaussianos

1.3.1 Descripcién del Sistema

Consideramos un sistema lineal en tiempo discreto cuya descripcién matemética se

realiza mediante las siguientes ecuaciones del estado y la observacién.

Ecuacién del Estado

Es una ecuacién vectorial en diferencias, también denominada ecuacién de transicién

z(k+1) = ®(k)z(k)+T(k)w(k), k>0 (1.3)

z (0)

|

L0

donde {x (k);k > 0} es un proceso estocéstico n-dimensional que representa el estado
del sistema. {w (k);k > 0} es un proceso estocéstico r-dimensional; el vector w (k) se
denomina vector de perturbacion aleatoria del estado o ruido del estado. ® (k) y T (k)
son matrices determinfsticas conocidas de dimensiones apropiadas, denominadas matriz

de transicion del estado y matriz de transicion o de ponderacion de la perturbacion

aleatoria, respectivamente.
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Ecuacién de la Observacién
La ecuacién de la observacién es una ecuacién vectorial,
z(k)=H (k)x(k)+v(k), k>0 (1.4)

donde {z (k) ; k > 0} es un proceso estocdstico m-dimensional; z (k) representa el vector
de medidas u observaciones en el instante k. {v (k) ; k > 0} es un proceso estocédstico m-
dimensional; el vector v (k) se llama vector del error de medidas o ruido de las medidas.
H (k) es una matriz determinfstica conocida de dimensién apropiada, llamada matriz

de medida u observacion.

Sobre los ruidos y el estado inicial del sistema se imponen las siguientes hipétesis

1. El estado inicial, zg, es un vector aleatorio n-dimensional gaussiano con media

cero y matriz de covarianzas F.

2. {w(k);k > 0} es un proceso ruido blanco gaussiano, centrado, con matriz de

covarianzas Q (k) .

3. El proceso {v(k);k > 0} es una sucesién ruido blanco gaussiana, centrada, con

covarianza R (k).

4. El estado inicial, zg, y los ruidos aditivos, {w (k)} y {v(k)}, son mutuamente

independientes.

Las matrices ® (k), I' (k),Q (k) , R (k) se denominan matrices del sistema. Cuando

estas matrices no dependen de k, se dice que el sistema es invariante en el tiempo.

1.3.2 Filtro de Kalman

Consideremos el sistema lineal en tiempo discreto (1.3) y (1.4), definido en el apartado

anterior. Debido a las hipétesis de gaussianidad e independencia mutua (hipé6tesis 1-
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4) y teniendo en cuenta los resultados presentados en el apartado 1.2.1, el estimador

éptimo, £ (k/j), para cualquier funcién de pérdida admisible, es

z(k/j) = E[z (k) /2(0),..., 2 (j)]
y tiene la siguiente expresién
& (k/j) = E{z (k) 2F} (E{2;2T}) " 2,
donde Z; denota el vector (j + 1) m-dimensional
Z; = (27 (0), ..., 2T ()"

Por tanto, el estimador 6ptimo, para cualquier funcién de pérdida admisible, es el
estimador lineal de menor error cuadréatico medio.

Desde el punto de vista tedrico, el problema de estimacién est4 resuelto, sin embargo,
la utilidad practica de este estimador es bastante limitada ya que como puede verse
en su expresion, es necesario invertir una matriz de dimensién (j + 1)m x (j + 1) m,
siendo j+1 el niimero de medidas y m el mimero de componentes del vector de medidas.
Si j varfa, y se desea realizar estimaciones “on-line”, esto es, procesar la informacién
conforme ésta se va haciendo disponible, la aplicacién de la expresién anterior para
generar el estimador 6ptimo se vuelve impracticable.

Desde el punto de vista de las aplicaciones, lo deseable serfa disponer de algoritmos
eficientes y précticos para los distintos problemas de estimacién, que procesen secuen-
cialmente las observaciones. El més significativo de estos algoritmos es el Filtro de
Kalman. Se trata de un algoritmo recursivo para el célculo del estimador 6ptimo del
vector estado de un sistema dindmico discreto en un instante determinado, basado en
la informacién disponible hasta ese instante. Este filtro permite realizar estimaciones
“on-line”, es decir, actualizar el valor del estimador conforme se va haciendo disponible

la informacién, sin necesidad de repetir todos los célculos. Adems&s, proporciona una
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medida de la bondad de la estimacién, a través de la matriz de covarianzas del error de
estimacion.

Kalman [24] obtuvo el algoritmo recursivo para el problema de estimacién minimo-
cuadratica haciendo uso de la técnica de proyecciones ortogonales. Concretamente,
utilizé la propiedad (1.2) que pone de manifiesto la naturaleza recursiva del estimador
de minimos cuadrados. Inicialmente, Kalman consideré un sistema en el que la ecuacién
de la observacién no estaba perturbada por ruido; no obstante, aquf vamos a presentar
el algoritmo de prediccién y filtrado para los sistemas descritos por (1.3) y (1.4) bajo
hipétesis de gaussianidad del estado inicial y de los ruidos. Sefialemos que, si se suprime
la hipétesis de normalidad, no hay garantfa de que el filtro proporcione la esperanza
condicionada del vector estado dadas las observaciones, si bien podemos asegurar que

el filtro es el 6ptimo, en el sentido de mfnimos cuadrados, dentro de la clase de todos

los estimadores lineales.

Teorema 1.3.1 (Filtro de Kalman) FEl algoritmo para los problemas de prediccién
y filtrado estd dado por

& (k/k) = &(k/k—1)+F (k)[z(k)— H (k)& (k/k—1)], k>0

& (k + 1/k) o (k) z (k/k)
z(0/—1)

|

0

donde F' (k), matriz de ganancia del filtro, satisface
F(k)=P(k/k—-1)HT (k) H (k)P (k/k—1)H" (k) + R (ls:)]_1

y las matrices de covarianzas de los errores de filtrado y prediccién verifican

P(k/k) = [I-F(k)H(k)]P(k/k—-1), k>0
P(k+1/k) = @®(k)P(k/k)®T (k)+T(k)Q (k)TT (k)
P(O/-1) = B.
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La expresién que multiplica a la matriz de ganancia en la ecuacién del filtro, di-
ferencia entre la observacién actual z (k) y su estimador basado en las observaciones
anteriores, {2z (0),...,2(k — 1)}, representa la nueva informacién que aporta la iltima
observacién; por este motivo, se denomina innovaciéon. El proceso innovacién es un
ruido blanco gaussiano, centrado, con covarianzas H (k) P (k/k — 1) HT (k) + R (k).

Bajo la hipétesis de que R (k) sea definida positiva, la no singularidad de estas
matrices de covarianzas estd garantizada. Sin esta hipétesis, dichas matrices podrfan
ser singulares, en cuyo caso, el algoritmo puede aplicarse sin més que sustituir la inversa

por la pseudoinversa (véase Anderson y Moore [1] o Catlin [6]).

1.4 Estimacion en Sistemas con Observaciones Inciertas

Como se ha indicado en la Seccién 1.1, el problema de estimar el estado de un
sistema lineal a partir de las observaciones ha sido ampliamente estudiado. En los
sistemas que se han considerado en las secciones previas se supone que la sefial que
se desea estimar estd siempre presente en dichas observaciones y que la perturbacién
de éstas se debe, tinicamente, a un ruido aditivo. En este caso, el Filtro de Kalman
proporciona el estimador lineal de minimos cuadrados, que coincide con el estimador
6ptimo para cualquier funcién de pérdida admisible bajo condiciones de gaussianidad e
independencia mutua de la condicién inicial y los ruidos del estado y las observaciones.

Sin embargo, en muchas aplicaciones practicas, la sefial interviene en la ecuacién
de la observacién de manera aleatoria, de modo que la probabilidad de que las obser-
vaciones contengan inicamente ruido es positiva (probabilidad de falsa alarma). Esto
ocurre, por ejemplo, en diversos problemas relativos a la teorfa de la telecomunicacién o
al procesamiento de imagenes, en los que la senal estd sujeta a atenuaciones aleatorias.
En estas situaciones y, en general, en cualquier sistema con interrupciones aleatorias en

el mecanismo de medidas, las condiciones necesarias para aplicar el Filtro de Kalman
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no se satisfacen, al estar las observaciones perturbadas por un ruido escalar multiplica-
tivo. Los sistemas que describen dichas situaciones se denominan Sistemas con Ruido
Multiplicativo. Cuando el ruido que multiplica a la matriz de observaciones es una
sucesién de variables aleatorias de Bernoulli, se habla de Sistemas con Observaciones

Inciertas.

FEl objetivo de esta Seccién es el estudio del problema de estimacién en sistemas con
observaciones inciertas. En primer lugar (apartado 1.4.1), se presenta la descripcién
matematica de los sistemas en estudio y se especifican las hipé6tesis sobre los procesos
que intervienen. A continuacién (apartado 1.4.2), se aborda el problema de estimacién
dptima en sistemas con observaciones inciertas, presentando los resultados obtenidos
por Jaffer y Gupta [18]. Este estudio pone de manifiesto que el estimador éptimo no es
una funcién lineal de las observaciones y su cédlculo requiere un crecimiento exponencial
de memoria. Por este motivo, los esfuerzos han de dirigirse hacia la bisqueda de
estimadores sub6éptimos. En el apartado 1.4.3 se analiza el problema de estimacién
lineal, tanto en el caso de sistemas con incertidumbre en las observaciones modelizada
por variables independientes (caso 1), como en el caso en que se suprime dicha hip6tesis

de independencia (caso 2).

1.4.1 Sistemas con Observaciones Inciertas

Como ya hemos comentado, en muchos problemas précticos, la observacién en un
instante puede contener s6lo ruido o senal méas ruido. Estas situaciones se modelizan
mediante un sistema lineal cuya observacién no sélo estd perturbada por un ruido
aditivo, sino que incluye también una componente (ruido) multiplicativa que hace que
la senal intervenga en la observacién de forma aleatoria. Por tanto, la diferencia entre
los sistemas que aqui trataremos y los descritos en la Seccién 1.3.1 radica en la ecuacién

de la observacién, ya que el problema planteado sélo afecta a ésta.
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Ecuacién del Estado

En virtud de los comentarios anteriores, la ecuacién del estado estd dada por (1.3),

es decir

z(k+1) = ®(k)z(k)+T(k)wk), k>0 (1.5)

I (0) o

donde los procesos y matrices que intervienen estdn definidos en la Seccién 1.3.1.

Ecuacién de la Observacién

En la ecuacién de la observacién (1.4), al ser la matriz de observacién H (k) deter-
minfstica, el estado x (k) estd siempre presente en la observacién z (k). Ahora, para
reflejar la posibilidad de que la observacién en un instante & pueda contener inicamente

ruido con probabilidad 1 —p (k), definimos la ecuacién de la observacién de la siguiente

forma

2 (k) = H (k)z (k) +v(k), con probabilidad p (k)
- v (k), con probabilidad 1 — p (k)

Si denotamos mediante u (k) una variable aleatoria de Bernoulli con
Plu(k)=1] =p(k),
la ecuacién de la observacién se puede reescribir como
2(k)=u(k)H (k)z (k) +v(k), k > 0. (1.6)

El ruido multiplicativo {u (k) ; k > 0} modeliza la incertidumbre de las observacio-
nes. La probabilidad de que la observacién z (k) contenga tinicamente ruido es 1 —p (k)
y se denomina probabilidad de falsa alarma.

El resto de los procesos y matrices que intervienen en la ecuacién (1.6) estédn defi-

nidos en la Seccién 1.3.1.
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1.4.2 Filtro Optimo en Sistemas con Observaciones Inciertas

En 1971, Jaffer y Gupta [18] establecieron un algoritmo recursivo para la obten-
cién del estimador 6ptimo (en el sentido de minimos cuadrados) en el caso de sistemas
con observaciones inciertas cuando la incertidumbre estd modelizada por una sucesién
markoviana de variables aleatorias. A continuacién presentamos los resultados obte-
nidos por Jaffer y Gupta, poniendo de manifiesto que, en estos sistemas, la esperanza
condicionada que proporciona el estimador 6ptimo, no es una funcién lineal de las
observaciones y su calculo requiere un crecimiento exponencial de memoria.

Consideremos el sistema lineal en tiempo discreto con observaciones inciertas
(1.5) y (1.6) descrito en el apartado anterior. Para la obtencién de su algoritmo, Jaffer

y Gupta impusieron las siguientes hipé6tesis

- El estado inicial, zg, y los ruidos blancos {w (k) ; kK > 0}, {v (k); k > 0} son gaus-

sianos y centrados.

- El ruido multiplicativo {u (k);k > 0} es una sucesién de variables aleatorias de
Bernoulli verificando la propiedad de Markov, con probabilidades de transicién y

distribucién inicial conocidas.

- El estado inicial, xp, y los ruidos {w (k) ; k > 0},{v (k);k > 0}, {u (k) ;k > 0} son

mutuamente independientes.

Denotemos mediante f (x (k) /Z;) la funcién de densidad condicionada del vector
z (k) dadas las observaciones Z; = (27 (0),...,27 (k))T El filtro 6ptimo de minimos
cuadrados viene dado por

& (k/k) = Elo (k) /22] = [ = (k) f (@ (k) /2) dz (k).

Como las observaciones 2 (0), ..., 2 (k) son funcién de « (0),...,u (k), tenemos que

£ (k/k) = / S~ 2 (k) f (= (k) /Zk Ux) P U/ Z) de (k) (1.7)

U €Sk+1
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donde S representa el espacio de estados de u (k), S = {0,1}, Sk+1 es el producto
cartesiano Sx *+1) xS v Ur = (u(0),...,u (k)) es un elemento de S***.

Notando
* (k/k) = E [z (k) / Zk, Ux] = / z (k) f (z (k) / Zk, Ux) dz (k)
podemos reescribir (1.7) como sigue
#(k/k)y= Y _ & (k/k)P[Ux/Z]. (1.8)

UkESk‘*'l

Observemos que &* (k/k) es el estimador de z (k) condicionado a un valor particular
U, € S¥t1 y por tanto, puede obtenerse aplicando el Filtro de Kalman.
Para obtener # (k/k) necesitamos, también, calcular P [Uy/Zi]. En virtud de la

férmula de Bayes,

f(2(k) /Uky Zk—1) P [Ug/Zs—1|

S f(z(k) /UL, Zk—1) P UL/ Z—1]
U, eSk+1

P[Ux/Zk| =

Teniendo en cuenta las hipétesis del sistema y las ecuaciones del mismo, deducimos que
la densidad f (2 (k) /Ug, Zr—1) es gaussiana con

u(k)H (k) z* (k/k—1),

u? (k) H (k) P* (k/k — 1) HT (k) + R (k).

E [Z (k) /Uk, Zk—l]
CO’U [z (k) /Uk, Zk—l]

Por hipétesis, {u (k) ; k > 0} es un proceso de Markov, independiente de los procesos

{w(k);k >0} y {v(k);k > 0}. Por tanto,

P [Ux/Uk-1, Z—1] P [Ug—-1/Zj—1]
¥ [‘U. (k) /’U. (k — 1)] Vo [Uk-—l/Zk—l] .

P [Ux/Zj-1]

La ecuacién anterior permite calcular, de manera recursiva, las probabilidades con-

dicionadas P [Ux/Zk]. El cémputo de &* (k/k) se realiza, como ya se ha comentado,
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mediante el Filtro de Kalman. Por ultimo, sustituyendo en (1.8), se obtiene el filtro
6éptimo, Z (k/k).

Destaquemos que, debido al término P [Uy/Zx| que aparece en (1.8), el estimador
6ptimo no es funcién lineal de las observaciones y su cémputo requiere un crecimien-
to exponencial de memoria pues, en el instante k, se necesita haber almacenado 2%+1
estimadores 2* (k/k), 2%¥*! matrices de covarianzas P* (k/k), y 2k*! probabilidades
P [Ux/Zy). Esta dificultad computacional motiva la bisqueda de estimadores subépti-

Imos.

1.4.3 Filtro Lineal en Sistemas con Observaciones Inciertas

Nuestro objetivo en este apartado es el estudio del problema de estimacién linea.l de
minimos cuadrados en sistemas con observaciones inciertas. Nahi [31] fue el primero en
abordar este problema; modelizando la incertidumbre de las observaciones mediante una.
sucesion de variables aleatorias independientes de Bernoulli y suponiendo que los ruidos
del estado y las observaciones eran incorrelados, obtuvo el algoritmo para los problemas
de filtrado y prediccién lineal de minimos cuadrados. Dicho algoritmo responde a una
estructura recursiva similar al Filtro de Kalman. Monzingo [29] complet6 los resultados
de Nahi estudiando el problema de suavizamiento y Tugnait [35] analizé la estabilidad
del estimador. Més tarde, Hermoso y Linares [15], [16] extendieron los resultados de
Nahi y Monzingo al caso en que los ruidos aditivos del estado y la observacién son

correlados.

En algunos problemas précticos la incertidumbre de las observaciones no puede
representarse por variables aleatorias independientes. En estos casos, el problema de
estimacién lineal del estado ha sido tratado por diversos autores. En 1979, Hadidi
y Schwartz [14]| estudiaron el problema de filtrado y prediccién lineal de menor error

cuadratico medio cuando la incertidumbre estd modelizada por una sucesién arbitraria
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de variables aleatorias de Bernoulli. Probaron que, en general, el estimador lineal de
minimos cuadrados no tiene estructura recursiva y establecieron una condicién necesaria
y suficiente para su recursividad. Bajo esta condicién, la forma del algoritmo resulta ser
una generalizacién de los algoritmos de Kalman y Nahi. En 1984, Wang [38] establecié
un algoritmo para los problemas de filtrado y prediccién lineal, sustancialmente igual al
de Hadidi y Schwartz, pero utilizando un tratamiento distinto. Monzingo [30] analizé el
problema de suavizamiento en 1981 y sus resultados, junto con los de Hadidi y Schwartz,
dan un tratamiento completo del problema de estimacién lineal mfnimo cuadréitica para

estos sistemas.

En este apartado se presenta la solucién al problema de estimacién lineal de menor
error cuadrético medio en sistemas con observaciones inciertas, tanto en el caso en que
la incertidumbre estd4 modelizada por variables independientes (caso 1), como en el caso

en que se suprime dicha hipétesis de independencia (caso 2).

Caso 1. Incertidumbre Modelizada por Variables Independientes

Consideremos el sistema con observaciones inciertas (1.5) y (1.6) descrito en el apar-
tado 1.4.1. Sobre los ruidos del sistema y la condicién inicial se imponen las siguientes

hipdétesis

- El estado inicial, xg, y los ruidos blancos {w (k) ;k > 0}, {v(k);k > 0} son cen-
trados.

- El ruido multiplicativo {u (k);k > 0} es una sucesién de variables aleatorias

independientes de Bernoulli, con P [u (k) = 1] = p (k).

- El estado inicial, zg, y los ruidos {w (k);k > 0},{v(k);k > 0},{u(k);k > 0}

son mutuamente independientes.
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En 1969, Nahi [31] estudi6 el problema de estimacién lineal de menor error cua-
dratico medio para este tipo de sistemas. Concretamente, utilizando la técnica de

proyecciones ortogonales, dedujo el siguiente algoritmo recursivo.

Teorema 1.4.1 El algoritmo para los problemas de prediccion y filtrado viene dado

por

z(k/k) = z(k/k—1)+F(k)z(k/k—1), k>0
3 (k+1/k) = @ (k)& (k/k)
£(0/—1) = 0

donde z (k/k — 1) es el proceso innovacion
Z(k/k—1)=z(k)—pk)H (k)z(k/k—-1), k=>0.
La ganancia F (k) satisface
F(k)=p(k)P(k/k—-1)H" (k)II" (k), k>0
siendo II (k) la matriz de covarianzas del proceso innovacién, dada por

II (k) p(k) (1 —p(k)) H (k) D (k) H" (k)

+p? (k) H (k) P (k/k — 1) HT (k) + R (k)
Las matrices de covarianzas de los errores de filtrado y prediccion verifican

Pk/k) = [I-pk)F(k)H(k)|P(k/k—1), k>0
P(k+1/k) = & (k)P (k/k)®T (k) +T (k)Q (k)T7T (k)
P(0/—-1) = B

donde D (k) = E{z (k) =T (k)}.
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Observemos que este algoritmo generaliza al de Kalman pues, si la probabilidad
de falsa alarma, 1 — p(k) = P [u (k) = 0], es cero, el sistema bajo consideracién es un

sistema con certidumbre en las observaciones y el algoritmo de Nahi coincide con el de

Kalman.

Caso 2. Incertidumbre Modelizada por Variables Arbitrarias

El objetivo de este apartado es presentar los resultados establecidos por Hadidi y
Schwartz [14] sobre el problema de estimacién lineal en sistemas con observaciones
inciertas cuando la incertidumbre de las observaciones est4 modelizada por una sucesién

arbitraria de variables aleatorias de Bernoulli.

Consideremos el sistema con observaciones inciertas (1.5) y (1.6) descrito en el

apartado 1.4.1. Sobre el estado inicial y los ruidos del sistema imponemos las siguientes

hipé6tesis

- El estado inicial, zg, y los ruidos blancos {w (k) ; k > 0}, {v (k) ;k > 0} son cen-
trados.

- El ruido multiplicativo {u (k) ;k > 0} es una sucesién de variables aleatorias (de
Bernoulli, con P [u (k) = 1] = p(k)) con probabilidades de transicién y distribu-

cién inicial conocidas.

- El estado inicial, xg, y los ruidos {u(k);k > 0}, {v(k);k > 0}, {w(k);k > 0}

son mutuamente independientes.

Como ya hemos comentado, en 1979 Hadidi y Schwartz demostraron que, en gene-
ral, bajo estas hipé6tesis, no existen estimadores recursivos y obtuvieron una condicién
necesaria y suficiente para su existencia. Concretamente, probaron que el estimador

lineal 6ptimo tiene estructura recursiva si, y sélo si, la probabilidad de transicién desde
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un instante j a otro instante k es independiente de 7, es decir,

p11(k/j) =Plu(k)=1/u(@)=1]=pn(k), j=0,..,k—1.

Bajo esta condicién, Hadidi y Schwartz establecieron el siguiente algoritmo recur-

S1VO.

Teorema 1.4.2 El algoritmo para los problemas de prediccion y filtrado estd dado por

#(k/k) = #(k/k—1)+F(k)3(k/k—1), k>0
(k+1/k) = & (k)z(k/k)
£(0/-1) = 0

siendo z (k/k — 1) la innovacion
Z(k/k—1)=2z(k)—-pun(k)H(k)z(k/k—-1), k>0
y F' (k) la matriz de ganancia dada por
F (k) = [pu (k) P (k/k — 1) H (k) + (p (k) — p11 (k)) D (k) HT (k)] I~ (k)
donde 11 (k) es la matriz de covarianzas del proceso innovacion,

II(k) = (p(k)—p3 (k) H(k)D(k)HT (k)
+pt; (k) H (k) P (k/k — 1) HT (k) + R (k)

Las matrices de covarianzas de los errores de filtrado y prediccion verifican

P(k/k) = (I—pu(k)F (k)H(k))P(k/k—1)
— (p (k) — p1u1 (k)) F (k) H (k) D (k)
P(k+1/k) = ®(k)P(k/k)®T (k)+T(k)Q (k)TT (k)
PO/-1) = R

donde D (k) = E{z (k) z* (k)}.
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Nota 1.4.1 Para completar los algoritmos dados en los teoremas 1.4.1 y 1.4.2, es
necesario dar una férmula recursiva para la matriz D (k) = E{z (k) = (k)}. Utilizando
la ecuacién del estado (1.5) y teniendo en cuenta las hipétesis impuestas sobre los

procesos que en ella intervienen, se deduce de forma inmediata que

D(k) = ®(k-1)Dk-1)dT (k-1)
+I(k—1)Q(k—-1TT (k—1)

D) = P,
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Capitulo 2

Estimacion Cuadratica en
Sistemas con Observaciones

Inciertas

2.1 Introduccion

Como se ha indicado en el Capitulo 1, la esperanza condicionada del estado dadas las
observaciones proporciona el estimador 6ptimo (de menor error cuadrético medio) del
estado de un sistema lineal y coincide, bajo hipétesis de gaussianidad e independencia
mutua de los ruidos y la condicién inicial, con el estimador lineal de menor error
cuadréatico medio proporcionado por el Filtro de Kalman. Si se suprime la hipé6tesis de
gaussianidad, el cdlculo de la esperanza condicionada en general no se puede llevar a
cabo de forma fécil. Surge, asi, la necesidad de encontrar estimadores subéptimos més

sencillos desde el punto de vista computacional.

Dentro de la estimacién subéptima, el problema de estimacién lineal ha sido anali-

zado en el Capitulo 1, tanto en sistemas con certidumbre en las observaciones (Seccién

29
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1.3), como en sistemas con observaciones inciertas (Seccién 1.4.3). El objetivo de es-
te Capitulo es el estudio del problema de estimacién polinomial de segundo grado o

estimacion cuadratica en sistemas con observaciones inciertas.

En la Seccién 2.2 se presenta una interpretacién geométrica de dicho problema de
estimacién. Seguidamente (Seccién 2.3), se exponen los principales resultados acerca
del problema de estimacién polinomial de segundo grado en sistemas con observaciones
inciertas cuando la incertidumbre de las observaciones est4 modelizada por variables
aleatorias de Bernoulli independientes, estudio realizado por Garcfa-Ligero, Hermoso y
Linares [12]. A continuacién, en la Seccién 2.4, se generalizan estos resultados al caso
de sistemas con observaciones inciertas en los que la incertidumbre de las observaciones
estd modelizada por variables aleatorias no necesariamente independientes. Finalmente,
en la Seccién 2.5, se considera la versién estacionaria de los sistemas estudiados en la

Seccién 2.4, con el fin de analizar si el filtro lineal obtenido en dicha seccién admite una

forma steady-state.

2.2 Estimacién Cuadratica y Proyecciones Ortogonales

En esta Seccién se presenta un enfoque geomeétrico del problema de estimacién éptima

y subéptima de menor error cuadratico medio. Concretamente, el estimador de un

vector aleatorio parcialmente observable se identificard con la proyeccién ortogonal de
dicho vector sobre un espacio de Hilbert apropiado.

Consideremos un espacio probabilistico (2, A, P) y sea L. (2, A, P) el espacio de

Hilbert de clases de equivalencia de vectores aleatorios n-dimensionales con momento

de segundo orden finito.

Como se recordaba en el Capftulo 1, dados dos vectores aleatorios, X € Eﬂztn (2, A, P)
eY € L. (2, A, P), el estimador de mfnimos cuadrados de X basado en Y es la proyec-
ci6n ortogonal de X sobre el subespacio de Hilbert L3, (2,0 (Y), P) (C L3. (2, A, P))
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de funciones o (Y )-medibles R™-valuadas de cuadrado integrable (o (Y) denota la o-

dlgebra generada por Y') y coincide con la esperanza condicionada E [X/Y].

En el caso gaussiano (esto es, si X e Y son conjuntamente gaussianos) dicha es-
peranza condicionada es una funcién lineal del vector Y. En el caso no gaussiano, la
esperanza condicionada, en general, no puede calcularse facilmente, por lo que el in-
terés se centra en la obtencién de estimadores sub6ptimos que tengan una estructura
matematica simple, de forma que permitan el tratamiento de datos reales.

El estimador subéptimo de X basado en Y con estructura més simple es el es-
timador lineal de menor error cuadratico medio. Teniendo en cuenta los resultados
presentados en la Seccién 1.2.2 del Capftulo 1, y notando H,, (Y1) al subespacio lineal
cerrado de L3, (2,0 (Y), P) de vectores aleatorios de dimensién n obtenidos mediante
transformaciones lineales de Y; = (1, YT)T, el estimador lineal insesgado de menor
error cuadratico medio de X basado en Y es la proyeccién ortogonal del vector X sobre

H,. (Y1). En lo que sigue, este estimador serd notado mediante

X —_ W(X)l?_t“(yl) .

Entre el estimador lineal 6ptimo y la esperanza condicionada, puede definirse otros
estimadores mediante proyecciones en subespacios mayores que , (Y;). Concreta-
mente, en este Capitulo consideraremos proyecciones en el espacio de transformaciones
polinémicas de segundo grado (transformaciones cuadréticas) del vector Y.

Con este fin, consideremos el vector aleatorio
Y =y®Y eR™

donde ® denota el producto Kronecker (véase Apéndice A). Bajo la hipétesis de que
E{Y2Tyl} < oo, el vector Y2 = (1,Y7, Y[z]T)T c E; (Q,0(Y), P).
El estimador polinomial de segundo grado insesgado de minima varianza de X

m2 +m+1

basado en Y, que notaremos X , es la proyeccién ortogonal de X sobre el subespacio
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lineal H,, (Y2),

o~

X=m(X)l, -
Puesto que H, (Y1) C H, (Y2), se sigue que

E{X-%F}SENX~XW} (2.1)

_

y, por tanto, el error cometido al estimar el vector X mediante X es silempre menor o

igual que el cometido al utilizar el estimador lineal X .
Estudiemos la relacién entre estos estimadores. Para ello, expresamos el subespacio

lineal H, (Y2) como suma directa de H, (Y1) y otro subespacio. Observemos que
Hn (¥2) = Ha (1) + Hn (V) + Ho (Y.

Si definimos

" T .
y notamos Y7 = ( 1, YT) , entonces, puesto que H, (Y) es ortogonal a H, (1), se tiene
que

Ho (Y1) = Hn (Vi) = Ha (1) © M (T)

donde & denota la suma directa de subespacios ortogonales.

Andlogamente, definimos

yvi2 — yl2 _ (y[2]) IH 18

1 o\
Yo = ( "[:1 ) ’
712) X

y notando

a
|

podemos escribir
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donde se ha utilizado que H,, (?[2]) es ortogonal a H,, (171) . Por consiguiente, podemos

—~

expresar X como sigue

;? — (X)IHH,(Y'Z) == 9T (X)l?in(f’l) T~ 7 (X)IH“(?IZ’I)
X + (X)), (7121) -

-
-

En consecuencia, el estimador polinomial de segundo grado, X, es la suma del
estimador lineal 6ptimo, X, y un término ortogonal a X que proporciona informacién

adicional a la obtenida mediante transformaciones lineales. A partir de esta expresién
del estimador es facil comprobar que

E‘{”X—X”z} =E{ xwf?l?} +E{H7r(X)|H“(f,[2]) 2}.

2
} sea no nula, la desigualdad (2.1) es

Por tanto, siempre que F {”ﬂ'(X )IHn(?[gl)
estricta y el estimador polinomial de segundo grado tiene menor error que el lineal.

2.3 Estimacion Cuadratica en Sistemas con Incertidum-
bre Modelizada por Variables Aleatorias Independien-

tes

Como se ha indicado en el Capitulo 1 (Seccién ?7?), en sistemas gaussianos la es-
peranza condicionada, que proporciona el estimador 6ptimo del estado basado en las
observaciones, es una funcién lineal de las mismas. En sistemas con observaciones
inciertas, incluso bajo las hipé6tesis de gaussianidad e independencia mutua de la con-
dicién inicial y los ruidos, la distribucién conjunta del estado y las observaciones no es
gaussiana y, por tanto, el estimador de minimos cuadrados no es una funcién lineal de
dichas observaciones. Ademaés, su obtencién de forma recursiva no es simple, ya que su

cémputo requiere un crecimiento exponencial de memoria (Capftulo 1, Seccién 1.4.2).
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Por este motivo, el estudio del problema de estimacién en estos sistemas se ha dirigido
fundamentalmente hacia la obtencién de estimadores subéptimos.

Dentro de la estimacién subéptima, los principales resultados sobre el problema
de estimacién lineal de menor error cuadrdtico medio en sistemas con observaciones
inciertas han sido resumidos en el Capitulo 1 (Seccién 1.4.3), tanto bajo la hipétesis de
que la incertidumbre en las observaciones estd modelizada por una sucesién de varia-
bles aleatorias independientes (Nahi [31]), como por variables de Bernoulli arbitrarias
(Hadidi y Schwartz [14]).

El objetivo de esta Seccién es presentar los resultados obtenidos por Garcfa-Ligero et
al. [12] acerca del problema de estimacién polinomial de segundo grado de menor error
cuadratico medio en sistemas con observaciones inciertas cuando la incertidumbre de
las observaciones estd modelizada por variables independientes. El procedimiento que
utilizaron en su estudio consisti6é en construir un nuevo sistema (Sistema Aumentado)
cuyo estado y observacién se determinan anadiendo a los correspondientes vectores
del sistema original sus potencias de segundo grado definidas mediante el producto
Kronecker. De esta forma, el filtro polinomial de segundo grado 6ptimo del estado
del sistema original se obtiene a partir del filtro lineal 6ptimo del estado del sistema

aumentado.

2.3.1 Hipétesis sobre el Sistema

Consideremos el siguiente sistema con observaciones inciertas

z(k+1) = ®k)z(k)+w(k), k>0 (2.2)
.’B(O) = X
2(k) = uk)H((K) z(k)+v(k), k>0 (2.3)

con vector estado n-dimensional, z (k), y vector observacién m-dimensional, z (k).
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Sobre el estado inicial zg y los ruidos del sistema {w (k);k > 0}, {v(k);k >0} y
{u (k) ;k > 0} se imponen las siguientes hip6tesis:

1. g es un vector aleatorio n-dimensional con

E{zo} = Zo

E {(-’EO — 51—70) (370 _ EO)T} - B
E {(:BO s :'50) (w%?] _E {$¢[)2]})T} _ P(§3)
el (s )} - e

2. {w(k);k > 0} es un proceso ruido blanco n-dimensional centrado con

E{w(k)w" (k)} = Q(k)
E{wk) v (k)} = Q© (k)
E{wf (k) w?T (k)} = Q@ (k)

3. {v(k);k > 0} es un proceso ruido blanco m-dimensional centrado con

E {v(k)v" (k)} R (k)
E {v (k) v/&T (k)} — RO (k)
E {0[2] (k) v&T (k)} = RW (k)

4. {u(k);k > 0} es una sucesién de variables aleatorias independientes de Bernoulli

con

Plu(k)=1]=p(k), Plu(k)=0] =1-p(k)

9. El estado inicial zg y los ruidos {w (k) ; k& > 0}, {v(k);k > 0}, {u(k);k > 0} son

mutuamente independientes.
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Bajo las hip6tesis anteriores, se plantea el problema de obtener el estimador poli-

nomial de segundo grado 6ptimo del estado x (k) basado en las observaciones hasta el
instante k. Este estimador es una funcién lineal de z (0), z? (0), ..., 2z (k) , z? (k).

Para abordar este problema, se definen los vectores estado y observacién aumenta-

T z (k) z (k)
X — ) X k — ] Z k ——
° (wéf]) Y (w‘21<k>) Y (z‘2]<k>)

de modo que el vector constituido por las n primeras componentes del estimador lineal

de menor error cuadrético medio de X (k) basado en las observaciones {Z (0), ..., Z (k)}

dos,

proporcionard el estimador polinomial de segundo grado de menor error cuadréatico

medio del estado, x (k), del sistema original.

2.3.2 Filtro Cuadratico

Analizando la evolucién de X (k) y Z (k) se demuestra que los vectores centrados en

esperanzas, X (k) = X (k) — E{X (k)} y Z (k) = Z (k) — E{Z (k)}, satisfacen

Xk+1) = k)X Kk)+W(k), k>0 (2.4)

X (0) Xo— E{Xo} = Xo

Z (k) u(k)H (k) X (k)+V (k), k>0. (2.5)

donde

5 (@(k) 0 ) ) = (H(k) 0 )
0 &2 (k) 0 HE (k)

(k)
Fy (k) - E{F1(k)}
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_ v(k _
vk = (k) + (u(k) — p (k) H (k) E{X ()}
Fy (k) — E{F2(k)}

Las ecuaciones (2.4) y (2.5) constituyen un nuevo sistema lineal con observaciones
inciertas en el que la incertidumbre est4 modelizada por el mismo ruido multiplicativo,

{u(k)}, del sistema original, y al que se denomina Sistema Aumentado.

Garcia-Ligero et al. [12] probaron que este sistema verifica las condiciones necesarias
para aplicar el Filtro de Nahi. Concretamente, el estado inicial y los ruidos del sistema

aumentado verifican las siguientes propiedades.

El estado inicial X es un vector aleatorio centrado con momento de segundo orden

finito.

Los ruidos aditivos {W (k)} y {V (k)} son procesos blancos centrados con mo-
mentos de segundo orden finitos. Ademads, dichos ruidos son incorrelados entre sf e
incorrelados con el estado inicial. Teniendo en cuenta este resultado, es inmediato que

W (k) es incorrelado con Z (j) para j < k.

Por iltimo, aplicando la hip6tesis de independencia mutua impuesta sobre el sistema
original (2.2)-(2.3), se deduce que u (k) y (X (k),Z (0),...,Z (k — 1)) son independien-

tes para todo k.

Como consecuencia de estas propiedades, el estimador lineal de menor error cua-
drético medio, X (k/k), del estado del sistema aumentado, X (k), basado en las obser-
vaciones {Z (0),..., Z (k)}, se puede obtener mediante el Filtro de Nahi (Capitulo 1,

Seccién 1.4.3).

Finalmente, las n primeras componentes del estimador lineal X (k/k) proporcionan
el filtro polinomial de segundo grado de menor error cuadratico medio del estado, z (k),
del sistema original.

UNIVERSIDAD DE GRANAUA |

| 150CT. 1999 |

COMISION DE DOCTORADO
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2.3.3 Filtro Steady-State

Una de las propiedades méas interesantes, tanto del Filtro de Kalman, como del
Filtro de Nahi, es el comportamiento asintético de los estimadores y de las matrices de
covarianzas de los errores de estimacién. Para sistemas estacionarios se puede utilizar
la forma steady-state del Filtro de Nahi (Tugnait [35]), que presenta grandes ventajas
a la hora de calcular los estimadores.

En este apartado, se considera la versién estacionaria del sistema con observaciones

inciertas (2.2)-(2.3), descrito en el apartado 2.3.1, esto es

z(k+1) = @z (k)+w((k), k>0
:L'(O) = X0
z(k) = wu(k)Hz(k)+v(k), k>0

siendo ® y H matrices reales constantes y {w (k)}, {v (k)} procesos centrados, para los
que las matrices definidas en el apartado 2.3.1 son constantes, en cualquier instante de

tiempo k,

Qk)=Q, Q¥ k) =Q®, QW (k) =W
R (k) = R, RG) (k) = R(3), R4) (k) = R4

Se supone, ademads, que el ruido multiplicativo, {u (k)}, que modeliza la incertidumbre
de las observaciones, es una sucesién de variables aleatorias de Bernoulli independientes

e idénticamente distribuidas con
Plu(k)=1=p, Vk>0.

Como en el apartado 2.3.2, se define el sistema aumentado correspondiente al an-

terior sistema estacionario

X(k+1) = ®X(k)+W(k), k>0
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X(0) = Xo
Z (k) = u(k)ﬂf(k)-l—?(k), k > 0.

Hay que notar que este sistema aumentado no es un sistema estacionario, puesto
que los ruidos aditivos {W (k)} y {V (k) } no lo son, ya que sus matrices de covarianzas
dependen de la evolucién del estado.

Sin embargo, bajo la hipétesis de que el sistema original sea asintéticamente es-
table, es decir, la matriz ® sea estrictamente estable (sus autovalores tengan médulo
menor que la unidad), Garcfa-Ligero et al. [12] establecieron que el sistema aumentado
es asintéticamente estacionario. Concretamente, demostraron que las matrices de co-
varianzas de los procesos ruido {W (k)}, {V (k)} y del proceso vector estado {X (k) }
del sistema aumentado convergen a matrices constantes y, por tanto, dichos procesos
son asintéticamente estacionarios de segundo orden.

Por consiguiente, si la matriz ® es estrictamente estable, se puede utilizar el filtro
steady-state de Nahi para estimar el vector estado del sistema aumentado y, a partir de

él, obtener el filtro polinomial de segundo orden steady-state para el estado del sistema

estacionario original.

2.4 Estimacion Cuadratica en Sistemas con Incertidum-

bre Modelizada por Variables Aleatorias Arbitrarias

El objetivo de esta Seccién es generalizar el estudio realizado por Garcfa-Ligero et
al. [12] sobre el problema de estimacién polinomial de segundo grado en sistemas con
observaciones inciertas en los que la incertidumbre de las observaciones est4 modelizada
por variables aleatorias (de Bernoulli) independientes, al caso en que la incertidumbre
estd modelizada por variables aleatorias arbitrarias.

Seguiremos, para ello, un procedimiento similar al utilizado por dichos autores,
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construyendo un nuevo sistema lineal (sistema aumentado), de modo que el estimador
polinomial de segundo grado de menor error cuadrético medio del estado del sistema.
original se deducird a partir del estimador lineal 6ptimo del estado de dicho sistema

aumentado.

2.4.1 Descripcién del Sistema y Planteamiento del Problema

Consideremos el siguiente sistema con observaciones inciertas

z(k+1) = ®(K)zk)+wk), k>0 (2.6)
z(0) = =z
2(k) = uw(k)H (k)x(k)+v(k), k>0 (2.7)

donde el estado z (k) es n-dimensional, la observacién z (k) es m-dimensional.

Sobre los ruidos del sistema y el estado inicial imponemos las siguientes hip6tesis:

1. zg es un vector aleatorio n-dimensional centrado con
E {:Uo} = 0
E {:z:ga:;{ } = P()

ool -2 ()} -
o{ (a8 B () (-2 (a8} = n

A P P®
b == :
Pé3)T Pé4)

2. {w(k);k > 0} es un proceso ruido blanco n-dimensional centrado con

E{wkwl (k)} = Q(k)
E{wk) v (k)} = QO (k)
E {wm (k) wiT (k)} = QW (k).

Notaremos
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Notaremos

Q) QW (k)
w (k) =
e (Q(‘”T (k) Q@ (k))

siendo QM (k) = QW (k) — (vec Q (k)) (vec Q (k)T .

3. {v(k);k > 0} es un proceso ruido blanco m-dimensional centrado con

E {v(k)v" (k)} R (k)
E { v (k) vl&T (k)} R® (k)
E{vm (k) 12T (k)} = R® (k).

Notaremos

R, (k) — R(k) RO (k)
-\ ROT (k) RO (k)

siendo R™® (k) = R® (k) — (vec R (k)) (vec R (k)T .

4. {u(k);k >0} es una sucesién de variables aleatorias de Bernoulli con vector
de probabilidades iniciales (1 — py, po)T. Las probabilidades de transicién serén
notadas mediante pm, (k/j) — Plu(k) =n / u(j) = m], para m,n € {0,1} y
k,j>0.

Supondremos, ademds, que la probabilidad p;; (k/j) es independiente de j para
j < k — 12, Notaremos p1; (k) = p11 (k/j) para j < k — 1.

5. El estado inicial, xg, y los ruidos {u (k);k > 0}, {w (k);k >0} y {v(k);k > 0}

son mutuamente independientes.

’Puesto que el estimador polinomial de segundo orden de menor error cuadrético medio es una
generalizacién del estimador lineal de menor error cuadréatico medio, suponemos que p11 (k/j) es inde-

pendiente de j, condicién necesaria y suficiente para la recursividad del estimador lineal (Capftulo 1,

Seccién 1.4.3).
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Como antes se ha indicado, el objetivo de esta Seccién es obtener el estimador
polinomial de segundo grado de menor error cuadrético medio del estado z (k) basado
en las observaciones hasta el instante k, {2 (0), ...,z (k)}. En virtud de los resultados
presentados en la Seccién 2.2, este estimador es la proyeccién ortogonal de z (k) sobre el
subespacio H,, ((1, 2T (0), 287 (0),..., 2T (k), 2T (k))T) de vectores n-dimensionales
obtenidos mediante transformaciones lineales de las observaciones hasta el instante k y
de sus potencias de segundo grado.

Con el fin de obtener dicho estimador, definimos los vectores estado y observacién

aumentados, anadiendo al estado y observacién originales sus potencias de segundo

o x (k) z (k)
Xo = , X (k)= , 4(k)=
: (wg,] ) ©={ T ) ®={

El filtro polinomial de segundo grado de menor error cuadrético medio de z (k) se
obtendré a partir del estimador lineal de menor error cuadratico medio de X (k) basado
en las observaciones {Z (0),...,Z (k)}.

grado,

2.4.2 Sistema Aumentado

Analicemos la evolucién de los vectores X (k) y Z (k) con el fin de comprobar si
verifican un sistema lineal al que podamos aplicar un algoritmo recursivo para obtener
el filtro lineal de menor error cuadrético.medio. Para ello, necesitamos estudiar la
evolucién de z!? (k) y 22! (k).

Puesto que para la obtencién del sistema aumentado no interviene la hipétesis de
independencia de las variables {u (k)}, se tiene que X (k) y Z (k) verifican el sistema
con observaciones inciertas descrito en la Seccién 2.3, en el que la incertidumbre est4
modelizada por la misma sucesién {u (k)} del sistema original. Sin embargo, hemos

comprobado que el ruido aditivo de la observacién de este nuevo sistema no es blanco,
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hipé6tesis requerida para aplicar el Filtro de Hadidi y Schwartz [14]. Para salvar esta
dificultad, construiremos un nuevo sistema aumentado, en este caso con certidumbre en
las observaciones, y estudiaremos si se verifican las condiciones necesarias para poder
aplicar el Filtro de Kalman.

Teniendo en cuenta las ecuaciones del estado (2.6) y de la observacién (2.7), y
haciendo uso de las propiedades del producto Kronecker (véase Apéndice A), obtenemos

que la evolucién de z[? (k) y z[?! (k) est4 descrita por las siguientes ecuaciones

28 (k+1) = k)2 &)+l (K)+ f1(k), k>0

22 (k) = u(k)H? (k)2 (k) + 0P (k) + f2 (k), k>0
fi(k) = (In2+ Kp2) (@ (k)z (k) ® w(k))
fa(k) = u(k)(Im2 + Km2) (H (k) z (k) ® v (k)

donde I, y K, son la matriz identidad y conmutacién de dimensién p X p, respectiva-
mente (véase Apéndice A).
Notando

w (k) v (k)
W (k) =  Vi(k) =
() (wl2] (k) ) () (v[i’] (k) )

es facil comprobar que los vectores X (k) y Z (k) satisfacen las ecuaciones siguientes

X(k+1) = dK)X(K)+W(k), k>0
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X0 = Xo
Z(k) = pk)HKEK)X(K)+V(k), k>0
donde
W(k) = W (k)+F (k)
V(k) = V(k)+Fs(k)+ G (k)
Ccon

G2 (k) = (u (k) — p(k)) H (k) X (k).
Claramente, el sistema anterior es un sistema con certidumbre en las observaciones,
ya que la matriz de la observacién, p (k) H (k), es determinfstica. También es evidente

que los ruidos y el estado inicial de este nuevo sistema no son centrados. No obstante,

podemos centrarlos y transformar el sistema anterior en el siguiente Sistema Aumentado

X(k+1) = dk)X(k)+W(k), k>0 (2.8)
X0) = X
Z(k) = pk)HKR)X(k)+V (K), k>0 (2.9)

donde N
X (k)=X (k) -E{X(k)}, W(k)=W(k)-E{W(k)}

Z(k)y=ZzZ((k)—-E{Z(k)}, V(k)=V(k) —E{V(k)}
Comprobamos, a continuacién, si este sistema aumentado (con certidumbre en las
observaciones) verifica las hip6tesis necesarias para aplicar el Filtro de Kalman. Para
ello estudiamos las propiedades de los ruidos {W (k)}, {V (k) } y del estado inicial Xp.
Claramente, el estado inicial Xp es un vector aleatorio centrado, con momento de
segundo orden finito. Teniendo en cuenta la hipé6tesis 1 realizada sobre el sistema

original, su matriz de covarianzas, E { XoXJ }, es

A p PP
0 —_— .
Pé3)T P0(4)
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Las propiedades de los procesos ruido {W (k)} y {V (k)} se establecen en las si-

guientes proposiciones.

Proposicién 2.4.1 {W (k);k > 0} es un proceso ruido blanco, centrado y con matri-

ces de covarianzas, Q (k) = E{W (k) WT (k)}, dadas por

Q(k) =0 (k)+(° ’
) 0 E{f(k)fT (k)}

con
E{fi (k) f{ (k)} = (In2 + K,2) (® (k) D (k) " (k) ® Q (k)) (In2 + Kp2)

donde D (k) = E {z (k) T (k) } se puede obtener de forma recursiva mediante las rela-

ciones siguientes

D(k+1)

®(k)D (k) @' (k)+Q(k), k=0

D (0) E {zozp } = P.

-Demostraciéon-
Observemos que el proceso {W (k)} tiene media cero, ya que se puede expresar

como suma de dos procesos centrados, concretamente,

W (k) = w (k) 0
(k) = ~+ , k>0
wl (k) — E {w? (k)} f1 (k)

f1 (k) = (In2 + Kn2) ((I) (k) £ (k) ® w (k)) .

donde

Por otro lado, la hipétesis de que el ruido {w (k)} del sistema original es blan-

co e independiente del estado inicial g, garantiza que ambos procesos son blancos
0

0 E{fi(k)fl (k)}

con matrices de covarianzas Q., (k) y ( ) , respectivamente. Por
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consiguiente, {W (k)} es un proceso blanco y sus matrices de covarianzas, Q (k) =

E{W (k)yWT (k)}, son

_ 0 0
Q(k)=Qw (k)+
( 0 E{fi(k)ff (k)} )

E{fi (k) f{ (k)} = (In2 + Kp2) (2 (k) D (k) ®* (k) ® Q (k)) (In2 + Kp2)

con

y, teniendo en cuenta la ecuacién del estado (2.6), obtenemos

D(k+1) ®(k)D(k)®T (k)+Q(k), k>0

D (0) E {xoa:g;} = P

donde se ha utilizado, de nuevo, que {w (k)} es un ruido blanco independiente del

estado inicial xg. L3

Proposicién 2.4.2 El proceso ruido {V (k);k > 0} tiene media cero y sus matrices

de covarianzas, R(k,j) = E{V (k) VT (j)}, estdén dadas por

_ 0 0
R(k,j) = Ry (k) 6k; + Sk
- ? (o E{fz(k)fg(k)}) N

+p (4) [6kj + (1 — bkj) P11 (k) —p (k)| H (k) E{X (k) XT (4)} H' (j), j<k

siendo
E{f2(k) fi (k)} =p (k) (Im2 + Kp2) (H (k) D (k) H" (k) ® R(k)) (Im2 + Kp2).

-Demostracién-
Claramente {V (k)} tiene media cero, ya que se puede expresar como suma de tres

procesos centrados, concretamente,

_ v (k) 0 _
— u(k)—pk))H(k) X (k), k>
iR ('v[2] (k)—E{v[2] (k)} )+( fa (k) )+( AR S e
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donde
f2 (k) = u (k) (Im2 + Kpp2) (H (k) z (k) ® v (k)) .

Por otro lado, en virtud de las hipé6tesis de independencia realizadas sobre el sis-

tema original, estos procesos son incorrelados entre si. Los dos primeros sumandos

son procesos blancos con matrices de covarianzas R, (k) y ( V :
0 E{f2(k)fy (k)}
respectivamente. Calculemos las matrices de covarianzas del tercer sumando,
E {(u(k) —p(k)) H (k) X (k) XT (5) H" () (v (5) —p () }
= E{(u(k) —p (k) (u () —p(5))} H (k) E{X (k) X" ()} H" (j)
. { p(j) (11 (k) — p (k) H (k) E{X (k) XT (D} AT (), G <k
p(k)(1—p (k) H (k) E{X (k) X" (k)} H" (k), j=k

Por consiguiente, las matrices de covarianzas, R (k,j) = E{V (k) Ve (7)}, del ruido
{V (k)} vienen dadas por

_ 0 0
R(k,7) = Ry (k) bk; + Sks
’ ? (o E{fz(k)fg‘(k)}) N

+p (§) [6kj + (1 — 8kj) P11 (k) —p (K)| H (k) E{X (k) XT ()} HT (), j<k

con
E{f2(k) f3 (k)} = p (k) (Im2 + Km2) (H (k) D (k) H" (k) ® R (k)) (I;m2 + Kpn2)

donde se ha utilizado, de nuevo, la independencia mutua de los ruidos y la condicién

inicial. #®

Las hipé6tesis de independencia realizadas sobre el sistema original y las propiedades

del producto Kronecker permiten establecer, también, el siguiente resultado.

Proposicién 2.4.3 Los procesos ruido {W (k);k >0} y {V (k);k > 0} son incorre-

lados entre si e incorrelados con el estado inicial Xy.
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-Demostracién-
El resultado es inmediato, teniendo en cuenta que los ruidos {w(k)} y {v (k)} del
sistema original son procesos blancos centrados, y que el estado inicial g y los ruidos

{w(k)}, {v(k)}, {u(k)} son mutuamente independientes. &

Puesto que E{V (k) VT (j)} # 0 para k # j, no podemos aplicar el filtro de
Kalman al sistema aumentado, ya que este filtro requiere que el ruido de la observacién
sea blanco. Por otro lado, tampoco podemos aplicar los filtros que hemos encontrado
en la bibliografia de que disponemos para el caso en que el ruido de la observacién,
{v(k)}, es correlado, ya que suponen que dicho ruido verifica una ecuacién dindmica,
del tipo

v(k+1)=A(k)v(k)+ B (k)
siendo 3 (k) un ruido blanco, condicién que tampoco se satisface en el caso que nos
ocupa.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, nuestro siguiente propdsito es obtener

un algoritmo para el problema de filtrado lineal de menor error cuadréatico medio del

estado del sistema aumentado (2.8)-(2.9).

2.4.3 Algoritmo de Filtrado

Para la obtencién del estimador lineal de menor error cuadrético medio del estado
del sistema aumentado, nos basamos en la interpretacién geomeétrica de estos estima-
dores, presentada en la Seccién 2.2: si y (k) es un vector aleatorio t-dimensional de
cuadrado integrable y s(0),...,s(Jj) son vectores r-dimensionales de cuadrado inte-
grable, el estimador lineal de menor error cuadritico medio del vector y (k) basado
en {s(0),...,s(J)}, que notamos g (k/j), es la proyeccién ortogonal de y (k) sobre el
subespacio H; ((1, sT(0),...,sT (4 ))T) de vectores ¢-dimensionales obtenidos mediante

transformaciones lineales de s(0),...,s(j)-
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Concretamente, utilizando las propiedades (1.1) y (1.2) establecidas en el Capitulo 1
(Seccién 1.2.2), obtenemos el siguiente algoritmo para el estimador lineal de menor error

cuadréatico medio, X (k/k), del estado aumentado X (k), basado en las observaciones
{Z(0),...,Z (k)} (la deduccién puede verse en el Apéndice B).

Teorema 2.4.4 El algoritmo para los problemas de prediccion y filtrado viene dado

por
X(k/k) = X(k/k—1)+F(k)Z(k/k—1), k>0
X(k+1/k) = ®k)X (k/k), k>0
X(0/-1) = 0
siendo Z (k/k — 1) la tnnovacion

Z(k/k—1)=Z (k) —pk)HK) X (k/k—1) -V (k/k—1), k>0.

Para cada k > 0 fijo, el estimador del proceso ruido, 1_7 (k/k — 1), se calcula mediante
la relacion

V (k/1)

V(k/-1)

Vk/l—1)+Fy (K, D)Z(1)l-1), Ll<k
0.

La ganancia del estimador del proceso ruido, Fy (k,l), viene dada por
Fy (k1) = [Py (k,)p() HT () + Pyy (k, /1 -1)]TI (1), 1<k

siendo

Py (k,1) Py (k,1-1)®T(1-1)
—Fo(k,l-D)IO(I-1)FT(1-1)®T(1-1), 0<i<k

Py (k,0) 0
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Pyy (k,1/j) = Pyy(k,d/j—1)—Fy(k,j))TIG) Fy (1,5), 0<j<l<k
PVV(’C,Z/-—].) - R(kal)

La ganancia del estimador del estado, F (k), estd dada por
F(k)=[P(k/k—1)p(k)HT (k) + P} (k,k)] 1" (k), k>0.

Las matrices de covarianzas de los errores de estimacion verifican

P(k/k) = P(k/k—1)—F(k)II(k)F"(k), k>0
P(k+1/k) = ®(k)P(k/k)®" (k)+Q(k), k>0
P(0/-1) = B

siendo II (k) la matriz de covarianzas del proceso innovacion,

(k) = p?(k)H (k)P (k/k—1)H" (k) + Pyy (k,k/k—1)
+p (k) H (k) P} (k,k) + Py (k,k)p (k) H" (k), k>0

Nota 2.4.1 Las matrices R (k,j), establecidas en la Proposicién 2.4.2, dependen de

D(k,j) = E{X (k) XT (5)}, pdr tanto, para poder aplicar el algoritmo, es necesario
dar una expresién recursiva para obtener D (k, j), 0 < j < k. Teniendo en cuenta que
{W (k)} es un proceso blanco centrado (Proposicién 2.4.1) e incorrelado con el estado

inicial X (Proposicién 2.4.3), se puede comprobar que

D(k,j) = Dk,j-1)®G-1)+@(k-1)-...-2() QU —1)

- " 0 0
+®(k—1)-...-®(0)
(0 (vecPy) (vecQ (j—l))’")

+<i>(k-1)-...-&>(1)(0 ’ T)
0 (vecQ(0)) (veeQ (5 —1))
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0

+...+®(k—-1)
0 (vecQ (k—2))(veeQ (j —1))T

+(0 ’ ), 0<73<k
0 (vecQ (k—1)) (veeQ (j —1))"

con

D(k,0) = E{X(k)XT(0)}

@(k)p(k—1,0)+(0 ’ ) k>0
0 (vecQ (k —1))(vecPy)T

E {zoz{'} E{xom([)2]T} )

E { x£2]xg} E { mgﬂ a:([)le}

Finalmente, la aplicacién del Teorema 2.4.4 nos permite obtener el estimador lineal

D (0,0)

E{XoX; } = (

X (k/k), y las n primeras componentes del mismo proporcionan el filtro polinomial de

segundo grado de menor error cuadrédtico medio del estado, z (k), del sistema original
(2.6)-(2.7).

2.5 Sistemas Estacionarios

En la Seccién 2.3.3 se ha considerado la versién estacionaria de los sistemas con in-
certidumbre en las observaciones modelizada por variables aleatorias independientes,
poniendo de manifiesto que, bajo la hipétesis de que el sistema original sea asintética-
mente estable, se tiene que el sistema aumentado es asintéticamente estacionario. Esto
permitfa utilizar la forma steady-state del filtro de Nahi para calcular el estimador
lineal del estado aumentado y, a partir de él, obtener el filtro polinomial de segundo
grado steady-state del estado del sistema original.

En esta Seccién consideramos la versién estacionaria del sistema con observaciones

inciertas (2.6)-(2.7) descrito en la Seccién 2.4.1. Hay que sefalar que, en general, el
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correspondiente sistema aumentado no es estacionario. Nuestro objetivo es, en primer
lugar (apartado 2.5.1), establecer condiciones bajo las cuales este sistema aumentado
sea asintGticamente estacionario (es decir, en el limite, las matrices del sistema sean
constantes y los ruidos sean estacionarios de segundo orden) con el fin de analizar
(apartado 2.5.2) si el filtro lineal que se ha obtenido en la Seccién anterior para dicho

sistema aumentado admite una forma steady-state.

2.5.1 Sistema Aumentado Asintéticamente Estacionario

La versién estacionaria del sistema con observaciones inciertas (2.6)-(2.7) viene des-

crita mediante las siguientes ecuaciones

z(k+1) = ®z(k)+w(k), k>0 (2.10)
z(0) = =z
z(k) = u(k)Hz(k)+v(k), k>0 (2.11)

donde ® y H son matrices deterministicas constantes y {w (k)}, {v (k) } procesos blancos
centrados, para los que las matrices definidas en la Seccién 2.4.1 son constantes en

cualquier instante de tiempo k,

Qk) = Q, Q¥ k)=Q¥®, QW (k)=QW
R(k) = R, R® (k)=R®, RWYW (k)=RWY.

Adems4s, suponemos que el ruido, {u (k)}, que modeliza la incertidumbre de las obser-

vaciones, es una sucesiéon de variables aleatorias de Bernoulli con
- p(k)=Plu(k)=1]=p, k>0

-pu(k/j)=Plu(k)=1/u()=1=pn, 0<j<k-L
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Construimos el sistema aumentado correspondiente al sistema estacionario anterior

X(k+1) = X Kk)+W(k), k>0 (2.12)
X0) = X
Z(k) = pHX(k)+V(k), k>0 (2.13)

donde los vectores y matrices que intervienen estdn definidos en la Seccién 2.4.2. Obser-
vemos que las matrices ® y pH no dependen de k, en virtud de las hip6tesis impuestas
sobre el sistema (2.10)-(2.11).

Hay que notar que este sistema aumentado no es estacionario, puesto que los ruidos
aditivos {W (k)} y {V (k)} no son procesos estacionarios de segundo orden, ya que
sus matrices de covarianzas, Q (k)y R (k, j), respectivamente, dependen de las matrices
D(k)=E{z(k)z" (k)} ydeD(k,j) = E{X (k) XT (j)} (Proposiciones 2.4.1 y 2.4.2)
y, por tanto, de la evolucién del estado.

No obstante, bajo la hipétesis de que el sistema originai sea asintéticamente estable,
es decir, la matriz ® sea estrictamente estable (sus autovalores tengan médulo menor
que la unidad), vamos a demostrar que, cuando & tiende a infinito, D (k) converge a una
matriz constante (Lema 2.5.1). Aplicando este resultado, se obtendra que las matrices
Q (k) tienen limite constante (Teorema 2.5.2) y D (k,k — r) converge a una matriz que
s6lo depende del incremento r (Lema 2.5.3). Finalmente, estableceremos que también
R (k,k — r) converge a una matriz que depende tinicamente de 7 (Teorema 2.5.4). Con-
secuentemente, los procesos {W (k)} y { V( k)} serén asint6ticamente estacionarios de

segundo orden.

Lema 2.5.1 5% la matriz ® es estrictamente estable, entonces

lim D (k)= D = iqm (®7)"

k—o00 —o
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-Demostracion-

Véase Anderson y Moore [1]. -

Teorema 2.5.2 Si la matriz ® es estrictamente estable, el ruido {W (k);k > 0} del

estado del sistema aumentado (2.12)-(2.13) es asintéticamente estacionario de seqgundo

orden, con

o [ Q@ Q®
R

siendo
Qs = QW — (vee Q) (vec Q)T + (1,2 + K,,2) (<I)D‘I>T & Q) (1,2 + K,2) .

-Demostracién-
La convergencia de las matrices Q (k) se obtiene de forma inmediata utilizando el
Lema 2.5.1. En consecuencia, el ruido {W (k)} es estacionario de segundo orden, ya

que es centrado y sus matrices de covarianzas tienen por limite Q. ]

Lema 2.5.3 Si la matriz ® es estrictamente estable entonces, para r fijo, 0 < r < k,

se tiene que

lim D(k,k—1r) = D(r)

P
i=0 i=0 0 (vecQ) (vee@Q)” ] i=o
-Demostracién-

Para r fijo, 0 < r < k, se tiene que (véase Nota 2.4.1)

k—r—1 ,
D(k,k—7) = D(k0) (3" +& 3 QU -r—i-1) (&)
t=0
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3 0 O k—r—1 N ;
- > (@)

0 (vecP,) (vec@Q)” i=0

() (0 ot > @
+ ' (®7)".
i=0 0 (veeQ) (vec@Q)r | =0

Reiterando la expresién de D (k,0), y teniendo en cuenta que ® es estrictamente

estable’, es fécil ver que

_ = = 0 0
leIEoD(k’O) — (Z@) ( ,

=0 0 (vecQ) (vecPo)”

de donde se deduce que el primer sumando que aparece en la expresién de D (k,k — r)

converge a cero cuando k — oo, puesto que klingo (@T)k_r = 0 por ser ® estrictamente
estable.

El tercer sumando converge también a cero cuando k — oo, en virtud de la estabi-
lidad estricta de ®.

Claramente, cuando k& — o0, el idltimo sumando converge a

e, 5 0 0 ©
o’ 37)".
(; ) ( 0 (vecQ) (vecQ)T ) Z:( )

En cuanto al segundo sumando, tenemos que

k—r—1 k—r—1

S Qk-r—i-1) (@) = Y FTIQ) (8T)T.

1=0 1=0

Puesto que lim Q (i) = Q (Teorema 2.5.2), para cada £ > 0, existe i, tal que

1—00

Q—-cI<QG)<Q+¢el, i>i,

3La estabilidad estricta de ® implica que ® también es estrictamente estable (véase Magnus-

Neudecker [26])
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y, consecuentemente, para k — 7 > i, + 1, tenemos que

Z@’*""“*‘“Q(z) (3T) T 4+ Z gk-r=i-1(Q —eI) (BT)
=0 t=te+1
k—r—1 _
< Z r—r—i-10) (4) (;I',T)k gl

1=0

te k—r—1

< Z@k—r-i—l@ (4) (,5T)k =3 1+ Z Hr—r—i—1 (Q+£—:I) ((i,T)k-"-i-l.

1=0 1=1e+1

Por ser ® estrictamente estable, el primer sumando del miembro de la izquierda de esta

expresién converge a cero cuando k£ — oo. En cuanto al segundo sumando, se tiene que

—r—-

Z Hr—r—i—1 (Q - eI) ((I,T)k r—i-—1

t—-'l'-g"l"].

k—r—l |
1=0 =0
k—r—1 . i | |
= Z & (Q —eI) (5T)' B Z&,k—r—-i—l (Q — eI) ((i)T)k r—i—1
1=0 1=0

que converge a E P (Q el ) (@T)i cuando k£ — oo.

Razonando de forma andloga para el miembro de la derecha, podemos escribir
k—r—1

Z¢= (@ —eI) (37)' < lim Q(k—r—i—1) (@T)"SZ&E*’ (Q +eI) (87)"

k
i=0 % i=0 i=0
y, haciendo € — 0, concluimos que
k—r—1

lim Ok —r—i—1) ) -—Z@*Q(@T)

k—
o0 =0 =0

Queda asf demostrado que, para cada r fijo, 0 < r < k&,
D(r) = lim D(k,k—r)

k—o00
0<r<k

> 5 (37) + (i@) (g ° )i(@'—")‘-

-y =0 (vecQ) (vee@)" | =0
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Como consecuencia de estos resultados, podemos establecer el siguiente teorema.

Teorema 2.5.4 Si la matriz @ es estrictamente estable, el ruido {V (k);k > 0} de
la observacion del sistema aumentado (2.12)-(2.13) es asintdticamente estacionario de

sequndo orden, con

_ _ R R® _ _
lim R(k,k—7)=R(r) = ( ) 00+p [60r + (1 — o) pr1 — p) HD (r) H*

S RBT Ry,

siendo
Ros = R® — (vec R) (vec R)T +p(I,,2 + K, 2) (HDHT R R) (Iy2 + Kpp2) -

-Demostraciéon-

La convergencia de las matrices R (k, k — ) se obtiene de forma inmediata aplicando
los lemas 2.5.1 y 2.5.3. En consecuencia, el ruido {V (k)} es asintéticamente estacio-
nario de segundo orden, ya que es un proceso centrado y sus matrices de covarianzas
tienen. limite R (7). &

Para completar el estudio asintético del sistema aumentado, veamos finalmente que
el proceso estado {)—f (k)} de dicho sistema aumentado es también asintéticamente

estacionario de segundo orden.

Teorema 2.5.5 Si la matriz ® es estrictamente estable, entonces el proceso estado
{X (k);k > 0} del sistema aumentado (2.12) y (2.13) es asintdticamente estacionario
de sequndo orden, con

- .
lim E{X (k) XT (k—r)} =&" ) &'Q(d")".

k—00 .
0<r<k 1=0
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-Demostracion-
Basta observar que {X (k)} es un proceso centrado y que su matriz de covarianzas

estd dada por
E{X(k) X" (k—r)}=D(k,k—7)—E{X(K)}E{XT (k—r)}

para todo rfijo, 0 < r < k.
En virtud del Lema 2.5.3, D (k,k — r) tiende a D (7) cuando k¥ — oo. En cuanto al

segundo sumando, se tiene que

<i>E{X(k—1)}+( . )
E{w? (k- 1)}

PE{X (k—-1)}+ ( " )
vecQ)

Reiterando esta expresioén, se llega a que

E{X (k)}

- 1=0

_ 0 e 0
& S
vecPy i=0 vecQ

y, puesto que ® es estrictamente estable, tenemos que

k-1
P (X () @kE{X(O)}+z@f( ' )

—— 0
Im EF{X(k)}= Ilm EF{X (k—17)} = d* .
lim E{X (k)} = lim E{X(k-r)}=3 (vecQ)

0<r<k =0

Concluimos, asf, que

lim E{X (k) X" (k—r)}
b

D(r) - (f@) ( o ) > (@7)

i=0 0 (vecQ) (veeQ)" | i
" i &'Q (87)"

=0
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es decir que, en el limite, la matriz de covarianzas F {X (k) X7 (k — 'r)} del estado
aumentado depende tinicamente del incremento r y, en consecuencia, el proceso { X (k) }

es asintéticamente estacionario de segundo orden. jd

2.5.2 Existencia del Filtro Steady-State

En este apartado consideramos el sistema estacionario con observaciones inciertas
(2.10)-(2.11); nuestro objetivo es establecer condiciones bajo las cuales el algoritmo de
filtrado que se ha obtenido en la Seccién 2.4.3, para el sistema aumentado correspon-
diente a dicho sistema estacionario, admite una forma steady-state. En caso de existir,
esta forma steady-state del filtro podrfa utilizarse para obtener el estimador lineal de
menor error cuadratico medio del estado del sistema aumentado y, a partir de él, el
filtro polinomial de segundo grado steady-state para el estado del sistema estacionario
original, con las ventajas computacionales que ello conlleva.

Para sistemas invariantes en el tiempo, esto es, para sistemas con matrices de tran-
sicién y observacién constantes, una condicién necesaria para la existencia del filtro
steady-state es la estacionariedad de los procesos asociados al sistema.

Consideremos el sistema aumentado (2.12)-(2.13)

Xk+1) = X (k)+W(k), k>0
X(0) = X
Z(k) = pHX (k)+V (k), k>0.

Claramente, este sistema es invariante en el tiempo, ya que las matrices ® y pH son
constantes, pero, como se comenté en el apartado anterior, los ruidos aditivos {W (k)}
y {V (k)} no son estacionarios, ya que sus matrices de covarianzas, Q (k)y R (k,j),
respectivamente, dependen de la evolucién del estado. Sin embargo, bajo la hipétesis
de que el sistema original sea asintéticamente estable, esto es, la matriz ® sea estric-

tamente estable, los procesos {W (k)} y {V (k)} son asintéticamente estacionarios de
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segundo orden. Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en dicho apartado sobre
el comportamiento asintético de los ruidos del sistema, para el estudio de la existencia
del filtro steady-state, vamos a suponer las siguientes condiciones sobre el estado inicial

y los ruidos:

1. {W (k);k > 0} es un proceso ruido blanco centrado con E {W (k) WT (k)} = Q,
para todo k£ > 0.

2. {V(k);k >0} es un proceso ruido centrado con E{V (k) VT (j)} = R (k — j),
para 0 < 7 < k.

3. El estado inicial X es un vector aleatorio centrado con E {XoX{ } = B,.

4. {W(k);k >0} y {V (k);k > 0} son incorrelados entre sf e incorrelados con el
estado inicial Xo.

Bajo estas condiciones, el algoritmo de prediccién y filtrado obtenido en la Seccién

2.4.3 (Teorema 2.4.4) se puede reescribir de la forma siguiente

X (k/k)=X (k/k—1)+FKk)Z (k/k—1), k>0
X (k+1/k) = ®X (k/k), k>0
X(0/-1)=0

Z(k/k—1)=Z (k) —pAX (k/k—1) -V (k/k—1), k>0

—

=V (k/l—1)+Fy (k,)Z(1/l-1), 0<Il<k

V (k
V(k/—1)=0

m——

Fy (k1) = [Py (k,l)pH" + Pyy (k, 1/l - 1) I~ (1), 1<k
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Py (k1) = Py (k,1 —1)®T — Fo (K, —1DII(I-1)FT(1-1)®T, 0<I<k
Py (k,0) =0

Pyy (k,1/3) = Pyy (k,1/j —1) — Fy (k,5) T () FE (L,5), 0<j<I<k
Pyy (k, 1/ —1) = R(k—1)

F (k) = [P (k/k — 1) pHT + PT (k,k)] TI- (k), k>0

P(k/k)=P(k/k—1)—F (k)1 (k) FT (k), k>0 (2.14)
P(k+1/k)=®P(k/k)®T +Q, k>0 (2.15)
13(0/ —1) = Py

I1(k) =p°HP (k/k — 1) H' + Py (k,k/k — 1)+pHPL (k,k)+ Py (k, k) pHT, k>0

Como hemos indicado, el objetivo de esta Seccién es establecer condiciones bajo
las cuales este algoritmo admite una forma steady-state, en otras palabras, estamos
interesados en encontrar condiciones que garanticen que las matrices de ganancia del
filtro, { F' (k) }, convergen a un lfmite finito (un valor steady-state), cuando k — oc.

Notemos asimismo que, puesto que en cada iteracién del algoritmo debemos obtener
el predictor del ruido de la observacién, 1% (k/k — 1), es necesario también estudiar el

comportamiento asintético de las matrices de ganancia, Fy; (k, 1), asociadas al mismo.
Limite de las Ganancias del Filtro del Estado

La existencia de klim F (k) va a venir determinada por la convergencia de la suce-
—00

sién de matrices de covarianzas de los errores de prediccién. Teniendo en cuenta las

expresiones de las matrices de covarianzas de los errores de filtrado y prediccién, (2.14)

y (2.15), respectivamente, podemos escribir

P(k+1/k) = ®[P(k/k—1)— F(k)II(k)FT (k)] T +Q

P(O/-1) = B
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Por tanto, si demostramos que las matrices de covarianzas de los errores de prediccién
{P (k +1/k)} tienen lfmite finito, podremos afirmar que el producto F (k) II (k) FT (k)
converge cuando k — oo. Con este resultado, estableciendo que kllrgo I1(k) = II, con-
cluiremos que también la sucesién {F' (k)} tiene lfmite finito cuando k£ — oo.
Comenzamos demostrando que, si la condicién inicial P (0/ — 1) es nula, entonces
la sucesién de matrices de covarianzas {P (k+ 1/k)} es monétona no decreciente y

acotada (Lemas 2.5.6 y 2.5.7); en consecuencia, dicha sucesién tendréd limite finito
(Teorema 2.5.8).

Lema 2.5.6 Si la covarianza inicial P (0/ — 1) es nula, entonces la sucesion de ma-

trices de covarianzas {P (k + 1/k)} es mondtona no decreciente.

-Demostracién-

Comencemos estableciendo una expresién alternativa para las matrices P (k + 1/k)

que serd bésica para demostrar su monotonfa. Teniendo en cuenta la expresién de

F (k), claramente

F (k)1 (k) FT (k) = pF (k)HP (k/k—1)+ F (k) Py (k,k)
— pP(k/k—1)HTFT (k) + PL (k,k) F* (k).  (2.16)

Sustituyendo (2.14) en (2.15), y utilizando esta expresién se deduce que

&P (k/k — 1) — pF (k) HP (k/k — 1) = F (k) Py (k) |87 + @
(& — pdF (k) H] P (k/k — 1) [& — p®F (k) H]"
+&|pP (k/k—1) ATFT (k) - pF (k) HP (k/k — 1) H'FT (b

P(k+1/k)

_F (k) Py (k, k) ] 37 + Q.
Haciendo, de nuevo, uso de (2.16), se obtiene

P(k+1/k) = [®—p®F (k)H)P(k/k—1)[®—pdF (k)H]"
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+& [F‘ (k)1 (k) FT (k) — p?F (k) HP (k/k — 1) HTFT (k)
~Pf (k, k) F™ (k) — F (k) Py (k, k) | 87 + Q
y, teniendo en cuenta la expresién de II (k), concluimos
P(k+1/k) = [®—pd®F (k)H]P (k/k—1)[®—p®F (k)H]"
+®F (k) [pHP] (k,k) + Py (k, k) pHT + Py (k,k/k —1)] FT (k) &7

—® [P (k,k) FT (k) + F (k) Py (k, k)] 7 + Q. (2.17)

Para demostrar la monotonfa de {P (k+ 1/k)} consideremos una nueva sucesién
{P*(k+1/k)}, con condicién inicial P* (0/ — 1) = P (0/ — 1) = 0, obtenida tomando
F* (k)

Py (k, k)

P> o (kyk/k — 1)

Fk+1), k>0

Py(k+1,k+1), k>0

Pyy(k+1,k+1/k), k>0.

Veamos que P* (k/k — 1) < P (k + 1/k) para todo k > 0. Razonamos por induccién.

. Para k = 0, es claro que P*(0/ — 1) =0 < P(1/0), ya que P (1/0) es una matriz

de covarianzas y, por tanto, definida no negativa.
. Supongamos que P* (i/i — 1) < P (i + 1/i) para todo i < k.

- Veamos que es cierto para k. Razonando de forma anédloga a como se ha hecho
para obtener (2.17), y teniendo en cuenta las expresiones de F™* (k), }3‘3, (k, k),

P{-}V (k,k/k — 1), se obtiene la siguiente expresién para la matriz P* (k/k — 1)
P* (k/k—1) = [® — &F (k)pH] P* (k — 1/k — 2) [® — &F (k) pH]"

+ ®F (k) [pHP] (k,k) + Py (k, k) pHT + Pyy (k, k/k — 1)] FT (k) &7
— @ [P} (k,k) FT (k) + F (k) Py (k, k)] @7 + @
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de donde concluimos que la diferencia

P(k+1/k) — P*(k/k—1)
= [®-&F (k)pH] (P (k/k —1) — P* (k — 1/k — 2)) [& — ®F (k) pH]"

es definida no negativa, en virtud de la hipétesis de induccién.

Por consiguiente, P* (k —1/k —2) < P(k/k —1) para todo k. Adems4s, por la
optimalidad de P (k + 1/k), se verifica que P (k/k — 1) < P*(k/k — 1), para todo k y,
por tanto,

0<P(k/k—1)< P*(k/k—1)< P(k+1/k).

Luego, la sucesién { P (k + 1/k)}, con condicién inicial P (0/ — 1) = 0, es no decrecien-
te. &

Lema 2.5.7 St la matriz ® es estrictamente estable, la sucesion {P(k +1 /k)} estd

acotada.

-Demostraciéon-

Definimos el siguiente estimador subdéptimo
X.(k/k—1)=0, k>O0.
Claramente, el error asociado coincide con el estado del sistema
X.(k/k—1)=X(k), k>0,

con lo que su matriz de covarianzas, P. (k+1/k) = E{X (k+1)XT (k+1)}, tiene

lfmite constante al ser @ estrictamente estable (Teorema 2.5.5), concretamente,

lim P, (k +1/k) = ; &Q (87)",
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en particular, la sucesién {P. (k + 1/k) } est4 acotada.
Por otro lado, debido a la suboptimalidad del estimador 'f(_e (k/k — 1), tenemos que

P(k+1/k) < B.(k+1/k), k>0
y, por consiguiente, también { P (k + 1/k)} estd acotada. =

Como consecuencia directa de los Lemas 2.5.6 y 2.5.7, podemos establecer el si-

guiente resultado.

Teorema 2.5.8 Si la matriz ® es estrictamente estable y P (0/ — 1) = 0, entonces la

sucesion { P (k + 1/k)} tiene limite finito, P, cuando k — oc.

Como antes indicamos, el Teorema 2.5.8, nos permite afirmar que el producto
F (k)II (k) FT (k) converge cuando k — oo. Si demostramos ahora que Jlim 11(k) =11,
—00
concluiremos que también la sucesién {F' (k)} tiene lfmite finito cuando k& — oo.

Lema 2.5.9 Si la matriz ® es estrictamente estable, la sucesion {IL(k)} estd acotada

y es mondtona no decreciente.

-Demostraciéon-

Para demostrar la acotacién, consideremos los estimadores sub6éptimos

X.(k/k—1) = 0, k>0

V.(k/k—1) = 0, k>O0.

El proceso innovacién viene dado por

Z.(k+1/k) = Z(k+1)—pAX.(k+1/k) - V. (k+1/k)
= Z(k+1).

Por tanto, sus matrices de covarianzas, Il (k) = E {Z (k) ZT (k) }, satisfacen

Il (k) = pHE {X (k) XT (k)} H* + R(0)
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y, al estar E {X (k) X (k)} acotada (Teorema 2.5.5), la sucesién {II. (k)} también
estd acotada. Por otro lado, en virtud de la suboptimalidad del estimador fe (k/k — 1),

tenemos que

(k) <I(k), k>0

y, consecuentemente, la sucesién {II (k)} estd acotada.
Para demostrar que {II (k)} es moné6tona no decreciente, consideremos las matri-

ces de covarianzas del proceso innovacién asociado a las sucesiones {13"‘ (k+1/ k)},

{P3 (k,k)} vy {P5 (k,k/k — 1)} definidas en el Lema 2.5.6,

. (k) = p*HP, (k/k—1)HT + Pyy (k+ 1,k + 1/k)

+pHP, (k+1,k+1)+ Py (k+ 1,k +1)pHT.
Se tiene que
f(k + 1) — I, (k) = p?H [P (k + 1/k) — P* (k/k — 1)] AT >0,

ya que P* (k/k—1) < P(k+ 1/k), segin se ha demostrado en el Lema 2.5.6. Por
consiguiente, IT (k + 1) > II, (k) para todo k.

Por otro lado, IT (k) < Il (k) en virtud de la optimalidad del estimador asociado a
{P(k+1/k)}. Uniendo ambas desigualdades, se concluye que

k)< (k) <O(k+1), k>0

y, por tanto, la sucesién {II(k)} es monétona no decreciente. *

Como consecuencia inmediata del Teorema 2.5.8 y del Lema anterior, podemos

enunciar el siguiente resultado.

Teorema 2.5.10 Si la matriz ® es estrictamente estable y P (0/ — 1) = 0, entonces

existen los sigquientes limites
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(i) T = lim TI(k)

(i) F = lim F (k).

k—00

Limite de las Ganancias del Predictor del Ruido

Como antes hemos indicado, la existencia de la matriz F' y la utilizacién, en ca-
da iteracién del algoritmo, de dicha matriz como ganancia del estimador del estado

)

presenta considerables ventajas computacionales.

Ahora bien, ello no simplifica demasiado los célculos ya que, en cada iteracién k,

debemos determinar las matrices de ganancia Fy (k,0),..., Fy (k,k — 1) para obtener

el predictor del ruido de la observacién, V (k/k — 1).

Por este motivo, con objeto nuevamente de simplificar los cdlculos, nuestro siguiente
propésito es establecer condiciones que garanticen que las ganancias { Fy; (k,1);0 < I < k}
convergen a un limite finito cuando k£ — oo y utilizar dicho limite para la obtencién de
V (k/k —1).

Puesto que las ganancias Fy (k, l) dependen de las matrices Py (k,1) y Py (k, 1/l — 1)

debemos analizar también la evolucién de dichas matrices.

Proposicion 2.5.11 5i la matriz ® es estrictamente estable, entonces, para | fijo,

existen los siguientes limites

Pyy (I/1-1) = lim Pyy (k,1/1-1)
0<Ii<k
Py (l) = lim Py (k1)
0<i<k
lim Fy (k, 1)

k—00
0<Ii<k

Fy (1)

-Demostracion-

Razonamos por induccién sobre [.

UNIVERSIDAD DE GRANAUA |
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- Para | = 0, se tiene que

Pyy (k,0/ —1) = R(k)
Py (k,00) = O
Fy (k,0) = R(k)II™(0)

y, por tanto, tomando lfmite cuando k£ — oo, obtenemos
Pyy(0/—1) = R
Py (0) = 0

Fyy (0) RIT™ (0),

siendo

R= lim R(k) =p(p11 —p) EDET

k—o00

oo _ 0 0 O .
con D= lim D(k)= (Y & Y (2T)°
e 7 (P (i=0 ) (o (vecQ) (vecQ)” ) i= (5

(esta expresién es inmediata a partir de la expresién de D (k) dada en el Lema
2.5.3 y teniendo en cuenta la estabilidad estricta de ®).

- Sea [ > 0 fijo, 0 < I < k, y supongamos que para todo i < [ existen los siguientes

limites

Pyy (k,i/i—1) — Ppy(i/i—1), Py(ki) — Py(i), Fy(ki) — Fy(i).
—00 —00 k—o0

Teniendo en cuenta las expresiones

-1
Pyy (k,1/1—-1) = R(k—1)—)_ Fy(ki)I3)FE (1,9)
=0

Py (k,1) Py(kJd—-1)®T —Fp(k,l —1)II(-1)FT(1-1)87,
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en virtud de la hipétesis de induccién, cuando k£ — oo estas matrices convergen

a los siguientes limites

-1
Pyy (I/l-1) = R-Y Fp(i)I1(i) FL (1,4)

g={)
Py (1) Pp(l-1)®"'—Fp (-1 -1)FT(1-1)dT.

En consecuencia,
Fy (k,1) = [13‘—,‘-, (k,1/1 — 1) + Py (k,1) pHT] i~ (1)
también converge, para k — oo, a la matriz
Fy (1) = [F’W (/1-1)+ Py (l)pI?T] = (1),
concluyendo asf la demostracién. -

En una primera tentativa, podrfamos utilizar como ganancia para el célculo del

predictor del ruido la matriz limite Fy (1), es decir
Vk/)=Vk/l-1)+F, ) Z1/1-1), 1<k

Reiterando esta expresién, obtendriamos
= = k—1 ~ - k—1 T
Vk/k=1)=V(k/-1)+> Fp(i)Z(i/i—1)=Y Fp () Z(i/i—1),
=0 1=0

de donde se deduce de forma inmediata la siguiente relacién recursiva
Vk/k—1)=V(k—1/k—2)+Fy(k—1)Z (k—1/k—2).

Ahora bien, si probamos que la sucesién de matrices {Fy (1)} tiene lfmite cuando
| — oo, podremos utilizar dicho limite en la expresién anterior del predictor del ruido.
De este modo, obtendriamos una forma steady-state para el mismo, que serfa utilizada

en la obtencién del filtro steady-state del estado.
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La convergencia de la sucesién {Fy ()} va a venir determinada por la existencia

del limite
lim (ﬁm Py (k,k/l))
l—o00 \ k—00

que se establece en los lemas siguientes.

Lema 2.5.12 Si la matriz ® es estrictamente estable, entonces, para l fijo, existe el

siquiente limite

l
Pyy ()= lim Pyy (k,k/1) = R(0) = Y Fy ()II(i) Fy (i)

k—o00 :
—-1<i<k 1=0
-Demostracion-
Para [ = —1, es claro que

Pyy (—1) = lim Pyy (k,k/ —1) = lim R(0) = R(0).

k—o00
Si I > 0, reiterando la expresién de Py (k, k/l), obtenemos
!
Py (k,k/l) = R(0) — Y _ Fy (k,9) 1 (3) FF (k,3).
1=0

Puesto que @ es estrictamente estable, aplicando la Proposicién 2.5.11, se tiene que
para 0 <1 <[ <k,

lim Fy (k,i) = Fy (3)

k—o00

y, por tanto,

l
lim Pyy (k,k/l) = Pyy (1) = R(0) - Y _Fy (i)I1(3) F§ (i), 1>0.

k—00 i—0

Lema 2.5.13 Si la matriz ® es estrictamente estable, entonces la sucesion { Py (1)}

es mondtona decreciente y acotada, por tanto, dicha sucesion es convergente. Ademds,

Pyy = lim Pyy (1) = R(0) - > Fy (i) T1(5) Ff (i)
=0
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-Demostracién-

- Monotonfa. De la expresién de P> (1) obtenida en el Lema anterior, es inmediato

que
Py () = Ppyp(l—-1)—Fp ()T EL (1)
Pyy(-1) = R(0).

Al ser II (1) definida no negativa, podemos afirmar que

Fp (WO FS (1) >0, 1>0
y, por tanto,

Py () < Ppp(1—-1), 120
lo que garantiza el decrecimiento de la sucesién { Py (1)}

- Acotacién. Puesto que Py (1) es limite de matrices de covarianzas, se tiene que

va (1) >0, [1>0.

Por otro lado, al ser decreciente, podemos escribir

Ppy (1) < Py (-1)=R(0), 120

y, por consiguiente,

0< Ppy (1) <R(0), 12>0.

de donde se deduce que la sucesién { Py (1)} estd acotada.

En consecuencia, la sucesién {Pyy (1)} es convergente. Para calcular su lfmite,
basta hacer [ — oo en la expresién dada en el Lema anterior, obteniendo
o0
vy = lim Ppy (1) = R(0) — Y Fy (i) (i) FE (3)

i=0
como querfamos demostrar. L
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m —_ — —
La convergencia de la serie ) Fy (1) IT (2) Fg: () nos permite afirmar que
i=0

lim Fy (i) 11 (3) FY (i) = 0.

Por otro lado sabemos que, si P (0/ — 1) = 0, entonces lim II (i) = II. Uniendo ambos
1—00

resultados, podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 2.5.14 Si la matriz @ es estrictamente estable y P (0/ — 1) = 0, entonces la

sucesion {Fy (1)} tiene limite finito, Fy, cuando | — co.

El estudio realizado sobre el comportamiento asintético de las ganancias se puede

resumir en el siguiente Teorema.

Teorema 2.5.15 Bajo las hipdtesis de estabilidad estricta de ® y condicién inicial
P(0/ —1) =0, el algoritmo de prediccion y filtrado obtenido en la Seccion 2.4.3 admite

una forma steady-state, en el sentido de que las matrices de ganancia, F (k) y Fy (k, 1),

l—o0

tienen limites finitos, F = klim F (k) y Fy = lim (klim Fy (k, l)) , respectivamente.
—00 —00

Sustituyendo las ganancias del filtro del estado y del predictor del ruido por sus
limites, obtenemos la versién steady-state del algoritmo presentado en la Seccién 2.4.3

X (k/k) =X (k/k—1)+ FZ (k/k—1), k>0

X (k+1/k) = ®X (k/k), k>0
X(0/—-1) = 0

Z(k/k—1)=Z (k) —pAX (k/k—1) -V (k/k—1), k>0

Vk/k—1) = V(k—1/k—2)+ FyZ (k—1/k — 2)
0.
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Capitulo 3

Estimacion Polinomial en

Sistemas con Observaciones

Inciertas

3.1 Introduccion

Como se ha indicado en los capitulos anteriores en sistemas con observaciones in-
clertas, ain bajo hipétesis de gaussianidad e independencia mutua del estado inicial y
los ruidos, la distribucién conjunta del estado y las observaciones no es gaussiana; por
tanto, la esperanza condicionada, que proporciona el estimador de mfnimos cuadrados,
no es una funcién lineal de las observaciones y su cémputo requiere un crecimiento
exponencial de memoria (Capftulo 1, Seccién 1.4.2). Por este motivo, el estudio del
problema de estimacién en estos sistemas se ha dirigido fundamentalmente hacia la

obtencién de estimadores sub6éptimos.

Dentro del problema de estimacién subéptima en sistemas con observaciones incier-

tas cuya incertidumbre estd modelizada por variables aleatorias (de Bernoulli) indepen-

69
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dientes, bajo la hipé6tesis de independencia mutua de los ruidos y la condicién inicial,
el caso lineal fue tratado por Nahi [31] (Capitulo 1, Seccién 1.4.3) y, posteriormente,
Garcfa-Ligero et al. [12] obtuvieron el filtro cuadréatico (Capftulo 2, Seccién 2.3).

El objetivo de este Capftulo es el estudio del problema de estimacién polinomial de
grado v arbitrario (¥ > 1) en sistemas con observaciones inciertas con incertidumbre
modelizada por variables aleatorias independientes. Abordaremos dicho problema de
estimacién polinomial, tanto en el caso en que los ruidos sean mutuamente indepen-
dientes (esto es, para los sistemas considerados por Nahi y Garcia-Ligero et al.), como
la extensién del mismo suponiendo que los ruidos aditivos que afectan al sistema son
correlados entre sif. Este estudio generaliza el trabajo de Garcfa-Ligero et al. [12] en dos
direcciones: por una parte, se consideran estimadores polinomiales de grado arbitrario

y, por otra, se debilita la hipétesis de independencia sobre los ruidos del sistema.

El procedimiento que seguiremos, similar al utilizado en el estudio del problema
de estimacién cuadrética (Capitulo 2), consiste en construir un nuevo sistema lineal
(sistema aumentado), de modo que el estimador lineal 6ptimo del estado de dicho
sistema aumentado se obtendréd aplicando un algoritmo de filtrado lineal y, a partir de

él, se determinard el estimador polinomial de grado v del estado del sistema original.
La estructura del Capitulo se puede desglosar de la siguiente forma.

Siguiendo la linea de los capftulos anteriores, en la Seccién 3.2 se presenta un enfoque

geométrico del problema de estimacién polinomial de menor error cuadritico medio.

A continuacién (Seccién 3.3), se describen las ecuaciones que modelizan los sistemas
bajo estudio, se especifican las hip6tesis sobre los procesos que en ellas intervienen y
se plantea el problema de estimacién polinomial de menor error cuadritico medio en

dichos sistemas.

En la Seccién 3.4 se expone una serie de resultados preliminares que serdn bésicos

para determinar el sistema aumentado y analizar sus propiedades. Dicho estudio sobre
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el sistema aumentado se realiza en la Seccién 3.5. En esta misma Seccién se establece
el algoritmo de filtrado lineal para el estado del sistema aumentado, a partir del cual se
obtendri el estimador polinomial del estado del sistema original. En el an4lisis de las
propiedades de los ruidos del sistema aumentado y, consecuentemente, en la obtencién
del algoritmo de filtrado lineal, distinguimos dos casos: en primer lugar, supondremos
que el estado inicial y los ruidos que afectan al sistema original son mutuamente inde-
pendientes y, a continuacién, extenderemos el estudio al caso en que los ruidos aditivos
del sistema son correlados entre sf.

Seguidamente, en la Seccién 3.6, se considera la versién estacionaria de los sistemas
en estudio y se demuestra que el correspondiente sistema aumentado es asintéticamente
estacionario si el sistema original es asintéticamente estable.

Por 1ltimo, en la Seccién 3.7, se estudia el comportamiento asintético del filtro lineal
presentado en la Seccién 3.5, concluyendo que, tanto en el caso en que los ruidos y la
condicién inicial son mutuamente independientes, como en el caso de ruidos aditivos

correlados, si el sistema original es asintéticamente estable, dicho filtro admite una

version steady-state.

3.2 Estimacién Polinomial y Proyecciones Ortogonales

Como se recordaba en los capftulos anteriores, dados dos vectores aleatorios, X €
Cﬁn (R,A,P)eY € L%m (2, A, P), el estimador de mfnimos cuadrados de X basado
en Y es la esperanza condicionada E (X/Y]| y, a excepcién del caso gaussiano, esta
esperanza condicionada, en general, no puede calcularse facilmente, por lo que el interés
se centra en la obtencién de estimadores subéptimos.

También es conocido que el estimador subéptimo con estructura més simple es el
lineal (Capitulo 1, Seccién 1.2.2), seguido del estimador cuadritico o polinomial de
segundo grado (Capftulo 2, Seccién 2.2). En esta Seccién consideraremos estimado-
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res definidos mediante proyecciones del vector X en subespacios de transformaciones
polinémicas de grado v arbitrario (v > 1) del vector Y.

Con este fin, definimos los vectores aleatorios
Yil=Y®.i.QY eR™, j=1,...,v

donde ® denota el producto Kronecker (véase Apéndice A). Bajo la hipétesis de que
E{Y?1} < 0o, el vector ¥, = (1,Y7,..., Y["’]T)T € L2vy. ym1 (,0(Y),P),siendo
o (Y) la o-dlgebra generada por Y.

El estimador polinomial de grado v insesgado de minima varianza de X basado
en Y, que notaremos X7 es la proyeccién ortogonal de X sobre el subespacio lineal
H. (Y,) de vectores n—dimensionales obtenidos mediante transformaciones lineales del

vector Y,.

Puesto que H, (Y1) C ... C H, (Y,—1) C H, (Y, ), se sigue que

} SE{HX._;(H”?} <. SE{”X..Xl |2} =E{||x_x;|2}.

En consecuencia, el error cometido al estimar X mediante una funcién polinémica del

E{”X—X’"

vector Y disminuye al aumentar el grado y, por tanto, dicho error es siempre menor o

igual que el cometido al utilizar el estimador lineal X.

3.3 Descripcion del Sistema y Planteamiento del Proble-

ma de Estimacion

Consideremos el siguiente sistema lineal en tiempo discreto

z(k+1) = AKk)z(k)+F(k)w(k), k=0 (3.1)
2(0) = @
z(k) = uk)C(k)z(k)+G(k)v(k), k=0 (3.2)
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donde z (k) es un vector aleatorio n-dimensional que define el estado del sistema en
el instante k; z (k) € R™ es el vector observacién; {w (k);k > 0}y {v(k);k > 0} son
procesos estocésticos con valores en R* y R’, respectivamente; {u (k);k > 0} es una

sucesién ruido escalary A (k), F (k), C (k), G (k) son matrices deterministicas conocidas

de dimensiones apropiadas.

Sobre el estado inicial zg y los ruidos {w (k) ; k > 0}, {v (k) ;k > 0}, {u(k);k > 0}

1mponemos las siguientes hipé6tesis

1. g es un vector aleatorio centrado.
2. {w(k);k > 0}, {v(k);k > 0} son ruidos blancos centrados.

3. Existe v > 1 tal que

E {w[zl'l (k)} < oo, k>0
E {v[z"] (k:)} < oo, k>0
E{m{,zv]} < 00

4. {u(k);k > 0} es una sucesién de variables aleatorias independientes de Bernoulli,

con Plu(k) = 1] = p (k).

Nuestro objetivo es obtener el estimador polinomial de grado v 6ptimo del estado
del sistema, x (k), basado en las observaciones hasta el instante k. En virtud de los re-

sultados presentados en la Seccién 3.2, este estimador es la proyeccién ortogonal de z (k)

sobre el subespacio H,, ((1, 2T (0),...,2MT(0),...,2T (k),..., 2T (k))T) de vecto-

res n—dimensionales obtenidos mediante transformaciones lineales de las observaciones

z(0),...,z (k) y sus potencias de Kronecker 2[2 (0),..., 2" (0),..., 218 (k),..., 2 (k).
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Con el fin de obtener dicho estimador, definimos el vector estado aumentado

x (k) Zo
2 (k) x([f]

X (k) = _ , k> 0; Xo = . (3.3)
! (k) :Bg’]

y el vector observacion aumentado

z (k)
212 (k)
Z (k) = _ , k>0. (3.4)

2V (k)
El vector constituido por las n primeras componentes del estimador lineal de menor

error cuadritico medio de X (k) basado en las observaciones {Z (0),...,Z (k)} nos
proporcionari el filtro polinomial 6ptimo de grado v del estado x (k) del sistema original.

3.4 Resultados Previos

Nuestro siguiente objetivo es analizar la evolucién de los vectores X (k) vy Z (k)
definidos por (3.3) y (3.4), respectivamente, con el fin de comprobar si dicha evolucién
puede ser modelizada mediante un sistema lineal en tiempo discreto con las propiedades
requeridas para poder aplicar alguno de los algoritmos de filtrado lineal conocidos.

En esta Seccién presentamos una serie de resultados generales que nos permitiran
establecer, en la Seccién 3.5, el sistema aumentado y analizar sus propiedades.
El siguiente Lema serd bésico para determinar la evolucién de los vectores X (k) y

Z (k) y, con ello, definir el sistema aumentado.

Lema 3.4.1 Sean {8 (k);k >0}, {u(k);k > 0} procesos estocdsticos con valores en

R™ y R, respectivamente, y sea {7y (k);k > 0} una sucesién de variables aleatorias
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independientes de Bernoulli con P [y (k) = 1] = p(k). Definimos

a(k) =~ (k)T (k)8 (k) + ¥ (k) (k)

donde a (k) € R™ y I' (k), ¥ (k) son matrices deterministicas de dimensiones apropia-
das.

Consideremos las potencias de Kronecker de los vectores y matrices anteriores y

definamos
a (k) B (k)
2] 2]
A= | O sy | PO
ol (k) vl (k)
I (k) o - 0 (k) E{n(k)}
o= | @ TA® 0 || PR E (W ®)
01 (k) 6.2 (k) .o Tl (k) o (k) E {#[v] (k)}
donde

050 (k) = M, (m) (261 (k) @ TV () (E {pb~0 (k) } ® Iy )

Y Mf__z (m) son los coeficientes matriciales dados en el Lema A.4.1 (véase Apéndice
A).

Entonces, el vector A (k) admite la representacion

A (k) = v (k) © (k) B (k) + T (k) + A (k) (3.5)
siendo
hi (k)
Ay =| ™ :(k) (3.6)
hy (k)
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con

hj (k) = 'r(k)ZM’  (m) (W90 (k) @ T () (w1 (k) — E {ub=0 (1) })
31, z)a"l (k) + W8 (k) () (k) — B {ub (1) }) (3.7)
siempre que todos los momentos que intervienen sean finitos.

-Demostracién-

Elevemos « (k) a la j-sima potencia de Kronecker

avl (k) = (v (k)T (k) B (k) + ¥ (k) u (k)9 .

Utilizando el Lema A.4.1, las propiedades del producto Kronecker (véase Apéndice A)
y teniendo en cuenta que 7 (k) = 42 (k) = ... = ¥ (k), podemos escribir
ol (k) = 3 M7 (m) (@ ®) 1 (kDY) @ (v (k)T (k) B (k)) I~
- ;_i:c) U (k) 891 (k) + 911 (k) 1 ()
+ZMJ (m) (( (k) 1 ()" @ (3 (£)T () B (k) ~)
_ 5 @yrY ®89 (k) + bl (k) b (k) _
+7 (k) Z M7 (m) (W¥) (k) @ DU~ (k)) () (k) ® BU ) (k)
— (T (k) BY1 (k) + wUl (k) ub ()

+9 (k)ZMJ—z (m) (W91 (k) @ T (k) ) (W0~ (k) ® Iny) BY (k)

= 7 (k) TY (k) 891 (k) + ~ (k) Z 051 (k) BY (k) + WU (k) B { ) (k) } + n; (k)
f=1

que es la componente j-sima de (3.5). 3
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Nota 3.4.1 Para i € {1,2}, sean {0; (k);k > 0}, {ui (k) ; k > 0} procesos estocésticos
con valores en R™ y R%, respectivamente, y sean {v; (k);k > 0} dos sucesiones de
variables aleatorias independientes de Bernoulli con P [vy; (k) = 1] = p; (k). Definimos

los procesos

L ]

ai (k) =i (k)T (k) Bi (k) + W, (k) pi (k), i€ {1,2}

siendo o; (k) € R™ y I'; (k), ¥; (k) matrices deterministicas de dimensiones apropiadas.
Aplicando el Lema 3.4.1, obtenemos que los vectores A; (k) admiten la representa-
cién

Ai (k) =i (k)©; (k) B; (k) + T; (k) + A: (k), i€ {1,2}.

En el siguiente Lema, estudiamos las propiedades de los procesos {A; (k);k > 0}
definidos mediante (3.6) y (3.7). Para ello, introducimos la siguiente notacién simplifi-
cada.

M, (k) = M7 (mq) (¥~ (k) @ TV (k) , i € {1, 2}
pig (k) = k) - E{W N (0}, i € {1,2)
Pl (w1 2) = E{ (upg (k) @ Iny ) B (k) 5T (K) (25 (k) ® Iy 1)}
Lema 3.4.2 Para i € {1,2}, sean {;(k);k >0}, {B; (k);k >0} y {wi (k); k> 0}
procesos estocdsticos tales que
(i) ({n (k)} {72 (k)}) es independiente de ({51 (k)},{B2 (K)}, {1 ()}, {uz2 (K)})
(ii) (1 (k),ps (k) es independiente de

(181(),7 <k} {B2(5),7 <k}, {p1 (5),J <k}, {u2(5),5 <k})

Bajo estas hipdtesis, los procesos {A1 (k)}, {A2(k)} definidos por (5.6) y (3.7) son

centrados y verifican que

E{A1 (k) AT ()} = S (k) 6
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siendo O; la funcion delta de Kronecker.

El blogque (r,s) de S (k), utilizando la notacion introducida en la Nota 3.4.1, viene
dado por

Srs (k) = E {h; (k) K27 (k)}

r—1 s—1
= E{m (k)2 (&)} DD M} (k) P (11, p2) (M2, (k)T
=] j=1
+p1 (k) Z M2, (k) Bl (ua, pu2) 51T (k)
=1
s—1

+p2 (k) O (k) ZP’* (1, p2) (M2, (k)T
J=

+ 00 (k) PP (w1, p2) U7 (k) (3.8)
siendo

r,s

(,_l,]_,ﬂ,z) — 'vec [ (It2 3—_7 ® tr-—l 7 ® Iﬂ.l I)

((E{Nz_'?] (k)@lu": -1 (k)} = E{us ™ ()} @ B {ul ™ (k)})
w3 ® Ina ) E {5 (k) @ BY) () } ] (3.9)

siempre que todos los momentos que intervienen sean finitos.

-Demostracién-

Los procesos {A; (k)}, {Az2 (k)} son centrados, ya que

r—1
E{n (0} = pi(k) My () B { (s (B) @ Tnaa) 617 (8)} + 1) () E {1 ()

P (k)z 21 (k) (E {ihy ()} @ In) E{6P (k) }
0

donde se ha utilizado que 7; (k) es independiente de (u; (k),B; (k)) y que u; (k) es
independiente de G; (k).
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Para demostrar que A; (k)y Az (g) son incorrelados para k # g, observemos que

B {h (k) k2T ()} = E {m (k) 12 (@)} I__i;;l 1 (k)
<8 { (18 2 12s2) 8 ) B @) (42, ) @ Do)} (M2, @)

r—1

+E{m (0} X My, (k) B { (1t (k) @ Iy 1) B (k) (12, (@) 7} ¥57 (g)
+E {72 (q)}\IJ&"] C)> E{ﬂr,o (k) 85" (@) (12 (9) ® Ing.5 ) }( 2,()
+W7 (k) B {1} (k) 125 ()} ¥57 (g)

donde se ha utilizado que ({71 (k)}, {72 (k)}) y ({81 (K)},{B2 (k)}, {1 (k)}, {u2 (k)})

son independientes. Teniendo en cuenta que, para a,b € {1,2}, a # b, el vector La (k)

es independiente de (Ga (k),{Bs (¢),9 < k},{us(q),9 <k}) y que E {ui,z (k)} = 0,

para !l =0,...r — 1, concluimos que

E{h; (k)" (@)} =0, Vk#q.

Para obtener (3.8), observemos que

-1 s—1

E {hy (k) hZ" (k)} = E{m (k)7 (k)}ZZ rt (B) P[5 (u1, o) (M2 (k)"

=1 j=1

r—1
+p1 (k) Y M}, (k) By (w1, p2) U517 (k)
=1
s§—1 -
+p2 (k) W (k) 3 P32 (1, pa) (M2, (k)
j=1
+05 (k) P5g (ua, p2) U5 (k).

Para concluir la demostracién basta obtener la expresién (3.9). El argumento de la

esperanza que aparece en la definicién de F}; (u1, u2) se expresa como

vee™ [vec (s (k) ® L) Y (k) B () (25 (k) ® Iy 3)")].
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Por otro lado, haciendo uso de las propiedades del operador vec y del producto Kro-

necker (ver Apéndice A), se tiene que

vee( (; (k) ® I, ) B (k) BET (k) (42, (k) ® Lng3) " )

((Ng,j (k) ® In, ) & (N}-, (k) ® In, I)) vec ( 3 (k) B3 U]T (k))

(125 Ry @ (KZ ; (b (B) @ Iy ) K g ) ® Tt ) (85" (k) @ BT (k)
[(%Itg,s—:) ® K[,Iil_,, %)) (12, () @ (b (k) @ Ins3) (1@ K, g )))) e Im,z]
x (B3 (k) ® B’ (k)

= [ (Zizo-s @ KL, ) (12, (k) @ by (K) @ K,y ) @ Ty ] (85" (k) ® 61 ()

= [(Fa—s @ KZs 1y @ Lsa) (2, (k) @ iy (B) @ K,y @ Ty a) | (85" () 2 811 (B))

Por tanto,

P[5 (u1, p2) = vec™ [(Itz,s—j ® Kg_;,ng R In1,l)
<((E{s ®eu®}-E{®)}eE{d"®})
®K, 3 ® Iy ) E{ 85 (k) ® 81" (k) } |
donde se ha utilizado que (i1 (k) , u2 (k)) es independiente de (8; (k) , Bz (k). ®

Nota 3.4.2 De la demostracién del Lema 3.4.2, se deduce que la hip6tesis de indepen-

dencia (ii) se puede debilitar, basta suponer que

- Ua (k) es independiente de (8, (k) , {8 (7),7 < k},{ms (J),J < k}), a,b € {1,2},
a # b.

+ (p1 (k) , p2 (k)) es independiente de (5;1 (k) , B2 (k)).

Nota 3.4.3 Si, ademds de las condiciones del Lema 3.4.2, se verifica que u, (k) es

independiente de u2 (k) para cada k, entonces

E{py Weu ™k} =E{m " ®}eE{d®}.

Por tanto, sustituyendo en (3.9), F; (11, u2) = 0y, consecuentemente, S (k) = 0.
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3.5 Sistema Aumentado. Algoritmo de Filtrado Lineal

El Lema 3.4.1 nos permite estudiar la evolucién de los vectores X (k) y Z (k) definidos
en (3.3) y (3.4), respectivamente. Dicha evolucién puede ser descrita mediante un

sistema con observaciones inciertas, como establece el siguiente resultado.

Teorema 3.5.1 Los procesos {X (k);k > 0} y{Z (k); k > 0} definidos en (3.8) y (3.4)

b

respectivamente, satisfacen las siguientes ecuaciones

Xk+1) = AKX K)+Uc+F(k), k>0 (3.10)
X(0) = Xo
Z(k) = uk)Ck)X(k)+Vi+G(k), k>0 (3.11)
donde
A (k) 0 0 0
Ay = | B ®) AR -0 o= | T OE{wE®]
Hy,i (k) Hyz (k) --- AM(k) F¥ (k) E {w] (k)}
C (k) 0 0 0
2] 2] vl
ciry= | L2 ® P 0 n=| & BELAE]
Ly (k) Lna(k) --- CM(k) G¥ (k) E {v] (k) }

Hy(k) = Mj_(n) (FU- (k)@ A" k) (E{wi (k)} & I,,)
Ly(k) = M (n) (GU-‘I (k) ® C1 (k)) (E { b=l (k)} ® In,,) .

|
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Los ruidos {F (k);k > 0} y {G (k) k > 0} vienen dados por

f1 (k) 91 (k)
F (k) = f2 :(k) G (k) go :(k)
fv (k) gv (k)

con

fi (k) = S MI_ (n) (FU=1 (k) @ AY (k) ((wb" (k) — B {wb = (k) }) ® Loy ) 2 (k)

=0

9; (k) = u(k) Z_jl M, (m) (G (k) @ O (k) (o5 (k) - B {1 (1) }) ® 1z) 29 (k)
=1
+GY! (k) (vw (k) — E {vm (k)}) :
-Demostracién-

La ecuacién del estado aumentado (3.10) se obtiene de forma inmediata, sin mé&s

que aplicar el Lema 3.4.1 a la ecuacién (3.1), es decir, tomando

ak)=z(k+1)  B(k) =z (k)
y (k) =1 V (k) = F (k)
I (k) = A (k) u (k) = w (k)

(m=n; n=n; t=u).

Para obtener la ecuacién de la observacién aumentada (3.11), aplicamos el Lema

3.4.1 a la ecuacién (3.2), tomando

a (k) =z (k) B (k) =z (k)
Y (k) = u (k) ¥ (k) = G (k)
(k) =C (k) u (k) = v (k)

(m=m; n=n; t=t).



P00 000000000090 00000 0000000000000 00000000000000200000000%00

Sistema Aumentado. Algoritmo de Filtrado Lineal 83

Las ecuaciones (3.10) y (3.11) representan un sistema con observaciones incier-
tas en el que la incertidumbre estd modelizada por el mismo ruido multiplicativo,
{u(k);k > 0}, del sistema original.

Con el fin de determinar si puede aplicarse a este sistema algin algoritmo recursivo
para la obtencién del filtro lineal, estudiamos a continuacién las propiedades del estado
inicial y los ruidos.

Claramente, el estado inicial, Xy, es un vector aleatorio con momento de segundo
orden finito, en virtud de la hipétesis 3 impuesta sobre el modelo.

Las propiedades de los ruidos {F (k)}y {G (k)} y el algoritmo que nos permitira
obtener el filtro lineal se establecen a continuacién. En primer lugar, supondremos que
los ruidos aditivos del estado y la observacién del sistema original son independientes

(Seccioén 3.5.1) y, posteriormente, generalizaremos el estudio al caso en que dichos ruidos

son correlados entre sf (Seccién 3.5.2).

3.5.1 Caso de Ruidos Aditivos Independientes

En esta Seccién vamos a tratar el caso en que la condicién inicial y los ruidos del
sistema original son independientes. Como acabamos de indicar, nuestro objetivo es el
estudio de las propiedades de los procesos ruido del correspondiente sistema aumentado,

con el fin de establecer un algoritmo de filtrado lineal para el mismo.
Propiedades de los Ruidos del Sistema Aumentado

Consideremos el sistema (3.1)-(3.2) y supongamos que se verifica la siguiente hi-

p6tesis de independencia:
zo, {w (k);k > 0},{v(k);k >0}, {u(k);k > 0} son mutuamente independientes.

En este caso, el sistema aumentado (3.10)-(3.11) verifica las hipétesis requeridas

para aplicar el filtro de Nahi (Capftulo 1, Seccién 1.4.3), como se establece en los
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siguientes resultados.

Teorema 3.5.2 Los ruidos {F (k);k >0}y {G (k);k > 0} son procesos blancos, cen-
trados, con matrices de covarianzas Q (k) y R (k), respectivamente, cuyos bloques (r, s)

vienen expresados por

(I) Qrs (k) =K {fr (k) fsT (k)}

r—1s—1

; zg E.% M_; (n) (FIr=U (k) @ AW (k)) P[ (w, w) (F=1 (k) ® AW (k)" (M2_; (n))T
(3.12)
donde
P (w,w) = vec™ [ (Luomi ® KXt e ® Iy )

((e{urmiw) - Efus-s 0} 2100}
&K1 s ® Ing ) E {2+ (k) } ].

(IT) Rys (k) = E{g- (k) g5 (k)}

r—1s—1

=p (k) | = ¥ My (m) (GF1 (k) ® C1 (k) P}’ (v,v) (G~ (k) @ CHl (k) (Mg, (m))”

=1 =0

s—1 ; ; T T
+ G (k) 3 P (v,0) (G (k) @ CH ()™ (M, (m) |

+ Gl (k) Py (v,v) GBEIT (k).
(3.13)

donde

P’ (v,v) = vec™’ [ (It,s—i K, i @ In,l)

<((B{or 0} - E{o (k) } @ E{ol1 (k)})
QK pi @ In,l)E {ml‘“‘l (k)} ] .
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Ademds, E {F (k) G* (j)} =0, para todo k y todo j.

-Demostracién-

Para obtener (3.12) aplicamos el Lema 3.4.2 a los vectores

aj (k) =az(k)=z(k+1) B (k) = B2 (k) = x (k)
1 (k) =72 (k) =1 Uy (k) = W2 (k) = F (k)
[ (k) =T2 (k)= A(k) pa (k) = p2 (k) = w (k)

(mi=n, my=n t=u; i€{l,2}).

Previamente, comprobamos que se verifican las hipétesis de dicho Lema:
(i) es cierta de forma trivial, al ser v; (k) = 2 (k) = 1.

(ii) w (k) es independiente de ({z () ,5 < k},{w (4),7 < k}), ya que {w (k)} es blan-

co y zo,{w (k)} son independientes.

Aplicando el Lema 3.4.2 a los vectores anteriores se deduce que {F (k)} es blanco y cen-

trado. La expresion (3.12) se obtiene de (3.8) teniendo en cuenta que E {v; (k) ¥ (k)} =
p1 (k) =p2 (k) = 1.

Para obtener (3.13), aplicamos el Lema 3.4.2 a los vectores

a1 (k) = az (k) = z (k) B (k) = B2 (k) = = (k)

M (k) =2 (k) = u (k) ¥, (k) = V2 (k) = G (k)
Li(k)=Ta(k)=C (k) (k) = pa (k) = v (k)
(m,;=m, n; = n, t; =t; '56{1,2}).

comprobando, en primer lugar, que se verifican las hipétesis requeridas para aplicar

dicho lema:

(i) {u(k)} es independiente de ({z (k)},{v(k)}), ya que, por hipétesis, {u(k)}es
independiente de (zg, {w (k)},{v (k)}).
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(ii) v (k) es independiente de ({z (7),7 < k},{v(j),7 < k}), ya que {v (k)} es blanco

y xo,{w (k)},{v (k)} son mutuamente independientes.

Aplicando el Lema 3.4.2 a los vectores anteriores se deduce que {G (k)} es blanco y
centrado. La expresién (3.13) se obtiene de forma inmediata, teniendo en cuenta que
E{v1(k)v2(k)} = p1 (k) = p2 (k) = p(k) y agrupando los sumandos de (3.8) de forma
conveniente.

Por ultimo, veamos que E {F (k)G' (j)} = 0, para todo k y todo j. Para ello

utilizamos la Nota 3.4.3, comprobando las hip6tesis del Lema 3.4.2 para los vectores

a1 (k) =z (k+1) B (k) =z (k)

7 (k) =1 ¥, (k) = F (k)

'y (k) = A(k) p1 (k) = w (k)
(mi=n; ni=n; t;=1u)

az (k) = z (k) B2 (k) = z (k)

Y2 (k) = u (k) W2 (k) =G (k)

I (k) = C (k) p2 (k) = v (k)

(me=m; mng=mn; ts=t)

(i) {u(k)} es independiente de ({z (k)},{w (k)},{v(k)}), en virtud de la hipétesis

de independencia mutua impuesta sobre el modelo.

(i) (w(k),v(k)) es independiente de ({z (j),j < k},{w (§),j < k},{v(4),J <k}),

por ser (zg,{w (k)},{v(k)}) mutuamente independientes.

Ademds, w (k) es independiente de v (k) y, por tanto, en virtud del Lema 3.4.2 y la
Nota 3.4.3, se tiene que E {F (k) GT (j)} = 0, para todo k y todo j. s

Teorema 3.5.3 El estado inicial, Xg, del sistema aumentado es incorrelado con los

rutdos {F (k);k >0}y {G (k) ; k > 0}.
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-Demostracion-

Observemos que

r—1

> ML (n) (FI (k) © AV (k)
=0

x_ E { ((w[r—l] (k) — E {w[f*fl (k)}) ® In,t) } E {m[‘] (k) wB’]T}
0

E{f- (k)" ]

ya que w (k) es independiente de (zg,w (0),...,w (k — 1)) y, por consiguiente, el vector
(w1 (k) — E {wl"~Y (k)}) es independiente de z!'l (k) :c([f]T.
Por otro lado,

r—1

p(k) > M_y (m) (G~ (k) @ C1 (k) )

I=1
X F { ((v[r-—l] (k) — FE {,U[r—l] (k)}) R In,z) } E {x[l] (k) x{[;]T}
+G" (k) E { (v["] (k) — E {vl"l (k)}) } E {::};1"}

0

E {gr (k) l‘gﬂT}

donde, ademés de la independencia de {u(k)} y (zo,{w (k)},{v(k)}), se ha utili-
zado que el vector v (k) es independiente de (zg,w (0),...w(k—1)) y, por tanto,
(vl (k) — E {v"l (k)}) es independiente de x([f]T y (vI=l (k) — E {oI=U (k)}) es in-
dependiente de z!¥ (k) :z:g']T. ¥

Solucién del Problema de Filtrado Lineal para el Sistema Aumentado

Como ya se ha indicado, el estado inicial X del sistema aumentado es un vector
aleatorio con momento de segundo orden finito, en virtud de la hipétesis 3 impuesta
sobre el modelo original. Por otra parte, segin se ha demostrado en los teoremas
anteriores, los ruidos aditivos {F (k)} y {G (k)} son procesos blancos centrados con

momentos de segundo orden finitos. Ademds, dichos ruidos son incorrelados entre s{
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(Teorema 3.5.2) e incorrelados con el estado inicial (Teorema 3.5.3). A partir de estos
resultados y de las hip6tesis impuestas al sistema original, se deducen las siguientes

propiedades:

(a) Para cada k, F (k) es incorrelado con Z (j) para j < k, ya que F (k) es incorrelado
con Xo,F(0),...,F(k—1),u(0),...,u(k—1),G(0),...,G(k—1).

(b) La hip6tesis de independencia mutua impuesta sobre el sistema original (3.1)-
(3.2), garantiza que u (k) y (X (k),Z(0),...,Z (k — 1)) son independientes para
todo k.

Como consecuencia de estas propiedades, el estimador lineal de menor error cua-
dratico medio, X (k/k), del estado del sistema aumentado, X (k), basado en las ob-
servaciones {Z (0), ..., Z (k) }, se puede obtener mediante el Filtro de Nahi (Capitulo 1,
Seccién 1.4.3) generalizado, al caso en que las ecuaciones del estado y la observacién
estan afectadas por los vectores deterministicos Uy v Vi, respectivamente. Esto afectard

a la expresién de la innovacién y del predictor, que ahora vendrdn dados por

Z (k/k - 1) Z(k)—pk)C(k) X (k/k—1)—Vi, k>0

X (k+1/k) A (k)X (k/k) +Us, k>0.

Observemos, ademés, que el estado inicial no es centrado (E {Xp} = Xj), lo cual afec-
tard a las condiciones iniciales del algoritmo. Concretamente, la solucién al problema
de filtrado lineal para el sistema aumentado en el caso que nos ocupa, se establece en

el siguiente Teorema.

Teorema 3.5.4 El algoritmo para los problemas de filtrado y prediccion del estado,

X (k), del sistema aumentado estd dado por

X(k/k) = X(k/k-1)+K((k)Z(k/k—-1), k>0
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X(k+1/k) = A(k)X (k/k)+Usx, k>0

X(0/-1) = X,
siendo Z (k/k — 1) la innovacién
Z(k/k—=1)=Z(k)—p(k)C (k)X (k/k—1)—Vi, k>0.
La matriz de ganancia, K (k), estd dada por

K (k)=p(k)P(k/k—1)CT (k)T (k), k>O0.

Las matrices de covarianzas de los errores de filtrado y prediccion se calculan mediante

la siguiente relacion recursiva

P(k/k) = P(k/k—=1)—K(k)II(k)KT (k), k>0
P(k+1/k) = A(k)P (k/k) AT (k) + Q (k)
P(0/~1) = Py=E{(Xo— Xo) (Xo - Xo)" }.

siendo II (k) la matriz de covarianzas del proceso innovacién,
(k) =p(k) (1 —p(k)C(k)D(k)C" (k) +p° (k) C (k) P (k/k —1)CT (k) + R (),

donde D (k) = E{X (k) XT (k)} se puede obtener de forma recursiva mediante las

relaciones siguientes

Dk) = Ak-1)D(k—1)AT(k—1)+Up_ UL, +Q(k—1)
+A(k—1)E{X (k—=1)}Ui_; + U1 E{XT (k- 1)} AT (k — 1)

D (0) E{XoX; } = Po+ XoXT

EiX(k)} = AKk-1)E{X(k-1)}+ Uk

E{X (0)} Xo.
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El Teorema 3.5.7 permite calcular el estimador lineal de menor error cuadratico
medio del estado, X (k), del sistema aumentado. Una vez obtenido dicho estimador
lineal, las n primeras componentes del mismo proporcionan el filtro polinomial de grado
v de menor error cuadratico medio del estado, z (k), del sistema original, estableciendo

de esta forma la solucién del problema planteado.

3.5.2 Caso de Ruidos Aditivos Correlados

El objetivo de esta Seccién es el estudio de las propiedades del sistema aumentado
en el caso en que los ruidos aditivos del sistema original son correlados entre si, con el

fin de establecer un algoritmo de filtrado lineal para dicho sistema aumentado.
Propiedades de los Ruidos del Sistema Aumentado

Consideremos el sistema (3.1)-(3.2) y supongamos que, ademds de las hip6tesis 1-4

impuestas en la Seccién 3.3, se verifica que

(a) Para cada k, w (k) es correlado con v (k).
(b) {u(k);k > 0} es independiente de (zq, {w (k);k > 0}, {v (k);k > 0}).

(¢) (w(k),v(k)) es independiente de (g, w (0),...,w(k—1),v(0),...,v(k—1)).

En este caso, las propiedades de los ruidos {F (k);k >0}y {G (k);k > 0} del sis-

tema aumentado se establecen en los siguientes resultados.

Teorema 3.5.5 Los ruidos {F (k);k >0}y {G (k) ; k > 0} son procesos blancos, cen-
trados, con matrices de covarianzas Q (k) y R (k), respectivamente, cuyos bloques (r, s)

vienen dados por las expresiones (3.12) y (3.13), establecidas en el Teorema 3.5.2.
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Ademds, E {F (k) GT (j)} = S (k) bkj, y el blogue (r,s) de S (k) estd dado por

Srs (k) =FE {fr (k) gf (k)}

—p(0) S T My, (n) (FI=1 (k) ® A (k) P (1,0) (G~ (k) ® O (k)T (M2 (m))”
=0 =1

+ 3 Mz, (n) (FF1 (k) @ A1 (k) P (w,) GHIT (k)
i=0 (3.14)

donde

sz (w,v) = vec ™} [ (It,s—i X K-Z:'—l,ni X In,z)
x ( (E {vls-fl (k) @ wir=1] (k)} _E { pls—il (k)} QR E {w[f-‘l (k)})
®K1,ni 03¢ In,z)E {:L'[H'ﬂ (k)} ] :

-Demostracion-

Para obtener (3.12) y (3.13), se procede como en la demostracién del Teorema 3.5.2,
teniendo en cuenta que las condiciones necesarias para aplicar el Lema 3.4.2 se verifican
también en este caso, como consecuencia de las hipétesis (b) y (¢) impuestas sobre el

sistema original.

Para completar la demostracién del teorema, debemos obtener la expresién (3.14).

Con tal fin, tomamos

Q1 (k)=$(k+1) ,81 (k)=:1:(k)
1 (k) =1 v, (k) = F (k)
Iy (k) = A(k) p1 (k) = w (k)

(mi=n; mni1=mn; t1=u)
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az (k) = z (k) B2 (k) = z (k)
Y2 (k) = u (k) Vs (k) = G (k)
I'2 (k) = C (k) p2 (k) = v (k)

(me=m; ne=mn; tz=1t)

y aplicamos el Lema 3.4.2 a estos vectores. Previamente, comprobamos que se dan las

condiciones necesarias:

(i) {u(k)} es independiente de ({z (k)},{w (k)}, {v(k)}), en virtud de la hipé6tesis

(b) impuesta sobre el modelo.

(ii) (w(k),v (k)) es independiente de ({z (5),j < k},{w (§),j < k},{v(4),j < k}),
por ser (w (k) ,v (k)) y (xo,w (0),...,w(k—1),v(0),...,v(k — 1)) independien-
tes (hipétesis (c)).

Aplicando el Lema 3.4.2 a los vectores anteriores se deduce que F {F (k) G” (j)} =0,
para todo k # j.

Por ultimo, la expresién (3.14) se obtiene de forma inmediata a partir de (3.8), sin

mas que agrupar los sumandos de forma conveniente y tener en cuenta que p; (k) =1,

p2 (k) =p(k), E{v (k) (k)} = p(k), concluyendo asf la demostracién del teorema.l

Nota 3.5.1 En virtud de la Nota 3.4.2, la hipétesis (c) de independencia impuesta
sobre el sistema (3.1)-(3.2) se puede debilitar, basta suponer que

+ w (k) y v (k) son independientes de (zg,w (0),...,w(k—1),v(0),...,v(k—1))
- (w (k) ,v(k)) es independiente de (zg,w (0),...,w (k —1)).

Finalmente, observemos que las propiedades de independencia utilizadas en la de-

mostracion del Teorema 3.5.3, siguen siendo ciertas en este caso. Por tanto, podemos

enunciar el siguiente resultado.



P00 000000000000 0006C000008000000000000006000000000DPGDCPCOGNBGOGISNNYSS

Sistema Aumentado. Algoritmo de Filtrado Lineal 93

Teorema 3.5.6 El estado inicial, Xo, del sistema aumentado es incorrelado con los

ruidos {F (k);k > 0}y {G (k) ;k > 0}.

Solucién del Problema de Filtrado Lineal para el Sistema Aumentado

Como se ha indicado anteriormente, el estado inicial Xy del sistema aumentado
es un vector aleatorio con momento de segundo orden finito. Ademaés, segiin acabamos
de demostrar, los ruidos aditivos {F (k)} y {G (k)} son procesos blancos centrados con
momentos de segundo orden finitos y dichos ruidos son incorrelados con el estado inicial.

Sin embargo, E {F (k) GT (k)} # 0y, por consiguiente, no podemos aplicar el filtro
de Nahi (Capitulo 1, Seccién 1.4.3) al sistema aumentado, ya que este filtro requiere que
los ruidos del estado y la observacién sean incorrelados entre sf. Por otra parte, el filtro
para sistemas con observaciones inciertas en presencia de ruidos correlados propuesto
por Hermoso y Linares [15] tampoco es aplicable en este caso, ya que supone que los
ruidos del estado y la observacién estdn correlados en instantes consecutivos, y no en
el mismo instante, como ocurre en el caso que nos ocupa.

Por esta razén, nos planteamos obtener un algoritmo recursivo para el problema
de filtrado lineal de menor error cuadratico medio que pueda aplicarse al sistema au-
mentado (3.10)-(3.11), suponiendo que los ruidos y la condicién inicial satisfacen las
propiedades establecidas en los Teoremas 3.5.9 y 3.9.6.

En el Apéndice C se presenta el algoritmo que proponemos, as{ como su deduccién
basada en la interpretacién geométrica de los estimadores lineales que fue presentada
en el Capitulo 2 (Seccién 2.2). Hay que indicar que, si bien el sistema aumentado no
satisface la hipétesis de independencia impuesta al sistema (C.1)-(C.2) considerado en
el Apéndice C, dicho sistema aumentado si verifica las propiedades establecidas en las

Proposiciones C.1-C.3, que son suficientes para aplicar el algoritmo. En efecto:

1. Teniendo en cuenta los teoremas 3.5.5, 3.5.6 y las hipétesis impuestas al sistema
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original, es inmediato que, para cada k, los ruidos F (k) y G (k) son incorrelados
con X (0),...,.X(k)y Z(0),...,Z(k—1).

2. Para cada k, G (k) es incorrelado con el producto « (j) X () con j < k, ya que

E {u(j) g- (k) z)T (j)} = E {u(a)u(k)}z Ty (m) (G- (k) ® Cl (k))

xE{(v"U(k)-E {'v[""" (k)}) ® I} E {1 (k) zl&)T ()}
+p (k) G (k) E {(vI] (k) — E {vI (k)}) } E {IT (5)}
=0
donde se ha utilizado que {u (k)} es independiente de (zo, {w (k)}, {v (k)}) y que
v (k) es independiente de (zg,w (0),...,w (k —1)).

3. Para cada k, la variable u (k) es independiente de (X (k),F (k)) e incorrelada
con X (k) ZT (j) para j < k. En efecto, al ser {u (k)} una sucesién de variables
aleatorias independientes y, en virtud de la hipétesis (b) impuesta sobre el sistema

original, se deduce que u (k) es independiente de (Xg, {F (k)}) e incorrelada con
G(0),...,G(k—1) para todo k.

Por consiguiente, teniendo en cuenta los resultados presentados en el Apéndice

C, obtenemos el siguiente algoritmo para el estimador lineal de menor error cua-

dratico medio, X (k/k), del estado aumentado X (k), basado en las observaciones
{Z(0),...,Z(k)}.

Teorema 3.5.7 El algoritmo para los problemas de filtrado y prediccion del estado,

X (k), del sistema aumentado estd dado por

X(k/k) = Xk/k-1)+K((k)Z(k/k-1), k>0
X(k+1/k) = A(k)X (k/k—1)+ U+ [A(k) K (k) +S (k) I~ (k)] Z (k/k — 1)

X’(O/-—-l) = Xo
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siendo Z (k/k — 1) la innovacién
Z(k/k—-1)=Zk)—pk)C(k) X (k/k—1)—Vi, k>0.
La matriz de ganancia, K (k), estd dada por
K(k)=p(k)P(k/k—1)CT (k)II~ (k), k>0.

Las matrices de covarianzas de los errores de filtrado y prediccion se calculan mediante

la siguiente relacion recursiva
P(k/k) = P(k/k—1)-K (k) II(k)KT(k), k>0
P(k+1/k) = A(k)P(k/k) AT (k) + Q (k) — S(k)II™ (k) ST (k)
~A (k) K (k) ST (k) — S (k) KT (k) AT (k)
P(0/—-1) = B
siendo II (k) la matriz de covarianzas del proceso innovacion,
I1(k) = p (k) (1 — p(k))C (k) D (k) C* (k) +p* (k) C (k) P (k/k —1)CT (k) + R (k),

donde D (k) = E{X (k) XT (k)} se puede obtener de forma recursiva mediante las

relaciones siquientes
Dk) = Ak-1)Dk-1DAT(k—-1)+Up_1 UL, +Q(k—1)
+Ak-1)E{X(k—-1)}Ui_; + U1 E{XT (k—1)} AT (k- 1)

D (0) E {Xng} = Fp + Xoxg.

con

E{X(k)} = Ak-1DE{X(k-1)}+Ur_
E{X (0} = Xp.
Una vez obtenido el estimador lineal de menor error cuadratico medio del estado,

X (k), del sistema aumentado, las n primeras componentes del mismo proporcionan el

filtro polinomial de grado v 6ptimo del estado, = (k), del sistema original.
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3.6 Sistemas Estacionarios

Como se ha comentado en los capftulos anteriores, una de las propiedades més in-
teresantes, tanto del filtro de Kalman como del filtro de Nahi, es el comportamiento
asint6tico de los estimadores y de las matrices de covarianza de los errores de esti-
macién. Para sistemas estacionarios se puede utilizar la versién steady-state de estos
filtros, que presenta enormes ventajas a la hora de calcular los estimadores.

En esta Seccién consideramos la versién estacionaria del sistema con observaciones
inciertas (3.1)-(3.2), tanto en el caso de ruidos independientes, como en el caso en que
los ruidos del estado y la observacién son correlados entre si. Hay que indicar que,
en general, los correspondientes sistemas aumentados no son estacionarios. Nuestro
objetivo es establecer condiciones bajo las cuales estos sistemas aumentados sean asin-
téticamente estacionarios (esto es, en el limite, las matrices del sistema sean constantes
y los ruidos sean estacionarios de segundo orden) con el fin de analizar, en la Seccién
3.7, si los filtros lineales que se han obtenido para dichos sistemas aumentados admiten
una forma steady-state.

La versién estacionaria del sistema con observaciones inciertas (3.1)-(3.2) viene des-

crita por las ecuaciones siguientes

z(k+1) = Az(k)+Fw(k), k>0 (3.15)
z(0) = g
2(k) = u(k)Cz(k)+Guv(k), k>0 (3.16)

donde A, F', C, G, son matrices determinfsticas constantes y {w (k) ; k > 0}, {v (k) ;& > 0}

procesos blancos centrados verificando

E{whl (k) wllT ()} = QW+, i<j, j=1,..,v

E {'v[ﬂ (k) v¥IT (k)} RO+ <4 j=1,...,v
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Ademss, suponemos que el ruido, {u (k);k 2 0}, que modeliza la incertidumbre de las

observaciones, es una sucesién de variables aleatorias de Bernoulli independientes e

idénticamente distribuidas, con
Plu(k)=1=p, k2=0.

Consideramos, como en la Seccién anterior, tanto el caso de ruidos independientes,
como el caso en que los ruidos aditivos del estado y la observacién son correlados

entre sf. En este tltimo caso supondremos, ademés de las hipétesis previas, que las

covarianzas cruzadas,
E {'w["] (k) 1T (k)} =803  ji=1,...,v

no dependen de k.

Como en la Seccién 3.5, definimos el sistema aumentado correspondiente al sistema

estacionario anterior

X(k+1) = AX(k)+U+F(k), k=0 (3.17)
X(0) = Xo
Z(k) = u(k)CX(k)+V+G(k), k=0 (3.18)

donde los vectores y matrices que intervienen estdn definidos en el Teorema 3.5.1.
Observemos que las matrices A, C y los vectores U, V no dependen de k, en virtud de
las hip6tesis impuestas sobre el sistema (3.15)-(3.16).

Hay que notar que, tanto en el caso de ruidos independientes como en el caso de
ruidos correlados, este sistema aumentado no es estacionario puesto que los ruidos
aditivos {F (k)} y {G (k)} no lo son, ya que sus matrices de covarianzas, Q (k) y R (k),
respectivamente, dependen de los vectores E {z+] (k)},1,i=0,1,...,v—1 (Teoremas

3.5.2 y 3.5.5) y, por tanto, de la evolucién del estado.
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No obstante, bajo la hipétesis de que el sistema original sea asint6ticamente estable,
es decir, la matriz A sea estrictamente estable (sus autovalores tengan médulo menor
que la unidad), vamos a demostrar que estos vectores convergen a vectores constantes
(Lema 3.6.1). Aplicando este resultado obtendremos que las matrices Q (k) y R (k)
tienen limites constantes (Teorema 3.6.3) y, consecuentemente, los procesos {F (k)} y

{G (k)} son asintéticamente estacionarios de segundo orden.

Lema 3.6.1 Si la matriz A es estrictamente estable, el proceso estado {x (k);k > 0}
verifica

lim E {z! (k)} =my, i=1,...,2v

k—o00

stendo m; la componente i-sima del vector

Moy, = ZA%V) Uay

j=0
donde
A 0 0 0
Hyy AP ... 0 Fllyec Q@
Al , Uz = | (3.19)
Hy,1 Hzyo - AP F2¥lyec Q)

y las matrices H; vienen dadas por
H; = f_, (n) (F["_l] X A[l]) ((vec Q(i_l)) ® In,g)
parat=2,...,2v,l=1,...,1— 1.

-Demostracién-
Teniendo en cuenta la ecuacién del estado (3.15), elevamos x (kK + 1) a la i-sima

potencia de Kronecker, i = 2,...,2v, obteniendo

i—1
S (k+1) = AT (k) + 3 M () (FE 0 A0 (w0 () @ L) 2l ()
s=1
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+F[‘]w[‘] (k) (320)

donde se ha hecho uso del Lema A.4.1 y de las propiedades del producto Kronecker
(ver Apéndice A).

Definiendo los vectores
m; (k) := E{a:lﬂ (k)}., k>0, i=2,...,20

y utilizando la expresién (3.20), obtenemos

i—1
mi (k + 1) = Aldm; (k) + Z Hymy (k) + Flilyec Q®
=1

donde se ha utilizado que w (k) es independiente de (zg,w (0),...,w (k — 1)) (hip6tesis
que se verifica tanto en el caso de ruidos independientes, como en el caso de ruidos
correlados) y que u ® v = vec (vul) (ver Apéndice A).

Definiendo, ahora, el vector

0

m (k) = m:z:(k) |

™Mo, (k)
podemos escribir

m(k+1) = A3, m (k) + Us,

donde A3, y Us, estédn definidos en (3.19).

Reiterando la expresién anterior, tenemos que

k
s +1) = A 0) + (34, )

=0

y, haciendo k — oo, concluimos que

kl—i-rlgo m (k) - (; Aay) Usay
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donde se ha utilizado que la matriz As, es estrictamente estable, debido a su estructura

triangular por cajas y a la estabilidad estricta de la matriz A. *

Teniendo ahora en cuenta la expresién de las matrices P P(w,w), P, i (V,0), P 7 (w,v)

definidas en los Teoremas 3.5.2 y 3.5.5, observamos que dichas matrices convergen a
limites finitos si los 2 (v — 1) primeros momentos de z (k) son convergentes. Podemos

entonces establecer, como consecuencia inmediata del Lema 3.6.1, el siguiente resultado.
Corolario 3.6.2 Si la matriz A es estrictamente estable, entonces

(i) Las matrices F; (w,w), P} (v,v) que intervienen en las expresiones (3.12),

(3.13), respectivamente, convergen a matrices constantes, concretamente

}31";';3 (w,w) : = hm P” (w,w) = vec™* [ (Iu o—i @ KL ur—l i @ In,l)

X ((vec Q("""’"'I“') — (vec Q(’_i)) ® (vec Q("'l))) R Kj i ® In,z) ml+£]
I-jl’:;:s (v,v) : = hm P7 (v,v) = vec” [ (It,s—i ® Ktq'“"‘,n* ® In,;)

X (('vec R("'““l“i) — (vec R("’“")) ® ('vec R(r“l))) R K pi ® In,z) m;.,.,']
parar,s=1,...,;{=0,...r—=1;9=0,...,8 — 1.

(i) Ademds, en el caso de ruidos correlados, las matrices P"’ (w,v) que intervienen

en la expresion (3.14) convergen también a la siguiente matriz

1",5 (w v) llm Pr i (w 'U) vec [ (It 8—1 ® K ur—1 ﬂ-" ® Iﬂ,l)

X ((vec gir=ta=i) _ (vec R("_i)) X (vec Q("'l))) R Ky pi ® In,z) ml+i]

parar,s=1,...,v;l=0,...t—1;1=0,...,8 — 1.
Como consecuencia de las propiedades anteriores, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.6.3 Si la matriz A es estrictamente estable, entonces
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(i) Las matrices de covarianzas, Q (k) = E {.7-" (k) FT (k)}, R(k)=F {g (k) GT (k)},
de los ruidos del sistema aumentado convergen a matrices constantes, Q, R, res-

pectivamente, cuyos bloques (T, s) vienen expresados por

r—1 s—1

S5 My (n) (FrH @ AY) Br (w,w) (Fle— @ A1) (M3 (n)”
=0 =0

Q‘I"B

|

r—1 s—1

Res = p| D> My (m) (Gr~1 e CW) Pl (v,v) (G ® clil)T (Mz_; (m))T
=1 =0
s—1

_ . A &I’ _
+Glr] Z Fyi (v,v) (G[""“] ® C[‘]) (M?_, (m))T] + G["]Pa’g (v,v) GIT.
=1
En consecuencia, los procesos {F (k)} y{G (k)} son asintéticamente estacionarios

de sequndo orden.

(ii) Ademds, en el caso de ruidos correlados, las matrices de covarianzas cruzadas,
S (k) = E{F (k) G" (k)}, convergen a una matriz constante, S, cuyo blogue (r, s)
estd dado por

r—1 s—1
S,s = pz ZM“‘ (n) (F{"‘—ll ® A[‘]) }'5;:;3 (w, v) (G["-i] R C[i])T (M;_; (m))T
=0 i=1
r—1
Z M._,; (n) (F =l @ Al ) }3;:68 (w,v) GEIT,
=0

-Demostracién-—

La convergencia de las matrices Q (k) y R (k) se obtiene de forma inmediata tenien-
do en cuenta las expresiones (3.12) y (3.13), y utilizando el apartado (i) del Corolario
3.6.2. Consecuentemente, los ruidos {F (k)} vy {G (k)} son asintéticamente estaciona-
rios de segundo orden, ya que son procesos centrados y sus matrices de covarianzas
tienen limite constante.

Por 1iltimo, teniendo en cuenta la expresién (3.14), la convergencia de las matrices

S (k) se deduce como consecuencia directa del apartado (ii) del Corolario 3.6.2. w
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Para completar el estudio asint6tico del sistema aumentado veamos, finalmente,

que el proceso estado {X (k)} de dicho sistema aumentado es también asintéticamente

estacionario de segundo orden.

Teorema 3.6.4 Si la matriz A es estrictamente estable, entonces
m .
lim E{X (k)} :=M= (;A) U

lim E{X (k) XT (k)} :=D= iA‘ (UUT + Q+ AMUT + UMT AT) (AT)‘.

k
e =0

En consecuencia, el proceso estado {X (k)} del sistema aumentado es asinidtica-

mente estacionario de segundo orden.

-Demostracion-

Aplicando el Lema 3.6.1 tenemos que

lim E{z! (k)}='rm, i=1,...,v

k—00

y, por tanto, teniendo en cuenta las expresiones de m; y de la matriz A, se obtiene de

forma inmediata que

M := lim E {X (k)} = (i Af) U.

k
e i—0

Por otra parte, sabemos (Teoremas 3.5.4 y 3.5.7) que la matriz D (k) = E {X (k) XT (k)}

admite la siguiente expresién recursiva
D(k) = AD (k- 1) AT + UUT + Q+ AE{X (k- 1)}UT + UE{XT (k—1)} AT.

Reiterando esta expresién, obtenemos que

k—1 k-1 .
D(k) = AD(0) (A7) + 3 AUUT (A7) + S AQ(k—i—1) (A7)

=0 1=0
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k-1 k-1 |
+ S ANE{X (k—i-1)}UT (AT)' + Y AUE{XT (k—i-1)} (A7)

1=0 i=0
k-1 k-1 |
= A*D(0) (AT)" + 3" AUUT (AT)' + Y AF—-1Q (i) (AT)*
t=0 =0
k—1 i k—1 | |
+ 3" AE{X (0)}UT (AT) T+ 3T AR E {XT (i)} (AT)
1=0 t=0

Estudiamos, a continuacién, el comportamiento asintético de cada uno de los sumandos

de esta expresion.

- El primer sumando converge a cero cuando k — o0, ya que A es estrictamente
estable debido a su estructura triangular por cajas y a la estabilidad estricta de

la matriz A.

- El segundo sumando converge a la matriz
S AUUT (A7)
=0

que es finita, en virtud de la estabilidad estricta de A.

. Veamos que el tercer sumando converge también a una matriz constante. En

efecto, sabemos que

lim Q(k) = Q

k—00

luego, para cada € > 0, existe 7. tal que
Q—el <Q(i) < Q+el, 3 > 1g

En consecuencia, para k > i. + 1, podemos escribir

te _ k—1 | |
3 A1) (A7) 4§ A1 (@) (4T
i=0 i=ic+1
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k—1 '
< ZAk-—i——IQ(i) (.AT)k""‘"l
=0
le - k—1 | -
< S AEIQa) (AT) T 4 YD AR (Qel) (AT)TT
1=0 i=1.+1

El primer sumando del miembro de la derecha de esta desigualdad converge a

cero, para k — oo, por ser A estrictamente estable. El segundo sumando se

puede expresar de la siguiente forma

k—1

Z A1 (Q +€el) (.AT)k“i_1 — Z A1 (Q 4 €l (.AT)k__i_1
1=0 i=0
k—1 | _ te | —_
— }E:Jv(xg_ksj)(P{T)‘__:Z:‘Ak—v—l(gz+_61)(Jfr)-—p—
1=0 1=0

que converge, para k — 00, a la matriz

o0 ' _

Y AN (Q+el) (AT) .

1=0
Razonando de forma andloga con el miembro de la izquierda de la desigualdad,
podemos escribir

00 _ k—1 - . . i
ZA*E(Q_EI) (AT)‘! < kEIEOZAk_i_IQ(i) (AT)kFivl < ZA!'(Q-{_&I) (AT)

1=0 =0 1=0
y, haciendo € — 0, concluimos que

k—1 _ i1 o0 | _
lim Y AFIQ () (AT)TTT =) ATQ(AT)".

k—
cmi:ﬂ =0

. En cuanto a los sumandos cuarto y quinto, puesto que

lim E{X (k)} =M,

k—o00

para cada £ > 0, existe ¢, tal que

MUT —eI < E{X ()}UT < MUY +elI, i>i.
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y, procediendo de forma totalmente andloga a como se ha hecho para el tercer

sumando, obtenemos que

k—1 _ co _
lim 3" AE{X (0)}UT (AT)" 7 = 3 A MUT (A7)
= 1=0 =0

Queda, asf, demostrado que

Pr= klim D (k)
- ZAi (UUT + Q) (AT)Z + ZAHlMUT (./-‘lT)z + Z A UMT (.AT)!-Hl
=0 1=0 =0
= > A (UUT + Q+ AMUT + UMTAT) (AT)".
=0

En consecuencia, el proceso estado {X (k)} es asintéticamente estacionario de segundo

orden, ya que, en el lfmite, sus momentos de primer y segundo orden son constantes. B

3.7 Filtro Polinomial Steady-State

El objetivo de esta Seccién es analizar si el filtro lineal obtenido tanto en la Seccién
3.5.1 (caso de ruidos independientes), como en la Seccién 3.5.2 (caso de ruidos corre-
lados), para el sistema aumentado correspondiente a un sistema original estacionario,
admite una forma steady-state. Esto permitirfa calcular, a partir de él, el filtro polino-
mial steady-state para el estado del sistema original, con las ventajas computacionales
que ello conlleva.

Como es conocido, para sistemas invariantes en el tiempo, es decir, sistemas con ma-
trices de transicién y observacién constantes, una condicién necesaria para la existencia
del filtro steady-state es la estacionariedad de los procesos asociados al sistema.

Consideremos, por tanto, el sistema estacionario (3.15)-(3.16) y su correspondiente

sistema aumentado (3.17)-(3.18).



DOV OO CIOISCPROO0000 000900000000 00000000800000000VOPVGVCVVIYVIVOINIOGNOIINONINOS

106 Estimaciéon Polinomial en Sistemas con Observaciones Inciertas

Seguin hemos probado en la Seccién 3.6, tanto en el caso de ruidos independientes
como en el caso de ruidos correlados, si el sistema estacionario original es asintética-
mente estable (su matriz de transicién, A, es estrictamente estable), los procesos ruido
{F(k)}, {G(k)} y el proceso estado {X (k)} del sistema aumentado son asintética-
mente estacionarios de segundo orden, es decir, en el limite sus momentos de primer y
segundo orden son constantes.

Por consiguiente, en el caso de independencia mutua de la condicién inicial y los |
ruidos del sistema estacionario original, si la matriz A es estrictamente estable, podemos
utilizar el filtro steady-state de Nahi (ver Tugnait [35]) para estimar el vector estado
del sistema aumentado, lo que nos proporcionar4 el filtro polinomial steady-state para
el estado del sistema estacionario original.

Supongamos ahora que los ruidos aditivos, {w (k)} y {v (k)}, que afectan al sistema
estacionario original son correlados entre sf. Con el fin de estudiar la existencia del

filtro steady-state en este caso, consideremos el siguiente sistema

X(k+1) = AX(R)+U+F(k), k>0 (3.21)
X0 = Xo
Z(k) = CX(k)+V+G(k), k>0 (3.22)

donde la ecuacién del estado coincide con (3.17), la matriz de observacién estd dada

por
Ce =pC
y el proceso {Ge (k);k > 0} es un ruido blanco centrado con

Re (k) =E{G.(k)G. (k)} =R (k) +p(1—-p)CD (k)CT, k>0

siendo

D(k)=E{X (k) XT(k)}, k>0
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las matrices dadas en el Teorema 3.5.7.

Supondremos, ademds, que el estado inicial, Xy, es incorrelado con los ruidos

{F (K)}, {Ge (K)} y que
E{F(k)GI (j)} = S (k) bk;

siendo S (k) = E {F (k) GT (k)} (Teorema 3.5.5).

El sistema (3.21)-(3.22) es un sistema invariante en el tiempo con certidumbre en
las observaciones, ya que la matriz de observacién, C., es deterministica. Ademaés, dicho
sistema, verifica las hip6tesis requeridas para aplicar el Filtro de Kalman para sistemas
con ruidos correlados (ver Balakrishnan [2]). Concretamente, el algoritmo para los
problemas de prediccién y filtrado lineales del estado X (k) del sistema (3.21)-(3.22)
viene dado mediante las siguientes ecuaciones

Xe(k+1/k) = AXe(k/k—1)+U + (AK, (k) + S (k)II] (k)) Z (k/k — 1)

X.(0/-1) = X
Xe (k/k) = Xe(k/k—1)+ Ke(k)Ze(k/k—1), k>0
siendo Z, (k/k — 1) la innovacién
Ze(k/k—1)=Z (k) —CeXc(k/k—1)—V, k>0.
La ganancia K, (k) estd dada por
Ke (k)= P (k/k—1)CII; (k), k>0

y las matrices de covarianzas de los errores de filtrado y prediccién se calculan mediante

la siguiente relacién recursiva

P.(k+1/k) = AP.(k/k) AT + Q (k) —S (k)1 (k) ST (k)
—AK, (k) ST (k) — S (k) KX (k) AT

Pe(o/"l) P

|

Fe (k/k)

P.(k/k —1) — K. (k) I (k) K (k), k2>0.
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siendo Il (k) la matriz de covarianzas del proceso innovacién,
e (k) = CeP. (k/k — 1) CT + R (k), k>0.

Comparando este algoritmo con el establecido en el Teorema 3.5.7 y teniendo en
cuenta la definicién de las matrices C. y Re (k), observamos que el estimador lineal
X (k/k) del estado del sistema (3.21)-(3.22) coincide con el estimador lineal X (k/k)
del estado del sistema aumentado, siempre que las observaciones Z (0),..., Z (k) sean
las mismas para ambos sistemas. En este sentido diremos que el sistema (3.21)-(3.22)
es equivalente al sistema aumentado (3.17)-(3.18).

Como hemos demostrado, si la matriz de transicién, A, del sistema estacionario
original es estrictamente estable, entonces el sistema aumentado (3.17)-(3.18) es asin-
téticamente estacionario de segundo orden. En consecuencia, el sistema equivalente
(3.21)-(3.22) es también asint6ticamente estacionario de segundo orden, ya que los pro-
cesos que en él intervienen coinciden con los del sistema aumentado, a excepcién del

ruido de la observacién {G. (k)}, cuyas matrices de covarianzas verifican
Jim R, (k) =R +p(1-p) CDCT =: R,
—00

siendo

D= klim D (k) (Teorema 3.6.4)
—00

Por consiguiente, tanto los ruidos {F (k)}, {Ge (k)}, como el proceso estado {X (k)}
asociados al sistema (3.21)-(3.22) son asint6ticamente estacionarios de segundo orden

y, ademéds, en virtud del Teorema 3.6.3 se tiene que

lim S (k) =S.

k—o00

Podemos, por tanto, utilizar el Filtro de Kalman steady-state para sistemas con

ruidos correlados (ver Balakrishnan [2]), el cual nos conduce al siguiente algoritmo que
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permite calcular el estimador lineal del estado del sistema equivalente
Xe(k+1/k) = AXe(k/k—1)+U + (AKe+SII,) Ze (k/k—1), k>0
X.(0/-1) = X
Xe(k/k) = Xe(k/k—1)+KeZ.(k/k—1), k>0
Ze(k/k—1) = Z (k) —CeXe(k/k—1)—V, k=>0.
K. = P.CITI;
P.=A[P. — K JIL.K!]| AT + Q — STI; ST — AK. ST — SKT AT
I, = C.P.CT + R..

Como ya hemos indicado, si las observaciones Z (0),...,Z (k) son las mismas para
ambos sistemas, se tiene que X, (k/k) = X (k/k). Teniendo esto en cuenta y sustitu-
yendo las matrices Ce y R, por sus valores, obtenemos el algoritmo steady-state para los
problemas de prediccién y filtrado del estado aumentado, que se recoge en el siguiente

teorema.

Teorema 3.7.1 St la matriz de transicion del sistema estacionario original es estric-
tamente estable, entonces el algoritmo de prediccion y filtrado presentado en la Seccion

3.5.2 admite la siguiente version steady-state
X(k+1/k) = AX(k/k—1)+U+ (AK+S07)Z(k/k—1), k>0
X0/-1) = X
X(k/k) = X(k/k-1)+KZ(k/k—1), k>0
Z(k/k—1)=2Z(k)—-pCX(k/k—-1)-V, k>0
K = pPCTII~
P=A[P- KINKT| AT + Q — STI" 8T — AKST — SKT AT

II=p(1-p)CDCt +p°CPCT +R.
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Finalmente, las n primeras componentes de X (k/k) proporcionaran el estimador

polinomial steady-state de grado v del estado del sistema original, z (k).
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Ejemplo Numeérico

Con el fin de ilustrar los resultados obtenidos en esta memoria vamos a analizar,
en un ejemplo numeérico, el comportamiento de los estimadores que proporcionan los
algoritmos de prediccién y filtrado propuestos en la Seccién 3.5 del Capftulo 3 para
sistemas con observaciones inciertas, tanto en el caso de ruidos mutuamente indepen-
dientes (Teorema 3.5.4), como en el caso de ruidos correlados (Teorema 3.5.7).

Hay que indicar que, para el estudio que nos proponemos, no es necesario obtener
los estimadores de forma explicita, ya que el cdlculo de las matrices de covarianza de
los errores de estimacién es independiente de la obtencién del filtro y el predictor. Esto
permite determinar una medida de la bondad de la estimacién sin necesidad de calcular
explicitamente los estimadores.

Para obtener, en cada iteracién del algoritmo, las matrices de covarianza del error
asociado al estimador polinomial de grado v > 1 arbitrario, hemos realizado un pro-
grama con “MATLAB” que ha sido aplicado, considerando v = 1, v = 2 y v = 3, al

ejemplo que describimos a continuacién.

Consideremos el siguiente sistema escalar estacionario con observaciones inciertas

111
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z(k+1) = 1/2z(k)+w(k), k>0
z(0) = zp

2(k) = ukk)z(k)+v(k), k>0

donde {w(k);k >0} y {v(k);k > 0} son sucesiones de variables aleatorias indepen-

dientes e idénticamente distribuidas, centradas, con funcién masa de probabilidad

P[w(k)=——1]=%g, P[w(k)=3]=%, p[w(k)zg]zl_ls_
P[’v(k)=1]=%g, P[v(k)=—3]=%, p[v(k)_:_g]:l_ls__

Para el estudio del problema de estimacién polinomial de grado v < 3 necesitamos los
momentos Q) = E{w' (k)} y R®Y) = E{v*(k)} (i =1,...,6) de estas variables, que

vienen dados por

Q=0 Qo= o0®_128 Hw_12 5 _920 e _ 88819
3 3 3 3 3
RV =0, RO =2, RO="2 po 1B pe_ 90 pe 8819

El ruido multiplicativo {u (k);k > 0} es una sucesién de variables aleatorias de
Bernoulli independientes e idénticamente distribuidas con pardmetro p.

El estado inicial, zg, es una variable aleatoria centrada con momentos
E{z}} =1, E{as3}=0, E{z§}=3, E{sf}=0, E{z§} = 15.

Este sistema fue considerado por Garcfa-Ligero et al. [12] para el estudio del proble-
ma de estimacién polinomial de segundo grado en sistemas con observaciones inciertas
bajo la hipé6tesis de independencia mutua del estado inicial y los ruidos. Nuestro ob-

jetivo es ahora, por una parte, y bajo la misma hipétesis de independencia mutua,
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analizar el problema de estimacién polinomial de tercer grado (Caso 1) y, por otra,
bajo hipétesis més débiles sobre la independencia de los ruidos del sistema, analizar los
problemas de estimacién lineal, cuadratica o polinomial de segundo grado y ciibica o
polinomial de tercer grado (Caso 2).

Caso 1: Ruidos Aditivos Independientes

Supongamos, en primer lugar, de acuerdo con el desarrollo tedrico llevado a cabo
en la Seccién 3.5.1, que el estado inicial y los ruidos son mutuamente independientes.

Para este sistema, hemos realizado cincuenta iteraciones del algoritmo propuesto
para los problemas de filtrado lineal, polinomial de segundo grado y polinomial de
tercer grado. Las Tablas 1-4 muestran, para distintos valores del pardmetro p, las
varianzas de los errores de estimacién obtenidas en cada una de las iteraciones del
algoritmo.

Indicamos, seguidamente, algunos comentarios sobre los resultados reflejados en las

Tablas 1-4.

- Confirmando los resultados teéricos, en cada una de las tablas se aprecia que la
varianza del error cometido al estimar el estado mediante una funcién polinémica
de las observaciones disminuye al aumentar el grado de dicha funcién. Ademés,
la utilizacién de un estimador polinomial de grado v > 1 puede mejorar, de forma

considerable, al ampliamente utilizado estimador lineal.

- S1 comparamos ahora las distintas tablas, el estudio realizado para diferentes
valores de p pone de manifiesto que, como intuitivamente podfa pensarse, a me-
dida que aumenta la probabilidad de falsa alarma, las varianzas de los errores de

estimacién (lineal, cuadréatica y ciibica) también aumentan.

Si p = 1, tenemos un sistema con certidumbre en las observaciones y el algoritmo

propuesto coincide con el Filtro de Kalman. En este caso extremo, las varianzas
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de los errores de estimacién son mas pequenas que para cualquier otro valor de
p < 1. Por consiguiente, si a un sistema con observaciones inciertas le aplicase-
mos el Filtro de Kalman, las conclusiones obtenidas serfan poco fiables ya que,
dependiendo del valor de p, las varianzas de los errores de estimacién podrfan ser

hasta cuatro veces mayores que las obtenidas ignorando la incertidumbre de las

observaciones.

El otro valor extremo, p = 0, no ha sido considerado ya que, en este caso, las
matrices de ganancia se reducen a la matriz nula y, por tanto, las observaciones
(que en este caso serfan \inicamente ruido) no son tenidas en cuenta para el cédlculo

de los estimadores.

. Como antes indicamos, se han realizado cincuenta iteraciones del algoritmo para
los problemas de estimacién lineal, cuadratica y cibica. Notemos no obstante
que, como puede observarse en cada una de las tablas, los valores de las varianzas

de los errores de estimacién se estabilizan a partir de una determinada iteracién.

También hemos considerado, parap =1/4, p =1/2, p=3/4 y p = 1, los valores
steady-state de las varianzas de los errores del estimador lineal, p, polinomial de segundo
grado, P?, y polinomial de tercer grado, P}, del estado z (k) del sistema estacionario
propuesto (notemos que este sistema es asintéticamente estable).

La Tabla 5 muestra dichas varianzas steady-state; la relacién entre p, P4 y P}, pone
de nuevo de manifiesto que los estimadores polinomiales que proporciona el método
propuesto mejoran al lineal.

Notemos, por iltimo, que estos resultados obtenidos en el anélisis steady-state
coinciden con los valores establecidos en las Tablas 1-4, ya que, como antes senalamos,
a partir de una determinada iteracién, los valores de las varianzas de los errores de
estimacion se estabilizan. Por tanto, la Tabla 5 nos conduce de nuevo a las mismas

conclusiones que hemos indicado anteriormente.
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p=1/4

k | Lineal p(k/k) | Cuadrédtico P} (k/k) | Cabico P, (k/k)
0 0.990506329114 0.967039203673 0.966913692677
1 6.241718360211 0.419092376429 2.397192491204
2 7.425834548711 6.330992002089 6.311959377084
3 7.691138048843 6.524903715516 6.507614936999
4 7.750587334910 6.567132775062 6.550395167887
9 7.763929886852 6.576482740700 6.559892273295
6 7.766930522291 6.578580017955 6.562025859497
7 7.767606876944 6.579055794053 6.562510177421
8 7.767759707698 6.579164851028 6.562621175187
9 7.767794334109 6.579190093757 6.562646846196
10 | 7.767802201835 6.579195990353 6.562652834729
11 | 7.767803994994 6.579197379608 6.562654243154
12 | 7.767804405006 6.579197709509 6.562654576919
13 | 7.767804499077 6.579197788413 6.562654656568
14 | 7.767804520737 6.579197807406 6.562654675696
15 | 7.767804525743 6.5079197812004 6.962654680316
16 | 7.767804526905 6.579197813122 6.562654681438
17 | 7.767804527175 6.579197813396 6.962654681711
18 | 7.767804527238 6.579197813463 6.562654681778
19 | 7.767804527253 6.579197813479 6.562654681794
20 | 7.767804527257 6.579197813483 6.562654681798
21 7.767804527258 6.579197813484 6.562654681799
> 22 | 7.767804527258 6.579197813485 6.562654681800

Tabla 1 Probabilidad de falsa alarma: 1 — p = 3/4

p (k/k) varianza del error del filtro lineal
P% (k/k) varianza del error del filtro polinomial de segundo grado

P}, (k/k) varianza del error del filtro polinomial de tercer grado
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p=1/2

k | Lineal p(k/k) | Cuadréatico P# (k/k) | Cibico P (k/k)
k 0 | 0.963414634146 0.908045365031 0.900717278692
1 2.451324532453 4.074714855283 4.072384033166
2 6.251812443155 4.601689671596 4.601118721031
3 6.395932179435 4.701568221955 4.700797044576
4 6.422716763398 4.721940555710 4.721043486481
9 6.427896612267 4.726312044702 4.725381339894
6 6.428943063248 4.727287256750 4.726349834960
7 6.429163948175 4.727511554897 4.726573108422
8 6.429212494605 4.727564374744 4.726625847054
9 6.429223537291 4.727577035448 4.726638528066
10 | 6.429226118682 4.727580109585 4.726641616014
11 6.429226734648 4.727580862898 4.726642374568
12 | 6.429226883824 4.727581048682 4.726642562017
13 | 6.429226920329 4.727581094703 4.726642608523
14 | 6.429226929325 4.727581106138 4.726642620092
15 | 6.429226931553 4.727581108985 4.726642622974
16 | 6.429226932107 4.727581109694 4.726642623693
17 | 6.429226932245 4.727581109871 4.726642623873
18 | 6.429226932279 4.727581109916 4.726642623918
19 | 6.429226932288 4.727581109927 4.726642623929
20 | 6.429226932290 4.727581109929 4.726642623932
21 6.429226932290 4.727581109930 4.726642623933
> 22 | 6.429226932291 4.727581109930 4.726642623933
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Tabla 2 Probabilidad de falsa alarma: 1 —p =1/2
p (k/k) varianza del error del filtro lineal
P% (k/k) varianza del error del filtro polinomial de segundo grado

P?, (k/k) varianza del error del filtro polinomial de tercer grado
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p=3/4
k Lineal p (k/k) | Cuadrético P? (k/k) | Cubico Py (k/k)

0 0.920588235294 | 0.835319323454 r 0.808275337315
1 4.411365756456 2.687307201861 2.681406469136
2 4.846790991366 2.935863770566 2.927159835761
3 4.907096966113 2.980754799532 2.971132894904
4 4.917028784420 2.989899490885 2.980176826295
5) 4.918967636863 2.991903944400 2.982189686796
6 4.919394787721 2.992365464889 2.982659759627
7 4.919495485467 2.992475220504 2.982772780852
8 4.919520015636 2.992501858991 2.982800424359
9 4.919526080025 2.992508404877 2.982807252208
10 4.919527588913 2.992510025228 2.982808947951
11 4.919527965372 2.992510428038 2.982809370378
12 4.919528059406 2.992510528419 2.982809475783
13 4.919528082906 2.992510553469 2.982809502107
14 4.919528088780 2.992510559725 2.982809508684
15 4.919528090249 2.992510561288 2.982809510328
16 4.919528090616 2.992510561679 2.982809510739
17 4.919528090708 2.992510561777 2.982809510842
18 | 4.919528090731 2.992510561801 2.982809510868
19 4.919528090736 2.992510561807 2.982809510874
> 20 | 4.919528090738 2.992510561809 2.98280_95 10876

Tabla 3 Probabilidad de falsa alarma: 1 —p=1/4
p (k/k) varianza del error del filtro lineal

P% (k/k) varianza del error del filtro polinomial de segundo grado

P}, (k/k) varianza del error del filtro polinomial de tercer grado
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p=1
k Lineal p(k/k) | Cuadratico P? (k/k) | Ciubico Py, (k/k) |

0 | 0.863636363636 | 0.751511163652 | 0.690833015793
1 3.219739292365 1.268196928910 1.246786686097
2 3.355876559422 1.291277161683 1.260557605346
3 3.363379775742 1.293774801377 1.261373025291
4 3.363792216698 1.294063001874 1.261439104948
5 3.363814884660 1.294096457876 1.261445113609
6 3.363816130492 1.294100344758 1.261445683091
7 | 3.363816198963 1.294100796384 1.261445737861
8 3.363816202727 1.294100848860 1.261445743156
9 3.363816202933 1.294100854957 1.261445743669
10 | 3.363816202945 1.294100855666 1.261445743718
11 | 3.363816202945 1.294100855748 1.261445743723
12 | 3.363816202945 1.294100855758 1.261445743724
> 13 | 3.363816202945 | 1.294100855759 1.261445743724

Tabla 4 Probabilidad de falsa alarma: 1

=0

A N X N N X ENE N X NENENENNENENNNENNNENENENNNXNNNNNENENNRERNNERNNNL NENNNDN-NLNNNNLNNLHNN.

p (k/k) varianza del error del filtro lineal
P? (k/k) varianza del error del filtro polinomial de segundo grado

P?, (k/k) varianza del error del filtro polinomial de tercer grado

p Lineal p Cuadratico P34 | Cubico Py
1/4 | 7.767804527258 | 6.579197813485 ' 6.962654681800
1/2 | 6.429226932291 | 4.727581109930 | 4.726642623933
3/4 | 4.919528090738 | 2.992510561809 | 2.982809510876

1.294100855759 | 1.261445743724

1 | 3.363816202945

Tabla 5  varianza steady-state del error del filtro lineal
P{, varianza steady-state del error del filtro polinomial de segundo grado

P, varianza steady-state del error del filtro polinomial de tercer grado
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Caso 2: Ruidos Aditivos Correlados
Supongamos ahora, de acuerdo con el desarrollo tedrico llevado a cabo en la Seccién
3.5.2, que los ruidos aditivos, {w(k);k > 0} y {v(k);k > 0}, que afectan al sistema

no son independientes entre sf, sino que su funcién masa de probabilidad conjunta est4

dada por

14/18, siw=-1,v=1
1/18, siw=-1,v=-9
1/18, slw=3v=1
1/18, siw=3,v=-3
1/18, siw=9,v=-3

Plw (k) =w,v(k)=v] =

0, en otro caso

de modo que las distribuciones marginales de w (k) y v (k) coinciden con las establecidas
en el Caso 1. Para i,j < 3, los momentos bidimensionales S(") = E {w' (k)7 (k)}

vienen dados por

Shl) = —38/18 821 = _256/18 B = —2246/18
S(12) — 16/18 S(22) — 914/18 S$3:2) — 6736/18
S(1.3) — 394/18 S$(23) = —3136/18 S@33) = _19670/18.

También en este caso hemos implementado el algoritmo propuesto para los pro-
blemas de filtrado lineal, polinomial de segundo grado y polinomial de tercer grado.
Las Tablas 6-9 muestran, para diferentes valores del pardmetro p, las varianzas de los
errores de estimacién obtenidas en cada iteracién del algoritmo. Nuevamente, hemos
realizado cincuenta iteraciones del algoritmo, si bien, como ocurria en el caso anterior,
los valores de las varianzas de los errores de estimacién se estabilizan a partir de una
determinada iteracién.

Hay que indicar que todos los comentarios realizados en el Caso 1, acerca de los

resultados reflejados en las tablas, pueden efectuarse también en este caso.
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p=1/4
k| Lineal p(k/k) | Cuadratico P} (k/k) | Cubico P} (k/k)
0 | 0.990506329114 |  0.967039203673 0.966913692677
1 | 5702328047137 |  4.117175374773 3.479212258148
o | 7.161214853975 |  6.004948078018 4.500581372394
3 | 7585100184746 |  6.565350250427 4.868804973698
4 | 7706456901835 |  6.722083828858 4.999142907009
5 | 7741044216893 |  6.765315812569 5.044560870499
6 | 7750886393493 |  6.777183964222 5.060240095797
7 | 7753684653795 |  6.780435436946 5.065620759018
8 7.754479748904 6.781325358217 0.067459753337
9 | 7754705554135 |  6.781568803186 5.068086472042
10 | 7.754769655006 |  6.781635380552 5.068299610506
11 | 7.754787845005 |  6.781653585081 5.068371986422
12 | 7.754793005129 |  6.781658562291 5.068396536113
13 | 7.754794468530 |  6.781659922986 5.068404856541
14 7.754794883444 6.781660294959 5.068407674835
15 | 7.754795001057 |  6.781660396641 5068408620028
16 | 7.754795034380 |  6.781660424436 5068408951985
17 | 7.754795043834 |  6.781660432033 5068409061268
18 | 7.754795046510 |  6.781660434110 5.068409098241
19 | 7.754795047268 |  6.781660434678 5.068409110748
20 7.754795047483 6.781660434833 0.068409114978
21 7.754795047544 6.781660434875 0.068409116409
22 | 7754795047561 |  6.781660434887 5.068409116893
23 | 7.754795047566 |  6.781660434890 5.068409117057
24 | 7.754795047567 |  6.781660434891 5.068409117112
29 7.754795047568 6.781660434891 0.068409117131
26 7.754795047568 6.781660434891 0.068409117137
> 97 | 7.754795047568 |  6.781660434891 5.068409117140

Tabla 6 Probabilidad de falsa alarma: 1 — p = 3/4
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p=1/2

Lineal p (k/k) | Cuadréatico P? (k/k)

Cibico P3, (k/k)

© 00 N4 O Ot s W N = O

Vwbawwwl—-t—*r—tr—r—ll—lr—ii—tr—-li—-
ghwwuowmﬂmmﬁwmuo

+

0.963414634146
5.104606345744
6.330361641887
6.648480506303
6.728738282835
6.748848205849
6.753878528664
6.755136286991
6.755450737674
6.755529351039
6.755549004424
6.755553917772
6.755555146110
6.755555453194
6.755555529965
6.755555549158
6.755555553Y56
6.755555555156
6.755555555456
6.755555555531
6.755559555549
6.755555555554
6.7555995955590
6.755559999999
6.755555955956

6.7555559555556

0.908045365031
3.689028696690
4.696630201960
4.919386765992
4.968104504144
4.978932453469
4.981370336840
4.981924094677
4.982050677478
4.982079757293
4.982086466631
4.982088020826
4.982088382249
4.982088466619
4.982088486390
4.982088491041
4.982088492139
4.982088492399
4.982088492461
4.982088492476
4.982088492480
4.982088492481

4.982088492481

4.982088492481
4.982088492481
4.982088492481

0.900717278692
3.335551262015
4.134665534477
4.374026791362
4.444930365818
4.465870744634
4.472061661955
4.473893681932
4.474436064267
4.474596667782
4.474644225199
4.474658307381
4.474662477049
4.474663711606
4.474664077117
4.474664185328
4.474664217363
4.474664226846
4.474664229654
4.474664230485
4.474664230731
4.474664230803
4.474664230825
4.474664230831
4.474664230833
4.474664230834

Tabla 7 Probabilidad de falsa alarma: 1 —p = 1/2
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FEjemplo Numérico

p=3/4
k | Lineal p(k/k) | Cuadratico P2 (k/k) | Cubico P3 (k/k) |
0 | 0920588235204 |  0.835319323454 | 0.808275337315
1| 4224324001530 | 2.630824792828 2474391381554
2 0.027107221591 3.031280927760 2.880056914994
3 | 5193114781050 |  3.098445198067 2.978712152145
4 | 5226555094042 |  3.110959148435 3.001984973966
5 | 5.233200812426 |  3.113513274006 3.007399124302
6 | 5.234671377013 |  3.114067597159 3.008661686352
7 | 5.234953350956 |  3.114193014483 3.008957570490
8 5.235012079548 3.114222226911 3.009027215666
0 | 5235024483272 |  3.114229173089 3.009043668399
10 | 5235027144277 |  3.114230849323 3.009047567428
11 | 5235027724502 |  3.114231258108 3.009048494114
12 9.235027853126 3.114231358547 3.009048714968
13 | 5.235027882106 |  3.114231383355 3.009048767744
14 | 5235027888737 |  3.114231389505 3.009048780388
15 | 5235027890276 |  3.114231391033 3.009048783425
16 5.235027890638 3.114231391414 3.009048784156
17 | 5235027890724 |  3.114231391509 3.009048784333
18 | 5235027890745 |  3.114231391533 3.009048784376
19 | 5.235027890750 |  3.114231391539 3.009048784386
20 0.230027890751 3.114231391540 3.009048784389
21 | 5235027890751 |  3.114231391540 3.009048784389
> 22 | 5235027890751 |  3.114231391541 3.009048784389

Tabla 8 Probabilidad de falsa alarma: 1 —p=1/4
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Ejemplo Numérico

p=1

Lineal p(k/k)

Cuadrético P? (k/k)

Cibico P3, (k/k)

© 00 N O OB W N = O >

= S
w N = O

14
> 15

0.863636363636
3.140462550393
3.497391194192
3.546234378688
3.592787665981
3.553664576139
3.553781875510
3.553797565240
3.993799663854
3.953799944558
3.553799982104
3.593799987126
3.993799987798
3.953799987888
3.853799987900
3.953799987902

0.751511163652
1.266121478249
1.293300750027
1.296985087723
1.297721962229
1.297852933684
1.297873746555
1.297876833037
1.297877272289
1.297877333278
1.297877341621
1.297877342752
1.297877342904
1.297877342925
1.297877342928
1.297877342928

0.690833015793
1.218888312376
1.278778328865
1.292321849082
1.294768324493
1.295153407389
1.295210684321
1.295219040349
1.295220254587
1.295220431286
1.295220457067
1.295220460837
1.295220461389
1.295220461470
1.295220461482
1.295220461484

Tabla 9 Probabilidad de falsa alarma: 1 —p =0
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Para completar el estudio, hemos considerado los valores steady-state de las varian-

zas de los errores asociados al filtro lineal, cuadratico y cibico. La Tabla 10 muestra

dichos valores para diferentes probabilidades de falsa alarma, poniendo de manifiesto,

una vez mas, que la utilizacién de un estimador polinomial de grado v > 1 puede

mejorar, considerablemente, al tradicional estimador lineal. Notemos que, al igual que

en el caso anterior, estos resultados obtenidos en el an4lisis steady-state coinciden con

los establecidos en las Tablas 6-9, ya que como indicamos antes, a partir de una cierta

iteracién, los valores de las varianzas de los errores de estimacién se estabilizan.
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Ejemplo Numérico

p Lineal p | Cusdrético 2 | Chibico P
* 1/4 | 7.754795047568 | 6.781660434891 | 5.068409117140
1/2 | 6.755555555556 | 4.982088492481 | 4.474664230834
3/4 | 5.235027890751 | 3.114231391541 | 3.009048784389
1 3.553799987902 | 1.297877342928 | 1.295220461484

Tabla 10 7 varianza steady-state del error del filtro lineal

P}, varianza steady-state del error del filtro polinomial de segundo grado

P}, varianza steady-state del error del filtro polinomial de tercer grado

Para concluir senalemos que, aunque los Casos 1 y 2 se comportan de forma andloga

en lo que se refiere al comportamiento de los filtros (lineal, cuadrédtico y ciibico) y

también a los distintos valores considerados para la probabilidad de falsa alarma, los

resultados obtenidos no permiten hacer ningiin comentario respecto a la relacién entre

ambos casos.

En efecto, comparando las Tablas 5 y 10 observamos que, s6lo para el filtro cua-

dréatico, las varianzas de los errores del Caso 1 son menores que las del Caso 2 para

cualquier valor de p. Para los filtros lineal y ciibico, estos valores son menores o mayores,

dependiendo de la probabilidad de falsa alarma que se considere.
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Apéndice A

Algunos Resultados de Calculo

Matricial

A.1 Producto Kronecker de Matrices

Sea A una matriz n X m y B una matriz p X q. Se define el producto Kronecker de

las matrices A y B como una matriz np X mq dada por

auB almB
AR B =

anl.B ces ant

donde a;; son las componentes de la matriz A. Para v > 2, notaremos mediante A

la matriz AVl & A.

El producto Kronecker de dos vectores u € R" y v € RP se define de forma anélo-

ga, sin més que considerar los vectores como matrices de dimensiones n X 1 y p x 1,
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respectivamente. De este modo, se tiene que

u1v

URU = ' c R™P

UnvV
siendo u1, ..., U, las componentes del vector w.

Si A, B, C'y D son matrices de dimensiones adecuadas y a € R, se pueden demostrar

las siguientes propiedades (Dfaz y Gutiérrez [10], Magnus y Neudecker [26])
(i) AR BRIC=AQ(BR(C)=(A®B)®C
(i) (A+B)®(C+D)=AQC+AQD+B®C+B®D
(ii) (A® B)(C® D) =(AC) ® (BD)
(iv) aRA=aA=Aa=ARa
(v) (A® B)' = (AT ® BT)

(vi) (A® B)™' = (A"'® B71)

(si las matrices A y B son singulares esta propiedad sigue siendo véalida sin maés

que utilizar la pseudoinversa de Moore-Penrose).

(vii) Si A € R™™™ y B € RP*P son matrices con autovalores Ay,...,An y 61,...,06p,

respectivamente, entonces los np autovalores de A ® B estdan dados por

A,'éj i=1,...,n, j=1,...,p.

A.2 Operador vec o stack

Se define la operacién vec o stack de una matriz A = ((a;;)) i=1,...,n» COmMO
I=1,....,m2

vec (A) = (a11; s Bnils s s s Bias ...,a,nm)T :
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La relacién entre el producto Kronecker de vectores y el operador vec es la siguiente
u @ v = vec (vuT)

siendo u y v vectores de dimensiones arbitrarias. Esta propiedad se puede generalizar

al caso matricial, teniéndose que

vec (ABC) = (CT ® A) vec (B)

siendo A, B, C' matrices de dimensiones apropiadas.

A.3 Matriz Conmutaciéon o Permutacion

Dada una matriz A de dimensién n x m, los vectores vec (A) y vec (A7) se pueden
obtener uno a partir del otro mediante una permutacién adecuada de las componentes.

Existe, por tanto, una tnica matriz que notaremos K, ,,, de dimensién nm x nm,

llamada matriz conmutacion o permutacidon, tal que
K, mvec(A) = vec (AT)

(si m = n, suele utilizarse la notacién K,z en lugar de K,, ).

Se puede demostrar que
Ko = Ken = Kpa:

Ademsés, es claro que
Kni1=Kipn=1I,:

donde I, ; es la matriz identidad nt x n'.

La propiedad clave de la matriz conmutacion es que permite “permutar” el producto

Kronecker (de ahf el nombre de matriz conmutacién o permutacién). Concretamente,
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se verifica que

Kpn(A®B) = (BQA)Kym
Kpn(A®B)K,,, = B®A
Kpn(ARv) = v®A
Knp(v®A) = AQu
Knp(v®u) = u®u

siendo A, B matrices de dimensién n X m y p X g, respectivamente, y u, v vectores de
dimensién n X 1 y p X 1, respectivamente.
Un estudio més completo sobre la matriz conmutacién y otros aspectos de célculo

matricial puede encontrarse en Dfaz y Gutiérrez [10] o en Magnus y Neudecker [26].

A.4 Potencia Kronecker de un Binomio

Sean a, b vectores de dimensién n X 1 y h > 0 un entero cualquiera. Se puede

demostrar (véase Carravetta et al. [4], paginas 1669-1670) el siguiente resultado.

Lema A.4.1 Para cualquier entero h > 0, los coeficientes matriciales de la potencia

del binomio

h
(a+b)H = Z M} (n) (a[k] R b[h—k])
k=0

constituyen un conjunto de matrices { Mg (n), My (n),...,Mp (n)} tal que

M(? (n) MJ}: (n) = Inn

M! (n) = (M,?‘l (n) ® In,l) + (M,f;:jl (n) ® Gh__k)  1<k<h-—1

donde
Gi=In1®Gi1-1) (G1®I,1-1), Gi1=KL.
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Apéndice B

Algoritmo de Prediccion y

Filtrado para Sistemas con Ruido

de la Observaciéon Correlado

Consideremos el siguiente sistema lineal con vector estado n-dimensional, = (k), y

vector observacién m-dimensional, z (k)

zk+1) = ®k)z(k)+w(k), k=0 (B.1)
I (0) = I
2(k) = H((k)z(k)+v(k), k=0. (B.2)

Sobre los ruidos, {w(k);k >0} y {v(k);k > 0}, y el estado inicial, zp, de este

sistema imponemos las siguientes hipétesis:
1. {w (k) ;k > 0} es un proceso ruido blanco n-dimensional centrado con

E{w(k)w’ (k)} =Q (k).
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2. {v(k);k > 0} es un proceso m-dimensional centrado con
E{v(k)v" (j)} = R(k,j), k,j>0.
3. El estado inicial g es un vector aleatorio centrado con

E {zoz} } = P.

4. Los ruidos {w (k);k > 0} y {v (k) ; &k > 0} son incorrelados entre sf e incorrelados

con el estado inicial xg.

Nuestro objetivo es obtener un algoritmo de filtrado lineal para el sistema (B.1)-
(B.2) bajo las hipétesis 1-4 antes mencionadas. Para ello haremos uso de las siguientes
propiedades (consecuencias directas del Teorema de la Proyeccién Ortogonal): si y (k) €

L%~ (2, A, P), y notamos mediante § (k/5) el estimador lineal de menor error cuadrético
medio de y (k) basado en 2 (0),...,2 (), entonces

- 9 (k/j) es el tnico elemento del subespacio generado mediante transformaciones

lineales de 2z (0), ...,z (j) que verifica
E{j(k/j)z" (@)} =0, a=0,...,j
siendo g (k/j) =y (k) — g (k/J).

- y(k/3)=9(k/j—1)+Fy(k,j)[2(F) — 2(j/F — 1)], siendo F, (k,j) una matriz a

determinar.

B.1 Predictor en Funcién del Filtro

Como ya hemos senalado, el Teorema de la Proyeccién Ortogonal garantiza que

Z (k + 1/k) es la tinica combinacién lineal de las observaciones z (0), ..., z (k) tal que

E{z(k+1)2" ()} =E{2(k+1/k) 2T (j)}, j=0,..,k
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Ahora bien, utilizando la ecuacién del estado (B.1) y la incorrelacién de los ruidos y la

condicién inicial, tenemos que

® (k) E{z (k) 2" ()} + E {w (k) 2" (5)}
® (k) E{&(k/k)2" (1)}, F=0,...k

|

E{z(k+1) 21 (5)}

y, por tanto,

# (k + 1/k)
#(0/ — 1)

®(k)z(k/k), k=0

E{:Eo} = (.

De esta relacién entre el predictor y el filtro y de la ecuacién del estado, se deduce la

siguiente expresién para el error de prediccién

z(k+1/k) = ®(k)z(k/k)+w(k), k>0
z(0/—-1) = =xzo.
Su matriz de covarianzas, P (k + 1/k) = E{Z (k+ 1/k)Z" (k+ 1/k)}, teniendo en
cuenta las hip6tesis de incorrelacién impuestas al sistema, viene dada por
Pk+1/k) = ®k)P(k/k)®T (K)+Q(k), k>0

PO/ —1) P

siendo
P(k/k) = E{z (k/k)z" (k/k)}, k=>0.
B.2 Proceso Innovacion

En virtud del Teorema de la Proyeccién Ortogonal, Z (k/k — 1) es la tinica combina-

cién lineal de las observaciones z (0), ..., z (k — 1) que verifica

E{z(k)zT ()} =E{2(k/k-1)2" ()}, 7=0,...,k—1.
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Teniendo en cuenta la ecuacién de la observacién (B.2) y, aplicando de nuevo el Teorema

de la Proyeccién Ortogonal, se tiene que

H (k) E {z (k)2 ()} + E{v(k)2" (4)}
H(k)E{z(k/k—1)zT ()} + E{o (k/k—1) 2" (j)}

E {z (k) 2T (J)}

y concluimos que

5 (k/k —1)
z2(0/—-1)

H(k)&(k/k—1)+d(k/k—1), k>0
E{z(0)} =0.

Asf, el proceso innovacién del problema que nos ocupa viene dado por

5 (k/k —1)
7(0/ —1)

H(k)Z(k/k—1)+5(k/k—1), k>0

z2(0).
Su matriz de covarianzas, I (k) = E {Z (k/k — 1) zT (k/k — 1)}, estd dada por

(k) = H(k)P(k/k—1)H' (k) + Py, (k,k/k — 1)
+H (k) PT (k,k)+ P, (k,k) HY (k), k>0
siendo

Py (k1)

Pov (k,1/7)

E{ok/l-1)z" (1/1-1)}, 1<k

E{v(k/j)o" (1/5)}, JF<I<FK

En efecto, puesto que los estimadores son ortogonales a los errores de estimacion, te-
nemos que

E{z(k/k—1)z" (k/k—1)} =0,

por tanto,
I1(k) = E{z(k)z" (k/k—1)}
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y, utilizando la ecuacién de la observacién, obtenemos que
I1(k)=H (k)E{z (k) 2" (k/k—1)} + E{v (k) 2T (k/k —1)}.
Sustituyendo ahora la expresién obtenida para z (k/k — 1), podemos escribir

I(k) = H(k)E{z(k)z" (k/k—1)}HT (k) + E {v (k) 37 (k/k — 1)}
+H (k) E {z (k)?" (k/k —1)} + E {v (k) zT (k/k — 1)} HT (k).

Por iltimo, aplicando de nuevo que los estimadores y los errores de estimacién son

ortogonales, concluimos que

(k) = H (k) E{Z (k/k—1)&" (k/k— 1)} HT (k) + E {# (k/k — 1) %7 (k/k — 1)}
+H (k)E{z (k/k—1)v" (k/k—1)} + E{® (k/k — 1) & (k/k— 1)} HT (k)
= H (k) P (k/k — 1) H* (k) + Py, (k,k/k — 1) + H (k) PT (k,k) + P, (k, k) HT (k).

B.3 Filtro en Funcién del Predictor

Como antes sefialdbamos, el Teorema de la Proyeccién Ortogonal garantiza que
z(k/k)=z(k/k—1)+ F,(k,k)Z(k/k—1), k>0.
Para determinar la matriz de ganancia F; (k, k), consideremos el error de estimacién
z(k/k)=z(k/k—1)— F,(k,k)zZ(k/k—1), k>0.

Puesto que Z (k/k) es ortogonal a z (k), se tiene que

o
|

E{z(k/k—1)2" (k)} — Fy (k,k) E {Z (k/k — 1) 2T (k)}
E{z(k/k—1)2" (k)} — Fx (k,k) I (k).
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Por tanto,

F,(k,k)=E{z(k/k—1)2" (k)} O~ (k), k>0

Por otra parte, teniendo en cuenta la ecuacién (B.2) y la ortogonalidad de los estima-

dores y los errores de estimacién, se tiene que

E{z(k/k—1)2" (k)} E{z(k/k—-1)z" (k)} H' (k) + E {z (k/k — 1)vT (k)}

P(k/k—1)HT (k) + PT (k,k).

Por consiguiente,
F, (k,k) = [P(k/k—1)H" (k) + P} (k,k)] I~ (k), k=>0.

Por 1ltimo, teniendo en cuenta la expresién del error de filtrado, Z (k/k), se deduce

fécilmente que su matriz de covarianzas, P (k/k) = E {Z (k/k) zT (k/k)}, verifica

P(k/k) = P(k/k—1)— F, (k,k)II (k) FT (k,k), k> 0.

B.4 Predictor del Ruido de la Observacion

Puesto que la innovacién Z (k/k — 1) depende del predictor del ruido de la obser-
vacion, 0 (k/k — 1), para establecer el algoritmo de filtrado, es necesario obtener una
expresién que nos permita obtener v (k/k — 1).

Apliquemos, de nuevo el Teorema de la Proyeccién Ortogonal, para afirmar que
v(k/l) = o(k/l-1)+F,(k,)z(l/l-1), I<k
v(k/—1) = E{v(k)}=0.

Para determinar la ganancia F;, (k,!), basta considerar el error de estimacién

5(k/l)=9k/l—1)—F, (k,)Z(1/l—1), I<k

‘Dada una matriz A, arbitraria, denotamos mediante A~ su pseudoinversa de Moore-Penrose (véase

Magnus y Neudecker [26]).
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y, procediendo como en el apartado anterior, obtenemos que
F,(k,l)=E{o(k/l-1)2" ()} 1~ (1)
con

E{o(k/l-1)2T ()} = E{o(k/i-1)z" )} HT (1) + E {5 (k/l — 1)vT (1)}
= E{o(k/l-1)z" (1/l-1)}H' )+ E {5 (k/l - 1)3T (I/l - 1)}
= P, (k,)) H' (1) + Py (k,1/1 - 1).

Por consiguiente,

F, (k,l) = [P, (k,)) H (I) + Py (k, 1/l = 1)]TI~ (1), 1< k.

Expresion para P, (k,l) y P,, (k,l/7)

Para completar el algoritmo de filtrado es necesario dar una expresién para calcu-

lar las matrices

P, ki)

va (kal/.f)

E{o(k/l-1)z"(1/1-1)}, 1<k

E{o(k/5)o" (1/5)}, J<l<k.

|

Haciendo uso de la ortogonalidad de los estimadores y los errores de estimacién, y

teniendo en cuenta que

F(l/l-1) = ®(1-1)F(1—-1/1-2)+w(l—1)
—®(I-1)F,(1-1,1-1)2(1—-1/1-2)

podemos escribir

P, (k,1)

E{v(k)z" (1/1-1)}
E{v(k)zT (1-1/1-2)}dT (1 -1)
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~E{v(k)zT(1—-1/1-2)}FT(1-1,1-1)®T(1-1)
= P,(k,l-1)®T(1-1)
—E{i}(k/l—2)ET(l-—1/l—2)}Fg(l——1,l——1)<I>T(l—1)
y, puesto que F, (k,l — 1) =E {9 (k/l—2)zT (1-1/l —2)} I (I - 1), tenemos que
P,(k) = P,(k,l-1)®T(1-1)
~F,(k,l-DO(Il-1DFFu-1,1-1)®T (-1, 0<i<k.
La condicién inicial es
P, (k,0)=E {3 (k/k—1)z7 (0/ — 1)} = E{v (k) zo} = 0.

Por otra parte, utilizando que

v(/j)=0Q1/i-1)-F(,j)2(/5i—1)
tenemos que

E{o(k/5)oT (/5 -1} - E{8(k/5) 2" (i/i -V} F (L7)
E{o(k/j—1)3" (/i —1)} - F, (k,5) E{2(/5 —1)3" (/5 - 1)}
—-E{o(k/i—-1)Z (G/i-1}F, 13)

+F, (k,))E{2(i/i — VD2 (/i -1} Fy (LJ)

Poo (k,1/35)

y, utilizando de nuevo que F, (k,j) = E{v(k/j — 1)z (j/j — 1)} II™ (j), concluimos

que
va(kal/J) = Py (kal/J o 1) = e (k,J)H(])FE(l,J), 0 5.7 <l<k.
La condicién inicial es

Pw(k/—1)=E{o(k/-1)3" (/-1)}=E{v(k)v" (1)} = R(k,I).
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B.5 Algoritmo para el Problema de Filtrado

Los resultados obtenidos se resumen en el siguiente Teorema.

Teorema B.5.1 El algoritmo para los problemas de prediccion y filtrado del estado
z (k) del sistema (B.1)-(B.2) viene dado por

t(k/k) = z(k/k—1)+ F;(k,k)z(k/k—1), k=0
z(k+1/k) = ®(k)z(k/k), k=0
£(0/—-1) = 0
siendo Z (k/k — 1) la innovacion
z(k/k—1)=2(k)—-H(k)z(k/k—1)—v(k/k—-1), k=>0.
Para cada k > 0 fijo, v (k/k — 1) se calcula mediante

bk/l) = d(k/l—1)+F(k,)Z({/N1—-1), I<k
o(k/—1) = 0

donde la ganancia Fy, (k,l) viene dada por

F, (k1) = [P, (k,) H' () + P (K, 1/l -1)|TI" (1), I<k

siendo
P,(kl) = P,(kii-1dT(1-1)
—F,(k,l-1)O(l-1D)FFa-1,1-1)®"(1-1), 0<I<k
P,(k,0) = 0
Y
Py (k,1/j) = Po(k,1/j—1)—Fy(k,j)IL(G) Fy (Lj), 0<j<I<k
Py (k,l/ —-1) = R(k,1).
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La matriz de ganancia F, (k,k) estd dada por
F, (k,k) = [P (k/k — 1) HT (k) + P} (k,k)] I~ (k), Kk >0.

La matriz de covarianzas del error de estimacion se calcula mediante la siguiente rela-

Ci10N Tecursiva

P(k/k) = P(k/k—1)—F,(k,k)II1(k)Fl (k,k), k>0
Pk+1/k) = ®k)P(k/k)®' (k)+Q(k), k>0
PO/-1) = B

siendo II (k) la matriz de covarianzas del proceso innovacion,

(k) = H (k) P (k/k — 1) HT (k)+ Py (k, k/k — 1)+ H (k) PT (k,k)+ P, (k, k) HT (k).
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Apéndice C

Algoritmo de Filtrado para

Sistemas con Observaciones

Inciertas y Ruidos Correlados

Consideremos el siguiente sistema lineal con observaciones inciertas

z(k+1) = @(k)z(k)+Ur+w(k), k>0 (C.1)
z(0) = =z
z(k) = uwk)HkE)z(k)+Vie+v(k), k>0 (C.2)

con vector estado m-dimensional, z (k), y vector observacién m-dimensional, z (k).
® (k), H(k), Ug, Vi son matrices determinfsticas conocidas de dimensiones apropia-

das.

Imponemos las siguientes hipétesis sobre los ruidos, {w (k) ; k& > 0}, {v (k) ; k > 0},
{u(k);k > 0}, y el estado inicial, zg, de este sistema:

139
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1. El estado inicial zg es un vector aleatorio con

E {.’170} X9
E{ (w0 — %0) (z0 - 20)"} = Po.

2. {w (k) ;k > 0} es un proceso ruido blanco n-dimensional centrado con

E{w(k)w" (k)} =Q(k), k=0.

3. {v(k);k > 0} es un proceso ruido blanco m-dimensional centrado con

E{v(k)v' (k)} =R(k), k=>0.
4. {u(k);k > 0} es una sucesién de variables aleatorias independientes de Bernoulli,
con P [u(k) = 1| = p (k).

5. Los ruidos {w(k);k >0} y {v(k);k > 0} son incorrelados con el estado inicial
xo y verifican

E{w (k)v' (j)} = S (k) bkj, k,j>0.
6. {u(k);k > 0} es independiente de (zg, {w (k);k > 0},{v(k);k > 0}).

A continuacién se recogen algunas propiedades interesantes, que serdn bésicas en

desarrollos posteriores.

Proposicién C.1  Bajo las hipdtesis 1-6 impuestas sobre el modelo, el ruido {w (k) ; k > 0}

verifica las siguientes propiedades:

(i) Para cada k, E {w(k)z' (j)} =0, j<k.

(ii) Para cada k, E {w (k)27 (j)} =0, j<k.
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-Demostracion-

(i) Puesto que z (j) es funcién lineal de zg,w (0),...,w(j — 1), el apartado (i) es
inmediato teniendo en cuenta que, para cada k, w (k) es centrado e incorrelado

con zg,w (0),...,w(k—1).

(ii) Para probar este apartado, observemos que, si j < k, la hipé6tesis 6 garantiza que

u (7) es independiente de (w (k) ,x (5)) y, por tanto,

E{w(k)z" (j)} = E{u(@)}E{wk)z" ()} H" (j)
+E {w (k)} V' + E {w(k)v" (§)}.

Utilizando ahora el apartado (i) y que w (k) es centrado e incorrelado con v (j),
concluimos que E {w (k) 2T (j)} = 0. ]
Proposicién C.2 Bajo las hipdtesis de la Proposicion anterior, el ruido {v (k) ; k > 0}
verifica:
(i) Para cada k, E {v(k)zT (j)} =0, j<k.
(i) Para cada k, E {v(k)u(j)z? (j)} =0, j<k.

(iii) Para cada k, E{v(k)2T (j)} =0, j<k.
-Demostracion-

(i) Este apartado se deduce de forma inmediata teniendo en cuenta que z (j) es fun-
cién lineal de zg,w (0),...,w (5 — 1) y utilizando que, para cada k, v (k) es cen-

trado e incorrelado con zg,w (0),...,w(k —1).

(ii) Para demostrar este apartado, basta observar que, para j < k, u (j) es indepen-

diente de (v (k),z (7)) y aplicar el apartado (i).
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(iii) Por tltimo, (iii) se demuestra facilmente, teniendo en cuenta el apartado (ii) y

que el ruido {v (k) ; k > 0} es blanco y centrado. 7

Proposicién C.3 Bajo las hipdtesis impuestas sobre el modelo, para cada k, la va-

riable u (k) es independiente de (z (k) ,w (k)) e incorrelada con z (k) z* (j) para j < k.

-Demostracién-
Claramente, u (k) es independiente de (z (k) ,w (k)) para cada k, en virtud de la

hipétesis 6 de independencia impuesta sobre el modelo.

Por otro lado, para j < k,

E{u(k)u()}E{z (k)" ()} H' ()
+E{u(k)} E{z (k)} VI + E{u(k)} E {z (k)v" (j)}

E{u(k)z(k)z" (5)}

ya que {u(k);k > 0} es independiente de (zo, {w (k);k > 0}, {v(k);k > 0}). Utili-
zando ahora que u (k) y u (j) son independientes y, a su vez, u (j) es independiente de

{z (k);k > 0}, concluimos que

E{u(k)z(k)z' (j)} = E{u(k)}E{u(j)z (k) z' (j)HT () + = (k) V;' +z (k) v" (7))}
= FE{u (k)}E{a: (k) 2% (_7)}
y, por tanto, u (k) es incorrelado con el producto z (k) 27 (j) . i3

Nuestro objetivo es obtener un algoritmo de filtrado lineal para el sistema (C.1)-
(C.2) bajo las hipétesis 1-6 antes mencionadas. Para ello haremos uso de las Propo-
siciones C.1-C.3 y de las siguientes propiedades (consecuencias directas del Teorema
de la Proyeccién Ortogonal): si y (k) € L&. (2, A, P), y notamos mediante 3 (k/j) el
estimador lineal de menor error cuadratico medio de y (k) basado en z(0),...,2 (j),

entonces
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+ 9 (k/7) es el tinico elemento del subespacio generado mediante transformaciones

lineales de 2 (0),..., 2 (j) que verifica
E{g(k/j)z" (@)} =0, a=0,..j
siendo § (k/j) =y (k) — g (k/37)-

-y (k/j) =9 (k/7 —1)+ Fy(k,j)[2 () — 2(§/ — 1)], siendo Fy (k, j) una matriz a

determinar.

C.1 Predictor en Funcién del Filtro

Como ya hemos senalado, el Teorema de la Proyeccién Ortogonal garantiza que

Z (k + 1/k) es la tinica combinacién lineal de las observaciones z (0),..., 2 (k) tal que
E{z(k+1)2"(j)} =E{&(k+1/k) 2" (j)}, j=0,...,k

Teniendo en cuenta la ecuacién del estado (C.1), y aplicando de nuevo el Teorema de

la Proyeccién Ortogonal a Z (k/k) y  (k/k), podemos escribir
E{z(k+1)z" (j)} = ®((k)E{z(k)z" (j)} +UrE {zT (§)} + E {w (k) 2T ()}
= ®(k)E{z(k/k)z" ()} + UxE{z" ()} + E {w (k/k) 2T (j)}
concluyendo que
z(k+1/k) = ®(k)z(k/k)+Ur+w(k/k), k>0
£(0/—1) = E{xo} = Zo.

Haciendo uso de esta relacién y de la ecuacién del estado, obtenemos la siguiente

expresion para el error de prediccién

z (k + 1/k)
#(0/ —1)

®(k)Z (k/k) +w(k/k), k=0

o — Xp.
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Su matriz de covarianzas, P (k + 1/k) = E {Z (k + 1/k) ¥ (k+ 1/k)}, verifica

P(k+1/k) = & (k)P (k/k)®T (k) + Py (k/k)
+® (k) E {Z (k/k)wT (k/k)} + E {w (k/k) Z" (k/k)} ®* (k)
P(0/-1) = E{(z0— %) (20— 70)" } = R
donde
P(k/k) = E{z(k/k)z' (k/k)}, k=0
P,(k/k) = E{w(k/k)@" (k/k)}, k=>0.

C.2 Proceso Innovacion

En primer lugar, vamos a obtener una expresién para el predictor de la observacién,
2(k/k —1); aplicando el Teorema de la Proyeccién Ortogonal dicho predictor es la

tinica combinacién lineal de las observaciones z (0), ...,z (k — 1) que verifica
E{z(k)zT()}=E{2(k/k-1)2" ()}, i=0,....,k—1.

Teniendo en cuenta la ecuacién de la observacién (C.2) y que u (k) es incorrelada con

z (k) 2z (j) para j =0,...,k — 1 (Proposicién C.3), se tiene que
E{z(k)2" (5)} = p(k)H (k)E{z (k)" ()} +ViE{z" ()} + E{v(k)z" (5)}
= p(k)H (k) E{2(k/k—1)z" ()} + GE {z" (§)}
donde, en la iltima igualdad, se ha aplicado de nuevo el Teorema de la Proyeccién
Ortogonal y que v (k) es centrado e incorrelado con z(0),...,z(k — 1) (Proposicién

C.2, apartado (iii)).

Concluimos, asi, que

5(k/k—1)=p(k)H (k)& (k/k— 1)+ V&, k>0.
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Por tanto, utilizando la ecuacién de la observacién y la expresién anterior del predictor,

deducimos que el proceso innovacién z (k/k — 1) = z(k) — 2(k/k — 1) viene dado por
Z(k/k—1)=(u(k) —p(k))H(k)z (k) +p(k)H(k)Z(k/k—-1)+v(k), k=0.

Para obtener su matriz de covarianzas, II (k) = E{Z(k/k — 1)z (k/k — 1)}, utiliza-
mos que u (k) es independiente de z (k) e incorrelada con z (k)27 (j), para j < k

(Proposicién C.3), de modo que

(k) = E{(u(k)—p(k))*} H (k) E{z (k) 2" (k)} HT (k)
+p? (k) H (k) P (k/k — 1) HT (k) + R (k)
+p (k) E{u (k) — p (k)} H (k) E {z (k) 2" (k/k — 1)} H (k)
+p (k) E{u(k) —p(k)} H (k) E{Z (k/k — 1)z (k)} HT (k)
+E {(u(k) — p(k)) H (k) z (k) v" (k)} + p (k) H (k) E{Z (k/k — 1)vT (k)}
+E{(u(k) —p(k))v(k)z" (k)H' (k)} +p (k) E {v(k)z" (k/k—1)} HT (k).

Teniendo en cuenta ahora que v (k) es centrado e incorrelado con u (k) z (k) (Proposicién
C.2, apartado (ii)) y con z(k),2(0),...,2(k—1) (Proposicién C.2, apartados (i) y

(iii) ), obtenemos

II(k) = p(k)(1—p(k))H(k)E{z(k)z" (k)} H' (k)
+p? (k)H (k)P (k/k — 1) HT (k) + R (k).

Observemos que, bajo la hipé6tesis de que R (k) sea definida positiva, la no singula-
ridad de la matriz Il (k) est4 garantizada. Sin esta hipé6tesis, II (k) podrfia ser singular;
en lo que sigue, notaremos mediante II™ (k) la pseudoinversa de Moore-Penrose de la

matriz IT (k) (véase Magnus y Neudecker [26]).

e R | N ik e O sl e
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C.3 Filtro en Funcién del Predictor

Como hemos senalado anteriormente, el Teorema de la Proyeccién Ortogonal garan-
tiza que

z(k/k)=z(k/k—1)+ F, (k,k)Z(k/k—1), k>0.
Para determinar la matriz de ganancia F (k, k), consideremos el error de filtrado
z(k/k)=z2(k/k—1)— F, (k,k)Z(k/k—1), k>0.
Aplicando que Z (k/k) es ortogonal a z (k), tenemos que

0 E{z(k/k—1)z" (k)} — F; (k,k) E {z(k/k — 1) 2T (k)}

E{z(k/k—1)2" (k)} — Fy (k,k) I (k).

Por tanto,

F,(k,k)=E{z(k/k—1)2" (k)} I~ (k), k>0.

Teniendo en cuenta la ecuacién de la observacién y que u (k) es independiente de x (k)

e incorrelada con z (k) 2z (j) para j < k, podemos escribir

E{z(k/k-1)2" (k)} = p(k)E{z(k/k-1)z" (k)} H" (k)
+E{z (k/k— 1)}V + E{z (k/k—1)vT (k)}.

Utilizando ahora que v (k) es incorrelado con z (k),2(0),...,2(k —1) y que el error
de estimacién es centrado e incorrelado con las observaciones, en virtud del Teorema

de la Proyeccién Ortogonal, obtenemos que
E{z(k/k—1)z" (k)} =p(k) P (k/k — 1) H" (k)
y, por consiguiente,

F; (k,k) =p(k) P (k/k—1)H" (k)II" (k), k>0.
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Teniendo en cuenta la expresién del error Z (k/k) y, puesto que
E{z(k/k—1)z" (k/k—1)} = E{Z (k/k — 1) 2T (k)} = F, (k,k) 1 (k),

se deduce facilmente que la matriz de covarianzas P (k/k) = E {Z (k/k)z" (k/k)}
verifica

P(k/k)= P (k/k —1)— Fy (k,k)II1 (k) FX (k,k), k>0.

C.4 Filtro del Ruido del Estado

Puesto que el predictor Z (k + 1/k) depende del estimador del ruido del estado,
w (k/k), para establecer el algoritmo de filtrado es necesario obtener una expresién
recursiva que nos permita calcular w (k/k).

Utilizando la expresién del filtro en funcién del predictor, podemos escribir
w(k/k) =w(k/k—1)+ Fy (k,k)zZ(k/k—1).

Puesto que w (k) es centrado e incorrelado con las observaciones z (0),...,z(k—1)

(Proposicién C.1, apartado (ii)), se tiene que w (k/k — 1) = 0 y, por tanto,
w(k/k)=Fy (k,k)Z(k/k—1).
Para determinar la ganancia Fy, (k, k), basta considerar el error de filtrado
w(k/k) =w(k)— Fy (k,k)zZ(k/k—1)
y, procediendo como en el apartado anterior, se obtiene que
Fy, (k,k) = E{w(k)z" (k)} I (k).

Teniendo en cuenta que u (k) es independiente de (x (k),w (k)) (Proposicién C.3),

podemos escribir
E{w(k)zT (k)} = pk)E{wk)z" (k)} H' (k) + E{w(k)} ;I
+E {w (k) v (k)}
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y, utilizando que w (k) es centrado e incorrelado con z (k) (Proposicién C.1, apartado

(i)), obtenemos que E {w (k) z* (k)} = E {w (k) v! (k)} = S (k). Por tanto,
F (k, k) = 8 (k) II" (k) -
Puesto que la matriz de covarianzas del error de prediccién, P (k + 1/k), depende de
la matriz P, (k/k) y de E {Z (k/k) w? (k/k)}, para completar el algoritmo es necesario

obtener una expresién para estas matrices.

Teniendo en cuenta la expresién del error
@ (k/k) = w (k) — S (k) TI~ (k) % (k/k — 1)
se deduce que
P, (k/k) = Q(k)+ S (k)™ (k)S* (k)

—E {w (k) 2T (k/k— 1)}~ (k) ST (k)
~S(k)II~ (k) E{z(k/k — 1) w" (k)}.

Al ser w (k) centrado e incorrelado con z(0),...,z(k —1),
E{w(k)zT (k/k—1)} = E{w (k) 2" (k)} = S (k)

y, por tanto,

P, (k/k) =Q (k) — S (k)TI™ (k) S (k).

Por otro lado, teniendo en cuenta la expresién del error de filtrado, Z (k/k), podemos

escribir

E{z (k/k)@" (k/k)} = E{z(k/k)w" (k)}
= E{Z(k/k—- ) w? (k)} — F; (k,k) E{2(k/k —1) w?l (k)}
= —F; (k!k) ST (k)

donde se ha utilizado que w (k) es centrado e incorrelado con z (k),2(0),...,2 (kK —1).
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C.5 Algoritmo Recursivo

Los resultados obtenidos en los apartados anteriores se resumen en el siguiente teo-

rema.

Teorema C.5.1 El algoritmo para los problemas de prediccion y filtrado del estado,

z (k), del sistema (C.1)-(C.2) estd dado por
z(k/k) = #(k/k—1)+F;(k,k)2(k/k—1), k>0
Z(k+1/k) = @®(k)z(k/k—1)+Ux+ [® (k) F, (k,k)+ S (k)II™ (k)] Z(k/k — 1)
£(0/—1) = Zo
siendo % (k/k — 1) la innovacion
f(k/k—1)=2(k)—p(k)H (k) (k/k—-1)—Vi, k>0
La matriz de ganancia, Fy (k,k), viene dada por
F,(k,k)=p(k)P(k/k—-1)HY (k)II~ (k), k>0.

Las matrices de covarianzas de los errores de filtrado y prediccion se calculan mediante

la siquiente relacion recursiva
P(k/k) = P(k/k—1)— F,(k,k)II(k)F, (k,k), k>0
P(k+1/k) = ® (k)P (k/k)®T (k) +Q (k) — S (k)II~ (k) ST (k)
—® (k) Fx (k,k) ST (k) — S (k) Fg (k,k) @" (k)
P(0/—-1) = P.
donde II (k) representa la matriz de covarianzas del proceso innovacion,

I1(k) = p(k) (1 —p(k)) H (k) D (k) HT (k) +p® (k) H (k) P (k/k — 1) H" (k) + R (k)

siendo D (k) = E {z (k) zT (k)}.
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Nota C.5.1 Observemos que, para poder aplicar el algoritmo, es necesario dar una
expresién recursiva para calcular D (k). De la ecuacién del estado (C.1), y teniendo
en cuenta que w (k) es centrado e incorrelado con el estado x (k), se deduce de forma

inmediata que

Dk) = ®k-1)Dk-1D)®T (k-1)+Up1UF_,+Q(k—1)
+®(k—1)E{z(k—1)}Uil_, + U1 E{zT (k- 1)} T (k- 1)
D (0) = F {xoﬂ:g} = Py + fi’oa_:g

con

E{z(k)}
E{x(0)} Zg.

@(k—l)E{x(k—l)}+Uk_1
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