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INTRODUCCION

En este trabajo estudiaremos los procesos estacionarios (en tiempo continuo)
con valores en un espacio de Hilbert involutivo. Nuestro objetivo es llegar a una
férmula en media cuadrdtica para resolver el problema de la aproximacion lineal de

las funciones aleatorias estacionarias débilmente continuas.

En pos de nuestro proposito, introducimos una clase de operadores de Hilbert-
Schmidt, que nos permitirdn caracterizar la descomposicién de Wald, en la parte
puramente no deterministica y la parte puramente deterministica de una sucesion
estacionaria. Entonces, asociamos, con herramientas proporcionadas por la teoria
espectral, a todo proceso estacionario débilmente continuo una sucesion
estacionaria, cuya aproximacién lineal en media cuadrdtica da pié a la prediccion

del proceso.

El capitulo O estd dedicado al estudio de los elementos aleatorios en
espacios de Hilbert. El objetivo fundamental es describir con detalle el espacio

de las variables aleatorias de segundo orden valuadas sobre un espacio de Hilbert

H involutivo, que a su vez es un espacio de Hilbert, con producto interior dado

por
<X, Y> = JQ <X(®),Y®)> dP(w) Vv X,Y € H,

A cada v.a. de segundo orden se le asocia un operador de Hilbert-Schmidt de H
en C,, siendo C,=C,(Q,C) el espacio de v.a. complejo-valuadas definidas sobre L,
con norma cuadrado-integrable. C, es un también un espacio de Hilbert con producto

interno definido por
<U,V> = E[UV] U,V € C,

e involutivo la involucién definida por U+—U (v.a. compleja conjugada de U).

Como puede apreciarse, la estructura bdsica que soporta nuestro trabajo la
constituyen los espacios de Hilbert, por lo que hemos creido conveniente



T

D B

B

=

T e

. L

- &

introducir previamente una seccién con sus propiedades elementales, y algunos
resultados sobre la teorfa de operadores en espacios de Hilbert, que nos han
servido de herramientas fundamentales para obtener los resultados netamente
probabilisticos, con el fin de condensar éstos lo mé4s posible para la mayor

claridad de la filosofid seguida

En la primera seccién del capitulo I, describimos el desarrollo que hace Doob
de nuestro problema bajo estudio para los Pprocesos estacionarios complejo-
valuados, que nos sirve de antecedente probabilistico de nuestro trabajo.
Posteriormente pasamos a estudiar, en la segunda seccion del capitulo Ilas
funciones aleatorias Hilbert-valuadas, estudiando con detalle las sucesiones

estacionarias, las cuales nos permitirdn resolver el problema de la aproximacion

lineal para procesos estacionarios en la seccion siguiente. El analisis de Ia
funcién covarianza de una funcién aleatoria de segundo orden, motivara Ia
generalizacién del concepto para sucesiones de operadores de Hilbert-Schmidt, cuya
descomposicion ortogonal y andlisis espectral repercutird a su vez, en las

funciones aleatorias asociadas.

En la dltima parte de este capitulo I, vamos a buscar la descomposicion de

los procesos estocdsticos estacionarios (en sentido amplio), débilmente continuos
y con valores en el espacio de operadores de Hilbert-Schmidt (y como consecuencia

de los procesos Hilbert-valuados), en la parte deterministica y puramente no
deterministica, por un método andlogo al utilizado en sucesiones estacionarias, Yy

nuestra principal preocupacién serd establecer, para las funciones estacionarias
de segundo orden, débilmente continuas y con valores en el espacio de operadores
de Hilbert-Schmidt, una férmula de aproximacién lineal en media cuadratica de la

forma

|

X, r c(t-s) de(t)

- 00

donde € es una aplicaciéon tal que, a cada intervalo acotado e de R, le hace
corresponder un operador lineal de H en K, producto de un operador parcialmente
isométrico por un escalar, y que satisfaga las propiedades ‘de aditividad y
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ortogonalidad:
E(eve’) = &(e) + &(e’)
g*(e)ee) = 0
para intervalos e,e’ disjuntos. Todos los operadores €(e) tienen el mismo dominio
inicial H, < H, y c(t) es una funcién con valores en el espacio de Hilbert

H®Y(H,H,) de operadores lineales de Hilbert-Schmidt de H en H,,. Una vez obtenida la
recta de minimos cuadrados, el siguiente objetivo es la utilizacion de la formula

anterior en la prediccion lineal.

Paralelamente, en el capitulo II, estudiaremos el proceso {Xf} adjunto
asociado al proceso {X,} por la involucién definida en el espacio de Hilbert. Se
establece una correspondencia entre los operadores de Hilbert-Schmidt asociados a
los vectores aleatorios X,, y su adjuntos por la involucion, X, ™, para
caracterizar con dicha correspondencia una relaciéon entre las funciones covarianza
del proceso y las de su adjunto. Esta relacién permite establecer, ademas de otros
resultados interesantes, que toda representacién unitaria asociada a {X,} define
una representacion unitaria de {Xf} que conserva la correspondencia descrita
arriba, y como consecuencia de ello, obtenemos la descomposicion de Wald y la

férmula de aproximacién lineal del proceso adjunto.



Capitulo O

ELEMENTOS ALEATORIOS
EN
ESPACIOS DE HILBERT
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0.1. ALGUNOS CONCEPTOS SOBRE
ESPACIOS DE HILBERT

En esta seccién resumiremos los conceptos bdsicos respecto a la geometria de

los espacios de Hilbert, estructuras soporte sobre las que se definiran los
elementos aleatorios que estudiaremos en este trabajo, y de las funciones
analiticas que nos serviran de herramientas bdsicas para la obtencion de nuestros
resultados. Asi, tras describir la estructura de un espacio de Hilbert,

resumiremos sus propiedades esenciales, sobre todo aquellas que juegan un papel
fundamental en nuestro estudio, que no son otras, que las deducidas directamente

del producto interior, como por ejemplo el concepto de ortogonalidad, vy
posteriormente enunciaremos algunos conceptos y resultados sobre operadores en

espacios de Hilbert.

A. CONCEPTOS BASICOS

0.1. Definicion

Un espacio vectorial H se dice un espacio prehilbertiano o con producto
interno si hay definida sobre HxH, para todo par de elementos X,y de H, una
funcién escalar-valuada, denotada por <x,y>, y llamada producto interno o escalar

de x e y, tal que

1. <x,y> = <y,x> VXx,yeH
2. <ax+By,z> = a<x,z>+B<y,z> V X,y,z € H, «,8 escalares
3. <x,x> =0 VxeH, con <x,x> = 0s1y sélo si x=0 (elemento nulo de H).

(Notese que el producto interno es un funcional bilineal simétrico y definido

estrictamente positivo). )
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Si H es un espacio prehilbertiano, puede definirse una norma a partir del

producto interno por

Ixih = ~|<x,x> VXeH

Es decir, la aplicacion Il-II:H——R es
- estrictamente positiva (lIxll>0 v x#0)
- positivamente homogénea (llaxil=|c|lxl)
- subaditiva (IIx—+yu=ixi+iyl)

y por tanto, H es un espacio normado.

Como consecuencia, si definimos la distancia entre dos elementos x,y de H
como d(x,y)=Ilx-yll, H es un espacio métrico con respecto a esta distancia.

Las consideraciones anteriores nos dan pié para utilizar libremente, en
espacios prehilbertianos, conceptos topolégicos como convergencia, continuidad,
separabilidad, conjunto denso, conjunto cerrado y la clausura de un conjunto; y
conceptos métricos, como la continuidad uniforme, sucesiones de Cauchy vy

completitud.

La topologia inducida por la métrica dada por d(x,y)=IlIx-yll se llama topologia

fuerte o topologia de la norma o de la métrica.

0.2. Definicion

Una sucesiéon {x .} de elementos de un espacio prehilbertiano H converge

fuertemente o en la topologia fuerte a un elemento x de H si

lim Ix_-xil = 0
n—> 0

A x se le llama limite fuerte de {x,}.

Necesitaremos hacer uso de la continuidad de las cuatro operaciones (producto
escalar, suma, y la formacién de productos internos y normas) que son intrinsecas
a los espacios prehilbertianos. En este sentido, conviene tener presente que las
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funciones:
d,(X)=uaxX, <I>+(x,y)=x+y, o (X)=<X,y>,Y &(x)=IXxIl
donde « € C, x,y € H, son uniformemente continuas en todos sus argumentos.

La relacion més importante entre los elementos de un espacio prehilbertiano
es la ortogonalidad: x,y € H son ortogonales, y lo notaremos x 1y, si <x,y>=0. En
general, una familia {x;} de elementos de H se dice una familia ortogonal si x; L

X. para todo j#1.

Otros conceptos que manejaremos posteriormente son los siguientes: Un vector

x de H, se dice normalizado, o que es un vector unidad, si Ixll=1. El proceso de
reemplazar un vector x no mulo por el vector unitario x/liixll se Illama
normalizacion. Una familia de vectores {x;} se dice ortonormal si es una familia

ortogonal y cada x; estd normalizado, o mas explicitamente, si <X;,X;>=8; V 1,].

La siguiente proposicién resume algunas de las propiedades mas relevantes de

los elementos de un espacio con producto 1nterno.
0.3. Proposicion

Sea H un espacio prehilbertiano.
a) Una condicién necesaria y suficiente para que x=0 es que x sea ortogonal a

todo elemento de H (<x,y>=0V y € H).
b) Ley del paralelogramo: ¥V X,y € H
Ix+yn? + nx-yn> = 2uxn* + 2nyn’
¢) Teorema de Pitdgoras: S1 X Ly, entonces
ix+yn? = uxu® + nyn?
d) Desigualdad de Bessel: Si {x;} es una familia ortonormal finita de H,

entonces &
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£ |<x,x>|*=ux1® vxeH
]
ddndose la igualdad si y s6lo si x es una combinacién lineal de los X;.

(A los escalares <x,x;> se les llama coeficientes de Fourier de X con

respecto a la familia ortonormal {x;}.)

e) Desigualdad de Schwarzt: ¥ X,y € H,
| <x,y>| = uxiyl

ddndose la igualdad si y sélo si x e y son linealmente dependientes.
En general, si {x;} es una familia finita, no vacia, de elementos de H, y si

Tie= <X;,X, >, entonces el determinante de la matrix (7;) €s no negativo, y es nulo

si y sélo si los x; son linealmente dependientes.

0.4. Definicion

Si un espacio H con producto interior, es completo bajo la norma inducida por

éste, entonces H se dice un espacio de Hilbert.

Otra consideracién que no queremos pasar por alto es que la completitud de un
espacio de Hilbert es, sin duda, una parte esencial de su estructura, pero €s
inesencial en el sentido que un espacio prehilbertiano siempre puede completarse
(de manera unica salvo isometrias) a un espacio de Hilbert, es decir, las
operaciones lineales y el producto interior pueden extenderse univocamente hasta

la completacién métrica ordinaria de un espacio prehilbertiano de tal forma que

dicha completacién llegue a ser un espacio de Hilbert.
Algunos ejemplos de espacios de Hilbert, con los que trataremos en este
trabajo, son:

a) Los espacios finito dimensinales R" y C" con el producto -interno definido

por
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<x,y> =2 xy, donde x=(X;,..Xp), Y=(Yi5--5¥n)

1=1

b) El espacio [, de las sucesiones {x,} (de numeros reales o complejos) tal

0
que i§1x3<m con el producto interno definido por

¢) El espacio L,(Q) de las v.a. (reales o complejo-valuadas) de segundo orden

definidas sobre , es decir, el espacio
(X:2—R(0 €) / E[|X]|*]1<=}
(con la usual identificacion de las v.a. que difieren en un conjunto de medida

cero), con producto interno
<X.Y> = E[XY]

que veremos con mds detalle en la seccion 0.2.

0.5. Definicion

Una familia de vectores {x:} se dice sumable con suma "Xx", y lo notaremos por

X = X, si v e > 0,3 un conjunto finito J, de indices tal que lx -Z Xl < €
J

donde J es un conjunto finito de indices que contiene a J,.

Es claro que toda familia finita de vectores es sumable, y que una sucesion
de vectores {«_} del espacio de Hilbert R 0 C, es sumable con suma « si y solo si

la serie numérica So_ es absolutamente convergente al valor .

El concepto de familia sumable hace posible una generalizacion de la
desigualdad de Bessel "borrando” del enunciado anteriormente dado la palabra
"finita", ya que es vdlida para cualquier famila ortonormal. Como consecuencia,
"si {x .} es una sucesién ortonormal, entonces {<x ,x>} >0V x € H, esto es, los

coeficientes de Fourier de x tienden a cero”.

E 2
P
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0.6. Propiedades de la suma

a) Si T x; = X, entonces X aX; = aX V a € C.
b) Si {x} y {z} son dos familias indexadas sobre el mismo conjunto de
indices, tal que T x; = X, y ¥ z = Z, entonces, ‘zi?(xi+zi) = x+z.
c) Si 2 X = x, entonces:
% <X Y>> = XX¥y> . ¥ % <y,X;> = <Yy,X>

para todo vector Y.
d) Una familia {x;} es sumable si y s6lo si para cada nimero real positivo €

existe un conjunto finito J, de indices tal que IZ Xl < &, donde J es un
J

conjunto finito de indices disjunto de J,. En cuyo caso, el conjunto de indices |

para los que x;#0 es numerable.
e) Una familia ortogonal {x;} es sumable si y sélo si la familia de nimeros

positivos {llxillz} es sumable (2 ||x.i|l2 < ®). Si x = Z X;, entonces Ixn® = llxillz.
1 1

(Generalizacion del teorema de Pitagoras).

0.7. Definicion

Una variedad lineal es un subconjunto no vacio M de H tal que si X,y € M,
entonces ax+By € M V «,8 € C. Un subespacio es una variedad lineal cerrada.

Es obvio que todo subespacio de un espacio de Hilbert es tambien un espacio
de Hilbert, y que la interseccién de cualquier familia de subespacios €s un
subespacio. Por tanto, tiene sentido definir el subespacio generado por un

arbitrario subconjunto M de H, denotado por "v M", como la interseccion de todos
los subespacios que contienen a M, o equivalentemente, cOmo el minimo subespacio

que contiene a M. En este sentido, el siguiente resultado es importante:

10
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0.8. Proposicion

Si M es un subconjunto no vacio de H, y N es el conjunto de todas las
combinaciones lineales finitas de elementos de M, entonces N es una variedad

lineal, y v M = N (clausura de N).

( En general, si {M;} es una familia de subconjuntos, % M; denotard el

subespacio v(\j) M) ).

0.9. Definicion

Un vector x es orfogonal a un subconjunto M de H, y lo notaremos x 1 M, si X
1Ly VyeM.

El complemento ortogonal de M, que notaremos M™, es el conjunto de vectores X
tal que x 1+ M.

Si M,N son subconjuntos tales que McN, el complemento ortogonal de M en N es
N-M=NnM".

M y N son ortogonales, M L N, si x L NV x € M.

Vamos a resumir en la siguiente proposicion, los resultados mas interesantes

sobre ortogonalidad y subespacios.

0.10. Proposicion

a) Si M es un subespacio, si x € H, y si 8 = Inf{lly-xlil: y € M}, entonces

existe un vector y, € M tal que lly,-xIl=3.
b) Si M y N son subespacios tales que M ¢ N (M#N), entonces existe un vector

no nulo z € N tal que z L M.

¢) Si M es un subconjunto H, entonces M™ también lo es, y M~M* < {0}.
d) Si M es un subconjunto de H, entonces M < M.

s

e) Si M y N son suconjuntos de H tales que M < N, entonces N* < M™.

11
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f) Si M es un subconjunto de H, entonces Mt = M.

g) Si M es un subespacio, entonces M = M.
h) Si {M;} es una familia de subespacios, entonces:

L 1 L - 1
(\J/MJ) —?Mj Y(?Mj) _YMj

Dados dos subespacios M y N de H, M+N = {x+y: x € M, y € N} es una variedad
lineal (no necesariamente subespacio), y es facil ver que M+N < MvN. El siguiente
resultado proporciona propiedades interesantes en los que interviene el concepto

de suma de subespacios.

0.11. Proposicion

a) Si M y N son subespacios ortogonales, entonces M+N es cerrado.

b) Si M es un subespacio, entonces M+M"'=H.

¢) Si {M;} es una familia de subespacios, y M = = M;, entonces V¥ M; = M.
j )

%'" Mj; y

d) Si {M;} es una familia ortogonal de subespacios, entonces v M;

la representacién de un elemento de £ M; en la forma £ x;, con x; € M;, €s unica.
J J

0.12. Definicion

Una base de un subespacio M es una familia ortonormal maximal de vectores de

0.13. Teorema

Sea {x;} una familia ortonormal de vectores de un subespacio M. Las

siguientes condiciones son equivalentes:
1. {x;} es una base.
2. Si x e My x 1 {x;}, entonces x=0. ol

3. v {x;} = M.
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4 Si x € M, entonces X = ? <X,X;>X; (desarrollo de Fourier).

5. Si x € M, entonces lIxll> = T | <x,x> .

0.14. Teorema

Dos bases cualesquiera de un subespacio tienen el mismo, cardinal, al que se

llama dimensiéon del subespacio, dim(H).

Si dim(H) es finito, el espacio se dice finito-dimensional.
Si dim(H)=R, (cardinal de N), el espacio se dice numerable dimensional.

0.15. Teorema

Si H es un espacio de Hilbert H separable (es decir, si contiene un

subconjunto denso numerable), entonces es numerable dimensional.

B. OPERADORES ENTRE ESPACIOS DE HILBERT

0.16. Definiciones

Una transformacion lineal de un espacio de Hilbert H; en un espacio de
Hilbert H, es una aplicacién A:H,——H, tal que
A(ax+By) = «A(x)+BA(y) VY x,y € H, o, € C

La imagen de un vector x mediente una aplicacion A, la denotaremos A(x) o AX.

Un isomorfismo de un espacio de Hilbert H; sobre un espacio de Hilbert H, es

una transformacién lineal uno-a-uno U de H, en H, tal que -
<Ux,Uy> = <x,y> V Xy € H,

13
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Una isometria de un espacio de Hilbert H, en un espacio de Hilbert H, es una

transformacién lineal U de H, en H, tal que

NUxi = nxil v x € Hy

Observese que una isometria hace honor a su nombre, esto es, en virtud de la

ecuacién 1Ux-Uyll =1U(x-y)ll =lx-yll, una isometria no solo preserva normas (distancias
desde 0), sino todas las distancias (métrica). Tambi€n puede observarse que todo

‘comorfismo es una isometria. Puesto que una isometria de H, a H,, no

necesariamente tiene por qué ser una aplicaciéon de H, sobre "todo" H,, es facil

construir isometrias que no son isomorfismos. No obstante, una transformacion

lineal entre dos espacios de Hilbert es un isomorfismo si y soOlo s1 es una
isometria sobreyectiva. Interesa destacar el siguiente resultado: "Dos espacios de
Hilbert son isomorfos si y soélo si tienen la misma dimensién". En particular,

cualquier espacio de Hilbert separable es isomorfo a un subespacio cerrado del

espacio €[0,1].

Por tanto, cualquier propiedad especifica que no posean los espacios de
Hilbert generales, puede caracterizarse simplemente por "conteo". Por e¢jemplo, una
condicién necesaria y suficiente para que H sea separable es que su dimension sea
numerable. De hecho, puesto que la distancia entre dos términos de una familia

ortonormal es 5, se sigue que si H es separable, entonces ninguna familia

ortonormal puede ser no numerable. Si, por otra parte, existe una familia {x;}
ortonormal, numerable y maximal, cuyas partes real € imaginaria son ambas

racionales, entonces es un conjunto denso numerable de H.

0.17. Definicion

Una transformacién lineal A de un espacio de Hilbert H; a otro espacio de

Hilbert H, es acotada si existe un numero real positivo « tal que INAXxI = alxll V X

€ Hl‘

14
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Si A acotada, la norma de A es IAIl = Inf{a: NAXI = «lIXll V X € H,}.

Las transformaciones lineales entre dos espacios de Hilbert se dicen también
operadores lineales, o simplemente operadores, aunque este término suele
reservarse a las transformaciones lineales acotadas de un espacio de Hilbert en si

mismo.

I as transformaciones lineales definidas en H y con valores en el cuerpo de

escalares (R o C) se llaman funcionales.

0.18. Teorema

a) Una transformacién lineal A:H,——H, es acotada si y sOlo si aplica la
esfera unidad (es decir, el conjunto {x:llxll=1}) sobre un subconjunto acotado de
H,.

Si « = Sup{llAxll: Ixll=1}, entonces Al =c.

b) Una transformacién lineal entre dos espacios de Hilbert es acotada si 'y

s6lo si es continua.
¢) El espacio de las transformaciones lineales acotadas (y por tanto,

continuas) de H, en H,, B(H,,H,) es un espacio de Hilbert.
d) Representacion de Riesz para funcionales lineales acotados: "Un funcional

lineal v definido sobre H es acotado si y solo si existe un vector y, tal que
v(x) = <X,yo> V X € H,

en cuyo caso, Y, €S unico.

Como consecuencia del ultimo resultado, puede establecerse una isometria
biyectiva (no isomorfismo, pues €s s6lo semilineal) entre un espacio de Hilbert H
y el espacio de sus funcionales acotados B(H,K), (donde K=C o R), usualmente

representado por x > x’, donde
x'(y) = <y, x> VvyeH

El espacio B(H,K) suele notarse por H, y se le llama espacio dual o

'J-

conjugado de H.

15
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Es inmediato ver, que H si es isomorfo a H, esto es, H es reflexivo. (Esto
no ocurre para un espacio de Banach X en general, donde X puede ser un subespacio

propio de X ).

Un resultado bdsico que relaciona la separabilidad de un espacio de Hilbert(
y de Banach en general) con el concepto de funcional acotado es:

0.19. Proposicion

H es un espacio de Hilbert separable si y s6lo si para todo x € H:

Ixih = Sup | <x,y>|.
lyll=1

Se necesitard también el siguiente concepto: "Un conjunto N de H se llama

rotal sobre un conjunto M de H si:
V X;,X, € M: <Xx,,y>=<X,y> VYyeN = X=X,

En lo que sigue, salvo que se especifique otra cosa, un operador es una
transformacion lineal acotada de H en H. No obstante, (en cuyo caso lo aclararemos
convenientemente) puede significar una transformacion lineal acotada entre dos
espacios de Hilbert H y K. El siguiente resultado describe el comportamiento de

los operadores respecto a las operaciones usuales.

0.20. Teorema

a) Si A y B son operadores y si, para todo vector x y todo nimero complejo a:
(xA)x=a(AXx), (A+B)x=Ax+Bx, y (AB)x=a(Bx),
entonces, oA, A+B, y AB son operadores tal que:
IIaAII=|c¢‘ LA, TA+BlI=IlAI+IBI, y HABI=IAIIBI.

.
'

b) Si A es un operador, x un vector, y {x;} una familia sumable de vectores

16
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tales que £ x; = X, entonces = AX; = AX.
1 1

Es inmediato que el conjunto de todos los operadores definidos sobre H es un
espacio vectorial complejo con respecto a la multiplicacion escalar y la suma
definida en el teorema anterior. Ademds, la multiplicacién descrita es asociativa
y bilineal (es decir, con respecto a estas operaciones, el conjunto de operadores
sobre H es un dlgebra). Esta dlgebra contiene una unidad, llamada operador
identidad, denotado por 1, y definido por 1x=1 para todo x. Generalizando esta
notacién, para cualquier nimero complejo, usaremos el simbolo « para denotar el

operador «l.

Como en toda dlgebra, usaremos el simbolo A" para denotar el producto de n

factores iguales a A, n=1,2,.., y A’=1. Mids generalmente, si p es cualquier

polinomio p(A)=iz::lociAi, usaremos el simbolo p(A) para el operador él‘"iAi-

Un operador A es invertible si existe un operador B tal que AB=BA=1, en cuyo

2 3 -1 :
caso el operador B es unico para cada A, se denota por A", y se llama inverso de
A.

Si A y B son operadores invertibles, y si n es un entero positivo, entonces
es elemental ver que, A'l, AB, y A" son invertibles, con 1nversos dados,
respectivamente por (A'l)'l=A, (AB)'1= B'A", y (A“)']=(A'])“. (el ultimo

operador suele notarse por A™).

Es de gran utilidad tener a mano, condiciones geométricas para la
invertibilidad. Tales condiciones pueden darse en términos del rango de un
operador A, que recordemos, es el conjunto de vectores de la forma Ax, y es
siempre una variedad lineal, pero no necesariamente un subespacio.

>
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0.21. Proposicion

a) Si A es un operador y o« un nimero real positivo tal que IAXIIzaliXll para

todo vector x, entonces el rango de A es cerrado, y por tanto un subespacio.
b) Un operador A sobre H es invertible si y s6lo si su rango es denso en Hy

existe un nimero positivo « tal que IAxIi=alixll para todo vector X.
(Notese que en este caso, es decir, si A es invertible, su rango es un

subespacio).

Como corolario:
¢) Si un operador A es tal que II1-All <1, entonces A es invertible.

Si A es una transformacién lineal (no necesariamente acotada) de H en H, y si
u(x,y)=<Ax,y> V x,y € H
entonces v es un funcional bilineal, esto es, una transformacion bilineal de HxH
en el cuerpo de escalares. La propiedades elementales del producto 1nterno
implican que si A, y A, son dos transformaciones lineales de H en H tal que
<A x,y> = <A)x,y> VXx,yeH
entonces A,=A,. De hecho, basta que
<A X,x> = <A)X,X> VXE H

para que sea A;=A,.

El siguiente resultado muestra que la relacion entre las transformaciones
bilineales y los funcionales lineales va mas alla de estas consideraciones

iniciales.
0.22. Proposicion
Si A es un operador, Yy

v(x,y)=<Ax,y> V x,y € H

entonces ¢ es un funcional bilineal acotado y liyll=1All.

18
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Reciprocamente, si ¢ es un funcional bilineal acotado, entonces existe un
dnico operador A tal que y(x,y)= <Ax,y> para todo x,y € H.

Notese, que de la primera parte del resultado anterior se sigue que
1Al = Sup {| <Ax,y>|: Ixi=lyl=1}

Por iltimo, introduciremos, el concepto de operador adjunto, del que

constantemente haremos uso en este trabajo:

Si A es un operador, entonces existe un unico operador A™, llamado adjunto de
A, tal que
<Ax,y> = <x,A"y> v x,y € H
Ademds, IA*I=11All, y si A y B son dos operadores, y « €s un nimero complejo,

entonces:
1. (AH* = A
2. (@A)* = A"
3. (A+B)* = A+B”
4. (AB)* = B*A™
5. 1A*AI = nAI°
6. Si A es invertible, (A™)"' = (A"

(Los resultados anteriores permiten definir una operacién ~ en el espacio de
los operadores de un espacio de Hilbert H, £(H), de formacion del adjunto, tal que

x . . " . &
A+—A™, que verifica las propiedades de una involucion.

19
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0.2. VARIABLES ALEATORIAS HILBERT-VALUADAS

En esta segunda seccién vamos a estudiar los diferentes conceptos Yy
propiedades del conjunto de variables aleatorias valuadas en un espacio de Hilbert
H, destacando especialmente, que aquellas de norma cuadrado integrable tienen, a

su vez, estructura de espacio de Hilbert.

A. DEFINICIONES DE V.A. HILBERT-VALUADAS

En la teoria cldsica de probabilidad, las v.a. se introducen cOmo funciones

medibles reales (o complejas) definidas sobre un espacio de medida. Analogamente,
las v.a. Hilbert-valuadas son funciones medibles con valores en un espacio de
Hilbert: sin embargo, en el caso de funciones Hilbert-valuadas, pueden

introducirse varios conceptos de medibilidad que conducen a definiciones

equivalentes de v.a. Hilbert-valuadas.

Sea (2,4,P) un espacio probabilistico completo, y sea (H,B) un espacio de
medida, donde H es un espacio de Hilbert con producto interno denotado por <,>, Yy

B es el o-campo de todos los subconjuntos Borel de H.
0.23. Definicion

Una aplicaciéon X:Q——H se dice una v.a. con valores en H si X '(B) € « para

todo B € B.

La definicién anterior, en el caso de R o C, coincide con la usual definicion
constructiva de v.a. Vamos a introducir ahora, otros conceptos de v.a. Hilbert-

valuadas. )
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0.24. Definicion

Una aplicacién X:Q——H se dice una v.a. elemental si es constante sobre cada
uno de un nidmero finito de conjuntos disjuntos A; € # y se anula sobre Q'(i';'lAi)'

X se dice una v.a. simple si es elemental y Plw: I1X(w)1=0] es finita.

X se dice una v.a. de numerablemente valuada si toma a 1o sumo un conjunto
numerable de valores en H, cada uno de ellos no nulo sobre un conjunto de 4.

0.25. Definicion

Una aplicaciéon X:Q——H se dice una v.a. fuerte (o Bochner) si existe una
sucesion {X_} de v.a. numerablemente valuadas que converge a X e¢.8.; es decir,

existe un conjunto A, € & con P(A,)=0 tal que
lim i#1X (w)-X(w)I = 0 para todo w € Q-A,.

n—> 00

(En realidad, puesto que P(Q)=1, podemos reemplazar "numerablemente valuadas”

por "simples" en la definicion ).
0.26. Definicion

Una aplicacién X:2——H se dice una v.a. débil (o Pettis) si la aplicacion

definida sobre Q en R (o C) por
w — <X(w),y>

es una v.a. real (o compleja) para cada y € H.

Para conectar los conceptos de v.a. fuerte y débil, se necesita el concepto

de v.a. P-casi separablemente valuada.
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0.27. Definicion

Una aplicacién X:2——H se dice una v.a. P-casi separablemente valuada si
existe un conjunto A, € # tal que P(Ay)=0 y X(Q-A,) es separable.

0.28. Teorema

Una aplicacién X:0——H es una v.a. fuerte si y sélo si es una v.a. débil y

P-casi separable.
El resultado anterior puede verse en Hille y Phillips[13], p- 72.

Si nos restringimos al importante caso donde H es separable, un corolario del
teorema anterior establece que los conceptos de v.a. fuerte 'y débil son
equivalentes (ver Hille y Phillips[13], p. 73). Ademds, la o-dlgebra generada por
la clase de todos los entornos esféricos de H es igual a la o-dlgebra de todos los
subconjuntos Borel de H. La separabilidad del Hilbert tambien implica que toda

va fuerte es medible en el sentido de la definiciéon 1.4, por lo que las tres

definiciones anteriores de v.a. Hilbert-valuadas son equivalentes.

Por otra parte, si H es separable, la aplicacion norma de Q en R, dada por
w — IX(w)

es medible para toda v.a. X.

En lo que sigue, supondremos que el espacio de Hilbert H es separable.

22
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B. CONVERGENCIAS

Vamos a considerar en este apartado algunos tipos de convergencia para v.a.

Hilbert-valuadas. Sean X e {X_} v.a. H-valuadas.

0.29. Definicion

La sucesion {X } converge a X en Q

i) casi seguramente (c.s.) en sentido fuerte si existe un conjunto A, € « con

PA,=0 tal que

lim X _(w)-X(w)l = 0 para todo w € Q-A,
n-> 00

ii) c.s. en sentido débil si existe un conjunto A, € £ con PA,=0 tal que
lim <X (0),y> = <X(w),y> VYE€ H, V w € Q-A,

n—> 00

iii) en medida (o probabilidad) en sentido fuerte si para cada € > 0,
lim Plw: X (w)-X(w)l>e] = 0

n—>

iv) en medida en sentido débil si para cada € > 0,

lim Plw:| <X (w),y> - <X(w),y> |>e] =0 vyeH
n-> 0

En cada uno de los casos anteriores, las convergencias en sentido fuerte

siempre implican las convergencias en sentido débil, y las convergencias C.S.

implican la convegencia en probabilidad.
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C. EL ESPACIO LINEAL H=H(Q,H)

Si denotamos por H=H(?,H) el conjunto de todas las v.a. definidas sobre Q y
con valores en el espacio de Hilbert separable H, el siguiente resultado establece

que H es un espacio vectorial, cerrado para la composiciéon con funciones Borel-

medibles y por paso al limite débil.

0.30. Teorema

a) Si X,YeH = X+Y €H

b) Si X € H, y « es un escalar = oX € H
¢) Si X € H, y ¢y es una funcién Borel-medible de (H,B) en un espacio de

Hilbert arbitrario (H,,B,), entonces y(X(w)) €s una v.a. H,-valuada.

(En particular, si H;=H, ¢(X) € H).
d) Si {X } es una sucesién de elementos de H que converge debiimente c.s. a

X, entonces X € H.

Vamos a introducir ahora, el concepto de espacio de Hilbert involutivo,

soporte de nuestro trabajo.
0.31. Definicion

Un espacio de Hilbert H se dice involutivo st:

1. Existe una aplicacion de H en H, que llamaramos involucion, y que
representaremos por x > X* para todo X € H tal que:
i) x¥)" =x VxeH
ii) (x+y)* = x*+y* VXx,yeH
jiii) (@x)* = ax* VxeH, ael

2. El producto interior verifica la propiedad:
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<x,y*> = <y, x*> VXx,ye H

La propiedad 2 implica que la aplicacién involucion es continua y acotada. Es
facil ver, que la conjugacion del espacio de Hilbert de los numeros complejos

verifica las propiedades de una involucion.

En el caso que H sea involutivo, para cada v.a. X H-valuada, podemos
asociarle otra v.a. H-valuada, X~ de la siguiente manera:

0.32. Definicion

Sea (Q,4,P) un espacio probabilistico y, X:Q@——H un vector aleatorio H-

valuado, H involutivo. Definimos X*:9——H por

x x
X (w) = XWw) VweQ
0.33. Teorema

Sea (2,4,P) un espacio probabilistico y H un espacio de Hilbert involutivo.
X:0—sH un vector aleatorio H-valuado si y sélo si X*:0——H lo es.

(La demostracién de este resultado puede verse en Hainis[8]).
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D. INTEGRACION

El concepto de esperanza matemdtica en el caso cldsico, se define via
integral de Lebesgue. Aqui, para definir de forma andloga la esperanza matematica
de una v.a. Hilbert-valuada, requerimos generalizaciones de la integral de
Lebesgue para funciones medibles H-valuadas. Las dos generalizaciones que S€
consideran son las integrales en sentido G. Pettis (1936-38), y las integrales en

sentido Bochner (1933), definidas sobre v.a. débiles y fuertes.

0.34. Definicion

Sea X(w) una v.a. H-valuada definida sobre Q. X(w) se dice integrable Pettis

si y sélo si existe x, € H correspondiente a cada A € 4 tal que

<Xp,y> = (L)IA<X(w),y> dP(w) VyeH

donde se asume que la integral existe en el sentido Lebesgue.

La integral de Pettis de X se define como
X, = (P)I X () dP(w)
A

Es claro, a partir de la definicién anterior que, una Vv.a. X-valuada
integrable Pettis es una v.a. débil, pero no necesariamente fuerte. De aqui, que

para v.a. débiles introducimos la siguiente definicion:

0.35. Definicion

Sea X(w) una v.a. débil. La esperanza de X, denotada por E [X] o Ey[X(w)], se

define como la integral de Pettis de X sobre Q, €s decir,
EJX@)] = (P)|_ X(2) dP()

-

Nos referiremos a la esperanza anterior Como esperanza débil. Para definir el
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concepto de esperanza matematica en sentido fuerte, lo hacemos desde un punto de

vista constructivo.

0.36. Definicion

Una funcién simple X(w) se dice integrable Bochner si 'y sélo si IX(w)ll €

L,(Q). Por definicion

(B)JAX(w) dP(w) = n x.P(AnA)
=1

donde X(w)=x; sobre A; € 4, 1=1.2...,0.

La integral de Bochner y de Pettis sobre funciones simples coinciden.

0.37. Definicion

X(w) se dice integrable Bochner si y so6lo si existe una sucesion de v.a.
simples {X_(w)} convergente c.s. a X(») y tal que
lim b I1X_(w)-X(w)Il dP(w) = 0

n— 0

Por definicion,
(B)LX(w) dP(w) = lim (B)an(w) dP(w)

n—> 0

para cada A € £ y en particular para A=XQ.

Es claro a partir de la definicién anterior que, cada v.a. integrable Bochner
es una v.a. fuerte. Ademds, Si X es integrable Bochner, €s integrable Pettis y

ambas integrales coinciden.

0.38. Definicion

Sea X(w) una v.a. fuerte. La esperanza de X, denotada por E{X] o E{X(w)],

se define como la integral de Bochner de X sobre Q, €s decir,
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E{X@)] = (B)] X(w) dP(w)

Nos referiremos a la esperanza anterior como esperanza fuerte. La existencia
de esperanza fuerte implica la existencia de la esperanza débil, en cuyo caso,

ambas son iguales.

La clase de v.a. cuya esperanza fuerte existe puede caracterizars€ CcOmo

sigue.
0.39. Teorema
E{X(w)] existe & X es una v.a. fuerte y E[I1X(w)I] <w.

Los conceptos de esperanza, como ocurre en el analisis cldsico, dan lugar a
los espacios B,. Asi, H,=H,(Q,H) el conjunto de las v.a. H-valuadas definidas
sobre 2, que son integrables Bochner. H; €s un espacio lineal (subespacio de H), y
la integral Bochner es un operador lineal sobre H;. H; €s un espacio normado con

norma
X] = E[IX(w)I] = (L)IQ 1X(w)ll dP(w)

Consideremos ahora H =H, (Q,H) el conjunto de las v.a. X(w) H-valuadas

definidas sobre Q tales que
lim (L) ” I1X_(w)-X(w)I” dP(w) = 0

n—>
] <p<w, para alguna sucesién {X, (w)} de v.a. simples.

Los espacios H, son normados, con norma
1/p

[X), = ( (L)JQ IX(@)I° dPw) )" = ( E[1X(w)1?] )

1/p

Si X(w) € H, es una v.a. fuerte, I X(w)ll € ﬂ_p(Q,[R). El reciproco tambié€n es

cierto.
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Las propiedades de E; y E; se pueden resumir en el siguiente resultado.

0.40. Teorema
a) E,[X] y E{X] estdn bién definidas.
b) Si X,Y:%——H son integrables en ambos sentidos:

E,[aX+BY] = aE [X]+BEy[Y]
EfaX+BY] oE{X]+BE]Y]

c) Si E{X] existe, entonces
E,[X]| = E[nXl]
E{X]| = E[1Xl]

|

d) Si L € £(H) y X:0——H es una v.a. débil tal que E;[X] existe, entonces
E4[L(X)] = L(E4[X])
Si L e £(H) es un operador cerrado y X:——H es una v.a. fuerte tal que

E{X] existe, entonces

EJL(X)] = L(E{X])
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E. EL ESPACIO DE HILBERT H,(2,H)

En todo lo que sigue, (2,4,P) denota un espacio de probabilidad completo, H
un espacio de Hilbert separable, y H,=H,(Q,H) el espacio de v.a. H-valuadas

definidas sobre Q con norma

(X], = ((L)J'Q 1IX(@)1? dPw) ) < o (1)

0.41. Teorema

La aplicacion H,xH,——C definida por
<X, Y> = J'Q <X(),Y(w)> dP@w) Vv X,Y € H,

es un producto interior, cuya norma inducida coincide con (1).
Demostracion:

1. <oaX+BY.Z> = JQ < (X +BY)(w),Z(w)> dP(w) =
- JQ < aX(@)+BY(),Z(w)> dP(w) =

- JQ 0 < X(w),Z(w) > +B<Y(w),Z(w)> dP(v) =

& j - <X(),Z)> dP@) + B IQ <Y(),Z(w)> dP(w) =

& <X Y> + B <X, L>

2. <X,Y> = JQ <X(),Y(®)> dP(w) = fQ <Y(),X(w)> dP(w) =

- IQ <Y(W),X(w)> dP() = <Y,X>
3. <X,X> = IQ <X(),X(w)> dP®) = 0 i
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Ademas,

X2 =<X,X> = IQ <X().X(w)> dP(w) = J'Q 1IX@)12 dP@w) = (X))’ o

0.42. Teorema

Para la topologia inducida por la norma, H, €s un espacio completo, es decir,

H, es un espacio de Hilbert.

Demostracion.

Basta probar que toda sucesién de Cauchy es convergente. Sea {X,} una

sucesion de Cauchy en H,, con lo cual,
lim X -X_I =0

n,m-—>00
y en particular, existe una subsucesion {Xnk} tal que
1
X, Xa I < w~

Sea g:Q——R la funcion defimda por

8@) = I 1%, (@)X, @)

Entonces:
gl = E J X (w)-X, (:.o)u2 dP(w) < E : <
k=0 4R K*I . k=0 Hk+1
de donde,

J'Q 2] dPW) < © = go) < w
y la serie 2"Xnk+](w)“xnk(w)" converge c.s., con lo cual la serie

£[X,, (@)X, (©)]

e +1

tambien converge c.s.
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Entonces,
IX(il = ) IanHl(w)—Xnk(w)ll = g(w) C.s.
k=0

por tanto,
2 { M2 dP(e
IQ 1X ()1 dP(w) = IQ [e(w)]* dP(w)

esto es,
IXIlh = lglh =0, vy X € H,

Por otra parte,

I X(w) - Y [X (w)-Xnk(w)] I =Y IIXnkH(w)-Xnk(w)ll

n
k+1
k=p k>p

2 k>p

Lz IX(@)- £ X . (@)X, @]1” dP@) = I T X, . (@)X, @1” dP@w)
k=p

con lo cual,
1

X - Y[X., X 1n=ynx, -X I <—
| 1
I < —
[ .
Cuando p-«, entonces n,, > y {an+l}—>X, pues

esto es, ||X-an+

IX-X = 1X-X, I+ XX,

I My +1

y por consiguiente, {X }>X. o

Sea C,=C,(2,C) el espacio de v.a. complejo-valuadas definidas sobre Q, con
norma cuadrado-integrable. C, es un espacio de Hilbert con producto interno

definido por
<U,V> = E[UV] U,V e G,

C, es un espacio de Hilbert involutivo bajo la involucion definida por U —U

(v.a. compleja conjugada de U). b
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Sea X un vector aleatorio de segundo orden. Asociado a X, podemos definir una

aplicacion F de H en C, dada por
x — F(x) = [<X(w),x>] V x e H
donde [-] de nota la clase de equivalencia de la v.a. <X(w),x>.

La aplicacién F es lineal y continua, y <X(w),x> € C,, pues

E| <X(),x>|> = IXI’E[IX(@)17] < w

Reciprocamente, F e £(H,C,) proviene de un vector aleatorio de segundo orden
X, si para todo x € H, la v.a. <X(w),x> pertenece a la clase de equivalencia F(x).

Vamos a ver que el operador F proviene de una v.a. de segundo orden s1 y solo
si F es un operador de Hilbert-Schmidt, pero antes, repasemos este concepto.

Sean {e.} y {f,} dos bases ortonormales de sendos espacios de Hilbert H, Yy

H,, respectivamente, entonces:

o0
Si {h;} < H, tal que |A|2=i_z_=:lllhil|f,2 < o, entonces, la aplicacion A:H,——H,
definida para cada x € H, por
0
X — Ax = X <Xx,&>py4h
1=1 ' 1 !

verifica que:
1. es lineal y continua, esto es, A € £(H;,H,)

2. 1Al = |A|

I'™M 8

3. Ae.=h,, y por tanto Ax = ]<x,ei>HlAei

I

Si A es continua, la aplicacién adjunta A™:H,——H, definida para cada y € H,

por la formula
<AX,y>y, = <x,A’l‘y>Hl V X € H,

es lineal y continua.
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Los operadores asi definidos anterior son operadores de Hilbert-Schmidt.
Es inmediato, que el operador adjunto definido es también un operador de

Hilbert-Schmidt, y que la norma de Hilbert-Schmidt |A|2 = iglu;ﬁmﬁllf12 = Elllﬁs"‘fﬁllﬁl
= |A*| no depende de las bases {e,} y {f,} escogidas.

0.43. Definicion

F e £(H,C,) es un operador de Hilbert-Schmidt si
Traz(F'F) =Z IFel’ < @
donde F* € £(c,,H) es el operador adjunto de F, y {e.}.c; es una base ortonormal
de H.

0.44. Teorema

H, es isomorfo al dual del espacio de Hilbert X¥(H,C,) de operadores de
Hilbert-Schmidt de H en C,.

La demostracion de este resultado puede verse en Payen[29], p.347.
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Capitulo I
FUNCIONES ESTACIONARIAS
HILBERT-VALUADAS
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1 1. FUNCIONES ALEATORIAS ESTACIONARIAS
COMPLEJA (O REAL)-VALUADAS

En esta primera seccion resumiremos los resultados fundamentales, asi como
las técnicas empleadas para su obtencién, que pueden considerarse C€OmMo

antecedentes probabilisticos de nuestro trabajo. Se trata del estudio de las
funciones aleatorias estacionarias con valores en R o C. Comenzaremos describiendo

los conceptos generales y resultados basicos sobre funciones aleatorias, para
pasar posteriormente al estudio de la representacién y descomposicion espectral de
las funciones aleatorias estacionarias que concluiremos con el problema de Ia

prediccion lineal.

A. FUNCIONES ALEATORIAS: GENERALIDADES

Denotaremos por (2,4,P) un espacio probabilistico completo, y por (C,B) o
(R,B) el espacio medible C o R con el respectivo o-campo de Borel B. Sea T un

subconjunto de R.

1.1. Definicion

Un proceso estocdstico o funcion aleatoria c(o R)-valuada sobre T es una
aplicaciéon X(t,w) definida en TxQ con valores en C (o R) tal que para cada t € T,

X es una variable aleatoria compleja (o real).

X(t,w) también se suele notar X(w), e incluso {X} o X(t) cuando el espacio
0 esté sobreentendido, aunque la forma habitual de presentar una funcién aleatoria

€S
{(X(tw), te T, we Q}

o simplemente,
{X.: te T}
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La naturaleza del conjunto T (segin sea numerable o no), que algunos autores

denominan espacio femporal o espacio paramétrico, proporciona una primera
clasificacién de los procesos estocdsticos. Los casos mas destacados surgen cuando

T es el conjunto N o Z, (casos para los que se suele reservar el término de

procesos estocdsticos en tiempo -0 de parametro- discreto), y cuando T es todo R O
[0,0) (para los cuales suele estar reservado el término de procesos estocdsticos

en tiempo -0 pardmetro- COntinuo).

A 1a funcién de t € T, obtenida al fijar w en X(w), se le llama funcion

muestral del proceso.

Sea t,,t,,..,t, cualquier subconjunto  finito de T. La distribucion
multivariante del vector (Xll,th,..,XIH) se le llama distribucion conjunta finito

dimensional del proceso. Si esta distribucion es gaussiana para cada cunjunto
finito de v.a., el proceso se dice gaussiano. Si la distribucion de

(X, +h,Xt2+h,..,th+h) no depende de h, el proceso se dice fuertemente O

estrictamente estacionario.

Si notamos F+=B(X,, t € T) el o-campo de Borel de w-conjuntos generado por la

clase de conjuntos de la forma {X;, € B, t € T, B € B}, entonces ¥, es el menor
s-campo con respecto al cudl todas las v.a. X, son medibles. Ademds F. es el

o-campo generado por la clase ¥, de los w-conjuntos de la forma [(th’xlz’“’xtn)

e A] donde A es cualquier intervalo semicerrado por la derecha.

1.2. Teorema

a) Si A e 4, para cada €>0, existe un conjunto Ag € ¥ tal que
P{[A“(Q'Ae)]u[(Q‘A)”Ae]} < €

Como consecuencia: .
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b) Si X es una variable aleatoria definida sobre Q, para cada £>0, existe una
w-funcién X. que toma s6lo un nimero de valores finitos, cada uno sobre un

conjunto de %,, tal que
P[| X-Xc| >€] < €

Esta medida de probabilidad es también una medida de los conjuntos de F . Si
7' es el dominio de definicion de esta medida restringida despues de su
completacién, esto es, ¥’ consiste en los conjuntos de ¥, mas los que difieren de
ellos en un conjunto de ¥, de probabilidad O, entonces, por S€r P completa por

hipétesis, todos los conjuntos de ¥y’ son medibles. (Si P no fuese completa, no
tendrian por qué serlo, y habria que considerar una representacion {X,, t e T} del
proceso, que siempre existe, para que lo fuesen; de ahi nuestra hipotesis de

completitud.)

En muchas ocasiones vamos a estar interesados en conocer probabilidades de

sucesos referidos al espacio T, que si este no €s numerable, puede que no sean
medibles, como por ejemplo el supremo o infimo de una familia. Este problema lo
solucionaremos con la condicién de separabilidad, que como veremos se trata de una

propiedad muy poco restrictiva.

1.3. Definicion

Un proceso {X,, t € T} se dice separable si existe un subconjunto N < Q de
probabilidad 0, y un subconjunto denso y numerable S < T tal que, st C es
cualquier cerrado de «£ e I es un intervalo abierto de T, los w-conjuntos

[X, € C, t e InS] Yy [X, € C, t € InT]

difieren a lo sumo en algin subconjunto de N.

El conjunto S se llama separante.
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1.4. Teorema

a) Un proceso {X,, t € T} es separable si y sélo si existe un subconjunto N c
Q de probabilidad 0, y un subconjunto denso y numerable S < T tal que, siwe Ny
t e T, existe una sucesién {t.} de S convergente a t, y con {th(w)} > X ().

b) Todo proceso estocdstico de tipo continuo {X,, t € T} (con T lineal),
tiene una versién separable, es decir, existe un proceso separable {X,, t € T}
sobre el mismo espacio probabilistico y con el mismo espacio paramétrico tal que

P[X,=X]=1 para todo t € T.
1.5. Definicion

Un proceso {X,, t € T} se dice medible si el conjunto T es Lebesgue medible y

si X,(w) define una funcién medible en el par de variables (w,t).

Si un proceso es medible, entonces casi todas sus funciones muestrales son

funciones Lebesgue-medibles. Ademds, si E[X|] existe para todo t € T, define una
funcién Lebesgue-medible de t. Si A es un t-conjunto Lebesgue-medible con

I |E[X,]|] dt < «, entonces casi todas las funciones muestrales son Lebesgue-
A

integrables sobre A.

1.6. Definicion

Un proceso {X,, t € T} se dice continuo en probabilidad en el punto t € T si

lim P[|X,,,-X,|ze] =0 Ve >0
h-> 0

1.7. Teorema

a) Si un proceso es separable y continuo en probabilidad (en todo t € T),
entonces cualquier subconjunto denso y numerable de T es un conjunto separante del
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proceso.

b) Todo proceso separable y continuo en probabilidad es medible.

¢) Si un proceso tiene un espacio paramétrico T Lebesgue-medible, y existe un
sunconjunto T, de T de medida O tal que el proceso es continuo en probabilidad en

T-T,, entonces existe una versién del proceso separable y medible.

B. PROPIEDADES DE SEGUNDO ORDEN

Las propiedades de segundo orden son aquellas que se pueden definir en
términos de estos momentos, salvo equivalencia. Las v.a. definidas sobre Q y con

momentos de segundo orden se pueden interpretar como puntos €n un espacio de
Hilbert (por 0.4.c), el espacio L,(Q) de las v.a. (reales o complejo-valuadas) de

segundo orden definidas sobre Q, es decir, el espacio
{X:9—>R(0 C) / E[|X|2]<oo}
con producto interno
<X Y> = E[XY]

Los productos escalares determinan las normas
iXn = CE[|X]*]1)"
y las normas determinan las distancias
dX,Y) = 1X-Yl
La conergencia "en norma” es la convergencia "en media cuadritica", X ~—X

1.8. Teorema

IX -Xil >0 < E.|}*(m-X|2 > 0, y L, es un espacio de Hilbert.
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En L, se puede, por tanto, definir el concepto de v.a. ortogonales. El
criterio de convergencia y estabilidad se puede resumir en el siguiente resultado.

1.9. Teorema (Convergencia y Estabilidad en m.c.)

Sea {X_} una sucesi6n de v.a. ortogonales.

1. £ X, converge en m.c. < Z E X,|* < =, en cuyo caso,
2

E[ X)’] = ¥ E|X,|”> (relacién pitagérica)

. EI)(I(‘2 1 n

2. D § < o, {b}0 > — Z
2 " b k=

by n

ka.c .0

1

Para establecer un criterio andlogo para la convergencia y estabilidad c.s.,
nos apoyamos en la desigualdad de Rademacher (similar a la de Kolmogorov).

1.10. Teorema (Convergencia y Estabilidad c.s.)

Sea {X } una sucesién de v.a. ortogonales.

I Mo

1. S1 é] (lgk)2E|Xk|2 converge C.S. = X, converge c.s. y en m.cC.

k=1

(RE[X | E as
2. S1 Z < oo, {bn}ﬂm = .b_ kEIXk__'_')O

b,

Una vez estudiadas la convergencia y estabilidad en sucesiones, pasamos a
estudiar las funciones aleatorias de segundo orden {X(t), t € T}, introduciendo

los conceptos de funcién media y funcion covarianza.

1.11. Definicion

A las funciones p:T——C y R:TxT——C definidas por
u(t) = E[X(@®)] teT

R(s,t) = E[(X()-u(t) (X(s)-p(s))] (s,t) € TXT
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se les llama funcién media y funcion covarianza de la funcion aleatoria {X(t)},

respectivamente.

Conviene aclarar que los procesos de segundo orden, se pueden considerar
centrados, ya que al expresar
X(t) = X(@®)-p®) + wd)
el proceso se descompone en un primer término de media cero y en segundo sumando

no aleatorio, sin interés para el cdlculo de la m.c.

Vamos a estudiar las propiedades de la funcién covarianza, que podemos

resumirlas en el siguiente resultado.

1.12. Teorema

1. Una funcién R(s,t) sobre TxT es una covarianza si y solo si es de tipo
definida no-negativa. Es decir, si para cada conjunto finito de valores

To={t,,..,tn} € T, y cada funcion h(t) sobre Iy

; R(t,,,t)h(t)h(t) = 0

m,n=1
En tal caso, verifica que R(s,t)=R(t,s). Ademds, cada covarianza e€s también
la covarianza de una funcién gaussiana, la cual se puede elegir real-valorada

cuando la covarianza lo sea.

7 La clase de las covarianzas es cerrada para adiciones, productos y paso al

limite.

3. La parte real de una covarianza e€s una covarianza, mientras que la parte

imaginaria no es una covarianza salvo que sea nula.

La continuidad en m.c. del proceso {X(t), t € T} se define por la propiedad
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lim E[|X(t+h)-X(®)|?]
h-> 0

Existe una ultima relacién entre la continuidad en m.c. del proceso y la de

su funcidén covarianza, expresada en el siguiente teorema.

1.13. Teorema

Si {X(t), t € T} es una funcion aleatoria de segundo orden con funcion

covarianza R(s,t), entonces:
1. El proceso es continuo en m.c. si y solo si R es continua en el punto de

la diagonal (t,t).
2. Si el proceso es continuo en m.c. (en todo t), su covarianza es continua

en todo TxT.
3 Si una funcién semidefinida positiva en TxT es continua en todo diagonal,

también lo es en todo punto de su dominio TxT.

La propiedad de derivabilidad de un proceso de segundo orden continuo en

m.c., se introduce como una extensién natural del concepto para funciones no

aleatorias.

1.14. Definicion

Una funcién aleatoria de segundo orden X(t) sobre T tiene una derivada en

dX(t) _
m.cC. . (o X’(t)) enteT s
» > X’(t) (st h=0), t+h e T

Del hecho que L, es un espacio completo, se puede demostrar el siguiente

resultado.
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1.15. Criterio de derivabilidad en m.c.

X(t) tiene derivada en m.c. en t € T si y solo si
'dzR(s,t)
asat

= E[X"()X"(s)]

existe y es finita en (t,t).

La integral en m.c. de una funcién aleatoria de segundo orden se construye
siguiendo una metodologia similar a la desarrollada por Riemann para funciones de
tipo deterministico, y consiste en considerar una sucesion de particiones {T } del

espacio paramétrico T tal que {T_} tiende a ser densa cuando n-e.

Sea T,={a=t, <t <..< tnn+1=b} un conjunto finito de puntos consecutivos que

definen una particién del intervalo [a,b] tal que

lim max {t-t. } =0
oo 1=<i<p 1 Il
1.16. Definicion
Para una funcién f:[a,b]——C, la integral
b n+1
[fox® @t = 1im = (€)X, )
oo i=1 S

a

se llama integral en m.c. de Riemann de la funcion aleatoria X(t).

De igual forma que la continuidad y derivabilidad en m.c. se han
caracterizado en términos de la funcién covarianza, también puede hacerse con la

integrabilidad.

1.17. Criterio de integrabilidad en m.c.

b -
La integral .[f(t)X(t) dt existe si y solo si la funcion R(t,s)f(t)f(s) es R-
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integrable en el rectdngulo [a,b]x[a,b].

En consecuencia, si el proceso es continuo en m.c., una condicion suficiente
para la existencia de la integral anterior es que la funcién f(t) sea continua en

[a,b].

El siguiente paso consiste en encontrar descomposiciones ortogonales de
funciones aleatorias de segundo orden. La razén fisica es que las componentes
ortogonales se pueden aislar experimentalmente por medio de"filtros" convenientes.
La razén matemdtica es que las descomposiciones ortogonales corresponden a la
introduccién de una forma general de esquemas de referencia cartesianos que
permiten el uso de una forma general de la relacién pitagérica. Vimos
anteriormente (teorema 0.9) que, dicha descomposicién es siempre posible cuando T
es numerable. Intentamos proceder a descomposiciones ortogonales mas generales del

mismo cardcter. En primer lugar damos dos descomposiciones numerables.

1.18. Teorema de desarrollo ortogonal

El desarrollo

de una funcién aleatoria de segundo orden X(t), es una descomposicion ortogonal,

si y sOlo si, su covarianza R(s,t) es una funciéon del producto st de sus

argumentos en TxT.

De hecho, cada funcién aleatoria {X(t), t € [a,b]} con funcion covarianza

R(s,t) bién definida tiene una descomposicion ortogonal numerable. La construccion
de tal desarrollo en seriec se basa en el hecho que L, es separable, con lo que
queda asegurado que todo sistema ortonormal es finito o numerable, es decir,
existe una base de L, a partir de la cual, y como aplicacion del teorema de Mercer

para nucleos simétricos autorreproductires, y del teorema de Karhumen para formas

bilinales continuas, el proceso se puede representar como Sigue:
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1.19. Teorema de descomposicién ortogonal propia

Una funcién aleatoria X(t) continua en m.c. sobre un intervalo cerrado I,

tiene sobre I una descomposicién ortogonal

X() = £, 6O,

con

E[e.e.] =5, Y I 6 (Do) dt = 3.,

. p ” 2 o . .
si y s6lo si los |A,|” son valores propios vy las ¢ (t) son funciones propias
ortonormalizadas asociadas al sistema de valores propios de sus covarianzas. En

tal caso, la serie converge en m.c. uniformemente sobre I, y
Ae = J s (HX(t) dt

La desomposicién anterior se conoce como desarrollo de Karhumen-Loeve del

proceso X(t). Aplicando éste a procesos de segundo orden concretos, como por
ejemplo, el proceso de Wiener-Levy, el de Ornstein-Uhlembeck, y el puente

Browniano, la ecuacion
b
uo,® = | R(s.D A,
a

se reduce mediante doble derivacion a un problema de contorno resoluble.

En fisica, la descomposicién ortogonal mds importante es la armonica, pues

hablando libremente, da las "amplitudes”, y de aqui, Ias "energias" que
corresponden a las varias partes del "espectro” de la funcién aleatoria, y las
investigaremos ahora. Pero previamente, tenemos que introducir funciones

aleatorias que corresponden a las sumas de v.a. ortogonales.

Designando por e[a,b] = e(a)-e(b) el incremento de la funcion € sobre el

intervalo [a,b],
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1.20. Definicion

Una funcién aleatoria de segundo orden Y(t) tiene incrementos ortogonales si
para intervalos disjuntos [a,b), [a’,b’),
E[Y[a,b)Y[2’,b")] = 0
En tal caso,
E[| Y[a,b)tY[2’,b)|’] = E[|Y[a,b)|’] + E|(Y[a’,b")|’]
y resulta, denotando, para cierto a fijo,
E[| Y[a,H)|"] = F(t) E[|Y[ta)|"] = -F@®
que

E|(Y[t,)|"] = FIt,s)
que denotaremos para abreviar:

dF(t)

E[|dY(®)]]

Si R(t,s) es la covarianza de Y(t), esta relacién se transforma en:
R(s,s)-R(t,s)-R(s,t) +R(t,t) = F(s)-F(t) V t=s
que denotaremos:
d’R(t,s) = dF(t) ts=s

Observese que los momentos segundos de los incrementos de Y () estan acotados
si y s6lo si la funcién no decreciente finita F(t) estd acotada en T. Esté acotada
o no, esta funcién no decreciente, se extiende a una funcion no decreciente
(finita o no) sobre R=(-»,0), y de hecho, sobre R. Esto nos lleva al siguiente

teorema.
1.21. Teorema de extension

Si la funcién aleatoria Y(t) sobre T tiene imcrementos ortogonales con
momentos de segundo orden acotados, entonces, conservando esta propiedad, se puede
extender Y(t) por continuidad a la clausura de T, y se puede extender a R.
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Bajo las hipétesis de este teorema, la funcion aleatoria Y(t) es
descomponible en dos partes con incrementos mutuamente ortogonales
Y(O) = Yy + Y0
donde Y,(t) es una suma de v.a. ortogonales (que converge en m.cC. S
numerable), y Y. (t) es continua en m.c., y ademas,
E[dY,t)|> = dFy(t) y E[dY.()]" = dF.()
donde F; y F. son las partes puramente discontinuas 'y continuas de F,

respectivamente.

C. FUNCIONES ALEATORIAS ESTACIONARIAS

En lo que sigue, {X(w), t € T, w € Q} es una funcién aleatoria definida
desde 9xT en (C,B) o (R,B), y con momentos de segundo orden finitos, esto es,
E[|Xt|2] < « para todo t € T. (Nos centraremos en el caso continuo, y en prticular

donde T=R)
1.22. Definicion

La funcién aleatoria real-(o compleja-)valuada {X,} se dice estacionaria (en

sentido amplio) o débilmente estacionaria Si:
1. E[X,] no depende de t (es una constante que se puede tomar nula).

2. Su funcién covarianza asociada definida por
R(s,t) = E[X.X,] (s,t) € TxT

depende sélo de la diferencia s-t.

Nota: Muchos autores omiten la propiedad 1, ya que es matematicamente
intrascendente respecto a las propiedades de segundo orden de la funcion
aleatoria, que son las de nuestro interés, (bastaria considerar el proceso

{X-E[X,]} de variables con media cero, en lugar de {X.}).

Puesto que en los procesos estacionarios R(s,t) depende sélo de la diferencia
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s-t, se denota por R(s) a R(t+s,t)=E[Xt+s_)E] para cualquier t € T, pues su valor
no depende de t sino de la diferencia s=(t+s)-t.

Kintchine, quien introdujo las funciones aleatorias de segundo orden vy
también estudié la descomposicién arménica de sus covarianzas, demostro el

siguiente resultado.

1.23. Teorema

La funcién covarianza R de un proceso estacionario débilmente continuo
verifica las siguientes propiedades:
a) R es continua y definida positiva

b) R(-t) = R(t)

N =
¢) ¥ R(t-t)e o« = 0 para cada conjunto finito de valores t;,..,ty Y de

m,n=1
nimeros complejos «,,..,oy.
Reciprocamente, toda funcién R verificando las propiedades b) y C) anteriores

y continua en t=0 es la funcién covarianza de un proceso (débilmente)
estacionario. Si la funcién covarianza es real, el proceso puede tomarse también

con valores reales.

(Si el proceso es de tipo discreto sobran las condiciones de continuidad).

Herglizt obtuvo la funcién covarianza como una transformada de Fourier-

Stieltjes:
1.24. Teorema

Una funcién R es definida positiva si y s6lo si puede expresarse de la forma

R(t) = Jme'-"“i’“ dEQ)

- 00

_ =
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donde F es mondtona no decreciente y acotada, y se llama distribucion espectral.
La funcién F se determina univocamente por la ecuacion
F(A,") - F(dy) F@®,") - FA))
2 2 -

T p2MiAg 2Tt

= ]lim : R(t) dt (1)
T Jr. -2mit

T -
En el caso discreto, R(t) = J P dF(»), F estd definida para |A|=1/2 Yy
12

determinada por
F(a,") - FOy)  F,7) - FOy)

2 2
N e-znihzn ~ 2MAn
= RO(A) + lim ¥ | R() (1)
N> -2min
n#0

(-1/2<2A, <A, <1/2)
con R(0)=F(1/2)-F(-1/2).

Si F es absolutamente continua, esto es, si es la integral de su derivada, F’
se llama funcion de densidad del proceso, (y cuando se use este término Se

entenderd que la distribucién espectral es absolutamente continua).

S1 '[ IR(t)| dt < o, existe una funcién de densidad espectral dada por

FP(A) = ij(t)e'zniht dt (2)

De hecho, esta restriccién sobre la funcién covarianza, implica que (2) puede

integrarse para dar (1).
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En el caso discreto, Si ¥ |R(n)|] < o, existe una funcion de densidad

-00

espectral dada por

R(t)e-?r[i?m (2,)

™~ 8

F'(A) =

8

y (2°) puede integrarse para dar (1°).

El espectro del proceso consiste en los numeros A, €n Cuyos entornos F es

realmente creciente, en el sentido que F(A,+¢€)>F(A,-€) V €>0..
(Estos nimeros son las frecuencias que forman parte del andlisis armonico

tanto de la funcién covarianza como de las funciones muestrales del proceso).

El primer teorema de representacién espectral fue dado por Cramer en 1942, e

independientemente por Loeve:
1.25. Teorema

Todo proceso estacionario {X,(w)} tiene una representacion espectral

Xl - J'we?.niht dY () (3)

- 00

donde Y(1) es un proceso de incrementos ortogonales tal que

E[|dY(2)|*] = dF(»)

Reciprocamente, si  Y(A) es un proceso con Incrementos ortogonales
satisfaciendo (3), entonces

YOLT) - Y)Y T) - Y(A) o g P2TA
- = l1m : X, dt
2 2 T>w Jr -2mit

y esta ecuacién determina univocamente Y(A), salvo conjuntos w-nulos, si el

proceso Y(A) estd propiamente normalizado.

Esta representacion de X, se llama representacion espectral.
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En el caso discreto (3) puede escribirse como

1/2 .
X = J A 4y () 3’)
-1/2

donde Y() es un proceso de incrementos ortogonales tal que

E[|dY®)|’] = dF()
Reciprocamente, si Y(A) es un proceso con incrementos ortogonales

satisfaciendo (3’), entonces

Y(A2+) E Y(Az—) Y(A1+) - Y(?t{) B

i 2
N e-21tf7t2n _ Znihln
= X,(A,A,) + lim ¥ | X (-1/2<a, <2, < 1/2)
N> _y -2nin
n+0

con X,=Y(1/2)-Y(-1/2).
y esta ecuacién determina univocamente Y(), salvo conjuntos w-nulos, s1 el

proceso Y(A) estd propiamente normalizado.

Si el espectro del proceso X(t), (andlogamente ocurre en el caso paramétrico

discreto), contiene un nuimero finito o numerable de valores A,,..,A,, ( esto es,

2

. o 2
si F es una constante excepto para saltos de magnitud o,",..,00" €n A;,..,A, la

representacion espectral se reduce a una suma finita del tipo:
? [2TA
X, = [ "™ dY) = £ MNYOH-YO] =
- 00 J
=y elzmhj 8?
J

donde e; son mutuamente ortogonales.

El teorema de representacion espectral puede modificarse ventajosamente en el
caso donde F sea absolutamente continua (tanto en el caso discreto como continuo).

. . ' : 2 ” ;
Si F es absolutamente continua, y si f es de Baire con |f'|=F’, existe un proceso

Y(2) con incrementos ortogonales tal que
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X, = .[ 2T f(x) dY(n)

- 00

con E[|dY()|*] = da
1/2
(X, = |

-1/2

ezninh f(x) dy(x) en el caso discreto )

Es interesante notar que un proceso estacionario tiene distribucién espectral
absolutamente continuo si y sélo si es un proceso de medias moviles, esto €s, un

proceso definido (en el caso continuo) por
X, = J' C() dE(A+1) = J C(r-t) dE()

donde C es una funcién medible de norma cuadrado integrable y &(t) €s un proceso

con incrementos ortogonales con E[|d8(h)|2]=dh; en el caso discreto, X 6=

(08
2
Z Cj8n+j’ con Z\CJI <W.
: o - 00

J

Este teorema de representacion espectral es esencialmente equivalente a la
descomposicién arménica de las funciones aleatorias estacionarias de segundo
orden, que a su vez, es una consecuencia inmediata del teorema de Stone (1930)

sobre grupos de operadores unitarios en espacios de Hilbert.

Kolmogorov y la escuela rusa procede a un estudio detallado de los procesos
estacionarios de segundo orden por medio de los métodos utilizables en los
espacios de Hilbert. Sea L,(2) el espacio de Hilbert de las v.a. de segundo orden

con valores en R o C, y con producto interno definido por
< X.Y > = E[XY]
Entonces, puede definirse un proceso estacionario como una aplicacion
X:T——l,(Q) tal que su funcién covarianza depende s6lo de la diferencia t-s. Esta

condicion puede caracterizarse en término de operadores.

o

Existe una clase de operadores normales (esto es, los operadores sobre un
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espacio de Hilbert que conmutan con su adjunto), de notable interes general, y en
particular, para la teorfa de Procesos Estocdsticos: son los llamados operadores

unitarios.

Un operador U se llama wunitario si satisface que
UU*=U"U=1

En el mismo sentido en el que puede pensarse en los operadores hermitianos
(es decir, los que coinciden con su adjunto) como numeros reales generalizados,
los operadores unitarios pueden pensarse como nimeros complejos de modulo 1.

Observese que un operador unitario es invertible, y de hecho, los operadores

unitarios pueden caracterizarse como aquellos operadores U invertibles tal que

U'=U"™. La razén principal de la importancia de los operadores unitarios, es que
son exactamente los automorfismos de H (esto es, los isomorfismos de H sobre H).
Observese que puesto que un isomorfismo es una isometria, se sigue que un
automorfismo es, en particular, un operador. De hecho, una condicion necesaria y

suficiente para que un operador U sea un automorfismo de H es que sea unitario.

1.26. Teorema

Si M es el subespacio lineal cerrado generado por el proceso {X,, t € T} en
L,(Q), existe un grupo {U, t € T} de operadores unitarios tal que
UX (w) = X 4 (w)
0 equivalentemente
X, = UX,

Von Neumann y Wintner prueban, para el caso de sucesiones estacionarias {X,,

o< n<w}, donde un resultado andlogo a 1.26 establece que podemos escribir X =U"X,
donde U es un operador unitario definido sobre L,, el siguiente resultado.
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1.27. Teorema

Si U es una transformacién unitaria con dominio M, para cada A e [-1/2,1/2],

existe en variedad lineal cerrada (subespacio) M(A)sH tal que:

1. M(-1/2) es una variedad lineal que contiene s6lo las v.a. nulas c.s., ¥y
M(1/2)=M

2. M(A) ¢ M(u) st A < n

3. MA) = n M) -1/2 =2r=1/2
> A

y sl E(n) es la proyeccién ortogonal de M sobre M(A), entonces, para todo x,y de

M:

X "2 ominn o .
E[(U"X)Y] = j A GE[ER)X) Y] (4)

172
Las propiedades anteriores de los operadores proyecciones implican que el

proceso {E(A)X, -1/2=a=1/2} tiene incrementos ortogonales, y que E{[E(A)X]-)_(-} es
real y mondtona no decreciente en A. Por tanto, si X=Y, la ecuacion (4) se
convierte en otra versiéon de la expresion de 1.24 para el caso discreto. La
equacion (4) puede escribirse de otras formas, dependiendo del tipo de integral

usada, como por ejemplo

1/2 .
UX = I 2 qE()X (5)
-1/2

y COmo

1/2 .

-1/2

El teorema correspondiente para el caso continuo al de Neumann y Wintner es:

1.28. Teorema

Si {U,, -«<tw} es un grupo de transformaciones unitarias con dominio # (donde
U.,,=U,.U). Entonces, (afiadiendo la condicion de continuidad posteriormente
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descrita), para cada A € R, existe en variedad lineal cerrada (subespacio) M(A)EM

tal que:

. n M(2) es una variedad lineal que contiene s6lo las v.a. nulas c.s., y que
A

es densa en M
2. MA) ¢ M(p) s1 A < u

3. M) = 0 Mu) -1/2 =a = 1/2
BnL=> A

y si E(A) es la proyeccién ortogonal de M sobre M(r), entonces, para todo X,y de
M:

E(UX)Y] = [¢™* dB[EGXY] ()

- 00

0, en versiones alternativas,

UX = Jme'-""i"‘ dE(M)X (8)

- 00

y COmo

Ui = j A GE() 9)

- 00

La primera versiéon con X=Y, nos lleva a la representacion 1.24 de la funcion
covarianza como una transformada de Fourier-Stieltjes, la segunda nos lleva a la
representacién espectral 1.25 de un proceso estacionario en tiempo continuo.

El resultado anterior, se debe a Stone (1930) bajo la hipétesis que, para

todo X,Y, E[(UtX)i(] defina una funcién contonua de t. Von Meumann (1932) probo que
la medibilidad de esta funcién de t (para todo X,Y) implica su continuidad s1 M es

separable.

Vamos a presentar, por ultimo, el problema de prediccion lineal minimo

cuadratica, donde juega un papel esencial la descomposicion espectral, que

introducimos previemente.

Si A,,..,A, son r A-conjuntos disjuntos cuya union es todo el eje A, R (el
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intervalo [-172,12] en el caso discreto), y si suponemos que estos conjuntos son
medibles con respecto a F, entonces es posible representar a X (w) como suma de
procesos estacionarios mutuamente ortogonales (del mismo tipo) cuya distribucion
espectral se reduce a los conjuntos A,,..,A. Ciertos casos especiales de esta
descomposicién son muy importantes. Sea F una funcion de distribucion espectral
dada, entonces F se puede escribir de la forma
F=F + F, +F;
donde F, es una funcién de salto, F, es la componente absolutamente continua de F

dada por
A ’
F,0) = | P du
0

y F, es continua, monétona y no decreciente, y es la parte singular. (F, esta
restringida a los puntos donde F es discontinua, F, a los puntos de continuidad
donde F’ es finita, y F; al resto, el conjunto de medida O donde F es continua y

F’ no existe o0 no es finita).

Esta descomposicién nos lleva a la correspondiente descomposicion del proceso

X, en tres procesos mutuamente ortogonales
X = X + X{© + X(©)

El primero, X! se reduce a una simple suma: Si 2A;,Ay,..son  las
discontinuidades de F (supuesta continua por la derecha), las v.a. Y(A;1)-Y(%))

2T0A., :
forma un proceso ortogonal, Yy X: = ) e ™ J[Y(?lj+)-Y(7Lj‘)], donde la series
J
convergen en media para cada t. La funcién covarianza es uniformemente casi
periodica,

RI(t) = fme”""‘ dF2) = ¥ ¢ NF()-F ()

- B0 J

Veremos que el problema de la prediccion lineal implica separar Xf(w) fuera
de X..
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Comenzaremos con el caso discreto. Sea {X,} un proceso estacionario con
distribucién espectral F. En lo que sigue describiremos como "F-medible" la medida

I dF(A) de A-conjuntos E (medida de Lebesgue-Stieltjes). Previamente introducimos
E

la siguiente notacién, donde #{---} denota la variedad lineal cerrada generada por

los elemntos o conjuntos de elementos entre paréntesis.

m{e’™H:m <j=n}

N(m,n) = M{Xj:m<j£n} (m,n)N =
N, = N(-=,n) N = (-o,mN
N = DN, oV = 0N
N = M{Xn:-m<j<tn} o = M{ezmju:-m<j<m}

Notese que la variedad ./ es la veriedad ¥ generada por todas las funciones @

1/2
que son F-medibles y para las cuales I |¢(A)|2dF(A)<m.

- 172

El problema de la prediccion X ,, en base a un segmento finito del pasado,

utilizando la prediccién minimo cuadrdtica consiste en aproximar X,,, Por

y Wy . N-1 N 8 5
combinacines lineales ¥ b;X . minimizando el error cuadrdtico esperado

y=0

N -1 )
E[lxn+v S ijn-jI ]
j =0
Si N es fijo, existe una combinacién lineal minimizante , que denotaremos

Yoy = E[Xn +V|Xn-N+l?"’Xn]’ que es la proyeccién de X ,, sobre #(n-N,n).
Si no se fija N, el problema se replantea, minimizando
E{| Xosv 0|} v e X,
y la solucion es E".[X][1 ) N1 proyeccion de X_,, sobre #_.
En ambos casos la solucién es unica cC.S.
Notese que 11m E{xnlﬂ(n-N,n)} - E{Xnmn}.

N—- o

La representacion espectral de X
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donde Y(2) es un proceso de incrementos ortogonales tal que

E[|dY()|] = dF()
juega un papel esencial en la consideracion de Ia prediccion lineal como una

aproximacion polinomial. Sabemos que si ® € ¥, la Integral estocastica
1/2
b = J' 3(\) dY(D)
L1

define una v.a. con E[|w|2] <. (Por ejemplo, si ¢=e2nm“, y=X ). Ademds, ® € N si
y s6lo si Y € Ny, y se determinan univovamente una a la otra salvo conjuntos de

mediada nula.

Usando la correspondencia anterior, se resuelve el problema de prediccion,
buscando la funcién &, € ¥, llamada funcion prediccion para el retardo v, que

|

-1/2

minimiza
1/2 7T[f3.v A
le” " -e(A) | dF(A)

(Basta considerar la igualdad

N - 1 L iy N-1 s
E[IX, - LbX;%1 = [ [ be XN |? dF(a)

§ =0 L1 j =0
para apreciar la equivalencia de ambas formulaciones).

.'ZT[DW

La solucién &, es la proyeccion de e sobre ¥, y estd univocamente

determinada salvo conjuntos de F-medida nula. Entonces, considerando la

correspondencia anterior, tenemos que
12

'p(),v = I ¢w(A) dY(A)

*1/2
y en general,

s 21IAn
e @V(K) dY(?\.)
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00 .
Notese que st ,(A)=} bje'mm’, entonces ¥, , viene dado por

{ i

. 2 2i'e o . >
Si ¢, es el error cuadrdtico medio de prediccion,
1/2

02 =E[| Xy - Yoyl = [ 1€ 0,07 dFQ)

-1/2

2 2 - . 2
entonces 0 = o, = o,” = -+ . El proceso se dice regular si o, >0,y no-regular o

ot o o i . o
deterministico si o,"=0. En el caso regular, X ,,, no cae en #, y la sucesion de
veriedades {¥_} es estrictamente creciente. En el caso no regular, X,,, cae en ¥,
y todas las veriedades #, son la misma, ¥, siendo todos los o; nulos.

1.29. Teorema (Solucion general al problema de prediccion en el caso

discreto)

: gl , @ ) ;
Si {e,, -w<n<w} es una sucesién ortonormal de v.a., si Z |c,|" <e, co#0, y si

o0

X = X ce_. (10)

n _]=OJ n-)
entonces, el proceso {X,} es estacionario y tiene densidad espectral

m -Zni A 2 - L >, . .
20|cne “*|”. El proceso es regular, y el error de prediccion cuadriatico medio
n=

o 2. satisface la inecuacion

v 2

2 2 . 2
Oy = ICOI +”+‘Cv-l|

Notese que la serie dada en (10) converge en media, y que el proceso {X } se
puede expresar de la forma (10) si y solo si la densidad espectral es

absolutamente continua y

2TInA | 2
leg™ "« |

; = o 2
F'(x) = = con n5:0|cm\ <o, CuF0

Por otra parte, todo proceso regular se puede descomponer €n un proceso
regular otro no regular de tipo canodnico: Si ...,Xg,X,,... son las variables del
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un proceso regular, definiendo {e } por

Xn-wn-l,l = O0&,
se puede escribir X, como una suma, U, de series de Fourier en £, y un resto,
v .

n'

R, =UAPY,

00

: L
donde U_= jéocjgn-i con n'i‘olcﬂ|2<f»~':*,. ¢, =E[X,&p;]

Entonces, la descomposicién se puede resumir:

1.30. Teorema (Descomposicion de Wald)

Sea {X_,-»<n<w} un proceso regular. Entonces X, se puede escribir de la forma

X

n

o0
£ Ceny + Vo = Uy + V,

j= ]

donde
- 2

E[e, e.]=5,., E[,V,]=0 ¥ m,n; e, €N, V, € ¥

Existe una séla sucesion de constantes {c,} y s6lo una sucesién de v.a. {e,}

satisfaciendo estas condiciones.

En esta representacion U, es regular, V6 es deterministica. La prediccion
Y ., se da por

(8 4)
Vov,y = &£ 68y T Y

J=V J n'.j

Y g - WE % . o ,
El error de prediccion es o, = j§0|c:j| . que es el mismo del proceso {U_}.

Las distribuciones espectrales de U, y V, son respectivamente, la componente

absolutamente continua y la componente singular de la distribucion espectral del

proceso X,.

En el caso continuo, dado un proceso {X,} estacionario y débilmente continuo,
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introducimos las correspondientes notaciones:

M(r,8) = M{X. r<tss} (r,s)M = /M{c»,'”'"h‘1 r < tss}
M, = M(-w,t) M = (-, t)M
Mo = 0 M, oM = 0 M
My, = M{X;:-0<t<owo} M= M <t <)

El problema de la prediccion X, en base a un segmento finito del pasado,

utilizando la prediccién minimo cuadrdtica consite en minimizar

E{Ixt"WIz} w = .M(I',S)

La solucién es E{X | M(r, S)} y como en el caso discreto

lim E{X | m(r,s)} = E{X,| .}

Debido a la condicién de continuidad impuesta al proceso, AM(r,s) €s una
variedad lineal cerrada generada por las v.a. X, ,X,,.., donde {t } es cualquier

sucesion densa del intervalo (s,t).

El problema de prediccién en el caso continuo se basa en los resultados

correspondientes al caso discreto, ya que a cada proceso de tipo continuo con
distribucién espectral G se le puede asociar un proceso de tipo discreto con

distribucion espectral F, donde
F(A) = G(u), con A = arctg(p)/m

y de aqui,
. A
' 1 +ip ™
&M = — = tg(ma) = -
1-ip 21[171

+1

Entonces basta considerar que la variedad de A-funciones (¥ cae dentro de la

1+ip

variedad de p-funciones M=#m{( : )", n=0}, y que M=gM.
_lu
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Para mayor detalle en la discusién de funciones aleatorias estacionarias,
podemos referirnos a los manuales de Doob[7], Cramer y Leadbetter[4], Hida[12],

Rozanov[32] y Yaglom[36].
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1.2. FUNCIONES ALEATORIAS HILBERT-VALUADAS

En esta secciéon vamos a introducir las funciones aleatorias Hilbert-valuados,
estudiando con detalle las sucesiones estacionarias, las cuales nos permitiran
resolver el problema de la aproximacion lineal para procesos estacionarios
débilmente continuos. El andlisis de la funciéon covarianza de una funcion

aleatoria de segundo orden, motivard la generalizacion del concepto para
sucesiones de operadores de Hilbert-Schmidt, cuya descomposicion ortogonal y
analisis espectral repercutird a su vez, en las funciones aleatorias asociadas.

En lo que sigue, T denota un subconjunto real de indices, y X; un vector

aleatorio de segundo orden H-valuado, esto es, un elemento de H,.

1.31. Definicién

Una funciéon aleatoria de segundo orden H-valuada es una aplicacion de T en H,

tal que

t — X,

Se suele representar por {X,, t € T}

SN B G =N S e SN BE o = o

A. FUNCION COVARIANZA DE UNA FUNCION ALEATORIA
DE SEGUNDO ORDEN

1.32. Definicion

La funcion R(s,t) definida sobre TxT por

<R(s,0)x,y> = E[<X(w),x> <X|(w),y>] V (x,y) € HxH
se llama funcién covarianza de la funcién aleatoria de segundo orden {X, t e T}.
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Asociando a cada vector aleatorio de segundo orden X, su operador de Hilbert-
Schmidt F, € £(H,cC,), la funciéon R(s,t) puede considerarse como una aplicacion de

TxT en £(H) dada por
R(s,t) = F,”F,
ya que si (x,y) € HxH:
<R(s,0)X,y> = E[<X(0),x> <X(),y>] = <Fx,Fy> = <F Fxy>

En lo que sigue, toda funcién aleatoria de segundo orden {X,} queda
perfectamente determinada por la respectiva funcion de operadores de Hilbert-
Schmidt asociados {F,}. De hecho, podemos generalizar lo visto anteriormente, €

introducir el siguiente concepto:
1.33. Definicion

La aplicacién R:TxT——2(H,K) definida por
R(s,t) = F,F,
se llama funcion covarianza si K denota otro espacio de Hilbert involutivo (al

igual que C,).
1.34. Teorema

Sea R(s,t) una aplicacién de TxT en £(H). Las tres propiedades siguientes son

equivalentes:
1. Existe un espacio de Hilbert K, y una aplicacion t+—F, de T en ¢(H,K) tal

que R(s,t) = Ft*FS.
2. Para todo subconjunto finito J de T y toda familia {x;, j < J} de

elementos de H, se tiene que

Y <R(s.)x.,x.> =0
s, l€)

3. Para todo subconjunto finito J de T y toda familia {A;, j € J} de

operadores de £(H), se tiene que
v A R(s,DA, = 0

s, t€)J
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Demostracion:

S6lo necesitamos probar que 2)=1).
Sea {e, i € I} una base ortonormal numerable de H. Consideremos el conjunto

V=IxT. La funcién f definida sobre VxV por
f((1,9),3G,1)) = <R(s,be;,e> (2)
es una funcién compleja de tipo positivo, y por tanto, (ver Moore[27]), existe un
espacio de Hilbert K y una aplicacion (i,s) —h(i,s) de V en K tal que
<h@,s),h(G,n> = f((@,s),(,t) (3)

Si x € H, sea x, su coordenada i respecto de la base. Para todo £ > 0, puede
encontrarse una familia JcI, tal que para cualquier otra familia finita Wcl,

disjunta con J, se tiene que

?
Y ox|T =€
=A%

con lo cual, la proyeccién x,, del elemento x en el subespacio generado por la

familia {e., i € W} de elementos de la base, verifica que lixyll = €. Entonces:

Iy xh@,p1* = ¥ T xx <R(s,De,g> =
EW iEW jEW

= < R(s, DX, Xy > = IR(LDIIXGN = IR(,DIE’
Podemos entonces escribir:
Xx = ¥ xh(@,t)

1€1

La aplicacién definida por x —Xx es un elemento de L(H,K). La linealidad es
inmediata, y de (4), se tiene que para todo subconjunto finito W de I:
X x> = HR(t, )Xy
y por consiguiente,
1X x> = HR(t,Hnxn’

que prueba la continuidad. Finalmente, de (2) y (3) resulta que
R(Sat) e Ft*Fs &
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1.35. Corolario

Sea R(s,t) una funcién de TxT en £(H). Existe un espacio de probabilidad
(Q,4,P) y una aplicacion t+—X, de T en H, cuya covarianza es R(s,t) si las dos

propiedades siguientes se verifican:
1. R(s,t) es de tipo positivo.
2. Para todo t € T, R(t,t) es un operador lineal de traza finita.
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B. SUCESIONES ESTACIONARIAS HILBERT-VALUADAS

Sean H y K dos espacios de Hilbert sobre el mismo cuerpo (R o C), y sea
#(H,K) el conjunto de operadores lineales y continuos de H en K.

r
[

1.36. Definicion

Una aplicacién de z en £(H,K) se dice estacionaria si su funcién covarianza

R(s,t) = F,*F, depende s6lamente de la diferencia s-t.

1.37. Definicion

Una aplicacién n+—T, de Z en £(H,K) se llama representacion unitaria Si:

1. T, = I (operador identidad)
2. TT =T,,, Yvnme/Z
3. T.T, =1 VneZ

(La representacion suele denotarse por {T,, n € Z}).

Andlogo al teorema 1.26, se obtuvo, para sucesiones estacionarias Hilbert-

valuadas, el siguiente resultado.

1.38. Teorema

Sea {F } una sucesi6n estacionaria de z en £(H,K), y M el subespacio de K

generado por la familia
{Fx: x € H, n € Z}
Entonces, existe una representacién unitaria {T, } de Z en M tal que
Fari = Bf'm
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Demostracion.

Para toda familia finita J de z, y toda familia {x,, j € J} de elementos de

H, se tiene que

Para todo t € Z, WL F ,.xl = I Fxl (4)
i€ i€l
En efecto, es suficiente elevar el primer miembro al cuadrado y utilizar la
propiedad:
2

Designando por N el subespacio de K generado por la familia {Fx: x e H ne

z}. Entonces, todo elemento u de N, puede escribirse:
u = } Fx
i€l
Esta expresion puede no ser unica, pero si
u = LFEx; = L5y,

3 iE€J
se tiene que
u = YFx, = Y FuY,
€] 3
Entonces, por la igualdad (4):
Iy Fu(xmy;) T = 1y F(x-y) 0 =0

3 3
lo que permite definir, una representacién {T,} de Z en N por:
Tn( Z ijj) - Z 1:?nj)(‘j

i€J i€l
Como T, es lineal e isométrico, puede extenderse por continuidad a M, y
ademds, la igualdad F,, =T F,_ se satisface, y se verifica sin dificultad que {T }

€S un grupo. o

1.39.Nota

El resultado anterior es cierto si {F_} es una sucesion estacionaria de un
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grupo G cualquiera en £(H,K). Es facil comprobar (ver Martinez[21]), que si G es
un grupo topolégico, y {F,} es débilmente continua en ¢(H,K), entonces {T,}, en

£(M), es también débilmente continua.

1.40. Corolario

Si {X } es una sucesién estacionaria de v.a. H-valuadas, entonces existe una

representacion unitaria en £(M), donde M=M{X x: x € H, n € Z}, tal que
Xn+m = Tnxm

Demostracion.:
Basta considerar la sucesién de operadores asociada a {X.} o

Vamos a describir la descomposicion de Wald de una sucesion estacionaria

{(F_}, para ello, previamente introducimos las siguientes notaciones y conceptos:

Designemos, para cada n € Z, por M, (F), el subespacio de K generado por los

vectores F a, con m € (-»,n], a € H, esto es, M(Fma, a € H, m=n}. Sea

M-m(F)=HQZMn(F): y M (F)=#{Fa, n € Z}.
(Notese que como consecuencia del teorema anterior, existe un operador

unitario tnico T e £(#(F)) tal que T, =T", esto es, F. =T Fy

1.41. Definicion

La sucesién {F .} se dice deterministica si M, no depende de n. Se dice

puramente deterministica si M_,=0.
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1.42. Definicion

Dos sucesiones {F_} y {G,} se dicen ortogonales si M,(F)L1M5(G).

Necesitaremos el concepto de operador parcialmente isomeétrico.

1.43. Definicion

Un operador A e £(H) se dice parcialmente isométrico si existe un subespacio

M de H tal que:
1. NAxlIl = Ixll ¥V x e M

2. Ax = 0 Vv x 1 M.
Diremos que A es parcialmente isométrico sobre M

Es conocido, (ver Maurin[26]), que a todo operador A, podemos asociarle un

operador parcialmente isométrico B tal que
A = B|A]

donde |A| =(A*A)”2 se llama parte positiva de A. La descomposicién enterior recibe

el nombre de descomposicion polar.

1.44. Teorema

Toda sucesién estacionaria puede descomponerse como suma de dos sucesiones

ortogonales {U,} y {V,} asociadas a la misma representacién unitaria, donde {V.}

es deterministica y {U,} es puramente no deterministica.

Ademds, la sucesién U, puede escribirse cOmo suma de una serie fuertemente

convergente de la siguiente forma:
(00
Un o Z E:;’n-kAk;
k=0
donde A, € £(H) y {€ =T"€,, n € Z} es una sucesién ortogonal de operadores

parcialmente iSométricos. Ademds, si n=m, se tiene
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Um*Un - Z Ak*An-m-i-k
k=0

(donde la serie converge débilmente en Z(H)).

Demostracion:

Designemos por P_ el proyector de K sobre el subespacio lineal cerrado # (F)
generado por {F,a, k=n, a € H}, y sea T es el operador unitario asociado a la

sucesién F_ (esto es, F,=T F).

Se tiene que M_, . (F) = T#_((F)), de donde P, +ka = TkPn para todo k fijo

pero arbitrario. De aqui, que P, T" = TP...
Definimos V_ =P F  y U ,=F_-V..

Es claro que {V_} y {U,} son ortogonales. La sucesicion {U_} es puramente no
deterministica, ya que Q,=P,-P,, es el proyector sobre #,(U) y flllrg Q, = O (limite

en £(K) de una sucesién decreciente de proyectores).
Por otra parte M_(V)=4#_,(F), por lo que {V } es deterministica.

Sea Z = F - P_,F..

n

Puesto que:

P, = TP,T"

n-1

donde, se tiene que:
FH — TnFO — (TnP_lT-n)TnFO — TnFO

La sucesion {Z .} es, por tanto, estacionaria, y si &, designa el operador
parcialmente isométrico asociado a Z, en la formula de descomposicion polar

Z =8€_|Z_.|, se tiene
Z, = T'Zy = T'8|Z

Ademds, T"€, es un operador parcialmente isométrico, puesto que &, lo es, y
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el dominio inicial de T"€, es el de &, resulta entonces de la unicidad de la

descomposicién polar de Z, que € =T"&,,.

Por otra parte, puesto que {P } es una sucesion creciente de operadores
proyectores, y Z,=(P,-P )Z,, los subespacios Z (H) son ortogonales dos a dos, y

la sucesion {&€_} es ortonormal.

Los proyectores sobre Z (H) son 8n8n*. Considerando:

x

8’ﬂ-kgn-k
0

I ™~ 8

Qn=Pn_P-w=

k
obtenemos
Un = QnFn - Z 8n—-k‘Ak
k=0
donde A, = S’H_k*Fn no depende de k, ya que:

A, = €, F, = (T"&)"(T"Fp) = & TF,

n

Finalmente,
ce*c A =& ., =86"F_, =A
p ©Spfrk = ©p ©p®p Tp+k T Tp Tp+k Tk
con A, = |Z,| ya que,
= = x X > >
A, = &, Fg = &, &5 Fo = & (Py-P.DF, = & Fo = &, €0l Zo| = | Zy|
y por tanto,

x
Ak An—m +k
0

0%
U =

I [~ 8

K

Resulta, en particular que Ay (H) es denso en H,, dominio inicial comun a

todos 10s €. o
1.45. Corolario

Toda sucesién aleatoria de segundo orden estacionaria {X,} puede
descomponerse como suma de dos sucesiones estacionarias, una puramente no

deterministica y otra deterministica.
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Demostracion.:

Rasta considerar la sucesion de operadores de Hilbert-Schmidt asociados, 'y

aplicar el teorema anterior. o

Para obtener un teorema andlogo al 1.27 de representacion espectral, vamos a

introducir algunas consideraciones bdsicas de la teoria espectral.

1.46. Definicion

Designemos por H un espacio de Hilbert con una o-dlgebra B. Una medida
espectral & sobre H es una aplicacion definida sobre B en el conjunto P(H) de los
operadores proyeccion del espacio H, es decir, una aplicacién &:B——£(P), tal que

1. &H) =1

2. (v M) =z &M, para toda sucesién {M_} de conjuntos disjuntos de B.

Un ejemplo tipico de medida espectral se obtiene considerando (H,B) no soélo
como un espacio medible, sino como un espacio medible con una medida p (espacio de

medida), y tomando como espacio de Hilbert H, L,(2,u), (esto es, el espacio de las
funciones complejas definidas en @ con modulo cuadrado integrable con respecto a

),y escribiendo e(M)f = 0yef para cada M € ¥, y donde 0, denota la funcion

caracteristica del conjunto M.

Es inmediato ver, con las técnicas generales de la teoria de medida
elemental, que si & es una medida espectral, entonces E(@)=0 y que € e€s

finitamente aditiva. Ademds destacamos los siguientes propiedades:

a) Si & es una funcién de conjunto finitamente aditiva definida sobre la

clase ¥ de todos los subconjuntos medibles de un espacio medible y valuada en el
conjunto de las proyecciones sobre H (en particular si & es una medida espectral),
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entonces:
- es mondtona y subtractiva, esto es, si M,N € ¢, con McN, entonces

eM) = E(N) y &(N-M) = &(N) - &M)
- es modular y multiplicativa, esto es, st M,N € ¥, entonces
g(MuN) + 8(MnN) = €M) + &N) vy e(MnN) = E(M)E(N).

b) Una funcién de conjunto & definida sobre la clase ¥ de todos los

subconjuntos medibles de un espacio medible H y valuada en el conjunto de las
proyecciones sobre H es una medida espectral si y solo si

- 8’(9) = 1, y
- para cada para de vectores X €Y, la funcién de conjunto complejo-valuada p

definida para cada M € ¥ por
pM) = <8M)X,y>

es o-aditiva.

¢) Si notamos por B(2,C) a la clase de las funciones medibles, acotadas Yy
complejo-valuadas definidas sobre , y escribiremos N(f)=Sup{|f(w)|: v € @} donde

f e B(Q,C):
i) Si € es una medida espectral y si f € B(Q,C), entonces existe un uUNIico

operador A tal que
<AX,y> = J f(w) d<&(W)X,y>
para cada par de vectores x e y; la relacion de A con f y & la denotaremos

escribiendo
A = I f de = J f(w) d&(w)

ii) Si & es una medida espectral y si f,g € B(Q,C), y « €S un numero

complejo, entonces
I(aﬁ de = aIde, J-(f+g) de =des’ +J.gd8

I?d@ = (Ifdé?)
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iii) Si & es una medida espectral y si f,g € B(Q,C), entonces

([ £ aex| g da&) = | (fe) de

Como consecuencia, si € es una medida espectral, entonces
Idg’(w) - gH) = 1
y mas generalmente,

f 1(w) dEW) = JM d&(w)

Ademads, s1 f,g € B(Q,C), entonces I f d&e vy J g d& conmutan; y si f € B(Q,C),

EM) vMel¥

entonces J f d& es normal.

Teniendo en cuenta el teorema de Stone (ver Riesz-Nagy[31], p. 379), vamos a
introducir la representacién espectral de una sucesion estacionaria:

1.47. Teorema

Toda representacién unitaria n+~—T, débilmente continua admite una

representacion espectral
Tn — J.” em“ dQA
Z

donde €, es una medida espectral definida de Z (dual de Z) en £(P) tal que A+—&)

para todo A € Z.

A partir del teorema de Stone, podemos enunciar:

1.48. Teorema

Sean H y K dos espacios de Hilbert, n+——F, una sucesion estacionaria de un
grupo abeliano localmente compacto G en £(H,K), n —T_ una representacion unitaria
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de G el £(H.K) asociada a la sucesion anterior, G el dual de G, y &, la medida

espectral dada por el teorema de Stone.
Si Y, = &,F,, donde ¢ es un boreliano de G, entonces:

F. = IN <s,a > dYy (5)
G

F*F, = I-- <tsa> d(Yy Yy (6)
G

Demostracion:

La igualdad (5) es consecuencia del teorema 1.38 y de la formula de Stone

T, = J."" <s,A> dEy
G

El significado de esta férmula es el siguiente: A cada conjunto boreliano o
de G le corresponde un proyector &€, € £(K) tal que
Eg = 0, 8(“3 =0, YV &pno’® = E¢b¢’

Para cada u.v € K, la aplicacién o+ < Esu,v> es una medida acotada sobre G,y

la integral de la funcién A+—<s,A> con respecto a esta medida es <Tu,v>.

Si Y,=8€sF,, se tiene que:
Y, = 0, Yg = F, Y*Y, = Fr6,65'Fs' = Fo8eno’Fo

o, con o borelianos disjuntos, entonces

n?

U
Yo & YU‘n (suma fuerte de aplicaciones ortogonales de £(H,K)).

n

Para todo x de H, y todo u de K, la aplicacion ¢+—<YsX,u> €s una medida

acotada sobre G, y la integral de la funcién A+—<s,A> con respecto a esia medida

es <F.x,u>, de ahi la igualdad (35).
Para todo x,y € H, se tiene:
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<Fx,Fy> = <F,_Xx,Foy> = J.-- <t-s,A> d<YX,Ypy>
G

y de aqui resulta (6), puesto que
FO*YO‘ = Fy6sF, = YoYo o

En particular, si G=z, con lo cual el toro unidimensional Z puede ser
identificado con el intervalo [0,2rn[. Denotando, para cada A e [0,2n[, por

Yx=Ypo, las expresiones (5) y (6) quedan:

270 .
F. = J~ et Ay, (5))

: 0
T .
Fy F, = f O d(YA"YN)  (6)
0

Si G=R, las integrales sobre [0,2n[ son reemplazadas por integrales sobre R.

Cuando H es un espacio de dimensién mayor que 1, la descomposicion de Wald de
un proceso no deterministico no corresponde a la descomposicién de la medida

espectral en la parte absolutamente continua y la parte singular.

Para caracterizar la medida espectral que corresponde a la parte puramente no
deterministica, introducimos la nocién de parte factorizable maxima de una funcion

matricial definida positiva.

Designemos por J < N una familia de indices, y por H; es subespacio de H
generado por los vectores de la base {e,, p € J }. Sea A+—W(A) una funcion

matricial con términos w, ,(2), p,q € J. A las matrices C w, ) ) qer se les

asocia un operador W; de £(H;) definido por
<W;Qe,,e,> = W, 4(2)
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1.49. Definicion

Una funcién matricial W se dice definida positiva, si para toda parte finita

de indices J, W, es un operador hermitiano positivo.

Se dice que W es integrable si todas las funciones w, . son integrables.

Si la funcién matricial W es integrable y definida positiva, existe (ver

Martinez[21]), una sucesién {X,} de elementos de H, tal que

Wia = < XP,X‘:l >

y diremos que es factorizable si las X, pueden tomarse de Ly, ( subespacio cerrado
de H, constituido por las funciones cuyos coeficientes de Fourier corespondiente a

indices negativos son nulos).

La siguiente proposicion puede verse en Payen[28], p. 367:

1.50. Proposicion

Sea W una funcién matricial integrable y definida positiva. Entonces, el
conjunto de funciones matriciales factorizables mayoradas por W posee un elemento

maximo W’.
1.51. Definicion

[a funcién W’ determinada en la proposicion anterior se llama parte

factorizable mdaxima de W.

Con lo anterior, se establece la descomposicion de una sucesion estacionaria

en el sentido siguiente:
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1.52. Teorema

La medida espectral F de la sucesion estacionaria {X } se descompone de forma
inica en suma de tres medidas espactrales:
F=F +F, + F;
donde 13 = F,+F, es la parte absolutamente continua de F, F, es la parte singular

de F, y para toda base ortonormal {e.} de H, la funcién matricial

My —
W, q (A) = <F,(A)e,,eq>
es la parte factorizable mdxima de la funcion matricial
wp’q(?\) = <FQ)e,,e,>

da
Ademds, para toda base ortonormal {e,} de H, la funcién matricial

<F,(A)e,,e,>

(2) _
wpaq (A) dh

es puramente no factorizable.

Esta descomposicién de F(a) corresponde a la descomposicion de X, en tres

. : : 1 2 3 -
sucesiones  estacionarias Xn=Xn( )+Xn( )+Xn( ) la primera puramente no

determinfstica, la segunda deterministica y de medida espectral absolutamente

continua, y la tercera con medida espectral singular. Para i=1,2,3, F.(a) es la

medida espectral de la sucesion estacionaria 'y, o B

I.a demostracién del resultado anterior puede verse en Martinez[21].
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1.3. PROCESOS ESTACIONARIOS
HILBERT-VALUADOS

En esta seccién estudiaremos un proceso estacionario {X,, t € R} de v.a. X
con valores en un espacio de Hilbert H, y que supondremos débilmente continuo. Sea

{T,} su representacién unitaria asociada, que sabemos por 1.39, que es también

débilmente continua.

A. SUCESIONES ESTACIONARIAS ASOCIADAS

Vamos a asociar a cada proceso estacionario {X}, débilmente continuo, una

sucesion {X_}, tambi€n estacionaria. Para ello, siguiendo la metodologia
precedente, trataremos la cuestion, de modo general, para funciones de segundo

orden aleatorias estacionarias de operadores entre espacios de Hilbert.

En lo que sigue, G denotard un grupo abeliano localmente compacto, y {T, t e

G} una representacién unitaria débilmente continua de G en ¢(H).

Consideremos la aplicacion de ¢£'(G,c) en £(H) dada por
Y —> J. w(t) T, dt
G

y sea,

@(x) = J Y(x)<x,a> dx
G
la transformada de Fourier de y, F(¥).

La aplicacion

A

b Ty = Igw(t) T, dt

se puede extender a funciones medibles acotadas sobre G (grupo dual de G). A la
funcién indicatriz de todo boreliano o de G corresponde un proyector &g, y S€
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tiene que

T, = J“‘" <s,A> d€y
G

Mds generalmente, a toda funcién medible y acotada w(A) corresponde el

operador
Ty = |_ v(d) d&)
2P

definido por
<T¢,u,v> = J.,_'l’(h) d<&zu,v> V u,v € H
G

Sea una aplicacion de R en £(H,K) débilmente estacionaria, con H y K espacios

de Hilbert, tal que a cada t € R, le corresponde X, =T X,, con

T, = r e’Du d&, (férmula de Stone)

t
- 00

El operador,
A At

- 00

A+1 : R
- =1, y podemos asociar a {X;, t € R} la sucesion {X_, n e z}

es unitario pues |

definida por
X = TX,

1.53. Definicion

Sea {X,} un proceso estacionario débilmente continuo, dado por X, =T, X,. A la

sucesion la sucesion {X_, n € zZ} dada por

donde




se le llama sucesion estacionaria asociada a {X,}.

1.54. Nota

M
La sucesion {X_} es estacionaria por la forma de construirla.

Designemos, para cada t € R, por #,(X), el subespacio de K generado por los
vectores Xa, con s € (-o,t], a € H, esto es, #M(Xa, a € H, sst}. Sea
Mo(X)= D M(X), ¥ Hu(X)=M{Xa, s € R}.

1.55. Proposicion

Sea {X,} un proceso estacionario débilmente continuo, y {X_} la sucesion

estacionaria asociada, entonces
My(X) = My(X)

Demostracion.

Para todo entero nz0, se tiene:

(A—') :(1'—'-:) =1+§
At1 A+l k=1

[n] (-20)°

k =

(A+z)

n [n] ' ¢ . 1
K ( —

1

(k-1)! 3k ! A+

donde ¥ denota la transformada de Fourier y h(t) es la funcion

o kel
h(t) = Z [ ]

) =1 - g(h(t)“(-m,o]et)

(k-1)!
Con ello,

0
J':( ;-_-’:-;) dey = 1 - L h(D)e'T, dt

donde 0 es el operador identidad de K.
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Para todo a € H, u € K, n=0, se tiene

A A_ 0
<X au> = <T'Xs,u> = <Xa,u> -I h(t)e' < X,a,u> dt
- 00

Es claro que s1 u es ortogonal a My(X), entonces es también ortogonal a
My(X), lo que prueba la inclusion

Ho(X) € Mo(X)

De forma analoga, se demuestra la inclusion contraria. ¢

1.56. Corolario

Con las hipétesis de la proposicion anterior, entonces

Ho(X) = Ho(X) Y Ho(X) = Moy(X)

Demostracion.:

Para todo a € H, u € K perpendicular a #,(X), se tiene que
2T

<Xau> = J._ e d<€&gXsa,u> = 0
0

donde &, se obtiene mediante el cambio de variable

& = i A= — I,y
A+ 1-¢t®
A A+ ) "
T :J'““(_‘)“dea_r g,
00 A=l 0

donde €,=€,, A y o ligados por la relacién anterior.

Entonces, puesto que <X, a,u> = 0, la medida d<&gX,a,u> es nula, y
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<Xa,u> = Jl g(e) d<€&gXpya,u> =0 Vs eR
0

por tanto, M,(X) < M (X)
La inclusion contraria, y el resto de la demostracién se siguen de forma

anialoga. o

1.57. Corolario

Todo proceso estacionario débilmente continuo puede expresarse como suma de
un proceso puramente no deterministico y otro proceso puramente deterministico.

Demostracion.

A
Como se ha visto en la seccion anterior, la sucesion estacionaria X _ se puede
A
descomponer en la parte puramente no deterministica U, y en la parte
deterministica V_,

X, = U + V_

Puesto que {X_ } es la sucesion estacionaria asociada al proceso {X}, y el
proyector P, de K sobre M_(X) = M (X) permuta con T,, y por consiguiente, con
el proyector espectral €5, la sucesién {U_} es la asociada a un proceso {U }, y la

sucesion {V_} es la asociada a un proceso {V, }, y por tanto

X, =U +V, o

1.58. Nota

A
La sucesion U, puede escribirse como suma de una serie fuertemente
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convergente de la siguiente forma:

P 00
Un an Z 8n—k}f\k
k=0

donde A, € £(H) y {€,=T"€,, n € Z} es una sucesion ortogonal de operadores

Um*Un - Z Ak*An-m+k
k=0
(donde la serie converge débilmente en 2(H)).

Al proceder los X, de una funcién aleatoria X, de segundo orden, esto es de
H,(H,K), lo que es equivalente a que Traz(X,*X,) = Traz(XO*XO) < w, los operadores
U, V., €. Y A, que intervienen en la descomposiciéon de Wald, son operadores de

Hilbert-Schmidt, y por tanto, corresponden a vectores de segundo orden, ya que:

A A A A A A A A o8
Xn:FXn - Un*Un ¥ vn*vn y Un*Un - E Ak*Ak

k=0

y se obtiene que,

I parcialmente isométricos. Ademds, si n=m, s€ tiene
I

v Traz(A,*A,) = Traz(U,"U,) = Traz(X, X,) < e

k=0
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B. FORMULA DE APROXIMACION LINEAL MEDIA
CUADRATICA PARA PROCESOS ESTACIONARIOS

En este apartado nos proponemos establecer, para funciones aleatorias
estacionarias debilmente continuas donde sus valores son operadores de Hilbert-

Schmidt, una férmula de media cuadrdtica de la forma

X, = r c(t-s) d&(t) (1)

- 00

donde € es una aplicacién tal que, a cada intervalo acotado e de R, le hace
corresponder un operador lineal de H en K, producto de un operador parcialmente
isométrico por un escalar, y que satisfaga las propiedades de aditividad vy
ortogonalidad:
E(eve’) = E(e) + E(e’)
g*)ee) = 0

para intervalos e,e’ disjuntos. Todos los operadores g(e) tienen el mismo dominio
inicial H, € H, y c(t) es una funciéon con valores en el espacio de Hilbert

#¥(H,H,) de operadores lineales de Hilbert-Schmidt de H en H,.

A
Sea {X } la sucesién estacionaria asociada a X., que supondremos inicialmente

A 00
puramente no deterministica. Entonces, sabemos que X, = J & A, donde {€} es
k=0

una sucesién estacionaria ortonormal de £(H,K). Para todo intervalo e=[a,b] de R,

sea
v.(d) = — (1-1a) #(1,) (2)
2
oA ,1AD
Puesto que #(0,) = = v, es acotada, y podemos hacerle corresponder

un operador de £(H) definido por

| b 1
Ty = J“’ v.(\) d€y = - ITI dt + 5 (T,-T,)
7 2

- 00
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1.59. Lema

Sea &, el operador parcialmente isométrico de indice 0, dado 1.58. A, el

proyector de H sobre H,, {Ep, A € R} los proyectores espectrales del grupo
unitario {T, t € R}, y {Eo, © € [0,2n[} los operadores espectrales asociados a

{%n, n € Z}.
[as medidas espectralesd < Eo€,a,6,b> yd<Ej;€ya,&;b> son respectivamente, 10s
de
productos de la medida normalizada de Lebesgue - sobre el toro, y la medida de
T
da
Cauchy sobre R.
(1 —l-?lz)
Demostracion:

Como {€_} es una sucesién ortogonal de operadores parcialmente isométricos de

H en K, con dominio inicial Hy, se tiene:

2
5y <A@b> = d<gaEb> = [ JOMM) 4 _ga,.b>
0

de donde,
de

d<E€.8,a,6,b> = <Aj,b> —
T

Para la segunda medida, es suficiente aclarar que, Ey=Eg> donde A y o se

io
. , _ l+e
relacionan por la férmula de cambio de variable A = — 1 o
io
1-e

1.60. Proposicion

A todo intervalo acotado e de R asociamos un operador &(e) definido por
g(e)=Ty &y, siendo &, el operador parcialmente isométrico que interviene en la
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puramente no deterministica (X}, y TVe es el operador de £(H) definido en (2). El

operador &(e) satisface:
1. &(e) es el producto de un operador parcialmente isométrico por Jh(e),

E donde A(e) es la medida de Labesgue del intervalo e.
2. €7 (e)€E(e) = Ale’ne)A
3. Si e y e’ son disjuntos, g(eve’)=8E(e)+&(e’).
4. Si e, designa el conjunto {X: X-s € e}, se tiene que:
T.E(e) = &(ey)

! formula de aproximacién lineal media cuadrdatica de la sucesiOn estacionaria
[

Demostracion.:

La propiedad de aditividad 3 resulta inmediatamente de la aditividad del

<E(e)a,EE)> = <TyyEaEb> = Jm v.(A) v.(0) d<ExE,Eb> =

1 , d
i r(1+a VF(1.)F(1.) < Aga,b > =
2 la n(1+7t2)

|

< Aqa,b>2A(ene’).

La propiedad 1 resulta inmediatamente de 2, y la propiedad 4 resulta de:

[ operador T. Demostremos 2: si a,b € H, entonces

F(1,) = F(t9) = €7F0)

[ de donde

Para establecer la férmula de aproximacion lineal, se establecen las

siguientes definiciones:
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1.61. Definicion

Si ¢ es una funcidén escalonada tal que
lfl(t) = E a’iuei(t)
i=1

donde 1. es el indicador del intervalo acotado e,, y «; € C, se define

R(W) o Z aig(uei)
1=1

Claramente, H(y) no depende de la forma de escribir y, por la aditividad 3 de

la proposicién anterior. Si ¥, es una funcién del mismo tipo,
n
l‘bl . Z a’i“ei
i=1
entonces, suponiendo los intervalos e; disjuntos
n e
R*(wl)}f(\f’) = ) a’iBig*(ﬂei)g(ﬂei) o
i=1

= ( _ilaigih(ei) VA, = <lﬁ,¢1>ll_é Ay

|
Con lo cual, — H(y) es parcialmente 1SOMELrico.

hyll
Por ello, la aplicacion

Y — K(Y)
de ILé(lR,dt) es lineal y continua en la topologia uniforme de £(H,K). Esta

aplicacién permite estudiar por continuidad a [Lé(lR,dt), es decir,

ww) = [(E@wO v e LR

Para defininir la integral (1) vamos a proceder paso a paso. Sea Hy=Aq(H) el
dominio inicial comdn a todos los operadores parcialmente isometricos &,
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il2(n-i)¥

k+1

8k=}f(q’k)s siendo \Pk=3‘(wk) y wk(h) =
(A+1)

Designemos por W, (resp. W) el espacio de operadores de Hilbert-Schmidt
#y9(H,H,) (resp. #¥(H,H)), que provisto con su estructura Hilbertiana, W, es

completo. Designemos por l].;",'/ (R,dt) el espacio de aplicaciones fuertemente medibles
0

c(t) de R en W, y tal que
Traz[c™ (t)c(t)]

sea una funcién integrable.
Provisto del producto escalar

<cd> 2 = r’ Traz[d*(t)c(t)] dt

u.;'[ (R,dt) es un espacio de Hilbert.
0

Si ¢ es de la forma
c(t) = L 0. A,
r=1
donde e es un intervalo de R, y A, € W, entonces, definiendo

#(C) = ¥ E(e)A,

r=1
#(c) no depende de la forma de escribir ¢, y la aplicacion
c —> H(c)

es una aplicacién lineal de un subespacio de IL;[ (R,dt) en el espacio de Hilbert de
0

operadores de Hilbert-Schmidt #Y(H,K).

1.62. Teorema

La aplicacién dada por ¢ +— ¥(c) es una isometria.
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Demostracion:

Sea {u, i € I} una base ortonormal de H, y sean {e } una familia finita de

intervalos acotados disjuntos de R. Tenamos que,

Traz[H*(c)}f(c)] = ):Il.?h‘?(c)uill2 = Y I )1:11:8‘(31,),&'#;][_11i e =
i€l i€l r=1

=y z 1A u; 1°Ae,) = )E]jTraz(Ar*Ar)A(e,.) =

1€] r=1 r=]

= Jm Traz[c™ (t)c(t)] dt = llcllzﬂ_z

- o W,

Las funciones de la forma c(t) constituyen un conjunto denso en ﬂ_;f (R,dt), y
0

se pueden extender por continuidad a todo [L;, (R,dt). Por tanto
0

K(c) = rg(dt)c(t)

1.63. Lema

Si la familia {y;A., i € I} es sumable en u_;"'/o(ﬂ?,dt), donde A. € W, y ¥y, €

[Lé(lR,dt), entonces la familia {¥(y,)A., i € I} es sumable en ¥¥(H,K), y se tiene:
H(ZyA) = Z XA,
1€1 €1

Demostracion:

Si ¥ es una funcidn escalonada, la igualdad H(yA)=H(y)A se obtiene de las
definiciones de #(c) y de *(y). Esta propiedad se extiende por continuidad a toda

funcion y de ﬂ_é(lR,dt). El resto es una consecuencia inmediata de la propiedad de

aditividad e isometria de la aplicacion ¢ +— X(C). o



e
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Recordemos que a toda funcién aleatoria t +~— X, estacionaria, le hemos
A A A
asociado una sucesiéon n —> X , con X =T X,, que es también estacionaria. Por otra

parte, para sucesiones estacionarias puramente no deterministicas, se tiene que X,
00
= Y &_,A, donde {A,} son operadores de Hilbert-Schmidt y {€_} es una sucesion

k=0
de operadores parcialmente isomeétricos, entonces:

1.64. Teorema

2(a-i)*
Sea ¥, = F( o ). La serie
(A+ 1)<+
Y WAy
k=0

converge en [Lﬁf (R,dt), y su suma c es tal que H(c)=X,.
0

Mas generalmente,
X. = H(c,) donde c(t)

S

c(t-s), y se puede escribir

(8

X = j c(t-s) de(t)

S
- 00

Demostracion.

Puesto que la sucesion {¥,, k=0} es ortonormal en [I_é(lR,dt), la sucesion

{v.A,, k=0} es ortogonal en lL,fV (R,dt). Por otra parte,
0

Por lo tamto, la serie ¥ ¥, A, es convergente. Sea C su suma, entonces,
k=0

H() = Y HY)A, =
k=0

93



| B8 L

Ademads, para k=0,

IE A-1 X K Br,k _ K Br,k ¢
U, = ) = ) = F =i ¥ — (1t) e‘ﬂ(_mm)
(R+1)k+l r=0 (A_I_I-)I"l'l r=0 )

Si para k=0, ¥, (t) es nulo para t=0, entonces c(t)=0 t>0.

Ahora bien, como T}(c) = ¥(c,), y esta igualdad se extiende por continuidad
a toda funcion c de [Lfy (R,dt), se tiene que
0

X. = TX, = TH(C) = H(C). o

1.65. Nota

Podemos utilizar la férmula de aproximacién lineal para la prediccion lineal
se hace como en el caso de v.a. complejo-valuadas. Para el caso de sucesiones, la

prevision lineal de X ., en términos de X ,X_ ,,.., €S el vector aleatorio Y
asociado al operador de Hilbert-Schmidt

o0

Z 8n-kpkl)-i—k + Vn+v

k=0
L.a innovacién, para el término v, posterior a n, X, ,,, €s el vector aleatorio

asociado al operador
y el operador
prevee el error de prevision

El <X pa>-<Y 2> |2=<Da,a> con EIIXn+v-Y||2=Traz(D)

Para el caso de procesos débilmente continuos, la prevision lineal de X, en

términos de un segmento finito del pasado se basa en la descomposicion
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Ricne

X, = rc(t-s) de(t) + V,

- 00

donde V, es la parte deterministica, y el otro sumando es la férmula de
aproximacion lineal media cuadrdtica de la parte puramente no deterministica,
calculada a partir del segmento finito del pasado de la puramente no

deterministica {U_} de la sucesién estacionaria asociada.
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Capitulo II
PROCESOS ESTACIONARIOS

ADJUNTOS
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2.1. INTRODUCCION

En todo el capitulo, H denotard un espacio de Hilbert separable e involutivo.

Sea (Q,4,P) un espacio probabilistico y, X:@——H un vector aleatorio H-
valuado. Sabemos que X :2——H, definido en 1.10, por
X*w) = (X)) VweQ

es un vector aleatorio H-valuado (por el teorema 0.32).

Dado un proceso aleatorio de segundo orden H-valuado {X.,}, estudiaremos el
proceso {X.*} adjunto asociado al proceso {X,; por la involucion definida en el
espacio de Hilbert. Se establece una correspondencia entre los operadores de

Hilbert-Schmidt asociados a los vectores aleatorios X,, y su adjuntos por la
involucién, X, , para caracterizar con dicha correspondencia una relacion entre
las funciones covarianza del proceso y las de su adjunto. Ademas, la relacion
sirve de modelo para definir una involucién en el espacio de operadores £(H),
obteniéndose algunos resultados interesantes, que nos prmitirdn, por ejemplo,
establecer, establecer que toda representacion unitaria asociada a {X,} define una
representacion unitaria de {X,”} que conserva la correspondencia descrita arriba,
y como consecuencia de ello, obtenemos la descomposicion de Wald y la férmula de

aproximacién lineal del proceso adjunto.
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2.2. PROPIEDADES ANALITICAS

El objetivo de esta seccién es establecer algunas propiedades de tipo
analftico, asociadas a la aplicacién involucion definida en H, y que seran de

fundamental importancia en pos de los resultados buscados.

A. EL ESPACIO DE HILBERT INVOLUTIVO H,=H,(Q,H).

Comenzaremos con dos importantes teoremas, que nos permiten probar que el

espacio H, es involutivo.

2.1. Teorema

Si X-:0—H es un v.a. Hilbert-valuado tal que EX existe, entonces, EX™

existe, y se verifica que
EX*® = (EX)"

Demostracion.

Para todo y € H™, tenemos que

<EX*y> = E<X*y> = E<y",X> = E<X,y > = E<X,y > =

= <EX,y*> = <y,(EX)"> = <(EX)",y>
y por tanto, EX* = (EX)". o

2.2. Teorema

Sea X:0——H un v.a. Hilbert-valuado, entonces
X eH X* e H,
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Demostracion.:

Basta considerar la propiedad 2 de la definicién 0.31, con lo cual,
X2 = <X*X¥> = <X, X> = X’
Por tanto,
J‘Qu)("‘(m)u2 dP(w) = J'Qu)r:(:.a)n2 dP(w)

De donde, X™ es de norma cuadrado integrable si y solo si X lo €s. o

2.3. Teorema

El espacio de Hilbert H, es involutivo.

Demostracion:

Sabemos que H, es un espacio de Hilbert (teoremas 0.41 y 0.42).

Consideremos la aplicaciéon de H, en H, dada por
X > X" para cada X € H,

que estd bién definida por 2.2. Veamos que se trata de una involucion:

1. X7 =X
En efecto, pues para todo w € Q:

X**w) = X)) = K@) = X©)

2. (@X+BY)* = oX® + BY" VaBecC, XY €H,
Pues s1 w € Q:
(“X"'BY)*(U) = ((onX-I-BY)(w))* = (CX.X((D)"'BY(O)))* —
- 2X@D* + BY() = aX*() + BY ()

3. El producto interno definido en H, (como en 0.41), verifica que <X ,Y>

<Y*X> Vv X,Y € H,, ya que
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<X*Y> = IQ<X*(w),Y(w)> dP(w) = Lf Y*(),X(w)> dP(w) = <Y*,X> o

B. OPERADORES DE HILBERT-SCHMIDT

El teorema 0.44 establece que a cada v.a. X de H, se le puede asociar un
operador de Hilbert Schmidt F:H——C,. Nuestro primer objetivo es establecer una
conexién entre el operador de Hilbert-Schmidt F asociado a X, 'y el operador F,

asociado a X .

2.4. Lema

Dada una v.a. X de H,, sean, F y F, los operadores de Hilbert-Schmidt sobre

H, asociados a X Yy X™ respectivamente. Entonces, para cada x € H

F.(x) = F(x") 2)

Demostracion:

Para cada x € H,

F.x) = <X ),x> = <x ,X(w)> = <X(w),x*> = F(x). o

2.5. Lema

La aplicacién de £(H,cC,) en £(H,C,) definida por
F+— F,

es una aplicacién involutiva.

Demostracion.:

i) Sea F e #(H,c,), veamos en primer lugar que la aplicacién estd bién
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definida, es decir, que F, € £(H,C,).

1. Si «,8 € C, X,y € H:

F, (ax+By) = F((@x+By)") = F(ax*+B8y") =aF(x*)+BF(y") =

= aF(x™) + BF(y") = aFu(X)+BF«(y)

y por tanto F, es lineal.

2. IF,Il = IFI, por lo que F, es continua, por serlo F.

ii) Veamos ahora que la aplicacion es involutiva:

1. Si a8 € C, F,G € £(H,C)):

(«F +BG)4(x) = (@F+BG)(X") = «F(x*)+BG(x™) =
= oF,(x)+BGy(x) ¥ x € H
Es decir, («F+BG)y, = oF+BG,.

2. Si1 x € H,

F,.(x) = F.(x®) = Fx™) = F(x)
De donde, Fiy = F. o

Consideremos ahora el conjunto de operadores lineales y continuos de H en si
mismo, es decir, £(H), sobre el que se tiene definida la aplicacién de involucion
clasica, A —>A™ para cada A € £(H), donde A™ es el operador adjunto usual de A,

definido por
<A*x,y> = <x,Ay> V x,y € H

Por ser H un espacio de Hilbert involutivo, se puede definir una nueva
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involucién mediante la aplicacion de £(H) en £(H) dada por
A — A,

Ax = (AX®) 3)

2.6. Definicion

Al operador A, definido por (3) lo llamaremos adjunto por esta nueva

involucion o operador i -adjunto de A.

! donde, para cada x € H:
L

Es decir, £(H) posee dos aplicaciones involutivas, y por tanto, para cada A €
¢(H) existen dos adjuntos A® y A,, dados por las respectivas involuciones, esto

es, por la involucidn clasica, y la definida en (3).

| E 2.7. Lema

En #£(H), las dos involuciones conmutan, €s decir:
(A" = (AN,

Demostracion:

Sean x,y € H:
< N % %
<(Ay) X, y> = <XAy> = <x,(Ay’) > = <Ay ,Xx > =

< (A*x*)*,y > = < (A*)*x,y >

= < y*,A*x* >

Por tanto, (A, = (A« e

Sea M un subconjunto de H, designaremos
M* = {x/ x € M}
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2.8. Lema

Si M es una variedad lineal de H, entonces M™ también lo es.

Demostracion.:

§x+§y e M

de donde,
ax*+8y°Ic = (Ex+§y)* e M™ -

2.9. Lema

Si {x } es una sucesion de elementos de M con {x_} > x, entonces {x. *} > x".

Demostracion.:

| Es evidente sin mds que considerar que:
Ix -xll = Ix, - X' 1. o

' Si x*,y* € M™, «,8 € C, entonces, X,y € M, y por tanto:

2.10. Corolario

Si M es un subespacio de H, entonces M™ también lo es.

Demostracion.

Se sigue inmediatamente de 2.9y 2.10. o
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2.11. Lema

ﬂ

Sea M un subespacio de H. Si P € £(H) es un operador proyeccion definido de H

. & x
sobre M, entonces P, es un operador proyeccion de H en M.

Demostracion:

i) Veamos primero que P, es un operador proyeccion:
Sean x,y € H, tenemos que:
X

CcPy> = <P, PIxy> = <P,@x9 y> = <[P@ExI] y> =

. I B *, ¥ B
= <(Px) ,y> = <(Px) ,y> = <P.x,y> V X,y € H

Por tanto, (P*)2=P*, y P, es idempotente.

Por otra parte, puesto que P € ¢(H), por el lema 2.7, tenemos que

(P™),=(P,)", por lo que
(P*)*=(P*)*=P* por ser P autoadjunto, y por tanto, P. es autoadjunto.

ii) Veamos que P, deja invariante a M™:
Si x¥ e M™, entonces,
P*x* = (Px)* = x" (ya que Px=Xx, por ser X € M)

Si y € H tal que P,y=Yy, entonces,

* H K x

(Py*) = P,y =y, de donde (Py*) = (Py*) =y

esto es, y* es invariante por P, y por tanto y* e M, o lo que es igual, y € M™. o

Veamos ahora que la ,-involucién conserva la composicion de operadores.

2.12. Lema

Si A,B € £(H), entonces
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(A°B), = A, ° By

Demostracion:

Para todo x € H,
(AeB)x = [(A-B)x)] = [ABXM] = ABxH"] =
= A,(ByX) = (A,oBX
de donde, (A°B), = A, ° By o

2.13. Lema

Si M < H, entonces (MH)* = (M™)".

Demostracion:

Basta ver que s1 X L M, entonces x* 1 M™. En efecto:

Sea x L M, y sea y* e M™( con lo cual y € M), tenemos que
0 = <x,y> = <y*,x*>

de donde, x* 1 M". o

2.14. Lema

Si A e 2(H) es parcialmente isométrico sobre M, entonces A, es parcialmente

. P K
isométrico sobre M .
Demostracion.

1. Si x" e M™,
HA X1

2. Siy + M, entonces, por el lema 2.13, y* 1 M, y por tanto, A,y = A(y") =

IAX) I = HAXI = IxIl = Ix" N

0 (por ser A isométrico sobre M). o
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2.15. Lema

¢(H)* es invariante bajo la ,-involucion A +— As.

(Donde e(H)"={A e 2(H)/ <Ax,x>z0 V x € H}).
Demostracion.:

Si A e 2H)™:

<AXX> = <(Ax¥) x> = <x* Ax*> = 0 (por ser <AX",x >z0).

Como consecuencia de esta propiedad, y de la conservacién de la composicion,

se tiene:

2.16. Corolario

Si A = B|A]| es la descomposicion polar de A, entonces
Ay = B*IA*I

es la descomposicién polar de A..

2.17. Lema

Sea M un subespacio de H, y T € £(M) un operador unitario. Entonces T, €

.‘E(M*) y es unitaria.
Demostracion.
Si, si urvtoe M™:
*x* x
ST % T N> = <(Tu) ,(Tv) > = <Tu,Tv> = <uy,v> &

— (T)*T,=I > T, isometria. o
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2.18. Corolario

Sea V un subespacio de C,, y T € £(V) un operador unitario. Entonces T, €

£(V) y es unitaria.
Demostracion:

Basta tener en cuenta que C, es un espacio de Hilbert involutivo, bajo la

conjugacién, y aplicar el resultado anterior.

( Notese que en este caso, T,u = Tu j A

2.19. Lema

Sea € una medida espectral. Si definimos &,:B——£(H) por:
£.(M) = [E(M)]. ¥V M € B

Entonces, €, es una medida espectral

Demostracion:
1) €,.(H) = [(EM)], = L, =1
2) Si M=\r{ M_, entonces para cada x,y € H:

<€ . MX,y> = <[EM)]X,y> = <y*,§ EMYX™ > =T <8MpuX,y> o

Como consecuencia:

2.20. Corolario

Si € es una medida espectral sobre C,, y A es el operador asociado a & (dado
en 1.46.1) tal que si f € B(Q,C):
<AX,y> = Jf(h) d<e®x,y> V x,y € H ( esto es, A=If(h)d8 )
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Entonces,

<AX,Yy> = J' f0) d<&,()x,y> V x,y € H ( esto es, A*=J f(A)de )

Demostracion..

vV X,y € H:

<A Xy> = <(Ax)",y>

= ff(x) d<e@)x*y*> =

= <y* Ax*> = <Ax")y > =

[ T d<y*gox™> = | ) d<€.0xy> o
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2.3. PROPIEDADES DE SEGUNDO ORDEN

En la definicién 1.32 se introdujo el concepto de funcién covarianza de una
funcién aleatoria H-valuada de segundo orden {X,, t € T} como una aplicacion
R: TxT——¥%(H) tal que R(s,t) = E*Fs siendo F, es operador de Hilbert-Schmidt

asociado al vector aleatorio X..

Por otra parte, hemos visto que si X, es un vector aleatorio H-valuado de
x . s o
segundo orden, entonces X,© también lo es, y sus respectivos operadores de

Hilbert-Schmidt asociados estdn relacionados por

F.(x) = Fx) vxeH

Ahora bién, si F € #¥(H), y consideramos un operador F, definido por la

relacion anterior, ; sera F, € ¥Y(H) ?.

2.21. Lema
Si F € #¥(H), entoces F, € H¥(H).

Demostracion:

Si {e_} es una base de H (numerable, por ser H separable), entonces:

Traz(F, F,) = Traz((F F)y) = = IFel” = = IFe 1 < ©

2.22. Proposicion

Si la funcion R(s,t) = FI*FS es la covarianza de una funcién aleatoria H-

valuada de segundo orden {X,, t € T}, entonces la funcion R, . TxT——%(H) definida

por
R.(s,)) = (F)«(F)«

es una covarianza.

109



Demostracion:

En virtud del teorema 1.34, basta demostrar que para toda parte finita J de T

y toda familia {x;, j € J} de elementos de H, ¥ <R,(s,0)x,x,> =0
s,t€]J

Ahora bién,
Y <R,(5,0x,Xx,> = L <(Fl*)*(Fs)*xs,xt> =

s,t€)] s,t€)
%, ¥ N

- Z <(Fs)*xs’(Fl)*xt> - Z <(sts) ’(tht) -

s, t€) s,t€)
' % X o K >

y <(Fx, ,Fx, > = ¥ <x,,F Fx, > =
s,t€) s, t€)

y <xR(s,t)x,”> = 0 (por ser R una covarianza) o
s,t€J

|

2.23. Corolario

Si R(s,t) = F, F, es la funcién covarianza de una funcion aleatoria H-valuada de
segundo orden {X,, t € T}, entonces la funcién R, :TxT——%(H) definida por

Ru(s,) = (F)«(F)s
es la funcién covarianza de la funcion aleatoria H-valuada de segundo orden {Xt*,

te T}, y
R (s,t) =[R(s,1)] -

Demostracion:

Basta considerar que se F, es el operador de Hilbert-Schmidt aosciado a X,
entonces (F), es el operador de Hilbert-Schmidt asociado a Xl*, por lo que la

funcion de covarianza es:
Ro(s,t) = (FY)uF)x = Ru(5,) = (F F)x = [RG5,D]5 o

Sea G (en particular, puede ser R) un grupo, y consideremos la funcion

110




o

aleatoria de segundo orden G——H, dada por {X,, t € G}, o bien, {F, t < G},
donde F, es el operador de Hilbert-Schmidt asociado a X,.

2.24. Teorema

Si la funcidén aleatoria {X,, t € G} es estacionaria, entonces {(X*, t e G}

tambien es estacionaria.

Demostracion:
Es suficiente considerar 2.23, con lo cual R(s,t) depende solo de la

diferencia s-t si y solo si Ry(s,t) depende solo de la diferencia s-t. ¢

Se estd ahora en disposiciéon de encontrar la descomposicion de Wald, en la
parte determinista y puramente no determinista del proceso adjunto asociado a un
proceso estacionario H-valuado y débilmente continuo, y como consecuencia, la

formula de aproximacién lineal media cuadratica.
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2.4. DESCOMPOSICION DE WALD.
FORMULA DE APROXIMACION LINEAL

2.25. Lema

Si {T.} es la representacion unitaria de de una funcion estacionaria {F,},
entonces {(T.).} es la representacion unitaria de {(F)«}-

En particular, si {T,} es la representacion unitaria de una sucesion
estacionaria {F.}, entonces {(T,)s} es la representacion unitaria de {(F)sx}, ¥

ademds si T.=T", se tiene que (T,).=(T,)".

Demostracion:

Es consecuencia inmediata del 2.18 y del concepto de representacion unitaria

asociada a una aplicacion estacionaria. La iltima igualdad puede deducirse por una

simple induccion. o

2.26. Corolario

Si la sucesién estacionaria {F_}={U_}+{V,} segiin la descomposicioon dada en

1.44. entonces la sucesion {(F ).} se descomponerse cOmo suma de dos sucesiones

ortogonales {(U)x} y {(Vo)«} (adjuntas por la involucion de {U_} y {V.}

respectivamente), asociadas a la misma representacion unitaria T,, donde {(V, )}

es deterministica y {(U,)x} es puramente no deterministica.

Ademds, la sucesién (U, ), puede escribirse como suma de una serie fuertemente

convergente de la siguiente forma:
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(Udx = L (E)«(Ax
k=0

donde A, € 2(H) y {(E)«=(T)"(Ep)x, n € Z} es una sucesion ortogonal de

operadores parcialmente isométricos. Ademds, si n=m, se tiene

(U)) WU)s = T (A (Apmsi)x

k=0
(donde la serie converge débilmente en £(H)).

Demostracion.

Es suficiente aplicar 1.44, y las propiedades de la ,-involucion. o

2.27. Lema

Sean H y K dos espacios de Hilbert, s+—F; una sucesion estacionaria de un

grupo abeliano localmente compacto G en #(H,K), s+——T, una representacion unitaria
de G el £(H,K) asociada a la sucesion anterior, G el dual de G, y €, la medida

espectral dada por el teorema de Stone.
Si Y, = &,F,, donde ¢ es un boreliano de G, entonces:
Denotando, para cada A € [0,2n[, por Y=Y o[, Para la sucesiOn estacionaria

sl—)(Fs)*:
(F)u = [ <s2> d(Y)s

FuE)y = | <tspa> d(Ya"Yn)
G
En, particular s1 G=Z

F)e = [ € dva).

0

113




=i s

m .
F)xFx = f " d(YA"Y)
0

Demostracion:

Es consecuencia inmediata de 1.48 y de las propiedades de la ,-involucion

vistas. o

2.28. Teorema

Sea {X,} un proceso estacionario débilmente continuo, y {Xl*} su asociado por

la involucion. Si X, = U, + V,, entonces
X" =U"+V,~

Demostracion.

Al proceso {X} se le asocia la sucesién {X,}, definida como en 1.53. Por
otra parte, por 2.25, a toda sucesion estacionaria {X_}, podemos asociarle una

sucesiéon {X_ *} que es tambien estacionaria, y por 2.26, si X,=U,+V,, entonces
Xn*=Un*+Vn* con U~ puramente no deterministica y V_™ deterministica. Ademds
A A+
T, = [ (=) dE.
J oo A
Con lo cual, la sucesién U, es la asociada a U’y V_™ es la asociada a

V,*, y por tanto
X = U +V" o
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2.29. Corolario

Si {X*} es el proceso estacionario asociado a {X,} por Ila 1nvolucu5n
definida en H, entonces la mejor aproximacién lineal en media cuadratica de X

puede expresar

X* = r’ c*(t-s) d&(t) + V"

-0

Demostracion:

Se sigue inmediatamente de 1.64, 2.28 y de las propiedades analiticas de la

involucion. ¢
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