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CAPITULO 1

Marco teodrico

PRESENTACION

En la practica cotidiana de la ensefianza de las matematicas, los docentes
encuentran temas y conceptos que presentan cierta resistencia o dificultad a los
alumnos para llegar a una comprension, interpretacion y utilizacion correctas; uno
de estos conceptos es el de numero negativo. Los numeros negativos han
llamado la atencidén de los investigadores en Educacion Matematica dado que,
durante el desarrollo de la ensefanza de las matematicas, los profesores
encuentran dificultades manifiestas en los alumnos para su comprension. Estas
dificultades no sodlo se aprecian en el ambito escolar, también a lo largo de la
historia se han detectado obstaculos en la conceptualizacion, interpretacion y
empleo de estos numeros. Por estas y otras razones, que se presentan en esta
memoria, seran los numeros negativos el objeto de estudio en la presente
investigacion.

El primer cometido es presentar el marco tedrico en el cual se ha realizado
esta investigacion, de manera que pueda comprenderse cémo los distintos
elementos que la forman se articulan de manera légica para darle sentido dentro
de la investigacion en Educacion Matematica.

Este capitulo se organiza en torno a algunos aspectos principales con los
que se relaciona la investigacién. En el primer apartado se ofrece un punto de
vista general sobre la dimension cultural y social del conocimiento cientifico,
haciendo énfasis en la historia de la matematica como herramienta utilizada en la
investigacion epistemoldgica.

El segundo apartado rata de la investigacion histérica desde la Educacion
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Matematica, indicando el auge que tanto en publicaciones como en estudios esta
alcanzando; hacemos mencion de trabajos recientes y de la opinion de algunos
autores acerca de la importancia de la historia de las matematicas en la
ensefanza.

El tercer apartado esta dedicado a los numeros negativos desde la
perspectiva de su desarrollo historico a lo largo de los siglos XVIII y XIX en
Europa, para lo cual se presenta una corta resefia de autores y textos.

En un cuarto apartado, se resumen algunas de las investigaciones hechas
en los ultimos veinte anos relativas a aspectos histéricos o epistemoldgicos sobre
los negativos.

En el quinto apartado se estudian los numeros naturales relativos, un
constructo matematico planteado por Gonzalez Mari (1995), como puente o
eslabon presente en el proceso de ampliacion del campo numérico natural al
entero, el cual tiene papel destacado en esta investigacion.

Los libros de texto como objetos de investigacion en Educacion y mas
concretamente en Educacion Matematica estan tratados en el apartado sexto,
dado que forman la poblacion a estudiar en este trabajo.

Identificar, describir y destacar la importancia de la investigacion histérica
en educacion y en la Educacion Matematica es el propdsito del apartado séptimo,
por cuanto esta investigacion tiene una componente historica en su desarrollo.

El apartado octavo pone de manifiesto que el sélo analisis histoérico no es
suficiente para conocer el desarrollo de un conocimiento, sino que se requiere de
otras herramientas, una de ellas es el método histdrico critico.

En el apartado noveno se explica la segunda técnica que se utilizara en el
desarrollo de esta investigacion: el analisis de contenido con sus distintas
componentes, incluyendo el analisis conceptual. Mostraremos la perspectiva
adoptada por el grupo de investigacion Pensamiento Numérico y Algebraico.

Los propdsitos que se pretenden alcanzar en esta investigacion sobre los
numeros negativos en Espafa en los siglos XVIII y XIX son presentados en el
apartado décimo; en el apartado undécimo, se plantean una serie de
interrogantes de la investigacion.

Finalmente, en el apartado duodécimo se ubica la investigacion en tres
campos generales: Epistemologia y Didactica de las Matematicas; desarrollo de
conceptos en Matematicas; e Historia de las Matematicas.
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1.1 Conocimiento cientifico y cultural

La admiracién que suscita la ciencia hace pensar en ella como una
actividad técnica perfecta, intocable y en continuo progreso, olvidando que no es
producto de una sucesion lineal de descubrimientos e invenciones, sino que
como afirma Serres (1991; p. 13):

“[..] corre y fluctla sobre una red mditiple y compleja de caminos
encabalgados y entrecruzados en nudos, cuspides 0 encrucijadas,
intercambiadores en los que se bifurcan una o varias veces. Una
multiplicidad de tiempos diferentes, de capitales, de hombres en acuerdo o
en conflicto, de maquinas y objetos, de previsiones y azares imprevistos
componen un tegjido fluctuante que representa de manera fiel la historia
multiple de las ciencias.”

Es evidente que la investigacion cientifica no es una aventura individual,
sino una actividad humana colectiva. Esta multiplicidad de circunstancias hace
que la ciencia tenga mayor o menor importancia segun los intereses que siga una
sociedad dada, pero cada una, ciencia y sociedad, influyen de manera reciproca
en la otra. Es decir, la ciencia se desarrolla en ambientes sociales favorables a
ella y, a su vez, los progresos en la ciencia elevan el nivel técnico, intelectual o
especulativo de la sociedad. El conocimiento de la historia de la ciencia permite
mostrar que ésta no es inmutable, sino contingente y evita su dogmatizacién
como verdad acabada e indiscutible.

Las tendencias actuales abogan por una ensefianza de las matematicas —y
de las ciencias, en general- basada en su historia y epistemologia mediante un
acercamiento a sus contextos sociales, historicos, filoséficos, éticos y
tecnolégicos (Matthews, 1992). Esto ha llevado a que se utilice mas el concepto
de “emergencia” de Foucault para “ encontrar bajo el aspecto de un carécter, o de un
concepto, la proliferacion de sucesos a través de los cuales (gracias a los cuales, contra
los cuales) se ha formado.” (Citado por Lizcano, 1993; p. 23), que el término
“origen”, para indicar el surgimiento de una idea o concepto cientifico en un
momento historico determinado, lo cual enfatiza el caracter social del
conocimiento cientifico. Esta creciente perspectiva social en el estudio de la
ciencia ha originado diversos enfoques (Lizcano, 1993): el relativismo naturalista
de Bloor, el marxista de Restivo, los idealistas representados por Colerus y el
analisis anarquizante del ultimo Wittgenstein.

El saber cientifico se difunde en la sociedad a través de la educacion que,
como es sabido, es un proceso social. En consecuencia, la Educacion
Matematica asume esta misma condicion (Bishop, 1999) pues, su nucleo, las
matematicas, no son producto de una sola sociedad, cultura o época
determinada, sino que son el resultado de la aportacion de una amplia y variada
base cultural a lo largo de su historia. Es desde esta perspectiva social y cultural
del conocimiento desde donde encauzamos la investigacion sobre el desarrollo
de los numeros negativos en Espafia en un periodo histérico determinado.
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1.2 Historia e Investigacion en Educacién Matematica

Las matematicas surgieron a medida que las necesidades de la vida diaria
requirieron de técnicas y soluciones a situaciones cotidianas, en primer término, y
a dar respuesta y organizar complejas necesidades sociales cuando el avance de
la técnica alcanzé cierto nivel; de esta forma el desarrollo de las matematicas
hace parte y se integra en el progreso social (Bernal, 1979; Chapelon, 1976). La
critica de Lakatos (1987) indica que:

“La historia de la matematica ha sido distorsionada por filosofias falsas ain
mas de lo que lo ha sido la historia de la ciencia. Dicha historia todavia es
considerada por muchos como una acumulacion de verdades eternas; las
teorias o los falsos teoremas falsos son desterrados al oscuro limbo de la
prehistoria o se los archiva como lamentables errores que solo tienen interés
para |los coleccionistas de curiosidades.” (pp. 67-68).

Continua afirmando que “los esfuerzos por salvar la autoridad de los gigantes
del pasado, otorgandoles una apariencia moderna fulgurante, ha ido mas alla de lo que
cabria imaginarse” (p. 68), con lo cual la historia de las matematicas se presenta
maquillada, ofreciendo un panorama armonioso y cordial de su desarrollo; esto,
aunado a la presentacion de los conocimientos matematicos en la ensefianza de
manera sintetizada alrededor de nucleos de contenido, ha llevado a una
organizacion curricular que no toma en consideracion el desarrollo histérico de
las ideas y conceptos matematicos, llegando a dar una imagen de ellos como
algo siempre formalizado y estatico. Sin embargo, el conocimiento de ese
desarrollo tiene interés didactico, ya que permite identificar el proceso de
construccion de los conceptos matematicos y reconocer e interpretar algunas de
las dificultades que presentan los alumnos sobre determinados conceptos al
relacionarlas con su evolucion historica.

La Educacion Matematica también se ocupa de la historia de las
matematicas. Algunos autores indican que la historia de las matematicas muestra
el proceso mediante el cual los conceptos y estructuras adquieren el sentido que
actualmente poseen vy, por ello, tiene utilidad particularmente en la ensefianza
como un organizador que aporta significado al conocimiento matematico (Rico,
1997), para mostrar su dimension cultural y social (Bishop, 1999; Grugnetti,1991;
Radford, 2001), en la contextualizacion de conceptos (Sierra, 2000), como
elemento de interdisciplinariedad curricular (Maz, 1999), para uso didactico en la
ensefanza de las matematicas (Radford, 1996) y para incrementar la motivacion
en el aprendizaje (Fauvel, 1991) entre otros aspectos.

Cada vez tiene mayor aceptaciéon en la comunidad de educadores
matematicos la perspectiva histérica en matematicas, ya que “nos acerca a la
matematica como ciencia humana, no endiosada, a veces penosamente reptante y en
ocasiones falible, pero capaz también de corregir sus errores. Nos aproxima a las
interesantes personalidades de los hombres que han ayudado a impulsarlas a lo largo de

4
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muchos siglos, por motivaciones muy distintas” (De Guzman, 2001; p. 8).

Furingetti (1997) indica que la historia de las matematicas y la Educacion
Matematica deben interactuar de manera que los resultados de la investigacion
histérica incidan en el proceso de ensefianza, facilitando al profesor argumentos,
estrategias y teorias para implementar en clase (Fig. 1), de esta forma se
fomenta el interés y la compresion de los alumnos hacia las matematicas.

Investigacion Investigacion en
en Educacion Voo ____ historia de las
Matematica matematicas

Profesores

Estudiantes

Figura 1.

A nivel internacional son frecuentes las investigaciones y publicaciones
sobre la historia de las matematicas en Educacion Matematica (e.g. Arcavi, 1991,
Barrow-Green, 1998; Ernest, 1998; Fauvel, 1991; Katz, 1997; Schubring, 1987,
1993, etc.) asi como monograficos de revistas (Plot N° 60, 1991; For the learning
of mathematics Vol 11, N° 2, 1991; Mathematics in School, 27.4, 1998),
congresos (e. g. History and epistemology in mathematics education. First
European Summer University Proceedings. Montpellier, 1993), y el reciente ICMI
Study: History in Mathematics Education (Fauvel y Van Maanen, 2000), etc. En
Espafa, la investigacion en Educacion Matematica dedica un apartado a la
historia de las matematicas como lo reflejan los trabajos de Gémez (2000, 2001),
Gonzalez (2002), Hormigén (1991), Maz (1999, 2000), Sierra (1990, 2000),
Sierra, Gonzalez y Lépez (1999) y Vea (1995,1996) entre otros; sin embargo se
echa en falta la realizacion de congresos y eventos sobre esta tematica y mas
aun cuando en la Sociedad Espafiola de Investigaciéon en Educacion Matematica
(SEIEM) figura un grupo de investigacion en historia de la Educacion Matematica.

Tomando en consideracion a Wussing (1998) quién sostiene que sin la
historia de los conceptos, de los problemas y de disciplinas matematicas
especiales, el cuadro de desarrollo de la matematica quedaria incompleto, puesto
que todo conocimiento o idea matematica se ha gestado en una situacion
historico-social concreta, consideramos que esta necesidad e interés por la
historia y el desarrollo de los conceptos avala en cierta medida la pertinencia de
la investigacion que realizaremos sobre los numeros negativos, mas aun si
creemos que “el conocimiento de la propia historia es uno de los estimulos mas fuertes
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para consolidar la propia identidad” (Rico y Sierra, 1994; p. 100); es evidente que,
en Espana, la Educacién Matematica se empieza a consolidar tal como lo refleja
el estudio de Torralbo (2001).

1.3 Revision histérica de los numeros negativos
1.3.1 Antecedentes

Algunos autores afirman que las dificultades de los alumnos para
comprender y operar con los numeros negativos tan solo reflejan las etapas del
desarrollo histérico de los numeros negativos (Glaeser, 1981; Gonzalez Mari,
1995) de tal manera que se hace necesario conocer un poco sobre su historia.
Como afirma Gomez: “ Conocer la evolucion histérica de los sistemas de numeracion y
saber las razones que provocaron los cambios y € abandono de unos sistemas por otros,
contribuye a dar sentido a los conocimientos previos o ya adquiridos’ (1993; p. 13). Al
respecto es claro que el propdsito fundamental de la historia es el * estudio general
del cambio a través del tiempo, esto es altamente relevante no Unicamente para las
matematicas que estudiamos a diario, sino para la comunicacion de las matematicas a
todos los niveles” (Rogers, 1993; p. 107).

El concepto de numero negativo, como el concepto de numero en general,
esta vinculado con las nociones de cantidad y de magnitud, desde los comienzos
en Grecia de la matematica deductiva. Aristdteles sefiala en Metafisica (edicidén de
1998) que:

“ Se dice que posee cantidad 1o que es divisible en partes internas, cada
una de las cuales —sean dos 0 mas de dos- son por naturaleza algo uno, y
algo determinado. Una pluralidad es una cantidad si es numerable, y también
lo es una magnitud si es mensurable” (Met. 1020a, 7-11).

“Medida es, pues, aquello mediante lo cual se conoce la cantidad. Y la
cantidad, en tanto que cantidad, se conoce o mediante |o uno o mediante €l
nimero. Ahora bien, todo nimero se conoce mediante o uno, luego toda
cantidad, en tanto que cantidad, se conoce mediante lo uno, y aquello
mediante lo cual se conocen primeramente las cantidades es la unidad
misma. Y por eso la unidad es principio del nimero en tanto que nimero”
(Met. 1052b, 20-25).

Pero quizas la aportacion mas interesante, desde nuestra perspectiva, es
el andlisis al que Aristoteles somete la nocién de cantidad en relacién con los
opuestos “mas” y “menos”, en el libro Categorias (Aristoteles, edicion de 1999):

“...Ademéas la cantidad no tiene ningun contrario [...] a no ser que
alguien diga que lo mucho es lo contrario de lo poco o que lo grande es o
contrario de lo pequefio. Ninguna de estas cosas es, sin embargo, una
cantidad sino un relativo; en efecto, no se dice de nada que es grande o
pequefio en si mismo, sino con referencia a otra cosa distinta” (Cat. 5, 11-
20).
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“La contrariedad parece pertenecer sobre todo a la cantidad en el caso
del lugar; en efecto, se suele considerar €l arriba como contrario del abajo,
gueriendo decir mediante “ abajo” la regién proxima al centro, puesto que
la distancia méxima es la que se da entre el centro y los confines del
mundo. Y es probablemente este Ultimo de donde se deriva la definicion de
los demas contrarios, puesto que se definen como contrarias aquellas cosas
del mismo género que guardan la maxima distancia entre si. No parece que
la cantidad admita el masy el menos’ (Cat. 6, 12-20).

“Lo que sobre todo es peculiar de la cantidad es que se diga de ella
tanto que es igual como que es desigual. Efectivamente, de cada una de las
cantidades que hemos hablado se dice tanto que son iguales como que son
desiguales’ (Cat. 6, 26-28).

Lo interesante de estos parrafos es que dictaminan que las cantidades no
tienen contrarios; la unica interpretacion que hace Aristoteles de los contrarios es
admitirlos como nociones relativas, que en el caso de las distancias resuelve
tomando un punto — “el centro’~ como origen absoluto. Establece asi que /a
cantidad no admite el mas y el menos y que lo peculiar de la cantidad es que se
diga de ella tanto que es igual como que es desigual.

Esta nocion de cantidad se mantiene basicamente hasta los comienzos de
la revolucién cientifica. Si la nocion de numero se sostiene sobre la de cantidad,
como afirma Gonzales Mari (1995) y nosotros aceptamos, el predominio del
pensamiento de Aristoteles permite entender cémo las nociones de numero
negativo sufrieron una incomprension tan fuerte a lo largo de estos siglos.

A continuacion presentamos una breve resefa histérica de los numeros
negativos centrada en su desarrollo en Europa a partir del siglo XVII, a través de
las obras de algunos de los mas reconocidos matematicos de la época; la
consideracion de los negativos a partir de esta época se debe a que es en este
periodo cuando se empiezan a dar las circunstancias para su comprension,
definicidn precisa y se realizan intentos por dotarles de estructura formal, es
decir, cuando se produce —en términos de Foucault— la “emergencia” de los
negativos como numeros enteros. Aunque reconocemos la importancia de los
trabajos de Diofanto, Brahmagupta, Baskara, Mahavira, o el libro Jiu Zhang
Suanshu de la cultura china, no se incluyen porque no se ubican dentro del
periodo histérico que se investiga en el presente estudio (para una visidon
histérica mas amplia en el tiempo ver Bell, 1999; Collette, 1985; Gheversghese,
1996; Gonzalez Mari et al. 1990; Lizcano, 1993; Martzloff 1997; Smith, 1958).

1.3.2 Negativos en el siglo XVII

Para los empiristas la cantidad es una medida de los fendmenos; el
conocimiento empirico exacto de las cosas particulares es relevante para el
conocimiento de lo general. El saber de las cosas naturales para Galileo es
verdadero porque las consecuencias que se obtienen de las leyes naturales son
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empiricamente comprobables, se cumplen de hecho.

En el siglo XVII son conocidos la mayoria de los datos sobre los negativos
que son necesarios para establecer la estructura de los numeros enteros. Sin
embargo las distintas nociones, fenbmenos, conceptos y propiedades no estan
suficientemente depurados y no se presentan articulados en una estructura
coherente. No es hasta el siglo XIX cuando se formaliza el concepto y queda
reflejado en los libros de texto. Nos proponemos hacer explicita la emergencia del
actual concepto de numero negativo y, por tanto, de la constitucion de la
estructura de los numeros enteros, mediante su presencia en libros de
matematicas espafnoles de los siglos XVIII y XIX, partiendo del dominio técnico
alcanzado en el siglo XVII.

Historicamente la aparicion de los numeros negativos es mucho mas tardia
que la de los naturales, fraccionarios e irracionales, pasando por etapas que van
desde el rechazo, admision con cautela, hasta su legitimizacion.

Al final del siglo XVI Simon Stevin (1548-1620) publicod L Arithmetique
(1585) obra que tuvo gran influencia en los autores del XVII (Smith, 1958).
Recogiendo una tradicion renacentista Stevin acepta los numeros negativos
como raices y coeficientes, utilizandolos como herramientas de calculo. En
algebra, Stevin proporciona reglas relativas a las ecuaciones: “ interpretacion tanto
de las raices negativas como las raices positivas de la ecuacion obtenida al sustituir x por
(—X); adicién de (-b) a a, en lugar de la sustraccion de b de a y generalizacion de esta
idea con vistas a la solucion de ecuaciones’ (Collette, 1985; p. 301).

Albert Girard (1595-1632), en su Invention nouvelle en algébre (1629), fue el
primero que acepta la existencia de raices negativas como solucion de
ecuaciones algebraicas. Asi, se pregunta ¢ por qué esas soluciones imposibles?
Y escribe “je résponds pour trois choses, pour la certitude de la régle genérale, et qu’il
N’y a point d"autres solutions, et pour son utilité.” (citado por Dhombres et al., 1987;
p. 108); ademas indica que lo negativo en geometria significa una regresion
(Collette, 1985). Apreciamos aqui una consideracion de los negativos como
valores algebraicos, cuyo significado no tiene por qué estar vinculado a una
magnitud fisica; estos numeros se usan como distintos de las cantidades
aritméticas.

Descartes establece que todos los predicados de las cosas fisicas pueden
reducirse al de extension; la extensién es la unica propiedad esencial de lo
corporal. Su programa de investigacién esta basado en la exactitud cuantitativa.
La categoria de cantidad es la de sustancia corporal, por ello reemplaza la
pregunta ¢qué es? por la de ¢qué extension tiene? sostiene la equiparacion de la
matematica con la fisica, y fijja su matematica en la doctrina de las magnitudes.
Por eso, Descartes, al no encontrar cantidades negativas en fisica no encuentra
sentido a los numeros negativos, que surgen dentro del algebra, a los que llama
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falsos.

En su Géométrie (1637), Descartes (1596-1650) desarrolla la perspectiva
algebraica, si bien continua condicionado por el razonamiento aritmético cuando
considera que son sensatas y verdaderas raices aquéllas que son positivas, y que
las raices negativas son falsas. A las raices menores que 0 Descartes las llama
raices falsas, y ese es el sentido con que utiliza la denominacion. Descartes dota
de significado a las raices negativas de una ecuacién mediante su geometria
analitica, como valores situados a la izquierda del origen de coordenadas. De
este modo, al transformar las ecuaciones mediante un cambio de origen, evita las
soluciones negativas contrarias a la intuicion aritmética. Sin embargo —una vez
justificada su legitimidad- hace uso directo de ellas tal y como se aprecia en su
enunciado de la regla de los signos “ Pueden existir tantas raices verdaderas (esto es,
positivas) como el nimero de cambios de los signos + y —, tantas falsas (esto es,
negativas) como veces se hallen consecutivamente dos signos + o dos signos — (La
Geometria, 1637/1981; pp. 341-342).

John Wallis (1616-1703) en su De Algebra Tractatus (1693) acepta los
negativos con todas sus consecuencias, e incluso da reglas para operar con
potencias de exponentes negativos. Fue uno de los primeros matematicos en
reconocer la importancia de la generalizacion de exponentes para incluir asi los
numeros negativos, fraccionarios, positivos y, en general, los enteros (Smith,
1958).

1.3.3 Conflictos en el siglo XVIII

Durante el siglo XVIII, los matematicos continuan reflexionando acerca de
las cantidades negativas. D'Alambert (1717-1783), en su articulo Negatif de la
Enciclopedia (1751) expresa sus reservas respecto a las cantidades negativas,
entre otras razones porque considera que la complejidad del concepto presenta
dificultades no resueltas, o no suficientemente aclaradas. Una de estas
dificultades consiste en establecer que su valor es menor que cero: “ Dire que la
quantité négative est au-dessous du rien, c'est avanger une chose qui ne se peut pas
concevoir” (L'Enciclopedie, p. 299). Otra de las dificultades sefialadas se presenta
cuando se toma como cantidad negativa una cantidad positiva, pero en una falsa
posicion respecto del calculo, ya que se presentan como sumandos en vez de
como sustraendos. De ahi concluye que no se pueden aceptar las cantidades
negativas de manera aislada, pues éstas deben definirse siempre en relacién con
las cantidades positivas. En este sistema conjunto que reclama D’Alambert,
tienen sentido las reglas de los signos para las operaciones.

También afirma el significado real de las soluciones negativas de las
ecuaciones, debido a que “ cesracines reviennent positives par de légers changemens
dans la solution” (p. 300). La discusién que hace sobre los modos de interpretar
angulos negativos es interesante, ya que no es usual en los libros de algebra que
hemos analizado en este estudio.
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En la discusién sobre la relacion de orden D’Alambert expresa cierta
confusién, propia de la época, ya que establece que el paso del positivo al
negativo se hace siempre pasando por cero o por infinito, y esto lo justifica
estudiando los modos en que cambia el signo de una funcion analitica, que se
puede producir bien mediante un corte con el eje de abcisas o bien mediante el
paso por una asintota vertical de orden impar. La relacion de orden entre
cantidades positivas y negativas muestra para este autor una de sus limitaciones.

Kant (1724-1804) publica en 1763 un ensayo, Las magnitudes negativas, en
donde reconoce las dificultades del concepto analizado:

“ El concepto de las magnitudes negativas ha estado largo tiempo en uso
en las matematicas, donde ha gozado de gran prestigio. No obstante, la idea
gue de é se hacian la mayoria y las explicaciones que daban, son extrafias y
contradictorias, s bien no se derivd de ahi incorreccion alguna en su
aplicacion, debido a que las reglas especiales sustituyeron a la definicion y
aseguraron €l uso.” (Kant, 1763/ 1992, p. 120).

Kant comienza por establecer dos tipos de oposicidn: la légica, basada en
el principio de contradiccion, y la real, en la que dos predicados se oponen, el uno
suprime lo que ha sido puesto por el otro pero la consecuencia es algo inteligible.
El cero es la nada, que en un caso es la negacion légica de una afirmacion,
mientras que en el otro es resultado de una carencia o ausencia, derivada de la
oposicion de predicados. La confusidn entre estos dos significados de cero da
lugar a algunas contradiciones y justifica el rechazo a que la cantidades negativas
Sean menores que nada.

La ejemplificacion que hace Kant del segundo tipo de oposicion, que es el
que considera correcto para las cantidades negativas, viene dada mediante
ejemplos de haberes y deudas, de avances y retrocesos, de subidas y bajadas,
entre otros. Podemos denominar fenoménico a este tipo de oposicion, ya que
mediante esta nocion Kant va a caracterizar las magnitudes negativas, es decir,
las familias de fendmenos que pueden quedar descritas por esta nocion.

Después de analizar diversas interpretaciones, Kant establece el sentido
matematico de magnitud negativa:

“Una magnitud es negativa en relacion a otra en la medida en que no
puede ser captada junto con ella mas que mediante la oposicion. Es decir, en
cuanto que la una quita a la otra una cantidad igual a ella. Esta es sin duda
una relacion de oposicion [...] Por eso no se puede llamar una magnitud
propia y simplemente negativa, sino que hay que decir que (+a) y (—a) son €
uno la magnitud negativa del otro. [...] Esta denominacion conjunta designa
siempre Unicamente la relacion de oposicion entre determinadas cosas, sin 1o
cual dicho concepto desaparece.” (Kant, 1763, p. 174/ 1992; pp.125-
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126).

Asimismo acepta la existencia autobnoma de estas cantidades y sefala dos
principios para caracterizar aquellos fendmenos en que se presenta una
oposicion real que fundamenta el hablar de cantidades negativas. El primer
principio establece que “en toda oposicién real ambos predicados deben ser positivos,
pero de suerte que en su conexion supriman mutuamente las consecuencias en € mismo
sujeto [...] Hay cosas de las que una es calificada de negativa de la otra y son ambas
positivas consideradas por si mismas, y, sin embargo, unidas en un mismo sujeto, su
consecuencia es cero” (p. 128). El segundo principio es reciproco del primero y
establece que “siempre que existe un fundamento positivo y la consecuencia, sin
embargo, es cero, hay una oposicion real, es decir, que ese fundamento esta en conexion
con otro fundamento positivo, que es la negativa del primero” (p. 130).

Con estos dos principios Kant realiza la fundamentacién fenoménica de las
magnitudes negativas y estudia, a partir de ellos, el sentido del orden y de las
operaciones entre cantidades negativas y positivas, que expresa de manera
simbdlica. Esta fundamentacion es de caracter relativo y permite por vez primera
el estudio matematico de los enteros, superando el bloqueo derivado del
planteamiento de Aristételes, que se habia mantenido durante mas de dos
milenios.

El analisis fenomenoldgico de Kant sobre las magnitudes negativas no da
lugar a un uso formal inmediato, que derive en un significado algebraico de estos
numeros. De este modo el planteamiento matematico choca en algun caso con
su postura filosofica, como cuando indica que 0-A es imposible en sentido
filosofico “ porque de la nada no se puede extraer jamas algo positivo”, y prosigue:
“ A+0-A sigue siendo A-A, y, por tanto, el cero es totalmente superfluo. La idea que aqui
se deriva, de que las magnitudes negativas serian menos que nada, es, pues, vana y sin
sentido” (p. 129). En general, Kant diferencia la utilidad y sentido matematico de
las cantidades negativas respecto a su interpretacion filosofica. Mientras
consigue establecer una fundamentacién fenoménica para la aritmética de los
negativos —magnitudes negativas o numeros relativos- no ocurre igual con la
fundamentacion algebraica, que da por supuesta sin entrar a analizar posibles
contradicciones.

Igualmente trata de introducir en este trabajo precisibn matematica en
nuevos fendmenos con la nocion de magnitud negativa que establece, como es el
caso de la nocion fisica de impenetrabilidad, la nocién de aversion de la
psicologia, las de error y vicio de la filosofia moral, o las de frio y calor de la
ciencia natural.

Mas adelante, en Critica de la Razdn Pura, Kant (1781/1997) establece el
concepto moderno de cantidad con dos nociones fundamentales:

11
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Primera: la nocion de cantidad es un puro concepto del entendimiento, los
objetos la experiencia son cuantificables y es, precisamente, la categoria de
cantidad la que posibilita la forma matematica:

“Todos los fendbmenos son cantidades continuas, en general, tanto en su
intuicion al ser cantidades extensivas, como también en su simple percepcién,
como cantidades extensivas’ (CRP, B 203-204).

Segunda: la nocion de cantidad es un concepto de comparacion; la
magnitud es una determinacion relacional. La cantidad como acto sintético se
constituye en tres momentos: unidad, pluralidad y totalidad (CRP, A 80, B 106).

Solo puede hablarse de una magnitud determinada cuando estan
establecidas la unidad y su multiplicidad. En este caso, la cantidad viene dada
por una relacion que se establece por comparacion.

El tratamiento de Kant proporciona respetabilidad a las cantidades
negativas que, a partir de esta época, clarifican su base conceptual y ayudan a
precisar el significado matematico de los numeros negativos.

Euler (1707-1783), en Vollstandige Anleitung zur Algebra (1770), acepta las
cantidades negativas y justifica su construccion de forma analoga a los positivos,
s6lo que, en lugar de incrementos, utiliza sustracciones sucesivas de unidades:
“But if, instead of continuing this series by successive aditions, we continued it in the
opposite direction, by perpetually substracting unity we should have the following series
of negative numbers: 0,-1,-2,-3,-4,-5,-6,-7,-8,-9,-10, and so on to infinity” (Euler, 1840;
p. 5); ademas los considera numeros enteros y define la regla de los signos;
también considera su existencia como entidades independientes. Euler se
propone una justificacion algebraica formal de los numeros negativos basada en
procedimientos aritméticos. Euler comprende la naturaleza abstracta de los
numeros negativos; pero aun no dispone del aparato y de la estructura algebraica
moderna para formalizarlos axiomaticamente, como actualmente se les acepta.

Pero no todos los autores tienen la lucidez y precision de Euler ni la finura
de analisis de Kant. Planteamientos contradictorios respecto a las cantidades
negativas se encuentran en fecha tan avanzada como 1797, en el Curso
Completo Elemental de Matematicas Puras publicado por Lacroix, traducido al
castellano y reeditado varias veces en la primera mitad del siglo XIX, que tuvo
amplia difusion e influencia entre los matematicos espanoles de esta época.

Asi, en el Tomo |l del Curso dedicado al Algebra, y en su quinta edicién en
castellano de 1837, Lacroix vuelve a los planteamientos de D’Alambert, con
mayor radicalidad:

“ Recapitulando cuanto hemos expuesto tocante & las que |[lamamos
cantidades negativas, diremos que en realidad son una expresiones absurdas
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de los resultados de sustracciones impracticables, que como tales son
indicios seguros de alguna incompatibilidad que hay en la propuesta de la
cuestion, de la cual hayan dimanado; por consiguiente nos dan & conocer que
no es posible resolver la cuestion sin que antes se rectifique alguna de sus
condiciones haciendo sustractiva alguna cantidad que antes se habia
supuesto aditiva, 6 al contrario; y Ultimamente, que se puede venir en
conocimiento del modo de gjecutar esta rectificacion considerando a las
expresiones realmente absurdas —6; -8; —a; —b; &c.,, como s fuesen
verdaderos simbolos de cantidades y haciendo uso de las reglas
anteriormente establecidas de los signos en las operaciones gque nos
propongamos g ecutar con aguellas expresiones’ (p. 137).

Ideas similares, que muestran la ambigledad e, incluso, la confusion con
la que se consideran las cantidades negativas, persisten bastante avanzado el
siglo XIX a través de las obras reimpresas del mismo Lacroix, Bezout y Bourdon
entre otros (Schubring, 1986).

1.3.4 Formalizacion de los enteros

Carnot (1753-1823) plantea, en Geométrie de position (1803), una geometria
de posicion, mediante la cual reinterpreta las cuestiones algebraicas relacionadas
con cantidades negativas en términos de correlaciones entre lineas de sentidos
contrarios. Indica que, para conseguir realmente una cantidad negativa aislada,
seria necesario “atrincherarse” un concepto eficaz de cero como cantidad, para
asi poder quitar algo de nada; escribidé que admitir la cantidad al sentido contrario
del positivo traerian consigo: “Une multitude de paradoxes, ou plutdét d absurdités
palpables, par exemple —3 serait moindre que 2, cepedant (-3)? serait plus grand que (2)>;
c est-a-dire quentre ces deux quantités inégales 2 et —3, le carré de la plus grande serait
moindre que le carré de la plus petite, et réciproquement, ce qui choque toutes les idées
claires qu on peut se former de la quantité.” (Geométrie de position, 1803, citado por
Dhombres et al., 1987; pp. 111-112), por tanto indica “ Je dirais que la géométrie de
position est celle ou la notion des quantités positives et négatives isolées, est suple par
celle des quantités directes et inverses’ (Carnot, 1803; p. xxxiv, citado por Schubring,
1986, p. 14).

Laplace (1749-1827) intenta justificar la regla de los signos desde un plano
formal (Gonzalez Mari et al.,, 1990), desde la coherencia de las operaciones
(Dhombres et al.,, 1987), esto también es pretendido por matematicos de
renombre como Cauchy y MacLaurin, entre otros.

Lacroix, en la obra mencionada, explica asi los motivos para la aceptacion
de los negativos, no sin dejar de subrayar el rechazo que suponen:

“ Luego que se observé que la aplicacion de las reglas de los signos & estas
cantidades absurdas procedentes de cuestiones imposibles producia
resultados verdaderos, fueron miradas aquellas expresiones como una cierta
especie de verdaderas cantidades, se las designé con € nombre de
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cantidades negativas; se las sometio a todas las operaciones de célculo; y se
dijo que si la soluciones negativas indicaban un error en la propuesta de la
cuestion, el Algebra las corregia’ (Tomo I, p. 133).

Finalmente, es Herman Hankel (1839-1873) quien reconoce y legitimiza los
numeros negativos como entidades independientes con una estructura algebraica
propia, en su obra Theorie der complexen Zahlensysteme (1867), otorgandoles
estatus de numeros enteros. Hankel afirmaba que las leyes de composicién no
son propiedades de los numeros, sino que estas leyes, que se establecen por
definicion, crean el correspondiente campo numérico (Wussing, 1998); asi que,
apoyandose en la ley de composicidn interna y las leyes de calculo, establecio el
principio de permanencia de las leyes formales, que dice:

“Wenn zwei in allgemeinen Zeichen der aritméica universalis
ausgedr tickte Formen einander gleich sind, so sollen sie einader auch gleich
bleiden, wenn die Zeichen authtre, einfache Grossen zu bezeichnen, und
daher auch die Operationen einen irgend welchen anderen Inhalt
bekommen” (Hankel, 1867; p. 11).

Esta construccion del sistema numérico tiene un caracter genético, pues
parte de la ampliacion de un campo numérico a otro y, en cada ampliacion, las
leyes validas en uno se trasladan también al nuevo campo ampliado; de esta
forma las leyes y operaciones validas para las cantidades positivas también lo
son para las negativas.

1.3.5 Balance

Este breve recorrido histérico, siguiendo el desarrollo de los numeros
negativos, brinda una idea general de lo dificil que ha sido su comprensién y, en
palabras de Schubring (1986), constituyen un ejemplo instructivo en los procesos
de desarrollo de los conceptos matematicos. En el sentido de Bachelard,
podemos apreciar un auténtico proceso de emergencia, donde las nociones
aritméticas y algebraicas de negatividad confluyen hacia un concepto integrador
de numero entero, involucrado en una serie de avances y retrocesos, con
actitudes que dan lugar a conflictos, sostenido por una revision y reinterpretacion
permanente aunque poco coordinada de nociones basicas y acompafiado de una
depuracion desigual de conceptos, que tardan en fijarse sobre una estructura.

El proceso de respuesta conjunta a las necesidades de estructura formal y
al tratamiento de la diversidad de fendmenos, resolucion de problemas cotidianos
y aplicaciones practicas toma casi tres siglos. Y no se concluye hasta que se
produce una nueva interpretaciéon de la nocion de cantidad, que proporciona
significado a las cantidades negativas.

En este estudio nos centramos en constatar este proceso de emergencia
en algunos textos espafoles de matematicas publicados en los siglos XVIII y XIX.

14



Alexander Maz Machado

Se reconocen las siguientes actitudes de conflicto hacia las cantidades
negativas durante este periodo:

Rechazo: en un colectivo de matematicos europeos de la época
resefiada hay un rechazo hacia los numeros negativos, mas o menos
matizado; no se plantea su justificacion desde el punto de vista
matematico; se evitan sistematicamente las respuestas negativas,
utilizando para ello artilugios algoritmicos.

Ambiguedad en el uso del signho menos (-): como consecuencia del
abandono del algebra retérica y su correspondiente simbolizacion,
surge entre los matematicos una ambigluedad en cuanto al uso del
simbolo (), al no diferenciar con precisién entre el indicador de la
sustraccion y la sefial del numero negativo.

Doble significado: cuando se pretende diferenciar el uso aritmético del
algebraico, sefalando la falta de sentido de los negativos como
cantidades aritméticas, o su posible reinterpretacion, pero aceptando
estos numeros como resultados de operaciones algebraicas.

Aceptacion sin reservas: una vez interpretadas correctamente las
nociones de cantidad, cantidad negativa y magnitud.

Algunas de estas actitudes quedan reflejadas en el texto de Kant antes
resefiado, relativo a las dificultades del concepto y la certeza de las reglas para
las operaciones con negativos. También los juicios de Lacroix: “ considerando & las
expresiones realmente absurdas [..] como s fuesen verdaderos simbolos de
cantidades..”, “fueron miradas aquellas expresiones como una cierta especie de
veraderas cantidades..” , muestran el caracter poco cientifico y la emotividad de las
valoraciones que los matematicos hacen sobre estos conceptos.

También se han identificado ideas que proporcionan significado a los
negativos (o0 negatividad), algunas de la cuales se habian categorizado durante la
investigacion realizada para el trabajo de la suficiencia investigadora (Maz, 2000):

Cantidades adjetivadas: hay incapacidad para demostrar el
surgimiento de las cantidades negativas o justificar situaciones
numericas concretas. Se deja a la conveniencia de quien manipula, las
cantidades para determinar la cualidad de positiva o0 negativa. Estas
indican el sentido en que deben considerarse las cantidades.

Cantidades falsas, absurdas o ficticias: esta consideracion surge de

la reflexion ;cémo pueden tener existencia unas cantidades que son
menores que cero? ;como, luego de quitar todo aquello susceptible de
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quitarse, se pueda aun sustraer algo mas? Esta idea se debe a la
consideracion de cero como lo mismo que nada. Esto lleva a decir que
son menores que nada. Distinguimos aqui dos posiciones historicas
distintas.

Primera, la de Descartes y los autores que desarrollan la geometria
analitica, que tratan de hacer compatible las soluciones de una
ecuacion con su representacion geométrica. Una vez que han
justificado la existencia de soluciones negativas mediante un cambio de
origen, interpretan los valores negativos como raices a la izquierda de
0, a los que llaman “falsos” o “menores que nada” y con los que, a
continuacion, trabajan.

Segunda, la de autores como D’Alambert, Lacroix o Carnot, que
encuentran dificultades en la relacién de orden y tratan de desarrollar la
geometria -y las matematicas- sin valores negativos, ya que los
consideran absurdos y carentes de sentido.

Resultado de operaciones y calculos aritméticos: las cantidades
negativas aparecen a partir de algoritmos para resolver problemas v,
cuando surgen estas cantidades negativas, se recurre a la
reinterpretacién de los resultados para dar sentido a tales soluciones.
Por tanto, los negativos eran un indicador de que se habia hecho una
interpretacion inadecuada en el planteamiento del problema. No se
reconoce sentido a las cantidades negativas. Lacroix se situa en esta
posicion una vez que ha dejado constancia de su rechazo filoséfico.

Magnitudes negativas: se presentan cuando se reconoce el caracter
relacional de cantidades positivas y negativas para algunas
magnitudes, a partir de un tratamiento aritmético. Se establece el
sentido y existencia real de las cantidades negativas, pero siempre en
relacion con las cantidades positivas correspondientes.

Entidades de naturaleza dual (aritmética-algebraica): hay una
consideracion de que las cantidades negativas surgen de sustracciones
donde el minuendo es menor que el sustraendo. Cuando las
operaciones se realizan en la aritmética, las cantidades que se utilizan
son consideradas como opuestas, mientras que, cuando se producen
bajo las leyes formales propias del algebra, utilizan los numeros
enteros. Este es el tratamiento que encontramos en Euler para justificar
la aparicion de los negativos.

Estatus algebraico: hay consideraciones acerca de que el tratamiento

de las cantidades negativas estd asociado al algebra. Algunos
matematicos (como hacen Laplace, Hankel y, en cierto modo, Euler)
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piensan que las operaciones algebraicas (entre numeros enteros)
tienen sentido, como la suma y la resta aritméticas (entre naturales);
estas circunstancias les llevan a postular que las cantidades negativas
estan sometidas a reglas y leyes como los otros conjuntos numéricos.

1.4 Investigacion

Los numeros enteros, en el sistema educativo, son ensefiados como
ampliacion del conjunto de los numeros naturales, y se hace uso de ellos desde
el comienzo de la educacion secundaria en forma casi cotidiana. Durante sus
estudios los alumnos realizan incontables operaciones y calculos con los enteros
de manera frecuente y, aparentemente, sin grandes dificultades. Sin embargo,
esto ultimo no siempre es asi, pues un subconjunto de los enteros, los numeros
negativos, son un escollo que causa tropiezos, genera dudas, agobio,
contradiccion y conflictos a gran niumero de estudiantes de todos los niveles
educativos, tal como revelan las investigaciones sobre el aprendizaje de los
negativos (Bruno, 1997; Bruno et al., 1997; Gonzalez Mari, 1995; Hayes, 1996;
Hefendehl-Heberker, 1991; Iriarte et al., 1991 y Streefland, 1996, entre otras).

Algunos de estos estudios han demostrado que dichas dificultades de
comprensiéon se remontan a la aparicion misma de los numeros negativos y han
continuado a lo largo de la historia (Bruno, 1990; Gallardo, 1994; Glaeser, 1981;
Gonzalez Mari, 1995; Lizcano, 1993; Maz 2000; Schubring, 1986, 1987, 1988,
1993), y dado que los numeros negativos constituyen un ejemplo para los
procesos de desarrollo de los conceptos en matematicas, es pertinente examinar
queé dice la investigacion histérica y epistemologica en Educacion Matematica
sobre los numeros enteros y, en particular, sobre los negativos.

La revision de antecedentes y busqueda de investigaciones previas se
realizo consultando:

a) La base de datos ERIC hasta enero del 2002 con los descriptores,
negative number s, mathematics epistemol ogy, y mathematics history.

b) La base de datos MathDi del Zentralblatt fur Didaktik der Mathematik
(ZDM) hasta enero de 2002, mediante los descriptores: negative
numbers, negative numbers and history, negative numbers and epistemol ogy.

c) La base de datos de tesis doctorales espafolas TESEO de 1976 a
2001 con los descriptores: Historia* and matem*, matem* and epistem*,
numer* and negativ*.

d) La base de datos MathSciNet de la American Mathematical Society

hasta enero de 2002, con los descriptores: negative numbers, mathematics
history.
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e) Consultas peridodicas a revistas especializadas en Educacién
Matematica a través del acceso electronico brindado por la Biblioteca
General de la Universidad de Granada.

A continuacion resefiamos algunas de las investigaciones halladas y
consideradas de interés para este estudio.

1.4.1. El estudio de Glaeser

Sin lugar a dudas, una las investigaciones de mayor importancia es la
realizada por Glaeser (1981); en ese estudio se utiliza un analisis de contenidos
de textos antiguos y se examina el paso de los numeros negativos a los numeros
enteros, con la intencidon de buscar los obstaculos que se oponen a la
comprension y aprendizaje de los numeros negativos. Glaeser cita y analiza a
algunos famosos y relevantes autores matematicos que: “insisten constantemente
en el caracter dinamico del nimero positivo, unido notablemente a las actividades de
medida. Pero esos mismos matematicos prueban las dificultades de adoptar la misma
actitud con respecto a los nimeros relativos”.

Los autores son: Diofanto, Stevin, Descartes, McLaurin, Euler, D"Alambert,
Carnot, Laplace, Cauchy y Hankel. Glaeser sostiene que fueron seis los
obstaculos que hubo que superar por parte de los matematicos para la
aceptacion de los numeros negativos. Este es el listado que postula:

e Obstaculo 1. Ineptitud para manipular las cantidades negativas

aisladas.

e Obstaculo 2. Dificultad para dar un sentido a las cantidades negativas

aisladas.

e Obstaculo 3. Dificultad para unificar la recta numérica.

e Obstaculo 4. La ambiguedad de los dos ceros.

e Obstaculo 5. Estancamiento en el estadio de las operaciones concretas
(en oposicién al estadio de las operaciones formales).

e Obstaculo 6. Ausencia de un modelo unificado: se manifiesta cuando
los matematicos fracasan en el deseo de hacer funcionar un buen
modelo aditivo, igualmente valido para ilustrar el dominio multiplicativo,
dentro del mismo modelo.

En su estudio, Glaeser analiz6 los textos de diez autores representativos,

de distintas épocas, e identificd la presencia de los obstaculos epistemoldgicos
antes enunciados. La tabla siguiente presenta un resumen de este analisis.
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Tabla 1.1 Obstaculos epistemologicos identificados por Glaesser.

Autores | Obstaculol | Obstaculo 2 | Obstaculo 3 | Obstaculo 4 | Obstaculo5 | Obstaculo 6
No se Noseda | Noseunifica La Seestancan | Ausencia de
manipulan sentido a larecta ambigiiedad enlas un modelo
cantidades cantidades numérica delosdos | operaciones | unificador
negativas negativas Ceros concretas
Diofanto -
Stevin + - - - - —
Descartes + ? — ?
McLaurin + + - - + +
Euler + + + ? — —
D’ Alambert + — — — —
Carnot + - - - -
Laplace + + + ? — ?
Cauchy + + - - + ?
Hankel + + + + + +

Los signos + 6 — indican cuéles de los autores han superado o no, el obstaculo y los
puntos de interrogacion son aquellos donde Glaeser no hallé suficiente ilustracion. Tomado:
Glaeser 1981.

Con este trabajo, Glaeser llamo la atencion nuevamente sobre los estudios
epistemoldgicos utilizando un método historico-critico y, sobre todo, dio inicio a
una serie de investigaciones sobre los numeros negativos, pues este trabajo fue
punto de referencia obligado en trabajos posteriores del tema.

1.4.2. Los estudios de Schubring

Schubring (1986) realiza una investigacion sobre los procesos de
desarrollo de los conceptos matematicos en la cual toma como concepto de
referencia los numeros negativos. En este trabajo se exponen los resultados de
un estudio histérico sobre los negativos donde analiza textos matematicos
franceses y alemanes, y precisa algunas categorias para estudiar los obstaculos
que se encuentran en la aceptacion y formalizacion de los numeros negativos;
estas categorias son:

A. Obstéaculos internos a las matematicas: estan relacionados con las
dificultades para definir y distinguir adecuadamente los conceptos de
cantidad, magnitud y numero como conceptos fundamentales e
independientes.

B. Obstaculos epistemoldgicos: tienen que ver con la transmision del
conocimiento cientifico e indica dos corrientes: una epistemologia
sustancialista u ontolégica “ selon laquelle les concepts sont justifiés par une
réduction a des étres auxquels on accorde une existence comme a celle du
monde physique” (Schubring, 1986; p. 23) y una epistemologia sistémica
“ou I'existence est judtifiée par la cohérence du champ conceptuel, les
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concepts ne devant satisfaire qu’ a des conditions internes aux mathématiques”
(Schubring, 1986; p. 24); una u otra opcidn pueden ser responsables de
algunas de las rupturas en el ambito de los numeros negativos.

C. Arquitectura de las matematicas: alude a la importancia que se
concede en cada época a determinadas ramas de la matematica,
especialmente al algebra y la geometria; el hecho de tener ambas igual
importancia favorece la nocién de cantidad en detrimento de procesos
de diferenciacion entre numero y cantidad.

De igual manera, el estudio presenta unos indicios sobre las
dependencias manifiestas entre los contextos culturales de cada pais y las
epistemologias favorables o desfavorables a ciertos desarrollos cientificos.

Schubring (1993) conecta lo historico con lo epistemoldgico en otro trabajo
en el cual aborda las diversas consideraciones del numero negativo en distintas
culturas; analiza a Bhaskara, Chuquet, Leonardo de Pisa, Cardano, Arnauld,
Prestet, Reyneau, y D"Alambert; indica que:

“Une des dimensions mathématiques sous-jacente a |"émergence du concep du
nombre négatif est la transition de la notion de guantité (et de grandeur) comme
concept fondamental de toutes les mathématiques a la notion de nombre, qui est
auss fondamentale, mais restreinte a |"algebre. Cependant, cette différenciation
et spécialisation impliquent aussi une applicabilité restreinte des concepts —une
perte qui n‘a pas éé accepté par tous, en particulier en ce qui concerne
I”enseignement. Une telle acceptation dépend donc des conjonctures des valeurs
sociales, culturelles et philosophiques.” (p. 443).

El estudio deja en claro la importancia de los conceptos de cantidad y
numero en la comprension y aceptacion del numero negativo a lo largo de su
desarrollo histérico; de igual forma intenta mostrar de qué manera factores
externos a la propia matematica, tales como la sociedad, el pensamiento
filosofico imperante y la cultura, condicionan o influyen en la aceptacion o no de
los numeros negativos por parte de los matematicos.

1.4.3. El estudio de Lizcano

Lizcano (1993) realiza un estudio comparativo entre la matematica china y
la griega, incidiendo en el desarrollo de los numeros, a la vez que analiza las
causas de la aparicion de la negatividad en la cultura china y su tardia aparicion y
uso en las matematicas de occidente. Enfatiza especialmente en las
componentes socioldgicas y en los usos cotidianos que intervienen en la
construccion de los conceptos. De acuerdo con su planteamiento, la componente
filosofica de un grupo social facilita o dificulta la apropiacion de nuevos
conceptos; entre ellos, algunos matematicos como el del numero negativo.

A modo de ejemplo, Lizcano indica que, para la cultura china, los valores
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morales y filoséficos relativos al bien y al mal son vistos como opuestos entre si,
y la unién de ellos representa la armonia espiritual; de tal forma, ellos podian
considerar la existencia del cero, pues venia a ser un concepto no asociado a
cantidades, valores o medidas, sino a aspectos de equilibrio, en coherencia con
sus convicciones filosdficas. Por el contrario, en la cultura occidental, el
pensamiento matematico cuyo origen se remonta a la filosofia griega, se vio
influenciado por su entorno cultural y filosofico. El ser/no-ser de Parménides, que
domina el pensamiento clasico, obliga a los numeros a situarse en solo uno de
los lados; es claro entonces que los numeros, al ser considerados como multitud
de unidades o, en términos de Euclides (reedicion de 1994), “una pluralidad
compuesta de unidades’ o como medida de algo, sdlo pueden ser positivos
(Lizcano, 1993). Por tanto, los numeros negativos o la negatividad (segun
Lizcano) quedan bloqueados para su construccion o conocimiento en la cultura
griega y con ello en occidente hasta bien entrado el segundo milenio.

El trabajo de Lizcano es una clara muestra de que la investigacion
epistemoldgica de los numeros enteros (particularmente de los negativos) esta
estrechamente ligada a la investigacion historica y socioldgica, investigacion esta
que precisa de la epistemologia genética como una teoria amplia capaz de
proporcionar un auténtico criterio alternativo sobre el fundamento del
conocimiento cientifico, como mostraremos en el apartado 1.7.

1.4.4. El estudio de Gonzalez Mari

El trabajo de Gonzalez Mari (1995) en parte escudrifia en el pasado las
primeras sefiales de los numeros negativos, al realizar un estudio historico y
epistemoldgico de la matematica y de los numeros enteros. Realiza una serie de
reflexiones sobre la historia, ensefianza y fenomenologia de los numeros
naturales y enteros, llevando a cabo para ello un estudio de los conceptos que
intervienen en la construccion de los numeros enteros, postulando la existencia
de otro conjunto de numeros a medio camino entre los numeros naturales y los
numeros enteros; esta asignacion de lugar es sélo didactica y cognitiva. A este
conjunto de numeros los llama numeros naturales relativos, en los cuales los
negativos tienen una interpretacion diferente a la de Z (esta idea se ampliara en
el apartado 1.5).

Gonzalez Mari pone de manifiesto la existencia de dos vias para la
ampliacion de los numeros naturales, que denomina:

¢ Via cantidad-medida natural, a través de las aplicaciones concretas.

e Via aritmética-algebraica y formal, a través de las ecuaciones, de las
propiedades y de la necesidad de nuevos numeros.

Estas dos vias de acceso han coexistido durante mucho tiempo; la primera
predominé sobre la segunda durante la mayor parte del tiempo (criticas
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constantes a los numeros absurdos, falsos, a las cantidades menores que nada,
etc.), mientras que la segunda ha sido la que ha prevalecido desde la
formalizacién de los numeros enteros. En el Apartado 1.5 presentamos estas
ideas con mayor detalle.

Nuestra investigacion es deudora del monumental estudio de Gonzalez
Mari, por varios motivos:

1. Por mostrar la profundidad y complejidad de los conceptos implicados
en el concepto de numero negativo.

2. Por evidenciar la importancia didactica de los numeros negativos y las
dificultades especiales de su aprendizaje.

3. Por la hipétesis de la coexistencia de los naturales relativos junto con
los numeros enteros en las matematicas escolares, vehiculada por los
libros de texto

4. Por destacar la importancia de la nocion de cantidad en la construccion
de los negativos.

Estas cuestiones han sido un estimulo intelectual permanente, en las que
hemos querido profundizar desde la perspectiva de un estudio histdrico critico de
libros de texto de los siglos XVIII y XIX, como vemos en esta memoria.

1.4.5. El estudio de Gallardo

Gallardo (1994) llevo a cabo un estudio historico-critico de los numeros
negativos en el contexto de la resolucidon de ecuaciones:

e Tratd de hallar explicaciones de la incidencia de los negativos en el
proceso de ensenanza de la resolucién de ecuaciones.

e Realizd un analisis del aspecto conceptual de los numeros negativos en
su evolucion histérica, abarcando fundamentalmente los siglos Xl al
XV.

e Estudi6é antecedentes de las culturas china, griega, hindu y arabe. El
analisis lo realizé mediante la revision de capitulos de textos antiguos
de matematicas que presentaban alguna evidencia del estatus del
numero negativo en los problemas y las ecuaciones.

e Examind los distintos niveles de lenguaje, los métodos y estrategias
utilizadas para la resolucion de problemas algebraicos.

e Estableci6 que ha existido: “una larga trayectoria histérica de

“evitamiento” y “reconocimiento de los nimeros negativos en el contexto de
las ecuaciones algebraicas” .
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e Enfatizd que la problematica de los numeros negativos no esta ubicada
en un lugar particular de la historia, sino que: “los términos sustractivos,
las leyes de los signos, asi como ciertos elementos necesarios para la
operatividad con nimeros negativos aparecen desde épocas remotas en €l
contexto de la resolucion de ecuaciones algebraicas’ .

e Expresd que: “los conceptos opuestos de ganancia y pérdida, propiedad y
deuda, futuro y pasado, venta y compra son interpretaciones adecuadas para
positivos y negativos’ .

1.4.6. El estudio de Ribeiro

Ribeiro (1997) analiz6 las soluciones dadas tanto por Freudhental como
por Dienes al problema que surge con la ley de los signos en la multiplicacion de
numeros negativos, complementadas con la teoria de equilibracidon de las
estructuras cognitivas de Piaget y con el desarrollo historico.

A partir de la reflexion epistemoldgica que realiza, reduce la discusion
didactica sobre la construcciéon de enteros a cuatro problemas mayores y justifica
la reduccién de muchos problemas epistemoldgicos a la solucion de estos cuatro:

1. ¢ Como tomar el mas grande del mas pequefo? 3-5 =...

2. ; Como sustraer un negativo? — (-39) =...

3. Lo que hace el menos... ¢algo malo? ¢ (-3)X...?

4. i Por qué el menos multiplicado por menos iguala a mas? (-2) (-3) =...?

1.4.7. Otros estudios

En un trabajo nuestro previo (Maz, 2000), estudiamos la evolucion en la
conceptualizacion del numero entero en Espafa en los siglos XVIII y XIX, a
través del andlisis de libros de texto, encontrando cierta relacion entre la nocion
de numero y cantidad manifestada por los autores, con el tratamiento y la
presentacion que realizaban de las cantidades negativas en los textos.

Como balance de las investigaciones que hemos presentado, podemos
constatar la influencia de la investigacion epistemologica de Glaeser en la
mayoria de autores que hemos indicado; el estudio de este autor ha orientado el
camino a seguir en estos trabajos, los cuales se basan en la consideracion de
caracteristicas histdricas o epistemolégicas. También destacamos tanto la
metodologia como los procedimientos que Schubring y Glaeser utilizan para
llevar a cabo un analisis epistemolégico mediante el analisis de textos antiguos
de matematicas.

En nuestro estudio tomamos y matizamos la orientacion metodologica de
estos autores. Analizamos los contenidos matematicos de los textos de un
determinado periodo de la historia, puntualizando el tipo de texto y autor,
caracterizandolo de acuerdo a nuestros propositos. Nos centramos
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prioritariamente en el estudio de la evolucion histérica de los numeros enteros en
un pais, Espana, y en periodo concreto, los siglos XVIII y XIX.

Como hemos explicado, de estas investigaciones surgen explicaciones
sobre la evolucién de los negativos, que van desde los conocidos obstaculos de
Glaeser hasta las interpretaciones sociales y culturales de Lizcano y Schubring,
pasando por la conjetura de los numeros naturales relativos de Gonzalez Mari.
Los numeros naturales relativos (N;), que abarcan numeros positivos y negativos,
pero cuya estructura y relacion de orden son distintas a las de Z, son objeto de
referencia propio de este trabajo.

1.5 Numeros naturales relativos

El profesor Gonzalez Mari, en su trabajo de tesis doctoral (Gonzalez Mari,
1995), realiza una identificacion en el campo aditivo de los diferentes tipos de
cantidades, numeros y medidas discretas y las relaciones que se establecen
entre ellas. Argumenta y pone de manifiesto la insuficiencia de los conceptos
numeéricos usuales para el tratamiento aditivo y ordinal de la totalidad de las
situaciones y problemas de dicho campo aditivo. También postula y establece,
con base en argumentos epistemologicos, cognitivos, didacticos vy
fenomenolodgicos, la necesidad de un tercer tipo de numeros que vienen a cubrir
las carencias detectadas y se propone definirlos. A estos numeros los llama
numeros naturales relativos (N;). Formula cinco diferencias légico-estructurales
de tipo ordinal y algebraico entre los numeros naturales relativos y los numeros
enteros, las cuales presentaremos a continuacién. Finalmente, explica algunos
obstaculos y dificultades detectados en el estudio didactico de los numeros
enteros en el sistema escolar, debidas a las diferencias establecidas

1.5.1 Las diferencias entre los enteros y los naturales relativos

Tabla 1.2 Diferencias |6gico-estructurales entre nimero entero y nUmero relativo.

Estructuraentera(Z) Estructurarelativa (i, )
(nimeros enteros ordinarios con | (nUmer os naturales relativos)
la estructura de grupo abeliano y
ordenado parala suma)
D1 |a) Orden total. a) Orden parcia (natural doble con
inversion en laregién negativa).
D2 |b) Sin primer elemento. b) Con primer elemento.
D3 |c) Continuidad de medidas a cruzar | ¢) Discontinuidad de medidas, (no tiene
el cero. sentido cruzar el cero).
D4 |d) Cero Unico. d) Cero doble (dos elementos nulos para
laadicion).
D5 |e) Composicion aditiva: adicion|e) Composicion aditiva: adicién natural
entera. y anulaci Gn-compensaci on.

(Gonzalez Mari, 1995. p. 235). La columna D es agregada por el autor de esta investigacion.
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A continuacion se resumen cada una de las cinco diferencias ordinales y
algebraicas (explicadas mas ampliamente en Gonzalez Mari, 1995):

D1. Orden total-orden parcial

Se dan atribucion de significados, signos y adjetivos duales a las

regiones; son numeros relativos el “ganar”, “perder”, “peor” y “mejor”.

Hay una comparacion-valoracion global de las regiones; la asignacion
es arbitraria, en los N, “ganar es mejor que perder” y “subir no es mejor que
bajar”.

Se da una comparacién (orden) de medidas con valores numéricos
negativos (hay una inversion en el orden entre Z y N,). En N, “no es
mayor el valor absoluto”.

Hay una comparacion (orden) de medidas con valores numéricos de
diferente signo o region; por ejemplo: se dice que deber 10 euros es mas que
deber 5 euros. En N, hay indeterminacion, independencia o ausencia de términos
que den sentido a las comparaciones.

D2. Sin primer elemento-con primer elemento

La naturaleza de los numeros y de las situaciones se refiere a
significados concretos. En N, existe un limite inferior, no tiene sentido
algo inferior a cero, pues éste se utiliza como cantidad natural; por
ejemplo una persona puede disminuir su deuda solo hasta cero, pues a
partir de alli no sera una deuda, sino una ganancia o ahorro, por tanto
no tiene sentido cruzar el cero en el sentido numérico de las deudas,
pero si, en el efecto real.

En la representacion, el numero con signo debe ir acompafiado explicita
o implicitamente de alguna informacion sobre el tipo de dualidad y sobre
el significado de los signos; la simbolizacién matematica es superflua o
inexistente para N;. Es dificil hallar expresiones alternativas que no
cambien el sentido de la frase. Hay redundancia entre adjetivacion y
signo en N,, por ejemplo, “Juan ha ganado +3 canicas’ o “he bajado 4
escalones’ .

D3. Continuidad de medidas-discontinuidad de medidas

No es posible o no tiene sentido comparar de forma sencilla valores de
signo contrario; si es posible entre valores del mismo signo, por
ejemplo, “entre perder 3y perder 4, hay una diferenciade 1”.

D4. Cero unico-cero doble

Se manifiesta en el lenguaje y en la dificultad de manipular
coherentemente las situaciones que se basan en estos aspectos. “S
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hablamos de no ganar (ganar 0) y de no perder (perder 0), ¢podemos hablar de
una temperatura positiva 0 (0O grados sobre 0) y de una temperatura negativa O
(O grados bajo cero)?”.

D5. Adiciéon entera-adiciéon natural y anulacion-compensacion

e Las diferencias se deducen de la naturaleza de las definiciones que se
encuentran relacionadas con el tipo de estructura ordinal (simple vy
homogénea en el caso de la suma de enteros y compuesta y
homogénea en el caso de N;). Un numero positivo y uno negativo con el
mismo valor absoluto se anulan.

Finalmente, Gonzdlerz Mari, utilizando una escala de diferencial
semantico, llega a comprobar empiricamente la presencia en sujetos
escolarizados de la primera de las cinco diferencias anteriores. Los sujetos que
formaron parte del estudio mostraron que asignan distintos sentidos cuando
interpretan y responden de manera diferente cuestiones similares sobre ambos
tipos de numeros.

Sin embargo, Gonzalez Mari no verifica sus hipétesis a partir de textos
histéricos y no precisa cuales son las ideas que histéricamente han sostenido los
diferentes conceptos, el tratamiento de las diferencias enumeradas en distintas
épocas ni los contextos con que se presentan. Este es precisamente el punto de
partida de este trabajo de investigacion: la falsacion de las hipotesis de Gonzalez
Mari mediante un estudio histdrico.

1.5.2 Numeros relativos en el ambito escolar

Como se ha indicado, Gonzalez Mari (1995) ha postulado la existencia y el
interés didactico del conjunto de los numeros naturales relativos y ha postulado
cinco caracteristicas con las que establece la diferencia entre la estructura aditiva
de los numeros naturales relativos (N;) y la estructura aditiva de los numeros
enteros (Z). También establece que son diferentes los contextos y situaciones
(topicos fenomenologicos) que se utilizan para ejemplificar estas dos estructuras
numeéricas, llegando a distinguir entre situaciones relativas y situaciones enteras.
Estas situaciones relativas adquieren significado, aparecen o se ponen en
funcionamiento mediante la presencia de una estructura dual de medidas
discretas formada por dos series independientes y opuestas una a la otra. Por
ejemplo, cuando se trabaja con ganancias y pérdidas.

Las conjeturas de Gonzalez Mari, sobre la existencia de un conjunto
numerico (numeros naturales relativos N;) entre los numeros naturales (N) y los
numeros enteros (Z), le llevan a decir que el concepto que transmiten las
matematicas escolares cuando se ensefan los numeros negativos corresponde
a los numeros naturales relativos (N;) y no de los numeros enteros (Z), al menos
en el curso de su presentacion e introduccion. En ocasiones hay una
simultaneidad de ambos conceptos, que se desplazan progresivamente de N; a
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También entiende el autor que se produce una confusidn entre ambas
estructuras numéricas que plantea serias dificultades de aprendizaje. Esta
confusion se sostiene por la identidad de notacidn para los numeros naturales
relativos (N;) y los numeros enteros (Z) y por una tradicidon escolar de ensenanza
de los numeros negativos. Indica que la estructura natural relativa, aunque de
utilizaciéon cotidiana y familiar, no es explicita y tampoco se encuentra
formalizada. A diferencia de lo que ocurre con otros conceptos numéricos
(racionales, decimales, reales) en los que parte de su complejidad es debida a la
presencia simultanea de diversos sistemas de representacién para el mismo
concepto, en el caso de los numeros enteros ocurre lo contrario. Hay una
notacion simbdlica predominante —la derivada del sistema decimal de
numeracion, junto con los signos mas y menos- pero, al contrario que otros
casos, Gonzalez Mari sostiene que hay mas de un concepto bajo este sistema de
representacion. De hecho, los numeros naturales relativos perviven en los
manuales escolares y libros de divulgacion actuales junto con los enteros, y con
su misma notacién; no asi en los libros de matematica formal.

1.6 Libros de texto

La comunidad de educadores matematicos reconoce la importancia que ha
tenido el libro de texto en la ensefianza y, en particular, en la de nuestra area
disciplinar; el informe Cockroft (1985) indicaba que “los libros de texto constituyen
una ayuda inestimable para el profesor en el trabajo diario del aula” (p. 114) y quizas
esto ha generado un interés en Espafia por investigar los textos de matematicas
en diversos niveles educativos (eg. Ortiz, 1998, Gomez, 2001; Maz, 2000; Sanz,
1995; Sierra et al, 1999).

Selander (1995) planted: ¢Por qué puede ser hoy interesante para
investigadores y profesores indagar sobre los libros de texto? Esta crucial
pregunta amerita reflexionar un poco sobre la investigacidon centrada en libros de
texto, y mas especialmente en nuestra disciplina, las matematicas, por dos
razones. En primer término, sabido es que en toda sociedad es primordial la
transmision de su cultura; y han sido los libros textos uno de los principales
instrumentos que han colectivizado la cultura y contribuido a la difusion de los
conocimientos (Garcia & Beas, 1995), transmitiendo informacién con alguna
intencionalidad. En segundo término, se tiene que en la construccion de
conceptos en el conocimiento cientifico y particularmente en el matematico, el
lenguaje asume un importante papel mediador, donde su referente es el lenguaje
textual, pues es en el texto donde “efectivamente se producen las matematicas’
(Lizcano 1993; p. 30) con lo cual cobra importancia epistemoldgica el analisis de
los libros de texto de matematicas.

Este tipo de investigacion en la historia de los conceptos desde una
perspectiva social de las matematicas, como la que pretendemos llevar a cabo,
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requiere de técnicas y modelos propios de la historiografia de las ciencias;
Schubring (1989) propone realizar la investigacién histérica en Educacion
Matematica siguiendo un patron de analisis histérico de textos en tres
dimensiones:

e Una primera dimension consiste en analizar los cambios en varias
ediciones de un mismo texto.

e La segunda dimensién consiste en encontrar cambios correspondientes
en otros libros pertenecientes a la misma época.

e La tercera dimension relata el cambio en el libro de texto, de los
cambios en el contexto o entorno: por ejemplo, cambios en los
documentos ministeriales, debates didacticos, evolucién de los
materiales, cambios epistemoldgicos, etc.

Como afirma Reed (1995), la utilidad de analizar el texto matematico esta
en que hace posible argumentar sobre algunos problemas que enfrentan a los
fildsofos de las matematicas, permitiendo mostrar una dimension de pensamiento
alterna que encamine a su posible solucion.

Es evidente que el analisis de textos escolares en cualquiera de los niveles
educativos, arroja no solo informacion sobre el contenido de los conocimientos,
sino que también lo hace sobre aspectos pedagodgicos, curriculares o sociales.
Estos factores favorecen la eleccion hecha para llevar a cabo nuestra
investigacion con textos, por la variedad y riqueza de informacién que contienen.

1.7 Investigacion historica

La investigacién histérica en educacion es una labor util y actual. Fox
(1980) indica que la investigacion histérica esta caracterizada por tratar de aclarar
problemas de interés actual mediante un estudio intensivo de materiales ya
existentes. Manifiesta que el aspecto mas frecuente e importante de este tipo de
investigacion es la reinterpretacion de los acontecimientos a la luz de las nuevas
técnicas e informaciones; pues, el investigador debe tener: “la flexibilidad
suficiente para ir en contra de los planteamientos vigentes y ser capaz de descubrir una
nueva relacion, explicacion o intuicion, si existe en losdatos’ (p. 459).

Para Cohen y Manion (1990) es la ubicacion, evaluacién y sintesis de la
evidencia sistematica y objetiva con el fin de establecer los hechos y extraer las
conclusiones acerca de acontecimientos pasados. Podemos afirmar que la
investigacion histérica es una actividad cientifica, pues adscribe el rigor y los
principios de la investigacion cientifica. El pasado “no solo incluye hechos y
acontecimientos, sino también estructuras y procesos, sincronias y diacronias de distinta
naturalezay espesor” (Vifiao, 1997, p. 27).
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También se ha definido la investigacion historica como un proceso de
busqueda sistematica de datos que respondan a preguntas acerca de fendmenos
del pasado con el propédsito de alcanzar una mejor comprension de instituciones,
practicas, tendencias, y, en nuestro caso, aspectos relacionados con educacion
(Gall et al, 1996). Asimismo, expresan que la investigacidn historica en educacion
difiere de otros tipos de investigacion educativa en que, en aquélla, el historiador
descubre informacién a través de la busqueda de fuentes historicas tales como
textos, diarios, documentos oficiales, y reliquias. En la investigacién historica, la
evidencia o las fuentes estan disponibles antes de que el historiador formule una
tesis, seleccione un topico y designe un plan de investigacion. Los investigadores
utilizan los métodos histéricos para comprender el presente a la luz de los
eventos del pasado.

La investigacion historica es pertinente para los objetivos de este trabajo,
ya que, como indican Van Dalen y Meyer (1981, p. 200), en este tipo de
investigaciones “ se relinen, examinan, seleccionan, verifican y clasifican los hechos de
acuerdo con normas especificas y se esfuerzan por interpretarlos de manera adecuada y
presentar|los en exposicion capaces de resistir el examen critico” asimismo enfatizan
que la investigacion histérica moderna “representa una busgueda critica de la
verdad” (p. 200).

Se considera que, en el tratamiento histérico de un tépico, el investigador
realiza ciertas actividades comunes a todo trabajo de investigacion; sin embargo,
la naturaleza particular de su disciplina le exige el empleo de técnicas especificas
(Van Dalen & Meyer, 1981).

La investigacion sobre aspectos epistemoldgicos e histéricos en Educacion
Matematica ha tomado gran auge en los ultimos afios tal como lo reflejan las
investigaciones ya resefiadas. Se pretende continuar nuestro estudio histérico-
epistemoldgico, tratando de profundizar tanto en los analisis como en la
contextualizacion cientifico-académica de la época, teniendo en cuenta:

a) Aportaciones y la opinion de los investigadores (Fox, 1980; Van Dalen
& Meyer, 1981; Cohen & Manion, 1990) sobre la importancia de la
investigacion historica y mas aun en educacion (Tiana, 1988; Gall et al,
1996) y en particular en Educacion Matematica (Fernandez Cano, 1995;
Brito & Cardoso, 1997; Filloy, 1999; Sierra, 2000; Deniss 2000).

b) La investigacion realizada sobre el tratamiento dado a los numeros
negativos por los autores de textos en Espaina durante los siglos XVIII y
XIX (Maz, 2000).

Seran analizados libros de texto, pues son un excelente material para

trabajar temas histéricos porque, entre otras causas permiten establecer no sélo
las intenciones del contenido, sino las relaciones del autor con el medio
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académico, cultural y su propio conocimiento matematico a través de la variacion
de los conceptos en textos de diversos autores en una misma época o las
variaciones en la obra de un mismo autor a lo largo de diferentes impresiones,
como plantea Schubring (1987).

Las investigaciones historicas y epistemologicas en educacion matematica,
utilizando como sujetos de estudio textos de matematicas, no son pocas. Los
investigadores van adaptando los nuevos meétodos de analisis para tales
propésitos (e.g. Glaeser, 1981; Schubring, 1986, 1987, 1988; Swetz 1993; Sierra
et al, 1999; Maz 2000; Gomez, 2001). Se debe tener en cuenta que no se
pretende analizar los textos con las ideas, estructuras y definiciones actuales de
numero entero, sino que se hara teniendo en cuenta el momento histérico y las
ideas imperantes en la época.

1.8 La investigacion historico-epistemologica

Una de las formas de comprender el conocimiento del presente es
efectuando revisiones y analisis del pasado (Blanché, 1973), pues los textos
histéricos son un buen recurso para el analisis de las nociones y principios que
dieron origen a determinados conocimientos cientificos y, en particular, a los
conocimientos matematicos. Sin embargo, la sola descripcidn de hechos vy
acontecimientos, que envolvieron al desarrollo de un determinado conocimiento,
no aportaria resultados de valor epistemolégico para dicho saber; al respecto,
Piaget (1979) afirma que “ & simple relato de descubrimientos no interesa directamente
ala epistemologia” (p. 97).

Si el interés es epistemologico, debemos tener claro qué es la
epistemologia; pues bien, consideramos la epistemologia como la disciplina que
estudia la ciencia, entendida ésta en su doble aspecto de actividad (la
investigacion, la docencia, la aplicacion practica) y de producto de esa actividad
(el conocimiento cientifico); para Piaget (1979), la epistemologia es “ €l estudio de
la congtitucion de los conocimientos validos’ (p.15); de tal manera, las orientaciones
epistemoldgicas son distintas formas de encarar el estudio de la ciencia; la
reflexion epistemoldgica sobre un determinado conocimiento surge “ porque ciertas
crisis o conflictos se producen como consecuencia de la marcha interna de las
construcciones deductivas o de la interpretacion de los datos experimentales’ (Piaget,
1979; p. 15).

Se debe entonces recurrir a técnicas que permitan una reconstruccion del
conocimiento en términos de su evolucion; por tanto, se hace necesario “ someter
a una critica retroactiva los conceptos, métodos o principios utilizados hasta alli, a fin de
determinar su valor epistemologico” (Piaget, 1979; p. 64). La epistemologia utiliza
diversos métodos para reflexionar sobre los procesos de construccion y
validacién del conocimiento cientifico. Piaget (1979, pp. 63-64) agrupa estos
métodos en tres grandes categorias: métodos de analisis directo, de analisis
formalizante y genéticos. Los métodos de analisis directo son aquellos que “en
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presencia de un nuevo cuerpo de doctrinas cientificas, intentan por simple analisis
reflexivo hacer surgir las condiciones de conocimiento que estan en juego en tales
acontecimientos’, los analisis formalizantes difieren de los directos en que agregan
al “conocimiento un examen de las condiciones de formalizacion”; finalmente, la
categoria de métodos genéticos, “que tratan de comprender los procesos del
conocimiento cientifico en funcién de su desarrollo o de su formacién”.

El proposito de esta investigacion —se ampliara esto en el apartado 1.10—
es realizar un estudio historico y epistemolégico del numero negativo, indagando
en su evolucion y consolidacion como objeto matematico formal en los libros de
texto publicados en Espafia durante un periodo determinado, de tal forma que, si
consideramos lo expresado por Piaget (1979) acerca de que en los métodos de
analisis genético se toman en consideracion los procesos del conocimiento en
términos de los distintos estados de desarrollo, no cabe duda que la metodologia
a emplear en nuestro estudio no puede ser sino que ésta.

Ahora debemos conocer cuales son los métodos que se agrupan bajo esta
denominacion de genéticos para optar por uno de ellos como herramienta en esta
investigacion. El mismo Piaget (1979; p. 64) indica que los métodos de la
epistemologia agrupados en los métodos genéticos se pueden considerar bajo
dos grandes variedades de ellos: la epistemologia genética y el método histérico-
critico.

La epistemologia genética, la que por medio de “ una combinacién de analisis
psicogenéticos y de formalizacién de las estructuras intenta alcanzar las condiciones
psicologicas de la formacion de los conocimientos elementales y coordinar estos
resultados con el estudio de las condiciones de formalizacién” (p. 64). Este tipo de
metodologia no la utilizaremos en nuestra investigacion.

El método histdrico-critico, que “ extiende felizmente los métodos de analisis
directo, remontdndose desde € examen de un cuerpo de doctrinas actuales hasta el
estudio de su formacién; pero que, al acentuar la importancia del desarrollo historico,
descuida con frecuencia las consideraciones de formalizacion” (p. 64).

La utilizacidon en nuestro estudio del analisis histérico-critico permitira
mostrar las ideas y significados utilizados en su momento por los autores de
textos en relacion con el contexto y las ideas de la época o de épocas anteriores;
por otra parte, sera provechoso para la investigacion el hecho que el método
historico-critico utiliza la historia, teniendo en cuenta las partes respectivas de la
deduccion y de la experiencia en el momento de la constitucion de un principio, la
naturaleza particular de las deducciones y en todos los problemas de la invencion
o del descubrimiento, permitiendo “vincular € presente con un pasado colmado de
riguezas a menudo olvidadas, que |o esclarece y en parte explica gracias al examen de los
estadios sucesivos del desarrollo de un pensamiento colectivo” (Piaget, 1975, p. 34).
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Pretendemos por tanto establecer qué ideas, conceptos y corrientes de
pensamiento influyeron en los autores al expresar la nocion de cantidad negativa
en los textos, y qué significado preciso asignaban a tales ideas y conceptos. De
este modo sera posible detectar los cambios en su presentacion y admision en
Espafia a lo largo de estos dos siglos que se estudian. También tendremos en
cuenta consideraciones de formalizacion, que estudiaremos mediante el analisis
de las diferencias establecidas por Gonzalez Mari (1995) entre naturales relativos
y enteros en los autores seleccionados.

La técnica histérico-critica aplicada a los textos en estudio junto con su
analisis formal contribuyen a establecer el significado de los conceptos utilizados
en cada momento.

Por tanto, una investigacion historico-epistemologica permite evidenciar la
evolucion de un concepto asi como las dificultades asociadas a él y observar la
manera en que fueron superadas, que es precisamente lo que nos interesa en
este estudio sobre el desarrollo del concepto de numero negativo en los libros de
texto publicados en Espania.

Las técnicas historico-criticas son de uso frecuente en el analisis
conceptual. Rico (2001) entiende que el analisis conceptual es un método no
empirico que, a partir de descripciones, definiciones o listas extensivas, entre
otros contenidos documentales, examina en detalle la diversidad de significados y
las posibles conexiones entre los términos de cada campo conceptual; ademas
de que “contextualiza la definicion dentro del area en que se inserta’ (p. 186),
posibilita eliminar aquellas posibles inconsistencias debidas a una imprecisién en
la utilizacion de los significados de los conceptos. Los resultados de un analisis
histérico-critico tienen por finalidad proporcionar precision conceptual.

Turegano (1994) opina que el auge, en los ultimos afos, de acudir a los
métodos genéticos, tiene su origen en el deseo de disminuir el excesivo caracter
l6gico deductivo en las matematicas; cita a Lakatos como un ejemplo de
aplicaciéon del analisis epistemoldgico no a las matematicas formalizadas, sino a
las matematicas informales. De otra parte, Filloy (1999, p. 154) destaca el interés
didactico del método de investigacion histérico-critico expresando que:

“El nuevo acercamiento consiste en realizar analisis de problemas de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas con el método historico-critico,
y después poner a prueba los hallazgos tedricos en los Sstemas Educativos,
para después de esta experimentacion, volver, a base de resultados
précticos, a tener una nueva vision de la problematica de la historia de las
ideas que corresponda a los resultados didécticos’ .

De tal forma la historia y la epistemologia se encuentran en la historia de

las ideas y en particular cuando se aplican los métodos historico-criticos, los
cuales, en Educacion Matematica, vienen siendo utilizados para identificar y

32



Alexander Maz Machado

describir problemas concernientes a la emergencia de los conflictos por la
evolucion de los conceptos, al choque de éstos con los conocimientos ya
establecidos y aceptados en situaciones derivadas de la implantacion de nuevos
curriculos, entre otros aspectos. Todo lo expuesto pone de manifiesto la
pertinencia del método histérico critico para efectuar nuestra investigacion sobre
el numero negativo.

1.9 Analisis de contenido

El analisis de contenido hace parte de los métodos modernos de las
técnicas documentales y se desarrollé especialmente en Norteamérica dentro de
las communications research de la Psicologia Social (Visauta, 1989). Se centra
en las ideas que se expresan y reflejan en un texto dado; por ello se utiliza en
muchos casos como complemento a la investigacion histérica. Cohen y Manion
(1989, p. 93) indican que: “la técnica del andlisis de contenido puede aplicarse a
aspectos seleccionados de la investigacion histérica en educacion” y, mas
particularmente, agregan luego: “ Otro empleo que viene rapidamente a la imaginacién
seria un examen del contenido de los libros de texto en diferentes puntos de la historia” .

De las varias acepciones que recoge Cea (1996, p. 34), tomamos la que
se acentua en el “analisis reflexivo de documentos’ dirigido “no tanto a la
descripcion, como a la comprensién de los significados latentes, y a la verificacion en el
andlisis cualitativo” .

Visauta (1989) resalta el hecho de ser un método sistematico y objetivo en
el sentido de que puede ser reproducido por otros investigadores, y ademas, en
él pueden cifrarse de manera numérica los resultados; es decir, de manera
cuantitativa.

Bardin (1986; p. 32) define el analisis de contenido como:

“un conjunto de técnicas de andlisis de comunicaciones, tendentes a
obtener indicadores (cuantitativos o0 no) por procedimientos sistematicosy
objetivos de descripcion del contenido de los mensajes, permitiendo la
inferencia de conocimientos relativos a las condiciones de produccién/
recepcion (variables inferidas) de estos mensajes’ .

El hecho de realizar inferencias en este método de analisis, obliga al
investigador a poseer un bagaje de conocimientos superior a las fuentes que son
objeto de estudio, dado que en el “nivel latente” del analisis de contenido se
intenta obtener una base para conocer algo sobre las intenciones del autor del
texto que se analiza (Fox, 1981).

De forma general, el analisis de contenido es “una técnica de investigacion
destinada a formular, a partir de ciertos datos, inferencias reproducibles y validas que
puedan aplicarse a su contexto” (Krippendorff, 1990; p.28); este aspecto de
inferencias en el contexto es adecuado para la investigacion que realizaremos
sobre los numeros negativos en un momento especifico de tiempo y en un lugar.
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Cuando se trabaja en Educacion Matematica y se estudian libros de texto,
hay que considerar que los textos que se estudian y analizan son documentos
didacticos y que, por tanto, el analisis de contenido ha de realizarse sobre la
naturaleza didactica de los documentos. Desde esta perspectiva, subrayamos
que los textos no son documentos exclusivamente formales, sino que necesitan
transmitir una pluralidad de significados para la correcta comprension de los
conceptos formales que presentan (Segovia y Rico, 2001). Es por ello por lo que
el analisis de contenido debe contemplar esos diversos significados para ponerlo
de manifiesto en toda su riqueza. La presentacion del analisis de contenido de un
libro de texto debe estar acompanada por los focos en que dicho analisis se
centra y los criterios que van a utilizarse.

El analisis de contenido es uno de los métodos empleados frecuentemente
para la investigacion en Educacién Matematica (Véase Fernandez Cano y Rico,
1992). En diversas investigaciones se afirma que se ha realizado un analisis de
contenido; sin embargo no se indica en qué ha consistido ese analisis ni se
explicita cuales son los aspectos sobre los que se centrd el analisis ni cuales son
las categorias que se han considerado para ello. La mayoria de estas
investigaciones solo toman en consideracién significados formales del concepto
mediante un simple recuento de la unidad basica de analisis (palabra, en la
mayoria de los casos) y su posterior agrupamiento en categorias.

El Grupo de Investigacion Pensamiento Numérico y Algebraico (PNA),
utiliza con regularidad y de manera sistematica el analisis de contenido cuando
estudia los tdépicos de la matematica escolar y trabaja sobre documentos
didacticos (Gémez, 2002; p. 263): “ En e analisis de contenido se busca identificar y
describir estructuradamente los diversos significados (...) de las matematicas escolares y
tiene en cuenta tres tipos de significados. la estructura conceptual, los sistemas de
representacion y los modelos (andlisis fenomenol6gico)” . El analisis de contenido de
un texto escolar de matematicas se diversifica, pues, en tres tipos de analisis,
segun los significados antes mencionados: el que estudia la propia estructura
matematica considerada; en este caso un andlisis de la estructura matematica es
determinante; el que considera los diversos sistemas de representacion utilizados
para expresar dichos conceptos; y el que realiza el analisis fenomenolégico de
los conceptos estudiados, junto con los procesos de modelizaciéon en que tales
conceptos se implican. Esta es la perspectiva que nosotros adoptamos para el
analisis de contenido con el que efectuaremos esta investigacion.

En el trabajo mencionado, Goémez (2002) detalla las referencias
consideradas para el analisis de contenido:

Estructura conceptual: Se considera como tal todas aquellas descripciones
de los conceptos y las interrelaciones entre ellos, asi como la estructura
matematica que les justifican. Sobresalens técnicas para el analisis de esta
estructura conceptual: la representacion en mapas conceptuales y la
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organizacion en sistemas de representacion.

Sistemas de representacion: Los sistemas de representacion manifiestan
diversas facetas de un mismo concepto matematico; esta descripcion en
sistemas de representacion permite identificar y delimitar las subestructuras
matematicas que conforman la estructura matematica presentada.

Anédlisis fenomenolégico: Algunas de las estructuras matematicas pueden
modelizar fendmenos sociales, naturales y matematicos, de tal forma que, en el
analisis fenomenolégico, se identifican las caracteristicas del fendbmeno que son
relevantes y se relacionan con elementos y propiedades de la estructura
matematica en una o mas de sus representaciones.

Otros autores, como Sierra et al. (1999), utilizan el analisis de contenido
para el estudio de textos de matematicas, considerando la secuenciacion de
contenidos, las definiciones segun el tipo y papel que juegan en el texto, los
ejemplos y ejercicios, las representaciones graficas y simbdlicas, finalmente
atienden a los aspectos materiales que determinan la presentacion del concepto.

A continuacién presentamos una tabla que, de acuerdo a Fernandez Cano
(2003), pretende brindar una distincion metodoldgica entre el analisis conceptual

y el analisis de contenido.

Tabla 1.3 Distincion metodologica entre andlisis conceptual y de contenido

Analisis conceptual

Analisis de contenido

Unidad central de
indagacion.

Término, concepto (i.e. curriculo,
ndmero negativo.

Un texto, discurso o
comunicacion.

Sentido.

Externo al concepto.

Interno al texto (dentro del texto).

Unidades basicas
de analisis.

Acepciones/definiciones del
término.

Unidades menores de discurso
(i.e. palabra-termino, verbo-
adjetivo, palabra-frase.)

Nivel de analisis.

Unico.

Continuo:
Manifiesto ----------- latente

Técnicas propias.

Método del ejemplo/contraejemplo.
Lenguaje evocativo y uso de
analogias.

Reflexion de estructuracion e
interpretacion de la red
noseolodgica (significados del
concepto).

Delimitacion de la unidad basica.
Establecimiento de categorias.
Interrelacién de categorias.
Adscripcion de unidades a
categorias.

Interpretacion de categorias:
nivel manifiesto y latente.

Disciplina en que
opera.

Filosofia, Epistemologia, Historia
de la ciencia.

Linguistica, Psicologia,
Sociologia, Didactica, etc.

Fin primordial.

Fundamentar y clarificar términos
y conceptos.

Estudiar textos.

35




Universidad de Granada

Secuenciacion. Longitudinal: relevancia del Transversal: relevancia de la

devenir historico. ampliacion del discurso.
Funcion auxiliar al | Definir términos. Técnica de recogida de datos.
método cientifico | Clasificacion de teorias. Técnica de analisis de datos.
general. Validaciéon de constructos.

1.10 Propésito de la investigacion

El propdsito inicial de este trabajo es el de realizar un estudio del concepto
de numero negativo en los libros de matematicas espanoles de los siglos XVIII y
XIX y establecer la presencia y difusion de las ideas matematicas en que se
sustenta, su elaboracién y transmision en la Espafia de la época. Se pretende
una aproximacion y observacion de la vida cientifica espafiola de estos siglos al
estudiar la evolucién de estos conceptos en los documentos escritos. Para
realizar este trabajo hemos optado por llevar a cabo un estudio historico
epistemoldgico del numero negativo en los siglos XVIII 'y XIX, por tratarse de un
concepto relevante en este periodo de transicion anterior a la formalizacion de los
numeros enteros. Pretendemos asi identificar la presencia de las ideas cientificas
y educativas predominantes en este periodo en el tratamiento y desarrollo de
este concepto y, mediante un estudio de textos publicados en Espafa en tal
época, detectar la evolucién y los conflictos subyacentes a la aceptacion de los
negativos como objeto matematico y como objeto de ensefianza.

Para llevar a cabo este trabajo realizaremos una revisién y seleccién de
autores y textos de matematicas de la época, en los que el concepto de numero
negativo tiene una presencia destacada. Cada uno de los autores lo ubicaremos
en su época Yy lo relacionaremos con las escuelas e instituciones en las que se
construye y difunde el conocimiento cientifico. Nos proponemos también poner de
manifiesto la dimensién social de la construccion del conocimiento cientifico y el
caracter contingente, activo y cambiante de las nociones matematicas. De este
modo, esperamos proporcionar una cierta vision del desarrollo matematico en la
Espafia de estos dos siglos y los esfuerzos realizados por algunas personas e
instituciones por alcanzar los niveles europeos en este ambito, mediante la
difusién de nuevas ideas filoséficas educativas (Fernandez Sanz, 2002). Esta
revision brinda un acercamiento al tratamiento dado a los numeros negativos,
pretendiendo categorizar las formas en qué los escritores de textos espafoles
abordaron dichos numeros en esos afos de irrupcion de los numeros negativos
en el ambito matematico europeo, ubicando a cada autor y su obra en las ideas
cientificas y filoséficas de la época.

En cada uno de los textos seleccionados haremos un analisis conceptual
exhaustivo de la nocion de numero negativo, que trataremos de conectar y
fundamentar en las nociones filosdéficas y cientificas de la época y ubicarlas en la
corriente de ideas matematicas del momento. Para llevar a cabo este analisis
critico se tienen en cuenta las nociones basicas de numero, cantidad y medida
utilizadas. El analisis historico-critico se completara con el analisis de contenido
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que abarca la estructura matematica, los fendmenos elegidos para sustentar el
concepto, los sistemas de representacion utilizados y los problemas que se tratan
a partir de la modelizacion de cuestiones con los nuevos conceptos elaborados.
Nuestro estudio utilizara este analisis como herramienta destacada, dada las
bondades que como técnica ofrece y que hemos explicado en el apartado
anterior.

El papel de las instituciones educativas, la actividad docente desempefada
por los autores estudiados y las funciones didacticas reconocibles en los textos
analizados son otro de los aspectos de interés en este estudio, sobre el cual nos
proponemos aportar conocimiento fundado.

Un segundo objetivo que se pretende en esta investigacion consiste en
contrastar la conjetura de Gonzalez Mari (1995) en estos manuales. En nuestro
trabajo de investigacion (Maz, 2000), hecho en el programa de Doctorado de
Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada, bienio 1998-2000, ya
realizamos una primera aproximacién a las hipotesis de Gonzalez Mari que
aportaron evidencias suficientes sobre el interés y pertinencia del estudio que
ahora nos proponemos continuar.

Utilizando el analisis histérico-critico pretendemos contrastar la hipotesis
de Gonzalez Mari (1995) con la evidencia historica presente en los libros de texto
de matematicas espanoles de los siglos XVIII y XIX.

1.11 Interrogantes que se plantean
La argumentacién anteriormente expuesta conduce a plantear los
siguientes interrogantes:

e ;Qué tratamiento recibian en Espafia los numeros negativos en los
siglos XVIII'y XIX? ;Cémo se lleva a cabo su construccion?

e ;Se puede realizar una caracterizacién conceptual de las nociones de
numero, cantidad y cantidad negativa en los siglos XVIII y XIX en
Espafna a partir de los textos de matematicas seleccionados?

e ;Cuales eran los contextos con los que se presentan los numeros
negativos en los textos en este periodo? ;Qué fendmenos justifican la
introduccién de los numeros negativos?

e ;Cual era la estructura algebraica en la que los autores sostienen los
numeros negativos en los textos de los siglos XVIII y XIX?

¢ Existe uniformidad en la estructura algebraica que los autores de texto
utilizan en los numeros negativos en Espafia en los siglos XVIII 'y XIX?
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;Como se representan los numeros negativos en los libros
seleccionados?

¢ Qué problemas se abordan con los numeros negativos en los libros
estudiados? ¢ Qué nociones se modelizan con este concepto?

¢ Qué funciones didacticas se hacen perceptibles desde el analisis
realizado de libros de los siglos XVIII y XIX?

La contextualizacion mas amplia y precisa del entorno social, cientifico
y académico de este periodo histérico en Espafia ¢ permite una mejor
caracterizacion de los textos estudiados?

A partir de estas preguntas, plantearemos nuestras hipotesis y objetivos,

los cuales se enunciaran en el capitulo 3.

1.12 Campo de investigacién

Esta investigacion se situa en el area de Didactica de la Matematica, en la

linea que estudia el Pensamiento Numérico y Algebraico. Esta linea de
investigacion considera que el lenguaje facilita los procesos de pensamiento asi
como que el lenguaje simbdlico de las matematicas ayuda y facilita avanzar en el
desarrollo del pensamiento numérico (Reid, 1998). En Andalucia, el Grupo de
Investigacion Didactica de la Matematica: Pensamiento Numérico (FQM 193), del Plan
Andaluz de Investigacion, lo integran investigadores pertenecientes a las
universidades de Granada, Malaga, Almeria y Cérdoba; dentro de sus actividades
investigadoras el grupo desarrolla:

(PNA,

“una linea de indagacion y estudio en Didactica de la Matematica sobre los
fendmenos de ensefianza, aprendizaje y utilizacion de conceptos numéricos,
algebraicos y analiticos, tanto en el medio escolar como en el medio social.
El campo general en que se desenvuelve la investigacion en Pensamiento
Numérico y Algebraico comprende € estudio de los diferentes sistemas
cognitivos y culturales con que los seres humanos asignan y comparten
significado utilizando diferentes estructuras numéricas, algebraicas y del
analisis” (Rico et al, 1998, p. 282).

Este grupo se sustenta de manera conceptual en siete grandes ambitos
2002):

1° Entiende la construccion del conocimiento mateméatico como un fendbmeno
social y cultural, cuya importancia para la sociedad tecnoldgica actual es
determinante; tiene en cuenta que la educacion matematica desempefia un
papel relevante en la transmision de los significados y valores compartidos
en nuestra sociedad; considera criticamente el conocimiento matematico y
las acciones comunicativas mediante las que se transmite.

2° QU campo de reflexion comienza en la aritmética escolar y las nociones
basicas de nimero, avanza por los sistemas numéricos superiores (enteros,
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racionales y decimales) y continlla con € estudio sistematico de las
relaciones y estructuras numéricas, la teoria de ndmeros, e inicio del
algebra, los procesos infinitos que dan lugar al sistema de los nameros
reales y los conceptos basicos del analisis. Denominamos conocimiento
numérico a este modo de priorizar y caracterizar determinadas ramas de la
matematica mediante €l uso de las herramientas conceptual es que |lamamos
estructuras numeéricas.

3° Concebimos la investigacion como indagacion sistematica con fines
epistémicos y entendemos que la investigacion en educacién matematica
debe sostenerse en la reflexion permanente sobre los problemas de la
préctica escolar.

4° Consideramos el caracter sistémico de cualquier plan de formacion en
matematicas dentro del sistema educativo, por €ello la valoracion del
curriculo como un plan operativo con diferentes niveles de reflexion e
implementacion es uno de |os rasgos definitorios de nuestra linea de trabajo.
La preocupacion por los problemas que aparecen al considerar la
evaluacion escolar en matematicas merecen una especial consideracion.

5° El estudio de las competencias cognitivas que sostienen un dominio
significativo de las estructuras numéricas, de su desarrollo y megora, junto
con el diagnéstico y tratamiento de los errores y dificultades en la
comprension de los escolares sobre estas estructuras, proporcionan una
fundamentacién psicol égica a nuestras investigaciones.

6° La tension entre las familias de problemas que dan lugar al conocimiento
matematico, los sistemas de signos utilizados para representar conceptos y
procedimientos, y los procesos de modelizacion con los cuales es posible
abordar simbdlicamente tales problemas, constituye un nucleo de reflexion,
trabajo y estudio para este grupo de investigacion.

7° La formacion inicial y permanente del profesorado de mateméticas y el
aumento de la autonomia intelectual y profesional del educador matematico
se consideran objetivos prioritarios para este grupo de investigacion.

Los topicos que ha trabajado el grupo de Investigacion Pensamiento
Numeérico han sido:

e La cognicién numérica.

e Las bases filosdéficas y epistemoldgicas del concepto de numero.
e El desarrollo histérico de los sistemas numéricos.
e La aritmética escolar.
e Los sistemas numéricos superiores.
e Las relaciones numéricas y las secuencias de numeros.
e Los procesos infinitos.
e La cienciometria aplicada a la investigacion en Educacion
Matematica.
Este trabajo se integra en particular en el aspecto que atiende a la

naturaleza, caracteristicas y evolucion de los conceptos, siguiendo dos de los
tépicos trabajados por el grupo: bases filosoéficas y epistemolégicas del concepto
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de numero y desarrollo histérico de los sistemas numéricos; abarca estos tres
campos:

e Epistemologia y Didactica de la Matematica: la epistemologia trata
de los fundamentos y los métodos del conocimiento cientifico; nuestro
interés en este estudio esta relacionado con la naturaleza y evolucion
de los conceptos de numero, numero natural y numero entero.
Pretendemos por tanto describir y analizar la evoluciéon de tales
conceptos para determinar qué aspectos influyeron en la
conceptualizacion del numero entero en la época asi como buscar
evidencias, si las hay, de los numeros naturales relativos en los libros
de texto en tal periodo historico.

e Desarrollo de conceptos en Matematicas: las matematicas son una
ciencia dinamica y como tal evoluciona constantemente; como
consecuencia de esto, los objetivos de la ensefianza de las matematicas
han ido cambiando a lo largo de la historia, por tal razon interesa de
manera particular el desarrollo y evolucion de la estructura numérica de
los numeros enteros, puesto que tales cambios se veran reflejados en
los manuales de la época. Asimismo trataremos de determinar si la
estructura aditiva que Gonzalez Mari atribuye a los numeros naturales
relativos (N;) esta presente en la evolucién del concepto de numero
entero.

e Historia de las Matematicas: como se ha indicado en el Apartado 1.2,
la historia de las matematicas ha cobrado gran importancia tanto en
investigacion como en la ensefianza de las matematicas, de tal forma
que, profundizar en la reconstruccion de la evolucion y difusion de los
numeros negativos en una sociedad y periodo historico determinado,
reconociendo las ideas filoséficas y culturales que influyeron en ello, e
identificando las situaciones asociadas a los numeros enteros en tales
contextos, aportara elementos que servirdn para comparar Yy
comprender los momentos histéricos en el desarrollo de otros conceptos
matematicos.
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CAPITULO 2: Contexto Historico, Cientifico
y Educativo en los Siglos XVIII Y XIX

PRESENTACION

Pretendemos en este trabajo poner de manifiesto el tratamiento que recibe
el concepto de numero negativo durante los siglos XVIII y XIX en los libros de
texto espafoles de matematicas de ensefnanza superior y, con ello, abordar una
serie de cuestiones, esencialmente didacticas, derivadas de la ensenanza de este
concepto en proceso de construccién formal durante la época. No es objeto de
esta investigacidon hacer una revision e interpretacion de las principales ideas
cientificas y educativas que se presentan en la sociedad espafiola de estos siglos,
ni siquiera por lo que se refiere al ambito mas restringido de las matematicas.

El concepto de numero negativo —concepto de numero entero, decimos en
la actualidad— se basaba en la teoria de ecuaciones elementales, sus técnicas
de solucién y la aceptacion formal de las soluciones negativas, que eran aspectos
ampliamente asumidos en el mundo matematico del siglo XVIII (Montucla, Tomo
II). En el apartado 1.3 de esta memoria hemos visto que, en la época en cuyo
estudio nos centramos, aun habia controversias como la de D’Alambert en
L’Encyclopedie, o nociones deficientemente establecidas, como la de magnitudes
negativas, revisada por Kant. No obstante, el concepto de numero negativo no
necesitaba de nuevos y sofisticados fundamentos o de desarrollos técnicos
complejos, como podia ser el caso del estudio analitico de las funciones, las
nociones de limite o continuidad para el calculo y el analisis matematico, para su
formalizacion.

La conceptualizacion precisa de los numeros negativos necesitaba de un
conocimiento matematico sélido y un pensamiento algebraico profundo, de una
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finura conceptual al alcance de especialistas con una formacion matematica
convencional elaborada. Era necesario detectar las ideas fundamentales,
diferenciar las nociones de numero y de cantidad, destacar los aspectos
estructurales por medio de las relaciones, operaciones y propiedades de los
numeros enteros, priorizar sus aspectos formales, y caracterizar el campo de
fendmenos y problemas en los que se aplica este concepto. Se trata de un
concepto que requiere esencialmente de una visidn abstracta y formal de la
nocion de numero, que incluye las propiedades formales de las operaciones y del
orden. Este concepto estaba practicamente elaborado en la época de la que nos
ocupamos, pero pendiente de su formalizacién definitiva. En la obra de Euler
Elementos de Algebra, publicada por primera vez en 1770, encontramos las
condiciones formales de los enteros expresadas con el lenguaje de la época, pero
no es hasta 1867 cuando Hankel presenta explicitamente los enunciados que
definen la estructura este conjunto numérico.

Mientras, durante los siglos XVIII y XIX principalmente, los enteros tienen
una presencia en los libros de texto de matematicas azarosa y conflictiva, debido
a una tension en su caracterizacion insuficiente o deficiente o bien, como postula
Gonzalez Mari, debido a la confusion permanente por su identificacion con los
numeros enteros relativos. Por eso el estudio de los numeros negativos y de su
tratamiento muestra que los problemas de la transmisién del conocimiento
matematico no concluyen cuando los conceptos han sido adecuadamente
formalizados por los grandes expertos, sino que, mas bien parece que es en ese
momento cuando comienza una fase esencial de su tratamiento didactico
consistente en llevar a cabo un trabajo sistematico de comunicacion para hacer
asequibles las nuevas nociones al mayor numero posible de ciudadanos. Este
proceso, de un alto nivel de complejidad debido a las distintas nociones y
conceptos que estan en su base y a sus diversas y posibles fundamentaciones,
no es secuencial ni, necesariamente, posterior a la formalizacion definitiva. Se
trata de procesos menos simples que los que algunos autores han sostenido, pero
que se pueden describir y caracterizar con términos precisos.

El estudio del tratamiento de los numeros enteros en Espafia en los siglos
XVIIl'y XIX es un ejemplo paradigmatico que permite estudiar los problemas que
presenta la incorporacién de una nueva nocion, el concepto de numero negativo,
para su ensefianza en el nivel superior de matematicas y analizar las dificultades
que se derivan de la construccién del conocimiento didactico relacionado.

Las cuestiones didacticas que se propone abordar este estudio, como ya
se ha dicho, son:

1° Mostrar mediante el analisis histérico-critico las nociones de numero,
cantidad, cantidad negativa, orden y operacion que intervienen y conviven
en las distintas construcciones de los numero negativos estudiadas.
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2° Realizar un analisis del tratamiento didactico de los numeros negativos
en los libros de texto espafoles de los siglos XVIII y XIX, destacando las
conexiones entre fendmenos, conceptos, modelos y problemas

3° Contrastar las hipdtesis de Gonzalez Mari sobre suplantacion de los
enteros por los naturales relativos e ilustrarlas con ejemplos de los libros de texto
de los siglos XVIII'y XIX.

Para llevar a cabo estas tareas, nos parece conveniente presentar un
panorama general en el que ubicar los libros de texto y los autores seleccionados,
que contemple los contextos social, cultural y cientifico de los siglos XVIIl y XIX.

El balance que presentamos a continuaciéon se hace con el propoésito de
proporcionar claves del periodo histérico estudiado, destacando sus dimensiones
cultural, cientifica y educativa. Autores y referencias muestran la enorme cantidad
y variedad de bibliografia disponible sobre la ciencia y la cultura en la Espafa de
los siglos XVIII y XIX, época de gran dinamismo y de contrastes considerables.
Hemos hecho un resumen de aquellos aspectos que resultan mas significativos
para este trabajo. No hemos pretendido realizar un recorrido exhaustivo por estos
dos siglos, cosa que queda fuera de nuestra intencion. Con esta narracion
tratamos de ubicar a los autores y sus ideas matematicas en el contexto filoséfico
y cientifico de su sociedad y de su época. La seleccion de datos, instituciones,
corrientes intelectuales y movimientos filosoficos ha sido nuestra, y estd hecha
con la finalidad de enmarcar a los autores y obras que estudiamos, con el
propésito de analizarlos y entenderlos en su momento histérico. Esperamos que
este marco historico resumido responda a los objetivos del estudio.

Comenzamos con una revision de los acontecimientos sociales, politicos,
cientificos y educativos que pueden incidir de una manera directa o indirecta en
nuestro objeto de estudio.

2.1 Contexto Social

La llegada del siglo XVIII encuentra a Espafa sumergida en violentas
disputas por la extincion de la dinastia de los Austrias y la llamada Guerra de
Sucesion a la corona. Felipe V, el primer rey de la nueva dinastia de los
Borbones, tiene un largo reinado durante el cual se preocupa por incorporar al
reino artistas, médicos y arquitectos extranjeros vinculados con la cultura ilustrada
francesa, que orientan a la nueva administracion. Después del reinado de su
hermano Fernando VI (1746-1759), inicia Carlos Ill en 1759 el suyo, acentuando
el caracter publico de la funcion del Estado. La burocracia adquiere en este
periodo una gran importancia destacando por su orientacion laica. En los
diferentes gobiernos de Carlos Ill hubo una predisposicion a nombrar militares
para desempefar cargos publicos.

43



Universidad de Granada

Durante los Austrias y la primera mitad del siglo XVIIl, la Compafia de
Jesus habia adquirido mucho poder dentro del reino, y tenia un papel hegemonico
en la educacion de las clases privilegiadas del reino (Arenzana, 1987; Fernandez,
1996; Vernet, 1998), aumentando con ello su influencia politica. Ademas,
mantenian disputas ideolégicas con los pensadores ilustrados; estaban
enfrentados a los dominicos, jansenistas, escolapios, regalistas y obispos, entre
otros. Finalmente entraron en enfrentamientos con el gobierno de Carlos lll, pues
su existencia reiia con el poder real. Pero esta situacion no sélo se presentaba
en Espafa, sino en casi todos las monarquias ilustradas de Europa; de esta
manera, el marqués de Pombal los expulsa de Portugal en 1755 y, poco mas
tarde, en 1764 sucedia lo propio en Francia; en Espaia, esto sucede el 2 de abril
de 1767. Finalmente, en 1773, el papa Clemente XIV, por medio del breve
Dominus ac Redemptor, declara extinguida la Compania de Jesus.

En 1814 Pio VII restablece la Compainia en la iglesia, y en 1815 se
readmite en Espafia la Compafiia de Jesus.

Durante el reinado de Carlos Ill (1759-1788), la influencia politica del primer
ministro Floridablanca mantuvo a Espafia al margen de conflictos internacionales.
Carlos Il realizé una profunda reorganizacion en la administracién de la nacion,
reformé su agricultura e introdujo las ultimas novedades en la arquitectura y
construccion siguiendo los patrones adoptados en Napoles, donde habia sido rey.
Es en este momento cuando Madrid adquiere una mayor importancia y se
convierte en una ciudad moderna mediante una serie de mejoras urbanas.

Aunque existia una resistencia considerable a la introduccion de nuevas
ideas en los niveles sociales mas bajos, los intelectuales del pais eran receptivos
a los conceptos de la llustracién difundidos por la Enciclopedia de Diderot y
D’'Alambert (1751-1765), la sociedad demanda la introduccion de nuevos
conocimientos y la incorporaciéon de innovaciones técnicas y novedades. Se
producen tertulias donde se reunen clérigos, propietarios, nobles, cientificos,
militares, artesanos, agremiados y profesionales, donde se discuten los nuevos
problemas del saber. Espafia empieza a formar arquitectos, ingenieros, gedgrafos
y naturalistas. Mas tarde, las ideas democraticas engendradas por la Revolucién
Francesa iban a llegar a Espafa, aunque no iban a ser adoptadas por las clases
politicas y dirigentes.

Al final del reinado de Carlos Ill y durante el reinado de Carlos IV (1788-
1808) se produce una pérdida de dinamismo politico, esto lo refleja de manera
critica Goya en sus cuadros. Debido a la Revoluciéon Francesa se produce un
cierre de fronteras. Después de un breve periodo de forzada alianza con Francia,
que culmind con la derrota de la flota franco-espafnola en Trafalgar (1805) ante los
britanicos, las tropas de Napoledn invadieron Espafia. En esos momentos se
produce un gran desarrollo de las colonias americanas. Las familias burguesas
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criollas locales, al no obtener mayor participacion en el gobierno de los virreinatos
y tener diferencias econdmicas y comerciales con el gobierno de Madrid, deciden
levantarse en armas y proclamar su independencia como republicas,
constituyéndose nuevas naciones (1810-1822).

La situacion politica en Espafa durante el amplio periodo que hemos
denominado Romantico (1808-1874) fue muy compleja, por las grandes
transformaciones ocurridas, complicadas por la variedad de hechos y eventos que
se sucedieron. Benito Pérez Galdos (1843-1920), en sus Episodios Nacionales,
ha retratado magistralmente la situacién politica y social de este periodo. En el
comienzo del mismo se paso de la ocupacion francesa con imposicion de un rey
extranjero, a un periodo de guerra civil y a una etapa posterior de absolutismo
total con Fernando VII. La convocatoria en Cadiz de Cortes Constituyentes dio
lugar a un enorme desarrollo de ideas politicas y sociales renovadoras,
revolucionarias para el sentir de la época. La presencia de tropas extranjeras
sitiando la ciudad y la prision del rey legitimo por las fuerzas de ocupacién
incrementaron los sentimientos liberales de los congresistas.

En los anos que transcurren desde la invasion francesa hasta la vuelta de
Fernando VII de su destierro en Francia (1808-1814), el pais experimenta
enormes convulsiones politicas y sociales. La nueva situacion politica parecia
inmanejable, la crisis derivada de la independencia de las nuevas republicas
americanas, la falta de partidos politicos con base social solida y las
contradicciones internas de la sociedad espafiola merman la vuelta a la
estabilidad, defraudando finalmente las esperanzas de renovaciéon social. Durante
el trienio constitucional (1820-1823) las ideas liberales tuvieron un pequefio
momento de desarrollo, para caer luego y ser perseguidas por la monarquia casi
hasta la muerte de Fernando VII, ocurrida en 1833.

La regencia de la reina Maria Cristina de Borbén (1833-1840) y la
sublevacién de los reaccionarios, encabezados por el pretendiente D. Carlos,
dieron cabida a los liberales en el gobierno. Isabel Il (1833-1868) alterné
gobiernos liberales con progresistas. La politica espanola del reinado de Isabel Il
fue muy agitada, con participacién de los militares en los momentos claves, bien
para apoyar a un gobernante o bien para derrocarle. Las guerras civiles, llamadas
también guerras carlistas, que transcurren en el norte de la peninsula, se van
circunscribiendo cada vez mas a los territorios vasco y navarro. Estas guerras
tienen una base politica regresiva y reaccionaria, y se cierran con armisticios y
acuerdos politicos no respetados por las bases clericales del carlismo. El reinado
de Isabel Il concluye con su destronamiento (1868), promovido por los mismos
generales que la habian apoyado con anterioridad. Esta accion es seguida por un
intento de implantar una nueva dinastia en la persona de Amadeo de Saboya
(1871-1873); después de la breve instauracion de una Republica Federal, la
situacion derivé en una inestabilidad politica que concluye con la restauracion de
los borbones en 1875.
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El periodo de la restauracion viene definido por una racionalizacién vy
normalizacion de la vida politica con una nueva constitucion, la configuracion de
partidos politicos estables y los comienzos de la monarquia parlamentaria en el
reinado de Alfonso XII (1875-1885) y la regencia de su viuda M? Cristina (1885-
1901). Un acontecimiento que marco profundamente la situacion politica espafiola
al finalizar el siglo fue la guerra de independencia de Cuba (1895-1898) con el
hundimiento de la escuadra espafola en Santiago de Cuba y la derrota frente a
Estados Unidos, que se apropia de Puerto Rico y otras posesiones espafiolas. A
esto hay que sumar el inicio de la insurreccion en Filipinas, la cual concluye con
su transformacion en colonia americana. La pérdida de las ultimas colonias en
América y Asia permitid un impulso en el desarrollo interno de la peninsula,
fortalecido por la repatriacién de capitales.

Esta manifiesta inestabilidad politica tuvo repercusiones en los aspectos
educativos, cientificos y académicos, que nos interesan.

2.2. Primera renovacion: Escolasticos y Novatores.

Como revision previa a la época que nos ocupa, hemos de recordar que
durante el siglo XVII prevalecia en el mundo intelectual y universitario la filosofia
escolastica, en la que dominaba la ensefianza de las doctrinas de Aristoteles,
conectada con las respectivas doctrinas religiosas; pero ya en las ultimas décadas
de ese siglo y las primeras del siglo XVIIl surge una corriente de pensamiento
contraria a las ideas aristotélicas. Los partidarios de estas ideas son conocidos
como los novatores; ellos llevan a cabo una ruptura con las posiciones
escolasticas tradicionales y realizan la adaptacién a un pensamiento de caracter
cientifico (Arenzana, 1987).

En la tradiciébn europea que surge en el Renacimiento y procede de la
Revolucion Cientifica se identifican filosofos y cientificos; filosofia y ciencia se
consideran facetas de una misma actividad intelectual. Los nuevos pensadores,
estos novatores, son quienes inician en Espafa el largo proceso de separacion
entre unos y otros. El cambio de pensamiento que promueven los novatores
tropieza y choca con la escolastica dominante, la cual representa ideolégicamente
a los sectores mas conservadores de la iglesia catélica (Abellan, 1981). Estos
pensadores, con el apoyo de algunos clérigos, realizan una irrupcion de la
sociedad laica en la investigacion filoséfica y cientifica de la época, compitiendo y
amenazando el predominio religioso que en ambos campos se daba en la
sociedad espafiola de finales del XVIl y comienzos del XVIII.

Las polémicas entre los escolasticos, que llevaban la discusién al campo
religioso, y los novatores que la llevaban al terreno cientifico, se reflejan en la
fisica. Frente a la fisica antigua que era claramente cualitativa, toma impulso en
esta época la nueva fisica que es cuantitativa y de caracter experimental, basada
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en conocimientos matematicos, que los escolasticos por lo general no tenian
(Arenzana, 1987). Los grupos mas importantes de novatores surgen en Valencia,
Sevilla y Zaragoza. Hacia 1686 destacan en Valencia las reuniones en casa de
Baltasar de Ifiigo de una Academia de Mateméticas, en la que participan
Corachan y Tosca (Moreno, 2002).

Los primeros procesos de desarrollo novator se desarrollan en Valencia,
sobre todo a través de la obra y el magisterio de Gregorio Mayans y Siscar (1699-
1781), su preocupacion es la de combinar e integrar el racionalismo critico de la
Europa moderna con la cultura humanistica (y erasmista) del siglo XVI espafiol en
el intento de activar un retorno de lo que habia sido el humanismo cristiano. Esta
situacion se explica por el consistente interés hacia la tematica religiosa, hacia
una historiografia sobre todo eclesiastica y hacia un resurgimiento de la filologia
hebrea y griega. Mayans fue, sin duda, la figura cultural mas significativa de este
movimiento de renovacion del pensamiento espafol del siglo XVIII, incluso porque
tanto en el campo histérico como en el retdrico-filoldgico se empefié en afrontar
una tematica propiamente hispanica y laica, y no sdélo clasico-eclesiastica.
Mayans fue maestro de Cerda, Pérez Bayer, asi como también de Piquer.

Una novedad significativa de los novatores es que escribian sus textos en
castellano, dejando de lado el latin, que era el lenguaje de los cientificos e
instruidos de la época, como también lo era de los escolasticos. Los novatores
justificaban la utilizacion del castellano para divulgar la filosofia y el conocimiento
y para generalizar la ensefanza al comun de la gente.

Sin embargo, estos cambios de mentalidad y pensamiento tan sélo
afectaban a reducidos circulos y niveles intelectuales y sociales progresistas de la
época (Abellan, 1981); asi surgieron las tertulias como principales focos de
difusién de la nueva filosofia de pensamiento.

Las innovaciones de corte filoséfico y cientifico se producian al margen de
las universidades, en las cuales la escolastica hallaba refugio. Los nuevos
pensadores, los novatores, empezaron a introducirse en la sociedad y la cultura
espanola a través de las tertulias, sociedades académicas y otras instituciones,
que generalmente se hallaban protegidas o financiadas por algunos hombres
acaudalados; de esta forma, los nuevos saberes y corrientes de pensamiento que
surgian en Europa se difundian entre los intelectuales y algunos sectores tanto de
la nobleza como de la burguesia.

Los novatores se afilian al cartesianismo, gassendismo, sensualismo,
maignanismo, eclecticismo, escepticismo etc.; en general pretendian una
revalorizacion de otras corrientes filoséficas distintas del aristotelismo. Defendian
un planteamiento cientifico de los problemas de la fisica, frente a la mentalidad
metafisica imperante.
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El movimiento novator origind una dialéctica “ “tradicionalidad’/ “modernidad
[...] en €l area de las ciencias fisicas, matematicas y astronémicas, [...] en las ciencias
médicas, quimicas y biolégicas con ciertas interferencias o correspondencias entre si”
(Capitan Diaz, 1991, p. 687).

Surgieron diversos textos que abogaban en favor de las tesis de los
novatores; entre ellas, tenemos el Compendium Philosophiae de Tosca, el cual
propicié su consulta en ambitos escolares y culturales. Tal como afirma Navarro
Brotons (citado por Capitan Diaz, 1991, p. 691), “ El Compendium puede inscribirse
dentro del proceso de renovacion progresiva de la ensefianza de la filosofia natural que
tuvo lugar en Europa desde la segunda mitad del siglo XVII, bajo la influencia del
cartesianismo y de la fisica prenewtoniana” .

Se puede afirmar que lo que llevd a la iniciativa de algunos nobles y
religiosos a promover revisiones y cambios filoséficos sobre el pensamiento
dominante a finales del siglo XVII fueron los sintomas esparcidos de una toma de
conciencia acerca de la diferencia de nivel cultural entre Espafa y Europa, asi
como el deseo de subsanar carencias a través de la adquisicion de un libre
espiritu critico que afirmara la razon contra la autoridad,

2.3 Contexto politico y filosofico

Son muchos los autores (e.g., Arenzana, 1987; Vernet, 1998; Peralta,
1999) que indican el estado de decadencia de la ciencia en Espafia en la primera
mitad del siglo XVIII, asi como también que el sentimiento de frustracién, que
existia desde la Espafia de los ultimos Austrias, aun pervivia en los primeros afios
del reinado Borbon.

Como se ha mencionado, la llegada de la dinastia borbodnica practicamente
coincide con el inicio del siglo XVIIl. Este es el siglo en el que triunfan las ideas
modernas y el antiguo régimen empieza a desmoronarse. Se puede caracterizar
al siglo XVIII, en lo politico y cultural, por:

e En lo politico: el despotismo ilustrado

e Enlo intelectual y cultural: la ilustracion

El siglo XVIII es conocido como el siglo de las luces o el siglo de la
ilustracion; la consigna era: “ hay que ilustrar al pueblo y por tanto el siglo XVIII es €l
siglo pedagdgico y didactico por excelencia” (Llopis & Carrasco, 1983, p. 17); sin
embargo, el desarrollo y avance de estos ideales tuvieron un punto de ruptura con
la revolucion francesa en 1789. Veamos algunos aspectos de este periodo.

2.3.1. Despotismo llustrado

A partir de la paz de Westfalia en 1648 surge en Holanda e Inglaterra un
liberalismo tanto politico como econdémico; se produce un afan por difundir estas
nuevas ideas que proclaman la absoluta independencia del Estado con la Iglesia
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en sus organizaciones y funciones. De esta manera se permite y abona el terreno
ideoldgico para que, entre otras cosas, afloren las publicaciones y lleguen al
comun de la gente.

Como consecuencia de la influencia ejercida por los pensadores ilustrados
de la época (Descartes en el transito del barroco a la ilustracion, Montesquieu,
Diderot, Rousseau, Newton, Leibniz, Voltaire, Locke y Hume, entre otros), los
reyes europeos les invitan, acogen y protegen e intentan poner en practica sus
ideas de que la cultura cambiaria al pueblo haciendo mejores ciudadanos.

Los reyes absolutos del siglo XVIII en Europa (los llamados déspotas
ilustrados, Luis XIV, Federico Il de Prusia, Maria Teresa de Austria, Carlos Ill de
Espafia, por mencionar algunos) toman de la llustracion lo que les conviene vy,
apoyandose en ella, introducen en la administracion de sus estados una serie de
reformas y mejoras importantes. Asi, por ejemplo, suprimen los restos que aun
guedaban de feudalismo. La sociedad también fue objeto de intentos de reforma,
aunque timidos y poco significativos. La nobleza mantuvo casi todo sus privilegios
y siguid en los puestos de control del ejército y la Administracion. El poder se
concentro progresivamente en un menor numero de nobles. La alta nobleza se
distanci6 del poder politico activo.

Todo esto estaba enmarcado en unos planteamientos filantropicos, de unas
buenas intenciones por acercar y hermanar a los hombres. Sin embargo, las
reformas de toda indole: politicas, juridicas, culturales etc. se ponian en practica
desde el poder establecido, a instancias de los contenidos y actitudes de los
pensadores de la época. Es decir, era una llustraciéon de corte estatal. Ademas,
rechazaban lo que es mas importante para la llustracion: la libertad politica. Por
eso, la burguesia ilustrada, que al principio apoya la reforma de los reyes, cuando
ve que éstos no conceden lo mas importante, la libertad, se vuelve contra el
absolutismo, lo que da lugar a que estallen revoluciones. EI maximo exponente
del despotismo ilustrado en Espana fue Carlos Il

2.3.2 La llustracién

La llustracidn es un pensamiento critico y reformista que identifica y
caracteriza el movimiento que aconteci6 en algunos paises europeos
(especialmente en Inglaterra, Francia, Alemania, Italia y Espafa) en lo politico,
econdmico, social, cientifico y filoséfico. Proclama el predominio de la razén sobre
la naturaleza y la legitimidad de las actuaciones basadas en la razén, como unico
medio para alcanzar el progreso y bienestar de las gentes. Se inicia con la obra
de Descartes a comienzos del siglo XVII; experimenta una gran expansién a
finales de ese siglo, entre 1685 y 1690, coincidiendo con la publicacion de los
Principios de Newton y las obras de Hume, Locke y Leibniz; y alcanza su
culminacién entre 1781 y 1789, época de publicacion de la Critica de la razon pura
y la Critica de la razon préctica de Kant y los comienzos de la Revolucién Francesa
(Capitan Diaz, 1991; MEC, 1979).
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En Espana ya habia unas bases procedentes del movimiento de los
novatores, que se ha comentado. También el espiritu de la ilustracién fue en gran
medida consecuencia del siglo de las luces francés y la influencia ejercida por la
Enciclopedia de D'Alambert y Diderot. Esto produjo fendmenos como el
“‘extranjerismo” y “la heterodoxia”, es decir, surgieron dos polos contrapuestos
asociados a lo espafiol y lo europeo: lo nacional y lo extranjero, lo patridtico y lo
foraneo (Capitan Diaz, 1991).

Fue a partir del reinado de Carlos Il cuando se aprecia la influencia de los
ilustrados franceses; sin embargo, algunos ilustrados espafioles suponian que ya
se habia alcanzado el tope maximo del conocimiento, tal como afirmaba Juan
Andrés en 1788 (citado por Vernet 1998, p. 134): “La acuUstica ya no admite mas
investigaciones y tantos escritos de sonido y de musica han dicho mas de lo que requiere
la materia” . Estas actitudes no permitian una facil introduccion de las reformas
ilustradas en las ciencias.

El entusiasmo por los descubrimientos naturales y todo aquello que se le
relacionara invadié a los nobles y la burguesia. Es asi como en Europa se ponen
de moda los gabinetes, colecciones de ciencias naturales y aparatos e
instrumentos experimentales. Los monarcas gustaban de adquirir estas
colecciones llamadas genéricamente gabinetes.

Otro aspecto que caracterizé a la popularizacion del fenémeno ilustrado fue
la construccién de jardines botanicos, y Espafa no fue ajena a ello; se crean
jardines botanicos en distintos lugares del reino; la mayoria de ellos, como
consecuencia de las expediciones cientificas.

En Barcelona se funda la Real Academia de Ciencias Naturales y Artes,
que fue inaugurada el 18 de enero de 1764, y la Academia de Nobles Artes de
Madrid, en 1774.

Para un mayor conocimiento sobre la llustracion y el despotismo ilustrado
en Espafna durante el siglo XVIIl se pueden consultar obras especializadas sobre
el tema como las de Sanchez Agesta (1953), Mestre (1976), Abellan (1981),
Alvarez de Miranda (1992), entre otras.

2.4 Los jesuitas en Espana
2.4.1 La influencia de los jesuitas

El ejercicio de la ensefianza, a través de las lecciones en las catedras, fue
desde los primeros anos uno de los principales ministerios de la Compafia de
Jesus y contribuyd a coordinar los objetivos y actuaciones de otros muchos
trabajos de los jesuitas.

“ Losjesuitas descubrieron que la ensefianza era una de las* palabras’ mas
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privilegiadas para “ emplearse en la defensa y propagacion de la fe” [..] La
identificacion entre formacion, saber, virtud y estudio tenia mucho que ver con
el sentido de servicio que empezaron a otorgar los jesuitas a la ensefianza,
dentro de un discurso claramente humanista. Sus lecciones aportaban a la cosa
publica buenos sacerdotes, buenos funcionarios y gobernantes, buenos
ciudadanos en definitiva” (Burrieza, 2004; pp.107-109).

Otra caracteristica notable de la Compafiia de Jesus durante el periodo de
su primera fundacion (1540-1773) era la implicacion de sus miembros en las
ciencias. Las razones de este interés por el estudio cientifico se pueden encontrar
en la propia naturaleza y misién de la orden. Ignacio de Loyola consideraba la
adquisicion del conocimiento y del funcionamiento del trabajo mundano como
tareas espirituales provechosas, lo que foment6 en la Compania una mentalidad
comprensiva y orientada al estudio cientifico.

En Espafia, la Compafiia de Jesus destaco en la ciencia y, especialmente,
en el campo de la educacion. En el momento de su expulsion del reino en 1767,
los jesuitas poseian 105 colegios y 12 seminarios; en ultramar tenian 83 colegios
y 19 seminarios. La influencia jesuita se extendié también en el campo
universitario. En muchas universidades contaron con catedras de teologia suarista
(asi llamadas porque ensefiaban el modelo teoldgico del jesuita Suarez). Su labor
fue notable también en la Universidad Literaria de Cervera, la cual trataremos
luego.

Es a partir del siglo XVII cuando la Compafia practicamente monopoliza la
ensefianza secundaria, desplazando de esta labor a los dominicos y las pocas
escuelas municipales. Los jesuitas percibieron pronto que su mision eclesial y
social debia partir de la ensefianza o, mejor, de la educacién. Avanzado el siglo
XVIII la educacién y la ensefianza se habian centrado en la de la gramatica, que
asi se denominaban los estudios que equivaldrian a nuestra actual secundaria o
pre-universitaria (Egido, 2004). Al parecer, el éxito de los jesuitas en la ensefianza
en las universidades fue debido a la desmesurada proporcion entre los alumnos
que estudiaban con ellos y los escasos matriculados en la universidad, asi como
en los acuerdos que desde el siglo XVI se habian establecido entre jesuitas y
universidades para impartir docencia. De esta forma los alumnos se preparaban
fuera de las Universidades, para después someterse a examen en ellas y obtener
asi el grado con mayor facilidad, en virtud de su mejor preparacién. Los jesuitas
ofrecian una serie de conocimientos auxiliares, y la preparacion para avanzar en
la sociedad, mas alla de los conocimientos que eran requeridos por las
instituciones educativas (Maz & Rico, 2004). Esto facilitd la captacion de las
oligarquias municipales. Los colegios con facultades de Filosofia o de Teologia
van imponiéndose a las grandes universidades, donde también van
introduciéndose estas disciplinas. Por tanto, la Compania de Jesus expande su
influencia en la sociedad espafola a través de la educacion; prueba de la
influencia jesuita en Espafia la brinda el ministro Roda (citado por Menendez y
Pelayo, 1963, p. 166), “por un cristal de sus anteojos no veia mas que jesuitas y por el
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otro colegiados”. Sin embargo, mediado el siglo XVIII, el prestigio de la Compafia
se va perdiendo.

Los estudios de San Isidro comienzan en 1625 y son estudios sobre las
artes liberales que se imparten en el Colegio Imperial de la Compafia de Jesus
en Madrid. El Colegio Imperial impartia ensefianzas basicas a estudiantes hasta
los catorce afios. Los estudios de San Isidro eran estudios mayores e incluian las
matematicas junto con otras ciencias.

Con la llegada de la dinastia de los Borbones se dota de mas medios a las
instituciones que tenian el encargo de ensefianza de las matematicas y se fundan
otras nuevas, como los Seminarios de Nobles, que confieren a los jesuitas la
educacion de la nobleza. Concluida la Guerra de Sucesion se establecen en
Madrid, Barcelona, Calatayud y Valencia. Con esto el poder de su ensefianza no
se restringe a las clases burguesas sino que se extiende también a la nobleza.

El Seminario de Nobles de Madrid es el pionero, erigido por Felipe V en
1716 y anejo al Colegio Imperial. Los Reales Estudios de San lIsidro, junto con el
Seminario de Nobles, contintian la ensefianza de la matematica hasta 1767, afo
en que son expulsados los jesuitas, y se mantienen en su nueva época, iniciada
por Carlos Ill, desde 1770 hasta 1816.

Los Reales Estudios de San lIsidro tienen entre sus catedras una de
matematicas; entre sus profesores estuvieron Pedro de Ulloa, Thomas Cerda
desde 1764 a 1767 y Verdejo en 1794 (Garma, 2002)

2.4.2 Expulsién de los Jesuitas

La Compania de Jesus es muy atacada en el reinado de Carlos Il porque
se identifico a jesuitas y colegiales como enemigos politicos del gobierno y el rey.
El 2 de abril de 1767 se ordend el extrafiamiento de los jesuitas que residian en
Espafa y sus posesiones en ultramar. Esto provocé la necesidad de reorganizar
la ensefianza, que practicamente habia estado en sus manos durante casi dos
siglos. Un estudio detallado del proceso que lleva a los jesuitas desde el poder a
la extinciéon puede encontrarse en Egido (2004).

La expulsién fue consecuencia de la pugna entre el poder politico y social;
entre la Compaiiia de Jesus y la Corona borbonica; también los jesuitas habian
conseguido la enemistad del resto de las 6rdenes religiosas, principalmente por
odios de escuelas teologicas que se disputaban el monopolio de la verdad
filosofica, teoldgica o moral, lo cual contribuye a su caida. El decreto de expulsién
se justifica entre otras cosas porque el sistema de la Compaiia de Jesus era
incompatible con la monarquia espafola y las perniciosas doctrinas de los
Jesuitas. Entre los argumentos utilizados, el gobierno culp6 a los jesuitas de la
decadencia en la ensefianza de las primeras letras; asi que, tras su expulsion
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distribuyd las posesiones que tenia la Compaiia en el reino de Espafia. Los
edificios, en su mayoria, fueron destinados a aulas y habitaciones de maestros de
primeras letras; algunos colegios fueron cedidos, como el Colegio de Vergara el
cual se entregd a la Sociedad Bascongada de Amigos del Pais; el Seminario de
Nobles de Valencia paso a ser regido por el Arzobispado; a los colegios de Palma
de Mallorca, Granada y Sevilla se trasladaron las universidades.

En el momento de su expulsion los jesuitas tenian una enorme influencia.
No solo controlaban la ensefianza, sino que ademas contaban con voluminosas y
ricas bibliotecas, donde reposaban los libros mas actuales de la época asi como
algunas reliquias y pinturas de gran valor artistico. Las colecciones de las
bibliotecas fueron incorporada a las distinta universidades, lograndose de esta
manera que estuvieran al alcance de los estudiantes y del comun de las gentes.

Martinez Shaw (1996) indica que la eclosion de la ilustracidon espafola
empieza realmente en 1767 con la expulsién de los jesuitas y la llegada al poder
del conde de Aranda (Pedro Pablo Abarca de Bolea, 1719-1798) acelerando los
programas de reformas en todos los campos.

Como consecuencia de la expulsiéon, en el campo de la educacién se privo
de profesores a mas de un centenar de colegios, creandose un vacio pedagdgico
dificil de solucionar a corto plazo, con severas consecuencias. No obstante, la
rapida reaccion del gobierno evitd que éstas fuesen irremediables. Convoco
oposiciones a las catedras y a las plazas de gramatica, dotandolas con los bienes
confiscados de los jesuitas. Una clausula impedia que los nuevos «beneficiados»
fueran eclesiasticos, o que contribuy6d al proceso de laicizacion de la educacion.
De otra parte, con la expulsion de los jesuitas se hace necesaria la formacion de
profesores de matematicas laicos, desmonopolizando de esta manera el
conocimiento cientifico.

2.5 El pensamiento Critico de Feijoo.

Fray Benito Feijoo y Montenegro nace en Casdemiro (Orense) en 1676 y
muere en 1764. Ingreso en la comunidad Benedictina en 1690 en el Monasterio
de San Juan de Samos. Cursé estudios de Filosofia en los Colegios de San
Salvador, en Lerez, y de San Juan del Poyo y, de Teologia en el Colegio de San
Vicente de Salamanca, y de San Pedro de Eslonza. Se licencié en Teologia y
luego se doctord. Toda su vida posterior la pasé en Oviedo.

En 1725, a los cincuenta afos de edad comienza la publicacion sistematica
de ensayos filosoficos sobre las mas variadas materias; segun él, para el
desengafo de errores comunes. De entre estas obras podemos mencionar E/
Teatro critico universal (1726-1740), Justa repulsa de inicuas acusaciones (1749)
y las Cartas eruditas y curiosas; sus obras lograron una difusion insospechada, en
Espafia y América.
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Los libros de Feijoo reflexionan sobre la cultura, la ensefianza y los
adelantos de la ciencia en esa época. Se inspiran en el anhelo de ensefiar al
pueblo y sacarle de su ignorancia asi como también con el propdsito de indicar, a
los gobernantes y pensadores, las deficiencias de conocimientos que tenia la
sociedad, y de esa manera impulsar iniciativas y reformas encaminadas a suplir
estas necesidades.

Feijoo, con su vocacion pedagogica, pretende poner a Espafia al mismo
nivel cultural y cientifico que los demas paises europeos; pregona el
debilitamiento de los valores politicos, morales, religiosos, etc. e imputa esta
situacion al bajo nivel cultural y a la indiferencia de las instituciones encargadas
de estos aspectos.

Las fuentes extranjeras que inspiraron a Feijoo fueron francesas e inglesas;
estas ultimas las leia a través de sus versiones francesas o latinas, de tal forma,
entre sus lecturas, estuvieron las obras de Montaigne, Gassendi, Descartes,
Bossuet, Bayle, Voltaire, Legendre, Locke, Stanley, Bacon, Newton, etc. (Capitan
Diaz, 1991). Con ciertas limitaciones se sentia atraido por el empirismo de Bacon,
pero se identificaba mas con el sentido cientifico de Newton por el método
experimental disefiado en los Principios. Consideraba que los pocos y lentos
progresos de las ciencias, en Espafia respecto al resto de Europa, se debian en
gran medida al abuso de la escolastica como filosofia imperante en la ensefianza.

Feijoo establece dos relaciones para determinar los criterios de verdad, el
primero es autoridad/fe; para él “ son conceptos que se implican reciprocamente: la fe
afianza la autoridad y ésta es razon de ser y creer en alguien o algo” (Capitan Diaz,
1991, p. 710), el segundo, la relacion razdén/experiencia; para é€l, el verdadero
método cientifico es aquél que incluye tanto la razén como la experiencia, porque
son raciocinios, son falibles y se deben servir no solo de los sentidos para el
adecuado éxito de la experimentacion, sino que deben aportar reflexién y juicio.

2.6 Ensenanza en la llustracion

2.6.1 Las primeras letras en la llustraciéon

Felipe V, en 1743, concede a los maestros de primeras letras aprobados
por la Hermandad de San Casiano iguales prerrogativas y exenciones de que
gozaban los maestros de las Artes Liberales. Después con la expulsiéon de los
jesuitas se dictan rigurosas normas para ejercer como maestro, siendo necesario,
entre otras cosas, presentar la credencial de haber aprobado en doctrina cristiana
y recibir la conformidad de la Hermandad de San Casiano. La Hermandad queda
extinguida en 1780, encargandose entonces el Colegio Académico del Noble Arte
de Primeras Letras de la formacion de los maestros. Como se ha mencionado el
vacio dejado en la ensefianza por los jesuitas, lo suple el gobierno creando plazas
de maestros por oposicidon o méritos de las dejadas vacantes. La preocupacion
del gobierno la justifica el alto grado de analfabetismo de la poblacién que
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conllevaba un bajo nivel cultural, afectando asi el desarrollo de las ciencias y
técnicas, lo cual hace que se produzca un fomento de la escolarizacion durante la
década de 1780.

Sin embargo, la ensefianza de las primeras letras no era el objetivo
preferente del gobierno ilustrado; aunque eran frecuentes y continuas las
expresiones publicas y politicas del estado y los ilustrados sobre la importancia de
la educacion, eran otras instituciones o sociedades (econdémicas o culturales)
quienes finalmente asumian los retos y compromisos de llevar la ensefianza,
cultura y ciencia al pueblo. Los gobiernos ilustrados también fueron desmontando
poco a poco los Colegios Mayores que en principio dirigian los jesuitas.

2.6.2 La enseianza universitaria

La clase dominante propugnaba un saber de corte medieval, mientras que
la floreciente burguesia se inclinaba mas por una ciencia pragmatica, que
ayudase al desarrollo de las artes, agricultura y el comercio (Arenzana, 1987).
Afirma Vernet (1998) que, en la primera parte del siglo XVIIl, los espanoles
tuvieron conciencia de la incapacidad de las universidades existentes para
actualizarse en los avances de la ciencia, que ocurrian mas alla de sus fronteras.

La ensefianza de la matematica con los Austria estuvo asociada a las
universidades casi en exclusiva, con caracter de ciencia aplicada. Los Borbones
la convierten en cuestion fundamental para la ensefianza y formacion de
ingenieros y, posteriormente, en la ensefianza de Artes y Filosofia en las
universidades. Al comienzo de la nueva etapa la ensefianza de la matematica la
orientan los jesuitas, que lideran las nuevas instituciones o adaptan las antiguas a
los nuevos criterios. El gobierno de los Borbones tiene un funcionamiento
administrativo centralizado. Las universidades tradicionales se mantienen pero
disminuyen sus privilegios. Los jesuitas se hacen cargo de las ensefianzas
cientificas en los centros que controlan.

La llustracion supuso un enorme impulso de critica y revision para las
universidades en el siglo XVIII, principalmente por los esfuerzos por introducir la
ciencia empirica moderna. La reforma de las ensefianzas fue una constante del
pensamiento pragmatico y racional. En esta época se avanza en la destruccion
del sistema gremial y comienza la formacién de cuerpos técnicos y profesionales.
Escuelas y Facultades asumen el control del ejercicio profesional.

Las universidades espafolas del siglo XVIII se encontraban en un estado
casi medieval y eran de caracter eclesiastico. Esto lo evidencian, entre otros, Fray
Benito Jeronimo Feijoo en una carta titulada Causas del atraso que se padece en
Espana en orden a las ciencias naturales; y el Marqués de la Ensenada, quien en
1748 se lo comunica asi al rey Fernando VI. Las deficiencias de las universidades
tenian que ver con la ensefianza memoristica, textos anticuados e interés
primordial por disciplinas como derecho, teologia vy filosofia, en detrimento de las
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matematicas y las ciencias (Peralta, 1999).

A principios del siglo XVIII las universidades estan dominadas por
cuestiones y pleitos relacionados con privilegios, protocolos y discusiones, sobre
problemas religiosos o filoséficos. Asuntos cientificos, como las matematicas,
tienen escasa consideracion. La creacion por Felipe V de la Universidad de
Cervera trata de paliar estas carencias en el Principado de Catalufia, pero no
ocurre asi en las universidades castellanas.

2.6.3. La Universidad de Cervera

Dentro de este movimiento de renovacion, la Universidad de Cervera
brind6é su aportacion al respecto. Fundada en 1717, fue un intento de cambio a
nivel institucional, especialmente a través de la Facultad de Artes y las catedras
impartidas por los jesuitas (Capitan Diaz, 1991). La figura de José Finestres fue la
que aglutiné en torno suyo el movimiento. La novedad administrativa de esta
universidad era que dependia directamente de la corona para su financiacion; en
sus estatutos preveia un profesorado cualificado, planes de estudio racionales y
una apertura a las corrientes cientificas que imperaban en Europa.

Fue en el segundo tercio del siglo XVIII cuando esta universidad alcanzé su
mayor dimension impulsora de la actividad cientifica; estado que duré hasta la
expulsion de la comunidad jesuita del territorio espanol en 1767. A partir de ese
momento, la universidad pierde parte de su prestigio cientifico al quedar
mermada, pues la mayor parte de sus profesores emigraron a Italia.

Un ejemplo de la actividad de difusion del conocimiento que se llevaba a
cabo en la Universidad de Cervera fue Thomas Cerda, quien ejercio en ella la
ensefanza de las matematicas y escribid sobre la aplicacion de las ciencias a las
artes militares.

2.6.4. La Universidad de Salamanca

Los principales cambios universitarios se producen en el reinado de Carlos
[ll'y comienzan con la expulsiéon de la Compafia de Jesus en 1767. Los edificios
junto con los libros, instrumentos y colecciones permanecen en Espana y se
emplean para fines docentes. La reforma de la universidad comienza por la de
Salamanca, y se inicia con los Colegios Mayores. La cédula de 1771 propone
impulsar un plan de estudios general, que se concreta en planes individuales. Las
reformas de los Colegios abarca multitud de aspectos de la vida universitaria de
la época, cuestiones de disciplina y de moral, limitacion en el numero de afos de
estancia, administracion, becas y rentas. También se regula la forma de
oposicion, el voto de los colegiales, el modo y metodologia de trabajo en el aula.
Estas normas se precisan por Real Decreto en 1777. Ademas de los cambios
institucionales se produce un cambio en los contenidos. La universidad pasa al
control de la corona mediante cambios en las formas docentes, promulgacion de
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nuevos planes y nombramiento de profesores. El nombramiento de catedraticos
pasa al Consejo de Castilla, que trata de controlar el bajo nivel de los
responsables de algunas materias.

Caso emblematico es el que presenta Diego Torres de Villarroel, personaje
pintoresco quien llegd a ser catedratico de matematicas en la Universidad de
Salamanca desde 1726 hasta su jubilacion en 1752. El caracter variopinto y
excéntrico de los conocimientos de Torres, se manifiesta en sus publicaciones
dedicadas a “hacer prondsticos”, como él mismo describe en su autobiografia.
También su arbitrariedad y nepotismo explican el que no hubiese matematicas en
Salamanca hasta el ultimo tercio del siglo XVIIl. De hecho, entre 1685 y 1760 no
hubo alumnos matriculados en la catedra de matematicas de Salamanca, y hay
que esperar a 1775 para encontrar 16 alumnos matriculados. La reforma de los
planes de estudios de esta universidad en 1771, impulsados por Carlos Il tratan
de paliar, entre otras deficiencias, las carencias en la ensefianza de las
matematicas. La incorporacion a la catedra de Juan Justo Garcia en 1774 tiene
que llevarse a cabo en aplicacion de las nuevas normas de nombramiento de
catedraticos, debido al escandalo que suponia la propuesta de un sobrino de
Torres como catedratico, cuya ignorancia matematica era manifiesta; esta
medidas contribuyen a establecer un nivel basico de conocimientos en la materia
(Garma, 2002).

En 1785 habia dos catedras de matematicas en Salamanca, una en
Santiago y otra en Oviedo. La reforma del plan de estudios de la Universidad de
Salamanca de 1807 marca la transformacion de las universidades espafolas a
finales del periodo llustrado; este plan, que afectaba a todas las universidades,
tiene dificultades para su puesta en practica, por causa de la guerra contra la
invasion francesa. Los libros de Benito Bails y Juan Justo Garcia destacan como
libros comunes y modernos para la ciencia.

Los distintos gobiernos de los monarcas borbones, en parte conscientes de
estos hechos, procuran estimular la difusion de la ciencia, asi mismo intentan
elevar el nivel de los centros docentes y, aunando al deseo de institucionalizar las
nuevas corrientes de pensamiento que recorrian Europa, promueven la creacion y
fundacién de innumerables instituciones, bibliotecas y Academias. El apoyo que
se dio a la ciencia en el siglo XVIII fue uno de los principales logros de este siglo;
se realizan los mayores esfuerzos por proporcionar una organizacion moderna al
quehacer cientifico y técnico. La politica cientifica de la nueva dinastia trata de
establecer diferencias importantes con las de sus predecesores.

2.7 Institucionalizacion de las ciencias ilustradas

Como se ha mencionado, la difusion de la ciencia y el pensamiento
ilustrado se llevd a cabo fuera de las universidades; esto, ligado a las
consecuencias de la expulsion de los jesuitas, da lugar a una reforma de la
educacion; sin embargo surgen unas instituciones que se erigen como
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abanderadas de la difusion de los conocimientos cientificos; son las Academias
Militares y las Sociedades Econdmicas de Amigos del Pais.

2.7.1 Las Academias militares

La creacion de Academias, Colegios y Escuelas de formacién cientifica y
profesional en el Ejercito y en la Armada, estuvo provocada por las necesidades y
exigencias de caracter militar, que urgian tanto para la defensa del reino como
para proteger y defender las colonias de ultramar. Se requeria en estas
instituciones a ingenieros que orientaran una formacion acorde con los adelantos
de la ciencia y la técnica; por tal razén se fundaron nuevas instituciones militares y
se dotd a las ya existentes de nuevas catedras y laboratorios. En 1720 se reabre
la Academia Militar de Matematicas la cual fue un gran aporte para el
establecimiento de un cuerpo de ingenieros militares; la Academia de Artilleria de
Segovia desarrollé una ingente actividad en el campo de la quimica. Asi mismo la
Escuela de Guardamarinas se traslada a San Fernando; en sus ensefianzas se
introduce tanto la fisica como las matematicas.

En la Academia Militar, los estudios se centran en el aprendizaje de las
matematicas (aritmética, algebra, geometria especulativa y practica,
trigonometria, mecanica y perspectiva), y su aplicacion en las artes militares
(artilleria, fortificaciones, geodesia, etc.). Algunas academias militares de esta
€época son precursoras de las actuales ingenierias civiles.

Tras el régimen absolutista de Fernando VII y acabada la guerra civil, se
plantean diversas reformas que producen cambios en la formacion vy
competencias de los profesionales de la ingenieria civil y militar. Para el caso de
la ingenieria militar se aprueba en el aino 1839 un nuevo plan de estudios, a partir
de las propuestas de Fernando Garcia San Pedro. El reglamento de la academia
amplia los contenidos cientificos con una atencion especial al apartado teérico y a
la practica experimental de la fisica y la quimica asi como la renovacion de los
estudios de fortificacion (Muro, 2002).

Las innovaciones educativas estan presentes en estas Academias; ello se
refleja en la fundacion del Real Instituto Militar Pestalozziano en 1807. En las
academias militares estan vinculados matematicos de renombre, como directores
(e.g., Bails), profesores (e.g., Feliu), miembros del cuerpo militar (e.g., Odriozola),
y especialmente como autores de textos tanto para las propias academias como
para la ensefianza de las matematicas en general, con lo cual eran estos los
lugares donde se instauran en primer término las novedades y adelantos
matematicos de la época.

2.7.2 Las Sociedades Econdmicas de Amigos del Pais
Se puede afirmar que las causas que motivaron el surgimiento de estas
sociedades en Espafia fueron: el despotismo ilustrado, el ideario de los ilustrados
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y la politica economica borbonica (Lopez Torrijo, 1991).

La tertulia del Conde de Pefaflorida da lugar a la Sociedad Bascongada,
que fomenta la quimica y la mineria. Campomanes ampara esta idea, que impulsa
las Sociedades Econdmicas de Amigos del Pais, con un papel similar al de las
academias provinciales francesas, que se proponen desarrollar el saber y la
rigueza. Las Sociedades se interesan por los saberes practicos, pero también se
preocupan por las aplicaciones utiles de disciplinas teoricas, incluidas las
matematicas.

Las actividades de las sociedades estan dirigidas a estimular los adelantos
y mejoras en agricultura y en otros ramos de la industria; estan orientadas a
plasmar las aspiraciones econdmicas de una parte de los grupos sociales. Alli
eran debatidos programas y reformas econdémicas. Entre otras actividades, llevan
a cabo labores de ensefianza como puede apreciarse en los estatutos de muchas
de ellas. Sin embargo, esta ensefianza esta dirigida a la educacion de los nifos
nobles, como indica Campomanes (1723-1802) en su discurso sobre el fomento
de la industria.

Algo que caracteriza a estas sociedades fue su estructura uniforme, de
manera que casi no se perciben diferencias entre las muchas que se crean. Como
afirma Lépez Torrijo (1991, p. 21):

“[...] las sociedades Econdmicas fueron para Espafia agentes activos del
progreso, principalmente en el terreno econdmico y en el educativo. Las
reformas que llevaron a cabo pueden parecer, vistas desde ahora,
sencillas o pretenciosas, pero, en su momento fueron francamente
novedosasy progresistas’

Asi las sociedades Econdmicas de Amigos del Pais son instituciones sin
poder efectivo pero cargadas de una alta influencia de ideas ilustradas; obran con
una mezcla de intenciones y propuestas de desarrollo y progreso en el campo
economico y en el educativo.

Las Sociedades Econdmicas tenian relaciones con los vecinos europeos;
Moreno (1988) indica que por ellas pasaron personalidades de la importancia de
Ruelle, Black, Llande, Morveau, Lapplace, etc.; ademas en casi todas ellas se
dispone de la Enciclopedia, los libros de los enciclopedistas y los tedricos de las
ciencias de la época.

En general, podemos afirmar que las Sociedades Econdémicas fueron un
buen instrumento para el amparo y difusiéon de las ideas ilustradas y, sobre todo,
al estar diseminadas por todo el territorio espafiol, son focos de difusiéon de las
nuevas ideas y del espiritu reformador del siglo; permiten acercar los avances
cientificos a lugares alejados de Madrid o Barcelona. Intentan remediar no sélo el
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estancamiento social y econdmico, sino también el aislamiento cultural. Los
miembros de las Sociedades, con las tertulias y los debates, asi como con
lecturas de obras casi siempre foraneas, adquieren conocimientos. Mediante la
fundacién de escuelas primarias y con la ensefianza profesional, dan un nuevo
impulso a la educacién, permitiendo un relevo en la ensefanza brindada hasta el
momento por la Compafia de Jesus. Estas sociedades han sido objeto de
amplios y profundos estudios, los cuales no corresponde tratar aqui (e.g.,
Arenzana, 1987; Capitan Diaz, 1991; Moreno 1998, etc.).

2.8 Periodo Romantico

Durante las tres primeras décadas del siglo XIX, Espafia pas6 por la
ocupacion y el dominio francés, la invasién de ejércitos ingleses y portugueses
aliados para la expulsién de los franceses y por la independencia de sus colonias
americanas; gozo de un breve periodo de expansion de las ideas liberales y
estuvo sometida a un férreo control absolutista. Esta enorme inestabilidad politica
tuvo repercusiones en lo social, econdmico, cultural y cientifico. Hemos elegido
llamar periodo Romantico al comprendido entre 1814 y 1875, por entender que los
sentimientos e ideas romanticas son un rasgo comun a todos estos afos. En el
periodo Romantico, el aspecto cientifico es igual de irregular que el politico.
Inicialmente los hombres de ciencia son marginados con el retorno de Fernando
VII al trono. Luego, en el trienio constitucional (1820-1823), intentan asumir
protagonismo y dinamizar la ciencia en Espafia; pero, con la caida del régimen
liberal, la mayoria se exilia, y con ello se estanca el desarrollo cientifico.

Con el triunfo de las ideas liberales, a partir de 1833 regresan al pais los
exiliados y empiezan a ocupar cargos de responsabilidad en la administracion
publica; estos académicos se hallan con un ambiente mas propicio para fomentar
la creacion de sociedades, institutos y escuelas técnicas. Estos generan una leve
mejoria en la actualizacion de los conocimientos cientificos y un aumento de las
traducciones de las obras extranjeras.

La procedencia de los exiliados que se reintegran a la patria y los contactos
que habian establecido en el extranjero determinan su orientacion intelectual y
politica; en muchos casos sirve, ademas, para la creacion de grupos de
intelectuales que, a través de sus ideas, pretenden mejorar y transformar la
sociedad espafola a lo largo de todo el siglo XIX. A continuacion veremos
algunos de estos influyentes grupos.

2.8.1 Los afrancesados

Se llamé afrancesados a aquellos que aceptan la renuncia de Carlos IV y
de Fernando VII. Estos "afrancesados", pese a ser considerados popularmente
como "renegados" y "traidores", eran en realidad politicos e intelectuales de
espiritu liberal, que creian ver, en la venida de las tropas de Napoleodn, la ocasion
de que penetrasen las ideas renovadoras de la Revolucion Francesa en una
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Espafa atrasada y reprimida. Los componentes de este grupo proceden de los
ilustrados del siglo XVIIl y pertenecen a las mas altas capas de la sociedad; se
sienten atraidos por el prestigio de Napoledn porque habia consolidado la
revolucién o porque habia restaurado el orden (nobleza y clero).

Se ponia asi de manifiesto un claro rechazo al antiguo régimen. Entre las
figuras espafiolas afrancesadas destacamos a Sebastian Mifano, Félix José
Reynoso y Joaquin M2 Sotelo. Como eran partidarios del rey José Bonaparte, se
les conocia también como josefinos.

La inmensa mayoria del pueblo no estaba de acuerdo con esta actitud por
lo que los afrancesados eran tachados de traidores; aunque en la actualidad,
muchos historiadores estan de acuerdo en aceptar su buena fe. El numero de
afrancesados que se expatriaron al terminar la guerra de la Independencia fue de
unos doce mil. Algunos de ellos regresan cuando en 1823 se restaura el
Absolutismo gracias al apoyo que el ejército francés presté a Fernando VIl con los
cien mil hijos de San Luis.

La ideologia de los afrancesados, al enlazar con la de los ilustrados, les
llevé a defender una monarquia autoritaria capaz de realizar las reformas vy, al
mismo tiempo, evitar la alternativa revolucionaria. Esta concepcion tienen los
decretos que promulgd Napoledn tras la ocupacién de Madrid en 1808 y que se
referian a la supresion del régimen sefiorial y de la Inquisicion, a la reduccién del
numero de conventos y al traslado de las aduanas a las fronteras asi como los
proyectos de reforma del Codigo Civil y de la administracion y la eliminacién de
las tierras en manos muertas.

Las razones que explican la ayuda de los afrancesados a José Bonaparte
son variadas. Algunos estan convencidos de la necesidad de una reforma politica
y social en Espafa, la cual, en esos momentos evitaria excesos revolucionarios.
Por otra parte la tradicion secular de la alianza con Francia en relacién a la
hegemonia britanica en los mares coloniales y el deseo de evitar la guerra con
Napoledn anima también a estos hombres, por conveniencia nacional, a apoyar al
nuevo rey. Ademas, la Constitucion de Bayona, proclamada en julio de 1808, les
ofrecio suficientes garantias en relacion a un probable “despotismo” que habian
sufrido durante el reinado de Carlos IV.

2.8.2 Los jovellanistas

Un importante grupo de intelectuales opuestos al gobierno de Napoledn
recibieron el nombre de jovellanistas porque siguieron las doctrinas de Gaspar
Melchor de Jovellanos (1744-1811), el gran pensador de la llustracién espafiola,
muerto en plena guerra de la Independencia. Aunque este grupo no acepté las
renuncias de Bayona, coincide con los afrancesados en proclamar la necesidad
de reformas en el seno del Estado. Los jovellanistas consideran que una nacion
es un concepto histoérico, en la cual cada generacién debe tener en cuenta la labor
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de la anterior, que para serlo debe contar con una constitucion, que recoja las
leyes tradicionales; los jovellanistas constituyen una via intermedia entre los
absolutistas y liberales puesto que defienden una soberania compartida, un
sistema bicameral tipo britanico y eran partidarios, no de una Constitucion, sino de
renovar las viejas leyes de los reinos espafnoles. Como modelo de sistema politico
toman el de Gran Bretana y consideran la necesidad de independencia del poder
judicial y la intervencién de las Cortes en el gobierno y en la labor legislativa
(Fernandez Sarasola, 2002).

Fernandez Sanz (1996, p. 25) afirma que en el pensamiento de Jovellanos,
estan latentes el reformismo y la utopia: “la creencia en la idea de progreso
indefinido. Asi, 1o utépico no es algo afiadido 0 un recurso meramente literario, sino la
culminacion de su actitud ilustrada”.

Los ideales utdpicos de Jovellanos se conseguirian partiendo de lo que
cada nacion habia adelantado ya, a través de la evolucion y la ilustracion de los
hombres, de tal forma era claro para él que la felicidad no se conseguia de golpe
y de forma inmediata, sino de forma progresiva como ocurre en la naturaleza
(Fernandez Sanz, 1996). En suma, Jovellanos fue un hombre atento a las
grandes transformaciones que experimentaba el mundo a su alrededor y quienes
seguian su doctrina pretendian llevar esas transformaciones al reino.

2.8.3 Los liberales

La filosofia de Locke fue rescatada y enriquecida por la llustracion
francesa, y, de forma destacable, por Voltaire, el cual insistia en que el Estado era
superior a la Iglesia; pedia: la tolerancia para todas las religiones; abolicion de la
censura; un castigo mas humano para los criminales; y una organizacion politica
sélida que se guiara sélo por leyes dirigidas contra las fuerzas opuestas al
progreso social y a las libertades individuales. Para Voltaire, al igual que para
Diderot, el Estado es un mecanismo para la creacion de felicidad y un instrumento
activo disefiado para controlar a una nobleza y una Iglesia muy poderosas.
Ambos consideran estas instituciones como los fundamentos del sistema politico
del Antiguo Régimen, dedicadas al mantenimiento de las antiguas formas de
poder. En Espaina y Latinoamérica a comienzos del siglo XIX se generaliza entre
los pensadores y politicos ilustrados una poderosa corriente de opinién liberal. La
propia palabra liberal aplicada a cuestiones politicas y de partido se utiliza por vez
primera en las sesiones de las Cortes de Cadiz y sirvié para caracterizar a uno de
los grupos alli presentes, que mayor oposicion presentd a los defensores del
Antiguo Régimen.

La cuestiéon de cdmo deben estar constituidas las Cortes es uno de los
puntos que separa a los jovellanistas de los liberales; éstos, partidarios del
liberalismo econdémico y politico, defienden la camara unica. Como los
jovellanistas, los liberales pertenecen a la intelectualidad y a la burguesia media,
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pero estan mas influidos por la ideologia de la Revolucion Francesa. No marginan
totalmente las tradiciones politicas hispanicas, pero consideran imprescindible
recoger las bases de la reforma en una Constitucioén escrita.

Las ideas liberales habian penetrado en Espafia procedentes de Francia,
en los ultimos anos del siglo XVIII y primeros del XIX, pese a la censura oficial. No
obstante, fue la guerra la que brindd la oportunidad a quienes las defendian de
expandirlas mas alla del limitado circulo en que habian arraigado. El ambiente
revolucionario de Cadiz permitid que el ideario liberal pudiera concretarse en la
Constitucion de 1812.

Los liberales de comienzos del siglo XIX creen en la felicidad como
aspiracion de todos los hombres, en el progreso material y en la libertad
individual. Defienden la aspiracion a la riqueza y la propiedad privada individual y
libre como derecho fundamental de los hombres y como elemento que diferencia
socialmente a los individuos. Para que todos puedan concurrir libremente en la
busqueda de la riqueza, consideran necesario que existan unas reglas que
garanticen dicha libertad; estas son: las leyes del mercado y la libre concurrencia
de la oferta y la demanda. También ven necesario que exista una situacién legal
que garantice a todos las mismas posibilidades iniciales de acceso a los cargos y
al poder politico. De ahi la insistencia en los derechos del individuo y el frecuente
olvido de los derechos sociales o colectivos. Los liberales postulan un régimen
politico libre y parlamentario, en oposicion al absolutismo monarquico.

Hernanz y Medrano (1990) califican al matematico granadino José Mariano
Vallejo y Ortega como un liberal ilustrado, que se comprometié con los ideales
liberales durante la guerra de la independencia y durante su participacion en las
Cortes de Cadiz; postura que mantuvo a lo largo de su vida politica, lo cual le
llevé a ocupar destacados cargos de responsabilidad; pero también a su destierro.

2.9 Escuelas y planteamientos filosoéficos

Durante el siglo XVIIl, en Espafa se refleja la influencia de las corrientes de
pensamiento originadas a partir de la segunda mitad del siglo XVII; el XIX fue
fecundo en planteamientos filosoficos y confrontaciones entre los partidarios de
las distintas corrientes que llegan del resto de Europa, fomentadas en parte por la
mayor facilidad de acceso a obras y publicaciones extranjeras. El Positivismo,
Neokantismo y Krausismo originan profundos debates en la sociedad y en los
circulos académicos esparfoles. En muchas ocasiones, esto llevo al desarrollo de
politicas, instituciones y de nuevas opciones para la difusion de la ciencia y la
cultura a través de propuestas educativas y de formacion. Ademas de su interés
intelectual intrinseco, el conocimiento de estas escuelas filosoéficas es importante
en este trabajo porque, a partir de ellas, se mantuvieron posturas distintas y, a
veces, contrapuestas sobre los conceptos de cantidad, numero y medida.
También se preocupan por los fendmenos que sustentaban la nocion de
negatividad, que fue objeto de debate filoséfico en estos afios y a quienes autores
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tan significativos como Kant y D’Alambert dedicaron reflexiones especificas, ya
consideradas en el Apartado 1.3 de esta memoria. La interpretacion de las obras
y autores que analizamos no puede hacerse al margen de los fundamentos
filosoficos que los sustentan. Por eso el interés de su descripcion detallada y de
su ubicacion en la sociedad intelectual espafiola del siglo XIX.

2.9.1 Racionalismo

La razén se considera la unica base del saber. Este hecho favorecera el
desarrollo del pensamiento cientifico. Bajo este principio fundamental de la
llustracién, era la razén el criterio de verdad para la creencia y el saber. El
racionalismo del siglo XVII tenia a la razén como un principio deducido
aprioristicamente que actuaba sobre los hechos para imprimirles la verdad. En la
vision ilustrada del XVIII, la razon procede de los hechos a los principios; se
entiende la razon como una actitud epistemologica que integra la experiencia y
como una norma para la accion moral y social.

El racionalismo critica al pensamiento filos6fico medieval, que sustentaba al

escolasticismo universitario, por que:

e Reconocia como valedero y decisivo el llamado criterio de autoridad, es
decir, admitia que lo dicho por ciertas autoridades —la Biblia, la Iglesia,
Aristételes- era verdad por el sélo hecho de que tales autoridades lo
afirmasen.

e Se sostenia sobre planteamientos verbalistas, centrados en discusiones
terminoldgicas o con solo vocablos o distinciones verbales para resolver
los problemas.

e Abusaba de manera permanente de argumentos basados en un exceso
de silogismos por parte de la ciencia y la filosofia escolastica.

Dentro del racionalismo surge una corriente llamada criticismo, en la cual el
ilustrado aspira a someter a critica racional todo el conocimiento anterior. La
razon tiene su fuerza en el caracter analizador de los hechos, es decir, a través de
la experiencia se analizan los acontecimientos.

Fue Fray Benito Feijoo el maximo representante del racionalismo espafiol
durante el siglo XVIIl. Dice el padre Venancio Carro (1929) que el racionalismo
espaniol en el siglo XIX estuvo también representado por de Giner de los Rios, Pi
y Margall, Salmerén, Azcarate, Arnau e |Ibanez (autor de una Metafisica) y, el
krausista Sanz del Rio.

2.9.2 Empirismo
Frente a cualquier forma de imposicion intelectual que pretenda estar en
posesion de la verdad, los ilustrados contraponen su fe en la experimentacion
para poder conocer el mundo y conseguir el progreso. El pensamiento ilustrado se
apoya sobre la terna: razon, naturaleza y experiencia. Asi, se aplica la razén a
todo tipo de verdad, sea ésta de conocimiento o religiosa. Ademas, para que sea
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admitida una verdad, ésta, como condicibn necesaria, debe ser sometida o
comprobada mediante la experiencia.

El empirismo supone una critica a los racionalistas bajo el supuesto de que
la razén tiene caracter ilimitado e incluso el propio proceso racional puede
producir cualquier tipo de conclusiéon. La razén por si misma no tiene fundamento
y funciona a partir de supuestos. Por tanto, solo se consideran validos los
conocimientos adquiridos mediante la experiencia.

Los principales representantes de esta corriente filosofica son: Bacon,
Hobbes, Newton, Locke, y Hume. De ellos, Bacon y Newton trabajaron
preferentemente en el campo de las ciencias naturales.

La limitacién del empirismo consiste en sobrevalorar metafisicamente el
papel de la experiencia a la vez que subestima el de las abstracciones y teorias
cientificas de la cognicién; esto es, negar el papel activo y la independencia
relativa del pensar (Rosental & Ludin, 1965).

En Espafa enarbolan la bandera empirista Esteban Arteaga, José
Garcia Noriega, Juan Zambrana y Felipe Fernando O'Conry (1726-87)
(Méndez Bejarano, 1927).

2.9.3 Kantismo

La doctrina racionalista kantiana trata de explicar cuales son las
condiciones objetivas que posibilitan nuestro conocimiento, y sostiene que éste se
basa en dos fuentes: la sensibilidad, que es pasiva y tan sélo recibe impresiones
del exterior (las ideas simples de Locke), y el entendimiento, que es activo y
produce espontaneamente ciertos conceptos e ideas sin que éstos sean
derivados de experiencia alguna.

Diferencia fundamental entre las tesis de Kant (1724-1804) y el empirismo
es que, en este ultimo, todos los conceptos provienen de la experiencia; mientras
que, para Kant, el entendimiento posee conceptos que no provienen de la
experiencia, sino que la configuran, asi tan solo tengan aplicacién valida dentro de
ella (Navarro & Calvo, 1988).

Las condiciones intelectuales del conocimiento, es decir, el conocimiento
intelectual para Kant podria resumirse asi:

¢ La funcién de comprender o entender se realiza mediante conceptos.

¢ Se distinguen dos tipos de conceptos distintos: los empiricos y los puros
o categorias.

¢ Los conceptos puros son condiciones trascendentales y totalmente
necesarias para el conocimiento de los fendmenos.

¢ Los conocimientos puros o categorias son vacios, por lo que deben
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llenarse con datos provenientes del conocimiento sensible.

Como hemos senalado en el Apartado 1.3.3, Kant considera la cantidad
como una de las categorias principales, aquella que permite estructurar
matematicamente los aspectos cuantificables de la experiencia. La aportacion de
las ideas de Kant al desarrollo de las matematicas de finales del XVIII y
comienzos de XIX es reconocida como importante. En nuestro caso lo hemos
visto con su estudio de las magnitudes negativas.

Sobre la difusion de Kant en Espania, algunos autores coinciden en sefalar
que su recepcion en el siglo XIX fue, ademas de tardia, débil y esporadica;
Albares (1996, p. 31) sefala que la introduccién y el acceso a la filosofia de Kant
en Espana puede sintetizarse en estas ideas:

“1) Kant es conocido de nombre y lo mas que se tiene de su filosofia, al
menos en la primera mitad de siglo, son meros testimonios, por o que muy
bien puede concluirse que es précticamente desconocida;

2) El conocimiento que se tiene de la filosofia de Kant no es directo, sino a
travées de obras francesas;

3) Aun cuando, especialmente en el Ultimo tercio de siglo, exista algun
pensador kantiano, se pone en duda que a sus ideas filoséficas se les pueda
apellidar de kantianas en sentido estricto” .

El influjo kantiano en Espana se habia notado a través de traducciones
hechas por Renoivier y Tissot. Entre las décadas de 1850 y 1870, la presencia de
las doctrinas de Kant en el sector escolar era minima como lo prueba que tan
s6lo existian el Curso completo de filosofia de Tissot y traducido por Nufez de
Arenas, el Curso de Psicologia y Logica de José Maria Rey y Heredia y Pedro
Felipe Monlau; los Elementos de ética o tratado de filosofia moral, Elementos de I6gica
y Teoria trascendental de las cantidades imaginarias todos ellos de José Maria Rey y
Heredia (Capitan Diaz, 2000). Menéndez y Pelayo (citado por Méndez Bejarano,
1927) considera que esta ultima obra era la mas original que el movimiento
kantiano habia producido en suelo espaniol.

Refiriéndose al surgimiento de una corriente de neo-kantismo en Espafia,
afirma Méndez Bejarano (1927, p. 456) “ no tenia el neo-kantismo otro valor que € de
un puente por donde los krausistas poco convencidos pudiesen derivar al positivismo”;
asi mismo, el kantismo se acerco a los laboratorios estrechando el contacto entre
la filosofia y la ciencia experimental, originando una corriente llamada neo-
kantista, distinta del neo-kantismo.

2.9.4 Positivismo
El término positivismo fue utilizado por primera vez por el filésofo y
matematico francés del siglo XIX Auguste Comte (1798-1857), pero algunos de

66



Alexander Maz Machado

los conceptos positivistas se remontan al filésofo britanico David Hume, al filésofo
francés Saint-Simon vy al filésofo aleman Immanuel Kant. Comte intent6 llevar al
estado positivo el estudio de la humanidad colectiva, es decir, convertirlo en
ciencia positiva.

El positivismo consiste en no admitir como validos cientificamente otros
conocimientos que los que proceden de la experiencia, rechazando, por tanto,
toda nocién “a priori” y todo concepto universal y absoluto. El hecho es la unica
realidad cientifica, y la experiencia y la induccion, los métodos exclusivos de la
ciencia. Por su lado negativo, el positivismo es negacion de todo ideal, de los
principios absolutos y necesarios de la razon, es decir, de la metafisica.
Considerado como sistema religioso, el positivismo es el culto de la humanidad
como ser total y simple o singular.

En términos generales, el positivismo es:

e Una filosofia de la historia.

e Una teoria metafisica de la realidad, entendida con caracteres tan
originales y tan nuevos como el de ser social, histérica y relativa.

e Una disciplina filoséfica entera: la ciencia de la sociedad.

Por lo tanto, el positivismo consiste en una epistemologia que plantea la
naturaleza empirica del conocimiento; en una teoria que enlaza ese conocimiento
al desarrollo intelectual del individuo y de la sociedad, y en un plan para aplicar
los métodos de la ciencia al estudio de las relaciones sociales. Intenta
reemplazar, en nombre del progreso, la religion y la metafisica con los
procedimientos empiricos de la ciencia moderna.

Afirma Méndez Bejarano (1927) que en Espafa se dieron varias
direcciones filosoficas de corte positivista:

= El transformismo representado por Antonio Machado y Nufez, Rafael
Garcia Alvarez y Manuel Medina Ramos.

= El positivismo de Comte, representado por el sacerdote Félix Varela
Morales, José Segundo Flérez, Andrés Poey y Aguirre.

» El Soencerianismo, representado por Carlos Cortezo, Luis Simarro y
Lacabra y Francisco Maria Tubino.

2.9.5 Krausismo

Filosofia de Karl Christian Friederich Krause (1753-1835), el cual
reclamaba la verdadera interpretacion de Kant. Krause se situa en el contexto del
idealismo aleman; parte de un analisis subjetivo de los contenidos de la
conciencia a través del cual el mundo se le revela como un sistema. La
preocupacion por la ciencia es una constante entre sus seguidores.
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El krausismo es un racionalismo armonico, una doctrina que potencia al
maximo la misién de la razén universal como poder capaz de armonizar en una
sintesis superior. Hay una creencia en el progreso moral de la humanidad
(Abellan, 1984). Tuvo su influjo decisivo en Espafia de 1860 a 1870. Esta filosofia
alcanzé gran difusion en universidades e institutos de provincias, todo ello como
consecuencia de la difusion hecha desde la Universidad Central de Madrid.

Uno de los pilares del Krausismo era la afirmacion de la perfectibilidad
moral del hombre y de la sociedad. Dentro del ideario krausista se concede
importancia a conceptos tales como libertad, responsabilidad, autonomia
espiritual, tolerancia, respeto, etc. El krausismo pregona contra el escolasticismo y
el tradicionalismo politico, social y educativo.

El liberalismo politico y economico fue uno de los elementos fundamentales
del Krausismo espaniol, el cual tenia “ como divisa la defensa de las libertades en los
ambitos intelectual, politico, econémico, religioso...como determinantes de la dignidad del
hombre” (Capitan Diaz, 2000).

Los mas destacados seguidores en Espana fueron entre otros: Gumersindo
de Azcarate, Julian Sanz del Rio, Francisco Giner de los Rios y Fernando de
Castro. Segun Méndez Bejarano (1927), el aporte de Sanz del Rio “[...] consistio
en un sincero entusiasmo por la ciencia, una honradez cientifica a toda prueba y el mérito
de haber atraido a la filosofia la juventud de su tiempo, ensefiandola a pensar con método
y pureza deintencion.” y Giner de los Rios “ es el pedagogo de la escuela, y por mas que
su sistema educativo no pueda adaptarse por guia perfecta a la actual modalidad social,
ni su ideal concierne con las vulgares ideas acerca del bien y la mision humana, no ha
degjado de sefialar € procedimiento para hacer hombre”. Asi, es en la educacién
donde se palpa de manera mas notable la influencia del Krausismo, como en la
legislacién sobre la ensefianza en 1869 (Abellan, 1984), también se refleja en el
Discurso de la apertura del curso 1868-1869 leido por Fernando de Castro al
tomar posesion como rector de la Universidad Central. Esta influencia se refleja
en la Universidad con la aplicaciéon de tres principios: libertad de la ciencia,
inviolabilidad del magisterio y descentralizacién administrativa. El desarrollo de la
educacién femenina esta ligado a los ideales krausistas y al empuje de sus
seguidores, lo que llevo a la creacion de algunas instituciones.

2.9.6 Catolicismo liberal espafiiol

El liberalismo catdlico fue una corriente politica del siglo XIX, la cual
representa en Espafia la busqueda por el progreso de la sociedad; en muchos
casos, mediante el desarrollo de la educacion; esto venia a significar un choque
con la Iglesia de la época aferrada a lo contrario por miedo a perder su poder e
influencia en la sociedad, cosa que ya habia acontecido a la Compaiiia de Jesus
en el siglo XVIII con su expulsion.
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Los principios del catolicismo liberal (Chacon, 1996) estan en asumir la
critica y el rechazo de las posiciones ultramontanas por motivo de:

1. La falta de libertad de conciencia religiosa.

2. Lafalta de justicia en la Iglesia Romana.

3. El Vaticano | con la infalibilidad del Papa, que la mayoria de los
intelectuales no admite.

La situacion politica en ltalia, ocupada por el proceso de su unificacién,
llevo a la desaparicion del Estado Pontificio y del poder temporal del Papa. Estos
hechos coinciden con un estancamiento y regresion intelectual que caracterizan la
posicion de la iglesia catolica en el siglo XIX. La enciclica Quanta cura y el
Syllabus de Pio IX, en 1864, suponen una intolerancia incomprensible, ya que
condenan el catolicismo liberal y representan la cerrazon de la Iglesia en si misma
frente a todo adelanto cientifico o progreso intelectual, segun condena la
proposicion 80 del referido Syllabus. El Concilio Vaticano | en 1870 contribuye a
incrementar este distanciamiento de la sociedad civil y a reforzar este malestar
general con la declaracion de la infalibilidad del Papa, frente a los movimientos
filosoficos imperantes por entonces: positivismo, materialismo, idealismo aleman,
anticlericalismo francés y del catolicismo liberal con Lamennais, Montalembert en
los Congresos de Malinas (Chacén, 1996).

Los neocatdlicos y los ultramontanos pretenden utilizar la religion como si
fuese un partido politico, para de esta manera tener el favor social y mantener sus
privilegios. Indica Chacoén (1996, p. 37) que “El peor de ellos fue D. Marcelino
Menéndez Pelayo, que consideramos fue el culpable de que se le condenase a D. Fernando
[de Castro] a un ostracismo historico, haciendo que no se investigase debidamente” .

Fernando de Castro realiza viajes al extranjero, donde pudo apreciar la
libertad y comprensidon en que viven los catdlicos, los ortodoxos, los judios y los
protestantes. La enciclica Quanta Cura y el Syllabus, con su proposicion 80 que
condenaba a toda ciencia y progreso humano, determinaron que entrase en crisis
espiritual y adoptase posiciones avanzadas de orientacién liberal. Por esta
postura liberal recibié multiples ataques en la prensa neocatdlica y en la
Universidad. Su deseo constante fue la separacion de los poderes de la Iglesia y
el Estado, y la libertad en todos los 6rdenes.

2.10 Educacion y ensenanza en el siglo XIX

Desde el primer tercio del siglo, la educacion es objeto de legislacién por
parte de la Administracion; en 1813 se publica en Cadiz el Informe de la Junta
creada por la Regencia para proponer los medios de proceder al arreglo de los
diversos ramos de Instruccion Publica, mas conocido como Informe Quintana.
Durante el trienio liberal esta separacion se evidencia en las Actas de Cabildo
entre 1820 a 1823 y con el Reglamento de 1821 donde se recogen las ideas del
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informe Quintana. La educacion alcanza tal protagonismo en la vida real, que
llega a tener dedicada en exclusividad a este asunto una comisién municipal
denominada Educacién y establecimientos de instrucciéon y ciencia. Se separan de
esta forma los asuntos educativos de los benéficos que anteriormente figuraban
en la Comisién de Escuelas y Establecimientos Piadosos. Posteriormente se vuelven
a unir en la Comision de Beneficencia e Instruccién Pablica.

De forma general los nuevos conocimientos cientificos llegan a Espafia a
partir de 1835 gracias a las subvenciones que el Estado otorga a ciertos
personajes para realizar estudios en el extranjero y, en menor medida, a los
cientificos extranjeros que residieron temporalmente en Espafia (Vernet, 1998).

El estado liberal de Isabel Il pretende establecer un sistema educativo con
un control gubernamental y centralista. Sucesivos gobiernos legislan sobre la
educacion primaria. Asi ocurre con el Plan de Instruccion Primaria en 1838 y la ley
de Claudio Moyano en 1857, esta ultima regula todos los niveles educativos en
Espafna. Estas leyes clasifican las escuelas en elementales y superiores; en ellas
se establecen dos titulos distintos de maestro: elemental y superior. El Plan de
Instruccién Primaria preveia la creacion de Escuelas Normales en toda Espana; de
tal forma que en 1839 se crea la Escuela Normal Central, luego se siguen
creando en todas las provincias (Carrillo, 1996).

A lo largo de este periodo fueron reiteradas las ocasiones en que se regula
la ensefianza primaria; y se hace patente el celo en el control de los centros
universitarios. Las sucesivas reformas estan relacionadas con la intencion de
acentuar los aspectos utilitarios de la ensefanza. Después de muchas propuestas
y leyes que no se llevan a la practica o no se consolidan, es con la Ley Moyano
con la que se llega a un momento culminante en la regulacion de la educacién en
los niveles primarios y secundarios. Es claro que, todas la reformas del sistema
educativo efectuadas por los gobiernos liberales se orientan al apoyo del
desarrollo econdmico de la emergente sociedad burguesa (Vera, 1995).

De esta época es también el discurso pronunciado por D. Acisclo
Fernandez Vallin y Bustillo en 1857, con motivo de recibir la investidura de Doctor
en la Facultad de Filosofia, titulado: “ El estudio de las mateméticas es el mas general y
necesario como organizador de las cienciasy auxiliar de las demas ciencias.” .

Mediante el decreto del 2 de junio de 1873 se pretende dar un sentido
moderno a las facultades universitarias, diferenciandolas por su contenido
especifico (Moreno, 1988). De la Facultad de Ciencias se originan tres nuevas
titulaciones: Matematicas, Fisica y Quimica e Historia Natural. Una de las
innovaciones que aparecen es la creacion de asignaturas obligatorias y optativas
(Trigueros, 1996).
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Las libertades otorgadas durante el sexenio democratico permiten que las
bases de la educacion y la cultura establecidas durante este periodo puedan
continuar desarrollandose durante la Restauracién. Este ambiente propicio hizo
que el krausismo impulsara la educacion de la mujer. Los krausistas progresan en
el planteamiento de ideas sobre la metodologia de la ciencia y lo plasman en
diversos documentos, entre los que destaca especialmente el trabajo Sobre €l
concepto y division de la matemdtica. Introduccién a las bases para un sistema filosofico
de la matematica, publicado en 1876 (Peralta, 1999).

La libertad de ensefianza y la autonomia universitaria fueron aspectos de
gran importancia que fomentan e impulsan la discusion y el debate académico en
todos los ordenes en las distintas instituciones culturales. Este ambiente hizo
surgir el deseo de tener instituciones de ensefianza al margen de la universidad
oficial basadas en las ideas democraticas; de esta manera, se funda en 1876 la
Institucion Libre de Ensefianza.

En particular se suscitan debates relacionados con la ensefianza de las
matematicas; por una parte se discute la utilidad de esta disciplina, por otra parte,
hay una rivalidad entre las Facultades de Ciencias y las Escuelas de Ingenieros
sobre su ensefanza (Peralta, 1999).

Las matematicas y su ensefianza en la secundaria se beneficiaron con el
Plan de estudios del 16 de septiembre de 1894, pues se dividia esta segunda
ensenanza en dos partes: unos estudios de caracter general con una duracién de
cuatro afos y unos estudios preparatorios con una duracién de dos afos,
fomentando una profundizacion en las ciencias en general (Vea, 1995).

2.11 Matematicas

Estos dos siglos XVIII y XIX fueron uno de los periodos de mayor riqueza y
fecundidad en el desarrollo de las matematicas en Europa. Por ejemplo, los
matematicos europeos del siglo XVIII discuten y ensayan muchos procedimientos
para fundamentar el analisis infinitesimal. Este proceso de construccion y
conceptualizacién se reveld claramente en los afios veinte del siglo XIX, sobre
todo en los trabajos de Agustin-Luis Cauchy y en sus conferencias, que fueron
publicadas en: Curso de andlisis (1821), Resumen de conferencias sobre e calculo de
infinitesimales (1823) y Conferencias sobre aplicaciones del analisis a la geometria (dos
tomos 1826,1828).

El descubrimiento en los afios 1820-1830 por Lobachevski, Bolyai y Gauss
de los hechos fundamentales de la geometria hiperbdlica no euclideana y la
busqueda de sus interpretaciones en los afios 1860-1870, provocaron en el
sistema de las ciencias geométricas, transformaciones de caracter revolucionario.
El sistema de disciplinas que forman parte del andlisis matematico sufre en sus
fundamentos una muy profunda reconstruccién sobre la base de la creada teoria
de limites y la teoria del numero real. Junto a este desarrollo del analisis
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matematico clasico, se separan de él disciplinas matematicas independientes: la
teoria de ecuaciones diferenciales, la teoria de funciones de variable real y la
teoria de funciones de variable compleja.

En algebra hay que tener en cuenta los trabajos de Abel y Galois sobre la
resolucion de ecuaciones algebraicas en radicales. Ellos promueven a un primer
lugar, en el algebra, una serie de conceptos generales muy abstractos, entre los
cuales merece el primer lugar el concepto de grupo. El concepto de numero
entero es el ultimo que se establece formalmente, lo cual hace Hankel en 1867.
En la obra de Euler, Elementos de Algebra, escrita en 1770, encontramos las
condiciones formales de los enteros expresadas con el lenguaje de la época. Por
ello subrayamos que el concepto de numero entero estaba construido en la época
de la que nos ocupamos, pero tuvieron que transcurrir casi 100 afios para su
definitiva formalizacion.

Gracias al movimiento ilustrado, las ciencias, y con ellas las matematicas,
salen de los reductos cerrados de los investigadores y se difunden en circulos
mas amplios de personas interesadas por el conocimiento fundado y, en algunos
casos, se popularizan y pasan a ser parte del dominio publico. Pero sin lugar a
dudas, los dos aspectos mas destacados para las matematicas y su difusion en
Espafa en esta época, tienen que ver: en primer lugar, con la flexibilidad de la
censura hacia los textos matematicos, lo cual permite que las obras cientificas de
esta area lleguen mas facilmente a Espafia; en segundo lugar, con la publicacion
de los textos en castellano, dejando ya de lado las publicaciones en latin, lengua
reservada desde hacia mucho tiempo sdlo a la nobleza, al clero y a los eruditos.

2.11.1 Las Matematicas espaiolas: la universidad

Durante el reinado de Fernando VII se produce una disminucion en la
actividad cientifica considerable, que luego se intenta subsanar adoptando e
importando el modelo cientifico francés, justamente cuando la hegemonia
cientifica francesa empezaba a ser desplazada y sustituida por los avances
cientificos que se producian en Alemania, por lo que continla rezagada con
respecto al ambito cientifico europeo. Se intenta copiar el modelo francés de
educacién orientada a las ciencias aplicadas, para dar un gran impulso a las
escuelas de ingenieros en detrimento de las facultades de ciencias. Esta situacion
se justifica con el argumento de que los ingenieros dotarian al pais de
aplicaciones practicas, que ayudarian a la industrializacion y al desarrollo, tan
necesarios tras de la emancipacion de las colonias americanas. Pero la opcion
elegida implicé falta de promocion para la ciencia basica, en favor de la ciencia
aplicada que, dadas las condiciones, siempre tuvo una dependencia intelectual de
ideas y producciones extranjeras.

Como afirman Peset et al. (1978), uno de los aspectos que permiten
conocer los cambios en la ensefanza superior en la Espafa del XIX es la
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evolucion del profesorado en la Universidad. Esto se evidencia en el escalafon de
Catedraticos de Universidad. El primer listado data de 1851; aunque, como en
esta fecha no existian aun las Facultades de Ciencias, las asignaturas de
matematicas eran impartidas en la Facultad de Filosofia. Pues bien, en ese listado
tan solo figuran dos catedraticos de matematicas: Francisco Travesedo y Juan
Cortazar. En el nuevo escalafon del afio 1859, sdlo figura Cortazar, al jubilarse
Travesedo.

Como se puede apreciar, algunas de las figuras destacadas de la
matematica espafnola se hallaban alejadas de los ambitos universitarios, tal es el
caso de Benito Bails, José Mariano Vallejo, Juan de Odriozola, José Maria Rey y
Heredia y Jacinto Feliu. Esto se debe en gran medida a la falta de interés del
gobierno para dotar las plazas de profesores de matematicas, asi como a lo
inservible de los mecanismos utilizados para proveerlas (Peset et al, 1978).

Hacia el final del siglo XIX “ mientras que en Italia se estaban sentando las bases
del célculo tensorial, que congtituiria e fundamento matemético para la teoria de la
relatividad de Einstein, mientras que se estudiaban ya las geometrias riemannianas y
estaba apareciendo la topologia (analysis situs), aqui, salvo contadas excepciones, se
continuaba con la Geometria de muchos siglos atras’ (Martinez Naveria, 1998;
http://topologia.geomet.uv.es/naveira/DISCURSO.html); este retraso prevalecio aun en los
primeros anos del siglo XX. Es evidente que, durante ciertas etapas de la historia
espafnola, los poderes publicos olvidan tomar iniciativas para superar el retraso
cientifico; entre ellas, el apoyo a la ciencia basica y al desarrollo de los estudios
matematicos, lo que supuso un gravisimo dafio para Espafa (Martinez Naveira,
1998).

A finales del siglo XIX los estudios de matematicas sélo se podian cursar
en Espafia en tres universidades: Barcelona, Madrid y Zaragoza.

2.11.2 Produccioén de textos matematicos en Espaina

Muchos historiadores llaman al siglo XVIII el siglo de los traductores ya que
en gran medida los esfuerzos se dirigen a traducir las obras cientificas que se
producen continuamente en los paises vecinos. Los textos matematicos tienen
como destinatarios estudiantes y profesores de las Academias Militares,
Seminarios y Colegios Religiosos. Asi ocurre con los textos escritos por autores
espanoles, como ejemplo tenemos las obras de Pedro de Ulloa, Juan Ulloa,
Vicente Tosca, Jorge Juan, Thomas Cerda, Benito Bails y Juan Justo Garcia.

En general, podemos decir que la segunda mitad del siglo XVIII en Espafa
se caracteriza por el incremento en la publicacién de textos matematicos. Las
innovaciones en el conocimiento matematico espafol que se producen son
debidas en su mayoria a la formacion obtenida en el extranjero por académicos
que viajan a realizar estudios (e.g. Cerda, Ciscar, Bails, etc.).
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Sin embargo, en el siglo XIX las mencionadas escuelas de ingenieros
requieren de profesores con grandes conocimientos matematicos para asegurar
una ensefianza de gran calidad en estos centros. Aunque los matematicos que
imparten docencia en ellas no realizan aportaciones a la matematica en si misma,
si realizan un gran aporte a su ensefianza, pues elaboran completisimos textos y
manuales de matematicas, oxigenando de esta forma la bibliografia matematica
espafola, lo que permitié el abandono de las obras de Bails, Ciscar y Jorge Juan,
entre otros.

La figura matematica destacada del primer tercio del siglo XIX es, sin lugar
a dudas, José Mariano Vallejo, quien no solo publica obras de gran importancia, si
no que también orienta todos sus esfuerzos desde la Administracién en mejorar la
calidad de la ensefanza (Vernet, 1989; Hernanz, y Medrano, 1990; Gentil, 1999).
Pero, exceptuando las obras de Vallejo, de gran calidad y valor tanto matematico
como pedagogico, las primeras décadas del siglo XIX se caracterizan por la
escasa produccion de nuevos textos de matematicas por autores espafoles. Esta
carencia se intenta compensar importando o traduciendo obras, especialmente
francesas (por ejemplo las de Lacroix, Briot o Cirodde entre otras). Sin embargo,
este panorama empez6 a cambiar a partir del segundo tercio del siglo, en parte
por la labor de los profesores de las Escuelas de Ingenieros que hemos
comentado.

Otro hecho importante de la primera mitad del siglo XIX es el esfuerzo para
introducir y establecer el sistema métrico decimal en Espafia. Se habian realizado
varios intentos para unificar las medidas del reino, pero una tras otro fracasaban.
El auge y apoyo recibido por distintas naciones al sistema métrico decimal
implantado en la vecina Francia apuntaba a que éste debia ser el apropiado para
utilizarlo el reino espanol; sin embargo, es sélo bajo el reinado de Isabel Il cuando
se introduce por la ley de 19 de julio de 1849. Su implantacion no fue nada facil;
ésto se evidencia tras las distintas prérrogas que se dieron a dicha ley.
Finalmente es el decreto de 14 de febrero de 1879 el que la hace obligatoria. A
partir de esta ley, surgen manuales dedicados a ensenar el sistema métrico
decimal; otros manuales generales de aritmética incluyen un capitulo dedicado a
ello. Al parecer hay conciencia de la importancia para el desarrollo tecnoldgico y
comercial que conlleva la unificacién de pesos y medidas en el territorio espafiol
con el sistema utilizado por sus paises vecinos.

En 1851 en el concurso de textos para la segunda ensefianza, fueron
aprobados los siguientes: Elementos de Mateméticas, Tratado de Aritmética, Algebra,
Geometria, Trigonometria y Topografia de Cortazar, Curso completo de matematicas de
Odriozola, Tratado elemental de mateméticas de Vallejo. Llama la atencién el caso de
Cortazar como autor de textos de gran calidad, dada la acogida que tenian; a
modo de ejemplo vemos que su tratado de Aritmética tuvo su 12 edicién en 1846 y
se llegd hasta la 452 edicion en 1923; su tratado de Trigonometria, cuya 12 edicién
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es de 1848 y la 242 edicidén fue del 1925. Esta permanencia es un indicador de
que sus textos tenian cierta calidad y ofrecian una ensefianza comprensible de
contenidos necesarios y basicos, pero también muestra los escasos esfuerzos
innovadores de la administracion educativa y el escaso interés profesional por las
nuevas ideas.

En este periodo Romantico surgen muchos autores de manuales
matematicos; entre ellos: José Ponce de Ledn (1799-1852), Francisco Trevesedo
(1786-1861), José de Odriozola y Onativa (1785-1864), Alberto Lista (1775-1848),
Acisclo Fernandez Vallin, José Maria Rey y Heredia, Juan Cortazar, José Oriol y
Bernadet (1811-1860), Antonio Guillén y de Suarez (1807-1861), Pedro Manuel
Navarro, Agustin Gémez de Santa Maria, Jacinto Feliu de la Pefia, José Maria
Fernandez y Cardin, Felipe Picatoste y Rodriguez, Bernardino Sanchez Vidal,
Ambrosio Moya de la Torre y Luciano Navarro e lzquierdo. Son traducidas las
obras de Silvestre F. Lacroix, Carlos Augusto Briot, P. L. Cirodde y Pedro Luis M?
Bourdon; se continuan reeditando las obras de Gabriel Ciscar y Juan Justo Garcia
aunque ya, en menor medida. Algunos otros matematicos espafoles de principio
de la época fueron: Pérez del Rivero, Alemany, Hinojosa, y Sanchez Cerquero.
Vea (1995) destaca la aportacién del libro de texto de matematicas tanto en la
divulgacién del conocimiento como en la modernizacion de la educacion.

En el ultimo tercio del siglo XIX, los autores mas destacados de textos
matematicos son: Manuel Benitez y Parodi, Miguel Ortega y Sala, Antonio Terry y
Rivas, Eugenio de Angulo, Jacinto Ros, Carlos Botello del Castillo, Manuel Burillo
de Santiago, Luis Garcia Gonzalez, Marcelino Gavillan y Reyes, Antonio de
lturralbe, Tomas Mallo Lépez, Santiago Moreno, José Ceruelo y Obispo, Eusebio
Sanchez Ramos, Ramén de Bajo e Ibanez, y Teodoro Sabras y Causapé. Como
se aprecia, este siglo es muy abundante en autores espafoles de textos
matematicos.

Peset et al. (1978) realizan un analisis comparativo entre algunos textos
matematicos espafioles y franceses del siglo XIX; en él hallan que, en los textos
de segunda ensefianza, los temas estan tratados casi exhaustivamente en ambos
y no habia apenas diferencias; pero, en los de ensefanza superior, si hay
diferencias significativas. Al comparar el texto Teoria algebraica elemental de las
cantidades que varian por incrementos positivos o0 negativos de sus variables
componentes, o sea, Calculo diferencial e integral de Garcia San Pedro editado en
Madrid en 1828, con el texto Elementos de Calculo diferencial e integral de Jean-
Louis Boucharlat, traducido por G. del Campo de la cuarta edicion francesa y
publicado en Madrid en 1830, concluyen que el texto de San Pedro es
especulador e inutil, mientras que el texto francés es didactico y breve. Cuando
comparan el Tratado de Algebra Elemental de Cortazar con los Elementos de Algebra
de Bourdon, opinan que el texto espafol, aunque sigue el modelo franceés, se
centra en casos particulares alejandose de resolver la generalidad de los
problemas, asi mismo, indican que el primero es esquematico y falto de
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coherencia, mientras que el francés es deductivo, donde cada parte es
consecuencia de la anterior.

Todo esto nos lleva a determinar que, aunque los autores de textos
matematicos espafoles tienen conocimientos al mismo nivel que los franceses,
hay diferencias apreciables en funcion del método utilizado para presentar los
contenidos, es decir, la diferencia es de naturaleza didactico- pedagdgica.

Tal como se ha indicado, el interés por la difusion de las matematicas no
estuvo a la par con la construccion de nuevos conocimientos matematicos por
parte de los matematicos espafoles de la época; quienes, aunque estan al tanto
de los ultimos avances, no producen nuevos conocimientos.

Uno de los rasgos mas significativos del sistema educativo espafiol es la
implementacion de la ensefanza de las matematicas en los distintos niveles
educativos (primaria, secundaria y universidad), a través de una legislacion para
todo el territorio nacional, con unos conocimientos matematicos comunes para
todos los alumnos. Estas directrices fueron incorporando los nuevos
conocimientos matematicos en los libros de textos, dirigidos a un publico escolar
definido segun el nivel educativo que se pretendia cursar.

En la segunda mitad del siglo XIX destacan personajes como José
Echegaray, ingeniero, académico, politico y ministro, quien aporta ideas
renovadoras en geometria y fisica matematica. También sobresalen Eduardo
Torroja Caballé, Juan Jacobo Duran Loriga y Eulogio Jiménez.

Merece mencién la participacion de matematicos espanoles en
conferencias y organismos internacionales, como es el caso de Zoel Garcia de
Galdeano y Yanguas quien es, sin lugar a dudas, la personalidad matematica mas
destacada de este periodo y, al que se le deben grandes esfuerzos para
conseguir la modernizacion de las matematicas espafolas. Fue un fecundo autor
de textos y articulos y fundador en 1891, de la primera revista de Matematicas de
Espana: El progreso matematico.

2.12 Balance

Nada de lo referido es ajeno para el correcto uso e interpretacion de las
fuentes de datos utilizadas en nuestro estudio: los textos de matematicas. El
periodo histérico contemplado se ha presentado en unas etapas diferenciadas,
que muestran un visién de conjunto y proporcionan cierta légica al transcurso de
los dos siglos considerados, al menos desde los intereses del trabajo que nos
ocupa, y que desarrollan las conclusiones provisionales del estudio piloto ya
realizado (Maz, 2000). Las reflexiones llevadas a cabo tienen por finalidad servir
de referencia y ayudar en el anadlisis de los textos que sostienen esta
investigacion.
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Los autores de los textos que consideramos en este estudio tienen una
significacion intelectual, politica y social especifica en el momento historico en el
que llevan a cabo su trabajo; estan implicados en instituciones culturales,
académicas y educativas; se encuentran comprometidos con un sistema de ideas
predominante en su época y participan de la produccion y transmision de nuevas
teorias matematicas, que quedan reflejadas en las obras de las que son autores.

Al comenzar el capitulo nos planteamos algunas cuestiones, entre las que
estan: mostrar, mediante el analisis historico-critico, las distintas nociones de
numero, cantidad, cantidad negativa, orden y operacion que intervienen y
conviven en las distintas construcciones de los numero negativos, y realizar un
analisis del tratamiento didactico de los numeros negativos en los libros de texto
espanoles de los siglos XVIII y XIX, destacando las conexiones entre fendmenos,
conceptos, modelos y problemas. Es claro que sin un conocimiento de las ideas y
de la cultura de la época, de sus organizaciones intelectuales, no es posible hacer
tales interpretaciones.

Es por esto por lo que nos ha parecido esencial para el desarrollo de este
trabajo y para la correcta comprension de cada uno de los textos analizados, la
caracterizacion social, politica, institucional, filosofica, educativa, intelectual y
matematica de los autores considerados y de la época en la que realizaron su
obra. Para ello es para lo que hemos realizado una revision del contexto histérico,
cientifico y educativo en la Espafia de los siglos XVIII y XIX, que queda reflejado
en este capitulo.
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CAPITULO 3: Disefio de la Investigacion

PRESENTACION

Es un hecho que en la actualidad las ciencias sociales y humanas, entre
las que se encuentran las ciencias de la educacioén, a las cuales pertenece la
Educacion Matematica, han llevado a cabo procesos de interrelacion mediante
los cuales métodos y conceptos desarrollados en una de las éareas de
conocimiento son aplicados en otras. Esto ocurre especialmente en las
disciplinas educativas; y se produce porque la educacidn es un campo
multidisciplinar, y cada disciplina trae al campo general de estudio sus teorias e
incluso sus métodos especificos. De este modo, la Educacion Matematica es
concebible “como un sector del campo disciplinar determinado por la educacion
general: una zona en la que precipita la matematica, como disciplina directriz, mas que
otras muchas disciplinas <partenaires>" (Fernandez Cano, 1995; p. 51).

Dentro de las propuestas metodologicas no empiricas a las que se recurre
para la investigacion en Educacién Matematica estan, por una parte, los métodos
histéricos, dado que su “interés por e pasado puede permitirnos que no repitamos
errores pretéritos” (Fernandez Cano, 1995; p. 61) y, por otro lado, el analisis del
contenido.

Por lo tanto, es pertinente hablar de la aplicacion de diversos métodos al
estudio histérico; pues, como afirma Tiana (1988), las técnicas y modos
concretos de actuar varian considerablemente en funcion de los objetivos del
estudio, de su especificidad y de la restriccion del ambito de la investigacion.

Tomando en consideracidon que la investigacion descriptiva “trata de
describir un conjunto concreto de fendmenos en un momento determinado” (Fox, 1981;
p. 477) el estudio aqui presentado se enmarca en estos métodos de investigacion
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descriptivos (Bisquerra, 1989; Cohen y Manion, 1989; Fox, 1981; Van Dalen y
Meyer, 1981) y, especificamente, en la investigacion histérica, puesto que ésta
“es un tipo especial de investigacién descriptiva. Utiliza fundamental mente metodologia
cualitativa” (Bisquerra, 1989; p. 65) y “ caracteriza a la investigacion orientada hacia
el pasado que trata de aclarar un problema de interés actual mediante un estudio
intensivo de materiales ya existentes’ (Fox, 1981; p. 459). En consecuencia, a los
interrogantes que plantea esta investigacion, sobre la evolucién del concepto de
numero negativo en una época historica determinada a través del analisis de
textos de matematicas antiguos, es claro que la metodologia y método escogidos
deben ser los adecuados para realizar este tipo de estudios.

Tomando como modelo las fases propuestas por Ruiz Berrio (1997) para
realizar una investigacion histérica, éstas se han matizado y adaptado para el
presente estudio, y son:

. Planteamiento de la investigacion.

. Tipo de investigacion.

. Objetivos

. Hipotesis.

. Seleccién de las fuentes documentales.

. Criterios para el analisis de la documentacién.
. Interpretacion de los hallazgos.

. Construccion de la sintesis explicativa.

0O~NO OV WDN -

Como afirman Van Dalen y Meyer (1981), no siempre estas etapas en el
proceso de investigacion son independientes unas de otras, o deben ser
consideradas como fases sucesivas inmutables, puesto que se realizan muchos
ciclos o bucles a medida que aparece nueva informacion o documentacion. A
continuacion se presenta el desarrollo de los seis primeros pasos.

3.1 Planteamiento de la investigacion

3.1.1 Ciencia y matematicas en Espaia en los siglos XVIIl y XIX

Como hemos visto en el Apartado 1.3, con anterioridad a la formalizacién
de los numeros enteros (Z) en el siglo XIX, la confusion entre los numeros
naturales relativos (N;) y los numeros enteros (Z) se podia detectar en las
publicaciones de matematicos profesionales. Glaeser (1981) selecciona algunos
matematicos relevantes y muestra qué tipos de limitaciones tenian en su
conceptualizacion de los numeros negativos (Apartado 1.4.1).

A finales del siglo XVIII, en Europa el conocimiento cientifico se habia
desarrollado extraordinariamente. Surgen los nombres de Lavoisier, Ritcher,
Coulomb y Celsius entre otros muchos. Se enuncian leyes en quimica vy fisica;
junto a ellas también florece la matematica de la mano de Euler, Lagrange,
D Alambert, Monge, por citar solo unos cuantos. Mientras tanto, el atraso de las
matematicas espafolas se debia, entre otras causas, al pobre estado en que se
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encontraban las universidades: aun de tipo medieval y de caracter eclesiastico.
Esto lo evidencia Fray Benito Jerénimo Feijoo en la carta titulada Causas del atraso
que se padece en Espafia en orden a las ciencias naturales, y el Marqués de la
Ensenada quien, en 1748, se lo expresa al rey Fernando VI. Como hemos visto
en el Apartado 2.6 las deficiencias de las universidades tenian que ver con la
ensefianza memoristica, textos anticuados e interés primordial por disciplinas
como derecho, teologia y filosofia en detrimento de las matematicas y las
ciencias (Peralta, 1999).

Esta situacion de bloqueo y de decadencia cientifica en Espafia, que se
arrastraba desde finales del siglo XVI, segun hemos detallado en el Apartado 2.2,
la ilustra ampliamente Arenzana (1987), indicando que el momento de cambio
debid esperar a la aparicion de los “novatores” a finales del siglo XVIl y a la
penetracion de corrientes antiaristotélicas desde Francia e lItalia durante esos
anos.

A comienzos del siglo XVIII se fundan en Espafia dos instituciones: la
Academia de Artilleria de Barcelona (1736) y el Seminario de Nobles de Madrid
(1716), que prepararon el resurgimiento de la matematica espafnola, Apartado
2.4.1. Entre tanto, el Colegio Imperial sélo presenta una serie de nombres de
tercer orden (Vernet, 1998), como Manuel de Campos, Pedro Fresneda, Carlos
Reguera, Juan Ubingen y Gaspar Alvarez.

La incorporacion de Espafa al movimiento cientifico internacional tiene un
momento culminante en la colaboracion de Espafa con Francia en la medicién
del meridiano que pasa por Dunquerque y Barcelona, la participacion de Gabriel
Ciscar en la reuniones para instaurar el sistema métrico decimal y la
incorporacion de matematicos, astronomos y cartografos en la expedicion al Peru
para realizar mediciones en el Ecuador y Peru (1748). Destacan, al final del siglo
XVIII, Jorge Juan, Gabriel Ciscar y Benito Bails. Se empieza a difundir en estos
afnos el calculo y las matematicas que desarrollan los matematicos franceses.
Prolifera la redaccion de libros y la actualizacion de conocimientos.

El siglo XIX llega con la revolucion industrial y los adelantos conseguidos,
entre otros, por Pasteur, Mendel, Nobel, Young, Ampére en biologia, quimica y
fisica. Las matematicas encauzan todos sus esfuerzos hacia la obtencién de una
generalizacién y fundamentaciéon. Muchas ideas y conceptos no estan totalmente
definidos y aun se recurre a la intuicion. Los numeros complejos, imaginarios,
negativos y las geometrias no euclideas son objeto de rigurosos estudios. Surgen
figuras de la talla de Gauss, Cauchy, Steiner, Riemann, Hankel, Frege y Peano,
por mencionar algunos.

En Espafia se traducen los textos de Lacroix, Briot y Bourdon. Se

continuan utilizando los textos de Bails hasta bastante entrado el siglo XIX.
Surgen matematicos como Alberto Lista, Mariano Vallejo, Juan Cortazar, Acisclo
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Fernandez Vallin y Bustillo, Jacinto Feliu, Zoel Garcia de Galdeano, y Juan Justo
Garcia, entre otros, los cuales escribieron y tradujeron textos tanto de divulgacion
matematica como de ensefianza.

Vemos que los siglos XVIIl y XIX son una etapa de transicion para la
consolidacion del concepto de numero entero. Asi, hemos visto en el Apartado
1.3.3 que Euler, en sus Elements of dlgebra (1770), domina la estructura aditiva de
los enteros; pero no es hasta 1867 cuando el aleman Herman Hankel, en su obra
Teoria del sistema de los nimeros complejos sefiala que la condicion para construir
una aritmética universal no es considerar a los numeros como magnitudes
intuitivas geomeétricas, sino como estructuras intelectuales (Arguelles, 1989),
formalizando la estructura del conjunto Z por medio del principio de permanencia
de las leyes formales. Con este concepto enuncié como en toda ampliacion del
concepto de numero deben conservarse las leyes formales (conmutativa,
asociativa, etc.) de las operaciones aritméticas (Hankel, 1867).

En el capitulo 2 hemos mostrado de manera amplia el entorno social,
cientifico y educativo de la época en Espania.

3.1.2 Nociones de numero y de cantidad

En una investigacion previa (Maz, 2000; Maz & Rico, 2001), se identifican
diversas nociones del concepto de numero y del concepto de cantidad asi como
variadas consideraciones sobre la nocion de cantidad positiva y cantidad negativa
en libros escritos por autores esparoles durante los siglos XVIII y XIX.

Asi, detectamos en el estudio piloto cuatro nociones distintas de numero:

“Nocién euclidea, que corresponde a la segunda definicion del libro séptimo
de los Elementos: ‘NUmero es una pluralidad compuesta de unidades’, en la
que la agrupacion de unidades u objetos discretos genera el nimero.

NUumero como relacion, donde los niumeros son las relaciones que se
establecen entre una cantidad con otra o varias cantidades. Newton enuncia
gue un numero es ‘una relacion abstracta de una cantidad cualesguiera a
otra de la misma especie que se toma como unidad’. Esta nocion incluye la
relacion entre magnitudes continuas.

Objeto algebraico. En este caso el nimero es un ente que pertenece a un
sistema formal y que esta sometido a unas reglas; € numero hace parte de
una estructura algebraica.

Cardinal o preconjuntista, donde el nimero denota una coleccién de objetos
o hechos de una misma naturaleza reunidos en un conjunto” (Maz, 2000;
pp. 192-193).

Igualmente, encontramos en los autores analizados en el estudio piloto

(Maz, 2000; pp.194-195) y en el estudio realizado en el Apartado 1.3.1, cinco
nociones distintas de cantidad:
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“ Aristotélica: cantidad es aquello de lo que se dice tanto que es igual como
gue es desigual; se dice que posee cantidad lo que es divisible en partes
internas, unasy determinadas, es decir, |0 que se puede medir o contar.

Empirista: la cantidad expresa relacion entre magnitudes y debe tener
correspondencia empirica. Se identifica la nocion de cantidad con la de
magnitud fisica.

Fenoménica: Se trata de la nocion planteada por Kant cuando realiza la
fundamentacion fenoménica de las magnitudes negativas. Esta
fundamentacion tiene caracter relativo y permite el estudio matematico de los
negativos mediante |os nimeros naturales relativos.

Euleriana: Expresa que cantidad es todo |o que es suceptible de aumento o
disminucién. Por influencia de las ideas de Kant, incluye tanto las
magnitudes extensivas como las intensivas. Tiene amplia difusion en los
siglos XVII1 y XIX.

Positivista: surge a partir de la critica de la nocion anterior. Esta nocion
asume sblo las cantidades extensivas, que son comparables de modo preciso
con las de su misma especie. Conte, en Filosofia Positivista, plantea esta
critica y actualizacion de la nocién de cantidad” .

Nos proponemos revisar parcialmente estas nociones, de acuerdo con el
nuevo estudio de autores realizado.

En el Apartado 1.3.2 vimos las nociones de cantidad negativa detectadas
en los matematicos de esta época, que ya habiamos reconocido en el estudio
piloto (Maz, 2000; pp. 197-198):

“Cantidades adjetivadas: Se deja a la conveniencia de quien manipula las
cantidades para determinar su cualidad de positiva o negativa. Indican el
sentido en que deben considerarse las cantidades.

Cantidades falsas: cuando sirven para justificar la existencia de soluciones
negativas en una ecuacion, interpretan los valores negativos como raices a la
izquierda de 0, a los que llaman “falsos” o “menores que nada”.

Cantidades absurdas: rechazan su existencia y no se proponen encontrar
significado a estas cantidades ;jComo pueden tener existencia unas
cantidades que son menores que cero? ;Como, luego de quitar todo aquello
susceptible de quitarse, se pueda aun sustraer algo mads?

Resultado de operaciones y cdlculos aritméticos: las cantidades negativas
surgen a partir de algoritmos para resolver problemas y, cuando aparecen
estas cantidades negativas, se recurre a la reinterpretacion de los resultados
para dar sentido a tales soluciones.

Magnitudes negativas: se presentan cuando se reconoce el caracter

relacional de cantidades positivas y negativas para algunas magnitudes, a
partir de un tratamiento aritmético. Se establece la existencia real de las
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cantidades negativas en relacion con las cantidades positivas
correspondientes.

Entidades de naturaleza dual (aritmética-algebraica): las cantidades
negativas surgen de sustracciones donde el minuendo es menor que el
sustraendo. Con las operaciones aritméticas las cantidades se consideran
opuestas, mientras que bajo las leyes formales propias del dlgebra surgen los
numeros enteros.

Estatus algebraico: se considera que el tratamiento de las cantidades
negativas esta asociado al algebra.”

Se encontraron tres tipos diferentes de representaciones: Numéricas,
Graficas y Algebraicas (Maz, 2000; pp. 199-200).

También se identificaron cuatro tipos de relaciones de orden en las
cantidades negativas (Maz, 2000; pp. 203-204):

Orden en las cantidades negativas respecto a cero.

. Orden en las cantidades negativas sin tomar en consideracion a cero.

3. Orden en las cantidades positivas y negativas, pero sin establecer
comparaciones entre ellas.

4. Orden total de los enteros.

N —

Con respecto a la caracterizacion de los numeros naturales relativos con
las diferencias logico-formales entre Z y N, de Gonzalez Mari, presentadas en
Apartado 1.5 de esta memoria, se hall6 evidencia total de la presencia de los
nuameros naturales relativos en algunos textos (e.g., Elementos matematicos de
Pedro de Ulloa), mientras que en otros no detectamos ninguna de las diferencias
mencionadas (e.g., Tratado elemental de mateméaticas. Tomo Il. Algebra, de Jacinto
Felit). Es decir, durante los siglos XVIIl y XIX observamos la presencia en libros
de texto de matematicas esparoles de los conceptos de numero natural relativo y
de numero entero, con ocasién de presentar y estudiar los numeros negativos.

Nos proponemos en esta investigacion revisar y actualizar los resultados
del estudio piloto relativos a los conceptos, relaciones e identificaciones
mencionados.

3.1.3 Periodos historicos

Con el proposito de realizar una adecuada contextualizacion cientifico-
académica, se han establecido cuatro periodos historicos diferentes, cada uno de
los cuales tiene interés social, politico e intelectual. Asimismo estos periodos
serviran para seleccionar y agrupar los textos en forma equilibrada para su
estudio. Estos periodos son:

e PERIODO 1: Consolidacién de los primeros Borbones en Espafia (1700 -
1767). Periodo de influencia jesuita.
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e PERIODO 2: Desde Carlos lll a la restauracion de Fernando VII (1768 -
1814). Periodo de la llustracion.

¢ PERIODO 3: Desde la restauracion de Fernando VIl hasta la Primera
Republica (1815 - 1874). Periodo Romantico.

e PERIODO 4: Desde el fin del sexenio democratico hasta el inicio del siglo
XX (1875 - 1900). Periodo de la Restauracion.

Los hallazgos anteriores y la posibilidad de analizar un mayor numero de
textos por cada uno de los cuatro periodos historicos escogidos nos condujo a
una serie de interrogantes, ya planteados en el Apartado 1.11 de esta memoria.

3.1.4 Problema de investigacion

Como se ha manifestado en el Apartado 1.10, en este estudio interesa
conocer cual fue la presencia y difusién del concepto de numero negativo y qué
tratamiento tuvo en los manuales de aritmética y algebra utilizados en Espafa
durante los siglos XVIIl y XIX e identificar qué ideas matematicas de la época lo
sustentaban, dada la importancia de este momento historico en la aceptacion de
los numeros negativos y en la formalizacion de los enteros como estructura
numeérica, tal como se ha puesto de manifiesto en el Capitulo 1, en el Apartado
1.3, y que hemos recordado en el Apartado 3.1.1. Es claro que ese conocimiento
no se produce de manera aislada, sino que esta influenciado por el contexto
social y académico de la época en Espafa, por ello se hace necesaria su
descripcion, como se ha indicado en el Capitulo 2. Este tema tiene importancia
por cuanto continua una linea que se abridé dentro del grupo de Investigacion
Pensamiento Numérico y Algebraico, a raiz de la tesis doctoral E/ Campo
Conceptual de los Numeros Naturales Relativos realizada por José Luis Gonzalez
Mari (1995).

La caracterizacion de los numeros negativos en los libros de texto se
llevara a cabo mediante un analisis de dichos libros relativo a los conceptos de
numero, cantidad, cantidad negativa, relacion de orden y operaciones entre
numeros. Dicho analisis se realizara mediante analisis conceptual de las
nociones basicas junto con un analisis de contenido relativo al estudio de
propiedades de la estructura presentada, de los sistemas de representaciéon
utilizados, de los fendmenos que sustentan las cantidades negativas, los
problemas que se plantean y resuelven y las aplicaciones que tienen en cada
caso.

Para establecer cual fue el conocimiento que tuvieron los matematicos
espanoles sobre los numeros negativos, vamos a utilizar también las cinco
diferencias logico-formales, tanto ordinales como algebraicas (Apartado 1.5.1)
que plantea Gonzalez Mari (1995) asi como el uso que se hace de las
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situaciones relativas y de las situaciones enteras para presentar estos conceptos
y dotarles de significado. Asi mismo, podremos evaluar la mencionada conjetura
de Gonzalez Mari (1995), verificando la presencia de los numeros naturales
relativos (N;) en los manuales espafnoles de matematicas de los siglos XVIII y XIX
y poniendo a prueba la utilidad de los criterios y diferencias de Gonzalez Mari
para llevar a cabo un estudio de tipo historico critico sobre el numero negativo.

Con caracter complementario trataremos de identificar, cuando ello sea
posible, la presencia de los Obstaculos epistemolégicos de Glaeser (Apartado
1.4.1) y de los Obstaculos de Schubring (Apartado 1.4.2) en los autores objeto de
este estudio.

Los aspectos generales a los que nuestro estudio pretende responder son:

¢Las variadas ideas sobre negatividad, numero negativo o cantidad
negativa en los manuales espafnoles de matematicas de los siglos XVIII y XIX
presentan indicios de la presencia de los numeros naturales relativos?

¢, Cuales son las propiedades de la estructura algebraica que sustenta a los
numeros negativos en cada manual de matematicas de estos afos?

¢Cuales son las caracteristicas de las situaciones que sirven para
introducir y justificar los numeros negativos?

Para responder a estos interrogantes nos proponemos realizar un analisis
conceptual y de contenido del tratamiento dado a los numeros negativos en los
libros de matematicas espafoles de los siglos XVIII y XIX. Consideramos que el
analisis de contenido basado en la estructura conceptual, el analisis
fenomenoldgico, los sistemas de representacién y los procesos de modelizacion
para la resolucién de problemas, junto con la aplicacion de las técnicas del
analisis historico-critico, permiten caracterizar la evolucién del concepto de
numero relativo hacia el concepto de numero entero.

Se investigara sobre una seleccion de manuales y tratados de matematicas
redactados por matematicos espanoles de estos dos siglos y que tuvieron gran
difusién y utilizacion en la ensefianza espafola de la época. Trataremos de
determinar el tipo de numero negativo que se presenta y transmite y el
planteamiento didactico que hacen los distintos autores al explicar el concepto de
numero negativo en cada uno de los libros que se analiza. De este modo
dispondremos de indicadores para establecer el conocimiento matematico y
didactico en el campo del algebra y de las estructuras numéricas de los autores
de textos matematicos esparnioles de esta época.

86



Alexander Maz Machado

3.2 Objetivos

Esta investigacion pretende abordar algunas de las perspectivas que se

dejaron abiertas y planteadas en la memoria de tercer ciclo (Maz, 2000). Aqui,
proponemos los siguientes objetivos generales de investigacion:

O1: Caracterizar el entorno social, cultural, cientifico y académico en que
se ubican los matematicos espafoles autores de libros de texto en los
siglos XVIIl 'y XIX.

O2: Establecer el tratamiento dado a los numeros negativos en textos
publicados en Espafia durante los siglos XVIII y XIX, mediante su analisis
conceptual y de contenido.

O3: Falsar la conjetura de Gonzalez Mari sobre la presencia de dos
estructuras formales para presentar el concepto de numero negativo en los
libros de texto de matematicas con manuales de estos siglos.

El primer objetivo se desglosa en los siguientes objetivos especificos:

O1,: Identificar los presupuestos sociales, politicos e institucionales de
cada uno de los autores estudiados, que los ubican en su época.

O1,: Identificar los presupuestos filosoficos, intelectuales, educativos y
matematicos de cada uno de los autores estudiados.

O1;: Identificar documentos, textos y autores que influyeron en los autores
espanoles de textos matematicos de este periodo.

El segundo objetivo se desglosa en los siguientes objetivos especificos:

02,: Caracterizar el tratamiento y desarrollo de los conceptos de cantidad,
cantidad negativa, numero y numero entero en Espafa, mediante un
analisis conceptual basado en técnicas histérico-criticas.

02,: Caracterizar la estructura algebraica establecida para los numeros
negativos en cada autor.

02;: Identificar los fendmenos, contextos y situaciones utilizados para
presentar las cantidades y numeros negativos en los textos en este
periodo.

02,: Identificar y enumerar los tipos de representaciones utilizadas.

02;: Caracterizar los problemas y procesos de modelizacion manejados en
las aplicaciones de los diferentes conceptos de numero negativo,
detectados en los textos analizados.

El tercer objetivo se desglosa en los siguientes objetivos especificos:
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e 03,: Establecer las diferencias l6gico-formales entre los numeros enteros y
los numeros naturales relativos, de acuerdo con los hallazgos obtenidos en
caracterizaciones hechas en investigaciones previas.

e 03, Establecer el tipo de estructura algebraica y estructura de orden
utilizada para los numeros negativos en los libros de matematicas en
Espafa en los siglos XVIII 'y XIX.

3.3 Tipo de Investigacion

Tanto lo expresado en el marco tedrico, como la revision de la literatura
hecha sobre metodologia de la investigacion (Bisquerra, 1989; Cohen y Manion,
1989; Fox, 1981; Gall et al, 1996; Van Dalen y Meyer, 1981) nos han llevado a
considerar que el modelo de investigacion histérico-epistemologica es el
adecuado para abordar el problema (Apartados 1.7 y 1.8). Utilizaremos dos
métodos: uno es el analisis histérico-critico (Apartado 1.8) y el otro es el analisis
de contenido (Apartado 1.9).

El desarrollo de este apartado permite determinar qué fuentes seran las
mas adecuadas para realizar la investigacion.

3.3.1 Analisis histérico-critico

Como se ha explicado en el Apartado 1.8, el analisis historico-critico
estudia la evolucion del conocimiento cientifico en sus aspectos historicos,
conceptuales y culturales y se convierte en uno de los métodos, quiza el mas
caracteristico, de la epistemologia genética; por tal razén, utilizaremos esta
técnica para analizar el significado de los conceptos que aparecen en los libros
de texto espafoles seleccionados para el estudio, estableciendo sus referencias
principales.

Este analisis permite interpretar los fundamentos filoséficos de los
contenidos y sirve para entender las ideas y conceptos matematicos que se
presentan; de este modo se podran relacionar los contenidos con las ideas
matematicas de la época y conectarlos con los movimientos educativos, las
corrientes politicas y, en general, con el contexto espafol de la época. Para ello
se utilizara la informacion del Capitulo 2 asociandola con el analisis que se
realiza en los Capitulos 4, 5, 6 y 7 por medio de los criterios que se establecen en
el Apartado 3.6.

3.3.2 Analisis de contenido

Como se ha explicado en el apartado 1.9, el analisis de contenido en esta
investigacion se centra en las ideas que se expresan y reflejan en un texto dado
teniendo en cuenta su caracter didactico, por ello se utiliza en muchos casos
como complemento a la investigacion historica.

Nosotros realizaremos un analisis de contenido fijando la atencién en los
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aspectos relacionados con la estructura conceptual, la fenomenologia y los
sistemas de representacion utilizados para los numeros negativos; trataremos,
de, a partir de este triple analisis, identificar y comprender los diferentes
significados asignados a los negativos para su tratamiento didactico en el periodo
histérico comprendido entre los siglos XVIII y XIX en Espafa. Tomaremos en
consideracion las estrategias recomendadas por Gémez (2002) y Sierra (1999)
explicadas en el marco tedrico, para llevar a cabo un analisis de contenido (ver
apartado 1.9).

En esta investigacion, la importancia y complementariedad del analisis de
contenido con el método histoérico-critico tiene validez si consideramos lo que
Piaget (1975) opina: “ & método historico-critico no basta para todo” pues “ descuida
con frecuencia las consideraciones de formalizacion” (Piaget, 1979); de tal forma que,
si realizasemos tan solo el analisis critico, obtendriamos una asociacion entre los
conceptos matematicos (los numeros enteros) respecto a las ideas cientificas y
culturales de la época; pero esto no arrojaria claridad sobre el tratamiento
didactico de los conceptos, sus significados e interrelacion con otros conceptos,
asi es que se hace necesario utilizar un segundo meétodo para el aspecto
epistemologico y didactico, siendo este método el analisis de contenido,
enfatizando en el estudio qué conceptos se manejaban, cuales procedimientos se
utilizaban, qué modos de representacién se tomaban, cual era la fenomenologia
presente que les dotaba de significado y cuales los problemas para cuya solucién
se presentaban y aplicaban los conceptos estudiados.

3.3.3 Objetivos del estudio histoérico de textos

El uso original de textos como material histérico para obtener nuevos
puntos de vista sobre los problemas, situaciones y ambientes intelectuales que
llevaron a la génesis de conceptos matematicos, enfocando su estudio como
alternativa para comprender algunas situaciones educativas actuales a la luz de
esos hallazgos, ha tomado gran auge entre la comunidad de investigadores en
Educacién Matematica (e.g. Dennis, 2000; Fauvel & van Maanen, 2000;
Freudenthal, 1987; Friedelmeyer, 1998; Gallardo, 1994; Gémez, 2001).

Por tanto, como afirma Schubring (1987), los libros de texto estimulan el
estudio del contexto social, del conocimiento escolar y del funcionamiento del
sistema para la transmision del conocimiento.

También es manifiesta la importancia de tal estudio de textos cuando lo
que se pretende es interpretar fendmenos didacticos que tienen relacién con los
procesos de ensefianza-aprendizaje. Estos fenOmenos pueden estar asociados
por ejemplo, con representaciones, concepciones o aplicaciones, entre otros.

Por las razones expuestas, asi como por lo explicado en el Apartado 1.6,

en esta investigacion utilizamos como poblacion de estudio textos de
matematicas espanoles de los siglos XVIII y XIX. En el Apartado 3.5 explicamos
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mas ampliamente este aspecto.

3.3.4. Otras caracteristicas del estudio

Para realizar la clasificacion de la modalidad de la investigacion y situacion
con respecto a los paradigmas convencionales, utilizaremos la clasificacion que
propone Bisquerra (1989; pp. 64-68), la cual presentamos a continuacion:

Segun el proceso formal utilizamos el razonamiento hipotético deductivo.

Segun el grado de abstraccion se trata de una investigacion basica, ya que
por el momento no pretende establecer aplicaciones practicas que puedan
deducirse del estudio.

Segun la naturaleza de los datos es una investigacion cualitativa, dado que
todos los datos son filtrados por los criterios del investigador.

Segun la manipulacion de variables es una investigacion descriptiva. No se
manipula ninguna variable.

Segun la dimension cronolégica es una investigacion histérica. Describe
fendbmenos que acontecieron en el pasado, las fuentes documentales de este
estudio son libros de texto.

Segun los objetivos se pretende describir y explicar la situacion sometida a
estudio.

Segun las fuentes, se trata de una investigacidon bibliografica, pues hay
una busqueda, recopilacion, organizacion, valoracion y critica sobre un concepto.

Pero, a su vez, se trata de una investigacion metodolégica, ya que
presenta una cierta manera de integrar dos métodos descriptivos para abordar
una investigacion histérica en educacidn sobre un tdpico especifico de
matematicas.

3.4 Hipétesis

Toda investigacion debe estar “dirigida” o encauzada por unas
presunciones explicativas de los fenbmenos a estudiar; de esta manera podemos
comprender la afirmaciéon de Ardstegui (1994; p. 326) en cuanto a que “sin una
teoria orientadora es posible investigar la historia, pero dificilmente se la podra
explicar”, y agrega “ sin la construccion de hipotesis no es posible dar cuenta al final de
una investigacion de las razones por las que una situacion histérica es como es’.
Ademas, la construccion de las hipétesis tiene estrecha relacion con la
formulacién de las preguntas. En concordancia con los interrogantes planteados
en el Apartado 1.11 de esta tesis, las presunciones explicativas de los fendmenos
a estudiar, que orientan esta investigacion, quedan establecidas mediante las
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siguientes hipotesis:

Hipétesis 1: En el concepto de numero que utilizan los autores se detecta
una transicion que va de presentar los numeros negativos asociados a
nociones de cantidad procedentes de fendbmenos y situaciones reales a
presentarlos asociados con fendmenos y situaciones formales.

Hipétesis 2: La estructura algebraica utilizada en este periodo en los
textos transcurre entre la estructura de adicién de anulacidon-compensacion
de los numeros naturales relativos y la estructura aditiva convencional de
los numeros enteros.

Hipétesis 3: La estructura de orden utilizada en los textos transcurre entre
el orden de los numeros naturales relativos y el orden de los numeros
enteros.

Podemos clasificar las hipétesis planteadas como factograficas (;Qué
ocurrio?) y explicativas (¢ Por qué ocurrié?). Las hipdtesis factograficas son
formuladas en la lectura de la informacion de la fuente y también son planteadas
al realizar la critica interna. Las hipdtesis explicativas son las que explican los
hechos y pueden llegar a establecer leyes (Ruiz Berrio, 1997).

3.5 Seleccion de las fuentes documentales

Aceptamos como definicion de fuentes histéricas la dada por Tufon de
Lara, (citado por Ruiz Berrio, 1997; pp. 177-178) “ se puede entender como fuentes
todo <<documento, testimonio o simple objeto que sin haber sufrido ninguna
reelaboracion, sirve para transmitir un conocimiento total o parcial de hechos
pasados>>".

Se decidid entonces seleccionar fuentes primarias, siendo estas todos
aquellos documentos elaborados por los participantes en los hechos; en nuestro
caso seran los libros de texto originales de estos dos siglos.

3.5.1 Localizacion de fuentes

En consideracion al problema de investigacion y los interrogantes
planteados (Apartado 1.11), a los objetivos definidos (Apartado 3.2) y las
hipotesis establecidas (Apartado 3.4), procedimos a realizar una busqueda de
fuentes documentales primarias.

Se realizé la busqueda de textos en:

e Biblioteca del Departamento de Didactica de la Matematica.

e Biblioteca de la Facultad de Ciencias de la Educaciéon de la Universidad
de Granada.

e Biblioteca General de la Universidad de Granada.

e Biblioteca del Departamento de Matematicas de la Universidad de
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Ledn.
¢ Biblioteca personal del Dr. D. Luis Rico Romero.
e Biblioteca personal del Dr. D. Bernardo Gomez Afonso.

En total fueron revisados 65 textos; algunos de los autores, cuyas obras
fueron consultadas son:

Pedro de Ulloa Benito Bails

Jacinto Feliu José Mariano Vallejo
Manuel Poy y Comes Felipe Picatoste y Rodriguez
Juan Cortazar Silvestre Francisco Lacroix
Manuel Calderén Jiménez Luis Adalid Costa

Carlos Augusto Briot Joaquin de Avendafio
Gabiriel Ciscar José Maria Rey y Heredia
Thomas Cerda Ramon de Bajo é Ibafiez
Bourdon Diego Terrero

Juan Justo Garcia José de Odriozola
Bernardino Sanchez Vidal Francisco Verdejo Gonzalez
Alberto Lista Anastasio Prieto

P. L. Cirodde Zoel Garcia de Galdeano
Acisclo Fernandez Vallin y Bustillo Vicente Tosca

Luis Octavio de Toledo Pablo Gasco y Ramiro

Agustin Gémez Santa Maria

3.5.2 Criterios para la seleccion inicial de textos

Se tomaron en consideracion cuatro criterios para efectuar una primera
seleccién de los textos de matematicas para el estudio:

e Que estuvieran disponibles. Asi la muestra seria intencional y por
conveniencia.

¢ Que los textos fuesen ediciones originales y en espafiol.

e Que los textos hubieran sido publicados entre 1700 y 1902 en
Espana.

e Que el nivel al que estuvieran dirigidos fuese de ensefianza
secundaria o superior.

Una primera revision dejé seleccionada una lista inicial de 20 textos. Se
establecieron nuevos criterios para reducir dicho listado con el propdsito de afinar
los analisis y realizar un estudio piloto. Estos criterios fueron:

e Que los contenidos y ejemplos no se repitieran en varios textos si
estos eran de un mismo autor.
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¢ La relevancia de los autores en la época.
e La trascendencia o influencia de los textos en la época

e Que quedase, al menos, un texto por cada periodo de tiempo
seleccionado.

Para el primer criterio se revisaron inicialmente todos los textos
seleccionados y se realizé un primer analisis, determinando algunos contenidos
de interés para el estudio. A partir de este primer analisis se hallaron
reiteraciones en contenidos y ejemplos en varios de los textos, en razon de que
algunos autores simplemente resumian parte de sus obras principales y las
adaptaban a otros textos mas sencillos, utilizando los mismos ejemplos y
presentaciones de los contenidos, por lo cual se suprimieron del listado los de
mas reciente publicacién en los que se presentaba este hecho.

También se observd que ciertos textos que aparecian como textos
independientes, son tomos que hacen parte del cuerpo de una obra global
amplia, como por ejemplo los Elementos de Bails o el Tratado de Vallejo, por lo
que se agruparon como un solo texto.

El proceso seguido para satisfacer los anteriores criterios, requirié de la
consulta de manuales especializados para establecer la relevancia de los autores
y la trascendencia de los textos (Enciclopedia Universal llustrada, 1929; Lépez
Pifiero 1969; Peset, et al 1978; Lopez Pifiero et al., 1986; Arenzana, 1987;
Sanchez Ron, 1988; Vea, 1995). Finalmente, se llevo a cabo una verificacion con
expertos en el area para conocer si se habian omitido autores de relevancia u
obras de gran trascendencia e importancia en la época.

3.5.3 Textos seleccionados para el estudio piloto

e Texto n°1. ULLOA, P. (1706). Elementos matematicos. Tomo |. Madrid:
Antonio Gonzalez de Reyes, Impresor.

e Texto n°® 2. CERDA, T. (1758). Liciones de Mathematica, o Elementos
generales de arithmetica, y algebra para el uso de la clase. Tomo
primero. Barcelona: Francisco Suria, Impresor de la Real Academia de
Buenas Letras de dicha ciudad.

e Texto n° 3. BAILS, B. (1779). Elementos de Matematica. Tomos I. y Il.
Madrid: D. Joaquin Ibarra, Impresor de la camara de S.M.

e Texto n® 4. LACROIX, S. F. (1840). Curso completo elemental de
matematicas puras, compuesto en frances. Tomo Il. Quinta edicién.
Traducido por José Rebollo Morales. Madrid: Imprenta Nacional.

e Texto n® 5. VALLEJO, J. M. (1841). Tratado elemental de matematicas.
Tomo |. Cuarta edicién. Madrid: Imprenta Garrasayaza

e Texto n° 6. VALLEJO, J. M. (1840). Compendio de matematicas puras y
mistas. Tomos I. y Il. edicion. Madrid: Imprenta Garrasayaza.
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e Texto n° 7. FELIU, J. (1847). Tratado elemental de Matematicas. Para
uso del colegio general militar. Tomo Il Algebra. Madrid: Imprenta de
José M. Gomez Colon y compaiiia.

e Texto n° 8. REY Y HEREDIA, J. M. (1865). Teoria transcendental de
las Cantidades Imaginarias. Madrid: Imprenta Nacional.

e Texto n° 9. BRIOT, C. A. (1880). Lecciones de algebra elemental y
superior. Traducido por C. Sebastian y B. Portuondo. Madrid: Imprenta
de la Vda. e hijo de D. E. Aguado.

e Texto n° 10. CORTAZAR, D. J. (1892). Tratado de Algebra elemental.
Trigésima primera edicion. Madrid: Imprenta y fundicion de Manuel
Tello.

El estudio piloto permiti6 poner a prueba las parrillas elaboradas para la
sistematizaciéon y organizacién de la informacion, las cuales se explican en el
Apartado 3.6; los resultados de este estudio se registraron en la memoria de
tercer ciclo (Maz, 2000).

3.5.4 Textos seleccionados para el estudio final

Una vez hecho el estudio piloto, se determinaron cuatro periodos
cronoldgicos para la seleccion de los textos, tomando como base la busqueda
hecha (ver Maz, 2000).

Asimismo, con el propdsito de ampliar el conocimiento y comprensién del
periodo histérico estudiado en lo que atafie a la ciencia y la matematica, se
revisaron las ediciones de la Revista de Occidente (de 1998 a 2000, del numero
200 al 247), El Basilisco (de 1978 a 2001, del numero 1 al 29), Revista Llull (de
1996 a 2000, volumenes 19,20,21,22 y 23), las Actas de los congresos de la
Sociedad Espariola de Historia de las Ciencias y de las Técnicas, la coleccion
Historia de Espafia de la serie Historia 16 (numeros 18 a 24). También se
revisaron los contenidos de la pagina Web del proyecto de Filosofia en Espariol
(http://www.filosofia.org/pcero.html); se llevaron a cabo diversas busquedas en la
base de datos del Instituto de Historia de la Ciencia y Documentacion Lopez
Pifiero (http://161.111.141.93/hcien/frame_campos.htm), con los descriptores
matematicas, numeros, textos, matematicas y filosofia, matematicas e historia,
liberalismo y Espafia.

Finalmente, para ubicar el texto y el autor en un determinado periodo se
considero la fecha de publicacién de la primera edicion; los textos y autores
seleccionados para realizar la investigacion en cada periodo son:

1. PRIMER PERIODO: Consolidacion de los primeros Borbones en
Espafa (1700-1767). Periodo de influencia jesuita.

e Pedro de Ulloa (1706). Elementos Mathematicos Tomo |. Madrid:
Antonio Gonzalez de Reyes, Impresor.
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Thomas Vicente Tosca (1727). Compendio Matematico. Tomo I.
Segunda edicién corregida y enmendada. Madrid: Imprenta de
Antonio Marin.

Thomas Cerda (1758). Liciones de Mathematica, o Elementos Generales
de Arithmetica y Algebra para e uso de la clase Tomos | y Il
Barcelona: Francisco Suria, Impresor de la Real Academia de
Buenas Letras de dicha ciudad.

2. SEGUNDO PERIODO: Desde Carlos lll a la restauracion de Fernando
VII (1768-1814). Periodo de la llustracion.

Benito Bails (1772). Elementos de Matematica. Tomos | y Il. Primera
edicién. Madrid: D. Joaquin Ibarra. Impresor de la camara de S.M.
Juan Justo Garcia (1782). Elementos de Aritmética, Algebra y Geometria.
Quarta edicidén (1814). Tomo primero. Salamanca: Imprenta de D.
Vicente Blanco.

Francisco Verdgjo Gonzalez (1794). Compendio de Matematicas puras y
mixtas. Tomo primero. Madrid: Imprenta de la viuda de Ibarra.

José Mariano Vallgo (1813). Tratado elemental de matematicas. Tomo |.
La Aritmética y algebra. Segunda edicion (1813). Madrid: Imprenta
Garrasayaza.

3. TERCER PERIODO: Desde la restauracion de Fernando VII hasta la
primera republica (1815-1874). Periodo Romantico.

José de Odriozola (1844). Curso completo de Matematicas puras Tomo |
reformado. Aritmética y Algebra elemental. Tercera edicion. Madrid:
Imprenta de los sefiores viuda de Jordan é€ hijos.

Jacinto Feliu (1847). Tratado elemental de matematicas. Para €l uso del
Colegio General Militar. Tomo Il. Algebra. Madrid: Imprenta de D. José
M. Gomez Colon y Compainia.

Acisclo Fernandez Vallin y Bustillo (1857). Elementos de Mateméaticas.
Aritmética y Algebra. Geometria, Trigonometria y Nociones de Topogr afia.
Nueva edicion estereotipica (1863). Madrid: Imprenta de la Viuda de
Hernando y Compaiiia.

Joaquin Maria Fernandez y Cardin (1858). Elementos de matematicas.
Algebra Decimocuarta edicion notablemente mejorada (1884).
Madrid: Imprenta de la viuda e hija de Fuentenebro.

José Maria Rey y Heredia (1865). Teoria transcendental de las cantidades
imaginarias. Madrid: Imprenta Nacional.

4. CUARTO PERIODO: Desde el fin del sexenio democratico hasta inicio
del siglo XX (1875-1902). Periodo de la Restauracion.
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e Zoel Garcia de Galdeano y Yanguas (1883). Tratado de Algebra. Tratado
Elemental. Parte primera. Madrid: Imprenta de Gregorio Juste.

e Luis Octavio de Toledo y Zulueta (1900). Elementos de aritmética
universal. Calculatoria. Madrid: Imprenta de Fortanet.

En el periodo histérico que se estudia, Vea (1995) identifica 67 autores de
textos matematicos y Lépez Pifero et al. (1986), a 32. Comparando el numero de
autores referenciado por estos investigadores con los seleccionados, vemos que
12 de ellos aparecen entre los indicados por Vea y 11 por Lépez Pifiero et al.

3.6 Criterios para el analisis de la documentacioén

Una vez localizadas las fuentes, se procedi6 a realizar las fichas
bibliograficas respectivas para cada texto siguiendo las pautas de Gutiérrez y
Maz (2001).

Como indican Fox (1980), Cohen & Manion (1990) y Ruiz Berrio (1997), en
toda investigacion de corte histérico se deben realizar una critica interna y una
critica externa.

El control de la critica externa de esta investigacion se llevd a cabo
mediante la verificacion de la autenticidad (ediciones originales) de los
documentos y procediendo a confirmar la fecha de edicién, procurando tener
acceso a las mas antiguas, de la misma forma como se realiz6 el estudio piloto
(Maz, 2000).

Para la critica interna se llevo a cabo el analisis elaborando una serie de
parrillas que permiten establecer lo que el autor plantea; realizamos la ubicacién
de cada uno de los autores en su época, caracterizando a cada uno de los textos
utilizando elementos de bibliometria e identificando los contenidos relacionados
con el concepto a estudiar, tratando de que tales parrillas permitan establecer
criterios de relacion; asi mismo, se pretendié que la informacién obtenida a través
de fichas, campos y parrillas disefiadas fuera lo mas precisa y veraz posible. De
esta manera hemos controlado, tanto la critica externa como la interna.

Las categorias de andlisis fueron establecidas para llevar a cabo el trabajo
piloto. Una vez validada la utilidad, fiabilidad y conveniencia de estas, se
utilizaron para el estudio final de los textos.

Una vez seleccionados los textos y hecho el listado final de ellos, era
necesario fijar unos criterios para realizar tanto el analisis de contenido, como el
analisis histérico-critico. Al ser ésta una investigacién de caracter descriptivo y
cualitativo, no se definieron variables independientes; por tanto, se determinaron
tres focos de interés para caracterizar los textos:

e Autor
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e Estructura de la obra.
e Contenido sobre los numeros negativos.

Con el propdsito de llevar a cabo una adecuada sistematizacion del
trabajo, se definieron los campos en que organizar la informacion obtenida. Estos
campos corresponden a cada uno de los focos de atencion.

Para el estudio del autor hemos definido ocho campos, los cuales hemos
denominado genéricamente, Caracterizacion de Autor. Cada campo lo llamaremos
con la denominaciéon genérica anterior acompafiada de un numeral. De este
modo, tendremos: Caracterizacion del Autor 1, Caracterizacion del Autor 2....,
hasta Caracterizacion del Autor 8. Para referirmmos a ellos utilizaremos la
codificacion simplificada. Los identificaremos ordinalmente con la forma CAn (Es
decir, CA1, CA2,......, CA8) y de esta manera lo seguiremos referenciando.

Igualmente, para analizar la estructura de la obra se han definido unos
campos de caracterizacion, los cuales hemos agrupado en dos categorias
genéricas a las que hemos denominado, Caracterizacion General de la Obra y
Caracterizacion del Contenido de la Obra. Los campos que integran cada una de
estas dos categorias las designamos con las iniciales de la denominacion
genérica respectiva, acompanada de un numeral. De esta manera, a los campos
pertenecientes a cada grupo genérico, los identificaremos en adelante como
CGOn (esto es, CGO1, CGO2, ....., CGO9) al primero y CCOn (CCO1, CCO2,....,
CCO6) al segundo.

Para el contenido sobre los numeros negativos hemos definido trece
campos de caracterizacion, los cual hemos llamado genéricamente, Tratamiento
Sobre los Numeros Negativos. Estos campos, de ahora en adelante, los
identificaremos ordinalmente con las iniciales del campo genérico acompafiado
de un numeral, como TSNn (es decir, TSN1, TSN2,....... , TSN13) y asi los
referenciaremos.

3. 6.1 Caracterizacién del autor

En este apartado se pretende caracterizar brevemente el contexto histérico
y cientifico de la época en que cada autor se formé y desarrollé6 su obra, con
especial atencién al estado de la disciplina matematica, para identificar posibles
influencias en su formacion y desempefio en el area de las matematicas.
Utilizaremos la denominacién de campos al igual que venimos haciendo. Veamos
los campos elegidos para la caracterizacion del autor:

CA1: Fecha y lugar de nacimiento/ fallecimiento:

Ubicacién de dénde y cuando naci6 y murié el autor. Este campo ubica a
cada autor en uno de los periodos contemplados (en ocasiones en dos). Permite
asi conocer el contexto social, cultural y politico en que vivid, lo que ayuda a
interpretar la caracterizacion ideoldgica y politica del autor.
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CAZ2: Principal lugar de estudios (si procede):

Instituciones donde realiz6 sus estudios principales. Este campo ayuda a
caracterizar el contexto cientifico y filosofico del autor, para asi interpretar sus
posicionamientos intelectuales.

CAZ3: Otros centros de formacién donde curso estudios:

Aquellos centros académicos de renombre donde amplié o perfecciond su
formacion matematica. Igualmente, este campo permite caracterizar las ideas
cientificas y filosoficas del autor y ayuda a interpretar sus posicionamientos
intelectuales.

CAA4: Lugares donde ejercio su profesion relacionada con las matematicas
y pertenencia a estamentos, grupos o instituciones:

Se hace mencién de los centros de educacion donde llevdo a cabo su
actividad matematica. Este campo completa la caracterizacion cientifica y
filosofica del autor; también contribuye a interpretar su posicion intelectual e
institucional sobre la educacion.

CADS5: Relacion con personas significativas en el campo de las matematicas
(si procede):

Se mencionan aquellos individuos que por su bagaje matematico
influyeron de alguna manera en los autores por las relaciones que establecieron
con ellos. Este campo ayuda a explicar la posicidon cientifica del autor sobre las
matematicas y sobre la educacion.

CAG6: Obras publicadas:
Mencion de las obras mas importantes publicadas por los autores. Este
campo ubica al autor como matematico y como educador.

CAZ7: Otra informacion relevante:

Referimos aqui aquella otra informacion que es relevante sobre el autor
aunque no tenga relacién con su labor como autor de textos. Este campo incluye
cualquier informacién util para completar las caracterizaciones anteriores.

CAB8: Referencias bibliograficas:

Indicacidn bibliografica donde se puede ampliar la informacién sobre el
autor tratado o/y sobre su obra.
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Tabla 3.4 Parrilla para la caracterizacion del autor

Campo Autor
CA1 Fechay lugar de nacimiento o fallecimiento

CAZ2 Principal lugar de estudios (si procede)

CA3 Otros centros donde curso estudios

CA4 Lugares donde gjercié su profesion relacionada con las
mateméticas

CA5 Relacion con personas dignificativas para las
mateméticas (si procede o consta)

CA®6 Obras publicadas

CA7 Otrainformacion relevante

CA8 Referencias bibliogréficas

3.6.2 Caracterizacion de la estructura de la obra

Pretendemos obtener una vision global de la estructura de cada obra o
documento, lo cual permitira identificar peculiaridades o variaciones en la
presentacion de los contenidos matematicos con el paso de los afios.

Las dos categorias genéricas antes definidas para este foco de atencion
apuntan a dos aspectos. Los campos de la primera categoria tienen que ver con
la informacién general del texto; son los campos que van desde CGO1 hasta
CGO08. Los campos de la segunda categoria tienen que ver con una parte mas
especificamente relacionada con el contenido sobre ideas y conceptos basicos
en la matematica; son los campos que van desde CCO1 hasta CCO6. Veamos
los campos elegidos para caracterizar la obra:

CGO1: Edicion, afo, ciudad, editorial o imprenta:
Se indica el afio de edicion, lugar e impresor, con el propdsito de situarla
correctamente en el momento histérico que aparecié publicada

CGO2: Ano de la primera edicion:

Pretendemos determinar la fecha de publicacion de la primera edicion de
cada texto; cuando sea posible, determinarla con precision, sino, la mas probable
segun algunos investigadores, para contextualizar el texto en la época. Este
campo permite ubicar temporalmente la edicién analizada con la primera, pues
podria explicar posibles cambios en la presentacion y uso de los conceptos.

CGOa3: Extension y estructura:

Aqui el numero de paginas de la obra, la forma como esta dividido el texto:
introduccion, prologo, capitulos, notas, apéndices, etc., y la distribucién e
identificacién de sus contenidos.

CGO4: Objetivo(s) general(es) de la obra:
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Se indican los objetivos, intenciones o deseos explicitos que senala el
autor asi como algunas opiniones contrastadas que hayan dado algunos
investigadores de reconocido prestigio en el tema.

CGO5: Autores en los que se basa y otras influencias:

Todos aquellos autores a los que se hace referencia en el texto; indicando
aquellos de los que copiaron partes de sus obras asi como de los que tomaron
ideas y que los autores expresan en la introduccion o en el desarrollo del texto.
Este campo brinda ademas una idea acerca de cuales son los autores de mayor
impacto en la época y los textos que orientan los métodos de exposicion de los
contenidos matematicos.

CCO1: Nocion de numero utilizada:

Aqui, las ideas de numero que utilizan los autores y las que hacen
explicitas en el texto. Este campo pretende obtener informacion que permita mas
adelante una comprension e interpretacion del concepto de numero negativo que
se utiliza en el mismo texto y ayudar a su analisis historico-critico.

CCO2: |dea de cantidad:

Aqui, las ideas de cantidad y definiciones de cantidad que presentan los
autores de los textos, bien sea de manera explicita o deducidas a partir de la
lectura y del desarrollo de los contenido en el texto y ayudar a su analisis
histérico-critico.

CCO3: Nocion de numero natural:

Ubicacién y trascripcion de las definiciones que presentan los autores
sobre el numero natural, por ser éste el conjunto numeérico que se amplia para la
formalizacién de los enteros, y ayudar al analisis histérico-critico.

CCO4: Consideracion de cantidades generales, incdgnita y ecuacion:

Identificacion de si los autores hicieron uso de las cantidades generales, es
decir, si, al plantear ejercicios o problemas, las posibles soluciones estan
referidas a valores numeéricos especificos o a valores cualesquiera que satisfacen
las condiciones del enunciado; de ser asi, ver de qué manera las consideraron
como objetos sometidos a reglas. Ademas se pretende identificar si hicieron uso
de la nocién de incégnita y ecuacion, identificando el modo en que las
consideraron.

CCO5: Ubicacion de los numeros negativos en el texto:
Las partes o la ubicacién en el texto donde se tratan los numeros

negativos en forma explicita, cuando esto sucede.

CCOG6: Otros tipos de numeros utilizados:
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En este campo pretendemos recoger los demas numeros que se
presentan y utilizan en los textos, asi se tiene una idea del grado de complejidad
y alcance pretendido por el autor.

CGOG6: Valoracion global e influencia de la obra:

Indicacién de qué manera el texto ejercié algun tipo de influencia en el
curriculo de matematicas de su época, o en otros autores. Asumimos en este
apartado las valoraciones que sobre estos textos han realizado los autores e
investigadores de renombre en el tema. Este campo indica la relevancia dada a la
obra por la comunidad académica.

CGO7: Observaciones:

Aspectos relacionados con los numeros negativos que llaman la atencién
del texto, pero que no son considerados bajo ninguno de los anteriores campos.

Tabla 3.5 Parrilla para la caracterizacion de la estructura del texto.

Campo Texto

CGOL1 Edicion, afio, ciudad, editorial o imprenta

CGO2 Afio de la primera edicion

CGO3 Extensidon y estructurainterna

CGO4 Objetivo(s) general (es)

CGOS5 Autores en que se basa e influencias

CCO1 Nocién de nimero utilizaday conceptos relacionados
CCO2 Idea de cantidad

CCO3 Nocién de nimero natural

CCO4 Consideracion de cantidades generales, incognitay ecuacion.

CCO5 Ubicacion de los nimeros negativos en el texto
CCO6 Otros tipos de nimeros tratados

CGO6 Valoracion global einfluenciade laobra
CGO7 Observaciones generales

3.6.3 Caracterizacion de los numeros negativos

Se pretende sistematizar la informacion hallada en los texto, concerniente
a los numeros negativos: presentacion, operaciones, ejemplos, naturaleza, etc.;
esto permitira apreciar los diversos tratamientos por los que optan los autores
para los numeros negativos, asi como cambios en la estructura conceptual,
fendmenos y contextos, sistemas de representacion, problemas y uso como
modelos de las estructuras numéricas dentro de los cuatro periodos definidos en
el apartado 3.1.2 en el espacio temporal comprendido entre 1700 y 1900.
Asimismo, realizar un estudio en forma horizontal de cada campo de la Tabla 5,
determinar si hay variaciones en las situaciones utilizadas para ejemplificar el
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concepto, las consideraciones sobre el estatus del numero negativo, etc.

Los campos determinados y agrupados bajo el nombre genérico de
Tratamiento Sobre los Numeros Negativos, son:

TSN1: Significado y presentacion de los signos + vy -:

La aparicion e indicaciones que da el autor sobre qué son y para qué se
usan estos simbolos. El contenido de este campo corresponde a los sistemas de
representacion.

TSN2: Presentacion de las cantidades negativas:
La forma de introducir por primera vez estas cantidades en el texto. El
contenido de este campo corresponde a la fenomenologia del concepto.

TSN3: Naturaleza de las cantidades negativas:

La interpretacion que el autor o autores hacen sobre el origen de estos
objetos matematicos. El contenido de este campo corresponde a la
fenomenologia del concepto o a los procesos de modelizacién en que esta
implicado.

TSN4: Justificacion de las cantidades negativas:

Este campo esta muy relacionado con el anterior; se trata de conocer los
argumentos que se utilizan para razonar su necesidad o justificar su aparicion,
junto con las formas de construccion de tales cantidades. El contenido de este
campo corresponde a los procesos de modelizacion que implican al concepto.

TSN5: Cantidades negativas como menores que cero:

Se pretende ubicar las referencias utilizadas para expresar cantidades
negativas como algo que es menor que cualquier cantidad positiva, e incluso que
cero, asumiéndolo como “nada” o ausencia total de algo. El contenido de este
campo corresponde a la fenomenologia del concepto y a la resoluciéon de
problemas.

TSNG6: Ejemplificacién de las cantidades negativas:

Todos aquellos ejemplos que los autores utilizan para mostrar la idea de
cantidad negativa. El contenido de este campo corresponde a la fenomenologia
del concepto o a los procesos de modelizacion en que esta implicado, asi como a
los sistemas de representacion utilizados.

TSN7: Simplificacién de signos y ley de los signos:

La manera de que los autores indican en qué altera o afecta un signo al
anteceder a otro, tanto en la suma como en la multiplicacién. El contenido de este
campo corresponde a la estructura conceptual y los sistemas de representacion.

TSN8: Valor absoluto y relativo de una cantidad negativa:
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Las referencias hechas para distinguir los valores de una cantidad negativa
en lo nominal y como es diferente a su valor absoluto. El contenido de este
campo corresponde a la estructura conceptual de esta nocién.

TSN9: Orden entre cantidades negativas:

Las consideraciones que los autores hacen para determinar cuando o
cdmo se sabe si una cantidad negativa es mayor o menor que otra. Se
especificara si la justificacion se hace para cantidades o numeros. El contenido
de este campo corresponde a la estructura conceptual de esta nocién o bien a los
sistemas de representacion implicados.

TSN10: Operaciones y utilizacion de negativos:

Las operaciones efectuadas con cantidades negativas en los textos asi
como las diferentes situaciones y usos que se hacen de ellos. Se especificara si
la justificacion se hace para cantidades o para numeros. Son también aquellas
situaciones en las que se recurre a los negativos para utilizarlos en situaciones
variadas no relacionadas explicitamente con ellos. El contenido de este campo
corresponde a la estructura conceptual de esta nocion.

TSN11: Interpretacién de los resultados:

Las reflexiones que el autor realiza ante la obtencidn de cantidades
negativas como resultado de una operacion o planteamiento de una situacion. El
contenido de este campo corresponde a la resolucién de problemas que implican
a este concepto.

TSN12: Utilidad de las cantidades negativas:

Las explicaciones que ofrecen los autores al mostrar para qué sirven y el
beneficio que se obtiene al hacer uso de las cantidades negativas, para dar
sentido a algunas situaciones. El contenido de este campo corresponde a los
procesos de modelizacién o a la resolucion de problemas que implican a este
concepto.

TSN13: Otros:

Parrafos de interés que no corresponden a algun campo anterior, pero
que puedan brindar idea sobre aspectos de la modelizacion, representacién o
fenomenoldgica asociada a los numeros negativos.
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Tabla 3.6 Parrilla para la Caracterizacion del contenido sobre los numeros negativos.

Campo

Texto

TSN1 Significado y presentacion delossignos +y -

T SN2 Presentacion de las cantidades negativas

TSN3 Naturaleza de las cantidades negativas

T SN4 Justificacion de la aparicion de las cantidades

TSN5 Cantidades negativas como menores que nada

T SN6 Ejemplificacion de cantidades negativas

TSN7 Regladelos signos

TSN8 Valor absoluto y relativo de una cantidad negativa

TSN.9 Orden en las cantidades negativas

TSN10 Operacionesy utilizacién de las cantidades

TSN11 Interpretacion de |l os resultados negativos

TSN12 Utilidad de las cantidades negativas

TSN13 Otros

3.6.4 Esquema y procedimiento para realizar los analisis
Para realizar el analisis de cada uno de los autores y textos seleccionados,
se procedera de acuerdo al siguiente esquema:

1.

2.

Titulo del texto

Autor: se presenta la informacion obtenida a través de los campos

genéricos, CAn.:
e Contexto social, cultural y politico: se indica el

momento historico y

social en que vivio el autor, destacandose la situacion politica espafiola

en ese momento.

e Posicion filoséfica y cientifica: este apartado pretende brindar una
visidn acerca de las corrientes de pensamiento desde las que el autor
asume su desempeno cientifico. Este aspecto se tratara en aquellos
autores en los que tanto las fuentes biograficas como bibliograficas

arrojen informacidn que permita tal caracterizacion.

e Posicion intelectual y educativa: En este apartado se recoge el punto
de vista del autor en relacién con la ensefianza y el entorno académico

de su época.

Caracterizacion del texto: aqui se ubica la informacién obtenida que
responda al criterio de cada uno de los campos que componen los dos

grupos genéricos CGOn y CCOn.

Tratamiento dado a los negativos: en este epigrafe se copiaran
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textualmente los parrafos que respondan a los criterios de los campos que
componen el grupo genérico Caracterizacion del Tratamiento Sobre los
Numeros Negativos, TSNn. Ademas, se realizaran comentarios a los
parrafos, segun se estime conveniente, para resaltar o aclarar ideas.

5. Analisis

e Analisis conceptual mediante una revisiéon historico-critica: Se
realiza un analisis historico-critico a partir de la informacién obtenida en
los campos definidos. Los tres aspectos sometidos a este analisis son
los conceptos de numero, cantidad, y cantidades positivas y negativas.
Para ello hemos considerado que algunos campos enfocan estos
aspectos por lo que ponemos especial atencidon en los siguientes
aspectos y campos para cada concepto:

a) Numero: se buscara la relacion entre el concepto de numero
presente en los textos y las definiciones de numero utilizadas por los
matematicos de renombre en Europa (CCO3).

b) Cantidad: pretendemos establecer la nocién de cantidad aceptada
por cada autor en esta época, asociandola con las definiciones dadas por
los matematicos de renombre europeo (CCO2).

c) Cantidad positiva y cantidad negativa: el interés esta en identificar
la justificacion dada a los numeros negativos y las reflexiones que
originan en los autores. CCO1, CCO2, CCO3, TSN2, TSN3, TSNS y
TSN6. Este apartado permite cotejar las categorias establecidas en la
memoria de tercer ciclo (Maz 2000) en una muestra mas amplia de textos
y autores.

e Analisis basico de contenido: Realizamos un analisis de contenido
de acuerdo a como se definié este método en los apartados 1.8 y 3.3.3;
se tomaron en consideracién los aspectos relacionados con algunos
conceptos basicos: los signos +/—, menor que nada, incognita y
ecuacion. Ademas, se considerd la fenomenologia y justificacion, la
estructura de orden, la estructura algebraica y el uso algebraico.

Los campos a los que se prestd mayor atencion para cada uno de los
temas fueron: Estructura conceptual, Sistemas de representacion,
Fenomenologia, Modelizacién y Resolucion de problemas.

a) Conceptos basicos
» Signos +/—: TSN1 y TSN7.
» Menor que nada: TSNS.
» Incégnita: CCO4, TSN10 y TSN12.
» Ecuacion: CCO4, CCO7, TSN6 y TSN10.
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b) Fenomenologia/Justificacion: TSN2, TSN3, TSN4 y TSNG6.
c) Estructura de orden: TSN8 y TSN9.
d) Uso y estructura algebraica: TSN7, TSN10, TSN11 y TSN12.

¢ Identificacion de las diferencias I6gico formales entre Zy N,

Tomando como referencia el analisis historico-critico y el analisis
conceptual, pretendemos identificar los tratamientos que se dan a los numeros
negativos como numeros naturales relativos y verificar si dichos tratamientos
pueden ser caracterizados mediante las diferencias I6gico-formales establecidas
por Gonzalez Mari, entre los niumeros enteros y los numeros naturales relativos.
Asumimos que algunos campos se relacionan mas especificamente con las
diferencias senaladas en la tabla n° 2 del Apartado 1.5.1. A continuacion
presentamos los que se consideraron regularmente para cada una de las
diferencias:

e D1. Orden total/Orden parcial: TSN8, TSN6 y TSNO.
e D2. Sin primer elemento/Con primer elemento: TSN3, TSN4 y TSNG6.

e D3. Continuidad de medidas al cruzar el cero/Discontinuidad de
medidas: TSNS, TSN6 y TSN11.

e DA4. Cero unico/cero doble: TSN2, TSN5 y TSNG6.

e D&. Composicion aditiva: adicion entera/composicion aditiva: adicidon
natural y compensacion-anulacion: TSN6, TSN7 y TSN10.
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Esquema y procedimiento para realizar los analisis '

e Titulo del texto

Contexto social, cultural y politico

e Autor Posicion filoséfica y cientifica ==> CAn
Posicion intelectual y educativa
e Caracterizacion del texto | — CGOn yCCOn

e Tratamiento dado a los negativos = —— TSNn

4 Numero ———=> C€CO1,CCO3

Conceptua' Cantidad |:> CCO02,CcCco4
mediante una
revision historico-

critica Cantidad Positiva CCO1, CCO2,
y negativa CCO3, TSN2,
TSN3 y TSN4
.
e Apalisis (conceptos bisicos — | TSN1, TSNS, TSN6, TSN7,
TSN10, TSN12 y TSN13,
TSNG6
Fenomenologia — TSN2, TSN3, TSN4 y TSN6
Analisis
basico de Estructura de orden ———5 TSN8y TSN9
contenido <
Uso y estructura TSN7 y TSN10, TSN11,
algebraica —— < TSN12y TSN13
Numeros CCO1, CCO2,

naturales relativos

CCO3 y TSNn
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CAPITULO 4
Periodo de Influencia Jesuita (1700-1767)

4.1. Caracterizacion general

El periodo histérico que hemos resefiado es el que da inicio a la
nueva dinastia de los Borbones en el reino espafiol. Sus caracteristicas
principales se han comentado en el Capitulo Il; de éstas destacamos el
atraso académico y el estado medieval de la mayoria de universidades
espanolas, la incorporacion de médicos y cientificos extranjeros a la corte, el
avance de las ideas filosoficas y renovadoras de la ciencia impulsadas por
los novatores, el predominio e influencia de la Compafia de Jesus en la
ensefanza de las clases nobles, el auge y fomento a la fundacion de
academias e instituciones cientificas y la organizacion y patrocinio de
expediciones cientificas al nuevo mundo.

Desde la perspectiva intelectual y académica que nos ocupa,
conviene subrayar el genuino esfuerzo de los nuevos monarcas por
modernizar la sociedad espafola y agilizar su sistema politico y
administrativo. En el plano intelectual y educativo hay una enorme
preocupacion por introducir en Espafia las nuevas ideas ilustradas y los
conocimientos derivados de la revolucion cientifica asi como por renovar el
sistema de ensefanza, principalmente en las universidades. Los tres
primeros reyes de la nueva dinastia son monarcas ilustrados que aspiran al
progreso intelectual y material de sus nuevos reinos, para lo cual emprenden
un ambicioso programa de actuaciones, con la renovacion o creacion de
instituciones educativas y cientificas que integren al pais en el Siglo de las
Luces y le hagan participar de la vida intelectual europea, que lideran los
intelectuales franceses durante estos anos. El despotismo ilustrado y los
enormes esfuerzos por la renovacion configuran el estilo de los gobiernos de
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Felipe V, Fernando VI y Carlos Ill. La superacion del atraso intelectual y
economico, el rechazo del oscurantismo y la supersticion mediante la
defensa de la razon son el nucleo de su programa politico.

Esta época es la etapa de crecimiento y desarrollo de la llustracién en
Espaina y en toda Europa; aun no ha comenzado la oposicion y critica a las
consecuencias de la revolucién social que desatan las nuevas ideas, que se
inicia con la independencia de las colonias inglesas en América para
constituir los Estados Unidos y se incrementa con la Revolucion Francesa.
Esta época es de aceptacion y apoyo a la difusion de las nuevas ideas y
conocimientos. Todavia no se ha iniciado la reaccion ni hay persecucion por
la difusién de las doctrinas ilustradas, incluidas las teorias cientificas mas
generales, como la matematica.

La divulgacion de los avances de la ciencia y las matematicas durante
esta época se apoya en el trabajo individual de personajes con un claro
sentido humanistico, empefiados en mostrar los beneficios cientificos y
sociales que se desprenden de la aplicacion de los progresos que se dan por
toda Europa; estos esfuerzos se plasman en obras como las de Jorge Juan,
Feijoo, Tosca, Corachan, y Cerda.

4.2 Contexto Institucional

La nueva dinastia gobernante apuesta por la fundacion de la
Universidad de Cervera como ejemplo de ensefianza y administracion
universitaria, dotandola de recursos econdémicos y humanos de excelente
calidad académica; de igual forma apoya la fundacion de academias,
sociedades, jardines botanicos; asimismo compra y recopila “gabinetes”,
todo esto con el propdsito de que sirvan como canales de difusion de la
ciencia en Espana.

Los tres autores elegidos para nuestro estudio caracterizan a la clase
intelectual, que proviene del antiguo régimen en el caso de los dos primeros,
y que esta comprometida con los deseos de renovacion y cambio intelectual.

Estos autores abrazaron el sacerdocio como modelo de vida,
recibiendo desde su juventud una educacion eclesiastica fundamentada en
los clasicos griegos; esta formacidn se refleja en sus textos con el
seguimiento casi puntual de estos autores, como es el caso de los
elementos de Euclides para la aritmética y la geometria.

Son sacerdotes que trabajan en instituciones educativas dedicadas a
la formacion de jovenes cadetes y nobles o en la Universidad. Dos de ellos
son jesuitas, lo cual pone de manifiesto el compromiso de la Compafia de
Jesus, y de los sectores mas avanzados del clero, con la nueva dinastia.
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Nuestros autores se encuentran comprometidos con los esfuerzos por
actualizar los conocimientos de su época y a ello contribuyen con la
publicacion de sus libros en castellano, en los que tratan de introducir los
ultimos avances y descubrimientos de las disciplinas cientificas que abordan.

Fueron universidades y colegios imperiales las instituciones de
educacién superior en las que desempenaron su actividad matematica,
especialmente orientada a actividades de docencia; la principal finalidad de
los textos que escriben tiene como propdsito la ensefianza en sus
respectivas instituciones.

Las matematicas se convierten en cuestion fundamental para la
enseflanza durante estos afios. La denuncia de Feijoo en 1745 sobre el
atraso considerable de Espana en las ciencias muestra la preocupacion
socialmente percibida de la importancia fundamental de su estudio, cultivo y
desarrollo. Los jesuitas, conocedores de la vida intelectual europea, inspiran
y dirigen estas ensefianzas, orientan las nuevas instituciones —como ocurre
con la Universidad de Cervera— y adaptan las antiguas. El estudio de las
matematicas se propone como fundamento para la ensefianza de las artes y
la filosofia en las universidades, y como aplicacion en la construccién y en la
ingenieria civil o militar (Garma, 2000, p. 311).

4.3 Ideas matematicas

Durante este periodo, las matematicas se les presentan a los
hombres de ciencia como una actividad atrayente y retadora de su logica,
raciocinio y conocimiento, arrastrando hacia sus dominios a personajes
ilustres como Newton, Lebniz, D'Alambert, Condorcet, Goldbach y Riccati,
por mencional algunos; Montucla, autor matematico de la época, escribe en
su Histoire des Mathématiques (1789) que desde el siglo XVI hasta mediados
del XVII se da un desarrollo importante de la teoria de ecuaciones en forma
puramente algebraica a través de los trabajos de Descartes, Kersey, Hugo
de Omerique, Rolle, Halley, L"Hopital, Maclaurin y Clairaut, entre otros; Klein
(2002) afirma que el aspecto mas destacado durante las mismas fechas es
el desarrollo del concepto de funcion.

De las resefas consultadas sobre los autores y textos en los afos
comprendidos entre 1700 y 1767 hechas por Lépez Pifiero et al. (1983) y
Menéndez Pelayo (1954), hemos concluido que por esa época trabajan en
Espafia unos 18 matematicos, los cuales publican 28 textos
aproximadamente, de ellos, 13 son de aritmética y/o algebra y los restantes
se distribuyen en geometria, trigonometria, tablas logaritmicas y aplicaciones
astrondmicas de las matematicas. Las cifras no son muy elevadas, pero
indican una presencia institucional de la disciplina apreciable y un mercado
de lectores en aumento, interesados por actualizar el dominio de esta
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disciplina. El analisis de tres textos es una muestra representativa de los 13
publicados sobre aritmética y/o algebra durante este periodo.

Mas importante que la estadistica de la producciones es su calidad.
En los textos de Ulloa y Tosca se hace una introduccién a la Geometria
Analitica de Descartes, siendo los primero autores espafioles que incluyen
un tratamiento de estos conceptos, con un atraso de mas de 75 afos, y lo
difunden en castellano. No puede entenderse este desconocimiento sino por
razones de las luchas politicas y religiosas del siglo XVII, que la nueva
dinastia trata de remontar desde sus comienzos. A finales del periodo, los
trabajos de Cerda ponen de manifiesto el enorme avance realizado, ya que
este autor incorpora en sus trabajos ideas de Newton, Leibniz y Euler.

Garma (1988, p. 105-110) muestra el tratamiento que hace Cerda del
Calculo Infinitesimal en su obra, a partir de las Licciones. La distancia entre
la obra de Euler y su difusién por Cerda se ha reducido a 10 afios. La
influencia de otros autores es reconocida en las introducciones de cada
obra. La revision de los textos muestra que los conocimientos matematicos
de estos tres autores no estaban muy desfasados respecto de la produccion
cientifica del momento.

4.4 Elementos matematicos. (1706).
4.4.1 Autor

Pedro de Ulloa: (n. en Madrid, 1663; m. en Madrid, 1721) (CA1). Este
jesuita, fue catedratico de matematicas en los Reales Estudios del Colegio
Imperial de Madrid y del Consejo Supremo de las Indias (CA4).

Vivio la transicion dinastica y los cambios politicos y sociales de la
época en Espafia. Asistio al crecimiento en la influencia de las posiciones
ilustradas. Su introduccion a la obra de Descartes muestra su conocimiento
de la filosofia racionalista y su familiaridad con los avances matematicos del
siglo XVII (CA7). También muestra su aprecio por la geometria analitica, de
la que hizo una version divulgativa en castellano. Sélo conocid al primer rey
Borbon, Felipe V; por tanto, no llegd a conocer la expulsion de los jesuitas.

Su vida transcurrié durante los afos de debate entre escolasticos y
novatores. Aunque estaba un tanto alejado de los centros de desarrollo de
las ideas de los novatores —Valencia, Sevilla y Zaragoza—, al ser jesuita
tenia acceso a las voluminosas bibliotecas de la Companiia de Jesus vy, de
esta manera, a los textos y documentos en los que se plasmaban tal
pensamiento. Quiza sea esa una de las razones por la cual decide publicar
sus Elementos en castellano y no en latin como era la costumbre en los
circulos académicos de la época. No hemos encontrado datos biograficos
que lo vinculen a los novatores, pero su trabajo como matematico y su
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conocimiento de la obra de Descartes evidencian su preferencia o simpatia
por el movimiento novator (CA7).

En 1706 publico Elementos Matematicos, el cual es el primer texto
conocido y publicado en Espafia en el que se trata brevemente la geometria
analitica de Descartes. También escribi6 Musica universal o principios
universales delamasica, en 1717 (CAS).

La informacion sobre Ulloa y su obra se halla en Lopez Pifiero et al.
(1983) (CA8).

4.4.2 Caracterizacién del texto
Elementos Mathematicos. Tomo 1. (1706). Madrid: Antonio Gonzalez de
Reyes, Impresor (CGO1, CGO2).
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El libro esta dedicado a D. Antonio Francisco Vigil de Quifionez
Pimentel y Zufiga, Conde de Luna; consta de 320 paginas y un anexo de
otras 85 con las tablas de logaritmos y trigonométricas. Lo componen una
introduccion y dos partes. El planteamiento general que Ulloa hizo de sus
Elementos dividia la obra en cuatro partes; en la primera de ellas trata de la
razon y potencia de la cantidad, la segunda es sobre las proposiciones
elementales de Euclides, la tercera se refiere a los “Esphericos’” de
Theodosio y la cuarta parte, se refiere a las secciones conicas (CGO3).

El primer tomo contiene la primera y cuarta parte, a las que Ulloa
llama lo mas “util” de los libros 7°, 8°, 9° y 10° de Euclides a los que agrega
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nuevos contenidos. La segunda parte presenta el contenido de los libros 1°,
2°, 3% 4°,5° 6° 11°y 12° de Euclides (CGO3).

La influencia de Euclides es permanente, desde la eleccion del titulo,
la eleccion de los contenidos y las nociones basicas en que se fundamenta,
como vamos a subrayar.

Al inicio del texto, Ulloa define lo que él considera el objeto de las
matematicas: "es todo aquello que puede medirfe, y contarfe”. Asimismo explica
la diferencia entre cantidad, magnitud y numero.

Cantidad: "todo lo que se puede medir y contar es cantidad inteligible’
(CCO2).

Magnitud es: “una cantidad, cuyas partes efan continuadas ¢ unidas,
aungue sea con union, 0 continuacion imaginaria” (p. 4).

NUmero es: “una cantidad cuyas partes efan di £ontinuadas aunque sea
con imaginaria de/inion, o di £ontinuacion” (p. 5) (CCO1). Asi, magnitud es la
cantidad continua y numero la cantidad discreta. De este modo, cuando
presenta la addicion 6 summa, en la pagina 8, y la subftraccion, en la pagina 9,
lo hace mediante lineas (segmentos) con medidas enteras:

es decir, con cantidades cuyas partes efan di fontinuadas aunque sea con
imaginaria deinion. Ilgualmente en el producto (p. 13) y en el quociente (p. 19)
muestra el numero como superficie o numero plano (CCO1).

Identifica al numero entero como aquél que "fe expreffa folo con alguna,
0 algunas NOTAS puesftas todas en vn Renglon™ (p. 6) (CCO3).

El numero es, pues, una abstraccion de objetos discretos, dada por
una notacién especifica. Este texto es contemporaneo de la obra de Newton
y Leibniz, sin embargo, la nocion de numero que sostiene es una nocion
clasica, basada en Euclides. Se aprecia el planteamiento euclideo de la
nocion de numero como pluralidad y la consideracién de que el uno no es
numero pues, no es una pluralidad, lo que expresa asi:

"Uno, no es Numero ; pero puede conjderar & como Principio, y origen de
todo Numero” (p. 5) (CCO1).

La consideracién de cantidades generales la localizamos, cuando

enuncia proposiciones para las progresiones, como por ejemplo: “Dado un
Termino [a/ y cualquier Denominador [x/ forman una progreion geometrica”
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(p.109) (CCO4).

También trata de las cantidades generales cuando inicia el estudio de
la “SYNTHESISY ANALYSSDE LAS PROPOS CIONES MATHEMATICAS':

“Es precifo tener medio afsi para defcubrir la Naturaleza de cualquier
Propoficion , que fe proponga, como para demoftrar commodamente la
ia defcubierta. El medio para confeguir efto es una efpecie de
Arithmetica literal , que fe llama ALGBEBRA. (...) Defpues para fixar la
Imaginacion , y aliviar imponderablemente la Memoria fe fefialara cada
Termino de la Queftion con una letra del Alphabeto ; pero los conocidos
, 'y determinados con una de las primeras a. b. c. d. &c. y los no
conocidos , 0 no determinados con una de las ultimast. u. x. y. z” (pp.
126-127) (CCO4).

Mas adelante, Ulloa considera la ecuacion como una igualdad o
desigualdad de cantidades, expresandolo de la siguiente manera:

“S esdeigualdad , expreffada de dos modos una mifma Cantidad ,
y effe Cotgjo es lo que fe llama Equacion , ¢ Igualacion. S es de
defigualdad, notando la diferencia que ai entre effas Cantidades , fe
confique facilmente la Equacion: porque fi fe fabe , que x. excede
azenb feaa x-502z 0x2z+ 5y afs la Cantidad z puede
llamarfe , x -5” (p. 127) (CCO4).

Asimismo considera las incognitas como aquellas cantidades que se
desconocen en una operacion planteada (CCO4). Y continua:

“ Quando efta fola la Incognita en el primer Miembro, y fu valor folo
en el 2.°fi efte es pofitivo, la Raiz es Pofitiva , v.g. x«@a; y Negativa ,
fi negativo , v.g. x2b” (p. 129) (CCO4).

Las definiciones, teoremas y enunciados se presentan como
proposiciones y las reglas o propiedades como "Scholio”.

Una vez que ha definido lo que es numero al comienzo de la obra,
indica en qué consisten las operaciones de “summa”, “resta’, “multiplicacion”,
y “divison” de numeros enteros (naturales) (CC01). A continuacion explica lo
que es cantidad positiva y cantidad negativa (CCO5), muestra la ley de los
signos y aborda las mismas operaciones anteriores con las cantidades
positivas y negativas. Sigue luego con los “quebrados’ (CCO6).

Continua el desarrollo del texto sin hacer mencion especifica a las
cantidades negativas y sus caracteristicas, o utilizando mas ejemplos que
aclaren la idea. En todo el texto sélo hay un ejemplo practico de cantidad
negativa, si bien utilizé estos numeros en varias ocasiones, por ejemplo,
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trabaja los numeros negativos cuando estudia la resolucion de ecuaciones y
los logaritmos (CCOS5).

Kline (1992) expone la incomodidad de los matematicos del siglo XVIII
con los numeros negativos. Aunque son numeros conocidos y aceptados, la
mayor parte de los autores muestran como evitar los numeros negativos,
excepto para indicar la sustraccion de una cantidad mayor de una menor y
para las raices negativas. La posicion de Ulloa es coherente con la de los
autores de su época, y se basa en un concepto de numero clasico.

El texto amplia o mejora los libros de aritmética de la época en
Espafa; introduce las cantidades negativas y brinda una introduccion al
algebra y a otras partes de las matematicas (CGO®6).

4.4.3 Tratamiento dado a los negativos

En esta obra se aborda muy brevemente el numero negativo.
Pasamos a presentar parrafos correspondientes a cada una de las
categorias establecidas para el tratamiento de los numeros negativos
cuando hemos localizado esa informacion.

TSN1: Significado y presentacion de los signos +vy -.
“ Efta fefial + fe llama po.itiva; y efta - Negativa® (p. 20).

La presentaciéon que se realiza es formal, consta simplemente de
notaciones que se muestran mediante signos abstractos.

TSN2: Presentacion de las cantidades negativas.

“De aqui nace, que siempre que una Cantidad tiene delante de s |a fefial
+ 0 no tiene delante de si la sefial - fe llama, Cantidad positiva; pero
siempre, que una Cantidad tiene delante de si la fefial - fe llama, Cantidad
negativa. Y cuando no antecede otra positiva; esta Cantidad fe [lama,
Cantidad falsa, 6, menor que nada” (p. 20).

De este parrafo se distinguen tres aspectos:

e Afirmacion de que los signos mas (+) y menos (-) dan cualidad
positiva o negativa a las cantidades que preceden,;

e Uso de la denominacion “cantidades falsas” para las cantidades
negativas, la cual procede de la Geometria de Descartes y tiene su
origen en la resolucién de ecuaciones;

e Las cantidades negativas tienen entidad propia, independiente de
la sustraccion, pero no vienen vinculadas a ningun fendmeno
fisico, al menos no en esta introduccion.

“...afs + + 0- -, fignifican Mas, y equivalen a vna Pofsitiva +: porque
toda affirmacion de affirmacion, y toda negacion de negacion es
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affirmacion.” (p. 21).

Ulloa hace equivalentes los signos mas (+) y menos (-) a una
afirmacién o negacién légica, cuando presenta la regla de los signos. Esta
nocion de afirmacioén o negacion le va a permitir, mas adelante, conectar las
cantidades positivas y negativas con las acciones de avanzar y retroceder.

TSN3: Naturaleza de las cantidades negativas.

No hemos encontrado explicacion ni informacion en el texto para esta
categoria. Ulloa no hace digresiones sobre la naturaleza de estas
cantidades. Su presentacion es formal y directa.

TSN4: Justificacion de la aparicion de las cantidades negativas.

No hemos encontrado justificaciones que muestren la necesidad de
estas cantidades en el texto; no hay informacion para esta categoria. Los
ejemplos que aparecen en el texto no se proponen justificar la necesidad de
estas cantidades sino que, una vez presentadas, se utilizan.

TSN5: Cantidades negativas como falsas y como menores que nada.

La denominacion de una cantidad como menor que nada se
sostiene sobre un ejemplo de movimiento, y tiene significado fisico:

“(...) y para expresar, que hizo lo contrario , de lo que avia de hacer ,

puede dezirse , que ha aban¢ado menos que nada, y que fu avance es, -2.

leguas: conque aqui, dos leguas fon menos que nada” (p. 20).

“Y cuando no antecede otra positiva; esta Cantidad fe Ilama, Cantidad
falsa, 6, menor que nada” (p. 20).

Mas adelante, cuando esta estudiando la solucion a los distintos
tipos de ecuaciones de segundo grado, y considera el caso x*+px+q = 0,
afirma:

“...yafs , x* + px seria Cantidad falfa 0 menor que nada (...) en efte
Grado la Férmula es impoffible : porque la Summa de Cantidades
pofitivas nunca puede fer igual a Nada.” (p. 132).

En un sentido fenoménico se presentan dos argumentaciones para
entender las cantidades negativas. Por un lado son falsas, lo que equivale a
ser raices negativas de una ecuacion, y, por otro, son menores que nada. La
nada se describe en sentido fisico como el no moverse; de esta manera se
identifica una cantidad negativa con el efecto de un retroceso como una
cantidad inferior a no avanzar (ver comentario a la ejemplificacion).

TSN6: Ejemplificacion.
Este es el unico ejemplo que se utiliza en el texto para aclarar la idea
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de "numero menos que nada".

"Es facil formar ideas de eftas Cantidades menores que nada. Supéngafe,
gue defde C. hasta B. ay tres leguas; y defde C. hasta A. ay dos. S vn
Caminante efta en C. con defignio de llegar a B. y effectivamente faliendo
de C. llega a B. es verdad dezir, que abancé ; y que fu abance es mayor
gue nada; y que la medida de efte abance es tres leguas. S no obftante su
defignio fe halla precisado a detenerse en C. su abance es ninguno , 0 es
igual a nada. S en vez de caminar azia B. saliendo de C. llegaa A. en la
phrase vulgar fe dira, que cgj0 ; y para expressar, que hizo lo contrario ,
delo que avia de hacer , puede dezrse, que ha abancado menos que nada,
y que fu avance es, -2. leguas. conque aqui, dos leguas fon menos que
nada’ (p. 20).
I I

A C B

El ejemplo presenta una comparacion de situaciones que conllevan a
medidas dirigidas con sentidos opuestos. Como la escogencia de sentidos
es arbitraria, la medida obtenida como negativa podria ser -2 o —3 segun la
conveniencia del resolutor. Corresponde a un fendmeno cotidiano basado en
los desplazamientos.

Es interesante destacar que el movimiento es el unico fendmeno de
origen fisico que presenta Ulloa para dar sentido a la nocion menor que
nada, ya que un retroceso es menos que no moverse, en el sentido de que
se pierde posicion.

La idea en que se sustenta esta representacion grafica es la misma
en que se basa la geometria analitica de Descartes: elegir un punto como
origen, de valor nulo, y a partir de él representar las cantidades positivas por
puntos equidistantes hacia la derecha, y las cantidades negativas por puntos
equidistantes hacia la izquierda. Pero Ulloa no le da un sentido algebraico
general, es decir, no trabaja con cantidades generales, con enteros, sino con
relativos, ya que utiliza los signos para la comparacién de medidas concretas
de diferentes regiones, dadas por los dos sentidos opuestos.

TSN7: Regla de los signos.

“De la conftitucion de eftas fefiales + y - fe sigue |o 1°. que cualefquiera dos
femgjantes pueftas inmediatamente afsi + + 0 - - , fignifican Mas, y
equivalen a vna Pofsitiva +: porque toda affirmacion de affirmacion, y toda
negacion de negacion es affirmacion. Lo 2° que qualefquiera dos de
femejantes immediatamente pueftas + - 0 -+, fignifican Menos, y equivalen
a vna Negativa -: porque toda affirmacion de negacion , y toda negacion de
affirmacion es negacion. Supuesto efto , es facil Summar , Reftar ,
Multiplicar , y Partir imperfectamente las cantidades affectadas con
cualquiera de lasfefiales+ 6 -” (p. 21).
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Aqui se presenta el significado légico de lo negativo como una
negacion y este significado se toma como base para la justificacion de la
regla de los signos, realizando las diversas combinaciones de una afirmacién
(cantidad positiva) y de una negacion.

“fe figuen dos Reglas para abreviar las operaciones de Sumar, y Refar
tales Cantidades, fi fon defiguales. 12 Sempre que tienen Afiales
encontradas ; en lugar de (mmar, £refa; y alo que proviene £ ponela
Afial de la mayor : y en lugar de refar se imma ; y & lo que proviene £
pone |la Afial, que tiene aquella, de quien £ avia de refar. |12 siempre que
tienen las mi mas Afales, y £ manda refar la mayor dela menor ; Arefa
conforme & razon natural, la menor de la mayor, y & lo que proviene £ pone
la Afial contraria” (p. 22).

Se enfatiza en el algoritmo a seguir cuando se suman o restan
cantidades, indicando que se debe siempre restar cuando los signos de
las cantidades son diferentes; el signo de la cantidad resultante
dependera de cual sea la cantidad mayor. Ulloa deja claro que en
aritmética lo correcto o “natural” es restar una cantidad menor de una
mayor y no lo contrario, siendo esto comprensible por su idea de la
cantidad como medida.

“S £ multiplica, 0 £ parte + por + , 0 - por - , € producto, © Quociente
Jemprees, + : Y § Amultiplica, £ parte+ por -, 0 - por +, el producto, ®
Quociente femprees, -." (p. 23).

El autor hace una generalizacion para la multiplicacion y division,
pero sélo toma en consideracion los signos, siendo esto una regla de
simplificacion de signos.

TSN8: Valor absoluto y relativo de una cantidad negativa.

“ S un potivo +3, fe fumma con vn privativo, 0 igual & é, -3. 6 mayor
que é -4. 0 menor que €, -2 la fumma fera +3-3. 0 ,+3-4. 0, +3-
2:porque la fumma fera +3+-3. 0, +3+-4. 0, +3+-2[...]" (p. 21).

Ulloa identifica el valor absoluto de una cantidad con su valor relativo,
puesto que lo que afirma en el parrafo es que |+3|=]-3], |+3]<]|-4] y |-
3|>|-2], es decir compara los valores absolutos de las cantidades positivas
y negativas.

TSN9: Orden en las cantidades negativas.

“fi un PoAitivo +3, fe fumma con un PoAitivo 0 igual & &, +3. & mayor
qued, +4. o menor qued, +2. lafummafera, +3+3.0,+3+4 [...]” (p.
21).
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De este parrafo se deduce que: +2<+3<+4, es decir, se establece
un orden de las cantidades positivas sin relacion con el cero.

S un potivo +3, fe fumma con vn privativo, ® igual aé, -3. ® mayor que
él -4. d menor que d, -2 lafummafera+3-3. 0,+3-4.[...]" (p. 20).

“S devn Privativo -3. fe refta vn po/ftivo, 0 igual a &, +3. 0 mayor que &,
+4. 0 menor que dl, +2; € refiduo fera, -3-3: 0, -3-4: 0-3-2.[...]"” (pp- 21)

En estos dos parrafos lo que se establece es un orden respecto a
cero entre los valores absolutos de las cantidades; se infiere:

Del primero del segundo
|+3[=]-3| -3|=+3]
|+3[<[-4| |-3|<|+4]
| +3[>]-2] -3|>[+2]

Por lo tanto, el signo menos (-), en la cantidad —3 sélo indica el efecto
de sustraccién que ocasiona la cantidad al adicionarla a otra.

Finalmente, afiade:
“Si de un Privativo -3. fe refta un Privativo, o igual a él, -3. 0 mayor que
el -4. o menor queeél, -2. ...” (p. 21).

De donde se desprende que -4 > -3 > -2; es decir, el orden entre
negativos para Ulloa es el orden de los valores absolutos.

Mas adelante, al trabajar con los logaritmos, presenta:

“S se forma una Progrefsion geometrica cuio 1.° Termino fea 1. y el 2.°
qualquier Cantidad , y fe difponen por fu orden debaxo de cada Termino
fus Exponentes , feran las Progrefsiones.

Geom. 1. x. X% X.xX. x.x°. X .&c.
Arith. 0 1.2 3. 4 5 6. 7. &c.

Y fi fe continua la Progrefsion geometrica debaxo de € Zero , los
Terminos de efta feran Exponentes de los que corresponden en aquella
afsi:

Geom. x. 1 1x. Ux2 UxX3. 1UxX 1UxX. 1X. &c.
Arith. 1. 0. -1 -2 -3. -4 -5 -6, &c” (p.119).

Observamos aqui la presencia de dos sucesiones: la de los numeros
positivos y la de los numeros negativos, pero ambas se presentan como
sucesiones crecientes independientes. En el caso de la sucesion de
negativos los términos avanzan conforme aumentan los exponentes, si bien
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la presencia de la cantidad inicial, X, fuerza a que su exponente 1 aparezca
vinculado con esta sucesion.

TSN10: Operaciones y utilizacion de las cantidades negativas.

“fi un Po Aitivo +3, fe fumma con un PoAitivo 0 igual a &, +3. & mayor
que €l, +4. 6 menor que &, +2. la fumma fera, +3 +3. 0, +3 +4. 0, +3
+2. porque la fumma fera +3++3. 0 +3++4. 0 +3++2. y a eftas
exprefiones equivalen las primeras.

S un potivo +3, fe fumma con vn privativo, ® igual aé, -3. ® mayor que
él -4. 0 menor que €, -2 la fumma fera +3-3. 0 ,+3-4. 0, +3-2:porque la
fumma fera +3+-3. 0, +3+-4. 0, +3+-2 y a eftas exprefsiones equivalen
las primeras. De aqui nace efta Regla general para fummar tales
Cantidades. VVnan £ con los Afiales, quetienen” (p. 21).

“ S de un po.tivo +3. serefta un potivo, 0 igual & él, +3. 6 mayor que
él, +4. 6 menor que é, +2. @ refiduo fera,. +3-3. 6 +3-4. 0 +3 -2.
porgue €l refiduo ferd +3 - +3. 0, +3 - +4. 0 +3 - +2. y a eftas
expreSiones equivalen las primeras.

S de un Pojtivo +3. fe refta un Privativo, 0 igual a &, -3. © mayor que
e, -4. 0 menor que €, -2 ; € refiduo fera, +3+3. 0, +3+4. 0, +3+2.
porque e refiduo ferd +3--3. 0, +3--4. 0, +3--2. y & eftas expre Siones
equivalen las primeras.

S de vn Privativo -3. fe refta vn po.jtivo, 0 igual & &, +3. ® mayor que
el, +4. 0 menor que d, +2; € refiduo fera, -3-3: 0, -3-4: 0 -3-2. porque
e refiduo fera, -3-+3: 0, -3-+4: 0 -3-+2. y & eftas exprefiones
equivalen las primeras.

S de un Privativo -3. fe refta un Privativo, 0 igual a €, -3. 6 mayor que
el -4. 6 menor que €, -2. @ refiduo fera -3+ 3. 0, -3+4. 0, -3+2: porque
el refiduo fera -3 - -3.0 -3 - -4: 0 -3 - -2. y & eftas expreSiones
equivalen las primeras.” (pp. 21-22).

Como ya se han definido nuevas cantidades con signo y las reglas
para operar con ellas, ahora se muestran mediante ejemplos los distintos
casos de sumas y restas que pueden presentarse con numeros positivos y
negativos, realizando finalmente wuna simplificacion de signos y
estableciendo de esta manera las reglas para operar con estas cantidades.

“ Dado un Logarithmo negativo [-0.1023729./ hallar las Decimas de
quienesloes.” (p. 117).

En algunos casos, Ulloa hace uso de la cantidad negativa sin
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cuestionar su significado, aqui en particular simplemente es un guarismo.

TSN11: Interpretacién de los resultados negativos.

No se ha encontrado informacién correspondiente a esta categoria
sobre el tipo de problemas que solucionan las cantidades negativas. Esto
supone un predominio de los aspectos formales y un escaso interés por
trabajar con problemas cuyos resultados sean negativos e interpretar tales
resultados.

TSN12: Utilidad de las cantidades negativas.

No hemos encontrado informacion o explicacion en el texto para esta
categoria. Los negativos tienen interés en cuanto que se presentan como
resultado de la aplicacion de las leyes formales del céalculo algebraico en la
resolucion de ecuaciones.

TSN13: Otros.

“Quando la cantidad literal propuefta es negada , y Poteftad , cuio
exponente es numero par , no tiene Raiz alguna , pojftva , 6 negativa:
porque #x multiplicado por fi mifmo da producto affirmado. Pero fi la
Poteftad negada tiene por exponente numero impar , tendra fu Raiz
negada como -x: porque su Quadrado sera X, fu cubo -x® , fu Quadrado
Quadrado x™.” (p. 91).

En este parrafo Ulloa plantea la no existencia de raices de orden par
para las cantidades negativas, pero si para las raices de orden impar;
asimismo afirma la idea de que la cantidad negativa es una cantidad negada.

En la discusidon de los tipos de ecuaciones por el numero de sus
raices se plantean las diferentes combinaciones de raices positivas y
negativas en cada caso:

“Y asi en el 2.° Grado no ai mas que tres : porque las dos Raizes simples ,
0 feran Pofitivas , 0 Negativas , 0 una de ellas Pofitiva , y otra Negativa. ”

(p. 129).

Los signos de las raices de un polinomio y los signos de sus
coeficientes los analiza Ulloa con detalle para los primeros grados.

También, como se ha dicho, los negativos se presentan en el estudio
de los logaritmos.

4.4.4 Analisis

A continuacion presentamos un analisis sobre los campos genéricos
definidos. Como hemos planteado en los apartados 3.3.1 y 3.3.2, realizamos
un analisis conceptual junto con una revision historico-critica y un analisis de
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contenido.

4.4.4.1 Analisis conceptual y revision histérico-critica.

e Numero

Se encuentra en esta obra de Pedro de Ulloa un apego a
planteamientos clasicos sobre la nocién de numero. Como se puede apreciar
a través de CCO1, encontramos la segunda definicion que viene dada en el
libro VIl de los Elementos de Euclides (Reedicion de 1994), la cual dice: “Un
numero es una pluralidad compuesta de unidades’ , de esta manera los numeros
se forman agrupando unidades; el numero se refiere a lo discreto o
discontinuo como podemos verlo en CCO1 y a lo continuo discretizado,
como cuando utiliza segmentos con un numero exacto de unidades. Bajo
esta idea el numero se asocia a colecciones abstractas de objetos tangibles.
Esta apropiacion del pensamiento euclideo viene dada por el
redescubrimiento del conocimiento griego durante la baja Edad Media y el
Renacimiento. El dominio de los algoritmos de las operaciones muestra las
ventajas de incorporar el sistema decimal de numeracidn a las nociones
clasicas. Para representar o “expresar la innumerable variedad que puede aver
de Cantidades, se han inventado varias Notas (...) pero las mas commodas son unas
cifras, cuya invencion vulgar mente se atribuye a los Arabes ...”

También encontramos la idea de numero asociada a la de medida en
TSNG.

e Cantidad

Cuando se presenta la cantidad, Ulloa alude a dos tipos de
cantidades: las que se pueden contar y las que se pueden medir, es decir,
hace referencia a la pluralidad y a la medida. La primera se refiere al nimero
en concordancia con la idea que tiene de él como pluralidad, que ya
indicamos en el parrafo anterior, y la segunda se refiere a la magnitud. Asi,
la cantidad puede ser discreta o continua. De esta manera hallamos
evidencia de la nocién aristotélica de cantidad a través de lo que se expresa
en CCO2. Como indica Gomez (1999, p. 91) respecto a esta nocion de
Aristoteles “Lo que caracteriza a la pluralidad es su potenciabilidad de ser
divisible en partes no continuas y a la de la magnitud es su potenciabilidad de ser
divisible en partes continuas’ y ofrece la definicion aristotélica: “ Se dice que
posee “ cantidad” 1o que es divisible en partesinternas, cada una de las cuales —sean
dos 0 mas de dos- son por naturaleza algo uno, y algo determinado” (Aristételes.
Metafisica, 1020a, 5-15).

La idea aristotélica de cantidad que utiliza Pedro de Ulloa refleja la

influencia de la matematica griega en su formacién y, desde luego, en su
obra; esto lo explicita al afirmar que sigue en el texto a Theodosio y Euclides.
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e Cantidad positiva y cantidad negativa

En esta obra se aborda brevemente el numero negativo. El autor
utiliza la idea de cantidad negativa. Inicia su planteamiento mostrando los
signos positivo y negativo; luego identifica las cantidades positivas y
negativas. A estas ultimas las considera como entidades auténomas, con
significado formal, no sélo como sustraendo, como apreciamos en TSN2.
Para ello explica qué son las cantidades precedidas del signo (-), aclarando
que, si a esta cantidad no le antecede una cantidad positiva, se llaman
cantidades falsas o menores que nada. Para dar una idea de cantidad
negativa que sea congruente con la nocion previa de cantidad, en TSNS
utiliza la expresién cartesiana de “cantidad falsa” y proporciona en TSN6 la
caracterizacion de “cantidad menor que nada” mediante un ejemplo donde
trata de aclarar el concepto.

En la justificacion de la regla de los signos interpreta los signos + y —
como afirmaciones y negaciones légicas. El tratamiento que proporciona en
la Primera Parte del texto es aritmético, ya que siempre presenta valores
concretos, si bien busca establecer reglas formales para operar entre estas
cantidades a través de los signos y de una justificacion légica. Mas adelante
hace una breve presentacion del uso algebraico de las cantidades negativas
cuando aborda la solucion de ecuaciones, pero la nocién de numero
negativo es la establecida con anterioridad.

Cuando en TSN2 Ulloa llama falsa a la cantidad negativa cuando no
le antecede otra positiva, hallamos uno de los conflictos sobre la aceptacién
de numeros negativos desde su origen (el cual seria, posteriormente,
bandera de los enciclopedistas franceses en su oposicién a tal objeto
matematico). Este conflicto se refiere a la aceptacidn, por una parte, de la
existencia de cantidades negativas como resultado de calculos vy
operaciones algebraicas; como consecuencia de ello surge la manipulacion
operatoria de estas cantidades y su aceptacion formal. Pero, por otra parte,
el intelecto y la reflexion filosofica no conciben la existencia real de unas
cantidades que tengan un valor menor que cero, es decir, menos que nada,
lo cual dificulta la aceptacidén de las cantidades negativas. Pese a que a las
cantidades negativas se las dota de un significado relativo, contindan
presentando inconvenientes para su comprensiéon. Descartes plantea en su
Geometria la posibilidad de convertir toda raiz negativa en otra positiva,
mediante un cambio del origen o punto de referencia, y de ahi la
denominacion de “cantidad falsa”.

Ulloa conoce este conflicto, pero no lo contemplé como una dificultad

para su planteamiento, sélo lo menciona como dato al que tratdé de aportar
algun significado al que no concede mayor espacio. Para Ulloa las
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cantidades negativas formaban parte del aparato formal y légico de las
matematicas; consideraba que para trabajar con ellas era suficiente conocer
las reglas de su representacidén y las correspondientes a las operaciones,
que es a lo que dedico su presentacion, sustentando su significado en las
simples nociones aritméticas de los numeros relativos.

La revision histérica muestra que la posicion de Ulloa sobre los
numeros negativos corresponde a la transicion entre un concepto de numero
clasico, basado en la abstraccién de colecciones y la nocion de numero
natural, a un concepto de numero formal, establecido por leyes operatorias y
la estructura que determinan, que va a dar lugar a una nocion de numero
relativo.

4.4.4.2 Analisis de contenido

e Conceptos basicos

Hemos identificado e ilustrado a partir de TSN2 que, en el texto, el
signo menos (—) pasa, de establecer una relacion, a ser tan solo un
instrumento de sintaxis para un nuevo concepto. Los numeros o cantidades
se pueden presentar de las siguientes formas: positivas con signo +, como
+4, o0 sin él, es decir, 4; y negativas precedidas de una cantidad positiva
como +4 -3, o solamente con signo —, como -3, siendo ésta una cantidad
menor que nada o simplemente falsa. Para proporcionar algun significado
concreto a lo anterior, utiliza una situacion de desplazamientos relativos,
como se observa y comenta en TSN6. Ulloa se apoya en el desplazamiento
para ejemplificar la idea de cantidad menor que nada. Por medio de TSN6
dota de significado cotidiano a la idea de cantidad menor que nada, por ello
utiliza el ejemplo de desplazamiento, es decir una pareja de contrarios. Su
familiaridad con las ideas de Descartes le hace utilizar la nocién de cantidad
falsa como algo conocido, que no necesita explicarse.

La consideracion de la incégnita se refiere a valores especificos no
conocidos en una operaciéon, como se indica en CCO5.

En CCO5 queda de manifiesto que el significado de una ecuacion
corresponde o0 bien a una igualdad o a una desigualdad; se aprecia un
sentido de establecer un equilibrio o indicar su ausencia. Todas estas
nociones son algebraicas y difundidas por los trabajos cartesianos.

e Fenomenologial/justificaciéon

El analisis fenomenoldgico muestra la influencia de ideas racionalistas
para la aceptacion por Ulloa de las cantidades negativas, con vinculacion
directa a la Geometria de Descartes. La fenomenologia utilizada es de
procedencia cartesiana; viene fundada en los desplazamientos lineales y en
la resolucion de ecuaciones. Como hemos visto en TSN5 se presentan dos
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argumentaciones para entender las cantidades negativas. Por un lado estas
cantidades “son falsas”, lo que equivale a que son raices negativas de una
ecuacion y, por otro, son “menores que nada”.

Los fendmenos considerados son aritméticos, por un lado, sostenidos
en la comparacion de medidas concretas y, por otro, de naturaleza
algebraica resultado de la resolucion de ecuaciones. No hay otra justificacion
en el texto para la aparicidon de los negativos.

Ulloa trata de aclarar la idea de cantidad negativa por medio de un
unico ejemplo fisico, como indicamos en TSN6. Este ejemplo se fundamenta
en la medida de distancias con direcciones diferentes y contrarias. El origen
o punto de partida C lo utiliza como punto de referencia para los dos
avances y para el intento de avance.

Asigna a la cantidad negativa una naturaleza de accidn; considera
una cantidad negativa como resultado de una transformacion o cambio.
También 0 o nada se produce, segun el ejemplo, cuando se quiere efectuar
una accién (desplazamiento) pero ésta no se hace. Dentro de este modelo la
interpretacion del 0 es no realizar una accion. Podria inferirse del esquema
utilizado en el ejemplo la existencia de un cero positivo 0" y un cero negativo
0.

Ulloa utiliza las cantidades negativas para modelizar un fenémeno de
movimiento en retroceso; el tipo de representacion que utiliza para
ejemplificar las cantidades negativas es grafico, mediante desplazamientos
sobre una linea.

e Estructura de orden

De TSN6, TSN8, TSN9 y TSN10 se obtienen dos consideraciones
respecto al orden de las cantidades negativas: en primer lugar, se reconoce
que las cantidades negativas son menores que nada y, tomando en cuenta
el ejemplo presentado en TSN6, donde se asocia el cero con “nada”, se
tiene por lo tanto, que las cantidades negativas son menores que cero.

En segundo lugar, se establece en varias ocasiones cuando un
numero negativo es igual, mayor o menor que otro tomando un orden de
acuerdo a su valor absoluto, como en TSN10. En este caso lo hace, como
cuando explica la diferencia entre negativos y afirma que -4 es mayor que
-3.

Todo esto sefala que no esta comparando cantidades positivas y

negativas, sino valores absolutos de cantidades, por lo cual se podria decir
que estamos ante la presencia de numeros dirigidos
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De otra parte, en TSN9 se plantean dos sucesiones crecientes
independientes: la de los positivos y la de los negativos, y en ambos casos
se considera que los términos se siguen conforme aumentan los exponentes
de las progresiones geométricas relacionadas.

e Estructura algebraica

En el texto se justifica la regla de los signos como resultado de
componer proposiciones légicas, en donde el signo positivo (+) equivale a
una afirmacion y el signo negativo (=) equivale a una negacién. Se dota de
justificacion logica a la ley de los signos como se ve en TSNY.

La suma y la resta son presentadas simplemente como una extension
de las operaciones entre naturales mediante aplicacion de la simplificacion
de signos que expone inicialmente, y que muestra diferentes combinaciones
de suma y resta de una cantidad positiva y una negativa. El principio para
reducir términos de distintos signos es el de anulacién/compensacion. Se
ofrece un tratamiento puramente sintactico, como se mostré en TSN10.

Sin aportar explicacion, cambia la terminologia de las cantidades
negativas al iniciar la explicaciéon de las operaciones “summa’, “residuo’,
“producto” y “quociente” de las cantidades. Ulloa introduce el término
privativo para referirse a las cantidades precedidas de signo menos (-), y asi
pasa a emplear las cantidades como numeros. De este modo utiliza un sélo
término en cada caso (positivo o privativo). A lo que llamaba cantidad, le dice
ahora, numero y pasa a explicar las reglas de sus operaciones, lo cual se

puede observar en TSN10.

e Uso algebraico

Realiza una caracterizacion de los polinomios mediante la interaccion
de los signos utilizados con los numeros a las letras y asi aparece en el texto
la nocion algebraica de polinomio; de tal manera que presenta una notacion
algebraica. Al admitir la existencia de los negativos, los empieza a utilizar,
por ejemplo, en los logaritmos, en exponentes, y también cuando indica que
las cantidades negativas no tienen raiz par.

El conjunto numérico que Ulloa define para las operaciones, y que
llama enteros, son s6lo numeros naturales.

En forma global el texto tiene un planteamiento formalista, pues define
los signos y las operaciones e inmediatamente comienza a operar con ellos

de manera que no se llegue a contradicciones.

En TSN13 podemos observar que las cantidades negativas eran
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manipuladas algebraicamente como parte de procedimientos algoritmicos.

4.4.5 Identificacidon de las diferencias l6gico formales entre Z y N,.

Primera diferencia. La primera de las cinco diferencias estructurales
establecidas por Gonzalez Mari (1995) sefiala que los numeros enteros se
caracterizan por una relacion de orden total, mientras que los naturales
relativos tienen un doble orden natural, con inversion en la region negativa,
lo que hemos llamado en algun momento orden del valor absoluto. Para
detectar esta diferencia Gonzalez Mari establece cuatro indicadores (1998,
pp. 214-218), que vamos a enumerar de nuevo para discutir su presencia en
la obra de Ulloa.

El primer indicador es el que denomina a.4. Atribucion de significados,
signos y adjetivos duales a las regiones. Se reconoce este indicador cuando
la asignacion es justa y determinada para el caso de los enteros, y para los
numeros naturales relativos cuando es arbitraria e indeterminada (p. 214).

En este caso la asignacion que se hace en TSN2 es precisa, solo el
adjetivo de falsa para la cantidad negativa puede tener un sentido arbitrario,
que se solventa recordando la referencia a Descartes. También el significado
l6gico de los signos propuesto en TSN2 y TSN7 es determinado y parece
apuntar a los enteros.

Sin embargo, la asignacion que se hace a los términos positivo y
negativo en TSNG es arbitraria e indeterminada: “hacer lo contrario de lo que
pretendia’, de manera que el par avanzar-cejar tiene connotaciones de
favorable — desfavorable para un propdsito no formal. En este caso, el
ejemplo elegido para presentar las cantidades negativas respecto de las
positivas y dotar de sentido a la expresion “cantidad menor que nada’, hace
una asignacion arbitraria, que corresponde a los numeros naturales relativos.

El segundo indicador a.,. Comparacion global de regiones se
reconoce por el tipo de comparacion global de regiones que hace el autor
(pp. 215-216). No hemos encontrado evidencias para este indicador que
situen el tratamiento de Ulloa para las cantidades negativas en el campo de
los enteros o en el campo de los naturales relativos.

Tercer indicador: a.3. Comparacion de medidas con valores numéricos
negativos (inversion en el orden entre enteros y naturales relativos (pp. 216-
217).

La diferencia en este caso se establece porque para el caso entero el

orden es el orden usual entre enteros negativos (es menor el de mayor valor
absoluto) y en el caso de los naturales relativos el orden es el inverso, entre
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negativos es mayor el de mayor valor absoluto.

En este caso las observaciones recogidas en TSN9 dejan claro que
Ulloa esta trabajando el orden entre los negativos como orden relativo, ya
que toma como orden para los negativos el de los valores absolutos.

Cuarto indicador: a.s. Comparacion (orden) de medidas con valores
numéricos de diferente signo o region (pp. 217-218).

De los enunciados recogidos en TSN10 se desprenden
comparaciones entre privativos —3 y positivos +2, menores que el privativo,
que muestran la desconexion entre regiones propia de los naturales
relativos, con los criterios de Gonzalez Mari.

Como balance para esta primera diferencia D4, sustentamos que los
numeros negativos con que trabaja Ulloa son numeros naturales relativos, ya
que las evidencias encontradas apuntan hacia esta interpretacion.

Segunda diferencia. La segunda diferencia se refiere al papel que
juega 0; en el caso entero no hay primer elemento, en el caso natural relativo
0 es primer elemento de la serie de los positivos (y de los negativos). Para
reconocer esta diferencia Gonzalez Mari (1998, pp. 218- 224) establece tres
indicadores, cuya presencia en Ulloa vamos a estudiar.

Primer indicador b.q. Naturaleza de los numeros y de las situaciones.
Se tratara de numeros enteros cuando se trabaje con posiciones en una
serie unica respecto de un elemento central, que sirve de referencia, en el
bien entendido que cero significa posicion central y no medida en sentido
absoluto. Esta condicion parece no verificarla el autor cuando en la pagina
20, escribe:

“ S no obftante su defignio fe halla precisado a detenerse en C. su abance es
ninguno , o esigual a nada.”

El cero en el ejemplo de Ulloa es una cantidad natural, a partir de la
cual se producen avances y retrocesos. Por tanto, entendemos que este
primer indicador sefiala hacia los naturales relativos.

Segundo indicador b.,. Representacion. En la estructura entera se
utilizan numeros con signo que a veces se sustituyen por términos relativos
sin que ello afecte a la naturaleza de los numeros. En la estructura natural
relativa existen dos series duales con primer elemento, lo cual supone que la
terminologia que se utilice debe establecer claramente la diferencia entre
ambas. En este caso la mayor parte del uso de las cantidades negativas se
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concreta en un numero acompafado de un signo; en la ejemplificacion se
hace referencia permanente a la dualidad avanzar/retroceder. No estaria
claro con esta unica informacion si nos encontramos con numeros enteros o
con naturales relativos. Sin embargo, observamos que el autor siempre se
propone dotar de significado bien Iégico o bien de medida a la simbolizacion
matematica, es decir, de alguna informacién sobre el tipo dualidad a la que
se refiere (p. 221), lo cual hace Ulloa en la mayor parte del texto
considerado.

Las series de positivos y negativos que comienzan en 0, que
comentamos en TSN9 también subrayan la idea de que hay un primer
elemento, que es 0. Este segundo indicador también apunta hacia los
naturales relativos.

Tercer indicador b.;. Transformaciones. El trabajo de Ulloa no permite
obtener informacién sobre este indicador.

Como balance para esta segunda diferencia D,, decimos que los
numeros negativos con que trabaja Ulloa, cuando satisfacen las condiciones
de Gonzalez Mari, lo hacen en el sentido de que se interpreten como
naturales relativos.

Tercera diferencia. Se denomina: Continuidad de medidas vs.
Discontinuidad de medidas al cruzar 0. En este caso no se establecen
indicadores diferentes. La caracterizacion entera consiste en que se puede
pasar de los positivos a los negativos, se puede “cruzar el cero”, sin sentido
de discontinuidad. Sin embargo, en la estructura natural relativa, debido a la
inversion del orden, al orden doble, no es posible efectuar medidas entre
valores opuestos (Gonzalez Mari, p.225).

Para Ulloa no hay continuidad de medidas ya que avanzar y
retroceder son situaciones opuestas que, a lo menos que llegan es a ser
nulas. Hay una discontinuidad expresada por “hacer lo contrario de lo que
habia que hacer’.

Cuarta diferencia. Cero unico- Cero doble (natural relativo). Tampoco
en este caso se establecen indicadores diferentes para su reconocimiento.
Gonzalez Mari afirma que se trata de una diferencia importante vy
l6gicamente compleja (p. 226). No hay evidencias suficientes para sostener
que Ulloa trabaja con un cero doble aun cuando hay ocasiones en que
parece apuntar en este sentido. Asi, cuando Ulloa expresa “que hizo lo
contrario de que avia de hacer” parece que refleja la consideracion de dos
origenes o ceros, puesto que las acciones realizadas son contrarias u
opuestas; también con la presencia de las dos progresiones aritméticas
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detectadas en el estudio de los logaritmos y ya comentadas en TSN9. Sin
embargo el analisis sobre el uso algebraico revela que, de forma general, los
negativos reciben un tratamiento algoritmico y algebraico formal donde no
parece tener cabida dos origenes.

No consideramos suficientes la evidencias sobre un doble cero,
aunque hay indicios débiles que apuntan a cierto cumplimiento de D4.

Quinta diferencia. Composicion aditiva: Adicion entera- Adicion
natural y anulacion—compensacion. Tampoco para esta diferencia se
establecen distintos indicadores. Las reglas presentadas en TSN7 y TSN9
para la adicion y sustraccion de cantidades negativas y positivas dejan claro
que predomina el término de mayor signo y que se restan las cantidades de
signos distintos, pasando por toda una casuistica donde se analizan las
distintas posibilidades. En este caso si esta clara la estructura aditiva de los
naturales relativos en el texto de Ulloa y se detecta la diferencia Ds.

La siguiente tabla resume la el analisis de las diferencias en el texto
de Ulloa:

Tabla 4.1. Diferencias entre Z y N, en los Elementos de Ulloa

Autor Dy D: D; | Dy | Ds
A | A2 | A3 | A4 b1 b2 b3

Ulloa Si|¢?|Si|Si|Si|Si|Si|g?|S1| Si $? Si

Si =se cumple la diferencia en el campo de los niimeros naturales relativos;, No =la
diferencia no se cumple en el campo de los relativos; ;?=no hay evidencias de una u otra estructura;
P = cumplimiento parcial de la diferencia en el campo de los naturales relativos.

4.4.6 Tratamiento global de los negativos en los Elementos
Matematicos

El balance del tratamiento que hace Ulloa de los numeros negativos,
muestra que la estructura presentada corresponde a los numeros naturales
relativos planteados por Gonzalez Mari, excepto para la cuarta diferencia
D4, de la que sdlo hay indicios débiles no caracterizados por Gonzalez Mari.
Las reflexiones sobre la presencia de las diferencias de los naturales
relativos, asi como algun tratamiento claramente entero, indican que unos y
otros se mezclan en el desarrollo del texto, con predominio en la
conceptualizacién y fundamentacion de los naturales relativos.

Aunque en el inicio, Ulloa presenta las cantidades negativas de

manera formal y directa, el predominio de la estructura natural relativa es
evidente, debido principalmente a dos razones.
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En primer lugar, el marco de presentacién de las cantidades negativas
es aritmético, con cantidades concretas; cuando se presentan las cantidades
algebraicas ya hay un desarrollo establecido para los negativos, que se ha
sostenido sobre cantidades concretas y no sobre cantidades generales.

En segundo lugar, el ejemplo elegido para proporcionar significado a
las “cantidades menores que nada” es una situacion netamente relativa, de
avances Yy retrocesos lineales. Aunque pudiera identificarse con la recta
numeérica, se trata de una situacion muy diferente, que impone su propia
l6gica y, finalmente, distancia al autor del referente cartesiano en contra de
Su propia intencion.

Las representaciones utilizadas para la cantidad negativa son
numeéricas y graficas. El signo menos (-) otorga la cualidad de negativa a la
cantidad que antecede, ademas indica el efecto de sustraccion que
ocasiona la cantidad al adicionarla a otra.

El conocimiento de Ulloa sobre Algebra no destaca en el tratamiento
de los negativos, ya que éstos tienen una base puramente aritmética, que
permite sustentar una nocidén basica de numero negativo, que luego se
utiliza en operaciones mas avanzadas, pero con un sentido puramente
formal. De hecho Ulloa no muestra ningun problema en cuya resolucién haya
que reinterpretar el sentido de un resultado negativo.

El fundamento algebraico hace que utilice las cantidades negativas de
manera reiterada a lo largo del texto, sin reparar en su significado y utilidad
como resultado o como parte de una operacion indicada. La doble
consideracion de las cantidades negativas como “menores que cero” y
“falsas”, reflejan en Ulloa, de una parte, el legado euclideo de su formacion,
y por otra, el conocimiento y familiaridad con las modernas ideas novatoras y
cartesianas.

4.5 Compendio mathematico. Tomo l y Il (1707-1709).
4.5.1 Autor

Thomas Vicente Tosca: (n. en Valencia, 1651; m. en Valencia, 1723)
(CA1). Realizo6 sus estudios en la Universidad de Valencia donde obtuvo el
grado de maestro en artes y doctor en teologia (CA2). En 1678 se ordend
sacerdote en la congregacion de San Felipe de Neri.

Fueron Félix de Belaochaga y Baltasar de Ifiigo, personajes del
circulo de Zaragoza —la primera tertulia exclusivamente dedicada a las
matematicas, fisica y astronomia— quienes iniciaron a Tosca en los caminos
de la matematica, la astronomia y la fisica (CAS5).
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Contemporaneo de Ulloa, Tosca vivio el cambio de la dinastia de los
Austrias por la de los Borbones, con las azarosas luchas que ello supuso en
el reino, principalmente en la Corona de Aragon, y el predominio de las ideas
ilustradas en sus comienzos. Entre 1697 y 1705 organiz6 en sus
habitaciones de la Congregacion una escuela de matematicas. Llevd a cabo
diversas actividades técnicas para la ciudad de Valencia, entre ellas deline6
el mapa de la ciudad (CA7).

Como universitario, ocup6 el cargo de vicerrector de la Universidad de
Valencia desde junio de 1717 hasta 1720 (CA4).

Vicente Tosca participd en el movimiento novator que se desarrollé en
Valencia, siendo contemporaneo de Gregorio Mayans y Siscar, maxima
figura del movimiento novator espanol. Su adhesién a las ideas novatoras se
revela, entre otras cosas, con la publicacion de su Compendio en Castellano,
tanto asi, que el propio Mayans y Siscar (citado por Capitan 1991, p. 691)
indicaba que, si se queria ensefar la matematica en castellano y por libros
impresos, debia de ser por medio del Compendio de Tosca repartiendo su
estudio en tres o cuatro afios (CA7). En esta obra se intentaba “ hacer una
fisica dedigada de los esquemas habituales de la filosofia natural mas atentos a los
<<primeros principios de los cuerpos>> y a las <<propiedades o afecciones
generales del ente natural>>" (Moreno, 2002; p. 360). El acepta la necesidad
de las matematicas para el estudio de la fisica.

Tosca redacté el Compendio tomando como modelo los Cursos de
caracter enciclopédico publicados fundamentalmente por los jesuitas y con
finalidad educativa; parece evidente la presencia de una influencia comun
con Ulloa. Ahora bien, a diferencia de Ulloa, la estructura del Compendio
distingue claramente entre Aritmética y Algebra, dedicando un tratado
diferente a cada materia.

Segun Lopez Pifiero et al. (1983), Tosca ocupa un destacado lugar en
la introduccién de la ciencia moderna en Espafia con la publicacién de su
Compendio mathematico y el Compendium philosophicum (CGO6).

Sus obras publicadas son: Compendio matematico, en que se contienen
todas las materias mas principales de las Ciencias , que tratan de la Cantidad, en
1707, la cual tuvo una segunda y tercera impresiéon en 1727 y 1757,
respectivamente; Compendium Philosophicun praecipuas Philosophie..., en 1721
y, de manera postuma, Tratado de arquitectura civil, monteo y cantena y reloxes
en 1724. Dej6é manuscritos Compendium mathematicum en 1719 y Aritmética
superior (Aguilar Pifal, 1983) (CAB6).

Las referencias a Tosca pueden hallarse en Aguilar Pifal (1983)
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Capitan (1991), Moreno (2002) y Lépez Pinero et al. (1983) (CAS8).

4.5.2 Caracterizacion del texto
Compendio Mathematico. Tomos | y Il (1707-1709) (CGO1, CGO2).
Madrid: Imprenta de Antonio Marin.

El Compendio Mathematico esta dedicado “al sefior D. Felipe Quinto
el animoso, rey de las espafas”; D. Joseph Fernandez de Manzanillo
presbitero de la Congregacién del Oratori de S. Felipe Nery, Secretario del
Santo Oficio y Examinador Synodal del Arzobispado de Valencia otorgd la
licencia para la publicacion del segundo tomo el 2 de febrero de 1709.

El Tomo | del Compendio Matematico esta dedicado a la Aritmética y
en él no se consideran las cantidades negativas, éstas solamente se tratan
en el tomo Il de Algebra. Este segundo tomo consta de 490 paginas, dividido
en tratados (tratado 1V, V y VI), los cuales, a su vez, se subdividen en libros
y ellos, en capitulos. El tratado IV tiene tres libros y tratan de la aritmética
superior; el tratado V consta de ocho libros, y tratan de “algebra o arte
analitica”; el tratado VI tiene cuatro libros y corresponden a la musica
(CGO3).

Tosca cita y sigue en la mayor parte del texto a Euclides; también
menciona la Arithmética Universal de José de Zaragoza, la Aritméticay el libro
tercero del Algebra de Miliet. Al iniciar la parte correspondiente al algebra
menciona como pioneros de ésta a Dionysio Areopagita, Mahomet Arabe,
Gebro, Diophanto Alexandrino, Vieta, y Michel Rollé con su Tratado de
Algebra (CGO5).
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En el Tomo | indica que las matematicas “segin su derivacion del
Griego, eslo mismo que doctrina y disciplina” (p. 1) y sefiala su objeto:

“El objeto de la matematica es la quantidad, [...] s solamente en quanto
en extension, 0 numero; y generalmente es objeto de la matematica aquello
por lo cual una cosa se dize mayor, menor, O igual a otra; y la razon es,
porque todo su empleo consiste en averiguar, y demostrar las propiedades,
y atributos de dicha quantidad” (Tomo I, p. 2) (CCO2).

El concepto de numero esta considerado en el Tomo | libro 1, donde
cita: “ Numero es una coleccion de unidades. Euclides def. 2 del libro 7.” (p. 136)
(CCO3). Al seguir Tosca a Euclides, y observando sus definiciones de
“namero plano” y “ndmero solido”, se ratifica la concepcion euclidea, que
identifica numero primo con longitud y numero compuesto con superficie o
volumen.

La controversia sobre la unidad como numero aun estaba vigente en
Espafia como puede apreciarse en la siguiente explicacion:

“[...] la unidad no es numero, por no componerse de otras unidades;
aungque Caramuel quiera defender lo contrario: y quando la unidad se
considera dividida en partes, como en tercios, quartos, &c. Ya no se
forma como unidad, si como numero. En tanto pues se llama unidad en
guanto la suponemos indivisible; pero en variando la suposicion
considerandola dividida en partes, ya dexa de ser unidad, y pasa a
tener larazon de numero, y se transfiere la razon de unidad a cada una
delaspartesdeladivision” ( Tomo I, p. 136) (CCO3).

Tosca utiliza de manera casi literal las mismas definiciones y ejemplos
del texto de Ulloa; aunque coincide con ese autor, hay algunas diferencias
importantes entre ambos. Una primera diferencia radica en el hecho de que
el Tomo Il del Compendio es un texto explicito de algebra, que dedica su
atencién a la que denomina Arithmetica Superior de las Potestades
Numericas, la cual “ se levanta a la composicion, y resolucion de las potestades
numéricas, estableciendo los principales fundamentos de la Algebra” (Tomo 1) y al
Algebra o Arte Analytica, donde “considera su naturaleza, y propiedades:
averiqua su composicion; pasando Ultimamente a su resolucion, y extraccion de las
raices que lasforman.” (Tomo I, p.1).

Ulloa dedica apenas 20 paginas (desde la 121 a la 140) a la Synthesis y
Analysis de las Proposiciones Mathematicas, es decir, al estudio de los tipos
de ecuaciones y sus vias de resolucion, mientras que Tosca hace un
desarrollo detallado del Algebra o Arte Analytica en mas de 260 paginas (de
la 72 a la 336).
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Una segunda diferencia entre la obra de Ulloa y la de Tosca se
encuentra en el uso de ejemplos practicos para plantear y resolver
problemas. Ulloa emplea 12 paginas para ejemplificar la aplicacién de las
cuestiones teoricas planteadas. Esta ejemplificacion es sistematica en
Tosca, conectando de modo permanente la teoria con la practica; alcanza
hasta incluir poemas o referencias histéricas para plantear como enigmas
algunos de los enunciados de los problemas (Tomo Il, pp. 133-135).

No da definicion de cantidad aritmética o numero natural, ni pueden
inferirse a partir de lo expuesto en el Tomo Il. En este Tomo Il aborda las
potencias de los numeros naturales y las relaciones de divisibilidad; trabaja
con los quebrados asi como también con las cantidades literales, dedica el
libro VII (p. 275- 313) a las Magnitudes irracionales € inconmenfurables
(CCO6).

Respecto al algebra afirma:

“Espues, la Algebra vn Arte que enfefia a hallar cualquiera cantidad ,
refolviendo la queftion propuefta , por los mifmos terminos, con que fe
compufo.[..] Dividefe ya cominmente la Algebra en wulgar y
efpeciofa; la vulgar , a quien tambien Ilaman numerofa , exercita fu
logiftica en los numeros vulgares y conocidos, hafta encontrar la
igualacion con algunos caracteres incognitos.” (Tomo Il, pp. 71-72).
[...] todo € artificio de la regla Algebraica, y Analitica, los quales
tienen tres partes, que son: igualacion, reduccion, y valor del carécter,
[..]” (Tomoll, p. 111) (CCO4).

Tosca escribe sobre la incognita que “ En lugar de la magnitud incdgnita
gue se busca, se supondra vna de las vitimas letras del Abecedario, como X.y.z &c.
De suerte, que s se busca vn numero, 0 lado, 0 linea, se supondra sencillamente
dichaletra.” (Tomo II, p. 110) (CCO4).

A las ecuaciones, Tosca las llama igualaciones y las define asi:
“lgualacioén, es la comparacion, 0 cotejo de una cantidad con otra igual, pero de
diferente nombre, 0 caracter, como x @ b. za @ b2. &c.” (Tomo II, p. 112)
(CCOS5).

Los numeros negativos son tratados como cantidades menores que
nada, en el capitulo Il del tratado V de algebra, el cual trata de “ la logistica de
los caracteres’ (CCO5).

En el texto se presentan las mas importantes contribuciones del
algebra literal que Vieta habia desarrollado entre 1591 y 1614. El estilo es
sencillo, el tratamiento de las cuestiones sistematico y exhaustivo. El
esfuerzo didactico no es retorico, sino que incluye muchos tipos de ejercicios
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y reglas, que se concretan en aportaciones como la del Arbol Analytico, que
se postula “ Para proceder con buen orden , y fin perturbacion en las operaciones
fobredichas, singularmente quando fon mas de dos las igualaciones , convendra
mucho fe dispongan de eftas en forma de Arbol” (Tomo I, p. 171).

Tosca aplica las reglas del algebra a la geometria de Descartes y
Fermat en el libro VIII, dedicado a /a Aplicacion de la Algebra a la Geometria.
De acuerdo con Sanchez Cuellar (citado por Lépez Pifiero, 1979; p. 447), el
Compendio fue redactado durante los afios finales del siglo XVII, pues los
avances cientificos tanto matematicos como fisicos que se plasman en este
texto corresponden como maximo, hasta 1680. Se percibe un
desconocimiento por parte de Tosca de los trabajos de Leibnitz y Newton
mas alla de 1680 (Lépez Pifero, 1979).

El uso de la Geometria de Descartes, por parte de Tosca, no es
fortuito, puesto que en Espafa el cartesianismo fue “dictado comin a toda
actitud anti-escoléastica y de adhesién mas o menos amplia a los marcos filosoficos
transpirenaicos” (Lenal, citado por Moreno, 2002; p. 360).

4.5.3 Tratamiento dado a los negativos
Los parrafos de mayor interés relacionados con estos apartados estan
todos ellos en el Tomo I, y son:

TSN1: Significado y presentacion de los signos +y —.
“[...] este serial + significa Mas, y este — significa Menos : del
primero vfaremos quando vna quantidad fe ha de juntar con otra, o
afirmar de ella ; y del segundo, quando una cantidad se ha de quitar,
o negar de otra ; y por efta caufa el seiial + fe llama Afirmativo [...] y
el otro fenial — fe llama Negativo ” (p. 6)

“El signo + significa la suma que fe ha de hazer de dos cantidades” (p.
73).

“ El signo —, sirve para denotar, que la magnitud siguiente a dicho numero
se ha derestar dela quele precede’ (p. 73).

“El signo + sellama mas, y el signo —, sellama menos” (p.73).

Estos parrafos reflejan el mas (+) y menos (-) como signos abstractos
para indicar operaciones de adicion y sustraccion.

TSN2: Presentacion de las cantidades negativas
“y por esta causa € sefial + sellama Afirmativo; y la cantidad que sele
sigue se dice afirmada: y €l otro sefial —se llama Negativo y la cantidad que
selesigue, sedice Negada” (p. 6).
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Se destaca el caracter logico que expresan los signos: afirmar o negar,
con lo cual son simbolos opuestos entre si. En la introduccidon que se hace a
las cantidades negativas no se les asocia a ningun tipo de fenémeno. Las
cantidades negativas son presentadas desde los valores proposicionales de
la légica, afirmando o negando a la cantidad que preceden, sea esta una
cantidad concreta o una cantidad general.

TSN3: Naturaleza de las cantidades negativas.
“La cantidad que lleva antes de si € signo —, se llama cantidad negativa,
defectiva, 0 falsa; y todas las que no son negativas, se llaman, positivas, 0
reales. Las magnitudes positivas, son mas que nada; pero las negativas,
son menos que nada.” (p. 73).

También destaca el caracter relacional que pueden tener los dos
signos:

“ Las cantidades cuyas partes, ni van unidas con el signo + ni separadas con

el signo ---- , fe llaman abfolutas, &€ incomplexas ; y todas las demas fe

[laman compueftas , y complexas;” (p. 73).

Tosca deja claro que las cantidades positivas son reales, mientras
que las negativas las considera “falsas”. Encontramos la denominacion de
“cantidades falsas” para las cantidades negativas, que tiene su origen en la
resolucion de ecuaciones, y procede de la Geometria de Descartes.

La denominacion de una cantidad como menor que nada se
acompana de una explicacion o argumentacion con significado fisico, que
justifica con un ejemplo de bienes y deudas y con otro de desplazamientos,
como vamos a ver en TSN5 y TSN6. Con estos ejemplos el autor parece
remitirse al Tomo | del Compendio, dedicado a la Aritmética, pero no
constituyen el nucleo del tratamiento que Tosca hace de las cantidades
negativas en este Tomo Il.

TSN4: Justificacion de la aparicion de las cantidades negativas.
No se ha encontrado en el texto algun tipo de argumentacién o
ejemplo que explique la razén de las cantidades negativas.

TSNS5: Cantidades negativas como menores que nada.
“Las magnitudes positivas, son mas que nada; pero las negativas, son
menos que nada” (p. 73).

Se implica una naturaleza algebraica para las cantidades negativas,
pues antes las ha llamado cantidades falsas y ahora son “menores que
nada”, sin embargo encuentra en el algebra el recurso que le permite eludir
el conflicto que si se encuentra en Ulloa.
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“Dixe al principio gque las cantidades negativas son menores que nada, |o
que parece paradoxa, y seria destruir la idea de la quantidad s se
entendiesse con todo rigor: lo que los Algebricos quieren significar por
cantidades menores que nada, [...] 7 (p. 92).

La denominacién de una cantidad como menor que nada se sostiene
de nuevo sobre un ejemplo de movimiento, muy similar al de Ulloa (es,
practicamente, una copia literal del texto de ese autor), con significado
fisico, pero que se interpreta segun “el estilo del algebra”:

“(...) s dicho hombre fuera detenido en C, fu avance feria nada; pero s
vinieffe a B, diriamos en lenguaje ordinario que ha vuelto a atras; y segun
eftilo de la Algebra, se dize aver abancado menos que nada; y que fu
avance es, -3. leguas. y que estas —3. leguas es una cantidad menor que
nada. Eftas cantidades negativas fon de gran confequencia en efta
Facultad , como fe vera en € difcurso de efte tratado™” (p. 93).

Se establece un orden implicito entre las cantidades negativas y las

positivas respecto a “nada”, y parece que efectua una asociacion de esta
“nada” con cero;

TSN6: Ejemplificaciéon de cantidades negativas.

“ Supongase, que un hombre no tiene bienes algunos, y que debe 1000.
escudos; y otro hombre no tiene tampoco bienes algunos, pero no debe
nada; es cierto tiene e primero peor fortuna que el segundo; pero este
tiene nada: luego €l primero tiene menos que nada. Tambien, si al que no
tiene bien alguno, y debe 1000. escudos, le dan 1000. escudos, con que
paga la deuda, aumenta a sus bienes; pero sus bienes aun después de ese

aumento son nada; luego antes del aumento, sus bienes eran menos que
nada” (p. 92-93).

Tosca utiliza una situacion cotidiana con cantidades relativas
(tener/deber), para dotar de significado numérico a un valor “menor que
nada” para las cantidades negativas. En este caso la comparacion de
capitales es el fendbmeno que se modeliza por medio de las cantidades

negativas. Se hace evidente la equivalencia de tener “nada” con la cantidad
cero.

“ Supongase que ay 5. leguas desde C hasta A; y que de C a B, ay 3.
leguas: Supongase tambien, que hallandose un hombre en C, quiere ir
azia A: s este hombre camina hasta A, es verdadero decir, ha avancado 5.
leguas, y asi, que su avance es mas que nada: S dicho hombre fuere
detenido en C, su avance seria nada; pero s viniesse a B, diriamos en
lenguaje ordinario, que ha vuelto atras; y segun estilo de la Algebra, se
dize aver avancado menos que nada; y que su avance es —3. leguas, y que
estas —3. leguas es una cantidad menor que nada. Estas cantidades
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negativas son de gran frecuencia en esta Facultad, como se vera en €
discurso de estetratado” (p. 93).

En este ejemplo se presenta otro fendmeno cotidiano con cantidades
relativas (avanzar/retroceder): se trata de desplazamientos con direcciones
opuestas a partir de un punto determinado. El fendmeno fisico que se
modeliza corresponde a un movimiento en retroceso; este ejemplo es el
mismo que utilizé Pedro de Ulloa, por ello serian validas para este esté
parrafo las mismas reflexiones hechas al texto de Ulloa, salvo por la
precision que hace Tosca de que las cantidades negativas hay que
interpretarlas en el sentido del algebra.

TSN7: Regla de los signos.

“En la suma, los signos semejantes dan semejantes; los diferentes varian
la operacion; y el mayor numero pone su signo.

En la multiplicacion, y particion, los signos semeantes dan +, los
desemgjantesdan —" (p. 92).

De manera retérica se indica la regla de los signos para la adiciéon y
sustraccion; se enuncia que, cuando los signos no son iguales, se procede al
revés, variando la operacién y la cantidad superior pone su signo.

“ Suele caufar no poca dificulta a muchos el concebir , porque €l figno —fe
muda en + en la fubftraccion de los numeros negativos , quando fe reftan
de los positivos ; y porque en eftos cafos fale el refiduo mayor que la
cantidad de quien fereftdo; como , fi de 14. fe reftan —2. es € refiduo , fegun
laregla, +16. pero la razon es evidente ; porque quitar de 14. el —2. es
quitar la carencia de 2. que es lo mifmo que afadir 2. (...) A mas de €fto ,
por medio del reftar no fe bufca otra cofa que la diferencia que ay entre
dos cantidades ; y es claro, gque la diferencia que ay de 14. a —2. es 16.
porque de 14. a nada van 14. de nada a —2. van 2. luego de 14. a —2. van
16.” (p. 91).

Tosca, a diferencia de Ulloa, no establece una discontinuidad al
cruzar el cero, lo que hace es establecer la diferencia entre un positivo y un
negativo. La resta la interpreta como la diferencia entre dos numeros, y asi
obtiene la regla para restar un negativo.

Al formular reglas generales para la suma, resta y multiplicacion de
signos, lo que Tosca hace es indicar diversos modos de simplificar signos.

“La regla de los signos para la multiplicacion, incluye tres partes. la
primera es, que multiplicar + por + da +, como multiplicar +4. por +3.
da +12. y en esta nadie tropieza: la segunda es, que multiplicando +4. por
-3. 0 tambien +3. por —4. es € producto —12. y la tercera, que
multiplicando —4. por —3. sea € producto +12. y estas dos tienen alguna
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dificultad, que se allana con las razones siguientes.

1. La multiplicacion es una suma abreviada, con que multiplicar —
3. por 4. es tomar quatro veces el —3. y hazer la suma, la qual no ay duda
ser —12. y por quanto lo mismo es multiplicar 3. por 4. que 4. por —3. es
cierto que multiplicando 4. por —3. ha de ser el producto —12.

2. Delo dicho se colige tambien la razon, porque multiplicando —4. por —
3. €l producto ha de ser +12. porque no es otra cosa esa multiplicacion,
que sumar, 0 tomar tantas vezes menos el —4. quantas ay unidades en el 3.
y como quitar el menos es afadir, porque dos negaciones afirman, quitar
una vez el menos 4. es lo mismo que afiadir 4. luego quitar tres veces el —
4. es afadir tres veces 4. que es lo mismo que afiadir +12. luego €
producto de —4. por —3. es necesariamente +12.” (pp. 92-93)

En estos parrafos se aprecia que Tosca aplica, de manera particular a
las cantidades positivas y negativas, aquellas reglas para la simplificacion de
signos que habia enunciado. El argumento central es que la multiplicaciéon es
una forma abreviada de sumar cantidades iguales; de esta manera, y
haciendo un uso implicito de la conmutatividad, justifica los resultados
negativos de las multiplicaciones de cantidades con signos contrarios. Se
aprecia el interés de Tosca por justificar formalmente la regla de los signos,
prescindiendo de interpretaciones logicas.

TSN8: Valor absoluto y relativo de una cantidad negativa.

Hay una breve mencion en la regla de los signos al numero de mayor
valor de dos numeros con distinto signo, que puede interpretarse como una
referencia al valor absoluto:

“En la suma, los signos semejantes dan semejantes; los diferentes varian
la operacién; y el mayor numero pone su signo” (p. 92).

TSN9: Orden en las cantidades negativas.
“Las magnitudes positivas, son mas gque nada; pero las negativas, son
menos que nada” (p. 73).

“ Supongase, que un hombre no tiene bienes algunos, y que debe 1000.
escudos; y otro hombre no tiene tampoco bienes algunos, pero no debe
nada; es cierto tiene e primero peor fortuna que el segundo; pero este
tiene nada: luego e primero tiene menos que nada. Tambien, si al que no
tiene bien alguno, y debe 1000. escudos, le dan 1000. escudos, con que
paga la deuda, aumenta a sus bienes; pero sus bienes aun después de ese
aumento son nada; luego antes del aumento, sus bienes eran menos que
nada” (p. 92).

Como habiamos sefialado en TSN6, hay una equivalencia entre cero
y nada, por lo tanto, las magnitudes positivas son mayores que cero y las
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negativas menores que cero. El autor no considera relacion de orden entre
cantidades negativas explicitamente; sin embargo la indicacion que el
primero tiene peor fortuna que el segundo, esta comparando dos valores,
una deuda de 1000 y nada, es decir, -1000 y 0. En el tratamiento y uso
algebraico para las cantidades negativas no necesita de la relacion de orden,
y solo se refiere a ella en términos muy generales.

TSN10: Operaciones y utilizacion de las cantidades negativas.

Como hemos visto en TSN7, el autor pone de manifiesto la dificultad
para operar con cantidades negativas, intentando, por medio de un ejemplo
particular, despejar o aclarar el asunto. Sin embargo, lo que reafirma es el
caracter sustractivo de las cantidades negativas. Estas cantidades son
carencias y entonces indica que quitar una carencia es aumentar el valor de
la cantidad que le precede:

“ Quele causar no poca dificultad & muchos € concebir, porque e signo —
se muda en + en la substraccién de los numeros negativos, quando se
restan de los positivos, y porgue en estos casos sale €l residuo mayor que
la cantidad de quien se resto; como si de 14. se restan —2. es €l residuo,
segun laregla, +16. pero la razon es evidente; porque quitar de 14. e 2.
es quitar la carencia de 2. que eslo mismo que afiadir 2.” (p. 93).

Destacamos en este parrafo, que Tosca se refiere concretamente a
numeros negativos, es decir, cambia la denominacion de cantidades
negativas, menores que nada, y falsas, por la denominacion de numeros
negativos sin ofrecer ningun tipo de explicacion por esto.

En este otro parrafo se presenta un ejemplo matematico en el que se
acepta una cantidad negativa como solucion a una ecuacion, sin entrar a
cuestionar su significado.

“Seayy + 5y + 6 20. Pidese su solucion. Los divisores del vitimo termino
son los mismos que en la pasada; porgue todas las raices han de ser
negativas, por no aver alternacion de signos, intentare la particion por y
+200.pory+ 32 0.&c. Y porque hallo venir justa por y + 2 20. digo,
guevnaraizes —2.ylaotra-3.” (p. 189).

Destaca aqui el caracter algebraico que impone Tosca a las
cantidades negativas en su trabajo.

TSN11: Interpretacién de los resultados negativos.

No hemos hallado informacién o explicacion sobre el significado de
obtener una cantidad negativa como resultado para un problema o una
ecuacion. Esto es indicio de que Tosca las utiliza desde la formalidad del
algebra y no requiere interpretar estos valores, solo los emplea.
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TSN12: Utilidad de las cantidades negativas.

“[...] y que su avance es—3. leguas, y que estas —3. leguas es una cantidad
menor gque nada. Estas cantidades negativas son de gran frecuencia en
esta Facultad, como se vera en el discurso de este tratado” (p. 93).

Tosca indica que durante los estudios en la Facultad es frecuente
encontrarse y operar con cantidades negativas, lo cual es sefal de que
alguna utilidad han de tener, pero no especifica para qué son utiles. Para él
solo representan una respuesta al aplicar las reglas del calculo algebraico.

TSN13: Otros.
“[...] de aqui se colige la razon, porque sumando —2. con 16. es la suma
14. porque o mismo es afiadir menos 2. que quitar 2.” (p. 93).

Tosca se reafirma en la idea de que las cantidades negativas indican
carencia, como en el ejemplo de TSN10; asimismo se infiere una asociacién
con la distancia entre numeros para determinar cuanto “van” (o hay) entre
una cantidad y otra.

4.5.4 Analisis
4.5.4.1 Analisis conceptual y revisidn histérico-critica.

e Nuamero

A partir de las breves referencias expuestas en el Tomo Il Compendio
mathematico y lo citado en el Tomo | “Numero es una coleccién de unidades.
Euclides def. 2 del libro 7.”, se reconoce una asociacion del nimero con la
nocion de magnitud continua por medio de la longitud. Esto es influencia de
los Elementos de Euclides, los cuales sigue en la parte de la aritmética y
hacen que la definicion de numero utilizada sea euclidea. Por tanto, para
Tosca el numero es medida y magnitud.

e Cantidad

Sobre este concepto, el autor indica en el Tomo | que la cantidad es el
objeto de la matematica, y es “ objeto de la matematica aquello por lo cual una
cosa se dize mayor, menor, 0 igual a otra; y la razon es, porque todo su empleo
consiste en averiguar, y demostrar las propiedades, y atributos de dicha quantidad ”;
por tanto deja entrever su idea de la cantidad como aquello que puede ser
comparado con otro de su especie mediante una relacion de orden y tiene
propiedades y atributos particulares. EI Tomo II, al tratarse de un texto de
algebra la nocion de cantidad es una nocion abstracta de caracter general,
como se ha visto:

“la Algebra [es] vn Arte que enfefia a hallar cualquiera cantidad |,

refolviendo la queftion propuefta , por los mifmos terminos , con que fe
compufo.[...] Dividefe ya comunmente la Algebra en vulgar y efpeciofa”
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(p. 72).

e Cantidad positiva y cantidad negativa

Tanto las cantidades positivas como negativas son presentadas a
partir de valores proposicionales de afirmacion o negacion de una cantidad y
no estan asociadas a ningun tipo de fenémeno fisico, como se observa en
TSN2.

En TSN3, Tosca atribuye una existencia numérica real a las
cantidades positivas; sin embargo, a las cantidades negativas las llama
falsas, con el mismo sentido cartesiano que ya utilizaba Ulloa. Se observa en
TSN5 como el autor afirma que las cantidades positivas son mayores que
nada y las negativas son menores que nada. Al afirmar esto, él dice “ parece
paradoxa”, reflejando su conflicto por considerarlas falsas (esta
denominacion la utilizé Descartes para las raices negativas que se obtenian
de una ecuacioén), conflicto que resuelve interpretando estas cantidades en
el sentido del Algebra. Sin embargo, estas cantidades negativas estan
presentes en muchas situaciones cotidianas tal como él mismo lo manifiesta
en TSN6.

Ejemplifica las cantidades negativas mediante fendmenos de
comparaciones y movimientos; también utiliza esas cantidades para operar
algebraicamente y en la solucién de ecuaciones. Manifiesta el aparente
conflicto que implica, de una parte, tildarlas de falsas y, por otra, aceptarlas
como resultado de operaciones algebraicas, sin embargo parece que este
conflicto sélo se da en el terreno aritmético, cuando hay que proporcionar
interpretacion fisica, pues en el algebraico se cumplen las reglas formales
del algebra.

Al igual que Ulloa, Tosca parece estar en un momento de transicion
entre un concepto de numero tradicional y un concepto formal y preciso,
regido por leyes formales. Pero en Tosca apreciamos una presencia menor
de la estructura de numero natural relativo ya que este autor se centra con
mayor fuerza en la interpretacion algebraica de los numeros negativos.

4.5.4.2 Analisis de contenido

e Conceptos basicos

Los signos mas (+) y menos (—) en TSN1 son considerados desde dos
perspectivas: la primera, como signos abstractos (mas y menos) y la
segunda, como elementos determinantes de valor logico; por lo tanto,
afirman o niegan el caracter cualitativo de una cantidad a la cual precedan.

Del apartado TSNS parece inferirse que se identifica “nada” con el
cero, y al considerar un orden respecto a él, lo que se indica es que la
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cantidad negativa tiene un valor menor que cero.

Como se ha visto en CCO7, las ecuaciones corresponden a
igualaciones o cotejaciones de cantidades. Tosca, igual que Ulloa, utiliza el
simbolo Q como elemento de comparacion entre cantidades, equivaliendo
este signo a la igualdad (=).

e Fenomenologia/Justificacion

Como hemos visto en TSN2 y TSN3 asi como lo comentado en el
apartado anterior, una justificacion para las cantidades negativas es su
caracter de negacion para las cantidades precedidos de ellas; se apoya en el
valor proposicional de la l6gica, evitando asi asociarles en su presentacion
algun fendémeno fisico particular.

Comentamos en TSN6 como los ejemplos utilizados se corresponden
con situaciones cotidianas de caracter relativo, asociadas a deudas,
haberes, avances y retrocesos, es decir, son fenomenos de comparaciéon y
desplazamiento. Tosca utiliza en TSN6 practicamente el mismo ejemplo de
desplazamiento presentado por Ulloa para igual propdésito, pero sin
incorporarle la representacion grafica mediante segmentos. De tal forma,
recurre a los numeros relativos para explicar de forma general el “sentido” o
“caracter” de una cantidad negativa. Sin embargo, estos fenbmenos sirven
sblo para ejemplificar e introducir la nocion de cantidad negativa, no se
utilizan para establecer relaciones de orden entre cantidades negativas ni
para justificar las operaciones. En el Compendio Tosca no parece estar
interesado por los aspectos aritméticos de los numeros negativos, y no
profundiza en la estructura de los numeros relativos que pudiera derivarse
de los ejemplos elegidos.

El interés de Tosca se orienta a las propiedades y caracteristicas de
los negativos que se derivan de su origen algebraico: cantidades generales
que aparecen como resultado de resolver ecuaciones. La denominacién de
cantidades falsas o menores que nada apunta a que los numeros negativos
que trabaja Tosca surgen para organizar fendmenos algebraicos.

e Estructura de orden

En TSNS se dice que las cantidades negativas son menores que nada
y las positivas mayores que nada; si, Tosca asocia “nada” con el cero, las
cantidades negativas seran, por tal razon, menores que cero. En TSN9 se
manifiesta un orden para ellas respecto a cero: deber 1000 es tener menos
que no tener nada, asi —1000<0 y; este orden, no es el que postula
Gonzalez Mari en los numeros naturales relativos. La informacién que
proporciona Tosca sobre las relaciones de orden es muy restrictiva y no
puede inferirse la presencia de un primer elemento, ni tampoco la
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consideracion de un doble cero. Si se aprecia, como se ha dicho, la
aceptacion en la continuidad de medidas.

Sin que presente la estructura de orden de manera formal, esta se
halla manifiesta en diversos apartados; cuando expresa “En la suma, los
signos semejantes dan semejantes, los diferentes varian la operacion, y el mayor
numero pone su signo.”, esta implicito el orden de los valores absolutos, pues
el lector debe conocer el procedimiento para identificar cual es el numero
mayor 0 menor.

e Estructura algebraica

En el texto, Tosca muestra un énfasis por destacar sélo el caracter
sustractivo de las cantidades negativas; éstas representan una “carencia”,
como puede observarse en TSN10 y TSN13; dicha apreciacién viene dada
por su conocimiento y uso de la Geometria de Descartes, donde se afirma:
“Asi, sl suponemos que X representa la carencia de una cantidad (x=-5) que fuese 5
[...]” (1986, p. 340).

La multiplicacion de cantidades positivas o negativas es presentada
en TSN6 como una suma abreviada de cantidades iguales y haciendo uso
de la conmutatividad, es decir desde un punto de vista formal.

Para Tosca el proposito del proceso algebraico es realizar una
igualacion, una reduccion, y hallar un valor desconocido; sin embargo, aun
no utiliza el lenguaje algebraico moderno, como se aprecia en la expresion
utilizada en TSN13, “yy + 5y + 6 @2 0”, que en la moderna notacion,
corresponderia a: y?+ 5y + 6= 0.

e Uso algebraico

En TSN10 realiza operaciones algebraicas con cantidades negativas,
aplicando las leyes formales del algebra; pese a indicar su caracter de
“falsas”, son admitidas como un valor valido para una incégnita en la
solucién de una ecuacion o un problema, como se observa en TSN10 y
TSN13. Sobre este aspecto sigue en la misma linea de pensamiento que
Ulloa, esto es, admitiéndolas y utilizandolas de manera formal.

4.5.5 Identificacion de las diferencias l6gico formales entre Zy N,”
Primera diferencia. Orden total - orden parcial o doble natural con
inversion en la region negativa.

Primer indicador: as. La presentacion que se hace en TSN3 sefiala el
término false para la cantidad negativa, lo cual podria tener un significado

* Las referencias en este gpartado se hacen a Gonzélez Mari (1995) por lo que se indicara (Gonzélez,
p); las diferencias han sido explicadasen 1.4.1y 4.1.5.
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arbitrario, pero al igual que en el texto de Ulloa, se recurre a Descartes para
solventar su significacion desde la teoria de las ecuaciones; asimismo, en
TSN1, TSN2 y TSN7 se otorga una asignacion como valores proposicionales
de la légica para los signos y las cantidades negativas (negar; afirmar; dos
negaciones afirman). Todo esto da indicio de los numeros enteros.

Segundo indicador: az. El texto no arroja informacion ni evidencias de
este indicador para los negativos en el campo de los numeros enteros o el
de los naturales relativos.

Tercer indicador: as. En el ejemplo presentado en TSN9, hay una
comparacion entre una deuda de 100 y nada, afirmando que “tiene € primero
peor fortuna que el segundo’; esta situacion es susceptible de dos
interpretaciones; la primera es que la deuda de 1000 (—1000) es menor que
nada (0), esto es —1000<0, con lo cual se reflejaria el orden usual entre los
enteros negativos (Gonzalez, p 216). Otra opcion es considerar su peor
fortuna como que debe mas que el no debe nada, es decir su deuda es
mayor, asi se tiene que —1000>0, lo cual indicaria que se esta en el campo
de los numeros naturales relativos.

Cuarto indicador: as. No hemos hallado evidencias para este indicador
en este texto de Tosca para el tratamiento dado a las cantidades negativas
en el campo de los numeros enteros o numeros naturales relativos.

Como balance para esta primera diferencia D1, que tan so6lo hay una
posible presencia del tercer indicador, aunque no muy clara, por lo que
concluimos que Tosca dota de significado a las cantidades negativas con
numeros relativos, pero elude sus implicaciones estructurales de manera
que no trabaja estas cantidades negativas como numeros naturales
relativos.

Segunda diferencia: Sin primer elemento - con primer elemento.
Primer indicador: b4. De una parte, el autor representa los numeros en
una serie con respecto a un elemento central, al escribir en TSN7:

“ porque de 14. a nada van 14. de nada a —2. van 2. luego de 14. a —2. van
16.”

Para este caso, cero o nada representan el elemento de referencia
entre una cantidad positiva y otra negativa, posibilitando valores inferiores y
superiores a cero (Gonzalez, p. 219), es decir, no es un primer elemento de
una serie numeérica.

Por otra parte al utilizar en TSN6 el mismo ejemplo que Ulloa, es
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valido también el comentario hecho en tal situacion: “S dicho hombre fuere
detenido en C. su avance seria nada.” .

El cero en el ejemplo es una cantidad natural, a partir de la cual se
producen avances Yy retrocesos, con lo cual se entiende que esta
refiriéndose a numeros naturales relativos.

Segundo indicador: by. En los ejemplos de TSN6 se hace referencia
permanente a las dualidades deudas/bienes y avanzar/retroceder. No es
claro si nos encontramos con numeros enteros o con naturales relativos,
puesto que al escribir “debe 1000. escudos, le dan 1000. escudos” cabe la
posibilidad de intercambiar simbolos y expresarse, tiene —1000 escudos. Le
dan otros 1000 escudos, sin modificar el sentido de la frase original
(Gonzalez, p. 223), apuntando esto hacia los numeros enteros.

Asimismo, al expresar “y que su avance es —3. leguas, y que estas —3.
leguas es una cantidad menor que nada’ esta utilizando una simbologia
matematica conocida y determinada para los numeros enteros (Gonzalez, p.
222), ademas de presentar una compatibilidad entre adjetivacion y signo una
de las caracteristicas de los enteros como afirma Gonzéalez Mari (p. 223).

Tercer indicador: bs. Tosca ofrece un ejemplo en TSN6 donde escribe
“le dan 100. escudos, con los que paga la deuda, aumenta a sus bienes , pero sus
bienes aun después de ese aumento son nada” dandose una transformacién
cuantitativa positiva de los bienes (Gonzalez, p. 224) perfilando esto hacia
los enteros.

Como balance para esta segunda diferencia D,, afirmamos que pese
a que hay evidencias en los ejemplos de que Tosca trabaja con numeros
naturales relativos, también otras evidencias apuntan a mayor un tratamiento
de los negativos en el campo de los numeros enteros para este indicador.
De nuevo Tosca combina los naturales relativos en los ejemplos, con una
utilizacion entera en la comparacion entre 14 y —2.

Dado el enunciado de la diferencia y que Ila continuidad/
discontinuidad de medidas se va a contemplar en el siguiente apartado
podemos sefalar que la evidencias sobre la diferencia D, son afirmativas de
manera parcial

Tercera diferencia: Continuidad de medidas - discontinuidad de
medidas (al cruzar el cero).

La continuidad de medidas de tipo entero se presenta en cuando
afirma “ porque de 14. a nada van 14. de nada a —2. van 2. luego de 14. a -2. van
16.”, esto significa que se puede pasar de la zona de valores positivos a la
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de valores negativos sin que se produzcan rupturas.

Por otra parte no es claro si el solo hecho de utilizar ejemplos donde
se comparan deudas y haberes, es evidencia para afirmar que se verifica
esta tercera diferencia, puesto que no es posible deber menos de cero,
puesto que entonces ya no seria una deuda (debe) sino un bien (haber).

De manera global sobre esta tercera diferencia D3, esta claro que no
se verifica, ya que Tosca establece una continuidad entre 14 y —2.

Cuarta diferencia: Cero unico - cero doble (natural relativo).
No se hallaron evidencias para sostener que Tosca considera un doble cero
cuando utiliza las cantidades negativas o positivas; podemos afirmar que
esta cuarta diferencia D4 en el tratamiento de los negativos, no se cumple en
el campo de los numeros relativos.

Quinta Diferencia: Composicion aditiva: adicion entera — adicidon
natural y anulacién-composicion.

Tosca justifica las operaciones cuidadosamente en cada caso. Ahora bien,
en un balance de la suma establece: “ En la suma, los signos semejantes dan
semgjantes; los diferentes varian la operacion; y € mayor numero pone su signo.
Que puede entenderse como un resumen mediante una regla de anulacion
composicién para las operaciones con cantidades negativas; sostenemos
que esta quinta diferencia Ds, aunque con caracter regresivo y secundario,
esta presente en este texto.

La siguiente tabla muestra el resumen del analisis hecho al texto de
Tosca en relacion con las diferencias:

Tabla 4.2. Diferencias entre Zy N, en el Compendio de Tosca

Autor Dy D: D; | Dy | Ds
dq | A2 | A3 | A4 b1 b2 b3

Tosca No|¢?2 | P | ¢?|No|lSi|NoNo| P | No | No| P

Si =se cumple la diferencia en el campo de los numeros naturales relativos; No =la
diferencia no se cumple en el campo de los relativos; ;?=no hay evidencias de una u otra estructura;
P = cumplimiento parcial de la diferencia en el campo de los naturales relativos.

4.5.6. Tratamiento global de los negativos en el Compendio
Matematico

Lo mas interesante del texto de Tosca es su caracter complementario
con el de Ulloa: éste hace un estudio prioritariamente aritmético de las
cantidades negativas, mientras que Tosca hace una caracterizacion
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algebraica, en la que los numeros relativos soélo sirven como ejemplos
iniciales para dotar de significado a las cantidades negativas. Ambas
opciones expresan diferentes aproximaciones ya que los énfasis son
diferentes.

El uso que hacen Tosca y Ulloa de los mismos ejemplos justifica que
ambos autores compartan parcialmente algunas de las diferencias de
Gonzalez Mari; el énfasis de Tosca por la fundamentacion algebraica y
estructural, marca su menor implicaciéon con la estructura relativa.

Tosca conoce y utiliza en ocasiones la aproximacion relativa de los
numeros negativos, pero trata de superarla en todo momento mediante una
interpretacion algebraica de dichos numeros.

El tratamiento que hace de los numeros negativos es formal apoyado
en el algebra; sin embargo muestra indicadores de uso de los aspectos de la
estructura logico formal de los numeros naturales relativos.

El concepto de numero negativo lo fundamenta en los valores logicos
de la negacion, al igual que lo hacia Ulloa.

El soporte fenomenoldgico utilizado es, de una parte, mediante la
l6gica, por otra, algebraico y, en tercer lugar, basado en ejemplos de
movimiento y contabilidad para presentar problemas que dan origen a
cantidades negativas. Los ejemplos presentados son un recurso didactico
para dotar de significado a un concepto en términos conocidos y cotidianos

En el Compendio se reitera con menos fuerza el conflicto reflejado en el
texto de Ulloa: de una parte el razonamiento centrado en el efecto que
produce una cantidad negativa al adicionarla o juntarla con otra cantidad y la
disminuye mas que si se le agregara cero, por esto son “menos que nada’;
por otra parte el razonamiento filoséfico de que no se puede quitar algo de
donde no hay nada, esto es cero, y sus conocimiento de las ideas
cartesianas le llevan a llamarlas “falsas”. No entra en reflexiones sobre esta
doble naturaleza de las cantidades negativas.

Para ilustrar y clarificar la idea de cantidad negativa, asi como para mostrar
como surgen y se opera con ellas, son utilizadas representaciones
numeéricas y algebraicas. Tosca emplea los signos mas y menos para indicar
el caracter de positiva o negativa de una cantidad. Ignora las
representaciones graficas.

El orden que se establece entre las cantidades negativas y cero
corresponde parcialmente al orden de los numeros enteros.
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En el Compendio se vislumbra un cambio o transicion del concepto de
numero natural hacia el de numero entero, con presencia de numeros
naturales relativos en tal proceso. Las interpretaciones de las situaciones
relativas no son objeto de interés y atencion por Tosca, quiza esto explique,
la razon por la que solo se presentan dos ejemplos de este tipo, apoyados
en explicaciones mas retdéricas que numéricas o algebraicas, o que muestra
que la presencia de los numeros naturales relativos no se trata de una idea
activa, puesto que en el resto del texto el tratamiento que se hace es
algebraico.

4.6 Liciones de mathematica, o elementos generales de
arithmetica y algebra para el uso de la clase. (1758).
4.6.1 Autor

Thomas Cerd&: (n. en Tarragona, 1715 y m. en Forli, Italia, 1791).
Ingreso en la companiia de Jesus en el afio 1732 (CA1); en 1753 fue enviado
a Marsella, donde perfecciono su formaciéon en matematicas con el jesuita
Esprit Pezenas (CA3).

Cerda fue discipulo de Gregorio Mayans y Siscar, quien le transmitio
el deseo de renovacion del pensamiento espanol a través de las ideas del
movimiento novator (CA2); esto, unido al contacto que en Francia tuvo con
las ideas cientificas de su época, hicieron de Cerda uno de los mas
destacados abanderados en la introduccion de los nuevos conocimientos de
las ciencias exactas en Espafa y, segun sus biografos, uno de los mejores
matematicos espafioles del siglo XVIIl. En los Elementos generales del Padre
Cerda:

“ <se encuentran muchas cosas tratadas mas profundamente que en los libro
ordinarios de este género. (...) En el segundo tomo se encuentra la teoria general de
ecuaciones tratadas con mucha extensién y una eleccion de los mejores métodos
inventados por Newton, MacLaurin, etc> Journal Etranger, Aolt, 1760.” (Citado
por Garma, 2002; p. 333).

Cerda estudid las matematicas de su época, las asimild, se convirtio
en profesor de matematicas y produjo libros que contenian las ultimas
novedades en matematicas procedentes de Newton, Leibniz y Euler,
especialmente la teoria de las ecuaciones superiores y la teoria de series,
que presenta en el Tomo Il de los Elementos (CAS5).

Publica las Liciones como Profesor Real de Matematicas en el Colegio
de Nobles de Santiago de Cordelles, en Barcelona. Ensefi6 filosofia en
Zaragoza, Gerona y en la Universidad de Cervera, ademas fue cosmografo
mayor de las Indias. Dicto clases de artilleria en la Academia del cuerpo de
Artilleria de Segovia, lecciones que publicdé en 1764. Entre 1764 y 1767 fue
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profesor encargado de la segunda catedra de matematicas de los Reales
Estudios de San Isidro, del Colegio Imperial, perdiendo este puesto por la
expulsion de los jesuitas (CA4).

Durante su estancia como profesor de la Universidad de Cervera,
estuvo al tanto de los avances matematicos que se producian en Europa, a
través de dos importantes revistas cientificas que se recibian en dicha
universidad: las Acta Eruditorum de Leipzig, publicacion iniciada por Leibniz,
y la Histoire de L Académie Royale des Sciences de Paris (CAS).

En el ano 1753, Cerda conocia la ecuaciéon cartesiana de la parabola
y el analisis infinitesimal, del que prometié un texto cuando estudié en
Marsella (Lopez Pifiero et al., 1983).

Cerda vivio y participd de las reformas borbonicas de Felipe V,
Fernando VI y Carlos lll; durante el reinado de este ultimo fue expulsado de
Espafia junto con la Compaiia de Jesus, en 1767, continuando su
magisterio en ltalia (CA7).

En 1758 publicé Liciones de matematica o Elementos generales de
arithmetica, y dlgebra en dos tomos; mas tarde, en 1764, Lecciones de Artilleria
para € uso de la clase; Lecciones de mathematica o elementos generales de
geometria para uso dela clase A su muerte dejé manuscrito un curso completo
de matematicas titulado Algebra aplicada a la Geometria, en el que incorpora
varios problemas con la notacion de Leibniz y hace referencia al estudio de
los incrementos infinitamente pequefios (CAB).

Referencias a Cerda y su obra se pueden hallar en Garma (2002),
Lopez Pifiero et al. (1983) (CAS).

4.6.2 Caracterizacion del texto

Liciones de Mathematica, o Elementos Generales de Arithmetica y Algebra
para € uso de la clase Tomos | y Il. (1758). Barcelona: Francisco Suria,
Impresor de la Real Academia de Buenas Letras de dicha ciudad (CGO1),
(CGO02).

Cerda establece en el propio titulo que el libro es un tratado de
Aritmética y Algebra. El tomo | consta de 316 paginas, y esta dividido en 20
capitulos; el tomo Il tiene 237 paginas, y sus capitulos son 18.

El tomo | esta ordenado de manera que la Aritmética aparece como
introduccién al Algebra; el capitulo primero, explica la diferencia entre
Aritmética y Algebra, el segundo define las propiedades y valor de los
numeros, definiendo en el tercero las reglas fundamentales de la Aritmética.
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En los capitulos siguientes aborda las operaciones del Algebra, las
fracciones numeéricas y algebraicas asi como las fracciones decimales. En el
capitulo séptimo estudia las razones y proporciones, dedicando los
siguientes a la regla de tres directa e inversa, simple y compuesta, asi como
sus aplicaciones; continua con el estudio de las potencias, raices y radicales,
concluyendo con el estudio de las progresiones aritmética, geométrica y los
logaritmos (CGO3).

LICIONES
DE MATHEMATICA,

(8]
ELEMENTOS GENERALES

DE ARITHMETICA,

Y
ALGEBRA

PARA EL USO DE LA CLASE,
POR EL P. THOMAS CERDA

de la Compaiia de Jesvs,
Praﬁﬂ;r Real de Mathematicas en Barcelona

En ¢l Colegio de Nobles de Santiago
de Cordellas.

TOMO SEGUNDO.

CON PRIVILEGIO DEL REI NUESTRO SENOR.

BARCELONA.

Por FRANCISCOD SURIA, Imprefior de la Real Academia
de Buenas Legras de dicha Cindgd. Afio 1758,

En el tomo Il estudia las ecuaciones de primer, segundo y tercer
grado, llegando hasta el estudio de las ecuaciones superiores y al método de
Newton. Se trata de un libro de Algebra en el sentido moderno del término,
que incorpora los avances recientes de su época (CGO3).

La obra esta dedicada a la juventud espafola:

“Para vosotros, 0 Nobles Jovenes, Delicias, y Esperanzas de nuestra
Nacion Espafiola se trabaja unicamente esta Obrita, a fin de evitar la
molestia de escribir en la Clase, y poder dar con alguna mayor
extension estos Tratados, los mas esenciales, por ser los fundamentos
de esta grande Ciencia de las Mathematicas” (CGO4).

Cerda dice que procura seguir en el texto el estado en el que se
encuentran las ramas de las matematicas en Inglaterra y Francia; en el texto
se citan los libros New compleat and universal system or body of decimal
arithmetik, y The Young Student’s Memorial Book, or Pocket Library de Benjamin
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Martin, Introductio in analisis infinitorum de Euler, y los Elementos de &lgebra de
Saunnderson, entre otros (CGO5).

Toma ideas de Harriot, Newton, MacLaurin, Riccati, de Moivre, e
incluye las soluciones de Cardano y Descartes a las ecuaciones de tercero y
cuarto grado (Lépez Pinero et al., 1983) (CGOS5); todo ello es indicativo de
que estaba al tanto de los desarrollos matematicos que se venian
produciendo en Europa a partir del siglo XVII.

Para Cerda “la Mathematica en comun es una Ciencia, que trata de la
Magnitud, y Extension” (p. 1) y “procede por definicion, esto es, explicaciones
claras y limpias del sujeto de que se trata, 0 termino, de que se sirve: por
Postulados, o Hipétesis” (p. 3); estas proposiciones son probadas por
“Demon fracion. que es decir prueba evidente que se deduce inmediatamente de los
Axiomas o de otras Proposiciones ya demonstradas’ (p. 3); asimismo define lo
que entiende por magnitud y numero, de la siguiente forma:

Magnitud es: “todo aquello, que es capaz de aumento, y disminucion efto es
, que anadiendofele algo de la misma efpecie , fe aumenta , y quitandofele algo, fe
difminuye.”. Es interesante destacar los ejemplos de magnitud que
proporciona, ya que incluye casos de la dinamica: “ Affi una linea , un cuerpo ,
un efpacio , un movimiento , una fuerza es magnitud.” (p. 1) (CCO2).

Cantidad: “ Toda Magnitud fe puede comparar con otra de la mifma efpecie ,
efto es, linea con linea, cuerpo con cuerpo, efpacio con efpacio ; y por configuiente
le esigual , mayor , 0 menor , y folo por efte cotejo con otra , como medida ,
podemos llegar a conocer fu quantidad , 6 quan grande fea” (pp. 1-2) (CCO2).

NGmero: “si la quantidad, ¢ magnitud, que medimos, es preci famente
igual a la que tomamos por medida, fe llama Unidad, o uno: fi la contiene dos, o
mas veces, fe llama Numero” (p. 2) (CCO1).De manera implicita Thomas Cerda
asume el término de cantidad como resultado de comparar una magnitud
con otra; la cantidad es el resultado de medir una magnitud.

En el texto queda claro que:

“La Arithmetica es una Ciencia , que trata de los Numeros, efto es, da
Reglas para inferir unas quantidades de otras’ [...] “La parte de la
Arithmetica, que fe firve para fus operaciones de las expreffiones
determinadas 0, 1, 2, &c. fe llama fimplemente Arithmetica y fus
expreffiones, de que fe firve , Numeros , o Charactéres Arithmeticos. La
parte que fe firve de las expreffiones univerfales, e indeterminadas a, b,
¢, &c. fe llama Algebra o Arithmetica Univerfal , pero entrambas fe
fundan en unos mifmos principios, [...]” (pp- 5-6) (CCO4).

Y continua:
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[...] aunque el modo de obrar es algo diferente e uno del otro ; el del
Algebra es masfacil ,y expedito, porque no efta atado a tantas leyesy
circunftancias , € de la Arithmetica es mas dificil , y penofo.” (p. 6)
(CCO4).

Cerda muestra asi su preferencia por el Algebra, cuyo desarrollo formal
se presta a menos interpretaciones que la Aritmética. Esto lo apreciaremos
en el distanciamiento que Cerda procura mantener con las interpretacion de
los negativos como naturales relativos y su preferencia por la interpretacion
algebraica, como numeros enteros.

En el texto se indica que los escolios ilustran lo ya demostrado. Todo
esto refleja una construccion formal de las matematicas partiendo de
axiomas, postulados, teoremas y reglas generales.

Acerca de numero entero escribiod:

“Por nombre de Numeros entendemos aqui la unidad 1 , e complexo de
muchas unidades , como 2, 3, 4, &c. 0 alguna parte de la unidad , como
13, 14, 2/3, &c. A. la unidad, 0 al complexo de muchas unidades,
llamamos Enteros, 0 un Todo, a las partes de la unidad I[lamamos
Quebrado , 0 Fraccion” (p. 9)(CCO3).

“lo que es un entero refpecto de una denominacion, es quebrado refpecto
de otra. Affi un pie es un entero refpecto de pie, pero un quebrado, 0 1/3
refpecto devara” (p. 10) (CCO3).

En el tomo | trata las cantidades negativas en el apartado en el que
empieza a tratarse el Algebra. Presenta las cantidades positivas y las
cantidades negativas bajo el subtitulo “Noticias previas para las Operaciones
del Algebra” (p. 49) (CCOS5). Indica que el signo + se pronuncia plus o mas y
el signo — se pronuncia minus o0 menos. Aclara que las cantidades negativas
se llaman “menos que nada 0 menos que cero”, y muestra, como ejemplo,
solamente un problema para aclarar cuando una cantidad es inferior a cero.
Hace la presentacion y explica algunos signos matematicos tales como, =, <,
>+, — X, efc.

Cerda dedica el Capitulo VI a las fracciones decimales, a su
formacion y a las operaciones entre fracciones decimales (CCO6).

En la introduccion al algebra dedica un solo parrafo para decir que
son términos, cantidad “complexa” y “simple”. Luego pasa a indicar cuales
son las cantidades polindmicas. El texto continia con la enunciacion de
reglas para la suma, resta, multiplicacion y division de cantidades
algebraicas. Ademas presenta la regla universal para los signos del
producto.
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La idea de generalidad queda manifiesta cuando explica la diferencia
entre la aritmética y el algebra:

“Pero para tratar la Arithmetica de eftos Numeros, 0 quantidades, es
menefter, que tenga algunas expre/iones, 0 £fiales, que los expriman;
y para efto tiene dos efpecies de expre/iones, las unas determinadas,
efto es, que exprimen un numero determinado, otras indeterminadas, y
univer Ales, que fon indiferentes para fignificar qualquier numero, y
quantidad, y con las que hace fus operaciones univer Ales, efto es,
verdaderas en cualquier numero, y quantidad particular que fe las
quiera fignificar” (pp.5-6) (CCO4).

Cerda enfatiza la diferencia en el tratamiento operacional para las
cantidades que se hace en el Algebra respecto a la Aritmética:

“ hasta ahora hemos hecho las operaciones del aritmética en Numeros
determinados, por consiguiente sus operaciones, y resultados solo
exprimian quantidades particulares. Pero ahora hemos de hacer las
operaciones universales, y en qualesquiera generos de cantidades, por
consiguiente los Characteres han de significar indeterminadamente
qualquier genero de quantidad, que queremos.” (p. 48) (CCO4).

Mas adelante, cuando presenta las ecuaciones en el tomo Il, vuelven
a aparecer las cantidades negativas en el momento de hallar la raiz de una
ecuacion:

“El valor encontrado de la incognita fe [lama Raiz de la Equacion [ .. ]
S es quantidad pofitiva , como en efta x = a, la raiz es pofitiva; fi es
guantidad negativa , como X = —a, es negativa , que tambien la llaman
algunos Raizfalfa” (p. 13, Tomo. Il) (CCO4).

Los numeros negativos son utilizados en algunos apartados para
indicar otras ideas como: la multiplicacion de exponentes, la solucion de
ecuaciones, como logaritmo de una fraccién propia y como elementos de
progresiones aritméticas, como veremos en TSN13.

Algunos de los investigadores espanoles de la historia de las ciencias
consideran que este texto de Thomas Cerda es: “uno de los mejores, si no €
mejor texto espafiol de la época para la ensefianza de la aritmética y e algebra”
(L6pez Pinero et al., 1983)(CGO6).

4.6.3 Tratamiento dado a los negativos

La presentacion de las cantidades negativas se realiza en el capitulo
dedicado a la Aritmética. Los parrafos de mayor interés son:
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TSN1: Significado y presentacion de los signos +y —.
“ Efta fefial + fignifica plus, 0 mas, y sirve para denotar, que la quantidad,
gue le figue, fe ha de tomar, como junta, 0 afladida a las otras, de quienes

efte figno la fepara, 0 mas breve fignifica la (ma de ellas’ (pp. 7-8,
Tomo I).

“ Efta fefial — fignifica minus, 0 menos, e indica, que la quantidad, que fe
figue, fe ha de quitar de las otras, que la acompafian, 0 la diferencia de
entrambas’ (p. 8, Tomo I).

A partir de estos parrafos es observable que, en la Aritmética comun,
Cerda otorga un significado relacional a los signos mas (+) y menos (-), que
no son solo signos abstractos, pues sirven para expresar operaciones y
establecer relaciones entre las cantidades, aunque no las cualifican.

La presentacion de las cantidades negativas se realiza en el capitulo
dedicado al Algebra.

TSN2: Presentacion de las cantidades negativas.

“En la Algebra las quantidades fe exprimen por las letras del Alfabeto
mayufculas, 0 minufculas, a, b, ¢, &c. A, B, C, &c. Eftas quantidades unas
fon Pojtivas, otras Negativas. Las pofitivas fon aquellas , & quienes
precede e feflal + , como +a , y fe pronuncia plus , 6 mas a; las
Negativas aquellas, a quienes precede el fefial —, y fe pronuncia minus, 0
menos, como —a, minusa.” (p. 49, Tomo ).

Aqui se aprecia como los signos mas (+) o menos (-), que aislados
denotaban relacion, pasan a cualificar las cantidades a las que preceden.

TSN3: Naturaleza de las cantidades negativas.

“Eftas quantidades Pofitiva , y Negativas en fubftancia fon las mifmas ,
fino que los fignos fignifican el diferente modo de tomarfe , affi como en €l
Sumar , y Restar por la Arithmetica las partidas fon las mifmas, folo que
en la una operacion fe afiaden , y en la otra fe quitan. Affi + a es la
quantidad a puefta , que esla Pofitiva , — a esla quantidad a quitada.” (p.
49, Tomo I).

De tal manera que la cantidad positiva es una cantidad que se
afiade a otras y la cantidad negativa es aquella que se quita de otra. Por lo
tanto, en esta presentacion se asignan acciones de aumento a las
cantidades positivas y de disminucion a las negativas; son estas acciones
las que determinan el sentido positivo o negativo de una cantidad, y
expresan un cambio o transformacion. Como se afirma en este parrafo, las
cantidades no varian en si mismas, pero pueden variar en su relacion con
otras cantidades. Cerda refuerza el caracter relacional de los signos
mediante la referencia a partidas contables, como veremos en TSNG6.
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Pero quizas el aspecto mas interesante del concepto de negativo que
presenta Cerda se encuentra en la nocién de “Razdén Arithmetica™.

“ Razon de una quantidad a otra es el modo , con que una quantidad fe
ha refpeto a otra de la mifma efpecie en orden a la magnitud , efto es, fi
le es igual, mayor, 0 menor , y quanto? De ahi fe ve , que quando
cotejamos una quantidad con otra de fu mifma efpecie , podemos bufcar
dos cofas: la una , precifamente fi una quantidad es mayor que otra?
Efte modo pues con que la tal quantidad fe ha refpeto de la otra en
orden a fu Diferencia , o Exceffo , fe [lama Razon Arithmetica. (...) Por
lo tanto toda razon requiere dos terminos ; €l uno & que fe compara , y
fe llama Antecedente de la Razon ; y €l otro es a quien el Antecedente fe
compara , y fe llama el Configuiente. La razon Arithmetica fe conoce
cual fea , por € Reftar , facando la quantidad menor de la mayor. [ .. ]
S fe compara la quantidad menor a la mayor , la Razon fera de menor
desigualdad ; fi fe compara la mayor a la menor , ferd de mayor
desigualdad ; finalmente fi las quantidades , que fe comparan fon
iguales, la Razon ferd deigualdad” (pp. 106-107).

Este tratamiento plantea una aproximacidon muy interesante a los
positivos y negativos como relaciones de comparacion entre parejas de
numeros, o bien como pares ordenados de numeros naturales que se
comparan: de 6 a 3 es + 3, de 3 a 6 es —3, mediante el concepto de razén
aritmética (que luego veremos en TSN10) y que se utiliza para justificar la
comparacion entre negativos. Cerda no desarrolla esta idea, pero no cabe
duda que percibe la razéon de una progresion aritmética, o diferencia, como
su dato determinante, que va relacionando parejas de naturales
consecutivos, que resultan equivalentes por tener la misma diferencia.

TSN4: Justificacion de la aparicion de las cantidades negativas.

En el texto no hay justificacion o explicacion sobre el origen de estas
cantidades. Dado el punto de vista adoptado, no parece necesaria una
justificacion especial, si bien se presentan aproximaciones muy interesantes.

TSN5: Cantidades negativas como menores que nada o como
cantidades falsas.

“ Affi + a esla quantidad a puefa , que esla Po/ftiva , — a es la quantidad

a quitada ; por lo tanto las quantidades Negativas fon , y fe [laman menos

gue nada, 6 menos que cero por fus efectos.” (p. 49, Tomo I).

Aqui, se reafirma lo presentado en TSN2 y TSN3 con respecto a las
acciones realizadas; asi las cantidades negativas son menores que cero por
sus efectos, ya que reducen una cantidad inicial en mas de lo que lo hace
cero.
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“El valor encontrado de la incognita fe llama Raiz de la Equacion(...) La
Raiz toma diferentes nombres , fegun la efpecie de quantifdad fea. s es
quantidad pofitiva, como en efta x = a , la Raiz es potiva ; fi es quantidad
negativa , como X = -a , es negativa, que tambien la llaman algunos Raiz
fal & (p. 13, Tomo II).

La nocion de cantidad falsa viene ligada con el tratamiento cartesiano
de la resolucion de ecuaciones.

TSN6: Ejemplos
“ Pues fi & uno que tiene 6 ducados fe le juntan 0 ducados , fe queda con €l
mifmo dinero, que tenia, porque O ni afiade, ni quita ; pero fi felejunta -2
ducados , fe queda con 6 - 2 ducados = 4, por lo tanto -2 es inferior 4 0"
(p- 50, Tomo I).

“Para las cantidades negativas es lo mismo. S a una deuda ab afado
otra deuda de 7ab (fea la quantidad que fea ab) |a fuma de las deudas fera
-8ab. Pues las deudas que difminuyen en la renta, tienen mucha femejanza
con la quantidades negativas, que fe oponen a las pofitivas, y las
difminuyen.” (pp. 52-53, Tomo I).

Los ejemplos que utiliza corresponden a situaciones cotidianas,
relacionadas con deudas. Se ejemplifica la idea planteada en el apartado
anterior acerca de que las cantidades negativas son menores que cero,
mostrando los efectos que se producen al afadir deudas. El modelo tener-
deber, o pérdidas-ganancias se muestra adecuado para dar sentido a las
cantidades negativas. El sistema de representacion utilizado para estas
cantidades negativas es tanto numérico como simbodlico; el fendmeno que
aqui da sentido a los negativos es el conjunto de situaciones de ganancia-
pérdida, basadas en la comparacion de cantidades. Mas adelante, cuando
trata las Razones Aritméticas afirma que la razén “de6a3es3ylade4a3no
es fino 1" (p. 109), destacando de nuevo el caracter relacional de los
numeros para establecer la cantidades positivas y negativas.

TSN7: Regla de los signos:
Para la suma y resta:

“ Demueftrafe efta Regla. Reftar es quitar una quantidad de otra. S la
guantidad , que fe debe quitar , es pofitiva , mudandole €l figno fe hace
negativa, y fumandola, affi puefta, con la otra de quien fe debe hacer la
subftraccion, fe le junta una quantidad negativa , que le deftruye igual
parte pofitiva , por configuiente fe le quita la tal quantidad pofitiva. [...]
De la mifma fuerte, fi la quantidad , que fe ha de quitar , fueffe negativa ,
mudandole €l figno , fe hace pofitiva , y juntandole a la otra , de quien fe
ha de hacer la fubftraccion, le deftruye igual parte negativa , que es
quitarfela [...] En general el quitar una quantidad pofitiva es 1o miffmo,
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gue afiadir una negativa , y al contrario.” (p. 56).

Para el producto y division:

“Regla univerfal para los Sgnos del Producto. Quando entrambos
Factores tubie/En un mifmo Jfgno, pojtivo, & negativo, e Jgno del
Producto es fempre pojtivo +. S tubie/én diferentes fgnos, el fgno del
Producto es Jfempre negativo —. O bien en otros terminos Semejantes
Jgnosdan + en e Producto, Diferentes— Affi + X + = —x—=+, + Xx—= —
“ (pp- 57-78, Tomo I).

“S el Multiplicando es negativo , y e Multiplicador tambien negativo , €l
Producto fer& aun pojtivo. Affi -n x —a = na. Pues Jfendo el Multiplicador
negativo , el multiplicar fera quitar tantas veces el Multiplicando , quantas
exprime el Multiplicador ; pero e Multiplicando es una quantidad
negativa , y una quantidad negativa no fe puede quitar fino poniendo
positivas (...) S e Multiplicando es pofitivo , y el Multiplicador negativo,
vale tambien la mifma razon , porque haciendo € Multiplicador
Multiplicando , 0 al contrario , € Producto es el mifmo. Y affi Diferentes
fignos dan —en & Producto” (p. 59, Tomo I).

Como ya se ha dado la definicién de cantidad positiva y de cantidad
negativa, ahora éstas se usan para justificar la manera como debe hacerse
el producto para efectuar una simplificacion de signos cuando se tienen los
distintos casos.

TSNB8: Valor absoluto y relativo de una cantidad negativa
En el texto no se hace mencidn de este tema.

TSN9: Orden en las cantidades negativas.

“Affi 6 a 3 es mayor, que 4 a 3, pues la diferencia de 6 a 3 es mayor, que 4
a 3, puesladiferenciade6a3es3,ylade4a3noesfinol;, lade3a4
es mayor, que lade 3 a 6, pues 3-4=-1, 3-6=-3,y -3 <-1" (p. 109).

La justificacion de la relacion de orden entre los negativos esta
basada en el caracter relacional (en este caso de comparacién) que tienen
estas cantidades y, que da lugar al concepto de Razén Aritmética antes
comentado en TSN3 y TSNG6. Al igual que una comparacion entre cantidades
positivas, es mayor una que otra o iguales; esto también es procedente en
las relaciones o comparaciones entre cantidades negativas; es mayor (tiene
mas, o pierde menos) el que pasa de 4 a 3 que el que pasa de 6 a 3, asi
pues -3 < -1.

TSN10: Operaciones y utilizacion de las cantidades negativas.

“Sumar es juntar muchas quantidades, y ver la quantidad , que refulta de
efta junta. Sendo en efte cafo las unas Potivas , las otras Negativas ,
igual numero de las unas deftruye igual numero de las otras: luego J6lo
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queda parte de la que tiene mayor coeficiente, y por effo & pone blo la
diferencia de entrambas con e J{gno de la mayor. Y affi efa Suma de
guantidades de diferentes signos, en fubftancia es una verdadera refta.
Como J uno para averiguar fu verdadera renta juntaffe fu renta, y fuf
cargos, lo que en limpio tendria, feria la diferencia de entrambos’ (p. 54,
Tomo I).

El autor vuelve a utilizar el esquema de haberes y deudas para
justificar las reglas de la suma. Menciona expresamente el principio de
anulacién entre cantidades positivas y negativas. También alude al
agrupamiento de las cantidades positivas y negativas entre si y la
compensacion entre ambas.

La interpretacion aritmética de la resta es la que sigue:

“ Reftar es quitar una cantidad menor de otra mayor, para encontrar el
exce/b de la mayor Hbrela menor, o |a diferencia de entrambas.” (p.19,
Tomo ).

Esta observacion es importante, pues la identificacion aritmética de
numero, cantidad y medida como lo mismo, a través de relaciones entre
ellas, no permite la situacion contraria en la resta.

En esta interpretacion aparece la evidencia de un manejo y
comprension del orden entre cantidades.

El tratamiento algebraico de la resta es diferente, ya que en este caso
se trabaja con cantidades generales:

“ Reftar es quitar una quantidad de otra. S la quantidad , que fe debe quitar ,
es pofitiva , mudandole e figno fe hace negativa , y fumandola , affi puefta,
con la otra de quien fe debe hacer la fufbtraccion, fe le junta una quantidad
negativa. [ ...] De la mifma fuerte , fi la quantidad , que fe ha de quitar ,
fueffe negativa , mudandole € figno , fe hace pofitiva, y juntandofe a la otra ,
de quien fe ha de hacer |a fubftraccion, le deftruye igual parte negativa , que
es quitarfela. [...]. En general e quitar una quantidad pofitiva es lo mifmo
gue afadir una negativa, y al contrario.” (p. 56, Tomo I).

La caracterizacion de la resta algebraica de dos cantidades como
suma del opuesto no puede estar mas clara.

TSN11: Interpretacién de los resultados negativos.

La interpretacion reiterada y permanente que Cerda hace en el texto
corresponde a una comparacion de cantidades; las cantidades negativas
expresan una relacion de disminucion o deuda.
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TSN12: Utilidad de las cantidades negativas.

No se hace mencion en el texto a la utilidad de las cantidades
negativas. Las aplicaciones que hace Cerda en el texto se concentran en los
distintos problemas y variantes que se resuelven mediante la regla de tres, y
en los problemas de aritmética comercial. En ninguno de los problemas que
propone aparecen soluciones negativas.

TSN13: Otros.

“ Supuefto pues que toda Equacion tiene tantas Raices, quantas unidades
contiene e grado de que es, y que eftas Raices, cafo que fean Reales,
pueden fer Pojtivas, 0 Negativas, hemos de procurar conocer en las
Equaciones, fi sus Raices fon polfitvas, 0 negativas, y cuantas haya de
cada efpecie.” (p. 70, Tomo II).

Cerda acepta la existencia de raices negativas y recuerda que
algunos las llaman falsas; sin embargo, no tiene duda de su legitimidad. El
enunciado del teorema fundamental del algebra asi lo pone de manifiesto.

La presencia de numeros negativos en las operaciones formales de
los exponentes no plantea problemas al autor.

“ Qualquier quantidad, que efé & modo de entero, & puede poner & modo
de Fraccion, cuyo Numerador £a la unidad, y € Denominador la

quantidad mi ma mudando e Jigno de (i exponente. Affi &% = 1/ a®* (p.
194, Tomo |).

También aparecen numeros negativos en los logaritmos:

“Que el Logaritmo de qualquier Fraccion propia debe &r una Quantidad
negativa, 0 Logarithmo negativo;(...)” (p.266, Tomo ).

Las cantidades positivas y negativas forman una progresion, en la que
no hay discontinuidad al pasar por O

“Qub fituyasn £ Jicce/ivamente en lugar de la incognita los terminos de la
progre/ion Arithmetica3,2,1,0,-1,-2, &.” (p. 134).

“La Progreffion Arithmetica de Terminos, que fe subtituyen por la
incognita de la Equacion, fe puede comenzar de mas arriba, como de 3, de
4, de 5, &c. y profeguir mas abajo hafta -3, -4, -5, &c.” (p. 138, Tomo
).

Esto muestra que las cantidades negativas pueden ser manipuladas
para operar algebraicamente. Para Cerda las cantidades negativas pueden
reemplazar incégnitas en una ecuacion.
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4.6.4 Analisis
4.6.4.1 Analisis conceptual y revision historico-critica

e Numero

Cuando el autor plantea la relacion de la magnitud con respecto a la
unidad: “fi la contiene dos, 0 mas veces, fe llama Numero”, refleja una definiciéon
sobre la base euclidea de numero procedente del Libro VII de los Elementos,
pero que afade un aspecto relacional: numero es las veces que una
cantidad contiene a la unidad.

La nocidon aritmética de nimero de Cerda es convencional, si bien
como hemos visto en CCO3, contempla la unidad explicitamente como
numero entero:

“Por nombre de Numeros entendemos aqui la unidad 1 , € complexo de
muchas unidades , como 2, 3, 4, &c [...] A la unidad, 0 al complexo de
muchas unidades, llamamos Enteros’ (p. 9).

Examinando el uso e interpretacion algebraica que hace Cerda de las
cantidades y numeros, podemos afirmar que utiliza una idea de numero
como relacion; esta idea nace con Stevin (1587) cuando define “ nimero es
aquello por lo que se explica la cantidad de las cosas’, es decir, no define el
numero en términos de la cantidad, sino que es aquello que la explica.
Newton estableci6 en firme esta idea de numero en la Arithmetica
Universalis: “ se entiende por nimero, no tanto una coleccion de muchas unidades,
como una relacion abstracta de una cantidad cualquiera a otra de la misma especie
gue se considera como unidad” (citado por Goémez 1999); de esta manera el
numero pasa a convertirse en la relacion que se establece entre cantidades.

Esta concepcion de numero utilizada por Cerda permite que los
numeros pueden combinarse de diversas formas para establecer distintos
tipos de relaciones entre ellos.

En estas Liciones generales de Cerda hay evidencias de dos
consideraciones para el concepto de numero: una aritmética, que
corresponde a la idea euclidea, ampliada con la unidad y que utiliza los
numeros y signos concretos, y otra nocidén algebraica, con un significado
relacional que emplea las expresiones universales. Como hemos visto en
(CCO4):

“La Arithmetica es una Ciencia , que trata de los Numeros , efto es, da
Reglas para inferir unas quantidades de otras’ [...] “La parte de la
Arithmetica, que fe firve para fus operaciones de las expreffiones
determinadas 0, 1, 2, &c. fe llama fimplemente Arithmetica y fus
expreffiones , de que fe firve , Numeros , o Charactéres Arithmeticos. La

163



Universidad de Granada

parte que fe firve de las expreffiones univerfales , e indeterminadas a, b, c,
&c. fe llama Algebra o Arithmetica Univerfal , pero entrambas fe fundan
en unos mifmos principios, [...]” (pp- 5-6)

e Cantidad

Para el autor, cantidad y magnitud se refieren a la misma cosa,
afiadiendo la nocién de cantidad un significado comparativo o relacional,
como podemos concluir a partir de CCO2. La identificacion de cantidad con
magnitud esta en la misma linea de concepcién de cantidad propuesta por
Stevin, pues, al no fundamentar la nocién de niumero en su caracter discreto,
se rompe la dicotomia griega del continuo para la medida y el discreto para
el numero.

Como consecuencia de lo anterior, el campo TSN10 indica que la
resta aritmética entre cantidades so6lo se da cuando de una cantidad mayor
se quita o extrae otra menor. También resulta posible relacionar mediante
comparacion un numero menor con otro mayor. En el tratamiento algebraico
si se establece la resta de dos cantidades cualesquiera, positivas o
negativas, y la resta se establece como la suma del simétrico.

Cerda usa la nocién de cantidad vinculada a las nociones de unidad y
magnitud. La nocidn de numero es mas amplia y se abre al aspecto
relacional sefialado por Newton, que incluye las cantidades concretas y las
generales pero no se limita a ellas.

e Cantidad positiva y cantidad negativa

Cerda presenta las cantidades positivas y negativas como aquellas
que estan precedidas del signo mas y menos respectivamente; en TSN2
afirma que ambas cantidades son iguales; solo las diferencian los signos que
orientan el modo de considerarlas, es decir, los signos hacen variar la
relacion de unas con otras. En TSN3 se afirma que el caracter positivo o
negativo corresponde a acciones de aumento o disminucion. En TSN6 se
presenta una interpretacion relativa de las cantidades positivas y negativas,
por medio de un ejemplo de balance de ganancias y pérdidas.

También en TSN6 se presentan las cantidades positivas y negativas
como acciones y mediante las razones aritméticas, dichas cantidades
también se presentan como resultado de comparaciones numeéricas. Las
razones aritméticas se vinculan con las relaciones numéricas de
comparacion; estas relaciones expresan acciones de comparacion para
establecer cuanto va de un numero a otro.

Las razones aritméticas le sirven a Cerda en el Capitulo VII para

establecer relaciones aditivas entre parejas de numeros naturales, que dan
lugar a numeros positivos y negativos.
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Aun cuando no menciona la nocion de numero negativo, a lo largo del
libro si utiliza distintos conceptos vinculados: cantidad negativa, cantidad
menor que nada, raiz falsa y razén aritmética de una cantidad menor a otra
mayor, como hemos visto en TSN3 y TSN5. Con estas nociones trabaja y
justifica una estructura para los negativos, que terminan formando una
extension de la secuencia numérica.

La significacién aritmética que le asigna a una cantidad negativa
cuando aparece, es la de quitar o disminuir o bien, algebraicamente, el
resultado de comparar un numero menor con otro mayor, como en TSN9.

En TSNS se observa el efecto que producen las cantidades negativas
al operarlas con otras; este es menor que el producido al operar con cero.
Por tal razén las llama menores que nada o menores que cero. Esta
consideracion es puramente algebraica y no se asocia a ninguna reflexion o
postura filoséfica, como sefialamos en TSN13.

En TSN9 se percibe que Cerda basa el orden entre los negativos en
el caracter relacional de dichas cantidades.

El tratamiento que Cerdad hace de las cantidades negativas es
aritmético, de una manera muy sucinta, donde deja entrever algunos rasgos
de los numeros naturales relativos (acciones de aumento o disminucion,
utilizacion de situaciones de caracter relativo); por otra parte las
consideraciones son, en su mayoria, algebraicas (raices de ecuaciones,
relaciones, etc.). Diferencia con cuidado las caracteristicas y propiedades de
los negativos cuando trabaja en aritmética o en algebra.

De forma global puede decirse que las cantidades negativas son
asumidas y utilizadas segun las necesite el autor para solucionar problemas
o resolver ecuaciones, en ocasiones recurre a Descartes como apoyo para
denominarlas falsas cuando surgen como raiz de una ecuacion.

4.6.4.2 Analisis de contenido

e Conceptos basicos

Como se manifiesta en TSN1, los signos (+) y (-) tienen un significado
relacional, expresando como ha de tomarse una cantidad; asimismo
expresan operaciones entre cantidades. Para Cerda los signos mas (+) y
menos (—) significan juntar o quitar respectivamente. En TSN2 se expresa
que estos signos determinan la cualidad de las cantidades.

La idea de que las cantidades negativas son menores que nada esta
en relacién con el efecto que producen al juntarlas con otra cantidad, tal
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como en TSN5. Al no producirse efectos de aumento al operar cantidades
negativas con otras positivas, se consideran éstas menores que nada.

Como se aprecia en CCO5 y TSN12, la consideracién de las
incognitas tiene caracter de generalidad por cuanto son indiferentes para
significar cualquier numero y cantidad; “Pero ahora hemos de hacer las
operaciones universales, y en qualesquiera generos de cantidades, por consiguiente
los Characteres han de significar indeterminadamente qualquier genero de
quantidad, que queremos.”

¢ Representaciones

Como hemos afirmado tanto en TSN2 y TSN3 como en el apartado
4.6.4.1, las cantidades negativas se representan mediante relaciones que se
establecen entre cantidades.

Los numeros o cantidades negativas se representan simbolicamente
mediante numeros con signo, letras con signo, comparacién de dos numeros
y como valor de una incognita. No hay representaciones graficas de los
negativos para Cerda.

e Fenomenologia/Justificacion

En TSN6 los ejemplos que se presentan para dar idea de las
cantidades negativas se fundamentan en relaciones de comparacion de
cantidades, se respaldan en situaciones cotidianas de caracter relativo que
mencionan dinero, deudas, debe, haber, etc.; este argumento de
comparacion se utiliza para una aproximacion de los numeros negativos
como un par ordenado de naturales mediante el concepto de razdn
aritmética, como se argumenta en TSN3.

Globalmente los negativos se utilizan para representar fendmenos
contables (deudas), aritméticos (series) y algebraicos (ecuaciones), a traves
de representaciones aritméticas y algebraicas.

e Estructura de orden
Cerda considera explicitamente la relacion de orden entre numeros y
entre cantidades, y presenta los signos > y < expresamente:

“Para fignificar , que una quantidad es mayor , que otra , ufa de efta fefial
> , de manera que la quantidad , que efta en la parte abierta , esmayor ,y la
gue efta en la punta , es menor. Affi a>b fignifica, que a es mayor que b.”

(p- 7).

En TSN6 se establece que: -2<0; en TSN9: -3<-1; en TSN13 se
afirma “mas abajo” de 3 esta: -3, -4, -5; por lo que, mediante los valores que
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toma, puede apreciarse que considera el orden entre las cantidades
negativas como el mismo orden de los numeros enteros, aunque no hay un
uso sistematico de la comparacion entre las cantidades positivas y las
cantidades negativas, muestra en una ocasion la serie descendente de los
enteros con continuidad a través de 0, en TSN13: “[...] los terminos de la
progre/ion Arithmetica3,2,1,0,-1,-2,&.".

Cerda trabaja con la estructura de orden en muchos apartados; por
ejemplo cuando afirma: “ Reftar es quitar una cantidad menor de otra mayor, para
encontrar el exce/b de la mayor 6bre la menor, 0 la diferencia de entrambas.” , es
claro que se debe conocer la forma de determinar cual cantidad es mayor o
menor que otra para poder realizar la operacion, es decir hay un
conocimiento del orden.

e Estructura algebraica

En TSN7, el autor ofrece claras reglas para sumar, restar y multiplicar
los signos mas (+) y menos (—) en las operaciones. En TSN10 presenta una
estructura de anulacidon y agrupamiento de las cantidades negativas
positivas y negativas asi como la comparacién entre ambas.

Considera que las cantidades positivas y negativos son opuestas
entre si; puesto que “ e quitar una quantidad pofitiva es 1o mifmo. que afadir una
negativa , y al contrario.”, como hemos sefialado en TSN10.

En el texto se sefiala que “La parte que fe firve de las expreffiones
univerfales , e indeterminadas a, b, ¢, &c. fe llama Algebra o Arithmetica
Univerfal” ; el procedimiento seguido es definir unas reglas para efectuar las
operaciones y luego pasa a aplicarlas en ejercicios, problemas y ecuaciones.

e Uso algebraico

Las cantidades negativas son consideradas y aceptadas como raices
de una ecuacién como se ha visto en TSN13. Thomas Cerda indica que las
cantidades negativas también son reales; pues se aceptan como raiz de una
ecuacion. Indicando que si las raices son reales pueden ser estas positivas o
negativas, indicando que algunos las llaman falsas. Aunque realmente a lo
que le presta atencion en esta parte es a los distintos métodos para
solucionarlas, pero por ello no deja de ser importante, pues esta diciendo
que si aparecen se llaman falsas, pero ni las rechaza ni cuestiona su
significado s6lo que son una solucion al problema planteado.

La exposicion de la regla de los signos para la multiplicacién se hace
mediante representaciones algebraicas: -n x —a = na.

Los negativos son utilizados a lo largo del texto de diferentes modos,
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como por ejemplo, en ecuaciones, exponentes etc. Hay un planteamiento
que busca las consecuencias practicas en el uso del algebra.

4.6.5 Identificacién de las diferencias l6gico formales entre Z y N, *

Primera diferencia: Orden total — orden parcial o doble natural con
inversion en la region negativa.

Primer indicador: a4. La indicacion que se hace en TSN5 sobre las
cantidades negativas como menores que cero es la determinada para numeros
enteros; el hecho que la idea de cantidad negativa como falsa, solo aparece
en relacidn con las soluciones a ecuaciones y se asocia al tratamiento
cartesiano, es indicio de que trabaja el campo de los numeros enteros.
Cerda parece estar interesado en mantener una asignacién fija y universal
de significados signos y adjetivos duales.

Segundo indicador: a;. Hemos encontrado muestras débiles para este
indicador en TSN13 que permiten situar el trabajo de Cerda con las
cantidades negativas en el campo de los numeros enteros.

Tercer indicador: as. La informacion que se recoge en los apartados
TSN6 y TSN9, “-2 esinferior a0y —3<-1", permiten observar que el orden de
los negativos en el texto es el usual entre los numeros enteros negativos;
esto se reafirma cuando en TSN13 se indica fe puede comenzar de mas arriba,
como de 3, de 4, de5, &c. y profeguir mas abajo hafta -3, -4, -5, &c.

Cuarto indicador: as. No hemos encontrado muestras para este
indicador que permitan situar el trabajo de Cerda para las cantidades
negativas en el campo de los numeros enteros o en el de los naturales
relativos.

Como balance para esta primera diferencia D1, sustentamos que los
numeros con los que trabaja tienen algunas caracteristicas de los numeros
enteros; no son numeros naturales relativos.

Segunda diferencia: Sin primer elemento — con primer elemento

Primer indicador: by. En  TSNG6 al escribir “pero s se le junta -2
ducados’, claramente se esta indicando un saldo acreedor, por medio de la
utilizacion de un significado asociado al tipo de los numeros enteros.

También en la progresion aritmética “3, 2, 1, 0, -1, 2, & presentada en
TSN13, utiliza el cero como una referencia central; esto permite la
posibilidad de que existan valores inferiores y superiores a cero (Gonzalez,

* Las referencias en este gpartado se hacen a Gonzélez Mari (1995) por lo que se indicara (Gonzélez,
p); las diferencias han sido explicadasen 1.4.1y 4.1.5.
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p. 219); esto nos permite afirmar que este indicador muestra que los
negativos son tratados desde el campo de los numeros enteros.

Segundo indicador: b,. Cuando Cerda escribe “la fuma de las deudas
fera —8ab” pone de manifiesto una compatibilidad entre adjetivacion y signo
en la estructura entera (Gonzalez, p. 223).

Tercer indicador: bs. En TSN9 se presenta como al comparar
cantidades pueden obtenerse valores positivos o negativos, es decir las
diferencias pueden aumentar o disminuir dependiendo de la pareja de
numeros y orden en que se comparen. Por tanto este ejemplo de
trasformacion cuantitativa y métrica es indicio de que los numeros enteros
estan reflejados en el tercer indicador.

A manera de balance para esta segunda diferencia D,, sefialamos
que no hay evidencias de que los numeros negativos hayan sido trabajados
en el campo de los numeros naturales relativos. Segun esta diferencia Cerda
esta en el campo de los numeros enteros.

Tercera diferencia: Continuidad de medidas- discontinuidad de
medidas (al cruzar el cero).

En el texto de Cerda, la continuidad numérica de medidas enteras
esta latente en TSN13, donde se presenta la progresion aritmética “3, 2,1,
0,-1,-2 &."; se observa como los valores cruzan el cero y contindan.

Para esta tercera diferencia D3, no hay indicios de la presencia de los
numeros naturales relativos.

Cuarta diferencia: Cero unico — Cero doble (natural relativo)

En TSNG6 se trata una situacion de deudas. Como las deudas estan
limitadas por cero (al cruzarlo se tienen haberes), podria considerarse esto
un indicio de la existencia de un cero doble, para las deudas y para los
haberes; sin embargo, el tratamiento que otorga a la situacion de deudas
esta acompafado de compatibilidad de signo y adjetivo (b2), ademas de por
no encontrarse evidencias de discontinuidad de medidas (D3), no nos
permite afirmar la existencia de un doble cero.

De modo que para esta cuarta diferencia D4, no hay indicios del
cumplimiento de esta diferencia en el campo de los numeros naturales
relativos.

Quinta diferencia: Composicién aditiva: adicion entera- adicién

natural y anulacion-composicion.
Hemos identificado que Cerda considera que cantidades positivas y
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negativas son opuestas entre si; “ €l quitar una quantidad pofitiva es o mifmo.
gue afadir una negativa , y al contrario.” Sin embargo, como también hemos
visto en TSN10, al expresar las reglas para efectuar la suma “igual numero de
unas deftruye igual numero delasotras’ y para la resta “encontrar el exce/b dela
mayor Jbre la menor”, referencias explicitas a la anulacién-compensacion,
propias de los numeros naturales relativos.

Estas pocas evidencias de la adicion de los negativos con un
tratamiento propio de los naturales relativos, hace que aceptemos la
presencia parcial de esta quinta diferencia Ds.

La siguiente tabla presenta el resumen del analisis hecho al texto de
Cerda:

Tabla 4.3. Diferencias entre Z y N, en las Liciones de Cerda

Autor Dy D: D; | Dy | Ds
dq | A2 | A3 | A4 b1 b2 b3

Cerda No |No|[No| ;? |[No|No|No|/No|No| No | No | P

Si =se cumple la diferencia en el campo de los numeros naturales relativos;, No =la diferencia no se
cumple en el campo de los relativos; ;?=no hay evidencias de una u otra estructura; P =
cumplimiento parcial de la diferencia en el campo de los naturales relativos

4.6.6 Tratamiento global de los negativos en las Liciones de
arithmetica, o Elementos generales de arithmética y algebra para
el uso de la clase

En este texto los numeros negativos son tratados desde una doble
perspectiva: aritmética y algebraica, diferenciando en cada caso. Los
negativos se consideran iguales que los positivos pero los signos varian el
tipo de relacion que establece cada uno. Su presentacion esta asociada a
operaciones aritméticas (sustracciones), luego el tratamiento se justifica en
reglas y leyes formales del algebra. También el autor emplea el concepto de
razon aritmética para justificar la comparacion entre negativos.

Los fendbmenos modelizados a través de los negativos son de tipo
contables (deudas), apoyandose luego en fendmenos cotidianos reales,
todos ellos en torno a la comparacion de cantidades; asimismo estan
presentes fendmenos aritméticos (series) y algebraicos (ecuaciones), a
través de representaciones aritméticas y algebraicas.

La consideracion de los negativos como ‘menores que nada” o
‘menores que cero” es planteada en términos de resultados operacionales,
de adicién de una cantidad negativa a otra cantidad, pero no en reflexiones
metafisicas.
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Desde el punto de vista algebraico los negativos son soluciones a
ecuaciones, aceptando su naturaleza real; estan sujetos a sus leyes
formales, por lo tanto es posible operar con ellos en diversas situaciones. No
hay reflexiones acerca de su significado o utilidad, tan s6lo se aceptan y
utilizan como otros numeros.

Como se ha indicado, en el tratamiento algebraico de los negativos
hay una preferencia hacia los aspectos pragmaticos de su utilizacién como
herramienta en procesos de resolucion de problemas y ecuaciones.

De acuerdo a los parrafos, las ideas destacadas, y los comentarios
hechos, afirmamos que, pese a que Cerda utiliza cantidades relativas para
aclarar la idea de negativo y en las situaciones aritméticas, trabaja con
numeros enteros en el tratamiento algebraico pero sin afirmar que sean lo
mismo. Son pocas las situaciones en que presenta numeros relativos, por lo
que no hay persistencia en tal idea numérica.

4.7 Los documentos

Los trabajos estudiados son: Elementos Matematicos (1706), de
Pedro de Ulloa; Compendio Matematico (1707), de Thomas Vicente Tosca;
Liciones de mathematica o elementos generales de arithmetica y algebra
para el uso de la clase (1758), de Thomas Cerda.

Son tres documentos significativos, dentro de la produccion de textos
matematicos espanoles de la época, por la incorporacién de nuevas ideas y
conceptos matematicos: en primer lugar las nociones de Descartes y
posteriormente, las de Newton, Leibniz y Euler.

Muestran una progresion en la mayor precision de su lenguaje, un
mejor orden y encadenamiento de temas, un incremento en el tratamiento
estructural de los conceptos y en la propia organizacion de los temas
matematicos. Las similitudes y diferencias entre la Aritmética y el Algebra se
perfeccionan de un autor a otro, y se mejoran las conexiones entre ambas
ramas de la matematica, incrementando progresivamente la importancia del
Algebra y disminuyendo la de la Aritmética. Mientras que Ulloa mezcla
cuestiones de Aritmética y Algebra, Tosca diferencia entre Aritmética y
Aritmética Superior y Algebra; Cerda establece un tratamiento en dos partes
bien diferenciadas. La secuencia cronolégica muestra un mayor dominio
técnico, un trabajo progresivamente mejor acabado y mas cercano a la
produccion europea del momento.

La conexion de las matematicas con otras disciplinas fue defendida y
practicada por los tres autores; esta conexion se hace tanto en el plano de
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los fundamentos como en el de las aplicaciones. Tosca lo plantea
claramente cuando escribe sobre la matematica:

“[...] con ella se descubren los mas retirados secretos de la naturaleza.
Ella es la que averigua las fuerzas del impetu, las condiciones del
movimiento, las causas, efectos, y diferencias de las fases: la naturaleza
admirable de la luz, las leyes de su propagacion: levanta con hermosura
los edificios, haze casi inexpugnables las Ciudades, ordena con
admiracion los exercitos, y entre las confusas, é inconstantes olas del mar,
abre caminos, y sendas a los que navegen [...] " (p. ).

Tanto Ulloa como Tosca publican estudios sobre musica, que Tosca
incluye en el segundo tomo del Compendio.

En la lectura y analisis de los textos presentados para este periodo se
detectan similitudes entre los autores, las cuales permiten caracterizarlos en
esta época, desde 1700 hasta 1767, desde el punto de vista de las nociones
matematicas, su formacién cientifica, lo didactico y, segun las diferencias
entre los numeros enteros y los numeros naturales relativos

4.8 Analisis conceptual de los negativos

Entre los objetivos de este estudio se encuentra realizar un estudio
histérico epistemoldgico del numero negativo, segun sefialamos en el
Apartado 1.8, indagando en su evolucidn como concepto matematico en los
libros de texto publicados en Espafia durante el periodo 1700-1900. Para
examinar los significados y establecer las conexiones entre los términos de
cada campo conceptual y para contextualizar las definiciones dentro del area
y del periodo histérico en que se insertan, hemos elegido como método el
analisis conceptual (Rico, 2001). El analisis conceptual de este periodo se
centra en las nociones de Numero, Cantidad y Cantidad Negativa, cuya
diversidad de significados presentamos en el Apartado 3.1.2, y que ya
establecimos en un estudio piloto (Maz, 2000).

4.8.1 Concepto de numero

En los textos, la nocién de numero es euclidiana, porque se apoya en
los Elementos de Euclides; este fundamento procede de una accion:
“coleccionar unidades”, que evidencia una correspondencia entre medida y
longitud. También se aprecia un acercamiento hacia la idea de numero como
relacion; interpretamos que es consecuencia de los desarrollos y
tratamientos algebraicos de las cantidades asi como de los vinculos que se
derivan de sus operaciones.
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Tabla 4.4 Nocion de numero utilizada en los textos espaiioles (1700-1767).

Autor Euclidea Relacional
Pedro de Ulloa X
Vicente Tosca X
Thomas Cerda X X

4.8.2 Concepto de Cantidad

Se esgrimen ideas variadas acerca de la cantidad; no hay consenso
entre los diferentes autores sobre ella y por esto se manifiestan diversas
nociones que implican la aristotélica, la empirista inspirada en los
planteamientos de Stevin y también algunas un tanto avanzadas,
semejantes a la que encontramos en Euler unos afios mas tarde.

Tabla 4.5 Nocion de cantidad utilizada en los textos espainioles (1700-1767).

Autor Aristotélica | Empirista | Euleriana
Pedro de Ulloa X
Vicente Tosca X
Thomas Cerda X X

El tratamiento algebraico, prioritario en Cerda, hace que la nocion de
cantidad tenga un planteamiento mas moderno.

4.8.3 Cantidades positivas y negativas
En la revision que hemos hecho de estos autores encontramos seis
significados diferentes para la presentacion de las cantidades negativas:

Cantidades falsas, en el sentido de Descartes, para referirse a
los valores negativos que proceden de la solucion de una
ecuacion, que ya comentamos en el Apartado 1.3.2.
Cantidades menores que nada, cuando se pone el énfasis el
orden y se discute el aparente absurdo de que una cantidad
pueda ser menor que 0.

Caracter logico, cuando se destaca que la proposicion que
define las cantidades negativas proviene de la negacion logica
de una cantidad positiva.

Presentacion aritmética, cuando la nocion se introduce
mediante una diversidad de ejemplos numéricos

Comparaciéon aritmética, en este caso destaca el negativo
como expresion de una relacidon entre numeros donde el
referente es menor que el referido, como ocurre en las
progresiones aritméticas decrecientes.
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e Justificacion algebraica, como hace Tosca quien, al no poder

encontrar significado preciso en

los ejemplos,

remite la

interpretacion de estas cantidades al sentido del algebra.

Resumiendo, las distintas nociones de cantidad negativa que hemos
encontrado en los autores analizados en este periodo, son:

Tabla 4.6 Nocion de cantidad negativa

Cantidades Pzl Relacion
Cantidades Negacion aritmética, R Justificacion
Autor menores S . aritmética de .
falsas légica mediante L s algebraica
que nada . comparacion
ejemplos
Pedro de Ulloa
X X X X
Vicente Tosca X X X
Thomas Cerda X X X X

4.9 Analisis de contenido
El analisis de contenido se establece en el Apartado 1.9 como método

para el estudio de los libros que focalizan esta investigacién. Centramos su
especificidad en cuatro apartados:

e Estructura conceptual.

e Analisis fenomenoldgico.

e Sistemas de representacion.

e Resolucion de problemas.

4.9.1 Estructura conceptual

Consideramos aqui las descripciones de conceptos, sus
interrelaciones y la estructura matematica en que se sustentan. Para
estudiar la estructura conceptual establecida por cada autor y poder realizar
las comparaciones pertinentes entre ellos, son cuatro los puntos que hemos
analizado.

e Nociones basicas. Numeros enteros

e Definicion de suma. Estructura aditiva

e Relacién de orden

e Definicion del producto. Estructura multiplicativa
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Nociones basicas. Numeros enteros

Tabla 4.7 Nociones basicas y concepto de entero

. Signos como | Expresiéon de la | Signos como
Autor Signos €OMO | oposicion | cualidad de una | relaciones entre
operaciones logica cantidad cantidades
Pedro de Ulloa X X X
Vicente Tosca X X X X
Thomas Cerda X X X

Ademas de los distintos usos que hacen los autores de las cantidades
negativas, encontramos que todos ellos interpretan los signos como
expresion de las operaciones. Ulloa y Tosca le atribuyen un sentido l6gico de
afirmacidon o negacion de una determinada cualidad; por ello, también
consideran que los signos expresan la cualidad de una cantidad. Tosca y
Cerda expresan la idea de los signos como relaciones entre cantidades, con
cierto sentido de acciéon. Ya hemos comentado que para Tosca y Cerda la
procedencia algebraica de las cantidades negativas permite explicar su
caracter singular, que se expresa con el signo —, cosa que no ocurre con
Ulloa.

Definicion de suma. Estructura aditiva

Tabla 4.8 Definicion de suma. Estructura aditiva

Justificacion HrezEEk el FEFED G
Autor itmeti anulacién propias para | como caso
aritmetica compensacion la resta de la suma
Pedro de Ulloa X X X
Vicente Tosca X X X
Thomas Cerda X X X

Los autores de este periodo coinciden en la justificacion aritmética
para las reglas de las operaciones suma y resta, por su fundamento en la
anulaciéon/ compensacion. Hay una progresion al final del periodo cuando
Cerda considera que la resta es un caso particular de la suma, a diferencia
de los otros dos autores. No detectamos presencia de la consideracion de
estas operaciones como leyes internas, ni tampoco de la explicitacion de sus
propiedades.

Relacion de orden

No detectamos en estos autores evidencia sobre el reconocimiento
expreso del concepto de valor absoluto, aun cuando se refieren con mayor o
menor precision al valor de una cantidad. En este apartado es donde
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encontramos mayores diferencias entre los autores: dos de ellos no
comparan expresamente los negativos con cero, aunque todos afirmen que
las cantidades negativas son menores que nada. Las mayores diferencias
las encontramos en el orden entre los negativos, donde se aprecia el
progreso hacia un concepto mas elaborado. No hay consideracion del orden
conjunto de positivos y negativos; no se dedican apartados especificos para
explicar la relacion de orden ni se define explicita y formalmente el orden
entre los numeros.

Tabla 4.9 Relacion de orden

Orden relativo Orden entre cantidades
PTGE Valor entre los positivas y entre negativas
absoluto negativos y pero no son comparables
positivos entre si
Pedro de Ulloa &? X
Vicente Tosca o? X
Thomas Cerda o? X

Definicion del producto. Estructura multiplicativa

El caracter de negacion légica que Ulloa y Tosca atribuyen al signo —
les permite justificar la regla de los signos en los casos en que el
multiplicador es negativo el argumento de que “dos negaciones equivalen a una
afirmacion”. También se hace uso de la conmutatividad para hacer
equivalentes los resultados de positivo por negativo con los de negativo por
positivo.

Cerda, por su parte, interpreta el resultado atendiendo al caracter
relativo del multiplicador.

No detectamos la consideracién de esta operacion como ley interna, ni
tampoco de sus propiedades

Tabla 4.10 Producto. Estructura multiplicativa

Interpretacion logica para Interpretacion del
Autor justificar la regla de los signos caracter relativo del
multiplicador
Pedro de Ulloa X
X

Vicente Tosca
Thomas Cerda X
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4.9.2 Fenomenologia

Los ejemplos que utilizan para ilustrar y explicar los numeros
negativos recurren a situaciones relativas cotidianas y comunes para
cualquier lector; todos los ejemplos tienen como argumento principal la
presentacion de situaciones de comparacion de medidas contrarias a través
de fendmenos de caracter:

Contable (deudas).
Fisico (desplazamientos).
Aritmético (series).
Algebraico (ecuaciones).

Sin embargo, es dispar la utilizacion que los autores hacen de estos
fendmenos: Ulloa sélo recurre a la presentacion del fendmeno fisico. Cerda
muestra los otros tres tipos, contables, aritméticos y algebraicos. Tosca
utiliza los fendmenos contables vy fisicos. Estos autores emplean reiteradas
analogias entre estas cantidades dirigidas y los numeros negativos para dar
idea de ellas.

4.9.3 Resolucion de problemas

Ulloa presenta solo un problema para ilustrar las cantidades
negativas: éste es de desplazamientos entre tres puntos fijos. Tosca
practicamente repite el mismo problema, pero agrega otros de comparacion
de deudas y haberes; ademas se apoya en ecuaciones de segundo grado
para dar explicacidon de las raices positivas y negativas de ecuaciones.
Cerda también recurre a problemas de deudas y rentas

Los autores manifiestan una preferencia hacia los problemas cuyo
modelo es tener-deber, ganancias-pérdidas como el adecuado para
presentar y explicar las cantidades negativas.

4.9.4 Representaciones

La variedad de situaciones fenomenoldgicas utilizadas hace que
aparezcan presentes diversos sistemas de representacidon para los
negativos:

e Representaciones verbales (explicaciones retéricas).

e Numéricas (numeros y signos).

e Algebraicas (letras, numeros y signos, y pares ordenados de

numeros).
e Gréaficas (lineas y segmentos).

Todos los autores emplean representaciones verbales, especialmente

en la Aritmética, cuando presentan los ejemplos; Ulloa es el unico que
ademas utiliza la representacién grafica.
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4.10 Numeros relativos

El analisis de las diferencias entre la estructura de los numeros
enteros y los numeros naturales relativos (Gonzalez Mari, 1995), arroja los
siguientes resultados:

Tabla 4.11 Comparacion de autores y diferencias entre Z y N,.

Autor - > D3 | D4 | Ds
a; | ax|a;|as b1 | b2 | b;
PedrodeUlloa| S [ ¢?2 (S |SI|S|S|S | ¢?2] S| S| ¢?
VicenteTosca| P [ ¢?| P [No| P | Si| P |[No| P |[No|No
Thomas Cerda|No | No|No| ¢? |No|[No|No|[No|No|No|No

Si =se cumple la diferencia en el campo de los numeros naturales relativos; No =la
diferencia no se cumple en el campo de los relativos; ;?=no hay evidencias de una u otra estructura;
P = cumplimiento parcial de la diferencia en el campo de los naturales relativos.

La tabla refleja: en la primera diferencia D4: Orden total (entero) —
orden parcial o doble natural con inversién en la region “negativa” (natural
relativo) presenta diversos matices y combinaciones entre los autores. Se
observa que la diferencia a;, Comparacion-valoracién global de las regiones,
no se cumple en ninguno de los tres textos, bien por no hallarse indicios que
confirmen su presencia bien por valoracién de la evidencia. Son los
indicadores a4, Atribucion de significados, signos y adjetivos duales a las
regiones, y as, Comparacion de medidas con valores numéricos negativos
en el orden entre entero y naturales relativos, los que presentan un resultado
diferente en cada texto y permiten realizar una valoracion categoérica de su
cumplimiento. El cuarto indicador, a4, 0 bien no se reconoce o muestra la
presencia de la diferencia. En conjunto admitimos una progresién en la
presencia/ ausencia de numeros relativos a lo largo de estas obras por lo
que respecta a la primera de las diferencias de Gonzalez Mari, D4: Orden
total/ Orden parcial. Por lo que se refiere a la relacion de orden, Ulloa utiliza
numeros relativos, Tosca los utiliza parcialmente y Cerda utiliza claramente
el orden de los numeros enteros.

Sin embargo, al comparar esta conclusion con la que se expresa en la
Tabla 4.9, resulta dificil sostener que alguno de estos autores utilice el orden
de los enteros ya que no entran en la comparacion de los positivos con los
negativos. Los indicadores de la diferencia D1 no reconocen la presencia de
la concepcién de numero relativo que aun se mantiene, incluso en la relacion
de orden que utiliza Tosca, si bien este autor elude los aspectos mas
contradictorios de dicha concepcion relativa. Segun los indicadores
analizados Tosca trabaja con numeros enteros; segun una consideracion
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mas reflexiva y detallada, complementada con el analisis de contenido,
Tosca mantiene en la concepcion de la relacion de orden ciertas limitaciones
de los numeros relativos.

En la segunda diferencia D,: Sin primer elemento (entero) — con
primer elemento (natural relativo) pueden verificarse todos los indicadores en
los textos, excepto el tercero en Ulloa; el balance de esta diferencia muestra
que no hay homogeneidad entre los autores para el tratamiento de los
negativos en este aspecto. De nuevo, encontramos una progresion en la
presencia/ ausencia de numeros relativos a lo largo de los tres autores por lo
que respecta a esta segunda de las diferencias de Gonzalez Mari, D2: Con
primer elemento/ sin primer elemento.

La tercera diferencia D3: Continuidad de medidas —discontinuidad de
medidas (al cruzar el cero) permite ser evaluada en los tres textos y solo se
cumple para los naturales relativos en Ulloa.

No hay cumplimiento de la cuarta diferencia D4: Cero unico — cero
doble (natural relativo) para el campo de los numeros naturales relativos. El
libro de Ulloa no ofrece informacion que permita evaluarla; Tosca y Cerda
trabajan con un unico cero.

La quinta diferencia Ds: Composicion aditiva: adicion entera- adicion
natural y anulacién-compensacion esta manifiesta en los documentos de los
tres autores, aunque solo en Ulloa se verifica de manera absoluta en el
campo de los numeros naturales relativos, mientras que en Cerda y Tosca
su cumplimiento es parcial. Esta quinta diferencia de las propuestas por
Gonzalez Mari (1995) es el rasgo relativo mas persistente y comun a los tres
autores.

4.11 Consideraciones didacticas

La intencién didactica esta presente en los tres autores, pero su
manifestacion es diferente en cada momento. Ulloa dedica su obra al Conde
de Luna, celebrando contribuir al desarrollo intelectual de este personaje,
indicando que esta obra dispone de todo lo indispensable para ser un
matematico; Tosca dedica su trabajo al rey Felipe V, mientras que Cerda
dedica directamente su obra a la juventud espanola.

Los textos presentan el algebra dando importancia y énfasis a sus
aspectos practicos y utiles como herramienta para el planteamiento y
resolucién de un nuevo tipo de problemas; representando todo ello un
avance en la comprension de la resolucion de ecuaciones.

El interés por mostrar los contenidos matematicos de forma didactica
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para una adecuada comprension de los mismos es una constante en estos
autores. Este aspecto se evidencia espléndidamente en el Compendio
Mathematico de Tosca, alli (p. 112) presenta el “arbol analytico” que consiste
en un mapa conceptual para desarrollar de manera sistematica la resolucion
de ecuaciones.

Varios indicadores presentes en los textos permiten establecer y
comparar la actividad didactica de sus autores.

Tabla 4.12 Indicadores de actividad didactica

. - Autonomia
Innovaciény | Desarrollo | Sentido |° -
Autor . . .. Amenidad
Actualizacién lI6gico practico intelectual
Pedro de Ulloa X X
Vicente Tosca X X X
Thomas Cerda X X X

4.12 Actividad cientifica

El trabajo cientifico de estos autores estuvo marcado por abiertas
manifestaciones de simpatia y apoyo a las ideas renovadoras
antiaristotélicas que postulaban los novatores, apostando con ello por la
adquisicién de un nuevo espiritu critico.

Habia preocupacion en las clases ilustradas y en los renovadores por
difundir los conocimientos cientificos y los avances recientes que llegaban
de los paises vecinos, como vimos en los Apartados 2.3, 2.4 y 2.5, por esta
razon y por su posicidon novatora los textos matematicos son escritos y
publicados en castellano, dejando de lado el latin, el lenguaje de los
cientificos y las clases instruidas.

El nivel de conocimientos de los autores estaba a la altura de sus
contemporaneos europeos, como lo demuestran la estructuracion vy
contenidos de sus textos; también es sefial de ello las amplias y diversas
referencias a obras y autores que resenan en sus escritos. Sin embargo, no
realizan aportaciones propias a la teoria matematica, es decir, no son
creadores, sino meros difusores del conocimiento matematico.

4.13 Balance final
En conclusion, las principales ideas que podemos destacar sobre el
tratamiento de los numeros negativos durante este periodo en estos autores,
son:
1. Los autores de este periodo incorporan a los textos matematicos
espanoles de la época conceptos y avances contemporaneos. Se
reconoce una buena formacion clasica en todos ellos, que se
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equilibra con conocimientos actualizados conforme avanza el
siglo. Escriben tratados de Aritmética y Algebra en los que,
progresivamente, se estructuran estas dos disciplinas de manera
diferenciada.

2. Como consecuencia del analisis conceptual apreciamos un
predominio de la nocion euclidiana de numero; soélo a final del
periodo se incorpora un tratamiento relacional. ElI concepto de
cantidad que predomina en cada autor es diferente, pasando de
una interpretacion aristotélica a otra empirica y, finalmente, a una
consideracion euleriana relacionada con las ideas del momento.

3. En este periodo se detecta una influencia importante de la obra de
Descartes: en unos autores, por su conocimiento y, en otros, por
su dominio; esto hace que en los textos incorporen las
aportaciones cartesianas a la teoria de la resolucion de
ecuaciones; asimismo, se apoyan en su Geometria para llamar
falsas a las raices negativas de una ecuacién. Los valores
negativos como raices de ecuaciones se consideran respuestas
“falsas’ en el sentido planteado por Descartes, esto es, valores
contrarios a los que satisfacen a la ecuacion. Los negativos
también se consideran como menos que nada o menores que cero,
prioritariamente desde el punto de vista de la adicion. Es decir, se
consideran asi porque el efecto que producen al juntarlos con
otras cantidades es menor que si se les agrega cero. En este
periodo hay una variacion en la introduccién de las cantidades
negativas, que pasa de la ejemplificacion numérica a una
justificacion  algebraica, progresivamente. Los fendmenos
utilizados para ejemplificar las cantidades negativas dan prioridad
a fendmenos contables; también se utilizan ejemplos de
fendmenos fisicos y aritméticos.

4. Los signos +y — se interpretan como simbolos de una afirmacién y
una negacion logicas; en este caso expresan la cualidad de una
cantidad. También los signos expresan relaciones entre
cantidades. Las representaciones utilizadas por todos los autores
son verbales, numéricas y simbalicas; solamente Ulloa introduce la
representacion grafica.

5. Los numeros negativos surgen como resultado de efectuar
operaciones y calculos aritméticos, por lo cual tienen existencia
matematica real. Los numeros negativos se asumen como valores
numéricos con los cuales se pueden efectuar operaciones
aritméticas y algebraicas en la resolucién de ejercicios, problemas
y ecuaciones aun cuando, en muchas ocasiones, esos mismos
valores son rechazados como respuestas, llevando a reconsiderar
el enunciado, las consideraciones o los procesos efectuados.
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6.

La relacion de orden entre los negativos experimenta un claro
avance en este periodo, donde se pasa del orden relativo al orden
entero. Sin embargo, estos autores no contemplan la relacion de
orden entre positivos y negativos. Ninguno de los autores utiliza un
concepto formal de valor absoluto.

La suma se justifica en todos los autores mediante argumentos
aritméticos de anulacion/ compensacion, de gran fuerza intuitiva,
que muestran la persistencia de los numeros relativos en los
autores consultados, si bien con una debilitacion progresiva. Las
operaciones de suma y resta se establecen mediante reglas que
consideran los distintos casos de suma entre numeros negativos y
de positivos con negativos. Los dos primeros autores establecen
reglas diferenciadas para la resta, mientras que Cerda considera
ya la resta como un caso particular de la suma.

Las reglas del producto se justifican también por una combinacion
de argumentos logicos, como en Ulloa, por la interpretacion del
producto como suma reiterada como en Tosca, o0 bien con un
argumento algebraico, como en Cerda. En todos los casos se trata
de un producto basado en el caracter relativo de los factores.

Respecto a las diferencias de Gonzalez Mari, encontramos que en
el texto de Ulloa se cumplen cuatro de las diferencias, puesto que
para la cuarta no se hallan evidencias que apunten a uno u otro
tipo de numeros. En Tosca se cumplen parcialmente tres de las
diferencias; la primera, segunda y quinta; cumple totalmente uno
de los indicadores de la segunda diferencia y parcialmente el
tercer indicador de la primera. En el libro de Cerda solo se cumple
de manera parcial una diferencia: la quinta. De los tres textos
analizados, este es el que presenta menos indicios de los numeros
naturales relativos segun las diferencias estudiadas.

10.Subrayamos las limitaciones encontradas en las diferencias de

11.

Gonzalez Mari para establecer con precisidn las nociones relativas
manejadas por los autores. No es cierto afirmar que alguno de los
autores de este periodo trabajo con numeros enteros; si
detectamos que un predominio en el tratamiento algebraico
establece un menor uso de las nociones relativas, pero esto no
garantiza el conocimiento y dominio de la estructura de los
numeros enteros.

Hay suficientes evidencias de que los autores se hallan en un
momento de transicion del concepto de numero natural hacia el
numero entero; esto se refleja en la utilizacion de numeros
naturales relativos junto a naturales durante la presentacion de
ejemplos, aunque estos relativos unicamente son utilizados
cuando trabajan la aritmética. Los autores intuyen que el caracter
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simbdlico del algebra permite ampliar la vision y utilidad de las
matematicas, por ello incorporan los avances algebraicos de la
época, imprimiendo con ello dinamismo a los textos; este aspecto
es de importancia significativa en la renovacion progresiva del
nivel matematico y cientifico espafnol acercandolo al resto de
Europa. Procuran diferenciar el tratamiento dado a la parte
aritmética distinguiéndolo del algebraico; la reiteracion de
apartados aclarando las consideraciones que se hacen para las
cantidades, numeros e incognitas en algebra o aritmética revela un
esfuerzo de los autores por mostrar que se trata de estructuras
distintas.

12. El interés por el desarrollo l6gico de la materia y la prioridad que
establecen para el sentido practico de los conocimientos
presentados, son los dos indicadores didacticos principales.
Interés por la innovacion, preocupacion por la amenidad e impulso
a la autonomia intelectual de los estudiantes, son otros
indicadores contemplados por estos autores.
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CAPITULO 5
Periodo llustrado (1768-1814)

5.1. Caracterizacion general

Como ya se ha descrito en el Apartado 2.3.2, la llustracion consistio
en un movimiento cultural, racionalista, innovador, empirista, antiescolastico
y laico, que se inicia en Europa a mediados del siglo XVII y tiene su
momento de maxima influencia durante el siglo XVIIl. La llegada a Espafa
de la nueva dinastia Borbdn favorecié la regeneracion nacional e impulsé el
desarrollo de la ciencia, la técnica y la cultura, estableciendo la razén como
clave del desarrollo humano; el movimiento de la llustracion alcanza su
mayor vigor en Espafa durante el reinado de Carlos Ill. La nueva monarquia
espafola introdujo un nuevo modelo centralizado de gobierno, junto con
nuevas modas, estilos y costumbres. La alianza con las clases burguesas
introdujo un gobierno intervencionista, ejemplo de Despotismo llustrado, que
trabaja por el bien comun pero sin contar con los gobernados.

En 1766, durante el reinado de Carlos lll, se produce un motin popular
contra las medidas impuestas por el ministro Esquilache relativas a usos y
vestimentas populares. Consecuencia de este motin fue la subida al
gobierno de un grupo de ilustrados, presidido por el conde de Aranda. Este
gobierno lleva a cabo la expulsion de la Companiia de Jesus de los territorios
de la Monarquia en 1767, segun hemos comentado en el Apartado 2.4.1.

Carlos lll fue en Espafa el paradigma de monarca ilustrado; Aranda,
Campomanes y Floridablanca los ministros mas destacados de la segunda
parte de su reinado. Los ilustrados abrieron el camino a la secularizacion de
la sociedad, trataron de recortar el poder de la Inquisicidon y de las 6rdenes
religiosas mas influyentes, como fue el caso de los jesuitas.

Por su significado politico y cultural, por los cambios que supuso en la
organizacion de las instituciones académicas y educativas, escogemos esta
fecha para establecer un segundo periodo histérico en nuestro estudio. Este
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periodo lo iniciamos con la expulsion de la Companiia de Jesus del territorio
espanol y sus posesiones de ultramar y lo finalizamos con la conclusién de
la guerra de la Independencia y el posterior retorno de Fernando VII al trono
en 1814. Durante todo este periodo se puede sefialar que son la razon y el
progreso los fines que orientan la accion de gobierno y las actuaciones
sociales.

Se pueden distinguir tres etapas en este intervalo de tiempo: la
primera, caracterizada por un predominio y culminacién de las ideas
ilustradas bajo el amparo de Carlos Ill, que concluye con su reinado en
1788; la segunda marcada por la Revolucion Francesa y el aislamiento a que
Espafa es sometida por Carlos IV ante el temor del contagio de las ideas
revolucionarias del pais vecino. La invasion francesa en 1808 y el
desencadenamiento de la guerra de la Independencia determinan la tercera
de las etapas, que extendemos hasta 1814.

Como se ha senalado en el Capitulo Il de esta Memoria, la primera
etapa de este periodo es rica en los campos cientificos y académicos por el
apoyo directo que Carlos Ill da a la divulgacién de los conocimientos vy la
implementacion de reformas ilustradas. La llustracién sustenta el concepto
de razon practica como energia creadora; sostiene que la ciencia, la cultura
y la educacion son instrumentos al servicio del cambio social, del progreso y
de la libertad. Los ilustrados quieren reformar la sociedad bajo el impulso de
la solidaridad, la tolerancia y la filantropia. EI movimiento ilustrado espaniol
se propone la regeneracion del pais mediante el desarrollo de las ciencias
utiles, de la implicacion de los ciudadanos en las reformas sociales y de la
expansion de una clase pequefo- burguesa de pequefos propietarios
partidarios de las luces y del liberalismo (Quesada, 2004).

Los ilustrados enaltecen el trabajo productivo; emiten juicios negativos
sobre la nobleza tradicional y su incapacidad econdmica. Se ha mencionado
en el Apartado 2.7.2 que las Sociedades Econdmicas de Amigos del Pais,
desempeinan un papel de primer orden en la difusion de las ideas de la
llustracion y en la movilizacién de las elites para la realizacién practica de
proyectos de mejora e innovacion en la agricultura, la arquitectura, la
economia y la industria (Amalric y Domergue, 2001). El pensamiento
ilustrado es eminentemente practico, pues se propone iluminar al pueblo,
ensefarle a pensar. El arte y la literatura se subordinan a estos objetivos, el
ensayismo y la prosa didactica sustituyen a la literatura de ficcion. Tratados,
articulos y ensayos con fines educativos, cientificos y criticos se publican
regularmente en revistas y libros.

Igualmente la reforma de las universidades recibe un impulso
importante en estos afos, como ya hemos sefalado en el Apartado 2.6.4. La
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expulsion de los jesuitas propicié la fundacidn de varias catedras de
matematicas y de fisica experimental, ayud6 a la consecucion del plan de
estudios de 1771 y facilité el plan posterior de 1786, orientado a desvincular
las ciencias exactas y fisicas del peso del aristotelismo. Cabe destacar
también el pulso de poder que la Corona mantiene con la Iglesia Catdlica. El
juicio al que la Inquisicion sometié a Pablo de Olavide en 1778, genuino
representante de la politica ilustrada de la época, sefala una crisis en la
expansion de ideas progresistas (Amalric y Domergue, 2001).

En la segunda etapa, ademas del cierre de fronteras impuesto por
Carlos 1V, se manifiesta una significativa preocupacion por mejorar la
formacion académica de los militares; esto hace que destacados
matematicos se incorporen a las Academias militares. La militarizacién de la
ciencia espafnola a gran escala es un hecho sin precedentes, que ocurre en
estos afos, y tiene en el ejercito y en la armada sus principales apoyos
(Maldonado y Gonzalez, 2002). El posibilismo reformista trata de expresarse
mediante personajes como Cabarrus, Olavide y Jovellanos, segun vimos en
el Apartado 2.8.2, quienes finalmente no logran una plataforma politica y un
circulo de influencia permanente. La preocupacion por aquellos aspectos
innovadores de las ideas ilustradas se refuerza, por temor al contagio de los
principios revolucionarios que se desarrollan en Francia e incrementa la
fuerza de los sectores politicos e intelectuales mas conservadores y
reaccionarios.

A diferencia del periodo jesuita, en éste la divulgacién de los avances
de la ciencia y las matematicas esta apoyada en el trabajo que se desarrolla
en instituciones civiles, como por ejemplo la Real Academia de San
Fernando y la Universidad de Salamanca, o militares como la Academia
Militar de Matematicas. Destacan personajes con una gran preparacion
académica como Benito Bails, Juan Justo Garcia, Francisco Verdejo, Gabriel
Ciscar y José Mariano Vallejo.

La tercera etapa, con el pais invadido por el ejército francés e
implicado en una guerra civil, es destacable para nuestro estudio por la
participacion de Vallejo en las Cortes de Cadiz y la publicacién de algunas
de sus obras. En los Apartados 2.8.1 y 2.8.3 hemos hecho consideraciones
mas amplias sobre esta etapa.

5.2 Contexto institucional

El deseo ilustrado de renovacién durante estos afos lleva a la Corona
a emprender distintas acciones, de las cuales se benefician las matematicas
en Espana. Entre estas acciones destacan:
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El inicio de las reformas en algunas universidades, asi en 1771 la
Universidad de Salamanca envia al Consejo de Castilla un nuevo plan de
estudios, que luego el Consejo recomienda, a su vez, a la Universidad de
Valladolid para su implantacion.

El envio de alumnos al extranjero para que adquieran una formacion
matematica sélida, como fue el caso de Benito Bails.

La liberalizacién de la censura de los libros, rapidamente interrumpido
por el inicio de la revolucidén en Francia.

El fomento de las academias militares como centros de formacion
matematica al mas alto nivel, como ocurri6 con la Academia de
Guardiamarinas de Cadiz y, especialmente, el empleo de militares como
profesores, como fue el caso de Tadeo Lépez Aguilar.

La fundacion de los observatorios astronomicos de Madrid en 1789 y
de San Fernando en 1793.

El vacio en la ensefanza civil, provocado por la expulsién de los
jesuitas del Reino, trata de ser paliado mediante nuevos colegios y la
restauracion de la ensefanza en otros, como es el caso del Seminario de
Nobles de Madrid y de los Estudios de San Isidoro de Madrid, ambos
restaurados en 1770.

Los autores de las obras seleccionadas para el estudio de este
periodo: Benito Bails, Francisco Verdejo, Juan Justo Garcia y José Mariano
Vallejo, son laicos, reflejando asi el desplazamiento de los religiosos del
monopolio académico y cientifico que hasta entonces ostentaban en casi
todo el Reino. Todos ellos reciben una educacion ilustrada, lo cual se refleja
en su visiéon de la ciencia asi como por la incorporacion en sus textos de las
ideas modernas y los adelantos matematicos. Su trabajo lo realizan en las
instituciones cientificas renovadas, que se fortalecen como resultado de las
nuevas necesidades educativas.

Ejemplo de la actitud ilustrada en estos autores lo encontramos en la
posicion de Verdejo al negarse a presentar la oposicion a la catedra de
matematicas en latin alegando que era innecesario, pues en la época
existian buenos manuales de matematicas en castellano. La escasez de
personas cualificadas para la ensefianza de las ciencias, como
consecuencia del vacio producido por la expulsion de los jesuitas y el
alejamiento de Espana de muchos hombres de ciencia pertenecientes a la
Compaifiia, posibilita nuevos planteamientos sobre las matematicas y su
ensefanza.
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La ciencia y los conocimientos se difunden por diversas instituciones,
asi estos autores desarrollaron su actividad docente y literaria en reales
academias, colegios de nobles, universidades, reales seminarios y otras
instituciones civiles o militares. Sin embargo, Bails y Vallejo trascendieron
estos ambitos: uno a través de la direccion de una publicacidn periddica y el
otro desde la politica.

5.3 Ideas matematicas

En estos afnos, la aritmética se enriquece con el sistema métrico
decimal, llevada a cabo por la Academia Francesa, con apoyo de los
gobernantes ilustrados espafoles, y por la invenciéon de la maquina de
calcular en 1774, realizada por G. Hahn. La atencién de los matematicos
esta centrada en el desarrollo de los conceptos y técnicas del calculo
infinitesimal; asi se suceden las publicaciones de Euler, Carnot, Lagrange,
D Alambert y Lacroix, en las cuales queda clara la intencidn de estos autores
de despojarlo de una base geométrica y tratan de fundamentarlo en
consideraciones puramente analiticas. Este periodo es prolijo en grandes
matematicos europeos, entre los que destaca Euler, quien publica mas de
cuatrocientos articulos y algunos libros (Kline, 2002). Se descubren nuevas
propiedades de los numeros complejos; los logaritmos se perfeccionan para
convertirse en una herramienta matematica de considerable utilidad. El
algebra progresa con Cramer, quien desarrolla la teoria general de las
ecuaciones, y se sistematiza la teoria de los determinantes, ya propuesta por
Leibniz. No experimentara ninguna revolucién significativa hasta los trabajos
de Galois a finales del XIX dedicados a la teoria de grupos y solucion de
ecuaciones (Van der Waerden, 1980). La diferenciacién entre Aritmética y
Algebra parece consolidada y bien fundada mediante un sistema simbdlico
de notacibn que sostiene un sistema conceptual bien estructurado.
Sorprendentemente, es el campo de los numeros enteros el que aun parece
presentar resistencias para abandonar las nociones de numeros relativos
debido a su potencia intuitiva y a su aparente utilidad practica.

Revisando las resefias que sobre la historia de las ciencias en Espana
hacen Menéndez Pelayo (1954) y Lopez Pinero et al. (1983) podemos
identificar a 27 matematicos, que durante estos afios trabajan en Espaia y
hacen aportaciones propias de alguna valia. También se evidencia un
volumen de publicaciones matematicas que alcanza, aproximadamente,
unos 50 textos. Hay que sefialar que algunas publicaciones constan por si
solas de varios volumenes, como es el caso de los tratados de Bails,
Capmany o Vallejo. Sin embargo, Arenzana (1987), citando un trabajo de
Francisco Martin, presenta un cuadro en el cual sefiala que se publicaron 99
obras matematicas.
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Figura 5.1 Distribucion de obras matematicas publicadas en Esparia durante el siglo
XVIIII
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(Tomado de Arenzana, 1987; p. 130)

Destaca en algunos titulos su finalidad para la ensefianza en las
academias militares; entre otros esta la voluminosa obra de Benito Bails,
Elementos de matematicas, la cual responde a la intencion del Conde de
Aranda (citado por Arenzana, 1987; p. 204), quien en 1775 declara que
“seria conveniente que los militares —y Bails lo hace para toda la sociedad—
dispusieran de todos los conocimientos existentes en matematicas en todas las
naciones’ .

Los textos espafioles de la época abarcan diversos campos
relacionados tanto con las matematicas como con la geometria y sus
aplicaciones asi como con su ensefanza. Se tienen titulos como: Aritmética
tedrica y practica para comerciantes (Verdejo, 1795), Instituciones de geometria
practica para artistas (Bails, 1795), Memoria matematica sobre el calculo de la
opinion en las elecciones (Morales, 1797), Aritmética del ciego hecha palpable
(Saunderson, 1797?); también es importante sefalar que en 1807 se publican
unos Elementos de Legendre traducidos al castellano.

Como se ha mencionado, en Europa los matematicos intentan
fundamentar el Calculo; en Espafia estos avances se van difundiendo a
través de obras como Ingtituciones del calculo diferencial e integral, con sus
aplicaciones a las matematicas puras y mixtas de José Chaix (1801), aunque
s6lo se publica el Tomo I, del Calculo Diferencial (Menéndez Pelayo 1954);
sumado esto a los viajes y contactos que ciertos matematicos tenian con
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personajes de renombre en el extranjero, permite que haya un flujo
actualizado de conocimientos sobre el avance de las matematicas europeas.

Los matematicos no fueron ajenos a las persecuciones de la
Inquisicion; victimas de ella fueron entre otros Benito Bails y Bernardo
Calzada, traductor de la Logica de Condillac.

5.4 Elementos de matematica. Tomos Il y Il (1772).
5.4.1 Autor

Benito Bails. (n. en Barcelona, 1730; m. en Madrid, 1797) (CA1). La
infancia y juventud de Benito Bails transcurren en Francia; se forma en
Perpifian y en la Universidad de Toulousse, donde estudia con los jesuitas
(CA2). A los 24 anos marcha a Paris donde se relaciona con importantes
figuras de la llustracion como D'Alembert, Condorcet, etc., quienes lo
incorporan a las tareas de redaccion de los articulos relativos a Espana del
"Journal Historique et Politique" (Arias de Saavedra, 2002) (CA3). Esta etapa
de su vida en Francia seria fundamental en su desarrollo académico y
politico; por su capacidad intelectual y su conocimiento de lenguas
extranjeras es secretario del embajador espariol en la corte de Francia. En
1761 regresa a Madrid donde pronto se introduce en circulos ilustrados. En
esa fecha colabora con Gerénimo Campmany en la publicacion de unos
Tratados de Matematicas para usos de las escuelas de cadetes que se establecieron
en todos los regimientos de infanteria (CA5) (Garma, 2002).

Su juventud transcurre durante la ultima época de Felipe V y el
reinado de Fernando VI; su produccién académica la realiza durante los
reinados de Carlos Il y Carlos IV (CAT7).

Bails fue un claro representante del enciclopedismo espafiol; su
cultura alcanza la filosofia, el derecho, las humanidades, la arquitectura,
teologia y ciencias, asi como un dominio del latin, italiano, ingles, francés y
aleman (Lopez Pifiero, 1979). En sus textos matematicos incluye extensas
notas biograficas sobre matematicos famosos, como hizo con la vida de
Jorge Juan en los Elementos de Matematicas (CA7).

Recibe ofertas para ensefiar matematicas en el Seminario de Nobles,
dirigido por los jesuitas, pero no acepta esa colaboraciéon. Ejerce por un
tiempo la direccion del “Mercurio historico y Politico”, una publicacion
mensual fundada en 1738, desde donde desempena una importante
actividad ilustrada y antijesuitica (Arias de Saavedra, 2002) (CA7). Fue
también director de la Real Academia de San Fernando, de cuya catedra de
Matematicas destinada a los alumnos de arquitectura, es titular desde su
fundacién en 1768 hasta su muerte (CA4) y para la cual redacta unos
Elementos de Matematicas. Uno de los tomos de los Elementos, el IX, lo dedica
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a la Arquitectura Civil; también escribe el Tratado de Mateméaticas para uso de
las Escuelas de Cadetes que se establecen en todos los Regimientos de
Infanteria y la Arismética para negociantes. Su produccién es muy amplia y
cobija campos tan variados como la musica y la arquitectura, entre otros
(CAG).

Las obras de Bails se incorporan como textos en la reforma de los
planes de estudios universitarios de 1807, que se aplica a todas las
universidades. Los Elementos de Matemética fueron utilizados en los Reales
Estudios de San Isidro a finales del siglo XVIII, y en el siglo XIX en el Colegio
de Mineria de México, siendo éste el primer texto reeditado por dicha
institucion (CA7).

Como afirma Vea (1995), Bails es fundamental como autor de libros
de matematicas “tanto en su aspecto enciclopédico como en e didactico”, y
continta “es uno de los iniciadores en la produccion de textos para la formacion
matematica a través de sus Principios de matematica, sintesis de sus Elementos’,
también cita la afirmacion de Arenzana sefalando que “ su postura educativa
rechaza en cierta medida el excesivo rigor, en favor de la finalidad docente’.
Garma (2002) afirma que se puede calificar a Bails “ como mejor expositor de
las mateméticas de la época” (CA7).

Ocupa un puesto en la Academia de la Lengua, en la Academia de la
Historia y en la Academia de las Ciencias y Artes de Barcelona. También fue
profesor de matematicas en la Academia de Bellas Artes de San Fernando,
donde publica los Principios de Matematica de la Real Academia de San Fernando
(CA4). Benito Bails es una de las mas importantes figuras académicas
espanolas del siglo XVIII. Por medio de sus obras contribuye a la divulgacién
del estado de la ciencia en su época; sus textos son punto de referencia en
el concierto cientifico espanol por décadas (CGO6).

En 1786 fue encarcelado por la Inquisicion acusado de ateismo y
materialismo; “ Bails confesd haber dudado de la existencia de Dios, pero negd
haber abrazado €l ateismo o materialismo” (Herr, 1988; p. 175). El proceso se
realiza en 1791 siendo un hecho que, junto con el procesamiento de Olavide,
muestra el poder de la Inquisicion en Espafa durante los afios de final del
siglo XVIII. Al igual que con el destierro de Jovellanos a Mallorca desde 1801
a 1808, es una de las indignidades en las que incurren los gobiernos débiles
del reinado de Carlos IV. De tal forma, Bails, al final de su vida fue
desterrado a la ciudad de Granada (1792) —como afios antes habia sucedido
con el Marques de la Ensefiada— ante lo cual medié el Obispo de Jaén,
siendo indultado meses después (CA7).

El inventario de la biblioteca de Bails incluye 571 obras, de las que se
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han identificado en la actualidad 518. Del analisis tematico de las obras se
desprende que 139 de ellas (25%) eran de Matematicas, correspondiendo
mas de un 36% de las restantes a temas afines como Arquitectura,
Astronomia. Fisica e Ingenieria. Mas del 50% de las obras estan publicadas
en francés y cerca del 60% estan editadas con posterioridad al afno 1750;
ambos datos son indicativos de la modernidad y actualidad de las fuentes
manejadas por Bails (CAS5).

Entre las obras inventariadas aparece la Geometria de Descartes, la
Aritmetica Universalis y los Opuscula Mathematica de Newton y los
Elementos de Algebra de Euler. También se encuentran otras obras de
Euler, Barrow, Bernouilli, L’Hopital, MacLaurin, Riccati, Simpson, Stirling y
Wolf. Igualmente aparecen las obras de matematicos espafoles conocidos
de los siglos XVII y XVIII, como Pérez de Moya, Jeronimo Cortés, Tosca,
Jorge Juan, Corachan, Hugo de Omerique, Cerda, Juan Justo Garcia y otros
autores importantes contemporaneos (Arias de Saavedra, 2000).

Publicé entre otras obras, los mencionados Elementos de matemética
(1772-1778), Principios de mateméticas de la Real Academia de San Fernando
(1776), Arismetica para negociantes (1790); ademas Tratado de matematicas
(1772), Lecciones de clave y principios de armonia (1775), Principios de
matematicas, donde se ensefia la especulativa, con su aplicacion a dinamica,
hidrodinamica, Optica, astronomia, geografia, gnémica, arquitectura, perspectiva y
al calendario, en 3 volumenes (1776), Pruebas de ser contrario a la practica de
todas las nacionesy ala disciplinay perjudicial a la salud de los vivos enterrar alos
difuntos en las iglesias y los poblados (1789), Tabla de logaritmos de todos los
numeros naturales desde 1 hasta 20000 y de los logaritmos de los senos, tangentes
de todos los grados y minutos del cuadrante del circulo (1787), Instruccion de
geometria préctica para uso de los jovenes artistas (1795) (CAB6).

Referencias a la vida y obra de Benito Bails pueden hallarse en Arias
de Saavedra (2002), Garma (2002), Herr (1988), Lopez Pifiero (1979), Lépez
Pifiero et al. (1986) y Vea (1995) (CAS8).

5.4.2 Caracterizacién del texto

Elementos de Matematica. Tomos | y Il, Segunda Edicién 1793,
Biblioteca de la Universidad de Granada. La Primera Edicién es de 1772.
Madrid: D. Joaquin Ibarra. Impresor de la camara de S. M. (CGO1, CGO2).

El tomo I, que incluye los Elementos de Arismetica, tiene 597 paginas y
28 mas de figuras, a las que llama plana a cada pagina; trae 68 paginas
dedicadas a los prélogos general de la coleccion y al tomo, ademas de un
elogio a Jorge Juan —capitan de la compafia de guardias marinas y su
maestro—, asi como las erratas e indice.
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El Tomo | esta dividido en cuatro partes: Elementos de Aritmética,
Elementos de Geometria, Elementos de Trigonometria plana y, Geometria
practica. En la parte de Elementos de Aritmética establece la naturaleza de
los numeros y sus diferentes especies.

El Tomo Il, que incluye los negativos, tiene 518 paginas de contenido,
otras 11 con figuras geométricas distribuidas en él; también hay 35 paginas
de proélogo, erratas e indice. Este tomo no esta dividido en capitulos, sino en
apartados que en la mayoria comienza por “De...”, seguido del tema a tratar
(CGO3).

Bails edita en 1772 los tres primero tomos de los Elementos y dedica el
tercero a las secciones conicas: El Tomo IV se edita en 1773, el V en 1774,
los Tomos VI, VIl 'y VIl en 1775, el Xen 1776 y el IX en 1779, con lo cual la
primera edicion completa de la obra es de 1779. Estos tomos estan
dedicados a la dinamica, la hidrodinamica, optica, elementos de astronomia,
astronomia fisica, arquitectura civil, hidraulica y tablas de logaritmos. El
interés de Bails por las aplicaciones de la matematica a diversos campos de
la fisica, a la arquitectura y la ingenieria quedan sobradamente destacados
en la amplia variedad de temas tratados en los Elementos (CGO3). Arias
(2002) considera que esta obra no es un tratado de Matematicas en sentido
estricto sino un texto enciclopédico, que sirvi6 para abandonar
definitivamente el Compendio de Tosca.

El Tomo | comienza con un extenso Prologo General, donde va
mencionando las principales lecturas que ha realizado y los trabajos que ha
recopilado y revisado para la redaccion de su obra. Asi, menciona las obras
de Tosca y Dechales, los Elementa mathesis universiae de Wolfio publicados
en 1743; también destaca los trabajos de Euler, Cramer, Ricatti y el estudio
de Stirling sobre series. Sobre Calculo Integral reconoce haber leido a Juan
y Daniel Bernouilli, D’Alambert, Bougainville, Clairaut, Micheloti, Bossut y
otros (CGOS5).

En la pagina V del Prélogo general destaca la originalidad de su
proyecto subrayando que “la Nacion Francesa, tan propensa a escribir, esta
todavia sin un Curso completo de Mateméticas’, solo las Lecciones de La Caille
son una aproximacion a su trabajo. Pasa revista a los Cursos de
Matematicas en distintos paises y comenta algunas de las obras mas
sefaladas que le han servido como referentes: la obra de Emerson en
Inglaterra (con 10 tomos) y la del catedratico Hennert en Utrecht (9 tomos).
Destaca el trabajo de Euler por sus distintos tratados de Matematica
Especulativa. También reconoce la publicacion del Curso de Matematicas de
Bezout (1769) en 6 tomos y menciona las partes que copia de la Aritmética y
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de la Trigonometria plana (CGO5).

Hecho este planteamiento muestra la ambicion de sus objetivos y la
amplitud de contenidos que se propone abordar:

“Enterados mas de lo que quisiéramos de que eran muy estrafias para
nuestros hombres las doctrinas que ibamos a publicar , y de lo mucho que
importaba que saliese al publico con toda la posible brevedad nuestro
trabajo , nos detuvimos poco en dar a las materias, que nos tocaba tratar ,
un aspecto muy diferente del que tenian en las obras clasicas que nos
dedicamos & extractar 6 copiar ; solo pusimos cuidado en echar mano de las
mas celebradas , y enlazar con todo esmero los pedazos que para la
formacion de un tratado sacabamos de diferentes.” (p. XIlI, Tomo I).

“Para mayor duracion del edificio que ibamos a levantar , procuramos echar
mano de los materiales mas recientes , fundando en su buena calidad la
firmeza de la fabrica , ansiosos de hermosearla con la novedad , y de
asegurarla los mas afos que pudiésemos del achaque de antiquada” (p.
XVIII, Tomo 1), (CGO4).

Bails inicia el segundo Tomo explicando cuales son los elementos del
algebra, sigue con las operaciones fundamentales y prosigue con otros
temas hasta llegar a las ecuaciones y sistemas lineales; también presenta
las progresiones geométricas, las cantidades imaginarias, aplicaciones de
las series al calculo de logaritmos, etc.

El plan general de la obra esta basado en la idea de exponer en forma
didactica la teoria, con los ultimos adelantos de las matematicas. En el
prélogo reflexiona y explica el por qué toma una opcién diferente a la guia de
los Elementos de Euclides para la geometria, como era la tradicién en los
textos espafioles de la época y lo justifica con los argumentos expuestos por
otros autores extranjeros que ya lo habian hecho.

Traduce literalmente partes de algunos textos de grandes
matematicos de la época. En el prélogo indica que la parte de la aritmética
la copidé en forma textual de Bézout; de tal forma que no tenemos su
propio parecer o criterio sobre las matematicas sino el de Bézout:

“La arismética que trae nos parecié a todas luces muy cabal, y la
mejor que hasta entonces hubiésemos registrado. Solamente
entendimos que la doctrina de las decimales ocuparia mejor lugar
declarandola separada a continuacion de los quebrados comunes;
con cuya leve alteracion la copiamos al pie de la letra, qual la
publicé Mr. Bézout” (p. XX, Tomo |) (CGO5).

Como se ha indicado, Bails sigue textualmente el tercer tomo del
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Cours de Mathématiques, a |"usage des Gardes du Pavillon de la marine. Par M.
Bézout, de I” Académie Royale des Sciences (1769), claramente lo expresa cuando
afirma “de quien echamos mano es el de M. Bezout, de donde trasladamos quasi
todo 1o que en e nuestro se leera hasta la resolucion de las equaciones superiores”
(CGOS5).

En el Tomo |l trata la aplicacién del Algebra a la Geometria, donde
recopila, sigue y extracta publicaciones, entre otros de: Emerson, Mauduil,
Euler, Bezout, Descartes, Newton, Saunderson, Clairaut, Ricatti y Simpson,
las cuales conoci6 durante su permanencia en Francia (CGO5).

Otros temas que trata en el Segundo Tomo son: Infinito e
infinitamente pequefio, Cantidades imaginarias, Doctrina de las equaciones
superiores, Diferencias finitas, Doctrina de series, Calculo de logaritmos y
lineas trigonométricas, Calculo de m, Resolucion de equaciones de tercer
grado, y Potencia y raiz de un binomio (CGO3).

En el inicio de cada uno de los tomos, Bails hace un balance de las
obras recientes que considera mas relevantes sobre las matematicas y
algebra publicadas en Europa; entre estas menciona el Compendio de
Vicente Tosca, afirma “ €l del P. Tosca, Valenciano (1) sacando cas todo del que
publico en latin a mediados del ultimo siglo Dechals’ y resalta algunos aspectos
didacticos “dos circunstancias sumamente apreciables concurren en la obra de
Tosca, es & saber, mucha claridad (Tambien es suma la de Dechals), y una
disposicion general de los Tratados, igualmente que una coordina con particular de
cada una de ellas muy bien entendida [...]” (p. lll, Tomo |) (CGO5).

La mayor parte de las definiciones y conceptos relacionados con las
nociones de numero, cantidad, cantidades negativas, ecuaciones vy
resolucién de ecuaciones que encontramos en los dos primeros tomos de los
Elementos también se encuentran en los Principios de Matematicas, obra
que fue escrita por los mismos afios y en la que reitera muchas de las ideas.

Se dan algunas definiciones sobre tdpicos que nos interesan,
cantidad, unidad, aritmética y numero entero:

Cantidad: “Llamamos , en general , cantidad todo lo que sufre aumento o
disminucién o todo lo que pueda ser mayor o menor, como la extension , la duracion
, €l peso &c. La cantidad es el objeto de las Matematicas (...) Ilamandose Arismetica
0 Aritmetica € rama que considera la cantidad expresada en numeros.” (CCO2)
(p.1, Tomo I).

Afirma que la cantidad “es el objeto de las mateméticas’; presenta luego
la arismetica o aritmética.
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Aritmética: “ Es, pues, la Arismetica la ciencia de los numeros , considera
su naturaleza , su propiedades , y suministra medios faciles , asi para expresarlos,
como para componerlos, O resolverlos, y esto es lo que llamamos calcular.” (p. 1,
Tomo |) (CCO2).

Unidad: “No es posible explicar ni entender que cosa es nimero , sin
declarar 0 saber primero que cosa es unidad.”

Unidad llamamos una cantidad que se toma 0 elige (la mas veces & arbitrio).
Para que sirva de término de comparacién respecto de todas las cantidades de su
misma especie” (p. 1, Tomo [) (CCO1).

Numero “ expresa por consiguiente el nimero de quantas unidades o partes
de la unidad se componen una cantidad propuesta” (p. 2, Tomo |) (CCO1).

Numero entero: “si una cantidad consta de unidades enteras, €l nimero que
la expresa se llama numero entero” (CCO3), ademas, “Espresa por consiguiente el
nimero de quantas unidades 6 partes de la unidad” (CCO3).

Los elementos de “arismetica”, se inicia con el sistema de
numeracion, siguiendo luego con la presentacion de los signos +, -, =; de
esto se pasa a explicar las reglas de la aritmética: adicién y sustraccion;
como consecuencia de esto surge la presentacion de las cantidades
negativas y positivas.

Una parte de las cantidades negativas son tratadas en la aritmética
cuando se presenta la resta, y luego vuelven a aparecer en el tomo Il de
algebra, cuando dedica un apartado a la Consideracion acerca de las
cantidades positivas y negativas (CCO5).

En los Elementos se estudian los numeros fraccionarios y los
decimales en el Tomo | y los imaginarios en el Tomo Il (CCOB).

Bails presenta su idea sobre el algebra:

“El objeto de la Ciencia que llamamos Algebra, es dar medios para
reducir a reglas generales la resolucion de todas las cuestones que se
pueden proponer acerca de las cantidades, Para ser generales estas
reglas, es preciso que no pendan de los valores de las cantidades que se
consideran, si de la naturaleza de cada cuestion; y han de ser siempre las
mismas respecto todas las cuestiones de una misma especie” (p. 1,
Tomo Il) (CCO4).

Enfatiza sobre la diferencia existente entre la aritmética y el algebra:
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“Debe, pues valerse e Algebra para representar las cantidades de
caracteresy signos distintos de las que usa la arismética.[ ...]

La Arismética da reglas para hallar resultados, pero estos resultados no
pueden dar reglas. Uno y otro da el Algebra; esto es, resultados; y estos
resultados subministran reglas : para conseguirlo representa las cantidades
por signos generales, que son las letras del abecedario , que como no tienen
mas relacion con un ndmero que con otro , nada representan , y s algo
representan , no representan mas que lo que uno quiere. Estos signos que
permanecen a la vista en todo el discurso del calculo guardan , por decirlo
asi, la estampa de las operaciones por donde han pasado ; 0 por o menos
ofrecen en los resultados de esta operaciones vestigios del camino que se
debe seguir para llegar al mismo término por medios mas sencillos. (p. 1,
Tomo Il) (CCOA4).

Vemos que una idea que destaca Bails es la consideracion del
algebra como un sistema de representacion de cantidades en general;
incluso las operaciones son modos de expresar una nueva cantidad:

“No sblo representa el Algebra las cantidades por signos generales , sino
que tambien representan como estan las unas respecto de las otras , y las
diferentes operaciones que con ellas se han de egecutar ; en una palabra ,
todo es representacion ; y quando decimos que hacemos una operacion ,
damos una nueva forma a una cantidad.” (p. 1-2, Tomo Il) (CGO7).

El conocimiento y admiracion que le despierta Euler lo refleja cuando
expresa sobre el estudio del algebra:

‘el gue estudiare este asunto en e Algebra de M. Euler, aunque no se
detenga en lo que anadiera M. De Lagrange, sobre Algebra, indeterminara
mas de lo que pueda ensefiarle ninguno de los Tratados de que hacemos y
haremos mencion.” (Prélogo, Tomo 1) (CGOS).

Para Lépez Pifero et al. (1986) los “Elementos de Mateméticas’ en diez
tomos son el trabajo matematico de caracter enciclopédico mas importante
publicado en castellano durante el siglo XVIII; fue utilizado como libro de
texto en el Real Seminario de Vergara, el Real Seminario de Nobles, la
Escuela de Aimaden y la Universidad de Salamanca entre otras instituciones
educativas. En general, la obra de Bails es una recopilacién de la mas actual
produccion matematica europea de la época (CGO6).

Bails utiliza las mismas definiciones y ejemplos de esta obra, en otras

de las que produce, como lo son Los Principios de Matematicas, y en Arismetica
Para Negociantes.
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5.4.3 Contenido seleccionado del texto
Algunos de los parrafos de mayor interés y ordenados segun los
campos determinados son:

TSN1: Significado y presentacion de los signos +y —.

Tomo I: Aritmética:

“El signo con que sefialamos el valor de dos 6 mas numeros juntos es +
que se pronuncia mas.: 3 + 4 v.gr. se lee tres mas quatro, y estd diciendo
que el valor de 3 se junte con el de 4.

El signo con el que sefialamos que un numero se resta de otro, 0 la
diferencia que hay entre los dos es —, y se pronuncia menos;, 4 — 3,
v.gr. se lee 4 menos 3, y esta diciendo que del 4 se ha rebaxado 6 debe
rebaxar el 3.” (p. 10, Tomo ).

Tomo II: Algebra:

“Pero si son desemgjantes las cantidades , no se puede hacer mas que
indicar la sustraccién : 1o que se egecuta por medio de este signo —,
gue significa menos.” (p. 4, Tomo II).

“los signos + y — tampoco han representado hasta ahora mas que las
operaciones de adicion y sustraccion; pero tambien pueden representar
en muchos casos |0 que son unas cantidades respecto de otra.” (p. 114,
Tomo II).

Este campo ofrece dos significados distintos para los signos mas (+) y
menos (—): en primer lugar son los encargados de indicar las operaciones
de adicion y sustraccion entre cantidades particulares; en segundo término
permiten establecer relaciones entre cantidades de manera general.

TSN2: Presentacién de las cantidades negativas.

Tomo I: Aritmética:

“Entonces la operacion se hace al revés, quiero decir que el numero
menor se resta del mayor, y se sefiala la resta con este signo — , el cual
expresa la naturaleza del caso, y es causa de llamarse negativo al cual
acompana." (p. 18, Tomo I).

“Si en vez de anadir sucesivamente unidades a 0, las fuésemos restando,
resultard la serie de los numeros negativos, cuyos primeros términos
son los siguientes:

0,—1,—2,—3,—4,.” (p. 20, Tomo |).

Las cantidades negativas son presentadas como resultado de
efectuar operaciones aritméticas elementales (sustraccion en este caso)
entre numeros. Se pasa de llamarlas cantidades negativas a numeros
negativos, sin aportar ninguna explicacion para este cambio de
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denominacion. Esta construccion de los negativos es copia literal de la que
public6 Euler (1770) en la Real Academia de las Ciencias de San
Petersburgo (Euler, Elements of Algebra, 1840, p. 5). A diferencia de Euler,
Bails no define el nuevo conjunto de los numeros enteros.

Para las cantidades en general Bails establece:

“ Quando alguna cantidad no lleva signo , se supone, 0 es o mismo que
si llevara €l signo + : a eslo mismo que +a. Es uso corriente suprimir
el signo de la cantidad que se escribe la primera , quando esta ha de
llevar e signo + ; pero si ha de llevar el signo — es indispensable
escribirle.” (p. 5, Tomo II).

“las cantidades que llevan €l signo +, se llaman cantidades positivas; y
las que llevan el signo —, se llaman cantidades negativas. En adelante
trataremos con alguna individualidad de la naturaleza y de los usos de
estas cantidades consideradas separadamente la una de la otra.” (p. 6,
Tomo II).

En algebra las cantidades negativas tienen existencia
independiente de las positivas y no estan asociadas a las operaciones.

TSN3: Naturaleza de las cantidades negativas

Tomo |: Aritmética:

Las cantidades negativas surgen como resultado de restar una
cantidad mayor de otra menor; por lo tanto tienen su origen en la realizacion
de operaciones o calculos aritméticos con cantidades o numeros
particulares.

“De la naturalexa de las cantidades negativas se sigue que se han de
calcular al reves de las positivas; Quiero decir que cuando ocurra
sumar una cantidad negativa con otra positiva, se ha de restar aquella
de esta; porque s quiero sacar lo que sumamos las deudas de un
hombre con su caudal, he de rebaxar aquellas de este; si quiero restar
una cantidad negativa de otra positiva, he de sumar aquella con esta;
porque rebaxar 6 quitar deudas a uno es aumentar su caudal, es darle
dinero.” (p. 19, Tomo I).

Tomo II: Algebra:

Se presenta el reconocimiento de la existencia real de las cantidades
negativas. Tan sélo se distingue una diferencia formal; es decir, difieren de
las positivas en la manera de operar con ellas, pero en los calculos se usan
conjuntamente. Hay un caracter relacional de las cantidades, haciéndose
necesaria una condicion de oposicidén u opuestos para establecer dicha
relacion.
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“Tienen , pues, las cantidades negativas una existencia tan real como
las positivas , y solo se diferencian de estas en que se toman en €
célculo de un modo enteramente opuesto. Pueden hallarse , y se hallan
con frecuencia mezcladas en los calculos cantidades negativas con
positivas , no solo por haberse egecutado algunas operaciones con la
mira de restar unas cantidades de otras, sino tambien porque suele ser
preciso expresar en el calculo los diferentes respectos con los que se
consideran las cantidades.” (p. 116, Tomo II).

TSN4: Justificacion de la aparicion de las cantidades negativas.
Tomo I: Aritmética:

"Siempre que ocurre restar un numero menor de otro mayor, la regla no
tiene dificultad; pero parece impracticable cuando hay que restar de un
numero menor otro mayor, como cuando hay que averiguar el haber de
un hombre que debe mas de lo que tiene. Entonces la operacion se hace
al revés, quiero decir que el numero menor se resta del mayor, y se
sefiala la resta con este signo —, el cual expresa la naturaleza del caso,
v es causa de llamarse negativo al cual acomparia" (p. 18, Tomo ).

Tomo II: Algebra:

“Puedese considerar una misma cantidad con dos respectos del todo
opuestos, 0 como capaz de aumentar otra cantidad , o0 como capaz de
disminuirla. [...] El método mas natural para hacer perceptible esta
diferencia , consiste en sefialar las dos cantidades con un signo que

avise el efecto que una cantidad es capaz de producir en la otra.” (p.
115, Tomo II).

Hay una reiteracion de la condicion de las cantidades negativas como
opuestas a las positivas para efectuar céalculos, mediante la comparacion de
cantidades opuestas de caracter relativo.

Tomo I: Aritmética:
“Luego por lo mismo que la cantidades positivas son patentemente
mayores que nada , y las negativas son menores , los numeros positivos
se formaran ariadiendo 1 a 0, esto es a nada, y continuando con anadir
sucesivamente mas unidades a cero. De aqui nace la serie de los
numeros llamados naturales , cuyos primeros terminos son los
siguientes

0,+1,+2,+3,+4,+5, +6
S en vez de afiadir sucesivamente unidades a 0, las fuésemos restando,
resultara la serie de los nimeros negativos, cuyos primeros términos
son los siguientes:
0,—1,—2,—3,—4, (p. 20 Tomo I).

Dos aspectos se destacan en estos parrafos: en primer término se

habla explicitamente de numeros naturales y de negativos; en segundo
término se presentan como series ordenadas creciente y decreciente,
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respectivamente. Esto conecta con que las series se generan a partir de
efectuar sumas o restas sucesivas de unidades a cero repitiendo el
planteamiento de Euler (1840).

“Asi mismo, si consideramos la linea recta como engendrada del
movimiento de un punto A, que se mueve en una direccion
perpendicular a la linea BC, se hecha de ver que como el punto
generador puede caminar, 6 desde A dcia D, o desde A acia E, si
representamos por a el camino AD. 0 AE que hubiere andado, no queda
bien determinada con esto la situacion de dicho punto. Para fijarla es
preciso avisar con alguna senial si la cantidad a se ha de considerar a la

derecha 0 a la izquierda, para cuyo fin pueden servir los signos +y -.”
(p. 115 Tomo II).

D A E B C

El ejemplo que Bails presenta en el texto es un fenbmeno cotidiano de
comparacion de desplazamientos con direcciones contrarias. Este ejemplo
es similar al utilizado por Ulloa y Tosca en la primera mitad del siglo XVIII; se
utiliza una representacion grafica para ilustrar el significado fisico de una
cantidad negativa; sin embargo presenta una matizacién, la accién se
muestra bajo un argumento matematico y geomeétrico, con el cual parece
asignarles un caracter dinamico, basado en una nocién relacional.

TSNS5: Cantidades negativas como menores que nada.

“(...) el haber de un hombre que nada tiene y nada debe , es nada o
cero, el haber de un hombre que no solo nada tiene , sino que ademas
debe 6 reales, es menor que nada, es negativo —6 , porque los 6 reales
que debe destruyen 6 reales que se le dieran; por manera que dandole 6
reales , 0 lo que es todo uno , perdonandole la deuda , su haber seria
nada o cero. Por consiguiente el haber de este hombre es +6 , 6 —6 ;
sobre cuyas espresiones conviene hacer una consideracion de mucha
importancia y es que cero es el término desde donde empiezan las
cantidades positivas y negativas , siendo las primeras mas que cero, y
las otras menos que cero.” [...]

“Las cantidades positivas son patentemente mayores que nada , y las
negativas son menores.” (p. 18-20, Tomo I).

De este parrafo se deduce que hay un orden implicito de las
cantidades negativas respecto a cero. La consideracion de una cantidad
como menor que cero sOlo es presentada desde el punto de vista
matematico sin entrar en otras consideraciones.

Hay una identificacion de “nada” con el cero: asi, tener nada es tener
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cero unidades. También deber es tener menos que nada; de esta manera,
las cantidades negativas son menores que cero, por lo tanto, tenemos que
el cero es el origen tanto de las cantidades positivas como de las negativas.

El uso de comparaciones entre deudas y haberes nos conduce a una
discontinuidad de medidas, puesto que unas (deudas) solo pueden alcanzar
valores hasta llegar a cero, pues a partir de este valor pasan a convertirse
en la otras (haberes); lo mismo ocurre con los haberes. Esta doble
existencia de regiones diferentes no permite “cruzar el cero" y continuar con
un mismo tipo de cantidad. De tal forma que es una evidencia del uso en la
Aritmética de los numeros relativos planteados por Gonzalez Mari.

TSNG6: Ejemplificacion.

Algunos de los ejemplos presentados en el texto son los siguientes.
Tomo I: Aritmética:

“Supongamos ahora, para dar un exemplo del caso que ha dado motivo

a estas consideraciones, que nos ofrezca ajustar las cuentas a un
hombre que tiene 3 reales , y debe 6 ; claro esta , por lo dicho , que su
haber es —3 , pues le faltan 3 reales para que su haber sea 0. En lugar
de restar la deuda 6 del haber 3 , haré lo contrario , y restare 3 de 6, la

resta con el signo negativo —3 sera el haber de tal hombre” (p. 19,
Tomo ).

Se utiliza una situacion cotidiana a través de cantidades relativas
(tener, haber, deber, deuda), para ilustrar las cantidades negativas. Se
muestra un ejemplo aditivo del tipo anulacién compensacion. El fenémeno
utilizado es de tipo contable mediante la comparacion entre cantidades
contrarias.

Tomo II: Algebra:

“si suponemos que un hombre tenga tantos doblones como debe , podra
servir un mismo numero para expresar la cantidad numérica de su
haber y de sus deudas: pero este numero , sea el que fuere, no nos
manifestara la diferencia que hay entre el dinero que dicho hombre
tiene y el que debe. El método mas natural para hacer perceptible esta
diferencia , consiste en senialar las dos cantidades con un signo que
avise el efecto que la una es capaz de producir en la otra; y como el
efecto de las deudas es disminuir el haber, es natural serialar aquellas
con el signo —." (pp. 114-115, Tomo II).

Los signos mas (+) y menos (—) establecen e indican los efectos que
produce una cantidad al aplicarse sobre otra, de tal forma que en el algebra
se desvincula el signo — de los numeros negativos; ahora este signo indica
efectos operacionales sobre una cantidad. También hemos visto en TSN4 la
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ejemplificacidén de las cantidades negativas mediante desplazamientos de un
punto matematico sobre la recta.

TSN7: Regla de los signos.

Operaciones aritméticas:

“Siempre que ocurre restar un numero menor de otro mayor , la regla
no tiene dificultad ; pero parece impracticable quando hay que restar
de un numero menor otro mayor , como quando hay que averiguar el
haber de un hombre que debe mas de lo que tiene. Entonces la
operacion se hace al reves , quiero decir que el numero menor se resta
del mayor , y se sefiala la resta con este signo — , el qual expresa la
naturaleza del caso y es causa de llamarse negativo el numero al que
acompana.” (p. 18, Tomo ).

“En lugar de restar la deuda 6 del haber 3 , haré lo contrario , y restare
3 de 6, la resta con el signo negativo —3 serad el haber de tal hombre.
De la naturaleza de las cantidades negativas se sigue que se han de
calcular al reves de las positivas ; quiero decir , que quando ocurre
sumar una cantidad negativa con otra positiva , se ha de restar aquella
de esta; porque si quiero sacar lo que suman las deudas de un hombre
con su caudal , he de rebaxar aquellas de este; si quiero restar una
cantidad negativa de otra positiva, he de sumar aquella con esta ;
porque rebaxar o quitar deudas d uno es aumentar su caudal , es darle
dinero. [...] Siguese de aqui que 1-1 es nada o cero, 2—2 lo mismo , 3—
3 es tambien cero &c. ; que 47 es —3 ; porque si un hombre tiene 4
pesos y debe 7 , no solo no tiene nada , sino que todavia debe 3
pesos...” (pp. 19-20, Tomo ).

Las reglas aritméticas para restar cantidades da lugar a la
consideracion de las cantidades negativas. A continuacion se establece
que la suma de una cantidad negativa equivale a una resta y la resta de
una cantidad negativa equivale a una suma. Asi pues, cantidad
negativa equivale resta; resta de negativo equivale a suma. La
justificacion de estas reglas se basa en la anulacion-compensacion de
cantidades.

No hay otras consideraciones relativas al producto u operaciones
aritméticas con negativos.

Operaciones algebraicas:

“De lo dicho tambien se saca que esta expresion +a—a, es siempre () o
nada , y que para entender estotra +a —b hay dos casos que considerar.
1° Quando a es mayor que b, se resta b de a , y la resta , que expresa el
valor que se busca , llevara el signo +.

2? Quando a es menor que b , entonces se resta a de b, y se tomara la
resta negativa , dandole el signo —, y este serd el valor de la expresion.”
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“Por lo que mira a la sustraccion de las cantidades algebraicas , la
regla general es esta : Mudanse los signos de la cantidad que se debe

restar estos es , mudese + en —, y — en + : sumese esta cantidad ,
despues de hecha esta mudanza , con la cantidad de la qual se le ha de
restar.”

“Quando se suman caudales con caudales , es cierto que estos se
aumentan ; asimismo , quando se suma una deuda con otra se hace
mayor la deuda. Pero quando los caudales se suman con la deuda , en
realidad se disminuye una de las dos cantidades.” (p. 6-7, Tomo II).

Los principios establecidos para la suma y resta aritméticas se
generalizan al caso del algebra y se mantiene el principio de anulacion
compensacion para justificar las reglas.

La interpretacion de las cantidades negativas como numeros
relativos queda de manifiesto en las justificaciones que aporta Bails
para las reglas de los signos:

“17 Si el multiplicando y el multiplicador fueren positivos , el producto
serd positivo ; porque caudales sumados cierto numero de veces unos
con otros , forzosamente han de producir caudales. Asi, +a x +b da
+ab. Esta regla se expresa generalmente de este modo : +x + da +.

2° Si el multiplicando es negativo y el multiplicador positivo , el
producto sera negativo ; porque una deuda sumada cierto numero de
veces con ella misma , por precision ha de producir una deuda. Por esta
razon , —a x +b da —ab.

Esta regla se expresa de un modo general diciendo: — x + da —.

3% Quando el multiplicado fuere positivo y el multiplicador negativo , el
producto serd negativo; por que una cosa que se le quita a un hombre
un cierto numero de veces , le pone en el mismo estado que una deuda
del mismo valor , y por consiguiente estos dos efectos se han de senalar
con un mismo Signo —.

Esta regla se expresa en general de este modo: + x — da —.

4° Si el multiplicando y el multiplicador fueren ambos negativos , el
producto sera positivo; porque si a un hombre se le quita una deuda un
cierto numero de veces , hara esto para el el mismo efecto que si se le
diera una cosa del mismo valor , y por consiguiente estos dos efectos se
han de serialar con el mismo cardcter +. La expresion general de esta
regla es que —x —da +.” (pp. 36-37, Tomo Il)

“ S los dos términos que se han de multiplicar € uno por €l otro, llevan
ambos un mismo signo , esto es, 6 ambos + , 6 ambos — , llevara
siempre su producto € signo +. si al contrario llevan distintos signos ,
esto es, €l uno + y el otro—, 6 € uno —y € otro +, su producto llevara
siempreel signo—-" (p. 16, Tomo II).
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Bails establece una regla general para la multiplicacion algebraica de
términos con signos iguales o diferentes, basada en una interpretacion
relativa de las cantidades.

TSN8: Valor absoluto y relativo de una cantidad negativa.

“(...) Las letras solamente representan el valor absoluto de las
cantidades. [...] Quando dicha cantidad es representada por una sola
letra 6 un numero , no podemos conocer con cual de estos dos respectos
se la considera. Por ejemplo , si suponemos que un hombre tenga tantos
doblones como debe , podra servir un mismo numero para explicar la
cantidad numerica de su haber y de sus deudas ; pero este numero , sea
el que fuere , no nos manifiesta la diferencia que hay entre el dinero que
dicho hombre tiene y el que debe.” (p. 114, Tomo II).

Queda implicito que las cantidades tienen un valor absoluto y otro
relativo, aunque esto solo se evidencia en el algebra. También destaca que
hay dos cantidades relativas distintas, una positiva y otra negativa, con un
mismo valor absoluto.

TSN9: Orden en las cantidades negativas.

“La progresion aritmetica es una serie 0 continuacion de términos , que
cada uno lleva al que le precede o le sigue el mismo exceso [...] La
progresion se llama creciente 0 decreciente segun que sus terminos
vayan creciendo 6 menguando” (p. 146, Tomo I).

“Como es preciso conocer también los logaritmos de estos numeros
menores , es preciso continuar la progresion aritmetica desde cero ,
primer termino suyo , dcia abajo [...] Aqui se vé todo esto muy a las
claras:

-8 -7.-6.-5 -4 -3 -2-1.0.1.2.3.4.5.6.7.8"(p. 132,
Tomo ).

Aunque no lo define de manera formal, Bails conoce perfectamente el
orden entre los numeros enteros ya que lo aplica en el célculo de logaritmos,
y lo basa en la nocion de progresién aritmética.

TSN10: Operaciones y utilizacion de las cantidades negativas.
“Cuestion 2. Hallar un numero al cual restado de 10 quede 15. [...].

Este valor negativo de x manifiesta que la cuestion se ha de proponer al
reves, en estos términos.

Cuestion 3. Hallar un nimero €l qual , afiadido & 10, sea 15 la suma.

[.]

Esto acaba de manifestar que concepto debe formarse de las cuestiones
cuya resolucion da negativo €l valor de laincognita” (p. 148. Tomo II)
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“Hallar un nimero tal que s & su quadrado se le afiade 8 veces €
mismo nUmero, sea la suma 33. S conociera este numero, que llamaré
X, es evidente que s & su cuadrado X° le afladiera 8 veces e mismo
nlmero, esto es 8x , la suma seria 33; es menester , pues , que sea X° +
8x = 33.

Para resolver esta equacion afiado & cada miembro el nimero 16 que es
el cuadrado de la mitad del nimero 8 que multiplica x en e segundo
término, y saco X* +8x + 16 = 49 ; de cuya equacion el primer miembro
es un cuadrado perfecto. Saco la raiz quadrada de cada miembro |,
observando laregladada,ysalex+ 4 = #7; por consiguiente X =+ 7-
4, que da estosdosvaloresdex, X =+ 7-4=3,yx=—-7-4=-11

El primero de estos valores satisface las questiones, [...]. Por lo que
mira al segundo valor, como es negativo da a entender que s en la
cuestion se considera a x como un respecto del todo opuesto, la
resolveria el nimero 11" (p. 151. T. lI).

En el texto se hace uso de los negativos en la parte que se explican
y desarrollan las ecuaciones. Las raices negativas de una ecuacion son
admitidas y ademas, se considera valida la aparicion de una cantidad
negativa como resultado de operaciones algebraicas. Ahora bien, cuando
resulta posible, se reinterpreta la solucion negativa o bien se renuncia la
cuestion.

“x?=1/xx" (p. 187, Tomo I).

“Siendo esta la razon porque el logaritmo de todo quebrado se llama
defectivo 6 negativo, y lleva el signo — como —0,3679767" (p. 128,
Tomo II).

Vemos como los negativos son utilizados entre otras cosas como:
guarismos, valores de logaritmos y exponentes.

“una cantidad negativa no puede tener raiz quadrada ni exacta, ni
aproximada; porque no hay cantidad alguna que multiplicada por s
misma pueda dér un producto negativo” (p. 147, Tomo II).

Hay conocimiento de la no existencia de raices cuadradas de
términos negativos, esto es apoyado en la regla de los signos explicada en
TSN7.

TSN11: Interpretacién de los resultados negativos.

“Pueden hallarse, y se hallan con frecuencia mezcladas en los calculos
cantidades negativas con positivas, no solo por haberse egecutado
algunas operaciones con la mira de restar unas cantidades de otras,
sino tambien porque suele ser preciso espresar en e calculo los
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diferentes respectos con que se consideran las cantidades’ (p. 116,
Tomo Il)

En algebra hay consideraciones diferentes para los negativos de las
que se realizan en la aritmética, ya que no esta implicada solamente la
sustraccion de cantidades particulares, sino que entran en juego
consideraciones formales basadas en cantidades generales.

Continua la reflexion sobre el problema planteado en el campo
anterior:

“El primero de estos dos valores satisface & la cuestion , pues 9 que es
el quadrado de 3, afiadido & 8 veces 3 6 24 , compone 33. Por o que
mira al segundo valor, como es negativo da a entender que s en la
cuestion se considerara x con un respecto del todo opuesto, la
resolveria el nimero 11; quiero decir que e segundo valor de X
daré respuesta & estacuestion.” (p. 151. T.II).

Se admiten las cantidades negativas en el sentido que expresamos en
el comentario del campo anterior; sin embargo se interpretan como
elementos indicadores de un fallo en el enunciado, para proceder luego a
reelaborarlo de manera que se obtenga una solucion positiva.

“s despues de resuelta una cuestion saliese negativo € valor de la
incognita hallada por los métodos arriba declarados : por egemplo, si
se llegase & un resultado como este x = -3, se deberia inferir que a la
cantidad representada por x , no la conviene las propiedades que se
supusieron convenirla al hacer el calculo , sino propiedades del todo
opuestas. Por egemplo , s se me propusiera esta cuestion : Hallar un
nimero gque sumado con 15 componga 10, al instante conoceria
evidentemente que esimposible esta cuestion ; porque representando
por x el nimero que se busca , tendria esta ecuacion x+ 15= 10,y
por consiguiente en virtud de lasreglas arriba dadas, x=10-15, 6 x = —
5. Esta Ultima conclusién me daria a conocer, que en lugar de
considerar que x se ha de afiadir & 15 para formar 10, es antes preciso
restar x de 15 para € fin propuesto. Por lo mismo toda resolucién
negativa es sefial de que hay algun supuesto falso en la proposicion de
lacuestion” (pp. 116-117. T. 1l).

En el intento de que las ecuaciones establezcan relaciones entre
cantidades reales y concretas, se observa que las cantidades negativas al
igual que en el parrafo anterior, son asumidas como un indicador de la
existencia de algun supuesto que es falso y por tanto debera replantearse el
problema.

TSN12: Utilidad de las cantidades negativas.
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Bails no ofrece informacion explicita sobre la utilidad de las cantidades
negativas en el texto.

TSN13: Otros
“Quando el numero propuesto no tiene sino uno o dos guarismos, su
raiz en numero entero es facil de sacar por la tabla aqui puesta, cuya
primer linea se forma de los quadrados de los nueve guarismos, que
forman la segunda”

1 4 9 16 25 36 49 064 81

1 2 3 4 5 6 7 8 9 (p.123, Tomol).

Con esta tabla Bails reafirma que en la aritmética no se consideran
las raices negativas de un numero elevado al cuadrado; esto confirma que
no se estan tratando numeros enteros, sino naturales.

“Puédese considerar una misma cantidad con dos respectos del todo
opuestos, 6 como capaz de aumentar otra cantidad, 6 como capaz de
disminuirla. Quando dicha cantidad es representada por una sola letra o
un ndmero, no podemos conocer con qual de estos dos respectos se la
considera.” (p.114, Tomo II).

Hay una alusion implicita al valor absoluto y al valor numérico de toda
cantidad.

5.4.4 Analisis
5.4.4.1 Analisis conceptual y revisién historico-critica

e Numero

Sobre la nociéon de numero Benito Bails mantiene una serie de ideas
encadenadas, que revisamos en el apartado 5.4.2.

1° Que cantidad es todo lo que sufre aumento o disminucion y que
puede ser mayor o menor; la Aritmética considera la cantidad expresada en
numeros (CCO2).

2° La Aritmética es la ciencia de los numeros y suministra los medios
para expresarlos y calcular con ellos (CCO2).

3° La nocién de numero se sustenta sobre la nocién de unidad.

4° La unidad es una cantidad arbitraria y sirve de término de
comparacion para las demas cantidades (CCO1).

5° Los numeros expresan una relacion: “expresa por consiguiente el

numero de quantas unidades o partes de la unidad se componen una cantidad
propuesta”’ , (CCO1)

209



Universidad de Granada

Se identifica una nocién relacional de numero diferente de la nocidn
euclidea que se ha caracterizado en el apartado 4.4.4.1, aunque hace
referencia a varias unidades.

En CCO4 se reiteran las ideas de numero y de cantidad como
relacion. Estas nociones no se presentan de modo tan explicito como en
4.6.4.1. Se deduce que la idea de numero en Bails esta en transicion, va de
una nocion euclidea clasica a una mas moderna, que establece el numero
como un tipo de relacion entre cantidades tal como lo plantearon Stevin y
Newton y que recoge Cerda (ver 4.6.4.1).

e Cantidad

En CCO2 se expresa que cantidad es todo lo que sufre aumento o
disminucion, siendo esta misma la definicion dada por Euler (1840, p. 1)
“Whatever is capable of increase, or diminution, is called magnitude, or quantity” .
Esta definicion que utilizé Bails fue expresada por un matematico de tanta
autoridad como Euler, y proporciona soporte conceptual a una idea empirica:
que algunas cualidades de los objetos son susceptibles de aumento o
disminucion y por ello se pueden comparar, a diferencia de otras, tal como
el dolor o el odio. Gomez (1999) reflexiona ampliamente sobre este aspecto.

e Cantidad positiva y cantidad negativa

Se toman dos puntos de vista para los negativos, de una parte en la
aritmética, surgen como resultado de operaciones con cantidades
particulares (sustracciones) en TSN2 vy, luego, razonando sobre ellas
mediante argumentos retoricos y numéricos, apoyados en numeros relativos
en TSN4. Todo este tratamiento se desarrolla en el Tomo | de los
Elementos.

En el Tomo |l, dedicado al Algebra, surgen estas cantidades como
expresion de sentidos opuestos en el calculo con cantidades, y como
nociones relacionales que permiten expresar lo que son unas cantidades
respecto de otras, como vemos en TSN1, TSN3 y TSN4. Cuando se trata la
teoria de las ecuaciones, hay un énfasis en indicar que si aparecen estos
valores en las soluciones indican alguna falsedad en el planteamiento del
problema o en su resolucion, por tanto, se debe redefinir el enunciado del
problema o replantear las propias ecuaciones, asi en TSN10 y TSN11. Esta
interpretacion se debe a la obra de Bezout, quien, al igual que otros grandes
autores franceses del siglo XVIII como Lacroix y Bourdon, tomaron y
difundieron los planteamientos de D’Alambert sobre las cantidades
negativas.

En sentido aritmético, es de resaltar que en TSN4 se refiere
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concretamente a los numeros negativos. Otra idea que se hace explicita a
través de TSN3 es que las cantidades negativas son reales debida a su
consideracion como opuestas a las positivas.

Por medio de TSN3, TSN4 y TSN13, se indica que, las cantidades
positivas y negativas se han de tomar como opuestas para el calculo en
sentido algebraico.

El signo menos (—) que acompafa a un numero indica que este ha
surgido de restar una cantidad mayor de otra menor como se indica en
TSN4. Muestra ademas en TSN7, la forma de restar una cantidad mayor de
otra menor, e indica que la respuesta debe tener el signo (-) para indicar que
se invirti6 el orden de los numeros al efectuar la operacion y es la
justificacion que se da para el signo. Asi, asigna a la cantidad negativa un
caracter de sustraccion. Estas ideas, de nuevo, se corresponden con la
procedencia que Euler (1840, p. 3) otorgd a las cantidades negativas.

5.4.4.2 Analisis de contenido

e Conceptos basicos

Bails identifica un doble significado de los signos mas (+) y menos (-);
en primer término el signo mas (+) indica juntar y el signo menos (-) restar o
buscar la diferencia entre dos numeros. Una segunda significacion —
algebraica- se refiere a que los signos indican lo que son unas cantidades
respectos a las otras, como se ha indicado en TSN1. Justifica la
construccion de los numeros negativos, por simetria con los positivos,
restando la unidad a 0 sucesivamente, como se ve en TSN2.

Indica que las cantidades negativas son contrapuestas a las
cantidades positivas y que son menos que nada. En el campo TSN5 se da
una identificacién del cero con nada, pero el autor no realiza ningun tipo de
reflexion sobre la implicacion de esto.

Desde un planteamiento algebraico, la idea clave es que los valores
positivos y negativos indican sentidos opuestos para el célculo, TSN3 y
TSN4; no hay comparacion con cero y, en este caso, no se dice que son
menores que nada, TSNS.

e Fenomenologia/Justificacion

Los ejemplos de cantidades negativas que se presentan en TSN4,
TSN5 y TSN6 se refieren a comparacion de cantidades mediante situaciones
cotidianas. Bails utiliza con frecuencia en el texto términos como: haber,
debe, tener y deuda para referirse a cantidades opuestas tanto positivas
como negativas.
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En TSN3 muestra la construccion de los negativos basada en
relaciones aritméticas.

En TSN4 se utiliza un ejemplo grafico de un desplazamiento para
aclarar la idea de cantidad negativa y positiva, basado en una nocion
relacional y situado en el Tomo |l dedicado al Algebra; ese ejemplo es
practicamente el mismo que se presenta en los Elementos Matematicos de
Ulloa en 1706.

En TSN6 se presentan cantidades negativas mediante comparacion
de situaciones discretas por medio de cantidades adjetivadas.

En el ejemplo de los doblones, al tratar de deudas no se refiere a
numeros enteros. Se trata de naturales ubicados en regiones o estados
opuestos, por lo tanto, esta manipulando cantidades relativas. También en
TSN11 muestra que no admite soluciones que no sean numeros naturales y
esto resulta contradictorio con lo que ha afirmado en TSN3, pues si son de
una misma naturaleza ¢ por qué la respuesta negativa indica un fallo en el
planteamiento?

eEstructura de orden

Aunque no se trata especificamente este aspecto mediante una
definicion formal de tal estructura, la lectura del texto lleva a deducir que el
autor establece en TSN4, TSNS y TSN9 un orden de los numeros negativos
respecto a cero.

En TSN4 se incluye el numero cero (0) como parte de la serie de los
numeros negativos. Ademas, se indica que el cero es el inicio tanto de las
cantidades negativas como de las positivas. Bails toma en ese caso el cero
como el punto de partida u origen para los dos tipos de cantidades,
asumiéndolas asi como contrarias o de sentidos opuestos como se observa
en TSNS, donde afirma que los positivos y las negativos comienzan en 0;
esto se corrobora igualmente en la indicacion que da en TSN4 para obtener
los numeros negativos, restando unidades a partir de cero, siguiendo los
planteamientos de Euler (1770) como ya hemos indicado. No obstante, en
TSN9 se presenta la sucesion de los naturales con 0O integrado entre
negativos y positivos. Hay wuna diferenciacion entre estas dos
consideraciones: los positivos constituyen una progresion creciente, que
comienza en 0; los negativos forman una progresion decreciente que
también comienza en 0; no obstante, no hay discontinuidad entre ambas
progresiones.

e Estructura algebraica
En la aritmética se hace mencién de que igual numero de cantidades
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positivas y negativas se “destruyen” entre si, por lo que se deduce de TSN5
que no se refiere a una estructura aditiva de los enteros.

Sin embargo, en el mismo Tomo | afirma que el algebra da “ medios
para reducir a reglas generales la resolucion de todas las cuestones que se pueden
proponer acerca de las cantidades; Pero son generales estas reglas, es preciso que
no penden de los valores de las cantidades que se consideran, si de la naturaleza de
cada cuestion;[...]” . Bajo esta consideracién los negativos son utilizados en el
Tomo Il desde las reglas formales, y en particular en la resolucion de
ecuaciones, como se ve en TSN7 y TSN10.

e Uso algebraico

En el texto se presentan y aceptan las cantidades negativas como
posibles soluciones a las ecuaciones. La solucion negativa indica que se
debe considerar opuesta alguna de las consideraciones hechas en el
planteamiento, esto queda de manifiesto en los campos TSN10 y TSN11.

Se presenta una tabla con numeros que estan elevados al cuadrado y
sus respectivas raices cuadradas, pero solo incluye las raices positivas,
indicando esto solo la consideracion de numeros naturales.

5.4.5 Identificacién de las diferencias légico formales entre Zy N,

Primera diferencia. Orden total — orden parcial o doble natural con
inversion en la regidon negativa.

Primer indicador: a; Cuando escribe “ ademas debe 6 reales, es menor
gue nada, es negativo —6,” (TSN5) esta utilizando una asignacion justa y
determinada para los numeros enteros negativos (Gonzalez, 214).

También hay presencia de asignacion arbitraria de valores en TSN4
“cuando hay que averiguar € haber de un hombre que debe mas de lo que tiene.
Entonces la operacién se hace al revés, quiero decir que €l nimero menor se resta
del mayor, y se sefiala la resta con este signo -7, se asimila la deuda como lo
contrario de tener, y ello se refleja en el cambio del orden de las cantidades
para efectuar la operacién; esto es manifestacion de los numeros naturales
relativos.

Segundo indicador: a; Se presentan indicios de numeros enteros y de
naturales relativos; los primeros estan latentes al afirmar “y es que cero es e
témino donde empiezan las cantidades positivas y negativas, siendo las primeras
mas que cero y las otras menos gque cero.”, puesto que la comparacién de

" Las referencias en este apartado se hacen a Gonzélez Mari (1995) por lo que se indicara (Gonzél ez,
p); las diferencias han sido explicadasen 1.4.1y 4.1.5.
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regiones es justa y determinada para medias entera.

Las cantidades relativas se evidencian en TSN4: “rebaxar 6 quitar
deudas a uno es aumentar su caudal, es darle dinero.”, no se pueden comparar
deudas y caudales puesto que disminuir una significa aumentar la otra, con
lo cual la comparacion global de las regiones es arbitraria e indeterminada.

Tercer indicador: az La serie de los numeros negativos que se
presenta en TSN2 no indica si esta ordenada de mayor o menor o lo
contrario; de tal forma que tan sélo hallamos un indicio de este indicador al
sefalar que las cantidades negativas tienen “una existencia tan real como las
positivas , y solo se diferencian de estas en que se toman en el calculo de un modo
enteramente opuesto.”, lo que indica que la diferencia radica en la realizacion
de una operacion. Pero luego hemos visto en TSN9 que se presenta la
sucesion de los enteros con 0 integrado entre negativos y positivos; no hay
inversion en el orden entre negativos, sino so6lo su consideracion como
sucesion decreciente. No consideramos que Bails desconozca el orden de
los enteros, si bien el uso que hace en algunos ejemplos parece indicar lo
contrario.

Cuarto indicador: a4 Para este indicador no hallamos indicios que
permitan determinar si el tratamiento de los negativos es en el campo de los
enteros o en el de los naturales relativos.

Para esta primera diferencia D4, los distintos indicadores presentan
algunos indicios y evidencias que apuntan a los naturales relativos, en el
tratamiento aritmético que hace Bails de los negativos, con lo cual admitimos
que se presenta parcialmente esta diferencia.

Segunda diferencia: Sin primer elemento — con primer elemento.

Primer indicador: by En el ejemplo mostrado en TSN4, donde utiliza
una representacion grafica, se fija un punto de referencia A, a partir del cual
se considera el desplazamiento, sin embargo esta referencia no sefala cual
es su significado, permitiendo asignarle un doble significado, inicio del
avance o del retroceso. También cuando se expresa “como € efecto de las
deudas es disminuir €l haber, es natural sefialar aquellas con el signo —’, implica
una existencia de limites inferiores tanto para las deudas como para los
haberes. Igualmente en TSNS se afirma que las cantidades positivas y
negativas empiezan en 0, indicando la admisién de un primer elemento en
ambas sucesiones. De tal forma vemos un posible uso de los negativos
como naturales relativos.

Segundo indicador: b, Cuando leemos en TSNS “debe 6 reales, es
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menor que nada, es negativo —6”, hallamos una simbolizacion matematica
conocida y determinada para los numeros enteros (Gonzalez, 222) y un
intercambio de simbolos sin que se altere el significado.

En cambio en TSNG6 se escribe “ la diferencia que hay entre el dinero que
dicho hombre tiene y el que debe, el método mas natural para hacer perceptible esta
diferencia , consiste en sefialar las dos cantidades con un signo que avise €l efecto
que la una es capaz de producir en la otra”, con lo cual queda evidente la
presencia de una representacién mixta o abreviada, a través de la mezcla de
representaciones para indicar el efecto de una cantidad (Gonzalez, 221);
Asimismo cuando expresa en TSN6 que “restar la deuda 6” es manifiesta
una incompatibilidad de representacion entre adjetivacion y signo en la
estructura natural aditiva. Estas circunstancias sefialan a los numeros
naturales relativos.

Tercer indicador: bs Bails presenta en TSN4 una transformacion
cuantitativa “ 1-1 es nada 6 cero, 2-2 o mismo, 3-3 estambien cero, &c que 47 es
-3; porgue si un hombre tiene 4 pesos y debe 7, no solo no tiene nada, sino que
todavia debe 3 pesos. Por 1o mismo, 8-13 es -5, y 3048 es —18 .”, donde no se
percibe la existencia de un primer elemento, es decir permiten la existencia
de valores positivos y negativos.

Vemos en TSNS que también presenta una transformacion discreta
limitada inferiormente: “ perdonandole la deuda su haber seria nada o cero”,
puesto que no puede disminuirse la deuda mas alla de cero, en vista de que
pasaria a ser un haber. De tal forma esto pone de manifiesto las cantidades
relativas.

Como balance global, podemos afirmar que hay suficientes evidencias
de la manifestacion de numeros relativos y el tratamiento de los negativos
como estos, confirmando asi la presencia de la segunda diferencia D».

Tercera diferencia: Continuidad de medidas — discontinuidad de
medidas (al cruzar el cero).

La imposibilidad de cruzar el cero esta manifiesta en TSN4 “ porque
rebaxar 6 quitar deudas a uno es aumenta su caudal, es darle dinero”, el hecho es
que solo se puede disminuir una deuda hasta cero, pues a partir de alli es un
caudal; también en TSN6 se presenta un ejemplo de cuentas donde hay
discontinuidad de medidas. Sin embargo, la construccion de los negativos
desde 0 mediante resta de unidades muestra una posibilidad aritmética de
cruzar cero. Aunque la evidencia no es abundante, consideramos que,
parcialmente, se da esta tercera diferencia D; en el sistema de numeros a
negativos que presenta Bails.

215



Universidad de Granada

Cuarta diferencia: Cero unico — cero doble (natural relativo).

Hallamos expresado en TSNS que “cero es € término donde empiezan
las cantidades positivas y negativas siendo las primeras mas que ceo y las otras
menos que cero” lo cual nos lleva a pensar que se esta refiriendo a un unico
cero, en el sentido numérico de los enteros, por lo que creemos que no hay
indicios del cumplimiento de esta diferencia D4, para los numeros relativos.

Quinta diferencia: Composicién aditiva: adicion entera — adicion
natural y anulacion compensacion.

Como se ha afirmado en el apartado “Estructura algebraica”, cuando
en TSNS expresa que las cantidades iguales de unas y otras se destruyen,
aqui la estructura de adicion que se percibe es de anulacién y
compensacion, esto es una situacion que podemos caracterizar como
evidencia de la quinta diferencia Ds.

Tabla 5.1 Diferencias entre Z y Nr en los Elementos de matemdticas de Benito Bails

D D

Autor ! 2 D; | D4 | Ds
dq | A2 | A3 | A4 b1 b2 b3

Bails P|P|¢? NolP|S|P|P|S| P No | Si

5.4.6 Tratamiento global de los negativos en los Elementos de
Arismética.

En resumen el analisis efectuado sobre las diferencias entre la
estructura entera y la natural relativa presentes en esta obra, revela que,
para Bails, los numeros negativos son entidades de naturaleza dual
(aritmética-algebraica). La consideracién aritmética establece que las
cantidades negativas surgen de sustracciones donde el minuendo es menor
que el sustraendo. Desde el punto de vista algebraico las cantidades
negativas tienen sentido opuesto a las positivas: sentido opuesto en el
calculo, expresan aspectos opuestos de una misma cantidad o bien
expresan las relaciones de unas cantidades respecto a otras.

De manera general se perciben dos justificaciones distintas para los
negativos; en la aritmética (Tomo 1) el argumento es de tipo operacional
entre cantidades particulares (sustracciones) mientras que en el algebra
(Tomo Il) se buscan interpretaciones en fendmenos fisicos y dinamicos a
través del tratamiento de cantidades generales.

El tratamiento algebraico de los negativos es formal y se ajusta a las
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tendencias de su época, reflejando un conocimiento del tratamiento dado
tanto por Bézout como por Euler.

La nocion aritmética en Bails es mas potente que la algebraica, que
resulta mucho mas imprecisa e intuitiva. La nocion aritmética se sostiene
sobre la construccion que hace Euler de los numeros negativos, la cual copia
Bails sin aportar ninguna idea propia. La justificacién algebraica esta basada
en una nocion de cantidad dirigida, mas préoxima a los naturales relativos.
Por eso se produce un retroceso respecto a Cerda en su empleo de los
naturales relativos. Las ideas de Cerda sobre la nocion algebraica de
numero negativo se sostienen en las soluciones de las ecuaciones y en la
nocion de razén aritmeética, es decir, se trata como un concepto relacional
entre pares de numeros. Bails menciona el caracter relacional, pero no lo
explica ni le da contenido; sefiala el sentido opuesto entre cantidades
positivas y negativas y se queda en la justificacion intuitiva.

Como personalidad ilustrada del ultimo tercio del siglo XVIII, Bails es
un divulgador excelente y un buen transmisor de las ideas de otros, lo cual
muestra en su trabajo como erudito y como gestor de la politica cientifica de
Su época, pero no es un investigador en matematicas. Por eso reconocemos
en la obra de Bails un retroceso en el dominio de los enteros, que se
manifiesta al detectar un mayor numero de indicadores que muestran la
presencia de los naturales relativos. Este autor no es un creador matematico
ni tampoco un pensador auténomo; recoge ideas de sus lecturas y copia a
aquellos autores que le merecen respeto, pero no hace una labor de
elaboracién y depuracién propia que le lleve a profundizar en los conceptos
que trabaja, como él mismo reconoce. De ahi que su tratamiento aritmético
de los numeros negativos sea mas potente que el algebraico, ya que ha
seguido a Euler y, por otra parte, no ha profundizado en las implicaciones
algebraicas de las ideas asumidas.

Cuando realiza las operaciones en la aritmética, las cantidades que se
utilizan se consideran como opuestas, mientras que, cuando se producen
bajo las leyes formales propias del algebra, utiliza propiedades formales de
los numeros enteros. A diferencia de Euler, nunca menciona el conjunto de
los enteros. El apoyo para justificar las reglas de las operaciones y las
relaciones estudiadas en la intuicion de las cantidades o numeros dirigidos
es permanente en Bails. En los ejemplos y en las aplicaciones en problemas
trata de imponer este significado de manera sistematica.

La estructura con que Bails presenta los numeros negativos combina
los numeros naturales relativos y los enteros, y se hallan evidencias de
algunas de las diferencias planteadas por Gonzalez Mari, especialmente en
el Tomo l.
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Los fendmenos que utiliza para presentar los negativos son: balance
de bienes y deudas (tener/deber), desplazamientos respecto de una
posicion, doble sentido de una cantidad segun se plantee como incremento o
disminuciéon. Como fendémeno aritmético clave estd la sustraccidn con
minuendo menor que el sustraendo y las series numéricas. Como
fendmenos y algebraicos estan las ecuaciones.

En CGO7 sostiene que todo es representacion y que el algebra es un
sistema de representacion de cantidades en general y de sus operaciones.
Recurre a representaciones graficas mediante lineas y segmentos,
representaciones numéricas a través de numeros y series y simbolos
algebraicos cuando se utilizan ecuaciones, cantidades generales vy
polinomios.

Los negativos son utilizados en procesos de resolucion de problemas
y ecuaciones, interpretando su aparicion en tales situaciones como indicio de
la existencia de alguna clase de falsedad, ya sea esta en el enunciado o en
el planteamiento.

En Bails encontramos con nitidez un curioso fendmeno: la
coexistencia de nociones y conceptos correspondientes a los naturales
relativos y a los enteros en su trabajo, presentados con los mismos signos y
mediante los mismos ejemplos, lo cual no contribuye a su clarificacion.

La integracion entre su Aritmética y su Algebra no esta lograda por la
distinta procedencia de los materiales utilizados, una menor profundidad en
los conceptos y cierto descuido en el rigor intelectual.

5.5 Elementos de Aritmética, Algebra y Geometria (1782)
5.5.1 Autor

Juan Justo Garcia (n. Zafra 1752- m. Salamanca 1830) (CA1). Recibio
el grado de bachiller en teologia (1772) y bachiller en artes (1773); fue
becario del Colegio Trilingie de Salamanca y se le reconoce haber
estudiado dos afios de lengua hebrea y dos de matematicas (CA2).

El plan de estudios de 1771 de Carlos Ill impulsa la renovacién y el
dominio de las disciplinas matematicas en la Universidad de Salamanca,
como se vio con detalle en el Apartado 2.6.4 de esta Memoria. En esta
universidad se dota una segunda Catedra de matematicas en 1773, a la que
oposita Juan Justo Garcia, Catedra de Aritmética, Geometria y Algebra.

Su ingreso como profesor en la Universidad de Salamanca es
resultado de la crisis surgida por la presencia de Diego Torres de Villarroel
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como catedratico de matematicas en esa universidad durante 26 afos
(Garma, 2002), y los intentos de continuar su influencia por medio de sus
sobrinos, uno de ellos sucesor de Torres y el otro aspirante a la sucesion en
la catedra, ambos desconocedores de las matematicas (CAS5; CA7).

Juan Justo Garcia fue nombrado en 1774, y accedié a esta catedra
luego de una oposicidn accidentada en la cual tuvo que intervenir el Consejo
de Castilla para atender a las denuncias presentadas por varios catedraticos
por el desconocimiento e incompetencia del otro aspirante, sobrino de Torres
Vilarroel. En la resolucion tiene que actuar el rey Carlos lll para que se
produzca el nombramiento de Juan Justo Garcia como catedratico (Garma,
1988) (CA4; CA7).

Para que se ratifique su nombramiento tiene que escribir un texto
sobre la asignatura y validar asi sus conocimientos matematicos. Desde
1774 a 1782 se dedica a estudiar intensamente las matematicas de su
época, y los resultados se reflejan en el texto que comentamos. Los
Elementos son la contribucion de nuestro autor a la renovacién de la
ensefianza de las matematicas en Salamanca (CA4).

Por encargo del Claustro de la Universidad de Salamanca formo parte
de la comision encargada de la creacion del Colegio de Filosofia en 1792
(Cobos & Fernandez, 1997).

Practicamente su vida se desenvuelve entre la ilustracion espafiola y
el régimen absolutista de Fernando VII; durante la invasién francesa, Juan
Justo Garcia es marginado en la Universidad de Salamanca junto con otros
profesores. Es en el trienio liberal (1820-1822) cuando llega a la cumbre
politica y universitaria; en la primera es diputado y en la segunda actua como
vicerrector en varios claustros (Cuesta Dutari, 1974) (CA7).

Garcia estaba al tanto de los avances matematicos, como lo indica su
conocimiento de las obras de Newton, Euler, Laplace, asi como las de Bails,
por citar algunos nombres (CAS5).

Entre las obras que publicé tenemos: Elementos de aritmética, algebra y
geometria, cuya primera edicion es de 1782, Discursos predicables con Miguel
Martel en 1790, y Principios de aritmética y geometria..., en 1814 el cual es un
extracto de sus Elementos; también publicé Elementos de geografia general,
Astrondémica, fisica y politica (1818) y Elementos de verdadera |6gica extractados
de los elementos de ideologia de Destutt-Tracy (1821) (CAS).

Referencias a la vida y obra de Juan Justo Garcia pueden hallarse en
Cuesta Dutari (1974), Cobos & Fernandez (1997) y Garma (2002; 1988)

219



Universidad de Granada

(CAS).

5.5.2 Caracterizacion del texto

Elementos de Aritmética, Algebra y Geometria. (1814). Cuarta edicion.
Tomo primero. Salamanca: Imprenta de D. Vicente Blanco, Primera edicion
de 1782 (CGO1, CGO2).

Este primer tomo comprende 253 paginas; ademas incluye otras 53
para el Prologo y un Resumen histérico del origen, progresos y estado actual de
las matematicas: aritmética, algebra y geometria (CGO3).

Este texto no se divide en libros o capitulos, sino que se organiza por
temas cortos. Asi los temas tratados son: las operaciones basicas de la
aritmética, los quebrados y sus operaciones, los numeros complejos,
algunos elementos de algebra y las operaciones con cantidades algebraicas,
fracciones continuas, radicales, cantidades imaginarias, razones vy
proporciones, regla de tres, combinaciones, permutaciones, logaritmos,
ecuaciones y su solucién (CGO3).

La preocupacion didactica del autor se pone de manifiesto en distintos
parrafos del Prologo:

“Las esplicaciones largas y minuciosas son otro defecto no menos
perjudicial y comun en obras apreciables , por otra parte [...] sin
considerar que en una demostracion para ser percibida , se deben
esponer con la posible concision las ideas que median entre las dos
principales que hacen e obgeto de la proposicion : y que qualquiera
espresion importuna estravia 6 debilita la atencion del Lector , y le hace
oscura la esplicacion.” (p. VI).

“Con efecto , son cosas muy diferentes el saber , y el ensenar
debidamente lo que se sabe.” (p. V).

El autor afirma que el propdsito del texto es que “ € fil6sofo, e medico,
el tedlogo y € jurista tomar en un afo escolastico que destinan & este estudio, las
luces necesarias a sus respectivas profesiones’ (p. VI) (CGO4), ademas de que
quienes pretendan dedicarse al estudio de las matematicas ahorren tiempo
en su empefo con esta obra, para que luego puedan extender sus
conocimientos en los textos de Benito Bails, Mariano Vallejo o Tadeo Lope y
Aguilar en los cuales los temas se tratan con mas “ doctrina y extensiéon” (p.
VII) (CGO5). Esta indicacion explicita acerca de la ampliacion de
conocimientos matematicos en otros textos esparnoles es importante puesto
que pone de manifiesto, en primer lugar, un reconocimiento del nivel
cientifico de las obras de estos autores nacionales en la época y, en
segundo término, ubica el propio texto de Juan Justo en un nivel inferior a
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otras obras escritas por espafoles contemporaneos a él.

También pone de manifiesto la importancia del conocimiento
matematico para el desarrollo de la sociedad: “ Se sabe que el esplendor , poder
y prosperidad de una Nacion pende en gran parte del fomento y cultivo de las
ciencias matematicas.” (p. VIII).

Es muy interesante el extenso Resumen Histérico que incluye al
comienzo de su obra. Cuenta la historia de la aritmética, del algebra y de la
geometria; demuestra que conoce la teoria y los principales problemas que
hay planteados en cada una de estas materias.

En la historia del algebra hace referencia a las contribuciones de
Harriot y Vieta: “El mismo empled € primero las raices negativas en las
equaciones’ (p. XXV); menciona la obra de Girard: “en la que (hizo) finas
observaciones sobre |as raices negativas de las equaciones de 3.% grado.” (p. XXVI)
y reconoce las aportaciones de Descartes: “ fue el primero tambien que hizo de
las raices negativas el uso debido , esplicd su naturaleza , y manifesté sus ventajas
(...) determind por medio de los signos el nimero de raices positivas y negativas de
una equacion quando no hay imaginarias ....” (p. XXVI). Conoce a Newton y su
obra en detalle (p. XXVIIlI) y menciona “las sutiles especulaciones sobre 1os
logaritmos de las cantidades negativas’ (p. XXIX) que hace Euler. Todas estas
referencias muestran el conocimiento que tiene Garcia sobre el dominio
algebraico de los numeros negativos (CGO5). Parece haberse guiado del
texto de Montucla (afio VIl de la revolucion), el cual cita, cuando recrea el
desarrollo del algebra.

En la historia de la geometria expone los antecedentes del célculo
diferencial e integral y resume la polémica entre Newton y Leibniz. Conoce
las obras de La Grange, D’Alambert, Juan Bernouilli, MacLaurin, Moivre,
Montmort, Emerson, Clairaut, Simpson, Newton, Leibniz, Jacobo Bernouilli,
L’Hopital, Euler y Bezout (p. XXXII); reconoce que “ en la Ultima mitad del siglo
XVIII llevada €l algebra a un grado suma de perfeccion , y hecha el mas apto como
el mas util instrumento para adelantar todas las demas ciencias...” (p. XXXIV)
(CGOS).

Con su trabajo, Garcia superd el atraso en matematicas que la
presencia de Torres Villarroel habia supuesto para la Universidad de
Salamanca. Es el primer matematico que trabaja en esta universidad en el
periodo llustrado, con un dominio de la materia adecuado a los
conocimientos de la época (CGO6).

En relacién con los conceptos basicos Juan Justo Garcia define
cantidad y numero asi:
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Cantidad:

“Todo lo que puede concebirse compuesto de partes que se midan 6 se
numeren , se llama Cantidad ; y es objeto de las ciencias que conocemos con
el nombre de Matematicas. De ellas |lamarémos Mistas & las que consideran
en la cantidad alguna propiedad sensible : como e movimiento , la luz,
objetos de la Dinamica y Optica : y Puras a la Aritmética , Algebra y
Geometria [..] las cuales calculan y miden la cantidad desnuda de toda
propiedad sensible.” (p. 1) (CCO2).

Numero:

“S una cosa qualquiera se considera dividida en partes iguales ; por
exemplo , S un real se divide en treinta y quatro maravedises , se da €
nombre de unidad a cada una de estas partes , y de nUmero a qualquiera
porcion de ellas como siete, treinta.” (p. 2) (CCO1).

“Quando € numero contiene unidades cabales , se llama entero ; vy
guebrado quando solo contiene partes de unidad como un medio , dos
quintos.” (p. 2) (CCO3).

También afirma que la Aritmética es “una ciencia que examina las
propiedades de los nimeros, y un arte que da reglas para ajustar con ellos todo
genero de cuentas’ (p. 2), con lo cual se le brinda un caracter practico;
ademas dice “ que no atiende a si |0s nimeros de que trata, representan el peso de
los cuerpos, 0 sus grados de movimientos [...]” (p. 1) (CCO1). Los ejemplos que
utiliza para trabajar con numeros incluyen datos biblicos sobre los afos
transcurridos desde la creacién del mundo, que fija en 5923 (p. 7).

En el desarrollo del texto se aborda la generalidad del Algebra:

“Queriendo los Matematicos demostrar de un modo general las verdades
que la Aritmética demuestra solo en casos particulares , para elevarse a
superiores conocimientos (...) formaron una Aritmética universal que se
llama Algebra , que por medio de cantidades generales é indeterminadas
no solo demuestra generalmente sus proposiciones , sino que (...) conduce
a resultados que la Aritmética no logra (...) , resuelve ademas infinitos
problemas (...) , y suministra métodos para facilitar sus operaciones

complicadas.” (p. 53) (CCO4).

Pues, como se indica, el Algebra ensefia

“a resolver los Problemas,; esto es, a encontrar una o mas cantidades
desconocidas con ciertas condiciones por medio de otras conocidas que se
llaman los datos del problema, [...] Se supone que la cantidad que se va a
buscar que llamaremos la incognita ; [...] mirandola como conocida , se
expresa con signos algebraicos la conexion o relaciones que con ella
tienen las demas cantidades que intervienen en el problema [...] De estas
operaciones resultaran diferentes expresiones de las cantidades conocidas
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mezcladas con la incognita , entre las que se han de buscar dos iguales
para formar con ellas y el signo = lo que llamamos Equacion , por cuyo
medio se averigua el valor de la incognita.” (pp. 170-171) (CCO4).

Los nimeros negativos estan ubicados en los Elementos de Algebra
(CCO5). En esta parte del libro también se presentan los irracionales (p. 77)
y las cantidades imaginarias (p. 114) (CCQ6).

Como ya se ha mencionado, al inicio de la obra se comenta
brevemente el desarrollo histérico de las matematicas. Este apartado
permite deducir que Garcia esta al corriente de los avances y desarrollos del
algebra y el calculo, a través de las obras de Newton, Leibnitz, La Grange,
La Place, Girard, Euler y Descartes, entre otros. Se citan expresamente en el
texto las memorias de D’Alambert en la Academia de Berlin del afo 1746
(CGOS5).

Aunque Aguilar Pifal (1983; Tomo IV p. 81) afirma que este texto fue
“@ primer libro moderno de matematicas a nivel superior aparecido en Espafia”,
creemos que no es asi estrictamente, pues el mismo autor recomienda la
lectura de otros publicados en la peninsula para un mejor conocimiento, tal
como se ha comentado antes. Debemos, sin embargo, indicar que el texto
tuvo gran acogida, como lo demuestran sus posteriores reediciones: la
segunda, en 1794; en 1781, la tercera; la cuarta, en 1814 y finalmente, la
quinta, en 1821 (CGO6). Es precisamente la cuarta de 1814 la que aqui
seguimos para nuestro analisis.

5.5.3 Tratamiento dado a los negativos
Los parrafos de mayor interés relacionados con los items son:
TSN1: Significado y presentacion de los signos +vy -.
“[...] usarédel signo + que quiere decir mas|[...]” (p. 7).

Tan sélo se presenta explicitamente el signo mas (+) y se hace para
indicar la operacién de adicion. La presentacion del signo — es implicita, el
signo expresa la operacion de restar y se lee menos:

“ Restar un nimero de otro es averiguar la diferencia que hay entre los
dos : restar por exemplo 7 de 9 es encontrar €l nimero 2 en que e 9
excede a 7. Esto se espresa mas brevemente asi; 9 -7 = 2,y se lee
nueve menos siete esigual ados.” (p. 8-9).

Esta presentacion de los signos se hace en la parte correspondiente a
la Aritmética.

TSN2: Presentacion de las cantidades negativas.
“Los signos +, — puestos a las cantidades significan el sentido en que se
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han de tomar : las que tienen e — que se llaman negativas, se toman en
sentido contrario & las positivas que tienen € signo +, 6 estan al
principiosinsigno[...]” (p. 54).

Los signos dan sentido —cualifican- a la cantidad a la que preceden,;
el signo — otorga caracter negativo cuando precede a una cantidad; no
sucede asi con el signo +, pues, si un numero no esta precedido por un
signo, se asume su caracter positivo. Esta presentacion de las cantidades
positivas y negativas se hace en el apartado de Algebra.

Para Juan Justo las cantidades negativas son contrarias u opuestas a
las positivas, aspecto que se subraya con tres ejemplos, uno de caudales y
deudas, otro de recorridos y un tercero de fuerzas, y se toman de esta
manera segun la situacion. Implicitamente se da un caracter relativo a la
negatividad de las cantidades.

“[...] sl aesd valor de una fuerza que obra de derecha a izquierda, —-a
seré la misma fuerza obrando de la izquierda acia la derecha.” (p. 54).

En esta presentacion plantea tres tipos de fendmenos, que veremos
en TSN6.

TSN3: Naturaleza de las cantidades negativas.

Garcia no trata explicitamente la naturaleza de las cantidades
negativas, mas alla del sentido contrario en que se han de tomar los signos
+y —, como se ha expresado en el parrafo anterior.

La aparicion de soluciones negativas al resolver una ecuacién hay
que interpretarlas como efecto de un mal planteamiento de la cuestion
propuesta, es decir, suponiendo que la respuesta va a ir en un sentido y no
en su contrario, como finalmente ocurre.

“Este valor negativo significa que hubo pérdida y no ganancia en €
empleo , y por consiguiente que el problema esta mal propuesto” (p. 183).

“El otro valor -6 confirma lo que dgamos dicho de las cantidades

negativas ; pues resuelve e problema en un caso contrario al que se
propone...” (p. 204).

En este sentido se entiende que la naturaleza de las cantidades
negativas para J. Justo Garcia no es otra que la de cantidades con
sentido, es decir, numeros dirigidos o relativos.

TSN4: Justificacion de la aparicion de las cantidades negativas.

224



Alexander Maz Machado

La interpretacion del apartado anterior también proporciona respuesta
parcial en este caso; la explicaciéon que Garcia encuentra a la presencia de
cantidades negativas en la resolucion de problemas, se justifica al interpretar
en un sentido el resultado final, y no en el contrario que es el que
corresponde.

TSNS5: Cantidades negativas como menores que nada.

En el texto no se ha encontrado referencia alguna a esta categoria,
salvo la informacién correspondiente a la obra de Descartes en la
Introduccion.

TSNG6: Ejemplificacidén de cantidades negativas.
“I..] s+ 20 con € signo + representa el caudal de una persona, —20
representard igual cantidad de deuda.” (p. 54).

“[...] s bese camino que se ha recorrido acia el Oriente, —b sera el
corrido acia e Occidente.” (p. 54).

“[...] sl aese valor de una fuerza que obra de derecha & izquierda, —a
seré la misma fuerza obrando de la izquierda acia la derecha.” (p. 54).

Para ejemplificar las cantidades negativas, el autor recurre a
situaciones cotidianas reales de caracter relativo, como: deudas, haber,
recorrido y fuerzas. Los fenbmenos en los que se presentan las cantidades
negativas son de comparacion y desplazamiento. Es interesante ver como
utiliza la tercera ley de Newton (accion y reaccidn en la fisica dinamica) para
ilustrar la naturaleza de las cantidades negativas en el sentido de lo
planteado en TSN2.

TSN7: Regla de los signos.

Para la resta:

“Se mudan en sus contrarios los signos del sustraendo , porgue as
como la diferencia entre 10 y 8 es 10 disminuido en 8 6 10 — 8, asi
también la diferencia entre la cantidad ay b, serd a disminuido de b 6
a — b. Pero como entre uno que tiene 10 doblones y otro que debe 8 ,
cuyo haber es —8 hay de diferencia 10+8 , también entreay —b habra
de diferencia a+b.

“De lo qual y de lo dicho en la suma se infiere que las cantidades
negativas disminuyen las positivas quando se suman con €ellas, y las
aumentan quando se restan . Con efecto , afiadir deudas es disminuir
caudal , y quitarlas es aumentarle: asi , no debe equivocar e sumar
con el anadir y el restar con & disminuir” (p. 56).

Se identifica restar con “mudar de signo”, como también hace Bails. El
planteamiento de las operaciones de suma y resta esta basado claramente
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en relaciones de anulacion compensacion. La precision de que restar no
siempre es disminuir y sumar no siempre es aumentar, es propia de los
relativos.

Para el producto:
“[...] ultimamente se pone al producto el signo + si los factores tienen

ambos un mismo signo, y el — si le tienen diverso.
El productode +a X+ bes+ab[...]” (p. 57).

“[...] Por lo que toca a los signos es evidente que multiplicar una
cantidad positiva +a 6 negativa —b por otra positiva 3 estomar +a 0 -b
3 veces: luego en el primer caso sera el producto +3ay en el segundo —
3b, esdecir + X+ = +y — X+ = — As mismo, multiplicar +a
cantidad positiva 6 —b negativa por -3 es tomar +a 0 —b tres veces,
pero al contrario de como se tomarian si e multiplicador fuera +3;
luego s en este caso serian los productos +3a, —3b, deben ser en €
presente—3ay +3b: y+ X—=— —X—=+. S en lugar de 3 de que
hemos usado para mayor claridad , ponemos ¢ , quedara la
demostracién mas general.” (pp. 57-58).

El autor indica una regla general para la multiplicacién de los signos,
brindando una explicacion basada en el producto como producto de un
escalar por una cantidad dirigida, combinado con la nociéon de sentido
contrario de las cantidades negativas; luego lo amplia a la expresion literal.

La regla de los signos para el producto se justifica aqui mediante un
producto escalar con cantidades dirigidas. Esta diferencia, no contemplada
por Gonzalez Mari, se presenta con cierta sistematicidad en los autores de
este periodo como hemos visto para Tosca y Bails, y también veremos para
Verdejo. Podemos postular una sexta diferencia De entre los naturales
relativos y los enteros, basada en la justificacion de la regla de los signos. En
el primer caso el producto se establece como producto por un escalar, es
decir, el producto como una suma reiterada; en el segundo caso hay alguna
justificacion algebraica basada en las propiedades del elemento simétrico
para la suma u otra justificacion similar. Retomaremos esta cuestion mas
adelante.

TSNB8: Valor absoluto y relativo de una cantidad negativa.

En el texto no se ha encontrado informacion explicita correspondiente
a esta categoria, pero no cabe duda de que Garcia expresa esta idea
cuando menciona que un caudal y una deuda se refieren a igual cantidad:

“[..] s+ 20 con el signo + representa el caudal de una persona, —20
representard igual cantidad de deuda.” (p. 54).

TSN9: Orden en las cantidades negativas.
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En el texto no se ha encontrado informacién correspondiente a esta
categoria, pero si encontramos la sucesion de los numeros enteros como
una progresién aritmética que proviene de los logaritmos de las potencias de
10:

“-3.-2.-.0.1.2.3. 4. &c.” (p. 163).

TSN10: Operaciones y utilizacion de las cantidades negativas.
En el uso de los negativos encontramos una diversidad de opciones:
Exponentes negativos:

“ Asmismo, si seresta en % ,4del, saledecociente ¢'* =a" (p. 62).
a

Signo de una raiz:

“Sepone e signo + alaraiz dela potencia positiva si esimpar; pero si
espar seledan 4laraizlosdossignos+; [...] Si esimpar y negativa la
potencia, sepone alaraize signo-." (p. 77).

Razoén aritmética, proporciones y progresiones aritmeéticas:

“La comparacion de una cantidad qualquiera 8 con otra de la misma
especie para ver 1o que la una excede a la otra se [lama razon aritmética
; ladiferencia 12 — 8 = 4 que resulta de esta comparacion , exponente de
larazon ; el 8 que se compara , antecedente ; y el 12 a quien se compara
consecuente. La razon aritméticade 7 a 15, que se escribeasi , 7« 15,
esl5-7=8yladebadbébed,esb—-dod-b" (p. 115).

“Quando comparamos dos razones aritméticas iguales 3+ 7 , 5+« 9
diciendo de 3 a 7 hay la misma diferencia que de 5 a 9, formamos una
proporcion aritmética , que se escribeasi ,3*7:5¢9;a*b:ced
quiere decir aesab aritméticamentecomoc ad.” (p.116).

“Una serie de razones aritméticas continuas forman una progresion
artimética , que es una serie de términos que restados cada uno del
inmediato dan una misma diferencia. [...] Quando hay que afadir
sucesivamente la diferencia & cada termino para sacar €l siguiente ; los
términos aumentan y se llama crescente. S la diferencia se ha de restar
de cada término para formar e siguiente , menguan, y se llama
decrescente.” (p. 118).

En todo este tratamiento de razones y progresiones aritméticas
Garcia evita la aparicion de los numeros negativos y el unico uso que hace
del signo menos es para referirse a la resta. La diferencia conceptual con el
tratamiento que vimos daba Cerda en los Elementos es considerable e
ilustrativa del uso de los negativos como numeros relativos, sin tener en
cuenta nociones relacionales.

Logaritmos negativos:
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“ Efectivamente , siendo cero €l logaritmo de 1 , deben ser negativos los
logaritmos de los quebrados propios que son menoresque 1..." (p. 162).

TSN11: Interpretacién de los resultados negativos.

“Tres comerciantes emplean 1500 doblones en un negocio ¢qual debe
ser su ganancia para que al fin del afo toguen a cada uno 398
doblones?

S se supone la ganancia X, resultaran 1500 + x al fin del afio: y pues
que debe tocar de esto & cada uno de los tres 398, sergq 1200+x _ 5oq.
3

1500 +x =1194, y por consiguiente x=1194 —1500=-306.

Este valor negativo significa que hubo pérdida y no ganancia en €l
empleo, y por consiguiente que €l problema estd mal propuesto.” (p.
183).

Se pueden extraer dos ideas de este parrafo:

e Las cantidades negativas surgen como resultado de efectuar
operaciones algebraicas.

e Cuando resulta negativo el valor de una variable, esto indica una
formulacién errénea del problema.

“El otro valor -6 confirma lo que dejamos dicho de las cantidades
negativas; pues resuelve el problema en un caso contrario al que se
propone: esto es en € supuesto de que se hubieran llegado dos mas &
comer y pagar, adeudando 6rs. ménos cada uno.” (p. 204).

Como ya se indicé en TSN3, se halla una respuesta contraria a la
pedida; lo que indica que el planteamiento es erréneo, segun se deduce del
comentario del autor; entonces, las cantidades negativas como solucién a
una ecuacion sefalan que se ha cometido un fallo de interpretacion en el
proceso.

TSN12: Utilidad de las cantidades negativas

Desde una perspectiva aritmética las cantidades negativas tienen
escasa utilidad ya que se necesita reinterpretar las soluciones negativas a
los problemas de tipo practico o aplicado. Por eso el tratamiento aritmético
de las cantidades negativas es inexistente, sin consideraciones formales y
cuando se presentan estas cantidades se trabajan como numeros relativos.

Desde un planteamiento algebraico las cantidades negativas son
necesarias, se definen sus operaciones, haciendo uso de la intuicion basada
en la nocidbn de numero o cantidad relativa, y se amplia su campo al
introducirlas en relaciones exponenciales y logaritmicas. Los numeros
negativos se convierten en un instrumento formal de las operaciones y
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relaciones algebraicas; sin embargo, su interpretacion en la solucion a un
problema continua provocando dificultades.

5.5.4 Analisis
5.5.4.1 Analisis conceptual y revisidn histoérico-critica

e Nudmero

En el texto se distingue entre unidad y nimero; mientras que la unidad
es cualquiera de las partes iguales en que se divide una cosa, el numero es
“‘qualquiera porcién de ellas”. Garcia no busca proporcionar definiciones
precisas sino que prefiere un estilo indirecto y mas retérico, acompanado en
ejemplos.

La nocion de numero que propone esta basada en la consideracion
conjunta de varias unidades y se muestra mediante ejemplos familiares para
el lector, como es el caso de los reales y los maravedies, que presentan la
relacion entre dos 6rdenes de unidades, en este caso monetarias. Como se
desprende de las consideraciones y explicaciones dadas sobre el propdésito
de la aritmética, podemos inferir una nocién de numero clasica asociada con
la medida, que sigue planteamientos euclidianos, ya que del texto parece
desprenderse la idea de que la unidad no se considera un numero.

e Cantidad

Para Juan Justo Garcia la cantidad esta asociada a la medicion y
numeracién de partes, por tanto es una nocion inscrita en lo continuo y
discreto. A diferencia de sus contemporaneos Bails y Verdejo, Garcia no
utiliza las nociones de comparacion y de orden sino la division en partes
iguales, que permiten medir o numerar. De tal manera esta reflejada la idea
de cantidad aristotélica, semejante a la presente en la obra de Pedro de
Ulloa y comentado en el apartado 4.4.4.1. Distingue tres tipos de cantidades:
Mistas —con caracter fisico-, Puras —relativas a la aritmética y el algebra-
(CCO2), y cantidades generales, especificas del algebra (CCO4).

e Cantidad positiva y cantidad negativa

Las cantidades positivas o negativas son aquellas precedidas de un
signo mas (+) o menos (-). En TSN6 puede apreciarse que el autor tiene
claro que hay diferencia entre el valor numérico y el valor cualitativo de las
cantidades.

La presentacién de las cantidades positivas y negativas se hace en el
apartado de Algebra. Los signos dan sentido a la cantidad a la que
preceden, como hemos visto en TSN2, TSN3 y TSN6.

Para Juan Justo las cantidades negativas son opuestas a las
positivas, de esta manera se da un caracter relativo a la negatividad de las
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cantidades.

Estas cantidades negativas también surgen después de efectuar
operaciones algebraicas, aunque estos valores son rechazados como
solucion a los problemas planteados y se destaca el caracter relativo de la
solucion para redefinir o volver a plantear el problema, como se aprecia en
TSN11.

5.5.4.2 Analisis de contenido

e Conceptos basicos

En un primer momento, los signos mas (+) y menos (—) representan
las operaciones de adicion y sustraccion, TSN1; luego estos dos signos
determinan las cualidades positivas o negativas de las distintas cantidades a
las cuales preceden, como se indica en TSN2, TSN3 y TSN6.

Los conocimientos que se brindan en el texto tienen como propdsito
“resolver los problemas”, esto se consigue mediante la consideracion de
cantidades generales, lo cual se lleva a cabo realizando operaciones con las
incognitas y cantidades conocidas.

Segun Juan Justo, cuando se procede a mezclar cantidades
conocidas y desconocidas igualandolas con otras semejantes se estan
utilizando las ecuaciones, como se ve en CCOA4.

e Fenomenologia/Justificacion

Garcia encuentra cantidades negativas en la resolucion de problemas
e interpreta esos resultados como numeros relativos. En el texto no se
justifica formalmente la necesidad de las cantidades negativas; los ejemplos
con los que se ilustra estan asociados a situaciones cotidianas
esencialmente relativas.

En TSN6 se utilizan contextos de deudas, caudales, recorridos y
fuerzas. Como se aprecia en todos esos ejemplos, la argumentacién se
fundamenta en la condicidon de opuestas o contrarias entre las cantidades
positivas y negativas. Los fendbmenos con que se presentan las cantidades
negativas son de comparacion y de desplazamiento. En algebra, Garcia
admite las cantidades negativas como entes formales con los que se puede
operar mediante la suma, resta, producto, division, potenciacion vy
logaritmacion.

o Estructura de orden

El autor no se ocupa por el orden entre las cantidades negativas,
pues no lo explicita ni lo evidencia en el desarrollo del texto. El unico
apartado que podria inducirnos a conjeturar sobre este aspecto es la
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utilizacion de numeros negativos en una progresion aritmética, como se
aprecia en TSN9; pero consideramos que no es suficiente para emitir juicio o
valoracion alguna.

e Estructura algebraica

El tratamiento que hace de las operaciones con cantidades negativas
es algebraico. Juan Justo no profundiza en consideraciones aritméticas
sobre su significado o naturaleza; se limita a utilizarlas. La estructura
algebraica con la que trabaja Juan Justo Garcia es la de los numeros
relativos; restar es mudar de signo y multiplicar es reiterar una cantidad -
multiplicando- tanta veces como indica un escalar —multiplicador-, tal como
se deduce de TSN7 y TSN10.

e Uso algebraico

Las respuestas negativas como solucion a problemas son sometidas
a interpretacion para determinar si responden 0 no a los supuestos
esperados, como se ve en TSN11. Esto se deriva de la fundamentacion
relativa con la que Garcia sustenta a los negativos.

Una vez formalizadas, con las cantidades negativas se llevan a cabo
distintas operaciones sin considerar su cualidad, tal como se observa en
TSN10.

5.5.5 Identificacién de las diferencias légico formales entre Zy N,

Primera diferencia: Orden total — orden parcial o doble natural con
inversion en la regidon negativa.

Primer indicador: a.

Cuando en TSN2 el autor escribe: “las que tienen e — que se llaman
negativas, se toman en sentido contrario a las positivas que tienen e signo + [...]",
no sefiala cuales cantidades son mayores o menores respecto a cero, ni es
fija la valoracion respecto a determinados valores, sino que se enfatiza el
caracter de opuestas unas de otras; este mismo se reafirma en los ejemplos
presentados en TSN6. Estas caracteristicas representan una atribucién de
significados arbitraria e indeterminada para numeros relativos (Gonzalez, p.
214).

Segundo indicador: as.

Respecto a la comparacién-valoracién global de regiones, se observa
en TSN10 que “ afiadir deudas es disminuir caudal, y quitarlas es aumentarlas’,
esta es arbitraria e indeterminada para numeros naturales relativos, puesto
que las deudas disminuyen los caudales, pero no se indica cual es mayor
respecto a otra; esto sucede porque por que tal comparacion se da solo en

" Las referencias en este apartado se hacen a Gonzalez Mari (1995) por lo que se indicara (Gonzélez,
p); las diferencias han sido explicadasen 1.4.1y 4.1.5.
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términos de los efectos. Esta situacion esta relacionada con el comentario
que presentaremos en Ds.

Tercer indicador: as.

No hay muchos indicios para este indicador, sin embargo, en TSN9 se
presenta una progresion aritmética “-3.-2.-1. 0. I. 2. 3. 4. &c.” donde se
observa el orden usual entre numeros enteros negativos.

Cuarto indicador: as.

Cuando se efectua el analisis sobre la comparacién de medidas entre
valores numeéricos de diferente signo, se observa en TSN7: “ entre uno que
tiene 10 doblones y otro que debe 8, cuyo haber es —8 hay de diferencia 10+8[...]",
donde hay conexion y homogeneidad para numeros enteros; es posible
efectuar la comparacién entre un valor positivo y uno negativo, hallando un
valor numérico para la diferencia.

El balance que hacemos, indica que esta primera diferencia D se
manifiesta de manera clara para dos indicadores que muestran el
tratamiento de los negativos en el campo de los numeros naturales relativos.

Segunda diferencia: Sin primer elemento — con primer elemento.

Primer indicador: by.

La progresion “-3. =2. <. 0. I. 2. 3. 4. &c.” , indica la presencia de
valores numéricos por encima y por debajo de cero. Esto apunta a un
tratamiento de numeros enteros.

Por el contrario, encontramos en TSN3: “ Este valor negativo significa
que hubo pérdida y no ganancia en € empleo [...]”, la existencia implicita de
limites inferiores para los valores, puesto que las perdidas solamente pueden
disminuir hasta cero; a partir de alli pasan a ser ganancias y viceversa, con
lo cual hay un primer elemento para las ganancias y otro para las perdidas,
presentando indicios de naturales relativo.

Segundo indicador: b,.

Para la representaciéon hallamos en TSN3 una simbolizacion
matematica conocida y determinada para los numeros enteros: “ El otro valor
—6 confirma [...]” ; asimismo en TSN7 escribe” otro que debe 8, cuyo haber es —
8", hallandose un intercambio de simbolos sin que se modifique el sentido
de la frase; esto orienta hacia los numeros enteros.

Tercer indicador: bs.

En TSN7, cuando se presenta la resta, hay una transformacion
cuantitativa, tanto de aumento como de disminucién con cantidades positivas
y negativas. Esto confirma la ausencia de un primer elemento, apuntado
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hacia los numeros enteros.

Como balance de esta segunda diferencia D2, afirmamos que las
evidencias indican que esta diferencia se cumple parcialmente para los
naturales relativos en el trabajo de Juan Justo Garcia.

Tercera diferencia: Continuidad de medidas — discontinuidad de
medias (al cruzar el cero).

La progresiéon mostrada en TSN9 y el ejemplo de los doblones en
TSN7 indican que es posible pasar por el cero, es decir cruzar desde una
‘zona” de valores negativos a otra de valores positivos y viceversa. Estos
son indicadores de un tratamiento en el campo de los numeros enteros.

Cuarta diferencia: Cero unico — cero doble (natural relativo).

Como se afirmado en b4, el cero es utilizado como una referencia
central comun; asimismo hemos presentado en D3, que no hay indicios de
discontinuidad de medidas y al no hallar indicios de un tratamiento donde se
presente un doble cero, creemos que esta cuarta diferencia no se cumple
para los numeros naturales relativos.

Quinta diferencia: Composicion aditiva: adicion entera—adiccidn
natural y anulacién compensacion.

En el sefialado ejemplo de los doblones de TSN7 se manifiesta la
estructura de la adicion relativa Por ello afirmamos que si se cumple esta
diferencia.

Tabla 5.2 Diferencias entre Zy N, en los Elementos de Juan Justo Garcia.

Autor D1 D D; | Dy | Ds
aq | Az | a3z | A4 b1 | bz | bs

J.J.Garcia | 5 | S |[No|No|Si|P|No/No|P| No | No| Si

El dominio que muestra Garcia de la estructura de los numeros
negativos se sostiene, principalmente, sobre su consideracion como
numeros relativos, exceptuadas las relaciones de orden y la discontinuidad
de medidas. Garcia maneja las propiedades formales de los negativos, pero
en sus ejemplos y justificaciones esta trabajando con numeros relativos.

5.5.6 Tratamiento global de los negativos en los Elementos de
Aritmética, Algebra y Geometria.

En relacién con los antecedentes de Torres de Villarroel, la presencia
de Juan Justo Garcia supone para la Universidad de Salamanca, y para las
universidades espafiolas, una entrada en la modernidad matematica. Las
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lecturas recogidas en los Elementos muestran buena eleccion, conocimiento
suficiente y actualizado y una amplia erudicion en matematicas. Falta la
finura del especialista para algunas cuestiones, y un punto en que se aprecia
esto es en el tratamiento dado a los numeros negativos. En este texto los
negativos son tratados en el capitulo dedicado al algebra. Su presentacion
esta justificada por el caracter de contrarios a los positivos y se basan en
nociones relativas. Al igual que ocurre con Bails, el esfuerzo de lectura y
sintesis de muy diversos autores no contribuye a que los negativos se
analicen adecuadamente lo que impide que se eludan las trampas
procedentes de los numeros relativos.

Las situaciones que permiten ser modelizadas por medio de los
negativos son fendmenos contables (caudales y deudas), de desplazamiento
(recorridos con direcciones opuestas), de fisica dinamica (fuerzas
contrarias), apoyados en situaciones cotidianas y de dominio general para el
lector; también utiliza fendmenos aritméticos (progresiones) y algebraicos
(ecuaciones).

En correspondencia con los fendmenos senalados, los sistemas de
representacion utilizados son verbales (explicaciones), aritméticos (numeros)
y algebraicos (letras y numeros).

La presencia de valores negativos como solucion a sistemas de
ecuaciones durante la resolucién de problemas es asumido como indicio de
que se produjo un mal planteamiento de las cuestiones, con lo cual la
respuesta debe ser considerada en el sentido contrario.

Como hemos mencionado, Juan Justo Garcia hace un tratamiento de
las cantidades negativas sin profundizar en consideraciones sobre su
significado o naturaleza. Al asumirlas como resultado de operaciones
procede a utilizarlas en diversos aspectos matematicos como exponentes,
raices y logaritmos, entre otros.

5.6 Compendio de Matematicas puras y mixtas (1794).
5.6.1 Autor

Francisco Verdgo Gonzalez Son escasos los datos biograficos sobre
Francisco Verdejo a los que hemos tenido acceso, y no disponemos de
informacion relativa a los campos CA1, CA2 y CA3.

En 1770 Carlos Ill reestablece los Reales Estudios de la Corte,
cerrados tras la expulsion de los jesuitas. Para entrar como profesor de
matematicas habia que realizar un examen de ldgica, aritmética y geometria,
asi como mostrar dominio del latin. Verdejo se presenta en 1794 como
aspirante a la catedra de matematicas de los Reales Estudios. En su
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solicitud declara no saber latin, y argumenta que ello no es necesario para
ensefar matematicas “por haber buenos libros de matematicas escritos en
castellano” . Tras litigar y ser admitido, obtiene la catedra de matematicas en
1794 frente a otros cuatro opositores, en la que sucede a Gregorio Rosell
(Garma, 2002), (CA4).

El mismo afio de 1794 comienza su trabajo en los Reales Estudios y
edita el Compendio, que fue utilizado como texto en esa institucion. El
Compendio de Verdejo incluye el calculo diferencial e integral y es
considerado uno de los trabajos mas importantes de la época por la calidad
de su obra, junto con los textos de Cerda, Jorge Juan, Bails, Garcia, Rosell,
Ciscar y otros (Garma, 1988) (CA7).

Verdejo no menciona los autores en los que se ha basado para la
redaccion de su obra. Se considera que el Compendio encaja mejor en los
siglos XVII y XVIII que en el siglo XIX. Su contenido esta mas cerca de la obra
de Villalpando (1778) que de la de Benito Bails (CAS5).

Dejo manuscrito un Manual o tablas de repartimiento y réditos. Publicé el
Compendio de Matematicas puras y mixtas, para instruccion de la juventud (1794-
1802) en 2 volumenes, Compendio de Aritmética teorica y préctica para
comerciante, artesanos y negociantes (1795), Arte de medir tierras y aforar
liquidos y solidos (1796), y Adiciones al primer tomo del Compendio Matematico
(1801) (CA®6).

Encontramos referencias a Verdejo en Garma (2002), Aguilar PiAal
(1995), Palau (1975) y Ramirez (1863) (CAS).

5.6.2 Caracterizacién del texto

Compendio de Matematicas puras y mixtas, para instruccion de la juventud,
Tomo primero (1794). Madrid: Imprenta de la Viuda de Ibarra (CGO1,
CGO2).

El texto consta de 249 paginas; acompafian al texto unas Tablas de los
Logaritmos de los Senos y Tangentes y de |os nimeros naturales desde 1 hasta 9000
y finaliza con 14 laminas. El Tomo | se divide en dos partes, subdivididas en
capitulos. La primera parte tiene siete capitulos, iniciando con la numeracion
y las reglas de la aritmética, prosigue con el algebra y las operaciones entre
expresiones algebraicas, continla con los “quebrados”, las potencias, raices,
razones, proporciones y logaritmos. Los dos ultimos capitulos tratan la regla
de tres, el interés y la resolucion de ecuaciones de primer y segundo grado.
La segunda parte, que trata sobre geometria y trigopnometria, consta de ocho
capitulos (CGO3).

235



Universidad de Granada

(. 29¢7 e v
COMPENDIO . .
DE MATEMATICAS

PURAS Y MIXTAS
PARA INSTRUCCION DE LA JUVENTUD

4 POR D. FRANCISCO PERDEJO GONZ/ILE_Z,
Catedrdtico de Matemdticas de los Reales Estudios
; de esta Corte.

TOMO PRIMERO.
DIVIDIDO EN DOS PARTES,

Geometria, Trigonometria plana, y las Tablas

’
{ En las que se trata de la Aritmética, Algebra,
logaritmicas y trigonométricas.

oy [

MADRID MDCCXCIV.
EN LA IMPRENTA DE LA VIUDA DE ITBARRA.
€CON LICENCIA.

Se hallard en la libreria de Gomez , calle de las Carretas.

El Tomo Il esta dedicado al calculo diferencial e integral, aplicaciones
del algebra a la geometria y secciones coénicas. Las Adiciones al Primer Tomo
del Compendio se presentan en un librito de 47 paginas, que suele estar
encuadernado junto con el primer Tomo y que incluye aplicaciones de las
teorias propuestas (CGO3).

La obra esta dedicada al ministro Manuel Godoy (Aguilar Pifial, 1995).

En el prélogo del Tomo |, el autor afirma que la obra tiene como
objeto la instruccidn matematica de la juventud con unos conocimientos
basicos y necesarios. Su interés didactico lo manifiesta cuando expresa:

“Esta Obrita de Matematicas puras y Mixtas, la qual después de estar
escrita segun el orden que la experiencia de muchos anos de Maestro me
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ha manifestado , es el mas propio para la enseiianza de la Juventud. |[...]
No hay en ella proposicion alguna que no esté colocada con el mejor
orden , explicada con claridad y demostrada con el mayor rigor ; de
suerte , que qualquiera que se halle dotado de un regular talento y
aplicacion , podra por si solo tomar los conocimientos necesarios para ser
buen Comerciante, Geometra o Artesano, como  para ser buen
Matematico, aplicandose después al estudio de otras Obras mas

sublimes.” (Prologo), (CGO4).

Verdejo no menciona a ningun autor en quien se haya basado para
escribir su libro, pero si destaca el peso de su experiencia como maestro
durante muchos afos. Igualmente, sefala que se trata de una obra de
iniciacion.

Son varios los datos que nos permiten conjeturar la influencia de la
obra de Tosca en Verdejo. En primer lugar, la época de su formacion en la
cual la obra de Tosca tenia difusidn considerable. En segundo lugar, la
eleccion del titulo, que viene a expresar una identidad de propodsitos al
mismo tiempo que un esfuerzo por actualizar los conocimientos
especializados de matematicas. En tercer lugar, su empleo como libro de
texto en los Reales Estudios, donde quiere superar la influencia de los
jesuitas (CGO5). No obstante, el caracter de la obra de Verdejo es mucho
menos ambicioso por lo que se refiere a la Aritmética y al Algebra que el de
Tosca, y en el Tomo | estd mas preocupado por la divulgacion y
actualizacion de nociones generales. Los aspectos innovadores se
presentan en el Tomo Il.

En el Tomo |, Verdejo expresa que las matematicas son: “ Ciencias que
tienen por objeto las cantidades, y lasrelacionesde ellas’ (p. 1). Considera que

“Las Ciencias Matematicas se dividen en puras y mixtas.

Las Matematicas puras consideran la cantidad del modo mas abstracto,
sin pasar los limites de la extension. [...] Las partes que componen las
Matematicas puras son tres , a saber , Aritmética , Algebra y Geometria.

La Aritmética tiene por objeto la relacion de las cantidades en quanto se
expresan por numeros.

El Algebra tiene por objeto la relacién de las cantidades expresadas de
modo mas general ; esto es , por las letras de qualquier Alfabeto.” (p. 2)

(CCO4).
También formula las definiciones de cantidad y de numero.

Cantidad: “Por cantidad entendemos todo aquello que comparado con su
especie puede ser igual, mayor, 6 menor; y asi los tiempos, los nimeros, |os pesos
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son cantidades” (p. 1) (CCO2).

Esta nocion de cantidad estd basada en la relaciones de
comparacion, igual-mayor-menor, que se establecen al considerar la
igualdad o desigualdad entre objetos respecto de alguna caracteristica. Esta
nocion es similar a la que vimos en 4.5.2 para Tosca.

El numero es “la relacion que tiene una cantidad con otra de su misma
especie, ala que se ha dado el nombredeunidad [...]” (p. 4) (CCO1).

Se reafirma esta idea de numero como relacion al indicar:

“Una vez que los numeros enteros representan las relaciones de unas
cantidades con otras de su especie, que se han escogido por unidad, podemos
considerar qualquiera numero entero, como el exponente de la razon que

resulta de la comparacion de él, y la unidad.” (p. 99) (CCO1).

Para Verdejo, “ el Numero se divide en entero y quebrado” ; supone que el
nuamero entero (natural para nosotros) “ es aquel que contiene cierto nimero de
veces & la unidad, sin queresulteresta alguna, [...]” (p. 4) (CCO3).

Los numeros y cantidades negativas se tratan en el capitulo segundo
del Tomo |, dedicado al Algebra, sus caracteres y signos, y las cuatro
operaciones de las cantidades literales (CCOS5). En el Capitulo IV se habla
de los numeros irracionales o inconmensurables, cuando se tratan las raices
cuadradas que no son exactas (p. 81); también se presentan cantidades
radicales o irracionales (p. 94). Finalmente, el Compendio trata las cantidades
imaginarias (p. 96) (CCO6).

Asimismo, llama ecuacion a:

“toda expresion compuesta de varias cantidades separadas con €l signo de
igualdad, [...] En las ecuaciones que se proponen resolver los Matematicos , ha de
haber siempre cantidades conocidas (que cominmente se llaman datos) y cantidades
incognitas.” (p.128-129) (CCO4).

La principal valoracién de la obra de Verdejo la encontramos en
Garma (1988), quien considera que este libro presenta una introduccién al
calculo diferencial e integral acorde con los avances de la época (CGO6).

5.6.3 Tratamiento dado a los negativos
Los parrafos de mayor interés relacionados con los items son:
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TSN1: Significado y presentacion de los signos +y —.
“Los signos de que se vale para indicar las operaciones son los
siguientes. +, —, [... ]

MEeNOS........cccvene. -
[...] El signo mas puesto entre dos cantidades denota una adicion; [...]
El signo menos denota una substraccién;” (pp. 35-36).

Los signos mas (+) y menos (-) indican, en primer término, las
operaciones de adicidn y sustraccion, respectivamente, cuando estan entre
dos cantidades.

TSN2: Presentacion de las cantidades negativas.

“En las qiiestiones que los Matemdticos se proponen resolver con el
auxilio del Algebra , no solo tienen necesidad de hallar la magnitud de
unas cantidades por medio de la relacion con otras , sino que tambien
les conviene conocer el sentido en que se toman ; porque es evidente
que 8 r.* pueden representar que uno tiene 8 v.', y que debe 8 r.*, pero
desde luego se manifiesta quan distintamente influyen en el haber de un
hombre los 8 r." como haber, y los 8 r.' como deuda: esta se dice
cantidad negativa, y los 8 r.' que representan el caudal, se nombra
cantidad positiva, y se distinguen con los signos + y —: si +a expresa

un caudal , —a manifestarda una cantidad igual , y contraria a +a, esto
es una deuda.” (p. 37).

Verdejo recurre a un ejemplo de deudas y haberes semejante al
utilizado por Bails para la presentaciéon de las cantidades negativas; en
primer lugar emplea una situacién cotidiana de bienes con marcado caracter
relativo, luego muestra el caracter de contrarios entre las cantidades
positivas y las negativas. En este caso, vincula su presentacion con una
relacion dual de oposicién. También atribuye un nuevo significado a los
signos + y — para representar cantidades positivas y negativas.

TSN3: Naturaleza de las cantidades negativas.

“1°, Que no hay cantidades negativas si no es quanto se comparan con
otras positivas: 2°. Que las cantidades negativas son cantidades reales y
existentes, y homogéneas con las positivas de su especie siempre que se
prescinda del sentido en que setoman.” (p. 37).

Se extraen tres ideas de este parrafo:

e No se asume la existencia de las cantidades negativas como
entes matematicos independientes.

e SoOlo pueden existir las cantidades negativas cuando hay
comparacion entre cantidades, es decir, las cantidades
negativas tienen caracter relacional o relativo.

e Se otorga a la cantidades negativas una naturaleza real como
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las positivas, si tan sélo se toma su valor absoluto, ignorando el
sentido o cualidad de las mismas.

Esta version de los negativos reduce su entidad a la de numeros
relativos, basados en una relacion de comparacién entre cantidades
opuestas.

TSN4: Justificacion de la aparicion de las cantidades negativas.

No hay nueva informacion, distinta de la ya aportada en TSN2. En la
resolucion de problemas de algebra Verdejo no solo considera la magnitud
(valor absoluto) de la cantidad, sino que ademas tiene en cuenta su sentido,
cosa que no era necesaria en la aritmética. Verdejo presenta situaciones
cotidianas que hacen necesario conocer el sentido.

TSNS5: Cantidades negativas como menores que nada.

No se ha encontrado mencién ni referencia a esta interpretacion de
las cantidades negativas. Verdejo no introduce la nocion de cantidad menor
gue nada; para este autor, la nocion de cantidad es puramente relacional
respecto de otra positiva con distinto sentido.

TSNG6: Ejemplificacion de cantidades negativas.

“S resolviendo una guestion con la mira de saber las fanegadas de
trigo que han entrado en un Almacen, nos saliese una cantidad
negativa: por gemplo —a nos daré a conocer que en el Almacen, lgjos
de haber entrado trigo, ha salido un numero de fanegadas igual & a;
por Ultimo si a expresa lo que se ha alargado una linea, —a representara
lo que se ha acortado” (p. 37).

Para mostrar e ilustrar el significado de las cantidades negativas se
presentan situaciones cotidianas reales y relativas, tales como las de deudas
y haberes, introducir y extraer, alargar y acortar, como también hemos visto
en TSN2. Todas ellas indican pares de acciones contrarias, en donde lo
negativo se identifica con el caracter de opuesto o contrario a una accién
dada. Se refuerza asi la interpretacion relativa de las cantidades negativas,
por comparacion, y que tienen sentido porque sirven para interpretar los
resultados que aparecen en la resolucién de una ecuacion.

TSN7: Regla de los signos.

El tratamiento de las operaciones entre cantidades con signo lo
realiza Verdejo en el capitulo segundo del Tomo |, dedicado al Algebra. Las
operaciones Aritméticas, que se tratan en el capitulo primero, no hacen
referencia a numeros relativos.

“Para la substraccion de las cantidades algebraicas se escribe las
cantidades del sustraendo con los signos trocados ( esto es , que las
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positivas sean negativas 'y las negativas positivas ) [...] diremos por
regla general : que en la substraccion de las cantidades algebraicas ,
sean monomias O polinomias , se deben trocar los signos del
substraendo.” (p. 39-40).

“La multiplicacion de las cantidades algebraicas monomias se executa
[...] Es regla general que los signos semejante producen mas, y los
encontrados menos. Acerca de lo qual hay quatro casos que considerar.

Caso 1.°

96. Se nos propone multiplicar +a por +b: multiplicar +a por +b es
tomar +a tantas veces como expresa la b, y asi el producto sera +ab.

Caso 2.°
97. Sea —a la cantidad que queremos multiplicar por +b, haciendo la
misma consideracion que antes, hallarémos el producto —ab.

Caso 3.°
98. Multipliquemos ahora +a por —b: si b fuera positiva, tendriamos el
primer caso (96), y el producto seria +ab; pero como b es negativa, nos
dice que el producto se tome en un sentido opuesto, esto es
negativamente, asi el producto serd —ab.

Caso 4.°
99. Sean por ultimo —a y —b las cantidades que hemos de multiplicar: si
b fuera positiva, tendriamos el segundo caso (97), y el producto sera —
ab; pero como b es negativa, nos dice que el producto se tome en un
sentido opuesto, esto es positivamente, luego sera +ab.

100. De todas estas consideraciones se deduce, que +a X +b=+ab:, -
a X +b=-ab; +a X-b=-ab; y —a X—-b=+ab.” (p. 41).

Se indica la regla para multiplicar signos; se toma como eje de la
demostraciéon la repeticion sucesiva del valor, en dependencia directa del
caracter del multiplicador (a favor o en contra).

Es reiterada la asignacion, a todo lo precedido del signo menos, de un
atributo de oposicion.

TSN8: Valor absoluto y relativo de una cantidad negativa.

“las cantidades negativas son cantidades reales y existentes, y
homogéneas con las positivas de su especie siempre que se prescinda
del sentido en que setoman.” (p. 37).

El valor absoluto de una cantidad positiva y una negativa son iguales,
si bien su sentido es contrario, segun se desprende de este parrafo.
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TSN9: Orden en las cantidades negativas.

Para efectuar sustracciones en la aritmética es indispensable tener la
nocion de orden entre cantidades.

“Aunque no en todos los casos € minuendo es mayor que €l

substraendo, pues unas veces es igual, y otras menor, la operacion

siempre se hace restando e menor del mayor” (p. 10).

El principio de tricotomia se presenta para las cantidades generales:

“Estaexpresiona= b, dicequelaaesigual alab.
Estaa > b, quelaaesmayor quelab; y estaa <b, quela a es menor
quelab.” (p. 36)

Verdejo utiliza las nociones de razon y de progresion aritmética:

“Razon es la comparacion que hacemos con dos cantidades de una
misma especie.

Con dos miras muy diferentes pueden compararse una con otra dos
cantidades ; esto es , pueden compararse con el fin de saber las veces
que la una contiene d la otra , y tambien con el objeto de saber el
exceso que hay de una a otra. [ ...]

La segunda comparacion se llama razon aritmética, y lo que resulta
exponente de la razon , y las dos cantidades que se comparan en una
y otra razon términos de ella.” (p. 98).

“La progresion aritmética es tambien una serie 0 continuacion de
términos , donde cada uno lleva al que le antecede , 6 le sigue un
MiSMO exceso , segun sea creciente o decreciente.” (p. 108).

A partir de las ideas anteriores presenta la secuencia de los numeros
enteros como una progresion aritmética:

“[...] los términos de la progresion aritmética ~ —3. —2. —1. 0. 1. 2. 3.

&e. [..]7 (p. 110).

“[.]+ —6.-5.—4.-3.-2.-1.0.1.2.3. 4. 5. 6. &.” (Anexo, p. 16).

Los términos de esta progresion muestran un orden, que puede
justificarse facilmente. El exceso de 3 a 2 es el mismo que el de 2 a 1, igual
que el de 1 a 0, el de 0 a -1, de -1 a -2, etc. Aunque no se dice
explicitamente, —1 es mayor que —2 ya que lo excede en 1, por igual motivo
que 3 es mayor que 2. La secuencia es una progresion aritmética positiva,
en la que se puede pasar de cada término al siguiente sumando la unidad,
como hace Bails. No obstante Verdejo no llega a presentar estas
consideraciones y no hay mencion de relacion de orden ni de comparacion
entre cantidades positivas y negativas.
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TSN10: Operaciones y utilizacion de las cantidades negativas.
“[..] quando los signos son encontrados, como las cantidades
negativas destruyen & las positivas, suele ser la suma en unos casos
menor que uno de los sumandos, y en otrasigual & cero.” (p. 39).

No es claro si esto es un indicio de opuestos aditivos de numeros
enteros, o si se refiere a la compensacién-anulacion de los numeros
naturales relativos.

Las cantidades negativas aparecen como raices:

“En guanto al signo que debe llevar la raiz es la regla general , que
guando el exponente de esta es par , debe llevar el signo doble de masy
menos (que es #) , pues a las dos tiene derecho.” (p. 82).

Verdejo trabaja también las operaciones con potencias y define la
potencia de exponente negativo:

“A todo quebrado se le puede dar la forma de entero , pasando el
denominador al numerador como factor ; pero con un exponente de
signo contrario[...] (p. 56).

Esta idea la utiliza posteriormente para los logaritmos:

“[...] Suponiendo que la base logaritmica sea 10 , si la elevamos
succesivamente a las potencias que expresan los términos de la
progresion aritmética ~—3. 2. —1. 0. 1. 2. 3. &c. tendremos

501 1 "
(10)”° = (10 =000 &c” (p. 110).

El autor utiliza pues las cantidades negativas como raices, como
elementos de una progresion aritmética y como exponentes, con un
significado estrictamente numérico, sin cuestionar su naturaleza.

TSN11: Interpretacién de los resultados negativos.
“Hallar un nimero, que multiplicado su mitad por su tercio, y sumando
con ello la misma mitad, produzca 30.

S Ilamamos x este nimero, tendremos %X%H%x:m, 6loqueeslio
mismo, lx2+lx:3o;quitando e denominador 6, X*+3x=180;
6 2

completando la equacion x2+3x+Z=18O+Z y extrayendo la raiz

b

quadrada y+> =+ 27 ypor tltimo y=-3 427 quenosdax=12,y x=-
2 2 272

243



Universidad de Granada

15, de cuyos valores el 12 es el que cumple con la question.” (Anexo p.
33).

“1° Que quando de los dos valores diferentes de la incognita, € uno es
positivo, y €l otro negativo, €l positivo es el que cumple con la question
en los términos gque viene propuesta, y € negativo cumplira en el caso
de mudar algunas circunstancias de ella: 2° Quando los dos valores de
x salen positivos, los dos cumplen con la qlestion; pero si son negativos
no cumplen ninguno con ella, y cumpliran los dos con variar alguna de
las circunstancias de ella: 3° Quando las raices son imaginarias, la
question esindisoluble.” (p. 145).

Se destacan tres ideas en estos parrafos:

e Las cantidades negativas surgen como consecuencia de
operaciones algebraicas.

e Tan solo se acepta la solucion positiva para un problema, el valor
negativo de la incognita es desechado.

e Obtener un valor negativo como solucion indica que se deben
cambiar algunos aspectos, bien del enunciado, del planteamiento
o de la interpretacion.

TSN12: Utilidad de las cantidades negativas.
No se ha encontrado informacién o explicacion correspondiente a esta
categoria.

5.6.4 Analisis
5.6.4.1 Analisis conceptual y revisién histérico-critica

e Nuamero

Verdejo define el niumero, en CCO1a como “la relacion que tiene una
cantidad con otra de su misma especie, a la que se ha dado € nombre de unidad
[...]”; esta nocion relacional del numero corresponde a la planteada por
Stevin (1587) y Newton (Gomez, 1999) la cual hemos descrito en 4.6.4.1 y
que en Espana en ese mismo siglo XVIII también utilizaron Cerda y Bails
(ver 4.6.4.1y 5.4.4.1); esta idea se reafirma en CCO1.

e Cantidad

La cantidad es expresada, en CCO2, como “todo aquello que
comparado con su especie puede ser igual, mayor, 6 menor” . Verdejo aclara que
en la aritmética so6lo se tratan las relaciones de las cantidades que se
expresan a través de numeros. La division entre aritmética y algebra para el
tratamiento de las cantidades es precisa, y la establece en términos de su
generalidad.

A diferencia de Bails, quien sigue a Euler, Verdejo no sustenta la idea
de cantidad sobre nociones empiricas sino que, al igual que Cerda, se basa
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en la nocion de relacién. Este planteamiento coincide con la idea de cantidad
que presenta el francés Lacroix (Maz, 2000) la cual esta un tanto cercana a
las ideas que mas adelante propondra Augusto Comte (reedicion de 1998).

e Cantidad positiva y cantidad negativa

En TSN3 se indica la existencia real tanto de las cantidades positivas
como negativas, estas ultimas, lo son si solamente se toma su valor
absoluto. Pese a ello, las cantidades negativas no tienen existencia propia,
sino es a través de su relacion con las correspondientes cantidades
positivas.

Como concepto, a la cantidad precedida por un signo menos (-) se le
asocian una serie de términos diversos, estos son: cantidad negativa,
negativamente, sentido opuesto y contrario; todos ellos con igual significado
respecto a una cantidad de signo positivo o sin signo.

Verdejo aclara que la consideracion para las cantidades negativas es
una cuestién que surge en el algebra pero no en la aritmética. No entra en
consideraciones sobre si estas son falsas o por qué aparecen; se limita a
indicar que surgen al realizar operaciones algebraicas y las interpreta con
naturalidad, como se aprecia en TSN4. Tampoco menciona qué sean
cantidades menores que nada, expresion a la que no atribuye significado ya
que cada cantidad negativa es idéntica a otra positiva, pero con sentido
distinto, TSN5.

Pese a lo anterior, los valores negativos obtenidos para las incognitas,
como consecuencia de las operaciones, se desechan y s6lo se dan por
validos los valores positivos, o bien es necesaria una reinterpretacion del
enunciado del problema para encontrar sentido a la solucion negativa, como
hace en TSN11.

5.6.4.2 Analisis de contenido

e Conceptos basicos

En TSN1 los signos + y — son utilizados para sefialar las operaciones
aritméticas de adicion y sustraccion, que deben realizarse con las cantidades
a las cuales preceden. Asimismo, el signo menos (), cuando antecede a un
valor, representa lo contrario de aquello que significa sin signo alguno, esto
indica un sentido opuesto, como se observa en TSN2 y TSN6.

Otro significado atribuido a los signos + y — es distinguir cuando una
cantidad es positiva o negativa, como se indica en TSN4, es decir, identificar
el caracter o condicién de la cantidad.

Incognita y generalidad estan muy presentes en el texto. Se utilizan
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para dar idea de cosas que pueden adquirir valores diferentes segun la
situacion, como se observa en TSN6 y TSN9.

e Fenomenologia/Justificacion

La justificacion que se da para la aparicion de las cantidades
negativas esta en la necesidad que existe en el algebra por conocer las
relaciones que se establecen entre cantidades asi como el sentido en que
son tomadas. En este caso presenta una justificacion muy similar para
cantidades algebraicas.

En el texto se recurre a situaciones cotidianas de caracter relativo
para dar idea y ejemplo de ellas, de esta forma surgen analogias a deudas,
caudales, haberes, entradas, alargamientos y acortamientos, como se
aprecia en TSN2, TSN4 y TSNG6.

En general, los ejemplos que Verdejo utiliza en el texto se articulan
alrededor del significado de las cantidades negativas como opuestas o
contrarias a las positivas en sus efectos.

Esta nocidon, que presenta mediante ejemplos, la eleva a categoria
general como vemos en TSN2, donde se refiere a cantidades con magnitud
y sentido. Sin embargo, cuando hay que dar interpretacion a los resultados
negativos de una ecuacion Verdejo recuerda que hay que contextualizar el
significado de las soluciones negativas, como hace en TSN11.

e Estructura de orden

Se presentan la relacion de orden y los signos correspondientes, sin
embargo no se aplican estas comparaciones de manera expresa. Cuando
indica: “[...] los términos de la progresion aritmética + —3. —2. —1. 0. 1. 2. 3. &c.
[...]”, la secuencia de los enteros se presenta ordenada. Aunque no hay en
el texto mencion explicita sobre ese orden esta clara dicha ordenacion a
partir de TSN9, y se pueden inferir algunas propiedades de dicha relacion:

a) Los negativos son menores que 0.

b) Cualquier negativo es menor que cualquier positivo.

c) El orden entre negativos es el orden entero y no el orden
relativo.

e Estructura algebraica

Para Verdejo restar es “trocar el signo” y esta es la explicacion que se
proporciona para la sustracciéon. En la justificacién de la regla de los signos
para la multiplicacién que se da en TSN7, el producto se presenta como
reiteracion de cantidades, es decir, como un producto escalar. Luego en su
introduccidn, la estructura de los negativos se basa en una nocion relativa.
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Es claro que, en el texto, las cantidades negativas se operan
posteriormente desde una estructura algebraica entera, observandose en
TSN10 y al utilizar valores literales y plantear reglas de caracter general.

e Uso algebraico

Las cantidades negativas se toman como valor resultante para una
incognita; como resultado de operaciones algebraicas para dar solucidén a un
problema; para variar algunas condiciones iniciales del planteamiento del
problema de la forma como se presenta en TSN11. El origen relativo de los
negativos se mantiene en la interpretacion y aceptacion de los resultados
negativos.

También se utilizan como numeros en los términos de un polinomio,
para expresar exponentes, logaritmos, raices y como elementos de
progresiones aritméticas, como se ve en TSN10.

La distincion inicial que hace Verdejo entre Aritmética y Algebra marca
algunas de las dificultades que se encuentran en el tratamiento de los
negativos. Cuando trabaja con cantidades en general, opera con
expresiones simbdlicas que abarcan dos tipos de signos, a los que trata de
dar un significado relacional mediante ejemplos con cantidades relativas,
que facilitan relaciones de comparacién. Es decir, la nocidén algebraica
(cantidad en general) trata de sustentarla mediante significados aritméticos
(cantidades que se expresan mediante numeros relativos).

El tratamiento que hace de las operaciones es algebraico y las reglas
quedan bien definidas; muestra incluso una cierta intuicion de la nocion de
simétrico.

También el concepto algebraico permite establecer las nociones de
razén y progresion aritmética, con la distincion entre progresiones crecientes
(cuyos términos estan ordenados de menor a mayor) y decrecientes (cuyos
términos van de mayor a menor). A partir de ahi surge una importante
progresion aritmética creciente: ..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3,..., que es la
secuencia de los numeros enteros. Verdejo no estudia esta progresion, solo
la utiliza para obtener los logaritmos decimales de las potencias negativas de
10, pero no cabe duda que dicha progresibn muestra una concepcion
avanzada de la relacion de orden entre los numeros enteros. Esta relacion
proviene del concepto algebraico de progresién aritmética TSN9.

5.6.5 Identificacion de las diferencias légico formales entre Zy N,
Primera diferencia: Orden total — orden parcial o doble natural con

" Las referencias en este apartado se hacen a Gonzélez Mari (1995) por lo que se indicara (Gonzél ez,
p); las diferencias han sido explicadasen 1.4.1y 4.1.5.
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inversion en la region negativa.

Primer indicador: a;. En TSN6 se expresa “s a expresa lo que se ha
alargado una linea, -a representara lo que se ha acortado”, donde se hallan
indicios de una atribucion de significados, signos y adjetivos duales relativos
de manera arbitraria, los cuales dependen de una circunstancia particular,
acordes con los planteamientos de Gonzalez Mari (p. 214) para los naturales
relativos.

En TSN2 se dice que “desde luego se manifiesta quan distintamente
influyen en el haber de un hombre los 8 r.° como haber, y los 8 r.* como deuda” . Lo
cual supone una atribucion de significado dual.

En TSN11 se afirma: “ Quando los dos valores de x [...] son negativos no
cumplen ninguno con ella, y cumpliran los dos con variar alguna de las
circunstancias de ella.” En este caso hay algo mas que indicios, ya que el
significado atribuido a las soluciones negativas se rechaza, y exige una
reinterpretacién para dotarle de significado.

Se acepta la presencia del primer indicador

Segundo indicador: a,. En este trabajo de Verdejo, no hemos hallado
informacion para este indicador que permita sefalar el tratamiento de los
negativos en el campo entero o relativo.

Tercer indicador: as. La comparacion de medidas con valores
negativos se trata en el texto de Verdejo cuando sostiene en TSN3 “ que no
hay cantidades negativas s no es en quanto se comparan con otras positivas [ ...]
gue las cantidades negativas son [...] homogeneas con las positivas de su especie
siempre que se prescinda del sentido en que setoman”, pero esta comparacién no
se refiere al orden entre cantidades negativas. No hay evidencia de la
presencia de este indicador.

Independientemente de lo anterior, la relacion de orden entre los
numeros esta reflejada en TSN9 “-3.-2.-1. 0. 1. 2. 3. &”, mediante el orden
usual entre los enteros negativos, lo cual parece sustentar que el orden que
emplea Verdejo es el orden entero.

Cuarto indicador: a4. El trabajo de Verdejo no permite obtener
informacion sobre este indicador por motivos similares a los dados en el
indicador anterior.

Como balance para esta primera diferencia D4, tenemos que hay
algunas evidencias de su presencia, por lo cual parece que respecto a la
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relacion de orden los numeros naturales relativos tienen presencia parcial
en el trabajo de Verdejo.

Segunda diferencia: Sin primer elemento — con primer elemento

Primer indicador: bs. En las ejemplificaciones y fenomenos relativos
que se presentan en el texto nunca se hace referencia a la cantidad nula,
razon por la cual no es posible apreciar evidencias sobre la presencia de
este indicador.

Por otra parte, las progresiones aritméticas presentadas en TSN9
“[.]+-6-5.-4-3-2-10.1.2.3.4.56."y “-3.-2-1.0.1.2. 3. &”, consideran la
existencia de valores numéricos superiores e inferiores a cero, con lo cual se
tiene que el cero es un numero de referencia, mas no un primer elemento;
esto apunta a la estructura de los numeros enteros.

Segundo indicador: b,. Durante el trabajo algebraico con ecuaciones
se escribe “/[..] que nos da x=12, y x=-15" utilizdndose una simbolizacion
matematica conocida y determinada para los numeros enteros (Gonzalez,
222).

También se escribe en TSN4 “porque es evidente que 8 r." pueden
representar que uno tiene 8 r.°, y que debe 8 r.*; pero desde luego se manifiesta quan
distintamente influyen en el haber de un hombre los 8 r.* como haber, y los 8 r.* como
deuda”, hallandose indicios de una simbolizacion inexistente para los
negativos, asi como una representacion acompanada de informacion sobre
el tipo de dualidad que representa; sintoma de la presencia de relativos.

Tercer indicador: bsz. No hemos hallado informacion sobre las
transformaciones con numeros negativos para este indicador.

De manera general, indicamos que para esta segunda diferencia D,
hay presencia parcial de los numeros naturales relativos en Verdejo.

Tercera diferencia: Continuidad de medidas — discontinuidad de
medidas (al cruzar el cero).

El paso de una zona de valores numéricos positivos a la zona de
valores negativos y viceversa esta reflejada en TSN9 mediante las
progresiones aritméticas “/...] +-6.-5.-4.-3.-2.-1.0. 1. 2. 3. 4. 5. 6.” Y “-3.-2.-1. 0.
1. 2. 3. &”, de tal forma se presenta un cruce natural entre una zona y otra; el
cero no significa ningun punto de ruptura, tan sélo es un elemento numérico
mas.

Estas secuencias numéricas enteras muestran que, algebraicamente,
hay continuidad entre negativos y positivos, con un unico cero, que no es
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valor inicial. De tal forma que esta tercera diferencia sefala a los numeros
enteros.

Cuarta diferencia: Cero unico — cero doble (natural relativo)

No hemos hallado en este trabajo de Verdejo informacion alguna que
permita establecer el cumplimiento de esta diferencia para los numeros
naturales relativos; esto es coherente con la no existencia de una
discontinuidad de medidas (D3).

Quinta diferencia: Composicién aditiva: adicion entera- adicion
natural y anulacion-compensacion.

Como se ha comentado en la estructura que el autor utiliza para la
multiplicacion y la adicion es algebraica por lo que se presenta parcialmente
el tratamiento relativo. Por esta razon creemos que hay indicios escasos de
la quinta diferencia Ds, en el campo de los naturales relativos.

La siguiente tabla presenta el resumen del analisis hecho al texto de
Verdejo:

Tabla 5.3 Diferencias entre Z y N, en el Compendio de Verdejo

Aut O O D; | Dy | D
utor
dq | A2 | A3 | A4 b1 bz b3 3 4 s

F.Verdejo | S | ¢?|No|¢? | P [No| P |¢?] P | No | No P

En cuanto a balance de indicadores relativos al uso y presencia de los
naturales relativos por parte de este autor observamos la coincidencia con
las evidencias obtenidas para Tosca con anterioridad. Hay menor presencia
de indicadores que en Bails, lo cual supone un uso restringido de los
naturales relativos y un tratamiento mas moderno de las cantidades y
numeros negativos.

5.6.6. Tratamiento global de los negativos en el Compendio de
Matematicas puras y mixtas.

En el capitulo de aritmética no hay mencion a los negativos. En el
capitulo segundo, dedicado al algebra, se les otorga una naturaleza real
bajo la consideracién del valor absoluto. En los ejemplos presentados se
utilizan situaciones cotidianas donde intervienen abundantemente
cantidades relativas, que denotan un caracter de opuestas respecto a otras
cantidades. La conceptualizacion y posteriores operaciones desarrolladas
por medio de sus propiedades se explican bajo una estructura mixta entre
los numeros relativos y los numeros enteros, como ocurre en el uso de
relaciones de anulacion/compensacion para la suma y en la significacion
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escalar del producto para la regla de los signos.

En el texto hay una variedad de situaciones ldégico-duales y
modelizaciones de fendmenos asociadas a los numeros naturales relativos,
que coinciden con la interpretacion aritmética de la nocion de cantidad. El
tratamiento algebraico coincide en algunos aspectos con la caracterizacion
de los enteros, si bien hay propiedades importantes que no se tratan.

Las situaciones utilizadas para ser modelizadas por medio de los
numeros negativos son fendmenos de comparacién (deudas y haberes),
aritméticos (progresiones) y algebraicos (operaciones y ecuaciones); estos
son descritos mediante representaciones aritméticas y algebraicas.

Para el autor, los negativos surgen como resultado de efectuar
operaciones algebraicas. En procesos de resolucidn de problemas o
determinacién de raices de ecuaciones solamente se aceptan las respuestas
positivas; la obtencidn de valores negativos indican que deben variarse
ciertas consideraciones, ya sean estas de la formulacion, planteamiento o la
interpretacion del resultado.

Mediante la presentacién y tratamiento algebraico dado se elude
entrar en reflexiones o consideraciones sobre los negativos mas alla del
aspecto puramente matematico. Sin embargo, cada vez que hay que
ejemplificar para dotar de significado a las expresiones negativas, las
cantidades que se utilizan son relativas, lo cual explica la persistencia de los
indicadores de Gonzalez Mari.

Desde una perspectiva matematica estamos ante un autor que
pretende divulgar las innovaciones recientes, mediante su incorporacion en
un manual que se va a utilizar como texto en unos estudios superiores
generales. El mayor interés de Verdejo no parece estar en los contenidos
aritméticos y algebraicos, que son suficientemente conocidos, sino en las
nuevas nociones del calculo diferencial e integral. Por ello la primera parte
del Tomo | del Compendio es un manual practico de aritmética y algebra
elementales, sin mayor pretensidén. El uso que hace de las cantidades y
numeros negativos coincide con una posicion ecléctica que consolida la
nocion de orden y la estructura de los numeros enteros pero, sin embargo, la
justifica y ejemplifica mediante situaciones relativas.

La presencia de los indicadores D1, D, y Ds asi lo muestra. El conflicto
para dotar de significado a las soluciones negativas de los problemas
planteados es el dato mas significativo de la tensién entre estas dos
interpretaciones.

251



Universidad de Granada

La vinculacion con la obra de Tosca y su superacion se manifiestan a
lo largo del analisis que hemos realizado de este texto, al menos en lo
relativo a los numeros negativos.

5.7 Tratado elemental de matematicas. La aritmética y
algebra. (1813)
5.7.1. Autor

José Mariano Vallgo. (n. en Albufuelas -Granada-, el 30 de mayo de
1779; m en Madrid, el 4 de marzo de 1846) (CA1). Matematico y pedagogo,
estudi6 en la Universidad de Granada; su formacion matematica se
desarrollo en la Real Academia de Bellas Artes de San Fernando en Madrid,
bajo la direccién de Antonio Varas, a quien reconoce como su maestro (pp. Il
y lll, Prologo del Tratado). En esta Academia obtiene en 1801 (cuando
todavia era estudiante) el cargo de sustituto de las catedras de Matematicas
(CA2, CA3).

Vallejo ocupa un lugar destacado en la historia de la Educacién y, en
particular, en la historia de la Educacién Matematica en Espafa. Es un claro
ejemplo de hombre ilustrado, con buena formacion filoséfica, enciclopédica y
cientifica, cuya orientacion politica estuvo influenciada por las ideas liberales
europeas asi como por las corrientes de pensamiento provenientes de la
Revolucién Francesa. Su juventud transcurre durante la ultima etapa de
predominio ilustrado en la politica espafola, siendo testigo del cierre de
fronteras impuesto por Carlos IV. Como la época en la que vive, Vallejo tiene
una biografia compleja y brillante, diversa y contradictoria; su presencia en la
vida publica espanola de estos afios esta vinculada permanentemente con la
educacion y con la ciencia. Vallejo es un hombre progresista, comprometido
con el cambio y la innovacion en Espafia, lo cual se manifiesta en multitud
de actuaciones, en su participacion activa en la politica cientifica y educativa,
en la creacion y gestion de las nuevas instituciones que surgen en la primera
mitad del siglo XIX para el desarrollo de la cultura, la técnica y la
investigacion en Espana y en América (Gentil, 1998; Hernaz y Medrano,
1990). En 1802 Vallejo obtiene por oposicion la Catedra de Matematicas,
Ataque, Fortificacion y Defensa de plazas en el Real Seminario de Nobles de
Madrid, sustituyendo a Tadeo Lope, e introduce mejoras en el desarrollo de
las clases (Enciclopedia Espasa, 1928; Garma, 2002) (CA4).

En la Guerra de la Independencia colabora con el cuerpo de artilleria;
de esta forma trabaja en el laboratorio de fuegos artificiales estudiando la
trayectoria que seguian las granadas lanzadas por los franceses durante el
sitio de Cadiz. Durante este periodo ocupa importantes cargos en la
administracién publica: Oficial Mayor del Archivo del Ministerio de
Gobernacion y jefe de la Seccion de Caminos y Canales. Asimismo fue
promotor en la creacion de la Academia Militar de San Fernando (CA4). EI 28
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de abril de 1813 toma posesion como diputado en las Cortes de Cadiz en
representacion de la provincia de Granada, dando asi inicio a su carrera
politica (Hernaz y Medrano, 1990) (CA7).

A lo largo de toda su vida Vallejo muestra su adhesion a las ideas
liberales, lo cual fue notorio durante el gobierno constitucional, donde trabaja
con Arguelles en la Secretaria de Estado y Gobernacion en 1820, y en 1821
es nombrado Vocal de la Direcciéon General de Estudios por Quintana. Al
finalizar el trienio liberal, en 1823, tiene que exiliarse de Madrid y en 1825
sale de Espana hacia Inglaterra como otros tantos intelectuales espafoles
de la época; luego se traslada a Francia donde fija su residencia hasta su
regreso. Durante estos afos se mantiene dando clases de matematica en
las ciudades en que reside y aprovecha para actualizar sus conocimientos
cientificos:

“ Desplomado €l sistema constitucional, no pudiendo venir a mi casa de
Madrid ; por impedirlo e decreto espedido en Jeréz en 4 de octubre de
1923 , viagé por € estrangero , y traté de aprovechar esta coyuntura
para adquirir nuevos conocimientos’ (p. XV, Tomo [; cuarta edicién
de 1841) (CA3).

Su preocupacion patridtica le lleva a recomendar el cultivo de la
ciencia como sistema de regeneracion politica:

“..perdidas las Américas , es indispensable para que la Espafia no
desaparezca del cuadro de las demas Naciones, que cultive las Ciencias
Naturalesy Exactas...” (p. XVI. Tomo |, cuarta edicién).

El exilio tuvo efectos positivos para Vallejo: la posibilidad de contrastar
sus ideas educativas con las que se practican en otros paises y la
oportunidad de relacionarse con la escuela matematica francesa. Asiste a
cursos de Lacroix, Laplace, Cauchy y Gay-Lussac, recibe de ellos una
notable influencia matematica y didactica, que se aprecia en su obra; fruto
de esta etapa fue la buena amistad que mantuvo con Pierre Simén Laplace
(CAS).

Luego de su regreso a Espafa en 1832 es nombrado Vocal de la
Inspecciéon General de Instruccion Publica y encamina su trabajo a la
difusién de nuevos métodos de ensefianza para lectura y matematicas en la
Escuela Primaria, métodos trabajados durante su estancia en el extranjero.
Su iniciativa lleva a la creacién de Escuelas Normales en todo el reino;
personalmente contribuye a fundar dos Normales en Madrid y a la
ampliacion de los programas de estudios para maestros. Vallejo realiza su
principal actividad en estos afos impulsando nuevas ideas e instituciones
que desarrollan la politica educativa liberal (CA7).
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En el campo cientifico Vallejo contribuye a la difusion de las ideas de
Cauchy en Espafia y América, mediante la publicacion de la segunda edicidn
del Tomo Il del Tratado Elemental (1832), dedicado al calculo diferencial e
integral. Domina y difunde las ideas de Poisson, Cauchy y Fourier, que
presenta en varias memorias (CA5).

A la vuelta del exilio se incorpora a la Real Sociedad Econdémica
Matritense de Amigos del Pais, es colaborador en la fundacion del Ateneo de
Madrid, del que fue Presidente, y de la Real Academia de Ciencias Naturales.
Nuevamente regresa a la politica, llegando a senador por Granada en 1844.
Tampoco se debe olvidar su faceta como editor e impresor a través de su
editorial Garrasayaza (CA4, CAT7).

Entre muchos otros textos publicé: Adiciones a la geometria de D. Benito
Bails (1806), Aritmética para nifios (1806), Memoria sobre la curvatura de las
lineas en sus diferentes puntos, sobre € radio de curvatura y sobre las evolutas
(1807), Tratado completo del arte militar (1812), Tratado elemental de
Mateméticas (1812-1813), Compendio de Mecanica Practica (1815), Compendio
de Matematicas purasy mixtas (1819), Teoria de la lectura (1824), Ideas primarias
que deben darse a los nifios acerca de los nimeros (1833), Nociones geograficas y
astronomicas para comprender la nueva division del Territorio Espafiol (1834),
Memoria de la separacién de la plata que contiene € plomo (1839), Nueva
construccion de caminos de hierro (1844) y Aclaraciones acerca del modo de
realizar el abastecimiento de aguas de la capital (1845) (CAB).

Entre los trabajos practicos que realizo, se cuentan la nivelacion de
los alrededores de Madrid, la medida del perimetro de la ciudad, y la de la
altura de los puentes de Segovia y Toledo.

Una mayor informacion biografica se puede hallar en Arenzana, 1990;
Camacho, 2000; Garma, 2002; Gentil, 1998; Hernaz y Medrano, 1990; Vea,
1995, y en los Prélogos e Introducciones del Tratado Elemental y del
Compendio del propio Vallejo (CA8).

5.7.2. Caracterizacion del texto

Tratado elemental de matemdticas. Tomo |. La Aritmética y élgebra.
Segunda edicién. (1813). Madrid: Imprenta Garrasayaza (CGO1). La primera
edicion también es de 1813 (CGO2).

El tomo de la segunda edicion, que es el que seguimos en este
estudio, consta de 347 paginas de texto, mas otras 22 de introduccion, 3 de
prologo y el indice. Tiene dos partes: la primera corresponde a la Aritmética,
desde la pagina 1 a la 158; una segunda parte trata del Algebra, Principios
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del algebra, desde la pagina 159 hasta el final. La cuarta edicion incorpora
una Segunda Parte del Algebra, de

mas de 200 paginas y ademas - TRATADO ELEMENTAL
contiene ocho apéndices y un DE MATEMATICAS
indice; en el indice se inc|uye un ESCRITO DE ORDEN DE S. M.
istado_con las 28 adicones | "2 ontazaes v
principales que incorpora la ¥ DEAAD CAFAS DB BDUCAEION Ti. REENO
cuarta edicion, ninguna de ellas POR D. JOSEF MARIANO VALLEJO,

e fud de Matemdticas,
¢

relativa a las nociones que nos “ujnn i v
ocupan (CGO3). '

I,
29

o del curso de
fo Acaddmico de ln
¥ en Ja actualidad

5 e la Gulernacion de la
tudlo en las presentes Cdrtes por la provincia de

SEGUNDA EDICION CORREGIDA.
TOMO I. PARTE PRIMERA,

En la cuarta edicion el

Que contiene la Aritmética y J{!gebr‘a.

autor incluye en el 8° Apéndice e
un Cuadro Arquitectonico de las S ;‘?@Q
Mateméticas, tomado de ﬁ“ of ‘é?;,
Wronski, donde mediante un ;ué‘%@

diagrama, se presentan las Sk
distintas partes de las IMPRENTA DE FELIPE GUASP.
matematicas y sus relaciones, S

junto con el objeto de estudio en

cada caso.

En el Cuadro Arquitectonico la Aritmética es una parte de las
Matematicas Puras, la Algoritmia, que se ocupa de los Hechos de los nimeros.
El Algebra, por el contrario, se ocupa de las Leyes de los nimeros y tiene dos
partes. La primera parte, Teoria del Algebra, se ocupa de lo que es; la
segunda, Técnica del Algebra, se ocupa de lo que es necesario hacer. La
primera se considera objeto del entendimiento, mientras que la segunda es
objeto de la voluntad, mostrando asi su dependencia de la filosofia
racionalista y de las ideas de Kant, en el afio de la cuarta ediciéon de esta
obra (CGO3).

Los contenidos de la primera parte del Tomo | son las cuatro
operaciones elementales con numeros enteros (naturales), fraccionarios y
decimales. A continuacion, en la parte de los Principios del Algebra, se tratan
las cantidades algebraicas, las operaciones con ellas, los quebrados
literales, las cantidades imaginarias y sus operaciones, la resolucion de
ecuaciones, elementos algebraicos aplicados al comercio, progresiones,
logaritmos y permutaciones, concluyendo con algunas propiedades de los
limites (CGO3).

El objetivo de la obra es educativo; el propio autor lo destaca:
“Esta obra en que se exponen todas las nuevas teorias descubiertas hasta
el dia, se escribio en virtud de orden del Gobierno, para que sirviese de
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texto en todas las casas de educacion de la Nacion Espanola, y fue
aprobada por el primitivo consejo de Regencia para que pudiese servir de
texto en las Universidades y demas estudios, tanto de la Espana
ultramarina como de la Europea” (Prélogo p. V, segunda edicion).

Este texto inicia el estudio de las matematicas con la exposicion de
conceptos elementales tanto cientificos como filosoficos y metodologicos. En
la introduccion dice Vallejo que “se dan unos principios de Metafisica suficientes
para entrar con utilidad en el estudio de las Mateméticas’. Presenta las nociones
y conceptos de cuerpo, sensacion, idea, abstraccion, atencion, analisis, relacion,
razon, juicio, proposicion, razonamiento, entendimiento, induccién, verdad, axioma,
teorema, demostracion, definicion, problema, corolario, postulado y lema. Asi:

“ Problema es una proposicion en que se enuncia que por medio de ciertas
cosas conocidas, debemos averiguar alguna otra desconocida” (p. VIII,
Tomo |, segunda edicién).

Reconoce la influencia de filosofos racionalistas, como Locke y
Condillac y “ otros autores célebres de Metafisica”. De estos autores deriva una
serie de principios que utiliza en la articulacion de la obra: “Las cualidades
necesarias que debe tener una obra elemental son la exactitud, la claridad, la
brevedad, |a sencillez, la fecundidad y la elegancia’ (p. VIII, T. I, cuarta edicion)
(CGOS).

Igualmente reconoce la influencia de matematicos relevantes. En el
texto cita a Bourdon y a Laplace; asi mismo toma algunos métodos de
resolucion de ecuaciones del texto de James Wood y en algunos apartados
sigue el algebra de Kellan (CGO5).

La preocupacion didactica de Vallejo se manifiesta a lo largo de todo
el texto y, de manera explicita, en el Prélogo:

“Me propuse reunir todos los principios fundamentales de la ciencia , con
e fin de facilitar & nuestros jovenes el cabal conocimiento de los escritos
magistrales de los matematicos : por cuyo motivo introduje y comprendi en
esta obra muchas teorias importantes & que cominmente no se daba ningun
lugar en los libros elementales [...] Hice € mas profundo estudio de los
moder nos autores de Metafisica para penetrarme bien del método que debia
seguir en su esposicion ; y cuando ya tenia escritos los tratados en borrador
, los distribuia entre mis discipulos para que los estudiasen ; y al
explicarmelos, pudiese yo deducir cuél era el medio que menos dificultades
les ofrecia. Y entre los diversos modos que puede haber de esponer una
misma doctrina , preferi constantemente aquel que , presentando la ciencia
en el grado de adelantamiento que tenia , conciliaba mejor la claridad, la
sencillez, la facilidad en la ejecucion de las operaciones y la exactitud.
Para conseguir esto puse el mayor esmero en tres puntos muy esenciales ,
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cuales son : la eleccion de doctrina , modo de esponerla y extension que
debia dar a cada ramo en particular” (p. |, Tomo |, cuarta edicion).

“El mayor absurdo en que pueden incurrir los escritores de elementos, es
el suponer gue los principiantes saben ya o mismo que van & aprender ;
pues esto no es dar a conocer las ciencias, Sin0 es querer darse a conocer
elos...” (p. IV, Tomo |, cuarta edicion) (CGO4).

Esta obra se considera un manual de matematicas de gran
correccion, que integra avances cientificos europeos de numerosos campos
y supera a los Elementos de Bails. La obra fue libro de texto en la Academia
Militar de San Fernando desde su publicaciéon Su valia y oportunidad se
aprecian en el dictamen que emitié la Universidad de Salamanca en 1815
para su uso como libro de texto en centros docentes. Igualmente, en 1816, el
Consejo de Indias recomienda el uso del Tratado en ambas Américas, islas
adyacentes y Filipinas (Gentil, 1998). El Compendio se considera un resumen
abreviado del Tratado y, por ello, la difusion del aquel trabajo se valora como
reconocimiento de la importancia de este primero. La influencia de esta obra
se muestra por las sucesivas reediciones hechas, desde la primera hasta la
cuarta, luego de casi 30 afnos después de publicarse la primera. También se
realizan ediciones en el extranjero, algunas fraudulentas. Machado (2000)
estudia la influencia de la obra matematica de Vallejo en el Colegio de San
lldefonso de México a mediados del siglo XIX, e ilustra sobre la historia de
las ediciones del Compendio hechas en Paris, sin autorizacién del autor, Para
uso de los Colegios de América y los Colegios de México, en las que se incluian
trabajos de otros autores franceses. Vallejo denuncia y se queja de ello en el
apéndice octavo:

“ ha sabido el autor, con sentimiento, que en Francia le han reimpreso
sus obras; lo cual perjudica no solo a sus intereses, sino también & los
del publico; pues conteniendo gran nimero de inexactitudesy errores,
se originan muchas penalidades & los gque estudian y ensefian por
ellas (p. 553, Tomo |, cuarta edicién)” (CGO6).

Inicialmente Vallejo indica lo que entiende por Aritmética: la ciencia que
trata de averiguar las relaciones y propiedades de la cantidad en cuanto esta
espresada por numeros’ (p. 1, Tomo |, segunda edicion).

Luego define cantidad y numero asi:

Cantidad es “todo aquello que puede ser mayor 6 menor, 6 todo lo que es
suceptible de aumento ¢ disminucion” (p. Xlll, Tomo |, segunda edicién)
(CCO2).

Numero “es €l resultado de la comparacion de la pluralidad o muchedumbre
con la unidad 6 € que espresa la reunion de muchos individuos o unidades’ (p. 1,
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segunda edicion) (CCO1).

También lo define diciendo que numero “es una pluralidad determinada”
(p. 12. Tomo |, cuarta edicién) (CCO1).

Mas adelante, en el Algebra, continda:

“.de aqui en adelante vamos a tratar de ella (de la cantidad)
generalmente, esto es, considerandola sola en cuanto es suceptible de
aumento o disminucion..” (p. 159, Tomo |, segunda edicion)
(CCO2).

Estas definiciones son relacionales: la definicién de cantidad es la de
Euler y procede de un proceso de comparacion, trata de aquello que es
susceptible de aumento o disminucion, es decir, de ser mayor 0 menor por
comparacion con otras cantidades. Igualmente, la nocién de numero utiliza
términos de la definicién euclidiana pero es relacional, en el sentido de
Stevin y Newton. En el primer caso el uno no seria considerado como
numero; sin embargo, Vallejo indica que:

“Algunos sostienen que € 1 no es numero, pero no es una coleccion de
unidades; pero como la verdadera idéa de nimero es que sea € resultado
de la comparacion de una cantidad con la unidad, puede resultar de esta
comparacion que la cantidad que se compara sea igual con la misma
unidad; y asi no se puede pone en duda € que 1 sea un nimero como
cualquiera otro” (p. 12, Tomo |, cuarta edicion) (CCO1).

Estamos, pues ante una nocién de numero explicitamente relacional
e, incluso, preconjuntista.

Respecto a numero entero determina:

“es aquel que se compone exactamente de unidades, como todos los que
hemos considerado hasta aqui” (p. 11, Tomo |, segunda edicion)
(CCO3).

Vemos que las nociones de numero y cantidad —para Vallejo—
aparecen estrechamente asociadas en la parte dedicada a la Aritmética, lo
cual muestra la dependencia que asigna a los numeros positivos de las
actividades de medida y los fendbmenos cuantitativos en que se sustentan.
No ocurre asi con el Algebra, que es:

“la ciencia que trata del célculo de las cantidades consideradas en

general , esto es, independientemente de toda magnitud numérica y de

todo sistema de numeracion.” (pp. 159, Tomo |, segunda edicion)

(CCO4).
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Considera ademas que:

“El Algebra [..] es la ciencia que trata de reducir & reglas generales
todas |as cuestiones que pueden ofrecer se acerca de las cantidades. El Algebra
tiene dos partes. la 12 trata del modo de gecutar las operaciones de sumar,
restar, multiplicar etc. con las cantidades espresadas por letras; y la 22 del
modo de servirse de este calculo para la resolucion de los problemas’ (p.
160, Tomo |, segunda edicion) (CCO4).

Y continua:

“La segunda parte fue la primera que se inventd [...] resolviendo un
gran numero de problemas importantisimos. Luego que se vi6 su utilidad
y excelencia , se ech6 de ver que era necesario explicar en general €
modo de gecutar la primera parte” (p. 160, Tomo |, 22 edicion)
(CCO4).

Vallejo parece reconocer en este segundo parrafo el caracter dual
(aritmético-algebraico) de las cantidades negativas.

Ademas de los numeros enteros, trata los quebrados y las fracciones
decimales asi como también las cantidades o “expresiones” imaginarias y
cita a Wronski, quien opina que se deberian llamar “entidades ideales, y que
Son unos seres privilegiados y eminentemente 16gicos’ (Tomo |, Cuarta edicion)
(CCO6).

Los numeros negativos se presentan en el texto en el inicio del
Algebra (pp. 163-165). Explica que hay dos tipos de cantidades: las positivas
y las negativas; luego procede a realizar problemas con los que ejemplifica
tales cantidades; no menciona la obra de Kant y, seguramente, no trabajé
con ella, pero si es cierto que esta familiarizado con las ideas que aparecen
en Las magnitudes negativas, publicado 50 afios del Tratado, en 1763. Vallejo
era un buen lector y conocia las publicaciones matematicas mas
importantes. Cuando explica la multiplicacion algebraica, sefala las reglas
de la ley de los signos para la multiplicacion y presenta las demostraciones
que para ella dan Laplace, Euler, Bois-Bertrand y Hutton. Los negativos son
utilizados: para solucionar ecuaciones, como raiz de una ecuacidén, como
logaritmo de quebrados, como exponentes y para indicar cuando se obtienen
cantidades imaginarias. (CCO5, CGO5).

Vallejo no incluye representaciones graficas para ilustrar las
cantidades enteras o negativas o, incluso, los niumeros enteros (CGO7).

Los contenidos de la obra eran los de mayor difusion durante la
reforma del Plan de Estudios del 4 de agosto de 1836 y aun luego del Plan
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de Estudios de septiembre de 1845 seguia siendo una obra que se utilizaba
en la asignatura de la segunda ensefianza elemental:

“ Complemento de la Aritmética. Algebra hasta las ecuaciones de segundo
grado inclusive. Geometria. Trigonometria rectilinea. Geometria
practica” (Tomo I, cuarta edicion) (CGO6).

5.7.3. Tratamiento dado a los negativos

Algunos de los parrafos seleccionados relativos al numero negativo
son:

TSN1: Significado y presentacion de los signos +y —.

“Se indica esta operacion poniendo este signo + entre los sumandos, €l
cual se lee mas;,” (p. 15, segunda edicion). “de manera que at+b
expresa que el valor de la cantidad b se debe afadir a la cantidad a” (p.
162, segunda edicion).

“(...) este signo es e — que se lee ménos (...)" (p. 20. segunda
edicion). “ El signo —[sefiala] la sustraccion y se lee menos, de manera
que a—b expresa que €l valor de la cantidad b se debe restar del valor de
la cantidad a” (p. 162, segunda edicion).

Los signos mas (+) y menos (-), indican las operaciones de adicion y
sustraccion, tanto en la introduccion de la Aritmética como en la del Algebra.

TSN2: Presentacién de las cantidades negativas.
“A las cantidades, que conspiran al fin que se propone €l calculador, se
les da € nombre de cantidades positivas, y a las que conspiran a un fin
opuesto el de negativas.” (p. 163, segunda edicidn).

Segun Vallejo, la cualidad de cantidades positivas o negativas la
establece la intencionalidad del calculador. Si estan a favor de las
intenciones de quien realiza las operaciones, son positivas; y, si no lo estan,
son negativas. La justificacion es Aritmética y basada en los calculos.

TSN3: Naturaleza de las cantidades negativas.

“Acerca de las cantidades negativas se han dicho muchos desatinos ;
porque se les ha llamado cantidades falsas, y se ha dicho que no
existian, etc.; pero en la idea de cantidad negativa no entra otra sino la
de conspirar al fin contrario al que el calculador se propone, debiendo
advertirse que una misma cantidad puede ser positiva en una cuestion y
negativa en otra.” (p. 163, segunda edicion).

Al indicar que es un desatino llamarlas falsas, implicitamente esta

aceptando su existencia y no considera ningun motivo para rechazarlas,
siempre que mantengan su propio significado, que consiste en actuar en
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contra de la intencion del calculador, de manera que una misma cantidad
“puede ser positiva en una cuestion y negativa en otra”
Vallejo vincula las cantidades negativas con las operaciones aritméticas y
con la interpretacion de los datos y resultados en la resolucion de problemas;
esta idea la ejemplifica con la comparacién entre el calculo del tiempo que
tarda un estanque en llenarse o en vaciarse, asi como con la comparacion

entre las ganancias y pérdidas de un mismo sujeto.

Y continua:

“Como las cantidades positivas conspiran al fin que se propone el
calculador, tratan de aumentar e resultado que se busca, y por lo
mismo se sefialan estas cantidades con € signo +, que es el de aumento
0 adicion, y como las cantidades negativas conspiran al fin opuesto al
gue se propone € calculador, tratan de disminuir € resultado que se
busca, y por o mismo se sefialan con € signo —;, de manera que de aqui
en adelante no podremos escribir una cantidad sin poner el signo quele
corresponde para indicar su naturaleza. Sn embargo, cuando es €l
signo + e que lleva una cantidad , se suprime; de modo que a es lo
mMismMo que +a; pero cuando de ningun modo se puede omitir € signo es
guando es menos 6 —; de manera que en —a no se puede dejar de poner
el signo —, pues entonces no se expresaria que en qualquiera question
donde debia entrar la a, habia de conspirar a disminuir €l resultado en
todo €l valor que ellatuviese.” (p. 164, segunda edicion).

. La presentacion de

Cuando la cantidad es negativa es indispensable identificarla

mediante el signo menos (-), lo cual no es necesario si la cantidad positiva o
estda aislada; asimismo afirma que las cantidades negativas indican

disminucion.

TSN4: Justificacion de la aparicion de las cantidades negativas.
“Luego esto de cantidades positivas y negativas solo es relativo al fin
gue se propone el calculador ; y la cantidad que en una question sea
positiva , en la qlestion opuesta sera negativa.” (p. 164, segunda
edicion).

La consideraciéon de relatividad de las cantidades es puramente
convencional y por conveniencia de quien realiza las operaciones.

“Las cantidades negativas no se han necesitado considerar en la
Aritmética ; porque alli en la resolucion de las qliestiones se suple todo
con palabras, y se gecutan las operaciones separadamente.” (p. 164,
segunda edicion).

Segun este parrafo, las cantidades negativas no son necesarias

cuando se trabaja en la Aritmética, ya que los signos se pueden sustituir por
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palabras, pero si embargo:

“El Algebra trata de indicar , solo con un corto nimero de signos ,
todos los razonamientos que pueden influir en los resultados, de
manera que , e Algebra esla escritura de la lengua de la cantidad. Los
signos que hasta ahora hemos dado a conocer son suficientes para
resolver estas cuestiones’ (p. 165, segunda edicion).

A continuacion traduce a cantidades con signo el enunciado de un
problema de ganancias y pérdidas. Y sigue:

“ Pues todo €l artificio de esta ciencia consiste en dar otra nueva forma
a la expresiéon gue tenemos, para que haya cantidades iguales , que
gjerciendo oficios contrarios destruya la una €l efecto que podia causar
la otra ; y por lo mismo nos podemos desentender de ambas , puesto
gue su reunion en nada altera e resultado” (p. 166, segunda
edicion).

Aunque Vallejo entienda que se esta refiriendo al Algebra, todo su
planteamiento lo hace con ejemplos y cantidades numéricas concretas; no
hay expresiones literales, ni mencion a cantidades en general, s6lo numeros
relativos. Lo que si se produce es una nueva interpretacion de los signos +y
—; con ellos trata de expresar de modo general la relacion entre cantidades
que “gercen oficios contrarios’, es decir, lo que Kant llamaba oposicion por
anulacion. Hay un avance en la consideracion de las cantidades negativas
como opuestas a las positivas correspondientes, no sélo como resultados de
operaciones aritméticas. A esto es a lo que Vallejo llama tratamiento
algebraico.

TSNS5: Cantidades negativas como menores que nada.

“S al resolver esta question encontrasemos que el resultado era cero,
diriamos que € sugeto ni ahorraba ni se empefiaba; y comparando €l
resultado anterior con este en que sale cero, vemos que es mas
ventajoso para el sugeto ahorrar cero que ahorrar —150; por esta causa
se ha dicho que las cantidades negativas eran menores que cero ; en lo
cual no se ha procedido con el mayor acierto, puesto que formandonos
nosotros la idea de cero, 6 de la nada cuyo simbolo es, prescindiendo
de todo lo que hay, para poder decir que hay nada; despues de haber
prescindido de todo lo que hay, no se puede prescindir de mas, y por 1o
mismo no se puede formar idea de una cosa que sea menos que nada.
No obstante, esta expresion abreviada de que se usa para dar a conocer
gue una cantidad de esta especie reunida con otra de especie contraria,
la disminuye en tanto cuanto ella vale; luego esto equivale & menos que
& haberle afadido nada 6 cero.” (p. 167, segunda edicion).
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Este fragmento presenta tres reflexiones: la primera tiene que ver con
la interpretacion de las cantidades negativas como menores que cero; la
segunda idea hace una discusion sobre esto, enfatizando que no se puede
quitar algo de donde ya se ha quitado todo; la tercera reflexion orienta hacia
un nuevo significado: dar a conocer que al juntarla con otra contraria tiene un
efecto menor que agregarle nada. De nuevo la interpretacién de negatividad
es la misma que hace Kant, con igual dificultad para entender cémo es
posible restar de cero.

El siguiente parrafo se orienta a discutir el significado tradicional de
cantidad negativa menor que nada. En el parrafo siguiente se discute y
demuestra la relacion —a < 0:

“Tambien ha conducido & esto €l que, suponiendo que se pueda
comparar una cantidad negativa con cero, resulta que € valor de
aquella es menor que cero; porque sea por gemplo —a: si el valor de
esta cantidad, comparado con nada 6 cero no es menor, sera igual 6
mayor; s fuese igual, y supusiésemos que —a =0, como S & cosas
iguales se afiaden iguales, los resultados seran iguales, tendrémos,
afiadiéndoles 3a & ambas, que 3a —a = 0 + 3a; pero 3a — a €s 2a,
porque podemos considerar & —a como una unidad cualquiera, y
quitando de tres veces esta unidad una vez esta unidad, nos resultara
dos veces esta unidad 6 2a; y como 0 +3a es 3a, tendrémos que 2a =
3a; pero como esto es un absurdo, porque dos unidades 6 cosas
cualesquiera no pueden equivaler & tres de las mismas, tendremos que
el supuesto que nos ha conducido & él tambien lo serd; luego no puede
ser -a= 0.

Tampoco puede ser —a >0, porgque en este caso afiadiendo a ambas
expresiones 3a, tendriamos. 3a —a > 0 + 3a, 6 2a > 3a, absurdo
tambien manifiesto; luego tampoco se puede suponer que —a > 0, luego
seré forzosamente—a < 0.” (p. 167, segunda edicion).

Vallejo utiliza el principio o ley de tricotomia sin ninguna duda en la
anterior demostracion, usando implicitamente la idea de que toda cantidad
positiva es mayor que una negativa; esta demostracion es algebraica y es la
primera ocasidén en que trabaja con expresiones literales. A partir de aqui se
abandona el caracter relativo de las expresiones negativas que ha sostenido
en la pagina 164, cuando afirmaba: Luego esto de cantidades positivas y
negativas solo esrelativo al fin que se propone el calculador.

Justifica que las cantidades negativas son menores que nada a traves
de una demostracién. Realiza un planteamiento mediante una reduccion al
absurdo, concluyendo que matematicamente una cantidad negativa, en
efecto, es menor que cero. A partir de ahora, una de las caracteristicas de
las cantidades negativas es que son menores que cero.
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TSNG6: Ejemplificacion.

“Si nos proponemos averiguar en quanto tiempo se llenara un estanque
de agua, en que por un lado entra agua y por otro sale, tendremos que
atender no solo al agua que entra, siné tambien al agua que sale; y
como el agua que entra conspira al fin gque nos proponemos, esta sera
la positiva ; y la que sale, conspira & vaciar € estanque, que es lo
contrario dellenarle, serd la negativa’ (p. 163, segunda edicion).

“(...) averiguar lo que ahorra un hombre anualmente ; y tendremos que
todas las rentas de este sugeto, como conspiran al fin que nos
proponemos, seran las cantidades positivas en nuestra question ; y
como los gastos conspiran al fin opuesto, serén las negativas’ (pp.
163-164, segunda edicién).

“Aqui vemos, que siendo solo la renta 5300 y los gastos 5450, este
sugeto no ahorrard, sin que al contrario se empefiara en cada afio ; y
asi encontraremos un resultado contrario del que buscabamos, pues
procediamos buscando ahorro y hallamos al contrario alcance. Ahora,
pues que ya la cuestion nos dice que procediamos bajo un supuesto
falso, cual es el de haber ahorros, para hallar en cuanto se empefia
cada afo, restarémos la renta 5300 de los gastos 5450; pues en tanto
como los gastos escedan & la renta, en tanto seré lo que se empefie cada
ano; y gecutando esta resta, setendra que se empefia cada afo en 150
ducados’ (p. 163, 22 edicion).

“ Supongamos ahora que nos proponemos averiguar en cuanto se atrasa
0 se empefia un sugeto al afo; y tendrémos que como en este caso los
gastos conspiran a nuestro fin, seran las cantidades positivas ; y como
las rentas conspiran al fin opuesto seran las cantidades negativas.
Luego esto de cantidades positivas y negativas solo esrelativo al fin que
se propone € calculador; y la cantidad que en una cuestion sea
positiva, en la cuestion opuesta sera negativa’” (p. 185, cuarta
edicion).

Los fendbmenos utilizados en los ejemplos corresponden a situaciones
cotidianas y reales. Se muestran diversas cantidades adjetivadas o
cantidades relativas mediante expresiones como: ahorrar, empefiar, llenar y
salir, entre otras; sin embargo en todas las situaciones presentadas las
cantidades negativas indican acciones contrarias a las positivas: vaciar,
gastar y empenar.

TSN7: Regla de los signos.

Para la suma:

“ Para sumar en Algebra no hay mas que poner todos los sumandos los
unos a continuacion de los otros con los mismos signos que llevan; y
como en todo resultado se debe averiguar s hay reduccion 0
destruccion, se deberé hacer despues’ (p. 172, segunda edicion).
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“ Restar en Algebra es hallar la diferencia entre dos cantidades , 6 quitar
una cantidad de otra dada. Para hallar las reglas que nos deben
conducir en la operacion de restar , supondremos que de +a se quiere
quitar £b ; y tendremos indicando la operacion : a — (£b) ; ahora €
signo — que esta fuera del paréntesisindica que la cantidad & que afecta ,
influye en el resultado de un modo inverso al que influiria si tuviese €
signo + ; pero s tuviese @ signo + el resultado seria a = b; luego como
aqui ha de ser € inverso , seriaa— (xb) = a + b; en cuyo resultado
tenemos a un mismo tiempo estosdos: a—(+b) = a-by a—(-b)=a+
b. [..] Para restar cantidades algebraicas no hay mas que poner €l
minuendo y & su continuacion el sustraendo mudandole los signos’ (p.
174, segunda edicion).

Para el producto:

“ Multiplicar en Algebra es tomar una cantidad tantas veces como diga
otra ; y tomarla del mismo modo que diga se debe tomar. Afiadimos
aqui esta circunstancia, porque como en el Algebra no solo se atiende
al valor absoluto de las cantidades, sin6 tambien & su modo de existir,
el multiplicador con sus unidades nos dice las veces que debemos tomar
el multiplicando, y con su signo e modo con que le debemos tomar”
(pp- 175-176, segunda edicion).

“ Diofanto daba por axioma que — por — daba +, y que — por + daba —,
pues hacia que entrase esto en la definicion 92 del libro 1°.

Para demostrar nosotros la regla de los signos, nos propondremos
multiplicar +a por +b, 6 para mayor sencillez y claridad, tomarémos
por multiplicador la unidad; y asi indicarémos nuestra operacion de
este modo +a x +1; ahora e multiplicador +1 nos dice con sus
unidades que tomemos una vez al multiplicando, y con su signo + nos
dice que le tomemos como él sea; e multiplicando +a es positivo, luego
le deberémos tomar una vez positivamente, y sera por consiguiente el
producto +1a 6 +a, omitiendo € coeficiente 1; luego +a x +1 = a; que
encuanto alossignosda: + x+ = +.

Supongamos ahora que el multiplicador sea —1, y tendrémos indicada
nuestra operacion de este modo: +a x —1; aqui el multiplicador con sus
unidades nos dice que debemos tomar una vez al multiplicando, y con
su signo que le tomemos al contrario de como é sea; € multiplicando
es positivo, luego le debéremos tomar una vez negativamente, y se
tendra: +a x—1 = —la= —a; loqueen punto alossignosda: + x—= —.

Supongamos ahora que el multiplicador sea negativo tal como —a; s €l
multiplicador es +1, tendrémos indicada la operacion de este modo: —a
x +1; donde & multiplicador +1 nos dice con sus unidades que
debemos tomar una vez al multiplicando, y con su signo que le
debemos tomar como é sea; el multiplicando es negativo, luego le
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deberémos tomar una vez negativamente, y sera: —-a x1 = —la= —a; lo
gue da paralossignos— x + = —

Finalmente s e multiplicador fuese —1 tendriamos indicada la
operacion de este modo: —a x —1; donde e multiplicador —1 nos dice
con sus unidades que debemos tomar al multiplicando una vez, y con su
signo que le debemos tomar e contrario de como é sea; €
multiplicando es negativo, luego le deberiamos tomar positivamente, y
setendra: —a x—1 = +1a; lo que da para los signos —x — = +.

Estos cuatro casos se convierten en estos dos, a saber: que signos
semgjantes, esto es, + por + 6 — por —, 6 en general + por # dan
siempre + en e producto: y signos desemgjantes, esto es, + por — 6 —
por +, dan siempre en e producto —.” (pp. 176-177, segunda
edicion).

“En la division [...] en punto & signos se observa la misma regla que
en la multiplicacion , & saber: que signos semejantes dan + en €
conciente, y signos desemejantes dan—" (p. 181, 22 edicidn).

La regla de los signos se justifica mediante la nocion intuitiva de
cantidad negativa que se expresa mediante el signo menos: “el cual conspira
al fin contrario del que calcula”. Vallejo generaliza la regla por medio de
expresiones algebraicas: el signo menos que antecede una cantidad indica
que debera tomarse tal cantidad en forma contraria.

También Vallejo cita y presenta las demostraciones formales de
Lapplace, Euler, Bois-Bertrand y Hutton, que muestran diversos modos de
argumentar la regla, haciendo uso de otras definiciones y propiedades. Deja
claro que hay otras demostraciones posibles, pero la nociéon de cantidad
negativa le resulta suficiente para justificar la regla de los signos.

TSNB8: Valor absoluto y relativo de una cantidad negativa.

“En e Algebra no solo se atiende al valor absoluto de las cantidades ,
sino al modo con que influyen en la guestion que € calculador se
propone resolver” (p. 163, segunda edicién). “(..) quando se
compara el valor absoluto de dos cantidades negativas, se dice que es
mayor aguella que tiene menos unidades 6 que tiene menor valor
numérico” (p. 168, segunda edicion).

Se denota que el autor establece una diferencia entre el valor
absoluto y el valor numérico de una cantidad.

TSN9: Orden en las cantidades negativas.
“Figurémonos ahora que ajustamos las cuentas a otro sugeto, y
encontramos que se empefia en 300 ducados cada afo; S queremos
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comparar la situacion de estos dos sugetos, con €l fin de averiguar el
gue mas se empefia, diremos que este Ultimo: porque es mucho mayor
300 ducados que 150 ducados gque sacabamos antes. Pero si suponemos
la guiestion resuelta por Algebra, con € fin de buscar € ahorro de este
sugeto, encontrariamos gque su ahorro anual seria -300 ducados; y si
quisiéramos comparar ese ahorro con € anterior, que era -150, no
diriamos que -300 sea mayor ahorro que -150, sino al contrario;
porque en un sentido absoluto, si buscamos cual de los dos ahorra mas,
y encontramos que ninguno ahorra, € que tiene el estado mas ventaj0so
es aquel que menos se empefia. Por esta causa, cuando se compara €l
valor absoluto de dos cantidades negativas, se dice que es mayor
aguella que tiene menos unidades 6 que tiene menor valor numérico,
esto es, que —2a > -3a.” (pp. 167-168, segunda edicion).

En la primera parte del parrafo realiza una comparacion de cantidades
relativas. La segunda presenta el orden entre las cantidades negativas y
vemos reflejado el orden de los numeros enteros en las cantidades
negativas. A continuacion realiza una demostracion por reduccién al absurdo
de la relacion de orden establecida entre cantidades negativas.

Vallejo plantea que el orden queda establecido segun el fin al que
conspira el que realiza los calculos, es decir, si comparamos deudas o
ahorros. No se aprecia una prioridad por establecer un orden, sélo cuando
indica qué se puede suponer, resuelve la situacion por medio del algebra.

Hay utilizacién de la notacién matematica usual. El uso de cantidades
algebraicas permite establecer de forma general un orden entre cantidades
negativas; esté orden es el de los numeros enteros.

TSN10: Operaciones y utilizacion de las cantidades negativas.
“(...) y gecutaremos nuestra resta ; y como —a y +a se destruyen queda
por resta +b” (pp. 186-187, segunda edicion).

“ @ quociente por €l divisor da € dividendo, y como se ha de restar se
destruyen” (p. 187, segunda edicidn).

Se hace alusién a una resta como destruccion de cantidades
semejantes con signos contrarios, esto evoca la anulacién compensacion de
los numeros relativos.

“(...) =b_multiplicado por bes— b*” (p. 187, segunda edicién)
a a

Las cantidades negativas también pueden ser fraccionarias.
“lo que demuestra, que la ecuacion tiene dos raices reales y dos
imaginarias. Las raices reales son por otra parte la una positiva y la
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otra negativa’ (p. 396, cuarta edicion).

El anterior parrafo es literal a lo escrito en el texto de M. Bourdon
(1817, p. 581) y en él se aceptan las raices negativas, asimismo se hace
referencia a la naturaleza real de tales raices. También se interpretan
exponentes negativos:

“(...) demodo que a* eslo mismo que a’b*”
b (p. 185, segunda edicion)

TSN11: Interpretacidn de los resultados obtenidos.

“cuando € resultado de una qlestion es negativo, responde & la
question opuesta 6 al fin contrario de aquel para que se entabl6 el
calculo, 6 que manifiesta una situacion contraria a la que nosotros
supusimos; y gue cuando se considera en si una cantidad sefialada con
el signo — sin suponerla e resultado inmediato de operacion, entonces
al reunirse con otras cantidades hace menos efecto que e reunir cero
envezdeella.” (p. 168, segunda edicion).

“&c, -3,-2,-1, 0, 1, 2, 3, &c¢” (p. 321, segunda edicion).

Obtener una respuesta negativa indica que es contraria al fin
propuesto por el calculador; la actuacion de una cantidad negativa sobre otra
cantidad es menor que agregar cero. Esto se refiere al tratamiento aritmético
de estas cantidades.

En el tratamiento algebraico, las propiedades de los negativos
satisfacen condiciones que no tienen los numeros naturales; asi en otro
ejemplo encontramos:

“hallar un nimero, tal que si & su quintuplo se le afiaden 3 unidades,
resulte e mismo ndmero quitdndole 5 unidades, la tendriamos
planteada en la siguiente ecuacion
5x+3=x-5; quedadx= -5-3= -8,yx=-2

Aqui tenemos un resultado negativo; y debemos fijar nuestra
consideracion en lo que nos manifiesta, que es e que este nimero es de
una naturaleza contraria & la de los nimeros como se han considerado
en la Aritmética, 6 que S se quiere obtener un nimero como los
considerados en la Aritmética que unidos a otros de su especie los
aumenta 6 restados los disminuyen etc., debemos cambiar enteramente
en sus opuestas todas las condiciones del enunciado (...). No sucede asi
en el Algebra; la resolucion x= —2 satisface precisa y exactamente & la
cuestion en los términos que viene propuesta Sin incurrir en ninguna
contradiccion.” (p. 281, cuarta edicion).

En la Aritmética no hay lugar para los numeros negativos; las
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cantidades negativas, al surgir como resultado de operaciones, deben se
reinterpretadas de acuerdo con el fin del que calcula. Tal situacion no
acontece en el Algebra, donde los nimeros negativos no incurren en
contradicciones o falsos supuestos, por lo que son adecuados como solucion
a las cuestiones planteadas.

TSN12: Utilidad de las cantidades negativas.

“la resolucion x= —2 satisface precisa y exactamente & la cuestion en
los términos que viene propuesta Sin incurrir en ninguna
contradiccion.” (p. 281, cuarta edicion).

Como se indica en el comentario de TSN11, las cantidades negativas
son de gran utilidad, pero bajo el dominio del algebra. Aunque no lo dice
explicitamente, los negativos sirven para obtener las soluciones de las
ecuaciones algebraicas.

TSN13: Otros.

“En €l algebra no solo se atiende al valor absoluto de las cantidades,
sino al modo con que influyen en la question que el calculador se
proponeresolver” (p. 163, segunda edicion).

5.7.4. Analisis

5.7.4.1 Analisis conceptual y revision histoérico-critica

e Numero

La consideracion que hace del concepto numero es relacional, con
base en la nocién aristotélica de cantidad discreta, basada en la pluralidad, y
en la definicién euclidea, como se puede apreciar en CCO4. Encontramos
esta idea de numero tal como la caracterizamos en 3.1.2, si bien menos
general que la nocion de Newton que alli se cita, y se reiteré en 4.6.4.1.

Esta idea de numero que presenta Vallejo es un tanto elemental y
antigua, al vincularla con nociones clasicas; no refleja el conocimiento
avanzado que tenia de las matematicas europeas de la época. El sentido
relacional de la nociéon de numero se presenta vinculado a la pluralidad de
unidades discretas y no a la relacién abstracta de una cantidad cualquiera
con otra que se toma como unidad. Para salvar el inconveniente de que,
ante tal idea, el uno no fuese considerado numero, recurre a un principio de
comparacion de cantidades con una unidad de medida; de esta manera, tal
comparacion podria resultar igual a la misma unidad, dando de esta forma
cobijo al uno dentro “de la comparacién de la pluralidad o muchedumbre con la
unidad” , otorgandole luego estatus de nimero.

e Cantidad
La cantidad es definida en CCO2 como: “todo aquello que puede ser
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mayor 6 menor, 6 todo lo que es susceptible de aumento é diminucion”, coincide
con la dada por Bails, y corresponde a la definicion de Euler recogida en
3.1.2 si bien se advierte una influencia considerable de las ideas de Kant en
los ejemplos utilizados, que se basan en fenbmenos relativos.

e Cantidades positivas y cantidades negativas

Las cantidades negativas se empiezan a clasificar en TSN2 como
aquéllas que estan a favor o en contra de las intenciones del calculador. Asi,
las cantidades positivas son aquéllas que conspiran a favor de los fines
propuestos y las cantidades negativas son las que conspiran en forma
opuesta, donde los signos tratan de dar expresion a relaciones opuestas, tal
como se pone de manifiesto en los campos TSN3, TSN4, TSN6 y TSN11.

Una cantidad no es positiva ni negativa en si misma, sino que
depende de la circunstancia en la que se le considere. Las cantidades
negativas surgen de los calculos aritméticos. De esta manera, en TSN4 se
indica la relatividad del caracter positivo o negativo de una cantidad.

Cuando aparece una cantidad negativa como resultado de un
problema, ésta responde al fin contrario que se establece para el calculo con
el que se opera.

Durante la explicacion y presentacion de los contenidos de la
aritmética no se consideran las cantidades negativas, expresada en TSN4,
pues éstas no eran necesarias ya que en los planteamientos se utilizan
palabras para describir algunas situaciones en el desarrollo de ejercicios. Asi
que es en el campo del algebra en el que se consideran las cantidades
negativas, tal como explicamos en TSN11, pues en ella si satisfacen
correctamente las cuestiones en el mismo modo en que han sido
planteadas. Parece que esto puede ser influencia de la afirmacién de Euler
(1797, p. B2) “In Algebra then we confider only numbers wich represent quantities,
without regarding the different kinds of quantity” , de tal manera en el algebra se
pueden abordar los numeros que representen cantidades sin importar la
naturaleza o cualidad de ellas.

La nocion de cantidad negativa en Vallejo se sustenta en los numeros
relativos y las magnitudes negativas de Kant, y profundiza en la dualidad
aritmético-algebraica.

Vallejo considera en TSN3 un desatino llamar falsas a las cantidades
negativas asi como negar su existencia, por lo que entendemos que él
asume su naturaleza como real, tal como lo expresa al considerarlas una de
las raices reales de una ecuacion, como se muestra en TSN10.
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5.7.4.2 Analisis de contenido

e Conceptos basicos

Inicialmente, en el campo TSN1, se asocian los signos mas (+) y
menos (—) a las operaciones de adicién y sustraccion, tanto en Aritmética
como en Algebra. Pero luego en TSN3 se utilizan para indicar el caracter
positivo o negativo de una cantidad, con lo cual queda claro que para Vallejo
los signos + y — tienen varios significados.

Acerca del numero cero encontramos en el texto dos consideraciones:
la primera tiene que ver con la nada o la ausencia, es decir, con el cero
absoluto que prescinde de todo, como ocurre en el campo TSN5. La
segunda consideracion se refiere al cero como resultado de operaciones, en
este caso su origen se debe a la aplicacion de reglas matematicas, como
expresa en TSN11.

Dado que el mismo titulo del texto indica que trata de Aritmética y
Algebra, en su contenido se utilizan ecuaciones e incognitas y, en general,
toda la simbologia algebraica. Aunque establece que la Aritmética es la
ciencia de la cantidad expresada por nimeros y el Algebra la de las
cantidades en general, la introduccién a los conceptos y operaciones
algebraicas la hace mediante ejemplos aritméticos que, mas adelante,
generaliza. Esto hace que el trabajo con las cantidades negativas se
sustente en la consideracion dual, aritmético-algebraica, del concepto.

e Fenomenologia/Justificacion

En los ejemplos presentados en el texto y, en particular, en el campo
TSN6, encontramos que estan relacionados con situaciones cotidianas y
reales: ahorro, gastos, llenado y vaciado de recipientes, rentas, etc.; es
decir, se buscan situaciones que expliquen las cantidades negativas
mezclando cantidades, numeros y retérica. De esta manera podemos
apreciar una utilizacién de explicaciones vy justificaciones mas propias de la
aritmética, de los numeros naturales relativos, que del algebra. Queda
suficientemente ilustrado a través de los campos TSNS, TSN6 y TSN9, que
Vallejo estd manipulando o utilizando cantidades adjetivadas o numeros
naturales relativos para explicar la idea de cantidad negativa. Ademas son
inexistentes las representaciones graficas en el texto.

e Estructura de orden

El orden numérico que se plantea mediante los ejemplos para las
cantidades negativas en los campos TSN5, TSN6 y TSN9 corresponde
parcialmente al orden de los numeros enteros. Aunque no presenta ejemplos
para mostrar el orden de las cantidades negativas con respecto a las
positivas, si utiliza implicitamente la idea de que toda cantidad positiva es
mayor que una negativa cuando muestra que una cantidad negativa es
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menor que 0, en TSNS.

Como manifestamos en el comentario hecho al campo TSN9, hay dos
consideraciones sobre el orden. Si se plantea la comparacion asimétrica de
cantidades negativas, el orden aceptable resulta ser el de los naturales
relativos. Cuando la relacion de orden se establece en el algebra, entonces
tenemos ya el orden de los numeros enteros. Vallejo plantea bien el sentido
de la comparacion entre cantidades negativas: cuando compara deudas —
valores negativos- las considera como ahorros —valores positivos- que es el
sentido en que trabaja el calculador. De este modo, y con numeros relativos,
justifica que =300 < -150, lo cual no le lleva a afirmar que deber 300 es menor
que deber 150 sino a que deber 300 es ahorrar menos que deber 150.

Vallejo deja claro que se trata de un artificio para conectar las
cantidades relativas, con las que viene ejemplificando los conceptos, con la
estructura de orden que él ya conoce y a la que quiere introducir al lector. La
validaciéon del argumento viene dada por la prueba de que -3a < -2a.
También hemos visto en TSN11 la presencia de la secuencia de enteros.

e Estructura algebraica

Las cantidades negativas se tratan en el algebra; alli estas cantidades
satisfacen a las cuestiones que han sido propuestas tanto en los enunciados
como en los desarrollos sin incurrir en contradicciones. Esto se reitera en
TSN4, TSN7 y TSN10.

Al hacer referencia a la resta, ésta es presentada como una situacion
donde las cantidades semejantes se destruyen, pues una conspiraria en
contra de la intencion de la otra. Esto es una manifestacién de la anulacion-
compensacion manifiesta en los numeros relativos.

e Uso algebraico

Como hemos visto en los campos TSN4, TSN7, TSN12 y enfatizado
en los apartados anteriores, las cantidades negativas solo se consideran en
la parte correspondiente al algebra.

Se utilizan las cantidades negativas en varios temas en el texto como
cuando se admite que los numeros elevados al cuadrado tienen dos raices
cuadradas, una positiva y la otra negativa; esto lo hallamos en el campo
TSN10.

5.7.5 Diferencias l6gico formales entre Zy N,".
Primera diferencia: Orden total — orden parcial o doble natural con

" Las referencias en este apartado se hacen a Gonzélez Mari (1995) por lo que se indicara (Gonzélez,
p); las diferencias han sido explicadasen 1.4.1y 4.1.5.

272



Alexander Maz Machado

inversion en la region negativa.

Primer indicador: a1 En TSNS escribe “ Tampoco puede ser —a>0 [...]
luego sera forzosamente —a<(Q”, apreciandose una atribucion de significados
justo y determinado para los numeros enteros negativos; esta misma idea se
observa cuando expresa “[..] se ha dicho que las cantidades negativas eran
menores que cero; en lo cual se ha procedido con el mayor acierto|...]”

También se encuentran evidencias de asignaciones arbitrarias o
indeterminadas para los numeros naturales relativos en TSN3 “una misma
cantidad puede ser positiva en una cuestion y negativa en otra” y en TSN6 “ como
los gastos conspiran al fin opuesto, seran las negativas’ .

Segundo indicador: a; Vallejo afirma en TSN6 “ como el agua que entra
conspira al fin que nos proponemos, esta sera positiva; y la que sale conspira a
vaciar € estanque, que es lo contrario de llenarle, sera la negativa’, dando a
entender que entrar o llenar es mejor que salir o vaciar, de esta forma
efectia una comparacion global de regiones de manera arbitraria para
medidas naturales relativas; por tal razon las dos regiones no son
comparables pues al disminuir una la otra aumenta.

Tercer indicador: a3 La comparacion de medidas con valores
numéricos negativos se hace desde el orden usual entre numeros enteros
negativos, como se aprecia en TSN8 “-2a>-3a” y en TSN5 “comparando €l
resultado anterior con este en que sale cero, vemos que es mas ventajoso para €l
sugeto ahorrar cero que ahorrar —150”, donde se esta afirmando que —150<0.
En TSN9 se enfatiza que “ cuando se compara el valor absoluto de dos cantidades
negativas, se dice que es mayor aquella gue tiene ménos unidades 6 que tiene menor
valor numérico”, correspondiendo esto con el tratamiento de los numeros
enteros.

Cuarto indicador: a4 En TSN6 leemos “[...] siendo la renta 5300 y los
gastos 5450, este sugeto no ahorrara sind que al contrario se empefiara en cada
ano; [..] se tendra que se empefia cada uno en 150 ducados’, este ejemplo
presenta realiza una comparaciéon de medidas con valores numéricos de
diferente o regidén, donde se percibe una desconexion entre las regiones, lo
cual es indicio de que esta utilizando numeros naturales relativos.

Como balance, afirmamos que se cumple esta primera diferencia D1,
para los numeros naturales relativos en este trabajo de Vallejo.

Segunda diferencia: Sin primer elemento — con primer elemento.

Primer indicador: by El aspecto de la naturaleza de los numeros y
situaciones que se trabajan en el texto es considerado en diversos parrafos;
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asi en TSNS aparece “ es mas ventajoso para €l sugeto ahorrar cero que ahorrar
—150", en esta frase se refleja un significado usual de numero entero para el
valor mostrado; también sefiala la posibilidad de obtener valores numéricos
inferiores a cero, lo que indica la utilizacion de un numero entero (Gonzalez,
p.219).

En los ejemplos presentados en TSN6 se evidencia la existencia de
limites inferiores para las cantidades que se utilizan, esto es “ siendo la renta
5300 y los gastos 545", es evidente que los gastos estan limitados por cero,
pues pueden disminuir hasta ese valor, a partir de alli ya no son gastos sino
rentas. Esto apunta a que se trabajan numeros relativos.

Segundo indicador: b, La simbolizacion utilizada es la conocida vy
determinada para los numeros enteros como en TSN9 dice “[...] su ahorro
anual seria—300 ducados; y si quisieramos comparar ese ahorro con el anterior que
era —150, no diriamos que —300 sea mayor ahorro que —150 [...]” también se
repite esto en TSNS: “ahorrar 150", donde se fuerza una compatibilidad
entre adjetivacion y signo.

Tercer indicador: b3 No hemos hallados indicios que sefalen el trabajo
de Vallejo en direccion de los numeros enteros o los naturales relativos.

La valoracién de esta segunda diferencia D, indica que hay indicios de
se cumple de manera parcial en el campo de los numeros naturales
relativos.

Tercera diferencia: Continuidad de medidas — discontinuidad de
medidas (al cruzar el cero).

En el texto hemos hallado evidencias en TSN11 que permiten negar el
cumplimiento de esta tercera diferencia D3, ya que se presenta la secuencia
de los enteros.

Cuarta diferencia: Cero unico — cero doble (natural relativo).
No hemos hallado pruebas del cumplimiento de esta cuarta diferencia
D4, en los numeros enteros o los naturales relativos.

Quinta diferencia: Composicion aditiva: adicion entera— adicién
natural y anulacién-composicion.

En TSN10 al explicarse la sustraccion se indica “[...] ycomo—-ay +ase
destruyen queda por resta +b” dejan claro que esta proponiendo una idea de
opuestos aditivos, pero en el sentido de anulacion uno de otro. Por tal razén
afirmamos que esta quinta diferencia Ds se cumple para los numeros
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naturales relativos.

La tabla siguiente presenta el resumen del analisis sobre las
diferencias:

Tabla 5.4. Diferencias entre Zy N, en el Tratado de Mariano Vallejo

D D

Autor ! 2 D; | Ds | Ds
Qi | Az | A3z | A4 b1 | bz | bs

Vallejo Si|Si[No|Si|S|si|Nof¢g2|P| No | No| S

5.7.6 Tratamiento global de los negativos en el Tratado Elemental
de Matematicas

El autor afirma que una cantidad no es positiva o negativa por si
misma, sino que lo es en relacidén a las circunstancias en que se considera;
los negativos no son considerados en la Aritmética puesto que estas
cantidades no son necesarias para solucionar las cuestiones que alli se
plantean. Por esta razoén se tratan en el Algebra.

Al considerar reales a los negativos se aleja del pensamiento
matematico de principios de siglo que recurria a Descartes para sefalar
estas cantidades como falsas; tampoco suscribe las afirmaciones de
D’Alambert o de Lacroix, que las adjetivan de absurdas y tratan de prescindir
de ellas.

El autor hace reiterada referencia a cantidades opuestas o contrarias,
mediante diversos ejemplos como expresamos en 5.7.4.2; se utilizan
expresiones como, por ejemplo, ahorrar, rentas, empenar y gastar, para
expresar que una situacién es contraria a otra. Asimismo cuando se
establece la comparacién entre la salida del agua con la que entra al
estanque, se atribuyen tanto signos y significados duales y relativos.
También se establecen comparaciones y valoraciones de situaciones
relativas.

Los negativos son presentados mediante fendmenos contables
(rentas, gastos), fisicos (llenado y vaciado de recipientes) y algebraicos
(ecuaciones). Se trata de ejemplos de magnitudes negativas, fundadas en
una relacién de oposicién de predicados positivos que se anulan cuando se
contemplan sobre un mismo sujeto.

En el texto para mostrar los numeros negativos se recurre a sistemas

de representacion verbales (explicaciones), aritméticos (nUmeros y signos) y
algebraicos (letras, numeros y signos).
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Vallejo es un autor de transicién. Cuando trabaja en Aritmética lo hace
con numeros naturales relativos, a los que intenta quitar toda su carga
conflictiva insistiendo en la relatividad de las cantidades a las que
representan “ segiin conspira al fin del que calcula o a un fin contrario” .

Cuando se sitia en el campo del Algebra trabaja con numeros
enteros, sin ninguna vacilacion, si bien ejemplifica con cantidades relativas.
Ocurre que no aborda todas las propiedades algebraicas con el mismo
interés y profundidad. Las cantidades negativas dejan de ser absurdos y el
valor -2 tiene sentido propio. Discute que -a < 0 y que -3a < -2a; pero no
discute ni muestra que -a < +b, aunque si hace uso de este resultado.
Muestra la regla de los signos y trata de justificarla; sin embargo, para la
adicion si continua con la anulacion-compensacion, ya que en el caso de la
suma no hay necesidad de justificar una nueva regla.

5.8 Los documentos

Los trabajos estudiados son: Elementos de matematica. Tomos | y Il
(1772), de Benito Bails; Elementos de Aritmética, Algebra y Geometria (1782),
de Juan Justo Garcia; Compendio de Matematicas puras y mixtas (1794), de
Francisco Verdejo; Tratado elemental de matemdticas. La aritmética y algebra
(1813), de José Mariano Vallejo.

Cada uno de los libros esta escrito en una de las décadas del periodo
considerado. De acuerdo con las etapas que hemos establecido en el
Apartado 5.1 los dos primeros libros se imprimen durante el reinado de
Carlos I, el tercero durante el reinado de Carlos IV, y el ultimo casi a la
conclusién de la Guerra de la Independencia. Las circunstancias vy
momentos en que se redactan y publican son, pues, muy distintos, si bien
todos se sustentan en los valores de la llustracién, en la consideracion de la
razon practica como energia creadora, y en la ciencia, la cultura y la
educacion como herramientas al servicio del progreso y la libertad.

La obra de Bails tiene la ambicion de proporcionar un manual
enciclopédico, que presenta un balance amplio y extenso de los avances en
el desarrollo de la matematica tanto pura como aplicada, para lo cual no
duda en sintetizar y copiar a humerosos autores. La obra se escribe para
servir de texto a los estudiantes de la Academia de San Fernando
Igualmente, la obra de Juan Justo Garcia tiene por finalidad actualizar los
conocimientos matematicos de los estudiantes de la Universidad de
Salamanca, proporcionando un manual con las ideas cientificas de la época
que sirviese de libro de texto. Los dos manuales son un efecto de las
reformas emprendidas por Carlos Il respecto a la ensefianza de las
matematicas en centros de educacién superior, como Academias,
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Universidades y otras instituciones, derivadas de la expulsion de los jesuitas,
como hemos sefalado en las Apartados 2.6, 2.7y 5.1.

Tanto un trabajo como el otro se denominan Elementos, subrayando
asi su intencién de ofrecer en un documento estructurado el estado de los
conocimientos matematicos recientes y sus aplicaciones, si bien su amplitud
de contenidos y extensién son diferentes. Reconocen ambos autores el valor
del Compendio de Tosca y tratan de mejorar y superar la aportacion de este
autor. Subrayan su interés por la didactica y la importancia que dan a la
transmision del conocimiento a los estudiantes, como hemos visto en los
Apartados 5.4.2y 5.5.2.

También Verdejo edita su Compendio para ser utilizado como libro de
texto en la catedra de matematicas de los Reales Estudios, reestablecidos
por Carlos Ill en 1770. La intenciéon de reconocer la obra de Tosca vy, al
mismo tiempo, actualizarla, son patentes en este autor de manera especial.
La obra no tiene caracter enciclopédico, ni se propone dar una vision general
de las matematicas; se trata de un manual de orientacion practica, sin citas
ni menciones de autores extranjeros, menos ambicioso, y que subraya el
caracter aplicado de los conceptos matematicos. Coincide con las obras de
Bails y de Garcia en su interés didactico y su preocupacién por la
ensefanza, segun sefalamos en 5.6.2.

La obra de Vallejo se edita con la finalidad de presentar los avances
matematicos realizados en el ultimo tercio del siglo XVIII, que no se habian
publicado o habian tenido escasa difusién en Espana. El Tratado sirve de
texto en la Academia Militar de San Fernando desde su primera edicion.
Vallejo actualiza y supera la obra de Bails, incorpora nuevas ideas, presenta
conceptos y materiales mas elaborados que sus antecesores. Reconoce
explicitamente la aportacion de las ideas de los filosofos de la llustracion en
el plan general de su obra. La modernidad del Tratado tiene dos indicadores
claros: sus sucesivas reediciones, que actualizan el documento sin modificar
su estructura basica, y la edicion del Compendio, obra que amplia y
profundiza el Tratado. La preocupacion didactica en la obra de Vallejo es
permanente, y asi se manifiesta en esta obra, segun sefalamos en el
Apartado 5.7.2.

Los documentos y citas aportados permiten afirmar que estos autores
estaban al tanto de los avances matematicos contemporaneos, tal como lo
demuestran la estructuracion y contenidos de sus textos; también este
conocimiento se evidencia en el inventario de la biblioteca de Bails, donde se
hallan 139 textos matematicos y 91 de fisica, incluyendo ocho obras de Euler
y ejemplares de Wolf y Lagrange, por mencionar los mas destacados (Arias
de Saavedra, 2002). Las amplias citas que Bails, Vallejo y Garcia hacen de
las obras europeas contemporaneas a sus libros asi lo demuestran.
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Las obras de Bails y de Vallejo siguen un plan de trabajo ambicioso;
aunque se trata de documentos en su mayor parte de recopilacion y
actualizacion de conocimientos, presentan un proyecto de gran amplitud, y
tratan de estructurar en un mismo libro los avances recientes mas
significativos de las matematicas. Bails se propone integrar saberes muy
diferentes en sus Elementos, y lo hace con escasa aportacion propia,
mientras Vallejo destaca sus propias aportaciones y quiere hacernos llegar
en todo momento su trabajo de reelaboracion de ideas. Como afirman los
investigadores de la ciencia espafnola (Arenzana, 1987; Lopez Pifero y
otros, 1986), con la obra Elementos de Mateméticas de Bails, la ciencia en el
sentido moderno, penetra en Espafia. En esta enciclopedia de la ciencia se
intenta demostrar la verdad matematica y cientifica a través de la deduccion
y la razon derivada de la matematica misma.

Juan Justo Garcia y Verdejo presentan en sus obras una version mas
limitada de la Aritmética y del Algebra. Tanto los Elementos como el
Compendio son obras escritas para servir de libros de texto, de extensién
bastante menor que las de Bails y Vallejo, con objetivos no tan ambiciosos.
Su mayor originalidad estriba en que, la primera, fue elaborada para superar
el atraso en los estudios de matematicas de la Universidad de Salamanca vy,
la segunda, para superar los manuales de los jesuitas en los Reales
Estudios, ambas en el ultimo cuarto del siglo XIX.

Las cuatro obras consideradas son trabajos hechos desde la sociedad
civil, por funcionarios ilustrados y eruditos, que se proponen actualizar los
conocimientos de la sociedad espafiola de su época y, al mismo tiempo,
redactar manuales de texto para las instituciones en las que trabajan.
También destaca la presencia de aplicaciones técnicas de los conocimientos
matematicos o, al menos, la importancia de considerar la dimensién aplicada
en el estudio de las matematicas.

La expulsion de los jesuitas muestra aqui sus carencias y sus
aspectos positivos. Es indudable que hay un cierto retroceso en un primer
momento, pero estos primero pasos dubitativos provocan una reaccion en la
sociedad civil y muestran una capacidad de recuperacion considerable,
como se aprecia por la calidad y difusion de los trabajos de Vallejo.

5.9 Analisis conceptual de los negativos en el periodo
ilustrado

Segun senalamos en el Apartado 1.8, entre los objetivos de este
estudio se encuentra realizar un estudio histérico epistemoldgico del numero
negativo, indagando en su evolucion y consolidacion como objeto
matematico formal en los libros de texto publicados en Espafa durante el
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periodo 1700-1900. Entre las técnicas consideradas se encuentra el analisis
conceptual, como método para examinar los significados y establecer las
conexiones entre los términos de cada campo conceptual, para
contextualizar las definiciones dentro del area y del periodo histérico en que
se insertan (Rico, 2001). El analisis conceptual se centra en las nociones de
Numero, Cantidad y Cantidad Negativa, cuya diversidad de significados
presentamos en el Apartado 3.1.2, y que se establecieron en un estudio
piloto (Maz, 2000).

5.9.1 Concepto de Numero.

Los autores seleccionados presentan, mayoritariamente, en estas
obras una nocion de numero relacional, basada en la pluralidad de unidades
discretas; hay cierta conexion con la definicion euclidiana, pero como
ejemplificacién. Que los numeros expresan una relacion es mencionado
explicitamente por Bails, Verdejo y Vallejo para utilizar la idea relacional de
numero propuesta por Stevin y Newton. Esta asociada a la suposicién de
que el numero explica la cantidad; cuando Stevin (1585; p. 1) afirma “La
partie est de la méme matiere qu’est sont entier” y “ L unité est une partie dune
multitude d"unités’ se refiere en primer término a objetos materiales, mientras
que luego lo hace a objetos matematicos, es decir, a objetos abstractos.

La formacién mas clasica de Juan Justo Garcia le lleva a sostener la
nocion tradicional euclidiana sobre el numero, sin prestar atencion a la
nocion relacional de sus contemporaneos. Esto muestra que, aun en
ambientes culturales destacados, la nocidn euclidiana era de uso corriente y
no se apreciaban contradicciones ni se consideraba inadecuado
fundamentar el desarrollo de la aritmética sobre dicha nocién.

Tabla 5.5 Nociones de numero utilizada por los Ilustrados en Esparia.

. s Numero
Nocién
Autor " como
euclidea ‘s
relacion
Benito Bails X X
Juan Justo Garcia X
Francisco Verdejo X
José Mariano Vallejo X X

5.9.2 Concepto de Cantidad.
Segun vimos en el Apartado 3.1.2, el concepto de cantidad es
asumido desde cuatro posiciones:

e Aristotélica: concibe la cantidad como todo aquello que se puede
medir y contar, asimismo, es la division la operacién que permite
identificar una cantidad.

e Fenomeénica: basada en la nocion de cantidad realizada por Kant,
y que presentamos en el Apartado 1.3.3. Alli se senala que esta
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nocion de cantidad es un concepto del entendimiento, que permite
la comparacién de fendmenos, y que se constituye en tres
momentos: unidad, pluralidad y totalidad.

e Euleriana: considera que cantidad es todo fendmeno de la
experiencia que puede sufrir aumento o disminucién, y atribuye a
las matematicas la investigacidn sobre los medios para medir la
cantidad (Euler, 1770, p.1).

Tabla 5.6 Nociones de cantidad utilizada por los autores llustrados

Autor ari'i?gtlgl?ca fel?oorgg)nr:ca Nocién de Euler
Benito Bails X X
Juan Justo Garcia X X
Francisco Verdejo X
José Mariano Vallejo X X

Apreciamos en todos los autores considerados en este periodo la
influencia de las ideas de Kant, en el sentido de que la nocién de cantidad es
una nocion de comparacion, que integra unidad y pluralidad en una totalidad.

Juan Justo Garcia muestra una vision mas clasica también en esta
nocion. En Bails y en Verdejo apreciamos también su conocimiento de la
obra de Euler, contemporaneo de estos autores, mientras que en Verdejo
apreciamos una mayor exigencia, que parece acercarle a una nocidn
positivista.

5.9.3 Cantidades positivas y negativas

La pluralidad de fuentes que utiliza Bails le llevan a establecer
diversos significados para las nociones de cantidad positiva y cantidad
negativa. Ya detectamos en este autor un esfuerzo de integracion de
nociones contrapuestas, que, en ocasiones, introduce mas confusion que
claridad sobre la nocion de numero negativo. Este autor muestra cual es el
estado de precision que han alcanzado los matematicos sobre este concepto
en este momento. Aun cuando las principales herramientas parecen bien
establecidas, la dualidad de tratamiento debida a la aproximacion aritmética
y algebraica no producen un concepto riguroso.

Todos los autores coinciden en el tratamiento de las cantidades
negativas como opuestas o relativas a las positivas, y esta idea de
relatividad la subrayan de diferentes formas.

Verdejo y Vallejo sefalan el origen algebraico de las cantidades

negativas, asumen las leyes que regulan sus operaciones y argumentan
ocasionalmente sobre la dualidad aritmético- algebraica de estas cantidades.
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Garcia sélo menciona que los negativos proceden de calculos algebraicos,
sin valor aritmético.

Tabla 5.7 Nociones de cantidad negativa utilizada por los Ilustrados

Cantidades | Resultado de . Entl(;ljdes Resultado de
Autor menores | operaciones Magnl.tudes naturaleza operaciones
que nada | Aritméticas | relativas dual algebraicas

Benito Bails X X X X
Juan J. Garcia X X
Francisco
Verdejo X X X
José M. Vallejo 