Definiciones de estudiantes de bachillerato de conceptos probabilisticos
High school students’ definitions of probabilistic concepts

Ana Isabel Megias, Maria Gea y Rafael Roa
Universidad de Granada, Espafia

Resumen

El objetivo de este trabajo fue analizar las definiciones que una muestra de 52 estudiantes
de primer y segundo curso de Bachillerato proporcionan sobre la probabilidad simple y
condicional, asi como sobre la dependencia e independencia de sucesos. Las definiciones
de estos conceptos proporcionadas por los estudiantes se clasifican en correctas, imprecisas
e incorrectas, comparando las que corresponden a cada uno de los conceptos y las ofrecidas
en cada uno de los dos cursos. Aunque la mayoria de los estudiantes proporciona
definiciones correctas, se observa una gran proporcion de definiciones incorrectas e
imprecisas, asi como de estudiantes que no son capaces de dar una definicion. No se
observan diferencias en cuanto al concepto considerado, pero si un mejor desempefio en los
estudiantes de segundo curso.

Palabras claves: Definiciones, probabilidad, probabilidad condicional, dependencia,
independencia.

Abstract

In this paper we analyse the definitions provided by 52 students in the first and second year
of high school for the concepts of simple and conditional probability, dependence and
independence. These definitions are classified in correct, imprecise and incorrect, and are
compared for the different concepts, as well as for both groups of students. Although the
majority of students provide correct definitions, we observe a high proportion of incorrect
and imprecise definitions, as well as students who are unable to provide a definition. We
did not observe difference in the type of definitions for the different concepts, although the
second grade students provided more correct definitions.
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1. Introduccién

La probabilidad es, en la actualidad, un contenido importante de las orientaciones
curriculares a lo largo de las diferentes etapas educativas. Observamos que en el cuarto
curso de Educacion Secundaria Obligatoria se incluye el estudio de la probabilidad
condicional, compuesta y la independencia, que se refuerzan en el Bachillerato (MECD,
2015). Sin embargo, algunas investigaciones (Borovcnik, 2012; Fernandes, Correia y
Contreras, 2013) sugieren dificultades con estos temas, cuya comprension es necesaria
en el estudio de la correlacion y regresion, los teoremas de la probabilidad total y de
Bayes y la inferencia estadistica.

En este trabajo nos centramos en el analisis de las definiciones que una muestra de
estudiantes de Bachillerato proporciona de los conceptos de probabilidad simple y
condicional, dependencia e independencia de sucesos. El interés de que un estudiante
sea capaz de proporcionar una definicion adecuada de los conceptos que estudia fue
resaltado por Zazkis y Leikin (2008), pues una definicién adecuada, incluso usando un
vocabulario informal, muestra la comprension de un concepto. Este es ademas un tema
escasamente tratado en la investigacion previa, que se ha orientado preferentemente a
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describir los sesgos de razonamiento de los estudiantes con estos conceptos (ver, por
ejemplo, Diaz y de la Fuente, 2005).

2. Antecedentes y marco teorico
2.1.Papel de las definiciones en el estudio de las matematicas

Son muchos los autores que destacan la importancia de las definiciones. Vinner (1991)
indicé que las definiciones de los conceptos en el curriculo y los libros de texto
determinan el conjunto de propiedades que se incluiran en la ensefianza y modelan la
imagen del concepto que crean los estudiantes. Tsamir, Tirosh, Levenson, Barkai y
Tabach (2015) sugieren la importancia de que la imagen conceptual que crea el
estudiante de los objetos matematicos corresponda a las definiciones que es capaz de
dar de dicho objeto. Las definiciones precisas de los conceptos proporcionan la base
para la construccion posterior de las teorias y asegura coherencia en el uso de la
matematica.

Las principales funciones de la definicion en matemaéticas es introducir los objetos
matematicos y capturar su esencia al caracterizar sus propiedades. Para enunciar
correctamente una definicion, segin Leikin y Winicki-Landman (2001), ademéas de
nombrar los conceptos implicados en la misma y que previamente se encuentran
definidos, se deben establecer sus condiciones necesarias y suficientes. Desde el punto
de vista matematico, definir supone dar un nombre a un objeto que previamente existia
y estaba caracterizado por unas propiedades (Zalavsky y Shir, 2005). Asi, en la
ensefianza, la definicién da vida a algo que no existia para el estudiante (Mariotti y
Fischbein, 1997).

Aunque definir un concepto pueda parecer una actividad sencilla, en una investigacién
previa, donde se pidio definir la probabilidad simple y condicional a una muestra de
profesores de educacion secundaria obligatoria y bachillerato (Contreras, Diaz,
Batanero y Cafiadas, 2013), se observaron errores 0 imprecisiones en ambas
definiciones en el 25% de la muestra, lo que nos lleva a realizar este trabajo, para
evaluar las definiciones proporcionadas por los estudiantes de Bachillerato.

2.2.Dificultades con la probabilidad condicional e independencia

A pesar de la importancia que para el trabajo con la estadistica tienen la probabilidad
condicional e independencia, la investigacién previa describe numerosos errores y
sesgos de razonamiento (Borovcnik, 2012; Diaz, Batanero y Contreras, 2010; Diaz y de
la Fuente, 2005). Por ejemplo, se confunde probabilidad condicional y conjunta
(Totohasina, 1992), o bien se asocian las situaciones causales y condicionales
(Pollatsek, Well, Konold y Hardiman, 1987). Otro error comdn es la falacia de la
condicional transpuesta, es decir, el intercambio de los términos que definen una
probabilidad condicional (Falk, 1986), o bien se supone que el suceso que condiciona
debe ser anterior al condicionado (Gras y Totohasina, 1995).

Respecto a la comprension de la independencia, hacemos notar que dicho concepto esta
ligado al de probabilidad condicional, ya que dos sucesos son independientes si y sélo si
la probabilidad de uno de ellos no cambia si se condiciona por el otro; es decir, dos
sucesos A y B son independientes si y solo si P(A|B)=P(A) o P(BJA)=P(B); o lo que es
lo mismo, P(ANB)=P(4)-P(B) (Borovcnik, 2012; Huerta y Arnau, 2017). Sin embargo,
D’Amelio (2004) propuso un problema sobre independencia a estudiantes
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universitarios, encontrando algunos que usaban la regla de adicion de probabilidades, en
lugar de utilizar la regla de la multiplicacion, para probar la independencia de dos
sucesos.

Dos sesgos bien conocidos sobre la independencia son la recencia positiva y negativa
(Sénchez y Valdez, 2015; Tversky y Kahneman, 1982), es decir, suponer que la
ocurrencia de un suceso cambia la probabilidad del mismo en siguientes replicaciones
de un experimento. Otras investigaciones con estudiantes (Cordani y Wechsler, 2006) e
incluso con futuros profesores (Sanchez, 1996) indican que muchos sujetos piensan que
dos sucesos sélo pueden ser independientes si pertenecen al espacio muestral de
experimentos aleatorios diferentes.

Los anteriores estudios de evaluacion se realizan utilizando preguntas de opcién
multiple, donde las posibles respuestas del estudiante estan fijadas de antemano. Un tipo
de investigacion que permite profundizar mejor en la comprension de estos conceptos es
realizado por Kataoka, Hernandez y Borim (2010), con 34 alumnos de master, 22 de
grado y 27 de secundaria, a los que pide explicar el significado de un suceso
independiente. Varios de estos estudiantes asociaron la independencia al hecho de que
los experimentos fuesen sucesivos (y no simultdneos); otros no diferenciaron entre
independencia y sucesos mutuamente excluyentes.

Nuestro trabajo utiliza preguntas abiertas; en concreto se pide definir la probabilidad
simple y condicional, dependencia e independencia de sucesos para analizar las
definiciones aportadas por los estudiantes. Con ello se completan las investigaciones
anteriores y la desarrollada por Contreras et al. (2013), quienes analizan las definiciones
de probabilidad simple y condicional en una muestra de futuros profesores. En lo que
sigue se describen los fundamentos y métodos utilizados, se presentan y discuten los
resultados y se finaliza con algunas conclusiones.

3. Método

La muestra estuvo formada por 52 estudiantes, 21 de primer curso y 31 de segundo
curso de Bachillerato, que realizaban sus estudios en tres centros distintos de la
provincia de Malaga, uno de ellos privado y los otros dos publicos. EI motivo de elegir
estudiantes de Bachillerato fue tomar cursos en los que se habia dado el tema de
probabilidad condicional e independencia anteriormente y ademas, que tuviesen la
madurez suficiente para dar una definicion de los conceptos investigados usando sus
propias expresiones. Las edades de los estudiantes se encuentran entre los 16 y 19 afios,
la mayoria de 17 y 18. La tarea propuesta a estos estudiantes se presenta a continuacion
y es similar a la utilizada por Contreras et al. (2013) en su investigacion aungue, en su
caso, se pregunta por la probabilidad simple y condicional y no por la independencia o
dependencia.

1. Explica con tus propias palabras la diferencia entre una probabilidad simple y una
probabilidad condicional

2. Explica con tus propias palabras la diferencia entre dos sucesos independientes y dos
sucesos dependientes.

La tarea se realizd por escrito de forma individual por cada alumno, en cada uno de los
institutos participantes, con la ayuda del profesor del grupo a quien agradecemos su
colaboracidn. Para clasificar las respuestas se utiliza el anlisis de contenido, que es un
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estudio sistematico de documentos escritos, que permite identificar variables y
categorias en los mismos para realizar inferencias (Sandin, 2003). En nuestro caso, las
respuestas de los estudiantes se han clasificado en categorias, que parten de las
determinadas en Contreras et al. (2013), y los codigos se asignaron a las categorias
mediante varias revisiones y comparacién de unas con otras, siguiendo el proceso
ciclico tipico de la investigacion cualitativa (Sandin, 2003). A continuacion se presentan
y discuten los resultados.

4. Resultados
4.1. Categorias de respuesta

En primer lugar se clasificaron las definiciones aportadas por los estudiantes,
diferenciando las respuestas dadas para los diferentes conceptos. Se obtuvieron las
siguientes categorias:

Definiciones correctas: Para considerar la definicion correcta, segun Leikin y Winicki-
Landman (2001), se comprob6 que el estudiante incluyese las condiciones necesarias y
suficientes para la definicion, ademas de incluir otros conceptos previamente definidos.

Como ejemplo de definicion correcta de probabilidad simple y condicionada podemos
exponer el siguiente caso, donde se incluyen conceptos previos (suceso, resultado).
Incluye una condicién suficiente para definirlas (que no se haga depender de otro
suceso, en el caso de la probabilidad simple). Sin embargo, el lenguaje utilizado por el
estudiante es informal.

En una probabilidad simple no influye el resultado de la probabilidad anterior, mientras
gue en la probabilidad condicionada una de las probabilidades influye en la otra, es
decir, sabiendo que pasa una que también ocurra la otra (E43).

En el siguiente ejemplo, el estudiante define correctamente tanto la independencia
como la dependencia entre sucesos, pues incluye una condicion necesaria y suficiente,
que consiste en que, en el caso de dependencia de un suceso, su probabilidad influye en
la de obtener el otro, que cambia como consecuencia de ello y en el caso de
independencia, no existe esta influencia. Ademas, el estudiante incluye en la definicién
otros conceptos previos como el de suceso y probabilidad:

Dos sucesos dependientes son aquellos donde la probabilidad de que uno suceda influye
en la probabilidad de que el otro suceda; sin embargo, en dos sucesos independientes,
uno no influye en el otro para nada (E41).

Definiciones imprecisas. Hemos considerado que la definicion aportada por el
estudiante es imprecisa cuando cumple las condiciones de Leikin y Winicki-Landman
(2001), al incluir condiciones necesarias o suficientes para definir la probabilidad,
dependencia e independencia, pero es confusa o bien afiade condiciones no necesarias.
Como ejemplo de definicion correcta, pero imprecisa de probabilidad simple y
condicional tenemos la siguiente respuesta, donde el estudiante no es capaz de dar la
definicion sin recurrir al ejemplo; en la investigacion de Contreras, Diaz, Batanero y
Cafiadas (2013) el 4,6% de participantes da un ejemplo en vez de la definicién, y en
nuestro caso ese porcentaje corresponde al 15,4%:

Una probabilidad simple es aquella que no se ve condicionada por otra probabilidad, es
decir la probabilidad de sacar 6 en un dado y la condicionada dependera de otra
probabilidad (E50).
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Otras respuestas imprecisas se deben a que el estudiante afiade la idea de que todos los
sucesos tienen la misma probabilidad en todos los casos. Serian los estudiantes que
expresan el sesgo de equiprobabilidad, descrito por Lecoutre (1992), que consiste en
considerar equiprobables todos los resultados de cualquier experimento aleatorio.

Un ejemplo de definicion imprecisa de dependencia e independencia se muestra a
continuacion, donde aparentemente el estudiante comprende el suceso e incluye una
condicion necesaria de la dependencia (la influencia del otro suceso), pero el
vocabulario usado es muy pobre y no se llega a aludir a la probabilidad, que es lo que
cambia en el caso de la definicion de dependencia; en la definicion de independencia no
se indica que el cambio de la probabilidad condicionada se produce al incluir el suceso
en la condicion:

Dos sucesos independientes son aquellos en los que en la probabilidad condicionada no
cambian son iguales, da lo mismo. En cambio dos sucesos dependientes dependen cada
uno de ellos y si se hace algo cambia (E2).

Definicion incorrecta: La definicion seria incorrecta cuando no describe adecuadamente
el concepto, pues falta alguna de sus condiciones necesarias 0 suficientes o se
confunden conceptos implicados en las mismas. Uno de los fallos en la definicion de
probabilidad simple ha sido confundir la probabilidad simple con compuesta, al igual
que ocurrio en el trabajo de Contreras et al. (2013) o dar ejemplos ajenos al céalculo de la
probabilidad simple. En el siguiente ejemplo se confunde la probabilidad con el
fendmeno que se estudia:

Una probabilidad simple es aquella en la que no se actla y sale por naturaleza (E49).

Un ejemplo de definicion incorrecta de dependencia e independencia se reproduce a
continuacion, donde se comete un error al aplicar la formula del producto para dar la
definicién. El estudiante indica que, en el caso de sucesos independientes, la
probabilidad de la union es igual a la probabilidad del suceso; sin embargo, la condicion
que se cumpliria en este supuesto es que la probabilidad condicionada seria igual a la
probabilidad simple o bien que la probabilidad de la interseccion seria igual al producto
de probabilidades. Esta confusion en el uso de la regla del producto y la regla de la
suma al definir la independencia de sucesos fue también encontrada entre estudiantes
universitarios en la investigacion de D’ Amelio (2004):

Los sucesos son independientes cuando al realizar P(AUB), el resultado es igual a P(B).
Por el contrario, dos sucesos son dependientes cuando P(AUB)#P(B) (E4).

4.2. Definiciones de probabilidad simple y condicional

En la Tabla 1 se resumen los tipos de definiciones dadas a los conceptos de probabilidad
simple y condicional, donde el porcentaje de definiciones correctas de la probabilidad
simple es del 44,2%, algo menos que la mitad de los estudiantes. EIl porcentaje de
definiciones incorrectas fue 23,1% mayor que el encontrado por Contreras et al. (2013),
en cuyo trabajo el 9,7% de futuros profesores dio una definicion incorrecta de la
probabilidad simple. Hay que destacar que 17,1% no es capaz de da la definicion, frente
al 8,7% del trabajo de Contreras et al. (2013).

Respecto a la probabilidad condicional, las definiciones correctas llegan al 48,1%,
similar al trabajo de Contreras et al. (2013), donde alrededor del 50% da una definicién
incorrecta o imprecisa de la probabilidad condicionada. En nuestra investigacion el
porcentaje de definiciones imprecisas e incorrectas baja hasta 36,5%. Por otro lado, el
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15,4% ha dejado la pregunta sin contestar y las definiciones correctas. En ambas
definiciones las respuestas mejoran mucho en los estudiantes de segundo curso.

Tabla 1. Resultados en la definicion de la probabilidad simple y condicional

Probabilidad simple Probabilidad condicional

1°Curso 2°Curso Total 1°Curso 2°Curso Total
Correcta 2 21 23 3 22 25
Correcta pero imprecisa 2 6 8 3 3 6
Incorrecta 11 1 12 9 4 13
Blanco 6 3 9 6 2 8

4.3. Definiciones de dependencia e independencia

Los resultados obtenidos en la definicion de la dependencia e independencia de sucesos
se presentan en la Tabla 2, en la que se observa que la mayor proporcion de estudiantes
ofrecen definiciones correctas (38,5%), a lo que podemos afiadir otro 17,3% que da una
definicién basicamente correcta, aunque imprecisa. Por otro lado, el 23,1% responden
incorrectamente y el 21,1% no es capaz de proporcionar una definicion, por lo cual,
sumados estos dos porcentajes, los resultados son bastante peores que los reportados por
Contreras et al. (2013) en la definicion de probabilidad condicional; aunque ello es
I6gico, teniendo en cuenta que dicha muestra estuvo constituida por futuros profesores.

Tabla 2. Frecuencia de tipo de definicion de suceso dependiente por curso

Dependencia Independencia
1°Curso 2°Curso Total 1°Curso 2°Curso Total
Correctas 4 16 20 7 22 29
Correcta pero impreciso 4 5 9 3 3 6
Incorrecta 5 7 12 3 4 7
Blanco 8 3 11 8 2 10
Total 21 31 52 21 31 52

Respecto a las definiciones de sucesos independientes, son en su mayoria correctas
(55,8%). En cuanto a las respuestas correctas pero imprecisas, representan el 11,5% y
las incorrectas el 13,5% siendo el porcentaje mas bajo que en la definicion de
dependencia. Por ultimo, han contestado en blanco un 19,2%; sin embargo, hacemos
notar que no hemos encontrado en las definiciones la confusién entre sucesos
independientes y sucesos mutuamente excluyentes que Cordani y Wechsler (2006),
D’Amelio (2004), Kataoka et al. (2010) y Sanchez (1996) describen en sus
investigaciones.

Interpretamos este hecho porgue nosotros hemos pedido al estudiante dar la definicion,
mientras que en dichas investigaciones se propusieron ejemplos de sucesos
independientes y mutuamente excluyentes que los estudiantes no discriminaron. Por el
contrario, si se ha confirmado la confusion entre la necesidad de que se cumpla la regla
del producto y la regla de la suma en la definicién de la independencia descrita por
D’Amelio (2004), aunque esto ocurre en casos muy aislados.

Igual que en la definicion de sucesos dependientes, los resultados son mucho mejores en
el segundo curso. El 71% de las definiciones dadas por estos alumnos son correctas,
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frente a solo el 33% en los estudiantes de primer curso, lo que confirma el mejor
conocimiento, a la vez que madurez, de los segundos. Ademas, estos apenas dejan las
definiciones en blanco, lo que contrasta con el alto porcentaje de sus comparieros de
primer curso (38,1%) que no llegan a dar la definicion.

4.4, Sintesis y discusion

Para resumir los resultados, en la Figura 1 presentamos una comparacion de los tipos de
definiciones en los cuatro conceptos considerados en donde observamos unas
proporciones bastante similares para cada tipo de definicion (correctas, imprecisas,
incorrectas 0 no definen) en los cuatro conceptos considerados. Se realizé un contraste
Chi-cuadrado de independencia entre el tipo de definicion (filas) y el concepto
(columnas) que no fue estadisticamente significativo (Chi=5,22; g.1.=9; p=0,8). En todo
caso, predominan las definiciones correctas, en una proporcion entre el 38% y el 60%,
que indica que una parte importante de los estudiantes son capaces de definir estos
conceptos, aunque su lenguaje no esté muy formalizado.

100% -
90%
80% -
70% -
60% m Correctas
50% - W Imprecisas
40% +— Incorrecta

Blanco

30% |

20% +——— —

10% —— —

0% T T T 1
P.simple  P.compuesta Dependencia Independencia

Figura 1. Distribucion del tipo de definiciones por concepto

En la Figura 2 de presenta la distribucion del tipo de respuestas en cada uno de los dos
grupos de estudiantes, donde hemos considerado todas sus definiciones, sin tener en
cuenta a qué concepto se refieren. Se obtiene ahora en el contraste Chi-cuadrado de
independencia entre tipo de definicién (filas) y grupo de estudiantes (columna) un valor
estadisticamente muy significativo (Chi=50,39: d.g.=3, p<0,001). Estas diferencias se
observan ademas en al grafico, con una proporcion mucho mayor de definiciones
correctas (cercanas al 65%) en los estudiantes de segundo curso, respecto a sus
compafieros que apenas llegan al 20%. Por otro lado, los estudiantes de primer curso
tienden mas a no dar la definicion (30%) o a dar una definicidn incorrecta (35%).
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Figura 2. Distribucion del tipo de definiciones por curso

Por otro lado, el andlisis detallado de las definiciones incorrectas e imprecisas
aportadas, permitié identificar los siguientes conflictos semioticos, que Godino (2002)
define como disparidad entre el significado asignado a una expresion matematica por un
estudiante respecto al significado institucional:

e Suponer que la probabilidad simple s6lo se puede calcular cuando los sucesos
son equiprobables. Pensamos que este conflicto aparece por el énfasis excesivo
en la ensefianza de ejemplos de este tipo de sucesos y se podria implicar el sesgo
de equiprobabilidad, descrito por Lecoutre (1992).

e Falacia del eje temporal, descrita por Gras y Totohasina (1995). Es decir,
suponer que el suceso condicionante en la probabilidad condicional tiene que
preceder temporalmente al condicionado.

e Pensar que solo se puede definir la probabilidad condicionada cuando hay
dependencia de sucesos. Este conflicto puede implicar la confusion entre
condicionamiento y causacion citada por Diaz y de la Fuente (2005).

e Confusion de la formula asociada a los sucesos independientes A y B, siendo la
usada la siguiente: P(AUB) = P(B)+P(A). Detras de este conflicto puede haber
una confusion entre producto y suma de probabilidades.

e No saber diferenciar entre probabilidad simple y condicionada o compuesta. Este
conflicto aparece en la investigacion de Contreras (2011).

5. Implicaciones docentes

En definitiva, aunque con carécter exploratorio, pues la muestra es pequefia, nuestros
resultados indican que todavia en Bachillerato son muchos los estudiantes que tienen
dificultad al definir conceptos probabilisticos elementales, como son los de probabilidad
simple y condicional, dependencia e independencia. Aunque también se muestra
mejores resultados en los estudiantes de segundo curso de Bachillerato, que en su
mayoria fueron capaces de proporcionar definiciones correctas, es todavia alta la
proporcion de estudiantes que falla en las tareas propuestas. Es decir, la ensefianza
recibida en primer curso ha mejorado el conocimiento de estos estudiantes, pero todavia
ha sido insuficiente.

La principal razén de proporcionar una definicién incorrecta fue afiadir condiciones
innecesarias que reflejan sus sesgos de razonamiento, en forma similar a otras
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investigaciones, como las de Contreras et al. (2013). Respecto a la dependencia e
independencia, el principal sesgo de confusién entre sucesos independientes y
mutuamente excluyentes citado por Cordani y Wechsler (2006), D’Amelio (2004),
Kataoka et al. (2010) y Sanchez (1996) no se refleja explicitamente en las definiciones.
Ademas, con menor frecuencia se han manifestado una serie de conflictos semiéticos
que muestran que los estudiantes confunden conceptos o propiedades de los mismos.

Los temas analizados son importantes no sélo para la formacion posterior del
estudiante, sino para la vida cotidiana, donde con frecuencia nos enfrentamos a
decisiones que implican la probabilidad condicional, dependencia e independencia. Sera
entonces necesario prestar mayor atencion a la ensefianza de estos temas para superar
las dificultades descritas en este trabajo.
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