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INTRODUCCTION

El Laplaciano de una variedad de Riemann compacta, actuando
sobre funciones diferenciables; tiene por valores propios un con-
junto numerable infinito y discreto de numeros reales positivos
y la multiplicidad de cada uno de estos valores propios es finita.
El espectro de una variedad de Riemann compacta M, que se designa
por

Spec(M) = {O==lo*ik1,..,k1< 12,..,12'<...},

es el conjunto de los valores propios del Laplaciano, junto con
sus multiplicidades respectivas.

A partir de esta situacidon se plantea de forma natural 1la
cuestidn de estudiar el comportamiento de los valores. propios asi
como la de relacionarlos con las distintas propiedades geométricas
O topoldgicas cléasicas de la geometria de Riemann.Este tipo de

‘cuestiones se conocen con el nombre genérico de Geometria espectral.

Examinamos a continuacidén algunos de los principales problemas que
se presentan en este campo.

o) Dada una variedad de Riemann compacta calcular su espectro.

Este problema sdlo esté_resuelto_para algunas variedades localmen-
te simétricas. Por ejempld ‘B_é:nger., Gauduchon y Mazet [BGM] calculan
el espectro de los_eSpacios,simétriCOS;chpactés-Qe.rango 1.y de
los toros llanos. En [N] Nagano calcula el -espectre de 1os espaclos
simétricos clédsicos de tipo compacto.

o) Encontrar intervalos de variacidn de los valores propios

en funcidn de otros invariantes geométricos. Los mejores resul-

tados, en este problema, se han obtenido para el primer valor



propio. Los primeros resultados son de Lichnerowicz [Lc] y Obata
[01], en 1lo0os que se obtiene una cota inferior de A, para varieda-
des con curvatura de Riccl mayor O 1gual que una constante positi-

va y la igualdad ocurre sdlo para la esfera. De entre los trabajos

posteriores destacamos los de Cheng [Cg], Li [L1], Li y Yau [LY1].
Combinando los resultados obtenidos por estos autores se tiene

para una variedad de Riemann compacta con curvatura de Ricci no

negativa la acotaciodn

donde d es el diametro de la variedad y n su dimensiédn.

o) Encontrar regularidades de la sucesidén de los valores
propios en el infinito. Este problema ha sido bastante estudiado
y se tienen para €1 algunas soluciones satisfactorias, vease por
ejemplo [BGM]. La idea central se puede describir como sigue:
dada una variedad de Riemann compacta, consideramos la funcidn

= G

m e 4

Z(t) = Iu=8 u

donde 1los A, son los valores propios de la variedad y 1los m., sus
multiplicidades respectivas. Entonces Z(t) esta definida para todo
t >0 y admite un desarrollo asintdético cuando t = O+, Cuyos coe-
ficientes vienen dados por integrales de expresiones en las que
intervienen sdlo la curvatura de la variedad y sus derivadas suce-
sivas. Como caso particular se tiene la famosa férmula de Weyl

que expresa el volumen de la variedad como limite de una sucesiodn

construida.'a partir de los valores propios de la misma.

o) Dadas dos variedades de Riemann compactas con el mismo

espectro estudiar si son o no isométricas. Este problema se conoce



con el nombre de problema 1nverso y en su forma general tiene
una respuesta negativa. El1 primer contraejemplo es de Milnor [M]
quien encuentra dos toros llanos de dimensidén 16 con el mismo es-
pectro pero no isométricos. Entre los contraejemplos obtenidos
posteriormente destacamos el de Vigneras (V], que encuentra dos
superficies de Poincaré (esto es, con curvatura constante igual

a -1) con el mismo espectro y no isométricas. Para algunas varie-
dades concretas la respuesta es afirmativa. Por ejemplo Berger
[B1] demuestra que si una variedad de Riemann compacta tiene el
mismo espectro que una esfera 2-dimensional con la métrica stan-
dard, entonces es isométrica a esta esfera. En otra linea Guille-
min y Kazhdan [GK] demuestran que, bajo ciertas condiciones, toda
deformacidn isoespectral de una variedad de curvatura negativa es
isométrica.

0) Estudiar que tipo de propiedades geométricas o topol§gicas

dependen solo del espectro del Laplaciano. Como ilustracidn puede

sevir el trabajo de Duistermaat y Guillemin [DG] en el que se
demuestra que la propiedad de que todas las geodésicas de una

variedad sean periddicas es una propiedad espectral.

En esta memoria nosotros estudiamos los valores propios de
las subvariedades minimales del espacio proyectivo complejo (con
la métrica de Fubini-Study) y de la esfera (con la métrica stan-
dard). El1 primer resultado sobre la geometria espectral de las
subvariedades es un teorema de Takahashi [Ta] en el que se demues-
tra que las funciones coordenadas de una inmersidén isométrica y

minimal en una esfera son propias con valor propio n/r2, donde



n es la dimensidén de la subvariedad y r es el radio de la esfera.
Asi el espectro de una variedad contiene informacidn acerca de 1los
radios de las esferas en las que ésta puede ser inmersa minimal-
mente. Otro resultado conocido, que fué encontrado inicialmente
por Bleecker y Welner [BW] y tratado posteriormente por Reilly
[R]y Chen [Ch2], es una aplicacidn del principio del minimo a las
funciones coordenadas de una inmersidn isométrica de una variedad
de Riemann compacta, M, en el espacio Euclideo. Si H es el vector
curvatura media de 1la inmersién, vol(M) el volumen de M y n su
dimensidn, entonces el primer valor propio del espectro de M, x,,
verifica la desigualdad

(0.1) leIziiuq/n)vol(M).

M
S1 se da la igualdad, entonces M es minimal en una esfera del

espacio Euclideo de radio \/n/"Jx..l . Mas recientemente Yang y Yau
[YY] obtienen una desigualdadyen la que intervienen los k primeros
autovalores, para una subvariedad minimal de la esfera. Sin
embargo esta desigualdad es débil,en el sentido de que la igualdad
no se alcanza. En [He] y [YY] Hersch y los autores anteriores, uti-
lizando la invarianza conforme de la integral de Dirichlet y el
teorema de Riemann-Roch, obtienen para toda superficie compacta
una cota para el primer valor en funcidn del volumen y del género
de la superficie. Como caso particular en [YY] se obtiene, para
una curva compleja en el espaclio proyectivo complejo, que A, S 2.
Nosotros, vease el corolario II.3.5, generalizamos el resultado
anterior para una subvariedad compleja del espacio proyectivo
complejo, con dimensidn compleja n, y obtenemos para el primer

valor propio la desigualdad A n+1.

A



En otra linea, utilizando los coeficientes del desarrollo
asintdtico, Barros y Chen [BC] obtienen diversas caracterizaciones
espectrales de la quadrica compleja y Barros y Romero [BR] una
caracterizacidn del mismo tipo para el embebimiento de Veronese
dentro de la familia de las subvariedades complejas del espacilo
proyectivo. Nosotros en esta memoria, utilizando métodos diferen-
tes, generalizamos los resultados anteriores a otras subvariedades
Kaehlerianas con segunda forma fundamental paralela. Por ultimo
seflfalamos el reciente trabajo de Choi y Wang [CW] que obtienen
una cota inferior para el primer valor propio de una hipersuperfi-
cie minimal en una variedad de Riemann compacta con curvatura
de Ricci positiva, resolviendo asi parcialmente una conjetura de
Yau [Y4] acerca del primer valor propio de las hipersuperficiles

minimales de la esfera. .

Respecto de la geometria de las subvariedades del espacio
proyectivo complejo, las primeras en ser estudiadas, desde el
punto de vista métrico, fueron las subvariedades Kaehlerianas,
esto es, aplicaciones i:Mn——éch donde M" es una variedad
Kaehleriana, i es una inmersidn holomorfa e isométrica. Esta
familia es la mejor conocida, én lo que respecta a su geometria
de Riemann. Los primeros resultados fueron obtenidos por Calabi
[C1]: una caracterizacidn intrinseca de aquellas variedades que
admiten una inmersidn Kaehleriana en el espacio proyectivo com-
plejo, y un teorema de rigidez local para estas subvariedades,
que asegura que dos inmersiones Kaehlerianas cualesquilera de
una misma variedad en el espacio proyectivo son congruentes,es

decir,existe una isometria holomorfa del proyectivo que trans-



forma una en otra. Estos dos teoremas ocupan un lugar central en
el estudio de estas subvariedades. Probablemente el problema mas
conocido en esta teorilia sea el estudio de las hipersuperficies
complejas verificando buenas condiciones de curvatura. En [Sm]
Smyth demuestra que una hipersuperficie compleja Einsteln completa
y simplemente conexa es una subvariedad lineal o la cuadrica com-
pleja. La correspondiente versidén local fué demostrada por Chern
[Cr]. Estos resultados fueron extendidos posteriormente por No-
mizu y Smyth [NS] y Kobayashi [Ko]. Algunos problemas acerca de
las subvariedades complejas con curvatura positiva han sido estu-
diados sistematicamente por Ogiue [Og]. Mas tarde Nakagawa y
Takagl [NT] clasifican las subvariedades Kaehlerianas localmente
simétricas. En particular clasifican las subvariedades con se-
gunda forma fundamental paralela, que resultan ser los abilertos de
los espacios simétricos Hermiticos de tipo compacto y rango menor
O 1gual que dos, 1nmersos de determinada forma. Finalmente desta-
camos el trabajo de Takeuchi [Ti] en el que generalizando 10s
métodos utilizados en [NT], clasifica las subvariedades homoge-
neas y Kaehlerianas del espacio proyectivo complejo. Otra fa-
milia 1nteresante de subvariedades son la llamadas totalmente
reales. Son aquellas subvariedades del proyectivo para las que

la estructura compleja transforma el espacio tangente a 1la
subvariedad en un subespacio del normal a la subvariedad. esta
familia ha sido estudiada por ejemplo por Chen y Ogiue [CO],

Yau [Y1],[Y2], Naithot [Nt]y Naithot y Takeuchi [NhT]. Mas recien-
temente Bejancu[Bul], [Bu2] introduce el concepto de CR-subvariedad
para aquellas subvariedades cuyo fibrado tangente se descompone

como suma de dos distribuciones, una holomorfa y otra totalmente



real, que engloba al de subvariedad Kaehleriana, totalmente real
y al de hipersuperficie real. Algunos resultados acerca de estas
subvariedades pueden encontrarse en [Ch4].

Respecto de las subvariedades minimales de la esfera, sefla-
laremos s60lo algunos de los muchos resultados conocidos. En un
trabajo clasico Simons [Si] demuestra que si la longitud de 1la
segunda forma fundamental de una subvariedad compacta y minimal
de la esfera es menor que una cierta constante positiva, entonces
la subvariedad es totalmente geodésica. Por tanto estas ultimas
subvariedades no se pueden deformar dentro de la familia de 1las
subvariedades minimales. Calabi [C2] demuestra que el area de
una superficie minimal compacta*de la esfera es un multiplo ente-
ro de una cilerta constante. Chern, Do Carmo y Kobayashi [CDK]
retoman el problema de Simons y clasifican las subvariedades para
las que se alcanza la igualdad en la cota mencionada anteriormente.
En la misma linea Yau [Y1],[Y2] estudia este tipo de problemas
con acotaciones para la curvatura seccional. Destacamos final-
mente los trabajos de Ferus [F], en el que se clasifican las
subvariedades de la esfera con segunda forma fundamental paralela,
y the Sakamoto [S2], en el que se estudian las subvariedades mi-
nimales que verifican que todas sus geodésicas son curvas con-

gruentes en la esfera.

Tras esta presentacion de los dos topicos sobre los que se
centra nuestro trabajo, la geometria de los autovalores de La-
placiano y la teoria de las subvariedades minimales, pasamos a
exponer los métodos utilizados y los resultados obtenidos en esta

memorilia.



Utilizando ciertas inmersiones isométricas del espacio
proyectivo complejo y de la esfera en el espacio Euclideo, EN,
podemos asociar a cada subvariedad de los espacios anteriores
una inmersidén isométrica en EN. Por otra parte, estudiando el
comportamiento del Laplaciano de una subvariedad de EN sobre 1las
funciones coordenadas de la inmersidn,conseguimos obtener infor-
macién acerca de los autovalores de la misma.

La técnica que utilizamos para obtener informacidn sobre el
espectro de una subvariedad del espacio Euclideo esta descrita en
el capitulo I.y es una generalizacidn de los métodos utilizados
en [BW], [R]y[Ch2]. Recientemente Chen ha obtenido resultados
paralelos a 1los que aparecen en este trabajo [Ch5]. S1i

N . ., X , . : ;
€S una 1nmersion 1sometrica de una variedad de Riemann

o :M'—BE
compacta en el espacio Euclideo y A es el Laplaciano de M, obte-
nemos una serie de desigualdades espectrales, la mas sencilla de
las cuales es (0.1). Junto con ésta,la desigualdad que mas utili-

zaremos en este trabajo es la siguiente

f [ [
(0.2) J<A ¢, o> -(x1+x2)J<A¢,A¢>-+11x2J<A¢,¢>

M M M

2

| Vv

O,

donde A\, ¥ A, son el primer y el segundo valor propio del espectro
de M y <,> es la métrica Euclidea. La igualdad en (0.2) implica

la siguliente igualdad funcional

(0.3) A2¢ = aA¢ + b(¢-¢0),

donde a y b son constantes reales y ¢y €S el centro de gravedad
de la inmersidn ¢. Los resultados anteriores se obtienen utili-

zando propiedades elementales de la teoria de espacios de Hilbert.



La eleccidon de las subvariedades minimales para nuestro es-
tudio se basa en el siguiliente hecho: si %:M——)-ﬁ es una inmersiodn
isométrica y minimal entre dos variedades de Riemann y f:M — R
es una funcidén diferenciable sobre M, entonces el Laplaciano de
M aplicado a la restriccidén de f a M sdlo depende de Hessiano de
f sobre ﬁ y del tangente de M en M para cada punto. En el caso
general, por supuesto el Laplaciano de una funcidn depende, para

cada punto,de los valores de la funcidén en un entorno de dicho

punto.

Para nuestro estudio de la geometria espectral de las sub-
variedades minimales del espacio proyectivo complejo, capitulo II,
utilizamos un embebimiento isométrico de este espacio en un cier-
to espacio Euclideo. Este embebimiento aparece descrito por pri-
mera vez por Tai en [T] y ha sido estudiado tambien por Little
[Le] y Sakamoto [S1]. Nosotros, en esta memoria, hacemos un estu-
dio completo de esta inmersidn, desde un punto de vista distinto
al de estos autores. A este estudio hemos dedicado la seccidn 1
del eppitulo II.Geométricamente el embebimiento puede ser descrito
de la sigulente forma: Sea Cm+1 el espacio Euclideo complejo
(m+1)-dimensional. El1 espacio proyectivo complejo m-dimensional,
CPm, viene definido como el conjunto de todas }as rectas vecto-
riales complejas de Cm+1. S1 consideramos como coordenadas de
cada una de estas rectas las coordenadas de algun vector no nulo
que pertenezca a la recta, éstas estaran determinadas salvo un
factor de proporcionalidad 1 ¢ C-{0}; son las llamadas coordena-

das homogeneas de cp™. Existe, sin embargo, la posibilidad de

hacerle corresponder a cada una de estas rectas un uUnico elemento



de un cierto espacio vectorial de forma natural: a cada recta

compleja;n € CPm, la proyeccidn ortogonal de Cm+1 sobre n, que es

M+1). Esta aplicacién que asocia a cada punto

un elemento de End(C
del espacio proyectivo una cierta aplicacidn lineal resulté Ser

un embebimiento isométrico,para las métricas standard en cada uno
de 1los espééios, que, en diversos sentidos es la inmersidn mas
simple'del espacio proyectivo complejo en el espacio Euclideo.

Utilizando el embebimiento anterior cada subvariedad del
espac%o proyectivo complejo puede ser considerada como un subva-
riedad del espacio Euclideo. Asi podemos aplicarle a estas subva-
riedades‘los métodos desarrollados en el capitulo I. I

En la seccidn 2 del capitulo II definimos algunos tipos de
subvariedades del espacio proyectivo y damos la primera aplica-
cidon del embebimiento de este espacio en el espacio Euclideo:
Utiiiiando“un resultado de Chen [Ch1] para subvariedades del es-
paciQ Euélidéo obtenemos dos acotaciones del volumen de 1las
subvariedades minimales compactas de CPm, una para el caso general
Yy otraj_més‘fina para el caso en que la subvariedad es CR. La pri-
mera'acotacién ha sido méjorada recientemente por Chen [Ché6].

En la seccidon 3 de este capitulo obtenemos, utilizando (0.1),
dos acotaciones del primer valor propio de una subvariedad com-
pacta y minimal de CPm, una para el caso general y otra para el
caso en 1a subvariedad es CR. La segunda desigualdad ha sido ob-
tenida_simultaneamente por EJjiri [E] y la primera ha sido mejo-
rada posteriormente, utilizando nuestros resultados, por Chen [Ché6].
Para avérighar en que casos se alcanza la igualdad clasificamos

las subvariedades CR-minimales del espacio proyectivo que son

minimales en alguna esfera del espacio Euclideo via el embebi-

- 10 -



miento de CPm en EN (teorema II.3.1). Con este teorema de clasi-
ficacién y con la desigualdad anterior obtenemos varios resulta-

dos entre los que destacamos l1los siguilentes

Corolario II.3.5. Sea M' una subvariedad compacta y Kaehleria-

na, con dimensidén compleja n, del espacio proyectivo complejo.

Entonces
A1 < n+1,
donde A, €s el primer valor propio del espectro de M. La igualdad

ocurre si y sdlo si M es totalmente geodésica.

Para n =1 este resultado habia sido demostrado por Yang y Yau
[YY]. Para n cualquiera ha sido obtenido independientemente por

Ejiri [E].

ggrplario ITI.3:6. Sea MP una subvarig@ad totalmente real com-

pacta y minimal, con dimensidn p, de CP'.

1) Si existe una subvariedad lineal CPP de CP" tal que MP es una

subvariedad totalmente real de cPP, entonces 3(p+1) estd en Spec(M).

2) S1i x1==%(p+1), entonces existe una subvariedad lineal cpP de

cp™ tal que MP e€s una subvariedad totalmente real de cpP.

En la seccidn 4 recogemos las propiedades fundamehtales de
la geometria de las subvariedades Kaehlerianas del espacio proyec-
tivo complejo. Damos algunos ejemplos importantes de subvariedades
Kaehlerianas compactas,asl como la clasificacidn de las subvarie-
dades Kaehlerianas con segunda forma fundamental paralela ob-
tenida por Nakagawa y Tagaki [NT].

En la seccidn 5 estudiamosllas subvariedades Kaehlerianas

compactas de cp™ que son de orden {u,,u,} en el espacio Euclideo

- 11 =



correspondiente, esto es, subvariedades tales que todas sus fun-
ciones coordenadas son suma de dos funciones proplas asociadas

a los valores propios Ao X Ay respectivamente. Estas subvarie-
1 2
dades estan caracterizadas por la igualdad funcional (0.3).

Demostramos que una subvariedad Kaehleriana es de orden (U, ,u,}
si y sb6lo si verifica una condicidén intrinseca, la subvariedad es
|

Einstein, y otra extrinseca, cierto tensor en el fibrado normal
es proporcional a la métrica. Exponemos con detalle el ejemplo

de la cuadrica compleja, que es de orden (1,2}, y obtenemos algu-
nos resultados relacionados que seran utiles en la seccidn si-
guliente. Seflalemos que, a partir de nuestra caracterizacidn, el
hecho de ser subvariedad Kaehleriana de orden (U, , Uy} esta proxi-
mo a la condicidn de tener segunda forma fundamental paralela.

La seccidn 6 es la ultima del segundo capitulo. En esta
seccidn demostramos fundamentalmente una desigualdad para toda
subvariedad Kaehleriana compacta del espacio proyectivo complejo
en la que intervienen s6lo los invariantes espectrales mas sen-
cillos de la subvariedad: la dimensidn, el primer y el segundo
valor propio, el volumen y la 1ntegral de la curvatura escalar.
S1 la i1gualdad ocurre la inmersidn en el espacio Euclideo corres-

pondiente es de orden {1,2}. Como consecuencia de los resultados

anteriores obtenemos l1los siguientes

Corolario II.6.2. Sea M" una subvariedad Kaehleriana, de di-

e : . m
mension compleja n, 1nmersa en CP . Sean 2

19 Ao el primer y el

segundo valor propio del Laplaciano de M, p la curvatura escalar

(
y vol(M) su volumen. Si i, = (Jo)/(nvol(M)) y M no es totalmente

b4 D e 1 L
M

geodésica,entonces




Si la igualdad ocurre, entonces M es Einstein y la segunda forma

—_————— T e = i ————ir — m——

fundamental de la inmersidn es paralela.

f
Sefialemos que la hipdtesis A, = (Jp)/(nvol(M)) se cumple por

M
ejemplo para toda variedad Kaehleriana compacta Einstein con grupo

de isometrilias no discreto.

Corolario II.6.3. Sea M" una subvariedad Kaehleriana compacta

: - : N+ o N . . s
n-dimensional embebida en cp"*P, S1 M" es una 1nterseccion comple

ta de p hipersuperficies algebraicas no singulares de grados a,

en CP"'P, entonces

QQ,a-
P

(n+1—11)(n+1-12) > p-) a

= a a
]

La igualdad ocurre si X_sélo si M=CP" es una subvariedad lineal

de cp"*P o) M=Q" es la cuadrica compleja en alguna subvariedad
1

liqeg{ CPn+ gg CPn+p.

Las subvariedades Kaehlerianas Einstein con segunda forma
aparecen descritas en la tabla 1 (pg. 54 ). Nosotros demostramos
que s1 una subvariedad Kaehleriana compacta del espacio proyectivo
complejo tiene el mismo espectro que alguna de estas subvariedades
entonces es congruente con el embebimiento standard de esta va-
riedad. Este tipo de resultados se conocen en geometrila con el
nombre de teoremas espectrales 1nversos. El primer resultado de

este tipo fué encontrado por Kac [K] en un trabajo clasico.

Pasamos a exponer los resultados obtenidos en el capitulo III

para las subvariedades minimales de la esfera.




Para obtener informacidn acerca de los valores propios de
las subvariedades minimales de la esfera utilizamos los métodos
desarrollados en el capitulo I, y obtenemos resultados paralelos
a algunos de los obtenidos en el capitulo II para subvariedades
Kaehlerianas del espacio proyectivo complejo. Veamos en primer
lugar las diferencias fundamentales con respecto a este caso.

En el capitulo II utilizamos la inmersidén mas simple del
espacio proyectivo complejo en el espacio Euclideo. La inmersiodn
mas simple de la esfera en el Euclideo es evidentemente la 1inmer-
sidn como el lugar de puntos que equidistan de uno dado. Sin
embargo el teorema de Takahashi ([Ta] nos asegura que toda 1nmer-
sidén minimal de una variedad de Riemann compacta en la esfera ve-
rifica que sus funciones coordenadas son propias, con valor pro-

2, donde n es la dimensidon de la variedad y r el radio de

pio n/r
la esfera. La informacidén que obtenemos para las subvariedades
del espacio proyectivo complejo esta basada en el hecho de que
las funciones altura asociadas a la inmersidén no tienen el mis-
mo comportamiento respecto del Laplaciano para todas las subva-
riedades. Esto nos permite diferenciar unas subvariedades de
otras en funcidn del espectro de su Laplaciano. Puesto que esto
no ocurre para las subvariedades minimales de la esfera la i1nmer-
sidén standard de ésta en el Euclideo no sirve para obtener 1lo0s
resultados que buscamos. Las funciones coordenadas de esta inmer-
sidén de la esfera son propias y su valor propio es el primero de
la esfera. La inmersidén que utilizamos en este capitulo es la
segunda inmersién mis simple de la esfera en el espacio Euclideo.

Tiene segunda forma fundamental paralela y aparece descrita por

primera vez en [T]. Viene dada, a grosso modo, por todos 1oOs
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. : 1
productos posibles de las funciones altura de la esfera s™ en B .

A partir de este hecho nuestro estudio se puede plantear de la
siguiente forma: sea M? un subvariedad compacta de la esfera g,
Sea Vu el espacio de las funciones propias de M asociadas al valor
propio A . ;,Qué se puede decir acerca del comportamiento del Lapla-
ciano de M sobre el producto de dos funciones de Vu?. Si tomamos
como modelo a las funciones asociadas al primer valor propio

sobre un espacio simétrico compacto de rango 1 se tiene que el

buen comportamiento viene dado por

(0.4) V.lV1 - VO4-V14-V2.

En el caso de que el subespacio propio sea el conjunto de funcio-
nes coordenadas asociadas a la inmersidn minimal en la esfera,
podemos "organizar" estos productos como una nueva inmersidn iso-
métrica en un cierto espacio Euclideo y podemos aplicarle a esta
nueva inmersidén las técnicas desarrolladas en el capitulo I.

En la seccidn 1 estudiamos con detalle esta nueva inmersiodn
de la esfera en el espacio Euclideo.

En la seccidén 2 demostramos fundamentalmente que la versiodn
correspondiente de (0.4) para una subvariedad minimal de la es-
fera ocurre si y sdlo si la subvariedad es Einstein y su fibrado
normal verifica cierta condicidn. Asimismo obtenemos algunos re-
sultados técnicos que seréan utilizados en la siguiente seccidn.

La seccidn 3 es la Ultima y la mas inportante de este capl-
tulo. Obtenemos para toda subvariedad compacta y minimal de 1la
esfera una desigualdad en la que intervienen solamente 1nva-
rantes espectrales y en la que la igualdad se alcanza si y soélo

si (0.4) ocurre. Asi, en este caso particular, (0.4) es una
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propiedad que sdlo depende del espectro de la subvariedad.

Especial interés tienen, dentro de la familia de las inmer-
siones minimales en la esfera, las inmersidnes de orden 1, esto
es, aquellas para las que las que las funciones coordenadas aso-
ciadas a la inmersidon de la esfera como hipersuperficie umbilical
del Euclideo, son propias con valor propio el primero de la sub-
variedad. Si ademas se tiene que la inmersidn es de la forma
k(f1,...,fm1), donde k es una constante real y {fi} es una base
ortonormal, respecto de la métrica L2, del espacio V1, decimos
que la inmersidn de orden 1 es standard. Dos interesantes familias
de variedades de Riemann compactas que admiten una inmersion
standard de orden 1 son los espacios homogeneos irreducibles com-
pactos [Wa] y las variedades fuertemente arménicas [Be].

Destacamos las sigulentes consecuencias de la desigualdad

espectral mencionada anteriormente.

Corolario III.3.2. Sea M" una variedad de Riemann compacta

que admite una inmersidén de orden 1 en una esfera. Entonces

I

‘4{2(n+5)11-(n+2)x2}vol(M)

IV

Jo-

M

Corolario III.3.3. Sea M" una variedad de Riemann compacta

que admite una inmersidn standard de orden 1. Entonces

n+2 < m1

n m1+1

A A

1 = r2e

donde m, es la dimensidn del \,—autoespacio.

S1 la igualdad ocurre en alguna de las desigualdades anteriores,

entonces M es Einstein y clerto tensor en el fibrado normal es

|
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es proporcional a la métrica. Terminamos la seccidn demostrando
que en el caso de que la variedad sea fuertemente armdnica, 1la
igualdad en las anteriores desigualdades ocurre si y sdélo si

la variedad es un eSpaCio simétrico compacto de rango 1. Recor-
demos que una conocida conjetura [Be] asegura que todas las va-
riedades fuertemente arménicas son de este tipo. Asi,este ultimo
resultado debe interpretarse como una contribucidn a la soluciodn

de este problema.

Deseo hacer constar mi agradecimiento al Prof. L. Esteban
Carrasco, Director de esta memoria y del Departamento de Geometria
y Topologla de la Universidad de Granada, asi como a todos mis
comparnieros de departamento por su estimulo y apoyo durante 1la

realizacidn de la misma.



CAPITULO 1

EL LAPLACIANO DE LAS SUBVARIEDADES

En las primeras secciones de este capilitulo presentamos breve-
mente los resultados basicos de las dos ramas de la geometria que
nos interesan en nuestro trabajo: De un lado la teoria de subvarie-
dades, y de otro la geometria del operador de Laplace definido
sobre una variedad de Riemann compacta. En la ultima seccidn expo-
nemos el método que nos permite, a partir de una inmersidn de una
variedad de Riemann compacta en ed pBspacio Euclideo, obtener infor-
macidn acerca de los autovalores del Laplaciano de dicha variedad.
Esencialmente el método consiste en estudiar el comportamiento de
las funciones altura de la inmersidn, es decir, de las funciones
mas simples desde el punto de vista de la inmersidn, respecto de
las potencias sucesivas del Laplaciano. Definimos qué se entiende,
en este contexto,por una inmersidn buena , y utilizando resultados
elementales de la teoria de espacios de Hilbert obtenemos dos
resultados teécnicamente fundamentales en esta memoria: Una caracte-
rizacidén de las inmersiones buenas que sera muy util en los proximos
capitulos, y una desigualdad integral en la que intervienen al-
gunos autovalores del Laplaciano y en la que la 1gualdad ocurre

cuando la inmersidon es buena.

1.Generalidades sobre subvariedades.-

Empezamos recordando brevemente las ecuaciones fundamentales
de la teoria de subvariedades. Una exposicidon detallada de estas

puede encontrarse en [Ch 1].
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Sean M" y f"*P dos variedades de Riemann de dimensiones n y
n+p respectivamente ( todas las variedades en esta memoria se su-
pondrdn conexas, paracompactas, de clase C y dimensién > 2,
salvo mencidén expresa). Sean v y V 1las conexiones Riemannlianas
de M y M, y £: M? —> A"*P una inmersién isométrica. E1 espacio
tangente a M,en un punto X ¢ M,sera designado por TX(M). De la
misma forma el espacio normal de la inmersidn,en un punto X e M,
sera desigmado por TtJPUf.( Cuando no haya lugar a confusidn ,
la referencia expresa a la inmersidén f sera suprimida). Designa-
remos por v la conexidén en el fibrado normal determinado por f,
Sea x(M) el dlgebma de los campos tangentes a M y x(M)$ el espacilo
de los -campos normales a M para la inmersidn f.

La segunda forma fundamental de la inmersidn viene dada por

(T.7.1) g(X.¥X) = a'xY - VXY . para todo X, Y ¢ x(M).

Asi o(X,Y) es la componente normal de igY. El endomorfismo de

Weingarten de f viene definido por

: ls
(I,1.2) AX = Vv g- v, ¢, para todo X € x(M), € e x(M),

y por tanto A_X es,salvo el signo, la componente tangencial de'?xg.

3
Se tiene la relacidn

(I.1.3) g(A X,Y) =g(o(X,Y), &),

3

= L ’ .
para todo X, Y € x(M), &€ ¢ x(M) , donde g representa la metrica

de Riemann sobre~ﬂ'6 M indistintamente. El1 vector curvatura

: . . 2 = ‘s
media de la inmersion es el campo H € X(M) definido por

j ]
(I.144) H_-ﬁ-[i



donde {Ei}i-—‘l , ©suna base ortonormal en el espaclio tangente

a M en cada punto x ¢ M. Por ultimo, la derivada covariante

de la segunda forma fundamental es el tensor definido por
5 &
(L:1:5) (VU)X(Y,Z) = V”xon,Z) - c(VXY,Z) - U(Y,sz):

para todo X, Y, Z ¢ x(M).

Si a= 0 se dice que la inmersidn es totalmente geodésica.
Si1 H = 0 se dice que la inmersidén es minimal. Finalmente si
Vo = O se dice que la inmersidn es paralela.

Si R es el tensor curvatura de M se utilizara la notaciodn
R(X,Y,U,V) = g ([vx,vY] - V[X,Y])U , V),

para todo X,Y,U,V ¢ y(M).

Las ecuaciones de Gauss y Codazzi vienen dadas,respectivamente, por

(I.1.6) R(X,Y,U,V) = R(X,Y,U,V) + g(o(X,U),o(Y,V)) -
— g(o(X,V),o(Y,U)),
(1.1.7) (R(X,Y)U)™ = (vo) (Y, U) = (vo)y(X,2),

para todo X, Y, U, V € (M), donde ﬁ es el tensor curvatura de M
-~ oL . -~
y (R(X,Y)U) representa la componente normal de R(X,Y)U.

1 . 4 . |
Sea R el tensor curvatura de la conexion v en el fibrado normal,

es decir

= 3

RJ(X,Y)E = ([vtv é}]-— V[XLY])E ’

L 5 . : : :
X, Y € (M), £ € y(M) . La ecuacion de Ricci es la siguilente

(I.4.8) R(X,Y,£,n) = R (X,Y,E,n) - g([A,, A 1X,Y),
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I i I

para todo X, Y € x(M), ¢,n ¢ x(M) .

2. E1 Laplaciano y el espectro de una variedad de Riemann.-

En esta seccidn presentamos algunos de los resultados funda-
mentales acerca del Laplaciano en una variedad de Riemann compacta.
Una exposicidén detallada de estos puede encontrarse en [BGM] vy
(W,

Sea M" una variedad de Riemann compacta con métrica g vy
conexidén Riemanniana v . Designamos por C (M) el algebra de 1las
funciones diferenciables sobre M. Definimos en C (M) el producto

escalar

(I[.2.7) «<f,h>» = .gf‘h A para todo f, h ¢ C (M).

El completado de C (M) respecto del producto anterior es IF%PU.

Para toda funcidén f ¢ C (M) consideramos la diferencial y
el Hessiano de f, designados por df y Hessf respectivamente,

definidos de la siguiliente forma

df (X) = Xf,

Hessf(X,Y) = XYf - (v, Y)f, X, Y e y(M).

Asi df es una 1-forma sobre M y Hessf es un tensor 2-covariante
y simétrico sobre M. El1 Laplaciano de f viene definido por

n

Af = Hessf(Ei,Ei),

= =

donde {Ei} es una base ortonormal en cada punto X e M.

1=1...0
Por tanto a: C (M) —>» C (M) es un operador lineal. Ademés a

es autoadjunto respecto del:producto.(I.2.1), es un operador
eliptico y su . nucleo son las funciones constantes . Decimos que

A ¢ R es un autovalor de a si existe f € C (M), f#0, tal que
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Af = Af. De f diremos que es una i —autofwncidén de a . Designa-
remos por V, = {f e C"(M) / af = af }el espacio de todas las

r-autofunciones. Entonces V; es un subespacio finito-dimen-
sional de C (M). Al nimero natural d.im‘v)k lo llamaremos la multi-
plicidad de a2 . Si A, u, A # u, son dos autovalores de a ,10sS
subespacios VL y Wl son ortogonales. El conjunto de los auto-
valores de A forma un subconjunto discreto y no acotado de [0, =)
y el subespacio @MJJt es denso en C (M) en el sentido de 1la
convergencila uniforme y por tanto en el sentido de 1la L2—conver—

gecia. El1 espectro de M viene dado por

Spec(M) = {0=AO< Aqeeedg< Ageneedy <one )

donde A, €S un autovalor de A , cada uno de 1los cuales aparece
repetido tantas veces como 1ndica su multiplicidad.
Como consecuencia de todo lo anterior cada funcidn f ¢ C*(M)

se puede escribir,de manera unica de la forma f =:{L1fu, donde

£, e C (M) es una xu-autofuncién ( £, es la proyeccidn ortogonal

de f sobre V ), Yy la serie es convergente en el sentido de 1la

‘u

2 : i .  #
L -convegencia. La descomposicidn anterior para la funcidn af

sera Af = Lilufu' .

La serie Z(t) = leue' Y es convergente para todo t > O,
donde m es la multiplicidad de Ay Ademas Z(t) admite un desa-
rrollo asintdtico Z(t) N (4't)-—(n/2)( ag+a,t+ ... +aktk +4 5 Jo

t 50" |

Los a, son entonces 1nvariliantes espectrales que sdlo dependen

de la curvatura de la variedad y de sus derivadas sucesivas.

A partir de este desarrollo se demuestra que la dimensiodn,

el volumen y la integral de la curvatura escalar son invariantes

espectrales, es decir, solo dependen del espectro de la variedad.



3. Subvariedades del espacio Euclideo y geometria del

Laplaciano.-

sea ¢: M"—5 E™ una inmersidén isométrica de una variedad de
Riemann compacta en el espacio Euclideo. Designamos por v y D
las conexiones Rlemannianas de M y E" respectivamente. Identi-
ficamos, como es habitual, el espacio tangente a M en un punto
X € M con su imagen mediante la diferencial de ¢ . S1 A es el
Laplaciano de M actuando sobre funciones, designamos por- el
mismo simbolo a la extensidn natural de este operador al espacio
de las aplicaciones diferenciables de M en Em, esto es:

Si F:M—>E" es una aplicacién diferenciable y s1i F:=(F1,..,Fm)

’

1 S S e e
donde F~ es la 1-eésima funcion coordenada de F, definimos el

Laplaciano de F por aAF = (5F1,..,5Fm).

Evidentemente AF no depende
de la base elegida en E" y a<a,F> = <a,aF> , donde a es un vector
fijo de g y <,> designa la métrica Euclidea en ET.

Sea H el vector curvatura media de la inmersidn ¢. Entonces

tenemos la siguiente relaciodn

(I.3.1) A¢ = —nH.

En efecto (d<a,¢>)(X) =<a,X>y (Hess<a,¢>)(X,Y) = Y<a,X> - <a,v,Y>=
= <a, DXY— VXY>= <a, o(X,Y)>, para todo X, Y ¢ x(M). Tomando trazas

y.teniendo en cuenta que la i1gualdad obtenida es cilierta para todo
a ¢ E" concluimos CIe 35 1)
Como consecuencia de lo expuesto en la seccidn 2, tenemos la

siguiente descomposicidn para la inmersidn ¢ :

-~ §
(1.3.2) ¢ Lu¢’u:
donde ¢u:bf1w—9EWles diferenciable, 8o, = A, 0, Y la serie es
convergente , coordenada a coordenada,para 1la L2—topologia en C (M).



Ademds ¢. es una aplicacidn constante, mas precisamente, 6o €S

O
el centro de gravedad de la inmersidn ¢, esto es

1 f

_-J ¢
vol (M) M

(L.3.3) b =

donde vol(M) designa el volumen de M. Las aplicaciones {¢u}UEN

son ortogonales, es decir

f
(I.3.4) J <o 00,> = O, para todo u, v , u # v.

M

Tenemos las relaciones

(I:3:5) Ad

Il
I
=
s o
Il
~-
=

s >1x§¢ : para todo k ¢ N,

(I.3.6) A b .

2

sindo las series anteriores L“-convergentes.

Sea @ © N un subconjunto finito. Diremos que la inmersidn

es de orden Q s1i = O para todo u € N-U{0}. S1 @ ={u} vy s1
¢ es una inmersidn de orden g diremos simplemente que ¢ es 'de

orden u.

Con las definiciones anteriores el conocido teorema de

Takahashi [Ta] se puede enunciar como sigue:

" Sea ¢: M'—> E™ una inmersién isométrica de una variedad de
Riemann compacta en el espacio Euclideo. Entonces ¢ es de orden
u, para algun u > 1, si y solo si ¢ €S minimal en alguna esfera

m , . . . 5,
de E°'. Ademas si ¢ es de orden u se tiene la relacion 1u==n/r .

donde r es el radio de la esfera."

Por tanto el espectro de M contiene informacidn acerca de 1las

esferas en las que M admite una inmersidén isométrica y minimal.



Pasamos ahora a exponer los resultados fundamentales de esta
seccidn. Resultados similares a estos han sido obtenidos reciente-

mente por B. Y. Chen [Ch 5 ]

. « F n m . « # . ” .
Proposicion I.3.1. Sea ¢: M —>E una i1nmersion 1i1sometrica

de una variedad de''Riemann compacta en el espacio Euclideo.

Entonces las sigulientes afirmaciones son equilvalentes:

i) ¢ es una inmersidon de orden @ , para un cierdo Q@< N finito,

con cardinal(®f) = k, k > 1.

11) Existen numeros reales a tales que

O~ % ¥ Sy

K

_ k-1

1A¢ *o o 9T akﬁ X 9

donde ¢, es el centro de gravedadc de 1la inmersiodn

Demostracidon. i) =>1ii). Sea 9 = {u y+esUy } ©N. Sea S_ el

1
polinomio elemental de grado r en las variables Ay e A , €S

declr S. = A 4+...+) e S = A- A + X A +¢0sF A A SR
1 u1 uk

S, = A A ..Al .
) Haes B

S1 ¢ es de orden &, tenemos ¢ = o6 + ¢ +. + ¢ , Y
r r r .
A"d = A ¢ H...+ A o , para todo r N, r>1. Por tanto,mediante
u.  w u, 'u =
1 1 k Tk
un calculo directo, obtenemos
k. k=1 k=2 k=1

11) => 1). Supongamos ak¢ = ao( ¢ — ¢O) + aae +...+a oA ¢ para

ciertos a, ¢ R. A partir de (I.3.2) y (I.3.6) obtenemos

k-1
= 1a,y ,

Eu > *utu ao[u;1 PutiaqL >1 ‘\y®u * al@-ﬂzuz‘l ‘u %y

{:gﬁ\;fﬂa Bi’ "/ jl; |

™, 0>

: Y Dy ’ ]
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1‘-. i w-* -\;.} I- - \ /

— il



_Por tanto

k k-1
v — .-
L : 1 ( f~l a a e @

siendo la serie anterior L2-convergente. Sea v ¢ N, v>1. Aplicando

f
J <¢,,—> a ambos lados de la igualdad anterior, y teniendo en

M
cuenta (I.3.4) obtenemos

k k-1, '

(A, —ag =232, —-..—a, 2y )J<¢V,¢v> = 0.
M
En consecuencia ¢, = 0 para todo v > 1, salvo, a lo sumo, para

kK valores distintos de v ( aquellos para los cuales A, S€a una

raliz del anterior polinomio con coeficientes ar)

CQsDs

. . n m - o # * ’ .
Proposicion.I.3.2. Sea ¢: M —> E una inmersiodn l1sometrica

de una variedad de Riemann compacta en el espacio::Euclideo, y

y sean k, t € N, k, t

v

1. Entonces se tiene la siguilente

desigualdad

f - -
(I.3.7) J{<Ak+t¢,¢> - S1<Hk+t 1¢,¢> + S2<Ak+t 2¢,¢> + ...+

+ (--1)kSk <At¢,¢;>} > 0,

donde Sr es el polinomio elemental de grado r en las variables

Agreeen Xy (@€Sto es, S, = A, +...42 , S, = PR PR PR T SRR R SIS S
> S = MA,...2 ). La igualdad ocurre si y sélo si ¢ es una

inmersidén de orden {1,2,..,k } .

Demostracidn. Utilizando (I.3.6) obtenemos , mediante un

calculo directo



= Y xt( A = A )(x_ =2a4) (A =2, )¢.. =
tu>1 "u’ Tu 1 2" " u k”*"u

= ¥ xt( - A, ) (A= Xx.)¢

- u:3k+1 ut - u 17°°°"Y"u k" "u °

Por tanto aplicando J<¢,—> en los dos miembros de la 1i1gualdad
M
anterior obtenemos, utilizando (I.3.4)

[ — —
J{<Ak+t¢,¢:>— S1<Ak+t L 82<Ak+t 2¢,¢>-+..f+(-1)ksk<at¢,¢>}=
M
_ t :
= Lyusker 2uPy—2q)ecc g =) <o ,0,> > 0.
B M

La igualdad ocurre si y solo si ® O para todo u ¢ N, u > k,

es decir si y solo si ¢ es de orden {1 yeneyiC])

Cie Qe Dl

El siguiente resultado justifica lar eleccidn de las subvariedades

minimales para el estudio que hacemos en esta memorilia.

~N+D

Lema I.3.3. Sea ¢: M’ —3M una inmersidn isométrica y

g}nimal entre dos variedggeg de_Riemann. Sea f: M —>R una

funciodn diferenciable. Entonces

A(foo) =-—traza.(Hessf|TM).

Demostracidn. Sean X, Y € x(M). Entonces d(fo¢)(X) = df(X),

y Hess(f°¢)(X,Y) Y(d{foo¢)(X)) - d(fo¢)(VYX) -

= Y(df(X)) - df(9,X) = Hessf(X,Y) + df(GYX) - Af (,X) =
= Hessf(X,Y) + df(o(X,Y)).
Tomando trazas concluimos el lema " C.Q.D.
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CAPITULO 11

GEOMETRIA ESPECTRAL PARA SUBVARIEDADES

DEL ESPACIO PROYECTIVO COMPLEJO

1. Un embebimiento del espacio proyeggivo gomp;ejg en el

espacio Euclideo.

El embebimiento que presentamos en esta seccidn es la inmer-
sidén natural del espacio proyectivo en el espacio Euclideo.
Ademds desde el punto de vista del espacio Euclideo este embebi-
miento convierte al espacio proyectivo en una de las '"mejores"
subvariedades del Euclideo ( es una subvariedad paralela). E1 em-
bebimiento aparece descrito por primera vez en [T] y hasido estu-
diado tambien en [Le] y [S1] . Nosotros haremos aquil un estudio
completo con un enfoque distinto al de estos autores. Geomeétrica-

mente el embebimiento puede describirse de la sigulente forma:

.

sea C't! el espacio Euclideo complejo con dimensidn compleja

m+1. En este espacio tenemos definido el producto escalar

O 1

<X,y> = Real xy_rt, para todo x = (x LX), y = (yo,..,ym) en ¢V,

donde ( ) indica conjugaciodn y (3" trasposicidn. E1l espacio proyec-

tivo complejo, CPm, de dimensidon (compleja) m viene definido como

el espacio de todas las rectas complejas de Cm+1, considerado cCcomo

espacio vectorial. Consideremos el espacio vectorial de todos 1los

.

endomorfismos lineales y compleJos de Cm+ ,que designparemos por

M+1) .Definimos ahora la aplicacidn $: CP™ —> End (CP") como

L 1

End(C

1

e (m):c™M' M

. : m : m+
sigue: S1 1 € CP es una recta compleja de C
designa la proyeccidn ortogonal sobre la recta n. Como consecuencila

inmediata de esta definicidn se tienen las siguientes propiedades
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1) ¢ es 1nyectiva,

2) ¢(n) es idempotente para todo 1n e CPm,

3) rango ¢(n) = 1 L 4 :

4) ¢(n) es autoadjunta " L " o

1

Reciprocamente, no es dificil ver que cada elemento de End(Cm+ )

cumpliendo las propiedades 2), 3) y 4) es la proyeccidén ortogonal
sobre alguna recta compleja de Cm+1. La condicidn 3) se puede sus-
tituir ( en presencia de las otras dos ) por una equivalente y mas
manejable

3') traza ¢(n) = 1, para todo I ¢ CPm.

O m)

. . m
S1 Z2=(2 ;.32 e N, z#0, siendo n un elemento de CP , se comprue-

ba facilmente que la expresidn matricial de la proyeccidn o¢(n)

tz. Todo 1o expuesto anteriormente justifi-

viene dada por (1/2Z2°)z
ca la siguiente definicidn:

Sea HM(m) = {A ¢ g1(m,C) /A= A} el conjunto de las matrices
Hermiticas de orden m. HM(m) es un subespacio lineal de gl(m,C)

de dimension m2. Definimos en HM(m) la métrica

(II.1.1) g(A,B) = 2 tr AB, para todo A, B ¢ HM(m).

Definimos CP™ = {A e HM(m+1) / AA=A, trA=1) y sea U(m) el grupo
unitario. Es conveniente, para nuestra exposicidn, interpretar el
espacio proyectivo complejo como espacio simétrico (un estudio

detallado de este enfoque puede encontrarse en [K-N] ).

Lema II.1.1. CPm es una subvariedad de HM(m+1) gifeomgrfa al

espacio homogéneo U(m+1)/U(1)xU(m).

. » m o ’
Demostracion. Sea A ¢ CP . Puesto que A es una matriz Herml-

tica existe P ¢ U(m+1) tal que

= 09 -



— ho
PAP = “;h
m

1,2

esto es, h. =0 6 h:. = 1.

-1 2
= PAP ', tenemos que hi-h. : %

Como (PAP ) i
1

Por otra pafte tr(PAP ) =1. Por tanto existe un 1indice io tal

que h, =1y h; =0 para todo i;éio. Asi, existira P ¢ U(m+1) tal
O
que

Diremos que B es el origen de cP". Hemos demostrado que CP" es la
orbita de B para la accidén de U(m+1) sobre HM(m+1) definida por
(P,A) > PAP-1, donde P ¢ U(m+1) y A ¢ HM(m+1). E1l subgrupo de
isotroplia de B es U(1)xU(m). Por tanto cP™ es una subvariedad de
HM(m+1) y ademas cP™ = U(m+1)/U(1)xU(m).

C.0Q.D

Para cada A en CPm, designamos por TA(CPm) el espacio tangente a
CPm en A, identificado mediante la inmersidn con un subespacio de

| = &
HM(m+1). De la misma forma designaremos por TA(CPm) al espaclio nor-

mal a CPm, en HM(m+1), en el punto A.

Lema II.1.2. Para cada punto A en CPm, tenemos

(I1.1.2) T,(CP") = {X e HM(m+1) / XA +AX =X},

(I1.1.3) TZ(CPm) {Z ¢ HM(m+1) /AZ=7ZA } .

Demostracidn. Sea a:b——>CPm una curva tal que a(0) =A y
o' (0) =X, donde r designara un intervalo abierto de R, con O e T .
De la relacidn a(t)a(t) = a(t) obtenemos XA + AX = X. Por tanto te-
nemos una inclusidén. Puesto que las aplicaciones de HM(m+1) en si

mismo dadas por Al—> PAP_1, donde P ¢ U(m+1), son isometrias
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basta con establecer la igualdad (II.1.2) en el origen de cp™.
Para ello calculamos la dimensidén del subespacio

{(X ¢ HM(m+1) / XB + BX }. Para cada X € HM(m+1) escribimos

a b
x.-:(Bt C)' donde a € R, b e Cm y C € HM(m)=

Entonces XB+BX=X si y solo si a=0y ¢c=0, es decir

)(=(Ot o ', con b e Cm.
b~ 0O

La dimensidn real de este subespacio es 2m=dim U(m+1)/U(1)xU(m) =
=<LUnTA(CPm) y por tanto tenemos (II.1.2).

’ 1 m : ’ :
Un vector Z esta en TB(CP ) si y solo si g(X,Z)=0 para todo

_ (X Y
Yy Z

Entonces g(X,Z) = 4 Real b?t. Por tanto g(X,Z) = O para todo X en

X ¢ TB(CPm). Sea

TB(CPm) S1 VY solo si y = 0. Por otro lado ZB =BZ s1 Yy sbélo si v = 0,

de donde se sigue (II.1.3)
C.Q.D.

Nota. Los campos de vectores a lo largo de cP" dados por
Al—>A v A——> I ( donde I designa la matriz identidad en HM(mT+1) )
son normales a CPm. Los campos de vectores dados por
A—> AQ + QA - 2AQA son tangentes a CPm, para todo Q € HM(m+1).

En adelante utilizaremos las siguilientes relaciones, que pueden

obtenerse mediante un simple calculo: Sea A ¢ CPm;y X, Y € TA(CPm).

Entonces
AXY = XYA,
AXA = 0O,
X(I -2A) = —(I -2A)X,

(I-2A)C = I,

(I - 2A)XY = XY(I - 2A).



Proposicién II.1.3. Sea D la conexidén de Riemann de HM(m+1),

v la conexidn inducida en CPm,EE la segunda forma fundamental de

s 1 w . .
la inmersidén, ¥ y X la conexidon normal y el endomorfismo de Wein-

-~

garten, y H el vector curvatura media de cP™. Entonces

(I1.1.4) 7,Y = A(D,Y) + (D,Y)A - 2A(D,Y)A,
(II.1.5) o(X,Y) = (XY +YX)(I-2A),
il
(11.1.6) ;sz = DXZ + 2A(DXZ)A = (DXZ)A - A(DXZ):
(IT.1.7) KZX= (XZ - 2ZX)(I - 2A),
(I1.1.8) H = 5=(I-(m+1)A],

donde X e Y son campos tangentes a'CPm, y Z es un campo normal

a CPm.

Demostracidén. Sean V¥ y o definidos por (II.1.4) y (II.1.5).
Sea X un vector tangente en TA(CPm) e Y un campo tangente a cp™.

Si a:r—> CP™ es una curva que satisface a(0) =A y a'(0) =X,

tenemos a(t)Y(t) +Y(t)a(t) = Y(t). Por tanto de DszzéaY(O) obte-
nemos _

XY + YX +A(DXY) - (DXY)A = DXY'
Entonces

5(X,Y) = (XY +YX) (I =2A) = [ DyY - A(DyY) = (DyY)A](I - 2A) =

—A(DXY) - (DXY)A + DY + 2A(DXY)A + 2(DXY)A - 2(DXY)A =

X
= =[A(DyY) + (DyY)A - 2A(DyY)A ] + DyY = DY - GXY.
Asi, teniendo en cuenta la ecuacidén (I.1.1), es suficiente con
demostrar que 3XY (respectivémente s(X,Y)) es tangente (resp.
normal) a CP"™. En efecto
A(T.Y) + (F,Y)A = A[A(DyY) + (DyY)A - 2A(D,Y)A] +
+ [A(DyY) + (DyY)A - 2A(DyY)AJA = A(D,Y) + A(DyY)A - 2A(DyY)A +
- A(DXY)AwP(DXY)A-QA(DXY)A = 3XY.

Asi hemos demostrado II.1.1). (II.1.5) es inmediato.




; - SO
De la misma forma sean ¥ y & definidos por (II.1.6) y (II1.1.7).

Sea Z un campo normal a CP™. Tenemos a(t)Z(t) = Z(t)a(t), y por tanto,

derivando

XZ + A(DXZ) = (DXZ)A - 2ZX = 0.

AS1l

—_—
—

KZX = (XZ-2ZX)(I -2A) = {(DXZ)A-A(DXZ)}(I-2A)

1
(DXZ)A—A(DXZ) = 2(DXZ)A+2A(DXZ)A= 3XZ ~ DXZ'

2
A partirde (I.1.2) es suficiente demostrar que 3XZ (resp. ’A"ZX) es

normal (resp. tangente) a cP™. Esto se sigue, de forma analoga a

la demostracidn de las identidades anteriores, de (II.1.2) y

(IT1.1.3).
Puesto que las aplicaciones de HM(m+1) en sl mismo dadas por

Aw—ﬂ>PAP-1, donde P ¢ U(m+1), son isometrias basta con verificar

(I1.1.8) en el origen.

¥* ¥*
Sea {E . Em,E1,..J;n} una base ortonormal de TB(CPm) definida por
(k)

10 = =3
0..010..0

OQ—thO

o af]

C:Q.D,
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Lema II.1.4. Sea f glfdifeomorfismo obtenido en el lema I1.1.1.

Fntonces f es una isometrlia cuando se considera sobre

U(m+1)/U(1)xU(m) la métrica de Fubini—Studz con curvatura seccional

holomorfa constante c=1, y sobre cP™ la métrica inducida por la

de HM(m+1).

Demostracidén. Puesto que ambas métricas son U(m+1)- invariantes,
es suficiente demostrar que la diferencial de f en el origen es una
isometria entre los espacios tangentes correspondientes.

Sea [P] la clase de P ¢ U(m+1) en U(m+1)/U(1)xU(m). Entonces

]

f([P]) = PBP Ademas si o=[I], donde I es la matriz identidad

en U(m+1), sabemos que

O a .
TO(U(m+1)/U(1)xU(m)) ={(_3t O) / ag C 1} .

La métrica de Fubini-Study con curvatura seccional holomorfa c =1

viene dada por
ab® o

(0 a\ /0 b
g_tf _ : ) = 2 traza -
A - o) -B* 0 0 ab

0 a
Sea a:T' —> U(m+1) una curva tal que «(0) = I, a'(an( ¢ ) :
=a U

Consideramos la curva B8:T' —>»U(m+1)/U(1)xU(m) dada por 8(t) =[a(t)].

Entonces

O a . i
dfo = (foB)'(0) = a (0)Ba(0) + a(0O)Ba'(0) =

'O a
51: 0 s, Y por tanto

O(O a (o b) (aBt 0
g.( df 5 fabd ) = 2 traza B ,
B at 0) O\t o 0 atb

y el lema esta demostrado.



Lema II.1.5. La estructura compleja inducida por la isométria

f en CP" viene dada por

(II.7:9) JX = V=-1(I - 2A)X, para todo X ¢ TA(CPm).

Demostracidn. Es suficiente demostrar (II.1.9) en. el origen.

La estructura compleja j en el origen de U(m+1)/U(1)xU(m) viene

/0O a O —-a
J - U—“ °
(-Et o) (“ét o)

O a
Sea (-t ) un vector en TB(CPm). La estructura compleja inducida
a O

en CP™ vendr& dada por

(O a) - _1f© a) O -a
J = (df _)J(d4df ) = V-1
-a-t 0 O O (—t 0 (at O)

Por otra parte

dada por

oV

(O a) (O —a)
V=1(TI - 2B) =t o) = Va1 =t o/ -
C.Q.D.

Alguna de las propiedades geométricas del embebimlento del

espacio proyectivo complejo en el espacio Euclideo estan recogidas
en la siguilente

Proposicién II.1.6. La inmersiodn de cp™ en HM(m+1) verifica

las siguientes propiedades:

a) Es un embebimiento isométrico U(m+1)-equivariante.

b) g(JX,JY) = o(X,Y) para todo X, Y eTA(CPm), y Vo= 0, es decir,

el embebimiento es paralelo.

c) Es minimal en 1la esfera S, cuyo centro es (1/(m+1) ]I y cuyo radio

es V2m/(m+1) . Por tanto es un egpebimiento de orden 1.

Demostracidn. a) es una consecuencia de los lemas II.1.1 y

ITI.1.4. Recordemos que la propiedad de ser U(m+1)-equilvariante

—



significa que cada isometria de cP™ determinada por los elementos
de U(m+1), se puede obtener como la restriccidén de una isometria
de HM(m+1) al espacio proyectivo complejo.

b) Un simple calculo demuestra que o(JX,JY) = o(X,Y).

Veamos que la inmersidn es paralela. Sean X, Y., Y, tres campos de

vectores tangentes a cP™. Entonces se tiene
- a4 S N _
(GG)X(JY1.JY2) = ﬁxo(JY1,JY2) — o(vaY1,Y2) — o(JY1,3XJY2) =

5 S - = ~
- 3X0(Y1,Y2) ~ O(QXY1,Y2) ~ o(Y1,3XY2) = (30)X(Y1,Y2),

donde hemos utilizado que 5(JY1,JY2) = E(Y1,Y2) y el hecho de que
cP™ es una variedad Kaehleriana. Asi para éada vector tangente Y

a CP™ tenemos (33)X(Y,JY) = 0, y utilizando la ecuacidn de Codazzi
(GEJY(JY,X) = 0. Si1 tomamos X = JY noé queda O==(3GJYIJY,JY) =

= (35)Y(Y,Y). Por tanto Vo = O.

2m
m +1

1 1

: . m
c) S1 A esta en CP, entonces g(A-——,I, A=,

-

Por tanto CPm esta incluido en S. Sea H el vector curvatura media

I) =

de CcP™ en HM(m+1).

H = o

2m -

Asl teniendo en cuenta el teorema de Takahashi, concluimos que cp”

I-(m+1)A ] = -

es minimal en S. Como el primer valor propio del espectro de o
es x, = m+1 (vease [ BGM ] ) el embebimiento es de orden 1.
C. Q. D.

A partirde la introduccidn geométrica del embebimiento qué

hicimos al comienzo de esta seccidn, obtenemos facilmente que la

proyeccidon standard de Cm+1—{0} sobre CP™ viene dada por
(II.1.10) z —> (1/2Z2%)z %z,
donde z = (zo,..,zm) esta en Cm+1—{0}.



Lema II.1.7. Para el embebimiento del espacio proyectivo

. . / . . .
complejo en el espaclo Euclideo se cumplen las sigulentes relaciones:

(I1.1.11) g(a(X,Y),s(V,W)) = 3g(X,Y)g(V,W) +
+ %{Q(X,W)Q(Y,V) +g(X,V)g(Y,W) +g(X,JW)g(Y,JV) +g(X,JV)g(Y,JW)},
(I1.1.12) Ky ¢)V = 39(X,Y)V + -l—r{g(Y,V)X+g(X,V)Y+g(JY,V)JX "
+ g(JX,V)JY 1},
(II1.1.13) gol(X,Y),I) = 0
(I1.1.14) g(a(X,Y),A) = -g(X,Y),

dogde X, Y, V, W son vectores tangentes a CPm en el punto A.

Demostracidn. Puesto que el embebimiento es U(m+1)-equivarian-
te basta con comprobar las anteriores relaciones en el origen de

CP™. Sean X, Y, V, W, en TB(CPm) de la forma

Entonces

Por tanto

C C -T =T

Wt X)(V W+w V)

g(o(X,Y),a(V,W)) = 2 (x§t+y§t)(vw FWYT) 4 tr (X

y+y

= (XY AYX ) (VWEHWTY D) + 2(yV WX C4yW CUX C4XY CwY C4xw vy ) .

Por otro lado
g(X,Y)g(V,W) = 4(xXy +yX°) (VW +wvC),

L T

2V=1 (XW =wX ") (yV'-vy ") =

= =4 (XWC YV —xW VT T —wX Ty tewR Cvy T ) .

gi{X,JWig(Y,JV)

A partir de estas 1gualdades obtenemos fdcilmente (II.1.11).



(II.1.12) es una consecuencia de (II.1.11) vy (I.1.13).

(II.17.13) v (II.1.14) se obtienen de forma similar a (II.1.11).

Lema II.1.8. Sean E1, 82 dos vectores de TA(CPm) tales que

g(E1,E2)==O y g(E1,E1) = g(E2,E2) = 1. Entonces
(I1.1.15) 9(0(51,81),0(E1,E1)) = 1,

] ~ -~
(II.1.16) 5 < g(c(E1.E1),0(E2,E2)) <

Ademas si se cumple que g(E,,JE,) 0, entonces

(II1.1.17) g(o(E,,E.),c(E,,E,))

1771 2’ 2

1
2

2 e

(II.1.18) . 9(5(E1,E2),5(E1,E2))

Demostracion. (I1.1.15), (IX.1.17) y (1X.1.18) son casos par-

ticulares de (II.1.11). Veamos (II.1.16). De (II.1.11) se tiene

2

9(5(51,E1),8(52,52)) = % + %Q(E1,JE2) :

y el lema esta demostrado teniendo en cuenta que g(E1,JE )2 varia

2

entre 0 y 1.
Cs Q. D

2. Subvariedades del espacio proyectivo complejo.-

n m . N . # . .
Sea X:M —= CP" una 1nmersion 1sometrica de una variedad de
- n m . o
Riemann M en CP . Para todos l1los resultados locales 1dentificamos
. . m
los elementos de M con sus correspondientes 1mé§enes en CP .

Decimos que M es una subvariedad Kaehleriana de cP™  si para todo

X ¢ M se verifica

JT_M

X TxM’

donde J es la estructura compleja de cp™ 3% TxM es el espacilio tan-

gente a M en x.

Decimos que M es una subvariedad totalmente real de cp™ si

—~ 3E -



para todo x € M se verifica
2 i
JTXM C TXM,
donde T:M es el espaclo normal de M en CPT en el punto X.

Decimos que M es una CR-subvariedad de cP™ si existen sobre

. . . !4 .
M dos dlstrlbuc1onesi> yi> ortogonales y complementarias tales que

J) es holomorfa y.bL es antiholomorfa, es decir
L
D, + D%,
D, +D5 = T.M,

para todo X ¢ M. En 10 sucesivo, para una CR-subvariedad adoptaremos
la notaciodn M2n+p, donde 2n es la dimensidn de la distribucidn
holomorfa y p la de la distribucidn antiholomorfa. Evidentemente

toda subvariedad Kaehleriana O totalmente real es una CR-subvariedad.

Lema II.2.1. a) Sea M una subvarieqqg n-dimensional qE CPm.

8
Sea H 1la componente normal a cP™ del vector curvatura media de

M" en HM(m+1). Entonces

/ n+1 i L
v EE.2.1) >h é Q(H JH ) é [
. 1 .
b) Sea M2n+p una CR—sqbvagigdad Qe CPm. H denota el mi1ismo

vector que en el apartado anterior. Entonces

2
L L
(II.2.2) gt gty = {2n+p) +42+p
2(2n+p)
nggggracién; a) Sea {E1.--,En } una base ortonormal de TAMn,

donde A es un punto de M'. Sea 5 la segunda forma fundamental de
LI,

n &1

& .
CPm en HM(m+1). Entonces H E(Ei,E.). De esta expresion,

1

utilizando el lema II1I.1.8, obtenemos (II.2.1).

b) En este caso podemos elegir una base ortonormal de TAM de



la forma {E1,..,En,JE1,..,JEn,F1,..,Fp}, donde Ei esta en la dis-
tribucidén holomorfa y Fj esta en la distribucidn antiholomorfa.

Asil concluimos (II.2.1) utilizando el lema II.1.8.

G, Q. DL

Lema I1I1.2.2. Sea M2n+p una CR—supvariedad de CPm. Sea o, la

MG I 2 £

restriccidon de la segunda forma fundamental de P en HM(m+1) al

fibradoftangengg_ge M. Entonces

(II.2.3) Q(EM,SM) = %{(2n+p)2+4n+3p}

La demostracidn se obtiene a partir del lema II.1.8.

2n+p

Corolario II.23. Sea M EEa_CR—subvariggadrde CPm. Sea H

2N+ m
P en CP , p la curvatura escalar

el vector curvatura media de M

e M2n+p 2Nn+p

en CPm. Entonces

o la seqqggg_forma fundamental de M

_ Lgp+p)2+4n—p

2 + (2n+p)°g(H,H) = [lollZ.

(LE.2.4) o

Demostracidn. Para una subvariedad n-dimensional del espacio

Euclideo se tiene la relacién [Ch 1]

[
» = n°g(H,H) - |I5]1°

P

donde o es la curvatura escalar de la subvariedad y H y & son la
segunda forma fundamental de la inmersidén. Asi teniendo en cuenta
(IT.2.2) y (II.2.3) obtenemos (II.2.4)
Cs Q5 D
Como una primera aplicacidn de los resultados obtenidos hasta
ahora daremos a continuaciodon ciertas acotaciones del volumen de una
subvariedad compacta y minimal del espacio Euclideo.

B. Y. Chen ha demostrado el sigulente teorema



Teorema [Ch1]). Sea M una subvariedad compacta n-dimensional

del espacio Euclideo. Entonces se tiene

f N
(BIS2.5) JIHI 2 Cps
M

donde |H| es la curvatura media de M y c, es el volumen de la

. . . > . / .
esfera unidad n-dimensional. La igualdad ocurre si y solo si M

’ . . 4
esta embebida como una esfera standard en un subespacio afln

(n+1)-dimensional de ET

El sigulente teorema ha sido mejorado recientemente por
B. Y. Chen [Ch6].

Teorema II1.2.4. Sea M" una subvariedad compacta y minimal

gg CPm. gntonces_tgnemos

(II.2.6) vol(M) C

v

n!

donde vol(M) designa el volumen de M y c_es el volumen de 1la

esfera unidad n-dimensional.

Egmostracién. Sea H el vector curvatura media de M en HM(m+1).

i
Sea H el campo de vectores que se define en el lema II.2.1. Puesto

L L ,
que m" es minimal en-CPm, tenemos H=H . Asl, obtenemos (II.2.6)

a partir de (II.2.1) y (II.2.5)

Teorema II.2.5. Sea M2n+p una CR-subvariedad compacta y mil-

nimal dq CPm. Entonces se tiene

)%(2n+p)

vol (M) C2n+p’

(II.2.7) <-(-—2-9+p)-2-iw
2(2n+p F

donde vol(M) es el volumen de M y c2 el volumen de la esfera

n+p il

unidad (2n+p)-dimensional. La igualdad en (II.2.7) ocurre si y 5610

51 M==CP1 esta embebida como una subvariedad Kaehleriana y total-

mente gggdésica de cp™.




Demostracidn. Por un argumento similar en el teorema 1I1.2.4 y
teniendo en cuenta (II.2.2) obtenemos la desigualdad en (II.2.7).

Supongamos que se da la igualdad. Entonces M es isométrica a una

2n+pC

, de donde se con-
2Nn+p

esfera de radio R. Por tanto vol(M) =R

cluye que

2
R2 _ __2(2n+p)~ .

(2n+p)2+4n+p

Sean C y o las curvaturas seccional y escalar de M respectivamente.

Entonces c::1/R2 y
(II.2.8) o = c(2n+p-1) (2n+p).

A partir del corolario I1I.2.3, se tiene

]

(IT.2.9) p < Z{(2n+p)2+4n—p}

De (II.2.8) y (II.2.9) se concluye que

{(2n+p)2+4n K2n+p-2) + p(6n+3p-2) < 0.
Pero la anterior desigualdad ocurre si y sélo si n=1 y p=0. Para
estos valores R=1. Asi M es una esfera unidad de dimensidn 2 em-
bebida como una subvariedad Kaehleriana. Puesto que M y cP" tienen
la misma curvatura seccional holomorfa c=1, se tiene que M es una
subvariedad totalmente geodésica en cP™. E1 inverso se sigue del
hecho de que CP1 esta embebida en HM(2) como una esfera standard.

vy G e B

3. E1 primer valor propio para subvariedades minimales del

espaclo proyectivo complejo.-

En esta seccidn obtenemos una cota superior para el primer
valor propio del espectro del'Laplaciano de una subvariedad de CPm,
y estudiamos con detalle cuando se da la igualdad en la anterior
acotacidén. Comenzamos clasificando 1las CR-subvariedades minimales

de cp" que son minimales en alguna esfera de HM(m+1).



2Nn+p

Teorema II1.3.1. Sea M una CR—gubvaq;edad minlimal de CPm.

R

2Nn+p

Entonces M es minimal en alguna esfera de HM(m+1) sl y solo si

uno de los sigulentes casos ocurre:

a) p=0y M2n es una subvariedad Kaehleriana y totalmente

e e i

geodésica de CE".

b) n=0 vy MP e€s una subvariedad totalmente real de cp™ para

la cual exlste una subvariedad lineal cpP dae CPm, tal que MP es

una subvagiedad togélmqnge ;eal de CPp.

2Nn+p

Demostracidn. Supongamos que M es minimal en una cierta

esfera S de HM(m+1). Si1 Q designa el centro de la esfera, podemos
suponer que Q es una matriz diagonal ( en otro caso podemos utili-
zar una isometria de HM(m+1) del tipo A}—%>PAP_1, donde P ¢ U(m+1)).
Sea H el vector curvatura media de M en HM(m+1). Por la minimalidad
de M en S, teniendo en cuenta el teorema de Takahashi, sabemos que
H=h(A-Q), para todo A de M, donde h es un numero real no nulo.
Puesto que H y A son normales a CP" se tiene que Q e TZ(CPm) para
todo A de M. Asil de (II.1.3) se tiene que AQ = QA, para todo A de M.
Dicho de otra forma, M esta contenida en el subespacio lineal L

de HM(m+1) definido por la ecuacidn

L = {A ¢ HM(m+1) / AQ = QA }.

La matriz Q sera de la forma

Entonces




Puesto que A es una matriz Hermitica e idempotente su traza es un

numero natural. Asil, para cada A de M, existira un indice j tal que

trA. =1y trA;, =0 para todo i=j. Una matriz verificando 1las
propledades anteriores y con traza cero es nula, y por tanto se

tiene

: A.A. =A.
Aj‘ / JJ J
Tb- tI"Aj:'l

Puesto que M es conexa, M estara contenida en una componente conexa

cP'NL ={

de Cme\L. Cada una de estas componentes conexas es una subvariedad

lineal de CP™ ( es un CPq, con q <m) y M es minimal en la esfera

SMNL. En consecuencia el problema queda reducido a estudiar CR-subva-
riedades de CPY que sean minimales en una esfera de HM(g+1), tal
que el centro de dicha esfera sea de la forma alI, donde a es un

numero real e I es la matriz identidad de orden (g+1)x(g+1).

Tenemos H = h(A-aI). Como M esta contenida en la esfera sabe-
mos que
(IT.3:1) g(H,A-aI) = -1,

y puesto que M es una CR-subvariedad minimal de cp4

(?n+p)2+4n+p
2(2n+ p)2

(II.3.2) g(H,H) —

Multiplicando (II.3.1) por h, obtenemos de (II.3.2) que

h = -

£Q2+p)2+4n+p

2(2n+p) ’
y por tanto

g(2n+pl2 ,
(2n+p)2+4n+p

(IX.3.3) g(A-aI,A- al) =

para todo A de M. Por otro lado
(II.3.4) g(A-aI,A-al) = g(A,A) - 2ag(A,I) + azg(I,I) =

= 2(q+1)a2 - 4a + 2.
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Asl de (II.3.3) y (II.3.4) obtenemos

(q+‘l){(2n+p)2+4n+p}a2 - 2{(2n+p)2+4n+p}a.-+4n + p = 0.

Puesto que el discriminante de esta ecuacidén en a debe ser > 0,

tenemos que

(2n+p)2 + 4n + p - (g+1)(4n+p) > O,
esto es
(11.3.5) (2n+p)° > q(4n+p).
Feroc
(11.3.6) q > n+p,

y por tanto (2n+p)2_3 (4n+p) (n+p). AsSl 4np > Snp, de donde se

’

deduce que n=0 O p =0.
supongamos que p = 0. De (II.3.5) yv (II.3.6) se tiene que n=4gq, VY
por tanto M2n es un abilerto de cp™,
Supongamos que n = O. be la misma forma se obtiene que p = (.

Hemos demostrado hasta aqul una de las implicaciones del teo-
rema. Veamos la implicacidn inversa.

S1 M2n es una subvariedad Kaehleriana y totalmemte geodésica
( esto esssi M2n es un abierto de una subvariedad lineal CP" de CPm),
por la proposicidén II.1.6, apartado c,M es minimal en alguna esfera.
sea MP una subvariedad totalmente real y minimal de cP?. Para cada

A de M sea {E1""Ep } una base ortonormal de TA(M). Entonces

{E , B ,JE1,..,JE } €s una base ortonormal de TA(CPP). Por tanto

LI o P
si H es el vector curvatura media de M en HM(p+1), teniendo en

cuenta la proposicidén II.1.6 apartado b y (II.1.8),
H = wi{I - (p+1)A}
2p ’

de donde M es minimal en clerta esfera.
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Si tomamos k=1 y t=1 en la proposicidén I.3.2, obtenemos 1la

desigualdad

( (
(II.3.7) J <52x,x:>- A1J <AX,X> > O,

M M

y la igualdad ocurre si y sOlo si la inmersidn es de orden 1. Asi

teniendo en cuenta que el Laplaciano es autoadjunto y que AX = -nH
obtenemos

[ [
(II.3.7) nJ <H,H> + A1J <H,x> > O,

M M

para toda subvariedad compacta y n-dimensional del espacilo Euclideo.

Por otro lado mediante un simple calculo se tiene que

A<X,X> = =2n(1 +g(H,x) ),
y teniendo en cuenta que la integral de un Laplaciano es cero se

concluye que

(II.3.8) nJ’ <H,H> - x.Vol(M)

- O.
M

18

La anterior desigualdad fue demostrada i1nicialmente, utilizando

métodos mas complicados, por Reilly [R].

Corolario II.3.2. Sea M" una subvariedad compacta y minimal

gg CPm. Entonces tenemos

(IT.3.9) A

A

] Il.

La 1gualdad ocurre si y SO10 Si M:=CP1 esta embebida como una sub-

variedad Kaehleriana y totalmente geodésica de cp™.

Demos;racién. Se tiene de (II.Z2.1) que g(H,H) < 1 y la 1gualdad

se alcanza si1 y solo si M es una subvariedad Kaehleriana de dimen-
sidn compleja 1. De (I1.3.8) se obtiene

(n-—x1)vol(M)

1RV

O,
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de donde se deduce (II.3.9). Si la 1gualdad ocurre M es una curva
compleja y la inmersidén de M en HM(m+1) es de orden 1. Por el teo-

rema II.3.1, M es totalmente geodésica. El reciproco es bien cono-

c1do .
C. Q. D.

E1l corolario anterior ha sido mejorado recientemente por

B. Y. Chen [Ch6].

2Nn+p

Corolario 11.3.3. Sea M una CR-subvariedad compacta y

—

minimal de cP™. Entonces se tiene

(2n+p)2-+4n-+p
2(2n + p)

(II.3.10) A

Y
|

S1 la 1gualdad ocurre entonces p=0 y M2n es una subvariedad

e e

e —

Kaehleriana y totalmente geodésici de CPm, é n=0y MP es una

sugvariedad totalmente realee clerta sugvariedad lineal CPp gg CPm.

Demostracion. Con el mismo razonamiento que en el corolario

anterior (II.3.10) se sigue de (II.2.2) y (II.3.8). Si1 la 1gualdad
ocurre entonces la inmersidn es de orden 1. En particular es mini-

mal en una esfera de HM(m+1). Asl terminamos la demostracidon tenien-

do en cuenta el teorema II.3.1.
C. O. D

Corolarig II.3.4. Sea M2n+p una CR-subvariedad compacta y

*

minimallde CPm. §£ M esta en los casgsLa) O b) del teorema II.3.1

entonces [(2n+p)2+4n-+p]/2(2n+p) e€s un autovalor de Spec(M).

Demostracidn. Si M esta en los casos a) 60 b) del teorema II. 3.1

entonces por el teorema de Takahashi (2n+p)/R2 es un autovalor del
espectro de M, donde R es el radio de la esfera en la cual M es
minimal. De (II.3.3) sabemos que R2 = 2(2n+p)2/[(2n+p)2+4n+p] y

concluimos la demostracidn.



en una subvariedad Kaehleriana compacta

Corg}ar%o I1.3.5. Sea M

gg CPm. Entonces se tiene

(IT.3.117) A < n+1.

m

La igualdad ocurre sl y sblo si M2n es totalmente geodésica en CP

Demostracidn. Estamos en un caso particular del corolario

I1.3.3, teniendo en cuenta que el primer valor propio del espectro

de CPn es n+ 1.

E: Ol D
El corolario anterior ha sido obtenido i1ndependientemente por

Ejiri [E].

Corolario II.3.6. Sea MP una subvariedad totalmente real com-

pacta y minimal de cp",

e

1) Si existe una subvariedad lineal cpP de cp™ tal que MP es una

subvariedad totalmente real de CPp, entonces (p+1)/2 es un autovalor

de Spec(M).

2) 81 x, = (p+1)/2, entonces existe una subvariedad lineal cpP de
cP™ tal que MP es una subvariedad totalmente real de CPP.

Demostracion. Consideramos los corolarios II.3.3 y II.3.4

para el caso particular de ser M totalmente real.

Mas adelante daremos otra demostracidon del corolario II.3.5.
El espacio proyectivo real de curvatura 1/4 admite una inmersion
totalmente real y totalmente geodésica con codimensidn minima en
cPP. Ademés su primer valor propio es (p+1)/2, siendo p la dimen-

sidn del espacio proyectivo real.
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4. Subvariedades Kaehlerianas del espacio proyectivo complejo.-

Esta seccidn esta dedicada a exponer las propiedades funda-

mentales de la geometria de las subvariedades Kaehlerianas en el

espacio proyectivo complejJo. Asimismo daremos algunos ejemplos

de subvariedades Kaehlerianas paralelas de CP™. Una demostracidn

de los resultados aquil expuestos puede encontrarse en [0g], [NT]

Yy [T1].

Sea Mn una subvariedad Kaehleriana de CPn+p de dimension

compleja n, esto es, una subvariedad compleja con la estructura

Nn+p

Kaehleriana i1nducida. Denotemos por A: M'a—=» CP a la inmersion.

Seéa E "En’ET¥=JE1"‘ E ==JEn,51,..,g ,51*=:J51,..,g

L 'n¥ P p*

N+ :
una base local de campos ortonormales en CP p’ tales que restrin-

=Jeg

gidos a Mn, E s o E "’En* sean tangentes a M.

RS B

Para el rango de los indices utilizaremos en esta secciodon vy
y en la prdoxima la siguiente convencidn:

a, b =.1,..,0

s 3y kar.s = e oy 19, o0 1%,

Ayu,X,¥Y = 11--sps1*i"!p*
a* si1 1=a | a* S1 A = a
p B : ; AX = ;

B . & .
Sean vV, o, V Yy A la conexion de Riemann, la segunda forma

fundamental, la conexidn normal y el endomorfismo de Weingarten
de M" en cp"*P respectivamente. Evidentemente el fibrado normal
n n+p . 1.
de M en CP , que designaremos por T M, es holomorfo. Las estruc-
turas complejas 1nducidas en el fibrado tangente a M, TM, y en
-L , . . -
T M seran designadas simplemente por J. El1 vector curvatura media

de M" en HM(n+p+1) sera designado por H. Escribiremos.gkpara des1g-



nar a A_ y utlilizaremos la'expresién ol E: ,E:) = } h?
Ek 1 ] A 1]

De la definicidn de o se obtienen las relaciones

5y

o(JX,Y) = o(X,JY) = Jo(X,Y), para todo X, Y ¢ TM,

y por tanto teniendo en cuenta que g(o(X,Y),g) Q(A£X,Y) Se sigue

_ = =k T, T M.
A JAE y J A A_J £ e

. - T —
En particular j.o(E.,E;) = 150(E_LE )+ ] o (E_4,E_ ) = O,

v por tanto toda subvariedad Kaehleriana es minimal. La ecuacidn

de Gauss se escrilbe

(I1.4.1) R(X,Y,Z2,W) = g(o(X,W),o0(Y,2)) =g(a(X,2),0(Y,W)) +

+ 219(X,W)g(Y,2) - g(X,2)g(Y,W) +g(JX,W)g(J¥,2) -

- g(JX,2)g(JY,W)+2g(X,JY)g(JZ,W)}, X,Y,Z,W e TM,

donde R es el tensor curvatura de M.
De (II.4.1) se tiene que el tensor de Riccl de M viene dado por

(I1.4.2) s(x,v) = Blgx,v) - J,g(a%x,Y),

y la curvatura escalar p de M por
2
(I1.4.3) o = n(n+1) - [laoll,

donde ||o|| es la longitud de la segunda forma fundamental, esto es

2 _ A LA - 2

Por Ultimo la curvatura seccional holomorfa determinada por un

vector unitario X € TM viene dada por

1 -EHlG(X,X)“E{

A partir de (II.4.1) y (II.4.2) se obtiene

2)2

(I1.4.4) Ns|le 3,

%n(n+1)2— (n+‘|)||<::||2 + tr( XXA

<
U

(1T1.4.5) IR ®

2
2n(n+1) = 4||lo ||~ + 2-Ekétj‘hxh



De fundamental importancia es la siguiente relacion

n+2

(11.4.6)  -%alloll®= lIvoll®+ 232 1011%- 2tr (], 45)° -

2
LAAX) y. (tra_a )

AU AU

Ademds, con las mismas notaciones, para cada variedad Kaehlerilana

se tliene
(11.4.7) J(n+1)n|RI|Z > 2nliSII® > »°.

La primera igualdad ocurre si y sdélo si M tiene curvatura seccional
nolomorfa constante y la segunda i1gualdad ocurre si y sblo si M es
Einstein.

De (II.4.3), (II.4.4) y (Ii.4.7) se obtiene

2\ 2

1
(11.4.8) er(] a9)% 2 melloll®.

La igualdad ocurre si y sdlo si M es Einstein.
Damos a continuacidn algunos ejemplos importantes de subva-
riedades compactas del espacio proyectivo complejo. E1 ejemplo mas

sencillo es de las subvariedades lineales, esto es, subespacios

Nn+p

proyectivos complejos de CP Se tiene el sigulente hecho: Una

Nn+p

subvariedad Kaehleriana completa de CP es totalmente geodésica

si y so0lo si es una subvariedad lineal.

El siguiente ejemplo es la cuadrica compleja (standard). Si
tomamos en CPn+1 el sistema de coordenadas homogeneo (zo,..,zn+1)
determinado por la proyeccidn (II.1.10), la cuadrica compleja Qn

viene dada por el conjunto de puntos que satisfacen la ecuacion

} -(zl)2 = 0. Entonces Qn es una hipersuperficie Kaehleriana de

1

n+1 . : ’ : . S . : ’
CP . holomorficamente 1isométrica al espacio simetrico Hermitlico

SO(n+2)/S0(2)xS0(n). De (II.1.10) se obtiene facilmente que

n n+1 T

(I1.4.9) Q ={A ¢ CP /AA"- =0 }.

+1

Ademas Qn es una subvariedad paralela de cp Las unicas hiper-

superficies completas Einstelin del espacilio proyectivo complejo



son las subvariedades lineales y la cuadrica compleja,salvo con-

. : N+
gruencia, esto es, salvo una isometria holomorfa de CP :
: N+ . .
Veamos otros ejemplos .. Sea Sk(c ) el espacio vectorial

: ; 1
complejo de los polinomios homogeneos sobre c'T' de grado k, y sea

*

S. el dual de S Sea d = dim Sk

K K®
: . * n+1 :
complejo construido sobre Sk' Cada punto z de C define una

-1y CPd el espaclo proyectivo

aplicacion lineal F(z):8k-—~>c, dada por F(z)(P) P(z) para cada

polinomio P de S\ - Si » € C entonces F(az)(P) = AkP(z). Por tanto
F induce una aplicacidn racional f:CPn———;Cﬁﬂ'la cual es un embe-
bimiento holomorfo. Si1 consideramos en CPd la métrica de Fubini-
Study con curvatura seccional holomorfa constante 1gual a 1, 1la
métrica inducida por f en CP" el 1la de Fubini-Study con curvatura
seccional holomorfa c¢c =1/k. Cuando k=2, la inmersidn es paralela,

n+sn(n+1)

CP“(%)——~>CP Llamaremos a este embebimiento el embebi-

miento de Veronese.

Otro ejemplo. Consideremos la aplicacidn producto tensorial

m+1 nm+n+m+7

n+1xcm+1"_m? cn+1@c: = C definida por (z,w)p>zRw.

C
Si N pw €C, (Az,uw) P =>ru(zRwW), y por tanto la aplicacidn producto

tensorial induce una aplicacidén holomorfa, que ademas es un

NiM+TIi1+I

embebimiento, de cp'xcpP™ en CP , que llamaremos el embebimento

Nimn+1r+m

de Segre. Si1 en CP consideramos la métrica usual con c =1,

la métrica inducida por este embebimiento en cP'xCP" es el producto
de las métricas de Fubini-Study sobre cp’ Y CPm, ambas con curva-
tura seccional holomorfa c=1. El1 embebimiento de Segre es paralelo.
Ademéas CP 'xCP™ es Einstein si y s60lo si n =m.

Terminamos con el sigulente ejemplo. La Grassmanniana

compleja de los dos planos viene definida de la sigulente forma

r1+2‘/,H es un subespacio vectorial

G(2,n,C) = (1 eC } .

complejo 2-dimensional



n+2

Sea A2(C ) el espacio vectorial complejo producto exterior

de Cn+2 de orden 2. Sean z, W ¢ Cn+2 linealmente 1ndependientes vy

sea (z,w)—>» zAw el producto exterior. z, wW generan un 2-plano

complejo n ¢ G(2,n,C). Sea Z = az + bw, w=cz + dw, otra base de 1 ,
a b v a b
a,b,c,d e C, V det(C (J +# 0. Entonces ZAwW = det(C d)znw.

Por tanto la aplicacidn producto exterior induce una aplicaciodn

i -
holomorfa, que ademas es un embebimiento de G(2,n,C) en CPen(n+2) 1.

Llamaremos a este embebimiento el embebimiengo dq Plgker. La mé-

trica i1inducida en la Grassmanniana es la standard (esto es, 1la
unica bi-invariante) y el embebimiento es paralelo.

En [NT] Nakagawa y Tagaki, vease tambien Takeuchi[Ti], dan
una clasificacidn de las subvariedades Kaehlerianas del espacio
proyectivo complejo con segunda forma fundamental paralela. A
partir de su resultado se tiene que una subvariedad Kaehleriana
M, compacta y Einstein del espacio proyectivo complejo es paralela
si y s6lo si M es una subvariedad lineal o M es una subvariedad
embebida congruente con el embebimiento standard de alguna
subvariedad Mi de la tabla 1.

En la siguiente tabla las subvariedades Mi’ 1=1,..,4 son 1las
que han si1do descritas en los ejemplos antericres. Las subvariedades
Mg y Mg son, al igual que las anteriores, espacios simétricos
Hermiticos de tipo compacto y de rangc 2. Los embebimientos con-
cretos de estos espacios se obtienen utilizando la teorila de
representacidn de grupos de Lie y pueden encontrarse en [NT] o
en [Ti]. n representa la dimensidn compleja de la subvariedad,

p la codimensidén compleja plena, p la curvatura escalar vy Aqys Ao
el primer y el segundo valor propio del espectro del Lapaciano

de la subvariedad.



Para cada variedad Kaehleriana homogenea compacta y Eilnsteiln

con curvatura escalar mayor que cero Obata[02] demuestra que

A, = o/n. Por otro lado los autovalores de los espacios simétricos

cldsicos de tipo compacto estan calculados por Nagano [N].

E]l autor no conoce el segundo valor propio de la subvariedad M6.

TABLA 1
Subvariedad n p 0 A A 5
M, = CPn(%) N sn(n+1) sn(n+1) z(n+1) n+2
) 1 ) , l 1 | _
M2=Qn,ni3 n 1 n n n+2
— I , .L j.
|
M, = CPxCP" on | n° on(n+1) n+1 on+2
- . — 4 + . S i o —
M, = G(2,s,C) 2s | 5s(s-1) 2s(s+2) S+2 25+2
s > 3 |
- - — P ! +— L T — =
M. = S0(10)/U(5) |10 5 80 8 12
. i S -
M, = E./Spin(10)xT |16 10 192 12
| .

o quvariedades Kaehleriagas de orden {u1,u2}.—

En la seccidn 3 hemos visto como el hecho de que una subva-
riedad Kaehleriana compacta del espacilio proyectivo complejo fuese
de orden u en el espacio de las matrices Hermiticas correspondiente
equivalia a que esta subvariedad fuese totalmente geodésica en
CPm, esto es, a que fuese una subvariedad lineal.

La familia "mas sencilla'",después de la de las subvariedades
totalmente geodésicas, entre las subvariedades Kaehlerianas de

CP™ es la de las subvariedades paralelas, esto es, con Vo = 0.



£1 proposito fundamental de esta seccidn es demostrar que

. . m
el hecho de que una subvariedad Kaehleriliana M? de CP" sea de

orden {u } en HM(M+1) equivale a que M sea Einsteln y que

142
. ‘ Il .
cierto tensor en el fibrado normal de M en cP™ sea proporcional

a la métrica. Como veremos,esta condicidn esta prdoxima a la de ser
una subvariedad paralela. ComenzamOosS con un ejemplo.

¢ - - Il - . .
Como sabemos la cuadrica compleja Q es una hipersuperficie

compleja de CPn+1. Por tanto Qn puede ser vista como una subvariedad
de HM(n+2). Vamos a demostrar que Qn es una subvariedad de orden

{1,2} del espacio Euclideo HM(n+2).

n n+1 i

Recordemos que Q ={A € CP / AA

Ssobre Qn viene dada por (P,A)f—~§FM&F4, donde P esta en SO(n+2)

=0 }. La accidn de SO(n+2)

y A esta en Qn. Por tanto el embebimiento de Qrl en HM(n+2) en

SO(n+2)-equivariante. Elegimos C en HM(n+2) como sigue

(c 0 P V=
C = , con C = = :
0 o) (-V:T 1>

Entonces C esta en QO Y

T.(Q") = (X ¢ T(cP™') /xc* +cxt = 0 1.
n . -
Sea {Ei,JEi} T . . 4D la base ortonormal de TC(Q ) definida por
40 ..0 1 O O
O

O —-V-1 O

0 O

. :
2 V2 (1) ? Vit O //
O O |

(1)

Sea H el vector curvatura media de Qn en HM(n+2). Como Qn XS

.

minimal en CpP"Y , utilizando la proposicidon II.1.6, apartado b),

tenemos que | n+2
C n



Entonces se comprueba directamente que

-nci.. 0O ..
1 Y J _(1-(n+1)C-CY)
C 2n . I 2N .

Q5
l

I

I

y puesto que el embebimiento es equlivariante obtenemos

H = 7%T{I-(n+1)A-—At}, para todo A ¢ Qn.
Por tanto

5 1(A - AY) = —2ni(H - H%) = nl(Aa-A"),

1 |5 1 L ] T, _ ty =
A{§(A+A )-ml} = 21"1§(H+H = (I’l+2){(A+A ) —"'—n+2I}1
donde & es el Laplaciano de Q™. Ademés
] 1a At 1 Ex 1
A—mIﬁ-’j(A A)+{§(A+A) ml}-

Asl, teniendo en cuenta que para la cuadrica compleja A\, = ny
A\~ = n+2 ( ver tabla 1), hemos demostrado que el embebimiento de

2
0" en HM(n+2) es de orden {1,2}. En l0os sigulentes lemas utilizamos

la notacion establecida en la seccidn anterior.

Lema II.5.1. Sea Mn una subvariedad Kaehleriana 1nmersa en

"*P sea H el vector curvatura media de M en HM(n+p+1).

CP

Entonces se tienen las sigulentes relaciones:

(EE. 5.7 ) H

1 v =
—Z-ﬁ"i G(El’El)’

1 .
(II.5.2) sH = (n+1)H + 2 [:.5(a VE5,E5) -

Ei’E' 17 )

J

~ L 7. :5(0(E,E;

L l),c(Ei,E-)).

J

Demostracidn. Puesto que toda subvariedad Kaehleriana es

minimal tenemos (II.5.1).

Calculemos la diferencial de la aplicacidn H:Mn~——>HM(n+p+1).



EJ 2n Ej 1 1 o s 3
= 1 v. 5(¥. E.,E.) - o J. K- E. =
n ti E. 121 2n L1 "o(E.,E.) ]

S 1’71
1 ¢~ _ n+1

donde hemos utilizado la proposicidédn II.1.6 apartado b) y (II.1.12).

Demos tramos ahora que J. ¢(v, E;,E;) = 0. En efecto, de (II.1.11)

se Obtiene

E )) = 0, para todo j,r,s.

Ly E. 1’71 r’-s
J
Asi Ei ”(vE El’Ei) pertenece al espaclo engendrado por 1los vectores
J

{S(Er’Es) } . o ¥ es ortogonal a estos vectores, de donde se de -
duce que es el vector cero.

Por tanto tenemos que

L n+

Sea X un punto arbitrario de M. Podemos suponer sin perdida

de generalidad que v Ei = 0 en X, para todo 1,J. Calculamos aH
]
en X
AH(X) = —= §.D. (dH(E.))=-2J..D. 6(o(E:,E:),E:) + 2ty p_ E
L “E N E . ) iy S 2n tjJ "E. ]
J J J
= — 2 7..[%. 5(o(E:,E;),E.) — K E.] +
- n eigtig. 2 iy giatey clo(E:,E:),Ez) J
J 1 1
N+ ~
Como Vo = O se tiene
T3 g (¥ o ) , V )
J J J
— O(VEJU(EI’Ej)_ AO’(Ei,Ej)Ej’E-i) - U(U(Ei,Ej),U(.Li,EJ‘)).

De (II.1.12) se concluye que



T .= : RS DR T § [

Finalmente

N+
2n

{j[c(Ej,Ej) + c(EIj,EIJ-)] = (n+1)H.

Con todo lo anterior llegamos a la siguiente expresion

= T ¢ ~ B
AH(Xx) = - n &1 t:,Y(ACJ(E:- E-)Ej’Ei)

1 ¢ ~

1
J 3

1 ¢ -
=l c(o(Ei,Ej),c(E}i,Ej)) + (n+1)H.

Por tanto es suficiente con demostrar que

U = =

De la ecuacidn de Codazzi se tiene que

(VG)E (E.,E.) = (?c)E_(Ej,E}.) = - (VG)E_(Ej*,Ej*).

] 1 J 1

Al sumar en J tenemos que el vector anterior es cero y con-

cluimos (II.5.2).

Notese que 1los campos de vectores definidos a lo largo de M,

i Ik
A, Hy AH son normales a CPn+p, esto es, pertenecen a TA(X)(CPn+p)
: _ o A .
para todo x de M. Si escribimos o(Ei,Ej) "nyhijgx’se tiene
(I1.5.3) AH = (n+1)H + ~ V... hrhAG(E.,E.) -
"o n “ijkax 1j ik i’k

] A M~
mlijap PigNi;008,08)).



Lema II.5.2. Sea M una sqbzgriedéﬁ E@ehleriana inmersa en

cp TP y sea A:Mn——---—)»CPn+p la inmersion. Entonces se tienen las

sigulentes relaciones

(I1.5.4) g(A,A) = 2,
(II1:5:.5) g(A,H) = -1,
(II.5.6) g(A, H) = =(n+1),
(I1.5.7) g(H,H) = (n+1)/2n,
(II.5.8) g(H,aH) = (n+1)%/2n + (1/2n°) |l ]l °,
(II.5.9) g(aH,aH) = (n+1)3/2n +-[(n+‘|)/n2]||cJH2 +
. (1/n2)fxu(trﬁknu)2 + (1/n%)tr(f, a)°.

La demostracidn puede obtenerse a partir del lema II.5.2 y
de un uso sistematico de las relaciones (II.1.11), (II.1.13)
y (II.1.14).
. n Nn+p ;
El espacio normal de M en CP en un punto X € M sera
kb i I 5 i
designado por Tx(Mn). Definimos el tensor T:TX(M)XTX(M)——+>R de

la siguliente forma
= £

T(g,n)= tr(AEAn) para todo £,r1e:Tx(M).

Lema II.5.3. Sea Mn una subvariedad Kaehleriana inme;sa en

cp’tP Entonces se tilenen las sigulentes desigualdades:
(11.5.10) el < It < slen®.

La primera 1gualdad ocurre si1 y s6lo si T = kg, donde k es un

. et .. 1
numero real y g es la métrica restringida a TX(M).

Ap)2, ||o||2 = tr‘A2

Demostracidon. Tenemos HTW|2 = ) . E

(tra
U

A A

Sea G la métrica extensidn de la métrica g, restringida al espacio

- ’ : i
TX(M), al espacilio de las formas bilineales simetricas sobre TX(M).



Evidentemente T y g pertenecen a este espacio. De la desi-

gualdad de Schwartz tenemos
2 2 2
G(g,T)< T Ilgll“.

Ahora bien, [|gl|®= 2p, G(T,g) = = trT = ||o]l°.

zluTXuglu
Por tanto se tiene la primera desigualdad y la 1gualdad ocurre si

Y s6lo si T y g son proporcionales. La segunda desigualdad esta

demostrada en [0g].
Ce Qi Dl

A continuacidn caracterizamos las subvariedades Kaehlerianas
del espacio proyectivo complejo (n+p)-dimensional que son subvarie-

dades de orden (U, ,u,} de HM(n+p+1). Recordemos que esto ocurre

2
. / .
S1 y S0lo s1ia
AH = aH + b(A""Q)s
donde a, b son dos constantes reales y Q es el centro de gravedad

de M" en HM(n+p+1) ( proposicidén I.3.1)

Teorema II .5.4. Sea M" una subvariedad Kaehleriana compacta,

de dimensidn compleja n, de cp™*P tal que la inmersion A:MP—scpl TP

es plena. Entonces M es una subvariedad de orden {u1,u2}gg HM(n+p+1)

para ciertos numeros naturales u u, si y soélo si M es una subva-

17 72

riedad Einstein con T kg.

Degosgracién. Supongamos que M? es de {u1,u2} en HM(n+p+1).

aH + b(A_Q)!

Entoncesexisten constantes a, b tales que AH
donde Q es el centro de gravedad de M. S1 b = 0, por 1la proposicién
1.17.3, M es de orden u en HM(n+p+1). En particular, por el teorema

de Takahashi, es minimal en una esfera de HM(n+p+1), y por el teo-

n+p

rema II.3.1 M' es totalmente geodésica en CP Como la inmersiodn



Il

es plena p QO vy M CF

> I
Asl supondremos b # O. Como A, H y AH estan en TA(X)(CPn+p)

; L n+p
para todo X € M, se tiene que Q ¢ TA(x)(CP ), para todo X ¢ M.

De (II.1.3) se tiene que

QA AQ, para todo X ¢ M.

En otras palabras, s1 L es el subespacio lineal de HM(n+p+1)
definido por L ={A € HM(n+p+1) / AQ = QA }, entonces A(M) < L.

Podemos suponer que Q es una matriz diagonal (en otro caso
utilizamos una isometria de HM(n+p+1) del tipo.Ak—é-PAP*1, donde

P esta en U(n+p+1)). Escribimos

1'_ , ag#ay (1#3).

Como vimos en la demostracidon del teorema II. 3.1 CPn+p (\ L

es una union disjunta de subvariedades lineales S,,..,5S_ con

r
dim Si = m,. Puesto que M es conexa y la inmersidén es plena, con-
cluimos que Q es una matriz escalar. Pero tr A = 1 para todo A de
cp™*P . Entonces Q = ] I, donde I es la matiz identidad en

n+p+71

HM(n+p+1). Por tanto

(I1.5.11) pH = aH + b( A—-—1 __1).

n+p+1

Sean r, s tales que r # s, s*. Aplicando g(E(Er,ES),—) a los

dos miembros de la igualdad (II.5.11) se obtiene teniendo en

B B 0.

cuenta (II.1.11), (II.1.13), (II.1.14) y (II.5.3) que §, hi hi_ =

L1
Por otro lado una subvariedad Kaehleriana del espacio proyec-

tivo complejo verifica siempre que . h* h? O. Por tanto 1la

Lix 1r T1ipr*"

matriz EAAf es una matriz diagonal.



Aplicando g(E(Er,E ),—) a los dos miembros de (II.5.11) se

‘T

obtiene
(n+1) 1 A LA N+
on ~ *alialirir T 27 P
Por tanto
2
2 . n+1l (n+1)

(I1.5.12) [, =[—5a -nb - =—— ]I, .5,-

De (II.4.2) y (II.5.12) se concluye que M es Einstein.

Elegimos X,y tales que X #vy, y*¥. Aplicando g(E(gx,gyJ,—) a los

X ny.
1) 13

dos miembros de (II.5.11) obtenemos que Xijln O. Por otra

X * . .
parte{&djhijhij = 0 para toda subvariedad Kaehleriana. Vemos por
tanto que la matriz (trhlhu)lu es una matriz diagonal.

Aplicando g(E(gx,g ),—) a los dos miembros de la ecuacidn

X

(II.5.171) obtenemos

n+1 1 X X 1
— V.. h- .h".. = = —
2 n £1j 1371 24 0
As1
tr A A, = sn(n+1-a+2b),
y finalmente
(LI1.5:13) T = sn(n+1-a+2b)g.

Esto concluye la demostracidn de una de las implicaciones.

: Il ; :
Reciprocamente, supongamos que M es una subvariedad Kaehleriana

Einstein con T = kg. Entonces si Elni = hI2nx2n’ se tiene que
o = (n+DH + 2[5 bl 2 G(ELE,) - %{ij“hijh‘{ja(gl,gu) -
= (n+1H + §LG(ELED) - 51508 ,8,) =
= (n+1)H + h;kgja'(sjl,zj) - %[ij(Ej,Ej) bos(e, 8 )] =
= [n+1+2(h+k) JH - EEL%iBl;L



donde H es el vector curvatura media de cp”P en HM(n+p+1).

Ahora de (II.1.8) se tiene

1

n+5+1:1)'

aH = [n+1+2(n+k) JH + %(n+p+1)(A-—

Finalmente de la proposicidn I.3.1 se tiene que M? es de orden

{u,,u,} para ciertos numeros naturales U, ,U,.

Coro{argg I1I1.5.5.5ead M" una subvariedadﬁKaehleriana compacta,

de dimegsién_gogpleja n, de cp P tal que 1la inmersidn es plena.

Supongamos que M es Einsteln y T kg. Entonces

(11.5.14) %{nﬂ e BELlo 1% 2 \/(n+‘l—%%-gllo|l2)2 - ||o||2}

son autovalores del Laplaciano de M.

Demostracidén. Supongamos que M es Einstein con T = Kkg. Entonces

por el teorema anterior tenemos

.

(ITI.5.15) aH = aH + Db(A n+p+11ﬂ para ciertos a, b e R.
Aplicando g(A,-) y g(H,-) a los dos miembros de (II.5.15)
obtenemos
a=n+1 + BRe”,
(II.5.16)
b = B 0017,

Puesto que la inmersiodon de M7 en HM(n+p+1) es de orden{u1,u2}

tenemos 1
A - ml = AU1+AU2’ -2nH = lu1Au1+ AU2AU2,
(I1.9.17)
-2nAH = Ai Au + xﬁ Au :
1 Y 2 U2



De (II.5.15) y (II.5.17) se obtiene

d = )\ T A .
u
Ya D

O
|

1
= A A ‘
2n 'u1 u2

Asi,de (II.5.16) y (II.5.18) se concluye (II.5.14).

C. Q. D,

Como hemos visto las subvariedades Einstein con T = kg tie-
nen desde el punto de vista de la geometria del Laplaciano un
comportamiento simple. Veamos que esas condiciones estan proximas

a un comportamiento simple de la segunda forma fundamental: vg = O.

Lema II.5.6. Sea M una subgggiedqd Kaehleriana, con dimensiodn

compleja n, de cp™*P ta1 que la inmersién es plena.

1) S1 M es Einstein y T kg, entonces tenemos

(1I.5.20) [oll® » HRLALE

La igualdad ocurre si y sdlo si veo= 0, esto es la segunda

forma fundamental de M en CPn+p es paralela.

11) S1 lh:”2 = pn(n+2)/(2p+n), entonces vo = 0 si y solo si

M es Einstein con T = kg.

Demostracidn. Si M es Einstein sabemos por (II.4.8) que

Bl Ah§)2==é%|hiﬂ4- Asimismo si1 T =kg se tiene de (II.5.10) que
2 1 4 >

Y _

Llu(trnxnu) = 2pl“’” . Entonces la ecuacidn (II.4.6) se puede

escribir como

2  ,2p+n 2 n+2 2
[|vo ]| ™ = ( S5h oll™ = —==1lall™,

y se tiene 1).



w2 |
11) Teniendo en cuenta que al||lo||l = 0O,

1 4 2 1 4 =y
zplloll ™ = Zlu(trhkhp) y =mplloll AR

A

tr([ln

de la ecuacidn (I1.4.6) se obtiene

2 _ ¢ 2.2 2 2
0 < [|vo[l™ = 2tr(¢xhx) + {A“(trnxnu) s(n+2) || al| —,
y la igualdad se da si y sélo si M" es Einstein con T = Kg .
C. Q. D.
En el caso Vo = 0O, o # O, los autovalores de (II.5.14)

quedan de la forma

n(n+p+1)
2p +n

y n+2.

Del lema II.5.6 apartado 11) y de la tabla 1 se deduce que

n+sn(n+1)

el embebimiento de Veronese CPn(%)-——;(HD es de orden

{1,2} en HM(n+sn(n+1)+1).

Lema II.5.7. Sea M? una subvariedad Kaehleriana compacta de

N+ ) L .
cp*P tal que la 1nmersion €s plena. Supongamos Qque M es blnsteln

con T = kg. Entonces

(I1.5.21) sn(n+1) > p.

La 1gualdad ocurre si y solo si M es la subvariedad de Veronese.

Demqstracién. De (II1.4.3), (IL.4.5), (II.4.7) v (II.5.10) se

deduce (II.5.21). La 1gualdad ocurre si y sélo si M" tiene curva-
tura seccional holomorfa constante.Pero la unica posibilidad para

esta codimensidn es el embebimiento de Veronese, (ver [NO] o [C1]).



6. E1 primer y el segundo valor propio de una subvariedad

Kaehleriang.

Sabemos que el primer valor propio de una subvariedad Kaehleriana

del espacio proyectivo complejo se acota superiormente en funcion

de la dimensidén y la igualdad ocurre si y sblo si la subvariedad

es totalmente geodésica. En esta seccidn demostramos fundamental-

mente una desigualdad espectral en la que 1ntervienen losS C1nco
invariantes espectrales mas sencillos: La dimensidn, el primer valor
propio, el segundo valor propio, el volumen y la 1ntegral de 1la
curvatura escalar. La igualdad equivale a que la inmersidn de 1la
subvariedad en el espacio de las matrices Hermliticas correspon-

diente sea de orden {1,2}. Por 1los resultados de la seccidn anterior

sabemos que esto implica que la subvariedad es Einstein con T kg
en el espacio proyectivo complejo. Damos asimismo una 1lnteresante
variante de la desigualdad anterior en la que la 1gualdad ocurre
solo cuando la subvariedad es paralela.

Si en la proposicidn I.3.2 tomamos k=2 y t =1 nos queda

f 3 ‘ D r
(II.6.1) J<a ¢, 0> — (A1+A2)}<A b, 0> + A1A2J<A¢,¢>> > 0.
M M M

La igualdad ocurre si y solo si ¢ es de orden {1,2)

Asl para una subvariedad Kaehleriana compacta del espacio
proyectivo complejo, de dimensidn compleja n, teniendo en cuenta
la relacidén aA = -2nH y el hecho de que el Laplaciano eSs un opera-

dor autoadjunto, tenemos de (II1.6.1)

f f
(II1.6.2) 4n2jg(aH,H)-4n2(x1+12)Jg(H,H)—-2nx1y2Jg(HgA) > 0,
M

M M



. ‘ 4 - . '
y la 1gualdad ocurre si y solo s1 la subvariedad Kaehleriana es

de orden {1,2} en espacio de las matrices Hermiticas.

Teorema I1I.6.1. Sea M"Y una subvariedad Kaehleriana compacta

é . - : - m
de dimension compleja n i1nmersa en CP . Entonces

) Jvol(M) > er ,

M

(IL.6:3) 11[n+1-+(n+1-—x1)(n+1-—A2

donde i, Y i,

Laplaciano de M, vol(M) el volumen de M y p la curvatura escalar

son el primer y el segundo valor propio del

de M. 81 la igualdad ocurre entonces M es Einstein y (si la inmer-

e

sidon es plena) T = kg.

Demostracidn. Teniendo en cuenta el Lema II.5.2 y (II.6.2)

se Obtiene
2

r [(n+1)2+-|l°” - (n+1)(x,+ x5) + 2,25 ] > O
J n 1 2 172 = ]
M

Ahora de la relacidn p = n(n+1) - |h:H2 se concluye (II.6.3).

S1 la 1gualdad ocurre sea cP"'*P 1a menor subvariedad lineal
de cp" que contiene a A(M). Como la inmersidn de M en cp' P es
plena y la de M en HM(n+p+1) es de orden {1,2} , por el teorema
II.5.4 concluimos la demostracidn.

C. Q. D.

Damos a continuacidn una demostracidn diferente del corolario

II.3.5. De la proposicidn I.3.2, considerando k=1 , t = 1 vy

K=1, t=2, obtenemos

rD r
J<a b, 6> — l1}<¢,6¢3> 2 = 0,
M M




[ i
| < 63¢.¢ > - k1J<62¢.¢> > 0.
J —
M M
La 1gualdad en cada una de las desigualdades anteriores
ocurre si y solo si ¢ es de orden 1.

n . . . m
Sea M una subvariedad Kaehleriana compacta 1nmersa en CP .

Por el II.5.2, el hecho de ser a autoadjunto y la relacidn

AA = -2nH, las desigualdades anteriores aparecen de la forma
(II.6.4) 2n(n+1—x1)vol(M) > 0,
| r ,
(II1.6.5) 2n(n+1)(n+1—11)vol(M) + 2JIMJH > 0.
M

De (II.6.4) se concluye que

A

. n+1. S1 la 1gualdad ocurre

tenemos la igualdad en (II.6.4) y por tanto en (II.6.5). Asi

lch2 — M? es totalmente geodésica en cp™.

Corolario II.6.2. Sea M' una subvariedad Kaehleriana compacta

. m . e : .
inmersa en CP y con dimension compleja n. Sean A Y X5 el primer

y el segundo valor proplio del Laplaciano de M. Si

N\ = (jp)/(nvol(M))
M

Y M no es totalmente geodésica, entonces

(I1.6.6) Nn+2

18

k2.

S1 la 1gualdad ocurre entonces M es Eilinstein y la segunda

forma fundamental de la inmersidn es paralela.

Demostraciéq. Por (II1.6.3) se tiene

D(ne1=xy) 2 (o )/(nvol(M)) = »

M

n+l + (n+1-2 7



Por tanto (n+1-x.)(n+2-1,) > 0. S1 M no es totalmente geo-

1 2

désica n+l -, > 0 por el corolario II.3.5. Asl tenemos (II.6.06).

Supongamos que la igualdad ocurre en (II1.6.6). Entonces se

da la igualdad en (II.6.3) y M es Einstein con T = kg. De (II.5.10)

y (II.5.18) y teniendo en cuenta que i, = o/N = n+1l1- %Hcﬂ\2 %
Ay = n+2, se tiene
(n+1- L(1oll%) + n+2 = n+1 + %-;—HHUH2, se donde
||0H2 = ngéizp)_ Por ultimo utilizando el lema II.5.6 apartado
1) se concluye que veo = O.

C. Q. D,

Sea M" una subvariedad Kaehleriana compacta de cP"*P deter-
minada por p polinomlios homogeneos P1,..,Pp. S1 la matriz Jaco-
biana asociliada a P1,..,Pp sobre los puntos n—1(Mn), donde n es
la proyeccidn standard, es siempre de rango maximo decimos que
M es una interseccidn completa. Para intersecciones completas

tenemos el sigulente resultado.

Corolario II.6.3. Sea M' una subvariedad Kaehleriana compacta

: s : \ ~ I+ - Il ;
con dimension compleja n embebida en CP P si M" es una inter-

seccidn completa de p polinomios homogeneos de grados a,,..,a

L p

en CPn+p, entonces

(I11.6.7) (n+1-x,) (n+1-2,) > p -fa_ .

La igualdad ocurre si y sdlo si M = CP" es una subvariedad

L%peql de CPn+p o M = Qn es la cuédriqa_cgmplgja en alguna‘sub—
1

variedad lineal de CP""' de cp"*P.




Demostracidn. Para intersecciones completas K. Ogilue ha

demostrado la férmula [Og]

(11.6.8) J’p = n(n+p+1-§_a )vol(M).

M
De (II.6.3) v (II.6.8) se obtiene (II.6.7). Si1 la 1gualdad
ocurre entonces M es Einsteiln. En este caso por un resultado de

J. Hano [H] se tiene que M es una subvariedad lineal o la cuadrica
compleja en alguna subvariedad lineal (n+1)-dimensional de cptP.

El inverso se sigue de la tabla 1.

G Qe Di

Puesto que el volumen, la dimensidn y la integral de 1la
curvatura escalar son 1nvariliantes espectrales, del corolario

I1.6.2 se obtiene el sigulente resultado inverso

Corolario I1I.6.2. Sea Mn una subvariedad Kaehleyiana COom-

pacta,con dimensidn compleja n, 1lnmersa en cCP". Si Spec(M) =

Spec(Mi) para algun i=1,.,5 entonces M es una subvariedad

embebida congruente con el embebimiento standard de Mi'

e

Demog}racién. Examinando la tabla 1 se tiene, comparando por

ejemplo la dimensidn y el primer valor propio que si SpeC(Mi) =
Spec(Mj) para algun i,j=1,..,6, entonces 1= j.
Por otro lado las subvariedades M. estan en las hipdtesis

de corolario II.6.2 y para 1=1,..,5 se alcanza la 1gualdad en

(II.6.6). Como la hipdtesis a

. (jp)/(ﬂVOl(M)) y la igualdad

M

A\, = n+2 son espectrales, s1 M tiene el mismo espectro que M.

entonces M esta en las hipdtesis del corolario II.6.2 y alcanza



la igualdad en (II.6.6). Por tanto M es una subvariedad Einsteiln
con segunda forma fundamental paralela.
Evidentemente M no es una subvariedad 1lineal (A1#rH4), pOr
tanto M es congruente con algun Mj' Por la primera observaciodn
i = 3
C. Q. D.

Por Ultimo consideremos en la proposicidén I.3.2 t=1 vy k=3.

f | [ r
)<64¢,¢> - (A1+x2+13)J<53¢,¢>-+(x1x2+x1x3+x2x3)J<a2¢,¢> -
M M M

[

— A1A2x3)<ﬁ¢,¢> > 0.
M

Para una subvariedad Kaeheriana, de dimensidn compleja n,
de CP™ 1la desigualdad anterior con las transformaciones habiltuales

queda de la forma

[
(11.6.9) 4n® g (sH, 8H) - 4n®(x,+i,+15) [gCaH, H) +

M M

[ r

b AN (A dat Al da + A AB)Jq(H,H) + 2nx1x2x3jg(H,A)

=2 13 2 e
M M

v

Tenemos asli el siguiente

Teorema II.6.5. S5€d M" una subvariedad Kaehleriana compacta

- m - . - - :
inmersa en CP y con dimension compleja n. Entonces se tiene 1la

desigualdad

)2

2, 2
v ——
y '+2tr(ﬁxhx)

(II.6.10) J{é(n+1)3-+2(n+1)thH2 + 221p(trﬂkh
M

—(n(n+1)2+|“JH2)(A1+12+A3)+-n(n+1)(11A2+11A3+k2k3)~nx1k2k%},> 0.



Demostrcidn. Basta con considear la desigualdad (I1.6.9)

y el lema II.5.Z2.



CAPITULO ITT1I

GEOMETRIA ESPECTRAL PARA SUBVARIEDADES

MINIMALES DE LA ESFERA

En este capitulo, utilizando la técnica con la que venimos
trabajando, exponemos algunos resultados acerca de los pequefios
autovalores del Laplaciano de las subvariedades minimales de 1la
esfera. Veamos en primer lugar las diferencias fundamentales con
respecto al caso de las subvariedades Kaehlerianas del espacio
proyectivo complejo.

Para obtener informacidn acerca de los primeros autovalores

de las subvariedades Kaehlerianas utilizamos la inmersidn

F

mas simple del espacio proyectivo complejo en el espacio
Euclideo. La inmersién mds simple de la esfera en el espacio
tuclideo es evidentemente la inmersidn como hipersuperficie de-
terminada por el lugar dgeométrico de 1los puntos que equidistan
de uno dado. Ahora bien, el teorema de Takahashi [Ta] nos ase-
gura que toda inmersidon minimal de una variedad compacta en una
esfera m-dimensional, considerada como una inmersidén en el espa-
c10 Euclideo (m+1)-dimensional correspondiente, es de orden u
para algun entero natural u. Ademas se tiene que Ay = n/r2,donde
r es el radio de la esfera y n la dimensidn de la subvariedad.
En otras palabras, para una cierta eleccidén del origen de coor-
denadas en el espacio Euclideo (m+1)-dimensional, todas 1las
funciones altﬁra son propias con valor propio n/r

El estudio que realizamos para subvariedades del espacio



proyectivo complejo se basaba en el hecho de que las funciones
2ltura asociadas a la inmersidn no tenian el mismo comportamliento
para todas las subvariedades, lo cual nos pemitia diferenciar a
ciertas familias de subvariedades como mas idoneas. Puesto que
esto no ocurre para las subvariedades minimales de la esfera,

la inmersién standardde ésta en el espacio Euclideo no sirve para
obtener la informacidén que buscamos. La inmersidn standard de 1la
esfera en el espacio Euclideo es de orden 1.

La inmersidén que vamos a utilizar es de orden 2 y tiéne
segunda forma fundamental paralela ( aparece descrita por pri-
mera vez1en [T] ). Viene dada, a grosso modo, por todos 1los
productos posibles de las funciones altura de s™ en Em+1. Asi
nuestro estudio se puede plantear de la sigulente forma:

si M" es una variedad de Riemann compacta y Vu el espacilo
de todas las funciones propias del Laplaciano de M asociadas al
valor propio Ay 6 Qué se puede decir acerca del comportamlento
espectral del producto de dos funciones de Vu?. S1 tomamos Ccomo
modelo el espacio de las funciones asociadas al primer valor

propio sobre un espacio simétrico compacto de rango 1, se tiene

que el buen comportamiento viene dado por

(III.0.0) V.V, C Vo +V, +V

2 L ]
. . 7’

Nosotros estudiaremos el problema anterior solo €n un caso
muy especial: Cuando M admite una inmersidn isométrica y minimal
en una esfera, y cuando las autofunciones son las funciones cCoOr-
denadas asociadas a dicha inmersiodn.

En este caso podemos '"organizar" el productd de las auto-

funciones como una nueva inmersidn isométrica en un clerto espacio



fuclideo. Encontramos que la correspondiente versidén de (III.C.O)
ocurre si y s6lo si M verifica una condicidn intrinseca ( M es
cinstein) y otra extrinseca ( cierto tensor en el fibrado normal
es proporcional a la métrica). Ademas probamos algunas desigual-
dades en las que intervienen sblo invariantes espectrales y en
las cuales se da la igualdad si y sdlo si se cumple (III.0.0).
Asl, en este caso particular (III.0.0) es una propiedad spectral.

En un sentido distinto este problema ha sido tratado por

Yang y Yau [YY]

1. Una inmersion isométrica de la esfera en el espacio

Eyclfdeo.—

Consideramos en E™ 1la métrica'<x,y> = xyt, para todo X,y e Em,

donde ()t indica trasposicidon. Sea ¢ € R, ¢ > 0. Entonces 1la

esfera

m+
/

Sm(c) = {X e E < X,X > = },

1
&
con la métrica inducida tiene curvatura seccional constante
: | . m .

1gual a c¢c. El espacio. tangente en un punto x de S (c) viene

dado por

m+1

Tx(Sm(c)) = {X e E 7' /<x,X>= 0} .

+ y s™(c) respec-

Sean D y v las conexiones de Riemann de B
. m
tivamente. Entonces para cada par de campos tangentes a S (c¢),

X , Y tenemos

(III.17.7) DXY = ?XY - C<X,Y>X.

Sea SM(m) = (P ¢ gl(m,R)/ P==Pt} el espaclio de las matrices
simétricas de orden m. Definimos sobre SM(m) la métrica

g(P,Q) = %tr‘PQ, para todo P, Q de SM(m).



Definimos ahora la inmersidn de la esfera que ya anuncilamos
como 'producto organizado de funciones coordenadas'". Sea
f:§nU:%——qE%HnH4) la aplicacidn dada por f(x) = xtx. La diferen-

cial de f viene dada por

fF (X) = x"X + X'x, para todo X e TX(Sm(c)).

Por tanto para todo X,Y e Tx(Sm(c)) se tiene

g(f,(X),f,(Y)) :.%tJ%xFXM+th)(xtY-rth) _

t 15

E""-t:t"(xt)(‘:r' X + X xxtY)

2

=
2

{ X,Y trxtx - %trXtY = <€ X, Y >,

- . 7 . # . m \
Vemos pues que f es una inmersidn isométrica. Sea X « TX(S (i€ )

y P ¢ SM(m+1). Entonces
c t
2

= c<X,xP> , ya que P es simétrica.

G(£,(X),P) = Str(X'xP + X'XP) = S{<X,XP> + <XP,x>) =

Si designamos por T:(Sm(c))f al espacio normal a s™(¢) para

la inmersiodon f en x se tiene

(P ¢ SM(m+1)/ g(f, (X),P) =O,paratxxk>xE:TX(Sm(c))},

L .m
TX(S (c))f

y por la expresidn calculada anteriormente, P pertenece a este

subespacio si y sdlo si XP = axX para cierto a real, asi
J- ”
(ITI.%.2) TX(Sm(c))f = {Pe SM(m+1)/ XP = AX,para algun i real)

Denotaremos tambien por D la conexidn Riemanniana de
SM(m+1). Para cada dos campos tangentes a Sm(c) X, Y se tiene

f*(Y) = XtY + th — 2C<X,Y>th +(v Y)tx + xt(E Y N =

X X

Pe L (X)
|¥ r -
= XY + Y X = 2c<X,Y¥Y>f(x)+ f*(vXY).
De (I.1.1) se tiene que la segunda forma fundamental para

la inmersidn f, que designaremos, por ¢, viene dada por



(II1.1.3) S(X.Y) = X'Y + Y X —2c<X,Y>F(x),

para todo X, Y e Tx(Sm(c)). Sean X, Y, Z tres campos tangentes a

la esfera. Calculemos el valor de la expresion DZE(X,Y).

t t

~ C t
DZU(X,Y) = (DZX) Y + X (DZY) + (DZY) X + Y (DZX) -

- 2c<X,Y>f,(Z) - 2c<v, X,Y>f(x) - 2c<X,v, ¥Y>f(x) =

L 4

— t T, — - t T,—
(VZX) Y & X (vZY) + (VZY) X + Y (VZX) -

-<:L<Z,X>xtYF+<Z,Y>th-r<Z,Y>xtX—+<Z,X>th } —

= 2€ (<X, ¥>3F (2Z) = <P X, ¥5F(x) = <X, v Y>F(x)) =

Z Z

o (v, X,Y) +0(X,V,Y) = C<Z,X>f (Y) —c<Z,Y>f (X) - 2c<X,Y>f,(2).

T e m
Por tanto si v representa la conexion normal de S (c) en

SM(m+1) se tiene

ks =— — Ly - — o
VZ O(X,Y) == U(VZX:Y) =+ O(XsVZY)!

o dicho de otra forma, la inmersidn f es paralela, esto es

(II1.1.4) Vo = 0.

Directamente se obtiene la 1dentidad

(II1.1.5) g(o(X,Y),o(V,W)) = 2Cc<X,Y><V,W> + C<X,V><Y,W> +

+ c<X,W><Y,V> , para todo X,Y,V,W tangentes a s (c),

de donde se tiene

V = 2C<X,Y>V + c<X,V>Y + c<Y,V>X,

donde A es el endomorfismo de Weingarten de f. Hagamos notar

asimismo las relaciones

(ELL.%.7) g(f(x),o(X,Y)) = =<X,Y>,



(I1II1.1.8) g(I,o(X,Y)) = 0O,

para todo X, Y de Tx(Sm(c)), donde I es la matriz i1identidad en

SM(m+1). Calculemos finalmente el Laplaciano de f.

Sea {Ei}i—1 o una base ortonormal de Tx(Sm(c)) y designe-
mos por E . a VC x. Entonces (E; )55 o €S una base ortonormal de
Em+1. La expresiodn Zizg EEEi es independiente de la base orto-
normal elegida en E:m+1 y por tanto Zizg EEEi = 1.

Asi tenemos la siguiente expresion

_ ¢ M = _ m _t B
(IIT.1.9) Af(x) = Li—1 o(E.,E;) = 22[i=4 EJE, + 2emf(x) =
_ a7 m.t t
= -2 .;_0E{E; + 2EJE,5 + 2cmf(x) .
o e
EqEq = CX'X = cf(x), y por tanto
(ITII.1.9) Af(x) = 2c(m+1)f(x) - 2I.
Ahora, teniendo en cuenta que
a( £(x) 1) = 2c(m+1)( £(x) e 1)
c(m+1) c(m+1) 77

T 1
ﬂf(X) = C_(]TH“‘]TI + (f(X) CWI),

concluimos que f es una de orden 2 de la esfera ( el segundo

autovalor de Sm(c) es 2c(m+1)).

2. §ybyaqi§dades miniggles de la esfera.

En esta seccidn, utilizando la inmersidn de orden 2 de 1la
esfera que acabamos de estudiar, demostramos fundamentalmente
que las subvariedades minimales de la esfera tales que el

producto de sus funciones coordenadas tiene un buen comporta-



miento respécto del Laplaciano ( recordemos la inclusion
(III.0.0) ) son las subvariedades Einstein que verifican
cierta propiedad extrinseca.

Sea v:an-}Sn+p(c) una inmersidn isométrica y minimal de
una variedad de Riemann en una esfera. Identificamos y(X) con X.
Sea {E1,..,En,5

.5 £ } una base local de campos ortonor-

n+1’° n+

males en S"TP(c) tales que restringidos a M E1,..,En sean
tangentes a M. Denotaremos por Vv y v'L la conexidén de Riemann

y la conexidén en el fibrado normal de v , ¥ POr o y A 1la
segunda forma fundamental y el endomorfismo de Welingarten de vy

respectivamente. Consideramos la inmersidn isométrica asociada
n
¢ = foy :M —> SM(n+p+1),

donde f es la inmersidn del apartado anterior.

Para el rango de los indices en este capitulo utilizamos

la siguiente convencidn

1, d,K,.P,S = 1,..0D a,8,Y,8 = n+l1,..,n+p.

Lema III.2.1 Sea vﬂfl-—98n+p(c) una inmersién ;§omé§y1§a

y minimal de una variedad de Riemann en la esfera. Entonces

con las notaciones anteriores se tienen las sligulentes relaciones

(ITI.2.1) Ao (X)

(III=2.2) 2% (x) 2(n+1)cae(x) + 2}

I

i; c(c(Ei,Ej),c(Ei,Ej))x—

para cada x de M.




Demostracidn. Puesto que M' es minimal en S"tP(c) y la

segunda forma fundamental de ¢ es la suma de la segunda forma
fundamental de v y de la de f se tiene (III.2.1).

Calculemos ahora la diferencial de la aplicacidn

mp:Mn-——) SM(n+p+1).

i+Bi) = 0,0}y AE(Ei,Ei

E.) = 2(n+1)c¢*(Ej) — 2Ziia(005.,Ej),Ei)-

donde hemos utilizado (III.1.4) y (III.1.6).

De (III.1.5) obtenemos para todo j,r,s

B i’Ei)’c(Er"Es)) = -2C):i <V

J J

By yEg>s EprBg> #

-
+ C J.<V Ei,Er><Ei,ES>-+<:{i<VE_

. Bl nRig PRy o B> =
J J

3 et B - EjES>}= CEj<Er’Es> =0

Asi J.o(v. E.,E;) es ortogonal a todos los elementos de la forma

J
), al tiempo que es combinacidn lineal de ellos, de

E.) = O y por tanto
(a0), = 2(n+1)c¢*(Ej) - 2'Lig(°(Ei’Ej)’Ei)'

Sea X un punto arbitrario de M. Podemos suponer,sin perdida

de generalidad, que VE.Ei = 0 en x. Calculemos A2¢ en X.
7]

2 = - =
(8543(x) = = LDy (an)ylEy) = = 2(n+1)e [ Dy 4x(E;) 4

2 zijDEjE(o(Ei,Ej).Ei) = 2(n+1)c(a¢)(x) -

- 2 ¢ EijAE(o(Ei,Ej),Ei)Ej) +-22§ij3((vU)E_(E- E.),E.) +

s a1
3 J




+ 2J;50(0(E;,E5),0(Ef,ES)) = 2 5 a(n

De la ecuaciodon de Codazzi se tiene

puesto que M es minimal. Por otro lado de (III.1.6)

r _ = of ; =
1§ ;3 Aa(o(E~,E-),E-)Ej Cf-l U(El,El) Q,
1773 1
y concluimos finalmente (III.2.2).
C. Q. D
. . . . o . Qa .
S1 utilizamos la expresiodn o(Ei,Ej) -[a hijga’ se obtiene

para (III.2.2) la forma

2 _ Qa
(III1.2.3) (A7¢)(x) = 2(n+1)c(ae)(x) + 2 LLLthﬁJ 130(5 ’EB) -

- 27,

1JKa hlJ 1k ).

U(E k

Consideramos el tensor T en el fibrado normal de la inmer-

- F

L = I
sion ¢ definido por T:TXM)<TXM-*—ﬁ>R

L
TUES ) = & AEAn , para todo E , 1N eTxM.

S1 S es el tensor de Ricci de M, de la ecuacidn de Gauss tenemos

la 1dentidad

GhC'.

(III.2.4) i Nih5k

= (n-1)c<E,E;> = S(E;,Ep) |

y por tanto de (III.2.3) y (III.2.4)
2 -
(III.2.5) A ¢ = 4nca¢ + 2{&3;?(5a,58)c(£a,£8) =

+ 2 LJk S(EJ,Ek)U(EJsEk)-



Lema I1II.2.2. Sea w:Mnu—wéySn+p(c) una inmgrsién isogégg;ca

y minimal de una variedad de Riemann en la esfera. Entonces, con

— T e e e e e s ——— ——— -

las notaciones anteriores, se tienen las sigulentes relaciones

(III.2.6) g(e,0) = é% ,

(I11.2.7) g(e,a¢) = n,

(ITI.2:.8) g(ae¢,ae) = 2n(n+1)c,

(I1I1.2.9) 9(62¢,A¢) = 4(n+1)2nc2 + 4C|h’”2-

La demostracidn se obtiene directamente a partir del lema

IIT.2:1 v (TEL:1-.5); (LIT:1:7) ¥ CIII.1.8).:

Enunciamos a continuacion el resultado central de esta
seccidn: Una caracterizacidon de las subvariedades minimales

de la esfera para las cuales existen numeros naturales u u

1? 2
tales que el producto de cada dos funciones coordenadas asociadas

a la inmersidn pertenece a Vo-pvu -rVu . Evidentemente si
1 2
v:M"'— s"*P(c) es 1a inmersidn, lo que acabamos de exponer

es equivalente al hecho de que la inmersidn asociada ¢ = fovy

es de orden {u

o 1~} 5

1 2

Teorema III.2.3. Sea v:Mn———98n+p(c) una inmersiﬁn isoqé—

trica y minimal de una variedad de Riemann compacta en la esfera

tal que la inmersidn es plena. Entonces la inmersidn ¢= foy

es de orden {u,,u,} para algunos numeros naturales u,,u, > 1

2
si y sOlo si M es Einstein y T

1772
k<,>, donde k es una constante

[l

real y <,> es la métrica restringida al fibrado normal de v




Demostracidn. Supongamos que ¢ eS una inmersidn de orden

{u1,u2}, esto es ¢ = 6o + ¢u1 + ¢u2' Entonces
Ad = A ¢ + A ¢ ;
u1 u, 1J2 u2
2 2 2
A ¢ = A ¢ + A ¢ -
u1 u1 u2 u2
Por tanto obtenemos
(FTT.2:10) A2¢ = {0 + A )Ad — A A (6 — o) -
T u,  “u, u, “u, 0

Recordemos que 4n es una aplicacidn constante. Como ¢, A¢ Y'A2¢

son normales a S P(c) para la inmersidén f, concluimos que
L ’

6g € T (x)(8n+p(c))f, para todo x de M. Asl para todo x de M

exliste un 2 € R tal que X 04

AX. Puestoque M es conexa y(M) esta

contenido en Sn+p(c)n V, donde V es un subespacio propio de 1la

N+p+1

aplicacidn lineal X b=—=> X¢, €n E Como y es plena conclui-

mos que ¢, €s una matriz escalar. Sea I la matriz i1dentidad en
SM(n+p+1). Aplicando g(I,-) a los dos miembros de la i1dentidad

(III.2.10) obtenemos

_ T
0 T Zn+p+15c];

Por tanto

2

]
(EEL.2.1%) AT = (Au1+xu2)a¢ - Au1xu2(¢ - Tﬁ:ﬁ?TTE?I)'

Mediante un calculo directo, utilizando el lema III.2.1,

(1rrr.1.s), (1rr.n.7), (I111.1.8) y (III.2.5) obtenemos

- 1
g(U(ErsES)lq:’ _(ri‘;ﬁ:‘—‘l)_c I) = “<EP,ES>,
g(e(E,E ),80) = —2(A+1)e<E_,E_>,
g(o(E_,E_) a2¢) — —4n(n+3)c2<E E >+ 4¢cS(E_,E _)
r’-"s’’ r’ s pt=gc "



De (III.2.11) y de las relaciones anteriores concluimos que

.

(IIT.2.12) S(Er,E )y = -{A A —-2(n+‘|)c(xu +Au)+4n(n+3)czl<EP E >

S 4C u

=g B 1 2

Asl M es Einstein. De la misma forma

= 1
g(G(EY,CG),ﬁ"mI) = =- <EY’E<5>’
Q(U(EY,CG),6¢) = —2nc<gY,56>,
g(o(g_,€,) 2%0) =-—4n(n+1)c2<c £ .> + 4cT(g_,& )
Y’ 6 ’ Y’ 6 Yi (S .

Por tanto, como antes, obtenemos

1 2
(ITII.2.13) T(gY, )-af{x 1x.uz—-2nc(xu1+xu2)+4n(n+‘l)c }<gY,§6>.

Recliprocamente, supongamos que M? es Einstein y que T =k<, >.

_ P _ 2
Entonces como S(Ei’Ej)"lq<Ei’Ej> y T(EY,EG) = pIhJH <€Y,56>,

donde p es la curvatura escalar de M, tenemos a partir de

(III.2.5)
a2¢==4nc5¢-+2|“’“2z o(g ,€ ) + [ o(E.,E.) =
D a a’ Ta 3 J
2 2
. 2llall— 20 _2]lall -
= 4nca¢ + = D" (E & )+ 1 c(EJ EJ)) (= < ) Jo(b
Finalmente de (III.1.9) se tiene
126 = (anc-28  2loll%), 0 _Allell® o o1ye(, -
n p p P In+p+15c

y concluimos de la proposicidén I.3.1 que ¢ es una inmersidn de

orden {u,,u,} para clertos naturales u., M. > 1

1772



3. E1 primer y el segundo valor propio para subvariedades

minimales de la esfera.

Como ya anunciamos la correspondiente versidn de las desi-
gqualdades que obtuvimos para subvariedades Kaehlerianas del
espaclo proyectivo complejo, admiten en este caso la siguiente
interpretacidén: La igualdad en cada una de las desigualdades
ocurre si y sdlo si el producto de cada dos funciones coordenadas
de la inmersidn pertenece a V0-+V1-+V2. Puesto que en la desi-

gualdad solo aparecen invariantes espectrales, la propiedad

anterior es una propliedad espectral.

Teorema III1.3.1. Sea M una subvariedad compacta de Sm(d)

isométricamente inmersa, tal que la inmersidn es minimal.

Entonces

(I11.3.1)  m[2(n+1)c = ][2(n+1)c - a,] +4n(n-1)c®)vo1(M) 3 [o .

M

donde x1 y 12

el volumen de M y , la curvatura escalar de M. Si la igualdad

son el primer y el segundo valor propio de M, vol(M)

ocurre entonces Mes Einstein y (si la inmersidn es plena) T = k<, >.

Demostracidén. Si en (II.6.1) tenemos en cuenta que A es un

operador autoadjunto nos queda para cualquler subvariedad compacta
y minimal v:Mn—-—>Sm(c)

(III.3.2) jg(az¢,a¢) - (A1+l2)jg(ﬁ¢,ﬁ¢) + x1x2jg(a¢,¢ ) > 0,

M M M
donde ¢ = foy. Asi teniendo en cuenta la relacidn p =n(n-1)c - Hcll:2

y el lema III.2.2 obtenemos (III.3.1).
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S1 la 1gualdad ocurre, consideramos Sn+p(c) la menor subvarie-
dad totalmente geodésica de s (c) que contiene a yv(M) y teniendo
en cuenta el teorema III.2.3 concluimos la demostraciodn.

C. Q. D.

Corolario III.3.2. Sea M" una variedad de Riemann compacta

que admite una inmersidn de orden 1 en el espacio Euclideo.

Entonces

L

(IIT.3.3) 7

(2(n+5)2, = (n+2)3,1vol(M) 3 |o.
M

Demostracidon. Toda inmersidn de orden 1 es una inmersidn mi-

nimal en una esfera de curvatura c==x1/n. Asi (III.3.3) se sigue

de (III.3.1)
C. Q. D.

_ : 5 2 m
Decimos que una 1nmersion v:Mn——€>E de orden u es standard

.,f_ ), donde k es una constante real

2

sl es de la forma v= k(f

1 m1

3% {fi} €S una base ortonormal, para la métrica L en Cm(M),dg Vu'
Para una inmersidén standard de orden 1Ien el espacio Euclideo
obtenemos una desigualdad en la que intervienen s&lamente el
primer y el segundo valor propio, la dimensidn del primer espacio

propio y la dimensidn de la subvariedad.

Corolario III.3.3. Sea M" una variedad de Riemann compacta

que admite una inmersidn standard de orden 1. Entonces

2 m
(III.3.4) Eig————l—x
R n "H + 1

donde m, es la dimensidn del \,—autoespacio.

18Y%

A

L 2’

Demostracidn. Sea y:Mn-——ep Sm1-1(x1/n) la correspondiente 1n-

1,..,xm1), al ser la inmer-

mersidn minimal. Si escribimos ¢ = (X

sidn standard tenemos



[

}xixj kﬁij :

M

para cierta constante real k. Asl el centro de gravedad para la

inmersidn asociada ¢ = foy es una matriz escalar, de traza n/x1.
Por tanto ¢O = 2 I. De forma similar a(III.3.2) obtenemos

Lo

[ [
(III.3:5) )<A¢,A¢>-—(k1+x2)}<ﬂ¢,®— LI P

La igualdad ocurre si y sdlo si ¢ es una inmersidn de orden {1,2}.
Utilizando el lema III.2.2 y (III.3.5) obtenemos (III.3.4).

C. Qe D

S1 la 1gualdad ocurre en (III.3.3) o (III.3.4) conclulimos

como en el teorema (III.3.1) que la subvariedad es Einstelin y

que, si la inmersidn es plena, T k<,> para ¢ . Dos 1nteresantes
familias de variedades de Riemann que admiten 1lnmersiones

standard de orden 1 son los espacios homogeneos irreducibles

. 4
compactos, esto es espacios homogeneos compactos tales que la

accidon del subgrupo de isotropla sobre el tangente sea irredu-

cible, vease Wallach [Wa] y Li[L2] y las variedades fuertemente

armébnicas, esto es variedades de Riemann compactas tales que

el nucleo del operador del calor depende solo del tiempo y de la
distancia entre los puntos, vease Besse [Be]pg. 174 y Sakamoto
[S2]. Los uUnicos ejemplos conocidos de variedades fuertemente
armbnicas son lo0s espacios simétricos compactos de rango 1.

Una conocida conjetura asegura que las unicas variedades fuerte-—

mente armonicas son los ejemplos anteriores.



Como consecuencia de los corolarios III.3.2 y ITII.3.3 obte-

nemos el sigulente

Corolario III.3.4 Sea Mn una variliedad fuertementg ar@§nica.

Entonges.
n
(III.3.6) 7z (2(n+5)x, = (n+2)x,1 2 o,
2m
n+2 1

L

La iggaldad en (III.3.6) 0 (LIL.3.7) ocurre S1 y géyo si1 M es un

espacio simétrico compacto de rango 1.

Demostraciég. Toda variedad fuertemente armdnica es Einsteiln.

Por tanto de (III.3.3) y (IIII.3.4) obtenemos (III.3.6) ¥y

(IIII.3.7) ya que toda variedad fuertemente armdnica admite una

inmersidn stantard de orden 1. Ademas la correspondiente inmer-

m. —1
sion minimal v:Mn———eES1

(A1/n) es isotropica, ver[S2].
Si alguna de las igualdades ocurre, entonces T =k<,> . De
Nakagawa [Na]pg. 517 se concluye que M es localmente simétrica.

Por [Be] sabemos que en este caso M es un espacio simétrico

compacto de rango 1.
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