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Capitulo I 1

1. INTRODUCCION.

Dentro de la Estadistica, el Calculo de Probabilidades es la
Teoria Matematica que permite modelizar y sistematizar las pobla-
ciones objeto de estudio. Por tanto, uno de sus objetivos basicos
es el encontrar modelos de los diversos fendmenos aleatorios. Esto
lo logra mediante la determinaciodn de distribuciones tedéricas que
permitan asignar probabilidades a todos y cada uno de los posibles

sucesos que puedan interesar en la poblacién estudiada.

A tal fin, histéricamente se comenzé trabajando sobre la
generacién de distribuciones continuas. 5in embargo, y debido al
amplio campo de aplicacién dentro de los fenémenos reales, se esta
profundizando cada vez mas en la obtencién de distribuciones ted-

ricas discretas, con el consiguiente desarrollo de 1los métodos

empleados para ello. Es es este campo de estudio donde se enmarca
este trabajo, y por ello se ha creido conveniente dibujar una
breve resefia histérica en donde se describan algunos métodos que
se han empleado o se emplean para obtener distribuciones tedricas.
E1 tratar de establecer el modelo matematico, nos conducira, a
veces, a una ecuacioén funcional, diferencial o en diferencias que
sera resuelta para obtener de forma explicita la ley de probabili-

dades.
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PEARSON (1895) fue el primero que propuso el estudio de una
familia de distribuciones continuas que verifica una ecuacidn

diferencial del tipo:

vy’ (x) = ~ y(x)
b + bx + béx

en donde a, bb’ b1’ b2 son parametros reales.

Este sistema de Pearson, que supuso el primer 1intento de
sistematizacién de distribuciones de probabilidad a partir de la
forma de generarlas, y que incluye a distribuciones tan importan-
tes como es la distribucidén Normal, desempeiid un papel destacado
en la Estadistica durante muchos afilos. Aun en la actualidad, 1los
sistemas generadores de distribuciones de probablilidad que han

seguido esta linea son conocidos como Pearsonianos.

Por su primacia histérica ha sido bien estudiado. Asi las
propiedades mas destacadas de este sistema, como ocurre con las
relaciones de recurrencia entre momentos, ecuacidon diferencial que
verifica la funcidén caracteristica de las distribuciones que sa-
tisfacen el sistema de Pearson, clasificacidén de las distribucio-
nes pertenecientes al sistema, ajuste de momentos, etc, han sido
objeto de numerosos trabajos, de entre los que podemos destacar
CANSADO (1947, 1950), ELDERTON & JHONSON (1969) y KENDALL & STUART
(1967-1969), entre otros.

Como extensién de estos sistemas de Pearson, se pensd en
estudiar otras opciones que condujesen a otras distribuciones no
clasificables como Pearsonianas. Asi, por ejemplo, se considero la

ecuacion diferencial:
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d In f(x) ~ N(x)
d(x) D(x)

en donde N y D son polinomios en x, de ordenes n y d, en principio
cualesquiera. Casos concretos de este iltimo sistema fueron consi-
derados por diversos autores. Asi, para n=1,2;d=3 por MOUZON

(1930) y ZOCH (1935), y para n=1, d=4 por HANSMANN (1934).

ROY (1971) consideré el caso n=2, d=3 indicando que dicha
ecuacién diferencial puede obtenerse al tomar logaritmos y derivar

en la funcidn

con L, al, az, b1’ bz,r,r y r €R

HERRERIAS (1975) generaliza a su vez el sistema de Pearson,
introduciendo una ecuacién diferencial analoga a la de Pearson

pero con operadores derivadas mas generales.

PEARSON (1923) propuso para el caso multivariante el estudio
de distribuciones de probabilidad continuas que satisfagan el

sistema de ecuaciones diferenciales:

af (x,y) _ Lx,y) £(x,v)
Ix G(x,y)

of (x,y) _ N(x,vy) Fin,v)
ay H(x,v)

en donde L, N son funciones cubicas y G, H son funciones cuarticas

en x,y; tales que se verifica la condicidn
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32f(x,y) 82f(x,y)
dx 0y Jdy Jdx

En particular, en 1947 y 1948 VAN UVEN estudido con amplitud
el caso en que L y N son funciones lineales; G y H son funciones
cuadraticas en x,y respectivamente para el cual obtuvo relaciones
entre momentos, lineas de regresién y clasificacidon de las distri-

buciones pertenecientes al sistema.

En 1981, FERNANDEZ extiende el sistema de Van Uven tomando L
y N funciones cuadraticas y G, H funciones cubicas, realizando un

estudio similar al de Van Uven.

En 1956, STEYN da un importante resultado, indicando que para
cualquier funcidén de densidad es posible obtener la ecuacidon di-
ferencial que verifica su funcidén caracteristica y a partir de

ella caracterizar sus funciones de regresion.

En 1960, STEIN aplica el resultado anterior a las funciones

de densidad que satisfacen el sistema multivariante

af a _ + ax
10 1
= 3 i=l; 005K
ax b + b X + X°B x
i i00 i0 i

en donde a , bgo, x son vectores kxl; B son matrices simétricas

1 1 1
kxk con elementos reales b, demostrando que esta generalizaciodn

ilj
del sistema de Pearson tiene funciones de regresion lineal de la

forma:

Extensiones mas recientes han sido dadas por HERRERIAS (1975)



Capitulo I 5

que generaliza los sistemas de Van Uven y Steyn a través de los

operadores en derivadas generalizadas.

F1 estudio de familias exponenciales, cuyas funciones de

densidad son de la forma:

In f(x,06) t(x) g(e) + A(x) + B(8)

donde t, g son funciones mondétonas en x, © respectivamente, y 6€fl,
donde Q = { 6 | B(®) < » }, han sido consideradas por diversos
autores destacando entre ellos WANI & PATIL (1974), (que unifican
los resultados de WANI (1968), PATIL (1963), DOSS (1969), etc,
obteniendo una caracterizacién de la distribucidén exponencial Yy
una extensién de los resultados de Doss al caso multivariante) y
BASU & BLOCK (1975) que discuten caracterizaciones de las distri-
buciones exponenciales univariantes y varias distribuciones expo-
nenciales multivariantes y extensiones, asi como aplicaciones de

estas caracterizaciones.

Todo esto se refiere al caso continuo. Un camino paralelo se
ha desarrollado en el estudio de familias o sistemas de distribu-
ciones discretas, tomando como modelo el caso continuo. El propio
PEARSON en 1985 propuso el estudio de una ecuacidn en diferencias

andloga al caso continuo, de la forma:

a=1r
A f = f r e T € Z

b +br + br(r-1) .
0O ] | 2

donde a y b son parametros reales.
1

En 1967, ORD estudia ampliamente el sistema de Pearson dis-—

creto, obteniendo relaciones de recurrencias entre momentos facto-
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riales, clasificacidén de algunas distribuciones discretas en di-

versos tipos atendiendo a los coeficientes de asimetria y curto-

S1s.

En 1976, HERRERIAS estudia una extension del sistema de Pear-
son, siguiendo el modelo de Roy en el caso continuo, y obtiene

distribuciones que no pertenecen al sistema de Ord.

Mencidén especial merece, dentro de la linea de sistemas dis-
cretos, el estudio de familias generadas a partir de series de
potencias generalizadas, cuyas funciones de probabilidad discreta

vienen definidas por:

r

<
A(e)

f = aflr)

r

donde refQ rango de la variable aleatoria R y 6 es un parametro. El
estudio de sus propiedades y estimaciones de los parametros han

sido discutidos en diversos trabajos, destacando entre ellos PATIL

& JOSHI (1968) y KEMP (1968).

En el caso multivariante, cuyas funciones de probabilidad

vienen definidas por:

A(e)

a partir de series de potencias generalizadas multivariantes, ha

sido discutido por PATIL (1965), JOSHI & PATIL (1970).

Dentro de este contexto podriamos citar a KEMP (1968) en el
estudio de leyes de probabilidad discreta cuyas funciones genera-

trices son series hipergeométricas en el caso univariante, y a
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STEIN (1951, 1955) en el caso multivariante.

Fn los ultimo afios han aparecido un considerable numero de

trabajos, tanto en distribuciones continuas como discretas, que

han sido recogidas en libros, cursos, monografias.... Entre ellas,
podemos destacar las de PATIL & JOSHI(1968), JHONSON & KOTZ (1969-
1970), ORD (1972), PATIL, KOTZ & ORD (1975) (patrocinados por la
NATO SCIENTIFICS AFFAIRS DIVISION) y JHONSON & KOTZ (1983).

Volviendo a los sistemas Pearsonianos, y como antecedente mas
inmediato de este trabajo, podemos referirnos a FAJARDO (1985). Su
ectudio se encuadra en la linea de generalizar los sistemas de
Pearson discretos aportando una metodologia, tanto para la cons-
truccién en si de dichas familias, como en el estudio de las pro-
piedades probabilisticas y estadisticas de las distribuciones

agrupadas en cada una de ellas.

Igualmente, y como principal via de expansién de los resulta-
dos obtenidos en este trabajo es destacable la tesis de HERMOSO
(1987) en la cual se extienden la funcién hipergeométrica de Gauss

) .
a funciones de argumento

" . - . . (n
y su generalizacién multivariante FD
matricial, para lo que se emplea como herramienta el uso de poli-

nomios zonales, que generalizan la funcidén potencial

f (x) = %"
Kk

al caso en que X, argumento de la funcion, es una matriz; permane-

ciendo la nueva funcién real-valuada ( MUHIRHEAD (1982); TAKEMURA

(1984)). Estas nuevas funciones hipergeométricas de argumento

matricial sirven como generadores de distribuciones discretas de

probabilidad.

En este trabajo, pues, avanzamos en el estudio de las gdistri-
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buciones discretas Pearsonianas, generadas por funciones hipergeo-

métricas fundamentalmente. En el capitulo 2 exponemos brevemente
los principales resultados previos y la metodologia que vamos a
seguir en cada caso concreto, asi como los resultados fundamenta-

les conocidos y que nos interesan sobre las funciones hipergeomé-

tricas.

En el capitulo 3, comparamos las ecuaciones diferenciales que
ha de verificar la funcidén generatriz de probabilidad en el caso
discreto, segin la metodologia empleada por FAJARDO (1985), en
aquellos casos en que ésta viene expresada como una funcidén hiper-
geométrica concreta: (funcidén de Kummer, de Gauss o Fﬁn) ) con las
ecuaciones diferenciales que tales funciones hipergeométricas

verifican como tales funciones.

En el capitulo 4 comenzamos el estudio concreto de distribu-

ciones discretas. En primer lugar incluimos dentro de la clasifi-
cacién general dada por FAJARDO, para posteriormente aplicarles
los resultados que éste obtiene, a dos familias de distribuciones
discretas que vienen generadas por la funcidén hipergeométrica de

Gauss, como son las de Kemp y Kemp y de Waring generalizada.

A continuacidén vemos las distribuciones de probabilidad que
resultan generadas por distribuciones hipergeométricas univarian-
tes extensiones de la funcién de Gauss, las cuales estan siendo
cada vez mas empleadas. Nos centramos en las distribuciones gene-

radas por la funcidén hipergeométrica

sl (al,.--,ocpﬂ;'a’l,---,arp; X)
concretando en los casos en que p=2 y p=3. (el caso p=1 es la
funcidén de Gauss). Para p=2 obtenemos una distribucién de 6 para-

metros, y tras estudiar sus funciones generatrices y sus momentos,
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afiadimos una clasificacién de todas las posibles variables obteni-
das, atendiendo al valor de los parametros y al recorrido de la

variable aleatoria resultante.

Estas distribuciones se obtienen como solucién de una ecua-
cién en diferencias en donde los coeficientes son funciones ente-
ro-valuadas. Habitualmente, y desde el modelo de Pearson, estas
funciones han sido consideradas como polindémicas. Sin embargo, el
procedimiento es aplicable a cualesquiera otras funciones, siempre
que verifiquen determinada condicidn. Por tanto, para finalizar el
capitulo, proponemos una variable que encaja dentro del modelo de

Pearson discreto, en donde las funciones coeficientes de la ecua-

cidén en diferencias son exponenciales.

En el capitulo 5 realizamos un estudio similar al visto en
las primeras secciones del capitulo anterior. Asi, empezamos por
incluir a la distribucién bivariante generalizada de Waring dentro
de la familia de distribuciones discretas generadas por la funcidn
hipergeométrica bivariante F&(a, B: . B & 2% Ai,hz), lo que permite
estudiar las caracteristicas poblacionales, asi como la regresion

y la correlacidn.

En la seccién siguiente se estudia la familia de distribucio-
nes discretas bivariantes generada por la funcién hipergeométrica
Fs(oc, &', B, B i %, Al,hz). de la que igualmente se aporta una
clasificacidén de las posibles distribuciones resultantes para el
caso en que AH=A£=1. Dada la falta de resultados analiticos para
esta distribucién, (como la existencia de una férmula de sumacidn
general) encontramos una foéormula de sumacién para ciertas relacio-
nes entre los parametros, lo que nos permite desarrollar totalmen-
te el estudio de una subclase de esta familia de distribuciones,

de rango infinito en ambas variables. Para finalizar, se estudia

la familia de distribuciones generada por la funcién hipergeomée-
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trica F4(a,B; Y, ¥ s A, A’)

En el Gltimo capitulo, nos centramos en las distribuciones
multidimensionales. Asi, proponemos una extensidn multivariante
para la distribucidn generalizada de Waring, en la que calculamos
tanto los momentos, como las distribuciones marginales y condicio-

nadas o las curvas de regresion y los coeficientes de correlacion.

Del mismo modo se estudia la familia de distribuciones multi-
variantes generada por la extensidén multidimensional de la funcidn
hipergeométrica bidimensional F3.

Tras el estudio de estas familias de distribuciones, quedan
abiertos multiples caminos de investigacidén. Un primer paso tedri-
co consiste en estudiar las correspondientes funciones p”f; y'Fg
como funciones hipergeométricas de argumento matricial, y cons-
truir las familias de distribuciones de probabilidad asi genera-
das. El problema principal consiste en 1la falta de resultados

analiticos existentes sobre estas funciones y que son necesarios

para el desarrollo probabilistico.

Otro camino consiste en estudiar, dentro de las situaciones
reales, aquellas reales que puedan ser modelizadas por estas va-
riables aleatorias introducidas, asi como desarrollar toda la
teoria inferencial necesaria. Un primer paso viene ya dado por las
relaciones de recurrencia entre momentos, que permite aplicar el
método de 1los momentos para la estimacidon de los parametros.
Igualmente, es un problema la falta de resultados, como por e jem-
plo de féormulas de sumacidn similares a las de Gauss para la fun-
cidn F}. No obstante, este problema puede aliviarse mediante el

calculo de tales sumas por medio de programas de ordenador, lo que

permite aplicar, por ejemplo, test de bondad de ajuste.
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Esta es, a grandes rasgos, la estructura de este trabajo. No
obstante, cada capitulo comienza con una introduccién donde de
manera mas detallada se relacionan los objetivos concretos de cada
uno de ellos, sefialando los resultados mas relevantes que se han

obtenido.



i biie Be S Ml b lptidodnden de e Mn

it e e Y b L

A T . e e S i, T -

A e, B Rty e ¥ e e

g



Capitulo II 13

2 — RESULTADOS BASICOS SOBRE EXTENSIONES DE SISTEMAS DE PEAR-
SON DISCRETOS. FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS MULTIVARIANTES.

2.1 Introduccion.

Este capitulo, en donde exponemos los principales resultados
que vamos a emplear en el desarrollo del resto del trabajo, se
encuentra dividido en dos secciones, cada una de las cuales res-
ponde a un tipo de proceso seguible para la extensién de los sis-

temas de Pearson discretos.

En la seccién 2.2 presentamos una metodologia de trabajo
valida para la generalizacidon de los resultados obtenidos por
diversos autores, algunos de los cuales nos hemos referido en el
capitulo anterior. Ahora, para comenzar, introduciremos las nota-
ciones, terminologia, conceptos Yy proposiciones que emplearemos

posteriormente.

Estos resultados permiten la generalizacidon de los sistemas
de Pearson discretos. Comenzaremos con el caso univariante, en
donde tal generalizacién se produce a partir de la ecuacidén en

diferencias

G(r) £ - L(r) £ =20 reZ
r+1l r
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donde

L. 2 & > R
G : Z > R - {0}

son funciones dadas, en principio cualesquiera.

Dentro de 1los resultados que enumeramos en esta seccidon y
para este caso univariante, se tiene 1la caracterizacién de la
ecuacidén en diferencias que pueden ser generadoras de distribucio-
nes discretas. Esto nos permite clasificar 1las distribuciones
pertenecientes al sistema a partir del estudio de las funciones
empleadas como coeficientes de la ecuacidn en diferencias ante-
riormente citada, restringiéndonos en particular al caso, mas

estudiado, en gque ambas funciones sean polindmicas.

Una vez encontrada la funcidon de masa de probabilidad, vy
supuesto L y G polinomios en r y (r+1) respectivamente, se obtiene
la expresidén general de las ecuaciones diferenciales que verifican
las principales funciones generatrices asocliadas a una variable
aleatoria discreta, como son la funcidn generatriz de probabili-
dad; funcién generatriz de momentos; funcidén generatriz de cumu-

lantes y funcidén caracteristica.

Conocidas las funciones generatrices enunciaremos un teorema
que nos permite obtener relaciones de recurrencia de momentos,
valido para el calculo de tales caracteristicas poblacionales y
que a su vez son Utiles para el tratamiento inferencial, por pro-
porcionar una via de proponer estimadores para los parametros por
el método de los momentos, el mas practico en estos casos en 1los
que la estimacion por maxima verosimilitud encuentra grandes difi-

cultades de obtencidén por la complejidad de los calculos.

En 2.2.2 consideraremos resultados similares validos para
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distribuciones bidimensionales de tipo discreto generadas por un
sistema de dos ecuaciones en diferencias parciales. Comenzaremos
exponiendo la condicidén necesarila que deben verificar las funcio-
nes coeficientes del sistema de ecuaciones en diferencias mencio-
nado con anterioridad para que éste tenga solucidn, Yy obtendremos

tal solucién en el caso de que exista.

Restringiéndonos al caso de coeficientes polinomiales expon-
dremos el sistema de ecuaciones diferenciales que verifican las
funciones generatrices asociadas a la variable aleatoria bidimen-
sional y las relaciones de recurrencia entre momentos respecto al
origen, lo que permitira la estimacién de los parametros por el

método de los momentos.

La principal novedad respecto al caso univariante es, natu-
ralmente, la existencia de las distribuciones marginales Yy condi-
cionadas, las cuales pueden obtenerse y caracterizarse a partir de
los coeficientes de la ecuacién en diferencias, asi como el estu-
dio de la regresién, -particularizando al caso en que la curva de

regresién sea una funcidén racional- y correlacion.

Seguidamente centraremos la atencidn en los resultados vali-

dos para el caso multivariante. Este es en todo similar al bidi-
mensional. La diferencia fundamental aparece en el concepto de
distribuciones condicionadas, que tiene una mayor riqueza aunque
en esencia sea la misma. Lo mismo ocurre con las distribuciones
marginales o con la regresion vy correlacién, en donde puede ha-

blarse de casos dos a dos, multiple o parcial.

Fn la seccién 2.3 pasamos a enumerar los resultados basicos
validos para la segunda via de trabajo que consiste en trabajar a
partir de las funciones hipergeometricas. Por tanto en ella se

definen, situan y relacionan tales funciones asi como se describen
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sus principales propiedades.

Se parte de la Funcién hipergeométrica de Gauss y de sus
principales propiedades para continuar con la exposicién de las
distintas generalizaciones que ha tenido esta funcidn, tanto en el

caso univariante como multivariante.

Entre las funciones de dos variables que generalizan la fun-
cién de Gauss destacan las cuatro funciones encontradas en 1880
por Apell (APELL (1926); ELDERYI (1953, 1955); BAILEY (1935)) que
fueron a su vez generalizadas a funciones de n varilables por Lau-
ricella (LAURICELLA (1893)), entre las que propuso 14 funciones
hipergeométricas de tres variables. En el curso de nuevas investi-
gaciones sobre estas 14 funciones hipergeométricas de Lauricella
de tres variables, Srivastava advirtié la existencia de otras tres
funciones hipergeométricas triples (SRIVASTAVA (1964); lo que da
idea del numero de posibles extensiones de la funcion de Gauss a n

variables cuando n no sea un valor pequeno.

De todas las generalizaciones de la funcidén hipergeométrica

' 1a que ha sido mas estudiada y emplea-

de Gauss es la funcion F;l
da como funcidén generadora de distribuciones discretas de probabil-
lidad. No obstante, a lo largo de este trabajo emplearemos otras
funciones hipergeométricas bivariantes y multivariantes, en espe-
cial la funciodn Fén) como generadora de distribuciones discretas

bivariantes y multivariantes de probabilidad.
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2.2 Algunos resultados basicos sobre sistemas de Pearson

discretos multivariantes.

El primer camino para la generalizacion de los sistemas de
Pearson en general es el variar los coeficientes polinomiales del
sistema de ecuaciones en diferencias que deben verificar. Vamos a

verlo dividido en tres casos, segun el numero de variables que

intervienen:

2.2.1 Caso univariante:

Para el caso univariante, el sistema se reduce a:

+

G(r) f - L(r) £ =0 reZ (1)
r+l r
donde
1. - Z+ > R
z" s R — {0}

son funciones en principio cualesquiera, de modo que si L y G son
polinomios en r, las funciones generatrices de probabilidad son
series hipergeométricas (ORD (1967), HERRERIAS (1976)....);: y 81 L
y G pueden descomponerse como producto de monomios, las funciones

de probabilidad son series de potencias generalizadas (PATIL
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(1965), etc). Igualmente, en teoria, se pueden construilr otras

. . 1
extensiones con L y G funciones no polindmicas .

Lo que hay que encontrar en este caso son las condiciones que
deben verificar 2 funciones dadas, G y L, para que al solucionar
la ecuacidén en diferencias de las que son coeficientes, el resul-

tado dé una auténtica distribucidén de probabilidad.

Es conocido (por JORDAN (1965), GUELFOND (1963)) que la fun-

cioén

f =« & > R
solucidén de la ecuacidén en diferencias (1) viene dada por:

r-1

L(t) 'y
f 1
£ = t=0 G(t) (2)

f
0

v
e

Il

e
~
I
o

con fo constante 1inicial distinta de cero. Y se demuestra

(FAJARDO (1985)) que:
2.2.1.1 Teorema :

Sea el conjunto H = { r € Z" ; L(r) =0 }. La c.n.s. para que

e + ; 2 5 2 .
la funcidén f : Z > R , solucidén de la ecuacidén en dife-

rencias (1) sea funcidén de probabilidad discreta, es que verifique

las condiciones:

i) a) L(r) G(r) > 0O Vr € 7" si H

Il
Q

1
Como, por ejemplo, funciones exponenciales. Ver 4.5.
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b) L(r) G(r) = 0O r =0,1,...,m si H # @

con m = min { H }

1
= 1
i 4 }E: . L(t)
t=0 G(t)
r=1

El caso mas estudiado es aquél en que las funciones L y G son
polinomios. En tal caso se demuestra que la funcidén generatriz de
probabilidad asociada a la ecuacidén en diferencilas (siempre que se

verifiquen las condiciones del teorema anterior) es:
2.2.1.2 Teorema:

Si en la ecuacién en diferencias (1) tomamos las funciones L
y G como polinomios en r y r+l respectivamente, y se verifican las
condiciones dadas en el Teorema 1, entonces la funcidén generatriz
de probabilidad asociada a la solucidn de la ecuacidén en diferen-

cias (1), g(t), verifica la ecuacidén diferencial:

G(e) g(t) - t L(e) g(t) - bofo = 0 (3)
para |t]<1 ; 6 = t . - 90= 1 es el operador identidad y b0 es
dt

el término independiente del polinomio G(r+1).

Una vez obtenida la ecuacidén diferencial anterior es inmedla-—
to encontrar la ecuacién diferencial que verifica la funcidon gene-

ratriz de momentos, funcién caracteristica y funcién generatriz de
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cumulantes; asi como encontrar una relacidén de recurrencia entre

momentos respecto al origen a( ) supuesto exista. Esto se retleja
|

en el siguiente Corolario (FAJARDO, 1985):
2.2.1.3 Corolario

Si g(t) verifica la ecuacién diferencial dada en (4), enton-

CeS:

a) La funcidén generatriz de momentos respecto al origen,

> t
¥(t) =y f e
r=0 :

verifica la siguiente ecuacidn diferencial:

GID]¥(t) - eL[D]¥(t) - bf =0

0O 0
con D = .
d(t)
> £
b) La funcién caracteristica, @®(t) = ) f e ' verifica:
r=0 J
Gle 18(t) - e "L[6 18(t) - b f =0
1 1 00
1
con 6 = — D
1 1
c) La funcién generatriz de cumulantes, k(t) = 1n®d(t),

verifica la ecuacidon diferencial:

k(t) k(t)_ . = _ o

G[o le
1 0 0

= eitL[elle
A partir de estas funciones se pueden establecer los momentos
y cumulantes, si existen las derivadas y son finitas en t=1 para

la f.g.p.; y en t=0 para las restantes. Para ello, se describen
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los momentos a través de los operadores D, 6, 8& (JORDAN, 1965).

Asi, el momento respecto al origen de orden r, o . es, sl existe:
r

@, = [e g(t)] P [D lP(t)] o = [eltb(t)] ah

y se obtiene la siguiente ecuacidén en recurrencias (FAJARDO, 1985):
2.2.1.4 Teorema:

Si en la ecuacién en diferencias (1) tomamos las funciones L
y G como polinomios en r y r+l respectivamente, se verifican las
condiciones del Teorema 1 y existe el momento respecto al origen
de orden k, @ , con k = g (orden de G):; entonces los momentos

(k)

respecto al origen « r < k, verifican la relacidn de re-

(r)
currencias:

para h = 0,1,2,...,k—q

(Si f es de rango finito, se verifica para todo helN).

r

A partir de tales relaciones en recurrencias, es posible
estimar los parametros de la distribucidon perteneciente al sistema
por el método de los momentos; es decir, considerando tantas rela-
ciones como parametros debamos estimar, de forma que que dichos

momentos existan y sean finitos y que el sistema sea compatible y

2
Si b0 — O la relacién anterior sera de momentos, si es distinto es ade-

mas de probabilidad f‘o
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determinado. Resolviendo el sistema, despejando los parametros en
funcién de los momentos poblacionales, y luego sustituyendo éstos

por los muestrales, podemos obtener la estimacidn.

AUln cuando este método tiene grandes limitaciones en cuanto a
la eficiencia del estimador, es el mejor a emplear en este caso ya
que el método de maxima verosimilitud implica un enorme dificultad
de calculo, lo que lo hace impracticable. Sin embargo, parte de

los inconvenientes del método de 1los momentos pueden evitarse

tomando muestras de tamafio muy elevado. GUERLAND (1977) no obstan-
te estudia en familias discretas el método de la minima x2 COmo
alternativo al de maxima verosimilitud, empleando la eficiencila
relativa asintética para estudiar el comportamiento de los estima-

dores.

Por Ultimo para estudiar la exactitud del ajuste, se puede

usar el test x? de bondad de ajuste.

2.2.2 Caso bidimensional.

El siguiente paso natural en el camino de la extensidén de los
sistemas de Pearson es el incrementar el numero de variables,
primero a dos y luego a n. Esta parada en el caso bidimensional
permite estudiar una serie de propiedades, como la regresion y el
condicionamiento, que no existian en el caso univariante y que son
facilmente generalizables al caso multivariante. Por otra parte,
esta extensidén es, en multiples aspectos, formalmente semejante al
caso univariante. Vamos seguidamente a resumir los principales

resul tados en este caso:

Partimos ahora de 2 ecuaciones en diferencias parciales, de

la forma:
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G(r,s) f;+ LT L(r,s) fr - 0
? ’ (1)
H(r,s) f — N(r,s) f = 0
r,s+ r,s
donde
LN :Zx1Z > R
GH: Z'xZ s R — {0}
siendo f: Z'x Z s R la funcidén incognita.

lLa condicién necesaria para que la funcién f anterior sea

solucién del sistema es que verifique:

L(r,s+1) N(r,s) N(r+1,s) L(r,s) (2)
G(r,s+1) H(r,s) H(r+1,s) G(r,s)

Vr,s € Z tal que fr # 0

y S

2.2.2.1 Teorema:

Si la funcidn f: 7" x z" s R es solucidén del siste-

ma (1), entonces dicha funcién puede escribirse de la forma:

L(t,s) N(O,t’) -
fﬁ,o || || ’ r;s8 = 1
t=0 t’=0 G(t,s) H(O,t’)
r-1
foO L(t,0) r =1 s =20
* +=0 G(t,0)
£ _ (3)
rss -1
f '11_ N(O,t") r =0 8 Z 1
010 b
t’=0 H(O,t’)
f r =0 s =20
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fijada fo , Para que sea distinta de cero.

2.2.2.2 Teorema:

Si : f:Zx Z 35 R es 1a funcidén dada en (3), donde

L.N:Z'x Z° > R:
G.H:Z'x 7" s R - {0}

son funciones dadas que verifican la condicién (2), entonces f

satisface el sistema (1).

Para que la solucién sea distribucidon de probabilidad es

preciso que verifique otras condiciones, como que

eso se resume en el siguiente teorema:

2.2.2.3 Teorema.

Sea el conjunto

R={r,sez+x2+;f = 0 }

s 5

[La condicidén necesaria y suficiente para que

£ 7'x 7' > R

sea solucidén del sistema (1) dada en (3) sea una funcidén de masa

de probabilidad es que verifique las sigulientes condicilones:
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a) Condicién de positividad
L(r,s)G(r,s) =0 vV r.s e ¥ (4)
N(r,s)H(r,s) = O

b) Condicién de convergencia:

00

00
r-1 s-1 4

t=0 t’=0 G(t,s) H(O,t’ )

r=0 s=0
r,sei

c) Condicidén de normalidad:

0,0

g
I
[
0
|
P

1+ z Z 7 1T L{t,s) N(O,t’)
=0

r=0 s

H, r +s #0

Estos resultados son validos para cualesquiera funciones L,
G, N, H que verifiquen las condiciones convenientes. Sin embargo
el estudio se ha centrado mas en el caso que sean polinomios en
las variables r,s; ya que entonces se pueden caracterizar la fun-
cién generatriz de probabilidad y de momentos, asi como la funciodn
caracteristica de la f.m.p. solucién del sistema (1) a través de

sistemas de ecuaciones en derivadas parciales que verifican.
2.2.2.4 Teorema:

Sean las funciones L., N polinomios en las variables (r,s); G
polinomio en (r+1, s) y H polinomio en (r, s+1) ,de o6rdenes cua-
lesquiera y tal que verifiquen las condiclones dadas en el teorema

3 para que la solucién del sistema (1) sea una funcién de probabi-

lidad. Entonces su f.g.p. g(t1’t2) verifica el sistema de ecuacio-

nes diferenciales en derivadas parciales:
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0
L S
G(91’92)g(t1’t2) — tlL(91’92)g(t1’tz) = G(el,ez)[;go foﬁgia]
(7)
00
.
H(61’92)g(t1’t2) i tzN(91’62)g(t1’t2) - H(e1’62)(r§0 frﬁﬁﬁ ]
para |t _|<1 ; [t_|<1 ; @6_= : ;  i= (1,2)
1 ’ 2 ’ i ot ’ )

2.2.2.5 Corolario:
Si g(t1’t2) verifica (7), entonces:

a) La funcidén generatriz de momentos respecto al origen,

tr + t s
1 2

\I’(tl’tz) - Z Z fer -
g S

veritica:
t1 0 tzs
G(D,,D_)¥(t ,t ) - e L(D ,D)¥(t ,t ) = G(Dl,Dz)[ Y f, e ]
s=0 (8)
t2 0 tlr
H(D ,D )¥(t ,t ) - e °N(D_,D )¥(t_ ,t ) = H(D ,D)[)jf e ]
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 i r,0

con D = , 1=1{1,2}

i(t1r+t2s)
b) La funcidén caracteristica gb(tl,tz) =y ) f e
s
r S
veritica:
it
G(e’,e’)e(t ,t_ ) - e "L(6’,07)®(t ,t_ ) = G(e’,e’)[
1’2 1’ 72 1’72 1% 1’72

1t2 00 itlr
H(e’,0’)®(t ,t ) - e ©°N(8’,0’)0(t ,t ) = H(e’,e’)[ Yy f e ]
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 P, 0
=0
pone 1 o .
con Bj ~ 3t s 3=1,2.

A partir de aqui pueden obtenerse los momentos respecto al
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origen de orden r,Ss, & por derivacién de cualquiera de las
r, 8

funciones anteriores, para ti=1 en el caso de la f.g.p. y para

t =0 en las otras; siempre que existan dichas derivadas y sean

1

finitas. Asi, a través de los operadores D , ©_, O’ se pueden
1 1 1

definir los momentos de la forma:
a(r,s) - [elezg(tl’tz)]t =1= [DlDz‘Ij(ti’tz)]t =0=[9162<I>(t1,t2)]t =0

lo que permite obtener la siguiente relacién de recurrencila:
2.2.2.6 Teorema:

En las condiciones dadas para L, N, G, H en el teorema (4) y

si existen los momentos respecto al origen % o) de cualquier
r,s

orden r,s; entonces éstos verifican:

Pl p g
z z ; [ ] (k +f) (k +m) -
k =0 = 2
1
f
ml m2 ) £ o
B Z z ai | E ; [h] [m]a(i +h) (i _+m)
i =0 1 =0 1 2 1 2

1 2 h=0 m=0
pl p2 i (k1+f) (k2+m) 0
k ,k m 1 2 O,s 2
k =0 k =0 1 2 s=0 t =]
1 2 m=0 1
t =1
2

=0 1 2
1 2 h=0
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 ——
= Mh
S
pr———
0
Scaiinss?
K
(S—p
[
+
LA
-
-+
-
|

m
11 2 h=0 m=0
3
T Fy (L) (1*g) o o
r
= 3 y: d 8 6 - f t
1,1 h} 1 2 r,0 1
1 2 h=0 1
t =1
2
+ -
para f,geZ , y siendo:
m m
1 2 11 12
L(r,s) = ) a =T 's a = €R; a = 0
i ;1 i i m, m
i =0 i_=0 172 1’2 2
h h
1 2 J
N(r,s) = Y Yy O r s c = €R; c #0
J > ] J. > ] h_,h
J, =0 j =0 "1°°2 1’72 3" o
¥y ¥ 2 kK,
G(r,s) = ) Y -b (r+l1l) s b € R; b = 0
, K k ,k P,»P
k =0 k_=0 172 1’2 1’72
14 %5 L L
H(r,s) = ) y d r (s+1) d € R; d # 0
; 1,1 q,,9
1,=0 1,=0 172 1’ 2 1772

De forma analoga al caso univariante, la estimacidén de 1los
parametros puede hacerse por el método de los momentos. Para ello
basta considerar un sistema lineal formado por tantas relaciones
de recurrencia independientes enlre momentos como parametros tenga
la distribucidn, siempre que los momentos existan y sean finitos,

y el sistema lineal sea compatible y determinado.

[La principal novedad que presentan estos sistemas bivariantes

es que en ellos se pueden estudiar las funciones de masa de proba-
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bilidad condicionadas y marginales, que pasan a ser funciones
univariantes estudiables por los resultados del caso anterior.
También es aplicable una versién para el caso discreto del teorema
de Steyn (1957) de caracterizacién de lineas de regresién raciona-
les a partir de las ecuaciones diferenciales que verifican las

funciones generatrices de momentos. Estos resultados son:

2.2.2.7T Teorema:

Si la funcién de probabilidad f solucién del sistema (1)
g
se puede escribir como producto de sus probabilidades condiciona-

das por sus correspondientes marginales, es decir:

entonces:

a) Las funciones de probabilidad condicionadas verifican las

ecuaciones en diferencias:

Glr,s)f - L(r,s) f = 0 si f >0
r+l1/s r/s s
H(r,s)f — N(r,s) f = 0 si f >0
s+1/r s/ r r
respectivamente.

b) Calculadas las anteriores, sus funciones de probabilidad

marginales verifican las ecuaciones en diferencilas:

G(r,s)f f = EAr.a)] £ £ = 0
S

s/r+1 r+1l /r r

H(r,s)fr  § — N(r,s) f = U=

/s+1 s+1 /s s
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2.2.2.8 Corolario:

Si L, N, G, H son los polinomios definidos en el teorema 4
entonces las funciones generatrices de probabilidad condicionada

g (t)yg (t), verifican las ecuaciones diferenciales:
r/s 1 s/r 2

G(Gl,s)g /s(tl) - t1L(91’S)g /s(tl) = G(Gl,s)f

r r O/s

H(r,ez)gs/r(tz) - tzN(r,Gz)gS/r(tz) = H(r,ez)f0

/T
para |t |<1 : |t |<1 6 =t = i =1,2 respectivamente
1 ’ 2 S ' - Of - .7 ’
1
2:2.2.9 l1eorema:
Sea & = (gl,gz) la v.a. discreta bidimensional cuya distribu-
cién de probabilidad asociada f es solucién del sistema (1).
r,s

Entonces, la c.n.s. para que la linea de regresiéon de la v.a. El

sobre Ez, cuando §2 = g, sea una funciodén racional en s, es decir:

~ _  Qi(s)
gi ~ R(s)
es que la f.g.p condicionada de & , g (t ), verifique:
1/ /s 1
£.78
2
@ R(s) g (t ) = Q(s) g (t )
1 r/s 1 /t1=1 Pre 1 /t1=1

siempre que dicha derivada exista y sea finita.

. % - air) .
Analogamente, para &i = RO °Se tendra:
6_ R(r) g (t ) = Q(r) g (t )
2 s/r 2 /t _1 s/r 2 /t _1
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2.2.2.10 Corolario:

Fn las condiciones del teorema anterior, la c.n.s para que la
linea de regresioén de El sobre 52 con &2 = g sea una funcidén ra-

cional en s, es que la f.g.p. conjunta g(t1’t2)’ verifique:

e R(o_ ) g(t ,t ) = Q(e_ ) g(t_,t_)
1 2 1’ 2 /t1=1 2 1’ 2 /t1=1

siempre que dichas derivadas existan y sean finitas.

Andlogamente, para §2 sobre 51 cuando €1= r, es:

6 R(e ) g(t ,t ) = Q(e ) g(t ,t_ )
2 1 1’ 2 /t2=1 1 1 2 /t2=1

siempre que dichas derivadas existan y sean finitas.

2.2.3 CASO N-DIMENSIONAL.

Este caso es practicamente similar en todo al caso bivarian-
te, y en esencia, no se produce ninguna modificacién importante en
los resultados vistos, salvo que ahora habra sistemas de ecuacio-
nes mayores. Lo mas destacable es la aparicién de una mayor canti-
dad de posibles distribuciones marginales Yy condicionadas, segun
el numero de variables que consideremos o a las que condicionemos.
Igualmente, el concepto de linea de regresién se generaliza a
superficies de regresién, mientras que el concepto de regresion
lineal se traduce en hiperplanos de regresién. También se enrique-

ce el concepto de correlacién, que ahora puede ser multiple o

parcial.

.a extensién se produce pasando a un sistema de n ecuaciones
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en diferencias parcilales

G (r , T )f ug I © - r )f = 0 (1)
i 1 n rF o i s I i n Tr_, g B oy w0
1 1 n 1 i n
donde
L :(zH" s R
1
G : (Zz)H)" s R — {03

son funciones dadas, con 1=1,2,...,nN.

2.2.3.1 Proposicion:

. " . L +.0N
[Las condiciones necesarias para que la funcién f:(Z ) >R
sea solucidén del sistema (1) es que las funciones L. y G verifi-
1 1

quen las lgualdades:

E [E [f ]] = E [E [f ]] B m s O
r r P Y r r ¥ e 5w w gl
i j 1 n j i 1 n

.......................................................

......................................................

[T}
g |
[
e
[}
i
(A"
=y
(7]
1
-
P —
=4
r
e
"3
-
m—
ed
g
Il
I
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2.2.3.2 Teorema.

-4

Si la funcién £ : (Z)© s R es solucidén del sistema

(1), entonces f puede escribirse:

-iT Ll(tl,l‘z, s I )
. n
fr C...,r fo, 0
1 n t =0 G (t ,r , T )
1 i | 1 2 n
r -1 ol
— L (0, 0,t , T -~ L (0, ,0,t
1 1 n I n
1 I (2)
t =0 G (0,...,0,t_, N iy t =0 G (0,...,0,t
1 1 1 n) n n n)
para r =1, 1=1,...,Dh:

1

Por comodidad de notacién indicaremos que si algun r =0,
1

entonces:
¥ =3
o LD ersOul ue.cul
i i n)
Il = 1
t =0 G (0,...,0,t_, T
i i i n)
2.2.3.3 Teorema:
Si la funcién f : (Z)"° > R viene dada por (2), con

L, G verificando las condiciones dadas en la proposicion
1 1

4.1.3.1, entonces la funcidén f satisface el sistema (1).
2.2.3.4 Teorema:

Sea

H = {(r ..., T ) € (z)H)" s/ f # 0 }
n rl,...,rn
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-

La c.n.s. para que la funcién f : (Z )" > R, solucidén del

sistema (1) dado en (2) sea una solucién de probabilidad

multivariante discreta, es que se verifique:
i) Condicién de positividad:
L{r ..., JGAr ,...,r ) 0, (r ,...,r )eH
] 1 n i 1 1 n

1

ii) Condicidén de convergencia:

- O Ey T T L B E el ) L (0,....0,t
! 1 2 n n n)
E E Il T E II < o0
t =0 t 20 G (& ,1-y::4,T ) 10, +:: 0.
r =0 r =0 1 n ¥ 173 n n n)
1 n
r +...+r #¥0; (r ,...,r )€EH
1 n 1 n

ijii) Condicidén de normalizacion:

1
f —
0,..,0 - STRE oo S
1 n L1(t1’ , T ) L. (0, ,O,t )
“Z“'ZTF'“TF I »
t =0 t =0 G (t , T ) G (0, 5 P -
r =0 r =0 1 n 1 1 n n n)
1 n
Si las funciones L (r,...,r), G(r,...,r ) i=1,...n Son
1 1 n i 1 n
polinomios en r ,...,r , entonces las funciones generatrices de

1 n
probabilidad pueden ser caracterizadas a partir de las ecuaciones

en derivadas parcilales que satisfacen

2.2.3.5. Teorema:

51 g(tl,...,tn) es la funcidén generatriz de probabilidad de

la funcién f solucidén del sistema (1), y si los L, G son polino-
1 1



Capitulo II 35

mios en (rl,...,r_,...r ) Yy (rl,...,ri+1,...r') respectivamente,
1 n n

para i=1,...,n; entonces g(tl,...,t ) verifica el sistema de ecua-
n

ciones diferenciales:

G_[e,...,e]g(t,...,t)—tL_[e, ,e]g(t, ,t ) =
i i n 1 n i i 1 n 1 n
00 00 00 00
- Gl [91: ’en] Z = = Z Z Z fl“ . , T ,O,I“ . , T
r =0 r =0 r =0 r =0 1 i-1 i+l n
1 i-1 i+1 n
r"1 r " r_+1 r
PP S S
1 i-1 i+1 n
o

De forma analoga a lo visto en 2.2.2 pueden definirse 1los
momentos factoriales, asi como los momentos con respecto al ori-

gen. Se define el momento con respecto al origen de orden

(r ,..... r ), que denotaremos « , COmo:
1 n (P eyl piaal )
1 1 n
I‘I r
o« - [91, , 0 n]g(tl, b )
r‘11" ’ri’ IHn 0 o / t =1

siempre que las derivadas existan y sean finitas en el punto t =1
|

con i=1,...,n.

Igualmente se puede definir el momento con respecto al origen

a partir de la funcién generatriz de momentos:
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siempre que las derivadas existan y sean finitas en el punto t = 0
1

con i=1,...,n.

Si nos referimos a la funcidén generatriz de cumulantes, el

momento con respecto al origen de orden (rl,...,r_,.‘.r ) se defi-
1 n
ne como:
I"l r
o« y [91, ,Gn]¢(t1,...,t )
I‘l,...,r’i,...l‘n n n / t= 0

i

siempre que las derivadas existan y sean finitas en el punto t =0
1

con 1=1,...,n.

De forma analoga al caso bivariante podemos establecer rela-
ciones de recurrencia entre momentos siempre que éstos existan, 1lo

que nos permite encontrar una estimacidn de los parametros por el

método de los momentos.

A partir del estudio del sistema (1) pueden ser calculadas
las funciones de probabilidad condicionadas, asi como las ecuacio-
nes diferenciales que verifican sus funciones generatrices de
probabilidad y superficies de regresidén si son racionales. De esta
manera el conocimiento de las probabilidades condicionadas nos

permite calcular las funciones marginales a partir del sistema

(1).

2.2.3.6. Teorema:

Si la funcién de probabilidad solucidén del sistema (1), puede
escribirse como producto de wuna condicionada por su marginal

correspondiente de la forma:
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con 1=<k=n-1, entonces se tilene:

2) La funcién de probabilidad condicionada verifica el

sistema de ecuaciones parciales:

G (r ,.s.;0J)F -

i 1 n r sl HLla s wow g P
B § "k /
r P
k+1 n
— Ln(rl,...,r ) = 0
1 n r a8 E CRF R i
1’ 2" "k /
r ’i.l,r
k+1 n
para i=1,...,k y 1 > 0.
r "I.’r
k+1 n
b) Calculadas las condicionales, las funciones de

probabilidad marginales verifican el sistema de ecuaciones e€n

diferencias:
G_(rl,...,r )£ f - =
J n rl,..,rk / rk+1,...,r‘j ,...,rn
r ; 2 I Flhg.a 53F
k+1 ] n
- Lu(rl, =% o) f = 0
r NCE g > s r o & & A
1 n 1!’ b k / k+1, b J!' 3 n
r 3+l 5.-,T
k+1 j n
con jJ = k+1,...,n
2.2.3.7. Corolario:
Si las funciones L, G, i=1,...,k son polinomios en las
1 1
variables Lrl,...,ri,...r ). (rl,...,ri+1,...r‘) respectivamente
n n

- = - e - 3 |
entonces las funciones generatrices de probabilidad condlclonadas__\
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r TR ‘e
: R N

r ,--:,P
k+1 n

verifican el sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

G(B ......r cesal 3 (t ,....t ) -
i( Tk’ k+1’ ’ n'gr sa g b 1’ >k
1 k /
r g b s 3
k+1 n
-tL(OB6.,...,06.,1T . § . .
i i( 1’ "k’ k+1’ S0 i g 3" " Tk
1 k /
r . , T
k+1 n
o0 00 00
= G (6 ) 6 .r ) r . %
1( . 6 T , n) ) ) )
r =0 r =0 r =
1 i—-1 i+1
00 r-1 r 1 ):"_1 I‘k
R 1+
55 3. K 5 t1 Ly . t R ,tk
r s =K r Sy G R 1
=0 10 Y 1-17 7T 431 " /S
k r gn syl
k+1 n
para |t [<1, 6 =t @ . L= 1,05 K
i i i Ot

2.2.3.8. Corolario:

Si la funcién de probabilidad solucidén del sistema (1) puede

escribirse de la forma:

entonces cada funcidén producto verifica la ecuacion en diferen-

Clas:
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Gi(ri’ r )f +£f £ -
= r1 To/ rn/
r +1 r +1 r
1 1 n-1
- Ll(rl, 2 % f = 0
w Xy r2/ I“n/
r ¥ . , T
1 1 n-1
Gé(r1’ r )E " f -
o r2 F Pn/
r r ,0v +1...r
1 1 2 n—1
- L {r , ) f = 0 (f >0)
n l"z/ l"n/ 1‘1
r * T
1 1 n-1
G (r , . o P — Li(r e ¥ = 0
n n I"n / n I‘n/
r , s I r_, s K
1 n-1 1 n-1
si f > 0
PR
1 n-1
v pueden calcularse recursivamente.
2.2.3.9. Teorema:
Sea (51, ... , €) la v.a. discreta n-dimensional cuya fun-
n

cién de probabilidad asociada es solucidén del sistema (1). Enton-

ces la c.n.s. para que las superficies de regresién de la v.a. &,
1

sobre (& ,...,& € , ... € ) cuando & = r_ j#¥i sea una fun-

1 | i+1 n j j

cién racional en (r ,...,r T . ... I ); es decir:
1 i-1 i+1 n
N (r ,...,T r caw )
£ = Q 1’ -1 7 i+’ n
i
R ;55408 I REEEE »
( 1’ S T R B I n)

es que la funcién generatriz de probabilidad condicionada corres-

pondiente verifique la igualdad:
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e R(r ,...,r r en ol 3 LE: I =
i 1 il P g ¥ n gr i/
i/ € = 1
r yewegl. ¥ guwe T i
: | i-1 i+1 n
= Q(r , r r w3 (t )
1 P (. 7 v n gr § *
i/ t = 1
r " o s T r i
1 i—-1 i+1 n

siempre que exista dicha derivada y sea finita para t =1, con 1
1

variando de 1 hasta n.

2.2.3.10. Corolario:

En las condiciones del teorema anterior, la c.n.s. para que
la superficie de regresiéon de §g& respecto a las restantes
1

componentes sea una funcidén racional,

Q(rl,---,r. $ e sue T

£

1

RAT ., vyl r ik w o
( 1’ S T R T I n)

es que la funcidén generatriz de probabilidad conjunta verifique la

igualdad:
eiR(EH} ,91_1,91+ ,...en)g(t&, ,tn) y, =
t =1
1
= Q(elr ’81_1191+ :"'en) g(tl’ :tn) /
t =1
1
siempre que existan dichas derivadas y sean finitas para t = 1,

1
con 1 variando de 1 hasta n, y
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2.3. Extensidén de los sistemas de Pearson discretos via

generalizacién de las funciones hipergeométricas.

Otra posible extensién del sistema de Pearson consiste en
trabajar directamente sobre las funciones hipergeométricas y sus
extensiones, convirtiéndolas en funciones generatrices de probabi-
lidad. Por este camino, se parte de la funcidn 2F1 de Gauss, y se
continta mediante las extensiones de esta funcidén, tanto univa-
riantes como multivariantes. Vamos a resumir las propiedades prin-

cipales de estas funciones.

2.3.1 FUNCION HIPERGEOMETRICA DE GAUSS.

Se define la funcién hipergeométrica de Gauss como:

(a)n (B)n Z
2F1 (a,B,7; z2) = E: P = (1)
n=0
con ze C : a,B,y € C tal que ¥y # 0, -1, -2,....; y (a) es el
n

simbolo de Pochhamer o coeficiente hipergeométrico, donde

(a)rl = gfa # 1)...{a +1n1 — 1)

() = 1
0
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y dado que esta serie se reduce a la serie geométrica elemental

1 + z + z +

I ™~ 8
N
)
Il

n

en determinados casos (cona =%, B =1; 6 a =1, B = 9%); se llama
serie o funcion hipergeométrica. Con mas propledad se denomina
funcién hipergeométrica de Gauss desde que el matematico aleman

Carl Fiedrich Gauss (1777-1855) la estudidé en el aino 1812.

Esta funcién hipergeométrica verifica la ecuacidn diferen-

cial:

2

z(1-z) - P [7 - (a0 + B + 1)21 an - oafw = 0 (2)
2
dz dz
o, equivalentemente:
[e(e + ¥ — 1) - z(6 + x) (6 + B)]w =0 (3)
dz
en donde 6 = z
dz

Aplicando el criterio de la razén de D’Alembert se observa
que la funcidén hipergeométrica de Gauss converge absolutamente si
|z|<1, (supuesto ¥ # 0, -1, -2,.... ) ; diverge si |z|>1; y por

otros criterios, si |z|=1 es:

a) absolutamente convergente si Re(y-a-B) > O.
b) condicionalmente convergente si —-1<Re(y-a-B)= 0; z=#l

c) divergente si Re(y—-a-B) = -1.
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(si « 6 B son enteros negativos la discusidn de la convergencia no

tiene sentido ya que la serie se reduce a un polinomio).

Por el teorema de sumacidén de Gauss:

l"('a')l"(ar-tx—B) (4)
C(y-a)T{y-B)

F. (o,B,7; 1)
Re(y—a—B) > O

Un caso especial de (4) ocurre si un parametro del numerador

es entero negativo, —n. En ese caso:

(g = B)n

(7)

n

R B
# M
o 2

s=1,=2. s

2.3.1.2 Extension analitica de-zFl.

Ya hemos dicho que esta serie hipergeométrica converge
absolutamente si |z|<1 y asi, 2Fl(uoc,,B,,'a',,,z) es analitica en |z|<1
(¥ # 0,-1,-2,...). Esta funcién es la llamada funcidén hipergeomé-—
trica de Gauss. Sin embargo, 2?&0@,B,y,z) puede extenderse anali-
ticamente fuera del circulo unidad de varias formas, una de las

cuales es la Transformacion integral de Euler:

1

2F1(oc,[3,3r,z) C(7) I‘t"‘"l(1-—1;)"”"'""‘”1 (1—zt)“B dt (5)
F(a)T (y—)

Il

Re(y) > Rel(a) >0

‘arg(l-z)\ < T
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1

F (a,B,7,2) = () JtB'1(1—t)7"B“1 (1-zt) % dt  (6)
C(BT (y—B)

O

Re(ﬁ) > Re(B) >0

Iarg(l—z)‘ < T

(ya que 2Fl(cx,B,'a',z) ==2Fi(3,a,y,z)).

Ambas integrales definen funciones analiticas de z univalua-

das en el dominio |arg(-z)| < m; es decir, en todo C a excepcidn

de los puntos del eje real no negativo. Dado que la funcidn de
Gauss 2Fi(a,B,q,z) estd definida en el interior del circulo unidad
(incluyendo los puntos del eje real no negativo de 0 a 1-&£, con €
arbitrariamente pequefio), podemos usar (1) y (5) 6 (6) para reali-

zar la extensidén analitica de la funcidn hipergeométrica a todo C,

salvo el semieje real de z=1 a z=w. Esta extensidén analitica de

2Fl(o:,B,'a',z) se conviene en notarla del mismo modo.

2.3.1.3 Transformaciones de Euler.

Las transformaciones lineales de las funciones hipergeométri-
cas de la forma 2Fl(a,B,'a',z) denominadas Transformaciones de Fuler

SOon:

) (7)

Il
ok
|
N
l
R
A"
T}
o3
B
3
[¥s
Q

2F1(oc,(3,'a',z)

¥ # 0,-1,=2. ..

arg(l1-z) | < T
Z
s |

) (8)

Il

F (a,B,7,2) (1-z) 7P F (-0,B8,7,

¥ # 0,-1,-2. . .

arg (1-z) < T
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7_“'5213 (y=o,7-B,%,Z) (9)

¥ % 0,-1, .

arg (1-z) I 4

Para probar las dos primeras basta hacer t=1-s en las repre-
sentaciones integrales de Euler (5) y (6). La ultima se obtiene

realizando las dos primeras sucesivamente.

2.3.1.4 Ecuacion diferencial de Kummer

Si en la ecuacidén hipergeométrica de Gauss (2) sustituimos z

por z/B, la ecuacidén resultante tendra 3 singularidades para z=0,

z=B y z=w. Si hacemos tender |j| s o la ecuacién se reduce a:
2
Z . z + [3 — z] .. ow = 0O (10)
dz dz

o equivalentemente a:
[e(e + 3 = 1) - zZ(@ + a)]w =0 (11)

d
dz

con 6 = Z

Cualquiera de estas ecuaclones tlene una singularidad regular
en z=0 y otra no regular en z=w, que se forma por la confluencia
de 2 singularidades regulares en z=f y z=wo de la ecuacion (2)
cuando z se sustituye por z/B. Por esto a (10) 6 (11) se denominan

Ecuacién hipergeométrica confluente, o Ecuacion diferencial de

Kummer .

[.a solucidén mas sencilla es la Funcion de Kummer:
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00 n
(oc)n Z
F (x,7; z) = Z =5 (12)
(¥)n
n=
¥ # 0,-1,-2... |z|<o

Alternativamente, ya que

1im { (k) [——E—] } = z"
|k|-9 00 " k

para valores acotados de z y nelN, se tiene que:

- - o i
1F1 ((x,'a'; Z) o= llm 2F1 ((x:B:y: ) (13)

|k|—%m B

y por eso a esta funcidén se le llama también Funcidén hipergeome-

trica confluente.

Sus propiedades se estudian a partir de la funcidn hipergeo-

métrica de Gauss, 2F1. Asi, a partir de (5) y (8) se obtiene:

1

Fo(,752) = r{y) Jt“‘lu—t)?"““l ' 4at (14)
F(e)T (y—a)

Rel(y) > Re(x) >0

F (a, 7; “F =i, ¥ : =2 15
11(32) e11('araar ) (15)
Esta ultima expresién se conoce como primer teorema de

Kummer, mientras que el segundo teorema de Kummer puede escribirse

COomo:

e °F (a,20:22) = F (-, a+—l-;22/4) (16)
1 1 0 1 2
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donde:
co
zn
F (-, 9;z) = 1lim F (a,y;z/a) = E (17)
0 1 1 1
|a\-+ 0 n! (c)
n=~0 n

2.3.1.5 Representaciones Hipergeométricas de funciones ele-

mentales

Como e jemplo, tenemos:

00
In
(1—2)-OC = Z (o) ‘ = F (a,-;2z) = F («,B,B;2) (18)
n 1 O 2 1
n!
n=4gy
00
zn
e’ = £ = F (-,-:2z) = F (a,a;2z) (19)
N O O 1 1
n=9 (SRIVASTAVA 1984)

2.3.2 GENERALIZACION DE 2Fl(c;u'.,,ﬁi‘,.'.:)';:z:).
2.3.2.1 Serie hipergeométrica generalizada.

La generalizacién natural de las funciones anteriores parece
venir por la introduccién de un numero arbitrario de parametros en

numerador y denominador. La serie resultante:

n

al,...,ab (al) T (a$) Z
F : 2 —— z i n -
p q 31:---,ﬁ3 (Bl)n : & 4 (Bq)n n!
q
= Fla ,...,¢ ,B,..-,B;2) (20)
p q 1 p 1 q
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es conocida como serie de Gauss generalizada, o tan sdlo, serie
hipergeométrica generalizada. Aqui, p y q son enteros positivos o
cero (entendiendo los productos vacios como 1) y suponemos que
tanto z como los parametros toman valores complejos con la condi-

cién de que los B no sea ninguno 0 o un entero negativo. Asi, si
j
un parametro del numerador es un entero negativo, la serie se

reduce a un polinomio.

Supuesto que ningun parametro es cero o un entero negativo,

la serie F es:
P q

( i) convergente para |z|< o si p=q

( ii) convergente para |z|< 1 si p=q+l

(iii) divergente Vz, z # 0, si p>qg+l1.

Ademas, si hacemos:

se sabe que la serie F con p=q+l es
P g

( i) absolutamente convergente para |z| =1 si Re(w)>0
( ii) condicionalmente convergente para [z|=1, z#1 si
-1 < Re(w) =0

(iii) divergente para |z|[=1 si Re(w)=-1

2.3.2.2 Funciones hipergeométricas de 2 variables.

En 1880 P. Appell (1855-1930) consideré el producto de dos

funciones de (Gauss:
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n m

(tx)n(or.’)m(B)n(B’)m X Y

o0
F, (B3 F (@800 iy)= )

m, n=0

(w)n(y’)m n! m!

Fsta serie en si misma no conduce a nada nuevo, pero si uno o

mas de los pares de productos
(o) (a’) (B) (B") () ()
n m n m I m
se reemplazan por las expresiones correspondientes

() (B) (7)

n+m n-+m n+m

obtenemos cinco posibilidades distintas de obtener nuevas funcio-

nes. Una de ellas es:

OOZ ((x)n-t-m(B)n-i-m . ¥
. (7) n! m!

m, O n+m

que no es mas que la SerierzF&(a,B,y;x+y), pues se comprueba que

0 n m 00 N
X y (x+y)
Z f (n+m) = Z f(N)
n! m! N!
m, n=0 N=0

Las otras cuatro posibilidades conducen a las cuatro funclo-
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nes de Appell de dos variables, que se definen como sigue:

- (@) (B) (B")_ X"y
Fl(a:B,B’:?;X:Y) = Z -
() n! m!
m, n=0 n+m
= () (B) o
= Z A 2F1(a+m,B’,ar+m;y) (22)
(7) m!
m=0 m
max{lxl,lyl} <1
i (Ot)mm(B)n(B’ )m Xy
Fz(a,B,B’,%'J’;x,y) = Z
= (3)n(ﬁ’)m n! m!
- () (B)_ o
= Z F (a+m,B’ , 7 ;y) (23)
2 1
(7) m!
m=0 m
|x|+|y‘<1
oy () (o) (B) (B) %2 "
FB((X,&’,B,B’,B’;X=Y) — Z n m n m
(7) n! m!
m, n=0 n-+m
N () (B) o
) Z = F (a’,B",7+m;y) (24)
21
— () m!
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— () _(B) X"y
F4(CX.,B,'J’,B”;X,Y) = Z cadde — -
(v) (¥) n! m!
m, n=0 n m
= () (B) Xm
= 2{: = M. JF (a+m, B+m, ¥ 5y) (25)
ol (w)m m!

Vsl « Vly| - <

donde, como siempre, ¥, ¥ NO sSon cero ni un entero negativo.

[ as cuatro funciones de Appell se reducen a la funcidn hiper-

geométrica de Gauss cuando y=0. Las dos primeras también se redu-

cen a la funcién de Gauss si B’=0; mientras que a la tercera le

ocurre lo mismo si «’ o B’ se anulan. También tenemos los siguien-—

tes casos particulares:

DE

ki

F (08,8 aix,y) = (150 P19

F_(,B,8",8,8ix,y) = (1-x-y)™"

(1—y)8“°‘(1~x—y)'6

Il

Fz(a,B,B’ o, 37 3%X,Y)
(26)
Fz(“,B,B’,B,a;x,y) = (1-y)B,_a(1-X-yﬂ-B,
sz(l,l,B’,a,B’;x,y) + yFZ(l,B,l,B,a;x,yl = -1In(1-x-y)

Fs(a,B,l,1;a+B;x.y)=(x+y—xy0“1(xéFlhx,1,a+B;X)+Y2F103,1,a+B;Y))

Otro resultado es la férmula de reduccidén de APPELL y KAMPE

FRIER (1926):
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Fl(a,B,B’,w;xaxJ ==2F10a,8+8’,7;x)

y por el teorema de sumacidén de Gauss, se concluye que:

C(y)T(y—a—B-B’)
T(y—a)T(y—B-B’ )

(2T )

Fl(a,B,B’,v;l,l) =

Y#O, -1, -2, .4 Re (y-o-3-B’)>0

2.3.3 FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS DE LAURICELLA.

En 1893 Lauricella generalizdé las cuatro funciones de Appell

a funciones de n variables y las definidé del siguiente modo:

(n)
o, g ¥ e.% Y ’ 2 e ¥ ED ;X!"‘IX -
FA ( Bl Bn 3’1 ?n 1 n)
m1 m
n
00 (a) (B) ...(B) X X
m1+..+mn 1 m1 n mn 1 n
. Z (28)
(v ) ... () m ! m !
m m =0 m n m 1 n
1 n 1 n
x|+ + |x | <1
1 n
(2)
y claramente, FA ==Fé
e O o ,B B ,7:X X ) =
B 1!"'""’! n! 1!""'? n‘l' b 1?"'} n
m1 m
n
m o) ..lad A8 ) "B ) X X
1m1 nmn 1m1 nmn 1 n
_ z (29)
| f
m m =0 (?)m+ +m ml mn'
X n 1 n
max{|x ‘ : 5 Ix I} < 1
1 n
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S3

B 3
F(n)(o::B ¥ X X )
C - ] !‘311! b b 1! b ] n
I'l'l1 mn
00 (a) (B) X X
m1+...+mn ml+.....-t-mnl 1 n
= = E .. (30)
(v ) . (v ) m ! m !
m m =0 m n m 1 n
1 | n 1 n
V|x |+ c e o ¥ le | <1
1 n
y claramente, Fén)== es la extensién n-variante de F;
F(n)(ocB B .Y:X X ) —
D b 1! 2 3 3 1! b n
m m
o () (B ) (B ) x x "
m1+...+m 1 mln' n m 1 n
n
- E s (31)
(7) m ! m !
m m =0 m + +m 1 n
1 n 1 n
max{|x | , , |x {} S |
1 n

tal que FGD es F .
D 1

Ademas todas son extensién de la funcidon de Gauss, ya que
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3. ESTUDIO COMPARATIVO DE LOS METODOS BASICOS DE GENERACION
DE DISTRIBUCIONES DISCRETAS.

3.1 Introduccion

En el capitulo anterior hemos resenado dos vias particular-
mente importantes a la hora de encontrar distribuciones discretas
que generalicen los sistemas de Pearson. El primero, mas general,
que consiste en variar los coeficientes de la ecuacidén o ecuacio-
nes en diferencias que ha de verificar el sistema, mediante diver-
sos coeficientes polinomiales, los cuales nos conduciran a la
aparicién de funciones hipergeométricas como solucién de tales
sistemas. La segunda via, mas directa, consiste en proponer como
funciones generatrices de probabilidad a determinadas funciones
hipergeométricas, y a partir de ellas, estudiar las restricciones
que hemos de exigir a tales funciones y sSus parametros para que el

resultado sea una auténtica funcién de masa de probabilidad.

Dado que la funcidén generatriz de probabilidad caracteriza a
la distribucién, a la hora de establecer las convergencias vamos a
centrarnos en la comparacién de las funciones obtenidas por ambos
métodos. Asi, por la primera via de variacidon de los coeficientes
de las ecuaciones en diferencias, se establece en general el sis-

tema de ecuaciones diferenciales que tal funcién debe verificar,



56 Contribucion a los metodos...

segun la expresidén de los polinomios que son coeficientes en el
sistema de ecuaciones en diferencias. Por el segundo método, vy
dado que partimos directamente de las funciones hipergeométricas
concretas, y expresamos la funcidén generatriz de probabilidad con
base en ellas, asimismo quedan f1ijadas las ecuaciones diferencia-

les que verifican.

[La convergencia entre los métodos, por tanto, 1la vamos a
estudiar mediante 1la comprobacién de que ambos conducen a las
mismas ecuaciones diferenciales para las funciones generatrices de
probabilidad. Esto lo vamos a hacer en los casos mas conocidos,
como son aquéllos en que la funcidon generatriz de probabilidad se
corresponde con la funcidn hipergeométrica confluente de Kummer;
la funcidén hipergeométrica de Gauuss 2F1(or.,B;3f;t) y una de sus
extensiones bivariantes y multivariantes, en particular la obteni-

. (n) 1
da mediante Fl(a,Bl,Ba,a',tl,tz) y FD (a,Bl,.., Bn,'gr,tl..,tn).

Esta comparacidén permitira asegurar la obtencidén de los mis-
mos resultados por ambas vias, y la posibilidad de continuar, en
determinados casos, por cualqulera de las dos 1indistintamente.
Asi, un aspecto en que tal posibilidad ofrece perspectivas intere-
santes es en el caso en que nos planteemos coeficientes matricia-
les para la ecuacidon en diferencias, sobre todo cuando esto nos
conduzca a soluciones en forma de funciones hipergeométricas con
argumento matricial, las cuales han de tratarse por medio de 1los

polinomios zonales, que son aquellos que generalizan el concepto

de potencia en las matrices (MUIRHEAD 1982)

Mas adelante lo compararemos para F (& ,..,& ,B ,..,B s Tk ik )
3 1 n 1 n 1 n
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3.2 Caso univariante.

En primer lugar vamos a ver una propiedad del operador 6, que

recordemos era:

6 = Z d
dz
2
2 d d d[ d] [d d]
6 = Z Z = Z Z = Z + Z > =
dz dz dz dz dz dz
2 2
=22 d2+zd = 22 d2=92-—9
dz dz dz

3.2.1 Funcion de Kummer

Ya vimos (apartado 2.3.1.4) la ecuacién diferencial que veri-

fica _F 3
S 3
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cambiando la variable z por t, y w lo sustituimos por g(t) (al

usarla como f.g.p)

2
g 9 8(t), [f; b t] L oft) - eElE) = O
dt° dt

y como al ser f.g.p. t esta definido en un entorno de 1, podemos

multiplicar la expresioén por t;, y expresandola en funcidén de ©6:

2
t2 . - g(t)+ [3 - t] t L g(t) — ag(t)t =

dt dt

[82 - 08 + (y-t)e —at]g(t) = [92 + 90 - t6 - 6 —at)g(t) =

0%g(t) + (y — 1 - t)g(t) —-tag(t) = 0

que es el resultado al que conduce la resolucidén de la ecuacidén en

diferencias
G(r)f - Llr)t =0
r+1 r
cuando
G(r) = (y + r)(r+1)
L(r) = (¢ + 1)

por aplicacién del Teorema 2.2.1.2 [FAJARDO, 1985].
3.2.2 Funcion hipergeométrica de Gauss.

La ecuacién diferencial que verifica Fl(a,B,g;z) es:

2
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. dw
z(1-z) : + [3 - (a0 + B + 1)%] - afw = 0
dz dz

y si la consideramos como f.g.p. g(t) ==2F1(a,B,y;t)

2
t(1-t) d - g(t) + [3 = (a+B+1)t] d g(t) — apg(t) =0
dt dt
al multiplicar por t:
2 d2 d
t7(1-t) g(t) + [3 - (a+B+1)t ]t —  g(t) - taBg(t) =
dt dt
2 2
= &&= — - 320 — + gt 4 (1) t2-L - taBlg(t) =
dt dt dt dt

[92~ 0 - to° + to + y0 - (a+p+l)to - aft ]g(t) =

[9(9+g—1) - t(9+a)(9+3)]g(t) =0 (Resultado 3 Ap.2.3.1)
y ese resultado es igual también a:

[92— 0 — te° + to + y0 — (a+B+1)t6 - oft ]g(t) =

Il

[92— 8 = te® + to + ¥y — aBt - Bt - t6 - «offt ]g(t) =

Il

0°(1-t)g(t) + 9[3—1— t(a+B)]g(t) - taBg(t) =0
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que es el resultado que se obtiene como solucidén de la ecuacidn

en diferencias
G(r)f - L(r)f =0
r+1 r
cuando

G(r)
L{r)

(y + T)(r+1)
(¢ + 1) (B+r)

por aplicacidn del Teorema 2.2.1.2
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3.3 Caso bidimensional: Fl(a,Bi,Bz,q;xl,xz)

En este caso, el sistema de ecuaciones diferencilales dque

verifica esta funcidon es:

2 2
(1—x1)[%1—§—4F + X 2 F]+[3—(a+31+1)xl]§——F — le 0 F—aﬁiF

%" ° 8x 8% ax ° 8x
1 1 2 1 2
2 2
(1—x2)[%2 2 2F ¥ xl G F]+[W—(a+52+1)x2)§——F = Béxl ¢ F-aBéF
axz Bxlax 6x2 8x1

v si expresamos la funcién generatriz de probabilidad
gt ,t) = Fl(a,Bl,Bz,’J;tl,tz)

la ecuaciones quedan:

2z 2

(1-—-t1)[t1 I g+t — g]+[3—(0t+f31+1)t1]§—8 - Bt —g=oB g
at at at ot ot
1 1 2 1 2
e 8° 3 3
(1—t2) t2 2g + t1 gl+ g—(a+32+1)t2 —g - thl —__gzaﬁzg
ot at ot at at_
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Vamos a trabajar con la primera funcién. (En la segunda,

desarrollo es analogo)

2 2

(1—1:1)[t1 ¢ -8 + t2 g g]+[gr—({x+51+1)t1]§__g — B1t2 Ea_g:ocBlg
at at at at ot
1 1 2 1 2
Multiplicando por t1:
2 2
1:1(1--—t1)[t1 0 2g+t2 2 g]+['ar—((x+Bl+1)t1] tl—c’j-——g—Bltlt2 é——g=tJch'1t1g
at at at at gt
1 1 2 1 2
2 ~ 2 2
> 2 g-tt?l g+ a-t)tt 2 g
ot at ot at
1 1 1 2
+ ;ytla——g —~ (oc+Bl+1)t1t1-a—— - B1t1t28—g = thltlg
at ot at
1 1 2
5 8° 8 5
Si ahora 6 = st Y tlt2 = tl———— t2———— , tenemos:
) i at at_ at_ ot

2 2
[(61 61) t1(91 61) + (1 t1)6192+391—(a+81+1)tlelﬂBAtleé]g =
aBltlg =

2
6 (6 +6 +y—-1) - t - * + + + +X = =
=>|: 1(  FO_+Y ) 1(81 91 8192 0(.61 8191 61+{3182 Bl]g O
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=>[91(91+92+3f—1) - t1(91+°‘)(91+31) - t192(91+31)] g =0

Entonces, desarrollando:

2 2
+ +0 ¥—-0 — - — — -t 6 = 0 =0 =
[91 8192 913' 91 t191 t191B1 tloc(i}1 tlcnr,f:’1 t1 192 1:1[31 2]g

2 —
=» (1 t1)91g +(1 t1)9182g + [g 1 tl(a+81)]61g t18192g tlaﬁlg— 0

que es el resultado al que se llega al solucionar el sistema

G(r,s) f}+1.s - L(r,s) fr - 0
H(r,s) fr i1 N(r,s) fP = 0
cuando
G(r,s) = (y+r+s)(r+i1)
L(r,s) = (a+r+s)(61+r)
H(r,s) = (y+r+s)(s+1)
N(r,s) = (a+r+s)(82+r)

y por aplicacién del Teorema 2.2.2.4.

En la otra ecuacién, el resultado es analogo.
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)

3.4 Caso n—-dimensional Fﬁa(agﬁ ,...,Bn,g,tl,...,t | P

1 n

El sistema de ecuaciones diferenciales que verifica es:

(1-x ) X . + [3—(a+8_+1)x,]a——F = B > X -(?—F = o3 F
i i i j i
dx e Ix
1 1#j j

i=1’ﬁ-.’n

expresamos la funcidén generatriz de probabilidad como:

. (n)
g(tl,---,tn) = & (a,Bl,---,Bn,v,tl,...,tn)-
entonces el sistema queda:
In
8° / 5
(1“t_)z L. + [3’—(05+B_+1)t,]—g = 13- t —g = aB. g
' ) 8t at ' Yot ' o - >
j=1 1] i i# ] j
i=1;+e-3

por el mismo procedimiento de antes, multiplicando por t.
1
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2
t (1-t )Z [ar (oc+B +1)t ]t i—g t B Z = aBitig
] at. at ‘ot ) at

j=1 i i#] J

i=1l;. a5 D
y desarrollando:

2 2
(t?—t?) 62 + (1- t ) Z tlt g g + oyt —q——g uX"'B +1)t t -q—-g—
at ) ot at ot ‘ot
1 j=1 J 1 i

- B % t t ——ﬁg = aB t. g =
i 3 3t S |
i#]

= (9? - B } = t_(ﬁ? -0 ) + E:tue.e_ + 90 - (a+B +1)t 6 -
i i i i i i i j i i i i

- B .t E g = o t g =0
i i j i i
i#j

= [9_1( Z 9J_+ y — 1) - ti(91+oc)(ei+Bi) — ti z Gj(ei+Bi)] g =0
i=1

y desarrollando, sale:
I
(1-t ) Z O 6 g + [3—1—t_(0{.+[3_)]9,g - T.B. Z 6 g - tapg=0
i i i i i i 1 j 1 i
j=1 jH#i
que es el resultado al que se llega al solucionar el sistema

G [r ,oss:E 3 % - L(r ,...,r )f =

1 n B gena gIF . ¥lg090e 9T 1 n P gt syl gewog®
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cuando
Gl ;avspnl ) = ¥y + 90 #* .. #F )i + 1)
1 n 1 n i
I{r ,...,T7 ) =(a*1r % ... +r )J{(B + r )
1 n 1 n i i

y por aplicacidén del Teorema 2.2.3.5.



Capitulo IV 67

A - FAMILIA DE DISTRIBUCIONES DISCRETAS GENERADAS POR FUNCIO-
NES HIPERGEOMETRICAS UNIVARIANTES.

4.1 Introduccion.

En los capitulos anteriores hemos abordado dos métodos gene-

rales que permiten construir distribuciones de Pearson discretas.
Tanto en este capitulo como en los sigulientes vamos a estudiar en
particular familias de distribuciones generadas por funciones

hipergeométricas concretas.

[La funcién hipergeométrica de Gauss, zf;(a,B,g,t) como gene-
radora de variables aleatorias discretas ha sido ampliamente estu-
diada. Es la primera extensién natural y generaliza casi todas las
distribuciones discretas empleadas habitualmente ' . Asi ocurre
con la distribucién Binomial de parametros n,p que esta generada
por una funcidn 2F1(-—n,1;1;~—p/(1—p)); la distribucién Binomial
negativa de parametro K,p que se genera a partir de una funciodn
hipergeométrica.2F1(k,1;1;(1—p)); la Geométrica de parametro p que
proviene de una 2F1(1,1;1;(1—p)) o la distribucién Hipergeométrica

de parametros N, n, k que se obtiene por una funcion

1
La Poisson se genera por una funcién de Kummer 1F'1(1;1;?t)
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2F1(—n,-—Np;Nq-—n+1;1). Un estudio completo, junto con una clasifi-
cacién segun los posibles valores de los parametros o, B, 7, A

viene dada en FAJARDO (1985).

Igualmente, la funcidén 2F1(oc,B;3';?L) aparece como generadora
de otras familias de distribuciones discretas de gran interés.
Esto ocurre, por ejemplo, con los modelos IA, II/IIIA y IV de la
familia de distribuciones de KEMP y KEMP (1975). Estas distribu-
ciones aparecen en modelos de urnas, de contagios, en procesos
estocasticos y STER y generalizan, entre otras, las distribuciones
rectangulares discretas o las de Chung y Feller (1957) sobre 1la
distribucién de caras en tiradas de monedas (Tipo II/IIIA) o bien
la distribucién de Waring o la distribucidén factorial de Marlow
(Tipo IV). En este capitulo incluimos estas distribuciones dentro
de 1la clasificacién general dada por FAJARDO y estudiamos sus
caracteristicas principales a la 1luz de tal inclusidn, asi como
proponemos un modelo de estimacidén de los parametros por el método
de los momentos, obtenido al particularizar 1los resultados del

caso general.

En el apartado 4.2.2 trabajamos de manera similar con la
distribucidén univariante generalizada de Waring. La distribucidn
de Waring de parametros (a,1,p) ya ha sido tratada al estudiarla
como un caso particular de uno de los modelos de Kemp y Kemp. Del
mismo modo puede trabajarse con la distribucidon de Waring genera-
lizada de parametros (a,k,p). Esta distribucidén ha sido exhausti-
vamente estudiada por IRWING (1975). Es una distribucidén que para
ciertos valores de los parametros a,k tiene unas colas extremada-
mente largas, lo que puede llevar aparejado la no existencia de
ningin momento. Esta distribucidén se emplea para modelizar situa-
ciones de accidentes, modelo que ha sido perfeccionado en poste-
riores estudios, como por ejemplo en XECALAKI (1984) mediante

particiones en la varianza total del modelo. Nuestro estudio ha
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consistido en su inclusién y clasificacidén dentro del modelo gene-
ral de distribuciones generadas por la funcidn hipergeométrica de

Gauss, y el estudio de sus propiedades, COmMO consecuencia de tal

inclusion.

En el apartado 4.3 pasamos a realizar un estudio similar al
realizado para la distribuoiénzl-"1 de Gauss pero para una genera-

lizacidén univariante de ésta y que la contiene como Caso particu-

lar, como es la funcidn 3F2(OC ,ocz,oca;'a'l,zrz;?t). En el estudio hemos

1
partido de los polinomios que son los coeficientes de la ecuaciodn
en diferencias del sistema que conducen a tal funcién como solu-
cién; a partir de ahi hemos realizado el proceso indicado en el
apartado 2.1, con la obtencidon de la funcién generatriz de proba-
bilidad, la ecuacidén diferencial que verifica, el calculo de sus
momentos y la clasificacién, atendiendo a 1los posibles valores
permisibles para los parametros, de las variables aleatorias 1in-
cluidas en la familia. Igualmente proponemos un sistema de ecua-

ciones para la estimacién de los parametros por el método de 1los

momentos.

Fn este estudio nos hemos encontrado con el problema derivado
de la no existencia de un teorema de sumacidén para una funcidn 3F2
general, al contrario de lo que ocurre con la funcidn 2F1 para el
que existe el teorema de sumacién de Gauss. Esto impide el calculo
explicito de f0 asi como de la esperanza en general, y caso de que
6sta exista. Sin embargo, resolviendo este problema por métodos
numéricos podemos obtener todos los momentos que existan mediante
e] sistema de ecuaciones obtenido por las relaciones de recurren-

cia entre momentos; para el que es preciso partir del valor de la

esperanza.

Fsta distribucidén estd siendo aplicada con mayor frecuencia

cada vez. Asi, por ejemplo, distribuciones de este tipo aparecen
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en las leyes de probabilidad de las propiedades topoldgicas del
drena je de las cuencas (DACEY, 1985). Para la construccidén y ana-
lisis de estos modelos se emplean tres conceptos fundamentales,
como son los de redes de canales, formas de los canales y aleato-
riedad topologica. Una red de canales es un tipo especial de grafo
en planta, un arbol plano con 2n vértices, cada uno de los cuales
tiene una valencia 1 o 3. Una forma de red es una coleccidon orde-—

nada de una o mas redes de canales.

Un concepto basico es el de redes de canales topoldégicamente
distintos. Asi, dos redes de canales son topoldgicamente idénti-
cos si uno se puede hacer congruente con los otros por deformacio-
nes continuas de las conexiones, sin abandonar el plano. De otro

modo se dice que son topoldogicamente distintos.

En el apartado 4.4 estudiamos de modo similar, aunque sin
clasificacidén, las distribuciones generadas por la funcidén hiper-
eométrica F (a¢ ,x ,x ,ax ;7% , ‘A). Sus aplicaciones on tam-
& Pl o K Take i Rl ek w4 P
bién diversas, y aparece, como la anterior, en los problemas de

drena je de cuencas antes mencilonados.

[Las funciones hipergeométricas aparecen igualmente en otros
campos de la estadistica. Esto ocurre, por ejemplo, al estudiar

los estimadores puntuales de la distribucidon lognormal con dos y

tres parametros (CROW-SHIMIZU 1988).

Una via de expansidon, como ya hemos mencionado, aparece con
la extension de estas distribuciones al caso de soluciones de la
ecuacion en diferencias con coeficientes matriciales, mediante 1la

aplicacidén de polinomios zonales.

Habitualmente, el estudio de los sistemas de Pearson se rea-

liza variando los coeficientes de la ecuacidén en diferencias, pero
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dentro del conjunto de funciones polindémicas. Sin embargo, tal
exigencia no es imprescindible, pudiendo encontrar distribuciones
por la solucién de la ecuacidn en diferencias en donde los coefi-
cientes sean funciones no polinomiales. Para finalizar el capitulo
dedicado a distribuciones univariantes, en el apartado 4.5 1in-

cluimos un e jemplo de distribucién discreta obtenida como solucion

de la ecuacidén en diferenclias en donde los coeficientes no son

polinomios, sino funciones exponenciales. En ese ejemplo hemos
obtenido una distribucién uniparamétrica, con rango Iinfinito Yy
moda en el valor cero. Para esta distribucién hemos estudiado su
funcién generatriz de momentos, caracteristicas de la distribuciodn
y problemas de estimacidén. Igualmente incluimos una tabla de pro-

babilidades para diferentes valores del parametro.
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4.2 Distribuciones generadas por 2F1 (x,B,7,t)

S1 consideramos los polinomios:

G(r)
L(r)

(y+r) (r+1)
(a+r) (B+r)A

y resolvemos la ecuacidn en diferencias

G(r)f + L{r)f ==
r+1l
la solucion es:
(x) (B) A"
f = f : = r=0
r 0 () 1!

en donde

F(y—a)T (y-B)
'(y) T'(y—a—B)

0o ('ar—B)n
('J]n

si el rango es infinito

si O=-n y rango finito

y como cumple las condiciones del teorema 2.2.1.1, el resultado es
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una auténtica distribucién de probabilidad.

Su funcién generatriz de probabilidad es:

zFl(a,B,z,ht)

2Fl(a,B,a’,l)

g(t) =

Un estudio detallado Jjunto a una clasificaciodn exhaustiva

viene dado en FAJARDO (1985). Vamos a ver tan solo algunas distri-

buciones concretas que pueden incluirse en la clasificacion ante-

riomente mencionada.
4.2.1 Distribuciones de Kemp y Kemp.
4.2.1.1 Kemp y Kemp tipo IA:

Si hacemos:

y tales que:
a >n-1 (> |B|>|«|-1); b > n-1 (s ¥>0)

a1 resolver la ecuacién en diferencias con esos coeficientes poli-

nomiales, obtenemos una distribucidn de probabilidad con rango

finito (r=0,1,2,...,n), con funcién de masa de probabilidad:
(—n)r(—a) (b-n+1)
) r = n
fr . fo (b-n+1) r! e f0 (b—-n+a+1)
I I

y funcién generatriz de probabilidad:
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F (-h,-a,b-n+l,t)

g(t) = e 1 ==2F1(—n,—a,—a—b;1—t)

F (—n,-a,b-n+1,1)
2 1

Esta distribucién es la estudiada por KEMP y KEMP (1975) vy

denominada por ellos Tipo IA, que es un caso particular, por 1lo

visto anteriormente, del tipo IIIA de la clasificacidon dada por
FAJARDO. Como A=1, esta distribucidon, ademas, pertenece a la fami-
lia de ORD de 3 parametros. En esta familia, en general, la espe-

ranza y varianza de cualquier distribucidn vale:

a3 (a+e) (B+e)

e®(e-1)

E[[X] = :B ' Var(X)=

’

en donde e = y—a—L-1. Por tanto, para esta distribucidén concreta:

e = b—n+l+n+a-1 = a+b

an

EIX] = —¢

abn(a+b—n)

(a+b)® (a+b-1)

Var (X)

lo cual puede comprobarse también obteniendo los momentos facto-

riales a partir de 1la funcidon generatriz de probabilidad, y a

partir de ellos, la esperanza y la varianza.

Por aplicacidon del teorema 2.2.1.4, los momentos respecto al

origen verifican la siguiente relacidon de recurrencia:

|
o

h
h
o + (b—-n)«x - Z o4 - (a+n)o + ano

(h+2) (n+1) (m+2) (m+1) (m)
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Su estimacién por el método de los momentos, queda:

a(l)(b-n) + a(l)(a+n) —an =0

o 2)(b—n) + (oc(

, +¢x“))(a+n) - (x + 1)an = «

2) (1) (2)

-n)+ +20 o a+n)—- (o +2 1)an =2« +
a(E)(b ) (cx(a) < (2)+ (1))( n)-( (2) a(1)+ ) (3) (2)

Y sustituyendo los momentos muestrales por los poblacionales,

podemos obtener a,b,n.
4.2.1.2 Kemp y Kemp tipo II/IIIA
Si hacemos:
o = —Nn; B = a; ¥y = -b -n + 1; A =1

y con ¥y < 0 ya que, para ello, -b —n < 1, (» b+n>1), lo que se

verifica.

A1l resolver la ecuacién en diferencias con esos coeficientes
polinomiales, obtenemos una distribucién de probabilidad con rango

finito (r=0,1,2,...,n), con funcién de masa de probabilidad:

(—n)r(a)P

r 0 (-b-n+1) r!
r
no tiene problemas de signo, ya que el rango es [O,n]. Como «<O,
B>0; aeN y A=1 es una distribucidon del Tipo VI(A) del estudiado

por FAJARDO (1985).

Su funcién generatriz de probabilidad:
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2F1(—n,a,—b—n+1,t)
g(t) = = Fl(—n,—a,a+b;1—t)

F (—n,a-,b-n+1,1) .
2 1

Esta distribucién es la estudiada por KEMP y KEMP (1975) vy
denominada por ellos Tipo II/IIIA, que, como hemos dicho, es un
caso particular, del tipo VI(A) de los mencionados anteriormente.

Como A=1l, esta distribucidén, ademas, pertenece a la familia de ORD

de 3 parametros. En esta familia, como vimos antes, la esperanza y

varianza de cualquier distribucidén vale:

E(IX] = £, Var(x)s SBlete)ipve

e ? -

e (e—-1)
por tanto:
o na

E[[X] = —
Var (X)= abn(a+b+n)

(a+b)2(a+b+1)

a lo que se puede llegar también directamente a partir de la

. &8.p.

La ecuacidn diferencial que verifica la funcidén generatriz de

probabilidad es:
(1—t)92g(t) + (nt - at -b -n)Bg(t) + tnag(t) =0

Los momentos verifican la siguiente relacidén de recurrencia

Il

-ﬂxl)(bfn) - (a—n) + an 0

( (1)

—-@QL b+tn) - (« o a-n) + (« 1)an = «
— ) (@ ), + %, (2 D) (@, * 1) (2)
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- +n)-— +2.0 o a-n)+l« +20 1)an =2« +
3y (D)l d2a o4 ay? JRla & oy ) (3) (2)

y sustituyendo los momentos poblacionales por los muestrales,

podemos obtener una estimacién por el método de los momentos.
4.2.1.3 Kemp y Kemp tipo 1IV.

Si hacemos:

(a,b,keR)

Il
e

oa = K; B = a; ¥ = a+b+k; A

y con y > a+fB, ya que atb+k > a+k (b>0), y A=l.

Los polinomios son, entonces:

(a+b+k+r) (r+1)

G(r)

I.(r) (k+r) (a+r)

Al resolver la ecuacidén en diferenclas con €sOS coeficientes
polinomiales, obtenemos una distribucién de probabilidad de rango

infinito, con funcién de masa de probabilidad:

(k)r(a)P
fr - f0 (a+b+k)rr!
o= [(a+b)I (b+k)
© [(a+b+k)T(b)

Es una distribucién del Tipo I del estudiado por FAJARDO (1985).

Su funcién generatriz de probabilidad:
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2F1(k,a,a+b+k,t)
g(t) = = F (-n,-a,a+b;1-t)

F (k,a,atb+k, 1)
2 1

1

Esta distribucidén es la estudiada por KEMP y KEMP (1975) y

denominada por ellos Tipo 1V, que, como hemos dicho, es un caso
particular, del tipo I de los mencionados. Como A=1, esta distri-
bucién, ademas, pertenece a la familia de ORD de 3 parametros.

Para hallar su esperanza y varianza:

o (a+e) (B+e)

EFIX] = — Var (X)= -
e (e—-1)

e

por tanto:

ak
b—1

E[X] =

ak(k+b-1) (a+b-1)
(b-1)° (b-2)

Var (X)=

y en este caso, para que existan, b>2.
Su f.g.p. verifica:

(1-t)0°g(t) + (a+b+k-1 - (a+k)t)eg(t) - takg(t) = O

4.2.2 Distribucion de Waring generalizada.

S1 hacemos:

o = a; B = k; ¥ = at+k+p; A 1 (a,keR ; p>0)

Los polinomios son, entonces:
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|

G(r)
L(r)

(at+k+p+r) (r+1)

|

(a+r) (k+r)

Al resolver la ecuacién en diferencias con esos coeficientes
polinomiales, obtenemos una distribucidn de probabilidad de rango

infinito, con funcién de masa de probabilidad:

(a) (k)

f =f0 r r
: (a+b+k)rr!
o= ['(k+p)I'(a+p)
0 I'(a+k+p )T (p)

Si k = 1, entonces la funcién generatriz de probabilidad es:

F (a,1,a+p+1,t)
2 1

2F1(a,1,a+p+1,1)

g(t) =

y se obtiene la distribuciodn de WARING, que, como puede verse, e€s
un caso particular también de la distribucidén de tipo 1V de Kemp vy
Kemp vistas en 4.2.1.3. Igualmente ocurre con el caso keN, k »>1
que es el conocido como DISTRIBUCION UNIVARIANTE GENERALIZADA DE
WARING (UGWD). (Como puede verse por la definicién de o« y [ en

este caso y el anterior, ambos estadn intercambiados. Sin embargo
el resultado es el mismo ya que la funcién hipergeométrica de

Gauss es simétrica respecto a los dos primeros parametros).

.La distribucién UGWD ha sido empleada con éxito en el estudio
de accidentes. Asi empezé siendo aplicada por Irwing para datos de
accidentes ocurridos a hombres en una fabrica de jabdén, supuesto y

demostrado que no es valido el ajuste por una distribucidén bino-
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mial negativa. Posteriormente se han hecho contribuciones, com la
posibilidad de repartir 1la varianza total en tres componentes
aditivos, como "propensién", "riesgo" y aleatoriedad (XEKALAKI

1984).

Nuestro interés estriba en clasificar esta familia de distri-
buciones triparamétricas dentro de la familia general de distribu-
ciones generadas por la funcidén hipergeométrica de Gauss. Ya hemos
visto que en esta forma puede incluirse dentro de la familia de
Kemp y Kemp, en el grupo IV, con lo que a su vez entran dentro del

grupo I del estudiado por FAJARDO (1985).

Si consideramos k como entero negativo, y aeR , en ese caso

pasamos a tener una distribucion de rango finito, siempre que
la|>]k| - 1
y pertenece al tipo IIIb de los anteriormente citados.

Dado que A=1, pertenece a la subfamilia de ORD, con lo que

sus parametros son:

E[[X] = =X
=1
Var (X)= ak (k+p-1) (a+p-1)

(p-1)°(p-2)

y en este caso, para que existan, p>2.

Es de interés la estimacidén de los parametros en esta distri-
bucidén. Para ello se puede emplear el método de los momentos me-
diante la relacion de recurrencia entre momentos respecto al ori-
gen existente, y que conduce al siguiente sistema de tres ecuacio-

nes con tres incégnitas: (llamamos 8 = atk+p—-1; 0 - a+k; B> ak)
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a O - |la 2« + 6 - |l +2«x +116 = 2« + o
(3) 1 (3) (2) (1) 2 (2) (1) 3 (3) (2)

y sustituyendo los momentos poblacionales por los muestrales puede

obtenerse una estimacién de 91, 92, 93 (y en consecuencia, la de

a, k, p).
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4.3 Distribuiones generadas por F (ax_ ,x_,x_ ;% ,%_3A7)
3 2" 17 20 3 172
4.3.1 F.m.p

Consideremos los polinomios:

G(r) = (71+r)(32+r)(r+1)
L(r) = (o +r) (o _+r) (a_+r)a
1 2 3
con o., 1=1,2,3 } 3j, j=1,2 y A €R. En ese caso, la solucidon de la
1

ecuacion en diferencias
G(r) § - Lr) £ =10
r+1 r

viene dada por

por tanto:
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f1 _ fo 1 2
v, 7,
(¢« +1)a (o +1)a (« +1)7l2 (¢ ) () (o ) x"
Fo=f o e | 2 2 3 3 - £ 172 22" 3°2
o ]
2 0 31(31+1)72(12+1) 1x2 0 (3H)2(W2)2:Z'
y en general:
(al)r(az)r(oc3)r A~
= I
. "% ) () T
1 r 2 I

Para que sea funcién de masa de probabilidad, ha de verificar

las condiciones del teorema 2.2.1.1.:

i) a) L(r) G(r) >0 Vr € Z' si H =@
b) L(r) G(r) = O r =0,1,...,m si H # 0o

la cual, se verifica.

0 Q0 iy
3 & r1 L(t) (al)r(a2)r(a3)r A
t1) T = o (7 ) () T
£ =0 G(t) 1 r e T
r=1 r=1
que es la funcién f (F (a ,x_,x .7 ,7 :A) - 1) . Necesitamos que
0322 17 2' 3’71772

sea convergente, y al ser un caso particular de las funciones F
P q

vistas en 2.3, veamos si verifica las condiciones de convergencia:
(a) Como 3 = 2+1 converge VY|A|<1

(b) Para |A|=1, si hacemos w = ¥ + ¥, - (0 + o + a ),
1 2 1 2 3

verifica:

Re(w) >0 » absolutamente convergente
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-1 < Re(w) = 0 = condicionalmente convergente

Re(w) = -1 = divergente.

iii) £ = . = : =
O 00

- pie (¢ ) () () A"
1+z -I—l- L(t) 1+Z 1°r 20 3>
- t=0 G(t) (3'1)r(312)rr!

=]

1 1

| &y
(al)r(ocz)r(ocS)rh 3F2(oc1,0t2,063,'a'1,3’2,7t)

gk

(Wl)r(wz)rr!

4.3.2. F.g.p.

la t.g.p. es:

e N () () (e) (at)"
g(t) = z f t =f Z B E & -
r 0 (a})r(wzhrrﬂ
r=0 r=0

BFz(ocl,ocz,oc3,3r1,3'2;At)

3F2(ai,a2,a3,31,32;h)

Yy para que exista es preciso que sea convergente en un entorno de
t=1, lo cual se verifica atendiendo a las condiciones que hemos
mencionado anteriormente. En resumen, o bien |A]<1 (¢|At|<1, para

un entorno de 1); o bien |A|=1 y 7 +7y_—(a +a_+ a«_) > O.
g V3 L1 2 3

Vamos a calcular 1la ecuacidén diferencial que verifica 1la
f.g.p., segun el teorema 2.2.1.2. Para ello, vamos a expresar 1los

polinomios L(r) y G(r) de la siguiente manera:
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3
G(r) = z bi(r+1)i.
i =0

3
B i
L(r) = Zair .
i =0
Comencemos con G(r):
.3 2
G(r) = (31+r)(72+r)(r+1) = r +(71+72+1)r +(31+32+3132)r+w132
y eso a de ser igual a:

G(r) = b (r+1)> + b (r+1)° + b_(r+1) + b

3 2 1 0

Por tanto:

b =1
3
B, = v, ",
= — - +
b1 y1?2 7, 75 1
b =0
0
Y con L(r):
L(r) = (a +r)(a +r)(a_+r)ar =
1 2 3
= Ar3 + Al +a +o )r2 + Ao o0 v ¢ ta o )T + A o«
1 2 3 {2 31 3. 2 3 1 2 3
luego:
a = A
3
a = Ao +a +ox )
2 1 2 3
a = AMa ¢ tao o +to o )
1 4 2 1 3 2 3
a = Ao o o .

0 1 2 3
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Y por aplicacién del teorema 2.2.1.2, la f.g.p. verifica la

ecuacion diferencial:

|
O

G(e) g(t) - t L(B) g(t) - b f

Yy COmO:
G(B) = 8° + (y +y -1)6° + ( - - + 1)0
71 72 31?2 Br1 ?2
L.L(6) = A83 + Ao +ax +a )92 + Al ¢ v+ ¢ tx o )OO + A o o .
1 .3 3 1 3 " 1 3 23 { 9 3

la ecuacidn diferencial es:

(1-at)e’g(t) + [3'1+'32—2 - At(a1+a2+a3)]92g(t) +

0

+[3132 i 71 - ?2 + 1 - At(a1a2+a1a3+a2a3)]e - Atalazaa

4.3.3 Momentos

[La relacion de recurrencia de momentos viene dada por el

teorema 2.2.1.4, y es:

(h o + i b_9i+h (f )
o \m (i+m) _ j 0 /t=i

en donde b, a son los coeficientes de los polinomios G(r+1),
i j
L(r) respectivamente, y p=g=3. En este caso se reducen a:

b « + b « + b « =
3 (3+h) 2 (2+h) 1 (1+h)

- a & + a & + a & 0 a &
m 3 (3+m) mj 2 (2+m) m 1 (1+m) mj) O (m)
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Asi, para h=0,1,2, la relacion es:

b « + b « + b o« = a o +a o +a o +a
3 (3) 2 (2) 1 (1) 3 (3) 2 (2) 1 (1) O

ba +b a +b « — a3« +a o +a o +a oo ta o ta o _tFta « _*a
3 (4) 2 (3) 1 (2) 3 (4) 3 (3) 2 (3) 2 (2) 1 (2) 1 (1) O (1) O

b « + ba + b « = a & +2a o + a o + a o + Z2a o +
3 (5) 2 (4) 1 (3) 3 (5) 3 (3) 3 (4) 2 (4) 2 (3)

+ a o« + a o« + Z2a « + a o + a « + Z2a o + a
2 (2) 1 (3) 1 (2) 1 (1) o (2) O (1) 0

y si A=1, sustituyendo los coeficientes por su valor, queda:

(b -a)ax + (b-a)Ja_ -a =20
2 2 (@) 1 1 (1) 0

(b -a-1)a + (b -a-a )Ja - (a+a Ja, - a =0
2 2 (3) 1 2 1 (2) 1 0 (1) 0

(b -a -2)x + (b —a -2a -a )a _- (a_+2a +a Ja - (a_+2a Ja -—a =0
2 2 (4) 1 3 2 1 (3) 2 1 0 (2) 1 o (1) O

por lo que, sS1 conocemos a(l), podemos obtener los 4 primeros

momentos respecto al origen. Y recordemos que:

o« « « F (¢ +1,00 +1,0¢ +1,9 +1,% +1;1)

d 1 2 3 3 2 1 2 3 1 2

1y glt) = v v F (e ,0¢_,0t_,% ,%_31)
dt t=1 %91 %2 3271772737717 %2"

4.3.4 Clasificacion:

Vamos a clasificar las distintas posibilidades de f.m.p.

segun sean los parametros:
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Parametros Condiciones Rango Tipo
'31,3'2::»0
i)0<A=1
+ -
R L >0 31+32 > a1+a2 . (A=1) [0, ) I
« ,a_ <0,¢Z; o >0 Ele | = E|a_| [0, ) IIa
TR 3 1 2
+ —~
Y oty > ot (A=1)
o ,o <0,eZ; o >0 Ela. | = E|a_| [0, ) IIb
1’ 3 2 1 3
¥, %%, ? a1+a2+a (A=1)
a ,a <0,¢Z; o >0 Ele_| = E|a_| [0, ®) I1c
g% s 1 2 3
y1+32 > a1+a2+a (A=1)
ii)0<A
a ,o¢ <0, enteros;a >0 [O,min]ac,|] IITIa
i1* 2 3 i
i=1,2
« ,oa_ <0,enteros;a_>0 [0, min|e_|] IT1Ib
1 3 2 i
i=1,3
o , <0,enteros;oa >0 [O,minla_ l] ITIc
2’3 1 i
i=2,3
| _|> |e, -1 [0, IVa
2 1

a ,x <0, €Z;o0 &Z;00 >0
17 .2 1 2 3

o |]
1
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o ,o0 <0, €Z;a_€Z;oc >0 Ioc |> |0c |-—1 [0, IO(. I] IVDb
1’ 2 1 2 3 1 2 2
o ,o0 <0, €Z;0_¢Z;a >0 la_|> |« | -1 [0, |e_|] IVc
2’73 2 3 1 3 2 2
o ,o <0, ¢Z;o €Z;o >0 la_|> la_| -1 [0, |a_|] IvVd
23 2 3 1 2 3 3
o , <0, €Z;o0 ¢Z;o >0 K |> |« |—1 [0, |a, |] IVe
1’3 1 3 2 3 2 1
o .o <0, €Z;0 €Z; >0 lee |> | |-1 [0, |a_]|] 18%3
1’ 3 1 3 2 1 3 3
iii)A<0
o <0, €Z; o ,a >0 [0, |« |] Va
1 1 2’73 1
o <0, €Z; o ,o >0 [0, |e_|] Vb
5 2 1’3
o <0, €Z; « ,a >0 [0, |a_|] Ve
3 3 , 3
o ,o0 ,00 <0; 0 €Z;00 , 00 &Z E|a | =E |« | [0, |a_|] Via
1’ 2773 1 2’73 2 3 1
o
I(x2|"a3| >‘CX.1|_1
« 0,0 <0;a €Z;0 0 ¢Z  E|a |=E|«_| [0, |« |] VIb
1’ 2" 3 2 1’73 1 3 2
O
Ial\, oc3| >|a2\—1
o o0, <0;a €Z;a ,0 ¢Z E|a =E |« | [0, |« | ] Vic
- 3 1 2 3
O
o [ e, | >]e -1
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o« ,a_,o <0;a ,a €Z,0 ¢7 |« |>min{|a B ‘} -1 [0, min|e_|]
Tkl il 1 3 3 1 2 in @)

o« o o <Oz, €Z,00 €7 |« ‘>min{|o¢ |, | e |} -1 [O,min|a_|]
e T 13 2 2 1 3 Fory—

o« ,o_,a <0;a_,0x €Z,0 ¢Z |« |>min{|oc |, | |} -1 [O,min|a_|]
1* 72 g 2" g 1 1 2 3 nawaLhic

o ¢ ,0 <0;0 ,o0 , €Z [0,min|e_|]
1* 2" 3 1*“p* 3 i

i=1,2,3
31<O; 32>O
i) 0<A=1

o <0, €Z; o ,o >0 Ele. | = E|7, | [0, )

1 1 3 1 1
¥ e, > o +or o (A=1)

o <0, ¢Z; o ,a >0 Ela_| = E|7, | [0, )

2 2 1’73 2 1
v oy, > o to to (A=1)

o <0, ¢Z; o ,x >0 Ela_| = E|7. | [0, ©)

3 3 1’2 3 1
¥y +y > o +o +oa (A=1)

Vilia

VIIb

VIIc

VIII

1 Xa

IXb

I1Xc
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o ,o¢ ,o0 <0, ,0 ,0 &7
1’2’ '3 1’2’ 3

x <0, €Z; o ,o >0
1 1 2" 3
x <0, €Z; o ,a >0
2 2 1" 3
o« <0, €Z; o ,a >0
3 3 1’ 2

x ,o0 ,0¢ <0, €Z;x_, 00 &Z
1° 2" 3 1 2 3

x ,00 ,0¢ <0, €Z;a , 0 &Z
1" 2 3 2 1’ 3

1\=EIW1|,E|Q2I=EIQ3I
E|a2|=E|‘a’1|’3|a1l=Ela3l
J=E|7 |sE|e [=E|e |

7, | > fe |1
7, | > [e |1

7 | > Je |-1

|31|>|a1|-1;:|a

o

_t,la

N=Elo |5 ey [> e |-

Elec, | <o |5 |oy > o, | -1

[0, )

[0, |e_|]

[0,

o_|]
2

[0,

o_|]
3

X

XIa

X1Ib

XIc

[0, |a, |] XIIa
1

[0, |a_|] XIIb
2



92 Contribucion a los métodos. ..

al,az,a3<0,a3el;o¢1,a2el |3'1|>|a3|—1;E‘0c1|=E|a2| [O,|a3|] XIIc
o)

Ela [=E]7 |5 e, [>]a |-1

o
Ele|=E|7 |5 e |>]e |1
o
|B’1I’|a1| |a2|>|a3l_1
o ,o0 ,0 <0, ,0 €Z,00 &7 E|la_|=E|7. | [O,min|e_|] XIIIa
1" 2 3 1 2 3 3 1 — i
6 sl
|o:3 , 71|>min{|a1|, oc2|}-—1

o ,a ,oa <0, ,o0 €Z,0 &7 Ela_|=E|7_ | [O,min|e_|] XIIIb
1° 2" a3 3”5 2 2 1 S Tl

4 =

|a2|, 31|>min{‘a l, o £}-1

o ,o ,x <0, ,¢ €Z,0 &7 E|la, [=E|7, | [O,min|a_|] XIIIc
it a2t g 4’5 1 1 1 gl i

4 =g o

| o« ,|3rl‘> min{|cc | |oc3|}—1
al,cxz,a3<0,cx1,a2,oc3ez |;yl|>min{|or.1[, 0c2|,\0c3|}—-1 [O,min|or.i|] X1V
i=1,2,3
ii)Aa<0
al,a2,<0;a3>0;alel;a2€2 I'arl],|a2| > |cx1|—1 [O,‘oc1|] XVa
O
Ela, | = Ele
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al,a2,<0;a3>0;alez;a262 [3{1 ,|oc1| > |a2|—1 [O,|oc2|] XVb
o
Ely,| = E|a|
al,a3,<0;a2>0;alel;o¢3€Z |‘3’1|, C(,3| > |oc1|-1 [0,[a1|] XVc
o)
El7,| = Elo|
al,a3,<0;a2>0;(xlél;a362 |3'1|,|(x1| > |or.3|—1 [0,|OL3|] Xvd
o)
E|31| = Elall
o« ,o ,<0;0 >0;0 €Z; 0 &7 lo |, e, | > | | -1 [0, |a_|] XVe
3* 1 2 3 1 3 2 2
o
Elr,| = Efe|
o ,o ,<0;a >0;0 &Z; 0 € I‘gr I, o | > |oc I—l [0, |0(. |] XVt
'3 1 2 3 1 2 3 3
o
Elyl‘ = E|a2‘
o« o0 ,<0;0 >0;0 ,0 €Z FAE min{loc , e I}-—l [0,min|a_|] XVIa
3 1”72 1 1 2 S
o ,o ,<0: >0;0 ,0 €Z |7 B min{'oc , e |}—1 [O,minloc_ll XVIb
1’3 2 1’3 1 1 3 -
ocz,a3,<0;a1>0;oc2,a3€l |3r1|:> min{‘a2|,|a3|}—1 [O,minlocill XVIc

i=2,3
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11>0; 72<0
i) 0<Aa=1
« <0, ¢Z; « ,x >0 Ela | = E|7,| [0,0) IX’a
v Y, > et ta (A=1)
a2<0,oc2eZ; ocl,oc3>0 Elazl = E|3’2| [0, o) IX’b
¥, rY, > et (A=1)
a <0, ¢Z; o ,a >0 Ela_| = E|7,]| [0, o) IX’ ¢
3 3 R 3 2
CO SRR (A=1)
o ,a ,ax <0, ,00 , &Z Ele |=E|¥_|;E|e_|=E|e_| [0, ®) X’
R 1’ 2’ 3 1 2 2 3
Ele|=E|7,|;E|a [=E|a_|
Ela|=E|7, |5E|a, |=E]o |
31+32 > a1+a +a (A=1)
a1<0,aleZ; ocz,oc3>0 ]3'2| > lcr.ll—l [O,|a1|] X1’a
« <0,0 €Z; « o >0 7, > fe, |1 [0, |1 XI'D
x <0, €Z;: o ,x >0 7 | > | |-1 [0, |a_|] XI’c
3 1" 2 2 3 3
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al,ocz,oc3<0,oclel;oc2,oc3el |72| >|a1 |—1;E|oc2‘=E|oc3| [0, |0’.1|] XII’a
o
Ela, |=El7, |5 oy |> o, | -1
o

Efocy |E[ 7, |5 e, |> o, [ -1

o)
|32|,|(le,|a’.3l>|(x1|_1
al,txz,a3<0,azel;a1,a3¢2 |g2|>|a2|—1;12|a1|=E|a3| [0,|o:2|] XII’b
O
Ela |=E|7,|; | |>]e, | -1
o
E|a3|=3|32|;|a1|>|a2‘—1
o
‘3,2|’ (x1|’|a3l>‘a2|_1
cxl,az,a3<0,a3el;cx1,a2€2 13'2|>!oc3|—1;E|oc1\=E|a2| [O,Io::3|] XII’c
o
Ela_|=E|v, | [ |>|a [ -1
o
Ela |=E|7, | |, |>]o, ] -1
o)
BRI TN
o, ,a <0, ,0 €Z,x &Z E|a |=E| 7 | [0,min|e_|] XIII’a
1 2 3 1" 2 3 3 2 i=1,é

o

| (x3| : |72|>min{|oc1

o \}—1
2

b
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« o, <0,a 0 €7, &7 Ele |=E|7 | [0,min|a |1 XIII'b

1 iy 1
. i=1,3
,|a3‘}—1

|a2|,[g2|>min{‘a1

o« ,¢ , <0, ,a0 €Z, 00 &Z Ele |=E|¥_ | [O,min|a |] XIII’c
1> 2’ 3 2" 3 1 1 2 .y
6 e
|a1 i 32|>min{|a £,|a %}—1
o ,o0 ,0 <0, ,00 ,00 €Z oy |>min{|tx e |, |« |}—1 [0,min|a |] XIV’
1’ 2’ '3 1" 2 3 2 1 g 3 i
i=1,2,3
ii)Aa<0
al,a2,<0;a3>0;(xlel;a2él |3’2|,|0¢2[ > Ioc1|-—1 [0, all] XV’ a
o
Ely,| = E|o_|
«,x ,<0;a >0« ¢Z;0 €Z |y |, |a | > |« |-1 [0, | |T  XV'D
O
Ely,| = E|e_|
al,a3,<0;a2>0;alel;o&3$2 |3'2|,|oc3[ > ]or.1|-1 [O,]tx1|] XV’ c
o
E]yz| = E|a3|
« & ,<0;0 >0;a ¢Z;a €Z |y |, |« | > [e |-1 [0, [e |1 XV’d
o
Elr,| = Efe |
aé,a3,<0;a&>0;azez;aéez |72|,|a3| > ‘azl—l [0, |e_|] XV’ e
O
Elx,| = Ela|
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az,a3,<0;a1>0;a2€2;o¢362 |32|,|¢x2| > |oc3|—1 [0, oc3|] XV’ f
o)
El7,| = Elo,|
al,a2,<0;oc3>0;cx1,oczez |?2|> min{]cxll, |a2|}—1 [0,1}11r11|¢;i‘] XVI’ a
i=1,
o, ,<0;0 >0;a ,00 €Z 7. |> min{loc |, |« I}—l [O,min|a_|] XVI’D
1’3 2 1’ 3 2 1 3 SR
o« ,¢ ,<0;x >0;_,0x_ €Z Igr |> min{[oc |, o I}-—l [O,minloc_ |] XVI’c
2*"'3 1 2" 3 2 3 3 5
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0
'3(1, '3’2<

i) 0<A=1

o L0 Lo

1

1

2

2

3

1

>0

o ,o <0, >0, ,0¢ &Z
3 1 2

x ,o0 <0, >0, ,x &7
3 2 1

3

o ,0 <0, >O,oc2,<x &7

3

Elr, | = Elv, | (A<1)

Ely, [=E|7|;Efa |=E|e_|

Ely |=Elv,|sEla [=E]e]
Ele |=E|7,|;E|e |=E]7 |
Ele |=E]7,[iE|7, |=E]e ]

Ely, [=E|7,|:E]e, |=E]e,|

Ela,[=E|7,|;E|e [=E]7 |
Ela |=E[7,|;E|7, |=E]e |

" +o + A=1
SR SR T S ( )

[0, )

[0, )

[0, )

[0, )

XVII

XVIIIa

XVIIIb

XVIIIc
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o, o

y

x ,
1’

o,
1

2

3

<0, >0, €Z;x_&”Z
3 1 2

<0, >0, €Z;x &Z
3 2 1

<0, x
2

a ,0 <0,«x

1

3

2

>0, €Z;00 &L
1 3

>0, €Z;0 &L
3 1

|7, |> e, |-1:E[e, |=E]|¥ | [0, |« |1 XIXa
5
El(l’.zl:El'a’z';

o

31]>|a1\—1

E|y, |=E|v, |5 e, |>]a [-1

O

I't}, > :I'J'll}lall_l

04
2 a

|72|>|“2\"1;E|°¢1|=E|3’1| [0,|a2|] XIXb

O

Ela, |=Elo |5 o, |>|e,|-1

6

7, [=Elo, |5 ey |5 | -1

o

I’le’lall’ ‘31|}|‘x2|_1

7 |>|a, |-15E|e|=E|7, | (0, |1 XIXe
o)

E|le |=E|7, |5 |7, |>]o, |71
O

El7, |=E|7,|s

a3[>|0¢1|—1

O
]3’2 ' (xa ’l‘a’1|>|‘x1]—1
[v > |, |-1:E|e |[=E]|¥ | [0, | |1 XIXd
O
E“xl‘:E‘?z "‘alllz}lac,;‘_l
o
Elv, |=E|o, |5 | [>]e,[-1
o)
[ o, | fe | o [>]eg -1
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az,tx3<0,a1>0,a3€l;a2éz |72‘>|oc3|—1;E|tx2|=E‘a'1| [0, |¢x3| ] XIXe
o)
Ele, |=E|7, s |7, |> oy |1
o)

Elv, [=E|7 |5 |, |>]a [-1

O
I'a-'z ,|(x2[,|3'1|>|(13l_1
o, <0,a >0,& €Z; 0 ¢Z |7, |>]e,|-1;E|a_[=E|7_| [0, |a |1 XIXf
6
Elo_|=E|x, |5 |7, |>]e,]-1
¢
Ely, [=Elo, |5 Ja [>]e,|-1
6
(v, 1 Lol oy | e, |1
ocl,oc2<0,oc3>0,a1,oczel E‘g’l |=E|3'2| [Otrilinioci '] XXa
& i=1,2
|11|,|y2|>min{|a l,]a L}—l
a o <0,0 >0,a ,a €7 Elr |=E|7, | [Ofl-r—linlcxil] XXb
& i=1, 3
‘71 : 32‘>min{\a J,|a &}—1
a,x <0,a >0,x 0 €Z Elr, |=E|7, | [0,?112]?1“ XXc
l1=<,

O

7,1 |7, |omin o | o | -1
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ii)Aa<0
(x1<0; ocz,oc3>0;oclez; |3'1|,|3'2| > ]oc1|—1 [0,|oc1|] XX1a
o
Ely,| = Elv,]
0c2<0; ocl,oc3>0;oczez; |3rl|,|3'2| > |oc2|—1 [0,|oc2|] XXIb
o
Elr,| = E[v,|
oc3<0; al,a2>0;(x3€7_; |3r1|,|3'2| > |cx3|—1 [O,\oc3|] XXIc
o)
E|7, | = Elv,]|
al,az,a3<0,alez;a2,a3ez Ela'l =IZ|'32],E|052 ==-_.|0531 [0, |oc1|] XXIIa
o
Ela, |El7, | Ela, |-E],
o
Ela, |=E|7,[;E|e [=E]7 |
o)
I'Xll’lyzl’Iaz ’|a3‘>|all_1
ocl,ocz,oc3<0,azez;oc1,a3él E|3’1|=:|32|;E‘a1|=321a3| [O,Ioczl] XXIIb
')
E|le_|=E|7,|;E|e |=E|7 |
o
Ela |=E|7,|;E[e [=E[7 |
o
AR EARCABCR I
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o ,az,a3<0,aael;a1,o¢2¢2 E|3'1|=E|'52];E|0c2|=E[a.1| [0,

« |] XXIIc
1 3

O

Ele [=E|7,|;E|e, [=E|7 |
o

Ele, [=E|7,|:E|e, [=E|7 |

o)

|3’1|’l32 ’Ial ’ (x2|>|a3l_—1

o ,o_,o <0, ,0 €Z,0 &7 Ela_|=E|7_]|; [O,min|a |] XXIIIa
1 2 3 2 3 3 2 1

1
i=1,2
]gl|>min{]al ,\azl}—l

o

3

|3»2|>m1n{|a1

E|e |=E|y,

,[azl}—l

o

.
r,

7, |=E]7, |

|a3|>min{|a1],|a2|}—1

o
,|a2|}-1

,|yi|>min{‘a1
i=1, 2

| o

3
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[O,min|a |] XXIIIb
i=1,3 '

x , ,o0 <0, ,«

eZ,x &7 E |«
1* 2 3 "3 2

o)
o], yi|>min{‘a1 ,!a3|}-1
i=1, 2
o« .o ,o <0, 0 €Z,0 &Z E|le |=E|7,]|; [0,min|a_ |] XXIIIc
1 2 3 2 3 1 1 2 =2, 3 i
‘31‘>min{|a ,]aal}—l
o
Ele |=E]7_ |;

PARTARSPARENS

i=1, 2
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al,az,a3<0,a1,a2,a3ez ]’gi | >min{|oc1 r loczl , [aBI}—l [O:minlag ] XXIV
1=1, <,
i=1, 2

Elv,| = El7,|

Podemos resumir esta clasificacidén atendiendo al valor de los
parametros en la tabla siguiente. En ella se expresan los diversos
valores del parametro A, segun éste esté entre 0 y 1 (con lo que
la serie es siempre convergente), sea mayor que cero o sea negati-
vo; de los parametros ¥y seguin sean positivos o negativos y de los
valores de los parametros del numerador, segun sean positivos o
negativos (distinguiendo en este caso su pertenencia o no a Z).
Por ultimo, mencionamos el rango en cada caso de la distribucidn

resultante, que puede ser finito o infinito.
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TIPO A 1 o RANGO
I O<a= 1 >0 Todos >0 0
1] O<A= 1 >0 dos <0 y &Z 00
ITI >0 >0 dos <0 y €Z finito
IV >0 >0 dos <0, uno €Z y otro no finito
Vv <0 >0 un a<0 y €Z finito
VI <0 >0 tres a<0, uno €Z, otros no finito
VII <0 >0 tres a<0, dos €Z, otro no finito
VIII <0 >0 tres <0, los tres €Z finito
IX, IX’ O<A=< 1| uno <O uno <0 y &Z 00
X, X’ O<A= 1| uno <O tres a<0 y ¢Z 00
XI,XI’ >0 uno <0 un a<0 y €Z finito
XII,XIT’ >0 uno <0 tres o<0, uno €Z, otros no finito
XITII,XIII’| >0 uno <0 tres a<0, dos €Z, otro no finito
XIV,XIV >0 uno <0 tres a<0, los tres €Z finito
XV, XV’ <0 uno <0 dos <0, uno €Z y otro no finito
XVI,XVI <0 uno <0 dos <0, ambos €Z finito
XVII O<A< 1| dos <O tres >0 00
XVIII O<A= 1| dos <0 dos <0, ¢&Z (0%
XIX A>0 dos <O dos <0, uno €Z, otro no finito
XX A>0 dos <O dos <0, ambos €Z finito
XX1 A<0 dos <0 uno <0 y €Z finito
XXI1 A<O dos <O tres <0, uno €Z, otros no finito
XXIII A<0 dos <O tres <0, dos €Z, otro no finito
XXIV A<O dos <O tres <0, los tres €Z finito
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4.4 Distribuciones generadas por*4F30a1,az,a3,a4;yl,y2,33;h).
4.4.1 F.m.p

Consideremos los polinomios:

G(r) = (31+r)(12+r)(33+r)(r+1)
L(r) = (ax +r) (e +r) (o +r)(a +r)aAa
1 2 3 4
con o , §=1,2,3,4 ; ¥.. J=1,2,3 y-A €R. En ese caso, la solucidn
i j

de la ecuacion en diferencias
G{r) f _-LizJ£f =0
r+l1 r

viene dada por

ﬂ
I
[T

=h
|

p
I

o G(t)

por tanto:
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y en general:

(al) (az) (as) (a4) A
fr — fo & I r r

(31)r(32)r(73)rr!

Para que sea funcién de masa de probabilidad, ha de verificar

las condiciones del teorema 2.2.1.1.:

i) a) L(r) G(r) >0 Vr € Z si H =2
b) L(r) G(r) = O r = 0,1,...,m si H # @

la cual, se verifica.

(09) 00 r
. e L(t) (al)r(az)r(a3)r(a4)r A
ii) = fo
_ |
r=1 b= G(t) r=1 (?1)r(32)r(?3)r ¥
que es la.fiumniﬂli%#&F3(a1,a2,a3,a4,31,32,33;A) - 1). Necesitamos

que sea convergente, y al ser un caso particular de las funciones
F vistas en 2.3, veamos si verifica las condiciones de conver-

P q
gencia:

(a) Como 4 = 3+1 converge V|A[<1

(b) Para |A|=1, si hacemos w = ¥ _+ 7 _+ ¥ _- (¢ +a +o +o ),
1 2 3 1 2 3 4

veriftica:

Re(w) >0 > absolutamente convergente
-1 < Re(w) = 0 = condicionalmente convergente

Re(w) = -1 » divergente.
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ot 1 1
i1ii) fo = = = ™ =
r-1 (¢ ) (¢ ) (¢ ) (¢ DA
1+z L(t) 1+Z 1'r  2°r 3'r 4a’'r
b &m0 G(t) e (Wl)r(zz)r(za)rr!
1 1

r
a ,a ’a ja b b J ;A'
4F3( 1% %30 %y 9,005, 7, )

Q0
Z (ocl)r(az)r(ag)r(a4)r A

(?1)r(32)r(w3)r r!

4.4.2. F.g.p.

la f.2.p. @s:

g(t)

Il
h
=
ﬁ
™
Il
e
O

ZE: (ai)r(az)r(aS)r(a4)r(ht)

(zl)r(yz)r(33)rr!

& 5
4F3(ai,a2,a3, 4171’32’?3 At)

F (¢ ,¢ ,00 ,00 ,% ,% ,% ;A
4 3( 1 2 3 4,?1 ?2 ?3 )

y para que exista es preciso que sea convergente en un entorno de
t=1, lo cual se verifica atendiendo a las condiciones que hemos
mencionado anteriormente. En resumen, o bien [A|<1 (=|At|<1, para

. bi = +y +y - +o +o + >0.
un entorno de 1); o bien [A|=1y Sy Sy (al x+o a4)

Vamos a calcular 1la ecuacidén diferencial que verifica la
f.g.p., segun el teorema 2.2.1.2. Para ello, vamos a expresar 1lo0s

polinomios L(r) y G(r) de la siguiente manera:
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4 -
G(r) = z bi(r+1)1.
i=0

4
i
L(r) = za_r .
1
i=0
Comencemos con G(r):

G(r) = (71+r)(32+r)(33+r)(r+1) =

3 3 3 3
4 3 2
r+ (Yo ldrr+ (Yo, + Yorodrr + (Yoo + o 9,9 )0+ 7 797
i i . 1 ] - 1 2 3 1 2 3
i=1 i=1 i# ] i# ]

y eso ha de ser igual a:

Il

G(r) b (r+1)4 + b (r+1)3 + b (r+1)2 + b (r+1) + b
4 3 2 1 0

Por tanto:

b =1
4
3
b3 = ) v, - 3
i=1
3 3
b2 — Z_yiyj + 3 - 2( ) ?i)
i £ i=1
3 3
bl = L LA Z;?iwjl+ T 005 7 1
i=1 i % j
b =0
0
Y con L(r):

L(r) = (ax +r) (¢ +r) (¢ +1r) (¢ +r)A
1 2 3 4
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4 4 4
4 3 2
Ar + Al ) ai)r + Al Z-aiaj)r + Al Z « o o )r +A @ oo o
i=1 i# ] i#*J#k
luego:
a = A

Q Q
Il Il
>~ >
™ Il ™ &
&2 K
QL N’

v
|

A( E o o o )
i# JFk

a = A o o o .
0 1 2 3 4

Por aplicacidén del teorema 2.2.1.2, la f.g.p. verifica la

ecuacion diferencial:

G(e) g(t) - t L(8) g(t) - bofo =0
y COMmO:
4 > 3 2 - 2
G(e) =6 + () v.-3) 6 + [.Z:3:?'+ 3 - 2( 223;)] 0~ +
i S i
i=1 i#]j i=1
3 3
+ [E ¥ - Z_'a'i'arj i LN 1]9
i=% i# ]
4 : 3 s 2 «
L(B) =28 + A() a )o7+A( Y a. ax )0+ A( ) o o a )0 +Aa a_o o
1 ;s 2. 3 : i j k 1 2.3 4%
i=1 i%] i# j#k

la ecuacion diferencial es:

4
gi—S - At() « i)]BBg(t) +

(1-at)e’g(t) + [
1 1i=1

™ w

i
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3 3 4
+[[ g+ 3 - 203 yi)]- AL( Y aia,)]ezg(tn

i#] f=1 i%]J )

4

3 3
+ [[Z T, - Z-B’i'a’j e £ Py My 1}—70.1:-( Z ociaj(xk)]6g(t)—tha1a2a3a4= 0
Fc 1#J i#* ]JFk

4.4.3 Momentos

La relacién de recurrencia de momentos viene dada por el

teorema 2.2.1.4, y es:

q
2 b « = j ¥ 0! r1a1
= i

2 (h
+
ai( z [m}a(i+m)
O m=0

I Mo

en donde b, « son los coeficientes de los polinomios G(r+1),
i j
.L(r) respectivamente, y p=g=4. En este caso se reducen a:

b « + b « + b « + b « =
4 (4+h) 3 (3+h) 2 (2+h) 1 (1+h)

h h h h h
a o« + a & . i a & : = a & + a &
u m 4 (4+m) mj] 3 (3+m) mj] 2 (2+m) m 1 (1+m) mj] O (m)

Sustituyendo y calculando para diversos h, se pueden calcular

-

m

los diversos momentos. En este caso, y para poder trabajar con la
relacién de recurrencia, es preciso calcular los 2 primeros momen-

tos con respecto al origen, a partir de la f.g.p. Y si suponemos

A=1:
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4
+ + + + 4 +1 -
3 _wy; o 4F3(a1 1,a2 1,a3 1,a4,1,31 1,32+1,g3 1:1)
— g(t) — 1 =
(1) =
a o TT F (¢ ,¢ , , . 1)
) 1 31 4 3 1’ 2, 3’ 4:‘31?3’2!’33,
3=
4
+ 5 + + ' 4+ -
a2 _! 1(oc.i)2 4F3(a1 2,a2 2,a3 2,a4,2,31+2,32 2,7, 2:1)
1 =
(2)_ ?g(t) T 3
dtﬁ* , 3 | WL AR

_|H|_ (3’1 )2 4F3(a1,a2,a3,a4:g1 TN 5% 1)
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4.5 Extension con coeficientes no polinomiales.

Ya dijimos (2.1) que una extensién natural de la distribucion
hipergeométrica consiste en variar los coeficientes de la ecuaciodn

en diferencias:

G(r) f -L(r) £f =0 reZ (1)
r+l | g
donde
Z+ > R
G : vl > R — {0}

y que el caso mas estudiado es cuando ambos coeficientes son
funciones polindémicas. Vamos a tratar ahora una posible extension
cuando los coeficientes son funciones exponenciales, aplicando los

resultados generales vistos en 2.2

4.5.1 Funciéon de masa de probabilidad:

Def inamos:
L(r) = a
Gir) = ar+1 acR
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por tanto, la ecuacidén en diferencias vale:
a f -a f =20 reZ

para su solucidén, comprobemos que se verifican las hipdtesis del

teorema 2.2.1.1.

i) a) L(r) G(r) > 0 Vr € Z si H =@
b) L(r) G(r) = 0O r =0,1,...,m si H # @

con m = min { H }
en este caso, H = @, ya que L(r)#0 Vr; vy

L(r) G(r) =a" " a" =a""">0vr , siaz=o0

IV

00
r—-1
ii) Z L{t) < ®, pero
=0 G(t)
r=1

00
o !

00

Z - L(t) _ 1 1 1 Z 1
t=0 G(t) a a® & )

r=1

I
l
:
l
:
:
+

que es una serie geométrica de razéon 1/a. Para que esta serie sea

convergente y se verifique la condicidn es preciso que a>1. En ese

Caso:

00

21 . 1/a 1
a’ 1 = 1/4a a = 1

:
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- 1
iii) f_ = - = ! = =
. o r-1 1 + 1 a
. 4 Z L(t) & 'l
t=0 G’(t)
r=1
por tanto, y por aplicacién de 2.2.1.(2):
a — 1 1 r & 1
a a’
3 P
v a — 1 r =0
a
Va>1, es una verdadera distribucién de probabilidad, Yy {fr}r}o es

una funcién de masa de probabilidad.

4.5.2 Caracteristicas

Para estudiar sus caracteristicas, calculemos su funcidn

generatriz de probabilidad y de momentos:

(i) f.g.p-

g(t)

|
—
-
=
I-,
|
c..’-
I-,
W)
Q I
e
Q
|
|
o))
Q I
p—
N
Qv ‘(—r-
) SOR—
l1

que es una serie geométrica de razdéon t/a que converge gl & ¥ a.
Dado que para que exista la funcidén generatriz de probabilidad ha
de ser convergente para un entorno de uno, basta con que t < a
para que exista la f.g.p.. Y como a>1, siempre existe un t tal

que:

1 < t < a
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Luego la f.g.p. existe siempre, y su valor es:

g(t) = Tt E:
a

a a i = —-E- a — t
r=0 a
(ii). f.g.m:
00 00 &
r
M (t) = E[e¥] = zew a-1 1 _ a-1 }:[e ]
a a a a
r=0 r=0

) , ) , t ) t
que es una serie geometrica de razon e /a que converge si e < a.

Dado que para que exista la funcidn generatriz de momentos ha de
ser convergente para un entorno de cero, basta con que t < 1lna

para que exista la f.g.m.. Y como a>1l, siempre existe un t tal

que:
O < t < lna
Luego la f.g.m. existe siempre.

Su valor es:

a — 1
(e Y
a

Vamos a calcular los momentos, empleando la f.g.m.

a) Esperanza:
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t
~ = Rl -~ d a - 1 e (a-1) _ 1
ELX] = M&(t)lt:o'_ dt [ t ] t.2 B
a — e t=0 (a—e ) t=0 a—1

b) Varianza:
V(X) = E[X°] - E[X]°

> d° a - 1 a+1
EX] =M’ ()] _ = — { - ] = -

B dt a — e t=0 (a—1)
ve) = —2% . 2 - _ 3
(a-1)° (a=1)2 (a-1)°

EDCT = M (8)] - 4’ [ a - 1 :] _ a®+4a+1
X s at> a — e t=0 (a-l)3

u, = E[X’] - 3E[X?]IE[X] + 2E[X]° =
_ a“+4a+l  _  3(a+l) | 1 _ ala+1)
(a-1)° (a-1)> (a-1)> (a-1)>

ala+1)
. Fa _ (a-1)7 _ (a*1)
1 o ~ 1/ 2
v vio? v a
(a-—-l)3

luego siempre es asimétrica a la derecha.
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a* [ a = ] 2 +11a°+11a+1
t

Elx*1 = MY ()] -
s e t=0 (a-1)"

u = E[X*] - aE[XCIE[X] + 6EIX?IEI[X]® - 3E[X]? =

. 3 2
- +a-—
Luego 7, = a +7a +a-6 1

[La existencia del momento de orden k esta asegurada Vk>0, ya

que:

EI%*]

|
W
Q I
e
MB
Q "3
5| =

y esta serie es absolutamente convergente, ya que es una serie de
términos positivos y, por el criterio del cociente: Sea )a una
n

serie de términos positivos y 3dlim (a /a 1) = . Si a es menor
n —00 In ¢ b

de 1, la serie es convergente.

En este caso:

a =rv/a; a = (r-1)%/a""
r r—
k
L
ar - ar _ I‘k 1
i (r-1)" (r-1)° a
r-—1
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< 1 (ya que a>1)

implica que

y por tanto, la serie es convergente Yk, lo que
existen todos los momentos y son finitos.

Su moda, ademas, siempre es el valor X=0.

4.5.3 Tabla de probabilidad.

a

I

1.01 1.2 1:5 s o 2 3 4 10 50
O |.00990|.16667|.33333|.5 .6 .66667|.75 .9 .98
1 |.00980|.13889|.22222|.25 .24 .22222|.1875 |.09 .01960
2 |.00971]|.11574|.14815|.125 .096 .07407|.04688| .009 . 00039
3 |.00961|.09645|.09877|.0625 |.0384 |.02469|.01172|.0009 . 00001
4 |.00951|.08038|.06584|.03125|.01536|.00823|.00293|.00009
5 |.00942]|.06698|.04390|.01563|.00614|.00274|.00073|.000009
6 |.00933|.05582|.02926|.00781|.00246(.00091|.00018
7 |1.00923(.04651|.01951 .00391-.00098 . 00030 | . 00005
8 |.00914(.03876|.01301|.00195{.00039|.00010|.00001
9 |.00905|.03230|.00867|.00098|.00016|.00003
10| .00896|.02692|.00578|.00049|.00006 | .00001
11].00887|.02243|.00385|.00024|.00003
12].00878|.01869|.00257|.00012|.00001
100 |.00366
200|.00135

Su forma es de J transpuesta,

tanto mas apuntada cuanto mayor
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es el valor del parametro a.

4.5.4 Estimacion.

Dada una muestra, su funcidén de verosimilitud es:

lnL(xl,...,x -a) = nln(a-1) -(Z;xi + n)lna
In
e L(x ¥ a) = - - L a ra
Sa " (a—1) a

igualando a cero y resolviendo:

n i = o - i
(a=1) = 0 = an (a—1) () X+ n) =
n+ ) x
> a ) X, =n + ) X > a = 1

¥ x

Si calculamos el estimador por el método de los momentos:

- +
1 * 1 + X n o+ ) X

¥ X,

M |

y por tanto, ambos estimadores coinciden.
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Informacion de Fisher:

a—1

x+1
a

P[X=x] =

InP[X=x] = 1ln(a-1) - (x+1)lna

S L w 1 ~ x + 1 B 1 - (a-1)x
Sa PIX=x] = (a-1) a B a(a-1)
2 2
S N . 1 - (a-1)x _
[6& P[X_X]] B { ala-1) ] a
= 1 [ 1 -2(a-1)x + (aﬂl)ZX%]
2 2
a (a-1)
o ‘ 1 2 2
E[ P[sz]] = [ 1 -2(a-1)EI[X] + (a-1) E[Xﬁ]] =
da 2 2
a (a-1)
1 [ 1 -2(a-1) 11) ¢ (a-1)2 (3D ] _ 1
4 (-1 )" = (a-1)° a(a-1)°
y por tanto:
1 (X) = : .
° a(a-1)

Luego la cota de Frechet-Cramer—-Rao para la varianza de cual-

quier estimador insesgado es:

a(a—l)2
n

VarT =




122 Contribucion a los metodos. ..

4.5.5 Propiedades de la v.a.

Veamos si esta distribucidén pertenece a la familia de leyes

infinitamente divisibles. Para ello, utilizaremos el siguiente

teorema (CHANG, 1989)

4.5.5.1 Teorema: Una condicidén suficiente para que una v.a.

discreta con f.m.p. {p .} sea infinitamente divisible es que pOMD;
ij

p1>0 y:

Vamos pues a ver si la distribucidn verifica esa condiciodn

suficiente:

Evidentemente, p0>0 \Y4 p1>0. Ademas:

b a—1 1
i+ _ a aj*q" _ | i+1
P a—1 1 a P
J 2 1
a a”
Yy Como - - { l;1 ] ; , 1=0, vya que [ 111 ]>1, se verifica
la condicion. Por tanto, esta v.a pertenece a las leyes

infinitamente divisibles.
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5.- FAMILIA DE DISTRIBUCIONES DISCRETAS GENERADAS POR FUNCIO-
NES HIPERGEOMETRICAS BIVARIANTES

5.1 Introduccion.

En el capitulo anterior hemos estudiado varias familias de
distribuciones de probabilidad obtenidas mediante la distribuciodn
hipergeométrica univariante de Gauss, 2F1’ asl como a partir de
extensiones univariantes de esta funcidén hipergeométrica, obteni-
das al aumentar el numero de parametros de la funcidén, tanto en el

numerador como en el denominador.

Otra extensidon logica de las distribuciones de Pearson dis-
cretas consiste en el paso a dos o mas dimensiones. Asi, la exten-
sidén bivariante de las distribuciones generadas por 2Fi viene dada
por las distribuciones generadas por las funciones bivariantes
obtenidas por la extension de la funcidon de Gauss, como las estu-

diadas por APELL (1926).

Dentro de las cuatro funciones bivariantes que se obtienen
por la extensidon de la funcidn de Gauss a partir del producto de
dos de ellas y denominadas: Fl(a,B,B’;y,x,y); Fé(a,B,B’;y,g’;x,y);
F&(a,a’,B,B’;y;x,yJ; F;(a,B;y,g’;x,y), es la funcién F la que con

1
mas intensidad ha sido estudiada, y de la que se conocen mas re-
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sultados, como por ejemplo, un teorema de sumacidén general para el
caso en que x=1l=y. Igualmente es la mas estudiada como funcidn
hipergeométrica bivariante de argumento matricial (MUIRHEAD 1982)
para la generacién de distribuciones por funciones hipergeometri-

cas de argumento matricial.

El desarrollo del capitulo es similar al seguido en el capi-
tulo anterior, en que, en primer lugar, incluiamos algunas fami-
lias particulares dentro de la familia global de distribuciones
discretas generadas por 2F1,‘y en segundo lugar, estudiabamos la
extensién de esta familia de distribuciones a otra generada por
otras distribuciones hipergeométricas univariantes que extienden a

la funcidén de Gauss.

Asi pues, en la seccidén 5.2 estudiamos la distribucidn biva-
riante generalizada de Waring, extensién de la distribucidn univa-
riante tratada en la seccidén 4.2.2, incardinandola dentro de la
familia general de distribuciones generadas por la funcion hiper-
geométrica bivariante F1’ sistematizada por FAJARDO (1985). Esta
inclusién nos permite un estudio detallado, mediante el calculo
del sistema de ecuaciones diferenciales que verifica su funciodn
generatriz de probabilidad; el calculo de sus momentos y de las
distribuciones marginales y condicionadas (que son distribuciones
generalizadas de Waring univariantes) asi como el estudio de 1la
regresioén, que es lineal. Asimismo proponemos un sistema de ecua-
ciones que permite estimar los parametros de la distribucidn por

el método de los momentos.

En la seccidén siguiente pasamos a estudiar distribuciones
generadas por otra extensién bivariante de la funcidn de Gauss,
concretamente con la distribuciodn F3. Igualmente partimos de 1los
polinomios coeficientes del sistema de ecuaciones en diferenclas y

calculamos la funcidén de masa de probabilidad, funcidén generatriz
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de probabilidas, sistema de ecuaciones diferenciales que verifica,
cdlculo de los momentos y de las distribuciones marginales y con-
dicionadas (que son del tipo de las generadas por 2F1)’ asi como
de la curva de regresién, que en este caso es no lineal, a dife-

rencia de lo que ocurre con las distribuclones generadas por la

funcion F1‘

Fn este estudio se presenta el inconveniente de la no exis-
tencia de un teorema general de sumacién, lo que impide calcular
la esperanza marginal de una de las variables; valor necesario
para obtener los momentos mediante la relacién de recurrencia
obtenida. También se comprueba como el sistema de ecuaciones dife-
renciales que verifica la funcién generatriz de probabilidad ob-

tenida a traves del teorema general coincide con las propias de la

funcion F3.

Fn este caso nos tropezamos con el problema de lo poco estu-
diada que esta esta funcién, de la que no hemos encontrado retfe-
rencias bibliograficas con resultados generales. No obstante, a
partir de una expresién debida a SRIVASTAVA (1984) hemos podido
encontrar las condiciones que han de cumplir los parametros para
que la funcién sea convergente en el caso en que x=y=1, 1lo que
permite construir sistematizar las posibles distribuciones que se
obtienen, clasificandolas segun los valores de los parametros y el
recorrido de ambas variables. Esta expresién es valida para encon-
trar un resultado particular del valor de la funcién, lo que per-
mite construir un ejemplo detallado en que calculamos los valores
de 1los momentos y la expresiéon de la matriz de varianzas-
covarianzas. Finalmente hemos podido obtener una férmula de suma-
cién de una distribucidn F3 mas general que la empleada por SRI-

VASTAVA (1984), y que también permite el calculo, tanto de 1las

probabilidades exactas como de los momentos.
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En la Ultima seccidén del capitulo realizamos un estudio simi-
lar para la funcidn Fq, obteniendo, del mismo modo, la expresiodn
de la funcidén de masa de probabilidad conjunta, la funcidn genera-
triz de probabilidad; el sistema de ecuaciones diferencilales que
verifica tal funcidén generatriz, la expresion de los momentos de
la distribucidén bidimensional obtenida, asi como el estudio de las
distribuciones condicionadas y curvas de regresién, que también

son no lineales.



Capitulo V 127

5.2 Distribuciones generadas por la funcion hipergeométrica

Fl(a1’51’62’7’ A1’A2)
5.2.1 Distribucion bivariante generalizada de Waring.
Si consideramos:
o = a; B =k ; B = m; ¥y =a + Kk +m+ p; A=A =1

obtenemos los polinomios:

G(r,s) = (atk+m+p + r + s)(r+1)
L(r,s) = (a+r + s)(k + r)
H(r,s) = (a+k+m+p + r + s)(s+1)
N(r,s) = (a + 1 + s)(m + s)

en donde a, k, m, p € R.

Como vimos en el apartado 2.2, la solucidén del sistema de

ecuaciones en diferencias:

G(r,s) f
| i

+1, s

H(r,s) f
N

5 B 1
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viene dada por (segun el teorema 2.2.2.2):

(a) (k) (m)
fo . . - - r,s =1
- (a+k+m+p) r{ s!
r+S
(a)r(k)r
fo . r =1 s =20
’ (a+k+m+p) r!
f .
iin (a) (m)
fb . = s r =0 s =1
’ (a+k+m+p)ss!
fo B r =0 s =20

es solucidén del anterior sistema de ecuaciones diferenclales, y es
una funcidén de masa de probabilidad. Para que conver ja e€s preciso

que p Sea mayor que cero.

la £.2.p. es:

F (a,k,m;a+k+m+p,t ,t )
1 1* @

g(tl,tz) =
Fl(a,k,m;a+k+m+p,1,1)

que converge para ]tl\ﬁ 1; |t2|£ 1 =i méx{|h1|,|h2|} <1

[Las ecuaciones diferenciales que verifica tal funcidn genera-

triz de probabilidad son:

2
(1—t1)91g(t1,t2) + [a+k+p+m—1—t1(a+k)]81g(t1,tz) +

+ (1—t1)9162g(t1,t2) - t1kezg(t1’t2) - tlakg(tl,t2)= 0
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2
(1—t2)Bzg(t1,t2) + [a+k+p+m 1 tz(a+m)]82g(t1,t2) +

+ (1—t2)916£g(t1,t2) - tzmelg(tl,tz) - tzakg(tl,t2)= 0

Esta distribucién se conoce como la DISTRIBUCION BIVARIANTE
GENERALIZADA DE WARING (BGWD) y al igual que ocurre con el caso

univariante tiene aplicacién en el estudio de situaciones de acci-

dentes en el contexto de propensidén y riesgo de accidentes.

Igualmente, y por aplicacién de los resultados de 2.2 podemos
encontrar las relaciones entre momentos que nos permitan la esti-

macion:

g g
JJ) (1+f£; ) J (1+f 1+J) (2+f;J)
- 3 :0

2 2 f
= 118 | ake - +(at+k)«a +ko +o +o |-
) AL J (i; j) (i+1;3) (i;1+j) (1+i;1+3) (2+1i;])

g g
(a+k+m+p-1) + _
(1 1+qg) (1+1 1+g) (1 2+qg)
j=0 ':O
£ g
f
= ; amo +(a+m) o +ma + + .
i (1:13) (i;1+3) (i+13; j) (1+i;1+j) (i;2+]j)

=0

Vamos a calcular ahora su vector de medias y matriz de va-

rianzas—-covarianzas, por aplicacién de las relaciones anteriores:
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ak (a+p—-1) (k+p—1) akm(a+p—-1)
(p—l)z(p—Z) (p—l)z(p—Z)
3 =
akm(a+p-1) ak (a+p-1) (k+p-1)
(p-1)2(p-2) (p-1)%(p-2)

y su matriz de correlacidn es:

1 1//[ km
(k+p—1) (m+p—1)

v// km 1
(k+p—-1) (m+p—-1)

Sus funciones de probabilidad condicionada son:

(a+s) (k)

r r

r/s O/s
(a+s+k+m+p) 1!
r

con lo que es una distribucién UGWD(a+s, k; p+m).

Por otra parte:

(a+r)S (m)S

s/r O/r
(a+r+k+m+p) s!
S

con lo que es una distribucién UGWD(a+r, m; p+k).

En consecuencia, sus curvas de regresion son:

] (a+s)k
Ez=s p+m—1
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y su regresién es lineal.

Del mismo modo, las distribuciones marginales son:

(a) (k) (a) (m)
£ = f r r ; F = F s S
(a+k+p)r r! (a+m+p)S s!

y ambas son distribuciones de Waring Generalizadas Univariantes

de parametros (a, k; p) y (a, m; p) respectivamente.

Una aplicacién de una distribucién BGWD(a, k, m; p) a datos
de accidentes en calles, ocurridos a 183 conductores de autobuses

en Irlanda del Norte entre 1952-55 viene estudiada en XEKALAKI
(1984).
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5.3 Distribuciones generadas por la funciodn hipergeométrica

F3(a1!a2161182!3” Al,hz)
5.3.1 f.m.p.

Consideremos los polinomios:

G(r,s) = (y+r+s)(r+l1)
L(r,s) = (a +r)(B +r)A
1 1 1
H(r,s) = (y+r+s)(s+1)
N(r,s) = (cx.2+s)(B2+s)A2

en donde «x , B., 7, €R.
i j
En ese caso, la solucidén del sistema de ecuaciones en dife-

renclas:

G(r,s) f
|y

+1, S

H(r,s) f
I

s S+1

donde

.-
5t
RN
pe

R
N2

=
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Yy
GH: Zx1Z s R - {0}
siendo f: Zﬁx Z+ s R la funcién incdégnita, viene dada
por:
r-1 s-1 y1(t,s) N(O,t’)
fog) || || , r.s = 1
t=0 t’=0 G(t,s) H(O,t”)
r—-1
fo0 L(t,0) rzz1 s=20
> ¢=0 G(t,0)
f —
', S -1
£ T L r=0 s =1
0,0 .
t’=0 H(O,t’)
f r =0 s =20

fijada fo0 para que sea distinta de cero. y slempre que se€

verifique la c.n.s de que

L(r,s+1) N(r,s) N(r+il,s) L{r;8)

G(r,s+1) H(r,s) H(r+1,s) G(r,s)

Vr.s € Z tal que f # O.
r

,S
En este caso:

L(r.s+1) N(r.s) (a1+r)(Bl+r)7\1 (a2+s)({32+s)h2

G(r,s+1) H(r,s) (y+r+s+1) (r+1) (y+r+s) (s+1)
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N(r+1,s) Lir.s) (a2+s)(62+s)h2 (a1+r)(Bl+r)A1

H(r+1,s) G(r,s) (y+r+l1+s) (s+1) (y+r+s) (r+1)

que, como puede verse, son iguales.

Por consiguiente, y segiun el teorema 2.2.2.2,

((1'.1 )r (0(.2)5 (Bl )r(62)shlh2

(7) r! s!

r+S

(ocl)r(Bl)rA1

fo a r1 s =0
g (;y)r r!
fr,s N S
(0(,2 ) s (BZ ) SAZ
foc) r =0 s =1
' () s!
S
' r =0 s =0
0,0

es solucidon del anterior sistema de ecuaciones diferenciales.

Para que esa f sea funcidén de masa de probabilidad, ha de

8
verificar las condiciones del teorema 2.2.2.3:

a) Condicién de positividad

L(r,s)G(r,s)
N(r,s)H(r, s)

)
o

Vr,s e ¥

\

b) Condicién de convergencia:
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o0 00

r=-1 s-1

7 1T L(t,s) N(O,t’) _ -
Z Z - F3(a1:a2181162:'a’rh1:h2) 1

t=0 t’=0 G(t,s) H(O,t’)
r=0 s=0

r,se¥; r+s#0

que converge para méx{lhll,lhzl} < 1.

c) Condicién de normalidad:

£ _ 1 . {
0,0
+ —
1+F _(a o ,B ,B,,¥,A ,A) — 1 iFa(ai,az,Bl,Bz,w,hi,Aé)
< T . Convergencia.para.hi= A2= r

Veamos ahora el rango de convergencia para la funcidn hiper-
geométrica bivariante Fé(a,a’,B,B’,y,l,l), en donde «, o, B, B,
¥ €R.

Sabemos que por la definicidén de F'3

00
() (B)_ X
F3(a,a’,B,B’,z,x,y) = 2F&(a’,6’;3+m;y)
(7) m!
m
m=0
y sustituyendo x,y por 1,1
o0
(oc)m(B)In 1"
FB(a,a’,B,B’,ﬁ,l,l) = 2F}(a’,B’;7+m;1)
() m!
m
m=0

Vamos a estudiar su convergencia. Dado que en cada término de
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la serie resultante aparece una 2F1, es preciso en primer lugar

que ésta sea convergente. Es decir, que

y+m > o’ +3’ Ym € N =2 ¥y >0 + B

Si esa condicién se verifica, entonces por el teorema de

sumacion de Gauss:

(y+m) (TC'(y+m-a’ =B )

2F1(a’ :B, ,'3""1‘1’1,1) =
F(y+m—a’ )T (y+m—-B" )

En consecuencila:

00
(«) (B) T (y+m) (T (y+m-a’ ") 1"
F_(a,a’,B,8",7,1,1) =
(7) (y+m—o’ )T (y+m—B° ) m!
m=0 .
Vamos a expresar las funciones Gamma dependiendo de 1los
simbolos de Pocchamer, ya que:
(a) = [{a+n)
2 ['(a)

con lo que:

[(y+m) = (y)m I'(y)

Fly+m-o’-B") = (y-o’-p") Tly-a’-")
F(y+m—«’ ) = (W—a’)m F(y—o’ )
Cy+m—B") = (y=B") T(y-B")

Expresando esas igualdades en Fé y simplificando:
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(8]
(a)m(B) F(?)(?—&’-B’)m FC'(y—a’ —-B’ ) 1"
Fa(“,a’,B,B’,X,l,l) - - =
(w—a’)mr(z-a’)(W—B’)mr(y—B’) m!
m=0
F'(y)T(y—a’ -B’ ) (a)m(B)m(y—a’-B’)m 1"
= =
C(y—a’ )T (B’ ) (y—a’)m(w—B’)m m!
m=0

(gl (7-a” -8B )

3F2(oc,f3,'a'-oc’ -B’ ;y—o’ ,y—B’ ;1)
C(y-o’ )T (y—B’ )

Por tanto, y supuesto que y > «’+B8’, para estudiar la conver-
gencia de Fg(a,a’,B,B’,g,l,l), basta con ver la convergencia de
BFé(a,B,y—a’—B’;y—a’,g—B’;l), que ya es una funcién hipergeometri-
ca univariante. Recordemos que la c.n.s para la convergencia de
esa funcidén es que:

y—a' + y-B° —a - B - yta’+B >0 => 7y > a + B

FEn consecuencia, la c.n.s. para que FB(a,a’,B,B’,y,l,l) sea

convergente es que
¥ > max { (¢ + B) ; (a7 + B7) }

B.3.3: FaEpPs

lLa f.g.p. €s:

g(tl,

(al)r(az)S(Bl)F(Bz)S(Altl) (Aztz)
t2) = foo
() rt s!

r=0 s=0 r+s
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F3(a1,a2,81,82,?,h1t1,Aztz)

F3(a1’a2’81’82’?’h1’hz)

que converge para |t1I£ 1; ltzlﬂ 1 si mé.x{|h1

"lhzl} <1

Vamos a calcular las ecuaciones diferenciales que verifica la

f.g.p., segun el teorema 2.2.2.4. Para ello, vamos a expresar 1los
polinomios L(r,s), G(r,s), N(r,s), H(r,s), de la siguiente mane-
s
2 2 k, k
G(r,s) klz; kz;obk1’k2(r+1) s

2 2 Jj J
§ =
L(r,s) = z X a r s
3.4+
i =0 §j =0 "1’ °2
Iy )5
2 2 11 12
N(r,s) = z z C s
1 1
i =0 i =0 1 2
1 2
11 12
H(r,s) =

2 2
Z z d1 . (r+1) s
1 =01 =0 1 2
1 2

Comencemos con G(r, s)

G(r,s) = re + (y+1)r + rs + ¥y + s

y eso a de ser 1igual a:

b +b s+b (r+1) +b (r+l)s +b (r+1)° +b s° +
00 01 10 13 20 02

+ b (r+1]s2 + b (r+1)2s + b (r+1)2s2
12 21 22
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Por tanto, igualando término a término:

b =b =b =b =b =0; b_=1; b = (y-1); b =1; b =0
12 21 01 02 22 20 10 11 00
y el polinomio es:

G(r,s) = 0 + (y-1)(r+1) + (r+l)s + (r+1)2.

Del mismo modo:

H(r,s) 0 + (y-1)(s+1) + r(s+1) + (s+1)2.

y los otros dos:

|

2
L(r,s) 0{'181;\1 + (oc1+Bl)A1r + }\lr

2
N(r,s) aZBzhz + (062+82)?tzs + Azs

FEn consecuencia, el sistema de ecuaciones diferenciales que

verifica g(t1’t2) es:

2
(1 Altl)elg(tl,tz) + [3’ 1—t1(0t1+[31)7t1]91g(t1,t2) +

Il
-

. 9192g(t1’t2) N t1a161h1g(t1’t2)

2
(1—A2t2)92g(t1,t2) + [3-1 tz(a2+32)h2]92g(t1,t2) +

Il
-

B 61ezg(t1’t2) * tzaéﬁzkzg(t1’tz)

Vamos a comparar estas espresiones, al igual que hicimos con
las de la funcidn Fl, con las ecuaciones diferenciales que veril-

fica la funcién F («¢ ,a« ,B ,B ,¥,t ,t ). Estas son (STEIN, 1956):
3 1> 2 4. cg 1* "2
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321—“3 62F3 oF
t (1-t ) + t +[ar—(oc+{3+1)t]——aBF=0
1 1 at2 2 at at 1 1 1 5t 1 1 3
1 1 2 1
82F3 62F3 oF _
t (1-t ) + t +[3r—(oc+f3+1)t] - a«aBF =20
o 2 atz 1 8t13t2 P 2 2 8t2 2 2 3

Vamos a comprobarlo con la primera de ellas, y para simplifi-
car, supondremos A1=7tz=1. (Con la segunda ecuacidn se actda de

manera analoga). Multiplicando por t1:

2 2

5 a F3 o) F3 8F3
t (1-t. ) +t t +[3'—(tx +8 +1)t ]t —— —ax B t F =0
1 1 5t 2 12 54 5t - R | 1) 1 5t 111 3
1 1 2 1
2 32 2
y dado que t = = 6 — 06, segun vimos en 4.3, tenemos:
ot

2 2 -
(67-6) ti(e 0) +9192 + [7 (a1+81+1)t1]61 aﬁﬁltl F3 = 0

reagrupando términos en la expresidon anterior obtenemos:
2 —_—
(1 t1)91F3+ [?r 1 tl(a1+{31)]91F3 + 9182173 taBF =20

i 11 3

y sustituyendo la expresidén general de F3 por la funcidén concreta

en este caso, g(tl’tz)’ obtenemos la igualdad buscada.

5.3.4 Momentos.

Para obtener 1las relaciones de recurrencia entre momentos,
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empleamos el resultado del teorema 2.2.2 6. En este caso, y susti-

tuyendo los polinomios por sus expresiones anteriores, la primera

relacion es:

Pl P2 g o
) ) B K Z [m]a(k +f:k +m) |
k =0 k =0 1" & 1 2
1 2 m=0
m1 mz -3 g . :
- L ) ai =} z Z [h] [m]a(i +h; i _+m) B
i =0 i =0 1 2 1 2
1 2 h=0 m=0
pl p2 > o (kl-l-f) (k2+m) o0
S
= L ) o, K Z [m] % 9, [ ) fo,stz ]
k =0 k =0 1 2 s=0 t =1
1 2 m=0 1
t =4
2
En este caso, queda:
g g g
1) (eurm * ) [{oaem® 2 8 arm -
m (1+f;m) m (1+f;1+m) m (2+f;m)
m=0 m=0 m=0
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