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Resumen

Se presenta una revision de los trabajos de investigacién realizados sobre la ensefianza de la
estadistica, probabilidad y combinatoria analizando el uso que se hace en los mismos de las
herramientas tedricas del Enfoque Ontosemidtico (EOS) del conocimiento y la instruccion
matematicos. Se analiza, ademas, el papel desempefiado por las investigaciones sobre
educacion estadistica en la construccion del EOS, asi como las posibilidades que pueden
ofrecer los progresivos refinamientos de este marco tedrico para extender y profundizar en
la investigacion en dicho campo.
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Abstract

We present a review of the research works carried out on the teaching of statistics,
probability and combinatorics by analyzing the use made of the Onto-semiotic Approach
(OSA) of mathematical knowledge and instruction theoretical tools. We also analyze the
role played by research on statistical education in the construction of the OSA, as well as
the possibilities that the progressive refinements of this theoretical framework may offer to
extend and deepen research in this field.
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1. Introduccién

El desarrollo del Enfoque Ontosemiético en Educacion Matematica (EOS) (Godino y
Batanero, 1994; Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007; Godino, 2017) ha
estado estrechamente ligado a sus aplicaciones al campo de la Educacion Estadistica.
Asi, en el articulo “Significado institucional y personal de los objetos matematicos”
(Godino y Batanero, 1994), que se considera como la “semilla” del EOS, se usa el
concepto de media aritmetica para contextualizar la reflexion sobre las nociones
centrales de problema matematico, practica, objeto y significado.

También, en el trabajo de sintesis del EOS “Un enfoque ontoloégico y semidtico de la
cognicion matematica” (Godino, 2002) se aplica el concepto de mediana para presentar
una técnica de analisis de los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas,
que permite determinar los significados institucionales y personales puestos en juego e
identificar posibles conflictos semidticos en la interaccion didactica. Concretamente, se
analiza el proceso de instruccion propuesto para la mediana en un libro de texto, y las
respuestas de una estudiante a una prueba de evaluacion, aplicada tras la realizacion de
dicho proceso de estudio.

Los diferentes proyectos de investigacion y tesis doctorales dirigidos por Carmen
Batanero en la Universidad de Granada han estado centrados en el campo de la
educacion estadistica y, al ser coprotagonista de la elaboracion del EQOS, han usado el
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EOS como marco teorico. Por ello, en esta ponencia para el congreso CIVEEST he
considerado de interés hacer un analisis retrospectivo del papel desempefiado por las
diversas herramientas del EOS en las investigaciones sobre educacion estadistica,
muchas de las cuales han sido realizadas en el Grupo de Investigacion de Educacion
Estadistica de la Universidad de Granada. También trataré de hacer una propuesta de
posibles avances en la investigacion sobre formacion de profesores en educacion
estadistica, mediante la aplicacion de los recientes desarrollos del EOS, en particular,
del modelo de “Conocimientos y competencias didactico-matematicas” (CCDM)
(Godino, Giacomone, Batanero y Font, 2017).

La ponencia se organiza en los siguientes apartados. En el apartado 2 se incluyen las
publicaciones que seran analizadas, clasificadas segun cinco apartados correspondientes
a las herramientas del EOS que se usan de manera preferente y los temas estadisticos
que tratan. En el apartado 3 se describe la nocion de significado pragmatico de un objeto
matematico y se resumen algunas publicaciones donde se aplica esta herramienta, y en
los siguientes apartados las publicaciones que usan las herramientas, configuracion
ontosemiotica, disefio instruccional (configuraciones Yy trayectorias didacticas),
idoneidad didactica y modelo de formacidn de profesores.

2. Planteamiento metodologico
Como se ha indicado, las herramientas del EOS, cuyo uso vamos a analizar en las

publicaciones sobre educacion estadistica, son las siguientes:

1. Significado pragmatico de los objetos matematicos, en su version institucional y
personal.

2. Configuracion ontosemidtica de practicas, objetos y procesos.
3. Configuracion didactica. Disefio instruccional
4. ldoneidad didactica

5. Modelo de Conocimientos y competencias didactico-matematicas (CCDM)

Estas son las herramientas desarrolladas hasta la fecha para el analisis de los problemas
epistemoldgico, ontoldgico, semidtico-cognitivo, educativo-instruccional y ecolégico
implicados en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, asi como
para abordar el problema de la formacidn de profesores de matematicas. En la Tabla 1
incluimos una seleccién de trabajos publicados, clasificados segun las herramientas del
EOS que usan y los temas estadisticos abordados, los cuales serdn analizados en los
siguientes apartados.

Tabla 1. Seleccién de publicaciones segun herramientas EOS y contenido estadistico

Herramienta Referencias Contenido
EOS estadistico

Significados | - Godino y Batanero (1994). Significado institucional y personal de Media
pragmaticos los objetos matematicos.
- Godino (2002). Un enfoque ontolégico y semidtico de la cognicién | Mediana

matematica.
- Batanero (2005). Significados de la probabilidad en la educacion Probabilidad
secundaria.
Configuracién | - Batanero (2005). Significados de la probabilidad en la educacion Probabilidad,;

ontosemiotica secundaria.
- Godino (2013a). Disefio y andlisis de tareas para el desarrollo del
conocimiento didactico-matematico de profesores
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Disefio Tauber, Batanero y Sanchez (2004). Disefio, implementacién y Distribucion
instruccional andlisis de una secuencia de ensefianza de la distribucién normal en | normal
un curso universitario.
Alvarado y Batanero (2007). Dificultades de comprension de la Distribucion
aproximacion normal a la distribucién binomial. binomial y
Gaodino, Rivas, Arteaga, Lasa y Wilhelmi (2014). Ingenieria normal
didactica basada en el enfoque ontolégico - semiotico del Estadistica
conocimiento y la instruccidn matematicos. descriptiva
Idoneidad Arteaga, Batanero, Cafiadas y Gea (2012). Evaluacion del Andlisis
didactica conocimiento especializado de la estadistica en futuros profesores datos
mediante el analisis de un proyecto estadistico.
Arteaga, Contreras y Cafiadas (2014). Conocimiento de la
estadistica y los estudiantes en futuros profesores: un estudio Graficos
exploratorio. estadisticos
Arteaga, Batanero y Gea (2017). La componente mediacional del Aleatoriedad
conocimiento didactico- matematico de futuros profesores sobre Proyectos
estadistica: un estudio de evaluacién exploratorio.
Goadino, Rivas y Arteaga (2012). Inferencia de indicadores de Estadisticay
idoneidad didactica a partir de orientaciones curriculares. probabilidad
Beltran-Pellicer y Godino (2017). Aplicacion de indicadores de elemental
idoneidad afectiva en un proceso de ensefianza de probabilidad en
educacion secundaria. Probabilidad
Beltran-Pellicer, Godino y Giacomone (2018). Elaboracion de
indicadores especificos de idoneidad didactica en probabilidad:
Aplicacion para la reflexion sobre la practica docente.
Modelo Arteaga, P., Batanero, C., Cafiadas, G. y Gea. M. (2012). Probabilidad
CCDM Evaluacion del conocimiento especializado de la estadistica en
(formacidn de futuros profesores mediante el andlisis de un proyecto estadistico.
profesores) Godino (2013a). Disefio y analisis de tareas para el desarrollo del
conocimiento didactico-matematico de profesores. Gréficos

Vasquez, C.y Alsina, A. (2015). El conocimiento del profesorado
para ensefiar probabilidad: Un andlisis global desde el modelo del
Conocimiento Didactico-Matemaético

Vésquez y Alsina (2017). Aproximacidn al conocimiento comin
del contenido para ensefiar probabilidad desde el modelo del
Conocimiento Didactico-matematico.

Arteaga, P., Batanero, C., Contreras, J. M., y Cafiadas, G. R.
(2015) Statistical graphs complexity and reading levels: a study
with prospective teachers.

Batanero, C. Arteaga, P., Serrano, L. y Ruiz. B. (2014). Prospective
primary school teachers' perception of randomness.

Arteaga, P., Contreras, J. M. y Cafiadas, G. (2014). Conocimiento
de la estadistica y los estudiantes en futuros profesores: un estudio
exploratorio.

Gadino, J. D. y Batanero, C. (2008). Formacion de profesores de
matematicas basada en la reflexion guiada sobre la préctica.
Godino, J. D., Batanero, C., Roa, R. y Wilhelmi, M. R. (2008).
Assessing and developing pedagogical content and statistical
knowledge of primary school teachers through project work.
Ortiz, J. J. y Font, V. (2014). Pre-service teachers’ common content
knowledge regarding the arithmetic mean.

estadisticos
Analisis de
datos

Aleatoriedad

Estadistica

Probabilidad;
analisis de
datos

Media
aritmética

3. Significado pragmatico

La nocion de significado de un objeto matematico interpretado de manera pragmatista
es central en el EOS. Asi, en Godino y Batanero (1994), se introducen estas

definiciones,
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Significado de un objeto institucional OIl: Es el sistema de practicas
institucionales asociadas al campo de problemas de las que emerge Ol en un
momento dado.

Significado de un objeto personal Op: Es el sistema de précticas personales de
una persona p para resolver el campo de problemas del que emerge el objeto Op
en un momento dado.

En Godino, Beltran-Pellicer, Burgos y Giacomone (2017) se sugiere que, con esta
manera de interpretar el significado de un objeto matematico, se pasa del objeto, que en
un principio viene a ser una ‘caja negra’, una etiqueta que refiere a una entidad mental,
ideal o abstracta, a las practicas implicadas en el uso de tal objeto, lo cual viene a ser
una interpretacion creativa de la maxima pragmatica de Peirce:

“402. Parece, por lo tanto, que la regla para alcanzar el tercer grado de claridad en la
comprension es la siguiente: considerar qué efectos, que naturalmente pueden tener una
motivacién préactica, concebimos que tiene el objeto de nuestra concepcién. Entonces,
nuestra concepcion de dichos efectos es nuestra concepcion completa de tal objeto”
(Peirce, 1934, v. 5.402).

Esta nocion de significado permite introducir en la problematica epistemologica y
didactica el estudio de la estructura de los sistemas de précticas sociales
(respectivamente, personales) de los que emergen los objetos matematicos, asi como de
su evolucién temporal y dependencia institucional (personal).

En Godino (2002) se hace una primera interpretacion del significado de un objeto, que
deja en un segundo plano la nocion de préactica. Fija la atencién en los diversos tipos de
objetos que intervienen en las practicas, que son considerados como los elementos del
significado, esto es, como los componentes del sistema de précticas operativas y
discursivas: elementos linguisticos, situaciones, procedimentales, conceptuales,
proposicionales y argumentativos’. En el anexo de este trabajo se describe el significado
de referencia de la mediana mediante un listado de los diferentes elementos
caracteristicos de cada uno de los seis tipos de objetos primarios.

Batanero (2005) sigue esta interpretacion del significado de un objeto aplicandola a la
nocion de probabilidad. Afirma, “El significado del objeto seria una entidad compuesta,
formada por el conjunto de practicas operatorias y discursivas relacionadas con dicho
campo de problemas” (p. 249). Para el caso de la probabilidad, diferencia entre el
conjunto de préacticas ligadas a la resolucion del campo de problemas correspondiente
(estudio, analisis y prediccién de fendmenos aleatorios), que englobaria todo lo que
hacemos y decimos para resolver este tipo de problemas, y el objeto matematico
probabilidad, que ha emergido histéricamente y sigue evolucionando como
consecuencia de tales practicas. Pero es consciente de que un mismo objeto matematico
puede ensefiarse con niveles diversos de complejidad y, por tanto, su significado puede
ser diferente en distintas instituciones educativas. En este sentido, Batanero (2005)
describe diversos significados de la probabilidad relacionados con distintos momentos o
etapas historicas de desarrollo de este objeto matematico: significados intuitivo,
laplaciano, frecuencial, subjetivo y axiomético-formal. Estos diferentes significados son
distinguidos unos de otros al considerar que en las practicas que se realizan intervienen
objetos diferentes. El analisis de los diversos significados de un objeto se centra en la
identificacion de los elementos que caracterizan los diferentes significados.

! En Godino (2002), los elementos procedimentales se nombran como actuativos y los argumentativos
como validativos.
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En la resolucion de problemas o tareas matematicas se considera necesario analizar las
practicas matematicas realizadas con el apoyo de diversos lenguajes, tratando de
mostrar las relaciones sinérgicas entre los mismos y los diversos tipos de objetos no
ostensivos que necesariamente acompaian a las diversas representaciones. Para realizar
este analisis el EOS, partiendo de los tipos elementales de objetos primitivamente
definido, amplia esta tipologia e introduce las facetas y procesos asociados, asi como la
nocion de configuracion ontosemiotica, que se describen a continuacion.

4. Configuracién ontosemidtica

En la nocion de configuracion ontosemidtica de practicas, objetos y procesos (Godino,
Batanero y Font, 2007), los diversos tipos de objetos segin su naturaleza y funcion son
clasificados en las siguientes categorias:

e Lenguajes (términos, expresiones, notaciones, graficos) en sus diversos registros
(escrito, oral, gestual, etc.).

e Situaciones-problemas (aplicaciones extra-matematicas, ejercicios).

e Conceptos-definicion (introducidos mediante definiciones o descripciones,
como, recta, punto, nmero, media, funcion).

e Proposiciones (enunciados sobre conceptos).
e Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo).

e Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y
procedimientos deductivos o de otro tipo).

Estos objetos, considerados como primarios, pueden ser contemplados desde diversos
puntos de vista o polaridades:

1. Objetos ostensivos (materiales, perceptibles) y objetos no ostensivos (abstractos,
ideales, inmateriales).

2. Objetos extensivos (particulares), objetos intensivos (generales).

3. Personales (relativos a sujetos individuales), institucionales (compartidos en una
institucion o comunidad de practicas).

4. Significantes o significados (antecedentes o consecuentes de una funcion
semidtica).

5. Unitarios (objetos considerados globalmente como un todo) y sistémicos
(considerados como sistemas formados por componentes estructurados).

Tanto los objetos primarios como los secundarios (derivados de la aplicacion de las
dualidades) se pueden considerar desde la perspectiva proceso-producto, lo cual
proporciona criterios para distinguir tipos de procesos matematicos primarios y
secundarios. En consecuencia, se tienen procesos de problematizacion, definicion,
enunciacion,  argumentacion,  particularizacién-generalizacion,  representacion-
significacion, etc.

Rondero y Font (2015) abordan el problema de la complejidad del objeto matematico,
debido a los diversos significados parciales (pragmaticos) que se pueden identificar, y a
las configuraciones epistémicas asociadas a cada significado parcial, para el caso de la
media aritmética. También abordan el problema de la articulacién de los significados
parciales para llegar finalmente a identificar de manera unitaria el objeto. El andlisis que
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se hace pone en primer plano la nocion de configuracion epistémica, aplicandola a la
identificacion de las configuraciones ligadas a la media aritmética.

Rondero y Font (2015) identifican para la media aritmética diferentes contextos
intramatematicos y extramatematicos, a cada uno de los cuales asocian un conjunto de
practicas matematicas y una configuracion epistémica que permiten realizarlas y que
denominan como sigue: a) el método babildnico y de Heron para calcular raices, (CEL);
b) el método de Arquimedes sobre el equilibrio de los pesos, principio basico de la
estatica (CE2); c) sucesiones, progresiones aritméticas y geométricas (CE3); d) método
de Merton para el estudio del movimiento (CE4), y e) célculo de areas, métodos de
cuadraturas, formulas, etcétera (CE5). Estas configuraciones, a pesar de ser distintas
entre si, presentan articulaciones entre ellas, de manera que se pueden relacionar,
atendiendo al mayor grado de generalidad. Estas configuraciones parciales se articulan
en dos: la configuracion CE6, a la que llaman configuracion estadistica, y a la
configuracion CE7, nombrada como de célculo de integrales definidas. De todas estas
configuraciones, emerge una referencia global al objeto Ilamado media aritmética.

Los autores sugieren que cuando se hace intervenir la dualidad unitaria-sistémica, las
relaciones de articulacion por medio de la generalizacion, se muestra la complejidad de
la media aritmética y la multiplicidad de sus espacios de intervencion dentro de la
Matematica. La vinculacion entre los distintos significados, y por ende distintas
configuraciones epistémicas, se hace teniendo en cuenta diferentes grados de
generalidad y también mediante proyecciones metaféricas diversas (interpretar un
significado en términos de otros).

Relacionada con la configuracion ontosemidtica, la nocion de funcion semidtica permite
analizar los procesos de interpretacion y significacion (semiosis) caracteristicos de la
actividad matematica, la cual basicamente es una actividad relacional. La nocién de
funcion semioética se entiende como la correspondencia entre un objeto antecedente
(expresion, significante) y otro consecuente (contenido, significado) establecida por un
sujeto (persona o institucion) segun un criterio o regla de correspondencia.

Asi, Batanero (2005) analiza el proceso de razonamiento que hace un estudiante (Figura
1) al resolver un problema de probabilidad aplicando la nocion de funcidn semiética y
los tipos de objetos primarios; lo presenta como el “Analisis semidtico de la solucion
del estudiante” (p. 258).

Problema 1. Un grupo de alumnos de un ) Uat f/ .

colegio se examina en las materias de ... vl o By
Matematicas e inglés. La proporcion de ™ Tug. _FB—

alumnos que aprueba Matematicas es del T e e

80%, y la de inglés del 70%. Suponiendo que -

las notas en cada una de las asignaturas son Tlag bt g Ta) = L ‘ff‘: - 10 i

independientes, ¢cual es la probabilidad de
que un alumno escogido al azar haya
aprobado ambas asignaturas?

Figura 1. Respuesta de un estudiante

En Godino (2013a) se aplican diversas herramientas del EOS para analizar el disefio de
tareas dirigidas a la formacion matematica y didactica de profesores. Una de las tareas
solicita analizar los conocimientos que se ponen en juego en la solucién de cuestiones
sobre el caracter equitativo de un juego basado en los resultados de lanzar dos dados. En
el andlisis a priori de la respuesta esperada (Figura 2) se interpreta la consigna de
determinacion de los conocimientos en términos de identificacién de los objetos
matematicos (primera columna) y de los significados (segunda columna), bien referidos
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por los objetos o el uso que desemperian tales objetos en el proceso resolutivo.
5. Disefio y analisis instruccional. Configuraciones y trayectorias didacticas

Para el analisis a nivel micro de los procesos de instruccion la principal herramienta es
la nocién de configuracion didactica (Godino, Contreras y Font, 2006). Se define como
cualquier segmento de actividad didactica (ensefianza y aprendizaje) comprendido entre
el inicio y fin de una tarea (situacion — problema). Incluye, por tanto, las acciones de los
estudiantes y del profesor, asi como los medios planificados o usados para abordar la
tarea. La secuencia de configuraciones didacticas constituye una trayectoria didactica,

Objetos: Significados (referencia / uso):

Situaciones — problemas

— Determinar si un juego - Desarrollo de competencias de calculo de
de azar (suma de puntos probabilidades
al lanzar dos dados) es - Reflexi6n sobre intuiciones probabilisticas en
equitativo situaciones de juegos de azar.

- Analizar los datos - Desarrollo de competencias de analisis de datos
obtenidos en una - Reflexi6n sobre las propiedades de la convergencia en
experiencia empirica con pequefias muestras
el juego

Elementos lingiiisticos

— Términos y expresiones — Palabras con significado matematico; por ejemplo,
verbales equitativo, probabilidad, resultados

Figura 2. Reconocimiento de objetos y significados

La tarea que delimita una configuracion didactica puede estar formada por distintas
subtareas, cada una de las cuales se puede considerar como una subconfiguracién. En
toda configuracion didactica hay: a) una configuracion epistémica (sistema de précticas,
objetos y procesos matematicos institucionales requeridos en la tarea), b) una
configuracion instruccional (sistema de funciones docentes, discentes y medios
instruccionales que se utilizan, asi como las interacciones entre los distintos
componentes) y ¢) una configuracion cognitiva - afectiva (sistema de practicas, objetos
y procesos matematicos personales que describe el aprendizaje y los componentes
afectivos que le acompafian). Seguidamente analizamos tres investigaciones en las que
se disefian, implementan y evallan procesos de instruccion sobre contenidos
estadisticos en las cuales se aplican nociones tedricas del EOS.

5.1. Ensefianza de la distribucion normal

En Tauber, Batanero y Sanchez (2004) se presenta una sintesis de resultados de la tesis
doctoral de Tauber, desarrollada en el periodo de 1997 — 2000, que estuvo centrada en
la evaluacién de un proceso de ensefianza y aprendizaje de la distribucion normal en un
curso introductorio de estadistica, ofrecido como materia de libre opcion para
estudiantes de diferentes carreras universitarias. El proceso instruccional estaba apoyado
en el uso de ordenadores y se analizan los avances, dificultades y errores que presentan
los estudiantes durante el desarrollo de la experiencia.

Las herramientas tedricas del EOS que se aplican son basicamente las nociones de
significado institucional y personal de los objetos matematicos, usadas para caracterizar
el significado de referencia de la distribucion normal. El significado de los objetos
matematicos se concibe como el sistema de précticas ligadas a campos de problemas
especificos; tales significados son caracterizados mediante la distincién de cinco tipos
de objetos matematicos primarios, considerados como elementos del significado. Los
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tipos de objetos son nombrados siguiendo una primera formulacion de dichos objetos
primarios: elementos extensivos (situaciones — problemas), elementos ostensivos
(lenguajes), elementos actuativos (procedimientos), elementos intensivos (conceptos y
proposiciones), elementos validativos (argumentos).

Se asumen que estos elementos pueden variar, segun los contextos institucionales y
personales en que se afronta la resolucion de un campo de problemas. La distribucién
normal, por ejemplo, no tiene el mismo significado en la ensefianza secundaria que en
un curso de estadistica para investigadores o para un estadistico que desarrolla nuevos
métodos de inferencia. Ello lleva a diferenciar entre significados institucionales y
significados personales, segln se traten de précticas socialmente compartidas, o por el
contrario, se refieran a manifestaciones idiosincrasicas de un sujeto individual. Dicho
sujeto, al tratar de resolver ciertas clases de problemas construye un significado
personal de los objetos matematicos implicados. Cuando este sujeto entra a formar parte
de una institucion (por ejemplo, la universidad) puede ocurrir que las practicas
adquiridas individualmente entren en conflicto con las admitidas para dicho objeto en el
seno de la institucion, por lo que se debe tratar de realizar un proceso de acoplamiento
progresivo entre significados personales e institucionales. Estos procesos deberian
conducir a una comprension gradual de un objeto matematico.

5.2. Aproximacion de la normal a la distribucion binomial a la normal

En Alvarado y Batanero (2007) se estudia la comprension tedrica y practica de la
aproximacion de la distribucién binomial a la normal alcanzada por un grupo de 134
estudiantes de ingenieria después de un experimento de ensefianza apoyado en el uso de
Excel. En el disefio del curso se incluyo el uso de materiales manipulativos y el
ordenador, como refuerzo en la justificacion del teorema. También se realizé un estudio
previo de tipo histérico y de libros de texto para caracterizar los diversos significados
del teorema y fijar el que se deseaba presentar a los estudiantes.

En esta investigacion se utilizo la nocion de configuracion didactica, introducida en el
EOS en Godino (2003). Se indica que el proceso de instruccion se organiz6 teniendo en
cuenta tres tipos de configuraciones: manipulativa, computacional y algebraica.

e En la configuracion manipulativa el estudiante trabaja con dados, monedas,
fichas, papel-lapiz o calculadora, sin utilizar notaciéon o célculo algebraico. Se
trata de simular experimentos aleatorios, anotar sus resultados, estudiar las
variables estadisticas resultantes, su distribuciébn y momentos y obtener
empiricamente algunas distribuciones muestrales sencillas. El tipo de
demostracion preferente es mediante estudio de ejemplos y contraejemplos. Los
procedimientos de resolucion de las actividades son empiricos y gréficos y el
lenguaje se reduce a expresiones verbales y gréficas en papel y lapiz.

e La configuracion computacional, basada en ordenadores, amplia notablemente
el nimero y variedad de representaciones graficas dindmicas; ademas del
lenguaje iconico, incorpora la simulacion y permite trabajar con las variables
estadisticas y aleatorias simultaneamente, asi como introducir las ideas de
aproximacion y bondad de ajuste. Variando los valores de los parametros se
puede estudiar su efecto sobre la forma de la distribucion muestral y la bondad
de aproximacion. El argumento preferido es inductivo, y visual, asi como el
estudio de ejemplos, contraejemplos y la generalizacion.

e La configuracion algebraica se caracteriza por el lenguaje simbdlico y la
demostracion deductiva, asi como el recurso al algebra y analisis. Los
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procedimientos son analiticos y algebraicos, ademas de incorporar el uso de las
tablas de distribuciones para calcular probabilidades. Aparecen las ideas mas
formalizadas de convergencia, momentos Yy tipificacion. Las demostraciones son
deductivas.

La evaluacion de los aprendizajes logrados por los estudiantes se hace mediante el
disefio y aplicacion de un cuestionario con cinco items y un problema abierto.

5.3. Introduccién a la estadistica para profesores de primaria

En Godino, Rivas, Arteaga, Lasa y Wilhelmi (2014) se describe un proceso de
instruccion sobre nociones estadisticas a futuros profesores de educacién primaria, con
la finalidad de ilustrar la aplicacion del sistema de herramientas tedricas del EOS y
como una version de la ingenieria didactica. Se tienen en cuenta las fases de estudio
preliminar, disefio, implementacion y evaluacion, analizadas segun las dimensiones
epistémica, cognitiva e instruccional. Las herramientas teodricas utilizadas permiten
revelar hechos didacticos significativos, que determinan, por un lado, pautas para la
determinacion de trayectorias didacticas idoneas para la ensefianza del topico estadistico
y, por otro lado, fundamentos para valorar la ingenieria did4ctica como una metodologia
de la investigacion extrapolable a distintos enfoques teoricos.

6. Idoneidad didactica

La idoneidad didactica de un proceso de instruccion se define como el grado en que
dicho proceso (0 una parte del mismo) relne ciertas caracteristicas que permiten
calificarlo como Optimo o adecuado para conseguir la adaptacion entre los significados
personales logrados por los estudiantes (aprendizaje) y los significados institucionales
pretendidos o implementados (ensefianza), teniendo en cuenta las circunstancias y
recursos disponibles (entorno). Esto supone la articulacién coherente y sistémica de seis
facetas o dimensiones: epistémica, ecoldgica, cognitiva, afectiva, interaccional y
mediacional (Godino et al., 2007; Godino, 2013b). El sistema de indicadores empiricos
identificados en cada faceta es una guia para el analisis y reflexion sistematica que
aporta criterios para la mejora progresiva de los procesos de ensefianza y aprendizaje.

6.1. Niveles de reconocimiento de la idoneidad epistémica, cognitiva, afectiva y
mediacional

En este apartado se describen tres articulos que informan de resultados de experiencias
de formacion de profesores de educacion primaria en las cuales se les hace vivir una
experiencia de aprendizaje de la estadistica y se les pide evaluar distintas facetas de la
idoneidad did4ctica de dicho proceso formativo. Previamente los futuros profesores han
recibido instruccion sobre la nocion de idoneidad didactica, sus componentes e
indicadores, de modo que en estas investigaciones el foco de atencion esté en evaluar el
grado de dominio de la herramienta idoneidad didactica alcanzado por los estudiantes.
De manera indirecta se tiene acceso a aspectos parciales de sus conocimientos
didactico-matematicos especializados sobre la ensefianza y aprendizaje de la estadistica.

En Arteaga, Batanero, Cafiadas y Gea (2012) se evalla el conocimiento especializado
de la estadistica elemental de una muestra de 108 futuros profesores de educacion
primaria, utilizando la nocion de idoneidad epistémica aplicada a un proyecto de
analisis de datos. Se propone a los estudiantes que valoren la idoneidad epistémica,
teniendo en cuenta los distintos componentes y descriptores propuestos en Godino
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(2009), de un proceso de estudio de la estadistica basado en la resolucion de un proyecto
de analisis de datos. EI concepto de idoneidad didactica y el uso de la pauta habian sido
estudiados por los participantes, como parte de la asignatura en una sesion anterior,
usando ejemplos de aplicacién a otros temas de los diferentes descriptores. Se requiere
que el profesor en formacion conozca los objetos matematicos propuestos para la
ensefianza del tema y sea capaz de reconocer su presencia y uso adecuado durante el
desarrollo del proyecto. Este andlisis de la idoneidad epistémica permite evaluar y a la
vez desarrollar el conocimiento especializado sobre la estadistica.

En este trabajo se elabora una rabrica con criterios para definir 3 grados o niveles de
reconocimiento y aplicacion de los diferentes descriptores de la idoneidad epistémica
por parte de los profesores en formacion, junto con el nivel 0 de no reconocimiento. El
sistema de indicadores utilizados en estos trabajos es ampliado posteriormente por Gea
(2014) a cinco niveles. Este procedimiento permite asignar a cada uno de los estudiantes
un grado de logro en la competencia de evaluacion de la idoneidad epistémica del
proceso de instruccion experimentado, y, por tanto, de su conocimiento especializado
del contenido. Los resultados muestran que este conocimiento es muy escaso, pues en
promedio no llegan a alcanzar el nivel 2 (aplicaciéon anecddtica), aunque una proporcion
de estudiantes que varia entre el 10% y 35% segun los descriptores llegan al nivel méas
alto de aplicacion.

En Arteaga, Contreras y Cafadas (2014) se hace un estudio similar al descrito
anteriormente (Arteaga, et al., 2012) centrando la atencion en elaborar una rubrica para
distinguir niveles de competencia en el reconocimiento de los indicadores de idoneidad
cognitiva y afectiva por la misma muestra de futuros profesores de educacion primaria.
Los datos de este nuevo estudio indican que, aunque determinados descriptores de
idoneidad resultaron faciles de aplicar, globalmente, los futuros profesores de la muestra
tienen dificultades en evaluar las idoneidades cognitiva y afectiva. Indirectamente se
observa que los participantes muestran escaso conocimiento de las facetas cognitiva y
afectiva sobre el aprendizaje de la estadistica pues no son capaces de valorar los
conocimientos previos, el aprendizaje o las actitudes de los mismos.

En Arteaga, Batanero y Gea (2017) se replica la experiencia descrita en los dos trabajos
gue hemos citado con una nueva muestra de estudiantes de magisterio, implementando
el mismo proceso de instruccion basado en la realizacion de un proyecto de andlisis de
datos. Se pretende poner a los futuros profesores en una situacion de reflexion sobre la
idoneidad didactica del proceso de estudio experimentado, aunque en este caso el foco
se centra en la valoracion de la idoneidad mediacional, esto es, del uso de recursos
didacticos en la ensefianza de la estadistica. La evaluacion de los conocimientos de los
futuros maestros sobre el papel de los recursos en el proceso de estudio experimentado
se hace también elaborando una rdbrica con tres niveles de logro y aplicandola a las
respuestas dadas por los estudiantes. Los datos de este nuevo estudio indican que,
aungue hay determinados descriptores que resultaron faciles de aplicar, globalmente, los
futuros profesores de la muestra también tienen dificultades en evaluar la idoneidad
mediacional, lo que supone un escaso conocimiento de la ensefianza de la estadistica,
pues no son capaces de valorar los recursos, organizacion de los alumnos y tiempo
requerido para el estudio.

6.2. Indicadores de idoneidad especificos para la instruccion en estadistica y
probabilidad

En Godino, Rivas y Arteaga (2012) se describe una metodologia para la mejora
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progresiva de instrumentos de evaluacion de la idoneidad de procesos de instruccion
matematica mediante el analisis de contenido de propuestas curriculares. Las unidades
de analisis son clasificadas segun las facetas y componentes propuestos en la Teoria de
la Idoneidad Did4ctica para identificar normas e indicadores de idoneidad, los cuales
son confrontados con el sistema propuesto por dicha teoria, a fin de identificar
concordancias y complementariedades. Esta metodologia es ejemplificada mediante su
aplicacion a los Principios y Estandares para la Educacion Matematica del NCTM
(2000) en el area de contenido de estadistica de los niveles K-8, mediante la técnica de
anélisis de contenido

En una primera fase el texto es dividido en unidades de anélisis, las cuales son
clasificadas segun las facetas y componentes que propone la Teoria de la Idoneidad
Didéactica. Seguidamente se procede a una segunda fase en la que dichas unidades son
comparadas entre si y reducidas con el fin de evitar reiteraciones. Posteriormente, del
analisis de las normas extraidas de los estandares, se infieren indicadores de idoneidad
didactica de procesos de instruccién matematica, y particularizados en determinados
casos para la estadistica. Estos indicadores son comparados con los propuestos en
Godino (2013b), lo que da lugar a una version revisada, y en su caso, ampliada de
dichos indicadores. La finalidad de la metodologia descrita es la elaboracion de una
pauta o guia de indicadores de idoneidad “refinados”, al tiempo que se identifican
limitaciones y complementariedades entre ambos instrumentos.

En Beltran-Pellicer, Godino y Giacomone (2018), se presenta una guia de valoracion de
la idoneidad didactica (GVID) para el estudio de la probabilidad en educacion
secundaria. El objetivo que se persigue es disponer de un instrumento que promueva la
reflexion docente en torno a experiencias de ensefianza-aprendizaje del contenido
especifico de la probabilidad. El método de investigacion toma como punto de partida la
revision sistemética de los conocimientos didactico-mateméticos de cada una de las
facetas en las que se descompone un proceso educativo: epistémica-ecoldgica,
cognitiva-afectiva e instruccional (interaccional y uso de medios tecnoldgicos).
Posteriormente, se aplica la GVID elaborada a una experiencia didactica con alumnos
de educacion secundaria. Los resultados de dicha aplicacién revelan el potencial de esta
herramienta para facilitar la reflexion sobre la propia practica, establecer relaciones
entre las distintas facetas e identificar posibles mejoras en el disefio en ciclos sucesivos.

7. Formacion de profesores

En el marco del EOS se ha desarrollado un modelo teérico de conocimientos del
profesor de matematicas (modelo CDM), inicialmente introducido como un sistema de
categorias de analisis (Godino, 2009), refinado y aplicado en diversas investigaciones
(Pino-Fan & Godino, 2015). Una de las perspectivas de desarrollo del modelo es el
encaje de la nocién de conocimiento con la nocién de competencia del profesor. Por
otra parte, también en el marco del EOS, se han realizado diversas investigaciones sobre
las competencias del profesor de matemaéticas (Font, Breda & Sala, 2015), las cuales
han puesto de manifiesto la necesidad de contar con un modelo de conocimientos del
profesor para poder evaluar y desarrollar sus competencias. Estas dos agendas de
investigacion han confluido generando el modelo llamado Conocimientos y
Competencias Didactico-Matematicas del profesor de matematicas (modelo CCDM),
descrito recientemente en Godino et al. (2017).

El modelo CCDM es una ampliacion del modelo CDM con el cual se propone que los
conocimientos didactico-matematicos de los profesores pueden organizarse o
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desarrollarse de acuerdo a las dimensiones matematica, didactica y meta didactico-
matematica (Figura 3). La dimension matematica alude a los conocimientos que debe
tener un profesor de las matematicas escolares que ensefia; la segunda dimension alude
a los conocimientos sobre aspectos involucrados en los procesos de ensefianza y
aprendizaje de matematicas (conocimiento profundo de las matematicas escolares y su
interaccion con aspectos cognitivos y afectivos de los estudiantes, recursos y medios,
interacciones en el aula y aspectos ecologicos). La dimension meta didactico-
matematica indica los conocimientos que debe tener un profesor para poder sistematizar
la reflexion sobre su practica y emitir juicios valorativos sobre su practica o la de otros
(Breda, Pino-Fan y Font, 2017).

Las dos competencias clave del profesor de mateméticas en el CCDM son la
competencia matematica y la competencia de analisis e intervencion didactica, cuyo
nucleo (Breda et al., 2017, p. 1897) consiste en: “Disefiar, aplicar y valorar secuencias
de aprendizaje propias, y de otros, mediante técnicas de andlisis didactico y criterios de
calidad, para establecer ciclos de planificacion, implementacion, valoracion y plantear
propuestas de mejora”. Para desarrollar esta competencia el profesor necesita, por una
parte, conocimientos que le permitan describir y explicar lo que ha sucedido en el
proceso de ensefianza y aprendizaje y, por otra, conocimientos para valorar lo que ha
sucedido y hacer propuestas de mejora para futuras implementaciones.
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Figura 3. Dimensiones y componentes del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM)
(Pino-Fan & Godino, 2015, p. 103)

Por lo tanto, esta competencia global de analisis e intervencion didactica del profesor de
matematicas esta formada por cinco sub-competencias (Figura 4) estan asociadas a
cinco herramientas conceptuales y metodoldgicas del EOS, cuya descripcién sintética se
puede encontrar en Godino et al. (2017): a) competencia de analisis de significados
globales (basada en la identificacion de situaciones-problemas y practicas operativas,
discursivas y normativas implicadas en su resolucion); b) competencia de analisis
ontosemidtico de las practicas (identificacion de la trama de objetos y procesos
implicados en las practicas); ¢) competencia de gestion de configuraciones y
trayectorias didacticas (identificacion de la secuencia de patrones de interaccion entre
profesor, estudiante, contenido y recursos); d) competencia de analisis normativa
(reconocimiento de la trama de normas y metanormas que condicionan y soportan el
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proceso instruccional); y e) competencia de analisis de la idoneidad didactica
(valoracion del proceso instruccional e identificacion de potenciales mejoras).
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Figura 4. Componentes de la competencia de analisis e intervencion didactica (Godino,
Batanero, Font y Giacomone, 2016, p. 295)

8. Reflexiones finales

La aplicacion de las herramientas tedricas del EOS para el andlisis e intervencion
didactica se ha ido enriqueciendo progresivamente, revelando que este marco tedrico es
dindmico, que las herramientas se van refinando a medida que se aplican en las diversas
investigaciones. Permite hacer andlisis a nivel global, de tipo macroscopico, como es la
caracterizacion de los significados pragmatico de un objeto, por ejemplo, la
probabilidad (Batanero, 2005), o la valoracion de la idoneidad didactica de un proceso
de instruccion, en sus diferentes facetas. Pero también se pueden hacer analisis a nivel
microscopico de la resolucién de un problema, tanto desde el punto de vista
institucional (epistémico) como personal (cognitivo).

La aplicaciéon de la herramienta configuracion ontosemidtica de préacticas, objetos y
procesos en todos sus elementos es compleja, y depende del nivel de estudio fijado en la
investigacién o la ensefianza, por lo que con frecuencia se ha hecho de manera
simplificada. En particular, identificar todos los objetos que intervienen en la secuencia
de précticas resolutivas y la trama de funciones semiéticas que se establecen entre
dichos objetos es muy laboriosa. En Contreras, Molina-Portillo, Godino, Rodriguez-
Pérez y Arteaga (2017) se ha introducido la nocion de funcién semiética critica con la
finalidad de focalizar la atencion en aquellos conocimientos que se consideran
esenciales para resolver una tarea. Dependiendo de los objetivos de la investigacion, la
atencion se puede fijar en algunas funciones semidticas que son esenciales para una
correcta interpretacion del diagrama o de la resolucion de una tarea. Si el interpretante
del grafico o el resolutor de la tarea no establecen esa funcion semiotica se produce un
conflicto semiético, entendiendo por tal, una disparidad de significados entre dos
sujetos (personas o instituciones) que impide la interaccién comunicativa.

El panorama presentado en esta ponencia sobre las investigaciones realizadas en
educacion estadistica basadas en el uso del EOS revela la estrecha relacion del
desarrollo y evolucion de este marco tedrico con los problemas de ensefianza de la
estadistica, probabilidad y combinatoria, asi como con la formacion de profesores. En la
figura 4 se resumen cinco sub-competencias de la competencia general de analisis e
intervencion didactica que deberian desarrollar los profesores. Si bien el desarrollo de la
competencia de analisis de la idoneidad didactica ha sido objeto de atencion en el
campo de la estadistica (Arteaga, et al., 2012; 2014; 2017; Gea, 2014) seria de interés
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promover proyectos de investigacion sobre formacion de profesores que les capaciten
en el desarrollo de las restantes competencias, en particular, el analisis global de los
significados de los objetos del campo de la estadistica, probabilidad y combinatoria, el
analisis ontosemidtico de las préacticas, las configuraciones y trayectorias didacticas y la
toma de conciencia de la trama de normas que soportan y condicionan los procesos de
ensefianza y aprendizaje.
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