UNIVERSIDAD DE GRANADA

E.T.S. DE INGENIERIA
INFORMATICA

Departamento de Ciencias de la Computacion
e Inteligencia Artificial

INTEGRACION DE MODELOS DE REPRESENTACION DE PREFERENCIAS
EN PROBLEMAS DE TOMA DE DECISIONES CON MULTIPLES EXPERTOS

TESIS DOCTORAL

Francisco Chiclana Parrilla

Granada, Marzo de 2000






INTEGRACION DE MODELOS DE REPRESENTACION DE
PREFERENCIAS EN PROBLEMAS DE TOMA DE DECISIONES
CON MULTIPLES EXPERTOS

MEMORIA QUE PRESENTA

FRANCISCO CHICLANA PARRILLA

PARA OPTAR AL GRADO DE DOCTOR EN MATEMATICAS

SEPTIEMBRE 1999

DIRECTORES

FRANCISCO HERRERA TRIGUERO
ENRIQUE HERRERA VIEDMA

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS DE LA COMPUTACION
E INTELIGENCIA ARTIFICIAL

E.T.S. de INGENIERIA INFORMATICA UNIVERSIDAD DE GRANADA






INTEGRACION DE MODELOS DE REPRESENTACION DE PREFERENCIAS
EN PROBLEMAS DE TOMA DE DECISIONES CON
MULTIPLES EXPERTOS

FRANCISCO CHICLANA PARRILLA






La memoria titulada Integracion de Modelos de Representacion de
Preferencias en Problemas de Toma de Decisiones con Mdltiples
Expertos, que presenta D. Francisco Chiclana Parrilla para optar al grado de
DOCTOR, ha sido realizada en el Departamento de Ciencias de la
Computacion e Inteligencia Artificial de la Universidad de Granada bajo la
direccién de los Doctores D. Francisco Herrera Triguero y D. Enrique Herrera

Viedma.

Granada, Marzo de 2000

El Doctorando Los Directores

Fdo.: Francisco Chiclana Parrilla F. Herrera E. Herrera-Viedma






AGRADECIMIENTOS

A los Doctores D. Francisco Herrera Triguero y D. Enrique Herrera
Viedma sin cuya direccidn, consejos, entusiasmo y paciencia esta memoria

jamas habria podido completarse.

Por otro lado, quisiera agradecer en las pocas lineas que siguen a todas
aquellas personas que de cualquier forma me han ayudado y prestado apoyo
durante el largo periodo de realizacion de este trabajo.

En particular, quiero dejar constancia escrita de tal agradecimiento a:
Oscar Corddn por su inestimable ayuda durante el periodo del programa de
doctorado; a mi amigo Enrique Herrera Viedma por recogerme del pozo de la
desilusion en el que cai al inicio del segundo curso de doctorado, y sacarme de
él con fuerzas renovadas; a mis padres por todos los esfuerzos y penurias que
han tenido que sufrir para poder ofrecerme la posibilidad de realizar estudios; a
mi maestro de escuela Rafael Pérez Carrasquilla, que hoy es mi amigo, sin el
cual no estaria hoy donde estoy y, lo mas importante, no seria quien soy. Le
debo tanto que no puedo pagarselo (menos mal que es mi amigo); a mis
compafieros del |.LE.S. Mediterraneo de Estepona que voluntariamente me
prestaron sus opiniones para que las utilizara en esta memoria. Hago extensiva

esta gratitud a todos los docentes que me han impartido clase alguna vez.

Finalmente, y lo mas importante, dedico esta memoria a mi mujer, Sara
Naylor, por tener que aguantar tanto a lo largo de la realizacion de ésta, en
particular las malas traducciones al inglés que le presentaba y que como decia

no significaban mucho para ella, pero sobre todo porque la quiero.









I ntroduccion

A. Planteamiento

La toma de decisones es una actividad norma y habitua en muchas de las &
rees de cudquier empresa.  El objetivo en cuaquier proceso de decison consste en
dcanzar una solucion a un problema a partir de las experiencias y opiniones aportadas
por diferentes expertos. El uso de modelos de decison para ayudar a tomar una deci-
g6n find es una costumbre cada vez més extendida en d mundo empresarid. Estos
modelos, cominmente llamados  sistemas soportes de ayuda a la toma de decisiones,
me oran notablemente @ rendimiento de la gestion empresaria [12,34,40,46,61].

En d disefio de un modelo de decision para resolver un problema concreto se
distinguen claramente dos etapas [3]:

1. Etapa de identificacion consistente en la identificacion tanto de las dternati-

vas como de los criterios apropiados paralaresolucion del problema.

2. FEtapa de elaboracion consgtente por un lado en la deccion de un méodo
adecuado de representacion, tratamiento y agregacion de la informacion que %-
bre las dternativas se proporciona, sobre la base de los criterios considerados, y

por otro lado en la definicion de criterios de seleccion para la resolucion del pro-
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blema y de criterios de consenso a exigir para dcanzar un acuerdo sobre la lu-
cion find.

En eta memoria, estudiamos modelos de toma de decisén para problemas en
los que suponemos que tanto @ conjunto de aternaivas como € conjunto de criterios
son conocidos, discretos y finitos, es decir no trataremos para nada la primera etapa de
un modelo de toma de decision, pues como muy bien apuntan K.J. Arrow y H. Raynaud
[3] ésta sudle ser una operacion aproximativa ya que lo més frecuente es que ambos
conjuntos no tengan sus limites claramente fijados. Por  contrario, nos centraremos en
el estudio de la segunda etapa para problema de Toma de Decision con MUltiples Exper-

tos (TDME) en la que la naturdeza de lainformacidn es numérica.

La mayoria de los problemas de toma de decision con multiples expertos o crite-
rios estudiados hasta la fecha adoptan la suposicion de homogeneidad en la informacidn
proporcionada por los expertos, es decir, los expertos estén obligados a presentar la i
formacion sobre @ problema utilizando todos la misma edtructura de  representacion.
Asi, podemos citar problemas de TDME en los que la informacidén se supone represent
tada por érdenes de preferencia [48,57,58], o por funciones de utilidad [19,43,59], o por
relaciones de preferencia [23,32,39,55,60]. Sin embargo, éta no es una suposicion muy
rediga ya que podemos encontrarnos con Situaciones de decision en las que tengamos
expertos que o bien no son capaces de expresar sUS opiniones mediante la misma estruc-
tura de representacion o bien prefieran usar una edtructura dternativa.  En esta memoria,
nos centramos en desarrollar modelos de decison para problemas de TDME con eva
luaciones numéricas que integren consdentemente las tres diferentes edtructuras de
representacion de preferencias més usadas en la literatura, es decir, los 6rdenes de prefe-

rencia, las funciones de utilidad y las relaciones de preferencia binarias.

Cuando tenemos problemas de TDME en los que los expertos pueden presentar
sus juicios de vdor a través de diferentes estructuras de representacion de preferencias
entonces € establecer un modelo adecuado para tratar las diferentes estructuras de e
presentacion de modo que podamos combinar y procesar la informacion que contienen

e convierte en una cuestion fundamenta para solucionar dichos problemas. Una pos-
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ble via para conseguir establecer dicho modelo congdtiria en basarlo en dgin mecanis-
mo de unificacion de las didintas representaciones, tomando como base de td unifica

cion dguna de las mismas.,

Las relaciones de preferencia binarias condituyen una de las estructuras més
usadas y estudiadas en la literatura para modelar problemas de toma de decisiones, ®-
bre todo en aquellos en los que se han de llevar a cabo procesos de agregacion de prefe-
rencias [35,36,38,51]. Ademés, tanto los drdenes de preferencia como las funciones de
utilidad se pueden incluir en la familia de relaciones de preferencia, como tendremos
ocasion de demostrar a lo largo de esta memoria [19,43,55,58]. Por todo elo, hemos
sdeccionado las relaciones de preferencia binarias como base para la representacion

uniforme de las preferencias de |os expertos.

B. Objetivos

El objetivo centrd de esta memoria es presentar diferentes modelos de decision
para problemas de TDME con evaduaciones numéicas que integren consstentemente
las tres diferentes estructuras de representacion de preferencias mas usadas en la litera
tura, es decir, los érdenes de utilidad, las funciones de utilidad y las relaciones de prefe-
rencia binarias. EStos modelos de decisén para problemas de TDME con diferentes
estructuras de representacion de preferencias  se presentan junto con sus correspondiert

tes criterios o procesos de consenso y saleccion, necesarios para su aplicacion.

En la mayoria de los modelos de decision planteados en los que se hace uso de
relaciones de preferencia binarias, observamos que fundamentamente se trabga con

dos tipos de relaciones de preferencia:

1. Relaciones de preferencia difusas[23,32,34,50,51].
2. Relaciones de preferencia multiplicativas [54,55,56].
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Por elo, € objetivo centrd de esta memoria se resume en los sguientes objeti-

VoS parciaes.

El disefio de un moddo de decison para problemas de TDME con evauaciones
numericas que integre condstentemente las siguientes tres estructuras de represent
tacion de preferencias. (i) los ordenes de preferencia, (ii) las funciones de utilidad

y (iii) las relaciones de preferencia difusas.

El disefio de un modelo de decison para problemas de TDME con evauaciones
numericas que integre condstentemente las siguientes tres estructuras de represer+
tacion de preferencias. (i) los drdenes de preferencia, (ii) las funciones de utilidad

y (iii) las rdlaciones de preferencia multiplicativas.

La integracion de ambos modelos en un modelo genera de decison para proble-
mas de TDME con evauaciones numéricas que integre consstentemente las cua
tro estructuras de representacion de preferencias. (i) los Ordenes de preferencia,
(i) las funciones de utilided, (iii) las rdaciones de preferencia multiplicativas y

(iv) las relaciones de preferencia difusas.

C. Resumen

Los objetivos planteados en esta memoria se desarrollan a lo largo de la misma

Como Sgue

Para conseguir @ primero de los objetivos parcides, estableceremos la relacion

exigente entre drdenes de preferencia, funciones de utilidad y relaciones de preferencia

difusas. Obtendremos la expresidon genera de las funciones de transformacion de érde-

nes de preferencia y de funciones de utilidad en relaciones de preferencia difusa. Una
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vez conseguido esto, estaremos en condiciones de homogeneizar la informacion tomar+
do como demento base las relaciones de preferencia difusas. Una vez uniformada la
informacion proporcionada por los expertos se puede aplicar uno cudesguiera de los
modelos de seleccion disefiados para estos problemas.  Nosotros presentamos un mode-
lo de decision basado en € concepto de mayoria difusa usando las funciones de tras-

formacion obtenidas, y que resulta ser consistente.

Para  segundo de estos objetivos parcides, de igua modo, estableceremos la
relacion exigente entre érdenes de preferencia, finciones de utilidad y en este caso rela
ciones de preferencia multiplicatives.  Obtendremos y presentaremos la expresion gene-
ra de las funciones de transformacion de dérdenes de preferencia y funciones de utilidad
en reaciones de preferencia multiplicativas.  Asi mismo, presentamos un modelo de

decisidn congstente basado en las relaciones de preferencia multiplicetivas.

Para € tercero de los objetivos parciales, estudiamos la funcion que transforma
las relaciones de preferencia difusas en relaciones de preferencia multiplicatives. S las
relaciones de preferencia multiplicativas son consistentes entonces dicha funcion actla
de forma coherente pues se obtiene la misma solucion d problema TDME tanto s se
utiliza un tipo de relaciones de preferencia o las correspondientes relaciones de prefe-

rencia transformadas.

Obtenida esta dltima funcién de transformacion quedara establecida la relacion
entre las cuatro diferentes estructuras de representacion de preferencias, y por tanto es-
taremos en condiciones de presentar un modelo general de decision para problemas de
TDME que integre consstentemente las cuatro representaciones de preferencia Las
funciones de trandormacion mencionadas generdizan las funciones habitudmente utili-

zadas en estos casos, y en particular las sugeridas en [19,43,54,58,59,60] .

Méas detdladamente, en @ Capitulo 1 se introduce € problema de TDME, asi
como las cuatro diferentes estructuras de representacion de preferencias, y € proceso de

resolucion de un problema TDME, en concreto los dos procesos a desarrollar antes de
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obtener una solucion find del problema, asi como las herramientas necesarias para lle-

var a cabo estos dos procesos.

En € Capitulo 2 se presenta un méodo para integrar la representacion de prefe-
rencias basada en drdenes de preferencia y en relaciones de preferencia difusas Tame
bién en d capitulo 2, se presenta un méodo para integrar la representacion de preferen
cias basada en funciones de utilidad y en relaciones de preferencia difusas.

En € Capitulo 3 s desarrolla un méodo para integrar la representacion de pre-
ferencias basada en drdenes de preferencia, funciones de utilidad y en relaciones de pre-

ferendia multiplicativas.

En € Capitulo 4 se presenta un méodo para integrar la representacion de prefe-
rencias basada relaciones de preferencia multiplicativas y relaciones de preferencia di-
fusass. También se disefia un modelo de sdeccion de dternativas cuyas caracteristicas

més importantes son las siguientes:

a) Admite diferentes estructuras de representacion de preferencias. érdenes de
preferencia, funciones de utilidad, relaciones de preferencia multiplicetivas y re-

laciones de preferencia difusss.

b) Utiliza las relaciones de preferencia difusas como base de la representacion

uniforme de las preferencias.

c) Obtienelasolucion a problema de TDME en tres pasos.
c.1. Representacion uniforme de lainformacion.
c.2. Agregacion de lainformacion uniforme.

c.3. Explotacién de lainformacion agregada.

d) La agregacion de la informacion esta basada en @ concepto de mayoria difu-
sa
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€) La explotacion de la informacion es guiada por dos grados de sdeccion: €
grado de dominancia guiado por cuantificador y € grado de no-dominancia
guiado por cuantificador.

El capitulo 5 se dedica a disefio de un modelo e consenso para problemas de
TDME en los que la informacién se supone representada por las mencionadas cueatro
representaciones de preferencias. Todo proceso de consenso suele estar coordinado por
un moderador y hace referencia a como acanzar d mayor grado de acuerdo entre los
expertos, aunque éste no sea ided, sobre la solucion del problema.  En este sentido, d-
sefiamos un modelo de consenso dinamico e iterativo, que congta de dos fases. (i) -
preson de opiniones y (ii) discuson en grupo o cambio de opiniones. Este modelo s

basara en dos criterios de consenso:

a) Una medida de consenso con la que se evaUa en la primera fase € consenso
existente entre todos los expertos y que utilizamos para guiar € proceso de con-

senso 'y validar lasolucion find del problema

b) Una medida de proximidad con la que evauamos € acuerdo (grado de coin
cidencia) entre las soluciones individudes de cada experto y la solucion colecti-
va tempord. Se utiliza esta medida para guiar a los expertos en la segunda fase,
es decir en la modificacion de sus opiniones. Para eto, proponemos reglas sen
cllas y dmples con las que disefiar un mecanismo de redimentacion € cud
puede utilizarse como sudituto del moderador en la mencionada fase de discu-
son.

Por dltimo, en & Gyitulo 6 se presentan las conclusiones, asi como los trabgos
futuros que pensamos redizar y que estén asociados d estudio redizado.  Findmente, la
memoria se completa con la bibliografia més rdevante utilizada en la daboracion de la

misma



Capitulo 1

Los Problemas de Toma de Decisiones con
Multiples Expertos y Diferentes Estructuras

de Preferencia

Este Capitulo esta dedicado a la presentacion del problema que trata la memoria
y que constituye el origen de todas las aportaciones que hay en la misma: el problema
de la TDME con diferentes estructuras de preferencias. Primero presentamos una intro-
duccion general a la TDME. A continuacion analizamos uno de los elementos mas im-
portantes de cualquier problema de TDME, las diferentes estructuras de representacion
de preferencias, puesto que como se sabe las personas encargadas de tomar decisiones
tratan de elaborar sus decisiones mediante el conocimiento y las experiencias esclarece-
doras, expresadas éstas en forma de preferencias. En tercer lugar analizamos el proceso
de resolucién de un problema de TDME. Finalmente, puesto que la solucién final de
cualquier problema de TDME ha de ser la de mayor aceptacion por parte de todo el con-
junto de expertos o criterios, presentamos el concepto de mayoria en los problemas de
TDME.
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1. Toma de Decisiones con Multiples Expertos

La toma de decisiones, cuya esencia es basicamente encontrar la mejor opcion
de entre las disponibles, es una tarea con la que nos estamos enfrentando constantemen-
te en la realizacion de cualquier actividad. Es obvio que la comparacién de diferentes
acciones, con respecto a su valia, no se puede hacer utilizando un Unico criterio o una
unica persona, sino que para ello es necesario o al menos deseable la utilizacion de va-
rios criterios o fuentes de informacion. Esto conlleva la utilizacion de multiples esque-
mas de valuacion, habiéndose convertido en un tema de gran importancia en investiga-
cién en la Teoria de la Decisién [12,23,28,32,34,40,56,73]. Nosotros en esta memoria
no distinguimos entre “personas” y “criterios”, por lo que interpretamos el proceso de
decision dentro del marco de toma de decision con multiples objetivos, expertos o crite-
rios [38,39].

En un proceso de TDME se distinguen claramente dos etapas: (1) la etapa de
identificacion, que consiste en la seleccion de alternativas y en la seleccion de criterios
apropiados, y (2) la etapa de elaboracion o proceso de resolucion, que consiste en la
seleccién de un método adecuado de tratamiento y agregacién de la informacién que
sobre las alternativas se proporciona, en base a los criterios, y un método de mayoria
ponderada. Nosotros no abordamos la primera etapa pues como bien apuntan K.J.
Arrow y H. Raynaud [3] ésta suele ser una operacion aproximativa, en el sentido de que
los conjuntos de alternativas y criterios son diferentes para cada problema de TDME, y
lo més frecuente es que sus limites no estén claramente fijados, por lo que nuestra me-
todologia en esta memoria consiste en suponer dichos conjuntos conocidos, discretos y
finitos. Por el contrario nos centraremos en la segunda etapa, proceso de resolucion de
un problema de TDME, cuando la informacion sobre el conjunto de alternativas es de

naturaleza diversa.

El problema de TDME puede resumirse como sigue: se dispone de un conjunto

de opciones o alternativas, X ={x,,....x.}(n=2 , y de un conjunto de criterios o exper-
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tos, E ={e,,....e,}(m>2 , cada uno de los cuales proporciona sus preferencias sobre

dicho conjunto de opciones. De lo que se trata es de encontrar una solucion, que sera
una o un conjunto de alternativas, que sea(n) la(s) de mayor aceptacion por parte de
todo el grupo de expertos. Aunque esta formulacion basica del problema parece extre-
madamente simple, e incluso normal, no lo es en absoluto, ya que como se ha demos-
trado no importa qué procedimiento de eleccion de grupo se emplee, pues satisfara al-
gun conjunto de condiciones plausibles y no a otro conjunto de condiciones igualmente
plausibles [2], por lo que desarrollar procedimientos de eleccién nuevos o mas sofisti-
cados no parece muy prometedor, sino que mas prometedor parece el modificar algunas

suposiciones basicas de los procesos de TDME.

Una de las dificultades cruciales que nos encontramos en estos problemas de
TDME es que el proceso de resolucion debe apoyarse en algunos modelos formales de
decision; desarrollados desde un punto de vista matematico en el que la consideracion
de propiedades formales ha tenido prioridad sobre la consistencia humana, por lo que
tienen poco en comun con la toma real de decisiones, ya que en ellos una decision se
presenta como un acto de eleccion claro y preciso en un ambiente en el que objetivos,
restricciones, informacion y consecuencias de las posibles acciones se suponen conoci-
das con total precision. EI Unico componente en el que se permite incertidumbre es en
la ocurrencia de los diferentes estados de la naturaleza, para lo cual se permiten descrip-
ciones probabilisticas. Sin embargo, cuando la incertidumbre es de naturaleza cualitati-
va, el uso de otras técnicas o herramientas es necesario. Esto ha dado lugar a que a me-
nudo los expertos no estén dispuestos a aceptar resultados obtenidos con estos modelos,

los cuales por otro lado son véalidos desde un punto de vista matematico.

Como resultado de este choque entre teoria y practica, se han realizado intentos
por incorporar algun tipo de consistencia humana, como primer paso para la incorpora-
cion de inteligencia, en modelos de toma de decisiones. Entre estos intentos estan aque-
llos problemas en los que se reemplaza una optimizacion estricta por otra “mucho més
suave”, en la que se busca la consecucién de ciertos niveles de satisfaccion. También
ha habido intentos para alcanzar la mencionada consistencia humana por medio de

herramientas basadas en logica difusa [22,31,34,36,37,61,73]. Entre los problemas es-
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tudiados con esta via se encuentran la toma de decisiones con multiples criterios o ex-
pertos, la toma de decisiones en multiples etapas, la toma de decisiones en grupo, asi
como la formacion de consenso [12,23,31,34,36].

En todos estos problemas de TDME se han establecido procedimientos para
combinar las opiniones o informacion disponible sobre las alternativas con respecto a
los distintos puntos de vista. La mayoria de los procedimientos estan basados en la
comparacion de las alternativas por parejas, en el sentido que los procesos estan ligados
a cierto grado de credibilidad o preferencia de una cualquiera de las alternativas con
respecto al resto, incluso cuando cada alternativa tiene asociada una valuacién (utilidad,
valor fisico o monetario) para cada punto de vista. En este Gltimo caso, las parejas de
alternativas pueden compararse de una forma transitiva basandose en dichas valuaciones

COmMo veremos en proximos capitulos de la memoria.

Un aspecto interesante de los problemas de TDME es el del tratamiento de la
subjetividad inherente, imprecisiones y vaguedades en la articulacion de opiniones de
los expertos. Los Conjuntos Difusos han sido utilizados en este campo desde hace
tiempo. En este sentido hemos de apuntar que la Teoria de Conjuntos Difusos puede
proporcionar la flexibilidad necesaria para representar la incertidumbre resultante de
una falta de conocimiento [4,6,23,25,37,51,68,73]. La metodologia y herramientas di-
fusas pueden utilizarse para trasladar informacion imprecisa y vaga en la especificacion
del problema en forma de relaciones difusas (objetivos difusos, restricciones difusas,
preferencias difusas,...) o bien para disefiar un proceso de decision intentando estable-
cer ordenes de preferencia de alternativas. En [37] se han descrito diferentes problemas

difusos de toma de decision.

Por otro lado, uno de los elementos basicos subyacentes en los procesos de
TDME es el concepto de mayoria, pues una solucion ha de ser la(s) opcion(es) me-
jor(es) aceptada(s) por el grupo, en el sentido de que la mayoria de sus miembros han de
aceptar la solucion, ya que en ninguna situacion real, salvo en las obvias, la solucion es
aceptada por todos los expertos. Algunos de los problemas mencionados en la TDME
estan claramente relacionados con la concepcién demasiado estricta del concepto mayo-
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ria. Una linea de razonamiento que puede adoptarse llegado este punto es la de intentar
de alguna forma hacer que dicha concepcion sea mas cercana a su percepcion humana,
la cual suele ser méas vaga y flexible que la anterior, pues el concepto de mayoria es dis-
tinto para distintas situaciones. Se podria decir que la acomodacion de una mayoria
menos rigida o mayoria difusa ayudaria a conseguir modelos de toma de decisiones en
grupo mas consistentes con la forma de actuacion humana [29]. Es facil ver que las
manifestaciones mas naturales de tal mayoria difusa son los llamados cuantificadores
linglisticos como por ejemplo “bastantes”, “casi todos”, “mucho méas que la mitad”, “al
menos la mitad”, etc., los cuales no pueden ser manejados por métodos formales con-
vencionales, pues en éstos suelen considerarse tan sélo dos cuantificadores, a saber “al

menos uno” y “todos” [30,64,66,70].

1.1. Etapas en la Resolucion de los Problemas de
TDME

En los problemas de TDME son dos los procesos a desarrollar antes de alcanzar

una decision final [29]: (1) proceso de consenso Yy (2) proceso de seleccion.

Ambos procesos han sido objeto de estudio por diversos autores en diferentes
contextos de toma de decisiones [23,26,27,31,32,34,36]. EIl proceso de consenso hace
referencia a como alcanzar el maximo grado de consenso o acuerdo entre los expertos
sobre el conjunto de alternativa(s) solucién, mientras que el proceso de seleccion hace
referencia a como obtener el conjunto de alternativa(s) solucién a partir de las preferen-
cias expresadas por éstos. Ambos procesos se pueden aplicar de forma secuencial o
bien conjuntamente en la resolucion de un problema de TDME. En el primer caso, el
proceso de consenso se aplica tantas veces como sea necesario hasta que se logre alcan-
zar un nivel de consenso satisfactorio, tras lo cual se procede a la aplicacién del proceso

de seleccion para la obtencion de la solucion final de consenso del problema de TDME.
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Cuando el nivel de consenso no es satisfactorio, entonces los expertos son invitados a
modificar sus opiniones para conseguir un acercamiento de sus posiciones de partida.
En el segundo caso, se comienza aplicando el proceso de seleccion con el fin de conse-
guir una solucion (temporal) del problema de TDME, tras lo cual se aplica el proceso de
consenso para medir el nivel de consenso que dicha solucion tiene entre el conjunto de
expertos. Si este nivel de consenso es satisfactorio, entonces la solucion serd final, y en
caso contrario se procederia como en el caso anterior, es decir instando a los expertos a
modificar sus opiniones, tras lo cual vuelve a aplicarse de nuevo el proceso de seleccion
y seguidamente el proceso de consenso. De este modo, un proceso de TDME se puede
definir como un proceso dinamico e iterativo en el que los expertos van modificando
sus posiciones de partida para la consecucién de una solucion de consenso. A veces,
existe una persona singular, llamada moderador, encargada de dirigir todo el proceso de
resolucion del problema de TDME, el cual es encargado de hacer posibles recomenda-
ciones a los expertos en el momento de necesidad de un cambio de posiciones por parte

de éstos ultimos (ver figura 1).

CAMBIO DE
OPINIONES
PROCESO DE PROCESO DE
SELECCION CONSENSO
AGREGAC | | EXPLOTACI
CONJUNTO DE
EXPERTOS
—>
PREFERENCIAS \ 4 PREFERENCIA \ 4 SOLUCION CONSENSO
INDIVIDUALES GLOBAL TEMPORAL SATISFACTORIO
CONJUNTO )
SOLUCION
DE
TEMPORAL ES

FINAL

Figura 1. Diagrama del Proceso de TDME
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El proceso de seleccion se subdivide a su vez en dos etapas antes de elegir la(s)

alternativa(s) solucién(es) [23]:

1. Agregacion. En todo problema de TDME, sobre la base de la informacion
que proporcionan o de que disponen un conjunto de expertos, un paso necesario
es el que consiste en la forma de agregar dicha informacion. Este es un proble-
ma muy importante y por ello muy estudiado [2,4,7,20,21,23,63,65,72]. La fase
de agregacion comprende la aplicacion de la operacion que transforma las in-
formaciones (preferencias) individuales en una informacion (preferencia) global,
que proporciona el grado por el que una alternativa es estimada mejor que otra
para el conjunto de expertos en el caso de utilizar la comparacién de éstas por

parejas.

2. Explotacion. La fase de explotacion actua sobre la anterior informacion glo-
bal de comparacién para clarificar la decision mediante la obtencién de un orden
parcial de las alternativas a partir del cual tomar la decision. Este proceso puede
realizarse de diversas formas, siendo el mas habitual aquel que asocia un valor
de utilidad global a cada alternativa, obteniendo de esta forma un orden natural

de alternativas de mejor a peor.

2. Estructuras de Representacion de Preferencias

En un problema de TDME, la informacién proporcionada o disponible sobre el
conjunto finito de alternativas puede ser de naturaleza diversa, cabiendo distinguir la
numeérica y la linglistica. Nosotros en esta memoria asumimos que la naturaleza de la
informacién es numérica, pudiendo ésta ser proporcionada mediante la utilizacion de
diferentes estructuras de representacion. Esto es asi cuando la informacion es propor-
cionada por distintos expertos pues es natural pensar, y por tanto asumir, que personas

diferentes proporcionaran sus opiniones a través de distintos tipos de representacion de
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informacién. En todo caso, dicha informacion representara las opiniones en forma de

preferencias de dichos expertos sobre las alternativas.

Con el objetivo de construir un marco flexible y por tanto de disponer de un ma-
yor grado de libertad a la hora de representar las preferencias, asumimos un modelo de
TDME en el que las preferencias pueden ser proporcionadas en una de las tres siguien-

tes representaciones:

1. Como un orden de preferencia de alternativas. En este caso las alternativas

estan ordenadas de mejor a peor, sin informacion suplementaria alguna.

2. Como una funcion de utilidad. En este caso el experto proporciona una va-
luacidn real (valor fisico 0 monetario) para cada alternativa, es decir, una fun-
cion que asocia cada alternativa con un nuamero real, que indica el grado de

cumplimiento de dicha alternativa con respecto a su punto de vista.

3. Como una relacion de preferencia. Este es el caso mas habitual, es decir,
cuando un experto proporciona una relaciéon binaria sobre el conjunto de alterna-
tivas, es decir una funcion que asocia a cada par de alternativas un namero real
que refleja en cierto sentido el grado de preferencia de una alternativa sobre otra

cualquiera. Dentro de éstas cabe destacar en la literatura dos tipos:

3.1. Las relaciones de preferencia difusas. En este caso cada elemento
de la relacion se considera como un grado de preferencia de una alterna-
tiva sobre otra.

3.2. Las relaciones de preferencia multiplicativas. En este caso cada
elemento de la relacion representa el nimero de veces que una alternativa

es preferida a otra.
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2.1. Ordenes de preferencia

En este caso, un experto, e, LJE, proporciona sus preferencias sobre X en for-

ma de un orden de preferencias individual, O* :{ok(l),...,ok(n)}, donde o* (Y es una
funcién de permutacion sobre el conjunto de indices {1n} para dicho experto
[48,57,58]. De esta forma, un experto, de acuerdo con su punto de vista, proporciona un
vector ordenado de alternativas de mejor a peor. Para todo orden de preferencia, O, ,
supondremos, sin pérdida de generalidad, que cuanto menor es la posicion de una alter-
nativa en dicho orden mejor satisface dicha alternativa el criterio del experto que pro-
porciona dicho orden, y viceversa. Por ejemplo si un experto proporciona sus preferen-
cias sobre un conjunto de cuatro alternativas, X ={x,,x,,x,,x,} , mediante el siguiente
orden de preferencia (xz,x4,x1, xs) entonces o(1) =3,0(2) =1,0(3) =4,0(4) =2, lo que
significara que la alternativa x, es la mejor para dicho experto, mientras que la alterna-

tiva X, es la peor.

2.2. Utilidades

En este caso, un experto, e, [JE, proporciona sus preferencias sobre X a través

de un conjunto de n valores de utilidad, U * :{ul"u,‘j} uk 0[04], es decir, el experto

asocia a cada alternativa una valuacion de utilidad que representa el grado de cumpli-
miento de su punto de vista por parte de dicha alternativa [19,43,59]. Para cada conjun-
to de valores de utilidad, supondremos, sin perdida de generalidad, que cuanto mayor es

la valuacién de una alternativa mejor satisface dicha alternativa el objetivo del experto.
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2.3. Relaciones de Preferencia

En teoria matematica clasica, las preferencias sobre un conjunto de alternativas

se pueden modelar a través de una relacion binaria R definida como sigue;

X;RX; = " X, noespeorqueXx;".

Esta definicidn considera una relacion binaria como una relacion de preferencia débil, e
implica que dicha relacion R es reflexiva. Con esta definicion, es natural asociar un

numero real, llamado valuacion y denotado R(xi X )D R, el cual representa el grado de
verdad de la afirmacion " x; no es peor que x;", o grado de preferencia de la alternativa
X; sobre la alternativa x;. Cuando el conjunto de alternativas es finito, podemos aso-

ciar una matriz P; a la relacion R, tomando como elemento ij-esimo el valor

R(xi X ) La interpretacion de la relacién R puede ser diferente para puntos de vista o

expertos distintos. Las dos interpretaciones méas habituales de una relacion de preferen-

cia son:

2.3.1. Relaciones de Preferencia Difusas

R(xi,xj) se interpreta como la intensidad o grado de preferencia medida en

[01] de la alternativa x; sobre la de la alternativa x;. Usando la terminologfa de con-

juntos difusos R es un subconjunto difuso del conjunto X x X, por lo que a una rela-
cion de este tipo la llamaremos relacion de preferencia difusa. En este caso la relacién

de preferencia difusa, representada por P = (pij ) se asume verifica la siguiente condi-
cion de reciprocidad aditiva: p; + p; =1 [i, j. En este tipo de relacion de preferencia

es habitual no definir los elementos de la diagonal principal. Esto es debido a que en
los métodos utilizados para la eleccion de alternativas basados en la comparacion de

alternativas de dos en dos no tiene mucho sentido comparar una alternativa con ella
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misma. En todo caso, la comparacion de una alternativa con ella misma no deberia in-
fluir en el proceso de eleccion de la mejor o mejores alternativas. Si los elementos de la
diagonal principal estan definidos, en ese caso el valor de dichos elementos deberia ser
% como consecuencia de la anterior propiedad. Cuando se utiliza una relacién de prefe-
rencia difusa, el elemento ij-ésimo de la matriz P se considera como una medida de la

preferencia de la alternativa x; sobre la alternativa x; para el experto que proporcioné

tal relacion. Este tipo de relacion de preferencia ha sido utilizada y aplicada satisfacto-
riamente por muchos autores en problemas de decision con maltiples criterios o exper-
tos [30,31,32,35,39,49,50,59,60].

2.3.2. Relaciones de Preferencia Multiplicativas

En este caso, R(xi , xj) se interpreta como un indicador de la razon de intensidad

de preferencia de la alternativa x; sobre la de la alternativa x;, es decir x; es R(xi,xj)
veces tan buena como x;. En este caso, la relacion de preferencia, usualmente repre-
sentada por A= (aij ) se asume verifica la siguiente condicion de reciprocidad multipli-
cativa: a; [&; =L a; >00i, j . Este tipo de relacion de preferencia es la utilizada en

aquellos procesos en los que se desea aplicar el método de jerarquia de Saaty
[54,55,56]. En este caso el elemento ij-esimo representa el nimero de veces que la al-
ternativa x; es mejor que la alternativa x; para el experto que proporcion¢ dicha rela-
cion de preferencia . Es habitual tomar como rango para los elementos de la matriz A
el intervalo cerrado [1/ 9,9] , aunque cualquier intervalo cerrado no conteniendo el valor

0 es apropiado en estos casos, puesto que dicho valor sélo surgiria en el caso de existir

una alternativa valorada con una importancia 0, y por tanto prescindible.
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3. Proceso de Resolucion del Problema de TDME

Como hemos mencionado anteriormente, el proceso de resolucion del problema

de TDME consiste en la obtencion de un conjunto solucion de alternativas, X, 0 X, a

sol

partir de las preferencias proporcionadas por los expertos. El proceso de resolucion se
desarrolla generalmente aplicando dos procesos: (i) el proceso de seleccion, y (ii) el

proceso de consenso.

3.1. Proceso de Seleccion

Por proceso de seleccion se entiende el proceso mediante el cual se obtiene el
conjunto de alternativa(s) solucion a partir de las preferencias individuales, sobre el
conjunto de alternativas, de cada uno de los expertos implicados en el proceso de toma
de decision. Para conseguir este objetivo, se ha de tener claro el criterio global (o de
conjunto) a aplicar en la eleccion de la alternativas que formaran parte del conjunto so-
lucidn. Este criterio global suele reducirse a una comparacion de las alternativas entre
si para lo que normalmente se suele utilizar una funcion, Ilamada de seleccion, para aso-
ciar a cada alternativa un valor, llamado grado de seleccion, que se utilizard obviamente

para producir un orden parcial de las alternativas [19,23,25,31,50,60].

Los procesos de seleccion clasicos de TDME a su vez se aplican generalmente

en dos fases [23]: (a) agregacion y (b) explotacién

3.1.1. Agregacion

Entendemos por agregacion la operacion consistente en transformar un conjunto

de elementos (conjuntos difusos, opiniones individuales sobre un conjunto de alternati-
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vas expresadas cardinalmente o linglisticamente, ...) en un Unico elemento representati-
vo del mismo [20,21,63]. En los problemas de TDME la agregacion se realiza sobre las
preferencias individuales que los expertos proporcionan sobre el conjunto de alternati-
vas, de forma que la informacion obtenida tras el proceso de agregacion, llamada prefe-
rencia global o de conjunto, sea resumen y reflejo de las propiedades contenidas en
ellas. EIl problema de la agregacion de informacion ha sido ampliamente estudiado,
existiendo una gran cantidad de publicaciones al respecto, entre los que cabe citar
[20,21,32,63].

Las preferencias sobre un conjunto de alternativas expresadas de forma numéri-
ca pueden considerarse como conjuntos difusos del conjunto de alternativas, por lo que
el problema de agregacion de preferencias se ha estudiado desde la perspectiva de la
agregacion de conjunto difusos, estudio que se convirtio en un tema de gran importancia
desde las primeras publicaciones sobre conjuntos difusos debidas a Zadeh [68] y Go-
guen [24,25].

Una de las aproximaciones mas directas para agregar preferencias es la utiliza-
cion de procedimientos de agregacion utilizados con frecuencia en la teoria de utilidad.
Segun Bonissone y Decker [7], existen tres clases basicas de operaciones de agregacion:
conjuntivas, disyuntivas y promedios. Las dos primeras formas de agregacion se estu-
dian utilizando t-normas y t-conormas, mientras que la tercera se hace con los llamados
operadores de promedio. Estos operadores no cuentan con unos homdlogos en la teoria
clasica de conjuntos, y se localizan entre el operador minimo y el operador maximo.
Estos limites tienen una explicacién muy intuitiva, ya que si se permiten compensacio-
nes en presencia de criterios conflictivos, el promedio resultante deberia situarse entre la
cota inferior mas optimista y la cota superior mas pesimista, es decir, entre la mejor y la

peor estimacion local [73].

Operadores tales como la media aritmética, media geométrica, ponderadas y no
ponderadas, son ejemplos de operadores de agregacion no paramétricos. Dentro de los
operadores de agregacion paramétricos destacan el operador “y compensatorio” de
Zimmermann y Zysno [74], cuyo parametro indica la localizacion entre el “y” 16gico y



26 Problemas de TDME y Diferentes Estructuras de Preferencia

el “0” logico. Otro de los operadores que siguen en la linea de compensacion paramé-
trica son los obtenidos como combinaciones lineales convexas de cada una de las fun-
ciones de pertenencia de cada uno de los conjuntos difusos a agregar. Estos operadores,
Ilamados operadores OWA fueron propuestos por Yager en [63] y mas recientemente
fueron caracterizados en [65], y constituyen una transicion continua entre el operador
minimo y maximo. EIl problema afiadido con este tipo de operadores es el del célculo
de los pardmetros de la citada combinacion lineal convexa, asi como el de establecer un
orden entre ellos. Yager soluciona el segundo de los problemas asociando no un agre-
gado a un parametro, sino al contrario, asociando un parametro con un agregado, los
cuales previamente han debido ser ordenados de mayor a menor. En Yager [63,65] y
Zadeh [70] se proporcionan procedimientos para el calculo de los pardmetros de estos
operadores, dando de esta forma posibles soluciones al primero de los problemas men-
cionados. Uno de los procedimientos es aquel que hace uso de un cuantificador linguis-
tico para el calculo de los parametros [64,66,70]. Un operador OWA se define como
sigue [63]:

Definicion: Un operador OWA de dimension n es una funcion ¢,
g (01" -[o]

que tiene asociado un conjunto de pesos. Asi, sea {al,...,an} una conjunto de valores

que deseamos agregar, entonces el operador OWA ¢ se define como

da,,...a,) =W B = iwi by

donde W = {Wl,...,Wn} es un vector de pesos verificando w; D[O,l] yz w, =1,y B es
=1

el vector de valores ordenados, siendo b, !B el i-ésimo mayor valor del conjunto

faa)
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Se puede verificar de forma inmediata que los operadores OWA son conmutati-
VoS, crecientes e idempotentes, pero en general no son asociativos. Por otro lado, como
hemos dicho, una cuestion natural en la definicion del operador OWA es como obtener
el vector de pesos asociados. En [65], Yager propuso dos formas distintas de obtenerlo.
El primero consiste en la utilizacion de un mecanismo de aprendizaje de los parametros
por medio de algunos datos muestrales; mientras que el segundo método consiste en
proporcionar a los pesos algun tipo de sentido semantico. Este ultimo caso ha permitido
maultiples aplicaciones en areas tales como logica difusa y l6gica multivaluada, teoria de
la evidencia, disefio de controladores difusos, asi como en agregacion de informacion

guiada por un cuantificador.

3.1.2. Explotacion

Entendemos por explotacion al proceso que se utilizara para transformar la in-
formacion global sobre las alternativas en una ordenacion global de las mismas. EI pro-
cedimiento que habitualmente se utiliza en este caso es el de utilizar un método de com-
paracion de alternativas basado en algun tipo de grado de seleccidn de alternativas obte-

nido a partir de la informacion conjunta.

Un grado de seleccion de alternativas es una propiedad que caracteriza a una al-
ternativa (bien respecto a las opiniones de un individuo o de un grupo) y permite esta-
blecer una clasificacion dentro del conjunto total de alternativas. Las alternativas que
cumplen esa propiedad con mayor intensidad son las que constituyen el conjunto de
alternativas soluciéon. En nuestra memoria, las alternativas se clasificaran sobre la base

de dos propiedades:

e Propiedad de dominancia. Indica el grado de dominancia de una alternativa

sobre todas las demas.

e Propiedad de no-dominancia. Indica el grado de no-dominancia del resto de

alternativas sobre una dada.
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3.2. Proceso de Consenso

Como ya hemos mencionado, en los problemas de TDME uno de los dos proce-
sos a desarrollar antes de obtener una solucion es el proceso de consenso, el cual trata-
remos de introducir en la presente seccion. EIl proceso de consenso hace referencia a
cémo alcanzar el mayor grado de acuerdo o coincidencia entre los individuos sobre el

conjunto solucion de alternativas.

Normalmente, al inicio de todo problema de TDME las opiniones de los exper-
tos suelen diferir sustancialmente, en cuyo caso es necesario desarrollar un proceso de
consenso en un intento de obtener una solucion al problema sobre la que dicho conjunto
de expertos muestren cierto grado de aceptacion. Clasicamente, consenso se define co-
mo acuerdo unanime Y total de todos los expertos sobre todas las posibles alternativas.
Sin embargo, esta definicion de consenso es inconveniente para nuestros propositos por

dos razones fundamentalmente:

1. En primer lugar, nos permite diferenciar tan sélo entre dos posibles estados, la exis-

tencia y la ausencia de consenso.

2. En segundo lugar, las posibilidades de alcanzar tal acuerdo total, en caso de ser nece-
sario, son practicamente nulas. Es més, un acuerdo completo y undnime no es esen-

cialmente necesario, incluso a veces es preferible evitarlo en la vida real.

Todo esto ha conducido a la definicion y uso de un nuevo concepto de grado de
consenso, el cual ha sido Ilamado grado de consenso suave (soft) [31,33]. Por todo esto,
lo que todos los procesos de consenso intentan es alcanzar el maximo grado de consen-
so posible entre los individuos, aunque este no sea ideal. En este sentido, un proceso de
consenso se entiende como un proceso dindmico e iterativo, coordinado por un modera-
dor, el cual ayuda a los individuos a acercar sus posiciones. Asumimos pues que la se-
sion con los expertos consta de dos fases [71]: i) la expresién de opiniones y ii) discu-

sién en grupo.
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En cada paso del proceso de consenso, el moderador, una vez las opiniones de
los expertos han sido expresadas, conoce el estado de consenso existente entre los indi-
viduos, a través de una medida de consenso, que establece la distancia al estado ideal de
consenso. Si considera que el nivel de consenso no es aceptable, es decir, si aun existe
mucha discrepancia entre los individuos, lo cual puede implicar un rechazo por parte de
éstos de la solucion final del problema de TDME, urgird a los mismos a discutir con
profundidad sus opiniones en un intento de acercar posiciones y de esta forma aumentar
el acuerdo y en consecuencia el consenso entre ellos. Por el contrario, cuando el nivel
de consenso es satisfactorio, el moderador aplicara el proceso de seleccidn descrito para

obtener la solucidn final de consenso del problema de TDME.

4. Concepto de Mayoria en Problemas de TDME

Como ya dijimos en la introduccion de este Capitulo, uno de los elementos sub-
yacentes en la toma de decision en grupo es el concepto de mayoria, pues una solucion
ha de contener la(s) opcion(es) mejor(es) aceptada(s) por el grupo, en el sentido de que
la mayoria de sus miembros han de aceptar tal solucién, ya que en ninguna situacion
real, salvo en las obvias, la solucion es aceptada por todos los expertos. En este sentido,
algunos de los problemas en la toma de decisiones en grupo estan claramente relaciona-
dos con la concepcidon demasiado rigida del concepto de mayoria. Una linea de razo-
namiento que puede adoptarse para resolver dichos problemas es la de adoptar una con-
cepcidn de mayoria mas flexible y cercana a la que de ella tienen las personas, la cual
suele ser vaga, en el sentido de no ser la misma para distintas situaciones. Asi, puede
que en alguna situacion quedemos satisfechos con que la mitad de los expertos coinci-
dan en la solucion, mientras que en otros casos puede que dicho valor sea insuficiente y
necesitemos al menos el acuerdo de un 80% de los expertos, etc. Se podria decir que la
acomodacion de una mayoria menos rigida o flexible ayudaria a conseguir modelos de

toma de decisiones en grupo mas consistentes con la forma de actuacion humana.
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Es facil ver que las manifestaciones mas naturales de tal mayoria flexible son los
Ilamados cuantificadores linglisticos difusos como por ejemplo “bastantes”, “casi to-
dos”, “muchos mas que la mitad”, etc. , los cuales no pueden manejarse por métodos
formales convencionales, pues en éstos suelen considerarse tan sélo dos cuantificadores,
que son “al menos uno” y “todos”. Afortunadamente, en afios recientes han sido pro-
puestos calculos de proposiciones cuantificadas lingtisticamente basados en légica di-
fusa [64,66,70]. Estos calculos han sido aplicados por Kacprzyk y otros [26,27,28,34]
para introducir una mayoria difusa, representada por un cuantificador lingistico difuso,
tanto en los modelos de toma de decisiones en grupo como en la implementacion de

sistemas soporte para la obtencién de consenso.

Los cuantificadores pueden utilizarse para representar la cantidad de elementos
que satisfacen una determinada propiedad. La logica clasica se restringe al uso tan solo
de dos cuantificadores, “al menos uno” y “todos”, los cuales estan relacionados con las
conjunciones logicas “0” e “y” respectivamente. Sin embargo, los cuantificadores que
habitualmente se utilizan en el quehacer diario son muchos mas, como por ejemplo,
aproximadamente 5, casi todos, unos pocos, muchos, la mayor parte de, casi la mitad,
al menos la mitad, etc. En un intento de proporcionar una representacion de tales cuan-
tificadores, Zadeh introdujo el concepto de cuantificador lingiistico difuso [70], el cual
fue definido como un conjunto difuso. EI distingui6 entre dos tipos de cuantificadores
linglistico, absolutos y proporcionales o relativos. Los primeros se utilizan para re-
presentar cantidades que son absolutas en naturaleza tales como por ejemplo aproxima-
damente 5, mas de 5 0 menos de 5. Estos cuantificadores linguisticos absolutos estan

relacionados con el concepto de nimero de elementos. Zadeh definid estos cuantifica-
dores como subconjuntos difusos, Q, del conjunto de nlimeros reales no negativos, R™,
de forma que para r OR™ el grado de pertenenciade r en Q, Q(r) indica el grado con
el que la cantidad r es compatible con el cuantificador representado por Q. Los cuan-
tificadores proporcionales, como por ejemplo al menos la mitad o la mayor parte, pue-
den representarse mediante subconjuntos difusos del intervalo [0]. Para r O[o],
Q(r) indica el grado con el que la proporcion r es compatible con el significado del

cuantificador que representa. Cualquier cuantificador del lenguaje natural puede ser
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representado como un cuantificador proporcional o, supuesto conocida la cantidad de
elementos en consideracion, como un cuantificador absoluto. Funcionalmente, un cuan-

tificador linguistico puede ser de tres tipos, creciente, decreciente o unimodal.

Un cuantificador creciente viene caracterizado por la relacion

Ejemplos de este tipo de cuantificador son la mayor parte de, al menos la mitad, la ma-

yor cantidad posible.

Un cuantificador decreciente esta caracterizado por la relacion

Q(rl) < Q(rz) Si r>r,.
Ejemplos de este tipo de cuantificador son unos pocos, como mucho k.

Los cuantificadores unimodales tienen la propiedad
Q(a) = Q(b) < Q(c) =12 Q(d)

para algunos a<b<c<d. Estos cuantificadores son (tiles para representar términos

como aproximadamente g.

Un cuantificador absoluto, Q:R* - [0,1], verifica
Q(0)=0 DO k tal que Q(k)=1,

mientras que un cuantificador relativo, Q:[O,l] - [O]] , satisface la propiedad
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Q=0 0o [0 tal que Q) 1.

La funcion de pertenencia de un cuantificador relativo creciente puede represen-

tarse como sigue:

00 si r<a
(r—-a

Q(r):% s? asr<b

0l si r>b

con a,b,r 0[0,]] . Algunos ejemplos de cuantificadores relativos crecientes se muestran

en la figura 2 donde los parémetros (a,b) son (0,0.5), (0.51) y (0.3,0.8) respectiva

mente.

0 0.5 1 0 0.5 1 0 0,3 08 1
"Al menos la mitad" "La mayor cantidad posible” “La mayor parte de"

Figura 2. Cuantificadores linguisticos difusos relativos

Yager en [66] describié un formalismo para evaluar la verdad de proposiciones
cuantificadas linglisticamente, el cual se basaba en una interpretacion logica que utiliza
una generalizacion de las operaciones “y” y “0” via los operadores OWA, incorporando
de esta forma el concepto de mayoria difusa. Nosotros en esta memoria introduciremos

el concepto de mayoria difusa en la fase de agregacion de la informacién asi como en la
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fase de explotacion, por lo que utilizaremos operadores de agregacion de informacion
guiados por un cuantificador, uno de los cuales es el operador OWG propuesto en esta
memoria ademas del mencionado operador OWA, pues nuestra idea es la de calcular los
pesos de tales operadores utilizando un cuantificador linglistico para representar el con-
cepto de mayoria en las operaciones de agregacion y explotacion que se realicen en
nuestro proceso de decision. Por tanto, en los procesos de agregacion y explotacion el
concepto de mayoria es introducido mediante los pesos del operador utilizado. Como
hemos dicho, Yager en [65] sugirio una interesante forma de calcular los pesos del ope-
rador de agregacion OWA usando un cuantificador linguistico difuso, que en el caso de

un cuantificador proporcional creciente Q, viene dado por la ecuacién:

w =Qli/)-Qi %) i=1..n.

Cuando para calcular los pesos del operador OWA ¢ se utiliza un cuantificador

lingUistico difuso Q , entonces dicho operador se simboliza por ¢, .



Capitulo 2

Un Modelo de TDME con Diferentes Estruc-
turas de Preferencia Basado en Relaciones de

Preferencia Difusas

En este Capitulo estudiamos el problema de TDME en el que la informacién so-
bre las alternativas proporcionada por los expertos puede venir representada mediante
un orden de preferencia de alternativas, a través de una funcion de utilidad o como una
relacion de preferencia difusa. Nuestro objetivo es establecer un modelo de TDME
general de manera que cubra estas tres posibles representaciones de la informacion. En
primer lugar presentamos el proceso de resolucion que aplicaremos a estos problemas
de TDME con diferentes estructuras de representacion de informacion. La primera
cuestion que debemos afrontar en este tipo de problemas es la de uniformizar la infor-
macién, para lo que usaremos las relaciones de preferencia difusas como el elemento
base de dicha representacion uniforme de las preferencias. En segundo lugar, disefia-
mos procesos de seleccion genéricos en TDME (i) basados en el concepto de mayoria

difusa, el cual es utilizado para representar el concepto de opinion social, y (ii) usando
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el operador OWA, como operador de agregacion. Con este operador definimos dos
grados de seleccion de alternativas, uno de los cuales generaliza el concepto de alterna-
tiva no dominada de Orlovski. Por ultimo, analizamos la consistencia del modelo para
probar que actua coherentemente. De hecho mostraremos que las funciones de trans-
formacion necesarias para uniformizar la informacion preservan el orden final de las

alternativas establecidas por las diferentes estructuras de representacion de preferencias.

1. Proceso de Resoluciéon del Problema de TDME

con Diferentes Estructuras de Preferencia

La mayoria de los modelos de decision para problemas de TDME propuestos
hasta la fecha adoptan representaciones homogéneas de la informacion, es decir asumen
que los expertos presentan sus preferencias utilizando una misma estructura de repre-
sentacion de la informacion. Asi, podemos citar problemas de TDME en los que la in-
formacion es presentada en forma de 6rdenes de preferencia [3,46,48,57,58], 0 mediante
funciones (valores) de utilidad [19,43,46,57,60], o a través de relaciones de preferencia
[30,35,47,50,54,59,60]. Sin embargo, esta no es una suposicion realista puesto que po-
demos encontrarnos situaciones de toma de decision en las que los expertos no son ca-
paces de expresar sus opiniones usando la misma estructura de representacion que los
demas o bien prefieren usar una estructura alternativa. Es por ello que nosotros supo-
nemos que las preferencias de un experto sobre el conjunto de alternativas pueden venir
representada como un orden de preferencia de alternativas, como una funcion de utili-
dad o como una relacion de preferencia difusa. Esta situacion de heterogeneidad en la
representacion de la informacion plantea obviamente como primera etapa de nuestro
proceso de resolucion el estudio de la relacion existente entre las distintas estructuras de
representacion de informacion, para de esta forma poder obtener una representacion
homogénea que cubra las tres estructuras de representacién de preferencias. Una vez

obtenida dicha uniformidad de la informacién, a partir de ella se puede desarrollar uno
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cualesquiera de los procesos de seleccion [26,30,55,60]. En este sentido, el proceso de
resolucion, del problema de TDME considerado, que proponemos presenta el esquema
dado en la figura 3.

CONJUNTO
DE EXPERTOS
i PREFERENCIAS
ORDENES DE PREFERENCIA
FUNCIONES DE UTILIDAD
FUNCIONES DE
TRANSFORMACION
REPRESENTACION UNIFORME

DE LAS PREFERENCIAS

'

CONJUNTO SELECCION DE
ALTERNATIVAS

PROCESO DE
SELECCION

Figura 3. Esquema del Proceso de Resolucién del problema de TDME.

1. Representacion uniforme de la informacion. La informacion heterogénea del
problema se transforma, mediante la aplicacion de diversas funciones de trans-
formacion, en informacién homogénea, que seran presentadas en la seccion 2.
Dichas funciones de transformacion constituyen una generalizacion de las utili-
zadas en distintos métodos [19,43,59,60].

2. Aplicacion de un proceso de seleccion. Como hemos dicho anteriormente, el

proceso de seleccion lo aplicamos en dos etapas [23]:
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2.1. Fase de agregacion. Haciendo uso del concepto de mayoria difusa
(de expertos) representada por un cuantificador lingiistico y aplicandolo
en las operaciones de agregacion por medio de un operador OWA [63], a
partir del conjunto de estructuras homogéneas de preferencias individua-

les se obtiene una estructura de preferencia colectiva.

2.2. Fase de explotacion. Utilizando de nuevo el concepto de mayoria
difusa (de alternativas) definiremos dos grados de seleccion de alternati-
vas: el grado de dominancia guiado por un cuantificador, y el grado de
no-dominancia guiado por un cuantificador, siendo este Gltimo una gene-
ralizacién del concepto de no-dominancia de Orlovski [50]. Estos grados
de seleccidn actlan sobre la estructura de preferencia colectiva, propor-

cionando un conjunto seleccién de alternativas.

En la siguiente seccién estudiamos el problema de la representacion uniforme de
la informacion y analizamos las diversas funciones de transformacion necesarias para

alcanzar dicha representacion uniforme.

2. Representacion Uniforme de la Informacion

Basada en Relaciones de Preferencia Difusas

En este marco general, donde la informacion proporcionada por un conjunto de
expertos se supone de naturaleza diversa, la primera tarea a realizar consiste en unifor-
mar dicha informacion, para lo cual se hace necesario estudiar las distintas relaciones
existentes entre las estructuras de representacion de preferencias. De las tres estructuras
de representacion de preferencia anteriores, las relaciones de preferencia difusas consti-
tuyen la estructura mas usada y estudiada en la literatura tanto para modelar las opinio-

nes de los expertos sobre un conjunto de alternativas en los problemas de toma de deci-
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sion [23,31,32,34,39,49,50,59,60], como sobre todo para agregar las preferencias de
éstos, es decir, en el proceso de resolucion de los problemas de TDME
[5,6,26,27,30,35,51,58,59,60]. Ademas, tanto los 6rdenes de preferencia como los valo-
res de utilidad estan incluidos en la familia de relaciones de preferencia difusas
[58,59,60]. Por otro lado, hay numerosos resultados en problemas de TDME que se han
obtenido haciendo uso de relaciones de preferencia difusas, por lo que utilizando las
relaciones de preferencia difusas como el elemento base para la uniformidad de las pre-

ferencias conseguiremos una generalizacion de los mismos.

Por tanto, como muestra la figura 3, necesitamos un mecanismo para unificar las
tres estructuras de representacion de preferencias. En las siguientes subsecciones anali-
zamos este aspecto y presentamos funciones generales para transformar en relaciones de

preferencia difusas tanto los érdenes de preferencia como los valores de utilidad.

2.1. Valores de Utilidad y Relaciones de Preferencia

Difusas

En esta seccidn estudiamos la relacion entre valores de utilidad y relaciones de

preferencia difusas. Suponemos que sobre un conjunto de alternativas,
X = {xl,...,xn} , (n=2), la informacion proporcionada por un experto e, viene expre-
sada en forma de conjunto de n valores de utilidad, U* :{ufu,f} u* 0[0,], es decir,
cada alternativa x; tiene asociado un nimero real u', que sin pérdida de generalidad se
supone pertenece al intervalo cerrado [0,1] , el cual indica el grado de cumplimiento por
parte de dicha alternativa del objetivo global del experto e,. Para cada conjunto de

valores de utilidad, supondremos, sin perdida de generalidad, que cuanto mayor es la

valuacion de una alternativa mejor satisface dicha alternativa el objetivo del experto.

Nuestra meta es la obtencion de una relacion de preferencia difusa sobre la base
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de este conjunto de valores de utilidad, es decir, el calculo de pi'j‘, 0 grado de preferen-
cia de la alternativa x; sobre la alternativa x; para el experto e, , en base, naturalmente,
a los valores de utilidad asociados a ambas alternativas, uik,u‘j‘ Oi, j. En general, el

valor pi'j‘ debe obtenerse a partir de la comparacion entre si de los valores u* y u'j‘.

Segun la regla del tercio excluso, una y solo una de las tres siguientes condiciones se

cumple:
a) uf <uf; b)uf =uf;c)ul >us.

En el primer caso la alternativa x; es preferida a la alternativa x;, en el segundo

estamos ante un caso de indiferencia, mientras que en el tercer caso la alternativa x; es
preferida a la alternativa X;. En general, para obtener la intensidad o grado de prefe-
rencia de una alternativa sobre otra hay que cuantificar cuanto una alternativa es mejor

que otra. Dos son las formas habituales de cuantificar dicha cantidad: mediante el valor

de la diferencia o mediante el valor del cociente o razon de los valores asociados a ellas,

k
u. .,
——. En esta seccién nos centraremos en la ob-
u

es decir como funcion de uf —u{ o de —
J

tencion de la relacion existente entre valores de utilidad y relaciones de preferencia di-
fusas, utilizando para ello el valor del cociente de los valores de utilidad, en cuyo caso

se dicen dados basandose en una escala de razon.

2.1.1. Proceso de Obtencidon de la Funcion de Transformacion

de Valores de Utilidad en Relacion de Preferencia Difusa

Para cada conjunto de valores de utilidad, U, = (ulkur'f) sobre el conjunto de

alternativas, tenemos que obtener una relacion de preferencia P, = [pi'j‘] . Como hemos

dicho anteriormente, la intensidad de preferencia (para abreviar la preferencia) de la
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alternativa x; sobre la alternativa x; para el experto e, , depende solamente de los valo-

res u y u; [23], es decir:

pi = h(uik,ujk),

donde h es una funcién de transformacion creciente en el primer argumento y decre-

ciente en el segundo argumento.

Un ejemplo de este tipo de funciones de transformacion, definidas a partir de un
conjunto de valores de utilidad sobre la base de una escala de razon, son aquellas que
obtienen el valor de credibilidad de preferencia de una alternativa sobre otra basandose
tan sélo en el valor del cociente de los respectivos valores de utilidad de las alternativas,
es decir, las funciones del tipo

h(uik,ujk) = I%%

donde | es una funcion creciente. Este tipo de funciones de transformacién ha sido

investigado por Luce y Suppes [43].

k
U; ) : : i
Interpretando u—'k como una razon de la intensidad de preferencia de x; sobre
i
U-k
X;, es decir, x; es u—'k veces mejor que x;, y asumiendo que la relacion de preferencia
j

es reciproca, es decir, piﬁ + pjki =1, una posible funcién de transformacion para obtener

la intensidad de preferencia de x; sobre x; para el experto e, piT, puede ser la defini-

da como sigue:
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Otros ejemplos de este tipo de funciones pueden encontrarse en [58,59,60], co-

mo el siguiente:

Obviamente, estas no son las Unicas funciones que podemos utilizar para trans-
formar valores de utilidad, dados sobre la base de una escala de razén, en relaciones de
preferencia. Como veremos méas adelante, ambas funciones son casos particulares de

una familia general de funciones de transformacion.

Sin pérdida de generalidad, supondremos que los valores de utilidad pertenecen

al intervalo cerrado [0,1]. Entonces, la funcién de transformacién que buscamos

h:[o1x[0od -[o0] .

tiene que verificar las siguientes propiedades:

1 h(z,y)+h(y,z)=1  0Oz,yo[oj)
2.h(@z2)=Y  0z0fod]

3.h(z,0)=1  0zOJoJ])

4, h(z,y)>% - z>y Ozyood]

La propiedad 1 es la condicion de reciprocidad aditiva.

La propiedad 2 es una consecuencia de la propiedad 1, e indica la indiferencia de un

experto entre dos alternativas verificando su criterio con igual intensidad.



Modelo de TDME con Diferentes Estructuras de Preferencias Basado en Relaciones de 43

Preferencia Difusas

» La propiedad 3 significa que si un experto sabe con certeza o considera que una alter-
nativa no satisface su criterio, entonces cualquier otra alternativa que satisfaga su crite-
rio con grado positivo deberia ser preferida con el maximo valor de preferencia.

» Finalmente, la propiedad 4 indica que entre dos alternativas, el experto prefiere a la
alternativa con un mayor grado de valuacion. Esta propiedad es consecuencia de la
propiedad 2 y del hecho que la funcién, h, tiene que ser creciente en el primer argu-

mento y decreciente en el segundo argumento.

Sin pérdida de generalidad, asumimos que

h(z,y)

:1+t(z,y) ’
donde

t[04] x[0d - R,

es una funcion creciente en el primer argumento y decreciente en el segundo argumento.
Para resolver la anterior ecuacion asumimos que t es una funcion separable, es decir,

una funcion que puede expresarse de la forma siguiente

t(z,x) =r(z) B3(y).

Entonces tenemos

h(z,y) L

T r@) ()|

donde r, s son funciones con igual dominio [0,1], mismo signo, decreciente la primera

y creciente la segunda, respectivamente. Aplicando la propiedad 2 tenemos
r(2)B()=1 Od [0]].

Por tanto, r = 5 y en consecuencia la expresion de la funcion h adopta la siguiente
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forma:

s
e y)= sy vso

De la propiedad 3 tenemos que s(0) =0, de forma que
s[0] - R*.

Esto ultimo significa que la expresion de h carece de significado cuando (z, y) = (0,0).

En este caso, aplicando la propiedad 2 podemos definir
1
h =—.
(00) =7

Una propiedad deseable de ser verificada por la relacion de preferencia difusa
definida es que si las valuaciones (uik,u:.‘) de un par de alternativas (xi,xj) cambian

ligeramente, entonces el grado de preferencia entre ambas pi'j‘ deberia cambiar igual-

mente de forma ligera, es decir, seria deseable que la funcion h fuese una funcion con-

tinua. Esto se obtiene exigiéndole a la funcion s que sea continua.

Para justificar la suposicion de separacion de variables anterior, consideremos lo

siguiente. Desedbamos encontrar funciones

hfod x[o] ~[o],
verificando

h(z,y) +h(y,z) =1 Oz,yO[o]],

sin pérdida de generalidad, podemos asumir que

h(z,y) =[t'(z,y)]* Tz, yO[0],
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siendo t'(z,y) O [0,1] . Entonces, tenemos

[ty +[t'(y.2)* =1 Oz, y 0o .
La anterior ecuacién puede representarse en su forma paramétrica equivalente
t'(z,y)=cos)y t'(y,z)=sen),

donde ) O [O, Ti /2] representa el valor del angulo de un vector de coordenadas cartesia-

nas (z,y) o, en general, (q(z),q(y)) , donde
q:[01] - R,

es una funcién creciente y continua, verificando q(0) =0. De aqui obtenemos que

a(z)
y = arccos ,
Ja@)? +aty)?
y, por tanto
.y q(z)

” V@I +Hal*

Finalmente, notando s(z) =[q(z)]’, la expresién de la funcién h seria

__ s
DS+ s)

la cual coincide con la que obtuvimos bajo la suposicion de separacion de variables.

Resumiendo, tenemos la siguiente proposicion:
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Proposicion 1. Para cada conjunto de valores de utilidad, U* = (ulk ur'f) sobre un

conjunto de alternativas, X :{xl,...,xn} , dados basandose en una escala positiva de
razon, entonces la preferencia de la alternativa x; sobre x;, pﬁ, viene dada por la fun-

cion de transformacion siguiente

0 k
‘ (uks)(lils)(uk) )00
pij: i i

% si (uf,u¥)=(0,0)

donde s:[01] ~ R* es una funcién creciente y continua, verificando s(0) =0.

Corolario 1.1. Cuando s(u) =u la funcion de transformacion, h, se reduce a la fun-
cion de transformacion, 12, propuesta en [58,59,60]. Por otro lado, cuando s(u) = u?,

entonces obtenemos la funcion de transformacién 1 .

Ejemplo: Supongamos un conjunto de cuatro alternativas X = {xl,x2 : x3,x4} sobre el
que un experto proporciona sus opiniones a través del siguiente conjunto de valores de
utilidad U :{0.5,0.7,1,0.]} . Entonces, aplicando la funcion de transformacién I*, la

correspondiente relacion de preferencia difusa es :

%EB % 02 & S
P D7_‘9‘ 05 % 098
%).8 s 05 if B
[% 002 i 054

La relacion entre valores de utilidad y relaciones de preferencia difusas utilizan-
do para ello el valor de la diferencia de los valores de utilidad se tratara en el siguiente

apartado.
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2.2. Ordenes de Preferencia y Relaciones de Preferen-

cia Difusas

En este caso, asumimos que un experto, e, , proporciona sus preferencias sobre

X en forma de orden de preferencia, O, = {ok D,...,0" (n)} . Para todo orden de prefe-
rencia, O,, supondremos, sin pérdida de generalidad, que cuanto menor es la posicion

de una alternativa en dicho orden mejor satisface dicha alternativa el criterio del experto
que proporciona dicho orden, y viceversa. Por ejemplo, supongamos que un experto

proporciona sus preferencias sobre un conjunto de cuatro alternativas,
X = {xl,xz,x3,x4} , mediante el siguiente orden de preferencia (xz,x4,x1,x3). En este
caso 0(1) =3, 0(2) =1, o(3) =4, o(4) =2. Esto significa que la alternativa x, es la
mejor para dicho experto, mientras que la alternativa x, es la peor. Nuestro objetivo

consiste en la obtencion de una relacién de preferencia difusa a partir de un orden de

preferencia.

2.2.1. Proceso de Obtencion de la Funcion de Transformacion
de Ordenes de Preferencia en Relaciones de Preferencia Difu-

Sas

Como hemos mencionado mas arriba, una alternativa satisface el criterio de un

experto con mayor o menor intensidad dependiendo de la posicion que dicha alternativa

ocupe en su orden de preferencia. Puesto que el valor de preferencia pi? debe reflejar
la intensidad o grado con el cual la alternativa x; es preferida a la alternativa x; para el
experto e, , entonces es obvio que dicha preferencia dependera tan solo de los valores

0*(i) y 0%(j) [23], es decir, afirmamos que existe una funcion de transformacion, f ,

de dérdenes de preferencia en relaciones de preferencia difusas
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pi = (0" (i), 0" ().

Esta funcion de transformacion debe ser decreciente en el primer argumento y creciente

en el segundo argumento.

Un ejemplo de este tipo de funciones de transformacién son aquellas que obtie-
nen el valor de credibilidad de preferencia de una alternativa sobre otra sobre la base del

valor de la diferencia entre las respectivas posiciones de las alternativas, es decir,
P = 1(0"(@.0 ()= 90" (i) -0* ).

donde g es una funcidn creciente. Por ejemplo, una de tales funciones de transforma-
cién es:
. O si o*(j)-0"(3i)>0
pi =g 0 (-0 @)= . N O
si 0°(j)—0"(i) <0
Esta funcidén de transformacién proporciona relaciones de preferencia no difusas,
donde pi? refleja el grado en {O]} con el que la alternativa x; es considerada no peor

que la alternativa x; para el experto e,. En nuestro ejemplo, la alternativa x, no es

peor que las alternativas X,,X;,X;; la alternativa x, no es peor que las alternativas
X;, X5 Y, finalmente, la alternativa x, no es peor que la alternativa x,. Por tanto, con la

anterior funcién de transformacidn obtenemos la siguiente relacion de preferencia no

difusa:

Ero o0
PK:D]'_ 1D
Ebo—oD'
o 0 1 -0

Las Unicas virtudes de este tipo particular de transformacion son la simplicidad y la faci-
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lidad de uso. Sin embargo, las relaciones de preferencia obtenidas con este tipo de
transformacion no reflejan el caso en el que un experto no es capaz de distinguir entre
dos alternativas, es decir cuando hay una indiferencia entre dos alternativas, aunque esto
puede resolverse de forma sencilla mediante una extension de la anterior funcion, como

sigue:

1 si 0(j)-o%(i)>0
ok =g2(0* (j)-0“())= 4 si 0*(j)-0*(i)=0.
=0 si 0*(j)-0"(i) <0

En cualquier caso, estos dos funciones no reflejan ningun tipo de intensidad de
preferencia entre las alternativas, de forma que con ellas la preferencia de la alternativa
X, sobre la alternativa x, y la preferencia de la alternativa x, sobre x, son iguales.
Para tratar estas situaciones se necesita la utilizacion de otra clase de funcion que refleje
de forma apropiada las diferentes posiciones entre las alternativas, y que generalice a las
anteriores. Esto significa que, sin contar con informacién suplementaria alguna excepto

el orden de preferencia, si p,, =% entonces p,, Yy p,; deberian ser iguales a 2/3, mien-

tras que p,, deberia ser mayor o igual que 2/3 y menor o igual que p,;.

Esta otra clase de funcion puede obtenerse, por ejemplo, asociando un valor de
importancia o utilidad a cada alternativa, siguiendo el criterio de a menor posicion de
una alternativa dentro de un orden de preferencia mayor valor de utilidad. En estas si-
tuaciones una suposicion normal y légica es la de asociar un valor de preferencia maxi-
mo a la mejor alternativa dentro de un orden de preferencia sobre la peor alternativa en

dicho orden, es decir 1. De esta forma si, por ejemplo, o(i) =1 y o(j) =n, entonces

supondremos que P, =1. En este caso, el valor de utilidad, uf asociado a la alter-

nativa x, dependera tan sélo del valor de su posicion dentro del orden, o* (i), de forma

que cuanto mayor sea el valor de n—0"(i) mayor es el valor de u/, es decir,

uf =v(n-0*(i)),
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siendo v una funcion creciente. A modo de ejemplo, podemos asignar el siguiente va-

lor

n—o“(i)

uf =v(n-o*(i)) = 1

como un grado de importancia o utilidad de la alternativa x; sobre la base del orden de

preferencia, O, proporcionado por el experto e,. Es claro que el méximo valor de

utilidad corresponde a la primera alternativa, mientras que el minimo valor de utilidad
corresponde a la ultima alternativa en el orden de preferencia. En este contexto, tene-

mos un conjunto normalizado de n valores de utilidad, es decir,
max{u’} - mif u} <1.
1 I

Tanino propuso en [58,59,60] para este tipo de valores de utilidad, a los cuales

consideraba dados en base a una escala de diferencias, una funcién de transformacion
que obtiene las preferencias entre alternativas, p;, a partir de la diferencia u -uf,

como sigue:
Py = g*(uf - u) = (L +ul ).

Esta funcion de transformacion ha sido investigada por Dombi [19]. Dombi de-
fini6 g® como la funcién de preferencias universal y mostré que la toma de decision

basada en utilidades proporciona el mismo resultado que la toma de decision basada en

preferencias utilizando la funcion universal.

En nuestro caso, la funcién de transformacion, de valores de utilidad (dados en
una escala de diferencias) en preferencias, propuesta por Tanino y estudiada por Dombi,

aplicada a un orden de preferencia se convierte en
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10 0“(j) o*()d
by =g'(0" (-0 ) =5 1+ 212200

y por tanto, el valor de preferencia, pi? , depende de la diferencia 0* (i) —0*(j).

Estas dos funciones de transformacion, g* y g*, permiten que los valores de

preferencias, pi? , verifiguen las siguientes cuatro propiedades:

. OS p:S]_ DI,F 1,,n
. pi‘;+p5fi =1 0i,j=1..,n.
« Cuando existe indiferencia entre dos alternativas, es decir, cuando o*(i) =0*(j),

entonces p;i =% .

p; >% si 0“(i)<o"(j).

Obviamente, estas no son las Unicas funciones que pueden ser utilizadas para

transformar ordenes de preferencia en relaciones de preferencia difusas. Como veremos
mas adelante, g> y g*, son casos particulares de una familia general de funciones de

transformacion de érdenes de preferencia en relaciones de preferencia difusas.

En lo que sigue, tanto 0*(i) como 0%(j) pueden ser reemplazados por
U/ :v(n —ok(i)) y u :v(n —o"(j)), respectivamente. Tratamos de encontrar la ex-

presion general de la funcién de transformacion de drdenes de preferencia en relaciones

de preferencia difusa, es decir, dado un par de alternativas (x;,x;) de las cuales cono-

cemos solamente sus posiciones en un orden de preferencia (ok (i),0" (j)), la preferen-

ciade x; sobre x; viene dada por

pk = £ (0% (i),0"(j)),
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siendo f una funcién creciente en el primer argumento y decreciente en el segundo

argumento, verificando:

1. f(o*Gi).0*(j))OfogO i, j..
2. (0% (i),0"(j)) + f(o*(j).0%(i)) =1 mi,j..
3. f(o*(i),0"(j)) =% si 0*(i) =0*(j) Oi,j..

4. (o (i),0"(j))>% si 0*(i) <o*(j) Oi,j..

Estas propiedades son equivalentes a las anteriores cuatro relaciones verificadas

por las funciones de transformacion, g°y g*.

Los valores 0% (i) y 0*(j) representan posiciones, por lo que la comparacion de
dos de ellas solo tiene sentido hacerlo a través de la operacion diferencia, es decir, el

valor de preferencia pi? dependerd del valor de la diferencia entre las posiciones de las
alternativas, es decir,

Py = (0" ).0" (1) = glo* (i) —0* ).
donde la funcion g es una funcion creciente. Mas aun, g tiene que verificar

1. g(z) 0fo].
2. 9(z) +9(-2) =1.
3. 9(z)>% si z>0.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que
9(2) =3 +d(z),

siendo d una funcién creciente verificando
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1 d(z) 0[%,%].
2. d(z)+d(-2) =0.
3. d(z)>0 si z>0.

Entonces tenemos:
pl =% +d(0*(j) —0(i)).
La propiedad 2 implica

es decir, d es una funcion impar. Por otro lado, es bien conocido el siguiente resultado:

“Una funcion d:D - R con dominio simétrico es una funcién impar si y solo si existe

F(z)- F(-
una funcién F:D - R verificando d(z) :%,,

Aplicando este resultado a nuestro caso, tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 2. Supongamos un conjunto de alternativas, X :{xl,...,x”} , 'y asociado

con él un orden de preferencia, O, = {o" 1,...,0" (n)} . Entonces, el grado de preferen-

cia de la alternativa x; sobre la alternativa x; viene dada por la siguiente funcion de

transformacion, f*:

Py = 1(0.0* () =3 [L+ F(0* (1) ~0* () ~F(o* () ~o* ()
donde F es una funcion creciente.

Corolario 2.1. Supongamos que el grado de preferencia de la mejor alternativa sobre la

peor alternativa en un orden de preferencia es el maximo permitido (valor 1), entonces:
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1. Cuando la funcion F es la siguiente

E}é si z>0
F(z)=g0 si z=0
Hy si z<0

entonces la funcion f* se reduce a la funcién g°.

2. Cuando la funcion F es la siguiente

1 - .
donde a [JR, entonces a :m y la funcién f' se reduce a la funcion g*.

Como dijimos anteriormente, tanto 0* (i) como 0*(j) pueden ser reemplazados
por uf = v(n -o* (i)) yus = v(n -o* (j)) , respectivamente, o en general por dos ntime-
ros reales u/, ujk dados sobre la base de una escala de diferencias. En este contexto, se

verifica el siguiente resultado:

Proposicion 3. Supongamos un conjunto de alternativas, X :{xl,...,xn} , Y asociado

con el un conjunto de valores de utilidad, U, = {uik u,f} , dados sobre la base de una

escala de diferencia. Entonces, el grado de preferencia de la alternativa x; sobre la al-

ternativa Xx; viene dada por la siguiente funcion de transformacion, f 2

-0 1) -3l ) ol )

donde F es una funcion creciente.
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Corolario 3.1. La expresion de la funcion f 2 se reduce a la funcion de transformacion

z
de Tanino, g°, cuando F(z) = 5

Corolario 3. 2. Supongamos un orden de preferencia, O, = {o" 1,...,0" (n)} , asociado

a un conjunto de alternativas, X :{xl,...,xn} . Siuf = v(n —o"(i)) =a [th —ok(i)] con

1 ., - .
a= 1 y F(z) =z, entonces la funcion f? se reduce a la funcion de transformacion

4

g .

Ejemplo: Supongamos un conjunto de cuatro alternativas X = {xl,x2 : x3,x4} sobre el
que un experto proporciona sus opiniones a través del siguiente orden de preferencia
0= {3,1,4,2} . Entonces, aplicando la funcion g*, la correspondiente relacion de prefe-

rencia difusa es :

E(D.S + 3 0.5%
2 05 1 %
B 'S
0: 0 05 gg
05 1 2 050

3. Un Proceso de Seleccion para TDME Basado
en Relaciones de Preferencia Difusas y Mayoria

Difusa

Una vez que la informacion sobre las alternativas ha sido uniformada, para obte-
ner una solucion al problema de TDME tratado en este capitulo se hace necesaria la

aplicacion de un proceso de seleccion de alternativas. Como ya dijimos en el primer
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capitulo, el proceso de seleccion de un problema de TDME se desarrolla en dos fase.
En la primera fase, o fase de agregacion, se obtiene una relacion de preferencia colecti-
va difusa a partir del conjunto de relaciones de preferencia difusas individuales, mien-
tras que en la segunda fase, o fase de explotacion, se aplican diferentes grados de selec-
cion de alternativas con los que poder caracterizarlas y establecer una clasificacion entre

ellas, permitiéndonos obtener el conjunto solucidn de alternativas.

3.1. Agregacion: Relacion de Preferencia Difusa Co-

lectiva

Una vez que la informacion sobre las alternativas ha sido uniformada usando las

funciones obtenidas en la seccién 2, dispondremos de un conjunto de m relaciones de
preferencia difusas {Pl,..., Pm} . Como dijimos, para resolver el problema de decision

en funcién de diferentes fuentes de informacion, antes de alcanzar una decision o0 accién
final, se precisa la aplicacién de mecanismos adecuados de combinacion de informa-
cién, o lo que es lo mismo, operadores de agregacion de informacion racionales. En
esta memoria, puesto que la informacion que tratamos es de naturaleza numérica, utili-
zamos operadores promedio ponderados ordenados (operadores OWA), y en concreto
en este tipo particular de problema de TDME con informacion basada en relaciones de
preferencia difusas utilizaremos un operador promedio de ponderacion ordenado guiado
por un cuantificador lingiistico difuso (operador OWA guiado por cuantificador), pues
nuestra intencion es la de representar el concepto de mayoria difusa en las agregaciones
que realicemos. En este tipo de operadores, el concepto de mayoria difusa es introduci-
do mediante el vector de ponderacion, que calcularemos utilizando un cuantificador

linglistico que representara el concepto de mayoria que deseemos implementar.

Por tanto, a partir del conjunto de relaciones de preferencia individuales

{Pl,..., Pm} obtendremos una relacion de preferencia difusa colectiva P°. Cada valor
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P; D[O,l], Oi, j, representa la preferencia de la alternativa x; sobre la alternativa x;

para una mayoria de los expertos, y se obtiene de la siguiente forma:
pi = (P} 0]

donde Q es el cuantificador linglistico que representa el concepto de mayoria difusa

que estemos implementando en este momento, y que a su vez es utilizado para calcular

los pesos del operador OWA, mediante la expresion:
w, =Qk/m)-Q(k -1)/m), k =1,...,m

Dependiendo del cuantificador linguistico difuso que usemos, podemos observar

las siguientes peculiaridades del operador OWA guiado por cuantificador:

1. Si tomamos el cuantificador ““todos’”, mostrado en la figura 4., cuya funcion de per-
tenencia es

para r<1
para r=1

Q.(n =§

entonces obtenemos el siguiente vector de pesos w =(0,0,...,01) y por tanto

pli =@, (pt,, pirj“): mm(pﬁ e plrjn)

Figura 4. Cuantificador lingistico difuso “todos”.
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2. Si tomamos el cuantificador ““al menos uno’’, mostrado en la figura 5., cuya funcién

de pertenencia es
. [0 para r=0
Q(n= %L
para r>0

entonces obtenemos el siguiente vector de pesos w =(10,..,0,0) y por tanto

P; =@, (pﬁ p{j“): max(pﬁ p{j“).

Figura 5. Cuantificador linguistico difuso ““al menos uno™.

3. Para cualquier otro cuantificador lingUistico difuso Q se verifica ¢, <¢, < G -

Por tanto, los operadores OWA guiados por cuantificadores se localizan entre el opera-
dor minimo y el operador maximo. Estos limites tienen una explicacion muy intuitiva,
ya que si se permiten compensaciones en presencia de criterios conflictivos, el prome-
dio resultante deberia situarse entre la cota inferior mas optimista y la cota superior mas

pesimista, es decir, entre la mejor y la peor estimacion local.

3.2. Explotacion: Seleccion de las Alternativas

Un grado de seleccion de alternativas es una propiedad que caracteriza a una al-
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ternativa (bien respecto a las opiniones de un individuo o de un grupo) y permite esta-
blecer una clasificacion dentro del conjunto total de alternativas. Las alternativas que
cumplen esa propiedad con mayor intensidad son las que constituyen el conjunto solu-
cion de alternativas. En nuestro modelo de seleccion, las alternativas las clasificaremos

basandonos en dos propiedades:

e Propiedad de dominancia. Indica el grado de dominancia de una alternativa
sobre todas las demaés.
e Propiedad de no-dominancia. Indica el grado de no-dominancia del resto de

alternativas sobre una dada.
Para caracterizar ambas propiedades, presentamos dos grados de seleccion de al-

ternativas guiados por cuantificadores, representando el concepto de mayoria de alterna-

tivas.

3.2.1. Grados de Seleccién de Alternativas

1. Grado de Dominancia Guiado por Cuantificador

Para la alternativa x;, i =1,...,n, calculamos el grado de dominancia guiado
por un cuantificador, QGDD([)], usado para cuantificar la dominancia que dicha alter-

nativa tiene sobre el resto de alternativas en un sentido de mayoria difusa. Para una

relacion de preferencia difusa P, éste se define de la siguiente forma:
QGDD(x,) = @ (py: § =L....n, j #i)

donde ¢, es un operador OWA cuyos pesos se definen mediante un cuantificador rela-

tivo Q;
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2. Grado de No-dominancia Guiado por Cuantificador

Para una relacion de preferencia difusa P, el grado de no-dominancia guiado

por un cuantificador, QGNDD([), se define como:

QGNDD(x,) = @, (L= p§: j =1,....n, j #i)
donde

pij-1 = max{ Pii = By 7(}
representa el grado con el que la alternativa x; es dominada de forma estricta por ;.

En nuestro contexto, QGNND(:) proporciona el grado con el que una alternativa
no es dominada por una mayoria difusa del resto de alternativas. Hacemos notar que
cuando el cuantificador linglistico Q representa la proposicion “todos ”°, cuya agrega-
cion algebraica es el operador de conjuncién min, entonces el grado de no-dominancia
coincide con el concepto de alternativa no dominada de Orlovski [50], es decir este ge-
neraliza el concepto de no-dominancia de Orlovski. En efecto, Orlovski defini6 el con-
cepto de grado por el que una alternativa es dominada por ninguna otra alternativa co-

mo sigue:

1 ) = minfL- o}

expresion que como hemos hecho notar anteriormente coincide con QGNND(x, ) cuan-

do usamos el cuantificador linglistico ““todos”, Q_.

3.2.2. Politicas de Explotacion

La aplicacion de estos dos grados de seleccidn la realizaremos aplicando dos po-
liticas distintas de seleccion de alternativas: proceso de seleccion secuencial y proceso

de seleccién conjunta.
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1. Politica Secuencial. Se trata en este caso de aplicar uno de los grados segun
las preferencias de los expertos, obteniendo con ello un conjunto seleccion de al-
ternativas mucho mas reducido que el original. Si este conjunto esta formado
por una sola alternativa, ésta seria la eleccion de grupo, mientras que si dicho
conjunto esta formado por mas de una alternativa entonces se les aplicaria a di-
chas alternativas el segundo grado, obteniendo de esta forma el conjunto solu-
cion del proceso de decision. Esta politica define un proceso de seleccion se-

cuencial.

2. Politica Conjunta. En este caso se trataria de la aplicacion simultanea de
ambos grados al conjunto de alternativas X , obteniendo de esta forma dos con-
juntos seleccion de alternativas, siendo el conjunto solucion del proceso de deci-
sion el obtenido como interseccion de los dos conjuntos de seleccion de alterna-

tivas. Esta politica define un proceso de seleccion conjunta.

Hacemos notar que el proceso de seleccidén conjunta es mas restrictivo que el
proceso de seleccion secuencial porque es posible obtener un conjunto de seleccion va-
cio. Por tanto, un completo proceso de seleccion de alternativas para aplicar a un proce-
so de decision constaria de tres etapas, a saber:

» Primera etapa. Consistente en la aplicacion de los dos grados de seleccion de
alternativas al conjunto X, obteniendo de esta forma los siguientes conjuntos de

alternativas

zOX

X 2600 = §< OX|QGDD(x) sup QGDD(z)ﬁ

X QoNeD @x [X|QGNDD(x) sup QGNDD(z)ﬁ

zOX

cuyos elementos reciben el nombre de alternativas de dominancia maxima sobre

la mayoria difusa de elementos de X cuantificada por Q y elementos no-
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dominados en grado maximo por la mayoria difusa de elementos de X cuantifi-

cada por Q, respectivamente.

« Segunda etapa. Obtencién del conjunto seleccion X P = X QPP X NP

el cual llamaremos de seleccion conjunta. Si X °°“® # 0, entonces finaliza el

proceso de decision, siendo éste el conjunto solucion.
En caso contrario, continuar

» Tercera etapa. Consistente en la aplicacion de uno de los dos posibles proce-
sos de seleccidn secuencial, segun se siga un criterio de dominancia o de no do-

minancia respectivamente, de la forma siguiente:

- Proceso de seleccion secuencial basado en dominancia.  Si
#(X 2™ ) =1, entonces el proceso de decision finaliza, siendo éste el

conjunto solucién. En otro caso, obtener:

¥ Q€-DD-NDD _ @< [] X Q8PP ‘QGNDD(X)= sup QGNDD(Z)@

xOX QGDD

Este es el conjunto seleccion de alternativas.

- Proceso de seleccion secuencial basado en no dominancia. Si

#(XQGNDD) =1, entonces el proceso de decision finaliza, siendo éste el

conjunto solucién. En otro caso, obtener:

) QG-NDD-DD _ Q( DxQGNDD‘QGDD(X): sup QGDD(Z)@

z00X QGNDD

Este es el conjunto seleccion de alternativas.
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En la practica bastara con la aplicacion de tan s6lo uno de los anteriores grados

de seleccidn de alternativas para la obtencion del conjunto solucién del proceso de deci-

sion.

4. Ejemplo

Consideremos el siguiente ejemplo ilustrativo del método de clasificacion de al-

ternativas estudiado en este capitulo.

Supongamos un conjunto de seis expertos

E ={e,.e,.e,,e,.6,e}, y un conjunto de cuatro alternativas X ={x,,x,,X;,%,} . Su-

pongamos que los expertos e, e, proporcionan sus opiniones en forma de drdenes de

preferencia, los expertos e,, e, en forma de valores de utilidad y los expertos €., e, en

forma de relaciones de preferencia difusas. Supongamos que la informacion es la si-

guiente:
e,:0"={3143.
e,:02={3214.

e,:U%={0507101.

e,:U*={0.7,0906,03.

05 01
0.9 05
4 02
3 06

5 05
5 05
3 0.2
0 04

0.6
0.8
0.5
0.1

0.7
0.8
0.5
0.2

0.7g
0.4
0.98

05

1
0.6
0.85

05
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Utilizando las funciones de transformacion I' y g* para hacer la informacion

uniforme, tenemos:

BL/Z 1/6 2/3 1IZH BL/Z 1/3 1/6 2/3

. :P1:@/6 1/2 1 2130 . ;p2:E2/3 1/2 1/6 1/60
: %/3 0 1/2 1/6UY 2 %/6 2/3 1/2 1 U
/2 1/3 5/6 1/25 /3 5/6 0O 1/25

U2 2574 02 2526 QU2 49130 49/85 49/58

L g 974 U2 49149 098 [ o .p (BY130 V2 8V117 09 [
: Uos 100149 1/2 10010 ‘ 6/85 36/117 U2 08 U
51/26 002 1/101 1/2% %9/58 01 02 1/25

Usando el concepto de mayoria difusa con el cuantificador ““al menos la mitad”’,
con el par (0,0.5), y el correspondiente operador de agregacion OWA con vector de pe-

SOS W = [1/3,1/3,1/3,0,0,0], la relacion de preferencia difusa colectiva es

05 04049 0.6556 0935
_pos8 05 08667 08489

196856 05485 05 0963
3778 06111 04111 05

Aplicamos el proceso de seleccion con el cuantificador difuso ““la mayor parte
de’”, con el par (0.3,0.8), y el correspondiente operador OWA con vector de pesos
w = [1/15,10/15,4/15] . En tal caso, los grados de seleccion de alternativas, guiados por

dicho cuantificador, actuando sobre la relacion de preferencia difusa colectiva propor-

cionan los siguientes valores:

Xl X2 X3 X4
QGDD, 0.6074 0.8370 0.6676 0.4156
QGNDD, 0.8746 1 0.9152 0.4673
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Estos valores representan el grado de dominancia que una alternativa tiene sobre
“la mayor parte” de las alternativas para ““al menos la mitad” de los expertos, y el gra-
do de no-dominancia de una alternativa por “la mayor parte” de las alternativas para

““al menos la mitad™ de los expertos, respectivamente.

Claramente, los conjuntos solucion de alternativas son
XQGDD :{Xz} y XQGNDD :{Xz}

por tanto, el conjunto solucidn de alternativas para todos los procedimientos esta forma-

do por una Ginica alternativa {x.} .

5. Consistencia del Modelo

En nuestro proceso de eleccion de alternativas, para ordenar las alternativas uti-
lizamos como vector de prioridades el formado por los grados de no-dominancia aso-

ciados a cada una de las alternativas,

QGNDD = (QGNDD(1),...,QGNDD(n)) ,

donde

QGNDD(i) = ij (b, , siendo ij =Lw, 20; p§ =1-p};p; = max{pji - Py (}
1= 1=
jZi jZi

y (b,,.....b,, )el vector de pj’i ordenadas de mayor a menor.

El otro vector de prioridades que puede ser utilizado en este caso, como ya

hemos dicho, es el formado por los grados de dominancia,
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QGEDD=(QGDD(1),...,QGDD(n)),

siendo

QGDD(i) = ij [, donde (bil,...,bin ) es el vector de p; ordenadas.
J:

j#

En esta seccion demostramos que las funciones de transformacion dadas en las
proposiciones 1 y 3 son consistentes, es decir, mantienen el orden de alternativas. Tra-

tamos pues de demostrar el siguiente resultado:

Proposicion 4. Sea (a,,...,a,) un conjunto de valores positivos (0 de importancia)

asociados a un conjunto de alternativas X = {xl,...,xn} , con el cual podemos ordenar-

las de mejor a peor. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que se verifica

0<a,<..<a,<1. Entonces utilizando una funcion de transformacion del tipo dado

en las proposiciones 1y 3, tenemos que,

1. Os,i, M {1n} talesque 0<a, <a; <a; <10 p, = p;.

2. Py 2P 252 P22 p, Oi=l.,n.

w

. QGNDD(i) 2 QGDD(i) OF 1,...,n..

QGNDD(j) = QGNDD(i)g
4. 0 Ok j.
QGDD(j)=QGDD(i) [

Demostracion. Hacemos notar que las funciones de transformacion de las proposiciones

1y 3 pueden expresarse COmo sigue:

P; =%[ﬁ1+ f(ai,aj)— f(aj,ai)]

siendo f una funcién creciente en el primer argumento y decreciente en el segundo
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s(@)

S@)+ sl sien-

argumento. En efecto, por la proposicion 1 tenemos que f(ai ,aj):
do s una funcion creciente y continua, verificando S(O) =0, mientras que por la propo-

sicion 3 tenemos que f(ai ,aj): F(ai —aj) siendo F una funcion creciente.

Sean s,i, j D{l,...,n} tales que
O<a,<a;<a,<1

entonces tenemos:

f(a,a;)< f(a,.a,)0

f(as,ai)Sf(aj,ai)ED %{[f(m,a,—-} f(ai,as)} [f(asﬁi} f@jai)]};

%{[1+ f(ai,aj)—f(aj,ai)] —[l+f(0’iﬂs) -fo .o i)]} <0

y por tanto:
Pis = Pj;
es decir:

1
Pip 22 Piig 252 Pijin 2.2 Py

Es claro, por tanto, que en este caso tenemos

QGNDD(i) = iwj (b5 y QGDD(i) = iwj b, -
= =

j#i j#i

Es decir, QGNDD(i) = QGDD(i), pues la matriz P verifica p; =1-p;, por lo que

P = min{2pij ]} 2 ;.

Por otro lado, puesto que
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f(a,a)<f@;a)0
fla.a;)<fta)g

entonces

Pik — P :%{[1+f(ai’ak) _f(ak’ai)] _[1+f(ajﬁk) -t a J)]}

=Hlr@.an-1@a)]{1@.a)-1a,a,]} <o

es decir: py = py, U (i, j,k) verificando ¥ j, lo que unido a p;, = p;,.,, implica

que: QGNDD(j) = QGNDD(i) y QGDD(j)=QGDD(), Tk j.

En las definiciones de los anteriores grados de dominancia y de no dominancia
no se hacia uso de los valores diagonales de la matriz de preferencia P, motivo por el
cual es habitual no definirlos. Veamos que la utilizacion de los valores de la diagonal
principal no influye en el proceso de seleccion de alternativas, ya que se obtienen las
mismas conclusiones que si no los utilizamos. Para no confundir utilizaremos la nota-

ciones TQGDD y TQGNDD para los grados de dominancia y no dominancia en el

caso de utilizar todos los valores p; parasu calculo.

Bajo las suposiciones de la proposicion 4, para la relacion de preferencia difusa
obtenida mediante la aplicacion de las anteriores funciones de transformacion, se verifi-
ca:

p§ =10j =1,..,i ; p§ =2p;0j=i+1..,n

por lo que:

TQGNDD(i):1+i w,(2p, 1), D= 1...n.

j=i+l
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TQGDD(i) = zwj p;. OF 1...n.
J=1

Es obvio demostrar entonces que:

Proposicion 5. Se verifica:

1. TQGDD(i) < TQGNDD(i), Oi.

2. TQGDD(i) <TQGDD(j),di < j.

3. TQGNDD(i) < TQGNDD(j),0i < j.

Esto implica que de los dos grados anteriores s6lo uno de ellos es necesario para
la eleccidn de alternativas cuando el nimero de éstas es finito y cuando las preferencias
disponibles cumplan la propiedad de reciprocidad aditiva. Ademas, las propiedades
anteriores son independientes de los pesos utilizados y por tanto del cuantificador utili-

zado. Este hecho nos permite presentar la siguiente propiedad:

Proposicion 6. Se verifica:

0Q = (w,,...w, ), 0Q = (W,,...W, ) t.g. TQGNDD(i) = w, + (1-w, ) [QGNDD(i),
Wiy
1-w,

siendo w; =

TQGNDD(i) - w,

1

,siendo

0Q =(W,,...w,, ) 0Q =(w,,....w, )t.q. QGNDD(i) =

w, 0[01) w,, =@-w,) W,,0j =1,...,n—1.

Ejemplo: En el ejemplo anterior, los grados de seleccion de alternativas fueron calcu-
lados sin tener en cuenta los valores de la diagonal principal. Si estos valores son teni-

dos en cuenta, entonces habriamos obtenido los siguientes valores:
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HO.5 0.4049 0.6556 0.9355H
~pos8 05 08667 084897

196856 05485 05 0963
3778 06111 04111 05

Aplicando el proceso de seleccion a dicha relacion de preferencia colectiva, con

C

el cuantificador difuso “la mayor parte de” con el par (0.3,0.8), y el correspondiente
operador OWA con vector de pesos en este caso w = [0,0.4,0.5,0.1] , obtenemos los si-

guientes grados de seleccion de alternativas :

X, X, X, X,
TQGDD, 0.5527216 0.789556 0.598498 0.443333
TQGNDD, 0.945462 1 0.968183 0.57299

Claramente, los conjuntos solucion de alternativas son
XTQGDD — {Xz} y XTQGNDD — {Xz}

y por tanto, el conjunto solucion de alternativas solucién para todos los procedimientos
esta formado por una tnica alternativa {x,} , coincidiendo con lo obtenido anteriormen-

te. Es mas las ordenaciones de las alternativas coinciden en ambos casos.



Capitulo 3

Un Modelo de TDME con Diferentes Estruc-
turas de Preferencia Basado en Relaciones de

Preferencia Multiplicativas

En este Capitulo estudiamos el problema de TDME en el que la informacion so-
bre las alternativas se proporciona como érdenes de preferencia, funciones de utilidad y
relaciones de preferencia multiplicativas, usando estas ultimas como elemento base para
representar uniformemente la informacion proporcionada. Para ello, obtendremos fun-
ciones de transformacion de 6rdenes de preferencia y de funciones de utilidad en rela-
ciones de preferencia multiplicativas. Presentamos un modelo de decisién para selec-
cionar la(s) mejor(es) alternativa(s), basado en el concepto de mayoria difusa, el cual,
como ya hemos dicho, permite introducir una mayor flexibilidad en nuestro modelo de
decision porque todas las decisiones se obtienen basandose en una mayoria difusa de las
preferencias de los expertos. En concreto, el modelo de decision se construye utilizando
un operador de agregacion guiado por mayoria difusa, que definimos en este Capitulo,

el operador de agregacion geométrico de ponderacion ordenada (AGP), y dos grados
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de seleccion guiados por mayoria difusa definidos para relaciones de preferencia multi-
plicativas: grado de dominancia y grado de no-dominancia guiados por cuantificador
lingiiistico. La consistencia de este modelo la analizamos para garantizar que actia co-
herentemente, para lo que mostraremos que las funciones de transformacién no modifi-
can la ordenacion de las alternativas establecida por las diferentes estructuras de prefe-

rencia.

1. Presentacion del Problema de TDME Basado
en Relaciones de Preferencia Multiplicativas y

Proceso de Resolucion

Sea X = {xl,...,xn} un conjunto finito de alternativas. Asumimos que las prefe-
rencias de los expertos, e, E, E = {el,...,em}, sobre el conjunto de alternativas pue-

den ser proporcionadas en una de las tres siguientes formas:

1. Como un orden de preferencia de alternativas. Un experto, e, LJE , propor-
ciona sus preferencias sobre X en forma de un orden de preferencias individual,

o* ={ok(1),...,ok(n)}, donde o* ([} es una funcién de permutacién sobre el

conjunto de indices {1,...,n} [3,46,48,57,58]. De esta forma, un experto de

acuerdo con su punto de vista proporciona un vector ordenado de alternativas de

mejor a peor, sin otro tipo de informacién adicional.

2. Como una funcion de utilidad. Un experto, e, L1 E, proporciona sus prefe-
rencias sobre X a través de un conjunto de n valores (fisicos 0 monetarios) de

utilidad, U* = {ulk ,...,uk}, uik O [0,1] . El experto asocia a cada alternativa una va-

n



Modelo de TDME con Diferentes Estructuras de Preferencias Basado en 73
Relaciones de Preferencia Multiplicativas

luacién de utilidad la cual representa el grado de cumplimiento de su punto de

vista por parte de dicha alternativa [19,43,46,57,60].

3. Como una relacion de preferencia multiplicativa. En estos casos los procesos estan
ligados a cierto grado de credibilidad o preferencia de una cualquiera de las alternativas
con respecto al resto. Con esta representacion, las preferencias de un experto sobre el

conjunto de alternativas X vienen representadas a través de una matriz de preferencia
A* = (ai’j‘.) verificando la propiedad: al.’;. Bzfi =1; al.’;. >(. Este tipo de matriz de prefe-

rencia es la utilizada en aquellos procesos en los que se desea aplicar el método de je-

rarquia de Saaty [54,55,56]. Es normal tomar como rango para los elementos de la ma-
triz A* el intervalo cerrado [1 / 9,9], aunque cualquier intervalo cerrado no conteniendo

el valor 0 es apropiado en estos casos, debido a que dicho valor sélo surgiria en el caso
de existir una alternativa valorada con una importancia 0, y por tanto prescindible. Una
relacion de preferencia multiplicativa se dice consistente cuando verifica la propiedad

a;la, =a,,Uij k. [54].

y J

En este contexto, el proceso de resolucion del problema de TDME consiste en la

obtencion de un conjunto solucién de alternativas, X

sol

0 X, a partir de las preferen-

cias proporcionadas por los expertos. Ya que los expertos proporcionan sus preferen-
cias de forma diferente, lo primero que trataremos sera el estudio de las relaciones entre
las distintas estructuras de representacion de preferencias, para de esta forma obtener
una representacion uniforme de las mismas, a partir de la cual aplicar un proceso de
seleccion, que en nuestro caso se basard en relaciones de preferencia multiplicativas y

en el concepto de mayoria difusa.

Este proceso de seleccion se desarrollara en dos fases, siendo la primera la fase
de agregacion de las relaciones de preferencia multiplicativas. En esta fase disefiaremos
un nuevo operador de agregacion guiado por mayoria difusa para agregar relaciones de
preferencia multiplicativas. La segunda fase, llamada de explotacion, consistira en la

seleccion de las alternativas que constituirdn el conjunto solucion del problema de
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TDME. Para conseguir esto, en esta memoria definiremos dos grados de seleccion de

alternativas distintos para relaciones de preferencia multiplicativas.

3. Representacion Uniforme de la Informacion
Basada en Relaciones de Preferencia Multiplica-

tivas

Nuestro objetivo es estudiar la relacion existente entre las tres estructuras de re-
presentacion de preferencia y como consecuencia encontrar la expresion general de las
funciones de transformacion de valores de utilidad y de 6rdenes de preferencia en rela-

ciones de preferencia multiplicativas.

2.1. Valores de Utilidad y Relaciones de Preferencia

Multiplicativas

Tratamos pues de obtener una relacion de preferencia multiplicativa sobre un
conjunto de alternativas cuando cada alternativa tiene asociada una valuacion, la cual se
supone proporcionada sobre la base de una escala de razén. Supondremos pues que

existe una funcion de valuacion

rX - [0]],
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que asocia a cada alternativa del conjunto X = {xl,...,xn} un numero real del intervalo

[0,1] indicando el grado de cumplimiento por parte de dicha alternativa de cierto criterio

o punto de vista.

2.1.1. Proceso de Obtencion de la Funcion de Transformacion
de Valores de Utilidad en Relaciones de Preferencia Multipli-

cativa

En este caso, al igual que hiciéramos en el caso de relaciones de preferencia di-

fusas, la intensidad de preferencia de una alternativa x; sobre otra x, para dicho punto

de vista, viene dada por

R(x;,x;) = h(r(xi )’r(xj )) ’
siendo

r[01]x[0,1] - R

una funcidén creciente en el primer argumento y decreciente en el segundo argumento,

verificando las siguientes propiedades:

1. A(x,y)lh(y,x)=1, Ox,y D[O,l].
2. h(x,x)=1, Ox0[0,].

3. A(x,y)>1 si x>y, Ux,y D[O,l].

» Lapropiedad 1 es la condicion de reciprocidad.
» La propiedad 2 es una consecuencia de la propiedad 1, e indica la indiferencia de un

experto entre dos alternativas verificando su criterio con igual intensidad.
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* Finalmente, la propiedad 3 indica que entre dos alternativas, el experto prefiere a la
alternativa con un mayor grado de valuacién. Esta propiedad es consecuencia de la
propiedad 2 y del hecho de ser la funcion, 4, creciente en el primer argumento y decre-
ciente en el segundo argumento.

r(x,)

1

Como ya tuvimos ocasion de mencionar, interpretando como una razon

r(x ;

r(x;)

de la intensidad de preferencia de x; sobre x,, es decir , x, es veces mejor que

rxj

x;, y asumiendo que la relacion de preferencia es reciproca, el siguiente ejemplo ha

sido propuesto y aplicado por Saaty [54]:

R(x;,x;) =h1(r(xl.),r(xj)) = r(xj) .

Obviamente, esta no es la tnica funcién que podemos utilizar para transformar
valores de utilidad, dados sobre la base de una escala de razén, en relaciones de prefe-
rencia multiplicativas. Como veremos mas adelante, ésta funcidon no es mas que un ca-

so particular de una familia general de funciones de transformacion.

La propiedad 1
h(x,y) h(y,x) =1, O,y 0[0,]]
puede representarse en la forma paramétrica equivalente
h(x,y) =g’y , h(y,x) =cotg’y,

donde y D[O,%’ representa el valor del dngulo vector de un punto con coordenadas car-

tesianas (x,)) o en general, (q(x),q(y)), siendo
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g:01] - R

una funcién creciente y continua. Tenemos entonces que

y por tanto

e = H
STl

Finalmente, escribiendo s(x) = [q(x)]2 , tenemos

g(x,y) = %

Resumiendo, tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 7. Sea X - [0,1] una funcidn de valuacion que asocia a cada alternativa

del conjunto X = {xl,...,xn} un numero real del intervalo [O,l] indicando el grado de

cumplimiento por parte de dicha alternativa de cierto criterio o punto de vista. Enton-

ces, una relacion de preferencia multiplicativa R sobre X viene representada por una

matriz 4 = (a,.j) definida como sigue

donde s:[O,l] — R" es una funcion creciente y continua.
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Corolario 7.1. Cuando s(x) = x entonces la funcion de transformacién % se reduce a

la funcién 4' propuesta por Saaty.

Como dijimos anteriormente, un ejemplo particular de funciones de transforma-
cioén son aquellas que obtienen el valor de intensidad de preferencia de una alternativa
sobre otra basandose en el valor del cociente entre los respectivos valores de valuacion

de las alternativas, es decir, las transformaciones del tipo

El siguiente resultado proporciona la expresion general de este tipo de funciones, que-

dando el propuesto por Saaty como un caso particular.

Proposicion 8. La solucion general comin de las ecuaciones funcionales
g(x,y)g(y,x) =1
z@i P H=1
yr OxQd

donde g es una funcion continua, creciente en el primer argumento y decreciente en el

segundo, y / es una funcién creciente y continua, es :
s =1 = Eig
y y
siendo ¢ OR; .

Demostracion. Sabemos por la proposicion 7 que
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g(x,y) = %

siendo s es una funcidn continua y creciente es la solucién general de la primera ecua-
cion funcional. Como tratamos de encontrar la solucion comin a ambas ecuaciones,

entonces ha de ser:

s(x)
HEH' S0)°

Se verifica entonces:

s(x) - SEIONSE ORI
109 =15 = 10 ) =50 0 O ’E;E‘ o) sHIG) 1)

B s _ s I _ 1) _
)= %E s Tsmyae) iy U

cuya solucion general es [1,23]
I(x)=x°, ¢>0,
es decir, la solucion general de las ecuaciones funcionales anteriores es
0 O Cf
g = BB
y
como queriamos demostrar.
Este tipo de transformacion de valores de utilidad en preferencias es la que debe
utilizarse cuando las preferencias entre alternativas deseamos no cambien cuando las
valuaciones de las alternativas se modifican en la misma proporcion, es decir cuando las

valuaciones vienen dadas sobre la base de una escala de razon. En efecto, si suponemos

que
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a, = 1 (r(x)or(x))) = 12 (k B(x), K ()

entonces, tomando &k =

r(ij) tenemos que hz(r(x,. ), 7 (x; )) =n’ Dg%,léz lg‘%%,

y por tanto aplicando el anterior resultado debe ser a, = M %, c>0. A esta fun-

By

cion la notaremos de la siguiente forma /°(x) = x°.

2.2. Ordenes de Preferencia y Relaciones de Preferen-

cia Multiplicativas

En esta seccion mostraremos como obtener una relacion de preferencia multipli-
cativa sobre un conjunto de alternativas cuando se dispone de éstas ordenadas de mejor

a peor. En esta situacion, a cada alternativa x; se le puede asociar un valor en funcion

de la posicidon que ocupa. Supondremos pues que existe una funcion de valuacion

r:x - [o]]

que asocia a cada alternativa del conjunto X = {xl,...,xn} un numero real del intervalo
[0,1] indicando el grado de cumplimiento por parte de dicha alternativa de cierto criterio
o punto de vista. Esta funcion adopta la expresion general r(x;) = v(n - o(i)) siendo v

una funcion creciente.
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2.2.1. Proceso de Obtencion de la Funcion de Transformacion
de Ordenes de Preferencia en Relaciones de Preferencia Mul-

tiplicativa

La intensidad de preferencia de una alternativa x, sobre otra x;, para dicho pun-

to de vista, viene dada, al igual que en el apartado anterior, por

R(xi5xj) = h(r(xi)’r(xj))
siendo

r[0,1] x[0,1] - [1/9,9]

una funcidn creciente en el primer argumento y decreciente en el segundo argumento,

verificando las mismas propiedades de la seccion 2.1.1..
Puesto que los valores de utilidad se suponen proporcionados sobre la base de

una escala de diferencias, es 16gico suponer que la funcién # dependa tan sélo de la

diferencia entre los respectivos valores de utilidad asociados a las alternativas, es decir,

siendo g una funcidn creciente.

El problema que tratamos de resolver es, por tanto, el siguiente: Se trata de en-

contrar la expresion general de las funciones crecientes
g[-11] - [1/99]

verificando las siguientes propiedades:
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1. g(x)g(-x)=1, Ox0O[-1]].
2. g(1)=9.

» La propiedad 1 es la propiedad de reciprocidad.
» Como consecuencia de la propiedad 1, debe verificarse que g(0) =1, lo cual mani-

fiesta la indiferencia de un experto entre dos alternativas con el mismo valor de utilidad.
» La propiedad 2 es una consecuencia del hecho de ser la funcién creciente y de utilizar
la escala 1-9 para los valores de preferencia, y representa el hecho de que una alternati-
va es absolutamente preferida a otra cuando la diferencia entre los respectivos valores

de utilidad asociados es maxima.

La propiedad 1 puede expresarse como sigue:

g(x) &(-x) = g(0), O O[-11],

lo que implica:

1° g(x) &) B(-x) &(-y) = [2(0) @(-)]|Je() &(-»)] =10 =1= g(0).

2. g(x+y)Z(-x-y) = g[(x+y) +(-x - )] = £(0).
y por consiguiente
gx+y)lg(=x-y)=gx)(g(y)g(-x)[g(-y).

Por simetria, ha de verificarse una de las siguientes cuatro ecuaciones funcionales:

a) g(x+y)=g(x)g(y), OxyO01].
b) g(x+y)=g(-x)(g(»), Ox,y0[0].
) glx+y)=gx)lg(-y), Ox,y00,].

d) g(x+y)=g(-x)lg(-y), Oxy0O[0,]].
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Veamos que b), ¢) y d) no son posibles. Observamos que una vez demostrado que la
ecuacion funcional b) no es posible, se demuestra que la ecuacion funcional c) tampoco

es posible.

b) Supongamos que g(x+y) =g(—x)[g(y), Ux,y D[O,l]. Tomando y =0 tenemos

g(x)=g(—x), Ux D[O,l], lo cual unido a la propiedad de reciprocidad implica que

1
g(x)= @, Ox D[O,l], es decir, g(x) =1, Ux D[O,l], lo cual esta en contradiccion

con la propiedad 2.

d) De igual forma, si tomamos y =0 entonces concluimos que g(x) = g(-x),

[lx D[O,l] , por lo que llegamos a la misma conclusioén que en el caso anterior.

Concluimos pues que la funcién g debe verificar g(x +y) = g(x)(g(y), [x,y D[O,l] .
Por otro lado, es bien conocido que la solucion general de la anterior ecuacion funcional

es g(x) =exp, x. Aplicando la propiedad 2, tenemos que a =9, por lo que g(x) =9~.
Resumiendo, se verifica la siguiente proposicion:

Proposicion 9. Sea : X - [O,l] una funcién de valuacidon que asocia a cada alternativa

del conjunto X = {xl,...,xn} un nimero real del intervalo [0,1] indicando el grado de

cumplimiento por parte de dicha alternativa de cierto criterio o punto de vista, dados

sobre la base de una escala de diferencias. Entonces, una relacion de preferencia multi-

plicativa R sobre X viene representada por una matriz 4 = (aij) definida como sigue

a; = R(x;,x;) = h(r(x,. ),r(xj )) = g(r(x,-) —r(xj )) = 9’("f)"’("f).
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3. Un Proceso de Seleccion para TDME Basado
en Relaciones de Preferencia Multiplicativas

Guiado por Mayoria Difusa

Una vez que hemos transformado los valores de utilidad y los 6rdenes de prefe-
rencia en relaciones de preferencia multiplicativas, para solucionar el problema de
TDME tratado en este capitulo aplicaremos un proceso de seleccion que se basard en
relaciones de preferencia multiplicativas y en el concepto de mayoria difusa. Este pro-

ceso de seleccidn se aplicara en dos fases:

e Fase de agregacion, en la que disefiaremos un operador de agregacion para obtener
una relacion de preferencia multiplicativa colectiva a partir del conjunto de relaciones
de preferencia multiplicativas individuales y con el que implementar el concepto de

mayoria difusa.

e Fase de explotacion, en la que definiremos dos grados diferentes de seleccion de al-
ternativas para relaciones de preferencia multiplicativas con los que poder caracterizar-
las y establecer una clasificacion entre ellas, permitiéndonos obtener el conjunto solu-

cion de alternativas.

3.1. Agregacion: Relacion de Preferencia Multiplicati-

va Colectiva

Una vez que hemos uniformado la informacion, tenemos un conjunto de m rela-

ciones de preferencia multiplicativas individuales, 4 = {A1 yeres A’”}. De este conjunto de
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relaciones obtendremos una relacion de preferencia multiplicativa colectiva, 4°. Cada

valor, a; U] [1/9,9], representard la preferencia de la alternativa x, sobre la alternativa

x,; para una mayoria de los expertos.

3.1.1. Disefio de un Operador de Agregacion para Relaciones

de Preferencia Multiplicativas

Normalmente, este tipo de relaciones se agregan utilizando la media geométrica

[22] para conseguir una relacion de preferencia colectiva también multiplicativa

1
4° =(ag) donde af :%ﬁa;g.
1=1

En efecto, en este caso es facil comprobar que la media geométrica preserva la recipro-

cidad multiplicativa. Ademads, la media geométrica preserva la consistencia

1 1 1 1
m 1 m 1 m T T
¢, C — 1 . 1 — 1,1 —
aijajk_a—\laijga—\lajkg_a—\laijajkg_g_\l E’ ak’DlJ’

Por otro lado, nuestra intencion es la de introducir el concepto de mayoria difusa
en los procesos de agregacion que realicemos. En el caso de agregacion de relaciones
difusas usabamos un operador OWA guiado por un cuantificador lingiiistico, que repre-
sentaba el concepto de mayoria difusa que desedbamos implementar. Este tipo de ope-
radores OWA tienen la propiedad de ser una generalizacion del operador media aritmé-
tica. Esta propiedad nos permite definir un operador de agregacion geométrico ponde-
rado (AGP) que generalice el operador media geométrica, y de paso permitirnos intro-
ducir el concepto de mayoria difusa utilizando dichos operadores guiados por un cuanti-
ficador que representaria dicha mayoria difusa. Por tanto, el operador AGP lo definire-

mos basandonos en el operador OWA [61] y en la media geométrica, y lo aplicaremos



86 Modelo de TDME con Diferentes Estructuras de Preferencias Basado en
Relaciones de Preferencia Multiplicativas

tanto en la fase de agregacion, para obtener la relacion de preferencia multiplicativa
conjunta, como en la fase de explotacion, para definir los grados de seleccion de alter-

nativas, en el caso de relaciones de preferencia multiplicativas.

Definicion: Sea {al,...,am} un conjunto de valores que deseamos agregar, entonces un

operador AGP de dimensién m es una funcién ¢° : R — R definida como sigue

m

(pG(al,...,am): ﬂ b

donde w :(wl,...,wm) es un vector de pesos exponenciales, tales que, w, D[O,l]
wal. =1; y B es el vector de valores ordenados, siendo b, 1B el i-ésimo mayor

valor del conjunto {a1 yeues am}.

La caracteristica fundamental de un operador AGP reside en su vector de pesos,
por lo que para diferentes vectores de pesos obtendremos diferentes operadores AGP.

Podemos destacar tres casos particulares de operadores AGP por su importancia:

G

1. ¢f

(al,...,am)= mkin {ak;k = 1,...,m}. En este caso w = (0,0,...,0,1).

2. ¢(a,,na,)= mlfzx{ak;k =1,...,m}. Eneste caso w = (1,0,...,0,0).

m
3. ¢ (a,mna,)= ﬂ (a,)"™ . Enestecaso w=(%,1, 1 1)

Para calcular el vector de pesos de un operador AGP podemos utilizar el mismo
procedimiento que el propuesto por Yager [61,62] en el caso de operadores OWA, es
decir, usando un cuantificador lingiiistico, O, que representaria el concepto de mayoria
difusa y por consiguiente nos permitiria introducirlo en nuestro proceso de resolucion.

En los casos de utilizar un cuantificador lingiiistico, Q, para calcular los pesos de un

operador AGP, ¢, entonces tal operador se dira guiado por cuantificador y serd simbo-



Modelo de TDME con Diferentes Estructuras de Preferencias Basado en 87
Relaciones de Preferencia Multiplicativas

lizado por (pQG . Como ya tuvimos ocasiéon de mencionar en el capitulo anterior, utili-

zando un cuantificador lingiiistico relativo creciente para guiar el proceso de agrega-
cion, entonces el operador AGP se reduce al operador min cuando el cuantificador es
“todos”, al operador max cuando el cuantificador es “al menos uno” y al operador me-

dia geométrica cuando el cuantificador tiene como valores (a,b) el par (0,1), cuantifi-

cador que por consiguiente puede llamarse “media no ponderada’.
El operador AGP satisface las siguientes propiedades:

1. El operador AGP tiene como cota inferior al operador min y como cota superior al
operador max: ¢°(a,,...,a,) < ¢°(a,....a,) < ¢f (a,,....,a,).
2. El operador AGP es conmutativo.

3. El operador AGP es idempotente.

4. El operador AGP es mondtono creciente.

3.1.2. Obtencion de la Relacion de Preferencia Multiplicativa

Colectiva

Como ya hemos dicho, una vez uniformizada la informacién, disponemos de un

conjunto de m relaciones de preferencia multiplicativas, {Al,...,A’”}. La relacion de

preferencia multiplicativa colectiva A° tiene por elemento ij-€simo

donde Q es el cuantificador lingiiistico que representa el concepto de mayoria difusa de
expertos que deseemos implementar. Dicho elemento representa la intensidad de prefe-

rencia medida en una escala 1-9 de la alternativa x; sobre la alternativa x; para una

mayoria difusa de los expertos.
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Hacemos notar que aunque el operador de agregacion AGP generaliza al opera-
dor media geométrica esto no implica que verifique todas las propiedades que verifica
este ultimo. En efecto, mientras que el operador media geométrica mantiene la propie-
dad de reciprocidad multiplicativa para la relacion de preferencia multiplicativa colecti-
va a partir de un conjunto de relaciones de preferencia multiplicativas individuales, en el

caso de los operadores AGP esta propiedad no siempre se preserva. Es decir si

k k — — . . c c _
a; la; =1,U0k =1,...,m esto no implica que a; L&}, =1.

3.2. Explotacion: Eleccion de las Alternativas

Proponemos en este caso la utilizacién de dos grados de seleccion, ya definidos
para relaciones de preferencia difusas, y que para una relaciéon de preferencia multipli-

cativa, 4 = (aij), definimos como sigue.

3.2.1. Grados de Seleccion de Alternativas

1. Grado de Dominancia Guiado por Cuantificador. Para la alternativa x; definimos

el grado de dominancia guiado por cuantificador, MOGDD,, como sigue:

MQGDD, = % i +1log, ¢ (a,.) =1,...m)).

Este grado se utiliza para cuantificar la dominancia que una alternativa tiene sobre una

mayoria difusa de todas las demads alternativas.

2. Grado de No-dominancia guiado por Cuantificador. Para la alternativa x; defini-

mos el grado de no-dominancia guiado por cuantificador, MOGNDD, , como sigue:
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MQGNDD, =1+log, ¢S (ry, j =1,....n),

donde r; = min{aij ,1}. Este grado se utiliza para cuantificar el grado por el que una al-

ternativa no es dominada por una mayoria difusa de todas las demas alternativas.

3.2.2. Politicas de Explotacion

Para obtener el conjunto seleccién de alternativas podemos aplicar estos grados

de seleccion siguiendo el esquema de seleccion presentado en el Capitulo 2:

e Primera etapa. Aplicamos cada uno de los dos grados de seleccion de alter-

nativas a cada alternativa para obtener los siguientes conjuntos

X" ={x, /x, 0 X,MQGDD, = sup, .., MOGDD,},

X MGNDD {xi /x; UX,MOGNDD; =sup, .y MQGNDDj} )

cuyos elementos llamaremos de maxima dominancia y maximales no dominados, res-

pectivamente.

e Segunda etapa. Aplicamos la politica de seleccion conjunta para obtener el siguiente

conjunto de alternativas

QGCP _ v MQGDD MQGNDD
X =X nxX .

Este conjunto X 2°“" sera el conjunto solucién de alternativas si resulta no vacio. En

caso contrario, continuamos
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e Tercera etapa. Aplicamos una de las dos posibles politicas de seleccion secuencial,

segun apliquemos el criterio de dominancia o de no-dominancia.

- Proceso de seleccion secuencial basado en Dominancia MQG — DD — NDD

Si el conjunto X ¥2"” tiene s6lo un elemento, entonces esta serd la alternativa solu-
cion. En caso de que conste de més de una alternativa, seleccionaremos de entre ellas la

de mayor grado de no-dominancia

X90POND b/ x [ XMOPP MOGNDD, =Sup__ socrs MOGNDD, .

- Proceso de seleccion secuencial basado en No-dominancia MOQG — NDD — DD.

Si el conjunto X 2" tiene sélo un elemento, entonces esta sera la alternativa solu-
cion. En caso de que conste de més de una alternativa, seleccionaremos de entre ellas la

de mayor grado de dominancia

Y QG-NDD-DD _ ixi /x, O X MoGNDD. MQGDD, =Sup_ __ oo MQGDDJ.}.

4. Consistencia del Modelo

Analizamos a continuacion la consistencia del modelo de decision multiplicativo
construido utilizando las funciones de transformacion obtenidas en las proposiciones 7 y
9, y los dos grados de seleccion guiados por cuantificadores. En particular, mostramos
que las funciones de transformacion actiian coherentemente con los dos grados de selec-
cion, porque el orden entre las alternativas obtenido a partir de una de las estructuras de
representacion de preferencias (orden de preferencia y funcidon de utilidad) no se modi-

fica si lo calculamos utilizando en su lugar la relacion de preferencia multiplicativa ob-
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tenida a partir de ella mediante la aplicacion de la correspondiente funcion de transfor-
macién y el célculo sobre ésta de uno cualesquiera de los grados de seleccion definidos
anteriormente. La demostracion de esta propiedad es obvia pues es consecuencia de ser
tanto el operador AGP como las funciones de transformacion crecientes en sus varia-

bles. La siguiente proposicion expresa esta propiedad:

Proposicion 10. Sea U* :{ul",...,u,’f} (0" ={o"(1),...,o"(n)}) un conjunto de valores
de utilidad (orden de preferencia) asignados por un experto e, al conjunto de alternati-
vas X . Sea A* larelacién de preferencia multiplicativa obtenida aplicando la funcién
de transformacion dada en la proposicion 7 u 8 (proposicion 9). Si u} uf
(ok(i) > o ( j)) entonces las relaciones entre los distintos grados de seleccion de las

1

alternativas x, y x;, (MQGDD.",MQGNDD!‘,MQGDD;‘ ,MOGNDD' ) , son:

1. MOGDD{ < MOGDD; .

2. MQGNDD{ < MQGNDD" .

Ejemplo: Supongamos el siguiente orden de preferencia O =(3,1,4,2). Aplicando la

— n-o* (i)

funcién de transformacion f' con u) = v(n -o" (i)) =~—5~, la correspondiente relacion

de preferencia multiplicativa es:

O T 9i o30

DI; 9 9 9l 0
4= 1 9 90
%T 1 1 93 D

1 9—l -2 D

EQ? 97 97 1 E

Los grados de seleccion aplicados a esta relacion, con el cuantificador lingiiistico “la

mayor parte de” con el par de valores (0.3,0.8), y el correspondiente operador AGP con

vector de pesos, w =(0,0.4,0.5,0.1), dan los siguientes valores:
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X, X, X, X,
MQGDD, 0.383 0.717 0.367 0.383
MQGNDD,; 0.767 1 0.734 0.767

Es claro que estos grados de seleccion nos proporcionan el mismo orden de alternativas

que el del orden de preferencias, pues si bien cabria decir que no es posible decidir entre

las posiciones de la primera alternativa y la cuarta, al tener los mismos grados de selec-

cioén con este particular cuantificador lingiiistico, observando la relacion de preferencia

deducimos que la cuarta alternativa es preferida a la primera, tal y como quedaba refle-

jado en el orden de preferencia.

Supongamos por otra parte, el siguiente conjunto de valores de utilidad

U ={0.5,0.7,1,0.1}. Aplicando la funcién de transformacién [', la correspondiente

relacion de preferencia multiplicativa es:

O

1
pelm e lmim]w
N = 3w

Slu —_— = =
—_
()

NI

Los grados de seleccion aplicados a esta relacion, con el mismo cuantificador lingiiisti-

co “la mayor parte de”, dan los siguientes valores:

X, X, X3 X,
MQGDD, 0.446 0.486 0.756 0.08
MQGNDD, 0.892 0.911 1 0.16

Es claro que estos grados de seleccion nos proporcionan el mismo orden de alternativas

que el obtenido mediante en conjunto de valores de utilidad, en este caso (x3 3 Xy Xy, X, )
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5. Ejemplo del Modelo Propuesto

Consideremos el siguiente ejemplo para ilustrar el modelo de clasificacion de al-

ternativas que acabamos de presentar. Supongamos un conjunto de seis expertos,
E = {el,ez,e3,e4,e5,e6}, y un conjunto de cuatro alternativas, X = {xl,xz,x3,x4}. Su-
pongamos que los expertos e,, e, proporcionan sus preferencias en forma de ordenes
de preferencias; e,, e, através de un conjunto de valores de utilidad respectivamente, y
los expertos es, e, mediante relaciones de preferencia multiplicativas. Supongamos

que la informacion es la siguiente:

e;: 0' =(3,1,4,2) e,: 0° =(32,1,4)
e,: U’ ={05,0.7,1,0.1} e,: U* ={0.7,09,0.6,0.3}
o+ 1 3% O 1 3 90
O
e‘A5:%157D e.A6:% 14%D
3 g%lsg ° §%14g
57 5 If 3+ 10

1. Uniformidad de la informacién. Usando las funciones de transformaciéon f' con

_ ks . . .,
u = v(n -o* (i)) =22 'y |' para uniformar la informacién, tenemos:

n-1 2
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O 2 L 420 5 1 50O
oL 97 9 97¢ 473 g
b3 1 9 93U w4, 1 50
A'=02 2 [ A =05 O
3 1 3 7
P’ 4 1 90 > 7 1 100
Spl 1 22 E % 1 1 IE
3 93 93 1 7 m
7 71 10
-1 -2 1 L L L
Bl 3 93 958 El 9 6 3U
s 3 g3 2 1 3 30
A2:|:|2 11 9 |:| A4:% 2 B
3 3 2
», 9, 1 o0 312
39 5 1p 11,0
3 2 F

2. Proceso de Seleccion.

2.1. Agregacion. Usando el concepto de mayoria difusa representado por el cuantifica-

dor lingiiistico “al menos la mitad”, con el par de valores (0,0.5), y el correspondiente
operador AGP con vector de pesos, w = (%,%,%,0,0,0), entonces la matriz de preferen-

cias colectiva, cuyos valores representan el grado de preferencia de una alternativa so-

bre otra para al menos la mitad de los expertos, es:

0.822 1.824 5.13007

01
0
Ac=%'557 1 5646 52787

3511 2133 1 7.6630
1326 0420 0307 1 C

2.2. Explotacion. Aplicando el proceso de explotacion utilizando el cuantificador lin-

giiistico “la mayor parte de” con el par de valores (0.3,0.8), y el correspondiente ope-
rador AGP con vector de pesos, w =(0,0.4,0.5,0.1), obtenemos los siguientes grados de

seleccion de alternativas guiados por un cuantificador lingliistico sobre la base de la

anterior matriz de preferencias colectiva:
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X, X, X, X,
MQGDD, 0.5504 0.7964 0.7005 0.576
MQGNDD, 0.9911 1 1 0.7489

Estos valores representan la dominancia que una alternativa tiene sobre la mayor parte
de las alternativas para al menos la mitad de los expertos y el grado de no-dominancia
con el que una alternativa no es dominada por /la mayor parte de las alternativas para al

menos la mitad de los expertos, respectivamente.
Claramente, los conjuntos maximales son:

XTQGDD :{xz} y XTQGNDD :{xz,x3}

por lo que el conjunto solucion de alternativas para todos las politicas de seleccion se

reduce a una sola alternativa, que es: {xz} .



Capitulo 4

Integracion de Relaciones de Preferencia Difusas y Re-

laciones de Preferencia Multiplicativas

En esta seccidn estudiamos las funciones de transformacion entre relaciones de
preferencia difusas y relaciones de preferencia multiplicativas. Una vez obtenidas di-
chas transformaciones estaremos en condiciones de disefiar un modelo general de deci-
sion para problemas de TDME en los que las preferencias puedan ser proporcionadas
utilizando las cuatro distintas representaciones de preferencia que tratdbamos de unificar
en esta memoria. Ademas, estas funciones de transformacién nos permitiran definir
conceptos, que lo eran en exclusiva para relaciones difusas, para el caso de relaciones
multiplicativas y viceversa. Por Gltimo, demostraremos la consistencia de la funcion de
transformacion de relaciones de preferencia difusas en relaciones de preferencia multi-
plicativas. Este resultado en unidn de los resultados de capitulos previos nos permiten
demostrar la consistencia del modelo general de TDME que integra las cuatro represen-

taciones de preferencias.
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1. Relaciones de Preferencia Difusas y Relaciones de Prefe-

rencia Multiplicativas

En esta seccion estudiamos la relacion entre relaciones de preferencia difusas

P =(p; ) v relaciones de preferencia multiplicativas A = (a; ). Este problema se reduce

al estudio de la relacion existente entre los siguientes tipos de funciones:

a) f:[O,l] X[O,]] _>[ 0,1] continua, creciente en el primer argumento y decre-

ciente en el segundo argumento, verificando:
f(xy)+f(y.x)=1.

Como vimos en el capitulo 2, la expresion general de este tipo de funciones uti-

lizando una escala de razén es la siguiente:

H S0 (xy)#(00)

f(x,y) = ES(X)l S =00

siendo :[0,1] ~ R* una funcién continua y creciente.

b) g:[0 x[0] - R* continua, creciente en el primer argumento y decreciente

en el segundo argumento, verificando:

a(x,y) ty(y,x) =1.

En el capitulo 3 obtuvimos la expresion general de este tipo de funciones utili-

zando una escala de razon, a saber:
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a(x,y) =%

siendo :[0,1] ~ R* una funcién continua y creciente.

El siguiente resultado es obvio:

Proposicion 11. Sea g:[O,l] X[O,]] — R™ una funcion creciente en el primer argumen-
to y decreciente en el segundo argumento verificando g(x,y) (g(y,x) =1, Ox,y0 [0].

g(x,y)

verifica
1+g(x,y)

Entonces la funcién f:[0.] x[0] ~[0] definida por f(x,y)=

f(x,y)+ f(y,x) =1, Ox,y0 [0].

Con este resultado, si los elementos de la relacion A no estan sujetos a ninguna
restriccion, es decir pueden tomar cualquier valor positivo o nulo, entonces la funcion
de transformacion de relaciones de preferencia multiplicativas en relaciones de prefe-
rencia difusas deberia ser la dada en dicho resultado. Sin embargo, los elementos de
una relacion del tipo A, siguiendo las consideraciones de Saaty [54,55,56], en teoria se
les impone su pertenencia al intervalo cerrado [1/9,9]. En este caso, el nimero 9 indi-
ca que una alternativa es preferida a cualquier otra en su grado maximo. Esta situacion,
utilizando una relacién de preferencia difusa P, se modela con el valor 1. Usando la
funcién de transformacion anterior, el valor correspondiente a 9 es 9/10 en lugar de 1,

por lo que en este caso es necesario otro tipo de funcion de transformacion.
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1.1. Proceso de Obtencion de la Funcion de Transformacion de Rela-
ciones de Preferencia Multiplicativas en Relaciones de Preferencia Di-

fusas

En lo que sigue, detallamos la obtencion de la expresion general de la funcion

de transformacién de relaciones de preferencia multiplicativas con rango el intervalo

[1/9,9] y las relaciones de preferencia difusas.

El problema consiste en encontrar la expresion general de la siguiente funcion

continua
W:{A =(a, )2, @, =10a,0 [1/9,9]}H {F—* (0ot p7 T & [0,1]} ,
0 equivalentemente, de la siguiente funcion continua:

w:1/99] - [0,]
verificando:
w(x)+w(l/x) =1 [KX
w(9) =1.

Esta funcion puede expresarse de la forma:

1
w(x) =5 +h(x) DX,
lo que implica

h(x)+h(1/x) =0 [

h(9):%.

Tomando x =1, tenemos:
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h@)+h(1) =00 h(%F O.

1
Como 1=x G)Z tenemos:

h(x) +h@/x) = hk2H ox.
© X[

Se verifica pues:

h(x) +h(y) +h(1/x) +h(1/ y) =[h(x) +h(1/x)] +[h(y) +h(1/y)| =0 +0 =0

nex3) o )+

y por tanto:

N

n(x )+ SR h(x) +h(y) +h%1:§+ LB
Sy Y yd Y
Por simetria, solo es posible una de las cuatro siguientes ecuaciones funcionales:

a) h(xy) =h(x) +h(y) [xy.

MmO
b) h(xEy):h(x)+hH§H X,y .

¢) h(xy) = h%§+ h(y) OX,y.

) 1
d) h(x¥) = h%% h%@ Xy .

Las ecuaciones funcionales b), ¢) y d) son imposibles pues la unica funcién que
verifica estas ecuaciones es la funcion nula, lo que contradice la condicion h(9) :E'

En efecto, supongamos que la funcién h verifica la condicién b). Tomando x =1, te-

nemaos
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(no
h(y) =h() +hB§H Oy .

MmO
Puesto que h(1) =0y h(y) + hB;H— 0, Oy, entonces

h(y)=-h(y), y O [2 h(y) QI Yl H(y)do, y.

De forma similar se demuestra que la solucion de las ecuaciones funcionales c) y d) es
la funcion nula. Esto quiere decir que la funcién h tiene que verificar la ecuacion fun-

cional a), cuya solucion general es [1]:

h(z) =k nz, k OR.

, Y por tanto

1 1
Yaque h(9) = > entonces k = 20N

11Inz 1
h(z)—E%—E[ﬂoggz [z .

Resumiendo, tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 12. Supongamos un conjunto de alternativas, X = {xl,...,xn} , y asociado

con él una relacién de preferencia multiplicativa, A = (aij). Entonces, la correspon-

diente relacion de preferencia difusa asociada es P = (pij ) con

P; = W(aij) :% E@HOQQ aij)'

Esta funcidn de transformacion permite introducir el concepto de mayoria difusa
y otros en los procesos de toma de decisiones que utilizan las relaciones de preferencia
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multiplicativas como base para la representacion de la informacion, asi como estudiar la
consistencia de relaciones de preferencia difusas a partir de sus relaciones de preferen-

cia multiplicativas asociadas.

Ejemplo: Supongamos que la informacion proporcionada por un experto sobre un con-
junto de cuatro alternativas X = {xl,x2 , x3,x4} esta representada mediante la relacion

de preferencia multiplicativa siguiente

n + + 30
%157%
A= .
%%15%
5 7 & 10

Entonces, aplicando la anterior funcion de transformacion, la correspondiente relacion

de preferencia difusa es :

o5 013 013 0.750

087 05 087 0947

~ [087 013 05 0870

025 006 013 05

Hacemos notar que en el Capitulo 2 establecimos el siguientes resultado:

“Dado un conjunto de valores de utilidad U = {ul,...,un} sobre un conjunto de alterna-
tivas X :{xl,...,xn} , entonces la funcion de transformacion para obtener la relacion de

preferencia difusa sobre dicho conjunto de alternativas, P = (pij) , basada en la diferen-

. - 1
cia u; —u;, es lasiguiente p; :E(“Ui —uj)”

Comprobamos que aplicando este resultado en conjuncion con el obtenido en la

proposicion anterior, obtenemos la misma funcién de transformacién de valores de uti-
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lidad basados en una escala de diferencias y relaciones de preferencia multiplicativas.

En efecto, si P = (pij) es una relacién de preferencia difusa entonces la correspondiente

relacion de preferencia multiplicativa asociada A = (aij) se obtiene aplicando la funcion
inversa de la obtenida en la proposicion 12., por lo que a; = 9°P™  De esta forma, te-

2p: -1 T . -
nemos a; =9 ™ =9"™ | lo que nos reafirma la bondad de las transformaciones obte-

nidas.

Por otro lado, presentamos el siguiente resultado que conecta el operador AGP

con el operador OWA a traves de la funcion de transformacion obtenida.

Proposicion 13. Sea {Al,..., Am} un conjunto de relaciones de preferencia multiplicati-

vasy A° larelacion de preferencia multiplicativa colectiva obtenida mediante la aplica-

cion de un operador AGP ¢§ . Sea {Pl,..., Pm} el conjunto de relaciones de preferencia
difusas transformadas, P* :W(Ak), y P? la relacion de preferencia aditiva colectiva

obtenida mediante la aplicacion del operador OWA ¢, . Entonces se verifica P® = P,

siendo P° :W(AC).

Demostracion. Aplicando la funcion de transformacion tenemos piﬁ = EtﬁH log, aﬁ).

1
TREREE

Por definicion aj = ¢ (a a{j“) y pi‘j1 = @, (pj p,’J”) Aplicando de nuevo la fun-

. - 1
cion de transformacion tenemos pj = 5 E(1+ log, aﬁ).

Como la funcion logaritmica de base 9 es creciente, entonces si bi'j‘ es el k-ésimo mayor

k
ij

1
TRE

valor de la coleccion {a i ) es el k-ésimo mayor

a} entonces q; :%Eﬁﬂoggb

valor de la coleccion {pﬁ p{j“}, es decir:
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p; :%E(lﬂogg a;):%E@Hoggqﬂg (a;,k :1,...,m)):%[%+log9 ﬁ (bi'j‘ ) Ez
=
%[@-4’ gwk [og, bilj< Ezétﬁiwk + gwk [og, bi? Ez iwk %[(U-"'Iogg bi'j()az

iwk (o5 =g, (pif,k :1,...,m): o
=

El siguiente diagrama sintetiza el resultado obtenido.

Al AMEpW Bl pm{
U U

U

OWG |
AC og PC = PO

o
=
>

2. Relaciones de Preferencia Difusas como Base de Represen-

tacion Uniforme de la Informacion

El resultado que presentamos aqui incluye todos los resultados obtenidos sobre
funciones de transformacion, y en ese sentido puede considerarse como el teorema ge-
neral a utilizar cuando se toman las relaciones de preferencia difusas como base para

una representacién uniforme de la informacion.

Teorema 14. Sea X :{xl,...,xn} un conjunto de alternativas. Supongamos que Vv
representa una evaluacion de la alternativa x;, es decir, una funcion que asocia cada
alternativa x; del conjunto X con un namero real, el cual indica el cumplimiento por

parte de dicha alternativa de un determinado punto de vista (experto o criterio), e,. La
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intensidad de preferencia de la alternativa x; sobre la alternativa x;, pi',-(, para dicho

punto de vista viene dada por

o =Rxo) =5 fueolve o) ol )

donde g es una funcién verificando

1. 9(z2)=¥% 0O R.
2. g es una funcion creciente en el primer argumento y decreciente en el segundo ar-

gumento.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que cuanto mayor es la
evaluacion de una alternativa, mejor satisface dicha alternativa el citado punto de vista.

Esto implica que la intensidad de preferencia de la alternativa x; sobre la alternativa x;

viene dada por

P = R(xi,x.) = g(vik,v;‘)

donde g es una funcion creciente en el primer argumento y decreciente en el segundo
argumento. La relacion de preferencia difusas se suponen reciprocas, es decir,

p; + p; =1, por lo que

g(vik,vjk)+ g(vf,vik) =1.

Tenemos entonces

consecuentemente,
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P =Rl )= outvy)= S gl vt)= 2 dolur vy ol v ] =

= ol v )r1-ol i)

Corolario 14.1.(Proposicion 1) Supongamos un conjunto de n valores de utilidad
Uk = {ulk u,'f} asociado con X . Si los valores de utilidad estan basados en una es-
cala de razon, entonces la preferencia de x; sobre x; viene dada por la funcion de trans-

formacion
is(u") it (uf,uf) # (00)
j

E % it (uf,uf) =(00)

donde s:[O,l] — R™ es una funcidn creciente y continua, verificando s(0) = 0.

Demostracion. En efecto, la expresion obtenida en la proposicion 1 puede escribirse de

la siguiente forma:

c_ o su) 1 23N _EDZB(UT)H(U?)—S(U?)
DTS Fsl) T2 s +sh) 20 s(u) +s(ul)
1 (uf) +s(uf) s(uik)—s(ujk)D_l O s(u¥) suy) O

= WM ot k = + k Ky k gl
2 @(ui)-l's(uj) s(ui)+s(uj)a 2 £l S(ui)+s(uj) S(Ui)+3(Uj)@

Corolario 14.2.(Proposicion 3) Supongamos un conjunto de n valores de utilidad
uk= {ulk u,'f} asociado con X . Si los valores de utilidad estan basados en una es-
cala de diferencias, entonces la preferencia de x; sobre x; viene dada por la funcion de

transformacion,
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pi? = g(uikyuij() = F(Uik _ulj()!
siendo F una funcion creciente.

Demostracion. Puesto que los valores de utilidad estan basados en una escala de dife-

rencias, la comparacion de éstos ha de hacerse restandolos, por lo que
k — k k| — k k
P = g(ui ,uj)—F(ui —uj),
siendo F una funcion creciente.
Corolario 14.3.(Proposicion 2) Supongamos que asociado a un conjunto de alternati-

vas, X :{xl,...,xn} , tenemos un orden de preferencia, O*. Entonces, el grado de pre-

ferencia de la alternativa x; sobre x; viene dada por la funcion de transformacion
p; = 9(0"(i),0" (i) = F(0" (j) —0 (1)),
siendo F una funcion creciente.

Demostracion. En este caso, v =n-o0*(i), por lo que aplicando el resultado anterior

obtenemos

ps = g(0%(i),0(j)) = Fo*(j) —0*(i))

siendo F una funcién creciente.

Corolario 14.4.(Proposicion 12)  Supongamos un conjunto de alternativas,

X = {xl,...,xn} , y asociado con él una relacion de preferencia multiplicativa, A = (aij).
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Entonces, la correspondiente relacion de preferencia difusa, P = (pij), asociada con A

viene dada como sigue:
pi'; = R(Xi’xj) Z%[bl"'g(aij) _g(aji)] ,

donde g(aij) = % (og, a; -

Demostracion. Obvia, pues

Pi :W(aij):%EﬁHlogg aij):%tﬁh%logg(aij )2):%[(“%0099 a; +log, a; »:

3. Consistencia de la Funcion de Transformacion

El problema de TDME con informacion representada mediante relaciones de
preferencia multiplicativas han sido amplia y profundamente estudiados por Saaty
[54,55,56]. El método de ordenacion de Saaty consiste en la obtencién de un vector de
prioridad a partir de una relacion de preferencia multiplicativa consistente A, siendo
éste el Unico autovector no nulo asociado al Unico autovalor no nulo de A, el cual coin-
cide con el numero de alternativas que deseamos comparar. Cuando la relacion A es
consistente y los elementos de A se interpretan como el nimero de veces que una alter-
nativa es mas importante que otra, este vector de prioridades es proporcional al vector

formado por los respectivos grados de importancia de las alternativas. En el caso de
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tener un conjunto de m+1 relaciones de preferencia multiplicativas {B,Al,...,A”‘} :
entonces el célculo del vector de prioridades global, o = (a,,....a, ), utilizando el méto-

do AHP de Saaty se calcula de acuerdo al principio de composicion jerarquico:

angkﬁik

donde b = (b;,...b,) y @* .k =1...,m, son los vectores de prioridad locales asociados,

y calculados como hemos mencionado antes, a las relaciones B, A',..., A" respectiva-

mente. Segun Saaty ha demostrado [54,55,56], cuando las relaciones de preferencia

k

e . . al
multiplicativas A“ son consistentes, se verifica a; =—.
j

En problemas de TDME con informacion representada mediante relaciones de
preferencia difusas, los modelos de seleccion presentados en esta memoria se basan en
los dos siguientes grados de seleccion: el grado de dominancia guiado por cuantificador

y el grado de no dominancia guiado por cuantificador. Para una relacion de preferencia

difusa P* los grados asociados a la alternativa x, se denotan por TQGDD/ y

TQGNDDY respectivamente.

Proposicion 15. Sea A* una relacion de preferencia multiplicativa consistente sobre

un conjunto de alternativas X = {xl,..., xn} . Supongamos que el método del autovector
proporciona grados de importancia verificando a < a;‘ , entonces los grados de domi-

nancia obtenidos de la relacion de preferencia difusa Pk:w(Ak) verifican

TQGDD, < TQGDDJ.

Demostracion. Dado un cuantificador linglistico Q con vector de pesos

w = (wl,...,Wn), el grado de dominancia guiado por tal cuantificador es
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TQGDD; = @, (pf.... pt ) = iwt T

donde q/ es el t-ésimo mayor valor del conjunto pf...., ps .

Aplicando la funcién de transformacion P* = W(A") y la propiedad de consis-

k
: a,
tencia de A" %i‘? _a tenemos

o

TQGDD/ = Zw E[#E¢L+Iog9 ,t)] [&w +Zw dog, a "H Eﬁhlog9 [,t ]—

BZW[D]_D k

i a U

_[gﬂogg SN ETN‘ E@r+|ogg?g siendo C = [ /@
A A U il

Como la funcion logaritmica de base 9 es creciente, entonces a sa;‘ implica

TQGDD{ < TQGDDY, como queriamos demostrar.

Lema 15.1. Sea A“ una relacion de preferencia multiplicativa consistente sobre un

conjunto de alternativas X :{xl,...,xn}. Supongamos que el método del autovector
proporciona grados de importancia verificando a7 <. Sea P** la relacion de prefe-
rencia estricta asociada a la relacion de preferencia difusa P* = W(Ak). Se verifica

#(Rk's)z#(ij's) siendo P :{pi‘t'S P’ = po — Py 20, Dv}.

Demostracion. Sabemos que pl* = max{pfi - pi'§,0} >0,0v. Entonces se verificara
pl®=pk-p¢ cuando pS-pS=0, -condicion que es equivalente a

al
al

k

2 2 - Yy -z
>9 L (@ f 2 (o] - a¥ =at tras la aplicaci6n de la funcién de transforma-
aV
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cion w y de la propiedad de consistencia de la relacion de preferencia multiplicativa.

Esto significa que Ov| ay 2a; O py° OP** de lo que se deduce de forma inmediata

que #(P**)=#(Pk*).

Proposicion 16. Sea A* una relacion de preferencia multiplicativa consistente sobre un

conjunto de alternativas X :{xl,...,xr}. Supongamos que el método del autovector
proporciona grados de importancia verificando a sa'j‘, entonces los grados de no-

dominancia obtenidos de la relacion de preferencia difusa P* :W(Ak) verifican

TQGNDD{ < TQGNDD; .

Demostracion. Dado un cuantificador linguistico Q con vector de pesos

w = (wl,...,Wn), el grado de dominancia guiado por tal cuantificador es por definicion
TQGNDD! =g, (L= pi*..... pi*) = Zwt fi-qi*) donde pls =max{p - ps .G .y
t=

(qlki's,...,q,'ff) es el vector de componentes ordenadas de mayor a menor asociado a

(plki's,..., pr'jf). Existe por tanto una permutacion o del conjunto de valores {L,...,1} tal

que dg”* = Pofy
La relacion de preferencia difusa P* asociada, mediante la funcion de transfor-

macion w, a la relacion de preferencia multiplicativa consistente A* es reciproca, es

decir, se verifica p; + p}; =1, por lo que tenemos:

1-qs* =1-max{ply — Plog0f = minfL - (pgy = Py J1f = min{2 iy
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1

Aplicando la propiedad de consistencia de A" %ﬂz—'% tenemos que

k
[%Hogg—'kg Puesto que p) =
j

Py = entonces [h, 0{2,...nt tal que

N |-
N| -

Q

1-0¢° =2pq,t =n,.,n y1-0g° =Lt =1,..,n, —1. Por tanto,

n-1 n n
TQGNDD;' = Zwt + zwt [Zpikﬂ(t) :1+2Wt Eﬁzpika(t) _1] =
t=

t=n; t=n;
1+ iwt D]Og9 aika(t) =1+ Iogg |_| (aika(t)) '
t=n; t=n;

De igual forma:

Wi

Por otro lado, como @ 0[0] es claro que [T, @50) .. (ko) . concluimos

por tanto afirmando que TQGNDD, < TQGNDD, como queriamos demostrar.

Estas proposiciones establecen que los grados de dominancia y de no dominan-
cia de la relacion de preferencia difusa obtenida transformando una relacion de prefe-
rencia multiplicativa consistente y el vector de prioridades de Saaty de esta ultima pro-

porcionan el mismo orden de alternativas.
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Ademas, como se desprende de estas proposiciones, mediante la aplicacion de la
funcién de transformacién de relaciones de preferencia multiplicativas en relaciones de
preferencia difusas, obtenemos a partir de las expresiones de los grados de dominancia y
de no dominancia de una relacion de preferencia difusa las expresiones para los grados
de dominancia y no-dominancia en el caso de relaciones de preferencia multiplicativa,
que ya habiamos definido en el capitulo anterior. De hecho, si A es una relacion de

preferencia multiplicativa consistente y P =w(A) es la relacion de preferencia difusa

transformada, entonces se verifica:
MQGGD, =TQGDD, y MQGNDD, = TQGNDD, ,0i .

El anterior resultado es valido para cualquier cuantificador linguistico utilizado
en la representacion del concepto de mayoria difusa. El siguiente ejemplo ilustra lo
dicho.

Ejemplo: Distribucion de energia {Saaty, [55], pag. 46}. En este ejemplo, Saaty trata
de buscar los pesos en la distribucion de energia de grandes consumidores con respecto
a su contribucion global en diferentes objetivos de la sociedad. El asume que existen
tres grandes usuarios de energia en E.E.U.U.: x, = usuarios domésticos, x, = transporte,
y X;= plantas de generacion de energia. Los objetivos segin los cuales estos usuarios
de energia se evallan son: C, = contribucion al crecimiento de la economia, C,= con-
tribucion a la preservacion del medio ambiente, y C,= contribucion a la seguridad na-
cional. La relacion de comparacion de estos tres objetivos ( 0 criterios) se construye
sobre la base de su impacto sobre el objetivo global de ventaja politica y social, siendo:

01 5 30
5:5/5 1 3/55
H/3 5/3 1H



Integracion de Relaciones de Preferencia Difusas y Relaciones de Preferencia Multiplicativas 115

Las relaciones de comparacion de las tres alternativas con respecto a cada uno de estos

criterios son los siguientes:

013 50 J1 2 70 01 2 30
At=gd/3 1 2 AP =d/2 1 sgiA=dr2 1 o2h

H/5 1 1H H/7 1/5 1H H/3 1/2 1H

Las correspondientes relaciones de preferencia difusas son las siguientes:

05 087 0.750] 05 075 0.87]
_ U 51 O
D_§).23 05 0387 P _%).25 05 0.667
.25 062 050 .13 034 055

05 0.66 0.94[] 05 0.66 0.750]
2 _ [l ~3 _ O]
p _E).34 05 0877 P _%>.34 05 0.661
.06 013 05H .25 034 055

Los vectores de prioridades locales obtenidos utilizando el método de jerarquia de Saaty

son:

b =(0.65,013,0.22);a* =(0.65,0.23,012);a? =(059,0.33,0.08);a > =(054,0.30,0.16),
siendo el vector de prioridades global, el siguiente:
a =(0.62,0.26,012),

es decir, la alternativa x, es preferida a la alternativa x, y ésta lo es a la alternativa Xx,.

En una situacion como ésta, los vectores globales de grados de dominancia y de
no dominancia que utilizaremos seran ,siguiendo el esquema de jerarquia de Saaty, los

siguientes:
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TQGNDD = iTQGNDD ® (e, )LTQGNDD"
TQGDD = iTQGDD ° (e, ).TQGDD*,

donde e, representa al experto (o criterio) k-ésimo.

Usando el criterio de dominancia para la clasificacion de las alternativas, junto
con los siguientes cuantificadores linguisticos, los cuales representan el concepto de

mayoria difusa,

1. Q,: Lamayor cantidad posible de con el par (0.5,1).
2. Q,: Al menos la mitad con el par (0,0.5).
3. Q,: La mayor parte de con el par (0.3,0.8).

4. Q,:Lamedia con el par (0,1).
tenemos los siguientes resultados:

1. Los vectores de dominancia locales para el cuantificador “la mayor cantidad posi-
ble** son los siguientes:

TQ,GDD" =(058,0.21,033)

TQ,GDD' = (058,033,0.20)

TQ,GDD? =(059,0.39,0.08)

TQ,GDD* = (055039,0.28)

El vector de dominancia global normalizado es:

TQ,GDD = (044,0350.21).
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2. Para el cuantificador ““al menos la mitad™ obtenemos los siguientes vectores de do-
minancia locales:

TQ,GDD" =(0830.46,053)

TQ,GDD" = (083,061,045)

TQ,GDD? = (0.85,0.75,0.38)

TQ,GDD® = (0.72,0.61,0.45)

En este caso, el vector de dominancia global normalizado es:
TQ,GDD = (0.43,034,0.23).

3. Los vectores de dominancia locales al usar el cuantificador ““la mayor parte de *
son los siguientes:

TQ,GDD" =(067,030,042)

TQ,GDD" =(0.67,042,0.27)

TQ,GDD? = (0.630.45,0.27)

TQ,GDD® =(0.61,045,031)

El vector de dominancia global normalizado es:
TQ,GDD=(0.47,0.32,021).

4. Por ultimo, para el cuantificador “la media” obtenemos los vectores de dominancia
locales siguientes:

TQ,GDD® =(0.71,0.34,0.46)

TQ,GDD" = (0.71,047,032)

TQ,GDD? = (0.72,057,0.23)

TQ,GDD® = (0.64,050,036)

El vector de dominancia global normalizado en este caso es:
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TQ,GDD = (0.46,0330.21).

La ordenacion de las alternativas es la misma que la proporcionada utilizando el
método AHP de Saaty, y ademas coincide para todos los cuantificadores linguisticos
utilizados. Mas aun, los grados de dominancia asociados a cada alternativa varia lige-

ramente al cambiar el cuantificador linguistico.

4. Modelo General de TDME

El modelo de decision que integra las cuatro representaciones de preferencias es
el mismo que el presentado en el primer Capitulo con el afiadido de la transformacion
en la primera etapa de las relaciones de preferencia multiplicativas en relaciones de pre-
ferencia difusas. Lo repetimos a modo de recordatorio:

1. Uniformidad de la informacion. Para cada orden de preferencia, conjunto de
valores de utilidad y relacion de preferencia multiplicativa obtenemos una rela-
cion de preferencia aditiva, para lo cual usamos las funciones de transformacion

obtenidas.

2. Aplicacion de un proceso de seleccidn. Este proceso de seleccion se desarro-
Ilara en dos fases:

(a) Fase de agregacion. Usando el concepto de mayoria difusa de ex-
pertos, aplicado en las operaciones de agregacion mediante un operador
OWA, obtenemos una relacion de preferencia difusa colectiva a partir de
todas las relaciones de preferencia difusas individuales.

(b) Fase de explotacion. De nuevo utilizamos el concepto de mayoria

difusa, pero en el sentido de mayoria de las alternativas, para obtener dos
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grados de seleccion de alternativas: el grado de dominancia y el grado de

no dominancia ambos guiados por cuantificadores.

5. Consistencia del Modelo General de TDME

La consistencia del modelo general de TDME integrando las cuatro representa-
ciones de preferencia estudiadas en esta memoria queda garantizada por el hecho de ser
consistente el modelo de TDME estudiados en el Capitulo 2, asi como por la consisten-
cia de la funcion de transformacion de relaciones de preferencia multiplicativas en rela-
ciones de preferencia difusas que hemos establecido en este capitulo. Ademas puesto
que los grados de dominancia y no dominancia de relaciones de preferencia difusas y de
relaciones de preferencia multiplicativas coinciden bajo la suposicion de consistencia de
las relaciones de preferencia multiplicativas, a partir de este momento podria afirmarse
que el elemento base para uniformizar las preferencias puede ser tanto las relaciones de

preferencia aditivas como las relaciones de preferencia multiplicativas.

6. Ejemplo

Consideremos el siguiente ejemplo ilustrativo del método de clasificacion de al-
ternativas estudiado en esta memoria. Supongamos un conjunto de siete expertos,
E :{el,ez,e3,e4,e5,e6,e7} , 'y un conjunto de cuatro alternativas, X :{xl,xz,x3,x4} .
Supongamos que los expertos e,,e, proporcionan sus preferencias en forma de ordenes
de preferencias, e,,e, através de un conjunto de valores de utilidad respectivamente, e,

mediante una relacion de preferencia multiplicativa, mientras que los dos ultimos exper-
tos lo hacen proporcionando relaciones de preferencia difusas. Supongamos que la in-

formacion es la siguiente:
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e, 0' =(314,2)

e,. 0% =(32.14)

e,: U® ={05,0.7101}
e,: U* ={07,09,06,0.3}

30
0
Us
50
O
10

05 01 06 070
09 05 08 047

04 02 05 090
03 06 01 050

1
5

e A°

1
~Nj- g
R o oole

all=
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1. Uniformidad de la informacion. Usando las funciones de transformacion g*,g° yw

para uniformar la informacion, tenemos:
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005 013 013 0750

0

,_ (087 05 087 0947
87 013 05 0870

025 006 013 050

P

2. Proceso de seleccion.

(a) Agregacion. Usando el concepto de mayoria difusa representandolo a través del

cuantificador linglistico "’al menos la mitad™, con el par de valores (0,05), y el corres-
pondiente operador OWA con vector de pesos, w = (0.29,0.28,0.31,014,0,0,0) , entonces

la relacién de preferencia colectiva, cuyos valores representan el grado de preferencia

de una alternativa sobre otra para al menos la mitad de los expertos, es:

005 04 066 0930

. _[086 05 089 0927

79 05 05 0970

035 058 038 050

(b) Explotacién. Aplicando el proceso de explotacion utilizando el cuantificador lin-

glistico ““la mayor parte de” con el par de valores (0.3,08), y el correspondiente ope-
rador OWA con vector de pesos, w = (0,0.4,05,0.1) , obtenemos los siguientes grados de

seleccion de alternativas guiados por un cuantificador linglistico sobre la base de la

anterior relacién de preferencia colectiva:

X, X, Xq X,
TQGDD; 0554 0836 0616 0425
TQGNDD, 0.757 1 0961 0539

Estos valores representan la dominancia que una alternativa tiene sobre la mayor parte
de las alternativas para al menos la mitad de los expertos y el grado de no-dominancia
con el que una alternativa no es dominada por la mayor parte de las alternativas para al

menos la mitad de los expertos, respectivamente.
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Claramente, los conjuntos maximales son:

X TQGDD ={X2} y X TQeneD :{ X} ’

por lo que el conjunto solucion de alternativas para todos las politicas de seleccion se

reduce a una sola alternativa, que es: {xz} :

Si usamos para representar el concepto de mayoria difusa el cuantificador lin-

glistico ““la mayor cantidad posible de”, con el par de valores (051), en lugar del

cuantificador linguistico ’al menos la mitad™, y el correspondiente operador OWA con

vector de pesos, w =(0,0,0,014,0.31,0.28,0.29) , entonces la relacion de preferencia co-

lectiva, cuyos valores representan el grado de preferencia de una alternativa sobre otra

para la mayor cantidad posible de los expertos, es:

005 016 023 0.650

062 05 051 0447

036 013 05 0640

009 01 015 057

Aplicando el proceso de explotacion utilizando el cuantificador linguistico ““La mayor
parte de” , tenemos los siguientes grados de seleccion de alternativas guiados por un

cuantificador linguistico sobre la base de la anterior relacion de preferencia colectiva:

X, X, Xs X,
TQGDD, 0331 0498 0393 0111
TQGNDD, 0889 1 0969 0563

Estos valores representan la dominancia que una alternativa tiene sobre la mayor parte

de las alternativas para la mayor cantidad posible de expertos y el grado de no-
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dominancia con el que una alternativa no es dominada por la mayor parte de las alterna-

tivas para la mayor cantidad posible de expertos, respectivamente.

De nuevo se obtienen los mismos conjuntos maximales y por tanto el mismo conjunto

solucion de alternativas para todos las politicas de seleccién {xz} .



Capitulo 5

Un Modelo de Consenso Global para Problemas de
TDME con Diferentes Estructuras de Representacion

de Preferencia

En este capitulo, estudiamos el problema de como alcanzar consenso en proble-
mas de TDME con diferentes estructuras de representacion de preferencias. En concre-
to, supondremos que las preferencias pueden ser representadas mediante Ordenes de
preferencia, valores de utilidad, relaciones de preferencia multiplicativas y relaciones de

preferencia difusas.

En primer lugar hacemos una breve introduccion del problema del célculo del
consenso en TDME. A continuacion proponemos un modelo de consenso para el pro-
blema de TDME que nos ocupa, que consta de dos fases, la expresion de opiniones o
preferencias y la discusion en grupo. Este modelo de consenso lo basamos en dos crite-
rios de consenso: (i) una medida de consenso, con la que evaluar el acuerdo existente
entre los expertos y (ii) una medida de proximidad con la que evaluar, en caso de no
existir un nivel de consenso satisfactorio, el grado de acuerdo de un experto con la solu-
cion del problema de TDME. La primera medida se calculard en la fase de expresion de

opiniones y se utilizara para guiar el proceso de consenso y en ultima instancia para
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validar la solucion final del problema, mientras que la segunda medida se utilizara para
guiar a los expertos en la modificacion de sus preferencia en la fase de discusion en
grupo. De hecho, esta ultima medida la utilizaremos para proponer reglas sencillas y
simples con las que disefiar un mecanismo de retroalimentacion o feedback, que podra
utilizarse como sustituto del moderador en la mencionada fase de discusion. Por ultimo,
ilustraremos todo lo anterior mediante un ejemplo préactico llevado a cabo en un centro
de ensefianza secundaria. En concreto, con este ejemplo, se pretendi6 ordenar una serie
de causas que se cree tienen una influencia directa en el mal comportamiento de los
estudiantes de secundaria dentro del aula.. Nos restringimos a la ordenacion, de mayor
a menor influencia, de tan solo seis posibles causas de mal comportamiento en clase del
alumnado. Para ello se invit a un reducido grupo de profesores de secundaria a que
expresaran sus opiniones respecto al grado de influencia que dichas posibles causas
ejercian en que sus estudiantes presentaran un comportamiento incorrecto dentro del
aula. La eleccion de un nimero reducido de posibles causas de mal comportamiento asi
como de un nimero igualmente reducido de profesores que proporcionaran sus opinio-
nes sobre este tema, se debid exclusivamente a un motivo de simplicidad en el manejo
de datos, unido al deseo de que el consenso se alcanzara rapidamente, como asi ocurrio,
para no cansar a los profesores que voluntariamente se prestaron a colaborar. Hemos de
decir a favor de estos reducidos valores en el nimero de alternativas y de expertos el de
haber sido suficientes para mostrar el funcionamiento del modelo de consenso que pre-

sentamos en el presente Capitulo.

1. Introduccién

En los problemas de TDME dos son los procesos a desarrollar antes de obtener
una solucién final de dichos problemas [27]: el proceso de seleccion y el proceso de
consenso. El primero ha sido presentado, estudiado y desarrollado en los capitulos pre-
cedentes, y hace referencia a como obtener el conjunto solucion de alternativas, mien-
tras que el segundo, el cual pretendemos estudiar en este capitulo, consiste en cémo
obtener el maximo grado de consenso o acuerdo entre el conjunto de expertos sobre el

conjunto solucion de alternativas obtenido mediante la aplicacion del modelo de selec-



Modelo de Consenso para TDME con Diferentes Estructuras de 127
Representacion de Preferencias

cion, todo ello en base a las opiniones que sobre las alternativas tienen los referidos ex-
pertos. EI consenso se ha convertido en una area importante de investigacion en
TDME, como lo demuestra el gran nimero de publicaciones que sobre ella han apareci-
do en los ultimos afos [8,9,10,27,33,36,41,42,45,71].

Normalmente, al inicio de todo problema de TDME las opiniones de los exper-
tos suelen diferir sustancialmente, en cuyo caso es necesario desarrollar un proceso de
consenso en un intento de obtener una solucion al problema sobre la que dicho conjunto
de expertos muestren cierto grado de aceptacion. Clasicamente, consenso se define co-
mo acuerdo unanime Yy total de todos los expertos sobre todas las posibles alternativas.
Sin embargo, esta definicién de consenso es inconveniente para nuestros propositos por

dos razones fundamentalmente:

1. En primer lugar, nos permite diferenciar tan sélo entre dos posibles estados, la exis-
tencia y la ausencia de consenso. A efectos practicos, una solucion a un problema pue-
de ser aceptada como solucién de conjunto sin necesidad de que el 100% de los exper-
tos la acepten sino que basta con que dicho porcentaje sea menor aunque suficientemen-

te elevado (al menos mayor que un 50%).

2. En segundo lugar, las posibilidades de alcanzar tal acuerdo total, en caso de ser nece-
sario, son practicamente nulas. Es mas, un acuerdo completo y unanime no es esen-

cialmente necesario, incluso a veces es preferible evitarlo en la vida real.

Todo esto ha conducido a la definicion y uso de un nuevo concepto de grado de
consenso, el cual ha sido llamado grado de consenso “soft” [33], y por consiguiente lo
que se intenta en los procesos de consenso es alcanzar el maximo grado de consenso
posible entre los individuos, aunque éste no se ideal. En este sentido, un proceso de
consenso se entiende como un proceso dindmico e iterativo, coordinado por un modera-
dor, el cual ayuda a los individuos a acercar sus posiciones. Asumimos pues que la se-
sion con los expertos consta de dos fases [71]: i) la expresion de opiniones y ii) discu-
sién en grupo. En cada paso del proceso de consenso, el moderador, una vez las opi-
niones de los expertos han sido expresadas, conoce el estado de consenso existente entre
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los individuos, a través de una medida de consenso, que establece la distancia al estado
ideal de consenso [27,33,35]. Si considera que el nivel de consenso no es aceptable, es
decir, si aun existe mucha discrepancia entre los individuos, lo cual puede implicar un
rechazo por parte de éstos de la solucion final del problema de TDME, urgira a los
mismos a discutir en profundidad sus opiniones en un intento de acercar posiciones y de
esta forma aumentar el acuerdo y en consecuencia el consenso entre ellos [27,71]. Para
hacer esto, proponemos la utilizacién de una medida de proximidad que nos permitira
proponer reglas simples y sencillas para ayudar a los expertos a conocer la direccion del
cambio que de sus opiniones se requiere. Por el contrario, cuando el nivel de consenso
es satisfactorio, el moderador aplicara el proceso de seleccion para obtener la solucién
final de consenso del problema de TDME [27].

2. Planteamiento

Tratamos pues de disefiar un modelo de consenso para un problema de TDME
en el que se dispone de un conjunto de alternativas discreto, conocido y finito,

X = {xl,..., xn} , que han clasificarse de mejor a peor, para lo que se dispone de las pre-

ferencias de un conjunto de expertos, también discreto, conocido y finito,

E= {el,...,em} . Como hemos venido suponiendo a lo largo de la memoria, cada experto

puede expresar sus preferencias mediante una cualesquiera de las siguientes cuatro re-
presentaciones: ordenes de preferencia, valores de utilidad, relaciones de preferencia
multiplicativas y relaciones de preferencia difusas. Un proceso de resolucién para este
tipo de problemas ha sido presentado en el capitulo anterior, de tal forma que el proble-

ma de como obtener una solucion para el problema en cuestion esta resuelto.

Sin embargo, para que la solucién obtenida mediante la aplicacion del proceso
de resolucion sea la solucion final del problema, es necesario que los expertos expresen
un alto nivel de acuerdo o aceptacion de la misma. Se hace necesario pues la aplicacion

de un proceso de consenso para este tipo de problemas y evaluar el grado de consenso
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de los expertos sobre la solucion del problema, con el objetivo de obtener una solucion

final de consenso.

El proceso de consenso puede llevarse a cabo de forma independiente a la apli-
cacion del proceso de seleccion. Si este es el caso entonces lo primero, en el problema
de TDME, es aplicar el proceso de consenso tantas veces como sea necesario para al-
canzar el nivel de consenso considerado suficiente para la aceptacion por el grupo de la
solucion final del problema, y acto seguido se aplicaria el proceso de seleccién para
obtener dicha solucion. En este caso [8,22,33,35, 45], todos los autores han basado la
definicion de sus medidas de consenso en el concepto de coincidencia o distancia exis-
tente entre las opiniones de los individuos. No obstante, todos no han aplicado la mis-
ma idea de coincidencia. Unos han optado por la aplicacion de una coincidencia rigida,
es decir, en el momento de evaluar la coincidencia entre las opiniones de los individuos,
aceptan solo dos posibilidades, o total coincidencia (valor 1) o coincidencia nula (valor
0) [22,33,35,45], mientras que otros lo hicieron por una coincidencia flexible, aceptando
ademaés que entre los individuos pueden existir diferentes grados de coincidencia (valo-
res en [0,1] ) [8,33,35,45]. Un breve estudio de todas estas medidas puede ser consulta-
do en [28].

Por otro lado, otra posible forma de definir medidas de consenso consiste en la
aplicacion del proceso de consenso en conjuncion con la aplicacion del proceso de se-
leccion [9]. Si este es el caso, entonces la definicion de la medida de consenso se basa-
ria en la comparacion de las soluciones individuales de cada experto con la solucion
colectiva del problema de TDME. Esto implica que el primer paso a realizar en cada
etapa del proceso de consenso seria la aplicacion del proceso de seleccidn para obtener
tanto las soluciones individuales como la solucidn colectiva, en este caso llamada tem-
poral. Una vez hecho esto, se mediria la coincidencia existente entre las soluciones in-
dividuales y la solucién colectiva temporal, para obtener una medida de consenso entre

los expertos.

Este segundo modelo es el que proponemos utilizar en nuestro problema de
TDME, pues al poder las opiniones de los expertos ser representadas de forma diferente,
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la utilizacion del primer método (consenso seguido de seleccion) seria inaplicable salvo
que la informacion se transformara a un modelo base de representacion. Puesto que en
cualquier caso la informacion ha de ser transformada, es 16gico que se plantee la aplica-
cion del segundo método (seleccion y consenso). Este método no es nuevo, sino que ya
ha sido aplicado por otros autores entre los que destacamos [9], aungue en nuestro caso
la comparacion de las soluciones proponemos hacerla no sobre los grados de seleccion
asociados a las alternativas sino a las posiciones que dichas alternativas tienen en una
solucion considerada, por la sencilla razon de que en un problema de TDME de los que
estamos estudiando lo que se persigue es la ordenacion de mejor a peor de las alternati-
vas, siendo los grados de seleccion un medio para conseguir dicha ordenacion. Mas aln
hay casos en los que tales grados de seleccion o0 no existen 0 no son necesarios, por
ejemplo cuando un experto proporciona sus opiniones sobre un conjunto de alternativas
mediante un orden de preferencias sin informacion adicional suplementaria, lo que suele
ser habitual en muchos casos (esto no quiere decir que tal orden de preferencias sea po-
co fiable, pues quien lo utiliza l6gicamente ha debido utilizar algun tipo de criterio para
ordenar las alternativas, lo que ocurre es que simplemente no ha revelado dicho meca-
nismo por propia voluntad o porque no se lo fue requerido). Por otro lado, puede ser
que dos oOrdenes de alternativas idénticos tengan asociados dos vectores de grados de
seleccidn distintos, por lo que una situacion de consenso total puede dejar de serlo si se

define una medida de consenso mediante la comparacion de los grados de seleccion.

En base a todo esto, en las siguientes secciones presentamos un modelo de con-

senso basado en dos criterios de consenso:

a) Una medida de consenso: Con esta medida evaluamos el acuerdo existente entre
todos los expertos. Se utilizara para guiar el proceso de consenso y en ultima instancia

para validar la solucion final del problema.

b) Una medida de proximidad: Esta medida evalla el acuerdo (grado de coincidencia)
entre las soluciones individuales de cada experto y la solucion colectiva temporal. Se
utilizard para guiar a los expertos en la modificacion de sus opiniones en la fase de dis-

cusion en grupo del proceso de consenso. De hecho, esta medida la utilizaremos para
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proponer reglas sencillas y simples con las cuales disefiar un mecanismo de retroalimen-
tacion el cual podra utilizarse como sustituto del moderador en la mencionada fase de

discusion.

3. Modelo de Consenso

Como dijimos anteriormente, el consenso ha figurado de forma predominante
como tema de investigacion en los problemas de toma de decisiones. Aunque consenso
tradicionalmente significa acuerdo total y unanime, desde un punto de vista practico
tiene sentido hablar de un grado de consenso. Por tanto, nosotros entendemos consenso
como un parametro mensurable cuyo maximo valor corresponde a unanimidad y mini-

mo valor a desacuerdo total.

Inicialmente, en cualquier problema de TDME no trivial, los expertos discrepan
en sus opiniones, por lo que el consenso ha de verse como un proceso iterativo, lo que
significa que el acuerdo se obtiene sélo tras varias rondas de consulta o discusion entre
ellos. En cada una de estas rondas se calculan dos parametros: una medida de consenso
y una medida de proximidad. La primera guia el proceso de consenso mientras que la
segunda se utiliza en la fase de discusion en grupo del proceso de consenso.

El principal problema que se plantea en un proceso de consenso es el de encon-
trar la forma de hacer que las posiciones individuales converjan y, por consiguiente,
cémo ayudar a los expertos en la obtencion y aceptacion de una solucion del problema
de TDME.

Para hacer esto, se fija de antemano un nivel de consenso minimo requerido para

tal solucion (Px <p, p m] (oK1 ). Cuando la medida de consenso alcanza este nivel enton-
ces la sesién de toma de decision finaliza y se procede a la obtencion final del problema.
Si éste no es el caso, las opiniones de los expertos deben modificarse. Esto ha de reali-

zarse en una sesion de discusion en grupo, apoyandonos en una medida de proximidad
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para proponer un mecanismo de retroalimentacion basado en reglas simples para ayudar

a los expertos a cambiar sus opiniones.

Como hemos mencionado, el modelo de consenso que presentamos se llevara a
cabo aplicando conjuntamente el proceso de seleccidn, y se basara en la coincidencia de
las soluciones individuales con la solucién colectiva. Como ya hemos dejado dicho en
la introduccion, la comparacion de soluciones habra de realizarse para el problema de
decision que estamos estudiando utilizando las posiciones de las alternativas dentro de
cada solucion y no en los grados de seleccion. Esto es asi por dos razones: 1) en primer
lugar, en nuestro modelo cuando la informacién sobre el conjunto de alternativas se
representa mediante un orden de preferencias entonces la Unica informacién disponible
sobre las alternativas lo es la posicion de éstas dentro del citado orden, por lo que la
comparacion de grados de seleccion en este supuesto no parece ser la mejor opcion, y 2)
en segundo lugar, porque puede darse el caso de comparar dos vectores ordenados de
alternativas iguales con vectores de seleccion asociados distintos, por lo que al utilizar
la comparacion de éstos ultimos en la definicién de la medida de consenso, no se refle-
jaria un estado de consenso ideal. Ademas el objetivo de la resolucion de un problema
de TDME es el de ordenar las alternativas de mejor a peor, por lo que la necesidad en el
uso de las posiciones de las alternativas dentro de las distintas soluciones (individuales
y colectivas) surge de forma natural en la definicion de las medidas de consenso. El
modelo de consenso para este tipo de problemas de TDME se presenta en la figura si-

guiente y lo describiremos con mas detalle en las siguientes secciones.

2.1. Medidas de Consenso y Proximidad

Cada parametro de consenso requiere el uso de una funcion de disimilitud,

d(\/i,V°), para obtener el nivel de acuerdo entre la solucion individual del experto e,

V' = M,...,vn‘), donde Vji es la posicion de la alternativa x; para el experto i-esimo , y

la solucion colectiva v © = 6/1°,...,Vn°), donde V; es la posicion de la alternativa x; en la
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solucion colectiva. Entre las medidas que se han propuesto para la obtencién de una
medida de consenso se encuentran la distancia euclidea, la norma distancia L-1, las fun-
ciones seno y coseno del angulo formado por dichos vectores, etc. [71]. Tales medidas
eran aplicadas a los grados de seleccion asociados a las alternativas, aunque éstas pue-
den ser aplicadas directamente a los vectores formados por las posiciones de las alterna-

tivas en dichos vectores ordenados, que es lo que nosotros proponemos.

Cambiode preferenciz | edida e poximiced <) | Proceso de
Realimentacidn

I

Ordenes de preferencia
Funciones de utilidad
Relaciones de preferencia difusas
Relaciones de preferencia multiplicativa

Funciongs de transformacion
Oneradores de agreqacion
R Vector ordenado de
Relaion e iz P prefeenciacoletivo
colectiva

temporal

Vectores ordenados de
preferencia individuales

Medida de
COnSENS0> ¢y

e St Orden de pref, Colectivo temp.
Pocsote SHeacion Proceso de Conserso Essolucidn fina de consenso

Figura 6. Diagrama del Proceso de Consenso de TDME

Por tanto, definimos indicadores de consenso mediante la comparacion de las

posiciones de las alternativas en dos vectores de preferencia como sigue:

1. Debido al hecho de que trabajamos con diferentes estructuras de preferencias, utili-
zamos el modelo de seleccion descrito en capitulos anteriores para obtener un vector

ordenado de alternativas colectivo V¢ (que llamaremos solucion colectiva temporal).

2. Calculamos los vectores ordenados de alternativas (soluciones individuales) para

cada experto {\/ Bi=1.., m} . Esto es obvio cuando las preferencias se expresan mediante
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ordenes de preferencias o valores de utilidad. Cuando las preferencias han sido expre-
sadas mediante relaciones de preferencia difusas entonces aplicamos el mismo proceso
de seleccion aplicado en la obtencidn de la solucion colectiva temporal. Si las preferen-
cias estan expresadas en forma de relacion de preferencia multiplicativa entonces prime-
ro la transformamos en relacion de preferencia difusa (hecho para calcular la solucion

colectiva) y después actuamos como anteriormente.

3. Para cada experto calculamos la proximidad para cada alternativa, notada p, (x;)

mediante la comparacién de la posicién de dicha alternativa en la solucion individual de
dicho experto y en la solucién colectiva. Esta comparacion debe hacerse utilizando una
funcion p, (xj)z pQ/i,VC)(xj)z f{v¢ -v!) que refleje la proximidad entre ambas posicio-
nes. Esto implica que la funcion f debe ser creciente. Como funcién general de disi-

militud consideraremos f(x) = (a-x)’,b >0, Yy en particular usamos esta funcién toman-

do a:i.
n-1

pi(xj): p(\/ivvc)(xj): fQ Vi -V )zg%g D[O,l]-

Al utilizar esta funcion de disimilitud observamos que los valores que se obtienen son
mayores cuanto mayor es la diferencia entre las posiciones de la alternativa. Ademas
esta diferencia puede ser acentuada disminuyendo el valor de b. Mostraremos esto en

la siguiente seccion tomando distintos valores (1,1/2,1/3) de la constante b .

4. Calculamos el grado de consenso de todos los expertos sobre cada alternativa. El

grado de consenso sobre la alternativa x; se calcula usando la siguiente expresion:

pi(xj).

m

C(Xj):l_i
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5. La medida de consenso sobre el conjunto de alternativas, que notaremos C, , se cal-

culard mediante la agregacion de los grados de consenso sobre las alternativas calcula-
das en 4. Consideramos importante llevar a cabo esta agregacion de tal forma que el
grado de consenso sobre las alternativas pertenecientes al conjunto solucion tenga un
mayor peso. Un operador de agregacion que permite este tipo de agregacion es el ope-
rador de agregacion S-OWA OR-LIKE definido por Yager y Filev en [67], y que pre-
sentamos adaptado a nuestro objetivo de potenciar el consenso sobre las alternativas

pertenecientes al conjunto solucion.

Cy = SOWAOR—LIKE({C(XS); X [ Xsol}'{c( X) X OX = xsol}): (1_:B)§VC(XJ-)+IBBD(X5)’

1= v

donde v es el cardinal del conjunto X -X_, y £0[0,], es fijado a priori antes de aplicar

sol

el operador de agregacion.

Obviamente, el valor de esta medida de consenso asi definida depende de la eleccién del
operador OWA aplicado en el proceso de seleccion y del operador S-OWA OR-LIKE
aplicado para obtener C, , especialmente en las primeras etapas del proceso de consen-
so, es decir, cuando la diferencia entre las preferencias de los expertos es grande, pero
nosotros omitiremos cualquier referencia explicita a estos operadores, por simplicidad,

en la notacion de C, .

6. La proximidad de la solucion individual del experto i-ésimo con respecto a la solu-
cion colectiva temporal, la cual notaremos por Py, se calcula mediante la agregacion de
la proximidad de dicho experto en las alternativas. De nuevo proponemos realizar esta
agregacion dandole mayor importancia a la proximidad de las alternativas solucion, es
decir usando de nuevo un operador S-OWA OR-LIKE:

X, OX =X })

P>i< = SOWAOR—LIKE ({1_‘ P (Xs) ;X U Xsol}’{l_‘ P (Xt)
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Cuando el valor de proximidad asociado al experto i-ésimo es proximo a 1 entonces su
contribucion al consenso es alta (positiva) mientras que si dicha proximidad es cercana

a 0 entonces su contribucion al consenso es baja (negativa).

3.2. Mecanismo de Retroalimentacion para Alcanzar Consenso

Cuando la medida de consenso C, no ha alcanzado el nivel de consenso reque-

rido, entonces las opiniones de los expertos deben ser modificadas. Como dijimos ante-

riormente, utilizaremos las medidas de proximidad (p,(x,) P}) para construir un meca-

nismo de retroalimentacion para que los expertos puedan cambiar sus opiniones para
conseguir de esa forma aproximarlas y por consiguiente aumentar el consenso. Este
mecanismo realimentador se aplicara en tanto que el nivel de consenso no sea satisfac-
torio y cesard en su aplicacion en cuanto un nivel de consenso satisfactorio (fijado a

priori) sea alcanzado.

Las reglas de este mecanismo de consenso seran faciles de entender y aplicar, y
se expresaran de la siguiente forma: “Si la proximidad de la alternativa p, (xj) es negati-

va (positiva) entonces la valuacion asociada a dicha alternativa tiene que crecer (decre-

cer)”, y se llevara a la préactica de la siguiente manera:

1. Cada experto e, se clasifica de primero a ultimo asociandoles sus respectivos valores
de proximidad total P;. A cada experto se le proporcionara su posicion en este orden y

sus valores de proximidad en cada alternativa.

2. Si la posicion de un experto en esta clasificacion es alta (primero, segundo, etc.) en-
tonces dicho experto no tendra que modificar sustancialmente sus opiniones, mientras
que si su posicién es baja (Gltimo, penultimo) entonces sus opiniones tendran que ser
modificadas sustancialmente. En otras palabras, los primeros expertos que deben modi-

ficar sus opiniones seran aquellos cuyas soluciones individuales estén més alejadas de la
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solucion colectiva temporal. En este punto, tendremos que decidir un nivel minimo de
proximidad el cual al no ser alcanzado obligue a modificar opiniones, es decir, necesi-

tamos una regla como la siguiente:

“Si P! <p, pO[04] entonces cambie sus opiniones”.

3. Las opiniones se modificaran siguiendo las siguientes tres reglas:

R.1. Siv?-v/ <0, entonces aumentar las valoraciones asociadas a la alternati-

va X; -

R.2. Siv{ -v| =0, no modificar las valoraciones asociadas ala alternativa x; .
R.3. Si v} -Vv/ >0, entonces disminuir las valoraciones asociadas a la alternati-

Vaxj.

Obviamente, el proceso de consenso dependera del tamafio del grupo de exper-
tos asi como del nimero de alternativas, de forma que cuando dichos conjuntos son pe-
quefios y las opiniones son homogéneas el nivel de consenso requerido es facil de obte-
ner. Por otro lado, hacemos notar que el cambio de opiniones puede provocar un cam-
bio en la solucidn colectiva temporal, especialmente cuando las opiniones de los exper-
tos son bastante dispares, es decir en las primeras etapas del proceso de consenso o
cuando dos alternativas tienen grados de seleccion muy préximos en dicha solucién
colectiva. De hecho, cuando las opiniones de los expertos estan proximas el cambio de
opiniones no afectara a la solucion colectiva temporal, sino que afectara tan solo a la
medida de consenso. Este es un proceso convergente a la solucion colectiva, una vez
que la medida de consenso es suficientemente alto. Todo esto lo ilustraremos en la sec-
cién siguiente mediante un ejemplo practico llevado a cabo con un grupo de ocho profe-

sores y un conjunto de seis alternativas.



138 Modelo de Consenso para TDME con Diferentes Estructuras de
Representacion de Preferencias

4. Ejemplo Practico de Aplicacion: Causas del mal compor-

tamiento en clase

Uno de los principales problemas presentes hoy en dia en el aula es el del mal
comportamiento de los estudiantes. Encontrar las causas de este mal comportamiento y
la influencia que tienen sobre éste tiene gran interés tanto para profesores como para
todo aquel relacionado con la educacion (padres, educadores, Departamento de Educa-
cion, etc.). Cohen y otros en [11] citan un estudio en el que una muestra de profesores
de diferentes escuelas secundarias inglesas fueron preguntados por sus opiniones res-
pecto a las causas que influyen directamente sobre el mal comportamiento de los estu-

diantes en el colegio. Entre estas causas fueron citadas:

Problemas en el hogar

iy

Falta de interés en la materia o desinterés en el colegio

Inestabilidad psicologica o emocional del estudiante

w

Ausencia auto estima

Antipatia hacia el profesor

O 0 0 0 00

Uso de drogas

Esta lista se presento a un grupo de ocho profesores espafioles de ensefianza se-
cundaria y se les preguntd sobre sus opiniones acerca de la influencia directa que estas
causas tenian en el mal comportamiento de sus estudiantes en su instituto. Se prepara-
ron para este propo6sito cuatro cuestionarios, uno para cada estructura diferente de prefe-

rencias. Las opiniones de los profesores fueron las siguientes:

e,:0' ={2136,43 e,:0% ={1,34,2,653

e,:U*={0.3,0.2,0.8,0.6,0.4,0.3 e, :U*={0.309,04,020.7,05
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Primer paso del proceso de consenso

A. Medida de consenso

1. Usando las funciones de transformacion fl(oik,ojk):

N |-

.%Jroik ~of H de 6rdenes de
n-1 H

0
W]  de valores de
(“ik "’(ujk i

utilidad en relaciones de preferencia difusas, y fa(a_§)=1.(1+|oggak), de relaciones de
i

ij

preferencia en relaciones de preferencia difusas, fz(uik’u;‘):

N—
—
Nz

preferencia multiplicativas en relaciones de preferencia difusas, para uniformar la in-

formacion, tenemos:

5 04 06 09 07 080 05 07 08 06 1 09
g).e 05 07 1 08 o.9% %).3 05 0.6 04 08 0.75
. 04 03 05 08 06 0.70 , 02 04 05 03 07 060
P = O P = 0
S).l 0 02 05 03 04p %).4 06 07 05 09 08p
%).3 02 04 07 05 0.6% d 02 03 01 05 0.45
M2 01 03 06 04 050 5).1 03 04 02 06 05F
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.50 069 0.12 020 0.36 0.900 .50 010 0.36 0.69 0.16 0.260
1931 050 0.06 010 020 0.807 [9.90 050 084 095 062 0.767
ps (083 094 050 064 080 0980 pe (064 016 050 080 025 0390
80 090 036 0.50 069 0.971 931 005 020 050 008 0.147
064 080 020 031 050 094U 084 038 075 092 050 0661
@1 020 002 003 006 0500 074 024 061 086 034 0500
050 034 025 082 0.75 0.870 050 0.13 018 034 0.75 0.090]
10.66 050 025 0.18 082 0.917 10.87 050 066 0.82 091 0.257
o7 075 075 050 094 091 1 O ps (082 034 050 075 087 0820
18 082 006 050 034 0.757 066 018 025 050 075 0917
025 018 009 066 050 082C 025 009 013 025 050 0970
.13 009 0 025 0.8 0500 091 075 018 0.09 003 0.50F

Utilizando el criterio de mayoria difusa con el cuantificador “la mayor parte de’, repre-
sentado por el par (0.3,0.8), y el correspondiente operador de agregacion OWA con vec-
tor de pesos, w=[0,0,%,%, 5,5 2 0], larelacion de preferencia difusa colectiva es

'20'207207'20 ' 20

0500 0.439 0373 0.556 0.649 0.644[]
10.469 0500 0.583 0.651 0.615 0.7501
535 0358 0500 0.709 0.680 0.64301
" 0332 0228 0260 0500 0.603 05987
0208 0303 0273 0287 0500 07450
.235 0215 0282 0312 0.202 0.500F

El proceso de explotacion lo aplicamos con el cuantificador difuso “la mayor cantidad
de”, con el par (0.5,1), y el correspondiente operador de agregacion OWA con vector de
pesos, w= [0,0,0,%,%,%]. Como ya probamos en el anterior capitulo, cuando la informa-
cién es consistente entonces se obtiene el mismo vector ordenado de alternativas inde-
pendientemente del grado de seleccion que se utilice (dominancia o no-dominancia) asi
como del cuantificador linguistico utilizado. Sin embargo, cuando la informacion (rela-
ciones de preferencia difusas o multiplicativas) no es consistente, la aplicacion de los
dos grados de seleccion puede proporcionar distintos vectores ordenados de alternativas.

En una situacion real las preferencias cuando se expresan mediante relaciones de prefe-
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rencias pueden y suelen presentar inconsistencias, por lo que a la hora de obtener la so-
lucion colectiva e individuales utilizaremos tan solo uno de los dos grados de seleccion,
en nuestro caso el grado de dominancia. El grado de dominancia guiado por el cuantifi-
cador anterior al aplicarlo sobre la relacion de preferencia colectiva proporciona los

siguientes valores:

QGDD, (0.437 (0.517 |0.464 |0.273 |0.286 |0.217

Estos valores representan la dominancia que cada alternativa tiene sobre “la mayor parte
de” las alternativas para “la mayor cantidad de” profesores. Claramente, la causa que
mayor influencia tiene en el comportamiento incorrecto de un estudiante en el instituto,
para este grupo de profesores, es C,: falta de interés en la materia o desinterés general
en el colegio, mientras que el orden colectivo de causas de mayor a menor influencia en

el mal comportamiento de los estudiantes es {c,,c,,C,,C,,C,,C¢ -

2. Por otro lado, los 6rdenes individuales , calculados utilizando el mismo cuantificador
lingtistico y el mismo proceso de seleccion en el caso de relaciones de preferencias, son

los siguientes:

& :{CZ’Cl’CS’CS’C6’C4} » € :{Cl,C4,C2,C3,C6,C5}
egi{Cg,C4,C5,C1,C2,C6} ;e4:{C2,C5,C6,C3,Cl,C4}
es:{C21C3'C4vC1'C6'C5} ;ee:{C11C2'C31C51C61C4}

e, :{c,.c,.c,.c,.C..C} ;e :{C,.C,.C,.C.CLC

3. Las diferencias entre las posiciones de las alternativas (causas de mal comportamien-
to) en las soluciones individuales y la solucion colectiva temporal estan expresadas en la

siguiente tabla:
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YA A R A Y A A A AV A VA AV VAR AVAAVA
e, |1 0 -1 -1 0 1
e, |2 -2 -2 3 -2 1
e, |-1 -4 1 3 1 0
e, |-2 0 -2 -1 2 3
e, |-1 0 0 2 -2 1
e, |2 -1 -1 -1 0 -1
e, |1 -2 1 1 -1 0
e, |-2 -1 1 2 0 0

4. Los grados de consenso sobre las alternativas calculados para tres valores diferentes

de b son:

c(c,) |clc,) [clc,) |cle.) |cles) |clc)
b=1 |07 |0.75 |0.775 |0.65 |08  |0825
b=1/2 |0.4602 |0.6183 |0.5624 |0.4246 |0.6510 |0.6796
b=1/3 |0.3392 |0.5536 |0.4503 |0.3125 |0.5775 |0.6022

5. La medida de consenso calculada para los mismos tres valores de b es:

Cx
b=1 |0.75
b=1/2 [0.566 + 0.052/
b=1/3 |0.4726 + 0.0811 /




Como se puede observar, existe una gran diferencia en los valores obtenidos cuando la
funcién de disimilitud se aplica con diferentes valores de b. Si se hubiera prefijado un
nivel de consenso minimo de 0.75 entonces utilizando la funcion de disimilitud méas
sencilla, es decir b =1, el proceso de consenso deberia finalizar en este momento con lo
que la solucion colectiva temporal seria la solucion final de consenso. Sin embargo,
una detenida observacion de las soluciones individuales nos conduce a que existe gran
discrepancia entre ellas por lo que no seria una decision acertada la finalizacion en este
momento del proceso de consenso, por que la solucion colectiva no representa a la ma-

yoria de las soluciones individuales. Para un valor de 5 de 0.8, los valores de consenso

Modelo de Consenso para TDME con Diferentes Estructuras de
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son 0.75, 0.61 y 0.54 respectivamente.

B. Medidas de proximidad

b=1 b=1/2 b=1/3

Py Py Py
e, |0.87+0.13% 070+ 034 0.61+0.39 4
e, |06 0.37 0.27-0.015
e, |0.67-0475 0.50 - 0.39 5 0.41-0.345
e, |0.67+0.33[ 0.48 +0.52 0.39 + 0.61
e, |08+0.2f 0.64 +0.36 £ 0.56 + 0.44 [
e, |0.8 0.6-0.08 5 0.49-0.07 5
e, (0.8-02f 0.6-0235 0.49-0.23/
e, |0.8 0.64—0.09 5 0.56 - 0.14 5
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C. Proceso de retroalimentacion

C.1. Clasificacion de los profesores (expertos)

El orden de los profesores de acuerdo a la proximidad de sus soluciones indivi-

duales con respecto ala solucidn colectiva temporal es, para un valor 5 de 0.8, el mis-

mo en cualesquiera de los tres casos:

61,65,84,68,86,67,82,83-

C.2. Cambio de opiniones

Llegados a este punto, cada profesor recibe su valor de proximidad y los valores
de las diferencias de posiciones de las alternativas en las soluciones individual y colec-
tiva. Es claro que los primeros profesores en modificar sus opiniones deberan ser los
ultimos en la anterior clasificacion, lo que en nuestro caso significa que el primer profe-
sor en realizar dicho cambio de opiniones debe ser el e,. Tres de los ocho profesores
fueron invitados a modificar sus preferencias siguiendo las tres reglas propuestas en la

seccion anterior. De esta forma, por ejemplo:

1. El segundo profesor deberia incrementar su valuacion sobre C, de acuerdo a la regla
R.1.

2. De igual forma, este segundo profesor deberia disminuir su valuacion sobre C, de
acuerdo a laregla R.3.

3. Por altimo, el tercer profesor no deberia modificar su valuacion sobre C, de acuerdo

alareglaR.2.

Las nuevas preferencias de los Gltimos tres profesores en la anterior clasificacion fue-

ron:
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o 2 13 4 2 40

421 3 2 5 8f

. B3 131 7 4 70

e,:02={213458; e,:U*={0.45050.7,04,03013; &P :%/4 U2 U7 1 2 25

42 1/5 1/4 12 1 50
A/4 1/8 1/7 1/2 1/5 1f

Segunda etapa del proceso de consenso
A. Medida de consenso

1. Usando las correspondiente funciones de transformacion para uniformar la informa-
cion y usando el mismo cuantificador difuso “la mayor parte de” del primer paso, la

relacion de preferencia difusa colectiva es

[0.500 0408 0.390 0.645 0.627 0.634[]
10524 0500 0675 0799 0.711 0.8247
544 0301 0500 0.733 0.683 0.693C1
“0277 0178 0243 0500 0618 05607
0304 0215 0271 0313 0500 0.756C
0.248 0124 0236 0359 0.194 0.500F

Aplicando el proceso de explotacion con el mismo cuantificador difuso ““la mayor can-
tidad de” el grado de dominancia guiado por el cuantificador anterior al aplicarlo sobre

la relacion de preferencia colectiva proporciona los siguientes valores:

c, |c, [c, Jc, TJc. Jc,

QGDD, (0433 [0.566 |0.448 |0.229 |0.263 |0.185

Claramente, la causa que mayor influencia tiene el que un estudiante tenga un compor-

tamiento incorrecto en el colegio, para este grupo de profesores, C,, mientras que el

orden colectivo de causas de mayor a menor influencia en el mal comportamiento de los
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estudiantes es {c,,c,,C,,C,,C,,C¢, la cual coincide con la anterior solucién colectiva

temporal.
2. Las soluciones individuales correspondientes a las tres nuevas preferencias son:
eZ :{CZ'Cl'CS'C4'C5'C6} ’ e3 :{CS’CZ'Cl’C4’C5'C6} ’ e7 :{CS’Cl'CZ’CS'C4'C6}

3. Las diferencias entre las posiciones de las alternativas (causas de mal comportamien-

to) en las soluciones individuales y colectiva temporal son:

YA A YA Y A A A Y A A AV VAR AVAAVA
e, |1 0 -1 -1 0 1
e, |1 0 -1 1 -1 0
e, |0 -1 1 1 -1 0
e, |-2 0 -2 -1 2 3
e, |-1 0 0 2 -2 1
e, |2 -1 -1 -1 0 -1
e, [0 0 0 0 0 0
e, |-2 -1 1 2 0 0

4. Los grados de consenso sobre las alternativas calculados para tres valores diferentes

de b son:

c(c,) |clc,) [clc,) |cle.) |cles) |clc)
b=1 |0.775 |0.925 |0.825 |0.775 |085 |085
b=1/2 |05951 |0.8323 |0.6414 |0.5624 |0.7301 |0.7355
b=1/3 |05044 |0.7807 |0.5424 |0.4503 |0.6696 |0.6753
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5. La medida de consenso calculada para los mismos tres valores de b es:

Cx
b=1 [0.8121+0.1129

b =1/2]0.6828 + 0.1495 [

b =1/3]0.6038 + 0.1769 [

En este caso, observamos que cinco del total de ocho profesores creen que la causa C,

es la de mayor influencia en el mal comportamiento de los estudiantes, siendo este as-
pecto reflejado en el consenso sobre dicha alternativa pues esta comprendido entre un
minimo de 0.78 a un maximo de 0.925. Sin embargo, si el nivel de consenso requerido
lo fijamos en 0.75 entonces utilizando la funcién de disimilitud mas sencilla, es decir
b =1, el proceso de consenso deberia finalizar en esta etapa por lo que la solucién colec-

tiva temporal seria la solucion final de consenso, porque para un valor de £ = 0.8, los

valores de consenso total son 0.90242, 0.8024 y 0.74532 respectivamente, siendo este
ultimo valor tan proximo al nivel de consenso minimo exigido 0.75 que no mereceria la

pena llevar a cabo una tercera etapa del proceso de consenso.

Como mencionamos anteriormente, en las primeras etapas del proceso de con-
senso, es decir cuando el nivel de consenso es bajo o cuando las opiniones de los exper-
tos son muy distantes, la solucion colectiva temporal puede ser diferente en diferentes
etapas del proceso de consenso cuando las opiniones de los expertos son modificadas,
mientras que si el nivel de consenso es alto en cuyo caso las opiniones de los expertos
no son tan distantes, entonces este proceso de consenso converge en el sentido de que la
solucion temporal colectiva no se modifica de una etapa a otra. En nuestro ejemplo
nosotros obtuvimos la misma solucion colectiva temporal en ambas etapas, pero si el

profesor e, hubiese proporcionado los valores de utilidad {0.55,0.5,0.6,0.4,0.30.% en lu-

gar de los proporcionados {0.45,0.5,0.7,0.4,0.3,0.J} , entonces la solucion colectiva tempo-



148 Modelo de Consenso para TDME con Diferentes Estructuras de
Representacion de Preferencias

ral en la segunda etapa del proceso de consenso habria sido {c,,C,,C,,C,,C,,C¢}, €s

decir habriamos obtenido una solucién colectiva temporal distinta de la obtenida en la

primera etapa.



Conclusiones

La resolucion de un problema de TDME con diferentes edtructuras de
representacion de preferencias conlleva fundamentamente tres aspectos. (i) mangjo de
informacion no homogénea, (ii) € desarrollo de procesos de sdeccidon de dternativas, y
(iii) & desarrollo de procesos de consenso adecuados. Atendiendo a estos aspectos, |0s

resultados obtenidos en esta memoria pueden resumirse en |os Siguientes gpartados.

1. Suponiendo problemas de TDME en los que la informacion disponible puede estar
representada mediante una cualesquiera de las gguientes estructuras de preferencia (i)
ordenes de preferencia, (i) funciones de utilidad, (iii) relaciones de preferencia
multiplicativas y (iv) relaciones de preferencia difusas, € primer paso necesario para
resolver tdes problemas es € edudio de las relaciones exigentes entre las didtintas
edtructuras de representacion de las preferencias. Como consecuencia de dicho estudio,
hemos presentado funciones de transformacion entre cada par de estructuras de
representacion de preferencias. Dichas funciones las utilizamos, mediante la eeccion
de las relaciones de preferencia binarias como demento base, para uniformar la
informacion [13,14,15,17,18].

Hemos demostrado que dichas funciones de transformacion son consigtentes en
e sentido de preservar d orden find de las dternativas etablecidas por las diferentes
edructuras de representacion de preferencias [16,17,18], ademas de generdizar los
procedimientos habitual mente utilizados en estos casos [14,15,17,18].

2. Paralafase de agregacion dd proceso de resolucion de problemas de TDME cuando
la informacion estd representada mediante relaciones de preferencia multiplicativa
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hemos definido un nuevo operador de agregacion, € operador AGP, € cud se basa en
el operador OWA de Yager y en € operador media geométrica no ponderada [17].

3. Se han definido dos grados de sdleccion de dternativas, tanto para relaciones de
preferencia difusas [13] como para relaciones de preferencia multiplicativas [17], pues
suden ser los eementos basicos utilizados para la representacion uniforme de la
informacion: (i) € grado de dominancia guiado por cuantificador, y (ii) € grado de no-
dominancia guiado por cuantificador, € cua generdiza € concepto de no-dominancia
de Orlovski. Hemos mostrado que bgjo condiciones de consistencia de la informacion
ambos grados proporcionan la misma ordenacion de dternativas, independientemente
dd cuantificador utilizado para su cdculo [17]. Obviamente, cuando la informacion no
es congstente entonces la gplicacion de ambos grados de sdleccion puede dar lugar a

ordenaciones de dternativas diferentes.

4. Hemos presentado la arquitectura de un modelo de consenso para un problema de
TDME baséndonos para ello en dos tipos de medidas [29]: (a) una medida de consenso
con la que = evala en la primera fase de proceso de consenso (expreson de
informacion) d acuerdo exigente entre todos los expertos y que utilizamos para guiar €
proceso de consenso y vdidar la solucion final del problema, y (b) una medida de
proximidad con la que evduamos @ acuerdo (grado de coincidencia) entre las
soluciones individuaes de cada experto y la solucion colectiva tempord.  Se utiliza eta
medida para guiar a los expertos en la segunda fase del proceso de consenso (discusion
en grupo), es decir en la modificacion de sus opiniones. Paa eda fase, hemos
propuesto reglas sencillas y dmples con las que disefiar un mecanismo de
redimentacion @ cud utilizamos como sudituto del moderador en la mencionada fase
de discuson. En @ futuro, nuestros esfuerzos van encaminados a edtudiar diferentes

mecanismos de redimentacion para acanzar consenso.

Para terminar, hacemos notar € gran nimero de campos en los que puede
golicase d moddo de TDME presentado en la memoria  En generd, cuadquier
dtuacion en la que etén involucrades més de dos personas O criterios puede
consderarse como potencidmente gpta para la aplicacion de modelo presentado en la
memoria. En concreto puede aplicarse d estudio y resolucion de problemas dd entorno

educativo, en todos sus niveles. Por gemplo, en ensefianza secundaria puede aplicarse
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tanto para tomar decisones consensuadas dentro de cada departamento como para
tomar decisones que afecten a todos los departamentos, es decir decisones que han de
tomarse dentro de la comisiéon de coordinacion pedagdgica de los centros de ensefianza
secundaria, en d mismo claustro de profesores o en € consgo escolar de cada centro,
etc.

Cabe decir, para terminar, que los modeos estudiados y presentados en esta
memoria podrian extenderse a problemas en los que la informacion pueda ser de
naturaeza cuditativa, por lo que quedaria como tema abieto para futuras
investigaciones por nuestra parte, junto con € de profundizar en € edudio de los

model 0s de consenso y negociacion en entornos educativos.
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