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INTRODUCCION GENERAL




Los procesos estocdsticos de Markov, describen modelos ma-
teméticos que se ajustan &8 muchas situaciones practicas en las que el
estado presente de un sistema, determina la probabilidad de los futu-

ros estados del sistema,

Cada proceso de Markov, lleva asociado una cierta funcidn
de probabilidad, que recibe el nombre de : funcidén probabilidad de

transicidén.

La teoriea de los procesos de Markov, ha sido ampliamente

estudiada, por autores como : Dynkin, Doob, Cohen, Ghikman, Skorokhod.

Los Procesos de difusidén ordinarios, (P.0.0.), objeto de

nuestro estudio, son procesos de Markov, cuyas probabilidades de tran-

sicidn verifican ciertas propiedades infinitesimales,

En el capftulo I de esta memoria, relacionamos los P.D.0.,

con las ecuaciones diferenciales, (E.D.E.), de la forma :

dX = A(t,xt)dt + B(t,xt)dw

t t

t = O

y vemos que bajo determinadas oondiciones sobre A(t,xt) y B(t,X ), las

t

soluciones de diches E,D,E.,, son PF,0.0,

A(t,xt), y Bz(t,xt], reciben el nombre de coeficientes ten-



dencia y difusidn, respectivamente, del proceso.

A lo largo de nuestro estudio, consideraremos familias de

E.0.E., dependientes de un vector paramétrico 6, de la forma :

1/2
- At . X :0 X
dXt (t, . Jdt 4 B (t, 1:)cmft
X = H t 2 0
O
donde :

n

¥ t =20 xt € IR

k
B € C) C MR , Siendo () y un conjunto abierto

(wt , t = 0) , es un proceso de Wiener n-dimensional

y supondremos que se cumplen las condiciones necesarias, para que las

soluciones sean F.0,.0,

Los objetivos que pretendemos en esta memoria, son fundamen-

talmente :

l? .- Construccidn de tests de hip&Stesis, sobre los coefi-
cientes tendencia y difusidén de FP.D.0., en distin-

tas situaciones.



29 ,- Aplicacidn de los tests construidos, al proceso

logaritmico-normal multidimensional con factores

exdgenos,

Los procedimientos utilizados serén : el test de razén de

verosimilitud, y tests de tipo secuencial,

En los dltimos anos, ha habido un gran interés en la esti-
macidén del coeficiente tendencia de un P,D,0, Destacaremos por su im-
portancia, el trabajo de Taraskin(1974), quien estimd el coeficiente
tendencia de un F.,D.,0, multidimensional, a partir de una treyectoria
observada continuamente en un intervalo de tiempo [:U,T] , donde T
es fijo , ( 0 < T < ® ). Su estudio esta hecho bajo la hipdtesis de
que el coeficiente tendencia depende linealmente de los pardmetros ,Es-
tudid también condiciones bajo las cuales, el estimador obtenido, (Uti-
lizando el método de mé&xima verosimilitudl), es consistente y asintéti-

camente normal. Un resumen de estos resultados puede verse en la sub-

seccidédn 2.2.2.

Apoyé&ndonos en la normalidad asintética del estimador mé&ximo
verosimil, construimos en 2.2.3. , el test de razén de verosimilitud pa-

ra contrastar :
H - 0 ¢ ()0 , donde <>a , 88 un conjunto

abierto de un subespacio p-dimensional ,(p < k)

H : e G'()



Este test, fue estudiado por Brown and Hewitt(l??S), en el
caso de P.D.0. homogéneos unidimensionales. E1 caso multidimensional,

pusde verse en Basawa and Prﬁkasa—ﬂao(ISEO).

Posteriormente Sorensen(1983), estimd , también por el mé-
todo de méxima verosimilitud, el coeficiente tendencia de un F.D.0, u-
nidimensional, bajo la hipédtesis de dependencia lineal en los parémetros,
y observando una trayectoria hasta un determinado instante aleatorio. En
la subseccién 2.3.2, damos un resumen de estos resultados, ya generali-

zados al caso multidimensional.

Esto nos indujo a considerar el test antes planteado, en esta
nueva situacidén. Este problema que hasta ahore no habia sido consideredo,

es resuelto en la subseccidn 2.3.3, donde el test es construido.

En 2.4 , se generaliza al caso en que consideramos N ,(N 1)
trayectorias, tanto si observamos en un intervalo de tiempo fijo, como

aleatorio.

Un interés especial dentro de los P,0.0,, tienen los procesos

homogéneos.,

Pare esta clese de procesos, Brown(1974a, 1974b), Nadas(1973),
principalmente, construyen tests secuenciales sobre los coeficientes ten-

dencia y difusidén, en el caso unidimensional,



Ambos autores, utilizan tests secuenciales restringidos en

el sentido de Armitage(1957).

En 2.5.3, damos un resumen sobre los trebajos de Brown, y

en 2.5.,4, proponemos un método pard sl caso de N trayectorias,

La teoria de los procesos de difusién ordinarios, debe su
gren importancia a sus aplicaciones, (véasa los estudios de Bharucha-Reid,

Fisz, Barlett, Bailey, Takacs, entre otros).

Gran nUmero de investigaciones, han demostrado que el uso de
la distribucién logaritmico-normal , es més apropiado que el de la Normal,
8§ la de Persto, (véase los treba jos de Aitchison and Brown, Granger &nd

Morgenstern, Sprekle, Gibrat, Prais, Orcutt, y otros).

Un estudio bien detallado sobre dicha distribucidn, puede ver-

se en Aitchison and Brown(1969).

A lo lergo de gren cantidad de trabajos, ( Tintner(1973) .
Tintner and Bello(1968), Tintner and Patel(1966), Tintner and Thomas(1963)),
se pone de manifiesto, la importancia que los procesocs logar{itmico-noma-
les tienen, sobre todo en el terreno de la esconomia., Ofrecen como princi-

pales venta jas :

19,- Capacidad de predecir, & trevés de su tendencia exponen-

cial.



22 .- Posibilidad de ser afectados por factores exdgenos,
es decir, variables dependientes del tiempo, pero no
de los estados del proceso, de las que se supone qus

depende 8l vector de medias infinitesimales de la dis-

tribucidén.

30.- Es comoda la inferencia en tales procesos. En especieal,
la obtencidn de estimadores méximo verosimiles, para
los momentos infinitesimales, asi como peara los paré-

metros que se introducen en los factores exégenos,

Los procesos logar{itmico-normales unidimensionales, fueron
estudiados por Tintner and Sangupta(1972). El caso multidimensional,
fue tratado por Tintner and Narayanan(1966), y recientemente, Tintner
and Gémez(1979), Butierrez-Jéimez(1981), han estudiado los modelos ba-
sados en estas difusiones multidimensionales, desde la perspectiva de

las E.D.,E., de 1tB8.

En el capftulo III, estudiamos el Proceso logaritmico-normal
multidimensional con factores exdgenos, y vemos gque se puede obtener co-

mo soluciédn de una E.D.,E. de 1t8.

En las actividades econdmicas, intervienen una serie de fac-

tores aleatorios, que le confieren una natureleza probabil{stica. Tenien-



do en cuenta la dependencia del tiempo, y la continuidad en la evolucidén
de la economia, es 1l8gico describir determinados procesos econdmicos, &
través de procesos de difusidn ordinarios. Observando la natureleza ds
los cambios, y teniendo en cuenta las complejas actividades econdmices,
una hip&tesis de cambio proporcional al sstado del sistema, es usada pa-
re caracterizar la probabilidad de transicidén de la variable econdmica
X(t), que nos indica el estado de la economia en el instante t. Todo
ello, hace que sea apropiado el uso de la distribucidn logaritmico-nor-

mal para tales estudios.

A través de los factores exdgenos, podemos controlar el proce-
so econdmico desde el exterior. En las secciones 3.3, 3.4, y 3.5, cons-
truimos los correspondientes tests de razén de verosimilitud, estudiados
en 2.2, 2.3, vy 2.4, respectivamente, sobre el coeficiente tendencia del
proceso. La importanciz de dichos tests en nuestro caso, es que nos pro-
norciona un mé&todo para discernir, en cada caso, qué factores exdgenos,

afectan al proceso, y cuales no.

En 3.6, considereamos el proceso logaritmico-normal unidimen-
sional sin factores ex&genos, (dado que es el Unico caso homogéneo), y

sobre &1 construimos los tests secuenciales estudiados en la seccidn 2.5.

Finalmente, en un apéndice, enumeramos algunas cuestiones para

futuros estudios, relacionadas con este tema,



CAPITULO I

PROCESOS DE DIFUSION ORDINARIOS,
RELACION CON LAS ECUACIONES DI-

FERENCIALES ESTOCASTICAS



1.1 INTRODUCCION

El objetivo principal de este capitulo, es definir los
~rocesos de difusidn ordinarios (P.D.0.), como subclase de los
nrocesos de Markov, asi como estudiar la relacidn existente, en-
tre dichos procesos y las ecuaciones diferenciales estocédsticas,
(E.D.E.).

En la seccidn 1.2 , definimos los procesos de Markov.
Analizamos su funcidn probabilidad de trznsicidn, y establecemos
la ecuacidn de "Chapman-Kolmogorov'". Por Udltimo, consideramos un
tiro particular de proceso markoviano, denominado '"Froceso de
Markov homogéneo". Un estudio exhaustivo sobre los procesos de
Markov, puede verse en Cohen(1982), Doob(1953), Dynkin(1965),
Ghikman and 5korokhod(1972).

Imponiendo ciertes condiciones, sobre la funcidn pro-
babilidad de transicién, definimos en 1.3, los F,D.0,, como sub-
clase de los Frocesos de Markov, y establecemos las ecuaciones de
Kolmogorov. Textos bésicos son : Bharucha-Reid(1960), Wong(1571).

En 1.4, estudiamos la relacidn existente, entre los
P.0D.0., y las E.D.E.. Comenzamos construyendo la integral estocés-
tica, con respecto a un cierto proceso de Wiener, para una deter-
minada clase de funciones matriz-aleatorias, y analizamos sus

nrincipales propiedades. Posteriormente, establecemos las E.D.E.,

- 10 -



y consideramos el problema de la existencia y unicidad de sus
soluciones, estudiando, bajo que condiciones, dichas solucio-
nes, son P,D.0. Véase Arnold(1973), Ghikman and Skorokhod

(1972), Stroock and Varadhan(1979).

Finalmente, dada la importancia en capi{tulos poste-
riores, definimos en 1.5, los "instantes aleatorios", y con-
sideramos sus principales propiedades. Para mds detalles, pue-

de verse, Loeve(1963), Breiman(1968), Stroock and Varadhan(1979).

A lo largo de todo el capftulo, eludimos las demos-
traciones, pudiendo verse, en la bibliografia citada en cada ca-

S0O.

i 1Y



1.2 PROCESOS DE MARKOV

1.2.1 Definicidn

Decimos que un proceso estocdstico X = (X , 0 £ t € T),

definido sobre un espacio probabilistico (fl, F . P), y con valo-

res en Iﬂn, es un proceso de Markov, si
¥ k=21, ¥ BéCBn, y cua&lesquiera sean tl,...,tké[O,T=
P 1 ) = to = tl < t2 € ... € tk <= T , se cumple
¥ t>t

. n n
Siendo 3 , el v=algebra Borel sobre R , v 0 < T < oo
Intuitivamente, gque un proceso sea de Markov significa,

gue si el estado en que se encuentra el sistema, es conocido en un

instante particular t entonces la informacidn adicional sobre

I’('

la conducta del sistema, en los instantes anteriores a ¢t no in-

k’
terviene en el conocimiento del desarrollo probable del sistema en
los instantes posteriores a tk' Asi pues, en un proceso de Markov,

el pasado y el futuro, son estadisticamente independientes, cuando

el presente es conocido.

- 12 -



1.2.2 Funcidén probabilidad de transicidn

Sea X = (xt . 0 € t €7T), un proceso de Markov, con valo-

N
res en RH .,

¥ s,t¢[0,T] t.q. s<t y ¥ x€R

consideremos, la siguiente funcidn :

&
|

P(S,x;t,.) —» [011]

B —— P(s,x;t,B) = P(xt € B / X = x )

(1.2)

La funcién as{ definida, es una medida de probabilidad so-

bre ( an, Jn ), vy recibe el nombre de : "funcién probabilidad de

transiciédn del proceso ".

En particular, si tomamos :

B = (-m,yl]x(-m ,yz]x...x(-m,yn]

se tendré :

- 13 =



‘)’,---,x ‘Y/XIX)

P(s,x;t,B) = P(Xlt 1

que denotaremos simplificadamente P(s,x;t,y) , Y que evidentemen-

ta, es una funcién de distribucidn, con respecto a la variable "y"

P(s,x;t,s) : IHn——————*[O,l]

y — P(s,x3t,y)

(1.3)

En lo que sigue, supondremos que la funcidn dada en (1.3),

verifica, lad dos hip8tesis siguientes :

18 .-
1im P(s,x3t,y ) = lim P(s,x;t,y) »
t | s s Tt
0 si y < X
- . | si y 2 X
28

o p(ssx;t!)’)

OYy OY., eesdY (1.4)

= = ¢ W = " ] 1 .
L \ L L4
-_— [o=3 ] d A e



La funcidén dada en (1.4), seréd denotada por : p(s,x;t,y),

y recibe el nombre de : " funcidn densidad de transicidén”.

1.2.3 Ecuecién de Chapman- Kolmogorov.

Sga X = (Xt , 0 € t €T) , un proceso de Markov, con valo-

res en lﬂn.
Entonces :
Cualesquiera sean s,t,u € [D,T] t.q.

O € s« u¢€¢¢tseT

n
¥ B C ln , y para casl todo x €R .,

P(s,x;t,B) satisface la ecuacién :

P(s,x;t,B) = ,[ P(u,z;t,B)p(s,x;u,z)dz
an

que es la llamada " Ecuacidn de Chapman - Kolmogorov".

Dicha ecuacidn, es de una gran utilidad en el estudio de los proce-

sos de Markov.

- 15 -



1.2.4 Procesos de Markov homodéneos.

Decimos que un proceso de Markov X = (Xt, O &£ té&T), con
valores en R" , s homogéneo, si sus probabilidades de transicidn,

son estacionarias, es decir , si :

¥ s,t, € [0,T] t.q. 0 6§ sé&tel

¥ u € R t.aqa. 0 « séu ¢ t3u « T

P(s,x;t,B) = P(s4u, x ; téu, B)

(1.5)

1o PROCESOS DE DIFUSION ORDINARIOS

1.3.1 Introduccidén.

Los P,D,0,, son cesos especiales de los procesos de Markov
con funciones muestrales casi seguremente continuas, Esencialments,
son dos las aproximaciones diferentes, gue se pueden hacer & la cla-
se de los P.D,0,. Una consiste, en definirlos a través de una serise
de condiciones en torno & las probabilidades de transicidn, y la otre,
en estudiar la variable aleatorisa Xt, que nos indica el estado del
sistema en el instante ¢t, y analizar sus variaciones con respecto al
tiempo. Puede demostrese, (véase Arnold(1973)), que ambas aproximacio-
nes, conducen a la misma claese de procesos., En esta seccidn, estudia-

remos la primere aproximacidén citada,

- 16 -



1.3.2 Definicidn de Proceso de difusidén ordinario.

Decimos que un proceso de Markov X (Xt, 0<£t<£T),
n L] L]
con valores en MR , y funciones muestrales casi seguramente con-

tinuas, es un proceso de difusidn ordinario, si sus prob&abilida-

des de transicidédn, satisfacen las condiciones siguientes

v se[0,T], ¥ xem', ¥ €>0

lim 1 p(s,x;t,y)dy =0
tNs t-s
Wy=xil > €
(ii) .- Existe un vector n-dimensional, A(s,x), t.q.

X
e - = A

ly=x|l « €
i = 1,---,”

(iii).- Existe una matriz de orden nxn,B(s,x), t.a.

(yi-xi)(y.-xj)D(S.X;t.y)dy

h
“Hy-x|| € €
i’j=1,-|-|n

B, 5(54x)
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Las funciones A vy B, reciben el nombre de coeficien-
tes "tendencia", y "difusidn", del P.D.0., respectivamente. Entre
las principales propiedades de B(s,x), estén

a).- Es simétrica

b).- Es definida no negativa

Observemos, que en las condiciones (ii) y (4iii), se uti-
lizan momentos truncados, ello es debido, & que los momentos ordi-
narios, no tienen necesariamente que existir. A continuacidn vere-
mos una proposicién, que nos proporciona una condicidn suficiente,

para la existencia de dichos momentos,

PROPOSICION 1.3.1

n p
Sea sé[U,T], y x €R . S5Si para algun § > 0O

1 $+6
1lim P J || <~ YIF p(s,x;t,y)dy = O
Chs A" (1.6)
Entonces
1 (
(i) .- lim —— p(s,x;t,y)dy = O
tys y
Hy=x || > €
(ii) .-
i |
lim ——— (v,- x.)e(s,xit,y)dy = A (s,x]
ty s "
R 1 & lyeasyD
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(iii) .-

1im —2 S,(yi-xi)(yj-xj)p(s.x;t,y)ay - 8, ,(s,%)

mn

iy, = 1l,e0e,n

Demostracién : (véase Friedman(1975), pg 114 )

NOTA 1.3.1

Veremog, que la funcidén probabilidad de transicidén de
un P.D.0., queda unfivocamente determinada, por los coeficientes
A y B. Este hecho, no deja de ser sorprendente, dado que dichos
coeficientes, se obtienen s0lo a partir de los dos primeros momen-

tos, que en general no definen una distribucidn.

1.3.3 Ecuaciones de Kolmogorov para_un P.D.0.

n
Sea X = (Xt, 0£t<£T), un P.0D.0., con valores en R ,

y funcidén probabilidad de transicién P(s,x;t,.). Es conocido, (véa-
se Bharucha-Reid(1960), Wong(1971), etc), cue bajo determinadas con-
diciones de diferenciabilidad y continuidad sobre : P(s,x;t,y), A(s,x),

B(s,x), se verifica

n n >
'ap(s,x;t,y) _ (1/2)S§—Bij(5lx) —)D(S!x;tsy)

P e 3xi -ij

+§: Ai(S,x) —) p(S,X;t,Y)

j=1 9 & |

(1.7)

i 1 -



P p(s X3 t,y) B (8, [(tiy)p(s,xit,y))
———J———-——————-—-———
— -5

oY, By

=1 =1

o (Ai(t.Y)p(s,X;t,Y))
o Yy

n
3
i=1

(1.8)

(1.7) y (1.8), reciben el nombre de ecuaciones atrasa-
da y adelantada de Kolmogorov, respectivamente. Es usual también el

llamarlas simplemente, ecuaciones de difusidn,

Las ecuaciones de difusidn, son ecuaciones diferencia-
les parebdlicas, y por consiguiente, pueden emplearse los métodos
usuales pare la resolucidn de tales ecuaciones, No obstante, dos mé-

todos standard, que pueden ser empleados son

12, - Suponer que las variables son separables, es decir,
intentar encontrar una solucidn de tal forma, que
sea el producto de una funcidn que dnicemente de-

penda de "y", y otra que sdlo dependa de "t".

22 ,—- Aplicar la transformacién de Laplace a las ecuacio-
nes de difusién. Resolver las ecuaciones transfor-
madas y aplicar luego le formula de inversidn a la

solucidn obtenida,



1,4 RELACION ENTRE LOS PROCESOS DE DIFUSION ORDINARIOS Y LAS

ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS,

1,4,1 Integral estocéstica

Sea (S, F , P), un espacio de probabilidad, que supon-
dremos completo, y sea W = (Wt , 0 € t € T), un proceso de Wiener

m—-dimensional, sobre dicho espacio.

Consideremos las siguientes familias ds v—-algebras

¥ W
; (- (Ft , 0 € t € T) , donde : Ft =v-(W , 0 <u¢<t)
U
W
2, (Ft+ , 0 € t € T) , donde

F = v(W -W |, tés<€T)

Teniendo en cuenta, que W = (Wt, O €£ t«€7T), es un proce-

so con incrementos independientes, se deduce que :

*

W

¥ t ¢ [(0,T] , F y Ft* , son independientes.

ct

DEFINICION 1.,4.1

ODecimos gque la familie de sub-v—-algebres (Ft, 0 £ t < T),
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es "no-anticipativa", rescecto al proceso de Wiener (Wt , 0 € t €T),

si :

2e- F O F ¥ t ¢ [0,T]

W
< ¥ t ¢ [0,T] |, F, es independiente de F_,

DEFINICION 1.4,2

Sea G(s,w), una funcién matriz-aleatorie, definide sobre
[D,TJ x §1 , y con valores en Mnxm , (denotamos asf, al conjun-
to de matrices de orden nxm). Decimos que dicha funcidn, es "no

anticipativa", con respecto a la familia no-anticipative de sub-v—-

algebras (Ft' 0« t&«T), si:

¥ £ g [U,T] G(t,.) es F -medible

> [D,TJ, el conjun-

En lo que sigue, denotaremos por
to de funciones no-anticipativas, que tienen sus trayectorias mues-

treles en L, [0,T] , con probebilidad 1 , es decir :

DD



O

.
P([ “G(s,.)“2 ds <« ) =1

(1.9)

donde : IIG “ = (Traza(GB“))l/2

( » significa trespuesta )

NOTA 1.4,1

El espacio Mg,m [U,T] , verifica las dos propiedadss

siguientes :

l,- Es un espacio lineal.

't [0,8] D w'" [0,£] , pare s <t

(véase Arnold(1973) , pg 65 )

n,m
Denotaremos por H;'m vy 81l conjunto : ﬂ M2' [D,t]

t >0

CONSTRUCCION DE LA INTEGRAL ESTOCASTICA

Vamos & construir a continuacidén, la integrel estocédstica :
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T

i n,m
5(s,Jaw (), ¥ s€ M) [0, T], ¥ T > O

/0

La construccién se realizaréd, en dos etapas. En la primera,
n’m
se construye, pare una fincidn particular ds M2 [D,T] , denomina-

da : " funcién salto ". Y en la segunda , se extiende & cualquier

funcién de M;'m [DtT] .

ETAPA 1

Decimos que una funcidn G € H;'m [O,T] , s una "fun-

cién salto" , si existe una descomposicidn del intervalo [D,T]

0- e e -T e Ue
t <ty < <t t.q

¥ s € [ti_l,ti) G(s) = G(ti_l)

{ = 1,000,k

Para tales funciones, se defines :

X X k
GaW = | B(s,.)dw (.) = G(t, .,o)(w_ () -w_ (.) )
) ). S ;;;, i-1 ti ti-l
(1.10)
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ETAPA 11

Lz extensidn de la definicidén anterior, & cualqguier fun-

cién G €M;'m[O,T] , se basa en los siguientes lemas :

LEMA 1.4.1

¥ G € M:'m [0,T] , existe una sucesidn de funciones sal-
to (Gh)hél . t.c
T
’s
P( 1im .JllG(s,.)- Gh(s,.)1“ ds = 0 ) =1
h/m
o

LEMA 1.4.2

m
Se&a GGEM;' [U,T], una funcién salto, entonces cualesquie-

re sean N>O y C>0

o( )| 6(s,)an_(Ml>c) & (nET) &
T
P( ‘gIIG(s,.)||2ds > N)

LEMA 1,4.3
Sea [ € Mn'm[O T] (G, ) una sucesidn de funcio-
- > AR R IR ol

nes salto t.co.

h /@

T
(150, (o0 e 2

- 25 =



Entonces,la sucesidn de variables aleatorias

T

(J'Gh(s")dws('))hhl , converge en probabilidad, a una cierta va-
. T
riable aleatoria que denotaremos I(G), donde JFGh(s,.)dWH(.) ,

O
esté& definida en (1.10).

I(G), no depende de la eleccién de la sucesién de funcio-
nes salto (Gh)hél

(L2 demostracién de los lemas anteriores puede verse en

Arnold(1573)).

DEFINICION 1.4.3

m
¥ G € M;’ [0,T] , la inteagral estocédstica, (tembién lla-
mada integral de Itd), JFGdW , se define como la veriable aleato-
0
ria I(G), que estd univocamente determinada de acuerdo con los le-

mas precedentes.,
FROFIEDADES

La integral definida anteriormente, tiene entre otrés,

las siguientes propiedades

(i) . = ¥ a,b € R Yy ¥ G

T T T
$ dW = a |6 dW 4+ b { G dW
J(asl bG ) J 1 J >
O O (@)

- DB =

G. € M;’m[b,Tj



donde w o= (W, )

[444) =
Cualesquiera sean N> O y C > 0
T
P( ”Jde |>c) ¢ Eg- 4
o
- T 5
+P( | lle]l%as > N)
/D
(iv) .-
La relacién :
T i
|| 8(ss) =8 (s,.) || Pas — o
/ ' h—m
implice :




T P T
jeh(s..)dws(.) —— | 6(s,.)aw_(.)

0O h—s@® ®

(esta propiedad sigue siendo cierta, aun en
el caso de que (Bh)h > 1 ° Nno sSea una su-

secidn de funciones salto ).

(v) .- Y ,
Si JE “G(s,.]H ds <« ® , entonces :

O

T
E( jG(s,.)dWS(.) ) = O

O

T T
EC JB(S..)de(.))( js(s..)dws(.) )" ) -

0 O

En particular :

T - T .
E( ||Sscm “2) - ) el “as
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(vi).-

oi G € L2 [U,T] , Y es independiente de w,

entonces : G < Mg' [O,T] y ademés se tiene

que

T
Jde se distribuye segln una ley
o

(Vii)."
n,m
G &« M2 [O,T] , son tales que :

"
Je( 6, |P)es < @  1=1,2

y si A,B € 3 [O,T] , ( v—-algebra Borel so-

bre [U,T] ), entonces :

T T T
E( ( Jsldw) ( Jszw ¥ ) - JE[GlG;)ds

O



1.4.2 La integral estocdstica, como proceso estoclstico
e o ot S

que GIA

conjunto

N
S G €M’
ea € >

" [O,T] y A € 3 [O,T] , entonces ocurre

< Mg'm [0,T] , donde I, es la funcidn indimadora del

A,

Se define sntonces :

(T
J GdwW = GI dw
,) A,
A 0

(1.11)

AB € 2 (0,1 t.q. A(B = ¢

J Gdw = J Gdw + J GdwW

AU B A B

En particular, si O<€ a<€«be«ce<¢ T, entonces :

Sea

G € Mg'm[D,T] , entonces ¥ tQ[O,T] sy POdemos con-



N
siderar la variable aleatoria, MR -valuada ,siguiente :

(1.12)

Esta variable aleatoria, esté definida univocamente, salvo

equiveaelencia.

NOTA 1.4.2

Nym

si G € M , esdecir G <M [0,7] ¥ Tao0,

entonces It estd definida % t =2 0 , y por consiguiente todos 1los

resul tados sobre It , son v8lidos sin ningdn limite superior en el

tiempo.

PROPIEDADES DEL PROCESO ( I, 0€t<T )

Supongemos que trebajamos, con una versidn separeble del

proceso (It , 0 € t = T), lo cual siempre es posible, (th. de Doob),

s -




podemos considerar entonces entre otras las siguientes propiedades :

(1) .-

¥ t € [O,T] . It es Ft-medible , Y por

consiguiente es no-anticipativo

(i1) .- +
Si JE HG[S,.)Hst { @ ¥t & T

O

(1.13)

Entonces el proceso (It , 0 t€T), tie-

ne incrementos ortogonales,

(111) .-

El proceso | It . 0 € t €T ), tiene funciones

muestrales casi seguramente continuas,

(iV) R
Supuesto que se verifica (1.13), se tiene qgue :

(It : Ft . D€ t«£T), es una martingala, es

- 32 -



decir :

- »
E( It / F ) = I donde t » s

Supuesto que se verifica (1.13), se cumple :

E(I ) =0 ¥ tc|O0,T]

t

s~ t
E(ItI: ) = J e( 6(u)8 (u) ) du

O

donde s At = min (s,t)

NOTA 1.4.3

Si G es independiente de w , entonces (It, D& teT),
es un proceso g@gaussiano , y teniendo en cuenta la propiedad (11),

es de incrementos independientes. Reciprocamente, todo proceso gau-
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sciano n-dimensional (Xt, 0 ¢ t ¢€T), con incrementos independien-

tes , X =0, vy E(Xt) O ¥ ¢t ez[U,T], se puede representar co-

O

mo un& inteagral estocéstica

r €
nlm .
X = GdW , donde G & M2 [O,T] es indepen-

O

diente de w.

1.4.3 Diferenciales estocdédsticas

Sea W = (Wt, 0 £ t £ T), un procesoc de Wiener m-dimen-

sional, sobre (L, F, P), y sea (Ft, 0 < t € 7T), una familia de
sub-v=algebras de F , no-anticipeativa. Supongamos cque H es una

varieble aleatoria F -medible, y que f(s,w), es una funcién alea-
.

-
toria con valores en R , medible y no-anticipativa, con respecto &
(Ft, 0 <t «<T), y verificando

T
“1“-(5,.) ”ds < @™ [P]

O

f

DEFINICION 1.4.4

Consideremos el proceso (X 0 £ t £ T), donde

tl

t r t
X (.) = H(.)JiJr?(s,.)ds $ G(s,.)dws(.)

0 /0

Decimos que dicho proceso tiene la diferencial estocés-

tica

- 38



(1.14)

que simplemente notaremos

dX = fdt + Gaw
t t

X = H
O

TEOREMA 1.4.1

u(t,x), una funcién continua definida sobre

I

Sea u

- N K
[p,T] x R y con valores en [R . Supongamos que admite las deri-

vadas perciales siquientes
*Duqtﬁxj . u £>u]t,x[ _ u
= - 3 s
-)t 3)(1 4

x = (x ,...,xn)*

2
;)u!t,x[ = ux .
Dx{bxi

siendo todas ellas continuas,

Si el proceso n-dimensional (Xt, 0 £ t <« T), tiene la

diferencial estocédstica

dX = fdt + Gdw
t t

X = H
O

Entonces el proceso (Yt, 0D« t< T) , donde Yt = u(t,xt)



con véalor inicial

u(0,H), también posee una diferencial esto-

Y
0

c&stica, con respecto al mismo proceso de Wiener y viene dada por:

T

»
dY = ( ut(t,Xt) 4 ux(t,x

Jf(e) 4

(1/2) 33 v, (52 (8(88"(e)), Jor 4

1]
i=1 j=1
w4
t, X )Gt )dW 1.49
Ux( 3 t) ( ) + ( )
* »
donde u = (u Jeee, U ) es una matriz kxn,
X Xl XN
u , es un vector columna kxl. La expre-
Xin

=ién (1.15), es conocids bajo el nombre de for-

mula de Ito.

1.4.4 Existencia y unicidad de soluciones.

W

La diferencial estocédstica

dX

X
O

= f X )d + G X | dW
( t) t (t, t) .

(1.16)

I
I

0« te T

ruede ser interpretada, como la ecuacidn cgue define un proceso

estocéstico

desconocido (Xt' 0 £ t £ T), con valor inicial X =H.

@)

Para trabaijar con tales ecuaciones diferenciales esto-

cdsticas,

es suficiente tomar

Ft = v (H, WS, 0 £ s £ t) v té[O,T_l
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DEFINICION 1.4.5

Una ecuacidn, como la dada en (1.16), recibe el nombre
de ecuacidn diferencial estocédstica de Ito, siendo la variable alea-
toria H, el valor inicial. Dicha ecugcidén, junto con su velor ini-

cial, es una forma simbdlica de escribir :

t t
¢ -

X = H & f(s,X )ds + G(s,X )dw
S 3 S
/0 / 0

0 £t €T (1.17)

DEFINICION 1.4.6

Un proceso estocdstico (Xt, 0 £ t € T),recibe el nombre
de proceso solucién de la ecuacién (1.16) 6 (1.17), si satisface

las condiciones siauientes :

l1.- X es F_-medible ¥ t €[0,T|
| t

2 4= Las funciones ?(t,.) = F(t,Xt(-)) Y

6(t,.) = 6(t,x_(.)), son tales cue

T
p( { NF(s,.)llds < ) =1
/0
o= -
P( [“G(b.)n ds oo ) = 1

o
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3.- Cualesquiera de las dos ecuaciones (1.16), (1.17),

son satisfechas por Xt v t é[O,T] [P]

TEOREMA 1.4.2 (existencia y unicidad)

Consideremos la E.D.E.

X = X + G(t,X. )aw
oX Flt,x )dt (t,X Jaw
(1.18)
X = H 0«t«T
O
Si se verifica : ¥ t€[0,T], ¥ x,y€R  3JK>O0 t.a.

(i) .-
He(t,x) - flt,y) 1+ [le(t,x) - 6(t,y) |l

¢ k{lx-yll

11FCes) 1P+ [1s(e) 17 € (1 4= (19)KP

Entonces

" . ” » » n
La ecuacidén (1.18), tiene una dldnica solucidn [R -valuada

(xt, 0 « t £ T), con trayectorias muestrales casi segura-

mente continuas, y con valor inicial X = H
0

COROLARIO 1

£E1 teorema 1.4.2, permanece cierto, si reemplazamos la

condicidn (i), por la condicidn mas general :
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(i) .- % N>O Ixk>0  tia. ¥ ot e [0,T]

¢ x,y €M"  t.a. x|l ¢ N, Hy”é N

| F(e,x) - flt,y)|] + |lolt,x) - 6(t,v)]l
. KNlllx - Y ”
COROLARIO 2

Para que la condicién (i) del teorema 1.4.2, (& 1a (i)')
- n
sea satisfecha, es suficiente, que Y t<E[O,TJ , ¥ x€R , las

funciones f(t,x) vy G(t,x), tengan derivadas parciales de primer

orden con respecto a las componentes de x , continuas y acotadas

sobre [O,T]‘x lﬂn, (6 sobre [D,T:Ixn{ HxW[é N } ).

NOTA 1.4.4

n
Si las funciones f y G, estén definidas en [:0,0o)x R

y si las hipdtesis del teorema 1.4.2, son satisfechas en c&ada sub-

intervalo [0,T]C [D, o), entonces :

r t r t
X =H 4 f X )d + Gls,X |JdW
t ) (51 S) = ) ( 3 S) "
0 ®
tiene solucién uUnica, definida para t 2 0, y recibe el nombre de

solucidn global.
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1.4.5 Las soluciones de las ecuaciones diferenciales estocésti-

__——_-__—_—_—_—-___—____—_——_“—!——

cas, como procesos de difusidn ordinarios.

Consideremos la E.D.E.

dX = f(t,X )dt 4 G(t,X )dw
. (t,X, )dt (t£,X )Jaw,

X = H D £ t €T (1.19)

Consideremos ahora, la misma E.D.E., peroc en el subin-

N
tervalo [s,T] , donde s> 0 , y con valor inicial XS = X €R ,

& lo que es igual

rt . t

X = x ¢ flu,X Jdu + G(u,X )dw
7 y u ) U u
S S

0 <s € t«£T (1.20)

TEOCREMA 1,4.3

Consideremos la E.D.E., dada en (1.19), y supongamos
gue

l1.- Se satisfacen las condiciones del teorema 1.4.Z2

2.,.- f y G , son funciones continu&s con respecto a
la variable t.

Entonces

19.- E1 proceso solucién de la E.D.E. (1.19), es un

proceso de Markov, cuya distribucién de probabili-



dad inicial, (t = 0), es la distribucidn de H, vy
cuyas probabilidades de transicidn, vienen dadas

por .

p(er;t:B) = P( Xté B / XS = X ) =

= P(Xt(s,x) & B)
donde (Xt(s,x], s £ t £ T), es el proceso solu-
cién de la E.D.E. (1.20)
29 .- E1 proceso solucién de la E.D.E. (1.19), es un
P.0O.0,, con valores en lﬂn , Y teniendo como coe-

ficientes tendencia y difusidn ¢ F(t,x) Y

G(t,x)G“(t,x) respectivamente.

1.5 INSTANTES ALEATORIOS

1.5.1 Definicién

Consideremos un espacio probabilistico (£, F, P), vy

sea (F 0 £ t), una familia no decreciente de sub-v=algebras

Decimos que una funcidn 3 :fl.——mr[b,tﬂ), es un "ins-

tante aleatorio", relativo a la familia (Ft, 0<t ), 8i:

¥ t> O r-l( [0,t] ) € F e
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1.5.2 wv=algebra asociado a un instante aleatorio

W

A todo instante aleatorio T , se le puede asociar, un
v=algebra, que denotaremos por Fr , definido de la siguiente ma-
nera

-1
F = A € F s EsQs ¥ t2 0 A T 0,t}])€ F
donde FCD = \g Ft

1.5.3. Propiedades

Sea un instante aleatorio T, y sea FT , Su v=algebra

asociado. Consideraremos por su importancia, las tres propiedades

siguientes
l.- T es FT—medible
2. 51 Tl Yy T2, son dos instantes aleatorios, ta-
les que 'r'l & 'r2 , entonces F'T'l & FT_:2
3.- Sea (Xt, 0O £ t € T), un proceso de Markov,con va-

M
lores en [R , construido sobre (fl, F P), y sea

r , un instante aleatorio, con respecto a la fa-
X X
miliea (Ft ., t 20) , donde F. = v—'(Xs, Desét),

entonces, se verifica

, 0O £ s

n
g



CAPITULO Il

TESTS DE HIPOTESIS SOBRE EL COEFICIENTE
TENDENCIA DE UN PROCESO DE DIFUSION. OR-

DINARIO,



2el INTRODUCCION

Nos planteamos en este capftulo, la construccidn de
tests de hipdtesis, sobre el coeficiente tendencia de un FP,D.O,

cuando dicho coeficiente, depende linealmente de los parémetros.

Los procedimientos que utilizaremos , fundamentalmen-
te serdn : el test de razédn de verosimilitud, y tests de tipo

secuencieal,

En la seccidn 2.2, construimos un test, por el proce-
dimiento de razdn de verosimilitud, supuesto, que disponemos de
una Unica observaecién del proceso, en un intervélo de tiempo fi-
jo., Previamente a la construccién del test, damos una serie de
resultados, sobre continuidad ebsoluta de medidas inducidas por
F.0.0., y estimadores m&ximo verosimiles. Los resultados de esta
secciédn, pueden verse, si bien, bajo otro punto de vista, en Ba-

sawa &and Prakasa—Rao(lQSD).

Teniendo en cuenta, los resultados de la seccidn 2.2,

nos planteamos, las cuestiones siguientes :

12.- La construccidén de un test similar, pero supues-
to, que la observaciédn del proceso, es reelizeda
en un intervalo de tiempo, gue depende de un ins-

tante aleatorio.



28,- La construccidn del mismo test, supuesto que dis-
nonemos de N observaciones del proceso, tanto
en el caso de observecidn del proceso, en un in-
tervalo de tiempo fijo, como en el caso de que la
observacidn se realice en un intervelo gue depen-

de de un instante aleatorio.

La primera cuestién planteada, la resolvemos en Z2.3.
FPare ello, consideramos familias de instantes aleatorios, creclen-
tes v con limite @ , Yy @ través de un rezonamiento similer al de
le seccién 2.2, construimos el test de razdém de verosimilitud, ba-
sé&ndonos en una serie de resultados sobre continuidad absoluta, y
estimadores m&ximo verosimiles, pare el caso de observacidn hesta
un cierto instante aleatorio. Comprobamos después, que el test
construido, tiene las mismas propiedades esintétices, que el estu-

diado en la seccidn precedente.

La segunda cuestién, la abordamos en 2.4. Conslderamos
los cesos de observacidn en intervalo de tiempo fijo, y en inter-
valo de tiempo dependiente de un instante aleatorio, y @poyéndonos
en una serie de ressultados sobre continuidad absoluta, y estimado-
res méximo verosimiles, para los casos considerados, construimos
los correspondientes tests de razdn de verosimilitud, beasados en

la muestre de N trayectorias observadas. Vemos también que en am-



bas situaciones, los tests construidos tienen un comportamiento

asintd8tico similar al caso N = 1,

Finalmente, en la seccién 2.5, damos un breve resumen,
de los principalss resultados obtenidos por Brown, (véase :
Brown(lS?da), Browﬂ(lS?db) ), sobre tests secuenciales, en torno
a los coeficientes tendencia y difusién de un proceso de difusidn
ordinario homogeneo, con valores en (R, Brown , construye los ci-

tados tests, en base a muestras de tamafic N = 1, (que es la co-
rrespondiente treyectoriae observada)., En la subseccidn 2.5.4 , pro-
ponemos nosotros, un mé8todo parea la construccién de los tests estu-

diados por Brown , en base a musstras de tamarno N,



2e2 TEST DE RAZON DE VEROSIMILITUD SOBRE EL COEFICIENTE TENDENCIA
DE UN PROCESQO DE DIFUSION ORDINARIO, CUANDO DICHO COEFICIENTE

DEPENDE LINEALMENTE DE LOS PARAMETROS,

2e2el Introduccidén

Consideremos, la familia de E.D.E.

1/2

dX = A(t,xt;O)dt + (t,X )dwt

X = H 0 £ £t & T (2.1)

donde :

¥ tc [O,T] Xt es mn-valuada

H es Fo-medible y P{||H|l<md) =1

S S
Qé@éfﬂ , Siendo @ , un abierto de R ,

(wt, 0O« t €« T), es un proceso de Wiener n-di-
mensional, construido sobre el mismo espacio de

probabilidad (!, F, P), que (Xt, D¢ t £T)

Consideraremos el caso en que :

A(t,xt;g) = no[t,xt) $ :E: 8 m (t X )

P (2.2)
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N

donde, nj(t’xt) j= 0,1,...,k , son funciones [R -valuades,

no-anticipativas, y tal que para j = 1,...,k son linealmente
n

independientes sobre [O,T] x MR , En lo que sigue, supondre-

mos, que dichas funciones son conocidéas.

Denotaremos por C el conjunto constituido por las

-
n

funciones continuas sobre [O,T:] , ¥ con valores en IR , So-

bre dicho espacio, vamos & construir un v—-algebra lT , de

la siguiente manera :

A cada ¢t € [O,TJ , le asociamos una funcidn u, t.q.

u - C blﬂn

X — .ut(x) = x[t)

Entonces 3., se define como el v—-a&lgebra minimo, so-

TI

bre CT, que hace medibles a todas las ut , 0O« t T

3. = v( u O£ t«T)

T t’

1/2

Vamos & suponer que los coeficientes A vy B de

(2.1], son tales que verificen las condiciones del teorema 1.4.2
¥ & G@. For el citado teorema, sabemos entonces que % B8 &®

existe Gnica solucién de la correspondiente E.D.E, de (2.1). En
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lo que sigue, denotaremos por "D , la medida inducida en el es-
pacio medible (CT,JT), por el proceso solucidn de (2.1), cuando

@ es el parédmetro subyscente.

¥ B € 3 pg(B)-P(w: X(w) € B )

( donde X(w) = ( Xt(w) . 0 & t & T), supuesto que

C es el pardmetro subyecente. )

- Resultados previos

A continuacidn damos una serie de resultados, sobre los
cuales nos apoyeremos pé&re realizar contraste de hipdtesis, sobre

el coeficiente tendencis A(t,xt;O), supuesto que dicho coeficien-

te, es de la faorma (2.2).

RESULTADO 1

k
Sea Oa&() CMR , un valor arbitrario, pero fijo del pa-
rdmetro, si

1/2

(1) .- ¥ J= 0,100k o T 4 B , satisfacen

*
-

las condiciones del teorema 1.4.2.



(11) .- ¥ t ¢ [O;T] , 8l sistema de scuaciones :

Bllz(t,xt)a.J(t,Xt) - ﬂj(t.xt)

tiene solucién, con respecto a Ij(t,xt] "

yello ¥ J§=1,eesk [P ]
O

K
(iii).— v 0€®CH Y v J - 1'-li|k

T
po( J a';(t,xt)aj(t,xt)dt <m ) =1

O

Entonces :
- v 0e®  p~p

29 . -

o
o (X) = exp( (@ - 90)“01' - % (% - Qo)“JT(g o ” IR

dp0
o

: (2.3)

donde :



T
» -1
DT - ( ‘J nj(s,XS)B (s'xs)(dxs - no(s,xs)ds) )le

J = 1l,0eayK (2.4)
T Y
be S my(s,x )87 (s, x Im (% Jes ),
- i, = 1,...,K
(2.5)
RESULTADO 2
Sea L_(x(.);8) = Sﬂg

T g (x(.)) (2.6)

(donde X(.) = ( xt(.), 0 & t&T ), denota la trayec-

toria observadsa)

Tomando logaritmos en (2.6), y derivando con respecto

a Dj y, J=1,...9yk , se obtiene :
o k
din(L (x(.);8)) . Y
00 T, h ' T,h,J
] h=1

J = 1,000,k

De donde se deduce, como ecuacién de verosimilitud, en

forma vectorial :

o BY



D - J_8 =0 (2.7)

(E1 resultado 1, puede verse en Liptser end Shifya—
vev(1977, vol I), y el resultado 2, en Basawa &and
Prakasa-Rao(1980). Ambos resultados, pera n = 1,

pueden verse en Sorensen(lSBB).)

RESULTADO 3

Supongamos que © , es el verdadero valor del paréme-

tro, y sea (Xt(.), 0« t &€ T), la trayectorie observada., Si :

(1) .- T
1 ®(g,x )8 (s,x ) (s,x )d o .
'..'r' ‘ﬂis,s S,SH S,s 5.._._;gij
= T7 oo
1.3 = Y 600K
(11).- r- I
% XEg[ﬂi(s,Xs)B (s,Xs)ﬂj(s,Xs))ds '_'*'gij
O T/ oo
i1, = 1,...,K
donde Igijl<&3 Y C = (gij) 1,3=1,...,K

no singular,
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Entonces

19, -

29 . -

39, -

(Véase

¥ € > 0 , 3TE>0 t.g. ¥ T>T

la ecuacidn de verosimilitud (2.7), tiene Unice
solucién, con probebilidad mayor que 1 - & , Di-
cha soluciédn, vendrd dada por :

0. = J°'o

T T T (2.8)

5T , dado en: (2.8), es débilmente consistente,

para 6

1/2, & _1)

T (QT-O) ——.Nk(o,G

T oo

Taraskin(1974), pg 217)
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- s Construccidén del test

W

Consideremos, la familia de E.D.E. dade en (2.1), don-
de el coeficisnte tendencia A(t,Xt;O), es de la forma (2.2). Su-
nongamos, gue se satisfacen todas las condiciones, para que lo0s
resultados vistos en 2.2.2, sean ciertos. Sabemos entonces, que
si observamos una trayectoria del proceso en el intervalo [D,T] :
a1 estimador mé&ximo veresfmil, del vector paramétrico 8 , viene

dado por :

donde JT y DT . vienen dados en (2.5) vy (2.4),

respectivamente. Y se sabe también, que :

(2.9)

donde © , es el verdadero valor del parémetro, vy G,

es 1@ matriz no singular dade en el resultado 3.

Sea X(.) = (Xt(.), 0O £t & T), la trayectoria observa-

da. Basé&ndonos en este& muestra de temario N = 1, ¥y apoyéndonos en

- 84 -



el resultado esintdtico (2.9), vamos 8 estudiar el test :

H B € <>D

siendo @o, un conjunto abierto de un

k
subespacio p-dimensional ds @ C M

( p < k)

H. ¢ B c ()

as decir, la hipétesis altermativa, no
impone restriccién alguna sobre los pa-

rémetros.

(2.10)

Por razones de simplicidad, y sin que por ello, per-

damos generalidad, vemps & suponer, que :

(2.11)

Donde, como se ve, hemos supuesto por comodidad, que

son las k - p dltimas componentes de 8, las gue se anulan,

aunque en genera2l, podrien ser k-p componentes cualesquiera,

- 55 -



Vamos & empleer el test de razén de verosimilitud, pere

lo cuzl, hemos de calcular :

sun(LT(X(-);O))
0e@®),

A (x(.)) =

! sup(L_(x(.):8))

e (»

sup(L_(x(.)3;0))

H

Ow

sup(L(x(.)39))
Ny (2.12)

Donde LT(X(.);O) ~ viene dada en (2.6), supuesto

que consideramos un valor del par@metro, 00 , fijo,

pero arbitrario.

Si tomamos logaritmos en (2.12) , tenemos :

1n( A (x(.)) ) = sun(1n(L (x(.)58))) - sup(in(L (x(.);0)))
H

H
®) 1
(2.13)

Ahora bien :
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sup(ln(LT(X(.);Q))) . se alcanza cuando © = @_ = J

H
1

y analogamente

sup(ln(LT(X(.);O))) , se alcanza cuando :
H

)
a1 -]
- D
° gT,H JTO TO
o
donde DTD Yy JTO , son las correspondientes cajas
pxl, ¥ pxp , respectivamente del vector DT y de la
matriz JT , s decir :
D J__ g )
TO Tl
Du _I‘O"' .J ® _'—}_—
T 1o T S
Tl Tl T2 )

siendo: (2.14)

DTO un vector de dimensién px1

DTl un vector de dimensidén (k-p)xl

JTO una matriz de orden PXP

JTl una matriz de orden px(k=p)

Ji, une matriz de orden (k-p)x(k-p)
Asi pues, 5; Ho es el estimador m&ximo verosimil,

§
0

obtenido de manere similar a c . pero supuesto H . En lo qus

T O
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" " 1 e
sigue, denotaremos por © = (0™ |, 0,=%.,00", de tal mene-
T .H T.H
O (@
ra, que 5T VI es de dimensién kxl,.
9

@

Por consiguiente, teniendo en cuenta (2.6) y (2.3), ten-

dremos que @

supfln(LT(x(-);O))] = (BT' 00):07 "*é(aT- Qo)“JT(aT+ 90]

H
|

sup(1n(L_(x(.)38))] = (8, , -8 ) D -

H 0
0

luego, teniendo en cuenta (2.13), podemos escribir :

1, - X A
- 508, - 6 ) u.( O i * ) - (o- OOJ“DT +
O @)
% oo
$ 2( o - 00) JT( c._ + 00) )

(2.15)
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1 1
O = o= 1) = -
Sea - y V - J

entonces , a partir de (2.15), se deduce :

- 90)“VT(0T,H + G

0 T,HO
~ % A g
- S - 0 5
i Wy T,H "TO (2.16)
dond 35 zp
ew. S T “TO

( Le expresién anterior , se deduce, sin més que tener

M

en cuenta que S_ =V OT s ¥ como esté€ definido ©

T T T,H

O

Ahora bien, como :

|
TO _ T0 _T1 T,p
§¥; ;#_l+ V ' E_'_ -
1 | "12 T,k=p
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donde :

1 1
5r1 "7 Pr1 Vri " 7914
i=20,1 i=0,1,2
Y
BT 5 es el vector constituido por las
primeras p componentes del vector aT
5 es el vector constituido por las
T,k=p
dltimas k-p componentes de 5T
Entonces :
- C C - V 0
STO VTO OT,p * VTloT,k-p ( TOI VTl) QT
~ 4
F =
or otro lado, sabemos que STO VTDQT,H , de donde
0
deducimos, teniendo en cuenta (2.16) -
- 2.1n( Ap(x(.))) A
- T T 7T TO TO " TO
T
A 3 -~ ~ 3% | -] Py
- - V &
0T VTgT oT (VTOI VTl)“VTO( TO'VTl) T



- »*
= & [ Vi = Wy vy

-1 X
-
—.‘

donde por H hemos denotado

T ’

ciael situada entre corchetes.
Es inmediato comprobar que :

)u -1

-H_ & V = (Vv Voo

TOl VT1

Por consiguiente a partir de

- 2.1n(A £ (x(.)))

. ©

o
T,k=p
T

a Bl =

-1 (

VTD

ol V)] %

(2.17)

, la expresidn matri-

TO

(2.17), podremos escribir:

* —-]1 A
¥ ) gTvk-D

- vV__V
(VT2 T1 TO T1

(2.18)




Pero por (2.9), sabemos que :

/2 ET -0) —s N (0O, 571)

T /oo

luego para T > 0 fijo, (suficientemente grends)

1/2 , = -1
a— N
T ( 6. - ¢ ) ,ﬁ\#,Nk( 0, V. )

de donde se deduce que :

(2.19)

Por una propiedad matriciel, (véase Searle(1982)

pg 260 ), se tiene :

-1 -] -]
V |V "\ I - V_V v__ |
- TO T T0
R I T RE I I )i+ N8 I B B
4
V I I *
VTl | T2) | |
1( ] ' #
= 1 - W .- L" - —\
i
\_ #4 | PT )
(2.20)
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*x -1 -1
Donde P. = (v__ - v_v_Vv_)
T T T1L TO T
. . 1 (2.21)

( La matriz gque iria en el lugar del asterisco, no la

damos por no intervenir en el problema.)

Entonces a partir de (2.19) y (2.20), se deduce :

- 1
OT,k-p N Nk-p( kep ' T T )

y por las propiedades de la normal multiveriante,

se tiene que :

!
T,k=p T T,kep o~ ~ k=p
(2.22)

De donde se deduce, sin méds que tener en cuente (2.18),

(2.21) y (2.22), que :

-2 AL (X)) Rz X

El test de razén de verosimilitud, rechaza H0 , si

ocurre que :



AT[X()) < dT , donde dT es una constante, deter-

minada de tal manera que :

sup pg (X @ AL(X) <d )=

o e g

Donde a , es el nivel de significacién fijado. Ahora

bien lo anterior ss equivalente a decir que rechazamos Ho , Si

- 2.1n( AT(X(.)]) > dT , donde dT , se de-

termina de tal manera que :

sup o (X ¢ - 2.1n(A () > d. ) =



Lo TEST DE HIPOTESIS SOBRE EL COEFICIENTE TENDENCIA DE UN
FROCESO DE DIFUSION ORDINARIO, CUANDO DICHO COEFICIENTE
DEPENDE LINEALMENTE DE LOS PARAMETROS, Y LA OBSERVACION

SE REALIZA HASTA UN INSTANTE ALEATCRIO

2.3.1 Introduccidn

e e Tt

Consideremos, la familia de E.D.E.

1/2
P4 A .
dX | (t,Xt,O)dt $} B (t,xt)dwt
xo = H t+t =2 0
(2.23)
donde :
¥ t a0 X es M -valuade

H es Fn-medible y P(lIHll<m) =1

Kk S
Qé@g_lﬂ , Siendo @ . un abierto de IR

(Wt .t 2 0), es un proceso de Wiener n-cdi-

mensional, construido sobre el mismo esp&acio
de probabilidad (2, F, P), que (xt, t & 0).

Al iqual que en la seccién 2.2, nos reduciremos al
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caso en que gl coeficiente tendencia A(t,xt;g), es de la for-

mé&
k
A(tvx ;9) - ﬁo(t’xt) + Z anj(t,x )
=]
] (2.24)
donde

nj(t,Xt), i =0,1l,.009k , sSOn funciones Iﬂn-valuadas,

no-anticipativas, y tal que pare J = 1l,...,k , son linealmente
n
independientes sobre [D,CD )x M . En nuestro estudio, supon-

dremos, gue dichas funciones son conocildas.

Sea C, el conjunto de funciones continuas sobre el
n
intervalo [D, @), y con valores en (MR ., Consideraremos en lo

que sigue, familias de instantes aleatorios (‘rt , t 20 ), de-

finidos sobre C, y tal que :

- p: <
a) Si tl t2 entonces T, T,
1 2
b).- 1lim T, = @ (2.25)
t 2

(instantes aleatorios, relativos & la familia (3 , s 2 0)

S

donde ls, es el v—-algebra usual saobre CS , véase

subseccién 2.2.1 )



1/2
Supondremos, que los coeficientes A vy B / , de

(2.23), satisfacen las condiciones del teorema 14,2 ; ¥ W £

denotaremos por la medida restriccidén de Pb , sobre

Pr 8
t

el v--algebra 3_ (v8ase seccién 1.5).
v

2e3e2 Resultados previos

W

Damos & continuacién, una serie de resultados andlogos

a los vistos en 2.2.2, pero considerando instantes aleatorios.

Estos resultados, nos permitirén construir, un test de

hip&tesis, sobre el coeficiente tendencia A(t,Xt;Q), supuesto ,

que dicho coeficiente es de la forma considerada en (2.24).

RESULTADO 1

k
Sea QD€®_C_I'H ., un valor arbitrario, pero fijo del pa-

rdmetro. Y sea ‘Ts un instante aleatorio cualquiera de la fami-

lia ( Tt , t 2 O), familia gue suponemos en las condiciones da-

das en (2.25).

Si

1/2
(1) .- ¥ j=0,1,...,k ﬂj y B / , satisfacen

las condiciones del teorema 1,4.2



(ii) = ¥ 3= 1,004,k y ¥ tér , el siste-

ma de ecuaciones :

51/2(

t,xt)J (tlxt) - nj(t'xt)

J

tiene solucidn con respecto a lj(t'xt) [Hrs'g;]

(114) .- ¥ = 1,...,K y ¥ oe@

»,

Mr o ( S :;(t,xt)mj(t,xt)dt<m) = 1

S
O

Entonces ¢

19, - VDG@ PTONPTQ
s’ s’ o
29 , -
dp
rr ,0
s’ 140 _ >
g (X) = exp( (B - t;;ﬂ)"c)_r_S - (e -8 ) J"s(g +6))
Ts'™o
(2.26)
donde



r S
34 -1
o_=( | nj(t.xt)a (£,x ) (X - n (£,X.)dt) )4
S )0
1w Lywees® (2.27)
T
., - (t,%, )dt )
.JTS- ( S ni(t,xt)a (t,xt)ﬂj X, "
0
s = Lyneaik (2.28)
RESULTADO 2

51 pbservamos una trayectoria X(,) = (Xt(.). D £t & TS)

y consideramos como funcién de verosimilitud :

s ° (2.29)

Entonces, tomando logaritmos en (2.29), y derivendo con

respecto a DJ , J=1,...,k , obtenemos :
din(L_ (x(.)38)) y
s
- D - :E G J
?0 TS!J h Tsvhs.j
J h=l
J= 1lyeeeyk
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De donde deducimos, como ecuacidn de verosimilitud , en

forma vectorial :

(2.30)

RESULTADO 3

Supongamos que B, es el verdadero valor del parémetro,

y sea X(.) = (Xt(.), 0O« ¢t é'rs), la trayectoria observada, si:
(i) " it
Tg P
1 % - o)
0 s 7 o

(i1) .-

Ts
1 n X

o s ' o©

i,] = 11---!k

donde |gij|.<ag,i,j I N y la matriz

G = (gij) i,j=1,...,k , 88 no singular



Entonces

19 .- ¥ € > 0, 33€>D t.q 'D‘s>se
la ecuacién de verosimilitud (2.30), tiene
Unica solucién, con probabilidad mayor que

l1- £ , y dicha solucidn, viene dada por :

8 - J o
s o

G T.sT.&'s
(2.31)
29 , - ar , dado en (2.31), es débilmente can-
S
sistente para ©
30 e
1/2 , - -1
s ( 6. - € ) —» Nk( 0, G )

o D =



<. W Construccidn del test

e T o e

Consideremos, la familia de E.D.E., dada en (2.23),
donde el coeficiente tendencia, es de la forma (2.24), y sea
( Tt . 0 € t ), una familie de instantes aleatorios sobre C ,
verificando (2,25). Supongamos, que se satisfacen todas las
condiciones, pare que los resultados vistos en 2.3.2, sean cier-
tos. Sabemos entonces, que si observamos una trayectoria del pro-

ceso en el intervalo [D, ‘r't] , el estimador mé&ximo verosimil,

del vector paramétrico 8 , viene dado por :

ﬁr - J;lDT
t t "t
Donde J y D . estan definidos en (2.28),
Tt Tt

y (2.27), respectivamente, y ademés :

1 ~ -, |
t /2 ( 6. - © ) — Nk( 0, G )
t
t » ©
(2.32)
donde G , es la matriz no singular dada en el resulta-

do 3, y B , suponemos que es el verdadero valor del pardmetro.

s D8



Sea X(.) = ( xs(.) . 0 & s & T, ) , donde t es fijo,
la trayectoria observada. Nos proponemos, basédndonos en esta mues-

tra y en los resultados vistos en 2.3.2, estudiar el test :

H G & ()o-

0
donde ()a' 83 un conjunto abierto de un
GD k
subespacio p-dimensional de C R |,
con p < k
H - &
1 ¢ © ~ (2.33)

Al igual que en 2,2.3, supondremos por rézones de sim-

plicidad, que :

(2.34)

Emplearemos el test de razdn de verosimilitud. Por lo

tanto, tenemos que calcular :

sup(Lr (x(.);8)) sup (LT (X(.)s;@))
Y (x(.)) - ee®™o "t _ Ho £
Tt sup(L_ (X(.)s;e)) sup (Lr}(x(.);g))
ecl® Tt Hy Tt
(2.35)
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Si tomamos logaritmos en (2.35), tenemos :

1n( A_ (x(.)) ) = sup(in(L_ (x(.):8)) ) - sup(n(L_ (x(.):8)) )
t

H H
0 . | ¢

(2.36)

Ahora bien :

sup [ln(Lr_(X(.);Q)),] , se alcanza cuando B = 0

; o
H
1 t t
Y
sup [ln(Lrl(X(.);Q)) ) , se alcanza cuando B = 5; ’
H t t' o
o
Al : ; e
donde , se obtiene de la misma manera que B A
Ty Ho Tt

paro supuesto H0 , por consiguiente, se tendré :

A -]
qr H Jr O Dr 0
t% o t -
donde Dr . y 4; Q son las correspondientes ca-
t t
jas de Qr y qr , supuesta la descomposicidn siguien-
t t

te :
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D J
r 'rtO\ (/tho | 1'1.\
D-r z= S . \JT e -H__"'l'_—_
t D t J |
\. 1 1 J
T/ “ Ty r 2/
t
(2.37)
siendo :
QT 0 un vector de dimensidén pxl
t
DT 1 un vector de dimensién (k-p)xl
t
JT - una matriz de orden pxp
t
J una matriz de oeden px(k-p)
T 1l
€
J una matriz de orden (k-p)x(k-p)
» 2
t
- ~ 1 k—p o
En lo que sigue, denotaremos por 8 =(6 0. 2% 0 14
o & ™ M
t o t o
por consiguients, 5r H , serd de dimensidn kxl
t' o

Teniendo en cuenta

(2.29) vy (2.25), tenemos :

sup[1n(L_ (x(.):8))) = (B_ - 6 )0 - -é(a -0)"_(8_+8)

H t
1

sup[1n(L_ (x(.)s:8))]) = (ﬁr

H t
)
b |

N
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Lueqo, a partir de (2.35), se tendré:

- 2.1n( Art(X(.))) --2.((8_ -0 Vo -
t' o t

(2.38)

Sea :

Entonces, teniendo en cusnta (2.38), se deduce , sin

méds que tener en cuenta que Sr = V ﬁr , y como esté defini-

do 5 , qQue
»
t' o

- 2.1n( X,.t(X(.)))

t t ¢t t o ¢t
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Ahora biesn comao :

& V Voo (B
0 o | 1 T
I i P, = e
a4 oy
_S V v, \ © .
rtl rtl T, J T, sk=p
donde :
1 1
S : el ¥ VvV = -
'rti L rti rti t 'rti
i=0,l1 i=0,1,2
Y
6 g8s el vector constituido por las pri-
Ttsp

Py
meras p componentes de qr

t
5 es el vector constituido por las
T ,k=p
t
dltimas k-p componentes ds Qr
t
Entonces :
S = V 5 4 V 5 =
I
rtO rtO *rt,p 'rtl rt, P
- (v v .)o8
0 - o T
Tt . £
g
Por otra parte, sabemos que srtU = VrtO Qrt,HD , de



donde deducimos, teniendo en cuente (2.3?) :

- 2.1n( )\Tt(x(.)))

i g; Ve 51- - S:- OV;IOST o
t t £t ¢ t t
A ¥ A A ¢ * —1 A
- 8 v @8 - 8 (v Jv. ) v (v. Jv_ )8
0 O
Tt Tt rt Tt 'rt rtl Tt rtO 'rtl Tt

- 5: H_ ﬁ_r_
t t >
(2.40)
Donde H'r denota la expresidn matricial entre corchetes,
t
Ahorae bien, es inmediatoc ver que :
- Hr y Vr - (Vr UIVT' 1)“ V;lO (V-r OIVT 1) B
o - t t t
Vv V
4 . | - 3\ 0 | 0
t
« | =F =R ——— > H o|f=-F-=--ee---
-1 t By -]
.V v vt v Lo v v v~y
r 1 O
N T 1l rtD rtl rt2 T 1 Tt rtl
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Asi puses , a partir de

- 2.1n( AL (x(.)))
t

(2,40), tendremos que :

~ 4 --1 &
. O (v. -v v VvV )@
K—
Tt’ P rt2 'rtl rtO rtl -rt,
t
(2.41)
Por (2.32), sabemos que :
1/2 , - -1
- ( y - B ) — Nk( o, G )
" t T oo
luego para t fijo , {suficientemente grands) :
tl/z(a-g) "“-—*'__.._.,...N(U,V-l)
T K ™
t
de donde se deduce :
~ 1l -1
S -
gr AN Nk( > t V'r )
t t
(2.42)

Pero por una propiedad matricial, (véase Searle(1982),

k-p



pg 260), se tiene :

-1 -1 -
- X
1 (V'r' O Vrtl ( . | Vrtov'rtl V'rtD | v
Vr - e K - - - -t Ve -] - - -
- AL L1 1 J U e
t t t
( " | " \
e sl — - -
i
o P y,
Tt
(2.43)
4 -1 -1
donde P = (V - V V V )
0
rt 'r't2 rtl ™ 'r'tl
(2.44)

Entonces a partir de (2.42) y (2.43), se deduce :

0
<
-
O
ot |+
e
L S—

y por las propiedades de la normal multivariante , ten-

dremos que ¢



Y teniendo en cuenta (2.41), (2.aa) y (2.45), que:

- 2.1“( x-rt(x(')) ) \__.--"/.t,.. 'Xi..p

El test de rezdn de verosimilitud, rechaza H0 , si :

Tr

Ar (X(1)) <
t

t
donde qr , es una constante determinada de manera
=
que :
sup pp (X ¢ Ar(X) < g )=
ee®, t

siendc a , el nivel de significacidén prefi jado.

Pero lo anterior , es equivalente & decir, que recha-

z28amos Ho s Si :

- 2.1n( A-pt(x(.)) ) > d_
t

donde ;r , se determina de manere que :
t
sup py (X :-21n(A (X)) > d  )=oa
oe®), t t
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2.4 TEST DE HIPOTESIS SOBRE EL COEFICIENTE TENDENCIA D& UN
PROCESQO DE DIFUSION ORDINARIO, CUANDO DICHGC COEFICIENTE
DEPENDE LINEALMENTE DE LOS PARAMETROS, Y DISPONEMOS DE

N OBSERVACIONES.

2.8 1 Introduccidn

Sea la familia de E.D.E.

1
gt/

(t,X ;8)adw

t

dX = A(t,xt;Q)dt } .

t

X = H t =2 0O

donde :

¥ t =20 Xt es fﬂn—valuada

H es F_-medible vy F( lIHll <o) =1

K K
B G@ SIFI , Siendo @ , un abierto de IR
(wt, t 2 0 ), un proceso de Wiener, sobre el

mismo espacio de probebilidad (€2, F, P), que

(xt, t =20 ).

Y supongamos que A(t,xt;g), es de la forma :

k
A(t,Xx i8) = m (£,x.) + Z anj(t,xt)
J=1
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n
Siendo nj ., j=0,1,...,k , funciomes IR -valuades
no—-anticipativas, y para j = 1l,...,k , linealmente independien-

n :
tes sobre [:D, @ )x M ., Funciones , que & lo largo de nuestro

estucdio, suponemas conocidas,

En estas condiciones, hemos construido, en las seccio-
nes anteriores, un test de hip&tesis, sobre el coeficiente tenden-
cia A(t,xt,G). Pero, tantoc en el caso de observacidén en un in-
tervelo de tiempo fijo, (seccidn 2.2), como en el casoc de obser-
vacidn hasta un instante aleatorio, (seccién 2.3), el test lo
construiamos, baséndonos en una muestra de tamefic N = 1, que era

la treyectoria observada, que hemos denotado X(.).

Consideramos en esta seccién, el problema, de la cons-
truccidn del mismo test, pero supuesto que disponemos de una mues-
tra de tamafio N , que estard constituida, por N trayectorias

N

|
observadas, gue denotaremos por X (.),...,X (.), y Que suponemos

osté&n observadas de forma independientes. Abordaremos los ca&so0os an

que la observacidn se realiza
a).- en un intervalo de tiempo fijo

b).- en un intervalo de tiempo que depence de un

instante aleatorio.
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> 4.2 Observacidn en un intervalo de tiempo fijo.
hbsalaisll ittt el b S A5 B i s L B oW

Supongamos, gue las N observaciones, han sido reali-

zadas, en el intervalo de tiempo [D,T] , donde 0 < T < ™ ,

es fijo. Tenemos entonces la muestra :

( xi(.) = xi(.) , D&t €T) )

{ = 1,...,N (2.46)

Bessndonos en dicha muestra, que suponemos indepenclen-

te, queremos construir el test

H : e € (>o

O
- siendo <>o , un abierto de un subespacio p-di-
K
mensional de () Cm , ( p < K).
Hy ¢ 96@ (2.4 7

Al igual que en las secciones precedentes, consideramos

por simplicidad, que

La construccién del test se basa, en los sigulentes re-

sultados, (que se deducen de los considerados en 2.2.2 ), sobre

N observacioneas

- 84 -



RESULTADO 1

Con objeto de obtener el estimador méximo verosimil,

E
del vector paramétrico 6 = (01,...,QK) , basado en la muestra

de tamaeno N , dada en (2.46), consideramos como funcidén de ve-

rosimilitud :
N - °H
L:’_( xl(.),xz(.),....x (.Js 0 ) = 1_T r(xi(-)"g)
g
{el o
N .
= exp( (8 - 90)*( Z D;:) -
im]
s i
- Z(e-08)" (2 up)e+e) )
i=1
= exp( (e - GD)* :D_': - 'lé'(g o 90)*J: (6 + go) )
(2.48)
donde : N N _ N N "
]>T - ZE:, D; AIT = :zz: JT
i=1 i=1
siendo : ¥ 1 ‘Cl,..-,N}
i L Lya (s x1) i (xid)
ot .« (| Wiexhe M el (k] - m(sx))ee) ),
0
J= ) PEIPEN
- B85 - T 7\

A w
\‘_1 ¥



T
i M i, -1 s | i
J = ( S'nj(s,xs)a (s,XS)ﬂh(s,XS)ds )kxk
0
Jyh = 1!-'-lk

Tomando logaritmos en (2.48), y derivando después con

respecto a 9ﬁ y, J=1l,.0.,k , se obtiene :

/!

Dln(L:(Xl(.) l---'xN(-)'t' e ))

DGJ

K
N N
"D 2. % J1.h, ;
h=1

j = 1,-:-'k

De donde se deduce, que la ecuacién de verosimilitud ,

en forma vectorigl, es :

]DT"LIT e = O

(2.49)

RESULTADO 2

Supongamos, que @, es sl verdadero valor del paréme-—

tro. 91 ¢

(1= | &= (' (-1, .4 i Fo
34 i, -
"1'_' Z [ﬂj(s,XS)B (s,xs)ﬂh(s,xs)ds —_ gjh
{=] 3 'r’ (88

Jyh = 1!"'lk



(i1) .-

N T
1 H i,.-1 i i
i=1 0 T ? o
J’h = 1,---,"(

donde | <m,j,h=1,...,k , y 18 matriz

| 9,
s no singular,

5 - ( gjh )jrh'ls'--ik’

Entonces:

12, - ¥ € >0 3TE> O, twa. ¥T> T

la ecuacidn de verosimilitud (2.49), tiene
dnica solucién con probabilidad mayor que l1l-E

y dicha solucién, viene dada por :

o) - J 1) D

T
(2.50)

aN
29 .~ DT , dada en (2.50), es débilmente consis-

tente para B

9 . -
M2 N D 6) —s N(0O,57)
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FPara construir el test (2.47), vamos a utilizar el
procedimiento de razén de verosimilitud, para lo cual hemos de

calcular :

sup(L:(Xl(.),...,XN(.);Q) )

B¢ ®o

sup(L(X () ,0v0 X (.)30) )
ee()

Ar (XD e X (L)) -

sup(L?(Xl(.),...,xN(-);9) )
H

- 0 (2.52)
sup(Ly(x7 ()5 eeesX (2)38) )

H
1

A traves de un razonamiento andlogo al efectuado, en l&

seccidn 2.2, se obtiene que :

- 2.1 A (XD yeea X (4) ) -

AN N.-=1 aN 2
- T P .| i X
gT % k_p ( T) T $ k"'p ! k-p

donde :

-=

Pr o= V:z -(V:i]“(V$O)—1(V$1) )—1

—

N i VN , las cajas correspondientes

' V V
sisendo 0 ' '11' V192
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de la matriz :

)
V: = .} tIT (v8ase seccién 2.2)
T

Entonces, teniendo en cuenta el test de razdén de vero-

similitud, rechazamos H_ , si :

ra

qQue

(»

—2.1n( AT(xl(.),...,x”(.) ) ) > aﬁ

Donde dT , es una constante, determinada de tal mane-

sup pg( - 2.n( A _(x,.. X)) > ap )

0 @,

=

siendo a , el nivel de significacidén, que hayamos fijado.



2.4.3 Observacidn, en un intervalo de tiempo, qus despende
—#—W

de un instante aleatorio

W

Consideramos ahora, el caso, en gue las N observe-
ciones del proceso, han sido realizadas en un intervalo [O,Tt] .
donde Tt . es un instante aleatorio perteneciente & una fami-

lia T .S > 0), que satisface las condiciones de (2.25).

Tendremos entonces, la muestra :

( x*.) = (X)), oéser ) )

i = l’lll'N (2'53)

que suponemos constituidea, por observaciones independientes,

Baséndonos en ella, vamos & construir el test (2.47),
en su versidn simplificada. Para sllo, previamente veremos unos
resultados anédlogos a los considerados en el caso anterior, Yy
que se deducen, de los correspondientes resultados vistos en la

subseccidn 2.3.2
RESULTADO 1

Con objeto de obtener el estimador mé&ximo verosimil, del

vector paramétrico B = (91,..,Qk)n, basado en la muestra conside-



rada en (2.53), consideramos como funcién de verosimilitud :

()X ()i 0) = T
t

N
= exp( (B - Qo)*( Z D:'_ ] =
i=] t

N
1 ¥ i _
-2 (e -80) (if\; ) )@+ 8) )

* - N ira * TN 1,
- exp( (8 - on) ])r - 2(@ - 90) Jr (e + 90) )
t t
(2.54)
donde :
N N
i N < i
Dy -2 o o dr, = 2 I

y ¥ 1€ {1,..0,N}

t .
D . ( S n"‘(s,,,;'ci)e"'l(s,xi)(cv(l - (S,Xi)ds) )
Tt 3 S S S 0 S

o

kxl

J = lyeeeyK



i 3 i -1 i i
J X = Jg nj(s,xs) B (s,xs) ﬂh(s,xs)ds ) e
o

Joh = 1,004,k

Si tomamos logaritmos sn (2.54), y derivamos después con

respecto a © y J=1l,eee,k , obtenemos :

]

Sin( Ll (X)X (D30 )

t
&
@9,
K
N N
- Dr .5 © ) Sndrmg
© h=1

J = l'---sk

De donde se deduce, que la ecuacién de verosimilitud, en for-

ma vectorial, es :

(2.55)

RESULTADO 2

Supongamos, que O, es el verdadero valor del parédmetro . Si

se vaerifica :
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(1) .-

1 : lrt 4 i 1l i > 4 Fg
e X
. E 'nj(s, B)B (s,xs)ﬂh(s,xs)ds — g,
i=1/0
t—

Joh = 1,..,K

(ii)i-
N ‘rt
1 EE: w, i.-1, i i
. EQ(,S nd(s,xs)a (S,Xs)ﬂh(s,xs)ds ) ——— 9 41
i=1 o
t—om
Jyh = 1,.004K

donde : Igjhl <o, Jj,h=1l,.e0k , Yy la matriz G = (th)

gs no singular,

Entonces

19 .-

la ecuacién de verosimilitud (2.58), tiene dnica
solucidn, con probabilidad meyor que 1 -€, ¥y
viene dada por :

“N N |- N
op = (Jp)T D

t t (2.56)
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~N
29, - B , dado en (2.56), es débilmente consisten-

T
t

te para 8.

1/2( ~N

t— @ (2.57)

Vamos a construir el test, por el procedimiento de razon de

verosimilitud, pare lo cual, hemos de calcular :

AL (X)X () -
t

sp (LY () e XM(0i0) ) suelLy (KT() e X (1)50))
065(>0 ¢ = HO ¢
sup ( L: (xl(.)....,XN(.);G) ) sup(L: (Xl(-),---,XN(-):D))
Y10 H ¢
1
(2.58)

Utilizando un razonamiento similar, sl de la seccidn 2.3,

se obtiene :

- Of =



N =1 2N —
'g:- K t(Pr)lgr K Xi
g P £ g ' P P

siendo :
N N N », N -1, N -1
P = (v - (v_ ) (v ) “(v_.) )

2 0O ™ 1

T‘t Tt 'rtl T‘t ¢

donde :
N N N

V s V s, Y V , SOn las correspondientes

rto rtl 'rt2

cajas, (véase seccidn' 2.3) , de la matriz :

Entonces, fijado un nivel de significacidn X , rechazamos

la hipotesis nula Hc s 81 ocurre que :

- zan( A, (), XM ) >
t
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N .
donde d , s una constante, que se determina de tal manera que:

T
t

sup (-2, 1n( ,t(xl(.),....x”(.)) ) > dl ) =a

96@0 .
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2.5 TESTS SECUENCTIALES

2.5.1 Resultados previos

RESULTADO 1

Sea (Xt , t =0 ), un F,D,0. homogeneo , con vealores en
R, y con coeficientes tendencia y difusidén dados por A(x) y B8(x),
respectivemente, (obsérvese gue son independientes de t). Existe u-
na funcidn u(x); estrictamente creciente, denominada : "funcidén es-
cala", de manera que el proceso (u(xt), t = 0), es un #.0,.,0., con
coeficiente tendencia 0, y coeficiente difusidn
))2

8(y) = B(x)( d;ix

siendo :
X
du( x) 2.A( z
d( -exp(—J ()dZ)
.
= Biz)
0
xo , s fijo, aunque arbitrario, si bien es usual tomar
como X_ el valor inicisal del proceso: X

O

Decimos, entonces , gue el nuevo proceso (u(xt), t 20 ),

estd en escala natural. (véase Breiman(1968), capftulo XVI )

- 7



RESULTADO 2

Sea (Yt , t20), un P,.D0.0. homogeneo, R-valuado, con

coeficiente tendencia 0, y coeficiente difusidn ‘E(y).. 5i conside-

ramos
t —
f(t) = B(Ys)ds
0
Entonces (F(t),Yt), t * 0 , es una trayectoria brownia-
na. A f(t), se le denomina : "Tiempo browniano de Y ".

L

(véase Ghikman and Skorokhod(1972), pg 31 )

RESULTADO 3 ( Levy)

Sea (Wt , t = 0), un proceso de Wiener, t.aq.

E(wt) = pt Var(wt) = U 2.1:
W =0
O
Entonces : v t =20
)2 = v-2.t CeS.

2n
1im Z ( ng_‘_ s W( j-—l) t
3=1 §

n — O
i 2
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2
En virtud del resultado 3, v , puede ser determinade.

( véase : Basawa and Prﬁkasa—ﬂao(1980), pg 212 )

2.5.,2 Algunos tests secuenciales.

Sea (Xt, t » 0), un F.D0.0. homogeneo, MR-valuado, con
coeficiente tendencia A(x), y coeficiente difusién B(x), (gue su-

ponemos positivo ¥ x ), ambos desconocidos.

Estamos interesados, en el estudio de tests secuenciales,

insesgados, de tamafio § , tales como :

(a).-

H : A(x) = AD(X) 4 B(x) = B (x)

Ho : Alx) #A (x) 6  B(x) #8_(x]

(b).-

H : A(x) = AO(X) y B(x) = B (x)

Hy @ Alx) > A (x) 6 B(x) #8_(x)

H ¢ Alx) =A (x) vy 8B(x) =8 _(x)

Hy o Alx) <A (x) 6 B(x) £8B_(x)
(2.59)
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Estos tests, en el céso de que se dispong& de una muestréa
de tameno N = 1 , (1a correspondiente treyectoria observada), h&n

sido estudiados por : Brown(1974a), Brown(1974b), Nadas(1973).

Los citedos autores, utilizan tests secuenciales restrin-
gidos, en el sentido de Armitage(1957), es decir tests, cue se bea-
san en un determinedo instente aleatoric 7T. La idee fundamental con-
siste en traslader los tests, a otros equivalentes, pero sobre el Mo-

vimiento Browniano, pare ello se utilizan, los resultadcs anteriores,

y se rechaza HD , si T es pequeno,

Asi pues, las regiones criticas, son de la forma: Er & m] ;
y la observacidn, termina en el instante "m" con la aceptacidn de
HD : (si no ha sido rechazada antes), con lo cual, el tiempo de obser-

vacidn, nunce excederé m,

Supuesto que HD . es cierta, (en cada caso), y teniendo en

cuenta el resultado 1, se tendrd, gue el proceso

(u(x,) , £30)

es un P.D.0., con coeficiente tendencia O , y coeficiente difusidn’

¥ Yy = u(x)

3(y) = B _(x)( 282))2

donde
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du(x] _ exp( . Z-AQ(Z) o )
dx J B (Z)

Ahore bien, por el resultado 2, si consideremos :

t—
flt) = J B( u(Xs) ) ds

O

resulta que : ( f(t), u(Xt) ), es una trayectorie brow-
niana, Entonces los tests (a), (b), y (c), dados en

(2.59), san respectivamente squivalentes 8 :

(a').-

H : p=20 frente & H_ : p g O

~~
o
|
" o
R ~
"
O

frente a H, ¢ u >0

=
0-
|
T
-
:
o
-
.
0
3
o
"
o
T
j =
AN
o

(2.60)
donde u , es el coeficiente tendencia, de un movimiento

browniano standard (Wt , t ® 0 ), Basta pues, que el es-
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tudio se haga, con el movimiento browniano. Damos & continuacidn,

un breve resumen de los resultados obtenidos por Brown(1974a,1574b).

2e5,.3 Construccidn de los tests.

AR.- TEST DE DOS COLAS

Consideramos aqui, el test :

H - 0 f a 3 O
. u rente Y p £

siendo p , el coeficiente tendencia desconocido de un mo-

vimiento browniano standard (wt, t = 0).

Sea el instante aleatorio :

r=inf ( t>0 : W, =g & W_=-h )

$
dondse g,h €R
Estudiemos, los siguientes casos :
Al .- Supongamos que T, no estéd acotado.

Se considera entonces la regidén critica:
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donde "&", y "b", han de ser determinedas de tal manere, que se
satisfaga :

(i) .~ Que el test sea de tameno ¢

(ii).- Que el test sea insesgado, es decir, que
la funcién potencia, tenga minimo valor ¢,

cuando M = s

Se puede compraobar, (véase Brown(1974a) ), que "a&a", vy
.
"b" . son proporcionales a : (g4+h) , de ahf, que pera determinar,
"a", y "b", dadas "g", y "h", con £ fijo, serd suficiente hallar

los valores de "a" y "b" , correspondientes al caso g+h = 1. Si

h =,A g = 1—Ai ; EJ<,A'<1., besta entonces hallar solamente,

los valores de "a", pues los de "b", vendrén dados por l& rela-
\

cidn b(A) = a(l-,X]. En el articulo antes citado, se da une te-

bla de velores de "a", para distintos tamanos,

A2,- Supongamos que T , estéd mcotado por T ('T <fcn)

Si admitimos gque & = b = T, entonces teniendo en cuentg,

que el test ha de ser insesgado de tamerio § , se tendrd que g=h,

Le regién critica considereda en este caso es:
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En Brown(lQ?db), se establecen tablas comparativas, pare
discernir, si es conveniente & no, parar la observacidn entes del

instante T .

Asi mismo , en el citado articulo , se obtienen formulas,
para hallar la funcidn potencia y el tiempo de observacidén medio, tan-
to en el caso de observacidn en tiempo fijo, como en el caso de obser-

vacidn aleatoria.

Comparando ambos ca&sos, se observa que en el primero se tie-
ne ung perdide de potencia, respecto al segundo, pero a su vez, el
tiempo medio de observacidn es menor, aunque las diferencias no son
muy significativas. Por consiguiente no es posible obtener un test

global idoneo.

A3 .- Supuesto gue estamos en las condiciones de A2 , imaginemos que
por rézones externas , la observacidn , puede terminar en To'

(fijo), antes de T, y de que "g", § '"-g", hayan sido alcan-

zados,

Con objeto de preservar la insesgabilidad del test, la re-

gidn critice considerada es :

Ca= Lr e T JU [T> To W > gt JU[T T, ¥r<-g' ]

8 O

donde g'; viene determinado, teniendo en cuenta qgue el test
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es de tamafio € . (Ver Brown(1974b)

B.- TESTS DE UNA COLA

Estudiamos ahora los tests :
l,- H : p=20 frente a H_ : p >0

2o H : p=20 frente a H_ p <0

'rlninf'(t>0: W = g ) , g €R

y para sl test (2) :

Té = inf ( t> 0 : Wt = -h ) , h € R

Como el estudio es andlogo en ambos tests, vamos a anali-

zar sélo el test (1),

Al igual que en el caso del test de dos colas, se consi-

deran los tres casos siguientes:
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B1

B2

Supongamos que rl , no estdé acotado.

La regidn critica, es entonces :

C - [-Tl‘a'le-g]

donde "a'", se determina teniendo en cuenta qgue el test

es insesgado de tamafio & .

Supongamos que T estd acotado por T ( T <o )

1 ’

Si admitimos que a =T , g vendrd determinado sin
m&s que tener en cuenta que el test es de tamafio & , por

la relacidn :

€ = 2.(1 - (D(gT-l/Z) )

siendo ® , la funcidn de distribucidn de 1l=a N(O,1)

La regiédn critica en este caso es

c, = [T ¢ T,wl-g_]

Al igual que en el caso de dos colas, en Brown(1974b),
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se establecen tablas comparativas, sobre los casos
en que la observacidn se realiza hasta un instante
fijo, y cuando se realiza hasta un instante aleato-

10,

B3 .- Supuesto que estamos en las condiciones de B2, con-
sideramos, la nueva hipdtesis, de que debido a razo-
nes externas, la observecidn pueda terminar en un
instante T0 : (Fijo], antes de T, y de que g ha-

ya sido alcenzado,

Con objeto de preservar la insesgabilidad del test,

la regiédn critica que se considera es

03 = ['rlé TO]U[1‘1> TD , WTD> g']

donde g' , viene determinada, sabiendo cue el test

tiene tamafo & .

2.5.4 Construccién de tests secuenciales, en base @ muestras de ta-

mano N,

Proponemos & continuacidn, unos tests secuenciales andlogos

a los considerados previamente, pero basados en una muestra de tamano
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N . Asi pues, en analogie con lo visto en la subseccidn 2.5.3, es-

tudiamos los siguientes casos:

A .- TEST DE DOS COLAS

Queremos realizar el test :

H : p=0 , frente a H1 : uwé O

donde p , es el coeficiente tendencia de un movimiente

brownianoc standard.

Consideramos para ella, el instante aleatorio :

¥
siendo g,h €R

Supongamos que la muestra observada, (N trayectorias), es

W =(W , Detcr) )

1l = 1,---'N

La idea consiste en lo siguiente :
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A cada una de las N trayectorias observedas, y de forma
independiente, se le aplice el test de dos colas, para el caso N=1,
que estudiamos en la subseccién anterior, (en el correspondiente ca-
so ogue estemos considerando: Al, A2, A3 ), y observamos si con un

determinado nivel de significacidn ¢§ , se rechaza § se acepta H

Una vez realizade esta operacién con ceda ung de las N

treyectorias, consideramaos l& véarieble

1 N
Y( W, ... , W ) = n? de treyectorias gue hacen que
HD , sSea rechazada,
Evidentemente , supuesto que HD es cilertae
1 N
Y(w,...,w) —— 8B(N,9)
siendo tS- = P(rechazar HD / HCJ es cierta )

( con N =1 )

Entonces fijado un nivel de significacién € , para nues-

tro test con N trayectorias, tomamos como regién critica:
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CN(CS) - [Y(wls---in) > K)

donde K , viene determinado de la siguiente manera :

€ = P( HD sea rechezada/ Ho es cierta ) =

(Con la N trayectorias)

N 3
= P( Y(Wl,..,WN) > K ) = Z (N (5)\j(1_5 )N-j

NOTA 2,5.1

Obsérvese , que para cada nivel de significacidn € , aue
fi jemos, realmente lo gue obtenemos, es una familia de tests, depen-
diente del nivel de significacidén & , ( aue es l& probeabididad de

rechazar H , supuesto que es cierte, cuando el test se realiza con
0

una trayectoria. )

B .- TESTS DE UNA COLA

Queremos aestudiar los tests :

(l).- H : p=20 frente & H, ¢+ p > O

(2).- H ¢+ p=20 frente a H. : p <O

- 110 -



basdndonos en una muestra de tamafio N, E1 razonamiento, (en cads
caso : Bl, B2, B3), es andlogo al que se ha realizado en el caso

de dos colas, pero considerando los instantes :

r =1inf ( t> O : Wt =g ) , en el test (1)

g € R

‘T2 = inf ( t> 0 : wt = - h ), en el test (2)

h € H+

NOTA 2.5.2

Se puede comprobar, que si el test para una trayectoria es
insesgado de tamano cg , entonces el tests que proponemos para N

trayectorias, es insesgado de tamafio £ .
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CAFITULO III

TESTS DE HIPOTESIS SOBRE EL COEFICIENTE
TENDENCIA DE UN FROCESO LOGARITMICO-NOR-
MAL MULTIDIMENSTONAL CON FACTORES EXOGE-

NOS
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3.1 INTROOUCCION

La distribucidn logari{tmico-normal, en su forma més sim-
ple, se puede definir, como la distribucidén de una veriable, cuyo
logaritmo obedece la ley normal de probebilidad. A lo largo del tiem-
po, se le ha denominado con distintos nombres : distribucién Galton-
McAlister, Kapteyn, Gibrat, 4 simplemente log-norm&l. Su origen se
situe, sobre el aro 1879, y desde entonces su importancia ha sido
creciente, debido & su amplia aplicecién en distintos campos, siendo

de especial interés su aplicacidn en economia,

Fue McAlister, quien en 1879, considerd y tratd, por prime-
ra vez, con cierto detgalle, la teoria de la distribucién logaritmico-
normal, en su memoria presentade en la Royel Society de Londres. En
elle, dio expresiones pere la media, mediana, moda, y momento de se-
gundo orden. Ademéds, describid un posible modelo sobre la génesis de

dicha distribucidén.

Génesis, aue Kapteyn, establecid de forma mé&s clare en 1903.
Oescribiéd también, un mé&todo para generar muestres, & partir de pobla-
ciones logaritmico-normales, similar &l que ya existie parea poblacio-

nes binomiales y normales,

En 1516, Kapteyn y Ven Uven, propusieron un método de esti-
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macidn, utilizando cuantiles.

De forma independiente, Wicksell desarrolld en 1917, una
teoria sobre la génesis de la distribucidn y estimd sus parémetros,
por el método de los momentos, Durante algunos anos, decayd el inte-
rés en el estudio de la distribucidn logaritmico-normal, cabe sdlo
resenar los trabe jos de Davies en 1925 y 1929, sobre los métodos de

estimacidn por cuéentiles, iniciados por Kapteyn y Van Uven,

En 1930, y grecias a Gibrat, renacid nuevamente el interés
por el estudio de dicha distribucidn. El1 citadc autor, primerc en un
articulo y posteriormente en un libro publicado en 1931, presentd su
teoria sobre la distribucidn. Sobre el mismo tiempo, autores como

Geddum y Bliss, comenzaron a aplicar la distribucidn en estudios bio-

18gicos.

En 1933, Yuan introdujo la distribucién logeritmico-normal
bivariante, y poco después Wicksell, pensando que un simple desplaza-
miento de la variaeble, més que la variable en si, era la que seguia
una distribucién logerfitmico-normzl, introdujo un tercer parémetro,
al que denomind "umbral" , y propuso métodos para su estimacidén. Fos-
teriormente Cohen, en 1951 , sugirid el método de méxima verosimili-

tud, como alternative al de los momentos .

Nuevamente Wicksell, estudid la posibilidad de introducir,
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un cuarto parémetro, que tendria como misidn, fijar un limite supe-
rior para la distribucidén, pero no fue hastae 1949, cuando dicha ex-
tensidn fue considereda, siendo Johnson, cuien dio un método pare

estimer este cuarto pardmetro.

Pare mé&s informacién sobre dicha distribucidn, véase Ait-

chison and Brown(1569)

En la seccidén 3.2, definimos el proceso logaritmico-normal
multidimensional con factores exdgenos, como un proceso de Markov,
cuyas distribuciones condicionaedas son logeritmico-normales. Asi mis-
mo, comprobamos que es un proceso de difusidén ordinario, y vemos la

relacidn existente con las E,D.E,

En las secciones 3.3, 3.4, v 3.5 , construimos los corres-
nondientes tests de razén de verosimilitud, estudiados en las seccio-
nes 2.2, 2.3, ¥ 2.4 , respectivamente, sobre el coeficlente tenden-
cia de nuestro proceso.,

Finalmente, en 3.6, consideramos el proceso logaritmico-
normal unidimensional sin factores exdgenos, y sobre 8l construimos

los tests secuenciales estudiados en la seccidn 2.5
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3,2 DIFUSION LOGARITMICO-NORMAL MULTIDIMENSIONAL CON FACTORES EXOGE-

NOS,

3.2.1 Definicidn

Ses (Xt, t ® 0), un proceso de Markov, con valores en

s
(fhcn)x...x(o,ai)' y con funcidn densidad de transicidn , dada por :

exp( - @/(2(t-s)) )

t> s (3.1)

donde :

@ = (1n(y) - 1n(x) = » 3,(6)5)" 87 ( 1n(y) - 1n(x) - ) 3,(6,)7)

3=0 §=0

siendo

B = ) , una matriz , que supone-

(bij 1, = 1664

mos es : simétrica, definida no negativa, y no sin-

gular.
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Gl""'Gm' funciones R-valuadas, y que vamos a suponer

continuas y ecoteadas, sobre [0,ai).

Go[t) =1 ¥ t € [0,m)

-
3 €ER' , 4=0,1,...,m y (G )t - G(u)du
3 J's ) .

J=0,1,...,m

Se puede comprobar, que la funcidn p(s,x;t,y), dada en

(3.1), es solucién de las ecuaciones :

- 3 p(s,xit,y) >%p(s,x:t,Y)
- B (s x)
9 s ;r-js_ O x. O x
1=l jal 2
e’ D pls,xit,y)
+ L Ai(s,x) - Xi
(3.2)
n n .,
aD(S,x;t,y) 1 3 (Bij(t,Y)D(S,X;t,Y) )
- 32 ) -
= 1ol §el O ¥, Y,
i d (A, (£,y)p(s,x3t,))
) >
i=1 1 (3.3)



donde @

BiJ(S'x) = bij X, X, bij € M

1,J = 1,604,y

A(s,x) = () e, 8,(s))x, , & €R
J=0

i = l'III'n

NOTA 3.2-1

S4 consideramos la variable alsatoria :

z, = 1n( xt / X = x )

entonces

t

Z — Nn( 1n(x) + ;Z: JJ(GJ): , B(t-s) )

3=0

Veamos & continuacién, que el proceso (X, , t = 0), antes

t
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definido, es un P.,D,0,

PROPOSICION 3,2,1

1 a
1im J |y = x||” p(s,x;t,y)dy = O

+ l A t-s
mn

donde p(s,x;t,y) , viene dada en (3.1)

Cemostraecién :

Teniendo en cuenta la nota 3.2.1 , se tiene quse :

7

a
||Y - x” p(s,x;t,y)dy -

t L s N A"

- um —— g( || - x||P

t l_s

donde 1z —» N (1n(x) + ) 3,(6)7, B(t-s) )
j=0

Z

Entonces , desarrollando ||e - xlla , tomando despu8s
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esperanzas, (pare lo cual se hace uso de la funcién generatriz de la

normal multidimensional), se demuestra que dicho limite vale cero.

Teniendo en cuenta la proposicién 1.3.1, (donde & = 2),

tendremos asegurado

1--
1im 1 p(s,x;t,y)dy = O
t-s | ’
t l s
fy- x||>¢
e
1 ~
lim == (yi - xi)p(s,x=t,Y)dy - Ai(s,X)
) ~ 11 S /'Rn
- S SER
donde es fédcil comprobar que :
A
A (S'X) - ( Z ﬂi G (S) )x i = 1 sse gl
i j ,j i § ¥ ¥
§=0
3,-

Aoy rmiien Ly, = xi)(yJ ~ XJ)D(SuXSth)dY - Eij(s,x)

i'J - 1,---,“
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donde se puede comprobar que :

B (s,x) =

1] i'j " 1!""”

b X

13717y
Por consiguiente, queda probado gque el proceso (Xt, t > 0),

con funcién densided de trensicién, dada en (3.1), es un P.D.0., ¥y

tiene como coeficiente tendencia A(s,x), y coeficiente difusién B(s,x),

donde

m
i
A(six) = () & 6.(s) )xy . =1
J=C (3.4)
Bij(s'x) bijxixj . 1,3 = 1,..0.,yn
(3.5)
Este proceso recibe el nombre de : "Proceso Logaritmico

normal, n-dimensional, con m factores exogenos.", siendo los fac-

tores exdgenos : Gl(t),...,Gm(t).

Por simplicidad, cuando nos refiramos a dicho proceso, lo

denotaremos como LN(n,m).

A continuacién veremos gue el proceso LN(n,m), es solu-

cién, de una E,0,E., en el sentido de ItB.
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3.2.2 Relacidén del proceso LN(n,m), con las E.D.E.

FROPOSICION 3.2.2

¥ t € [D,m) y ¥ x € (U,cn)x.‘?.x(O,m) , S Vve=

rifica que :

(1) .-
.
Jl\h(t.x) | ot < w
(11) .-
T
” Bl/z(t.x) | %4t ¢ o
y,

donde T € [0O,m) , es fijo , aunque arbitrerio, y las fun-

ciones : "A(t,x)", vy "B(t,x)", son las dadas en (3.4), y (3.5),

respectivamente.

Demostracién :

(1) .- ~n m
|A(t,x) || = Z ( ZaﬁGj(t) e xf /2
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n

Z Z% Gd(t) X, € (mil) Z ;1 X, <

i=]1 J=0 i=1

donde : gi = max { ‘ai Gj(t)‘ . j-D,l,...,m}

(existe teniendo en cuenta que G (t), es continua y acota-

J
da $ J-O'l'.--'fﬂ)
Luego @
T
J | A(t,x)“ dt ¢ o C.Q.d.
0
(ii)--

“ Bl/z(t'x) “ ¢ = Traza Bl/z(t!x)(allz(ttx))“ -

n
= Traza ( B(t,x) ) = Z b, xi < oo

i=1

Luego :

T
J | Bl/z(t.x) || Cat < oo C.q.de
O
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NOTA 3.2.2

En virtud de ‘la proposicién anterior, y teniendo en cuen-

te la subssccién 1.4.3 , podemos plantear la E.D.E.,, siguiente :

dX = A(t,xt)dt $ 81/2

A

t

X = H t =0
(3.6)

Donde (Xt , £t » 0 ) , es cualquier proceso n-dimensio-

nal, con valores en (O,QJ)x;glx(D,no )

PROPOSICION 3,2.3

Las funciones : "A(t,x)", ¥y "Bl/z(t,x)", antes conside-
redas, satisfacen las condiciones del teorema de existencia y unici-

dad, (teorema 1.4.2).
Demostracidén :

l.- v t ¢ [0,m) y ¥ x,y ¢ (0,0)x.%x(0,0 )

| ACt,x) = ACe, ) |+ [l 8Y23(e,%) - 82306, -
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-

P

2.-

m

Z ( 2 53 Gd(t))z(xi - yi)zJ 1/2 v Z bii("i ~ Yi)2 )1/2 p

n
i=1 J=0 i=]

(m+l)g ( Z L%, = yi)z )1/2 + (h)l/z[ Z (x, - yi)z) 1/2

i =1 i=1

12y

- ( (m1)g + n | x - v

(3.7)

donde :

g = MmMmAaxX { gi s i = 1.--.," } v SiBndO

i
g, = max {luj GJ(t)I. J=0,l,00.,m , ¥ t }

hIMBX {lbiil' i' 1,-.-,“}

v t€ (0,m) , v ¥ x ¢ (0,0)x0.x(0,m)

||A(t,x)||2 + llBl/z(t,x)” . -
£ L m
i 2 2 ”,
i Z ( Z ay B le)) x4 Zbu %y ‘
i=l  J=o el
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n n
‘ (m41)2g2 Z{: xf + h Z{: xi =
i=1

=l

¢ ((mlg +n’3A% 1+ %13

(3.8)

Teniendo en cuenta (3.7), y (3.8), queda demostrado

el teorema 1.4,2 , donda K = (m#l)g + hl/z.

NOTA 3.2.3

En virtud de esta proposicién, la E.D.E., , dada en (3.6),
tiene una dnica solucidn. Dicha solucidén es un P.D.0., dado que se
cumple el teorema 1,4,3, teniendo como coeficiente tendencia A(t,x),

y coeficiente difusién B(t,x).

Ed proceso salucién, es el LN(n,m)
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3.3 TEST DE RAZON DE VEROSIMILITUD SOBRE EL COEFICIENTE TENDENCIA

DEL PROCESO LN(n,m), CON OBSERVACION EN UN INTERVALO FIJO.

3.3.1 Introduccidén,

Consideremos la familia de E.D.E., dependiente del vector

paramétrico B8 , siguiente :

X, = A(t,xt;O)dt + 1/2(t X )cmt
xo = H t =20
(3.9)
donde :
o té[O,m) : Xt ¢ (0,m)x L. x (0, )
G = (01'””gn(m4-1))~ = @ _C_:_!Rn(m*l) , Siendo
() , un conjunto abierto.
\
/kol : 02 Gl(t) ...+ om*l G (t) )x '
(c:tm_2 +e . Gl(t) $...4 92(m+1)e (t))
A(tvxt;g‘)'--.-----.----------...-.--.--
|
(o(n-l)(m$1)¥1 (n-1)(m¢1)¢2 1(t) Foss® °n(m+1) m(t)) t
nxl
(3.10)
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2

X, X, X posmes Do Ko A
// °1171¢ °12M¢ 2t 1n 1t nt )
b X_X b X2 b X X
21 2t 1t 22 2t "TRTTT T2n 2t nt
B X =
(t' t) L -] a [ ] L ] ] . L I L ] L L L] L L L L | ] L]
L b .X X.. b _X .X b X°
nl nt 1t n2 nt 2t T Thn nt J nxn
(3.11)
siendo :
Gl(t),...,Gm(t), funciones [R-valuadas, conti-
nuas y acotades, sobre [0,m),
B = t
(bi,j) $,9 = 1yeeeyn’ una matriz simétrica,
definida no negativa, y no singular,
En 3.2.2 , se comprobd8, que los coeficientes "A" |, vy
1/2,
"B ", dados en (3.10), y (3.11), raespectivamente, satisfacen las con-

diciones del teorema 1,4.2, (sxistencia Yy unicidad), y el procesoc solu-

cién, era el LN(n,m), siendo Gl,...,Gm, los factores exdgenos.,

Estamos interesados, en la construccidn de tests de hipd-
tesis, por el procedimiento de razén de verosimilitud, sobre el coefi-

ciente tendencia del proceso IN(n,m). Para ellc vamos & utilizer los
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tests construidos en el cepftulo II. En esta seccidn, vamos & estudiar
el test que se vio en 2.2, (es decir, cuando la observacidn se reali-
ze en un intervalo de tiempo fijo), y en las dos prdximas secciones ,
3.3 y 3.4 , aplicaremos los tests consideredos en las secciones 2.3 y
2.4, respectivamentes, (observacidn en un intervalo aleatorio, y caso de
N observaciones). Pero previamente, y con objeto de poder aplicar los
correspondientes resultados del capitulo II, hemos de comprobar que el
coeficiente tendencia del proceso LN(n,m), depende linealmente de los
pardmetros,

Ahora bien , teniendo en cuenta (3.10), es fdcil comprobar

que &

\ ( )
/ 1t [8,()x, | 8 lu%
0 0 0
° ; 5 ‘ beend St . *
0 0 0
/ ) \ J

[0 S /’ o

Xor Gl(t)XZt Gm(t)x2t
O Lo . * s ; i uiod 02(m4-1) .
0 0 0

\ y, \ ) 1 )



v O(n—l)(m#l)#l

[0 [ 0
0 0
F
+ 0(n—l)(m-l»l)4-2 E Saanh gn(m-l-l]
\ xnt/ \Gl(t)xnt
n(m+l)
Z c;J "J(t'xt)
f=1 (3.12)

donde : v . -~ {'1....,n(m+1) }

| =
ﬂj,(t.xt) - (8,85 <+ S ) 6, « (t) X

siendo

J

"i{i" el Gnico elemento perteneciente a

) 4

K
]

j ¢ { (4-1)méi,...,iméd }

=« (1-1)(mé1)41
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Asi pues, el coeficiente tendencia del proceso LN(n,m),

es de la forma dada en (2.2), (donde k = n(m¢l), y 'no(t,xt) = 0)

3.3.2 Planteamiento y construccién del test.

Sea T € [O,cn) , fijo . Supuesto que hemos observado una
trayectoria del procesoc en el intervalo [O,T} , queremos realizar

gl test :

0 pél pd2 n(m$1)

p < n(mél)

(véase la subseccidn 2, 2:3]

PROPOSICION 3.3.1

54 los factores exdgenos Gl(t), cee 'y Gm(t) , verificean

1-
1

1m 3 J 5,(£) 8,(t) 4t = T, < o

O

(3.13)
i'k == O,l,---,rﬂ

3 =
Uik) Lk = 0,1,...,m no singular , Yy G(t) 1
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Entonces, el resultado 3 de 2.2.2, es cierto.
Demostrecidén :

Hemos de ver :

1.- p
1 (7 o
T

= -1
*nd(t,xt)a (t,xt)nh(t,xt)dt N gjh

0 T/ oo
J,h = 1!"'!n(m+1)

o=
1 ¥ w4 -1
- S Eg(rm,(,x.)8 “(£,X ) (£,X, ))dt v 9y,
0 T~ o
j,h = 1,--.,“("’4'1)
Siendo G = (gjh) Soh o= 1oe.. n(mél) una matriz no sin-

gular, y cuyos elementos son finitos.

-1
Calculemos previeamente B (t,Xt) . Teniendo en cuenta

(3.11), es f&cil comprobar que :

(B 3
87 (e,X. ) = —= .

t
det(B) k,xptxqt J

ptq - lyil-'n

(3.14)

Siendo qu, el adjunto, con su signo, del elemento bpq,
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en la matriz B , donde p,q € { lyceeyn }

Entonces, se tiene que : dados J,h ¢ {L....n(m#l)}

= -]
nj(t,xt)B (t,xt)'nh(t,xt) -

. (S . )
i |
= (S, .8 ,) GJ-KJ(t)xit ) % Gh—Kh(t)xft
ot gt \ S np/
Py = 1l,...,N
B
if
= Gj__K (t) g (t)
det(B) 3 h (3.15)
donde : xj- (i-1)(mé1)41 |, K, = (P=1)(mé1) 41 ,
"y oy "f" ., son los Unicos elementos pertenecientes a

(I S

j € { (1-1)m4i , ... , 1m-&i}

h € { (P=1l)méf , ... , Fmef }

Entonces, teniendo en cuenta (3.15), (que como se observa
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es no aleatorio ) , se tiene que : (utilizando (3.13) )

b i (T v Bif
s - e
= \lnm (t,Xx )B "(t,X ) (t,X )dt —» ——— U <
T K
) Oj t t" h 7 det(B) 3 jh_Kh
\j‘lh = l’---,n(m*l)
Y
¥ B
1 J P -] if
= E (rm.(t,X.)B "(t,X ) (£,X,.))dt —» ——— 1©
T @
O
‘j’h = 1,---,“("‘4’1)
Luego tomando :
. eif -
=K h=K
Jh det(B) J jh h

dnicamente queda por ver, que G = (g

a)

es no singular , para
que la proposicién quede demostrada. Lo cual es inmediato, dado
que dicha matriz, se pusde descomponer en nxn cajas, siendo cada
una de las cajas, una matriz de orden : (m$l)x (md+l). La caja que

ocupa el (i,f) :

[ & "R
u u
o0 e s 0 om
Bif ulD s o0 Ulm _B_j:.f_ U
det(8) = = det(B)
| ™o am

De donde se deduce :

det (G) = (det(U))n(det(B-l))m+l # O
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Sabemos entonces, (védse resultado 3, subseccién 2.2.2),
que el estimador mé&ximo verosfmil del vector paramétrico ©, (que
se obtiene, teniendo en cuenta los resuvltados 1 y 2 , vistos en la

subseccién 2.2.2), es dé8bilmente consistente pare © , y ademés :

( 0, G

D>
v

Nn(m#l)

T7 o (3.16)

Con un razonamiento anélogo, al que se hizo en 2.,2.3, ob-

tendriamos que :

- 2.1n( A _(x(.)) ) = 8% el 2
T T,n(m+l)-p T T,n(mél)-p = A (mé1)—p

donde :

-] ¥ S—
Pro= Vo - VuthJ:;VTl

siendo , V , V

10 las correspondientes ca jas

Tl # YVTZ ’

de la matriz %‘JT , (Véase subseccién 2,2.3)
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Fijado un nivel de significacién
si :

- 2.an( A (x(.))) > &,

de manera que :

Y

y rechazaremos Ho .

donde dT , 8e determina

sup pg (X ¢ -21n(A (X)) > d ) = a

H
O
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J.8 TEST OE RAZON DE VEROSIMILITUD SOBRE EL COEFICIENTE TENDENCIA

DEL PROCESO N(n,m), CUANDO LA DOBSERVACION SE REALIZA HASTA

UN INSTANTE ALEATORIO,

3.4.1 Introduccidén

Consideremos la femilia de E.D.E., dada en ( 3.9), y sea
( rs , s 2 0), una familia de instantes aleatorios, que vemos a su-
poner estfd en las condiciones de (2.25). En esta seccién, vamos a
aplicar al coeficiente tendencia del proceso LN(n,m), el test de ra-
z6n de verosimilitud, que estidiamos en la seccién 2.3. Pero previa-
mente y con objeto de que dicho test , pueda ser aplicado, hemos de

ver, que condiciones hemos de imponer a los factores exégenos, pare

gue los resultados 1, 2, y 3, dados en la subseccidén 2.3.2, sean vé-

lidos.

PROPOSICION 3,4.,1

Si ¥ G{{ll,...,m } , se verifica :

o

So Gi(s)ds < @ (3.17)

Entonces el resultado 1 , de la subseccidn 2.3.2, es cierto.
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Demostracidén :

Tenemos que ver

l,.- ¥ J ¢ {1,...,n(m+l)}, las funciones m

‘j y y
1/2
B , satisfacen las condiciohes del teorema 1.4.°2.
s v J G{L...,n(m-&l)} y ¥ 8 & 'r't , el
sistema de ecuaciones :
Bl/z(sX)J(sX)-n(sX)
"'s'T3 Vs j* 7' s
(3.18)
tiene solucidn con respecto a Jj(s,xs) [P'f't"’o]

g ¥ é{l,...,n(m-l-l]} Yy ¥ B ¢ @
rﬁrg
P’t’g ( /, JJ(S,XS);J(B,Xs)ds <m) =1

O

Donde en todo lo anterior 'rt , €s un elemento arbitrerio,

pero fijo, de la familia de instantes aleatorios, antes considerada,

Veémoslo :
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Es evidente, sin mds que tener en cuenta lg propo-

sicidn 3.2.3.

Basta que demostremos, que ¥ s & 'rt

det( B(S,XS) ) £ 0O

pero esto es inmediato dado qus,

det(B(s,Xs)) = det(B) .
=1

pues det(B)p‘O, Yy xit ¢ (0,m) ' ié{l,...,n}

Por consiguiente el sistema (3.18), tiene solucidn
con respecto a JJ(S,XS) . (salvo, quiz&s , para un

conjunto P o -nulo )
t’ o

Sea 6*{1,...,n(m$1)} , entonces :

Tt
o
'j aj(s,xs)ad(s,xs)ds =

O

Ttn -1
= ‘J ﬂj(s,XS)B (S,Xs)nd(s,xs)ds =

8
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- = (7 11
. 1 indl P
- S(‘gil ""gﬁi)GJ—Kj(s)xit — ;——;—— : GJ—KJ(S)xitds
. ot qt\ Sni)

Py = 1l,...,N

B T
il 2
= GJ-K (s)ds < @ , (sin mé&s que tensr
det(8) 3
o

en cuenta la condicidn (3.17) ). Luego :

v e

x

t)(
Fr .o ( J BJ(S,XS)JJ(S,Xs)ds o ) =1

t
0

En virtud de esta proposicidn, y teniendo en cuenta el re-

sultado 1 , de la subseccidén 2,3.2 , sabemos que :

19.- ¥ 0¢®

p A~ ¢
‘rt,g 'rt,DD

29 , -

dp

r ,0
-t (X) = exp( (O - 0 )_ - %(0 -0 )% _(8+0))
dHrt,Q t t
(®)
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PROPOSICION 3.,4.2

Supuesto que los factores exdgenos : Gl y mme 9 Bm , son
tales que :
(1) .- -
1 . @
e Sa Gi(s) Gk(s)ds — U, < @
t/7 o
i,k = O'Ii!'m
']"'E( . G,.(s) G, (s)ds) » U
t © 4 i k ik
t A o

i,K = 0yeee,m

Donde U = (Gik) , 88 una matriz no singular, y G (t)= 1,
0

Entonces, el resultado 3, de la subseccién 2.3.2, es cierto.

Demostracidn :

Tenemos que demostrar, que se cumple :

19, - =

. t . Ho
34 -
- nj(s,xs)e (s,Xs)ﬂh(s,Xs)ds > 0
- t ”” o
j,h = 1,..,n(mé1)

jh
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29 , -
4

t
1 EQ(S '“E(S:XS)B-I(S’xs)ﬂh(s'xs)ds) » O

< Jh

(] t

j,h = 1,...,n(mél)

Donde G = (g, ) , 8s una matriz no singular , constituide

Jh

por elementos finitos.

La demostaeacidm de 12, y 29, se hace de manera similar , a
como se hizo en la proposicidn 3.3.1, apoyéndonos en las hipdtesis
(1), v (11), respectivamente. La condicidn (11), es necesaria en es-

ta proposicién , dado que en esta situacidén

p o
t
Sro ﬂj(s,Xs)B-l(s,XS)nh(s,xs)ds

es aleatorio.

En virtud del resultado 3 , de la subseccidn 2.3.2 , tenemos
asegurado que el estimador méximo verosimid del vector paramétrico O,
(que se obtiene en virtud de los resultados 1 y 2 , de la citada sub-

seccidn), es débilmente consistente parae © , y ademés :

_1)

0D

N
T ’ n(m4l

)( 0D, G

t .~ o
(3.19)
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3.4.,2 Planteamiento y construccidn del test

Sea *rt , un elemento arbitrario, pero fijo de la familie

de instantes aleatorios frs , s = 0), gue estamos considerando.

Supuesto que disponemos de una observacidn del proceso en

el intervalo [:O,Tt:], vamos & realizar el test :

H : © = B = 0O

o pdl pd2 = "t T 0n(m$l) i}

p < n(m#l)

Utilizendo el procedimiento de mé&xima verdsimilitud, y re-

zonando de manere similar, & como se hizo en la subseccidén 2.3.3,

se obtiene que :

A -1 - 2
- 2.ln(>\ (x(.)) ) = 8" tP ~ 0O o~ X
rt 'rt,n(m#l)—p Tt rt,n(m+l)-p e "n(mtl)-p
donde :
p;l B Vr 2 V; % V;ID vr 1
t t t
siendo : VrtO ) Vrtl y Y Vrt , las correspondientes ca-
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t -

J " (véase subseccién 2.3.3 )

jas de la matriz
Tt

Para un cierto nivel de significacidn o , fijado, recha-

zaremos H0 , si :

- 2.1n( A _rt(x(.)) ) > ET_

t
donde ‘ar , Se determina , de manera que :
t
Sup Hg ( x - 2.1n(kr (xX) ) > ;r ) = a
H0 - t

= 184 =



3.5 TEST DE RAZON DE VEROSIMILITUD SOBRE EL COEFICIENTE TENDENCIA

DEL PROCESO LN(n,m), CUANDO SE DISFONE DE N OBSERVACIONES,

Consideremos la familia de E.D.,E,, dependiente del vector
paramétrico © , dada en (3,9). Bajo esta situacién, en las dos
secciones previas, hemos construido por el procedimiento de razdén
de verosimilitud, un test de hipdtesis sobre el coeficiente tenden-
cia del proceso UN(n,m). Ahora bien, tanto en la seccidédn 3.3, (don-
de considerebamos el ceso de observacidn en un intervalo de tiempo
fijo), como en la seccién 3.4, (donde se consideraba el caso de ob-
sgrvacidn en un intervalo de tiempo aleatorio), la muestra disponi-
ble, estaba constituida por una sola observacidn del proceso en el

intervalo correspondiente,

En esta seccién, vamos a suponer que la muestra, en base &
la cual se construye el test, estdéd constituida por N trayectorias

observadas, ( N> 1), de forma independiente.

El test seré construido aplicando el test estudiado en la

SEGCién 2.4-

3:8:1 Observacién en un intervalo de tiempo fijo.

Sea T € (0,0) fijo. Supongemos que realizemos N obser-

vaciones del proceso en el intervalo [O,T] » Dispondremos por con-
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siguiente de la muestra :

i

. 0<t&«T) )

( x*(.) = (n

i = 1,..0,N (3.20]

Bas&ndonos en dicha muestre, queremos construir el test :

- B L.. = = i
Ho gp-l-l gp-l»2 on(ml-l) . L p< ni=i2) ]
Hl : B € @ (3.21)
Supongamos que los factores exdgenos : Gl(t),...,Gm(t),

gue segln sabemos, (véase (3.1)), son funciones continuas y acota-

das sobre (0,m ), verifican :

v
14m -}S 6,(t) 6,(t) dt = T, < o
T1om 0
i,k = O,l,ce04m
Siendo :
'G = no singular

(T, ) { .k = 0,1,.00,m

6 (t) =1 v t € (0,m)
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Bajo esta hipétesis, los resultados 1 y 2, de la subseccidn
2.4,2, son ciertos, Para comprobarlo basta hacer un razonamiento ané-

logo 81 que hicimos en la proposicién 3.3.1.

Sabemos entonces, en virtud de los citados resultedos, que
el estimador méximo verosimil del vector paremétrico 8, basado en la

A

muestra (3.20), y que denotamos QT , (estimador que se obtiene &

partir del resultado 1 ), es débilmente consistente y supuesto que 8,

gs el verdadero valor del parédmetro, verifica :

Teniendo en cuenta este resultado asintdtico y el test cons-

truido en la subseccib6n 2.4.2 , tenemos que :

- 2.0 A (X)X () ) -

- o T (F",:)"l 8" A =

T,n(mél) -p T,n(mél) -p e ’Yn(mtl)-p
donde :
N N N %, N =1, .N -1
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N N N
VTU' VTl' y VT2" las corrsspondientes cajas de la matriz :
N
.glr , donde en nuestro caso :
- p N'Bif-' JT
- Jo = G (¢) 6 . (t) dt )
T K =K
gz; det(B) /o ] k! "h n(m$l) x
n(mél1)

Joh = 1129---!n(m*1)

( véase (2.48) y (3.15) )

Entonces, fijado un nivel de significacidn « , rechazamos

- 20 0 X)) ) > D

Donde la constante dT , Se determina de manera que :

sup  pg ( - 2.1n()\T(X1....,XN) ) > d. ) = a
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3.5.2 Observacién en un intervalo de tiempo aleatorio.

Sea | rs , S = 0), una familia de instantes aleatorios,

qua satisface las condiciones dadas en (2.25).

Supongamos que las N observaciones del proceso han sido
realizadas en el intervalo [U,rt] , donde t es fijo. Disponemos

entonces de la muestra :

( x*(.) - (xz L Désér ) )

t

{ = 1,400,N (3.22)

y baséndonos en ella , queremos construir el test (3.21)

Vamos a suponer, que los factores exdgenos : Gl’ 2 Gm,

son tales que :

(1) .- ¥ j € {1,...,n(m¢1)}

G (B)ds < a
/
O

(ii).- Supuesto que B8, es el verdadero valor del paréme-

tro :
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. € o
e ) Gi(s) Gk(s) ds — u,, < ©
0
t—aom
i'k = 0'1'...,"‘
(1i1) .- -
ot
1 —_—
- G I G
. EO( ) i(s), k(s)ds ) 3 uik
0
t— @
i'k = O’l'ili’m
donde :
U= (u ) es no singular.

Bajo estas condiciones, y a través de un razonamiento simi-
lar al que hicimos en las proposiciones 3.4.1 y 3.4.2 , los resul-

tados 1 y 2, de la subseccidn 2.4.3 son ciertos.

Entonces, a partir de dichos resultados, es conocido que sl

astimador méximo verosimil del vector paramétrico ©, basado en la

~N
muestra (3.22), y que denotamos G ; (estimador que se obtiene a

Tt

partir del resultado 1 ), es débilmente consistente y ademds se tie-

ne que
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1/2 ( ~N

e - ©0) ’ Nn(m¥l) ( o, G'l)

OO

Teniendo en cuenta este resultado asintdético, asi como el

test construido en la subseccién 2.4.3 , tendremos que :

2o (AL (Xl X)) -
;

= _ _ -\-
‘Tt,n(m$1) P ‘rt 'rt,n(m+1) P ~ n(mél)-p

donde :

N N N %, N -1, N -1

Poo= (v = (v (v ) (v ,))

0

Tt 'rt2 'rtl rt rtl

N N N N
siendo : V , V s, YV , las correspondientes cajas de

r O r l e ol

t t t
N
la metriz : V = l'tjrq , donde en nuestro caso :
T ; T
t
N N . N'Bif /rt
= J . 6. (s) 6 _(s)ds )
CJ T j=-K h-K n(m$l) x
B h
T, o ¢ det(B) J 3
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(véase (2.54) vy (3.15) )

Luego fijado a , rechazaremos H0 , 81 ¢

; a

- 2.1n( )\T ( xl(.)....,xN(.)) ) > 1 , donde
t t

=N
dr se determina de tal manera que :
=

1 N
::p po( - z.ln(A,t(x e X)) > a‘;'_t ) = a
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3.6 TESTS SECUENCIALES SOBRE LOS COEFICIENTES DEL PROCESO LN(1,0).

Sea X = (Xt , t 2 0 ), un proceso LN(I,D). Sabemos enton-
ces, que los coeficientes tendencia y difusidn, vienen dados respec-

tivamente por :

p(x) = A.x v 2(x) . 8" ABeR (8> 0)

Supongamos que A y B , son desconocldos.

Dado que 8l proceso LN(l,O), es homogéneo, vamos a aplicar-

le, los tests estudiados en la seccidn 2.5.

A).- Test de dos colas,

e e e e e T S e S e e A R e el

Se trata de realizar el test insesgado de tamano €

2 2
H }J(X) = A X v (x) = B_x
siendo Ao y Bo constantes conocidas, (BD:> 0)
H, (x) #Ax & v °(x) 8 x°
1 F o 0

Teniendo en cuenta lo estudiado en la subseccidén 2.5.3,
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observaremos una trayectoria del proceso hasta el instante aleatorio

T , definido de la siguiente manera :

= f O X =X = -h
T in {t) . . g 6 }

$
siendo g,h € R constantes conocidas,

Teniendo en cuenta, los resultados vistos en 2.5.1 , se

tendréd en nuestro caso que :

T xS
flr ) = S BOXE(BXD(-S -':éozdz)zds -
B 22
O X ©
o
T
- 8 ( X )(Mo/ao) S (X )(2(8 - Ao)/eo ) ds
o 0 s
o
( Ke T si Bo = 2 Ao
) -
K. ‘S (XS )( 2(80- € Ao)/ao ) ds si  B_ g2 AD
o
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donde

y A3,

Al .-

A3, -

K = 80 (XD)(4 Ao/Bo)

Las regiones crfiticas correspondientes a los casos Al, A2,

(véase la subseccién 2.5.,3), serén :

o y O
- [f’(!‘) < £7(1) , X~-X = g 6 -g ]
- §
- [f(®) <7 ]y [FE) > f(T) xTD X, > 8] )
—— — 4
V. [f‘(r) S f‘(TO) , XTO X < g ]
Rechazamos Ho s, Si ffr) , que se obtiene a partir de la

trayectoria observada, pertenece a la regién critice correspondiente

al caso que sstemos considerando.,
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B).- Tests de una cola

Estamos interesados ahora en los tests

HD - P(x) = on v z(x) - Bbxz
Hy o+ p(x)> Ax 6 v %(x) AB x°
o=
H H(x) - A x v 2(x) - Boxz
2

H. p(x) < on § v 2(:n() 4 Box

Para el primer test, consideramos el instante aleatorio:

T'il’lf{t)O: X-—Xoug} gelR
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Obtenemos Ffrl) para el test (1), vy Ffrz), para el (2),

y seglin el caso que estemos considerando ( Bl, B2, & B3), las co-

rrespondientes regiones criticas serén :

Para el Test (1) :

Bll_
1
82--
= ‘ - = ]
C, [Flr)) ¢ £(T) , X_=-Xx =g
1l
B3.~

. w [F('r'l) é f‘(TO)J U [f’(rl) > F(To) y Xy = X = 9‘3

O

Rechazamos Ho , Si F(Tl) pertenece a la regidn critica

correspondiente al casoc que sstemos considerando.

Para el test (2), se obtienen las correspondientes regiones

de manere similar.
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61 en lugar de disponer de una treyectoria observada, dis-
ponemos de N , (N>1), entonces, podemos construir los tests estu-

diados en la subseccién 2.5.4.

- 158 -



APENDICE

Vamos a enunciar @ continuacidén algunas posibles cuestiones

derivadas de nuestro estudio :

l1.- Considerar que el coeficiente tendencia no es lineal en los pa-

rdmetros.

2.- Considerar el caso multidimensional en los tests secuenciales,

3.- Obtencidn de regiones de confianza,

Taraskin, en 1971, y en 1975, vy Brown , en 1974, han discu-
tido regiones de confianza para los parémetros de procesos de difu-
sifn. Una posible cuestidn a estudiar, es la gensralizacidn de sus

resultados a todos los casos estudiados por nosotros.
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