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[NTRODUCCION

Uno de los objetivos basicos del Calculo de probabilidades
es la determinacidén de distribuciones tedricas que puedan servir de mo-
delos a los diversos fendmenos aleatorios. Histdéricamente se comenzd
estudiando la generacidon de distribuciones continuas. Actualmente,
debido a la gran importancia de las distribuciones discretas se esta
profundizando cada vez mas en la obtencidén de distribuciones tedricas
discretas asi como en los métodos utilizados para ello.

Es en esta uUltima linea donde se situa el tema de esta
tesis.

Pearson (1895) fue quien primero propuso el estudio de
una familia de distribuciones continuas que verifica una ecuacidn dife-

rencial del tipo:

donde a, b b. y b

o' ° son parametros reales.

2

Este 'sistema de Pearson', que supuso el primer intento
de sistematizacidon de distribuciones de probabilidad a partir de la
forma de generarlas, jugd un importante papel en la Estadistica durante
muchos afios. En la actualidad son conocidos como '"Pearsonianos'" 1los
sistemas generadores de distribuciones de probabilidad que han seguido
esta linea.

Las propiedades mas notables de este sistema (relaciones

de recurrencia entre momentos, ecuacidn diferencial que verifica la
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funcidon caracteristica de las distribuciones que satisfacen el sistema
de Pearson, clasificacidn de las distribuciones pertenecientes al sis-
tema, ajuste por momentos, etc.) han sido estudiadas en muchos traba-
jos, destacando entre ellos Elderton & Jhonson (1969) y Kendall & Stu-
art (1969).

De forma natural se pensdé en estudiar extensiones del sis-
tema de Pearson que pudieran dar lugar a otras distribuciones tedricas
no pertenecientes a ese sistema. Por ejemplo se considerd la ecuacidn

diferencial:

d 1n f(x) N(x)

dx D(x)

con N, D polindmios en x, de 6rdenes n y d cualesquiera en principio.

Casos concretos de este Gltimo sistema fueron considerados
por algunos autores. Por ejemplo para n=1,2 d=3 por Mouzon (1930) y
Zoch (1935), y para n=1, d=4 por Hansmann (1934).

Mas recientemente Roy (1971) considera el caso n=2, d=3,
indicando que dicha ecuacidén diferencial puede obtenerse al tomar loga-
ritmos y derivar en la funcidn

I 03 &

1
Cx (al+azx)

f(x)

b b reales.

1* Yor Fyo ¥

con C, a

1? 8o > ¥ T3

Herrerias (1975), generaliza a su vez el sistema de Pear-
son, introduciendo una ecuacidn diferencial andloga a la de Pearson
pero con operadores derivadas mas generales.

En el caso multivariante, Pearson (1923), propone el estu-
dio de distribuciones de probabilidad continuas que satisfagan el sis-

tema de ecuaciones diferenciales:
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3x  G(x,y) £

f=f(x,}’)
af _ N(x,y) ¢
oy  H(x,y)

donde L, N son funciones cubicas y G, H funciones cuarticas en x,y
verificandose la condicion

2 2

9 9 f

X 3y dy 09X

En particular Van Uven (1947,1948), estudidé ampliamente
el caso en que L, N son funciones lineales, G y H funciones cuadrati-
cas en X,y respectivamente, obteniendo relaciones entre momentos, line-
as de regresion y clasificacidén de las distribuciones que pertenecen
al sistema.

Steyn (1956) da un importante resultado, indicando que
para cualquier funcidn de densidad es posible obtener la ecuacidn dife-
rencial que verifica su funcidn caracteristica y a partir de ella ca-
racterizar sus funciones de regresion.

Steyn (1960), aplica el resultado anterior a las funciones

de densidad que satisfacen el sistema multivariante

" £ a. +aix

10 :
— = : : f s i e

9. b. +b! x+x'B.X
1 ioo 10 1

donde a., biO’ X son vectores kxl, Bi son matrices simétricas kxKk con

i
elementos reales b.. ., demostrando que esta generalizacidn del sistema

11)

de Pearson tiene funciones de regresidon lineal de la forma:

(a;;+2b, . )X, = —(a, +b, .0

Extensiones mas recientes han sido dadas por Herrerias

(1975), que generaliza los sitemas de Van Uven y Steyn a través de
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los operadores en derivadas generalizadas; y por Fernandez (1981),
sobre el sistema de Van Uven.

Un camino paralelo al caso continuo ha sido desarrollado
en el estudio de familias o sistemas de distribuciones discretas, to-
mando como modelo el caso continuo. El propio Pearson (1895) propuso
el estudio de una ecuacidon en diferencias, anadloga al caso continuo,

de la forma:

a-r

- f
r-1 b0+b1r+b2r(r—1) r-1

4f reTcZ

donde a y bi’ i=0,1,2 son parametros reales.

Ord (1967), estudié ampliamente este sistema de Pearson
discreto, obteniendo relaciones de recurrencia entre momentos factoria-
les, clasificacidon de algunas distribuciones discretas en diversos
tipos atendiendo a los coeficientes B, ¥ By (asimetria y Kurtosis).

Herrerias (1976), iestudia una extensién del sistema de
Pearson, siguiendo el modelo de Roy en el caso continuo, obteniendo
distribuciones no pertenecientes al sistema de Ord.

Mencidén especial merece, dentro de la linea de sistemas
discretos, el estudio de familias generadas a partir de series de po-
tencias generalizadas, cuyas funciones de probabilidad discreta vienen

defini:das por:

f = a(r)e /A(e)
'

donde reQ rango de la variable aleatoria R y § es un parametro.
El estudio de sus propiedades y estimaciones de los parame-

tros han sido discutidos en diversos trabajos, destacando entre ellos

Patil & Joshi (1968) y Kemp (1967).



El caso multivariante, cuyas funciones de probabilidad
vienen definidas por:

r r

f(rl,...,rm/el,...,e ) = a(r)e ...emm/A(e)

m 1
a partir de las series de potencias generalizadas multivariantes, ha
sido discutido por Patil (1965), Joshi & Patil (1970), etc.

Dentro de este contexto podriamos citar a Kemp (1968) en
el estudio de leyes de probabilidad discretas cuyas funciones genera-
trices son series hipergeométricas en el caso univariante y a Steyn
(1951,1955) en el caso multivariante.

En los ultimos anos han aparecido un considerable nuUmero
de trabajos, tanto en distribuciones continuas como discretas, que
han sido recogidas en libros, cursos monografias, etc. entre las que
destacamos las de Patil & Joshi (1968), Johnson & kotz (1969), Ord
(1972), Patil, Kotz & Ord (1974) y Johnson & Kotz (1983).

Como caso especial, incluido en la linea de generacion
de distribuciones discretas, mencionaremos finalmente los sistemas
de distribuciones discretas hipergeométricas por su especial importan-
cia en si, y por ser, por otra parte, el caso univariante génesis del
tema global de esta Tesis. En efecto, dada una ecuacidn en diferencias

finitas del tipo:

definida para todo rer (conjunto de los enteros no negativos) tales

que:

son funciones dadas.

Si las funciones G(r) y L(r) son de la forma:
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G(r)

(y+r) (r+l)

L(r)

(a+r) (B+r) A

se obtiene la ecuacidén en diferencias:

(y+r) (r+1) £ - (a+r) (B+r)A f =0

r+l
con a, B, Y, A reales no nulos y y no entero negativo.

La solucidon de esta ecuacion en diferencias viene dada
por:

f =¢f r>0
|
(Y)r r!

Donde la constante fo esta dada por:

I'(y-o) T(y-B)
'(y) T'(y-o-B)

fO =

La funcidn generatriz de probabilidad para las distribucio-

nes pertenecientes a este sistema, viene definida por:

s A
ZFI(G!B!YI t)

pglt) =

A
2Fl(a!BiY’ )

que converge al menos para |t|<1.

Por 2Fl(c:'. , B, Y;At) designamos la serie hipergeométrica
(Erdelyi (1953)), de la cual toma su nombre el sistema.

Katz (1963) y -Ord (1967), han estudiado sibfamilias de
la hipergeométrica, estando la de Katz contenida en la de Ord.

La familia de Ord de tres parametros se obtiene al tomar

A=1 en la anterior ecuacidén en diferencias, deduciéndose:

— (a+r) (B+r) £ =0

(vy+r) (r+1) fr+1 .
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a partir de la cual se obtienen la ecuacidn diferencial que verifica
la funcidén generatriz de probabilidad, de momentos y de cumulantes,
los principales momentos, asi como las relaciones de recurrencia entre
ellos.

Hasta aqui un breve resumen histdorico de la linea de inves-
tigacién dentro de la cual se situa esta tesis.

En el primer capitulo se parte de la conocida funcidon hi-
pergeométrica de Gauss y de sus principales propiedades. A continuaciodn
se exponen las distintas generalizaciones que ha tenido esta funciodn.

De todas las generalizaciones de la funcidn hipergeométrica de Gauss se

(n)

estudia con mas detalle la funcidn FD

de Lauricella, que es la mas
conocida y utilizada.

Por Ultimo se extiende la funcidn hipergeométrica de Gauss
a funciones de argumento matricial, para lo cual es de crucial impor-
tancia el concepto de polinomio zonal que generaliza la funcidén poten-
cial fk(x)=xk en el caso que X, argumento de la funcidén, es una matriz;
permaneciendo la nueva funcién real valuada. (Muirhead 1982; Takemura
1984).

Al final de este capitulo se recogen en un cuadro-resumen
las principales propiedades de las funciones de Gauss, Lauricella y
de argumento matricial donde puede observarse la gran analogia entre
las propiedades de estas funciones.

Las funciones generadoras de probabilidad juegan un impor-
tante papel en la determinacidén de muchas propiedades de las distribu-
ciones que generan. Desde el segundo capitulo en adelante, a partir

de 1las funciones hipergeométricas de argumento matricial se obtienen

propiedades basicas de las distribuciones por ellas generadas.
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En el segundo capitulo se estudian algunas de las funciones
hipergeométricas relacionadas en el capitulo primero (funcidén de Gauss,

funcion FD de Lauricella y funcidon hipergeométrica de argumento matri-

cial ) , como funciones generadoras de distribuciones de probabilidad

discretas. Se obtiene la constante tal que multiplicada por una funcion
hipergeométrica de argumento matricial nos proporciona una funcidn
generadora de probabilidad. El1 calculo de esta constante se ha hecho

usando un método distinto al que utiliza Steyn (1951), para el calulo

(n)

de la correspondiente constante con funciones FD

de Lauricella; nos
hemos basado en la representacidén integral de Euler pues no se conoce
para estas funciones una formula de reduccidon que permita usar el cono-

cido teorema de sumacion de Gauss.

Para el calculo de los momentos asociados a las distribu-

(n)

h de Lauricella, Steyn (1951) sigue

ciones generadas por funciones F
la siguiente metodologia: A partir de la funcidn generadora de probabi-
lidad obtiene la funcidén generadora de momentos factoriales y por dife-
renciacién de ésta obtiene los momentos factoriales, de los que por
las conocidas relaciones obtiene los momentos.

El método anterior no es factible con las funciones hiper-
geométricas de argumento matricial pues no se conoce ninguna expresion
general de los polinomios zonales, lo que nos impide diferenciarlos.

El método que hemos seguido para el calculo de los momentos
asociados a las distribuciones generadas por funciones hipergeométricas
de argumento matricial se basa en el calculo de los cumulantes a través
del sistema de ecuaciones diferenciales que satisface la funcidn gene-

radora de cumulantes. Este sistema de ecuaciones en derivadas parciales

se ha obtenido a partir del sistema de ecuaciones diferenciales que sa-
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tisfacen las funciones hipergeométricas de argumento matricial.

Este método presenta problemas para el calculo de los cumu-
lantes de orden tres en adelante, por lo que sera modificado en el
capitulo cuarto cuando se estudie la distribucidén limite de estas dis-
tribuciones generadas por funciones hipergeométricas de argumento ma-

tricial.

En el capitulo tercero, se estudia en primer lugar coémo

se obtiene y qué regresidén tienen las distribuciones de probabilidad

(n)

generadas por funciones FD

de Lauricella. La técnica empleada no
puede ser usada para encontrar las ecuaciones de regresion de las dis-
tribuciones de probabilidad generadas por funciones hipergeométricas
de argumento matricial, ya que como es sabido no se conoce una expre-
sidén general para los polinomios 2zonales. Para hallar las ecuaciones
de regresion usaremos una condicidén necesaria y suficiente para la
regresidn racional basada en operadores diferenciales. (Steyn, 1956)

Con la ayuda del anterior teorema se encuentran algunas

distribuciones que tienen regresidén lineal, (entre ellas, las generadas

(n)

D de Lauricella) y se demuestra que

por funciones hipergeométricas F
las distribuciones de probabilidad generadas por funciones hipergeomé-
tricas de argumento matricial tienen ecuaciones de regresidn lineales.

Basandonos en expresiones obtenidas en el calculo de las
ecuaciones de regresion, hallamos la matriz inversa de la matriz de
covarianzas asociada a las distribuciones generadas por funciones hi-
pergeométricas de argumento matricial. Es importante conocer esta ma-
triz pues, como se demostrara en el capitulo cuarto, bajo ciertas con-

diciones estas distribuciones tienden a la distribucidén normal multiva-

riante.



En el capitulo cuarto se demuestra que tanto las distribu-

(n)
D

como las distribuciones generadas por funciones hipergeométricas de

ciones generadas por funciones hipergeométricas F de Lauricella

argumento matricial tienden, bajo ciertas condiciones, a la distribu-
cién normal multivariante.

La técnica empleada para demostrar que las distribuciones
generadas por funciones hipergeométricas de argumento matricial tienden
a la distribucién normal multivariante es analoga a la que utiliza
Steyn (1955).

En las introducciones que anteceden cada capitulo hay un
resumen mas completo de los contenidos asi como objetivos de cada uno

de los capitulos que integran esta tesis.



CAPJITULO 1

FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS

1.0.0 INTRODUCCION,

—_—

En este capitulo se define, situa y relaciona la funciédn
que es objeto de estudio a lo largo de este trabajo, y se describen
sus principales propiedades.

Se parte de la conocida funcidén hipergeométrica de Gauss
(Gauss 1812) y de sus principales propiedades ( ecuacién diferencial,
representacién integral, transformaciones de Euler,... ). Posterior-
mente se exponen las distintas generalizaciones que ha tenido esta
funcidén, tanto a funciones de una como de varias variables.

Entre las funciones de dos variables que generalizan la
funcidén de Gauss destacan las cuatro funciones de Appell, (Appell 1880;
Erdelyi et al. 1953; Bailey 1935), que fueron a su vez generalizadas
a funciones de n variables por Lauricella. (Lauricella 1893). También
en ese mismo afio Lauricella introdujo 14 funciones hipergeométricas
de tres variables. En el curso de nuevas investigaciones sobre las 14
funciones de Lauricella de tres variables, Srivastava (1964, 1967)
advirtié la existencia de otras tres funciones hipergeométricas triples
H H. y H,; lo que da una idea del numero de posibles extensiones de

A’ B C’

la funcién de Gauss a n variables cuando n no sea un valor pequeno.

Tanto la funcion univariante de Gauss como las distintas




generalizaciones a funciones de varias variables pueden generalizarse
incrementando el numero de parametros que intervienen en las funciones,
en este sentido las cuatro funciones de Appell fueron unificadas y ge-
neralizadas por Kampé de Fériet (1921) que definié una funcién hiper-
geométrica general de dos variables.

De todas las generalizaciones de la funcidén hipergeométrica

(n)
D

de Gauss se estudian con mas detalle las propiedades de la funcidén F
de Lauricella, por ser esta funcidn usada en los siguientes capitulos.
Por ultimo se extiende la funcidén hipergeométrica de Gauss
a funciones de argumento matricial, para lo cual es crucial el concep-
to de polinomio zonal que generaliza la funcidén potencial fk(x)=xk en
el caso en que X, el argumento de la funcidén, es una matriz; permane-
ciendo la nueva funcidén real valuada. (Muirhead 1982; Takemura 1984).
También se estudian dentro de este capitulo las propiedades

de las funciones hipérgeométricas de argumento matricial, que son el

objeto central de este trabajo.

(n)

Una vez estudiadas las funciones FD

de Lauricella y las
hipergeométricas de argumento matricial, a la vista de la gran analogia
que hay entre sus propiedades puede pensarse que las funciones hiper-
geométricas de argumento matricial no son otra cosa que alguna de las
conocidas generalizaciones de la funcidn de Gauss s6lo que con una no-
tacion distinta. Al final del capitulo se expone un sencillo contra-
ejemplo que nos confirma que estamos ante una nueva extensidén de 1la
funcion de Gauss.

Por ultimo ese gran paralelismo entre las propiedades de

(n)

la funcidn F de Lauricella (o F

D de Appell) y de las funciones hiper

1
geométricas de argumento matricial, junto con las propiedades de 1la

funcidon de Gauss que generalizan, se recogen en un cuadro-resumen.



1.1.0. FUNCION HIPERGEOMETRICA DE GAUSS. DEFINICION

Una de las funciones generadoras de probabilidad mas usadas Yy

conocidas es la funcidén hipergeométrica de Gauss, que se define como:

n=0 (c) n!
n

donde z es una variable real o compleja; a,b y ¢ son parametros reales
o complejos con la condicién de que c#0,-1,-2,... ¥ (a)n es un simbolo
de Pochhammer o coeficiente hipergeométrico, donde

1 si n=0

(1.2) (a) =
a(a+l)...(a+n-1) 8i n=1,2,3, ¢4

cuyas propiedades basicas seran descritas mas adelante.

La serie (1) se reduce a la serie geométrica elemental

(oo

n 2 n
Y 2 = 14242 +...42 +...

n=0
en determinados casos: si a=c y b=1 o a=1 y b=c. Por esto se llama se-
rie o funcién hipergeométrica, y més precisamente funcidén hipergeomé-
trica de Gauss desde que el famoso matematico aleman Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) en el afio 1812 estudi6 esta serie y dio la notacidn

F para ella.



1.1.1 SIMBOLOS DE POCHHAMMER

El simbolo de Pochhammer (:51)n definido segin (1.2) puede
estudiarse como una generalizacién del factorial de un nUmero natural
ya que (1)n=n!. Es por esto que al simbolo (a)rl también se refiere

en la literatura como funcidén factorial.

En términos de la funcién Gamma, se escribe como

r(a+n)
(1:3) (a)n = a#0,-1,-2,...
r(a)

que puede comprobarse facilmente. Ademds el coeficiente binomial puede
expresarse segun el simbolo de Pochhammer como

a(a-1)...(a-n+1) (-1)"(-a)
(1.4) (f )= — =

n! n!

O equivalentemente

r(a+l)

-
S
|

n! r'(a-n+l)

De (1.4) y (1.5) se sigue que

r(a+l) -
= (-1) —a)n
r(a-n+1)
donde, para a=b-1 conduce a
r(b-n) (=1)"
(1.6) = sb£0, *£1 .42 . .



Las ecuaciones (1.3) y (1.6) sugieren la siguiente definicién

(~1)"
(1.7) ‘(a) = 'nN=1,2,3,.0. ;a#0,+1,+42, ...

(l—a)n

La ecuacidén (1.3) también conduce a

(1.8) (a)rn+n = (a)m(a+m)n

que en conjuncién con (1.7 ) da

(-1)%(a)_
(1.9) (a) = 0Sk<n
n=x (1-a-n)
k
Para a=1 tenemos
(-1)%n
(1.10) (n-k)! = QSkn
(-—n)k

que puede alternativamente escribirse de la forma

(-l)kn!

si  0%k&n
(1.11) (—nh{ (o-kc} 1

(SRIVASTABA 1984)

1.1.2 FUNCION HIPERGEOMETRICA DE GAUSS.PROPIEDADES

LA ECUACION HIPERGEOMETRICA.

La ecuacidén diferencial lineal de segundo orden



d2w dw
(1.12) z(1l-z)——= + [c-(a+b+l)z]— - abw = O
2
dz dz
o equivalentemente
(1.13) (§(s+c-1)-z(s+a)(s+b)}w = O + & = z(d/dz)

en la que a,b y c son parametros complejos o reales, se denomina ecua-
cién hipergeométrica. Sus unicas singularidades estan en 2z=0,1,» ;

siendo cada una regular.

Si ¢ no es entero la solucién general de (1.12) valida en
un entorno del origen es
1l-C

(1.14) w=AF_ (a,b;c;z) + Bz

oFq F.(a-c+l,b-c+l;2-Cc;2)

2 1
donde A y B son constantes arbitrarias. En particular la funcidn hiper-

geométrica de Gauss es solucién de la ecuacién hipergeométrica.

CONVERGENCIA

Aplicando el criterio de la razdén de D'Alembert, se observa
facilmente que la funcién hipergeométrica de Gauss converge absolu-
tamente en el interior del circulo unidad, es decir, cuando |z|<l, su-
puesto que el parametro del denominador, ¢, no es cero ni un entero
negativo. Obsérvese que si uno de los dos parametros del numerador
a y b, son cero o un entero negativo, la serie hipergeométrica se
reduce a un polinomio y no hay problema de convergencia.

Otros criterios muestran que la funcidén hipergeométrica de
Gauss, cuando |z|=1 (es decir, sobre la circunferencia de radio unidad)
es

(i) absolutamente convergente si Re(c-a-b)>0

(ii) condicionalmente convergente si -1<Re(c-a-b)<0, z#l




(iii) divergente si Re(c-a-b)<-1
En realidad el apartado (i) es consecuencia del teorema de
sumacion de Gauss
I'(c) T(c-a-b)

(1.15) 2F1(a,b;c;l) = + Re(c-a-b)~0.
I'(c-a) I'(c-b)

Un caso especial de (1.15) sucede cuando el parametro del numerador

a o b es un entero negativo, -n, obteniéndose la siguiente férmula

de sumaciodn

(1.16) Fl(-n,b;c;l) = s n=0,1,2,...
c#£0,-1,-2,...
que es inmediata a partir de (1.15) y de las propiedades expuestas
en el apartado 1.1.1.

Hay varios teoremas de sumacidén para la funcidén hipergeomé-

trica de Gauss cuando z toma algunos valores especiales. (BAYLEY, 1935,

pg. 9-11), (ERDELYI, 1953, Vol. I, pg. 104-105).

EXTENSION ANALITICA

Hemos visto que la serie hipergeométrica de Gauss converge
absolutamente cuando |z|< 1 y de este modo define una funcién,
2F1(a,b;c;z), que es andlitica en |z|<1l, supuesto que ¢ no es cero

ni un entero negativo. A la anterior funcidén es a la que se llama fun-

cidén hipergeométrica de Gauss.
La funcién hipergeométrica 2F1(a,b;c;z) puede, de hecho,
extenderse analiticamente fuera del circulo unidad de varias formas.

S1 convenimos usar la misma notacidén para la funcidén extendida anali-

ticamente, una de las formas es emplear la representaciéon integral




de Euler

r(c) 1
(1.17) 2Fl(a,b;c;z) = [ t (1-t
r(a) r(c-a) ©

Re(c)>Re(a)>0 larg(1-z) | <n
o equlvalentemente

Fl(a,b;C;Z) = r(c) fl tb"l (l_t)C—b

'(b) I'(c-b) °

(1.18)

2

Re(c)>Re(b)>0 larg(1-z) | <
ya que segun la definicién (1.1)
2Fl(a,b;c;z) = 2F1(b,a;c;z)

Las integrales (1.17) y (1.18) definen funciones analiticas
de z que son univaluadas en el dominio |arg(-z)kmw , es decir, en todo
el plano complejo a excepcidon de los puntos del eje real no negativo.
Ya que la funcidén de Gauss 2Fl(a,b;c;z) esta definida segun la serie
hipergeométrica (1.1) en cualquier punto interior del circulo unidad
(incluyendo los puntos del eje real no negativo desde z=0 hasta z=1-¢,
siendo € wun numero positivo arbitrariamente pequefio), podemos usar
(1.1) y, (1.17) 6 (1.18) para realizar la extensidén analitica de la
funcidn hipergeométrica a todo el plano complejo, salvo el semieje
real desde z=1 hasta z=« , Esta extensidén analitica de Fl(a,b;c;z)

2

se conviene en notarla con el mismo simbolo 2F1(a,b;c;z).

TRANSFORMACIONES DE EULER

Las transformaciones lineales de las funciones hipergeomé-

tricas de la forma 2Fl(a,b;c;z), conocidas como transformaciones de Eu-



ler, pueden expresarse como sigue

-a Z
(1.19) 2F1(d,b,C,Z) = (1-2) 2Fl(a,c—b,c,E:I)
c#£0,-1,-2, ... larg(1-z) | <m
-b Z
(1.20) 2F1(a,b,c,z) = (1-2) ZFI(C_a’b’C'E:I)
c#0,-1,-2,... larg(1-z) | <m
(1.21) 2F1(a,b;c;z) = (l—z)c_a_bZFl(c—a,c—b;c;z)
c£0.-1,-2,... larg(1-z) | <

Las transformaciones (1.19) y (1.20) pueden probarse haciendo
t=1-s en las representaciones integrales de Euler (1.17) y (1.18). La
ultima transformacidén (1.21) se obtiene realizando las transformaciones

(1.19) y (1.20) sucesivamente.

ECUACION DIFERENCIAL DE KUMMER

Si en la ecuacidén hipergeométrica de Gauss (1.12) sustituimos
z por z/b, la ecuacidén resultante tendra tres singularidades en z=0,b,

», Haciendo tender |b|+«, esta ecuacidén obtenida se reduce a

d2w dw
(1.22) z—% + (c=z)— = aw = O
dz dz
0o equivalentemente a
(1.23) {8§(8+c-1) - z(8+a)lw = 0O . § = z(d/dz)

La ecuacién (1.22) o (1.23) tiene una singularidad regular
en z=0 y otra no regular en z=«,que se forma por la confluencia de
dos singularidades regulares en 2z=b y z=» de la ecuacidén hipergeomé-

trica (1.12) cuando z es sustituido por z/b. Por esto (1.22) o (1.23)
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se denomina ecuacion hipergeométrica confluente o ecuacidén diferencial
de Kummer desde que E.E. Kummer (1810-1893) presentd un detallado estu-
dio de sus soluciones en 1836.

La solucidn mas sencilla de (1.22) o (1.23) es la funcidn

de Kummer F(a,c;z), que en la notacidén usada actualmente es:

(1.24) 1F1(a;c;z) = J L8
n=0 (b) n!
n
C;éO,—l,—Z,... - |Z|<m

Alternativamente, ya que

(1.25) lim {(k) (z/k)™} = z"
n
K[+
para valores acotados de z y n=0,1,2,..., tenemos
(1.26) lFl(a;c;z) = lim 2F1(a,b;c;z/b)

e
En vista del principio de confluencia envuelto en (1.26)

la solucidén (1.24) se llama también funcidén hipergeométrica confluente.

PROPIEDADES DE LA FUNCION DE KUMMER

El principio de confluencia expresado en (1.26) es util para
deducir propiedades de 1la funcidon hipergeométrica confluente, _F

a partir de las de la funcién hipergeométrica de Gauss, 2F1' Asi, a

partir de (1.17) y (1.20) obtenemos féacilmente

ric) :
F.(ajc;z) = — I 82 - s

ol r(a) r(c-a) o

(1.27)

Re(c)>Re(a)>0

Z

(1.28) F.(aj;c:z) = e 1

1Fq Fl(c—a;c;—z)

La formula (1.28) es conocida como primer teorema de Kummer,
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mientras que el segundo teorema de Kummer puede escribirse como

=2 B s _ ..,
(1.29) e 1Fl(a,2a,2z) 0 1( ra+4:2 /4)
2af-1,-3,-5,...
donde
oo} Zn
(1.30) OFl(-;c;z) = lim 1Fl(a;c;z/a) = ) -
la|+e n=0 n! (c)
n
C#O,—l,-2,... - lzl(m

ALGUNAS REPRESENTACIONES HIPERGEOMETRICAS DE FUNCIONES

ELEMENTALES

Entre otras tenemos

n
g co A
(1.31) (1-2z) = ) (a)n — = 1Fo(a;—;z) - 2F (a,b;b;z)
n=0 n!
n
- oo Z
(1.32) e = § — = 0FO(—;—;z) = lFl(a;a;z)
n=0 n!

(SRIVASTAVA 1984)

1.2.0 GENERALIZACION DE LA FUNCION RIPERGEOMETRICA DE GAUSS

Una generalizacidn natural de las funciones hipergeométricas

2F1’ ]F&f et cétera (consideradas en las secciones anteriores) esta

dada por 1la introduccién de un numero arbitrario de paréametros en

el numerador y denominador. La serie resultante es

[a a : | (a.) (a z"
(1.33) Fq : ) R R P2 — -
| : = |
fﬁf""bq’__ n (bl)r1 (bq)n n
= F (a.,...a :b b :2)
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donde (a)n es el simbolo de Pochhammer definido por (1.2). Esta serie
es conocida como serie de Gauss generalizada, o simplemente, serie hi-
pergeométrica generalizada. Aqui p y g son enteros positivos o cero
(interpretando un producto vacio como 1) y suponemos que la variable

z, los parametros del numerador a ,a y los parametros del denomi-

ey

nador b b toman valores complejos, con la condicidén de que

1,-.-, q
(1¢34) b\j#O,_l'-z, .0 jzl, ® o ,q-

De forma que si un parametro del numerador es un entero negativo o

cero, la serie qu se reduce a un polinomio. Segin la igualdad (1.11)

" (-n), (a,) (a_) "
(1.35) p+1F‘:1(-r1,z511,......,,.s:—lp;l:tl,.......bq;z) = kgb k'"1°k pk _ _
(b)) ee(b) K
(al)n...(ap)n
= (-2)"
(bl)n' (bq)n
. _ a . (_1\PTA
.Q+1Fp(—n,l—bl—n,...,l—bq—n,l—a1 o PP | ap n;(-1) /z)

Ne0. 1.2 0
donde en la ultima igualdad se ha invertido el orden de los términos

del polinomio usando (1.9) y (1.10).

Supuesto que ninguno de los parametros del numerador es
cero o un entero negativo (en cuyo caso no tiene sentido la cuestidn

de la convergencia) y con la usual restriccién (1.34), la serie F

P q
de (1.33)
(i) converge para |z|<e Si p<«q
(ii) converge para |z|<1l si p=gq+l ¥y
(iii) diverge para todo z, z#0, si p>q+l.
Ademas, s1 hacemos
q P
(1.36) w= ) b, - ) a.
=1 Y  j=1




se sabe que la serie qu, con p=q+l, es

(I) absolutamente convergente para |z|=1 si Re(w)>0

(I1) condicionalmente convergente para |[z|=1,
-1<Re(w)<0 y
(III) divergente para |z|=1 si Re(w)<-1

(SRIVASTAVA 1984)

1.2.1 FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS DE DOS VARIABLES

13

z#1, si

El gran éxito de la teoria de funciones hipergeométricas

de wuna variable estimuld el desarrollo de la correspondiente teoria

en dos o mas variables. En 1880 P. Appell (1855-1930) considerd el

producto de dos funciones de Gauss

m n
© (a) (a')n(b)m(b')n Xy
(1.37) F.(a,b:c;x). . F.(a',b';c';y) = ) -
2 1 2 1 m n=0 (C) (Cl) m! n'
) m n H
Esta serie en si misma, no conduce a nada nuevo, pero si

uno o mas de estos tres pares de productos

(a) (a')_ (b) (b')_ () (c")

son reemplazados por las expresiones correspondientes

(a) (b) (c)

m+n m+n m+n

somos conducidos a cinco posibilidades distintas de obtener nuevas

funciones. Una de ellas origina la serie doble

m n
; (a)m+n(b)m+n ~
m,n=0 (c) m! n!
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que es simplemente la serie de Gauss Fl(a,b;c;x+yb pues se comprueba

2
facilmente que (SRIVASTAVA 1971, pg. 4)

(1.38) ) f(m+n) — — = J £(N)
m

o mas generalmente que (SRIVASTAVA 1971, pg. 4)

m m
1 n m
o X X oo (X TeoeootX )
1 n 1 n
(1.39) Z f(m1+...+mn) — - Z f(m) — —
M eea,m =0 m_ ! m ! m=0 m!
1 n 1 n

Las restantes cuatro posibilidades conducen a 1las cuatro

funciones de Appell de dos variables; que se definen como sigue

©» (a) _ (b)_ (b')_ x"y"
(1.40) Fl(a,b,b';c;x,y) = ) Ll L =
m,n=0 (c) m! n!
m+n
» (a) (b) X"
= J L - 2Fl(a+m,b';c+m;y) —_
m=0 (C)m m!

max{|x|, |y]|}<1

» (a)  _ (b)_ (b') x"y"

(1.41) F (a,b,b';c,c';x,y) = Z m+n m ~n —
2
m, n=0 (c¢) (c') m! n!
m n
 (a) (b)_ X
= Z F.(a+m,b';c';y) — ;|X|+|y|<1
2 1
m=0 (C)m m!
= (a) (a')_(b) (b') x"y"
(1.42) F_(a,a',b,b':c:x,y) = ) ——
5
m,n=0 (c) m! n!
m+n
= ; (a)m (b)m F (a',b': v ) ff ) max{IXI,|y|}<1
D oFy(al,b'jcem;y
(c) m!



1D

= (a m+n (b)m+n X yn
(1.43) F4(a,b;C,C',X,y) = z - — - —
m,n=0 (c)m (c') m! n!
@ (a)m (b)m X"
= 7 2Fl(a+m,b+m;c',y) — x|+ |y <1
m=0 (c) m!

m

donde, como de costumbre, los parametros del denominador ¢ y c¢' no
son cero ni un entero negativo.

El clasico trabajo sobre la teoria de las funciones de Appell
es el monografico de Appell y Kampé de Ferier (1926), que contiene
una extensiva bibliografia de todos los articulos relevantes hasta
1926 (por ejemplo de L. Pochhammer, J. Horn, E. Picard, E. Goursat...)
Para una revisidn de posteriores trabajos sobre el tema puede verse

Erdelyi et al. (1953, Vol.I pg.222-245) y también Bailey (1935, c

capitulo 9).

CASOS PARTICULARES DE FUNCIONES DE APPELL

Las cuatro funciones de Appell se reducen a la funcidén hiper-

geométrica de Gauss 2F1(a,b;c;x) cuando y=0. Las dos primeras funciones

también se reducen a la funcién de Gauss cuando b'=0, mientras que
a la tercera le ocurre eso cuando a' o b' es cero. Aparte de estos

obvios casos particulares de las funciones de Appell, tenemos los si-

guientes:

(1.43 bis) Fl(a,b,b';a;x,y) = (1—x)_b(1—y)_b'
F(a,b,b';b,b';x,y) = (l-x-y) 2
F_(a,b,b';a,b';x,y) = (l—y)b_a(l—x—y)_b

2
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I__ - L]
F2(a,b,b';b,a;x,y) = (1-x)b a(1—x-y) .

X Fz(lilib';alb';xly) + Y F2(1,b,1;b;a;XsYJ - -ln(l"'x_y)

Fa(a,b,l,l;a+b;x,y)

-1
(x+y-xy) {szl(a,l,a+b,x) + yZFl(b,l,a+b,y)}

Esta ultima expresién es debida a Srivastava (1972, pg. 1259).
Otro resultado de interés es la férmula de reduccién (Appell

y Kampé de Ferier 1926, pg. 23).

(1.44) F.(a,b,b';c;x,x) =

I . .
1 Fl(a,b+b feex)

2

que segun el teorema de sumacidén de Gauss, (1.15), conduce al conocido

resultado

r(c) r(c-a-b-b')
(1.45) F.(a,b,b';c;1,1) = ——— -
I'(c-a) r(c-b-b')

c#£0,-1,-2,.... Re(c-a-b-b')>0

1.2.2 FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS DE LAURICELLA

Lauricella en (1893) generalizd de nuevo las cuatro funciones

de Appell Fl' F21r F3 y F4 a funciones de n variables y definidé sus

funciones como sigue:

(1.46) F(n)(a,b

A 1° lbn;cls”'rcn;xli !xn) -
m1 mn
o (a)m TR | (bl)m '(bn)m %1 *n
— z ]. n l n
’ ’m — . ! !
m1 n O (Cl)m (Cn)m ml mn
1 n
lel + \le + ewe F Ixn|<1
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147 . . ‘C =
( ) FB (ali !anlbli bnlcixli !xn)
m, m
® (al)m '(an)m (bl)m (bn)m 7 *n
_ 7 1 = n 1 n__
= | |
yo M (C)m + 40 o+m | T
1 n
maxiﬂxll, ,\xn|}<1
(n)
(1.48) FC (a,b,cl,...,cn,xl,...,xn)
m m
(a) (b) % x O
co M. +.¢.+Mm M. +e¢o+M 1 n
~ z 1 n 1 n
o | |
MyeeeyM 0 (cl)m ...(cn)m m, m
1 n
. <
/|x1|+ +/|xn| 1
(n)
(1.49) FD (a,bl, . ,bn;c;xl, .,xn) —
m1 mn
oo (a)m + +m (bl)m ) '(bn)m 1 *n
3 Z 1 n 1 ~__n
= | |
s R AL (c)m +eeo4m | "
1 n
max{\xll,...,lxn|}<1
Claramente tenemos que
(2) , (2) _ (2) , (2)
(1.50) FA = F2 . FB = F3 - FC = F4 : FD = F1

donde Fl’ F2, F3 y F4 son las funciones de Appell definidas por (1.40),

(1.41), (1.42) y (1.43). Ademas

(E) kL) Ak okl
(1.51) FA 4 FB - FC Z FD

)
= 2"1

es decir, todas ellas son extensiones multivariantes de la funciodn
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hipergeométrica de Gauss.

FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS DE TRES VARIABLES

Lauricella (1893, pg.114) introdujo 14 funciones hipergeomé-
tricas de tres variables. Notdé sus funciones hipergeométricas triples
con los simbolos Fl, F2,..., F14' de las que Fl, F2, F5 y F9 corres-

ponden respectivamente a las funciones de Lauricella de tres variables

(3) , o(3)

a0 Fg o Fa y Fo definidas por (1.46), (1.47), (1.48) y (1.49)

para n=3. Las restantes diez funciones de Lauricella aparentemente
cayeron en olvido. Saran (1954) inicié un sistemético estudio de estas
diez funciones hipergeométricas triples de Lauricella. Damos a con-
tinuacidon la definicidén de estas funciones usando la notacién de Saran

gt Fpoeees FT e indicando también la notacidn de Lauricella.

F : F (al,al,a b.,b_,b '°1’°2'°3;x’y’z) =

4 E 1’717 72’7°2°
m n p
B > al)m+n+p {bl)m s&g)n+p f_*{_.i_
= ! n! p!
m,n, p=0 (ey) (e,) (c3)p m! n! p

2
|x|<r; |yl<s; |z|<t; r+(/s+/t) =1,

F14 : FF(al,al,al,bl,bz,bl;cl,cz,cz;x,y,z) =

m n p
a1 m+n+pﬁ(b1)m+p (b2)n X

o

= | n! p!
m,n,p=0 (cl)m (c2)n+p m! n! p!

|x|<r; |yl<s; |z|<t; (1-s)(s-t)=rs .

Fg @ Fglaj,ag,a,,b,,b,,b 5¢,,¢5,0,5%,y,2) =



_ m n p
Z al)m+n+p (blﬁm (b2)n (b3)p f__z_ f_
= |
m,n, p=0 (cl)m (02)n+p m! n! p!
|x|<r, |yl<s; |z|<t; r+s=1l=r+t.
F3 :FK(al,a2,a2,bl,b2,bl;c1,c2,c3;x,y,z) =
o m n P
; (al)m (:512))2ip (bl)m+p (b2)n f_ f_.f_
= ! | |
m,n,p=0 (cl)m (c2)n (03)p m! n! p!
| x|<r; |yl<s; [z]<t; (1-r)(1-s)=t.
F11 : FM(al,a2,a2,b1,b2,bl;cl,02,c2;x,y,z) =
_ m n p
z ial)m (a2)n+p (bl)m+p (b2)n % y. z
= ! n! ol
m,n,p=0 (cl)m (02)n+p m! n! p!
|x|<r; |yl<s; |z|<t; r+t=1=s.
F6 : FN(al,a2,a3,b1,b2,b1;01,02,02;x,y,z) =
_ m n p
) Z (a, ) (a,) (_a3)p (bl)m+p (b,) X X_ f_
m,n, p=0 (cl)m (02)n+p m! n! p!
|x|<r; |yl<s; |z|<t; (1-r)s+(1-s)t=0.
F12 . Fp(al!azial!bliblibz;cl!02!02;x!yiz) =
_ m n p
. Z (al)m+p (a2 n (bl)m+n (b2)p ¥
= | | |
m,n,p=0 (cl)m (CZ)n+p m! n! p!
2

|x|<r; |yl<s; |z|<t; (st-s-t)“=4rst.

19
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co m n p
. P nip @)y Bynyp (0p)y X7y 2
m,n,p=0 (c.) (c.) m! n! p!

|x|<r; |yl<s; |z|<t: s(l—/r)2+(1-s)t=0.

F7 :FS(al,az,aZ,bl,bz,bS;cl,cl,cl;x,y,z) -

—-—-'—_-__-———__-—

|x|<r; |ylKs; |z|<t; r+s=rs; s=t.

F : F_(a

13 r(@1:2,,2 b.,b.,b ;cl,cl,cl;x,y,z) =

2’27172’ "1

8

| m n p
(al)m_iaZ)gip {E;)mtp (b2)n Yz

— —_—  ee—

Il
S~

m,n, p=0 m! n! p!

C1 m+n+p

|x|<r; |yl<s; |z|<t; r-rs+s=t.

En el curso de nuevas investigaciones sobre las 14 funciones
de Lauricella de tres variables, Srivastava (1964, 1967) advirtidé 1la
existencia de otras tres funciones hipergeométricas triples HA, HB’
y HC que no habian sido incluidas en la conjetura de Lauricella ni

habian sido mencionadas anteriormente en la literatura. La definiciodn

de estas series se da a continuacidn.

m n p
“’ (a) (b) (b') X y z
H (a,b,b';c,c';x,y,2z) = ) Ll il Lt —_
A m,n,p=0 fe)_ fev) m! n! p!
it m n+p

|x|<r; |yl<s; |z|<t; r+s+t=1+st.
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© (a) (b)) (b') x"y'ZP
. i _ m+p m+n n+p L
HB(alb’b !Clic2lcslx!y!z) - z

m,n,p=0 (cl)m (c2)n (03)p m! n! p!

Ix|<r; |yl<s; |z|<t; r+s+t+2/(rst)=1.

m (a) (b) (b") X y z
Hc(a,b,b';C;x,y,z) = ) T T
m,n,p=0 (c) m! n! p!

|x|<1; |yl<1; |z]<1

Obviamente, HC es una nueva generalizacidén de la funcidon de Appell

F HB generaliza la funcidén de Appell F mientras qQue H, da una

1’ 2’ A

generalizacidn de F1 y F2.

OTRAS GENERALIZACIONES DE LAS FUNCIONES DE APPELL

L

Al igual que la funcidn de Gauss 2Fl se generalizaba a qu
incrementando el numero de parametros del numerador y del denominador,
las cuatro funciones de Appell fueron unificadas y generalizadas por
Kampé de Fériet (1921) que definidé una funcidén hipergeométrica general
de dos variables. I

La notacidén introducida por Kampé de Fériet para su doble
funcién hipergeométrica fue posteriormente abreviada por Burchnall
y Chaundy. Recogemos aqui la definicidén de una funcidn hipergeométrica

mas general que la definida por Kampé de Fériet, en una notacidn lige-

ramente modificada.

F 1
piaik (ap):(b(:l);;(ck)fx’y

l:m:n (al):(Bm);(Yh),

f— el
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p q Kk
n (a.) m (b,) 1m (c.,) .r s
i © 51 j r+s f=1 j'’r ., JsXxX Yy
i r 2-0 & " £ E
7 n (al) m (B.). m (y.)_ r! s!
j=1 3 Y8 4o I T yop JF

donde para la convergencia
(i) q+p<l+m+l; p+k<l+n+l; |x|<wo; |y|<o; 6

(ii) p+g=l+m+l; p+k=1l+n+l y

1/(p-1)+|y|1/(p41)

| x| <1 si p>1

max{ |x|,|y[}<1  si pel

Si bien la anterior funcidén hipergeométrica se reduce a la funcidn de
Kampé de Fériet en el caso de que g=k y m=n. Sin embargo, usualmente

se refiere a ella en la literatura como funcidn de Kampé de Fériet.

1,2,3 FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS DE LAURICELLA. PROPIEDADES

Hemos visto hasta ahora distintas formas de extender la fun-
cién hipergeométrica de Gauss 2F1(a,b;c;z). Veamos que dichas exten-

siones conllevan extensiones de las propiedades relativas a la funciodn

de Gauss.

Nos limitaremos a la funcidn de Lauricella FDI1 por ser la

més conocida y usada ( en particular, como funcidén generadora de proba-
bilidad de distribuciones discretas multivariantes) y por ser la que
utilizaremos y a la que nos referiremos en los proéximos capitulos.

Un resultado de particular interés es la siguiente genera-

lizacién de la férmula de reduccioén (1.44)
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(n) s _ .
(1.52) FD (a,b ,...,bn,c,x,...,x) = 2F1(a,b1+...+bn,c,x)

1

que se debe al mismo Lauricella ( Lauricella; 1893, pg.150. Appell

y Kampé‘de Fériet; 1926, pg. 116).

Para x=1 el segundo miembro de (1.52) es sumable por el teo-

rema de Gauss (1.15), obteniéndose la siguiente generalizacidén de

(1.45)
r(c) r(c-a=b,—...=b_)
(1.53) Fén)(a,bl,...,b Cl,000,1) ='———————————;L—————£L-
. d r(c-a) r(c-b,=v..=b )

c#£0,-1,-2,... Re(c-a—bl—...-bn)>0

REPRESENTACION INTEGRAL

La funcidén F o (a,b ...,xn) definida por (1.49),

D 1,...,bn;c;x

1!

en su dominio, coincide con la siguiente integral definida. (STEYN 1951

pg. 23)
A (n) o _
(1.54) FD (a,bl,...,bn,c,xl,...,xn) =
-b -b
1 - —e
. | T : (1-u)C A=l (1-ux, ) l...(l—ux ) 7 du
1 n
g(a,c-a) °
donde como es conocido
| r(p) r(q)
1 _1 g _l
g(p,a) = ./ WP (1-u)TT du = ——
0 r(p+q)
o p-1 =t
rip) = [ ¢ e dt . Re(p)>0

Pudiéndose obtener a partir de esta representacién integral

la férmula de reduccidén (1.52),
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(n)

“D

(a,bl, .o .,bn;c;x, ssesX) =

r(c) L g —acl ~Ib,
[o """ (1-u)“7%" (1-ux) ! du

r(a) r(c-a)

donde la Ultima expresién es la representacién integral (1.17), para

la funcidén de Gauss 2Fl(a,Zbi;c;x).

ECUACIONES DIFERENCIALES QUE SATISFACE

La funcidn F(n)(a B, yes bn;c;x

D LIEEERY ..,xn) satisface el si-

1°’°

guiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales.

2 oF oF

. +'[c-(a+bi+1)xi}——-'- b, ] x, —=ab.F
19 3x. ax. ot. j#i J ax

1 J 1 J

(1.54 bis) (l-xi)

N esa3
>4
Q

i=1,...,n  (STEYN , 1955, pg. 589)

TRANSFORMACIONES DE EULER

Para demostrar como se extienden las transformadas de Euler

(n)
D usaremos

(1.19), (1.20) y (1.21) para la fincién de Lauricella F

la notacidén y propiedades del articulo de Carlson, 1963,( pg. 453-455).

Consideremos la funcidén de Lauricella Fén)

con las siguientes

restriciones en los parametros, c=b1+...+bn;£0,-1,-2,... . Sea R una

,Z Yy n+l parametros complejos

funcidén de n variables complejas ZyveresZ

a,b ’”"bn definida por la siguiente serie de potencias si \1-zi|<1

1

(i=1l,...,n) y por su extensidén analitica si |arg zi\<n.

(1.55) R(a,bl,...,bn;zl,...,zn) .

vmeyd=2 )

(“)(a,b ....b :b ;
n

- FD 1 n 1

+--¢+b ;1"'Z
n



25

Esta serie tiene dos importantes propiedades: simetria y ho-

mogeneidad.

b ; .e,2 ) €s in-

Por simetria entendemos que R(a,b IR :

l’l."
variante bajo permutacién de los subindices 1,...,n ( es decir, bajo
permutacién de los b's y z's a la vez).

R es una funcidén homogénea de grado -a, es decir, R satisface

la relacidén de Euler
n |
'rz‘ <, D.R = -aR
. i 1
i=1
donde Di=a/azi, lo cual implica la homogeneidad:

(1.56) R(a,b b ;tz b :2 e9Z )

-a
.,tzn) =t R(a;bl,..., "

(n-1)

Es claro a partir de (1.55) que una funcidn FD

de n-1 variables,
sin exigirle relaciones entre sus paréametros, puede expresarse en tér-

minos de una funcidén R de n variables.

(1.57) F

donde bn esta definida por c=b1+...+bn.

Inversamente, dada una funcién R de n variables, podemos usar

su homogeneidad para expresarla en términos de una funcidn FD de n-1

variables.
(1.58) R(a,bl,.. LIREIPRY ,zn) =
=z 2 F(n_l)(a b b :1¢:1-(z./z ) eel=(2z /z ))
n D S I o T4 1 - : n-1°"n

donde c=b_+...+b
1 n
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La obtencidon de la expresién de la primera transformada de

Euler es como sigue:

(n) o - )
(1.59) Fo (a,bl,...,bn,c,zl,...,zn) = segin (1.57) =
= R(a,bl,...,bn,c—bl-...—bn;(l-zl),...,(1—zn),1) =

por simetria =R(a,c—b1...-bn,b2,...,b 1,(1=2.) ;0 (1=2 ),(l-zl))=

n'Pp > n

= por (1.58) =
_ -a o(n) . o _
= (1-z,) Fo (a,c-bl-...-bn,bz,...,bn,c,l—l/(l—zl),...,l-(l—zn)/(l—zf)_
% Z2,-2Z A A
~ -a _(n) o l je09 1 1,60, 1 n
w— (1-21) FD (a,C—bl—--.ﬂbn,b2,---,bn,C, , _1 , 1 Z 1 )
1 1 1

La segunda transformada de Euler se obtiene de la siguiente

forma:

(n)

"D

(a,b b ;c;zl,...,zn) = por (1.57) y por simetria

1?10

b ))

- R(&,C—bl—- o -_bn; 2, LI ’bn,bl;l, (1—Z2) g oo 0y (1-—Zn) ] (l—Zl

Aplicando a la anterior funcidén el siguiente resultado (CARLSON (1963),

pg. 455)
n =9 =1 1
. . — | . SR
(1.60) R(a,bl,..,bn,zl,..,zn) = (iglzi ) R(a ’bl""bn’zl yeerZ )
a+a'=c=b1+...+bn£0.—l,-2,...
se obtiene:
n ---bi
(1.61) ( n (1-2.) )
. i
i=1
1 1 1
R(C—B;C—b e 0 "'"b ,b ) .,b ,b ,l, g ° L B N ) -
. e B 1-z 1-2z
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= por simetria y (1-57) -

n -bi (n) z1 Z
(1.61) = qp (1-z,) * F " (c-asb b ;c: =)

' ,l’iii’n ’ll.’
1=1 | zl-l zﬁ—l

La tercera transformada de Euler, al igual que para la fun-

cion de Gauss, resulta aplicando las transformaciones (1.59) y (1.61)

sucesivamente en un orden u otro.

(1.62) F(n)(a,b

D bnicizl.---.z )= ( primera transformada) =

1'...’

n
n Z Z.=Z Z. -Z
-a n 1 1l i
- (1—21) FI() )(a,C—Eb ,b2, .,bn;C; g o0 0y g ¢ 0y n) =
1 zl-l zl-l zl—l
z. IP47C o z. -z, 24
= (segunda transformada) = (1_21)-a(1_ 3 ) m(1- - 1] .
zl-l 1=2 zl-l
z1 :szn
z.-1 z. -1
(n) : : e 1 _
° FD (C-a,C—bl—...—bn,b2, -.,bn,C, o 9 o0 0y 7 -7 ) s
1 l n
z.—-1 s Z.—1 .
1 1
c-a == (n) - #17% “17%n
=(l-zl) II (l-zi) FD (c-a,c-zbi;bz,...,bn;c;zl, eleias )
i=1 1 1-2 1-2z
2 n
O bien aplicando primero la segunda transformada y luego la
primera

n
n -b. Z VA
= I (1-z.) . F(n)(c"aab ’ o e e . y ooy - ) =
D 1 n
i=1 z. -1 z -1
1 n
n -bi z1 a—-Cc
=(primera transformada) = I (l-zi) [~ )
1=1 y A |
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z1 zl _ z2 Zl Zn
(n) n ;1-1 zl-l 22—1 zl—l zn-l
° FD (C—a,C—Ebi,bz,...,bn;C;Z_'_,T———-—,--., . ) =
1 1 1 1
2. =1~ 3 1~ 1 2 -1
1 1 1
E _bi c-a _(n) o “1 %5 “ %
=1 (1-2.) (1-z_) F. '(c-a,c=gb.,b.,...,b ;c:z., S )
. 1 1 D 1" 2 n 3
1=1 1 1-"'22 1-Zn

FUNCIONES CONFLUENTES

Dos importantes funciones hipergeométricas, limites de fun-

ciones de Lauricella, son

(1.63) 192 (bl, o ,bn;c;xl, .,xn) =
m m
1 n
- (bl)m "'(bn)m 4 *n
- E 1 n S i—
= i i
i L (C)m1+...+mn "y ™
(n) . . _
(1.64) Y, (a,cl,...,cn,xl,...,xn) =
(a) xml xmn
; My +oe okl 1 n
- LI ! !
Myyeeeym 0 (cl)ml (c )mn m, m
cumpliéndose
n
(1.65) 0 3" (b, uusb seix ) =
4. o(n) . .
= |;Tm FD (a,bl,...,bn,c,xl/a,...xn/a) =
=00
X X
. (n) 1 n
= lim FB (al’""an;bl""’bn;éz""’a_n )

min{‘all,.--,lanl}-rm

(n)

o yC_3 X g X ) =

(a;cl,... N SEERETE .

(1.66) L

(n)

= 1im FC

‘b‘-b-m

(a,b;c sC X

100 C 1/b,...,xn/b) =
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. (n) 1 *n
: Lin FRACT T RO .
min{|b [,...,[b_|}+e b b

donde se observa claramente que

‘1’;1) - @él) = 1F1(a;c;x)

luego de igual forma que las funciones hipergeométricas de Lauricella

extienden a la funcidén hipergeométrica de Gauss 2F (a,b;c;x), estas

1
funciones confluentes extienden a 1la funcidn confluente de Kummer

1Fl(a;c;x).

1.3,0 FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS DE ARGUMENTO MATRICIAL

Hemos visto anteriormente cémo la funcién hipergeométrica
de Gauss podia extenderse de distintas formas ( funciones de Appell,
Lauricella,...) a funciones hipergeométricas de una o varias variables.
La extensidn que consideramos a continuacién consiste en cambiar el ar
gumento x de la funcidn de Gauss por una matriz X ( de forma que la
nueva funcidén permanezca real valuada) para lo cual serid necesario

. S : k ¢ g
la generalizacidén de las potencias x cuando x es sustituida por la

matriz X. Este es el papel que desempefian los polinomios zonales que

estudiamos seguidamente.

1.35,1 POLINOMIOS ZONALES

Los polinomios zonales de una matriz se definen en términos

de las particiones de enteros positivos. Sea K un entero positivo;

kK ..) donde Lk .=K con el con-

una particion k de K se nota como k=(k oo e .k

1
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venio, salvo que se diga lo contrario, de que k.>k >... donde k., k

- 1* 2"

son enteros no negativos. Ordenaremos las particiones de K lexicogra-

ficamente; es decir, si k=(k1,k )y x=(11,1 ,++.) son dos particio-

2"'- 2

nes de K escribiremos k>)\ si ki>li para el primer indice i en el que

las partes son distintas. Por ejemplo, si K=6: k=(2,2,2) A=(2,2,1,1).

Supongamos que k=(k 1 ) son dos par-

1’...’ m

ticiones de K ( algunas de las partes pueden ser cero) y sean Yyreees¥p

m variables. si k>) diremos que el monomio

es de mayor peso que el monomio Yq SIale Y

Ya estamos en condiciones de definir un polinomio zonal; an-

tes de eso recordemos que lo que queremos es generalizar la funcidn

fk(x)=){k y que dicha funcién satisface la ecuacidén diferencial

xzflf{'(x)=k(k—1)xk. Teniendo esto en mente puede ayudarnos a que la

préoxima definicién parezca menos arbitraria. Esta basada en los articu-

los de James de 1968 y 1973.

DEFINICION

Sea Y una matriz simétrica mxm con raices caracteristicas

Yyseees¥ Y sea k=(k ..,km) una particién de K en no menos de m par-

1’

tes. E1 polinomio zonal de Y correspondiente a k, notado como Ck(Y)
es un polinomio homogéneo y simétrico de grado K en las raices carac-

teristicas Yyseeor¥p tal que:

k1 km

(i) E1 término de mayor peso en Ck(Y) es y ...y, s decir

k1 km

Ck(Y) = dk.y ...y + términos de menor peso

donde dk es una constante.
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(ii) Ck(Y) es una autofuncién del operador diferencial Ay,

dado por
m 5 32 m m yf d
(1.67) A, = ] y:=—+ ] I —
Y ) i 2 . :
1=1 Y. i=1 j=1 y.-y. 29y.
i e 1y i
J#i

(iii) Cuando k varia sobre todas las particiones de K los
polinomios zonales tienen coeficientes unidad en el desarro—
llo de (trY)K; es decir

(1.68) (trY)K = (y1+...+ym)K = ) Ck(Y)
k

Comentamos a continuacién algunos aspectos de esta definicién.

Por polinomio homogéneo y simétrico de grado K en yl,...ym
indicamos un polinomio invariante por una permutacidén de los subindices
y tal que cada término del polinomio tiene grado K. Por ejemplo, si

m=2 y K=3

3 3 2 2
o yl + Yo + 10y1y2 + 10y1y2

es un polinomio homogéneo y simétrico de grado 3 en Y, € ¥y

El polinomio zonal Ck(Y) es funcidén s6lo de las raices ca-
racteristicas Yyreeos¥V de Y y por tanto podria escribirse, por ejem-
plo, como Ck(yl,...,ym). De cualquier modo, para muchos fines es mis

conveniente usar la notacidén matricial de la definicidn.

Al decir que Ck(Y) es una autofuncidén del operador diferen-
cial A, dado por (1.67) indicamos que

Ay Ck(Y) = Ck(Y)

donde a es una constante que no depende de yl,...,ym ( pero que puede

depender de k) y que se denomina autovalor de A correspondiente a

Y
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Quedabia ain por demostrar que la anterior definicién es no
vacia y que por cierto existe un uUnico polinomio 2zonal en Yyseoos¥p
que satisface las condiciones de la definicién. En este punto debe
exponerse que ninguna foérmula general para los polinomios zonales es
conocida; de cualquier forma, la anterior descripcidn propqrciona un

algoritmo genefal para su calculo. (MUIRHEAD 1982, pg. 230-236) .

Antes de seguir adelante deben apuntarse explicitamente dos
consecuencias de la anterior definicidn.

La primera es que si m=1, la condicidn (iii) se transforma

k \ : ; :
en y = Ck(Y) de forma que el polinomio zonal de una variable conside-
rada como una matriz de dimensidén uno es igual a la potencia de una
variable unidimensional. La segunda consecuencia es que si b es una
constante entonces el hecho de que Ck(Y) es homogéneo y de grado K
K

implica que Ck(bY) =b Ck(Y).

Los polinomios zonales han sido definidos s6lo para matrices
simétricas. La definicién puede extenderse; si Y €s simétrica y X de-
finida positiva entonces las raices caracteristicas de XY son las mis-

1 1 1 1
mas que las de XéYxé y definimos Ck(XY) como Ck(XY) = Ck(XéYxé).

Como dijimos anteriormente no hay ninguna férmula general
para los polinomios zonales. Se conocen expresiones para algunos casoS
especiales (JAMES, 1964,1968); uno de estos casos especiales es cuando
Y = I . Si la particién k de K tiene p partes no nulas, el valor del

m

polinomio zonal para Im esta dado por
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P
n(2ki-2kj-i+j)
2K : i<
(1.69) Ck(Im) = 2  K! (/2m)k =
n (2k.+p-i)!
. j
1=
donde
P
(’/zm)k = 1 (%(m—1+1))k.
1=1 1
con (a)k = a(a+l)...(a+k-1); (a)O =1

Para una demostracidén de este resultado puede consultarse

Constantine (1963).

1.3.2 FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS DE ARGUMENTO MATRICIAL:

DEFINICION Y PROPIEDADES.

Un tipo particular de constante, llamada coeficiente hiper-
geométrico generalizado, aparecera en lo que sigue. 51 k=(k1,...,km)

y a es un nuamero complejo definimos (:-:-.1)k en funcién de los simbolos

de Pochhammer como:

(1.70) (a)k =

= 3

| (a—Z(i—l))k_
1=1 y |

donde (a). = a(a+l)..(a+K-1), (a).=1. Si Re(a)>%(m-1) se comprueba fa-

K O

cilmente que (Hermoso, tesina 1984, pg.38)

m
i r(a+ki-%(i-1))
m(m-1)/4 i=1

(1.71)

(a), =n

rm(a)

donde rm(a) es la funcién gamma multivariante definida por

(1.72) r (a) = [ etr(-A) detA  ° (dA)

A>0
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donde Re(a)>%(m-1) y la integral estd definida sobre el espacio de ma-

trices definidas positivas (A>0) y simétricas de dimensidn mxm.

Las funciones hipergeométricas clasicas de una variable pue-
den definirse como una serie infinita de potencias, segin (1.33). Por
analogia definimos las funciones hipergeométricas de argumento matri-

cial como una serie de polinomios zonales.

DEFINICION

Las funciones hipergeométricas de argumento matricial estéan

dadas por

1.73 F (a8, yoaap@ 2D, seseD A
( ) pq(1 501 q)

I
~—1
o

donde ﬁ denota la sumatoria sobre todas las particiones k de K, ck(x)

es el polinomio zonal de X correspondiente a k y (a)k, coeficiente hi-
pergeométrico generalizado estd dado por (1.70). Aqui, X el argumento
de la funcién es una matriz mxm compleja y simétrica y los parametros
a. bj son numeros complejos arbitrarios. Ningin parametro del denomi-
nador Bj puede ser cero o un entero o un medio de un entero menor O
igﬁal que Z(m—i) ( pues en caso contrario algunos de los denominadores
en la serie se anularian). Si algin parametro del numerador a, es un

entero negativo, es decir a. =-n, entonces la funcién es un polinomio

1

de grado mn ya que para K>mn+l (al)k=(-n)k=0.

La serie converge para todo X si p<q; converge para ||X]||<1
si p=q+l, donde ||X|| denota el maximo de los valores absolutos de las

raices caracteristicas de X y salvo que la serie tenga un numero finito
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de términos no nulos, diverge para toda X#0 si p>q+l. Finalmente, cuan-
do m=1 la serie (1.73) se reduce a la clésica funcién hipergeométrica
~de la definicién (1.33).

Dos casos especiales de (1.73) son

K

C, (X) (trX)

k Qo
= 1
K! K=

(1.74) F (X) = J - etr(X)

0O K!
donde la segunda igualdad se sigue del apartado (iii) de la definicidn

de polinomios zonales, Yy

0 Ck(X)
Fo(a;X) = KZ ) (a)k

(1.78) = det (Im—X)-a X <1

O k K!

(resultado probado en Muirhead (1982), pg. 261).

Donde es inmediato comprobar que las relaciones (1.74) y
(1.75) extienden las conocidas relaciones para las funciones hiper-
geométricas univariantes
-a

(1-z) ~ = 1Fo(a;Z)

Z

e = OFo(z)

Andlogamente a (1.73) puede definirse funciones hipergeomé-

tricas que envuelven dos matrices como argumentos.

DEFINICION

Las funciones hipergeométricas con las matrices X e Y mxXm

simétricas como argumentos, se definen como
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m (a ), oo
b iX,¥)= | ] —2—

K=0 k (bl)k"'(bq)k

p'k k
!

a_), C (X) Ck(Y)

Es claro a partir de la anterior definicién que el orden de

X e Y es indiferente, es decir

o g o0 0y ~ — g oo e ,---’b ;YX
p- 1 q P Q 1 p’ 1 q’ "’ )

También si una de las matrices es la identidad esta funcidn

se reduce a la funcidén hipergeométrica de una matriz definida anterior-

mente, esto es

(m)
F a g °o o g ® o 09 -
P q 2y p 1 q m P

o

<

Hi
I

Fq(al""’ap;bl’“"’bq;x)

PROPIEDADES

TRANSFORMADA DE LAPLACE

Se demuestra en el lema 1.3.3 (Muirhead, 1982) que la trans-

fofha&é’de Laplace de la funcién F cléasica es una funcidn F .
| P q p+l q
o =zt ,a-1
(1.76) fo e t qu(al,. .,ap,bl,...,bq,kt) =
= I'(a) 2 2 F (A, scosq 8. 38D, 566D -ki-l)
p+1 q 1! ’ pl ’ 1l ’ ql
con p<q; Re(a)>0; Re(z)>0 6 p=q; Re(a)>0; Re(z)>Re(k).

Un resultado similar es cierto en el caso matricial (MUIRHEAD
1982, pg. 260). Si Z es una matriz mxm, compleja y simétrica con Re(Z)
definida positiva e Y es una matriz simétrica mxm entonces

(1.77)
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N ;an)

)-a
p 1’ q

= rm(a) (detZ F (al,...,a ,a:b

p+l q

para p<q, Re(a)>%(m-1) 6 p=q, Re(aP%(m-1), ||z7]|<1
La expresién (1.77) muestra como puede pasarse de la funcidn

qu a la pwqu por medio de la transformada de Laplace. Existe también

la transformada inversa que permite obtener qu+1 a partir de qu. Aun-

que no usaremos el resultado explicitamente, lo exponemos por razdn

de completitud

m(m-l)/Z
"l 2 [ tr(XZ) (detz)P
(zﬂi)m(m+1)/2 Re(Z):UO == = ’
: qu(al,...;bl,...,bq;z'l) (dZ) =
S b-(m+1)/2 _ ,
=" (detX) pFQ+1(al,...,ap,bl,...,bq,b,X)

donde la integral se toma sobre todas las matrices Z=U0+iV para una

matriz U  fijada definida positiva y V real y simétrica.

O

REPRESENTACION INTEGRAL

Las conocidas representaciones integrales de la funcién hi-

pergeométrica de Gauss 2F1 (1.17) y de la funcion confluente de Kummer

(1.27), se generalizan para las funciones de argumento matricial, como

sigue.
La funcidn lF1 tiene la representacidén integral
l‘m(C)
(1.78) 1F1(a;c;X) = T 1 e IO<Y<Im etr(XY).
m m
(gety)?(M1)/2 4oy (qoyycma-(ml)/2 4y
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vidlida para todas las matrices simétricas X, Re(a)>)(m-1), Re(c)>%(m-1)

y Re(c-a)>%(m-1). Y la funcién .F. tiene la representacidn integral

2" 1
. Fm(C) b
(1.79) 2F1(a,b;c;x) ='""___'_"_'"'ICKY<I det(I-XY) .
I (a) T (c-a) m
m m
(dety) 2 (BH1)/2 g 41 yye-srimel)f2" 4y

‘valida para Re(X)<I, Re(a)>%(m-1), Re(c-a)>%(m-1); donde Y>0 significa
que Y es definida positiva y Y<I equivale a I-Y>0 es decir I-Y definida

positiva. (MUIRHEAD,1982 pg. 264).

TRANSFORMACIONES DE EULER

- Las transformaciones de Euler para la funcidon de Gauss 2F1

dadas en (1.19), (1.20) y (1.21) y el primer teorema de Kummer enun-
ciado en (1.28) se generalizan para funciones de argumento matricial

de la siguiente forma

(1.80) 1F1(a;c;X) = etr(X) 1Fl(c—a;c;-)()
(1.81) F.(a,b;c;X) = det(I-X)_b F.( c-a b'c'-X(I—X)-l)
2 1 y !. ’ 2 1 ’ ’ *l
c-a-b
(1.82) 2F1(a,b,c,x) = det(I-X) 2F1(c—a,c-b,c,X)

(MUIRHEAD, 1982, pg. 265)

Cuando m=1 las anteriores relaciones coinciden con las trans-
formaciones de Euler y Kummer para funciones univariantes dadas en
(1.20), (1.21) y (1.28). Al igual que estas uUltimas pueden demostrarse

usando las representaciones integrales (1.78) y (1.79).
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FUNCIONES CONFLUENTES

Las relaciones entre las funciones confluentes y la funcién
hipergeométrica de Gauss se extienden a las funciones de argumento ma-

tricial de la siguiente forma (MUIRHEAD, 1982, pg. 265)

1
(1.83) lim F.(a,b;c; — X) = _F_(a;c;X)
e 2 1 : 11
que extiende la relacién (1.26) y
(1.84) 1
lim 1Fl(a;c; - X) = OFl(c;X)
a+o a

que extiende la relacién (1.30).

" La  demostracién es inmediata teniendo en cuenta (1.25),

K

(1.70) quue Ck(bY)=b Ck(Y).

ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

A continuécién damos ecuaciones en derivadas parciales satis-
fe?l_'xasi, po'fr algunas funciones hipergeométricas de argumento mat.r*icial.
(MUIRHEAD, 1972, pg. 991-1001), (MUIRHEAD, 1982, pg. 266-278)

Estas ecuaciones diferenciales se expresan en términos de
un numero de operadores diferenciales en las raices caracteristicas

Yyreeeo¥ de la matriz simétrica Y mxm. El1 primero de estos es

2 2
m 5 J m m yi 0
(1.85) A, = ] y. —+ ] ] —
3¢ . 1 2 . .
i=1 oy . 1=1 j=1 y.-y. 9y
1 IR M. 1
j#i |

introducido en la definicidn de polinomios zonales y que verifica (MUIR;

HEAD, 1982, pg. 229-230)
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donde k=(kl,...,km) es una particidén de K y
m
1=1

Otros operadores necesarios son

m 0
(1.86) EY = 121 y; —
= Byi
m 0
(1.87) €y = y —
1=1 ayi
5 ;
m 3 m m yi d
(1.88) Sy=1.y —+ 1 1 —
1=1] . QY. i=1 j=1 y.-y. 3Yy.
i s N i
j#i
~ E1 efecto del operador Estobre Ck(Y) estd dado por
EYCk(Y) = K Ck(Y)

_Para encontrar los efectos de los operadores diferenciales

ey ¥ Sy sobre "Ck(Y) introducimos el desarrollo binomial generalizado

Ck(Im+Y) K CG(Y)

(1.89) —_———— =

I ()
C (I) s=0g¢ c (1)

donde la segunda sumatoria es para toda particién ¢ del entero s. Esto

define los coeficientes binomiales generalizados (k] .
o

Es claro que (1.89) generaliza el usual desarrollo del bino-

mio
K
K k S
(1+x) = ) ( . )x
S
s=0
Correspondiente a la particiodn k=(k1,...,km) de K, definimos
ki = (kl,...,ki_l,ki+1,ki+l,;..,km)
(i)
y K = (kl,...,ki_l,ki-l,ki+l,...,km)

siempre que estas particiones de K+l y K-1 sean admisibles, es decir

siempre que sus partes estén en orden no creciente.
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Los efectos de los operadores ey ¥ 8y sobre Ck(Y) estan dados

por las siguientes relaciones

o Ck(Y) k ck(i)(Y)
(1.90) T R VSt A—
- Yoy i\kK
k
(1.91)
Ck(Y) : C (1)(Y)
5y = I\, (1)) (k. -14%(m-i))
C. (I) i s |
" C ,.,(I)
1.{(1)

donde las sumas son sobre todo i tal que k(l) sea admisible en el sen-

= %(e A.—A..€

tido expuesto anteriormente. Por otra parte 8y vAyby Y

-“.
Ya hemos definido los elementos béasicos necesarios para

establecer ecuaciones diferenciales para algunas funciones hipergeomé-

tricas de argumento matricial.

Recordemoé? que la funcién 2F'(a,b';c;x) ".'dé‘ Gauss satisf%ce

la ecuaéién diferencial de segundo orden (1.12)

= —

.'.‘.--

d2F t dF

X(1-x) —= + (c-(a+b+1l)x) — = abF
2 \
dx , dx

En el caso matricial una generalizacién de esta ecuacidén esti

dada por:

La funcidn 2F1(a,b;c;Y) satisface la ecuacidén en derivadas

parciales

1 _1 _ _
(1.92) 6YF + (c=%(m-=1)) EYF - AYF - (a+b+1-%(m-1)) EYF = mabF

Ademas es la Unica solucién sujeta a la condicién de que F

es de la forma
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donde los coeficientes @, SOn independientes de m.

A partir del anterior resultado se puede probar uno*;nlucho
mas fuerte. La funcidn 2Fl(a,,b;c;,Y) es la Unica solucidén de cada una

de las m ecuaciones en derivadas parciales

2
(1.93) ¥ L g 3 {Crz(m-l)-[a+b+l—Z(mfl)]yi +
Y . .
1
m
m oy, (1-y ) ) y.(1=y.) .aF
+ %7 }——--/zz—J———J——-.-:abF
1=1 - " - .
J£ Yi=Y; Y 5 je1 ViV
J#i =
A

(i=1,2’ o .-,m)
sujeta a las condiciones:
(a) F es una funcidén simétrica en Yyseeos¥V ¥

(b) F es analitica en Y=0, con F(0)=1

. ' | € m .
El anterior resultado da lugar a un sistema de ecdaciones

« o t. -
-, . =
- .."" - -\-

en derivadas parciales satiéfgphas'bor 1F1 y OFl’ que son las que %i-

guen:

X o

F (a C: Y) es la Unica soluciédn de cada una de

La funglon 1Fq ‘

las m ecuaciones en derivadas parciales del sistema

. 2 m Y. gF m 'Yy, oF
(1.94) Ys 3—% +{c—%(m—1)—yi+z ) = } =X ) = = af
3y 5 =L yi=y; ay; =l ¥y oy,
| j#i jEL

(1=1,24 60 0,Mm)

y la funcidn OFl(c Y) es la Gnica solucién de cada una de las m ecua—'

ciones en derivadas parciales del sistema

2F m yi aF m Y. oF

(1.95) ' §—§-+ {c-%(m-1)+% 7§ } — =% § Ll = F
Y . J=1 y.=y. aY, j=1 y.-y. ay.
3 § J%l J 1 jfi 5 i J J
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bajo las condiciones
(a) F es una funcidén simétrica de YyreeenV ¥

(b) F es analitica en Y=0, con F(0)=1.

1.4,0 FUNCIONES DE LAURICELLA Y FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS
DE_ARGUMENTO MATRICIAL. RELACION

Hemos visto en secciones anteriores que tanto las funciones
de Lauricella como las funciones hipergeométricas de argumento matri-
cial extienden a funciones de varias variables la funcidén hipergeomé-
trica clasica de Gauss.

Podria pensarse que ambas son una misma extensidn pero con
diferente notacién. A continuacidn exponemos un sencillo contraejemplo
que nos indican que son extensiones en sentidos diferentes.

En primer lugar compararemos la funcidén hipergeométrica de

(n)

D de Lauricella,

argumento matricial con la funcidén hipergeométrica F
que utiliza Steyn en su articulo de 1951. Si coincidieran ambas fun-
ciones, inmediatamente (modificando la notacidén), las propiedades que

demuestra Steyn como regresidon lineal para las distribuciones generadas

(n)

D ° etc... las verificaria la funcidén hipergeométrica de argumen-

por F

to matricial.

(n)

D de Lauricella para n=2 coincide

Sabemos que la funcidn F

con la funciodn F1 de Appell. Sera con esta Gltima con la que comparemos

para facilitar los calculos y tomaremos por tanto una funcidén hipergeo-

métrica de argumento matricial de dimensidn 2x2

Fl(a,b;C;X )

2 2X2
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donde podemos considerar X diagonal ya que los polinomios zonales sdlo

dependen de las raices caracteristicas, es decir

» (a) (b)) (b)) to t.
m+n 1'm 2'n 1 2
m; n=0 (C) m! n!
m+n
o (a), (b), C (X)
2F1(a,b;c;X) = ) 7 K k K
K=0 k (c)k K!

se aprecia que puesto que una de ellas depende de tres parametros y

y otra de cuatro, no van a coincidir a no ser que b1 y b2 esten sujetas

a cierta restriccién.

Los coeficientes de t1t2, ti y tg en el desarrollo de F1 son:
(a+l)b.b (a+1l)b. (b +1) t2 a(a+l)b.(b.+1) t2
et b shaakialis N 1 g %o 2
— - tlt2 + - . — + — - —
c(c+l) c(c+l) 2 c(c+l) 2
Por otro lado t.t t2 t2 son las potencias de t t. en
R o0 %1%t (1 7 M P 1 ¥ %2
el desarrollo de (t1+t2)2 y ademas
(t,4t,)% = [ C (X) = Cpy(X) + Cq 1y(X)
k de 2 S
donde
2 2 2
0(2)(X) = t1 + t2 + 3 t1t2
4
C1,1)®) =3 4%

(MUIRHEAD, 1982, pg. 232)

por tanto, los coeficientes de ti y tg son el mismo en Fl(a,b;c;X)

2
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mientras que en F1 son distintos salvo que b1=b2=b en cuyo caso el coe-
ficiente de ti y tg en ambas funciones es

a(a+1l)b(b+1) 1

c(c+l) 2!

Hasta aqui rechazariamos que Fl es igual a 2F1(a,b;c;X) en

general pero si b1=b2=b no tenemos ningin argumento que nos haga pensar

lo mismo.

El coeficiente de tlt2 en el desarrollo de 2Fl(a,'b;c;x) es:

(1.96)_1_ (a)z(b)z 2 (a)(l,l_)(ti) (1,1) 1 i(fxtl)t?(b*-l)_ 2 ia-ié)b_(b-’/z{
- (C)2 : (C)(l,l) - c(c+l) 4 c(c-%)

que coincidiré con el de t1t2 en.F1 sélo para valores de a,b y ¢ suje-
tos a ciertas restricciones. ( 0=3/4-3c/4-3c(a+b)/2).

Siguiendo este procedimiento con otras potencias de t1 y t2
se obtienen restricciones que no pueden Ser satisfechas todas conjun-
tamente por los valores a,b y c, por tanto Fl()n) de Lauricella es dis-
tinta de la funcién hipergeométrica de argumento matricial.

Si comparamos segun este criterio la funcidén hipergeométrica
de argumento matricial con cualquier funcidn hipergeométrica de Lauri-
cella o con las correspondientes funciones de Appell para el caso de
dos variables, la existencia de un mayor nimero de parametros en estas
Gltimas, no estando estos parametros sujetos a ninguna restricciodn,
conduce también a la conclusidén de que aunque SOn todas extensiones
de la funcioi hipergeométrica de Gauss son distintas no sélo en nota-
cidn.

Segiin el anterior razonamiento no se puede decir a priori
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que la siguiente funcidn

m ,n N
(1.97) ; Eflﬂiﬂ_i?lﬂiﬁ El Eg _ ; (a)y (b)g (t,+t,)
m, n=0 (C)m+n m! n! N=0 (C)N N!

que aparece en la seccidén 1.2.1 cuando se intenta extender la funcidn
hipergeométrica de Gauss a una funcién de dos variables, sea distinta

de la extensidn a dos variables dada por

«  (a), (b) C,(X)
(1.98) j J——X 5
k

K=0 (C)k K!

(siendo X la matriz de dimensién 2x2 descrita anteriormente), pues el na

mero de parametros es el mismo y ademds (t +1:2)N estd muy relacionado

1

con Ck(X) como ya sabemos

K
£ Ck(X) = (t1+t2)

Segun se vio en folios anteriores

(X) = tf+t§+(2/3)t1t

C(2) 5

) (X) = (4/3)t, £,

C1.1

luego el coeficiente de t§/2 en (1.98) es:

a(a+l)b(b+1)

(1.99) — S

(c)2 c(c+l)

y el coeficiente de tlt2 en (1.98) estd dado por la expresién (1.96).

Para a=b=c=2, (1.99) toma el valor 6 y (1.96) vale 4, mientras que en

2
ﬂi+t2) E
(1.97) el coeficiente de = es 6 y por tanto el mismo
2 2

para tf/2 que para tlt2. De lo anterior se desprende que las funciones
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(L97) y (1.98) también son distintas.

Luego las distintés extensiones de 2Fl(a,b;c;x) a una funciodn
de n variables son distintas entre si como acabamos de comprobar pero
coinciden con la funcién hipergeométrica clésica de Gauss cuando n=1.
Analogamente las propiedades estudiadas para las funciones de n varia—
bles extienden a las propiedades de la funcién hipergeométrica clésica
de Gauss y coinciden con estas si n=1 pero son distintas para las di-

versas extensiones a funciones de n variables.

1.5.0 ESQUEMA-RESUMEN,

Sintetizamos a continuacién, en un cuadro, los principales
resultados expuestos en este capitulo, de forma que pueda verse resumi-
damente en - una pagina la gran analogia y paralelismo que hay entre

las distintas funciones y sus propiedades estudiadas.



FUNCION DE GAUSS FUNCIONES DE APPELL Y LAURICELLA FUNCIONES DE _ARGUMENTO MATRICIAI

r(c) . e ""b 1.5‘:1 (n) . . = r (C) _b
- O (1.17) F (a'b;c;z) = f ta-.l (l—t)c A=l (I*Zt) dt ( ) FD (a'bli...'bn'c'xli--"Kn) = (1"?9) zFl(a'b:C:X) = - [O(Y‘-’:I dEt(I—XY) o
% ; e 1 r(a) r{(c-a) ° rm(a) rm(c—a) m
W -b -b
— r(c) ' b-1 4 C-b-1 S =3 ¢ _ 1 ' a-1 c-a-1 . 1 n L
= L&J (1.18) 2F1(a.b:c;z) - 8 Ten) I, t (1-t) (1-zt) = P f,, u (1-u) (l—ux]] ...(l-uxn) du .(detY)a-(m”)/'? det(IHY)c a-(m+1)/2 (dY)

2
d w dw (1.54 bis) (1-x.) E X . R + [c-(a+bi+1)xi]-——— - bi ) xJ.
(1.12) z(l—z)—-——E + [c-(a+b+l)z]— - abw = 0O : --§=1 I ax, axj ati J#1
i

dz dz

ECUACION
DIFERENCIAL

& (1.19) F.(a,b:c:z) = (1-z) 2 F.(a,c-b:c;—)

51 . 21 U, 0, 2" 1 ’ 'C o1

LLJ m— p— m - = — - -

= (1 zl) F‘D (a,c b1 . ey bn'b2""'bn'c' N

w -b z = (1.81) F_(a,b:c:X) = det(I—X)_b F.( c-a,b;c;-X(I-X) )

W (1.20) oF,(a,bic;z) = (1-2z) "F, (c-a,bjciz=) N . - ' Lok At 2 1

-_— n —

P i _(n) 1 n

e _ ¢ (1.61) = q (1-z.) F (c-a;b.,ee.,b ;€7 —m , ..., ) oy

= D C I S I oL B

S e gy Aebieakl = LL=R)T L, et ambiaua) com ®i _(n) L 2172, %%

vl =(1-z_) " n (1-z.) F.,"’(c-a,c-tb.:b_,...,b :c:z )

— = = < ] L ] | ) ) | r | )

:;_!'; c#£0.-1,-2,... |larg(1-2z) | <= 1 o1 i D ; 1 2 n 1 3 1-%

=

o

—_
P (1.77) A= m;_I
c — F ..‘"" ;b "--'b :x dx ﬁ
e [X:\-O etr(-XZ) (detX) 5 q(al a b, 8 ) (dX)
E = r (a} (dE‘tZ)_a F (a - e & a a‘b - 8 @ b .Z_l)
E m p+1 q 1' pl L] 1: ] qt

d w

o (1.22) z—5 + (c-z)— - aw = 0
I;:-l dz dz - .
2 m Y. 3 m i d
= O = ; e i
> L1526 1Fylaiciz) = l;?’“ oFyt8.bsciz/b) (1.94) y, 25 +(c-%(m-1)-y +% ] )— %] —— — = aF
i Iy j=1 y.-y. ay. J=1 y.-y. 3y,
L 1 e 1 7)) 1 S I 1 ) 3
j#i j#i
(-] I‘(C) 1 a-1 c-a-1 - 4 dt
= (1.27)  ,F (ajc;z) = — [ £ (1-t) £ r (c)
S r(a) r(c-a) ° (1.78) 1 Fplaic;X) = " ( ) IO{Y<I etr(XY).
(& r (a) T (c-a
= Re(c)>Re(a)>0 o = m
L
.(detY)a_(m+1)/2 det(I_Y)c-a—(m+l)/2 (dY)

=
o
— z
1.28 F.(a;c:2z) = e F.(c-a;c;-2) F -c:X) = etr(X e
< ( ) 1 1( 1F4 4 l(a c:X) etr(X) 1Fl(r: a:cX)
-
L
o
7p) n (1-84) 1
- -~ lim _F.(a;c; — X) = F._.(c:X)
a)) ol (1.30) oF (-iciz) = 1lim F (ajc;z/a) = | R O ] 0 1
— = ..'E la|+ = n=0 n! (c)rl
- O w b iy - C, (X) e (trx)®
= & 4 - - N (1.43 bis) Fo(a,b,b';a;x,y) = (1-x)7 (1-y) (1.74) oFolX) = [ I = = etr(X)
— = - = = !
= W $1231). {1=2z) = { (a)n -— = 1F0(a; 4z2) = 2F1tva,b;b;z) K=0 k K! K=0 K
%SG =0 " C, (X)
W o wd @
K —a : .
E = o =z (1.75)  ,FylaiX) = KZDE (a), - det (I -X) X<
L = =
o (1.32) e = — = F _(-;-3;z) = _F.(a;a;z) = !
A L 00 11
o =
m — ——
} 8 (a,c-a-b)
= | — \ ,
= (1.45) Fl(a,b,b';c:l,l) = 2 1 8 )
g r(c-a) r(c-b-b') ala,c-a
= v
—7p
N D F'(c) I'(c-a-b) CAO,=1,-2, ... Re (c-a-b-b"' }>0 r (¢) r (c-a-b)
w g éEl(a,-b-;C;l)-= ;'RE('C-a'*'b)}O.‘ (2-13) 2F1(a'b:c;1) - " n
= F(c-a) T(c-b) r(c) r(c-a—bl—...-bn) r.(c-a) r_(c-b)
< O (n) o« 1) =
] (1.53) F_ (a,b ,...,b icil,..., (c—a-%(i-
= D 1 n = c-b.-...=-b ) m (c-a-4(i-1)) (c-a),
= Plesal BLESSy & (2.14) SF (a,bjciI) = = = (8, i y8)
- b b )>0 i=1 (c-a-b-%(i-1)) (c-a-b)
. c#0,-1,-2,... Re(c-a- 1~ """ " "n a (a,...,a)




CAPITULO 2

LAS FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS COMO FUNCIONES GENERADORAS

DE PROBABILIDAD. MOMENTOS ASOCIADOS.

2.0.0 INTRODUCCION.

Las funciones generadoras de probabilidad juegan un impor-
tante papel en la determinacidén de muchas propiedades de las distri-
buciones que generan. Pueden también ser usadas, con buenos resultados
para el estudio del comportamiento asintético de las distribuciones
generadas.

En este capitulo se estudian algunas de lass funciones hi-

pergeométricas relacionadas en el capitulo 1 (funcién de Gauss, funcidn

F(n)

D de Lauricella y funcién hipergeométrica de argumento matricial)

desde la perspectiva de la generacidén de distribuciones de probabilidad
discretas.

Es bien conocido que la distribucidén hipergeométrica univa-
riante es generada, salvo un factor constante (calculable mediante el
sabido teorema de sumacidén de Gauss), por una funcidén de Gauss. Las

distribuciones hipergeométrica multivariante y multinomial negativa, en-

(n)

tre otras, son generadas por funciones hipergeométricas del tipo FD

de Lauricella. (Steyn, 1951).
Continuando con el estudio paralelo de las tres funciones
antes citadas que se ha hecho en el primer capitulo, hemos obtenido

aqui propiedades anadlogas a las que se conocen para las funciones de
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Gauss y de Lauricella, para las funciones de argumento matricial. Asi
se ha obtenido la constante tal que multiplicada por una funcién hiper-
geométrica de argumento matricial nos proporciona una funcién generado-
ra de probabilidad. Si bien, se ha hecho usando un método distinto ba-
sado en la representacién integral de Euler, pues no se conoce para
estas funciones una férmula de reduccidén que permita usar el conocido
teorema de sumacidén de Gauss.

Hallada la constante, ésta se expresa en términos de 1la
funcidén Beta multivariante, Gamma multivariante y coeficientes hiper-
geométricos generalizados, en virtud de las relaciones que los ligan.

Tanto este factor constante como el correspondiente a las funciones

(n)

"D

(Steyn, 1951) se reducen al de la funcién de Gauss cuando el nime-

ro de variables es uno.

Para el calculo de los momentos asociados a las distribu-

é“) de Lauricella, Steyn (1951) sigue

ciones generadas por funciones F
el siguiente método: A partir de la funcidén generadora de probabilidad
obtiene la funcidn generadora de momentos factoriales y por diferencia-
cidon de ésta obtiene los momentos factoriales, de los que por las co-
nocidas relaciones se obtienen los momentos.

El método anterior no es factible con las funciones hiper-
geométricas de argumento matricial pues no se conoce ninguna expresidén
general de los polinomios zonales, lo que nos impide diferenciarlos.

El método que hemos seguido para el célculo de los momentos
asociados a las distribuciones generadas por funciones hipergeométricas
de argumento matricial se basa en el calculo de los cumulantes a través
del sistema de ecuaciones diferenciales que satisface la funcidén gene-

radora de cumulantes. Este sistema de ecuaciones en derivadas parciales

se ha obtenido a partir del sistema de ecuaciones diferenciales que
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satisfacen las funciones hipergeométricas de argumento matricial,
(capitulo 1).

Este método presenta problemas para el cdlculo de los cumu-
lantes de orden tres en adelante, por lo que serd modificado en el capi
tulo 4 cuando se estudie la distribucidén limite de estas distribuciones
generadas por funciones hipergeométricas de argumento matricial.

Los principales momentos (esperanzas, varianzas y covarian-

(n)

zas) de las distribuciones multivariantes generadas por funciones FD

e hipergeométricas de argumento matricial tienen una forma similar y
se reducen a los de la distribucidén hipergeométrica univariante (salvo
las covarianzas que aqui no tienen sentido) cuando el nimero de varia-

bles es uno y los parametros son los apropiados.
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2.1.1 LA DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

La conocida distribucién hipergeométrica determinada por

(2.1) NPy (Na (No-r+1) . (Ng-nersl)
r n-r (1) (1)
P[E=I‘] = _ : — r n-r _
(:] (N-n+1)n
(1)rl
r n-r

(-1) (_NE)P (:}) (—ﬁ?{nfr (-Np)  (-Nq)
- segin (1.4) - ——(B—I:——-—-;— (1_)p-r -r‘= (1) (1) .

(-1) (-:N)n (-N)n

(1) (1)

es generada salvo un factor constante por una funcién de la forma

(a)  (b) "

2Fl(a,b;c;t) =

| &~ 8
o
|

x=0 (c)x X!

En concreto

(Nq—n+1)n

(2.2) J Ple=r] t =

Fl(-n,-Np;Nq-n+1;t) |
r=0 (N-n+1)n

2

donde el factor constante se obtiene teniendo presente que
n
] Plg=r] =1
r=0
y segin el teorema de sumacién de Gauss (1.16)

(Nq—n+1+Np)n (N—n+1)n
(2+3) Fl(-n,—Np;Nq—n+1;1) — L P

2
(Nq—n+l)n (Nq—n+l)n
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(N)
2.1.2 LA FUNCION "p  COMO GENERADORA DE_PROBABILIDAD

En el capitulo anterior se vio que la funcién hipergeométrica

de Gauss podia generalizarse a n variables de diferentes formas. Una

(n)

de ellas es la funcidén hipergeométrica de Lauricella FD

la cual al
igual que la funcidn hipergeométrica de Gauss puede estudiarse, salvo

constante, como una funcidn generadora de probabilidad.

La constante C debera verificar

n
C Fé )(a,bl,...,bn;c;l,...,l) = 1

Dicha constante puede calcularse usando el teorema de suma-

cién de Gauss (1.53)

r(c) r(c-a-b.-...-b )
(2.4) F(n)(a,b yeessb 3C31,.0.0,1) = —— 1 LT
: , i r(c-a) r(c-b.-...=b )
1 n
) r(c) Efa) r(c-a—bl-...-bn) ) E(a,c-a-bl-...—bn)
r(c-a) r(a) r(c—bl----—bn) g(a,c-a)

o bien utilizando la representacién integral (1.54)

an)(a,bl,...,bn;c;l,...,l) = r{c) jl ua_l (1_u)c-a-1.
r(a) r(c-a) ©
-zb, r(c) n B(a,c-a-zbi)
(1-u)  * du = g(a,c-a- & bi) = -
r(a) r(c-a) i=1 g(a,c-a)
de donde
g(a,c-a) r(c-a) r(c-gb,) (c-a-zb,)
(2.5) C = - — .28
B(a,c—a-zbi) r(c) P(C—a-Zbi)- (c—a)a

La ultima igualdad es debida a la propiedad (1.3).

Un conocido ejemplo de distribucidn generada por una funcidn
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(n)

de Lauricella FD

, Ssalvo constante, es la distribucidén hipergeométrica
multivariante:
Consideremos la probabilidad de que n items que son observa-

dos, estén distribuidos en k+l1 celdas segin la serie x X

0* X1 Xy

(x0=n-x1-...—xk), donde esos n items son extraidos sin reemplazamiento

de una poblacidén finita de tamafio N, habiendo una proporcién P, de itenms

) «

en la i-ésima celda (p0=1-p1—...—pk

Claramente su funcidén de probabilidad es:

( _pro . ) (Nil)m(Nik)
1’1 1---- k 1 k

(2.6) O(X, ,000,X, ) = =
SRR
n
*0 *1 *k
R e
(N=X_.=cee=X, )! X.!...X, |
= seguin (1.4) = ————-—-—-——-—1-——-—-61(——1-—————]’-(————-—— —_— =
(-D)" (-N)_
n!
n! (_Npo)n-xl— ce=Xy (_Npl)xl"'(_Npk)xk
i (—N)n (n-xl— -xk)! xl' ..xk!

Teniendo en cuenta que
X
(2.7) (a—x+1)x = (-1) (-a)x

(a-x+1)x=(a-x+1)(a-x+2)...(a)= (-1)x(-a)(—a+1)...(_—a+x-1)=(—1)x (-a)x

n!
- = n(n-1)...(n-x.-...-%x. +1) =
(n-x.-...-x )! . K
1 k
X oo otX)
= (-1) (-n)(-n+1)...(-n+x1+...+xk—1) =
X.+eoet+X
1 Kk
= (-1) (_n)x +o0etX

1 k
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por otra parte usando (1.8)

k

= g -
N=X_.=4¢0¢0e=X ( Np0+n xi)x +e0e+X

(-Np.) = (=Np.)
L0 vin=x, k 1 1 K

= (-Np,.) (-1) (Np .-n+1)
0 n—xl-...-xk 0 x1+...+xk

se obtiene que la funcidén generadora de probabilidad de (2.6) es

1 k
(2.8) ) ) - ¢(x1, . ,xk) tl .tk =
l,ur-, k—-
X X
1 kK
. (-n) (-Np.)_ ...(-Np, ).  t t
i (-Npo)n ; XpteootX) _} X, k xk‘_i_ _E_ .
— = -~ | |
( N)n *p0 % (Npo n+1)x +4¢0o+X *3 *k
1 k
es decir, una funcidn hipergeométrica de Lauricella F(k) multiplicada

D

por una constante. Es inmediato comprobar que (-Npo)n/(—N)n €S un caso

particular de la constante estudiada en (2.5).

(c-a—Ebi)a ((Npo—n+1)in+(N-l\IEQ))_n (1+N)__n

C =

(c-a) ((Npo-n+1)+n)

. (1+Np0)

-n -n

Aplicando la definicién de simbolos de Pochhammer para ente-
ros negativos (1.7) se obtiene que
n

C = ==
(-N) (1) (-N)_

-Npo)n
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2.1.3 LA FUNCION 2F1¢A-B:C:X) oMo GENERADORA DE
PROBABIL IDAD.

Otra de las generalizaciones de la funcidén hipergeométrica
de Gauss univariante es la funcidén hipergeométrica de argumento matri-

cial 2F1(a,b;c;x) segun se vio en el anterior capitulo.

(n)

Al igual que la funcidén hipergeométrica de Lauricella FD

puede considerarse, salvo una constante, como una funcidén generadora

de probabilidad.

(a,b;c;X) como generadora de probabilidad pre-

(n)
D

La funcion 2F1

senta problemas que no tiene la funcidén de Lauricella F . Por ejem-

plo, a partir de la expresién del desarrollo en serie de polinomios
zonales de 2F1(f'1,b;c;x) no se puede conocer explicitamente la funcidn
de probabilidad generada por ella debido a que no se conoce la expre-
sidon general de los polinomios zonales en funcién de la particién k
y de las distintas potencias de las raices caracteristicas de X. Este

inconveniente harad que propiedades andlogas a las que cumple la funcién

F(n)

D de Lauricella tengan que ser demostradas usando técnicas diferen-

tes como veremos mas adelante.

La constante C tal que C.2F1(a,b;c;x) es una funcidn gene-

radora de probabilidad debera verificar C.?Fl(a,b;c;I)=1. ( Hemos de

hallar el valor de 2Fi(a,b;c;X) cuando las raices caracteristicas de

X, x., son todas 1. Puesto que (a,b;c;X) depende de X sbélo a través

1 2F1

X )

de sus raices caracteristicas, puede considerarse X=diag(x1,..., -

sin pérdida de generalidad).

(n)

D de una foérmula

No disponemos, como en las funciones F

de reduccidén que permita escribir 2F1(a,b;C;X) con X=diag(x,...,X) en

términos de la serie hipergeométrica de Gauss y asi usando la férmula
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de sumacidon de esta Gltima hallar la constante C.
En este caso utilizaremos la representacién integral de

2F1(a,b;c;X), (1.79), para calcular C. Esta técnica también fue usada

para calcular C con funciones generadoras de probabilidad del tipo

(n)

A
I' (c) b
(2.9) ,F. (a,bjc;T) = —— f det(I-IY) " .
I (a) T (c-a) O<Y<I
m m m
(dety)?{™1)/2 4 41y ye-a=(m+l)/2 gy _
IR (m+1)/2 b-(m+1)/2
= — ] (det Y)2~\™ det(I-y) 270\ (dY)

I''(a) ' (c-a) OKYKI
m m m

La anterior integral se puede escribir en términos de la fun-

cidén Beta multivariante que se define como (MUIRHEAD, 1982, pg. 108-112)

a-(m+1)/2 b-(m+1)/2

(2.10) 8 (a,b) = [ (det U) (du)

det(Im—U)
0<U<Im

con Re(a)>%(m-1), Re(b)>%(m-1).
Esta funcidn tiene propiedades andlogas a la Beta univariante

como (MUIRHEAD, 1982, pg. 109)

Ifm(a)ITm(b)

(2.11) B (a,b) =
" Pm(a+b)

Sustituyendo (2.10) en (2.9) tenemos que

Bm(a,c-a—b)
Fl(a,b;c;I) = — -

B m(a,c-a)

(2.12) 5

resultado andlogo a la fdérmula de sumacién de Gauss para la funcién

hipergedmetrica clasica (1.15), para la funcidn F1 de Appell (1.45)
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(n)

D de Lauricella (1.53).

y nara la funcidén F

Usando (2.11) el resultado (2.12) puede escribirse también

como

I (¢c) r (c-a=b)
Fl(a,b;c;I) —— —

Pm(c-a) Pm(c-b)

(2.13)

2

o de la siguiente forma usando (1.71), (1.3) y (1.70) sucesivamente

Fm(c) Pm(c-a—b)

(2.14) 2Fl(a,b;c;I) I SE————, =
Pm(c—a) Pm(c—b)
m  T(e-%(i-1)) Tr(c-a-b-4(i-1))
i=1l TI(c-a-%(i-1)) r(c-b-%(i-1))

m (c—-a-‘/z(i—l))a (c—a)(
Il - - = -
i=1 (c-a—b—‘/zfi-él))a (c-a-b)

8y 5esy8)

(a,cce,a)

A partir de (2.12), (2.13) y (2.14) se obtiene la constante

C expresada de distintas formas

Bm(a,c—a) Pm(c-é) rm(c-b) (c-a-b)

(2.15) C _ (B svs,8)

r—
—

B (a,c-a-b) rm(c) Pm(c-a-b) (c-a)

m (a,...,a)

donde en la Ultima expresidn las constantes que aparecen son los coe-
ficientes hipergeométricos generalizados para la particion de ma en
m partes iguales.

Obsérvese el paralelismo entre (2.15) y el resultado (2.5)
al que llega Steyn en su articulo de 1951.

Tanto si en (2.5) como en (2.15) hacemos n y m respectivamen-
te igual a uno se llega al mismo resultado

g(a,c-a) r(c-a) r(c-b) (c-a—b)a

—— o

g(a,c-a-b) r(c) r(c-a-b) (c—a)a

(2.16) C =
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que es la constante por la que hay que multiplicar la funcién hiper-
geométrica de Gauss univariante para que pueda ser considerada como
generadora de probabilidad.

Oftra forma de evaluar C en el caso que nos ocupa es utilizar
la expresiodon de 2F1(a,b;c;X) como serie de po;inomios zonales.

Si la particidn k de K tiene p partes no nulas, el valor del
correspondiente polinomio zonal en Irn estd dado por (1.96). (MUIRHEAD,
1982, pg. 237)

De C.2F1(a,b;c;Im) = 1 se sigue que

P
T (2k,-2k,-i+j)
° - (a),_ (b) el {
(2:17) e ] e gy B
o ey T (2k,+p-i)!
i=1

que junto con el resultado (2.15) nos proporciona la siguiente relacién

P
Bm(a,c—a-b) - (a)k (b)k < ifj (Zki—ij—1+J)
S ] 7 £ 22 (2
Bplasc-a) K0k (c), T (2k,+p-i)!
: i
1=1
0 equivalentemente
p .
8 (a,b) o (a), (c-b), (4m), T (2K;j=2k;=i+])
m 2K K k k i<j
(2.18) ———— = ] 277 ) - . 1° =
Bm(a,c) K=0 k (c-a) b
k || (2ki+p-i)!
i=1

que expresa el cociente de dos valores de una funcién Beta y podria

ser usado para evaluar esta funcidén a partir de un valor cualquiera

conocido que tome dicha funcién Beta; teniendo presente que Bm(a,b)=

Bm(b,a) segun (2.11). (HERMOSO J.A., 1985)
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2.2.1 MOMENTOS ASOCIANOS A LA FUNCION GENERADORA DE
| (N)
PROBABILIDAD Fp .

Sea CFén) la funcidén generadora de la funcién de probabilidad

0(x1,...,xn), es decir

(n) L ~ o *1 *n
(2.19) CFD (a’bl""bn’c’tl’""tn)“ ) @(xl,..,xn) t1 ...tn
x ,--,x =0 i ‘
1 n
La funcidn generadora de momentos factoriales de @(xl,...,xn)
se obtiene sustituyendo ti=l+ai (i=1,...,n) en (2.19), resultando
(2.20) M ( ) = e flua-l (l-u)c_a—1 (1-u-u )_bl
L] al,lll’an S B(a’c_a) o al L I
-b c-a-ib.-1 -b
n & 1 a-1 i u 1
u =0
- —Q
o i T du

que segun el valor obtenido para C en (2.5) es igual a

c-a-rb.-1
1 : a-1 1
u -bl u _bn
- Uy e o)

De (2.21) se sigue que el momento factorial general de

...,xn) respecto al origen es

(2.23) BTy yeen,r ) = (<1) i __"i — 1 n
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Por tanto
rl rn
i al an
(2'24) M(Gl,---,an) = z p'(l"l,. ,rn) iy — - -
— | |
¥ ' a4 “n
(a) (b.) ...(b ) "1 “n
® o o = — ! !
T, 2o 0 (a C+Zbi+1)2ri r, r
— F(n)(a b e e @ b 'a-C+Zb +1.—a N e )
D ’ ll ’ n! i ’ 1! ’ n

(STEYN, 1951, pg. 25-26)

La expresién (2.23) se obtiene derivando (2.21) r. veces res-

1]
pecto a5 r'2 veces respecto PTIERY r'r1 veces respecto de an, de la
siguiente forma:
u _bi
s 1-u ai) u =0 =1 u
— — - (-bi) (1- Tu © ) (-1) Teu
aa .
i
r‘i u _bi
0~ (1= 377 ;) u =DyFs. K
— ri___..__. = {-b, }(-b,~1)...{~b - +1)(1~ To @) (-1) ~.
a0 .
i
u i u =0y =by u i
1) = )y (e ggey) e
rl u -bi
9 (1- /™ a.) r
1-u u 1
- = = {b.) { =—— )
r 1T 1-u
i i
90 .
il Q.=
i
r1 rn
21 *n
Por tanto el coeficiente de —...— ( }1'(1‘1,...,1‘ ) ) en
r1! r ! o
n

el desarrollo de M(al,...,an) es
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n g(a+gr.,c-a-gb.-sr.)
= 1 (b,) L S

i=1 i 3(a,c-a—zbi)
_ ; o r(a+zril r(?:g-zbi—zri) r(c-zbi) )
: . -
i=1 * i r(c-zbi) : r(a) r(c-a—zbi)

n r(a+z ri) r(c-a-zbi-zri)
= ¥ (b,) - —————— = gegun (1.3)

i=1 i r(a) r(c-a—zbi)
n 1
= 1 (b.) (a) = segun (2.7) =
i Tr.
i=1 i i (c-a=rb.-rr.)
i i‘yr.
i
T (a)zr (bl)r " (bn)r
1 n

(a—c+~z:bi+l)zri

Los momentos y cumulantes de ¢(x1,;..,xn) se siguen a partir
de los momentos factoriales por las conocidas relaciones entre momentos
factoriales, momentos y cumulantes. (HERMOSO J.A., tesina 1984) (LEONOV
& SHIRYAEV, 1959)

A partir de (2.23) vamos a obtener la expresién general de
los principales momentos y posteriormente los valores de dichos momen-
tos en el caso concreto del ejemplo (2.6).

i
(2.25)  E(X,) = y'(0,...,1,...,0) =

_ @)y (by)gee(by_y)g (b)) (b ,4)4 (bplg aby
| - n
(a—c+zbj+l)1 c-a- J b -1



(2.26)

(2.27)

( i j#i J ] i

| — — 2 |
" (O,...,f,...,O) = E(X,(X;-1)) = E(X]) - E(X,)

a(a+1)bi(bi+1)

(a—c+£bj+1) (a—c+zbj+2)

2 2
E(Xi) = E(Xi) - E(Xi) + E(Xi) =

(c-a-fb.-2) c-a-fb .-1 c-a-=ZIb .-1
J J J

(a+l)(b.+1) ab
= m_— + 1 )

c-a-Ib -2 c—-a-ib .-1
J J

ab.+b.+c=b .~1 ab
i i j

c-a-Ib .=-2 c-a-Ib -1

ab.+c- ) b,-1 ab, ab .
7

c-a-ib .-2 c-a-Ib -1 c-a-Ib -1
J J J

c- ) b.-1

ab . ab .

- — +

(c-a-gb .-2)(c-a-gb .-1) c-a-Ib .-2 c-a-Ib .-1
J J J J

ab .
i

c-a-ib.-1 ]
i

abi( c- ) b.-1 +
j#i

(c-a-zb.-2)(c-a-b.-1)
J J

a(a+1)bib_
=p'(ol"'!ll"-,1,--.,0)=‘——-—-— J

J k k

(a-c+Zb. +2) (a-c+Zb, +1)

63




64

a(a+1)bib. ab.ab.
(2.28) Cov(Xi,Xj) = L e e 5 =
(a-c+zbk+2)(a-c+2bk+1) (a—c+zbk+1)
ab.ab. | ab.b . ab.ab .
_ 1 J — rJ 1 ) _
. . _ 2
—cal _ - - -
(a-c+ bk+2)(a c+Ebk+1) (a c+zbk+2)(a c+2bk+1) (a c+zbk+l)
abiabj
abibj "~ a-c+Ib, +1
N . S
(a—c+Ebk+1)(a-c+Zbk+2)
| abj
abj ( bj_ a—éIZbk+1)
(a-c+2bk+l)(a-c+2bk+2)
b. E(X,) + E(X,) E(X,)
(2.28) == = i Cov (X, ,X,)
(c-a—zbk-2) J

( En los anteriores desarrollos f indica la suma variando el indice co-

rrespondiente desde 1 hasta n)

Para los valores a=-n, b1=-Np1, soes bn=-an, c=Np0-§-n+1 se

obtienen los valores de los cumulantes de primer y segundo orden del

ejemplo (2.6).

ani ani
(2.29) E(Xi) = = = np,
Npo-n+1+n+Eij—1 N
-Np .np.+np.np. N-n
(2.30) Cov(X, %) =t o — np, P
J Npo-n+1+n+ZNpk+2 N-1

ani(Npo—n+1+(N—NpO-Npi)i1+?pi)

(2.31) oz(xi) =

(Npo—n+1+n+(N—Np0J-2)(Npo-n+1+n+(N-Np0)—1)

ani(N-n—NPi+npi) N-n N-n

—_—
—

(N-1) N N-1 N-1
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2,2.2 MOMENTOS ASOCIADOS A LA FUNCION GENERADORA DE
PROBABILIDAD CoF1(A.B:C:K)

El cé@lculo de los principales momentos asociados a la distri-
bucidén de probabilidad generada por CzFl(a,b;c;X) no es factible segin

el procedimiento empleado anteriormente. El1 cambio de variable ti=l+ai
(i=1l,...,n) introducido en (2.20) equivale a introducir el cambio
I +Y =X en el caso de argumento matricial, de forma que obtenemos
m mxXm mxXm

una serie en polinomios zonales de Y que vendra determinada por el de-

sarrollo binomial generalizado (1.89).

Debido a que no se conoce ninguna expresidén general de los
polinomios zonales en funcidén de las raices caracteristicas del argu-
mento y de la particidn sobre la que se construye, es imposible hallar
los momentos factoriales mediante diferenciacidn de la funcidn genera-
dora de momentos factoriales obtenida al introducir el cambio I+Y=X
y teniendo presente el desarrollo binomial generalizado (1.89).

De forma que nos vemos obligados a utilizar una herramienta

(n)

" de Lauricella.

y un método distintos a los usados con las funciones F
Obtendremos los momentos a través de los cumulantes y estos ultimos

a partir de las ecuaciones diferenciales que satisface la funcidn ge-

neradora de cumulantes.

En el capitulo primero se expuso que la funcidén de argumento

matricial 2F1(a,b;c;Y) satisfacia el sistema de m ecuacidnes en deri-

vadas parciales dado en (1.93), por tanto la funcidén generadora de pro-
babilidad CzFl(a,b;c;Y) que se diferencia de la anterior funcidén en

un factor constante, también seri solucidén del sistema (1.93).

Realizando sobre 1las raices caracteristicas del argumento
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Q.
. 1 . . . L
el cambio y;=e (i=1,...,m) se sigue que la funcidén generatriz de

momentos
M = M(al, O ,am)

satisface el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales

5 o o
a, 9 M | oy me (l-e ~) aM
(2.32) (1-e }f—g +{c-1-%(m-1)-[a+b-%(m-1)]e ~+% y ———}— -
30, j=1 %i %5
1 .,. € =e aQ .
ai aj J#l 1
me (1l-e vY) 3M o
- 1/2 Z S ——— — & abM (i=1,---'m)
. a. o.
J=1 1 ]
.,. € =e an .
J#i 3

a, = 1n A
F oM  Ja oM 1 oM 1
ey
yl - yl ai yl al e
2
s F_ 8 oM 1., 3 M 1., 1
2 a. a a.
3yi Byl Bal & | Bai Bal = 1 . 1
2 M 24,2 3M *i.2 *i.2 3°M M
=—— (1/e 7)) - — (1/e 7) =(1l/e ) (s = —
2 0L . 2 90
a0 . 1 90 .
i i
Q.
i

en el sistema (1.93), multiplicar la ecuacién resultante por e ~ y agru

par posteriormente términos.

La funcidén generadora de cumulantes L que se define como el

logaritmo neperiano de la funcidén generadora de momentos M, L = 1ln M

satisface el sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

o . 2 Qo

(2.33)  (1-e V(25 + (aL/30,)%) + {c-1-%(m-1)-[a+b-K(m-1)]e * +

aQ .
1
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al a. a. a L a
m i i m i :
) e (l-e ™) } JIL, -y 7 e (1—e J) L, ce 1y
j=1 i 0y 30 R T T 1
j#i
(i=l, s cs,m)

Ecuaciones que se obtienen a partir de

cuenta las siguientes igualdades:

(2.32) teniendo en

L= 1n M
L _ 1 oM
da M 9d0
1 3
- dM/ 90
2%, W%y 12
Ba? M2 ami . 3“?
3 b ; 1
2 2 2
3 3 3
L2 = =2+ 3 (/3 )% = 2L 4 (31/30)°
305 30 M * 30 "
1 1L o L

y dividiendo (2.32) por M antes de sustituir las anteriores expresiones

equivalentes.

Como es conocido, los distintos cumulantes se obtienen a par-
tir de la funcidn generadora de cumulantes L derivando ésta y evaluando

la funcidn resultante en el punto cero. Asi el cumulante de orden kl

en la variable i., k., en la variable i_, ., K en la variable i
i ¢ 2 2 p P
K. seoaskk
1 p :
notado K, .. es 1lgual a
1 P
s v 2 L
(2.34) K. P o -
L sie el k K
1 P . 1 L
a. ° a.
i i =
1 p (al,-..'am) (O’ ’O)

> se le llama orden del cumulante.

donde a K=k1+...+k
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Segin (2.34), el sistema (2.33) asi como sus sucesivas deri-
vadas nos proporciona una herramienta con la que atacar el célculo de

los cumulantes y por tanto de cualquier momento.

1 1

k) y necesitaremos

Cumulantes de primer orden hay m ( kl,..., =

m ecuaciones independientes verificadas por dichos cumulantes para po-

der hallarlos. Estas ecuaciones nos las proporciona el sistema (2.33).

Cumulantes de segundo orden hay (m2+m)/2 (Ki,...,Ki,Ki’;,...
’
1,1 . . : . :
Km i m) y necesitaremos ese numero de ecuaciones independientes en los
Ty

cumulantes de orden menor a dos para poder hallarlos.

Derivando la ecuacién i-ésima de (2.33) respecto de 05905, 17

ceesa Y haciendo esto mismo con cada ecuacidén del sistema (2.33) se

obtienen m(m+l)/2 ecuaciones en las que aparecen las derivadas de L
que evaluadas en (0,...,0) dan lugar a los (m2+m)/2 distintos cumulan-
tes de segundo orden.

El nGmero de cumulantes de tercer orden aumentaria y también
el numero de ecuaciones necesarias para calcularlos. Estas ecuaciones
se obtendrian a partir de las halladas para los cumulantes de orden
dos, derivandolas convenientemente. Sinlembargo vamos a ver a continua-
cidén que debido a la forma en que se ha construido L, el calculo de

los cumulantes es mucho mas sencillo que el método que aqui hemos bos-

que jado.

SIMETRIA DE LOS CUMULANTES

Puesto que son simétricos los polinomios zonales C, (Y) en

K
las raices caracteristicas, yi, de la matriz Y también son simétricas
las funciones F, M y L, funciones generadoras de probabilidad, de mo-

mentos y de cumulantes respectivamente.

Aunque L sea simétrica no podemos asegurar que aL/aai lo sea
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, L, IL, :
ni que s-— = 7= . Por ejemplo f(x,y)=xy es simétrica pero E = Y,
i ; e
at : 8w s . :
-E; = X no son 1iguales ni simétricas. Sin embargo si evaluamos las an-

teriores derivadas de L en el punto (a ...Jlm)=¢1,...,a)=u en virtud

1!

de la simétria de L se tiene la siguiente igualdad

oL| 3L
0. - a .
ty Il
en particular si a=0
oL 3L
aal a=0 8aj a=0

que nos 1indica que el cumulante de primer orden para la variable

i-ésima coincide con el del mismo orden para la variable j-ésima y esto

para cualquier par de indices, es decir, Ki = KE, para todo 1 y j.

Razonando analogamente sobre los cumulantes de orden K

kl.. k BKL 3KL k K
(2.35) K. P R |- gl P
P Bai ...aaip 00 . ...00 P P
1 p| =0 J1 Jp | =0
donde k=(k1,...,kp) es cualquier particidén de K=k1+...+kp y {11,...,1p}

{jl,...,jp} son subconjuntos ordenados con sus elementos distintos del
conjunto {1,2; .««,M}
Segin lo anterior todos los cumulantes de orden uno son igua-

les, de modo que sera suficiente una ecuacidén cualquiera del sistema

1

(2.33) para calcular todos los cumulantes de primer orden Ki 1=1,:c5,M

que por otra parte coinciden con la E(Xi)=§i i=1,...,m. (HERMOSO J.A.,

tesina 1984).

Cumulantes de orden K segin (2.35) habra tantos como parti-

ciones distintas de K (supuestas las particiones ordenadas). Merece
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hacer aqui hincapié sobre el hecho de que el concepto de particién que
se define para la construccidén de los polinomios zonales vuelve a apa-
recer de forma natural en los cumulantes asociados a la distribucidn

construida.

Cumulantes de orden dos habrd tantos como particiones de 2
{(2), (1,1)}) por lo que necesitaremos sélo dos ecuaciones en dichos

cumulantes para hallarlos. Es conocido que los cumulantes de segundo

orden constituyen los elementos de la matriz de covarianzas, K]i"i;j =
. 2 2 2 2 ,
cov(Xi,Xj)=0ij, (HERMOSO J.A., tesina 1984), Ki=0 (Xi)zoizc (Las varian

zas las notaremos sin subindices por no haber confusién debido a la

simetria expresada por (2.35) ).

Haciendo

ai ai
fla,a,)= &= )

i’ 3 a, Q.

e -e .

ai aJ

e 1-e
g(a-!a )—_‘ ( e )

s J ai Q.

e -=e J

J
J#1

el anterior sistema (2.33) puede escribirse como

Q 2 Q
(2.36) (1-e 1)(2-—% + (BL/Bai)Z] + {c-1-Y%(m-1)-[a+b-%(m-1) ]e =
d
!
m o)
1 oL I
+/2f1(0")} 30 - /22 g(ai’aj) 0 =0 ab ,l—l,...,l’ﬂ
1 J=1 J
j#i
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donde

_ _oL
fi(a) y Gi(a) = lg(ai,aj) aaj

1

N Il o4 3

J
J

son funciones simétricas respecto de g EEFL N Por tanto

1°° 0 %ie17% 40
razonando al igual que sobre L si derivamos fi(a) 0 Gi(a) respecto de
alggna variable aJ. j#i y posteriormente evaluamos el resultado en
(al,..., am)z(a,..., a) se obtiene lo mismo que si se deriva respecto
de otra variable o k#i k#j y se evaluan las funciones resultantes en
(al""“lm)=&”""a)' En particular lo anterior es cierto en (qa,...,
a)=(0,...,0), punto donde nos interesa evaluar las distintas derivadas
de L.

En adelante tendremos siempre presente 1o anterior, ya que
evaluaremos las distintas ecuaciones en las derivadas de L en el punto
(D5 v 050 )

Asi a partir de la i-ésima ecuacién de (2.36) obtendrémos
s6lo dos ecuaciones en los cumulantes de orden no mayor que dos ( que
son las que necesitamos) una al derivar respecto de a; Y evaluar el

resultado en (0,...,0) y otra al derivar respecto de cualquier o, k#i

k
y evaluar posteriormente en (0,...,0).

Estas ecuaciones coinciden por la simétria de los cumulantes
(2.35) con las obtenidas a partir de la j—€ésima ecuacidén de (2.36)
cuando se deriva respecto de a,j evaluando en (0,.‘..,0) y respecto de
0y s k#} evaluando en el mismo punto.

El proceso anterior para el cdlculo de los cumulantes de

segundo orden puede resumirse en el siguiente esquema.

B/Bai (2)
ec. i-ésima (l)H\\Hk\\kk

' (1,1)

9/ 90

J
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donde las particiones que aparecen en los nodos del grafo son las co-
rrespondientes al cumulante que entre otros aparece en la ecuacidén ob-
tenida segin la operacidén que figura en el arco Yy que conduce a dicha
particidon. Escribiendo asi el proceso nos aseguramos que se hallan

las ecuaciones necesarias y que todos los cumulantes que se buscan fi-

guran en ellas.

Cumulantes distintos de orden tres hay tres, los asociados
a las particidnes (3), (2,1), (1,1,1) y las tres ecuaciones necesarias
para su calculo se pueden obtener a partir de las dos halladas para

obtener los cumulantes de segundo orden seglin el siguiente arbol.

T
3/9a. (2)
1
ec. i-ésima (1) a/aaj (2,1)
' \ /9a. 6 3/3a
3/30. (1:1)

: J .

‘ +9/30y 1,1,1)
cumulantes cumulantes cumulantes
de primer de segundo de tercer
orden orden orden

k#ifj.

Cumulantes de orden cuatro habréd cinco, los correspondientes
a las particiones (4), (3,1), (2,1,1), (2,2), (1,1,1,1). Las distintas
ecuaciones que verifican dichos cumulantes y que necesitamos hallar
para su calculo se obtienen a partir de las tres Gltimas halladas para
los cumulantes de orden tres, segin el siguiente esquema entre otras
muchas posibilidades debido a la simetria (2.35).

- - - L] . - ’
Los 1ndices 1i,j,k y h que aparecen son distintos entre si.
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2 /

ec. i-ésima (1)"ﬁﬂ#ﬂ#ﬂﬂ hh\ﬁhhﬁﬁhﬁ“(

CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD DEL SISTEMA (2,33)

Al final de este capitulo se recogen en un apéndice las prin-
cipales definiciones y propiedades de los conceptos que sobre continui-
dad y derivabilidad en funciones de varias variables aqui se usan.
(APOSTOL T., 1979, pg. 113-140, pg. 419-436).

En las paginas anteriores se ha expuesto esquemadticamente
el método para el calculo de los cumulantes. Este método se basa en
resolver una serie de ecuaciones en los cumulantes, las cuales se ob-
tienen a partir de (2.33) evaluando este sistema y sus distintas deri-

vadas en el punto (a .,am)=(0,...,0).

100
La técnica es elemental pero nos encontramos con el problema
de que (2.33) no esta definido en (0,...,0) y por lo tanto no es conti-
nuo ni derivable en dicho punto.
El sistema (2.33) o equivalentemente el sistema (2.36) no
esta definido en (0,...,0) porque las funciones fi(a) y gi(a) que apa-
i

recen en su expresién no estan definidas en a;=a, j#i, y en particular

en (0,...,0) que es el punto donde se centra nuestro interés.
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Si fi(a), gi(a) presentaran discontinuidades evitables, defi-

niendo en dichos puntos ambas funciones por continuidad extenderiamos

(2.33) a un sistema valido también en el punto (0y.¢.,0). Pero la dis-
continuidad que presentan en (0,...,0) no es evitable pues no existe

el limite cuando (q ..,am) tiende a (0,...,0) ya que los limites

s [k

reiterados no coinciden; por ejemplo, los siguientes limites reiterados

son distintos sobre fi(a) y sobre gi(a).

m ai(l ai)
lim ... lim 1lim ... lim 1lim | =—="2 7/ _

- Q. O.
ml-"0 By 1™ %419 OO 7 4_% e T—e Y
J#i
lim ... lim lim eee 11m 0 =0
a1+0 ai-1+0 ai+1+0 ’am+0
m i, %
lim lim ... lim 1lim lim § = acl_g ) _
a . +0 a_+0 a. .*0Oa. _+0 a +0 j=1 : | 3
1 1-1 1+1 m .. € -
j#i
| Q.
5 ai l-e n
lim ) e ~ = =(m-=1)
;%0 J= e 1.1
j#i
- ai aJ
lim ... lim lim oo lim  lim Z 2 a(lzg——l =
%70 %347093,,%0  epr0er0 g=1 i
J#i
m =
. o : : l-e J_
lim ... 1lim lim oo lim = = m-1
- - > F — .
al & ai~1 0 ai+1 0 am+o q %-1me J
j#i
m aJ ai
lim lim ... lim lim ... lim | (1;e g? = 1lim 0 = O
a +0 o_+0 a, *0a, +0 o *+0 j=1 1] a.+0
1 1 1-1 1+1 m i e -e 1

Sin embargo L es continuamente derivable en (0,...,0), por
tanto cualquier limite reiterado sobre L o derivada de L cuando (al,...

,@ ) tiende a (0,...,0) coincide con el valor de la funcién correspon-
m

diente en el punto (0,...,0).
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Por otra parte cada uno de los sumandos de fi(a) y gi(a) son

funciones de dos variables que en cada direccién ai=0 6 aj=0 dan lugar

a funciones de una variable continuas o con discontinuidad evitable

en cero.
= 0
Cll Gi C‘l/
(2.37) e (l-e )
a Q. (o oL -
1 J 1 1 o
e =€ = e l-e 1
aJ ( ) = —€ ; a.#0
Cl-i 1
e 1-1
=1 y O 740

A continuacidén vamos a hallar los principales cumulantes (me-
dias, varianzas y covarianzas) a través de ecuaciones en dichos valores
obtenidas de (2.33) o por derivacién de dicho sistema, tomando limites

reiterados en el punto (0,...,0).

ESPERANZA MATEMATICA

Como ya sabemos, por la simetria de los cumulantes (2.35),

todas las esperanzas matematicas de la distribucién en estudio coinciden

y bastard una ecuacidén, por ejemplo la ecuacidén i-ésima, del sistema

(2.33) para el célculo de todas las esperanzas.

Tomando limite cuando ai tiende a cero en la anterior ecua-

cidn obtenemos

(c-1-%(m-1)-[a+b-%(m-1)]) e - % )
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tomando en esta expresidén limite cuando aj tiende a cero para toda j#i

(independientemente del orden en que se tomen dichos limites reitera-

dos) se obtiene

(2.38) (c-1-a-b) Ki - %(m-1) Ki = ab
por tanto
1 = ab :
(2.39) _Ki = xi = m A IR

(n)

(Obsérvese el gran paralelismo entre (2.39) y (2.25) para FD

)

Al mismo resultado se llega si se toma primero limite cuando
aj tiende a cero para toda j#i (independientemente del orden en que

se tomen esos m-1 limites, pues en cada sumando de fi(a) y de gi(a)

no aparece nada mas que una de las m-1 variables anteriores)

¢4 32L| 2 ¢4
(1-e )["—E' +(3L/8ai) q )+ {c-1-)(m-1)-[a+b-%(m-1)]e ~}.
Bai o .=0 a .=0

J J

J#i J#i

5L %y 1-emi 5L %5
— + % ) (-e ) | = e ab

3l . . 0. 90 .

1 aj= J=1 le 1 J aJ=0
j#i
j#i J#i

y tomando posteriormente limite cuando @, tiende a cero resulta, por

la simetria de los cumulantes, la ecuacidén (2.38) de nuevo

(c-1-¥%(m~1)-a-b#¥(n=1)) Ki _:.;éxi b

de donde

— ab
X —

i ~ c-a-b-%(m+1) Lys sy

1
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Hemos distinguido estos dos limites reiterados distintos por
la especial forma que tienen los sumandos de f‘i(a) y gi(a), la cual
facilita los calculos, pero en realidad hay téntas formas de obtener
la ecuacién (2.38) como distintos limites reiterados se puedan tomar
sobre (2.33) en el punto (0,...,0).

Asi pues si ignorando la especial forma de gi(a) y fi&x) to-

mamos limites reiterados en el orden natural g o Se obtiene segun

1".

(2.37) la siguiente ecuacién.

(2.40) { c=1-%(m-1)-[ a+b-%(m-1)]} 5{3—]:- R
1h1=
i-1 m
v % 1 -0 28 _ % 7 ouriEH .
an . : a0
k=1 1 k=1+1 k
a =0 a =0

que en virtud de la aludida simetria (2.35) es equivalente a

(c-1-a-b) Ki - %(i-1) Ki - ¥%(m-1i) Ki —ab
"y B |
(c-1-a-b-%(i-1+m-i)) Ki = ab
1 — ab
Ki =% c—a-b-%(m+1) y A=l » T

obteniéndose el mismo resultado y al que también llegariamos tomando 1li-
mites reiterados en cualquier otro orden.

La anterior afirmacidon puede comprobarse facilmente pues 1lo
unico importante en el orden en que los limites se toman es qué limites
se realizan antes y qué otros después de tomar limite cuando a, tiende
a cero. Ese orden en los limites se manifiesta, teniendo en cuenta (2.37)
,en que aparece un 0 6 un -1 en los sumandos de fi(a) oun 1 6 un 0 en

los de g.(a) siendo siempre, como puede comprobarse en particular en
i
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en (2.40), el nimero de unos que se suman (m-1).

VARIANZAS Y COVARIANZAS

Segun adelantamos, hay sélo dos cumulantes de segundo orden
y necesitaremos dos ecuaciones en ellos para hallarlos. Como se apun-
td si derivamos (2.33) respecto de a, evaluando el resultado en cero
y respecto de aj evaluando en el mismo punto, el resultado son dos
ecuaciones en dichoé cumulantes. Sin embargo estas ecuaciones obteni-
das presentan indeterminaciones ya que fi(a) y gi(a) no son continuas
en (0,...,0) y por tanto no derivables.

Para evitar esto vamos a construir, tomando limites reitera-

dos y extendiendo por continuidad, dos ecuaciones en una variable ( ai

-

c)cxj segun la variable respecto de la que se vaya a derivar) que tres

derivarlas y evaluarlas en cero dan lugar a dos ecuaciones en

los cumulantes de segundo y primer orden.

Si en (2.33) tomamos limite cuando ai tiende a cero se ob-

tiene
"k
m
d — d
(c-1-a-b) — - % Z L= oul = ab
aQ o d0
1|ai=0 k=1 1-e k k ai=0
| k#i
tomando limite cuando ak tiende a cero, para todo k#i,j en cualquier
orden se tiene
m C'Lj
oL | - 3
(c—l—a—b)-—g-E - % ) b - % i=8 3 = ab
%, a. =0 k=1 aak o = % 90, o =
= . K- 1-e 9 J|%K7
k#£i, j
k#3 k#j K# ]

ecuacion continua salvo en aj=0 que tiene una discontinuidad evitable.

Extendiendo la anterior ecuacidén por continuidad y derivando

respecto de Gj se obtiene
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m 2
(c—a-b-l) ——'a%— - 1/2 z EJL_’I —~ 12 _3___2_ =0
i %G o kel % 200 2
%K™ k#i, i 1%k J| %=
k#3 K#3 k#j

evaluando en aj=0 y teniendo presente la simetria (2.35) de los cumu-

lantes.
: o2
(2.46) (c—a=b-Vm) ¢ -%o0" =0
Xy
Notaremos por ny a todas las covarianzas y por 02 a las va-
rianzas.

Para obtener a partir de (2.33), derivando respecto de 0y

otra ecuacién en los cumulantes de primer y segundo orden procederemos

de la siguiente forma.

Tomamos limite cuando aj tiende a cero para toda j#i en cual-

quier orden, resultando

0 oo 2| &
(1-e )( = + (8L/3a,)") o =0 t{c-1-%(m-1)-[a+b-%(m-1)]e = +
aa | J
J#i
m -eai(l-eai) oL *3
.|.“/2 X } — = abe

21 al Bal

J.. l-e Q.=

J#i J
J#i

Ecuacidén continua y derivable en @, en todo punto salvo en

ai=0 donde presenta una discontinuidad evitable. Extendiendo la ante—

rior ecuacidén por continuidad y derivando respecto de oy

2
L 2
3(£5+(3L/30,) )
% 9%L 2 0. 99y
- = (=5 + (3L/3a.)" )| + (l-e ") — ) -
3ai aj=0 aai aj=0
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a. Q.
~(a+b=-%(m-1)+%(m-1))e ESL +{c=-1-%(m-1)-[a+b-%(m-1) ] e e
ila .=0
J
j#i
o 2. | o
- %(m=1)e l} 3—% - = abe :

a°‘i|o=.,=o
J
j#i

Evaluando la anterior expresién en ai=0 se obtiene

(2.47) —02-§2-(a+b);+(c-1—Z(m-l)—a—b)o2 = ab
es decir R - _

5 ab+(a+b)x+x (x+a) (x+b)
(2.48) 0 = — =

c-a-b-%(m+1l)-1 c-a-b-%(m+1)-1
y a partir de (2.46):

ab+ (a+b ) x+x

(2.49) g = R —
Y 2 (c-a-b-%m) (c-a-b-%(msl)-1)

donde x es cualquier media y su valor estd dado por (2.39).

Las ecuaciones (2.46) y (2.47) se han obtenido derivando una
ecuacidén en una uUnica variable y evaluando posteriormente dicha ecua-
cidén cuando la variable es cero.

La obtencidn de dichas ecuaciones se ha hecho tomando limites
reiterados en un determinado orden ya que debido a la forma de f‘i(a)
y de gi(a) dicho orden facilita los calculos. Pero se podrian haber
tomado en cualquier otro orden como de hecho veremos a continuacién
con la ecuacién (2.46) en concreto.

Vamos a tomar limites reiterados en el orden Qpseeesl,yeee,
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®. 49@; .ye..,@ cuando dichas variables tienden a cero y j>1i, obte-
J=1" j+1 m

niendose
: i-1
{c-1-Y%(m-1)-a-b+%(m-1)} 52& + % ) (—1)532' -
1 Gk= k=1 1 ak=
K# ] K#
m aj
-% ] ) =2 -yi=l 3
- le' a. o .
k=i+1 kla, =0 J jla, =0
. k l-e k
K# ]

Definiendo por continuidad la anterior ecuacidén en aj=0 y

derivando respecto de a. se obtiene

J
2 2
3L . 3L
(c-1-a-b) aal 00 - £(i-1) aai Q. | -
J a=0 s a=0
m 2
- % X “Eaayaa - % 3_% b
kK=1+ k J oo o0 . o=
ki j ) e
(c-l-a-b)o_ - %(i-1) 0 - %(m-i-1) 0 - % 02 =0
Xy Xy Xy
o s
(c-a-b-1-%(m-i+i-1-1)) ny - 40 =0
1 , 2
(c-a-b-¥m) o - 40 =0
Xy

S1 j<i, tomando limites en el orden « oin g 0L

1,. j_l,aj_'_l,...’
ai,...,am cuando tiende cada variable a cero, resulta
i-1 m
(c-1-a-b) EEEL + % (-1) 325 -% ) EEL —
*ila =0 k=1 ila, =0  k=i+1°%k|a, =0
h : h h
h#J k£
h#j h#j
%3
l-e oL
- % = ab
a. Jo -0
l1-g 9 “h™
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Definiendo por continuidad la anterior expresién en a.=0,

J
derivando respecto de aj y evaluando en aj=0 se obtiene
(c-1-a-b) o - %(i-2+m-i) o =% 02 =0
Xy Xy
. v 2
(c-a=b-¥m) ¢ =% 0o =0
Xy

También obtendriamos la misma ecuacién tomando limites reite-
rados en cualquier orden y posteriormente derivando y evaluando en
cero, pues segun (2.37) el orden sélo influye en que aparezca un -1
en los sumandos de fi(a) o un 1 en los de gi(a) ( al igual que ocurria
en la esperanza mateméticé), siendo al final siempre (m-2) los sumandos

de fi(a) y gi(a) que no se anulan y que van multiplicados por cxy'

: : 2 2 : -
Obtenemos a continuacidén la expresién que tienen ny y 0

en funcidn solamente de los parametros a,b y c.

Zia - ca—a2-%a(m+1) __c-a-/4(m+l) R
- c-a-b-%4(m+l) =~ c-a-b-%(m+1)

—  c=b-%(m+1)

XD = c-a-b-%(m+1) b

b (c-a-%(m+1)) (c-b-V4(m+1))
(c-—a—b—’/;;(m+1))2

(x+a) (x+b) = a

(c-a-%(m+1l)) (c=-b-%(m+l)) =

= cz—cb-%c(m+l)-ac+ab+%a(m+l)—%c(m+1)+Zb(m+l)+%(m+l)2 -

= c2-—cb—ca+ab+‘/2(m+1)(a+b)—(m+1)c+%(m+l)2 =

= %(m+1) (a+b=2c+%(m+1) )+c(c-b-a)+ab =

= c(c-a=-b-¥(m+1))-%(m+1l) (c—a-b-%(m+1))+ab
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luego
b
ab(c-%(m+1)+ - a1
(2.50) o° - ng—b—4£m+1l__‘ -

(c-a-b-Y%(m+1)) (c—a—b~%(m;1)-1)

Obsérvese la gran analogia que guarda con la expresién de

las varianzas asociadas a una distribucién generada por una funcidn

F(n)

D de Lauricella. (2.27).

Sustituyendo (x+a) (x+b) en (2.49) se obtiene 1la expresiodn

de cualquier covarianza en funcién de los paréametros a,b y c.

1 _ ab -
(2 51) 0] — “_ji(i_é(mil)“F Q—a-b_-_1/3(m_-|:1))

2 (c-a-b-%(m+1)-1) (c—a-b-%(m+1)) (c—a—b-¥m)

2.2,5 COMPARACIONES ENTRE LOS MOMENTOS,

Como se expuso en el capitulo primero las funciones
2Fl(a,b;c;X) extienden a la funcidén de Gauss, por tanto las distribu-
ciones y momentos generados por funciones hipergeométricas de argumento
matricial extienden a las distribuciones y momentos generados por la
funcidén de Gauss.

Veamos que , efectivamente, las expresiones (2.39) y (2.50)
extienden a la media y varianza de una distribuacién generada por la
funcidén de Gauss. En particular lo comprobaremos sobre una de dichas
distribuciones que es como vimos la distribucién hipergeométrica univa-
riante cléasica. La esperanza y varianza para la anterior distribucién

son bien conocidas y estan dadas por

@) BX) =np 200 - ¥ g
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Para a=-n, b=-Np y c¢=Ng-n+l1l (parémetros de la funcidén de
Gauss que genera a la distribucién hipergeométrica univariante) y m=1

, a partir de (2.39) y (2.50) se obtiene (2.52).

ab Nnp

X = —mmm———— = - — —

Nnp

c-a-b-%(m+1) Ng-n+1+N+Np-1 N(p+q)

np

,  ab(c-Y%(m+1)+ab/ (c-a-b-%(m+1)))
(0] =

(c—a—bQZ(m+l)) (c-a-b-%(m+1)-1)

Nnp
_ Nnp(Ng-n+1-1+ Nq-n+l+n+Np—1]*

(Ng-n+1+n+Np-1) (Ng-n+l+n+Np-1-1)

Nnp

NHD[NQ-H'F_—N_) np(n(p-1)+Nq)
 N(N-1) Nl )

np (-nq+Nq) N-n
= — == ——npg
N-1 N-1

(n)

D extiende a la funcidén de Gauss

Como también es sabido F

n) .
é cuando n=1 se reducen a los asociados

y los momentos asociados a F
a la funcidn de Gauss, en particular (2.25) y (2.27) se reducen a (2.52)

cuando a=-n, b_.=-Np, c=Nqgq-n+l y n=1.

1
_ abl Nnp N
X1= — — - — np = np
c—a—bl—l Ng-n+l+n+Np-1 N(p+q)
ab
ab, (c-1+ ——=—)
5 1L c—a-bl—l Nnp (Ng-n+np) Ng-n(1l-p) N-n
o< = — = - = np = — npq
(c—a-b1—2) (c-a-bl—2) (N-1)N N-1 N-1
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2.2.4 PROBLEMAS QUE PRESENTA EL METODO DE CALCULO DE LOS
CUMULANTES.

El1 método hasta ahora empleado ha sido efectivo para el
calculo de los cumulantes de primer y segundo orden.

Este método no es factible para los cumulantes de tercer
orden u orden superior ya que mediante él no podemos obtener ecuaciones
resolubles en dichos cumulantes.

Como ya ha sido apuntado anteriormente el problema sobre 1la
derivabilidad de (2.33) estd en las funciones fi(a) y gi(a).

Para obtener las ecuaciones en los cumulantes de tercer orden
segun el grafico (2.36 bis), tendremos que derivar (2.33) respecto de

a.y %j (i#j) y por tanto tendremos que derivar fi(a) y gi(a) respecto

de ambas variables.

Si tomamos limite en.fi(a) cuando o, tiende a cero, para toda

k

variable o, distinta de las variables ai y aj, los sumandos de fi(a)
Q.

- L l - L] -
se reducen a la funcién -e (extensidén continua en ai=0) que es deri-

vable, salvo un sumando que dependeréd de las dos variables % aj

Q o

1
fla.,a ) =& 1=e )

Puesto que f(,ai, aj) no es una funcidén derivable conjuntamen-

te en (0,0), las derivadas parciales

__ﬁf of
. . Y a0

30,

no tienen por qué coincidir.

Vamos a calcular ambas y obtendremos por los dos caminos que
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(2.33) da lugar a ecuaciones con coeficientes infinitos y por tanto

irresolubles.

Derivando f( % aj) respecto de a i Y posteriormente respecto

de aj se obtiene

of 2 - Jdet Je 1
da . a, O,
1 (e 1_e 3)2

2ai+2a. ai+2a. 20, . +0 .
of 2e J J o

ao, do Q. Q.

funcidén que no es continua en (0,0) y por tanto los limites reiterados

no tienen por qué coincidir, y aunque uno de ellos sea infinito podria

ser que el otro no lo fuera. Sin embargo

GJ Cl.j

1im —of _ _ =€ lim — =€~ _ _o
o +0 %5 2%, 5.2 a +0 %500

i (1=g ¥) J (1-e V)

ai o

lim Ea 3%; = — o lim.__ e = e
@70 i T3 (1-e 1)2 a >0 a. B

J | (1-e ™)

De lo anterior se tiene que, tomemos los limites reiterados

en un orden u otro la derivada de (2.33) respecto de o,y aj, en dicho

orden, no nos proporciona una ecuacién con coeficientes finitos en los

cumulantes de orden menor o igual a tres.

Al no ser la funcién f(ai,aj) derivable en (0,0) puede ser

que la derivada respecto de o, y o

3 s, €N este orden, nos proporcione en

cero una ecuacidn con coeficientes finitos y de ahi que fuera posible
obtener los cumulantes de tercer orden.

S1 derivamos respecto de aj y ai se obtiene
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if  2e J e ¥ ted ¢
da . do . o o 3
] 1 (e 1_e J)
‘o d f -y :
que colncide con y=——a—-— , por tanto tomando limites reiterados en cual
1]

quier orden se obtendria una ecuacién en los cumulantes de orden menor
o igual a tres con coeficientes infinitos.

Se observa facilmente que al ir derivando f(ai,aj), y lo mis-
mo pasa con gi(a), el cero del denominador aumenta de orden sin que
aumente el del numerador, lo que da lugar a que cuando ai+0 1=1, . casll
se obtenga un limite infinito. Este problema no aparecia cuando se cal-
culaban los cumulantes de segundo orden porque previamente se tomaban
limites reiterados y la funcién de una variable resultante se extendia
a una funcidn derivable en cero que posteriormente se derivaba y eva-
luaba en cero.

Si aqui previamente a la diferenciacidén respecto de la segun-
da variable se toma limite cuando la variable respecto de la que prime-
ro se derivo tiende a cero se consigue disminuir el orden del cero del

denominador pero no es posible extenderla por continuidad en cero pues

la discontinuidad no es evitable sino un punto en el infinito.

a. o o
. 3f 2e J_e Y1 e Y-1 1
alig 3a_ ~ i o Y J_z Y ; aj¢0
i = (1-e Y) (e 9-1) e J_1
funcidén no derivable en aj=0
3 1
a o
e V-1 = J si a .#0
d0. - ) J
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y cuyo limite respecto de a. cuando o, tiende a cero es -

J J
Analogamente
ai
: df e
lim wg— =
a + . a-
3 0 J iva 1

es una funcidn no derivable en cero y tal que el limite de la derivada

respecto de o (ai#O) cuando o tiende a cero es infinito.

o o Q. o 20 .

i 1 1 i 1
3(e /l-e ) _ € (l1-e ) + e .
aai ai > ai+0
(1-e ) g

Para evitar este problema en el Gltimo capitulo extenderemos
(2.33) a puntos (al,...,am) con uno o varios pares de variables verifi-
cando ai=aj i#j, de forma andloga a como se extiende la siguiente ecua-

cidn en este sencillo ejemplo.

= X+2 ; para todo x real distinto de 2

(x2-4) = (x+2) (x-2) ; valida en toda la recta real

siendo los miembros de la Ultima ecuacidn derivables en x=2 donde la

primera ecuacidén no esta ni definida.

2.5, ANEXO: CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD EN FUNCIONES DE

VARIAS VARIABLES.,

Dada una funcidén f(x) tal que

lim f(x) =f(c+) lim f(x) = f(c-)
X+C+ X+C—

Si f(c+)=f(c-)#f(c), se dice que el punto c es una discontinuidad evita
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ble. Volviendo a definir f(x) en c¢ como f(c)=f(c+)=f(c-) obtenemos una

funcién continua.(APOSTOL T., 1979, pg.113).

La diferenciacidn parcial no es, en realidad, un nuevo con-

cepto. Podemos considerar a fo.,...,xn) como una funcién de una sola

1
variable cada vez, dejando las demas fijas. Es decir, si introducimos

una funcién g definida por g(xk)=f(c ,...,cn) entonces

A AL T VA Ve
).«

la derivada parcial D f(c) es precisamente la derivada ordinaria g'(c

k k

Esto se enuncia usualmente diciendo quehpara diferenciar f con respecto
a la k-ésima variable, se suponen constantes las otras variables.

Siempre que se generaliza un concepto de R a R procuramos
conservar las propiedades mé&s importantes del caso unidimensional, por
ejemplo, la existencia de derivada en ¢ implica la continuidad en c.
Por lo tanto, lo O6ptimo seria disponer de un concepto de derivada para
funciones de varias variables que implicara la continuidad. Para las
derivadas parciales no ocurre esto. Una funcidén de n variables puede
poseer derivadas parciales en un punto con respecto de cada una de las
variables y no ser continua en dicho punto.

La existencia de las derivadas parciales con respecto de cada
variable separadamente implica la continuidad con respecto de cada va-
riable separadamente; pero ello no implica necesariamente la continui-
dad respecto de todas las variables simultaneamente. La dificultad que
presentan las derivadas parciales proviene de su misma definicidn: en
ella estamos obligados a considerar s6lo una variable cada vez. Las
derivadas parciales nos proporcionan una medida de la variacidén de una
funcidén en la direccidén de cada uno de los ejes.(APOSTOL {20 1979,
pg. 139-140).

Las derivadas parciales constituyen una extensién en cierto

modo poco satisfactoria del concepto de derivada unidimensional. Ello
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nos lleva a una generalizacidén mas conveniente que implica la conti-
nuidad y, al mismo tiempo, extiende los ﬁrincipales teoremas de la teo-
ria de la derivada unidimensional al caso de las funciones de varias
variables. Este concepto se llama la derivada total. (APOSTOL T., 1979

pg. 419).

Derivada total. Propiedades
Sea f: S+R" una funcidén definida en un conjunto S de R".
Sea ¢ un punto interior de S y sea B(c;r)uha n-bola contenida eh S.
Sea v un punto de R con | |v||<r, entonces c+veB(c;r).
La funcién f es diferenciable en c¢ si existe una funcién

lineal TC: R'SR" tal que

f(c+v) = f(c) + Tc(v) + | |v]] Ec(v)

donde Ec(v) tiende a cero cuando v tiende a cero.

La funcidén lineal Tc se llama la derivada total de f en c.

Si la derivada total existe, es uUnica.

Si f es diferenciable (tiene derivada total) en ¢, entonces
f es continua en c. (APOSTOL T., 1979, pg. 420-421).
Condiciodn suficiente de diferenciabilidad

L yenes T

Supongamos que una de las derivadas parciales Dl -

existe en ¢ y que las restantes n-1 derivadas parciales existen en una
cierta n-bola B(c) y son continuas en c. Entonces f es diferenciable
en c.(APOSTOL T., 1979, pg. 432).

Derivadas parciales cruzadas

f,ee.,D f de una funcidén de R" en

Las derivadas parciales D1 -

m : n m :
R son, a su vez, funciones de R en R y pueden poseer derivadas par-

ciales. Estas se llaman derivadas parciales de segundo orden.
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Dr‘kf =Dr(Dkf) = =

S1 las dos derivadas parciales Drf y Dkf existen en una

n-bola B(c, §) y ambas son diferenciables en c, entonces Drkf(c) =

Dkrf(c)'

Si las dos derivadas parciales Drf y Dkf existen en una

n-bola B(c), e igualmente existen las derivadas D f y Dkkf en ¢ y las

3 &

f(c)=D, f(c).

D fybD s

i f que son continuas en ¢, entonces D

kr rk

Si Drf’ D.f y D f son continuas en una n-bola B(c), entonces

k kr

Drkf(c) existe y es igual a D rf(c). (APOSTOL T., 1979, pg. 434-436).

k



CAPITULO 3

REGRESTON

5.0.0 INTRODUCCION,

En los capitulos anteriores se han extendido las propieda-
des ma@s importantes relacionadas con la funcidén hipergeométrica cléasica
de Gauss y distribuciones generadas por ésta a las funciones hipergeo-
métricas de Lauricella y de argumento matricial, asi como a las distri-
buciones por ellas generadas.

En este capitulo como es obvio no se puede hacer referencia
a la regresidn de distribuciones generadas por funciones hipergeométri-
cas de Gauss por su caracter univariante. Estudiamos en primer lugar

como se obtiene y qué regresidon tienen las distribuciones de probabili-

(n)

D La técnica antes emple-

dad generadas por funciones de Lauricella F
ada no puede ser usada para encontrar las ecuaciones de regresiodon de
las distribuciones de probabilidad generadas por funciones hipergeomé-
tricas de argumento matricial, ya que como es sabido no se conoce una
expresidn general para los polinomios zonales. Para hallar las ecuacio-
nes de regresidn usaremos una condicidn necesaria y suficiente para
la regresidén racional basada en operadores diferenciales. (STEYN, 1956)

Con la ayuda del anterior teorema se encuentran algunas
distribuciones que tienen regresidén lineal, (entre ellas las generadas

(n)

por funciones hipergeométricas FD de Lauricella) y se demuestra que
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las distribuciones de probabilidad generadas por funciones hipergeomé-
tricas de argumento matricial tienen ecuaciones de regresidén lineales.

Sin embargo no todas las distribuciones generadas por fun-
ciones hipergeométricas tienen regresion lineal, como se prueba en el
apartado A

Basandonos en expresiones obtenidas en el calculo de las
ecuaciones de regresion hallamos la matriz inversa de la matriz de co-
varianzas asociada a las distribuciones generadas por funciones hiper-
geométricas de argumento matricial. Es importante conocer esta matriz,
pues como se demostrard en el capitulo cuartq bajo ciertas condiciones
estas distribuciones tienden a la distribucidén normal multivariante.

Por Ultimo en un esquema se resumen los principales resul-
tados obtenidos para las distribuciones de probabilidad generadas por
funciones hipergeométricas de argumento matricial, junto con sus ana-

de Lauri-

logos para las distribuciones generadas por funciones F](Jn)

cella.
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3.1.0 REGRESION EN LAS DISTRIBUCIONES GENERADAS POR
FUNCIONES DE LAURICELLA PO

En las paginas siguientes se probaréd que todas las distri-
buciones de probabilidad generadas por las series hipergeométricas mul-

de Lauricella tienen ecuaciones de regresiodn

tivariantes del tipo Fén)

lineal.

Sea C.F , donde C es la constante calculada en (2.5) y F
la funcidén hipergeométrica de Lauricella dada en (1.49), la funcién

generadora de la distribucién de probabilidad ¢(x ..,xn). Se sigue

1’°

de la representacién integral (1.54), derivando respecto t e

oreeer T

x2,...,x veces respectivamente y valorando en t

: 2=...=tn=0, que la fun-

cidn generadora de probabilidad para la variable Xi, para valores cons-

,X , esta dada por

tantes de ‘las demas variables Xy oo -

-b X +| ™ -+X
C l a-1 c-a-1 1 2 n
(3.1) — [ u "(1l-u) (l-utl) (b2)x ...(bn)x u du

B(arc-a) S 2 In

dividida por una constante apropiada que sera determinada mas adelante.

La funcidén generadora de momentos factoriales de X, para

1

valores constantes x X del resto de las variables, se obtiene

oy e X
sustituyendo t1=1+a1 en (3.1) y es:
£ (b2)x "'(bn)x a+X +.0.+X -1
2 n ,! 2 n
Mfal) = — [ u
K g(a,c-a) 0
-b
.(1_u)c—a—l (1-u—ua1) . du =
y  a+X_ +e..+X c-a-b, -2
bl fn u : " (1-u) : du
=1+ ,  a+Xx FouetX —1 c-a-b_-1 1"

[ u ° 5 1en) L au
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Donde los dos primeros términos del desarrollo en serie

de M&zl) se obtienen despues de haber fijado K de forma que el primer
término sea la unidad.

2 X, n'x_ jl ua+x2+...+xn—1 c-a-bl-l

(1-u) du
K B(a,c-a) 0

y de derivar respecto de a, y hacer posteriormente o =0

1 1
q ¢ (bé)xz"'(bn)x ] A+X.t.e..+X -1 -b
n 2 n c-a-1 1
= {(—————— [ u (1-u) (1-u-ua1) du} =
1 K B(a,c-—a) :
. (b2)x2"'(bn)xn 1 a+x2+...+xn-1 Genel -bl—l
(-bl)f u (1-u) (-u)(l-u-ual) du =
K B(alc-a) °
(evaluando en 31=0)
1 QX +...+X c-a-b_ -2
b, fow M) b
_-1 A+X .o tX -1 c-a-b_-1
[ u < = (1-u) - du
0

Asi la esperanza de X, para valores constantes Xy eoesX

1 n

de las restantes variables es

3 B(a+x2+...+xn+1,c-a-bl—l)
(3.2) ElX. /X sees,% ] = %. = B = — -
L= . . . B(a+X . .+...+X ,c—-a-b_)
e m' T 1
~a-b_ - r .
. P(a+x2f_ +XQT1) EEC a-b_-1) (c+x2+ ﬁ+xn E}) )
= b, _
s - I .o ['(c—-g-
P(c+x2+ X bl) (a+x2+ +xn) (c-a bl)
a+x2+...+}§n
=b, -
c-a—bl-l

Por lo tanto la ecuacidén de regresidn de Xl sobre X2,...,Xn

esta dada por

(c—a—bl-l) X, = ab1+b1x2+...+b1xn
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. A -
y la regresion de Xi sobre )(1 R S Xi-l ,Xi+1 Trelels ,Xn vendra expresada
como
(3.3) (c-a-b.-1) X, = ab,+b X +...+b.X, _+b.X. _+...+b.X

i 1 1 11 1 1-1 1 i+l 1n

Segin se vid en el capitulo segundo la distribucién hiper-

geométrica multivariante (2.6) estd generada, salvo constante, por una

(n)

funcion hipergeométrica de Lauricella FD

y por lo tanto las ecuacio-
nes de regresidén de una de las variables Xi sobre todas las demas es

lineal y segin (3.3) sera:

(Npo-n+1+n-(—Npi)—l)xi=(—n)(—Npi)-Npixl-...—Npixi_l-Npixi+l—...-Npixk
(Np0+Npi) X, = ani—Npixl-...—Npixi_l-Npixi+l—...-Npixk
~ Py Py Py
i T 4D, DD, 17T D 4p. Tk

(en los puntos suspensivos de la anterior expresién falta el sumando co
rrespondiente a xi), restando en ambos miembros

np, = n—npo-...-npi_l—npi+1-...-npk

se obtiene

-p.
= i
(3.4) X,-np, = . (—n+x1+...+xi_1+xi+1+...+xk+
O |
Py
- bo+P; [(xl—np1)+...+(xi_1-npi_l)+(xi+1-npi+l)+...+(xk—npk)]

Estando la anterior ecuacidén de regresidn expresada segin
la usual forma para la regresidon lineal en funcidén de las matrices de

medias y de covarlianzas, que como sabemos es
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270 (x(1)-p(1))

(3.5) E[X(2)/X(1)=x(1)] = u(2)+1,, £ ;

donde la variable X, su matriz de medias y y su matriz de covarianzas

I estan formadas por las cajas

X=(X(1) o X(2) ), )y w=(u(1) (@) ) S
152§ 12

L. q (pxp), Zos (gxq), Iy 5 (pxq), Zoq (gxp) .

Las ecuaciones de regresién en la forma (3.5) para una dis-

(n)

p S€ obtienen como sigue:

tribucidén general generada por una funcién F

A partir de la ecuacidén de regresién (3.3)

b.a+b. 2. x.
i i

Q@ = — 1.]?41 o

1

c-a-b.-1
i

restando la esperanza de :-c:.}L en ambos miembros

. il 80, = By jii *;5 8,
X, = - == | ., e e
> c—a-g b.-1 c-a-b.-1 céa-? b,-l
1 J 1 1 J
n
- -ab, .5 b +(c-a-t b.-1)b, .ii X
(3.5 bis) (R,-x,) = 1Lt SR I _JH;_J__J -
(c-a-b.-1) (c-a-y b -1)
1
b -2 ab,.
_ 1 (_J_?él—;l_ + I x )=

c—-a-b.-1 , J

Lamentablemente no puede ser usada esta técnica para encon-
trar las ecuaciones de regresidén de las distribuciones generadas por

funciones hipergeométricas de argumento matricial, ya que como hemos
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repetido varias veces no se conoce ninguna expresién general para los
polinomios zonales, y por tanto no se puede conocer el valor de la de-
rivada sobre ellos. La técnica que utilizaremos para el calculo de las
ecuaciones de regresion de estas distribuciones se basa en las ecua-
ciones diferenciales que satisfacen las funciones hipergeométricas

de argumento matricial, como se recoge en el siguiente apartado.

3,21 REGRESION RACIONAL.

Steyn en su articulo de 1956, da una condicidn necesaria

y suficiente para que las ecuaciones de regresidon sean funciones ra-

cionales.
Sea F(xl,...,xk) la funcidén de distribucidn y
k
(3.6) Mla s eeesay) = [[oee] eXp(gaixi) dF
Sk

la funcidon generadora de momentos definida en el sentido de Stieltjes,

de la distribucién de probabilidad f(xl,...,xk) que puede ser continua

0 discreta y definida en el espacio k-dimensional S Entonces una con-

K

dicidén necesaria y suficiente para que la ecuacidén de regresidén X. de

1
Xl sobre X2,...,Xk sea racional, es decir
Qi Ky 500Xy )
(3.7) X, = - 5
: REX. ., s asyX. )
2’ 'k

donde Q y R son polinomios, esta dada por
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Supuesto que M estd definida en una regidén que incluye
@ =eee=a k=0 y que condiciones para la diferenciacién bajo el signo
integral se cumplen. (Véase APOSTOL T., 1979, pg. 203)

Es decir, si y solo si existen dos operadores diferenciales

R y Q que satisfacen (3.8) la regresién es racional. En los operadores

R(-~-——a ,...,—-——a ) y Q(———a ,...,——-—a ) que operan sobre M debe entenderse que
aQ 9 aQ aQ
2 k 2 k
" r
[-53—) = lﬁ y que | ] 0 significa que después de que todas las
i % . | 1
i

derivadas sobre M sean hechas, se realiza la sustitucidn a1=0~
Claramente (3.8) es una identidad en Qs oo ry, -

Una condicidén similar es valida para la regresién de X.

sobre las demas variables.

5.2.2 ALGUNAS DISTRIBUCIONES DISCRETAS CON REGRESION
LINEAL,

En este parrafo se consideran algunos ejemplos de distri-
buciones discretas que tienen ecuaciones de regresidén lineal, para

l1lustrar el teorema anterior.

(a) La distribucidén de Bermuilli multivariante ( o multino-

mial) tiene por funcidén generadora de momentos

o' X %1% %™ n! X, % (n=x.)
M=E(e )=} ) e ce o€ P, P Py =
| i (e |
X, X, X, .xk.(n xi).
k o .
_ Jy\n
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k
donde p,=1- )

J

P
1 k

Ya que

Kk o o

_ 1,n-1 J
Y M = n(p0+Z p.e ) p.e

] 1 J

0

claramente se sigue después de sustituir ai=0 que

d 3
(p0+pi)[3a. M]a.=0 ¥ pi .z.[aa. M]G.=0 -npi[MJa =0
1 1 h = R i i
pues
k aj e k Q. k aj ho1
(Do+pi)npi(po+Pi+ ) Dje ) +np ) pje J(p0+pi+ ) pje ) =
J#iL j#i j#i
K . k a.
| -1
= npi(p0+pi+ ) p.e J)n {(po+p.)+ Z e Jp,} =
i£i 9 L 53 J
J J#l

k aj n

= npi(po+pi+j£ipje )" = npi[M]ai=0

De modo que la ecuacidén de regresidén de Xi fijadas las

otras variables estad dada por

Py
PytP, J#d
b XR.-np. = (x.-np.)
1 1 p0+pi j#i J J

(b) La distribucidén de probabilidad multivariante de Pascal

(o multinomial negativa) tiene por funcién generadora de momentos

m+1 K ai -(m+1)
M =py " (1-] p.e 7)
1
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De la que se sigue como antes que

(1-Pi)[§§; Mlai=0 -p. ) [_af M =(m+1?pi[M]a;=

0

y por tanto
P3
(3:10) R, = {(m+l)+ ) x.}
i .73
1-p. j#i
i
— Py —
é ii—xi = ) (x,-x.)
1-p, j#i Y
2
— pj
donde x.=(m+1l) —= v J=EL, 00, K
J PO

(c) E1 sistema de distribuciones de probabilidad multiva-

(n)
D

riantes generadas por 1la funcidén hipergeométrica de Lauricella F
(STEYN, 1955), tiene regresién lineal segin se demostrd en el apartado
3.1.0 de este capitulo. Volvemos a demostrar dicha propiedad con 1la

ayuda del teorema enunciado en el apartado 3.2.1.

(n) o .. . . .
C.F verifica también las ecuaciones diferenciales

D
(1.54 bis) satisfechas por Fr()n), por lo que la funcidn generadora de
Q.
momentos obtenida sustituyendo t.=e s i=l,...,n en la funcidén genera-

1

dora de probabilidad, satisface las ecuaciones

a. n 2 o a. n Q.
1 9 M 1 oM 1 9 1
(1-e 7) ) oa +{c-1-(a+b, e oy P ‘Z‘ ~, - Mab.e
J= i ] i JEL ]
1=1, , N
Haciendo en la anterior ecuaciodn ai=0 se obtiene
{c-1-(a+b, )} [—E— M] = ab, [M] +b, ) [—i— M]
i a0 . a.=0 1 =0 | 0 a.=0
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lo que prueba en virtud del apartado 3.2.1 que la ecuacién de regresién

de Xi sobre las demas variables, estad dada por

bi
ii = —————— (gt | X.)
c-a-b.-1  j#i J

ecuacidon obtenida anteriormente en (3.3),

Sera mediante este método con el que demostraremos que la
regresion, para las distribuciones generadas por funciones hipergeomé-
tricas de argumento matricial, es lineal.

Segun lo que acabamos de adelantar sobre las funciones

hipergeométricas de argumento matricial y la regresién (3.3) obtenida

(n)

para distribuciones generadas por funciones FD

, podria pensarse que
toda distribucidén generada por funciones hipergeométricas tiene regre-

sion lineal. Esto no es cierto, en el siguiente apartado veremos que

la Unica que

(n)
D"

de las cuatro funciones de Lauricella, F F F,.y F

A’ "B’ C D’

genera distribuciones con regresidén lineal es la estudiada F

5.2.3 DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE TIPO HIPERGEOMETRICO
CON REGRESION NO LINEAL.

Consideraremos funciones hipergeométricas bivariantes por
la sencillez de los cdalculos. Es bien conocido (BAILEY, 1935) que hay
cuatro funciones hipergeométricas en dos variables. Estas funciones
son las llamadas funciones hipergeométricas de Appell cuya extensidn

F

a n varliables constituyen las conocidas funciones FA’ B’ FC y FD de

Lauricella.

Las cuatro funciones de Apell se definen respectivamente

como (1.40), (1.41), (1.42) y (1.43) segin vimos. La funcién F(n) es

D
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la que se corresponde con la F., de Appell, las otras tres F2, F:3 y F4

1

(n) F(n) F(n)

dan lugar a las funciones FA » Fp 7 ¥ Fo

respectivamente.

La funciodn F1 como hemos visto genera distribuciones con
regresion lineal.

Las series F2, F:3 y F“_‘1 y sus regiones de convergencia han
sido estudiadas por varios autores. Para las dos variables de las que
dependen igual a uno, estas series no convergen en general, pero aqui
se supondra que estas series son finitas o que los pardmetros son tales
que convergen cuando las variables valen uno.

Si CZ'FZ' donde C;LFZ(a,b,b';c,c';l,l), es una funcidén ge-
neradora de probabilidad de una distribucién de probabilidad discreta

, entonces ya que F_, satisface la ecuacidén, (STEYN, 1956),

2
32F2 32F2 3F2 8F2
t(1-t) g = tu ———— +{c-(a+b+l)t}— - bu — - abF2 =0
ot ot 9du ot Ju
se sigue sustituyendo t=ea - u=eB , que la funcidén generadora de momen-
tos M2 satisface la ecuacidn
2 2
d M 9 M oM oM
o
(l—ea) 2 - ea éa 32 +{c—(a+b+1)ea} = —bea-——g - e abM2 =0
| 90, 90 9B
de forma que
3M2 32M2 3M2
(c-a-b-1)[ —= ] -] ] = b[ — ] + ab[M, ]
90 o=0 oa dB a=0 JB =0 =0

La ecuacidén de regresidén de x sobre y estid asi dada por

(3.14) R = I (a+y)

c-a-b-1-y
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bI
(3.14 bis) ¥ = (a+x)
c'-a-b'-1-Xx
Consideremos ahora C3.F3, donde C;1=F3(a,a';b,b';c;1,l),

como una funcidén generadora de probabilidad. De la ecuacidén diferencial

que satisface (STEYN, 1956)

32F3 , 32F3 3F3
t(1-t) 5 * U +{c-(a+b+1)t} — = abF

ot at Ju ot

3

se sigue que la funcidn generadora de momentos M3

abF

‘satisface la ecuacidn

82M3 32M3 3M3
(1-e” 5 + - +{(c-1)-(a+b)ea} —= = &% abM
o0, da 9B .
tal que 5
3M3 d M3
(c-a-b-1)[ — ] | ] = ab[M,]
a v=0 da 3B 0=0 3 0=0
y las ecuaciones de regresidén son
ab a'b’
(3.15) R = — ¥ =
c-a-b-1+y c-a'=-b'-1+x
También partiendo de la ecuacidn diferencial
32F4 32F4 232F4  , *a
t(1l-t)— -2tu u— +{c-(a+b+1l)t}— =(a+b+l)u —
ot 9t Ju u ot ou
se tiene que si C,.F_ , donde C_1=F(a;b;c,c';1,1), es una funcidén ge-

4 4 4

neradora de probabilidad, entonces la funcidén generadora de momentos

satisface la ecuaciodn
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Q a2M4 o a2M4 o 32M4 Q 3M4 o 3M4
(1-e7) -2e —e +{c-1-(a+b)e }— —-(a+b)e’ —— = abM e"
2 aa 9B 2 B 4
da aB
de forma que
2
3M4 3 M4
lemab-Dl 5 1 -2l 53] =
a=0 a=0
3M4 32M4
= ab[M4] + (a+b)| ITH ] + 5 ]
a=0 a=0 38 a=0

dando origen a las ecuaciones de regresién

2

ab+(a+b)y+y”~  (a+y) (b+y)

c-a-b-1-2y  c-a-b-1-2y

(3.16) =

~ _ (a+x) (b+x)
~ c¢'-a-b-1-2x

5.5.1 REGRESION EN LAS DISTRIBUCIONES GENERADAS POR
FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS DE ARGUMENTO MATRICIAL.

Usando el apartado 3.2.1 de este capitulo vamos a demostrar

que toda distribucién de probabilidad generada por C.2F1(a,b;c;Y),

donde C esta dada por (2.15) y 2F1(a,b;c;Y), por (1.73), tiene ecuacio-

nes de regresidon lineales.

2F1(a,b;c;Y) es solucidén de cada una de las m ecuaciones

en derivadas parciales de (1.93). Es claro que también C.2F1(a,b;c;Y)

sera solucién de las mismas. De lo anterior, la funcidén generadora de

g
: : 1 . . -
momentos, obtenida sustituyendo e =Y. i=l,...,n, en la funcidn genera-

dora de probabilidad, satisface las ecuaciones (2.32).
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A partir de (2.32), para ai=0 obtenemos

m
(3.17) [ (c-a-b-1) A =[ %X ) LAY ]
a0 . : 90 .
1 a,=0 J=1 J a.=0

i i4i
ecuacidén en aj j#i, valida para ajaéo j#i y también se llega a (3.17)
cuando alguin aj j#i es nulo si se extiende por continuidad el resul-
tado obtenido al evaluar (2.32) para ai=0.

De (3.17) se tiene que la ecuacién de regresién de X. fi-

i
jadas las demas variables es o
ab+) ) X
j=1 °
(3.18) R, = _JEi
c-a-b-1

que por tanto es lineal. (HERMOSO J.A., 1985).
Debe resaltarse aqui la gran analogia que guarda con la
ecuacidén de regresidén (3.3) para distribuciones de probabilidad genera-

de Lauricella, que obtiene

das por funciones hipergeométricas F](Jn)

Steyn (1956). o
ab_ +b. %
1j=1 j
j#i

P>
|

c-a-b.-1
i

Como es conocido, cuando la regresidén es lineal sus ecua-
ciones pueden escribirse en funcidén del vector de medias y de la matriz
de covarianzas segun (3.5).

En el caso que nos ocupa se conoce, por los calculos ante-
riormente realizados, que la regresidon es lineal y ademas en el capi-
tulo segundo calculamos en (2.39), (2.48) y (2.49) los momentos de pri-
mer y segundo orden. Asi que es posible llegar de nuevo a (3.18) a

partir de (3.5).
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Para facilitar los calculos, sobre todo de z'l tomamos

11’
m=2. Segin (2.48) y (2.49)

cxy 1
(3.19) - =
o

2 ( C-,-a—b-%.gm )
que para m=2 es

-1 0xy_ :

251 11 =

02 2(c-a-b-1)

De (2.39), para m=2 se tiene

u(1) = u(2) = x, = —2
c-a-b-(3/2)

Sustituyendo todo lo anterior en (3.5) se obtiene la ecua-

cién (3.18).

ab 1 ab
(3-20) il = ———— [x2 — ]
c-a-b-(3/2) 2(c-a-b-1) c-a-b-(3/2)
{2ab(c-a-b-1)} - ab 2ab(c-a-b-(3/2)) ab

2(c-a-b-1) (c-a-b-(3/2)) i 2(c—a-b-1)(c—é—b-(3/2)) i c-a-b-1

por tanto

ab+% x

)
I
i

c-a-b-1

que es (3.18) para m=2.
Reciprocamente (3.18) puede escribirse en la forma (3.5)
o (3.20) si m=2.

Restando a los dos miembros de (3.18) Ei se tiene
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1
ab ab % L xj

(3.21) (x,-X,) = _.-_ RN |2 S
c-a-b-1 c-a-b-%(m+1) c-a-b-1

(-%(m+1)+1)ab

I
l
+
‘m
-
.

-—.1 o—
%(m=1)ab ) j24

(c-a-b-1) (c-a-b-%(m+1l)) c-a-b-1

1 m -
= —— (x.-x.)
2(c-a-b-1) j£1 J J
j#i

teniendo presente que Ejzii i#j, segin se vio en al capitulo segundo,

por la simetria de los cumulantes.

5.5.2 CALCULO DE LA INVERSA DE LA MATRIZ DE COVARIANZAS.

En muchas distribuciones es esencial conocer tanto su matriz
de covarianzas como su inversa, por ejemplo en la normal multivariante.
En este apartado se calcula la inversa de la matriz de co-
varianzas de la distribucidén generada por una funcidn hipergeométrica
de argumento matricial, que como se verda en el capitulo cuarto tiende

bajo ciertas condiciones a la distribucidén normal multivariante.

Consideremos y dividida en las sigulentes cajas

mxXm
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(m=1)x(m=1), & (m=1)x1, %

12 1x(m=-1), .. 1x1.

de dimensiones } 55

1 21

A partir de (3.5) y (3.21) se desprende que 221'211 es el
vector cuyas m-1 coordenadas son todas iguales a
d
(3.22)
2(c-a-b-1)
Por la simetria de los cumulantes g es cualquier caja sobre la dia-

11

gonal principal de ¢ de dimensién (m-1)x(m-1), en particular la caja
formada por las m-1 primeras filas y columnas. Por la simetria antes

aludida sabemos que todos los elementos de la diagonal de ¢ son iguales

( v los notaremos 02) y también son iguales entre si los elementos que

estan fuera de la diagonal ( que notaremos ¢ ). Si 02=0' , la matriz

Xy Yy

- . - : 2
¥} no seria invertible; asi pues a partir de ahora se supone o #oxy.

La inversa de f escrita por cajas tendra la forma

siendo las dimensiones de las cajas las mismas que para las cajas de

la matriz .

Debido a la forma de £, £ =~ también tendra iguales todos

los elementos de su diagonal ( que notaremos 52) y los de fuera de la

diagonal ( que notaremos ;xy)'

Segun las expresiones que permiten calcular la inversa de

una matriz escrita por cajas

- -1 =
211 = E11.0 211.2 = %11 T %10°855°25
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— -1 -1
Loo Sloo 1 Igon g TIon m B840,
= -1 -1 -1 -1
212 = 211" 8102001 T 7211 0" 010005
- -1 -1 -1 -1
T . = —p ey o3 = 57T ey egC
21 >y 22.1 %21 %11
_ -1 1 2 - -1
g = (255 = 251°811°815) " = (07 - (m-1)o, ——— ) " =

xY 2(c-a-b-1)

2(c-a-b-1)
] 2(c—a—b-1)o2 - (m—l)c
Xy
Puesto que todos los elementos de la diagonal de 2_1 son
iguales
2(c-a-b-1)
—2
(3.23) o = 3
2(c-a-b-1)0 -(m-1)o
Xy
Por otro lado ny es cualquier elemento de 212 o de 221.
L, = I i*%, Is . =
12 11 12 22.1
—
I
2(c-a-b-1)
-2
- o)
2(c-a=b-1)
(m=1)x1
- -1
(3.24) o = - =

¥ 2(c-a-b-1)¢° - (m-1) o

Teniendo en cuenta (2.46)

02 = 2(c-a-b-%m)og
Xy

y sustituyendo en (3.23) y (3.24) queda
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(3.25) ¢ & = -2(c-a-b-1) ¢

5.4.0 ESQUEMA-RESUMEN DE LOS CAPITULOS 2 v 3.

Seguidamente agrupamos los principales resultados obtenidos
en este capitulo y el anterior para poder observar la gran analogia

y también las diferencias que hay entre las distribuciones generadas

(n)

D de Lauricella y

por funciones F Fl(a,b;c;X) de argumento matricial.

2




FUNCION GENERADORA
DE PROBABILIDAD

ESPERANZA

VARIANZA

<L
~N
=
<T
P—q
(& =
<C
-
o
(-

REGRESION
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FS™) e LAURICELLA oF1(a.B:C:X) MATRICIAL

C 2Fl(a,b;c;){)

(2.15)

o Bm(a,c—a) ) rm(c-a) rm(c—b) ) (C_a_b)(a,...,a)

8 (a,c-a-b) 1 (c) r (c-a-b) | (C*a)(a"__,a)

: ;B(a.c—a) ) r(c-a) r(c-zbi) ) (c-a-r.bi)a

Bta.c—a-zbi) r(c) r(c-a-zbi) (c;a)a

ab.
i

(2.25)  E(X,) = =~

c-a- |
J=1

ab
= c-a-b-Y(m+l)

b.-1
J

ab+(a+b);+;2 (x+a) (x+b)

c-a-b-%(m+l)-1 c-a-b-%(m+l1l)-1

ab,
X

ab.| c- b -
1[ [ oL c—a-zbi-l )

g
(2.27) az(xi) = JZi

(c-a—rbj-2)(c—a-£bj-l)

: ab
ab(c-%(m+1)+ C_a_b_g(m+1)] :

" (c-a-b-%(m+1)) (c-a-b-%(m+1)-1)

~ =2
ab+(a+b)x+x

(2.49) o =
XY 2 (c-a-b-¥m) (c-a-b-}%(m#¢l)-1)

b, E(X;) + E(X;) E(X,)

(2.28) - Cov(xi.xj) (2.51)

(c-a—Zbk—2) ab

o c-a-b-%(m+1)

Xy 2 (c-a-b-%(m+1)-1) (c-a-b-%(m+1)) (c-a-b-¥%m)

ab (c=A(m+1)+

(xi—xi) B

2(c-a-b-1) j=1
J#i




CAPITULO 4

DISTRIBUCION LINITE

4.0.0 INTRODUCCION.

En este capitulo demostraremos que tanto las distribuciones

(n)

D de Lauricella como

generadas por funciones hipergeométricas F
las distribuciones generadas por funciones hipergeométricas de argumen-
to matricial tienden, bajo ciertas condiciones, a la distribucidén nor-
mal multivariante.

La técnica empleada para demostrar que las distribuciones
generadas por funciones hipergeométricas de argumento matricial tien-
den a la distribucidén normal multivariante es andloga a la que utiliza
Steyn (1955) para demostrar que las distribuciones generadas por
funciones Fén) tienden a la normal multivariante. Es decir, demostrare-
mos que los cumulantes de orden mayor a dos tienden a anularse.

En el <caso de distribuciones generadas por funciones
hipergeométricas de argumento matricial nos encontraremos con 1los

problemas sobre derivabilidad expuestos en el apartado 2.2.4, que

seran resueltos segun se apuntd entonces.
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4.1.1 CARACTERIZACION DE LA DISTRIBUCION NORMAL,

Demostraremos que una ley es Normal cuando todos sus cu-
mulantes de orden mayor que dos son nulos.
Efectivamente 1la funcidén generadora de momentos de una

variable X, Nm(“’z)’ es

'ualV+1 2
M= e t'H+A4E' Lt

donde t es un vector mxl. Por tanto su funcidén generadora de cumulantes

sera
r r
3 m
m tl .l'tm
L — Z K — tlu'l'%tlzt
L S
L. s el =0 ] m
1 m o O S
1 m
m
o sea, los coeficientes K para ) r.>2 son cero.
r ’ e & @ ’r‘ l
1 m I §
m
Reciprocamente si K es cero para ) r,.>2 entonces
Piyeeesl B

la funcién generadora de cumulantes es t'n+4t'Vt para algin vector n
de dimensidon mxl y matriz V de dimensidén mxm, y por consiguiente se

distribuiréd segin una normal multivariante Nm(n,V).

4.2.1 DISTRIBUCION LIMITE DE DISTRIBUCIONES GENERADAS

F(N)
POR_FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS "D~ DE LAURICELLA,

Consideramos en lo que sigue la forma limite de la distri-

bucién de probabilidad ¢=¢(x,,...,Xx ) generada por una funcidén del tipo

1 n
(n)

FD , cuando los valores absolutos de a,b ,b 'y ¢ tienden todos

1?00

a infinito pero con el mismo orden, es decir todos con orden 0(a).
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Como ya sabemos la funcidn F](Jn) de Lauricella satisface

Q.
1l

el sistema de ecuaciones diferenciales (1.54 bis). Sustituyendo tize

i=l,...,m en el anterior sistema de ecuaciones y teniendo presente que

oF _am % i Sl SO S
ot.  da,. at, ot,  at. t, a.
i i i i i 1 i
e
2 2 1
o F _ 3 M (8a,/0t,)" _ _aM
at? Ba? aCﬂi 2a1
i i e
se sigue que la funcidn generadora de momentos
n
M=Mla,.eeha ) =] «0) @ exp (o, X, )
X X 1

1 n

satisface el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

Q. n 2 Q o Q.
(1-e 1) § =22 il{c-1)-(asb,)e ] = —be ™ T 22 o Nab e °
: Lo} Q. 1 30 . 1 3 . !
J=1 J i NE2 S

izl’iil,n
de forma que la funcidn generadora de cumulantes L=1ln M satisface las

ecuaciones

Q. I 2 o .
i 3 L 3L a3k \ 1 3 L.
(4.1 1-e + - —\l+[(c-1)-(a+b.)e ] — -
(4.1) ( ) L Ge 30, * 3a. 30 ) t[(c-1)-(a+bi)e 7] ™
J=1 J i
Qo Q.
- b.e ° ) L ab.e " i=1, N
1 s G0 s |
JEL ]
2
pues oM 9 M M oM M
. 2 .
_EE i Bal 2 ©LL . aal an Bal Bal
Bai M Bai aa] >
M
Haciendo ai:O i=l,...,n Yy cambiando
asl asn
. L por KS .
1 Sn 1! y n
a 30
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cumulante de orden s, S=S,+...+8 , se sigue que (4.1) proporciona n

ecuaciones lineales en los n cumulantes de primer orden y que cada cu-

mulante es de orden 0(a).

(4.2) \e-a=b,=1) Ky ....1,...,0 "% ] Ko ...,0 = 20
i - j
Similarmente considerando las nr ecuaciones que se obtienen

diferenciando el sistema (4.1), r r veces

1

respecto de Ny donde r1+...+rn=r-1 (para todos las posibles derivadas
de orden r-1 de las ecuaciones (4.1) ) y sustituyendo después °i=0
o .

: 1 r :
i=l,...,n, obtenemos, ya que (l-e ) se anula, que las n ecuaciones

r .
en los n cumulantes de orden r tienen la forma

(4.3) ) KS : .0(a) + ) (cum. de orden<r){cum. de orden<r)0(1) +
EEKREL

2

+ ) (cum. de orden<r).0(a) una constante de orderi O(a ) a lo mas

donde s_.+...+S =r.
1 n

Ya que los cumulantes de primer orden segin (4.2) son de
orden O(a) se sigue por induccidén que todos los cumulantes son de orden
O(a) a lo sumo. Luego como las varianzas y covarianzas (o cumulantes
de segundo orden) de ¢ son de orden O(a) se tiene que haciendo un apro-
piado cambio de origen y de escala que todos les cumulantes de orden

, -1 .

mayor a dos seran de orden O(a ) a lo sumo y pueden menospreciarse

para grandes valores de los parametros.

Desarrollemos lo que acabamos de afirmar.

) Lolt) = 1n M_(t) 7 X

X( X mx1 mx1

Sea HU=E(X), realizamos el siguiente cambio de origen y de

escala
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Las funciones generadoras de momentos y de cumulantes de

la nueva variable Y son

M, (t) = B(e®'Y) = e (F'H)/Ya g (E1X)/va,
-t'u t!
LY(t) = 1ln MY(t) = y + LX[ 75 ]

Derivando LY(t) y posteriormente haciendo t=0 (para calcu-
lar los cumulantes de Y) se obtiene que para r>2 los cumulantes de or-
den r de Y son del tipo Kr()()/:atr/2 (KP(X) = cumulante de orden r para
la variable X) y por tanto de orden O(a)/O(ar/z), verificandose

O(a) 1

<
a2y = o(a

e i ()

1/2) a4«

O
Como los cumulantes de orden 3, y cualquier otro de orden impar, se anu-
lan pues el cambio de origen ha sido determinado por E(X)=p , se tiene

que los cumulantes KA(Y) son de orden O(a_l) y los de orden supericr

1).

a cuatro segin lo anterior son menores aln que O(a
Por tanto segin la caracterizacidén 4.1.1 se tiene que la

distribucién limite es normal y por tanto para valores de a,b_ﬁ,...,bn
4

y ¢ suficientemente grandes podemos aproximar ¢ por una distribucidn

N (u,z) siendo los elementos de las matrices y y £ los hallados en

-

(2.25), (2.27) y (2.28).

4.2.2 DISTRIBUCION LIMITE DE DISTRIBUCIONES GENERADAS POR
FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS DE ARGUMENTO MATRICIAL,

Vamos a demostrar que la forma limite de la distribucidn
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.,X_) generada, salvo factor constante, por

de probabilidad ¢5¢(x1, .4 ”

una funcidén hipergeométrica de argumento matricial 2F1(a,b;c;X) tiende
a la distribucidén normal multivariante cuando los valores absolutos

de a,b y ¢ tienden todos a infinito pero con el mismo orden, es decir
todos con orden 0O(a).

Para demostrar lo anterior, a tenor de lo estudiado en los
apartados 4.1.1 y 4.2.1, demostraremos que todos los cumulantes de
¢ son de orden 0O(a) a lo sumo.

Comc puede observarse en (2.39) y (2.48) las esperanzas
y varianzas tienden a infinito con orden 0O(a) cuando a,b y c tienden
a infinito con el mismo orden O(a), mientras que las covarianzas {2.49)
tenderan a un valor constante.

Para hallar los cumulantes de orden superior o igual a tres
es preciso derivar las ecuaciones en derivadas parciales satisfechas
por L, funcidn generadora de cumulantes, dos o mads veces. Encontran-

donos con el problema de que las funciones

2 2 2 2
* (o) 3 . ( > (a) (o)
9 fl,a( fl‘a) ? &1‘u1 o gl(a)
a0 . JO . 30 . 90 . a0 . oG . s . 30 .
b ] J i i J N 3.

no estan definidas en a=0 segin se vid en 2.2.4 y de ahi que no obten-
gamos ecuacliones en los cumulantes que puedan resolverse.

Para eliminar el anterior problema, extenderemos las ecua-
ciones (2.33) satisfechas por L de la forma apuntada en las 0ltimas

lineas del apartado 2.2.4, obteniendose
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m .
+{e-1-%(m-1)-[a+b%(n-1)]e '} 1 (e '-e I) 2L,
j=1 e
j#i
m Q. Q m Q Q
+4h ) e (1-e ') 1 (e ‘-e k) EEL-—
j=1 k=1 %4
J#i k#i,
m Q. Q m Q Q Q. m o a .
% ] e(1ed) 1 (e'-e) 2 -abe’ 1 (e e )
J=1 k=1 J J=1
J#i k#1, j#i
i=1,---,m

Funcidon que es derivable en todo punto incluso en los pun-
tos con algin ay=a. iZj en que (2.33) no estad ni definida.

En la ecuacidén (4.4) aparecen expresiones del tipo

son ceros de orden (m-1) cuando a=(a1,...,am)=(0,...,0) y serd preciso
derivar adecuadamente al menos (m-1) veces respecto de las variables a,
para que la expresidén resultante en ¢ =0 nos dé una constante distinta
de cero y por consiguiente a partir de (4.4) obtengamos una ecuacidn
en los cumulantes distinta de la ecuacidn trivial 0=0.

Al derivar (4.4) utilizaremos las siguientes expresiones

sobre la derivada n-ésima de un producto de funciones.

(4.5) n
Dn(fg) = 1 - n! ' fn—k) gk)

0 mas general

(4.6) D

También tendremos presente que:
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3 I (e 1-—e J)
j=1
j#i i o 00 9
— = e ) 1 (e -e )
j=1 k=1
aQ . e .
1 J#l k¢liJ
lo e impli
que implica que o “i 0
d I (e "-e J)
j=1 |
(4.7) '—————in—————————- = (m-=1)!
m-1 '
Bai o
Y m a;
9 I (e "-e J)
J=1
e ak m al Q
e -e I (e "-e J)
j:
IOy i,k
por lo que
m-1 » ai aj
d n (e —e V)
j=1
(4.8) ettt gyl
Bal- -Bai_l &1i+1...3am
a=0

Segin (4.7) y (4.8), derivando m-1 veces respecto de las

variables aj siempre que no repitamos la derivada respecto de alguna aj

j#i y aunque derivemos k veces respecto de Q. al evaluar el resultado

en o=0 también obtenemos una constante no nula

me1 m ai Ctj
(4.9) d I (e "-e 7)
J=1
~ j#i o _ (_1)m-k-l "
aai...aa. s sd0 .
Jq Jm-k-1
a=0

'Jm—k-l son todos distintos.

donde los subindices i,jl,...

Para calcular'§i=(314’3ai) es preciso derivar (4.4) m-1

a=0

veces (teniendo presente (4.7), (4.8) o (4.9) ) de forma que al evaluar
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en a=0 se obtenga una ecuacién con coeficientes no nulos en las medias

0 cumulantes de primer orden.

S1 no se deriva (m-1) veces respecto de las variables que

se indican en (4.7), (4.8) y (4.9) obtendriamos la ecuacién 0=0 no pu-—

diendo despejar en ella Ei.

Vamos a derivar (4.4) m-1 veces segin (4.7) y (4.8) para

obtener una ecuacidén en x y a partir de ella calcularla.

Derivando respecto de o, m-1 veces, teniendo presente (4.7)

y (4.6), obtenemos después de hacer q=0

2

+ 0.(m=1)! ( 2—%'+ (aL/aai)2 ) | -0 +{c-1—Z(m-1)-[a+b—Z(m-1)]}.
A0 . Sis
i

m m

(m-1)t =20 T Do) =222 Sy T ooumezyr 2| L
Bai 4=1 Bai | j=1 QL .
a=0 jéi a=0 ki a=0
= ab(m-1)!

Simplificando y sustituyendo los cumulantes que aparecen

por el momento correspondiente se tiene

[(c=1-a-b) (m-1)! - %(m-1)(m=1)!] ;i = ab(m-1)!

(c=1-a-b-%(m-1)) ;i = ab

ab

Y c—a-b-%(m+1)

Derivando (4.4) segin (4.8), es decir respecto de cada TR

para todo j#i, se obtiene tras hacer q=0

m-1 32L 2 m-1 —
0.(-1) — * (BL/Bai) ) +{c-1-%(m-1)-[a+b-%(m-1)]}(-1) X, +

Q.
1
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m m-1

+% JOx, =% [ (-1) X, =ab(-1)""
jml j#i :
j#i
y simplificando
(c-a-b-%(m+1)) ;i = ab il oueam

Segun ambos caminos se ha llegado al mismo resultado que
era conocido de capitulos anteriores. Si se deriva (4.4) m-1 veces de

acuerdo a (4.9) se obtiene la misma ecuacidén en X, pero multiplicada

por otra constante, una constante del tipo (_1)m-k—1 k!,

Luego, como ya se sabia, volvemos a obtener que los cumu-

lantes de primer orden son de orden O(a).

Para obtener los cumulantes de segundo orden (que sabemos
hay uUnicamente dos distintos) es preciso derivar (4.4) (m-1)+1 veces,
(m-1) veces para que desaparezcan los ceros de (4.4) cuando se evalue
en a=0 y una vez mas para que aparezcan las distintas derivadas de or-
den dos de la funcidn generadora de cumulantes.

Derivando (4.4) m veces respecto de a. y evaluando en a=0

i

se obtiene

- m! —“—'+(3L/3ai)2 g0 *

+{c=1=%(m-1)-a-b+%(m=1)} (m-1) LU +
i . 2! 3.
a=0

+(-[a+b-%(m=1)]) m! —| +

+{c-1-%(m-1)-a-b+4(m+1)} m! — 4

2 I mt ((-1)+ 5+ S(me2) ) 2 o
J#i 1
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2
+/ ] m! 3—% = abm! (1+%(m-1))
J#i L
Simplificando
-m! (02+;2) + (c-a-b-1) Eél m! X +

+(-[a+b-%(m=-1)]) m! X + (c-a—b-l)m!c2 -

“%(m=1)m! (%(m+1)) x + %(m-l)m!oZ = ab m! %(m+1)

Agrupando términos

- 02 ~ ;2 + %(m-1) (c-a-b-1-%(m+1)) x + (-a=-b+%(m-1)) x +

2

+ (c-a-b-1+%(m-1)) o ab%(m+1)

Esta ecuacidn es distinta de la obtenida en el segundo

capitulo pero equivalente, pues sustituyendo

(4.10) (c-a-b-1-%(m+1)) x = ab
se tiene
2 = 1 < 1 = 1 e
-0 =X + 4(m=1) x + %(m=1)ab - (a+b)x - %(m-1)x +
+(c-a-b-1+%(m-1)) 02 = ab)(m+1)

- 02 - ;2 - (a+b) x + (c-a-b-1+%(m-1)) 02=

= ab(%(m+1)-%(m-1)) = ab

La otra ecuacidn necesaria para calcular los dos cumulantes
de orden dos se obtenia. en el capitulo segundo derivando la i-ésima

ecuacién que satisface L respecto de o, j#i. Aqui haremos lo mismo,

pero es necesario derivar primero m-1 veces para eliminar los ceros
de (4.4) cuando a=0. Esta vez para quitar los ceros en lugar de derivar

m-1 veces respecto de a. utilizaremos otro camino dado por (4.8), de-

rivaremos respecto de las m-1 variables aj j#1 y posteriormente deriva-
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remos de nuevo respecto de una variable (ﬁ j#i e igualaremos a=0, obte-

niéndose
{c-1-%(m-1)-{a+b=%(m=-1)]}(~1) Fr +{c=1=-a=b)(=1) ™ =
= J a=0 1 a=0
- d - p -
= 1/2 X (-1)m . '55‘1:"1 - % Z (-1)m . ﬁ;— = ab(—l)m :
h#i h h#i h o § .
a=0 oa=0

que escrito en funcidén de los cumulantes de orden menor o igual a dos es

- ~ 2
(c-1-a-b) ny + (c=1-a-b) x - %(m-1) x - %(m=2) ny - % 0 = ab

Esta ecuacidn es distinta a la obtenida en el capitulo se-

gundo para el calculo de los cumulantes de segundo orden, pero equiva-
lente a ella pues

(c-a=-b-/m=1+1) ¢ - % 02 -ab - (c-a-b-%(m+1)) x

Xy

siendo el miembro de la derecha igual a cero segun (4.10), obteniéndose

de nuevo la ecuacidén hallada en el capitulo segundo.

Para hallar los cumulantes de cualquier orden k, tendremos

que derivar (4.4) (k-1)+(m-1) veces y sustituir o=0, pues (4.4) es de

la forma
32L 2 - oL, z o L
(4.11) @(m) ( __E + (BL/aai) ) + @(m-1) EET + L @(m—l)-iiz —
aQ i j#i 3

1
= ab @(m-1)

donde @(n) representa una funcién con un cero de orden n cuando o =
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Tenemos que derivar m-1 veces para que desaparezcan dichos
ceros (tomando derivadas parciales segin (4.7), (4.8) 6 (4.9) ) y pos-
teriormente k-1 veces respecto de ai'i;dq...,m para que aparezcan las
derivadas de la funcidén generadora de cumulantes que en a=0 son los
distintos cumulantes de orden k de la distribucién.

Al derivar (m-1)+(k-1) veces (4.4) y evaluar en cero apare-
cen cumulantes de orden mayor a k pero todos ellos irdn afectados de

un coeficiente nulo cuando se haga a=0.

Derivando (4.11) (m-1)+(k-1) veces y evaluando en a=0 se

obtiene
k K
(4.12) ) cte(h,) (cum.(orden h)) + | cte(h.).
1 2
h1=2 h2=2
K
. (cum. (orden<h) . cum.(orden<h))+ ) cte(h3) (cum. (orden<h)) =
h_=2
3

= cte de orden 0(a2) a lo sumo

Teniendo en cuenta que no sdlo algunas derivadas de orden
m de @(m) en a=0 son constantes no nulas, sino también derivadas de

orden superior, por ejemplo

Yo i(e 1 . J) ai+aJ
G = =8 £ 0 para todo ai,aj
J
2 % al > 2 ai al 2 Q. +0
d € L(e - J) _ d e__(e =0 J) = =@ 1 j #0 " " "
9. d0, - 2
J 1 aa

Por recurrencia, a partir de (4.12) todos los cumulantes
de orden k para cualquier k son de orden O(a) a lo sumo, cuando a,b
y ¢ tienden a infinito con igual orden 0O(a).

Al igual que en las distribuciones generadas por funciones

(n)

FD -

se tiene aqui que la ley limite en normal, pues haciendo un cam-

bio de origen y escala analogo al que se hizo entonces, todos los cumu-
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lantes de orden mayor que dos tienden a cero cuando los parametros
tienden a infinito.

Por otra parte, aquil las covarianzas son de orden 0(1) como
se desprende de su expresién (2.49). Al hacer el cambio de escala segin
1//a se tiene que las covarianzas de la nueva variable (obtenida por
cambio de origen y escala) tienden a cero cuando a,b y ¢ tienden a in-
finito, lo que unido a que la distribucién limite es normal implica

que las componentes de la ley limite son independientes.
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