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PROLOGDO

A.- Introduccidn general

Aunque cada parte independiente de esta [femoria va

precedida de una introduccion parcial a los respectivos temas,

en la que se indican los objetivos y resultados de la cCorrespon
diente parte, gqueremos en este Prdlogo fijar las caracteristicas
globales de este trabajo, prescindiendo de detalles més concre-

tos que se dejan para aquellas,

El presente trabajo se centra, fundamentalmente, en
dos puntos de muy actual desarrollo.

12) Por un lado la Teoria Estructural de la Estadis
tica Matemdtica, caracterizada por la utilizacion de recursos de

calculo y formulacidn operacionales en el tratamiento de los pro

blemas analiticos de la Inferencia.

29) Por otro, una contribucibénm a la Teoria de Carac-
terizacion de distribuciones, respecto de dos familias basicas

como son las de Pearson y Exponencial,

32) Ambos puntos resefiados, se unifican al tomarse
las dos familias citadas formuladas y tratadas mediante los re-
cursos analiticos estudiados en el primer punto.

Analicemos brevemente estos puntos bésicos:

A. 1) La Teoria Estructural de la Estadistica Matematica,
desarrollada fundamentalmente por LINNIK[?Q] % BARRA[{], No es
mas que una sistematizacidn por métodos de Analisis Funcional,
de los conceptos basicos de la Inferencia, de la misma forma que
el modelo axiomatico de Kolmogorov se fundamenta en la Teoria de
la Medida. Por otra parte muchos de los conceptos fundamentales
de la Estadistica Estructural, por ser esencialmente probabilis
ticos (exhaustividad, libertad, exhaustividad P-minima, etc.) ES
tan a su vez basados en dicha Teoria General de la Medida.

Los resultados mas importantes que se obtienen, uti

lizando este punto de vista de la Inferencia, son los siguientes:



a) la sistematizacidén de los conceptos basicos, an-

tes inconexos y sin una base comdn.

b) la incorporacidn simultinea de diversos puntos de
vista de la Inferencia (Bayesiano, clésico, etc.)

c) la adaptabilidad de la estructura matemitica bi-

sica a otras formulaciones operacionales, en ciertos casos parti

"culares,

tn esta MMemoria se utilizan dos estructuras estadis
ticas (abreviadamente e.e.) concretas; la que llamamos e.e. de
Pearson y la e.e., exponencial,

tstas dos estructuras son de actualidad en Investiga
cidn Estadistica como prueban las recientes investigaciones de
van-UVEN [34] , STEYN [33)y J0HNSON-KOTZ[16) con generalizaciones de
la primera al caso multidimensional y toda la amplia coleccidn
de articulos sobre el papel de las familias exponenciales en la
Estadistica Matemdtica, gran parte de cuyos resultados b&sicos
han sido recogidos por ZACKS [36] en forma sistematica,

Por otra parte ambas son muy amplias y tienen inter-
relaciones notables (vease Cap,III, pag.l135 de esta Memoria),
aunque sus origenes y métodos son muy diferenciados. La primera
tiene, y se puede estudiar asi, un origen diferencial y es 10gi
Co que las soluciones, formulacidn, casos particulares, etc., de
dicha ecuacidn diferencial juegen un papel esencial en dichas e.
€.; S1n embargo las exponenciales, aunque guardan relacidn con
una ecuacidn diferencial, también notable (relacionada con la co
ta de Cramer-Rao), son estudiadas,'principalmente, atraves de
Sus propiedades estadisticas (exhaustividad, propiedades optimas
de los estimadores, etc.).

Por ello nos propusimos investigar hasta que punto,
todos los resultados conocidos de de ambos tipos de estructuras,
son 1lndependientes del Algebra de operadores en que se formulan
las correspondientes densidades, siendo este el objetivo general
de este trabajo, en relacidn con el apartado A.l)c) anterior,

El andlisis citado no es simple porque requiere la



la introduccién de una formulacidn generalizada en varios niye—
les, asi como la puesta a punto de las herramientas claves del
cdlculo sobre las estructuras estadisticas, todo ello con la for
mulacion operacional acorde con nuestros objetivos. Por supuesto,
la base analftica estZ muy ligada a la Teorla Operacicnal de las
ecuaclones diferenciales antes citadas,

En este sentido lo anterior nos ha conducido a cier
tos problemas muy interesantes sobre desarrollos asintdticos a—
soclados a algunas leyes especiales (normal, lognormal) genera-—
lizadas, que amplian diversos resultados obtenidbs recientemen—
te en la teoria de polinomios ortogonales sobre espacios de ope
radores lineales. Es de destacar la gran 1mportancia que actual
mente tienen, de nuevo, (y& que se suponian nateria "clasica" un
tanto olvidada, hasta hace muy pocos afos) los desarrollos asin
toticos a que nos referimos, por el uso que se hace de ellos en
muchas cuestiones de investigacién actuales, como el caso nota-
bilisimo de los Problemas asintdticos de la Estadistica No para
métrica (vease p.e. P.3J. BICKEL, Edgeworth expansions in nonpa-
rametric statistcs. Annal, of Statist., Vol.2 nel, pég.1-20; 1.974)

tllo ha producido, junto al redescubrimiento de di-
chos desarrollos -actualizados en cuanto a su mane jo por los mo-
dernos métodos de cédlculo- Yy su correspondiente actualizacidn,
una linea importante de investigacién, en la que se incluye es-
te modesto trabajo nuestro, en lo que se refiere a este punto.

Simultaneamente los desarrcllos asintdticos obteni-
dos son fundamentales desde el puntd de vista probabilistico, vy
Su estudio ha requerido el andlisis detallado de diversos elemen
tos claves, como son:

a) el estudio de una ecuacidn de Sturm-Liouville en
el espacio operacional introducido, de la que se deduce

b) la ortogonalidad de los polinomios de Hermite en

dicho espacio.

c) la teoria de un operador esperanza sobre el 4lge

bra operacional considerada, mediante el cual se introduce la
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transformada de Fourier apropiada a la citada 4lgebra (obtenien-
dose un resultado de inversidn relativo a esta transformada) vy
se estudlan los semiinvariantes y momentos correspondientes.

d) Utilizando los resultados de los puntos b) y c)
anteriores, se obtienen los desarrollos (ortogonal y asintdtico)

asoclados a la distribucidn normal extendida al espacic opera-

cional utilizado.

En general se ha obtenido, como resultado global,
que las propiedades conocidas, tanto de los sistemas ortogonales
asociados a la distribucidn normal, como los desarrollos més es

peciales (Gram-Charlier vy Edgeworth), se mantienen en el espacio

operacional considerado.

A.2) En cuanto al punto 22) de A., gran parte de esta e
moria trata de la caracterizacidon de los sistemas de Pearsan y
familias exponenciales de tipo funcional, utilizando los recur-
sos analiticos estudiados en el punto 12) de A.

Nos movid a estudiar este tema el gran desarrollo
que ha alcanzado la Teoria de Caracterizacidn (de distribucio-
nes y Procesos), a nivel de distribuciones y procesos gaussia-
nos y de familia exponencial clasica, en concreto.

Sin embargo, en un texto tan esencial y actual en
este aspecto, como es el de KAGAN=-LINNIK=RAO (Characterization
Problems in Mathematical Statistcs, Wiley, 1.973), ni en una

exhaustiva bibliografia consultada sobre este punto concreto,

Se encuentra tratado en el marco de la citada Teoria de Caracte
rizacion, la familia de Pearson como tal —aunque son conocldos
diversos resultados respecto de la ley gamma por ejemplo, que
juega un papel analogo a la normal, en los problemas de caracte
rizacion respecto de "parametros de escala" en vez de "parame-
tros de posicidon" y frente a estimadores de Pitmanne.

Por ello uno de los objetivos generales, primordial
en la 18 parte de este trabajo, ha sido el planteamiento de las
lineas generales de Caracterizacion en dicha familia de distri-

buclones, habiendose analizado ademis en un caso mas general:



Las familias de Pearson operacionales. Estas son las derivadas
de la ecuacidon operacional de Pearson que se toma como base, y
que ademas de contener y sistematizar diversos sistemas de Pear
son conslderados en la Literatura (como los recientes de ROY [30],
van UVEN [34] , etc.), sirve para generar nuevas distribuciones no
consideradas hasta ahora,

Despues se planted el problema de que criterios to-
mar para las caracterizaciones. De un andlisis profundo del sis
tema primitivo de Pearson y otros derivados -como el de Kapteyn-—,
llegamos a la conclusidn que habia que basarse fundamentalmente,
en la caracterizacidn por Reqresidn -estudiada en otros casos
por KAGAN y RAO [l?] = Pues practicamente no se puede obtener o-
tras bases de caracterizacidn gue sean utiles, para toda la fa-
milia considerada globalmente. A este respecto, también hemos in

vestlgado la posibilidad de basarnos en una caracterizacion, me
' diante la ecuacidn diferencial dé las funciones caracteristicas;
que como se sabe juega un papel bésico en el andlisis inverso de
las familias exponenciales tanto cldsicas, como generalizadas a
qui investigadas (vease Cap.III de esta Memoria). Se conocia, en
el caso particular clasico un resultado negativolﬁ], que también
se confirma en la formulacion operacional. Por ello selecciona—
el criterio bésico primitivo.

En cuanto a las exponenciales, como en el caso cli-
sico (LEHMANN leJ y BLACKWELL-GIRSHICK, etc.), en las investiga-
das aqui, los criterios b&sicos son los ligados a la completitud
de la familia, obteniendose un resultado de caracterizacidn para
lelo al consideradq por KAGAN=LINNIK-RAO (uease[iilb, Cap.VIII),
pero en las familias funcionales consideradas sobre el algebra
(Ad).

En resumen pues:

Caracterizacidn mediante la

familias exponenciales

generalizadas = e

Teoria de Suficiencia sobre

las estructuras estadistic;iJ

familias de Pearsan Caracterizacidn mediante las
. - e - | 5 s &
generalizadas propiedades de Regresion
REE=ER - s .




B.-

Las principales cuestiones estudiadas, asi como los

métodos utilizados, pueden sintetizarse en la forma siquiente:
B.1) El primer capitulo, estd dedicado a la fundamenta-
cidon tedrica de los recursos analiticos y estadisticos que se-
ran la base de los capitulos posteriores. Por un lado se reco-
gen los principales conceptos y resultados de la teorfa funcio
nal de estructuras estadisticas y respecto de la Estimacidn Y
Lontraste, basandose en la Teorfa de 1la Medida Probabilistica,
esto constituye la 12 parte del capftulo I.

Luego (22 parte, Cép.I) se establecen las bases ana
liticas de esta flemoria, no probabilisticas, Especial interes
tiene la estructuracidn de los distintos espacios de operadores,
estudiandose el papel de la operacidn bésica ("producto compues
to") como producto interior y la consiguiente estructura prehil
bertiana e hilbertiana. Ademis se establecen resultados basicos
respecto de cierta transformada de Laplace generalizada (en sen
tido parecido a la famosa generalizacidn de DOETSCHi~vease His--
pano Americana, tomo XIII n@S 1y 2; p&g.3l (1,953)- , basada
en el citado"producto compuesto™, Finalmente, dada la utiliza-'
cidn que posteriormente se hard de ella en las 8.8, exponencia
les multidimensionales, se establece la citada transformacidn
multiple, respecto de una medida positiva v arbitraria, que jue
9a un papel clave en los espacios operacionales de diferencia-
cion parcial generalizada, que tambidn se estudian POT suU ulte-
rior aplicacion en las e.e. de Pearson bidimensionales.

B.2) El capitulo II esté dedicado a los problemas de ca-
racterizacion en las e.e. de Pearson, seqdn antes explicabamos.,
B 25 a) tn la 18 parte del Cap.1l, se estudia dichea caracte
rizacidn en familias de Pearson de una dimensidn, como derivadas
de una ecuacidn operacional en el 4lgebra de operadores basica
(Cap.I, 22 parte). Las principales cuestiones originales aqui as

tudiadas son:
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8.2.81) La sistematizacidn, que se logra gracias =
dicha formulacidn, de todos los sistemas pearsonianos investiga
dos por ELDERTON-JOHNSON [12), ROY [30), NAVARRO SAGRISTA [25), etc.
asi como la generalizacidn de los correspondientes resultados a
las distribuciones generadas por la ecuacidn operécionai citada,

8.2.82) En relacidn con ciertas generalizaciones de
la narmal aparece el estudio de los polinomios generalizados de
Hermite, cuya ortogonalidad es derlvada del estudio muy detalla
do de la ecuacidon de Sturm-Liouville (operacional), que bajo con
diciones de contorno aqui utilizadas, tiene un comportamiento a
nalitico semejante a la ordinaria. Se obtienen interesantes re-
sultados analfticos sobre estas cuestlones, que en sucesivos a-
partados se investigan en relacidon con su proyeccién a los desa
rrollos asintdOticos utiles en Estadistica Matemitica Y% Probabi-
lidad (& 3, & 4 y & 5 del Cap.II, 12 parte).

Be2.b) En la 228 parte del Cap.IIl se estudia la puesta a
punto de las herramientas basicas de Probabilidad,_adaptadas al
calculo sobre los espacios de operadores, ya que las e.e. que

se manejan estan formuladas mediante ellos. Entre otras cuestio
nes se estudian los desarrollos de Edgeworth y de Gram-Charlier
generalizados, a los que antes se aludia (& 3 del Cap.II, 28 par
te).,

Be2.C) tn la 38 parte del Cap.IIl se amplian los resultados
anteriores a sistemas de Pearson en varias dimensiones. El nucle
0 fundamental de esta parte es el estudio de la caracterizacidn
por regresion de dichos sistemas, asi como la generalizacidn de
los estudios de van UVEN[34), JUAN HERNANDEZ[17), NAVARRO SAGRIS
TA[25]y STEYN[SSJ , en los puntos en que ello es posible,.

Finalmente se indican varios problemas abiertos de
lnteres, que quedan para estudios futuros.

Bis 3) £l capitulo III estéd dedicado al estudio de la ca-

racterizacidn de las "familias exponenciales generales" agui in

troducidas y especialmente lo que respecta a la completitud de



dichas familias. Los resultados se basan en el cllculo de Trans
formadas Laplace sobre los espacios operacionales citados, obte
niendose diversos resultados que generalizan los establecidos
por RIOS [31]y otros.

Luego se analizan los conceptos basicos de inferen—
Cia sobre dichas familias,
Bed) Se afiade una nota sobre las relaciones entre ambas
estructuras, con el papel de la distribucidn de Weibull, En es
te sentido es de destacar el interesante articulo de BRADFORD R.
Crain (Estimation of distributions using orthogonal expansions.
Annal, of Stat, Vol.2, ne3; péqg.454~463) de 1.974 eh el que se
utilizan sobre las familias exponenciales desarrollos ortogona-
les, cuyo estudio en el marco algebrdico utilizado en esta Mema

ria, constituye también un problema abierto de interes futuro.

Finalmente sintetizamos los dos (ltimos capitulos

de esta Memoria, en los siguientes cuadros:
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CAPITULO I (12 Parte)

FUNDAMENTOS ESTADISTICOS

Conceptos previos
Elementos sobre una es-
tructura estadistica
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bre ellas

Propliedades especiales
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RESUMEN Y FINES DE LA 12 PARTE ODEL CAPITULO I,-

tn esta 12 parte del Caep.l hacemos una sintesis de
la Inferencia sobre estructuras estadfsticas, resumiendo todos
los conceptos correspondientes a la estimacifn y contraste de
hipotesis sobre dichas estructuras.

El concepto bésico de estructura estadistica es u-
na particularizacidn del concepto general de espacio probabilis
tico, considerandose un espacio muestral, como espacio {) de Su.
cesos y sobre €l una tribu (@ -campo ) de sucesos muestrales.

A ambos queda asociada una medida definida por una familia de
leyes de probabilidad, El triple ( W, U, P ) - estructura esta
distica = es la versidn del espacio probabilistico, apta para
el desarrollo de la Estadistica Matemidtica, como conjunto de
métodos probabilisticos sobre las muestras.

El objetivo general de la introduccidn de las es-
tructuras estadisticas es basar la Estadistica Matemidtica exe
clusivamente sobre los espacios probabilisticos, intentando a

sl una formalizacidn, sobre bases axiomédticas, de toda la In-
ferencia Estadistica.

La principal ventaja de este método, en cuantoc a
las estructuras estadisticas exponenciales que se estudian en
esta llemoria) es la obtencidn de resultados analiticos ( apli
cacidon célculo trans-formacional etc. ) sobre dichas estructu
ras exponenciales, que en otras formas de exponer la Estadisti
ca Matematica serian inalcanzables.

En Cap. posteriores, al manejar las estructuras es
tadisticas exponenciales extendidas a las algebras especiales
de operadores construidas, supondremos que estas forman parte
de una estructura estadistica particular a la que podran apli-
carse todos los conceptos y resultados que aqul resumimos y que
son validos en una estructura estadistica cualquiera.

El estudio de las estructuras estadisticas, ha si-



do iniciado por LINNIK Yy BARRA especialmente, habiendose obte
Nnido los resultados mis potentes en familias exponenciales clé

sicas,

Los resultados que se exponen a continuacidn pueden

agruparse en tres qgrandes Qrupos:

a) conceptos elementales sobre estructuras estadis
ticas y las relaciones entre ellos (pee. liber-
tad, completitud, etc., ).

b) resultados respecto a la estimacidn en una ese
tructura estadistica.

c) resultados respecto a los contrastes de hipd-

tesis en una e B

EXponemos, pues, a continuacidn, brevemente esta
——2 -7 © ‘ontinuacion, brevemente esta

Teoria en la que se considerara mis tarde sumergidas las e.e,
—_— -~ -c-c Te° tarde sumergidas las

6Xponenciales extendidas al algebra especial de operadores in
troducida en la 2a parte de este primer capitulo.
—————— < Pa’t8 CC esSte primer capitulo.




CONCEPTOS PREVIOS,=-

El concepto base es el de estructura estadistica y

Su importancia en la Estadistica Matemitica es comparable al

concepto de espacio probabilistico, bésico en el Calculo de

Probabilidades,
DefiniCién (I' lQP. l)-‘-
ot UL LS I e bl il i

Una estructura estadistica, que designaremos abre

viadamente por e.e., es un triple: |
Cu, u, P (1)
formado por el espacio de las observaciones W, una tribu U de
partes de U y por una familia P de leyes de probabilidad en
un espacio probabilizable ( W, U ); a veces la familia P pue-

de describirse con la ayuda de un indice, llamado parémetra,

escribiendose:

?:(PB,BFB‘)J (2)

Existe un tipo especial de e.e., que es utilizado
en varlos problemas de la Estadistica Matemitica, que se cono

ce con el nombre de estructurs estadistica dominada, damos a

continuacidn dos definiciones, equivalentes, de dicho concep=—

to.

Definicién(lolgp.2).-
T ——————— e ——————

Una e.e. estd dominada si existe una medida m po-
sitiva, (*-finita en ( W, U ) tal que una u otra de las dos con

diciones, equivalentes, se verifica:

12) Toda ley de P es absolutamente continua con respecto

a Me

22) Toda ley de P admite una densidad de probabilidad con
respecto a m,
La equivalencia de las dos anteriores condiciones

puede verse en las obras de METIVIER (22) y NEVEU (26) péaginas
80, 267 y 105 respectivamenta.



51 en una e,e. dominada se ha elegido un pardmetro
@ y para todo e de una determinacidn pe(wﬁ de la densidad

dPe/dm, se escribe, si no existe ambiguedad, esta estrucktura

POT S
C v, u, (Pev e ¢ 8) ) (3);

Es utilizada la llamada funcidn de verosimilitud
en la e.e, dominada (3),

Definicidn (I.123p,3), -

56 llama funcién de verosimilitud a la funcidn nd

mérica real L(e,w) definida en (W x 8 ) mediante:

L(ayu) = p_(u) (4)

Esquematicamente se puede representar por:

. B
5 (w)
| IR

W x 8

L: (eyw) — L{e,uw) = Pe(wh &R

Es facil comprobar que la medida dominante de una
€.e. dominada no es (nica, vease BARRA (4 ) pdg. 2 y 234.

Esto Jltimo puede utilizarse para seleccionar una

medida dominante especial P*, que sea equivalente a P, dicha
medida se llama privilegiada. Entendiendose que P® es equiva-
lente a P si ¥ AU, ( P(A) = 0, ¥PEP ) &> P*(A) = O

ELENMENTOS SOBRE UNA ESTRUCTURA ESTADISTICA, =
—_—— TRl URA Lol RAVIOT LA

Los elementos basicos a considerar en una e.e. (1)

son los siguientes:

a) concepto de estadistico

o€ llama estadistico en la e.e. (1) a una aplicacidn medible T
de ( W, U ) en un espacio medible ( D, C i
Por la forma de definir el estadistico T se deduce

que no depende de P ni del pardmetro si lo hay.



S1 0 =R se dice queT es un estadistica escalar ¥

. n - . ; .
1 D =R se dice que T es un estadistico vectorial.

Los estadisticos desarrollan un papel analogo en
la Estadistica Matematica al desarrollado por los elementos a

leatorios en el Calculo de Probabilidades.

Para toda ley. P de P el estadistico T como aplica
cion de la e.e. (1) en ( D, C ), es un elemento aleatorio, cu

ya ley de probabilidad se designa por P escribiendose:

T’

?Tz(pT’pEP) (5)
obteniendose la e.e. ( D, C, P ) inducida por T, designandose
mediante:

T
( UJ! U-! P )}—'———-—. ( D’ C,, PT )) (5)

es decir, que el estadistico se puede interpretar como una a-
plicacidn entre dos e.e.

ts conveniente introducir dos relaciones de equiva
lencia en el conjunto de los estadf{sticos: una ordinaria y otra
definida salvo en un conjunto de medida nula.

Definicidn(I.12P.4),=

Sean Tl Y T2 dos estadisticos definidos sobre las:

e.e. (1), con valores en ( 0,5 C, ) vy ( D,y C, ) respectiva-

mente, se dice que Tl es equivalente a T escribiendose:

2’
| C o =1 S | ,
T,~T,, si T, (cl) =T, (cz)..

Definicibn (I.12p,5), -

Sean T,y T, dos estadisticos en (1) con valores

en ( D, C ), se dice que T, es P-equivalente a T, y se escri

1

2
be Tl'f' T2, si el suceso ( Tl £ T2 ) es P-nulo,

Teniendo en cuenta que los estadisticos se pueden

interpretar como variables aleatorias es natural trasladar el

concepto de independencia de v.a., a dichos estadisticos.
Definicin(l.13P.6), -

Diremos que dos estadisticos T

y T, en (1) son in

1 2



dependientes, si para toda ley P de P los elementos aleatorios

T, ¥y T

1 son independientes.

2
b) estadistico sumable (%)

Se dice que el estadistico escalar T, definido en (1) es suma

ble si para toda ley P de P, la v.a. T es sumable, es decir,

posee una esperanza matematica que se designa por Ep(T).

Este tipo de estadistico es aquel sobre el cual es
td definido el operador esperanza matemfica de cualquier ley
de P, y tiene una especial importancia en el problema de la
proyeccidon de un estadistico que mis adelante se verad.

Analogamente si T es un estadistico com valores en
ﬁn, T es sumable si y sdlo si cada componente de T es sumable.

En particular, conviene definir una clase de esta
disticos sumables mediante propiedades adicionales del opera-

dor E. Ello dd lugar a la siquiented::

Dafinicidn(I.12p,7), -
Se dice que el estadistico escalar T definido en
(1), sumable, es libre en media ( respectivamente centrado) si

EP(T) no depende de P en P (respectivamente EP(T) es nula cual

quiera que sea P de P). Es decir, la clase de los estadisticos
sumables libres en media (o centrados) esta formada por aque-

llos en que E_(T) es independiente de P, por lo que se escri-

P
be simplemente E(T) en lugar de Ep(T).

b) imagen del estadistico sumable

Se llama imagen del estadistico sumable T definido en la e.e.

Cw, u, (P_, 8€t8))

a la funcidn PT definida en & por:

ﬁT(e) = EPB(T) =J; T dpe : a8 (7)

. . ’
este concepto es aplicable a un estadistico sumable y es mas

(#)Aparecera en la analiticidad de la transformada de Fourier
de las familias exponenciales canonicas (Cap.llIl de esta Tésis).



general que los anteriormente definidos: centrados, libres,

OTROS TIPOS DE ESTRUCTURAS Y’ OPERACIONES SOBRE ELLAS, -
————— 0wV NEY JUDRE ELLAS

12) Interesa introducir el concepto de e.e. completa, sobre el
concepto de estadistico centrado y diremos que un estad{stico
88 completo si induce una e.s, completa,
Definicién(I.12P.8).~

Sea la e.e, (1) y B una subtribu de U, se dice que
la estructura (W, B, P ) es completa (respectivamente cuasi-
completa) si todo estadistico centrado, B-medible (respectiva
mente ademas acotado) es P-equivalente a cero.

ts evidente que si una e.e. es completa( por ser B-
medible el estadistico es acotado) es cuasi-completa; el reci
proco no es cierto (#),

tn el caso de que la e.e., esté dominada por la ley

privilegiada P*, la e.e, sera completa si y solamente si:

fmT pB dp*=0 99(—9———-} T=D p*"' CeSoe

lds adelante se dard un teorema relativo a la com

pletitud de las e.e. exponenciales.

22) Es conveniente introducir las ideas b&sicas de la inferen
W

Cla bayesiana en el desarrollo de la Estadistica Estructural

para ello es preciso definir las distribuciones a-priori y a-
posteriori, sobre el espacio paramétrico 8, por ello considera

mos a 8 dotado de una tribu Q y que PB(A) es una probabilidad

de transicidn sobre el espacio producto 8 x U. ( Para mayor a
claracidn vease el Cap., 14, & 6 de BARRA ). Esta hipotésis es
muy general y es satisfecha en la mayor parte de los casos.

Se escribira, pues, la e.e. en la forma siguiente:

[\ll, U, ( pe , 86 (8,Q) )] (8)
(&) VYease el contraejemplo de la pag, 6 en BARRAE{]



en tales condiciones, se llama distribucién a-priori sobre la
8,8, anterior a cualgier ley de Probabilidad sobre el espacio

medible (8,Q).

En funcidn de la imagen de un estad$tico y de las

probabilidades de transicion es posible definir la distribu-

I —— e —— i -

cidn a-posteriori sobre el espacio (8,Q) que unida a la a=-pri

orl, antes definida, dan una expresién del teorema de Bayes,
epunciado mediante la Teoria de la Medida.,( Puede verse en Ba
rra, & 7 del Cap. XIV o en Neveu Cap. IV ).

Resulta fundamental en Inferencia Estadistica el
concepto de muestra empirica, concepto que en la construccidn
estructural se considera constituido en funcidn del producto
de e.e, que a su vez estd asociado al producto de espacios prg
babilisticos. En efecto: llamaremos producto de dos e.e. dadas
por (W, U, P )y ( mL U; P')ﬁ y lo designaremos mediante:

(W, u, )& (u U, P) (9)
a la e.e. ( wxwL u:uﬂ PaP' ), donde:
PaP' = ( PaPs; P (P, P &P ). (10)

En el caso de que las e.e. sean: ( w, u, (Pe,e -8) )

y ( WI’ U" (P

;,e -8) ), es decir, dos e.e. que tengan el mis-—

mo espacio paramétrico y el mismo parametro; se llama produc-

to restringido de estas dos e.e. y se designa por:

(w, u, (Pe,e & 8) )x( u, U"’ (P;,e ¢8) ) (11)

a la e,e, definida por:

(‘wxw, Ual, (PaP , e & 8) ) (12)

En particular se llama muestra empirica al produc
to restringido de un ndmero finito de ejemplares de una misma
e.8.,, s decir:

(w, u, )" = (uy U (P, P EP) ) (13)

Es facil de ver que en el caso de e.e. dominadas

las funciones de verosimilitud son el producto de las respec-—



=1 =

tivas funciones de verosimilitud, siendo fé&cil, también, adap
tar el teorema de Lebesgue-~Fubini sobre productos de espacios
probabilisticos ( vease Loeve=Cap. IV- o Zamansky, pag.391 (2),
este Ultimo en el caso no probabilistico) al producto anterior
mente definido, resultando el Teor. fundamental de permutacidn

de integrales iteradas asociadas a los operadores: gsperanza

matematica ( vease Barra, 69 & del Cap. XIV y la pag. 11 ).

PROPIEDADES ESPECIALES DE UNA ESTRUCTURA ESTADISTICA.-

Se 1ncluyen en este parrafo conceptos definidos so
bre e.e. que constituyen la base de la Inferencia Estadistica
mientras que en los anteriores se han establecido los de natu
raleza probabilistica; estos conceptos van a referirse, fun-
damentalmente, a ciertas sub-tribus de la tribu ((*-algebra o
campo de Borel) del espacio probabilistico base (w, U, P ).

Los conceptos fundamentales son los de exhaustivi
dad, libertad y exhaustividad P-minima,

Bl problemé general que se pretende resolver con
estos conceptos es el de reunir toda la informacidn contenida
en la e.e,, formando la funcidon més resumida posible y gue sea

equivalente a las observaciones iniciales.

A) Exhaustividad, se define de la forma slgquiente: supongamos

una e.e. base (W, U, P ), una subtribu B de U se llama exhaus
tiva si cualquiera que sea A de U existe una determimacidn de
P(A/B) comin a todas las leyes P de P. Esto es equivalente a
decir que para todo estadistico sumable T existe una determina
cion de EP(T/B) comin a todas las leyes P de P.

Basada en la anterior definicidn se construye la
siguiente: se dice que el estadistico T definido en la e.e.
(uw, A, ) y con valores en ( D, C ) es exhaustivo si la tri

bu:T—l(C)'es exhaustiva,

(%)Lodve,M. Probability Theory. Van Nostrand, l.960

Zamansky, M. Introduction & 1' algiébre et 1' analyse modernes. Du-
nod, 1.963.
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La razon de incluir estas dos definiciones es que
puede existir una tribu exhaustiva y no existir un estadistico
exhaustivo que tome valores en un espacio medible dado (%),

Estas Jltimas definiciones pueden esquematizarse

de la f Lgu i :
a rorma siquiente Be U

(w, U, ¥ ) ——————————— = B es exhaustiva
¥ A €U 4 P(A/B)

ACU
(Wy ARy P )—————————w T &s exhaustivo
T"l(c).:.- A
Ty
( D,C )

Los dos conceptos anteriores pueden extenderse, sin
dificultad, al caso de un estadistico vectorial del tipo:

N n
T:('R,BRH,P)—-——r--—__.(R,Ban,P

o)
siendo BRn el ("-campo de Borel sobre Rn, Yy en este caso puede
caracterizarse, en forma necesaria y suficiente, una condicidn
de exhaustividad,

La definicidn de exhaustividad dada anteriormente
€8 poco manejable en la préactica, por ello interesa obtener u
na condicidn equivalente de mas ficil comprobacidn; a este fin
el llamado Teorema de exhaustividad de una tribu da una condi-
€iBn necesaria y suficiente de exhaustividad en el caso de una
8.8. dominada., Recojemos sin demostracidn dicho teorema enun-

Clado sobre una e.e., dominada cualquiera, y4 que sera utiliza

do mds adelante en las e.e. exponenciales extendidas al alge-
bra especial de operadores ( Ai. ), introducida- en la 22 par
te de este capitulo.

Sean ( W, U, (Pe, @ - 8) ) una e.e. dominada y p™
una ley de probabilidad dominante privilegiada, una condicidn
necesaria y suficiente para que la sub-tribu B de U sea exhaus

tiva es que exista una determinacién de las densidades P =

= dPe/dP*, que sea B-medible ¥ e (- 8,

———
(%) Para otros aspectos de la exhaustividad, vease, p.e.

LEHMANN, Testing statical hypotheses. Wiley,l,958
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El anterior teorema se refiere a la exhaustividad
de una sub-tribu asociada a la e.e, (3) y en funcidn de &1 es
facil obtener el llamado Teorema de factorizacidn de Neyman que

caracteriza la exhaustividad, no de una tribu sino, la de un

estadistico. Su enunciado es el siguiente:

Jea una e,e. (3), el estadfstico T con valores en
( Dy C) es exhaustivo si y sGlo si existe;
a) una funcidn numerica h en W, no-negativa y U-medible.

b) ¥ e 8, una funcidn g, en D, C-medible,

tales que;

Yo 8 ¥ueu=>p(v) =g (T(u) ).h(w [c.s] (x)
Observese que la versidn anterior del Teor. de Ney

man esta definida con los 'BCUrsos generales de la Teoria de
la Medida, produciendose 13 factorizacidn para casi todo punto,

88 decir, salvo en un conjunto de medida nula (%3¢) § (3e362¢)

B) EstadisSticos libres,es un concepto intimamente ligado al de
la exhaustividad y se refiere,en general, a la no-dependencia

del parametro e en el sentido que se recoje en la siguients de
finicidn:
’ea la e,e. (W, U, P ), tomada como e.s. basica;

se dice:

a) gue un suceso A es libre, si P(A) es constante

cuando P varia en P, o dicho de otra forma, que no depende del

parametro,

b) la sub-tribu B de U es libre si todos sus suce

S0S son libres,

c) El estadistico T con valores en (D, C) es li

bre si la tribu T-l(C), que nos sirvid en el

Pags. 15 y 17 respectivamente.

(%) Vease LOEVE, Probability theory. Van Nostrand (22 ed. ) 19061
Pa9. 345 , para cuestiones referidas al anterior teorema de fac-
torizacidn, |

(%%%) Una visidn amplia sobre estos conceptos puede verse en
FERGUSON, Mathematical statistics., Academic Press, 1.967 Cap,Ivy
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apartado A) para definir la exhaustividad, es libre:; es decir
que la ley de probabilidad de T no varia cuando P describe P.

EJjemplos notables de estadisticos libres son: 12)

el estadistico de Kolmogorov-Smirnov K = sup ,Fn(x) = Fm(x)
n&m
sobre la estructura : @ ( IR, BR’ Pc); siendo F-'C la familia de

todas las leyes sebre R con una funcidn de densidad cont inua,

22) sobre la 8,8, ( Rz, B.2, N(m,M) ) con m @dﬂz y M es la ma

R
triz de covarianza, la ley del coeficiente de correlacidn es

otro ejemplo de estadistico libre.

Damos a continuacidon el concepto de proyeccidn de

un estadistico y mediante &1 podremos determinar si una sub-
tribu es completa o cu@si-completa, en efecto: dada una e,e.
(1) se dice que el estadistico X sumable se proyecta en la sub
tribu B de U, si existe una determinacidn de Ep(X/B) que sea
comim a todas las leyes P de P; esta determinacidn llamada p D
yeccion de X en B es un estad{stico sumable y tiene la misma
imagen que X, Escribiremos, cuando no exista ambiguedad, para
esta determinacidn E(X/B) y en el caso de un gstadistico vecto
rial se generaliza la1definicién anterior aplicandola a cada u
na de las componentes,

Facilmente se demuestra ('Barra pag, 19 ) que dada
una e.e. (1) y una sub=tribu B de U , la tribu B es completa
( respectivamente cuasi-completa ) si y solamente si todo es~

tadistico libre en media,que se proyecte en B ( respectivamen

te, ademés acotado ) es libre en media condicional a 8.
La nocidon de libertad, es decir la no dependencia
respecto del parametro, ha surgido a'proposito de la nocidn de

exhaustividad, El1 criterio méds comodo de libertad es el Teare

ma de factorizacidon para la exhaustividad ().

(%) Puede consultarse en Barra pag, 212 y siguientes lo refe-
rente a los teoremas de existencia de sucesos libres ( Teaoremas
de Liapounov y Romanovsky-Sudakov ).



tadisticos exhaustivos para una cierta e, e, aquel que sea equi
valente a las observaciones iniciales, y que sea lo méas reduci
do posible; a este estadistico, si existe, se le llama exhausti
vo P-minimo, y es natural que se le considere como el Optimao.

Igual que en otros conceptos anteriores 1la definie
cidn se da en dos niveles: a nivel de tribu y de estadistico.

Llamaremos tribu exhaustiva minima ( estadistico
exhaustivo minimo ) a aquella tribu ( @ aquel estadistico ), si
existe, que estd contenida en toda tribu exhaustiva ( que indu
ce la tribu exhaustiva minima ).

Para llegar a la exhaustividad P-minima es preciso
dar un 22 paso en el que se introduce la condicidon de la Teoria
de la fMedida del conjunto P-nulo, obteniendose las siguientes
versiones de la exhaustividad minima para casi todo punto:

5e dice que la tribu B es ~minima, si para toda

0
tribu exhaustiva B, BD esta contenida en B, o lo que es equiva

lente, si En es la mas pequefia tribu exhaustiva conteniendo a
Ne Donde N es la familia de los conjuntos P-~despreciables de la
e.e., (1) y donde 5'83 la tribu engendrada por BU N.

Se dice que el estadistico exhaustivo X es P-mini-
mo si induce una tribu exhauétiva‘P-minima.

De las definiciones dadas se deduce que un estadis
tico o una tribu exhaustiva minima es P-minima, pero el recipro
CO no se verifica, en general, por elloc tiene interes el slguien

te teorema (x):

"Sea (W, Uy P ) una e.e. dominada por una ley de

B

—————— L W— e —

probabilidad priq}legiada P*, una

sub-tribu B de U es exhausti

va P-minima si y solamente si B es P-iqual a la mis pequefia tri

e
M-—M — —— - - —
e . s 7 -

pecto a P* de las leyes de la familia P.'

Hay que hacer notar el papel importante que juegan
las tribus exhaustivas obtenidas como las mas pequefias tribus
que dejan medible una determinacidén de las densidades. Fn la
practica una determinacién privilegiada que es muy utilizada p. -.

M

(%) Consultese Barra pag. 24 del Cap. I1I



©« en el caso de que haya determinaciones continuas,es una de

ellas,

El teorema precedente demuestra que la familia de
las tribus exhaustivas P-minimas y la de las tribus P-igquales
a la mds pequeffia tribu E'que deja medible la determinacidn es
cogida de lasdensidades. En estas condiciones existe una tribu
exhaustiva minima si y sélo si la interseccidn de todas estas

tribus P-iguales a B es exnaustiva; este sera el caso si WU es

numerable, pero al contrario si W no es numerable no existe

tribu exhaustiva minima,

En lo que sigue se supone fijada una determinacidm
de las densidades, lo cual despues de lo anterior, no restrin
ge la generalidad, 5e husca, entonces, un estadiStico que in+
duzca la mas pequefia tribu que deja medible esta determinacidm
de las densidades,

El problema fundamental es, pues, el siguiente:qg

contrar el estadisStico mis general que sea P-minimo., Antes de
considerar la e.e, producto: @ ( W, L, (pe,e-é-s) ), asociada
a la muestra empirica dominada es preciso establecer un resul
tado mds general sobre el espacio vectorial, L, engendrado por
las funciones constantes y la familia de funciones definidas

sobre U, 9, = Qope ( siendo Y un homeomorfismo de !R+ sobre IR)

El resultado que se da a continuacidn caracteriza
estadisticos exhaustivos en funcidn de un sistema de generado

res del espacio vectorial L,

Sean ( W, U, (pﬁ,& -8) ) una e.e. dominada por u

4
na ley de probabilidad privilegiada, un homeomorfismoV¥ de R’

en Ry L el espacio vectorial engendrado por las funciones cons

tantes y la familia de las funciones en \: ge :qhapa.

Si ( 1; Fi, i 1) es un sistema de generadores de L, la apli

cién X definida por:

w U X(u) = (F(w), 1ET) (14)
es un estadistico exhaustivo P-minimo ( la demostracidn puede

verse en Barra pags. 27 y 204 ).
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En funcidn del resultado anterior puede caracteri
zarse un estadistico exhaustivo P-minimo sobre el espacio mues

tral. Es interesante observar sobre el resultado inmediato an—

terior y las funciones del tipo:

P (uw)
(1lg =—— ; e ¢ 8 ) (15)
p, (w) -
0

que proviene del cociente de verosimilitudes, que son por otra
parte las consideradas en la Inferencia Secuencial e Inferens
cia paramétrica cldsica ( vease Wilks, Cap. XII p. 402 y C. XV)

El resultado mas general es el siguiente:

"Sea (W, U, (Pe, e ~8) »n una muestra empirica domi

nada tal que existe o < 8 para el cual Pq (w)>0, ¥ w &W; si
0
( 1; Fi(w), i &1 ) es un sistema de generadores del gspacio

vectorial L engendrado por las funciones constantes y las fun

ciones (15) el estadistico T definido por:

N
¥ wj("'m ? j = 1,2’-.-,'1; T( wl,....,wn ):‘ - ( ‘"l Fi(m‘j;), iPI ).I

J

. . . . H
es exhaustivo P=minimo.

goooooooolooooo0o0000

RELACIONES ENTRE LIBERTAD, CONMPLETITUD, EXHAUSTIVIDAD E INDEPEN

o8 ha sefialado ya las multiples implicaciones de
estas nociones; los resultados que sliguen demuestran cque las

noclones de libertad y exhaustividad estan amenudo ligadas par
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la relacidn de indepemdencia estocdstica. Puede verse en ()

que estas dos nociones pueden considerarse como duales,

Recojemos en el siguiente cuadro esquemitico di-
chas relaciones. Sus demostraciones pueden verse en el libro
Citado de BARRA, en el texto de LINNIK ( cap. 1 ) y algunas a
plicaciones interesantes en BARRA-BAILLE ( cap. III ) (3¢2¢)

Tomando como e.e. base la dada por (1) se tiene:

C y B son independientes

¢ P &P

4 .
Si CUB engen- B es exhaustiva
dra Uy C es—
libre para (1)

=

e ———————————————]

Si1 C es tribu

libre para (1)

B es exhaustiva
P—=minima

BCU; B es exhaustiva

y: cuasi-completa S} L) 83 do-
minada

——— -

BCU; B es exhaustiva

S1 no existen dos

leyes P vy P'de‘P
CUyos soportes sean dis juntos
Toda tribu independien

te de B es libre para (1)
e

—l———-——-—_______

(%) SOLER, Notions de liberté en statistique mathématigue.
Tésis,Grenoble, 1.970

(%%)Probliémes de statistique mathématique. Dunod, 1.969

Linnik. Legons sur les problémes de statlistique analytiyue.
Gauthier-VYillars, 1.967
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ESTIMACION ESTADISTICA, -

k, donde k G»Z+ ( es

un entero positivo dado ) ya que los problemas clisicos cone

Suponemos que X es identico a R

ciernen esencialmente al caso de un ndmero finito de parame-
tros escalares.

Se entenderd por estimador de una aplicacién medible
fde (8, L )en (X, C) a un estadfstico de valores en (X,C).
También se usa el concepto de estimacidn conjuntista de f a u

il
m

na aplicacidén d de W en C tal que:
¥ X & X, d-l(x) = (w: x d(w) ) uU.

tstas dos definiciones de estimacién son complementa
rias de igual forma que en Fisica se asocia a cada medida, u-
na evaluacion del error; aqui un estimador g es un valor re-
presentativo de f(e) y una estimacidn conjuntista d localiza

@ este mismo valor; asi amenudo g(w) estd en el centro de d(u).

TIPOS DE ESTIMADORES, =

Parece natural exijir que el estadistico X que cons-
tituye el estimador pertenezca P-c.s. a f(e) evitandose el ca

SO p.e. de que el estimador de una varianza sea negativo,

Definicién (I.12p.9), -

Sean ( W, Uj P+ ¢ 8 ) una e.e., f una aplicacidn de
K
8 enlR, vy X un estimador de f; gi X es sumable y de imagen f,

se dice que X es un estimador insesgado de f.

51 la e.e. considerada es completa, f admite a lo mas
un estimador insesgado; si la e.e. no es completa se obtienen
todos los estimadores insesgados de f afiadiendo a un estimador
insesgado, si existe, un estadistico con valores en ( Rk, Bﬁk ),
Cuyas componentes esten centradas,

También interesa a veces en la Inferencia asintotica

disponer de estimadores asintdticamente insesgados. Por ello
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con las mismas notaciones de la definicidn anterior diremos que

Xrl €S un estimador asintoticamente inses ado de f si:
bobs B () r(e)
N g OO

Por otra parte si cualquiera que sea e ¢ 8, cuando
N"——>»o0 , X———> f(e) para un tipo de convergencia del Cal
Culo de Probabilidades, se dice que Xn s un estimador de f con
vergente ( o consistente ) para este tipo de convergencia,

Combinando las propiedades del operador E con las
leyes de los grandes numeros se obtiene el siguiente teorema

ya utilizado en la inferencia clésica ( Wilks, pag. 410 ).

'Sea X un estimador insesgado de fy 8l estimador X

C T

de f definido en la e.e. ( W, U; Pe, e (8 )" POT:

)
B ———————————— o

Xn(wl,....w;) = 1/n ( En X(w.) ) (wj € w, j=1,.,n)

.
i
-

. 8 i
€S _un estimadorinsesgado de f, convergente c.s.

——— ey Shhvelgente Ces.

Caso de la estimacidn en la obtencién de los estimadores Op~-
timos. Desde este punto de vista de la Teoria de la Decisidn
y teniendo en cuenta la definicidn de subtribu exhaustiva, pue
de obtenerse una acotacidn inferior de 1a esperanza matematica
del estimador condicionado a 1la subtribu exhaustiva., Ello se

recoje en el siguiente teorema ( que puede verse en Barra pag.

75 ) : Sean (W, U; P s © -8 ) una e.e., f una aplicacidn de

8 en Rk, B una subtribu exhaustiva, X un estimador sumable de
’ : K :
fy ¥ V una funcidn de perdida en 8xR , cgntlnua y convexa ¥ e

prefijado, entonces se tiene: E( X/B ) 2 X

Definicidén(I.12P,10).~
Lefinicion(l.18P.10).

Je dice que el estimador X de f es de varianza mi
i ————————————— e ——————————————
nima si X es un estima

dor insesgado, de cuadrado sumable tal

que la forma cuadratica definida por la matriz de covarianza

de todo estimador insesqgado de fy sea, cualqguiera que sca s,



superlor o igual a la forma cuadratica definida por la matriz

de covarianza de X,

5e destaca en esta definicidn que el 4ptimo se bus

ca en la familia de los estimadores insesgados y no esti exclui

do que exista un estimador, que sea sesgado, de varianza menor

que la de X.

Estos estimadores de varianza minima se han intro
ducido en funcidn de la acotacidn del teorema anterior, como

aquellos que alcanzan la cota minima de variamza ( o de cova=

rianzas en el caso n-dimensional ).

CONTRASTE DE HIPOTESIS EN UNA ESTRUCTURA ESTADISTICA. -
—_—m——— o Tl =R

El sequndo problema fundamental de la Inferencia
Estadistica es el de contraste de hipdtésis. Veamos a conti-
nuacidn los conceptos fundamentales de los tets de hipdtesis
'no—secLenciales.

Definicién(I.12P,11), -

M

Sea una e.e. (1); se llama hipStesis a una parte
no vacla de P y test a un estadistico con valores en [U,l] -

Si P = ( Py @ -8 ), se llama hipdtesis a una par
te no vacia de 8.

Definiciéngl;lép.lZ).-

Sean una e.e. (1), P,y P, dos hipdtesis disjuntas

se llama test de PD contra Pl un test ¢ al cual estd asociada

la estrategia que da a las dos hipdtesis PD y*Pl las probabi-

lidades respectivas l-(i)(w) y: @ (v). Se llama funcidn potencia
de¢ , la restriccidn a P UPl de la imagen (3@ del test 4) . (%)

O
(#) Se llama estrategia a una probabilidad de transicidn S (D)
en WxD, donde D es un subespacio del espacio de las decisioﬁas;
para el concepto de imagen puede consultarse la pag. 7 de es:a
memoria.bste concepto se utilizard en los tests sobre familias
exponenclales generalizadas (Cap.III de esta Memoria).
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OTRAS DEFINICIONES. -

Tomando como base la funcidn de potencia del test,
por comparacidn de las asociadas a dos tests, pueden estables

cerse clases y tipos de tests. Lo primero que interesa es in-

troducir una relacidn de equivalencia entre tests, y asi dire

b
mos que dos tests@y @ de PD contra :Pl son equivalentes, si ¢

tienen la misma funcidn potencia.
Hay dos formas de tomar una decisidn falsa:

a) escojer P, cuando P G-PU, eventualidad a la cual esti aso-

ciada la funcidn F)@(P) ( P (—PU ), Y

b) escojar'PD cuando P (=P eventualidad que tiene asociada

l’
la funcidn 1 - @é(p), (P &P, ).

Definicidn(l.18P,13) .-

Sea (I) un test de PD

significacidn de (I) , al nlmero 0(@:

oty sup ((Bg(P)/ P €2y ) (16)
Se dice que @ e8 1nsesqgado si “@ﬁﬁ)@(P) ¥ P & Pl

Definicién(I.12pP,14), -

contra Pl, se llama nivel de

Un test @ de P, contra P, es determinista si el sy

TS

ceso de U definido por:

dwl1-¢w]> o

es PDUPl-despreciable; se llama entonces regidn critica de@)

al suceso de U definido por: @ (w) = 1.

Definicidn (I.128P,15).-

Un test Cb de :PO contra Pl es trivial ( respectiva

mente ineficaz ) si es constante en ! ( respectivamente si su

funcidén potencia es constante ).

Destaquemos que las definiciones precedentes int:o

ducen una asimetria en el tratamiento de PD nyl; S1 Se permus=

ta PD % Pl’ hay que cambiar@) por 1 = @ .
Un test Q)de PD contra Pl

tencia es constante en 13: ﬁé(P) = o(§ v P & %

es libre si su funcidn po
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RELACION DE PREORDEN EN LOS TESTS DE HIPOTESIS, =
—_— o oPVIRYiYe

El problema esencial de la teoria de tests es de-
terminar, si es posible, el mejor test de una hipotesis contra
otra, por ello conviene primero estudiar las relaciones de pre

orden en estos tests mediante la funcidn potencia de la forma

;
siguiente: seanié Y éldos tests de P_ contra Pl’ se pone:

0
5o 5 s (P & B " ¢ P £P,
Bp(P) > B (P) ¢ P EP

;

y@ >§ si ademds, para al menos una ley P en PDU,'Pl la desi-
gualdad anteriar correspondiente es estricta.

De igual forma un elemento fundamental de la teow

ria de tests es elriesqo R§ asociado a un test cI) de 90 contra
61. Pop la teoria general de Decisidn dichas riesgos se toman

en la forma siquiente:

R@(B) = Ep [U(B,D)(l - @(w))+ U(ﬁgl)@(w)]::
= V(e,0) +[U(e’l) - U(E’U)]ﬁ(ﬂ)' . (17)

donde VV es la funcidn de perdidadeterminada en la e.e.
(w, U; Pe, e & (8,L) ) como una funcidn en (BDU él)x A, LsD-

medible con valores en ( ﬁ+, Bﬁ+ ) y donde 90 y 91 son dos hi-
potesis dis juntas, y (A,D ) el espaclio de las decisiones, es
quematicamente la funcidn de perdida V es una aplicacién medi
518 U (8L ) x (8D Yy | |ﬁ+,8ﬁ+ )e  (18)
De la definicidn de tests equivalentes y de (17)
resulta el siguiente teorema que demuestra que esti bien defi

nida la relacidn de pre~orden que es esencial en la teoria de

tests:

"Sea M ( respectivamente M') la familia de las fun

ciones de perdida U tales que:

V( e,1 )€ V( e,0 ) ( resp. V( e,1.)¢V( &,0 ) ) He(—Bl

V( e,1 )SV( e,0 ) ( resp. V( e,1 )>VU( 8,0 ) ) ¥ o (-80



se tiene entonces:

. §38873 6>0 =& > & ;
$VET, 029 = 03§ 530 = F>5."

Con la relacidn de pre-orden establecida puede in

troducirse el concepto de admisibilidad.

Befinicidn (I.128P,16),~

51 se ha escojido una relacién de pre-orden en el

espacio de las estrategias, se dird que la estrategia S es op

tima si es superior o igual a toda otra estrategia, y se dird

que la estrateqia S es admisible si no existe ninguna otra es
e ———————————————————

trategia estrictamente superior.
UObservese que las nociones que se han definido co
rresponden al elemento maximo y a los elementos maximales de

las estrateqgias,

Definicién(1.12P,17),-
e SN e

oe dice que el test @ de PU contra 131 es cuasi-ad
misible si para cualquier test @' de PB- contra _’Pl tal que:

Ff(p) < @@ (P) P B

se tenga ademés:

ﬂé(rs) 5 f}.@(p) v P &P,
y exista una ley Pl de Pl tal que: ﬁ@' (Pl) < ﬂ@(fi’l).

bts evidente que un test admisible de ¥ contra,Pl

0
es cuasi-admisible, el reciprdco no es cierto,

TESTS OPTIMOS,-

M

No existe, en general, un test mejor que todos los
otros, se deberia de cumplir:

(5@(9) =0 ¥ PP
ﬁé(p) 1 ¢ P G?l

lo que entrafia que el conjunto donde @ = 1 ( respectivamente

@ = 0 ) es PU-despreciable ( resp. :Pl

condicidn no se satisface en general, Ante esta imposibilidad

I

-despreciable ) y esta
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se definen nuevos tipos de tests, acotando los errores del pri

mer tipo,

Definicidén(Il.l8P,18),.-

El test @ de PO contra Pl es uniformemente el mas
potente ( abreviadamente U.M.P., ) si para todo testné'de PG

contra Pl se tiene:
Ag' SX§ => ﬁ@'(P),sﬁé (P) %P P,

Se dice que @ es estrictamente U,MePs si es U, N.P,
y admisible(x).

Un test U.M.P. es cuasi-admisible, en efectos

@é'(p)éﬁé (P) @ P @?U @dé'é d@m} F’Q‘(p) é P@ (p),

¥ P 6~Pl; pero un test U.,M.P. No es necesariamente admisible.
Definicién(1.12P,19),~

El test é de 'PD contra Pl es uniformemente el mas

potente entre los tests insesgados ( abreviadamente U.M.P.B. )

:
sl para cualquier test @ insesgado de P. contra P, se tiene:

0 1
Xg'& g => Bgte) < Bg(p) ¢ P EP,
se dice que é es estrictamente U.M.P.B. si es U,MeP.B. Y admi

sible,

Definicidn(I.12P,20).-

'
El test @ de :Pocontra jll es maximin si ¥ é se tie

ne:até'éd@_—-_; inf ( ‘B@'(p)/p P, ) £ inf (‘6@ (P) /P &£,)

Es evidente que si un test es U.,M.P. o U, M. P. B.

es maximin, por otra parte si P, es una hipotesis simple Py
las tres propiedades: U.M.P., U.M.P.B. y maximin coinciden,

e —————————————————
(%) Puede consultarse la Teoria de tests paramétricos clésicos

en la pag. 395 del Cap. XIII de Wilks (39).
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CAPITULO I (22 Parte)

FUNDAMENTOS ANALITICOS

. El espacio de funciones de
definicidn del operador

. Definicidn del operador(agi)

. Linealidad del operador

. Uperadores equivalentes

« bstructura del espacio opera
cional ( A°S, )

f

» —ley de composicion en (A?.)

-nucleo del operador

« & »
—0peracion asoclada al operador
9%

Dominio del operador(af,
1

-producto interior
-relacidn de equivalencia

. Transformada de Laplace ex-
terddida a operadores de (CR?.)
-linealidad de la transformada

. . F
-~relacion con la operacidn a
9
fi
. : P
» El espacio operacional (A

sociada al operador(a
F?)
—~conmutatividad de la ley de
composicidn de operadores
. ITransformada de Laplace en
ﬁ: extendida a una medida,
en el espacio operacional in

troducido
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OBJETIVOS Y RESUMEN DE LA 28 PARTE DEL PRINER CAPITULD, -

En esta 22 parte del Cap. I, se introduce la base
analitica sobre la que se desarrollardn, en capitulos posterio
res, el estudio de las estructuras estadisticas exponenciales
extendidas al algebra operacional ( A?. ), haciendo uso de la
transformada de Laplace de una medida en dicha algebra (Cap.III
de esta fMemoria), asil como el estudio de los sistemas de Pearson
generalizados: univariante (Cap.II, 18 parte) y multivariante
(Cap.II, 32 parte). .

El punto de partida ha sido la estructuracidn del
estudio, del operador derivada generalizada ( introducido por
ALDANONDO en 1.968, como limite del cociente de dos diferencias

generalizadas (x) ).

Por ello en primer lugar nos ocupamos de los Pro=-

blemas de estructura, tanto del espacio funcional dominio del

operador, como del espacio de operadores en si mismo. Un opera

dor de este espacio ( A?. ) aplica, en principioc, un espacio

de Banach Y en otro del mismo tipo C, con la particularidad de
que a partir del nucléo de dicho operador se puede definir una
operacidn asociada a dicho nucleo ( con ligeras modificaciones
sobre la operacion definida por ALDANONDO, en (%) Cap. IV, vy
utilizada por GUTIERREZ-JAIMEZ (%%) en relacidn con las resol
ventes de los semigrupos markovianos),

La referida operacidn es un producto interior en Y,
dominio del operador, con lo que se consigue que Y, tenga es=
tructura de espacio prehilbertiano.Mis adelante se demuestra

que es completo, es decir de Hilbert.

(%) ALDANONDO, Métodos de solucidn de ecuacicnes y sistemas di
ferenciales lineales en "aleph", PeFeloy 1,968

Puede consultarse el articulo: ALDANONDO. Ecuaciones diferen-—
Cliales lineales de coeficientes constantes en derivadas parcia
les en el operador "aleph", P. del Sem. Mat. Garcia de Galdeano,
1.969, para cuestiones relativas al espacio (p Ag. )

(%%)Tésis de GUTIERREZ-JAINEZ.Contribucidn al esgudio de proce

s08 markovianos de difusion extendidos a algebras especiales de
operadores, 1,972
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Finalmente nos ocupamos de estructurar, en relacidn
con las operaciones basicas mencionadas, una transformada de
Laplace apropiada a los espacios que se definen, que sera es-
pecialmente importante en el estudio de las familias exponens

ciales ( Cap.IIlde esta memoria ).

Debemos sefialar que existen otras transformadas de
Laplace generalizadas (vease GUSTAY DOETSCH, Hispano-Americana
Tomo XIII nes 1 vy 2 (1.953) p2g.31), una debida al propio La-

place en su libro "Theorie analytique des probabilités" dada me

diante la expresidn:

F(s):[b g(x)[H(xﬂ ° dx
a

estudiandose el comportamiento de f(s) para s tendiendo a infi
nito. A este problema lo llamd Laplace el problema de las fun-

ciones de ndmeros grandes.

Haclendo en la anterior expresidn H(x):eh(x), obte
b

F(S): e
a

nemos :
sh(x) a(x) o

que representa una generalizacidn,"parecida" a la de asta Memo

ria, de la integral de Laplace.

El motivo del trabajo citado de Doetsch es desarro

llar asintoticamente dicha transformada, mientras que el fin

primordial de la transformada introducida por (63) en la péq.48
de esta NMemoria, es definir estructuras estad{sticas de tipo ex
ponencial mas generales que las que se pueden obtener con la

transformada clasica de Laplace, esta cuestidn es el objeto del

Cap.III de este trabajo.
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l.- E1 espacio de funciones de definicidn del operador.
— -5 T8 Celinicion del operador.

Seajﬁel conjunto de las funciones reales fy que

SON continuas y no nulas en un intervalo cerrado I = [a,@]

del eje real, es decir:

ﬁ: ( f(x) #R / F G—CIy F(x)£#£0, ¥ x € 1) (1)

( representamos por CI al conjunto de las funciones reales
continuas en el intervalo cerrado I :[a,@] de la recta real )

y sea?el conjunto de las funciones reales g, que son conti-

nuas en el intervalo cerrado I, es decir:
@=- (a(x) R /g EC ) (2)

A cada uno de los elementos del conjunto producto
Qﬂ?ﬁg?) se le asocia un operador que depende del elemento (f,q)
elegido, que lo designaremos por ( a?-)i (%), o por(a?dcuan—

do no exista ambigledad,

Al conjunto constituido por estos operadores(a?J

més los operadores nulo e identidad, lo designaremos por ( A?-),
y seréd el espacio operacional utilizado a lo largo de esta me
moria, por lo que en sucesivos parrafos veremos algunas de sus
propiedades, aunque no se ha pretendido ser exhaustivo en ests
parte operacional, ya que dicho estudio, en la mayoria de sus
aplicaciones p.e. resolucidn de ecuaciones diferenciales, es

completamente marginal del desarrollo de esta memoria.

tsquematicamente lo anterior puede representarse

en la forma siguiente:

0
1
. %x@ o ( ag. )
tspacio de funciones de po
definicion del operador Espacio de operadores

Mm

(%) Denotamas por(a?i:el,operador de orden k, en la variable x
1
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Notese, por su importancia posterior, que el par

( f =1, g =0 ) pertenece al conjunto producto (%x?), y &
que el par de funciones (1,0) satisface las condiciones respec

tivas de pertenencia a (1) y a (2), es por ello gue a?. G-(A?.).

2,- Definicidn del operador ag.

sea Y el espacio vectorial de las funciones reales,
continuas, derivables y con la primera derivada continua, defi

nidas en un intervalo cerrado I = [a,b] de la recta real, es de
b
( y(x) HR/Y(-CIVHY(X) -C; ) (3)

En estas condiciones el operador generico(a?.) aso

cir: Y

cia a cada - Y, la funcidn definida por: 0
y &Y, : 3,.v7(x) = g(x)y(x)

y(x) €Y ————— a?-y(X) = —
f(x)
donde aD. = D ( operador derivada ordinaria ); siendo, pues,

1

el operador a?. del tipo:
?_ =.EL_:_§EL. ( Siendo ¥ el operador iden- (4)
tidad)

a
expresion,que, evidentemente, constituye una generalizacidn
del operador D, en el sentido de que:

a) este nuevo operador derivada depende de dos fun

ciones (f,g), que aunque con las restricciones pro

plas de pertenencia a (fx? ), son completamente

arbitrarias,

b) el operador derivada 0. queda englobado por el

g
f g
rar f = 1y g = 0 para que(a?.):(al.)E D,

operador a como caso particular, basta conside-
Observese que el resultado de aplicar(a?{)a una
funcidn y € Y es una funcidn continua en el intervalo I, por
lo tanto el operador(agﬁ)es una aplicacidn entre el espacio
vectorial Y y el espacio vectorial de las funciones continuas

en I, es decir:

Sy
(af.) Y — CI (5)



.~ Linealidad del operador(agJ
W O R e

ES inmediato,comprobar,que el conjunto de operado-
res definido tiene estructura lineal sobre el conjunto de fun-

ciones Y,sobre las cuales actua.

Efectivamente de la propia definicidn del operador

(4) se deduce que:
a)[ag. (v, (%) +y,(x) )]=[a‘§.yl(x)] +[a§.y2(x)]
o) [a2. ()] = ApSy, (x) (6)
vy Y, EYy ¥ ) real o complejo.

Por induccidn , se demuestra, en general, que:

n n
5 (= ]_-z. : ]
{af' (3 eyyi(%) ) = i:l[ci( Boe¥;ix) ) L7
g
fi
b) del parrafo 2.- se deduce que el conjunto de operadores a

De la linealidad del operador a’. y de la condicidn

0
ll
constituye un subespacio lineal del espacio lineal de cperado

I'es ag.

f

4.,- Operadores equivalentes.
i A B e

4
f‘
cion binaria, que es, evidentemente, de equivalencia, de la

En el conjunto ( A_. ) puede establecerse una rela

forma siguiente:

eFIr (@2 e [aft v (x)] =[a2 y(x], ¥y 00 €Y (o)

: K :
g

f‘
en clases de equivalencda, obteniendose:

((Ase /R = {( S )}: {(a%

j}

es por ello que cuando se trabaja con un Operador(aFJ, en rea

lidad, se opera con una clase de dichos operadores.

con esta relacidén R, el conjunto ( AZ, ) puede particionarse

J.= Estructura del espacio operacional ( AE. ) s
mmm

l. Veamos como puede dotarsele de estructura de es

SRl et Mot A A S L L S S D S =

pacio vectorial al conjunto ( A2, )
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En ( A?. ) puede definirse una ley de composicion

interna aditiva, denotada por &, de la forma siguiente:

[( a?hg agi).y(x)] =[a?}::y(x)] -!-[a?.:y(xi,, ¥ y(x) Y (9)

h 1
siendo el sequndo miembro de (9) la funcidn:
f 4 f
0 Y(X) _ gh"- g‘. Y(X)
) fl, + f (10)
fly,_fa
fu + f
que como se observa adopta la forma de[a? y ( ﬂ, con:
|3
L f‘g fiod
h 1 5;4
X f L f ('? TS - ]

G
Fl
abeliano, como es facilmente comprobable, considerando como e-

Dicha ley & confiere a ( A, ) estructura de grupo
lemento neutro para & el operador nulo By, ¥ como elemento si-
mé@trico de cualguier operador(agq, el operador opuesto al mis
mo ( en nuestro caso puede considerarse como operador opues-
to de uno dado(a?{), el operador constituido por el par de fun
ciones ( -f, g ), es decir, el operador(q?FJ ).

tn el conjunto operacional puede definirse una ley
de composicidn externa multiplicativa, de la forma siguiente:

[(Xo ad)y ()] = A aly(x) ) (12)
¥ y(x) €Yy ¥ Areal o comple jo.

Es evidente que el triple ( A?., 8, 8 ) es un es=-
pacio vectorial,

2. Operacidn composicidn de operadores.

Supuesto que se verifiquen las condiciones siguien
tes para las funciones de definicién del operador y para las
que constituyen su dominio y(x) (- VY:

a) las funciones y(x) (~C

N=-1
I
Ne=1

n
I
b) las Funciones gi(x) = C

c) las funciones f. (x) G-C y fi(x) 0, ¥ x &1

donde C? representa al conjunto de funciones cohtinuas, que

'son derivables hasta el orden k y tienen las k primeras deriva

das continuas., Puede establecerse una operacidn de composicidn
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en el espacio operacional, de la forma siguiente:

Dados dos operadores (a )y (ag‘)de ( Ag ), llamaremos

composicidn de operadores, y lo denotaremos por [ g‘( g“ﬂ a

A

la operacidn de aplicacidn sucesiva de los dos operadores de

la forma siguiente:

[Qz(aﬂ‘.y)] [?t!z(x)], donde z(x) =(a ?i:: ) (13)

'l,

( por comodidad, emplearsmos las notaciones a para designar

i
al operador(gff)y en el caso de operadores compuestos por ope

radores "elementales" a., designaremos por a

de los operadores a_y a_, aplicados en este orden).

la composicion

La anterior definicién (13) puede extenderse, por
induccién, a una composicion finita de n operadores de ( A?. ),

obteniendose (empleando las notaciones reducidas ) lo siguiente:

[812....n'Y(x] =[an-{an_l-[ ----- -(al-y(x))]” (14)

ts 1nmediato comprobar que los elementos (14) tie
nen estructura lineal, sobre el conjunto de funciones y { VY,
Supuesto que se verifican las condiciones a), b) vy c) de 2,

La operacidn composicidn de operadores, en general,

Nao es conmutativa, es decir:
[ah.(ar.yﬂlf[ar.(ak.yﬂ (15)

- . s -
Como se ve facilmente, sin mis que desarrollar las expresiones

correspondientes; pero en le caso de gue:

1 1 o ke
ll) gh - g - r

la operacidon composicién de operadores, es conmutativa (%),

tn particular las condiciones (16) se verifican si:
a) fh:: frz f
b)

17
ghzg-!.-AhF y grzg-!-xrf £

(*) Su demostracidn puede verse en ALDANONDO. fétodos de sol
cién de ecuac. y sistemas difer, lineales en "aleph", P.F.C.
1.968 (pag. 10 del Cap. I) o en la tésis de GUTIERRE Z- JAIMEI
Contribucion al estudio de procesos markovianos de difusidn

extendidos a algebras especiales de operadores, 1,972
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En el caso de que ocurra (17), cualquier operador

(a??.)puede expresarse en la f‘orma[a?. - xii] sy en efecto:

¢
(ai.)?_-' (a?}..): [a? +A;,F], luego ¥ y(x) € Y se tiene
)

. y'= (g + A.f )y _
{a? -!-Xf y]: e = = ( a?. -, Ai ) Y (18)

dcnde‘xi es un nUmero real o comple jo,

El subconjunto de operadores de ( A?. ), que veri

Fican las condiciones (17), lo representaremos por ( °© AE. ) s
dicho conjunto esta constituido por los operadores conmutati-
vos respecto de la ley de composicién de operadores, represen

tandose un elemento generico de dicho conjunto, por(c a?EL

!
Considerando que en ( - A?{ ) estan incluidos los

operadores nulo e identidad ( cuestidn completamente logica,

ya que dichos operadores permutan con cualquier otro operador
respecto de la ley de composicidn definida anteriormente ) po
dra dotarse a este espacio de operadores de una estructura al

gebraica més compleja que la obtenida hasta ahora de espacio

vectorial, como veremos més adelante.

Observese, por otra parte, que el resultado de la

composicidon de los n operadores(aggy dada por (l4), depende de
b

2n funciones ( n funciones f, v otras tantas q. ) Yy que en el

caso de que los operadares a, sean conmutativos para la ley de

composicidn, (14) sdlo depende de un par de funciones f y o

;
esta misma dependencia se obtiene en el caso ds que todos los

a, sean lguales, en este caso de igualdad se adopta como nota

« &

cion, la siguiente:

a (19)

n
12....n" ~ (af')

Y considerando que el operador(a?J, prefijado, fue
se el a, . = D, lo que se ohtiene es el operador derivada ené-

) . . n
sima ordinaria: D .

Fijado un operador ai, puede obtenerse un espacio
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vectorial de dimensidn infinita numerable, sin més que conside
‘rar el conjunto de operadores obtenido a partir de las combina
ciones lineales de la composicidén reiterada.de dichosoperador

y el operador identidad, siendo una base del espacio vectorial
2 n
= ( I’ai’(ai) 9-“”"(31) y'-'-)(*)-

Estos operadores compuestos, mediante la composi=
cion reiterada de un operador elemental, gozan de las siguien

tes propiedades:

a) la ley de composicidn de operadores es asociativa
(0™ (@0 (% = (223" (07 s

b) la ley composicidn de operadores es conmutativa

(a..)m[(a..)ny] s (a..)n[a..)my]

A & 4L 1 1

c) la ley composicidn de operadores tiene por ale
(20) mento neutro, al operador identidad.

d) la ley composicifén de operadores es distributi
va, respecto a la suma de operadores

m n pl . m n m
(ai.) [(ai.) & (ai.)]y _[ai.) (ai.) & (ai.) (a;,ﬁg

e) divisores de cero

(ai')my = 0,% y G"Y == (ai-)m

3 (32¢)

De lo anterior se deduce que el espacioc de opera
St el L DGR S e e iadbadl

dores engendrado por la base B, tiene estructura de algebra,

e —— — i — L | — .

en particular, considerando el grupo abeliano aditivo del espa
cio vectorial y las propiedades (20) se deduce que el referi-
do espacio operacional, tiene estructura de anillo conmutativo

unitario y sin divisores de cero.

d. Nucleo del operador a?.

El nucleo de cada operador a?. , estard constitui

do por aquellas funciones de Y tales que a:.

? las aplica en la

m

(%) Puede consultarse la tésis de RODRIGUEZ-CANQO: resolucidn
de ecuaciones funcionales planteadas mediante operadores linea
les, Sevilla,l.970 ~Cap, I- para otros operadores y aspectos,
(%#%) Vease cap, III, pag. 3 de la mencionada obra de ALDANONDO.
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D.y - gy

funcidn nula, es decir,(a?.y)=——"-?———— = U, obteniendose que

las funciones que satisfacen dicha condicidn ( ecuacidn diferen
cial, lineal y homogenea ) constituyen el nucleo del operador,

viniendo dadas por la expresidn: .
y = k eG(x) , donde G(x) =J‘g(t) dt (21)
Es de comprobacidn inmediata que el conjunto de es

tas funciones, es un sub-espacio vectorial del espacio lineal

de funciones Y,

4, Operacidn asociada al operador(ai.).
e T
Despues de conseguir la estructura de anillo del
)k con k & N, cabe pensar si el o

-]
operador, que denotaremos por(ai.) .

espacio operacional: ( B a, .
perador(aiJ, tendra un *

que sea inverso de él, en:el sentido que precisa la definicidn

siguiente: Dado un operador a: e, llamaremos(ai.)-l

cion y(x), si existe, tal que: a,.y = z; dicha funcidén vendra

dada, si z(x) es integrablg, en la forma:
y(x) = et x{wje_ci(t).i’i(t).z{it).dt]= (ai.)"ly (22)

Los problemas de existencia de estos tipos de ope

zZ, a la fun

radores, aunque muy interesantes, salen fuera del objetivo de

esta memoria (%))
Notese que (22) surge,de forma natural, al intentar

resolver la ecuacion diferencial lineal, no-homogenea determi-

nada por:

D.y = aq;
ey = Z ==

i f,
i

(23)

i
N

Y en el caso particular de que y(xi) = 1, la expre

sion (22) adopta la forma:
oy | v o |
eG&x) Gl'(xi) L eﬁ&x) e %ﬁt)Fi(t).z(t).dt (24)

af X,
1

Slendo el segundo sumando de la expresidn (24) el
resultado de eomponer, mediante la operacidn producto compues

to (%), una funcidn especial (asociada al operador ai) con la
m

(%) Vease la introduccidm de dicha operacidn en ALDANONDO,p. 4.4
(%%)Vease su estudio, en el Cap.III de la obra de ALDANONDO
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funcidn z. En la presente memoria dicha operacion se introduci

cira a partir de las funciones 11’ que son las autofunciones

del operador(aiq, en la forma siguiente:

A cada operador (ai.) de ( A?. ) se le asocia una fun
cidn li’ definida en el intervalo I =[a,é]del e)Je real, relacio

nada con el Ker(ai), mediante la expresidn:

1 - EG:(X) - G;(xi)

(3%) ;= B (25)
donde X y xi Son puntos del intervalo cerrado I,

Considerando el espacio de las funciones 7 ( de va
lor real ocomplejo ) continuas de 1la variable real x (I =[é,§].

A todo par ( 1,2 }:de funciones, donde z -2, se

le asocia la funcidn:

( li,Z ),

T G(x) - G t)

., o (8) 2(8).dt
Xi ’

Supuesto que z sea integrable. (25, bis)

El caso mas interesante es el correspondiente a los

operadores del espacio ( - A?. ), pues, dichos operadores( af

se sustituyen por (18), obteniendose que la funcidn ll asocia

da al operador(c :Les la autofuncidn correspondiente al au

to valor X., que toma el valor 1, para x = xi, dicho de otra

forma, a cada operador( a.:)se le pone en correspondencia, por

(18), con a X 'y s1 se quiere resolver la ecuacinn.diferqg

cial , con la condlclon inicial y(x ) = 1, siguiente:

- A )y = (26)

se obtiene como solucidn la funcidn l dada por la expresidn:

Lo JBEX) = 6(x) +A[% )2 F o xﬂ (*5 (o

1
que como se observa, satisface la condicidn inicial 1, ( )

Al mismo resultado (27) se llega, mediante (2q),

: _ C
en el caso particular que Nos ocupa de operadores del tlpo( aiJ
puesto que, de las condiciones de conmutatividad, dadas par

(17), se obtiene que (25) pasagser (27).
AL AR A S e e

X
(%)La funcibn F(x) = J f(t) dt, y G(x) viene dada por (21)
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En el caso de que la funcidn li proceda de un ope
c

rador(C aiJ, la denotaremos por li de aqui en adelante, pa-

ra poner de manifiesto su procedencia,

Operando con funciones - li’ la.aplicacidn (25,bis)

toma la forma:

*a(x)=a(t) + A [F(x)-F(t)]
(28) (7 15,2) —_""""""_l z )\I.F(t):z(t)}dt

i .
i
La aplicacidon (25,bis), se conoce con el nombre de
producto compuesto (%), representandose por Vs Y 8sera la base

para definir una norma procedente de un producto escalar,

Si en (25,bis) z(x) = l.,se obtiene:

y 2 |
.'. r / : ! 2 1
(1451,) > Lyl =1/ (29)

y, seme jante notacidon para las potencias sucesivas de L.e

Esquematicamente puede expresarse lo anterior en

la forma siquiente:

tspacio de los operadores

Subespacio de operado
res conmutativos

inyeccidn

(A2 )

¢~ A?. )

Bajo las con
correspondencia diciones(17)

correspondencia

Espacio de las funciones Espacio de las funciones
. LG %) =G x) ey _ G (x)=G (x)+kF (x) i)

1

( Construccién del prod, comp. )

tspaclio de las funciones

2 = (z/2 @CI y, z L)

e e ]

Operacion definida | Operacion definida
en (li)xZ , por(25,

en(c li)f:xZ' ypor (28)
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5. Propiedades de las funciones - 1.,

1t
.2

Recojemos en este punto, algunas de las propieda-
des caracteristicas,de las autofunciones de los operadores(caiJ,
por su interes en la construccidn de la transformada de Lapla-
C .G

Rf.
a) a .A .1,

SR =L s e =X s =X

ce sobre ( 15%5 : .

), supondremos ,ademls, que X

cl. v l + l v Cl

C C C
f) "l = 1y "1, 1/0 -A){( L, )J
9) ("1, )" = 1/(n-1):! [ 1(F(x)-F(x,)) ”"'J

U ’

l, & l )

i
~~
O
-
0
-
~
i<
et

Las demostraciones de todas estas propiedades pue

den verse, junto con otras, en el Cap, V de la citada obra de

ALDANONDO, 1,968,

Consecuencias de los anteriores puntos.

De (19) se deduce que el operador compuesto 330 o

es un polinomio de grado n,del operador(aEJ, P(a?.), de esta
consecuencia y de las propiedades (20) se obtiene que el con

junto de operadores ( P (ag ) )= polinomios enteros del opera
dor(a ), de coeflclentas constantes—- tienen estructura de al-
gebra, por lo tanto los operadores compuestos de operadores e

. ' . .« F
lementales conmutativos, respecto a la ley de composicion, sSon

un algebra; respecto a lasoperaciones habituales.

E.) ou s

de verse en el Cap, III de[].], analogamente se estudian poli-

Un estudio detallado de estos polinomios P(a

nomios del operadorfy del operador lineal €a(x)8 L = b(x)) en
la citada tésis de RODRIGUEZz-CANO[29].
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6.- Dominio del operador(agi)

¥
W

con la

Veamos que al dominio de un operador a?f (

condicidon de que fi>-0 ) puede dotarsele, en caso ge que inte
rese, de estructura de espacio prehilbertiano.

Consideremos el espacio vectorial de las funciones
de valor complejo z, de la forma:
(30) z = y(x)+ i.u(x)
donde y(x) y u(x) son funciones reales,de variable real X, que
satisfacen las condiciones (3). A dicho espacio lineal lo repre

sentaremos por Z(C), para indicar que el cuerpo de escalares,

estd constituido por los ndmeros complejos.

El motivo de considerar funciones del tipo (30) es
doble: 192 porque dichas funciones son utilizadas en Teoria de
Procesos estocédsticos y 292 porque, evidentemente, (30) compren
de como caso particular, el de las funciones de rango real.

Se define una aplicacidn h de Z{C)xz(C) en C, de
la forma siguiente:

(31) h ¢ ( 2192 e <zl/22> £0C

5 )
donde‘(zl/z2> representa el producto compuesto de la autofun-
cidn li’ del operador a,., con el producto de la funcidn 2y

por la funcidn conjugada de Z5 particularizado al punto c del
interior del intervalo cerrado I :[a,d},en el cual estan defi

nidas las funciones u(x) e y(x); es decirs

- G, (£)-G, (t) o
(32) <Zl/22> = (li \ 21'22))(:(: :':\A a 1 y }f (t)zl(t)ZZ(t)dt

: 1
1

y en el caso de que el operador utilizado sea del tipo(C agﬂ,
b

la aplicacién (31) nos dara por imagen:

(33) <21/7-2> =/CeG(C)-G(t)+ Ai[F(C)-F(tz] f(t)zl(t)zz(t)dt
!

La aplicacidm h definida por (32) o (33), depen-
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diendo del tipo de operador del que procede, es una forma her

mitiana, en efecto:

(34) a) <zl+ zz/z?z <zl/z> L <22/ z>
b) ()\z/zl> .—.x<z/zl>

por cumplirse, evidentemente, las propiedades (34), la éplicg

cién h es una forma sexquilineal. Y por verificarse:
(35) <zl/z2> = <22/21>

la forma sexquilineal h es hermitiana.

Las demostraciones de (34) y (35), se deducen imme

diatamente de la definicifn de h dada por (32).

g
f
de que fier, se tieneggue la forma hermitiana h, es definida

Imponiendele la condicidn al operador a t utilizado,

positiva, y4 que se verifica:

(36) {z/z) >0, ¥ z ¢ 2(C) / z £ 0

como se desprende, facilmente, de (32).

Observese en (32) o (33) que li - Ker (ai.), y que

li'Fi es una funcidn peso, en la operacién ¢/ Dasociada a di-

cho nucleo.

La forma hermitiana h es no—-degenerada, pues, evi

dentemente, no existe un Z, # 0, tal que:

(37) <z/zl) =0, ¥ z ~2z2(C)

Por verificar h las anteriores propiedades (34)...

+++(37), se verifica el siguiente teorema (x)3

La funcidn || z|| = (<z/z>)l/2 es una norma en Z(C), supuestas
——— e T A NS S e B aNSy PMEUSETaS

- de cuadrado inteqrable las furiciones z.

Siguiendo el mismo procedimiento utilizado en Teo
ria de Procesos, veamos como el espaclo prehilbertianoc anterior
[Z(ﬂ:), </>], 85 un espacio completo, es decir, de Hilbert.
(38) consideremos que al espacio Z(C) pertenecen los 1li

mites, enmedia cuadratica, de las sucesiones de combinaciones

del tipo: E:Ckzk' En estas condiciones, Cualquier sucesion de
K

(%) Ap. FUENTES de Analisis Funcional, 1,969 pag, 77



w—l] ]

Cauchy de funciones de Z(C) es convergente y su limite pertene

ce a dicho espacio, efectivamente:

(39) por hipdtesis “zm- Zn“ b ==

[

e o

33
——

1
®

to ocurra, tiene que ser:

(40) lz - znl

m e

ﬂ}-———-—-rw
por lo que sdlo queda por comprobar:
(41) que si %zn} . Z
N —— OO
dicho limite z & 2(C), con lo cual [Z(O:),(/ 7], sera un espa
Clo de Hilbert; pero esto es inmediato de (38).
Notese:a) que aunque utilizando funciones de valor

complejo, las funciones del operador utilizado son reales. Po-
dria hacerse un estudio paralelo al efectuado, utilizando ope-
radores con funciones de definicidn de rango complejo. Otro a-
vance en este campo seria considerar funciones complejas, en
vez de utilizar las funciones del tipo z que en el presente
trabajo se han empleado, la utilizacidn de estas funciones es
particularmente interesante en Procesos.

(42) b) que en el espacio Z(C) puede definirse u

na relacion de equivalencia, mediante:

~ 9,
z\~z, {::;»zl 2, £ Ker ( ach )

i
relacion que particiona el espacio Z(C) en clases de equivalen

cia de la forma: Z(C)/R ={§}} ={{zr+ k eGKX{H; con ello se lg

gra que la aplicacion que define el operador sea inyectiva, es

quematizando lo anterior se tiene:
Z(C)= z/z=y (x)+iu(x)
con y(x)& Cy u(x)EcC
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(.~ Transformada de Laplace extendida a operadores de (CR?. )
Lonsideremos los operadores de ( Az, ) gue son con

.F
mutativos repecto a la ley de composicidn de operadores, es de

i
cir, el conjunto de operadores(c ai.)z(a?‘ X,,f")
Sea s(x) una funcidn continua que estd definida en

x)xi y un elemento arbitrario del espacio (C A?. ), con las

condiciones de definicidn siguientes:

(43) f(x) & C para XD X,y f(x) # 0 para x)xi

g(x) & C para x)xi
siendo D.F{x)= f(x) y D.G(x) = g(x).
Para asegurar la existencia de la transformacidn,

se exlje:

| -G (x)- X.F(x)
(44) lim e . = U; con Xi CCy RE(X:‘L))D'

X ——p» 00

en estas condiciones, se define transformada mediante:

(45)Lg G )k )\.F(x.) m---t.:(t)---)\.r(t)
ai_(s)z [Cli,s(x)] —_—¥ ¢ . . . e .f‘tt)sdt
l. Propiedades X

A) La definicién (45) precedente, incluye la correspondiente

0 ,
al caso al., que para Xi: 0, sera:

(46) * - Xit

: s(t).dt = 5¢ )\i) s Lis)
0

la transformada de Laplace clisica.
B) La transformada definida es lineal.

Su demostracidn es trivial, pues, esti basada en
la linealidad de la integral.
C) Otras propiedades interesantes de la transformada, pueden
consultarse en el Cap. XVII de ALDANONDD[lj.
2. Relacion de la transformada definida y la operacidn v
mompueg

to de una autofuncidn del operador(C ai.)por una funcidn z(x),

( que puede considerarse como una integracidon generalizada )
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hacemos X = ¢, ( de forma analoga a lo realizado en (32) ) se

obtiene una integral definida que toma la forma:

(47)

C C
( li,S) =( 1 V S T)ch

1
c6(e)+ MF(e) [ ° -at)- A F(t) |
= e e f(t)s(t)dt
X .
i
de donde, considerando esta expresidn con la que nos da la de-

finicidn de la transformada (45),se deduce:

(48) G(x; )4 A F(x,)
lim _° ("1 us), = LE(s)
Rt . G(c)t )\iF(c) $

la relacidn existente entre la transformada de Laplace exten-

dida al operador - ai.,

dor, mediante el nucleo del mismo.

y la operacidn asociada a dicho opera

Esquematicamente, lo anterior, puede resumirse en

la forma siguiente:

[ e [ e
Subespacio de operadores | Conjunto de autofuncip
»
I ( A?- ) | nes li’ de los opera
C
dores a..
1

tspacio de las funciones

Transformada de Lapla

continuas, definidas pa- ce, extendida sobre el

B3 X > X, espacio (C A?. ) (su-

| cesidn de transforma-—

I das para los Ai)‘

La transformada LE (45),conserva las propiedades
ajie
de la transformada de Laplace ordinaria, con respecto al ope-

dor(°© a..) (deucuyo nucleo procede), de transformacidn de deri
1
vadas sucesivas y de funciones determinadas. Para un estudic

mas detallado de estas propiedades puede verse Cap., XVII de[l]
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8.- E1 espacio operacional (p A?. )
—_—
Nos interesa extender el conjunto de operadores
( A?. ) que actuaban sobre funciones definidas en R, a un es-

pacio operacional (p A?. ) que actue sobre funciones reales,

definidas en un dominio D de Rn.J
(49) Sea z = z(x), donde x = (xl,xz,....,xn), una funeidn
real continuay derivable (respecto a cada una de sus n varia-
bles) y con las primeras derivadas parciales continuas, defi-
nida en un dominio D dean. El conjunto de estas funcionesylo
designaremos por Z, dotado de las leyes suma de funciones vy pro
ducto de una funcidén por un ndmeroc real, es un espacioc lineal.
9;_)1
It Xi
de (p A?. ), asocia a cada funcidn z de Z, la funcidn defini-

En estas condiciones un operador generico (a

da por la siguiente expresidn:

9 L
- i i
aO.z(x olals iy e ) 5 o CRE I - S
1 1’ gt ’n X A ’n 1 n
N
fi(xl’.'tili’xn)
donde:
(51)
l ] o '!' . e o =
[a?.'z(xl’-"xi’..,xn)J - ].Al: . Z(Xl’o ,Xi Axl’ ’Xn) Z(X)
i i —p
Ax.
i
es decir:(ag.))l( - @‘3
i i
Por ello puede considerarse a (agg)i como una de
¢ 1

rivada parcial de primer orden generalizada (respecto a la va

I‘iable Xi, i — l,2’illi’n).

Suponiendo que las funciones Fiz fi(xl,...,xn) y

9, = gi(xl,....,xn), satisfacen las condiciones (1) y (2) en el

o8 n . .’ ; L
dominio D de R, se tiene que (50) es una funcidn continua en 0.
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Propledades fundamentalas del operador (ag ) son:

— " f° X
a) en el caso particular de que las funciones F.
% 9 sean l y 0, paspectivamente, se tiene que el operador
(a ? ) coincide con el operador derivada parcial ordinaria.
g b) Los operadores de (p A?. ) son lineales sobre
el espacio de Funciones Z, es-decir:
(52) (a ) l( lzl* c 2) = cl(ai.ii)ii - cz(ai.zz)ii

c) definiendo, de forma analoga a lo hecho en (9)

y (12), una ley interna y otra externa, al conjunto operacional
(p A?. ) puede dotarsele de estructura de espaclo lineal,

d) puede definirse, analogamente a (13), una ope-

« F . «
racion de composicion de operadores.

Obteniendose,enngeneral, que:

(53) 171 1]
[ah. (ak. z;)ka X # [akf (ah. z);xh] .

por lo que es interesante, establecer unas condiciones sufi-

-“_m_

Cientes para que la ley de composicidn de operadores, sea con
—_— - - oy - ePPS--10n Of Operadores, sea con

mutativa, Estas condiciones son las siguientes (%) :

(54) a); __@___ __f . (k=l’29*--!n)
fok =h & 0, ¥ kK £ h (h=1,2,....n)
b) G gh = 9 gk
ka @xh

que pueden resumirse en estas otras:

55 .
(55) i) f ( l’x2""xk’."x) = f (x) ¥ K = 1,2,..,0

ii) que 1las gh(x) puedan obtenerse, de una funcidn

escalar G(x), como las componentes de su gradiente, es decir:

(0
(91192’0-’9h’-°'19n) VG(X) ((m’--'bxh’.,é-;(—‘) G(X)

: )} se
1717
cumplen estas condiciones, obteniendose el Teor. de Schwartz.
rr—

(%) Puede verse en[l Jy en[ 2 ]Jde ALDANONDO, o en la tésis de
GUTIERREZ-JAIMEZ, anteriormente citada, pag.8

Ls evidente que en el caso particular de (a
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.- Transformada de Laplace eann, extendida a una medida, en

—mm—— ) s R E o ce meesda, en
el espacio operacional (p RE. 1%
e R T

Los operadores definidos en (50) pueden ser estu-

diados €N S1 mismos ( analogamente a lo realizado en pég.SD Y
siguientes de esta memoria ) y en particular es interesante el
subcaonjunto operacional formado por los operadores que satisfa
cen a (55), pero este estudio nos apartaria de la idea central
del presente trabajo, que considera a dichos operadores como
instrumentaaosherramienta de trabajo que nos sirva para definir
una transformada de Laplace en ﬂn, extendida al conjunto ope-

racional (DAE. ), de una medida m,

Para conseqguir diho fin asociamos a cada operador
de (p A?. ) que satisfaga a (55), es decir, que sea*conmutativo

con respecto a la ley de composicidén de operadores, una funcidn:

(56) L G(x)-G(xi)+ Ai[Fi(xi)-Fi(xiﬂ

que,como es facilmente comprobable, satisface a la ecuacidn di

ferencial en derivadas parciales siguiente:

(57) _
1 or
(ai'Z)x-- Al Z = Z/DX. - gi(X)Z— le‘l(xl)z
i i
con la condicidn inicial de que Z(xl) = z(xi,x;,..,x;,..,xi)

valga la unidad ( analogo a lo realizado en (26) y (27) ).

Por otra parte, es,sobradamente, conocido que la

transformada de Laplace de una funcidn de dos variables, viene

dada por la expresidn: ., o
r

(58) = X X = X
[2(xay) =JD s T2 y) ax dy = T(Al’xz)

0

Labe, pues, preguntarse si es posible definir una
transformada que generalize a (58) ( en el sentido considera—
do en (45) respecto de (46) ). La respuesta es afirmativa v

basta considerar la génesis de (58), para poder definir, de a
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cuerdo con (45) ( utilizacidn de un operador conmutativo para

la ley de composicidn de operadores ), la siguiente transforma

cions

59 0 00

7 f 2[G(x;y ) =6 (xy J# K [F_ (%)= (xﬂ+)2[r(y>-F<y}
171 il x'Y' vV o x i Y AR SO

Lg[z(xyﬂ = | e

in Y 'Fx(x)-Fy(Y)-Z(XY).dx.dy

BN caso de que exista la integral, se tiene una transformacidn

mas general que la (58), de forma tal que (59) coincide con(58)

AL+ )y (x,y)=(0;0)

Notese que (59) surge de la consideracidn de la gé

en el caso de utilizar el espaclo operacional (p

nesis de (58) y de la utilizacidn de dos funciones (56) proce

1 1

dentes de los dos operadores:(a,.) Y (ai.)y, que pueden consi

1'%
derarse como las derivadas parciales generalizadas de una fun

« # . .
cion de dos variables, supuestos Que sean conmutativos respec
to de la ley composicidén de operadores ( es por esto por lo

que se utilizan funciones asociadas del tipo (56) ).

También es de destacar que (59) conserva las pro-
Pledades caracteristicas de una transformacidn de Laplace, en

tre ellas la més interesante,es la linealidad,

El paso siguiente, consiste en definir (59) para

una fancidn z(x), definida en un dominio D delR , para x > x’ .
obteniendose:

(60) n6(x")=6(x) +{ NJF(xD)=F (x)
Lg[z(xﬂ =| e [ ) :] < [ & f )(S;;D ) z(x) dx
D

i=1
donde:
(61) Féx;) =[Fl(xl),F2(x2),....,Fn(xnﬂ 3 F(x)= L
| dxi

=[>\19)\21-"-: n]; xl 88 un punto de D, que en particular puede
ser el (0,0,....,0) y{,” es un producto escalar de los vecto
resky[F(xi)-F(x)}, siendo por dltimo. Ql

las n funciones f.(xi), que son las derivadas de las funciones

Fi(xi).

Fl(x ) el producto da
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Observese que (60) contiene como casos particula-

res a (45) y a (59) que son las expresiones de la transformada
de Laplace, extendida a los operadores (p A?. ), en una y dos

dimensiones, respectivamente.
El dltimo paso, consiste en considerar una medida

positiva m en ( R - an), y definir su transformada, ( entan

deremos por an s, la tribu de los borelianos de mn ) de la for

ma siquiente:

Scea m una medida positiva en (m”, BRn), se designa

por Dm el dominio convexo de m” definido por:

(62) ” E-Drn PR . [G(x ) =G ( J (9 [F(x )-F( J) o

Hn 181F1 1.

£ 00

Si Dm 88 no vacio se llama transformada de Laplace de m a la

funcidon definida por:

(63) . n[60c-6 0 #(\ [Fex AEAEN),

Lm(A) =|Hn e H (x ;) dm(x)
en la banda de En'
(64) 8 .-:{Re()\_) - Dm}_

La convexidad de Dm se desprende inmediatamente de

la de la funcidn exponencial, siendo la medida m positiva y su

poniendo que las funciones Fl(x ) también lo son. Por otra par

te, la definicion de L A) en la banda (64), resulta de que:

()\ [F ( xl) ~F ( x) (Re (M) [ ~F(x. ]>

tn el caso particular de que las funciones:

(65) Fi(xi) L Fi(xi) = Xy ::§>F(xi) :(xl,...,xn)

9.(x) = 0 => G(x) = cte = G(xi)

1

y de que el punto X" sea el (0,0y....,0), se tiene que (63) es:

(66) Lm()\) =r ) o “LA X2 dm(x)
R

que es la expresidn de la transformada de Laplace de una medi

da, dada por BARRA en[4:], pag. l164.
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CAPITULO II (1@ parte)

LA ESTRUCTURA ESTADISTICA ESCALAR
DE TIPO PEARSON EN (A?.)

. Extensidn del sistema de Pearscn

g
f.)
—la distribucidn normal en (A

al algebra operacional (A
g
f')
)

-el sistema de Pearson en (Al

-relacidn entre los momentos

- Algunas distribuciones que son
soluciones del sistema de Pear—
son en (A2, )

1
—generalizaciones de E.,Juan Her-—

nandez
—extensidn de L.K.Roy
. Ecuacidn diferencial de Sturm—
Liouville en (A?.)
—orctogonalidad de las autofuncio
nes de dicha ecuacidn
« LOs polinomios de Hermite, ecua-
cidn diferencial que satisfacen
y funciones asociadas en (A?.)
—desarrollo en serie de funcio-
nes de Hermite en (A?.)
» Los polinomios de Hermite genera
lizados, asociados al nucleo de

la distribucidn normal en.(A?*)

. Utras distribuciones que estan
incluidas en el sistema de Hear
son extendido a (AE.)

-el sistema de Kapteyn

-la distribucidn de Weibull



OBJETIVOS Y RESUMEN DE LA 12 PARTE DFL CAPITULOC SEGUNDO, -

tn esta 12 parte, se aborda el estudio de 1las estruc

turas estadisticas de Pearson, con los objetivos generales yé

estudiados en el Prologo de esta Memoria,

Los puntos fumdamentales del estudio que sigue, son
los relacionados con el anflisis global, de las distintas ecua-
clones de Pearson. Este anflisis se basa en lo posible, en las
propiedades de las citadas ecuaciones diferenciales (descompo-
slciones tipicas de los denominadores, propiedades de las raji-

CeS correspondientes a ese denominador, etc.), evitandose ha-

Cer suposiciones sobre distribuciones concretas,

Ejemplo importante de estas propiedades globales,
s el estudio de la Regresién en dicha estructura, exclusivamen
te basado en la ecuacidn diferencial bdsica correspondiente, que
agul se aborda en el caso unidimensional y en la 38 Parte de es
te capitulo se hard en el casao multidimensional, deteniendonos
en el caso bivariante, en lo que respecta a las condiciones que
SE requlieren para que la regresidn sea lineal.

Tambiéen se consigue incluir a diversas familias de

leyes de probabilidad, en el sistema de Pearson en (A?.), PeCo

. . . . . . 7
el sistema de Pearson-Roy, la generalizacidn de la distribucidn

. F
normal de Juan Hernandez, [17], as{ como una relacidn entre los

momentos del sistema de Pearson generalizado, analoga a la de

Elderton[lﬂ.Introduciendose una distribucidn normal en (A?o),

repetando los valores de las constantes gue dan en el sistema

de Pearson en (Ai.) la distribucidn normal habitual., La mencio
nada distribucidon normal generalizada comprende la generaliza-—

cidon de Juan Hernandez sobre dicha ley y su nucleo es el de las

funciones de Hermite en (AE.).

Finalmente se introducen los desarrollos ortogona=-
les de tipo Hermite, ligados a la familia normal, investigandg

se el mantenimiento formal de los principales resultados clﬁsi

cos, relativos a dichos desarrollos.,
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EXTENSION DEL SISTEMA DE PEARSON AL ESPACIO OPERACIONAL ( A?.)
_—_—mm

ts, suficientemente, conocido que la ecuacidn di-

ferencial de primer orden, lineal y homogénea:

(1) dy y (x+ b)
dx i p+qx+rx2

llamada de Pearson (%), y que tiene por solucién general:

(2)

y = K.axn& T

P+gx+rX

d
; )

es satisfecha por numerosas funciones de densidad, correspone
dientes a distribuciones que son muy empleadas en Estadistica,
para unos valores determinados de las constantes Ol DT

Por el hecho de que (2) engloba (como soluciones
de (1), para valores particulares de las constantes) distintas
funciones de densidad (%x), se acostumbra a hablar del sistema
de Pearson, refiriendose al conjunto de distribuciones, cuyas
funciones de densidad son soluciones de la ecuacidn (L)%

tsta familia de soluciones puede clasificarse, a-
tendiendo a las raices del denominador de (1) en relacidn con
la media (»xx)(caracterizacidn segln Pearson) o atendiendo a

los momentos (xxxx)(caracterizacidn segdn Elderton).
g
F.
conmutativo respecto de la ley de composicién de operadores,

Prefijado un operador de ( AZ. ), que supondremos

definida en la 22 parte del Cap. I de esta memoria, puede con
siderarse una ecuacidn diferencial més general que la (1) en

el sentido siguiente:

(%) Los origenes de esta ecuacidn y un estudio muy detallado

de ella pueden verse en ELDERTON." Systems of frequency curves*
We Palin Elderton y N. Lloyd Johnson. Cambridge Uni. Press, 1,968
(#%)Vease en RENYI, p.215, algunas de las distribuciones que

son soluciones particulares de (1).

(%%») CANSADO.Expos.sist.de las distr. de Pearson.T.deE. vol.l
(%%%x)Vease cuadro clasificatorio de pag.45 en ELDERTON=LLOYD
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(3) a) que contenga a (1) como caso particular.

b) que mantenga la mayoria de las propiedades del

sistema de Pearson (1).

Lonsideremos la ecuacidn diferencial siguiente:
1 y[F(x)+ p]

(agd.y), =
J ;:J-!.-qF(><)-!.-I{l-'(><2~]2

X
evidentemente, esta ecuacidén diferencial coincide, en el caso

particular de que (f,q)=(1,0), con (1). Verificandose(3)a),en

tal caso.

(4)

De la consideracidn que (4) generaliza (1) resulta

la siguiente pregunta: ¢ es posible obtener funciones de densi

____-_-_-—____—--- e ——

dad (como soluciones de (4)) generalizadas, de las correspon-

e —— e i R — e st

dientes funciones de densidad (soluciones de (1)); respetando
o into B oo S e Uy e L e OO

los valores particulares de las constantes DyPsq Y F 7
—— e T TS helivEs UybBygq Yy T A

A esta pregunta se le dard una respuesta afirmati

va a lo largo de esta memdria, teniendo siempre en cuenta el
& » .
8splritu de la generalizacidn tratada,que es el marcan las con

diciones (3).

Ll desarrollo de la ecuacidn (4) es el siguiente:

(5)

F(x)+ b
Y-y gé(x)+ (x) f(x) } = 0
2
p+qF(x)+4?(xj
que como (1) es lineal y homogenea, por lotsu solucidn es:

F(x)+ b
G )

(6) v = K BXp[c(x)+ :
(5)

Notese que y (6) coinciden con (1) y (2) res-

0

pectivamente, en el caso de que ( AZ, ) = ( Al )

e
Tenlendo en cuenta (2) y la forma general del nu-—
cleo de un operador de ( A?. ) ( Ker(a?.) = kexp( G(x) ) ) se
deduce que (1) puede expresarse, en términos operacionales, ne
diante: (ag.y)zﬂ, em donde f puade ser cualquier funcidn Y%

g(x)=(x+ bf/(p+qx+rx2), por lo que existe una correspondencia

entre las soluciones del sistema de Pearson (1) y las funcio-



nes g(x) que sirven para definir el operador (a?.), esquemat i

zando se tiene:

(7) soluciones de (1) L funcionesg(x)
funciones de densidad

Distribuciones que son soluciones del sistema de Pearson exten

dido al espacio operacional ( Rg. ) o —

J0n conocidas las distribuciones que saon soluciones

del sistema de Pearson (1) (vease RENYI o ELDERTON), y como (4)
comprende a (1) resulta que todas las distribuciones que satis
facen a (1), también lo hacen con (4), pero por ser este @lti
mo sistema mas general que el anterior, comprendera a otras dis
tribuciones: las generalizadas y otras clisicas ( estudiadas
independientemente del sistema de Pearson y que (4) las com-—
prende para un par de funCiones (f,g9) particular ),

l, La distribucidn normal en ( A°. )

Considerando los ual;res siguientes para las cons
tantes de (1l): b=q=r=0 y p=-1, se obtiene de solucidn (2) 1la
distribucidon normal. Manteniendo estos mismos valores en el sis
tema (4), se obtiene por solucidn (particularizando en (5)):

(8) y = k exp( G(x)=[F(x)]?/2 )
expresidn que puede ser considerada como la B wxa densidad de

una distribucidn, que por la forma como ha sido engendrada la

llamaremos distribucién normal generalizada o extendida al es

paclo operacional ( A?. ), sin mis que 8X1jir:
(9) a) que y sea no-negativa

h) qui[ ydx = 1, siendo R el recorrido de la varia
ble. :
Mas adelante se verd que, mediante un procedimien

to andlogo al seqguido por CRANMER para ladistribucidén normal
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basado en el nucleo de los polinomios de Hermite, puede obtener
s8 la distribucidn normal generalizada (8) derivada del sistemn
de Pearson extendido al algebra operacional ( A2. ), sin mis que

f‘
~considerar el nucleo de los polinomios de Hermite extendidos a

la referida algebra,

tl poder de generatizacidn del sistema derivado de
la ecuacidn diferencial (4) se debe a la arbitrariedad de la
funcidn g(x) y no a la funcidn F{x) como podria pensarse. Si
g(x) fuese nula la expresién (4) se deduciria de (1) haciendo
el cambio de x por F(x). Par otra parte el mantenimiento del sis
tema de Pearson en la forma (4) no conduce a una relacidn fécil
entre los momentos, a NO ser que se generalize el concepto de
momento, adecuandolo a las distribuciones introducidas como SO
luciones de (4), esta generalizacidn puede lograrse de distin_
tas formas y su estudio detenido 1lo de jaremos de momentaog,

Las razones aludidas unida a la complejidad de los
calculos nos ha conducida a considerar un sistema deducido del

(4) gue es menos complejo, pero mucho mis facil de manejar vy

que mantiene toda la teoria relacionada con el sistema (1).

El referido sistema es el generado por el algebra
( A?. ), es decir, el dado por:

(10) g 1 X+ b
(afey ), = y
p+qx+rx2

exprsion de la gue puede deducirse:

-desarrollando (10)5 .
( y'= gy )( ptgxtrx ) = ( x+b )y; e inteqrando se tiene:

jQ y' = ay )( p+qx+rx2)xndx =1/Q X+h )yxndx
L
y ( D+qx+rx /[npx +(n+1)qgx *(n-'-?. x l] dx —
= 3 ek L
fgy(p x4 rx )x dx = n-!-l bo(

de donde,suponiendo que la densidad y se anula en los extremos

del recorrido de x, se tiene la relacidn que liga a los momen=-

tos con la funcidn g(x) introducida en la ecuacidn diferencial

_M
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(11) bO(n'!' nDO(n_!_l 2. (n-!.-l)cw:::(n e (n+2)r0(n_!_l =

2 n
‘/gy( p+gx+rx” )x dx Ll

esta expresidon es analoga ala obtenida por ELDERTDN—JDHNSGNEHﬂ

en pag. 37 y dando valores a n se tiene:

(12) bt g + 21‘0(1 = -fgy( p-!-qx-!-rxz)dx - O{l
¢ of
bO(l-!-p~!.- 2q0(l-!- 3r0(2 = = [gy ( p+gx+rx” )xdx - -

bo(z-!.- 2[:10(1-!- 3qc>(2-!- 41:'0(3 = -/r;y (p+qx+rx2)x2dx—0(3

4

expresiones que en el caso que las cuatro integrales de los se
U

D)

coinciden con las expresiones clisicas (veaseﬁuﬂpag.SB) Yy pue-—

b0(3-!- 3p0(2-!- 4q0(3-!- 5ro(4 = -fgy(p-!-qx+rx2)x3dx-0(

gundos miembros sean hulas( esto sucede p.e. en el algebra (A

den utilizarse para ajustar una distribucidn empirica por una

teorica, siempre que se conozcan los cuatro primeros momentos

y sean finitos, pues, en estas condiciones las constantes b,p,

Q Yy r pueden expresagse en funcidn de los referidos momentaos.
veamos gue el sistema deducido de (10) comprende a
P s oM xSt s w0

distribuciones que han sido estudiadas independientemente del

e e g st b ibibosiasiidhbcthadsbid i b

sistema de Pearson.
S0 .0a 08 rearson.

La generalizacidn de las leyes de Laplace y de Cau

chy debida a E, JUAN HERNANDE?Z (1.951), surge de considerar co

mo funcidn de densidad la siquiente:

(13) EXp(—xz/aZ)
Yy B0

B 4 X
donde a y b son dos parametros caracteristicos positives y h la
constante adecuada para que (13) sea una funcién de densidad.
ts 1nmediato comprobar que (13) comprende a la dis

tribucidn de Cauchy, para 1/a = 0y B £ 0; vy que puesta (13) en

2
la forma: y = h__ex —x2 32 . exp (- §7)
> x a \[ 2
8% 1+ gy B ___, o0 ’

es decir, la distribucidn normal es el limite de (lS)(ver[l?]),
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Facilmente puede comprobarse que (13) no es una cur
va de Pearson, ya que no puede llevarse a la forma (1), pero si

puede adaptarse a la forma (10), tomando:

2 X X 4 b X
gix} = - B%4x2 Y pigxdrx? - T a2

observese que g(x)EC y que se respetan los valores particula-
res de las constantes b,p,q yr ( b=qg=r=0, p:—a2) caracteristie
cos de la distribucidn normal en (1).

La idea de considerar un sistema de Pearson mis conm

plejo, a partir de un segundo miembro mas complicado que el de

PR P T

P o ) R X ) A A TN ST A PR T . e L T

(1), es muy reciente (%). ROY estudia una ecuacidn diferencial

——— s e - e i g i 6 ——— ¢ — e

del tipo:

?
1L 'LS
(14) dy ) s 8, x+s X y
dx  — ? 3
L i
hox.hlx .h2x

donde s h, son nimeros reales, que se obtienen a partir de

la funcidn: |
T r r

1 2 3
- 1 L
(15) y = Cx ~( a,+a, X ) ( bl'b2x )

siendo C,ai,bi y rj parametros reales,

En () se ve que (l4) da curvas de Pearson en los

siguientes casos:

(16) a) al menos una de las constantes a. o b. es nula

i i
b) si a., = b,
i i

c) al menos una, pero no todas las constantes rj

sean nulas ( si todas son cero se obtiene la distri

bucidn uniforme ).

que pueden reducirse a:

7 - e - i -~
(17) 5 h0 0 o s, h2 0

obteniendose curvas que no son de Pearson si So’ho y h2 no san

nulas. De esta forma ROY estudia 5 casos de (14) que no son cur

vas de Pearson, pero gue satisfacen al sistema de Pearson exten

’ 9 Lz
dido al &lgebra ( A, . ), como veremos a continuacidn:

———-H—-_—_n__________

(%) L.K.ROY An extension of the Pearson system of frequency cur
ves, T.de £, y de 1.0, vol.XX1l, Cuad.,l y 2, Madrid 1l.9/1 p.l1l1l3
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Teorema.~ Los cinco casos, considerados por L.K. Roy, en la ex
M

tensidn del sistema de Pearson, quedan incluidos en la extensidn
eetEool St JHOLENA U6 Fearson, gquedat e A

de dicho sistema al algebra ( Ag. )y para una funcidn determina

Bt

da g(x) = m /x con m, R.
—_— o/ " o Ve

tfectivamente, en los tres primeros casos, que co=-
rresponden a raices reales del denominador de (14), utilizando
la nomenclatura mds reducida para la expresidn de las densida-

des, se tiene:

Caso 189

m

2 Z 1

densidad considerada: C xmo( X = d )

que puede obtenerse de (10) para:

2
g(x)=m,/x con m, = sgho/hg . b=q=0, p==d”/2my y r:l/2ml

Caso 29

"5 " "
densidad considerada: C x ( x-d ) “( x + d )

que puede obtenerse de (10) para:

2
g(x):mo/x con My = SOhZ/hD ’ b:d(ml-mz)/m M p:—d /ml+m

17727 2

i} . 1
q=0 vy r_l/ml.m2

Caso 30
e e m m

densidad considerada: C xmo(x - dl) l(x - dz) ‘

que puede obtenerse de (10) para:

- _ 2 b L " 2
g(x)=m_ /x con m, = So/dle s+ b= (mldz.mzdl)/ml¥m2, o SO

—=(d.xd )/m & = 4
q= (dl'd2)/ml'm2 y r.l/ml.m2

Y en los dos dltimos casos, que corresponden a rai
ces 1maginarias del denominador de (14), utilizaremos las ex-

preslones completas de las densidades, obteniendose:

Caso 49( raices imaginarias puras ) . s h2
0
densidad considerada: CD xsohz/hg( x2 +‘F9 )l/2kh2— h ﬂ v
0
2

-exp[.hl\/hz/hO arctg(xth/hoﬂ

que puede obtenerse de (10) (comparando las expresiones de la

pag. 121 de Roy[30]con el desarrollo de (10)) para:



s h
0 2
g(x):mo/x con m = Sth/ho . b= S, (82— ; ), q=0 ,
s h s N .
p =(h/hy))/ (s )= =) y £=1/(s - )
0" 2 2 n 2 n
0 0
o 58
aso SO/hO 1 7 l/2ﬁ82/h2_80/hoi
densidad considerada: C x ——(h 4+h_ x+h_x°) .
h2 o 1 2
X + hl/2h2

o BT l [(Sl/hg-éo/2h2)] arctg

. EXP 2
hg hl
i ‘—3'
h2 4h2

que puede obtenerse de (10) para:

g(x) = m,/x con flo = So/hb :
‘_Ei (_iZ “ig_) L g =g
2 h h l o n
2 0 0
e s P = ’
h 2 0 S S
2 0 A n
n 2 0
- S_ . S S —
2 = 0 _2 0
h2(h h ) h2( h N )
2 0 2 0

Por lo tanto los casos estudiados por Roy quedan en
globados en el sistema de Pearson generalizado dado por (10) vy
tienen por caracteristica la forma de la funcidn g(x)= m, /%, de
agul el enunciado del teorema anterior.

Observese que la extensidn de Roy del sistema (1) si
gue el doble espiritu,que anima a la generalizacidn presentada
en este trabajo, marcado por las condiciones (3), es decir, di
cha extensidn dé cabida a distribuciones mls complejas y mantie
ne propiedades analogas al sistema (l). Asi p.e. procediendo de
identica manera que en(ll)se consigue una relacidn recuirrente
entre los momentos, de forma que conocidos los siete primeros
momentos y siendo estos finitos, pueden obtenerse las constan-
tes s. vy hi en funcidn de dichos momentos. NMientras que utjibli-

i
zando (1) se requieren solamente los cuatro primeros momentos.
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Es interesante destacar que el procedimiento segui
do por Roy para la extensidn del sistema de Pearson basado en
la funcion (15) puede utilizarse para obtener otras extensiones

de dicho sistema, sin mas que considerar por funcidén (15)1la S 1

3

guiente:
T 'y T

Tl
1 2 3
i L
(bl.bzx) (cl.cz)

4
_ L
(18) y= Cx (al.azx)

Lo
J
L

asi p.e. si consideramos la funcidn:

(19) r T T r

1 2 3
L L

4
- L
y= GX (al.azx)

obtenemos, analogamente a lo realizado por Roy, una ecuacidn

diferencial de la forma siguiente:

(20) 2 3
Il L 04
dy so.slx,szx 33x
dx ) h X<h xzih x3¢h x4 !
0 1l 27 3

que nos conduce a un estudio identico al realizado por Roy si-
guiendo a Elderton-Johnson para los momentos de las distribucio
nes que son soluciones de (20), requiriendose los diez primeros
momentos (siendo estos finitos) para determinar las ocho cons-—
tantes s. vy h, (iz0y+4+,3) en funcionf de dichos momentos,

i
Por otra parte considerando la funcidn:

(21) T T

Z 3
2 1 L
Y = C(al.azx) (bl.bzx)

con un tratamiento analogo al realizado por Roy con (15) se ob
tiene la ecuacidn de Pearson (1), por lo que de la solucidn de
la ecuacidn diferencial (10), se deduce, si se desea gue proce
da de (15) que g(x) debe ser de la forma ri/x; lo cual viene a
corroborar el teorema anterior,y, ademds, que de (18) puede ob
tenerse una extensidn,de la extensidn al sistema de Pearson re

alizada por Roy.

Teorema,—- En las posibles sucesivas extensiones del sistema de

Pearson, mediante las funciones (18), se requiere el conocimien
e et i B o SN e el A S L0 O g e o et i v

to y la finitud de los 3K-2 primeros momentos de la distribucidn
e e e S _Se R SANE pEGRGEE WA Ee PR R Eed b SRWEREH
para poder expresar las constantes s;jy h; en funcidn de dichos
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momentos, Donde K representa el ndmero de constantes s; o h..
- L] L ] - -
Asl se tiene que para el sistema de Pearson (K=2) se necesitan

los 3x2-2=4 primeros momentos para determinar las constantes,
para la extensidn de Roy (K=3) del sistema de Pearson se hecesi
tan los 3x3-2=7 primeros momentos etc.

La demostracidn del teorema es inmediata, teniendo
en cuenta la relacion de recurrencia entre los momentos, el gra
do del polinomio denominador (que es K) y que en la determinas
cion de las 2K constantes, el mayor valor que toma n,en la re-
lacién de recurrencia,es 2K-l, puesto que la primera ecuacidn
se obtiene para n=0 y como en el proceso de obtencidn de la re
lacion de recurrencia entre los momentos se deriva el polinomio
denominador, resulta que el momento de mayor orden gue se obtie

ne es: 2K=1 + K=1 = 3K-2.

.l..l..oi..l.il

ECUACION DIFERENCIAL DE STURM-LIOUVILLE EXTENDIDA AL ALGEBRA O-
ECUACION DIFERENCIAL DE STURM-LIOUVILLE EXTENDIDA AL ALGEBRA O
PERACIONAL ( A?.).—

le-= Introduccidn .
Liamaremos ecuacion diferencial de Sturm=Liouville

generalizada a la ecuacidn diferencial siguiente:

(22)
-G (X _ 1 1 / = .

=2 08D |2+ a2ty =

que en la subalgebra ( Ai. ) adopta la forma:
(23) ; ,
— (P(xX).y" )+ (Aa(x)=r(x)) y = 0 (%

que es la expresion clésica de la ecuacidn de Sturm-Liouville,
donde Xes un parametro independiente de x (que puede ser com-—
plejo); p,q y r son funciones reales, p'(x), g0 y r son con-
tinuas en un intervalo I que puede ser finito o infinito Y, POT

Gltimo, F y G son las funciones introducidasa travds del opera
g
f\!
estas condiciones restrictivas se hace, para asequrar la solu-

dor a;, mediante el cual se ha definido (22). La imposicidn de

cion de la ecuacidn diferencial.

(%)Vease DANESE, Advanced calculus vol. I1,Allyn-Bacon 1.965,p.,542
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Es conocido que son casos particulares de (23), vy
por lo tanto de (22), las ecuaciones diferenciales de Jacobi,
Laguerre, Hermite, Bessel, etc., en el presente trabajo tratare
mos de la ecuacidn de Hermite generalizada, para obtener los po
linomios del mismo nombre y que estan asociados ( analogamente
a lo gue ocurre en el caso cldsico ) a la distribucidn normal
generalizada, introducida por (8) como solucidn de la ecuacidn
de Pearson extendida al algebra ( A, ) y manteniendo las cons

f
tantes que hacen que la distribucién normallclédsica esté inclui

da en el sitema (1).

2e— Ortogonalidad de las autofunciones de la ecuacidn de Sturme
Liouville generalizada,

Sean )\ Y },L dos valores distintos del parametro de
la ecuacion (22), es decir, dos autovalores y sean u y v las dos
soluciones correspondientes o autofunciones a dichos autovalores,

se tiene, abreviando en la escritura, lo siguiente:

(24) (a?.)(e_Gp(a?.Q))+(Xq-&-r)u = 0

(8?-)(9_Gp(a?.v))+()k q=T)v = 0

expresiones que se transforman, restando de la primera multipli

cada por v la segunda multiplicada por u, en la siguiente expre

sion: -

- _ g -G g . Q -G Q
(25) (A /L)Cluv = U(aF.)(e p(af.u)) u(af.)(e p(af,u))
y multiplicando por e_G ambos miembros, aplicandoles (a?.);l 58

guidamente, se tiene:

e SEICRC
hablendo llamado:

-3 -3
(27) M= e pladv) y N = e p(aj.u)

_unv)z(a?.)-l(;-Gu(aE.M)i-(e-Gu(a?@»

Para poder sequir en (26) es necesario intraducir
la férmula de integracidn por partes en el algebra considerada
( AE. ), debida a ALDANONDO (1.968) (%), no publicada hasta la

fecha, Para ello partimos de la relacidn :
(%#)Seminario Prof. Aldanondo. F. de C. de Granada
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(28) (ag.e-cuv) = e_G[u(a?.u) - u(a?.u]

de inmediata comprobacidn, a la que aplicandole el operador in

verso queda en la forma:
(ag.)_l(ag.encuv)z(ag.)-lCe_Gv(ag.u))+(ag.)-l(e-ﬁu(ag.v))

f f f f f f |
de donde resulta:

(29) (a?.)-lCE_Gu(a?.u)):e-auu—(a?.)-lCé—Gu(a?(v))

la formula de integracidn por partes para los operadores de (R?.)

Aplicando (29) en (26) y sustituyendo las expresio-
nes Ml y N por sus valores dados por (27), se obtiene:

~] G

(A-)k)(a?.)-l(e_uny) = B_Gum-(a?.) (e"Gm(a?.u))-— e "N +
1

b gad )T (e N (ady))
siendo el segundo miembro iqual a:

e_zcup(ag.v)-(ag.)_lCP-ZGp(ag.u)(ag.uX)-e_zzup(ag.u)+
f f f f f

+(a?.)-le_2Gp(a?.u)(a?.u))

de donde se deduce que (26) queda reducida a%

Y como e_2G no se anula y p tampoco ( en el caso de

que p=0, no hay ecuacidn de Sturm-Liouville propiamente), el re
sultado obtenido en (30) nos lleva a enupciar el siguiente:

Lema.- ()

de Strum—-Liouville generalizado es tal, que existe (a?.)-l a=—

plicado al cu;drado de di&crha?‘aut-ofunciones en a!—?x.":b, y s:.
g--tatb a. Cuadrado de dichas ncione 18=X=Dy Y
' - b
(31) e 2 p[u(a?oU)-V(a?.U} = U
a

para cualquier par de funciones u y v distintas pertenecientes
e ———————————————————————————————————————————————————————— - —— e —————————il)

al conjunto J de las autofunciones, entonces J es un conjunto
M——

. . ¥ "‘G
de funciones ortogonales caon respecto a la funcidn peso e g en
el alidoit Sullibu sl tahal - ul s et ore- - |

a£x<b y respecto al producto compuesto definido en la pagina
e ————————————————————————— — __''__-—-—-—-——-—..—_._‘,___.________._= —

35 de esta memoria.
S o boba WeNUlld,

(#)El presente lema es una generalizacidn del lema de la pag.
545 de A.E.DANESE, obra citada anteriormente.




Jde=~ Los polinomios de Hermite extendidos al algebra ( A?. ) o=

Consideremos la fdrmula de RODRIGUES adecuada a los

polimomios de Hermite extendidos al algebra operacicnal utili-
0
1°
la 8ormulacién habitual de dicho autor para los referidos poli

zada, de forma tal que en la restriccidén ( A.. ) coincida con

nomios; sea:

2 2
n F n, G=F
(32) HaC PO )=(-1)" o' (a2 )"(e" T )
dicha fdormula, se tiene, evidentemente, en ( Ag. )
3 2
(33) H (x) = (-l)n e d"  —x2
n —— g
dx N

la formula de Rodrigues clasica para los polinomios de Hermite.

Obtengamos algunos de los polinomios generalizados

de Hermite a partir de (32):

2 2
34 » _
L34) (a2.) (577 = 65 F (2p)
2, Gef2 GF 2 GeF%, , 7
(g ) (e”™ N=(ad ) (e (~2F))=e" " (4F°=2)
2
2 2, 2 G-F 3
3, G-F G=F “(4F “=2) ) =e ~8F “£12F
(a2.)3(e5 ) o(adl y (8 (47 -2))=e" :
2 . _p?
(a29)* (e )= ) (5T (~ar 35127 ) ) 65T (16F4-sar 2y
f'
£12)
por lo tanto,los polinomios de Hermite generalizados son:
(35) HS Lk HE - e”(2F)
(%) 19 = o8 (ar2-2) H2 = e°(8F O-12F)
ngeG(l6F4'—48F2+12) .lI.li'I..Ii.ll’.l'....'l.l.iii

4

4.- La ecuacion diferencial de Hermite extendida a ( A?. ) o=
———— oo e B TEIMILE eXtendlda a

Sea la ecuacion diferencial siguiente:

36 2 1
( ) (a?o)))x- 2F(8§.Y)x+ 2ny = U

la llamaremos ecuacidn diferencial de Hermite generalizada por

las siguientes consideraciones:

(37) a) la ecuacidn [36) restringida al subespacio (qu)

coincide con la ecuacidn diferencial de Hermite clé

m

(2 )Dbserveseune en rigor no son polinomios, ni aunque faltase
la funcidon e , pues la funcidén F es arbitraria



sica: y"-2xy'+2ny'=0, 2 la cual satisfacen los PO~

linomios de Hermite.

b) a (36) la satisfacen los polinomios de Hermite

generalizados, obtenidos en (35).

De las propiedades (37) de (36), la a) es evidente

y la b)'podria demostrarse por consideracionss de tipo inducti
vo, sobre el poliﬁomio (32),yad que todos los {35) satisfacen a
-(36); pero vamos a dar una demostracidn general de que los polli
nomios de tipo (32) son soluciones de (36), el procedimiento sg

guido en la demostra010n es analogo al de KAWATA (x) nara el ca

SO cla31co.

Demostracidn de h).-

Aplicando a (32) el operador (a?.), se obtiene:

(38) g .0 s 9
(aF'Hn) - ZFHn Hn+l o
| - - 'G—Fz
efectivamente, basta observar que para las funciones e , gue

son a las que se le aplica el aperador (a?.) reiteradas veces,

se tiene: .

g \n, G=-F S, n 2
(39) (af-) (e” ) = e ~E§n(e )

el resultado encontrado en (39), es un caso particular del si-

guiente:

Lema.- Si se aplica n veces el operador (ar ) a una funcidn del

G
tipo e \P F), se obtiene,como resultado, la funcidn e nhU(F}

-y
| ar
supuesta W (F) diferenciable n veces, .

La demostracidon del lema consiste en anlicar la de-
finicidn del operador.

(a2.) ("W (F)) - [ (e’ Vi) - gecwm]: G 4 Wres

dfF qF

reiterando la aplicacidn del operador, se tiene el snunciado

’del lema,

G
Notese que e se comporta como una constante en la

~derivacidn generalizada,

(*)Tatsuo KAUATA, Fourier analysis in probablllty theory, Aca-
demic Press, 1,972 piq.1l61



De (38) se tiene que:

(40) g g g ,0y
_ Hn+l - 2FHn (aF'Hn)

y aplicando, de nuevo, el operador (aE.) en (40), resulta:

(41) Q 9, 49 0 12,0
(af.HnLl) =2H 2F(a n) - (af.) H
de donde, se deduce:
3 2 ,9 _ 9 Oy (29 v2 49 .9 413 .0
_(42) . (af.) H = A(aF.Hn).ZF(aF.) - (af.) e

Veamos en que se convierte (36), para el polinomio

g
Hn*l’

polinomio y sus sucesivas derivadas generalizadas, dadas por(40).

(41)-y (42).

teniendo en cuenta las expresiones obtenidas para dicho

= -(a )° H9 g 4F(ag )4 R9 ¢

Q g
(a ) nil ZF(df.H L= ﬂ n

£2( nk
n*l) 2(n4d l)HnL

+(2-4F2-2n}(ag.HE)+ 4nFH2 ' ' (43)

f
y llamando a:

4.9 42,9 » - L9 g _
(44) (af.) H 2F(aF.Hn). 2an - dn(x)

tenemos, como consecuencia de (40), lo siguiente:

(45) mn}l(x) - 2an(g}-(a?.mn(x))

efectivamente:

2FU_ = 2F(ag.)2Hg F 4F'2(ag Hg)lAFan

-(a )= --(ag ) Hg +2(ad.H g)-1-—2F(ag ) Hg ~2n(al.H2)

£ F n
(46) v, = -(ad) ke 147 (a2, ) “H° +(2-47 *~2n) (a1 8) +4F n

comparando los segundos miembros de (43) y (46) se deduce que
los primeros miembros de dichas expresiones son identicos y por
lo tanto la expresian (45) es correcta c.q.cC.

Como de (35) se sabe qUE'Hg — eG G—Ker(ag.), se tie
ne de (44) que U (x) 0, luego; de la relacidn de recurrencéa(’”‘
se deduce que wl(x)=n, y en general que wn(x):ﬂ, es decir, que
los polinomios Hg satisfapen a la ecuacidn diferencial (44) c.

n
Qe de
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0.— Las funciones de Hermite generalizadas., |
Definiinos las funciones de Hermite generalizadas,
mediante la expresidn:

(47) ' G— .
yE(X)' = e £ Hin [F(X)]

| dondeHn[F(xﬂ designa el polinamio, de orden n, clasico de
Hermite, perc en la variable F(x).

A) Veames, primero, que las funciones (47) satis-—

. F . .
facen a la ecuacion diferencizl:

(43) {a?.y)i 4 (20+ 1- Fz)y= 0
efectivamente: 2

- | = E..
W9 @yt ae ? [r (R & E’F 1 ()]

y -aplicando, de nuevo, el operador (ag ) en (49), se tiene:

(50) -

L eG— 77'[F- H (F)- T or . H (F)- EF'HHGF)

g
(ag.y dF

- H_(F)+ ==z H_(F)]

de donde, sustituyendo este valor en (48), resulta:
(51) | F
d d

e Z[Ln (r)-2F 2 (F)L 2n H_(F)] =

ya qUe, la expresion (51) se anula porque los polinomios H_(F)
satisfacen a la ecuacion (37)a), por ser de Hermite. Por ello
- concluimos que las funciones (47) son soluciocnes de (48).

B) Es inmediato comprobar que la scuacidn diferen-

es_del tipo Sturm-Liouville generalizado, basta com-

2 |
pararla con (22) y tomar por:p(x)zec(x), r(x)= F -l,.}:Zn Y Gzle
Por otra parte, considerandoc que se verifica:

(52) - lim  F(x)= +00 ;1lim F(x)= =00y lim G(x) ¢ o0
X=—> + 00 X = OO K > OO

se tiene, que las funciones (47), satisfacen la condicidn (31)

de ortogonalidad. En efectoy de (31) se tiene:

5
53 e~ G[ 3(ady?) - y3(a° -yg)]

a
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expresion que se transforma, utilizando (49), en:

(54)

5 2 o 2 '
-G 2G=F d’ 2G=F d D
© [é Hn( Fﬁm' dF m) = Hm( FHn' dF Hni-’a

0 lo que es lo mismo:

(55) G[ el d ] b
- — e~ L C—
© Hn( FHm' dF Hm) Hm( FHn' dF Hn)
F.2

e | a

y comg en .el caso de los polinomios de Hermite a==00y b=02, se

‘tiene, considerando las hipdtesis (52), por l'Hopital, que (55)

es cero. Por 1o tanto las funciones de Hermite generalizadas (47

que satisfacen a una ecuacion de Sturm-Liouville vy a-(Sl), cons

tituyen un sistema ortogonal de funciones para el producto come

puesto (definido en la pagina 39 de esta memoria)con la funcidn
-

peso e .(Vease el lema de la pag.62 de este trabajo).,

C) Norma de las funciones de Hermite generalizadas,

La norma de las funciones (47) se obtiene a partir

de la operacidn producto compuesto y respecto a la funcidn peso

B-G, mediante:

(56) VAL 2 (s ey |
1R v o - n"n’ =00
expresidn que dESarréllada ess
. co
(57) _ 2 |
oz G(o0) | =2G(x) 2G{x)=F Ax) 2. o . =
) "yﬁ” v = © e f(x)e Hn(F) dx
- 00
que puede expresarse por:
w -
(58) 2
o0 -
" ) W20y dr() = 8@ VT 2"
- 00 |

ya que la integral de (58) es la que aparece en la norma de las

autofunciones de Hermite clédsicas (vease Danese pAg.516 o Taylor
phg.122). I

5 D).Desarrollo en serie de funciones de Hermite ge=-
neralizadas, l .

‘ Dado el sistema ortogonal de las funciones (47),

cualquier funcidn h(x) puede ser desarrollada en serie de estas

(%)Se entiende por G(®), el lim G(x), que por (52) esti acota-
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funciones, en la forma:

(59) =

E -y 8
h(x) = = c. Y2
n=0
supuesto que exista el operador (a{t;j..)_l aplicado al cuadrado de
la funcidn h(x) (vease el lema de la péaq. de esta memoria).

Resultando, que si en (59) se multiplican ambos

2

. 1100
miembros por y%e u, y se aplica (a?.) llcm, nos queda:

60 -G 00 =
( ) (1}.{. h(x)e y%) = (1 VA ygma cny(i) . -
. | ' = n=0 -
00 ' (0.1
| g g -G
(61) _ 'nzzoE:n(l LYY p® )] I-oo

pero, por Ser {yg} un sistema ortogonal, (61) queda :educido as

(62) ' g =G, gy
c (L vyre “y-)

haclendo m=n. Por lo gue se deduce:

(e3), (1 v n(x)e By,

; s v hix)e "y )| o

| n - -G o0
(1 v e yaf.)l_cao
y teniendo en cu%gta (47) vy (58), se tieng que (63h.pasa a sers
_ . . F '
(63)2 | e G(x).f(x).h(x).e .2_. H [F(xﬂ.dx
n
~00
“n° Vg n! 20

Observese, que se verifica la relacidn:
Uecoi] = G5(X)
Hn[F(x)] = e .Hn[F(x)]

donde los polinomios Hg'hienen dados por (32) vy Hh[f(xi] desig-
na los polinomios de Hermite clésicos, pero en variable F(x);
es decir,los polinomios que satisfaceh a (33) con variable F(x).

La relacion anterior se deduce directamente de (32)
‘0 blen, induciendola a partir de (35). .

De lo expuesto,se obtiene, que las funciones (47)

satisfacen la relacidn: >
| F

a0 = Py (], cony [F(x]=e 2 H_[F(x]

es decir, las funciones de Hermite clasicas, pero en F(x).



be.— Los polinomios de Hermite asociados a la distribucidn nor-—
- "

1 8
Af‘:_.)_'. .

mal extendida al espacic oneraciaonal

Los polinomios tipo Hermite usados en Estadistica

Ll
estan definidos mediante la funcidn peso e ¥ /2, por:
| 2 2
64 -
i h.(x) = (--l)n e ér‘ -92 e ix
() ne dx"
mientras que en Andlisis se utilizan los definidos en (33) con

2
. P ’ =
funcion peso e .

Claro est? que los (64) no satisfacen a la ecuacidn

de Hermite clisica:

(65) y" -2xy' + 2ny = O

sino que soﬁ soluciones de:

(66) y" = ty' £y =0

que es la ecuacidn difefencial resultante si en (65) se hace el
camblo de variable x =j%=.

_ . X2 Por comprobacién directa se tiene que las funcioﬁes
.Ynzﬂ-jr'hn(x) satisfacen a la ecuacion diferencial del tipo
Sturn=Liouville siquiente:

(67) y'" = (=n = 1/2 & x2/4 ) y =0

por lo cual, dicho sistema de funciones es ortogonal respecto
al producto interior habitual y su norma es dn!V 2 ().

Los polinomios de Hermite definidos por (33) y (64)

estan relacionados mediante:
B} Ho(x) = ( V2 ) hn(xﬁ) - ()

Para conseguir los desarrollos basados en la distri

‘bucion normal en (R?.), es necesario introducir los polinomios

‘de Hermite generalizados adecuados a dicha distribucidn, intro-
ducida en (8), estos son: |
| - - .
(69) | o £ F

que como se observara coinciden con los (64) en (Ai.).

(%)Vease CRANMER, MMetodos matemAticos de Estadistica, Aguilar 3@
edicidén 1,963, paqg.l54 '

(%%)Vease DANESE, obra citada anteriermente, pAg.517



Notese que en (69) interuiene'el nucleo de la dis—=

tribucidn normal extendida a ( AE.); analogamente a como lo ha

ce el nucleo de la distribucidon normal clésica en (64), lo que

corrobora el nombre dado a (8).

De (69) se deduce que los "polincmios" de Hermite

en ( A?.), asociados a la distribucidn normal en dicho espacio

operacional, son:s

(70) g G g G _ g G 2
hU = e hl." e F h2 =e (F=-1)
hg = eG(FS- 3F) hz — eG(Fa- 6F2+ 3).-.,00.0000

que en ( Ai.) coinciden con los clasicos (uease-Cramer pég,154).
Y analogamente a lo realizado con (32) se comprue-

ba, que (69) satisface a la ecuacidon diferencial:

71 2
(71) (a?.) Yy —F(a?,)y + ny =0 5
Siendo el sistema de Funciones:{Ygz eG-'1r hn(F)}

s ¥
ortogonal, respecto al producto compuesto v y con funcion peso
-G L] | - L] - -
e , ya que dichas funciones son soluciones de la ecuacién di-

ferencial:

2
2 | 1 F
(72) (ad )y + (n ¢+ 5 -") y =0
que es del tipo (22), para:
-e_G A= n = 1 r--E-z---]:'
p-, 3 = Ny § = Y = % >

y ademas se verifica la condicidn (31) de ortogonalidad, su-
puestas las condiciones (52), ahalbgamente a lo que ocurria
con las funciones (47).

Notemos que con el sistema de Funciones‘{Yg}-puede

hacerse un estudio identico al realizado con el sistema {yg} en.

el parrafo anterior, que supondremos realizado. Sefialaremos, sin

embargo, algunas de-las relaciones que se obtendrian en dicho

estudio: | |
' g ~ G(x) v o9 G(x) .
(73) hn(x) - g ° hn(F); Yn = B Yn(F)
| ; . o
-3
Irall, =1 v e™v2v9) - Sy vy

- 00

Resumiremos los resultados anteriores en el cuadro:



L0S POLINONIOS DE HERMITE EN (Al.) Y'(Ag.) USADOS EN ANALISIS V

S

a) Caso clasica (ﬂg.)
2

A

— —

N X 2
Polinomios utilizados: Hn(x) = (=-1) e

4" —x
dxn °
Fcuacidn diferencial que satisfacen: y" = 2xy'+ 2ny = O
%2
exp(~ 37) H (x)

Funciones asociadas: yn(x) =

que satisfacen a la ecuacidn diferencial de tipo Sturm-=Liouville:
2 ' .
y" & (2n + 1 = x")y =0

nor lo que son ortogonales, respecto al producto interior habi-

'tual-

< = n! 2n V77

Y tienen por porma: “yn(x)"

g=0 | ‘
f=1 o

ESTADISTICA

2 n 2
_ (_l)n ex /2 d -X /2

“B

Polinomios utilizados: hn(X) axD

Ecuacidn diferencial que satisfacen: y" = xy'+ ny = O
2

Funciones asociadas: Yh(x) = exp(- %r) hn(x)

que satisfacen a la ecuacidn diferencial de tipo Sturm-Liouville:

2
y" + (n + % - %—)y = 0

.ﬁur lo que son ortogonales respecto al producto interior habi-

tual, |
Y tienen por norma: “Yn(x)"2 = n!

i

-

—_—

b) Casa naeneralizado (R?.)

e e it

T — e ————

Paolinomios utilizados: Hg(x)

= (—l)n.e [F(x)] ‘ [a?.eﬁ(x)- [F(x)] 2]:

Ecuacidn diferencial que satisfacen:

2 | 1 -
(a?-'.‘f)x — QF(X)(H?-»Y)X i+ 2ny = 0

- 2
- F(x
Funciones asocladas: yg(x) =-exp{0(x)— > } Hn[F(xﬂ
que satisfacen a la ecuacidn diferencial de tipo Sturm=Liouville

generalizado: (d?'Y)i n [Zn L 1- [F(X)J 2]), =0

pdr.lo‘que'scn ortogonales respecto al producto compuesto'g Yy

. ” "G(X)
con funcion peso e . )
2 G(oc0 n
'Y tienen por normna:i ”yﬁ(x)"v-= e ( n! 2 yn

§ o

| I 2 . | 2 | N
Polinomios utilizados: h3(x) =(-1)“c[r(")] /z[a?_gﬂ(")'[r(x)] /2]x

Ecuacidn diferencial que satisfacen:
g 27 9 yv1, )
(agey), = FOx)(agey) + ny =0

| ( ﬂz
= exp{ﬁ(x)- [Fax hh[k(xﬂ

Funciones asociadas: 0@
v9(x)

que satisfacen a la ecuacidn diferencial de tipo Sturm-=Liocuville

cneralizado: 2 | 1 [F X
2 | (a?.y)x £ (n & i __%_ﬂa) y = 0

por lo que son ortogonales, respecto al producto compuesto v y

. & : "'"G()'() _
con funcion peso e .

Y tienen por norma:"\’ﬁ(x)“i; BG(OO) nt van

.

s
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El sistema de Kapteyn y la distribucidn de Weibull como solu-—

ciones del sistema de Pearson en (A?.).-

A) Las curvas del sistema de Kapteyn, como es sabi

do, responden a una f.d. del tipo;
_Bo- A
y= j‘r"\/%—-ﬁ“ . 2 [v' ()]
donde V(x) es una funcidn arbitraria, que una vez fijada da lu
gar a una familia de curvas gue dependen de dos parémetros.
El sistema de Kapteyn se estudia independientemente
de; sistema de Pearson y la ventaja de aquel sobre este, radica
en su mejor mane jabilidad, al constar de un menor ndmero de pa-

’
rametros.

Ueamos,'primeramente, qué el siStema de Kapteyn B8
solucidn dei sistema de Pearson en (A?.);én efecto consideran
do en (4) los siquientes valores: b—.:; y D=-— 6"2, qg=r=0(3%) “yzques
G(x)= 1n]V'(x)] y F(x)=V(x), se tiene que (6) coincide con la den 5
sidad del sistema de Kapteyn, para K= ztv%ﬁf "

El caso particular del sistema de Kapteyn, mas inte
resante se obtiene para V(x)= lnx, resultando la distribucidn
de Galton-Mc Alister o distribucidn lg-normal, siendo.esta gl-
tima denominacion la mds usual y de la que se deriva su defini
cidn como la distribucidn de una V.2, cUyo 1ln obedece a la ley
normal, por ello la expresidn de su densidad es:

_ (ln X —gﬂlz _

i ___6"‘/]2-—[7«_ e 2 ¢ i— 0£x4¢0

Esta distiibuciﬁn aparece por vez primera en 1,879
y nace de la Teoria de errores combinados por un proceso multi
plicativo, de igual forma que la.distribucién normal surge de
la Teoria de errores mediante un proceso aditivo. Por ello Gal
ton (estudiosﬁ,en sus comienzos, de la distribucidn lg-normal)
'démostré que en alqunos casos reales, la consideracidn de un
planteamiento multiplicativo en los errores es mas correcto que

la de un aditiuo.

(#)son los valores caracteristicos para obtener de (1) la N(/L,@’)
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Dicha distribucién tiene aplicaciones muy variadas, asi p;e. Se
aplica en Sedimentologia y Petrologia en Geologia, en Economia
se utiliza en la construccidn de modelos de oferta-demanda, de
desarrollo de un pais'o empresa e incluso llega a utilizarse en

Literatura para el andlisis de estilos literarios (*j.
Por otra parte su estudio conduce a los procesos lg-

- normales que han sido generalizados recientemente (%), utili-

Q

zando el mismo espacio operacional (Af

.) empleado en esta flemo-

ria,

La distribucidn lg-normal esta incluida en el sis;,
q |

l') para:

1
6‘2x

B) La distribucidn de msibull aparece en 1,939, re

ma de Pearson en (A

g(x)= - (1n X-/L) s D=p=g=0 y r=1

lacionada con la Teoria estadistica de la resistencia de mate—
riales, presentada por Weibull y mas tarde dicho autor la uti- _-
liza en problemas de supervivencia, Siendo, actualmente, dicha
distribucidn en Fiabilidad 1lo que la distribucidn normai es en
Estadistica clasica; aungue su mayor dificultad prictica esté

en la complejidad de Sus calculos gue requieren, generalmente,.
el uso del ordenador (&),

Su densidad viene dada por:

6 -1
(-—5,5-)(-’-‘@-) exp —(—,{*)5 para x >0
iy 0 T

dondegyrlson dos nUmeros reales positivos, llamados parametro
de forma y de escala respectivamente. Obteniendose que si 5'93
ta comprendida entre (3,75-4) la grafica de dicha distribucidn

es muy parecida a la campana de Gauss, siendo en este caso la

(%)Para un estudioc detenido de esta distribucion, puede consul—
tarse la obra de Aitchison-Brow "The Lognormal Distribution.”
Cambridge Univ. Press(1.957)den el Cap.l4 del vol.2 de Johnson-
Kotz "Distributions in statistics: continuous distributions"Wiley
(%%)Vease la tésis de Gutierrez Jaimez, citada anteriormente.
(#%%)Consultese el articulo de Fernandez de Trocdniz "Distribu-
cion de Weibull., Métodos nracticos de estimacidn y contraste" en

T de E. y de I.0. vol,XXI-Cu@aderno 3, 1.970 p&g.43-65 o el Cap.
20 de Johnson-Kotz, obra citada en (%) -
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i . « # '- | ‘ . | .
aproxXximaclon de una por otrabastante'"buena y si 5:1‘, la dis=-
tribucion de Weibull coincide con la distribucidn exponencial(sxx)
Veamos que aunque dicha distribucidn no satisface

o 0\ . 8 ’, . . oI e : : |
a la familia de Pearson clasica, si verifica al sistema de Pear

g

'son en (Al

.)(10), para ello basta considerar:

§ -1

"3

y que la constante resultante de la integtacién de (10) para laos

| 1!
b=p=q=0, r= 5 - 1 y g(x)= -

referidos valores sea la conveniente para que la solucidn sea
una densidad.
Not as finales. -

. De manera analoga a la generalizacidn de la ecuacion
diferencial de Hermite puede conseguirse una extensidn en (A?.)
de la ecuacidn de Bessel,.que ademds de su interes ﬁuramente -
nalitico, puede servir de base para lograr los procesos de difu
sidn markovianos de Bessel (*)'él algebra operacional introduci |

da, pero esta 1dea nos apartaria del estudio que estamos consi-

derando.

Otros posibles tfabajos, en el ordeh de ideas sena
lado en esta Memoria vy relacionados con ella, son:
i) estudiar si,en las 4lgebras operacionales introducidas, se
dispone de un método general aplicable al calculo de las fun-—
ciones caracteristicas de las distintas familias de Pearson;g

« F ' ’ . ’
cuestion esta, que no puede resolverse en el caso clasico (vea

se Cansado[6]k
ii) analizar las distribuciones logaritmicas de Pearson en (A?.),
tomando como base el 'trabajo de Cansado [8] .

(#)Puede tomarse como punto de partida el texto de K.Ito-Mc Kean
"Diffusion processes and their sample paths" Springer-Verlaq,
1,965 pag.59 y la linea de generalizacidn marcada,para los pro
cesos markovianos de difusidn, por la tésis de Gutierrez Jaimez.
(%#x)Vease la nota de la pédg.l35 de esta WMemoria, sobre el papel

de la distribucidn de Weibull en la relacidn entre e.e. exponen
ciales y e.e., ‘de Pearson. |
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CAPITULO II (22 Parte)

ADECUACION DE CONCEPTOS FUNDAMENTA
LES DEL CALCULO DE PROBABILIDADES
AL ESPACIO OPERACIONAL (AZ.)

. E1 operador esperanza matematica

en (Ag.)
ﬁ:

. La funcion caracteristica en (A?.}
-propledades
-momentos y semiinvarliantes gene

ralizados
. FOérmula de inversidn para la fun

L] ' - -
clon caracteristica

. Desarrollos asociados a la distri
bucidn normal en (A?.)
-desarrollo ortogonal

-desarrollo asintdotico

NOTA.- La numeraéién de eipresiones, en esta 28
parte del-Cap.II, es correlativa a la de
la 1@ parte de este mismo Capitulao, por
estar-intimaﬁente relacionadas ambas éag

tes,
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RESUMEN Y FINES DE LA 28 PARTE DEL CAPITULDC II.-

Estudiamos en esta 22 Parte, alqunas cuestiones de
fundamentos operacionales del Calculo de Probabilidades sobre
las estructuras estadisticas de Pearson (Cap.lI,l2 parte) y las

exponenciales, estudiadas mas adelante (Cap.111).

El fin general es 1ntroduclr y manejar una serie de
herramientas- tipicas del Cdlculo, debidamente adaptadas al alge
bra operacional en que se formulan aquellas estructuras. Lugar
bésico ocupa el operador "esperanza matematica generalizada" y
sus propledades, especialmente las ligadas a la independencia.

De las posibles generalizaciones ‘del operador espe

g

ranza matematica, se ha tomado aguella que,sobre (AF

.), mantie
" ne las propiedades basicas de dicho operador.

Una vez introducido, se definen los momentos corres
pondientes de las leyes de las estructuras generalizadas. Analg -

' . « F . . . . . |
gamente se lntroduce una funcion caracteristica, definida median

S
f

. _ 2" ? .
sobre todo en lo que se refiere a la obtencidn de una formula

te dicho operador sobre (AZ.), cuyo comportamiento se investiga
de inversidn(analoge al Teor. de Levy clisico) para densidades
formuladas en el algebra citada, . -

En este Gltimo punto se‘llega a un interesante re-
sultado que luego serd usado en el estudio de los desarrollos
generalizados de Edgeworth y Gram—Charlier sobre (A?.).

También se estudia la posibilidad de obtener desarro
llos ortogonales especiales asociados a la ley: normal sobre (A?.)
,llégandose, con el manejo de la funcidn caracteristica generali
Zzada y’ los semiinvariantes introducidos, también,.preuiamente,

a unos desarrollos cuyo comportamiento y papel son analogos a
los clasicos de ese tipo y que actualmente empiezan a aplicafa_
se, con éxito, a pfoblemas de Inferencia relacionados con laos
estimadores minimos y con el método del cociente'de verosimili
tudes (ueasé Brons=-B8runk y otros, Ann.Math.5t. vol.40, n9.2;

1.969 pag.339-355 "Generalized means and associlated families of

distribufions“)
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EL_OPERADOR ESPERANZA MATEMATICA Y LA FUNCION CARACTERISTICA
EN EL ALGEBRA OPERACIONAL (Ag )

Sea X una v.a, continua de f.d. n{x), definiremos

el valor medio generalizado o esperanza matemitica generaliza-

da de la v.a. h(X), donde h es una funcidn medible Borel, me-

diante: | - o0
(T3) EG[h(Xﬂ =jh[2(xﬂ p(x) dx

supuesta absolutamente convergente la integral, y donde Z(x) re

presenta:

(74) 2(x)= F(x)=F(x )

observese que EG[K]= Ky ¥ en particular EG[¥]= 1.

La caracteristica principal del operador EG es la

lin=ecalidad: o0

a) EG[h (x)+ h (x)] { {hl[Z(x)] + hZ[Z(x)]} p(x) dx = Ec[hl(x)] LEEE‘;L{
b) E [kh X)] I ,<h[z ]p x) dx = k[h(x)] |

A partlr de (73) se obtienen las distintas caracte-

risticas estocasticas, asi llamaremos momento de orden Kk res-—

pecto al origen de una distribucidn en (Ag.), al valor medio ge

f.‘
neralizado de Xk es deciﬁb
G K
(75) [x"] J x)] n(x) dx
y designaremos por )Lk al momento de orden K rpspecto de o(G es

to es:

(76) }‘«E l3[x--cL ) <] S [ o(‘i] p(x)' dx

Es inmediato comprobar el mantenimiento de las rela

ciones que existen entre los momentos clasicos, para estos mo-
‘mentos generalizados que,como es habitual,coinciden con los an-
teriores en (AE.).

Befiniremos la funcidn caracteristica de una v.a. X

continua, que sigue una ley de probabilidad dada por p(x), me-

diante: a® o0

(77) O(G(t)zEG[ejftx]z_f eitZ(x) p(x) dx

- 0



shpu@sto que exlsta la integral del sequndo miembro,

Las propledades de la f.c. definida en (77), Son a-
nalogas a las de la f.c. cldsica. Citaremos por su utilizacidn
posterior las siguienteé:

a) La funcidn o(G(t) satisface, evidentemente, el Teorema de
BOCHNER (1.932):"una funcidn$continua es la f.c., de una dist:i
bucidn de probabilidad si y sd8lo si es definida-no-negativa vy

%’(D):l".(véase Feller vol,II, p&g.622).

U

b) La funcidn ch(t)'coincide con la f.c, haﬁitual.en (Al.).

c) Los momentos (75) pueden obtenerse de (77), con la misma for

- ¥ s . .
mulacion que en el caso clasico, es decir:

(78) " L
e O

t=0
Como consecuencia de lo anterior y‘desarrollando t7?}

por la formula de Mac Laurin, se obtiene:

(79) cO qu CKG
of (t)= T ——= (it)" = 1+ L — (it)
0 1

d) Como consecuencia de la linealidad del operadof_EG S e tiene,

que si se efectua un camblo de variable lineal Y= aXLb 1a TeCu

resultante es: eltb o (at)
| EC
tn efecto, sea Y=aX+b, se tiene cxg(t)=EG[%l Y]:
Lh . . -
L [ it (axX )] EG[ 1tax_eltb] EG[ 1(ta)x]_ eltb O(G(ta)
e) Dada CK (t), definimos. la funcidn generatriz ql (t) de los
semiinvariantes en (A ? ) por la r91301on.

(80)

In o (t)= o (t) = Z——- i)

esto es: ] Z Zk y o) G |
| : y4
(81) c,(G(t):eq’G(t):; k=1 38 #) :14-& E—? (it)" &
2% .
y 2
"%T[Eﬁ (it)“] + .uu....

y comparando los desarrollos (79) vy (B1), se obtiene:



o =

(82) o =kS s ol =k, + (D)7
Koy =% + 3252, + (X0 i,

es decir, se han obtenido las mismas relaciones gue en el caso
s’ . |
clasico.,
Daremos a continuacidn, resultados relativos a v, a,
independientes gue seran utilizados posteriormente.
f) Sean las v.a. X e Y independientes que tienen por f.d. con-

junta p(x y), se obtiene:

(83) 2 00
‘EG[X-!-Y] :J [ [Z(x)-!-Z(y)] n(x,y) dx t:iy=El3 [X] L EG[Y]
_00)o0 |

y para el producto:

© % :
5% G f G G
. E [xv].-_- o 2(x)Z(y) p(x,y) dx dy = E [x] £ [Y]
teniendo en cuenta , las distribuciones marginales, la defini-

cidn del operador EG y su linealidad.

Analogamente se obtiene para la varianza generali-

zada de la suma de dichas v.a.?$

(85)

UG (X+Y) = UG(X) & UG(Y)
g
f

dependientes es el producto de las funciones caracteristicas ge

g) La funcidn caracteristica en (AZ.) de la suma de dos v.a. in

neralizadas respectivas; en efecto, si X e Y son dos v.a. inde-

pendientes, también lo son eltx y eltY, por lo gque utilizando

(84) se tienes
(86)

G 1t(X-‘-Y)] [ 1tx] [ 1tv] R
oy gy (t) =E [ =E 3 °(x (t).O{ (
Deduciendose, por lo tanto, para los semiinvariantes
de la- distribucidn de la suma de v.a. independientes lo siguien

te:
(87) rlno(i_!_y(t): 1no(§(t) L 1no($(t)

y teniendo en cuenta el desarrollo (80), tenemos:

(88) .
Lo (XHY) = LX) + X0 (V)

Los resultados de f) 9 g) pueden extenderse, sin di

ficultad, a n variables como en el caso clasico.
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FORMULA DE INVERSION DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER EN (A?.)

%

Veamos que (77) admite una fdrmula de inversidn, la

g
f‘

la funcidn de densidad de una distribucidn generalizada, cono-

transformada inversa de Fourier en (AZ.), que permite obtener

cida su funcidn caracteristica en (A?.); problema que se nos

presentara al estudiar la posibilidad de desarrollar una fod.

correspondiente a una v.a. continua, mediante la f.d., de la dis

tribucidn normal en-(A?.).

x ;
Sea PG(x) = j‘ pG(t,F,G) dt la funcidn de distribu

cién de una v.a., X y sean a4 b R dos puntos de continuidad de

PG, se tiene:
(89) . T :
G lim -it|F(a)=F(x -it|F(b)=F(x )
a0y = 1n [ 7 gmit[F()=r(x ] st [r (o) (Dlﬁ»
| ~T - 27 it | =
supuesto que PG esté normalizada, (Decimos que PG estda normali-

G

zada sl los valores de P en sus puntos de discontinuidad x vie

nen dados por%[PG(x+D)+PG(K—Di]).
La demostracidn, siguiendo el procedimiento marcado
por Loeve en pag,l186, estd basada en el lema de Lebesgue-Stielt

jes de convergencia dom-inada y en la integral'de Dirichlet,

Consideremos:

(90) Lo L mit[F(a)-F(xo)] __-it [F(0)-F(x5)]
T~ 21 ™ _ of (t)dt
T

de donde, sustituyendo ch(t) por su valor (77), se tiene:

(91) (7 .

1 it F(x)=F(a) =it F(b)=F(x)
I = — 1 e - ) 5 Y A
T I/ : o1 dtlip (x,F,G)d:
-Q0 -1
es decir: 0
G
(92) IT = JT(X,F) dP
- 00 |
donde: T : :
_ | T Jit[F(0-F(2)] =it [F(b)-F(x)]
(93) 3. (x,F) = = - ' dt
. t 21
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Para el ca2lculo de JT(x,F), utilizaremos el cambio:

(94) t[F(x)-F(a)] = v = t[F(b)-F(x)
con el que se obtiene de (935: : _ ]
' TIF(x)=-F(2a)] . : F(x)=F(a)
(95) ;.1 [ Jiv_ —iv dv 1 G sen v
T 1 ) v

I O ) TR () -F (b))
y suponiendo que F(x):F'(x)j>O ¥x € IR, es decir, que F(x) es

creciente, se tiene:

(96) | 1 para a{x<b
lim
T—» 00 JT"J: '%' para x=a, X=b

0 para x<a, x»b -

por lo cual resulta que:

(97) | o0 - .00 o0
lim 1im G lim G G
T O0 ITz T—ow JT dP = T—s 0O JT dpP ..-.f J dbpf
‘ - 00 - 00 - 00
luegos: |
(98) lim G & 1 r.G B
- S = L0) - -
a0 L= P(b=0)= P (at0)+ = [P (a+0)- P”(a 0)] +
G G
Ir.G G P (b+0)+P (D=0
L eyt — — _ -
! 2[P (b+0)- P (b 0)] _——(——L——ﬁ—l-z
de este modo resulta que:
(99) lim G
T—.‘w IT: p a,b) Ce q.dc

A partir de (89) puede obtenerse el siguiente coro-
lario, de gran utilidad préctica:
Corolarig. -

51 ch(t) es absolutamente idtegrable en R, enton-

;ces, existe la derivada de'PG y es, acotada y continua en IR

¥ x (IR, viniendo dada por:

(100) G G 1 léitZ(x)' G
DX.P fp _'Eﬁf 2 f(x) o¢ (t) dt

- -00
Efectivamente, considerando b=x+h, deducimos de la

o0

expresion (89) y de la definicidn de derivada, lo siquientes

T :
101 ‘ - ~ o L
(101) _pG[x,x-!-h).-:—-l-—- lim =itZ{x)__-itZ(x+h) o

G

. 't)dt

21 T-»00 ( 1
-7 it
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’ -] ‘!‘
expresion que se transforma, desarrollando e 1tZ{xth) por filac
Laurin, en: '
. ' "
Ge 1. lim l=g L3 - -itZ(x) G
Lh)y=- — | .
P loxn) = 9w ” it _ : X ct
de donde se deduce que: |
t
( ) 7n§ )
(103) lim . T -it(hZ AY h2 e t..)
D P (x)= il TR S o itz (x)
' " h 2 co - B {7
X 021 T»0 Tth ° o dt .
y como por las hipOtesis establecidas, se verifica que:
(104) L 1 S 90 92
1im _ 13 13
T-»0 ) o - T
-1 - 00 h - 0 -00 J o 1P 0
obtenemos que: . | '
~ " '
(105) Pk ' -it(H;Lil + hz'é—Lil*+...)
1im | 11 2)
pG(x)w—L" | =8 -1t Z(x) G
21 =0 ith | e o (t)dt

y aplicando L'HODital, finalmente, resulta:

o |
(106) N : |
p[3()()= %Ti{ 1’;€§x) e-ltZ(X) O(G(t) it
| | - 00
lueqgo: c0 |
(107) p° ()= %ﬁ[-we'ltz(x) F(x) o (t) dt c.g.d.
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DESARROLLOS ASOCIADOS A LA DISTRIBUCION NORMAL EN ( A?.).—

En este apartado se verd la posibilidad de desarro

llar formalmente la f.d. de una v.a., continua, mediante la f.d,

g

de la distribucidn normal en (Af

.), expresada por:

2
(108) \{)(X,F,G)z Ky exp G(X)"[Z‘%l]‘
,donde: o Con -Z-?- -1
- Ve
(109) -szi[-we dxa) y Z(x):F(X)-F(.XO)

Yy sus sucesivas derivadas generalizadas,

(Notese que la densidad (108) es"identica"a la dada
por (II.12P.(8)), pero en Z(x) en vez de F(x). Su génesis es g3
milar,pues, se obtiene del sistema (II.128P,.(4)) cambiando F(x)
por Z(x) y sus propiedades son analogas a (II.1l2P,.(8)). Sien=
do (108) mas apropiada que la distribucidn normal en F(x), de-=
bido a la definicién (I1.12P.(73)) del operador e.m. en (A?.),
acorde con la funcidn caracteristica introducida en las estruc

turas exponenciales canonicas (vease Cap.lIll péig.
Utilizando un desarrollo ortogonal, de tipo Gram-
Charlier, y otro asintdtico, de tipo Edgeworth, analizando ex-

clusivamente la existencia de ellos sabre (A?.) y: las generall

zaciones que son precisas introducir, respecto del caso parti-

O

cular (Al.).

A) Desarrollo ortogonal, -

Sea la v.a, continua:

N .
(110) K =5 X.

. 3 &

1=1

‘donde las Xi_son Ved, independientesce igualmente distribuidas.
Consideremos la v.a, X(;\-g , donde mG y O\G vienen
dadas a partir de (II1.12P.(75)) y (I1.12P.(76)) respectivamente,

y designemos por p(x) su f.d,

. Es posible establecer un desarrollo de p(x), de la

forma:
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(111) > T
%%rr a2+) " P(x,F,6)

donde las Cr son constantes que se determinaran, seguidamente,

utilizando la relacidn:

2 2
(112) o & _ £

(a?.)f g, -~ af(~1}" g ° hE(Z)

que es la introducida por (I1.128pP,(69)) paEa Z(x), obtenemos:

. | Z
113 i
(113) >

(30:)" PO F0) = ey (-1) n2(2)

por lo cual, el desarrollo (11l1) puede considerarse como un de

sarrollo en polinomios ortogonales, puesto que sustituyendo en

(111), la expresidn (113), queda:

. 72
(114) 00 C. .= ’
p(x) = 2_ ¢k, (-1)T e © h3(2)
s S T
de donde, multiplicando émbcs miembros de (l114) por e-G hg(Z) Y
aplicando (a?.)—l entre — ©0 e o0 ; se tienes :
(115) G g 00 oo cr -G- -25— ) . o0
Wueme™nl@) -2 Frnfaue  ? o)
r! r 8¢ ¢
-00 r=0 ‘ -0
pero, por ser los hE(Z) ortogonales, respecto al prodUcto com
| 2 -
puesto y con funcidn peso exp(-'%-), se tiene:
(116) : G o oo C :
(1 y p(en22)) = oF k-0 b2 2

2
Z
donde las yi = exp(G- ——)h (Z) son las funciones de Hermite co

rrespondientes, dedu01endose de (116):
o0

(117) S ~G(x)
C= 7 on e .f‘(x).p(x).hr Z(x)

N - 00
que en, el caso particular, (Ai.) adopta la forma:
| o0

118
( ) Crz (-l)lf hr(x).p(x).dx
-00

(expresion identica a la obtenida por Cramer[ 9]en pag.255) ya

; ‘ 1
que en dicho casao k = e Y el numerador de (117) coincide

. n
con (118).

Existen diferencias entre el desarrollo ortogonal

en (A?.) (111) y el desarrolles'clasico,d en (Ai.),(vease Cramer
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pag.255) entre las cuales estd la siguiente:

en (A;.) se tiene que C1=C2=U, mientras

(A?.) no tienen porque ser nulas dichas

B) Notaciones y relaciones a emplear,-

Obtengamos el desarrollo de

| X —m®
oL (t) es la f.c. de la v.a. TFE;; comao

que

en el desarrollo

en el desarrollo en

constantes.,

A

las

G(t), donde:

s Els Xi de (110) es

l

tan identicamente distribuidas, se tiene de (83) y (85) que:

(119) . n.rn[];. y que 0\ 0\ /o

m
G G : .. .. .G
llamando a ml y G\ a la media y desviacion tipica en (AZ.)de

l ’

la v,.a, Xl.

i

También se tiene, designando por cﬂi(t) a la f.c.

f°

de Xl—mi y como consecuencia del resultado del apartado d) dels
Nag. de esta [lemoria, que: " -
(120) G G, t
_ 05 vad
y representando DOT ﬂﬁf a los semilnvariantes en (Ag ) de X -
G Z(X - ) V' DOT Z los de X -mG, tenemos:
i1 iy R |
(121) G %lr

(it)"

O(l(t)=e><f3 Z
=l

pero teniendo en cuenta (88), deducimos que x(i:—. xlr y 81 lla

mamoss < . ZS les_r
(122) N = ————— v NI

T (GLG)I‘ ‘lr‘('o\'GI‘

v de

it

donde M_= —g—
T -2 "'1
n

Empleando estas notaciones (120) puede escribirse

~en la forma siquiente: |
(123) 00 ZG
A ot (t)_exa 2__— =2

r!

T!

r=1 @G\/F :

n

' i m | i 2 .
o0 S o) m »
:exp{n ——]-'—— )r}exp{ ' .LE L 5 ._]..:2.(&)_. L Z lr lt)r]
: | =23 ! n*

. 1
ey | Un ‘ 21

G
pero como E [Xl—ml] 0 vy EG[(X -mi)?]= (Oxi)z

G G G
HHE xllzo Y Z12=(ml)2 luego mll

L2

L.

resulta de (82)

=13 por lo tanto (123)
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queda reducido a:

(124) t /20( (1) -

También es de interes, para el cilculoc del desarro-

2 |
z AT (lt)r
- =3 s V—

llo de Edgemorth generalizado, disponer de unas relaciones gue

G

liquen las transformadas de Fourier de las deriuadas'af. de U=-

na cierta dEﬂSldad 2con funciones especiales del tipo:
t
exp(- 7). (it)”

a continuacidn obtenemos dicha expresion, a partir de 1la defini

cion de f.c. en (R?.j: . 5
2 : T
(125) £ . itzZ(x)+ -
el o (t) =]e pl %) dx

y recordando la funcidn generatriz de los polinomios de Hermite

en la variable Z(x):

(126) e;p{-; ﬁ i tZ(x)} [Z(x)]

Z
r=0
se obtiene, sustituyendo en (125) 1la expresién que resulta en

(126) cuando se toma t=it, lo siguiente:
2

t * o0
- G (x)
S e VS 1—9—} [2(x)] p(x)ax =
(127)
Q0 [ff |
=2 L (56)" p(x) 5 con C" f [z2(x)] (x) o

Es inmediato comprobar que C1=C2=D, efectivamente:s

hl(z)=z — [Zp(x) dx=0, por ser la media de una v.a, tipificada

2

hé(*,Z‘):Z -1 —bf(zz—l)p(x)dxﬂ], nor analoga razodn.

Notese.que, por coincidir los momentos generaliza-

dos con los momentos clésicos en (A’ ), se verifica que Cl--C2 C,=

=C. =0 (viniendo dadas las constantes G en este caso, por

2
(:(118) ).

lycz’

Por otra parte se'tiene, sustituyendo en (77) la
densidad p(x) por su desarrollo (111), lo siguiente:
(128) _ o

_Cx (t)= r=o e‘ (a?.)r(P(X,F,G) dx



T

lﬁego resulta:

t2 G o0 E:r £ g T '

(129) exp(5) o (t):r-zo o1 [exeitzs F)(ag) " P(x,F,6)dx
de donde comparando (127) con (129), se tiene: e
£ 2 C
kR0 [ltz(ag )T Plx a0 dxe exa(- £ (a8) 7. 2
T

y si en (130) aplicamos el corolario de la fdérmula de inversidn

de la transformada de Fourler en (A?.), nos resulta:
co _t2

(131) C
P, O L 1 -;tZ £ 7o AT
Ef(af') (?(X’F’G)=2TL e f(x).e o (1t) dt
- o0

C) Desarrollo asintotico.-

La expresion (124) puede escribirse bajo la forma:

(132) c0 ifl, s r-’-‘ My s |
exp (- )o( (t)-exn[nz rl_z), ( 1...%0 [(1t) 2‘_‘—;—:2—‘5-'-(—)
1

y si (132) se desarrolla en potencias de n 2, en vez de en po

tencias de t (como se ha hecho en A)), se tiene:

2 « 1N ZS il n
s exp (%) ota(t)=z ' g(i;;)?(ﬁ)r

expresion que se transforma, utilizando el Teor. de sustitucidn
de los desarrollos en serie de potencias (vease Apostal[i’:]pég.

395), en la siguiente:

| w . 28 m 1 ------'.m -L |
- o O s z =
9 =0 ) (m Lz)!oo-o(m +2)!

L . ™
ml...ms_r 1 S

luego el sequndo miembro de (129) puede expresarse por:'




g

por lo ténto:

(135%2

L2g” " —— L
2 o v nr/2 r,r+2s i nr/z 1 b e s
..\ I+2T '
® & ® & @ 2 0 » (lt) przr‘!.zr
nr/2
d d ' *. 9o o0 0 o
donde los pr,r+2s son polinomios en ml,3, ’ml,r-s+3 gue no

dependen de n.
1 -1t Z

De (136) se obtiene, multiplicando por o © f(x)
(nucleo de la transformada inversa de Fourier en el espacio (A?.:
lo siguiente:
2
(137)—11:2 ' G 1 1t 2 3-2- | %2 - %_ its
— § t)s =@ 7 2 b .
T (x) o (t)= 577 © Fx)+ o 2_e ©
' r=1
rd2 L N3P
: L L (s
. (it) P opp Feeodd (it) P e
nr/2

e integrando los dos miembros de (137) entre -©0 e ©O, se tie
ne:

| | | Qg I+2 o o I s
(138) G P r_!_z(af..) kp(x,r,e)....pr .(ace)

p(x)=Y (x)+2~ —
r=1 Cr+2 | n

despues de hacer uso de (131),

Observese que se logra el desarrollo formal de la
densidad p(x) mediante la ley de probabilidad q/(x), cuya f.c.
generalizada es exp(- t2/2) y de las sucesivas derivadas gene-
ralizadas de la distribucidn ndrmél en (A?.).Ello nos 1incica qgue
81 las derivadas (a?.)n(P(x,F,G) estan acotadas y si n tiende a
infinito (caso del problema central del limite) el desarrollo
es convergente y proporcioné una expresion asintdtica de 1la den
sidad p(x) en funcidn de la.q’(x)rque juega el papel de la dis
tribucion N(0,1) en el caso clésica.

Por Gltimo sefialaremos la tendencia actual, de lo=-

grar extensiones al campomultivariante de estos desarrollos (vea

se[l{]y[?3],
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CAPITULO II (32 Parte)

LA ESTRUCTURA ESTADISTICA DE TIPO
PEARSON VECTORIAL EN (P A?.)

El sistema de Pearsonibivariante'

 extendido al algebra (- R?.)

—-introduccidn
—exﬁensiﬁn_del sistema de Pearson

a las algebras operacionales
-lineas de reqgresion

-obtencidn de los momentos

g g . 2
-coeficientes de regresion

—caracteristicas de las distri-
buciones condicionadas

~relacidn entre los momentos

—consideracidnes finales .

Estudio de leyes bivariantes in-
cluidas en el sistema de Pearson
generalizado

~introduccidn

-leyes particulares

-guestiones a resoclver

El sistema de Pearson multivarian

te extendido al algebra .(p R?.)

-introduccidn '

-gl sistema de Pearson multiva-

riante generalizado
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RESUMEN Y FINES DE LA 32 PARTE DEL CAPITULO II.-

Dada una estructgra estadistica de la forma ( ﬁk,
Bﬁk, P ) donde la familia P de leyes de probabilidad satisface
a un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parcleles
de tipo Pearson, tenemos una e.e. de tipo Pearson vectorial.

En lo gue sigue se ha generalizado este tipo de e,
€., extendiendo los sistemas de ecuaciones en derivadas parcila
les(a las algebras operacionales introducidas en la 22 parte del
Cap,I) de Van Uven (1.947)[34] -que estudia el sistema de Pear-
son bivariante- y de Steyn (1.960) [ 33] —que introduce el sis-
tema de Pearson multivariante- de manera analoga a lo realizado
anteriormente en una dimensidn y de forma tal que los sistemas
de Pearsaon resultantes.en la extensidn operacional, comprendan
como caso particular a los clasicos, manteniendo propiédadeslg
nalogas a estos y dando cabidé a otras distribuclones que no
son consideradas como de Pearson, entre ellas las generaliza-
ciones del sistema de Pearson bivariante de Navarro Sagrista
(1.952) [25]. “ .

Completandose esta parte con el estudio del siste-
ma de Pearson biuariante en lo gue respecta a las lineas de Tg
gresidn, momentos, distribuciones condicionadas, etc.

Por dltimo se recoje el teorema de Steyn sobre la
linealidad de la regresion en el sistema de Pearson multivarian
te, gue no se mantiene en el caso generalizado general, aungue
si se cumple en casos muy particulares.,

Quedandose algunas cuestiones pendientes de estudilo

‘de las que destacamos la posible extensidn en la forma de Roy

del sistema de Pearson-VYan Uven.
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EL SISTEMA DE PEARSON BIVARIANTE EXTENDIDO AL ALGEBRA OPERACIO-

l.- Introduccidn.

Los precursores en el estudio de lasISUperficieé de
probabilidad del tipb Pearson FuerSn,L;N. FILON, L. ISSERLIS (*)
'y K. PEARSON (%x), aunque el estudio completo de este tipo de
familias de leyes'de probabilidad bivariantes, se debe a Mo 3.
van UVEN (s%%)3; el cual mediante la extensidn de la ecuacidn di
ferencial de Pearson (1) a dos variables, consigue todas las su
perficies de probabilidad de este tipo, mediante las soluciaones

de un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parcla-

Sea z=z(Xx,y) la superficie de pro
babilidad definida en un dominioc cu-

yo contorno es £ ,en donde los limi-

tes de x para y fijo sonxly X2 (que

‘ generalmente ser4n funciones devy) vy
v _ los limites de y para x fijo son Yl _
e Y, ( que generalmente seran funcig

nes de x), siendo las constantes X1

Y, &Y, los valores extremos de

X ' X
1 , 2 y

’
de x e y respectivamente, e

Las ecuacliones diferenciales caonsideradas por van

Uven son las siguientes:

9z P{x,y) = Rz Q(X,y)

?
(1) 2 X L(x,y) £ 3 2y H(x,y)

o bien, las equivalentes:

(2) P1nz P : 21nz g

x L' @y T H
siendo las funciones P,Q,y L, H funciones lineales y cuadratis

cas respectivamente de las variables x e y, es decir:

'(*) Notes on skew frecuency surfaces. Biometrikayvol.V3l.923,p, 22/
(#%)0n non-skew frecuency surfaces. Biometrika,vol.V;1.923,p.231
(#%%)Extension of Pearson's probability distributions to two va

riables. Proc. Kon. Akad, lWletens. Amsterdan, vol.L; 1.947, pag.
1.063-1.070 '
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~ = L L . = L g.x +
(3) P P P, X PoY 3 Q a, G X a,y
| | 2 2
s i i 2 3 & ~ 8 .L
k = 100. lle : lDly : lZUx : lUZy lll
| 2 2
- L W L L I .1.
H = hUU' hlox . hUly" hzox : h02y hll y

.y-se supone que las fracciones P/L y Q/H son irreducibles.

"Por otra parte, de la forma del sistema:(iZ), se
desprende que las funciones P,Q,L y H no pueden ser completa-
mente arbitrarias, sino que deben de estar ligadas por la condi
cidn de integrabilidad:

Y gl

X0 Y Qy|L] @ x|H|
es decir, por: -
P pd H AL L AH
() [ o e | e, o e D) ek, e s ) i
Yy 2 X L Dy H D X

condicidn que restringe las posibilidades de P,0Q,L y H, pueSté
que el primer miembro de (5) es una funcidn entera de x e vy,

también lo tiene que ser el seqgurido miembro de ( 5) ().

2.- Extensidn del sistema de Pearson bivariante a las algebras

operacionales introducidas en el Cap., I del presente trabajo.

Veamos que mediante la extensidn del sistema de e-
cuaciones diferenciales (1) al algebra ( Pa g ) puede consegulr
se, de forma analoga a lo realizado en una dlmen31on, una gene-
ra112801on del sistema de Pearson bluarlante. Generalizacidn, que,
como es habitual en la presente memoria, contiene al sistema de
ducido de (2 ) como caso particular y qué mantiene las propie-
‘dades caracteristicas ( relacidn entre momentos, lineas de re-
gresidn, etc.) de las superficies de probabilidad que satisfas
cen a (2).

Conslideremos, en primer lugar, el sistema de ecua-
ciones diferenciales siguiente: '

(%)Extension of Pearson's prob. distrib. to two variables. Proc.
Kon. Akad. letens. Amsterdan, vol.L; 1.947 paqg.l.252-1.264
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(6) Caligt . P 007,00,
L L[F,(x),F(y)]
A [ NN A

gue desarrollado,  -en derivadas parciales ordinarias, es:

9z g,z =P f.z 3 215‘_ 9,z = §
d x ! L . 0y . - H

donde se supone que las funciones f.y g, (i=1,2), verifican 1
las condiciones (54) o (55) de la sequnda parte del primer ca-
pitUlo de esta memoria,.que sSon necesarias vy suficientes para

que se verifique: .

(7) 9 9 ]t 92 9% |t
8 -l a e2) = |az .(.af .z)x |
e, 2 4re 2 1 y
y que las funciones P,Q,L y H son analogas a las (3), pero en
lasuariablesFl(x) y Fz(y) en vez de x e Y.

Por ser el sistema (g ) excesivamente complejo, pa

ra los desarrollos posteriores de relaciones entre momentos, 1i
neas de regresion, etc., consideraremos el sistema extendido al

algebra ( pA?.), en cuyo caso viene dado por:

(8) (ol gl o Play) %2 31 Q0xy)
Yy

"1 'Z)x L(x,y) z 5 ai ~ H(x,y) ‘

que desarrollado es:

(9) 2z ,.2,.9:_ . 2
1 . 7 x 9,2 = " Z 3 2y 9,2 = § Z
o también:
Rinz _-._5_3_ | _ d 1nz i -8 (9)
? X "1 % L 9y 2 T # _ 2

El sistema de Pearson extendido al algebra ( pﬂi.)
tiene las siquientes ventajas: |
~ (10) a) los segundos'miembras son identicos a lds consli
. derados por van Uven en[34]
b) generaliza al sisﬁema deducido de'(l ) y coinci
de con él cuando 3,=9,=0.

c) para que se verifique la condicidn de integrabi
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lidad (7 ), sdlo hay que exijir que - Pl — , y4& que f.=

= F(xi), puesto gue F1=F2= 1,

Como (9@ ) puede expresarse bajo la forma:

(11) 9_ cy B, a
. - @x(lnz-G)-L,@y(an"G) H

se deduce la misma condicidn de integrabilidad (5 ) para las

funciones P,Q,L y H, como resulta evidente de (1ll), pues:

Q- R g
v, (1nz=G) = ( = ) X ﬁ_)'

3= Dbtenc1on de las llneas de regrESLOn generales en el siste

— it i e —

e e e e e

ma de Pearson generalizado,

De la primera ecuacidon de (3 ) se obtiene:
/XZQZ X2 2
X_L_/;;dx-x Lglz=x PzdX

que se  transforma, integrando por partes, ent

| X A X
0 2
(12)1 [LZ]XZ =‘/; 2( ] +'2;5 )zdxﬁ/; _Lglzdx

L 1 1

analogamente, de la segunda ecuacidn de (9 ), se obtiene:

(12) Y Y 7, . Y
2 | 2 7 H 2
[Hz} = (g + __@y ) zdy -!.-/ ngzdy

¥, JY Y1

que considerando las expresiones (3 ) de las funciones P,Q,L vy

H, puede escribirse:

(13) L _(_B_L - ra L L
P fax"R"'ro' rlx.rzy
9 H -
L - . L L
Q 4 7 v, = S = so.slx '-SZY
| : _ . . L - 1 - L . +h
~donde: T _=p_ llD’ r,=Py 2120, T,=P, lll’ 8 =0, th’ 1597,

- e
Y 8,208,720y,

con lo cual (12) se transforman en:

(14) X X X
, : Rzdx =|Lz ~ 2Lglzdx

A ' A &
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(14) Y ) | g ¢
2 - Szdy = [ﬁz] . - . ngzdy
Y Y. i Y .

1 1 1
0 lo que es equivalente:
T x2 zdx + Ty Xz Xzdx + T, X2 zdx 4;%%3~ : Lglzdx
X, X xg o TR
S 22dy+sl Y2 xzdy+32 Y2 yzdyz[F%]Yz— Y2 ngzdy
Yl 1 Yl | Yl - _Yl Yl

expresiones que se transforman, considerando las distribuciones

marginales y las medias condicionadas, en las siguientes:

(15) . [Lz];z -122 Lg,z dx

| _ 1 1
1 —y| L - _
rr E[x/Yay| 4ry = —— T Ay (y)
[Hz]:z -‘/"\Y(Z ngz dy
S +slx+82E[Y/K=%] = 1 1 = Al(x)
“ zl(x) AR

de donde se obtienen las lineas generales de reqgresidn:

(16) E[Y/X:X]: 'i:_ ( Al-SO""Slx‘ ) de y sobre X
2

l '
E[X/Y:ﬂ = rl ( Az—ro-rzy ) de X sobre vy

que son validas para s, y r, distintos de cero.

1
Como consecuencia, se tiene gue en el caso de que

Al y Az sean funciones lineales (%), las lineas de regresidn

son lineales, en efecto si:

- L - K
(17) Ay = 319 F 3 Yy A, = é L 3

'se obtiene de (16):

efv/ies] = [ Gayg7 s anyme o5 e %l[em-ro)*-(au‘—rzhﬂ

'(*)En el caso clidsico, ocurre que A1=A2=D ya que se toma Lz vy

Hz nulas en el borde del dominio de probabilidad y g,=g.=0, por
: . .. 1 -=2

ello en este caso las lineas de regresidn son liheales, (Vease

NelLoJOHNSON and S.KOTZ, Distributions in Statistics: Continuous

Multivariate Distributions. Wiley, 1.972 pag.7).
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. ~
4,- Obtencidn de los momentos respecto a las medias totales X

N

€ Vs |
| De (14) vy (15) se obtiene: ' o
(18) ' ‘
],-8 1 [R] J [Lz]x2 dy — E[LgJ :Jyz A2(y)22(y)dy; E[Az]
Y1 ‘1 Yy | _

analogamente: | -

Y
(18)2 .E[S] =JXZ[HZ] 2 e E[HQZ] =f2 Rl(X)Zl(X)dx = E[Al]
| . ST |

pero, como de 9) se obtienen las relaciones:

X X |
2 |
xL'——E dx = = XPz dx + £ xLg,z dx
0 x X 1
1 X
i
X. - X X
- yL'ELE dx = . yPz dx + e yLg,z dx
X L X X :
i 1 ib
' Y Y
2XHQ-Z'dy= 2xE]zdy-!- 2><ngdy
Y 0y Y. ]y £
1 1 1
Y Y. Y
0
“ y H E;f dy = - yQz dy + . yngzdy
Y Y Y

1 1 L

de las que se deducen, por integracidn, las siguientes:

(19) . x2 x2 (%,
xLz} (L+xR)z dx & (xLg.z) dx
X . X 1
| 1 - 1
X X2 X2 _
yLz yRz dx <+ yLg.z dx
X _ X 1
1 1
[ ] Y2 XSz dy + Y2 XHg.z d
¥, -0 S Ty PHge W
Y Y _
2 - 2 .
[;Hz] (H+yS)z dy +[ yHg .z dy
Y Y 2
1 1
expresiones que, integradas, nos conducen a:

1 1
(20) e

X
i [xLz]Xi dy = £[L]+ £[xR]+ E[ngJ

- X

-
l—-‘I\JI—'MI--'
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bl o spras ooy oo e0ds cfos]

f"z [sz]:z dx = E[H] + E[ys E[yHg]

X
1 1
de donde, introduciendo las desviaciones tlz X=X Y t2: y-?, res
pecto a las medias totales, se tiene: o
(21) . rltl-!-rzt =R-E[R];st -!-82 :S-—E[S]

y si en las exnr851ones (20) restamos en ambos nlembros xE[RJ
yE[R], xE[Q)e yE[S]respectlvamente, obtenemos (teniendo en cuen
ta los valores de E[ﬁ]y E[Q}dados por (18), las caracteristicas

lineales de la integracién y del operador E£) lo siguiente:

(22) X |
| E[t R] [t LZ] 2dy r E[L] o 'E[tngl] = 3;
Y Xl | |
2. X
APNIE [tszJ “dy - E[tngl]z R
28! "1
- X
2
e [t,5] - xl[tlHZJ:idx - E[tngz]: 5
2 ¥ 2
Elt, = [f ] - =
_[25] . 2}‘12 Yldx [HJ [t ng] S

pudiendo sustituirse (22), considerando los valores de Ry S en

- funcidn de t, v t,, por:

o9
.(23) rlE[ti]'l' rt [t]_tz]: Ri ; 1:lE'..t_ltZ ¥ 'rZE[tg]: Rczz
le[ti]-l- 52E [tltz:‘: Si ;SlE[tlt2]+ 52E [t;]:-. Si

expresiones de las que pueden despejarse los momentos respecto

F N

de X e y, obteniendose:
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1 1 2 2
(24) [ 2 S50, Ba® e % B N
Tog T E tl T r.s_ = T_S ;m02=E t2 T r.s =T .s.
1 2 2 1 S N e
S RZ- T 52 T Sl— szl
2 0 2 0 l o 1l o
mll= E[tlté] - P8 . r s.  T.8 = T S
1 2 7 1 2 2 1

que son relaciones identicas a las aobtenidas por Van UUEN[?&J
para el sistema cléasico de Pearson bivariante, peroc en (24), 1la

determinacidn de las constantes Rl, Rz, Sl y 52 es mas complica

6’ o’ @
da por intervenir los términos derivados de las funciones gi(iz

1,2) introducidas en (8), como se manifiesta en (22).

5.~ Coeficientes de reqresidn.

Volviendo al caso particular, en‘que las ecuaciones
de la regresion (18) sean lineales, se tiene de (15) y de (17)

lo siquiente:

X X
(25) [L-Z] IS Lg,z dx = A (y)z.(y)
- X X 1 2 Z |
1 3 |
Y2 Y2
[Hz]Y =1y ngz_dy - Rl(x)zl(x)
1 1
y considerando la segunda y tercera ecuacidn de (20) tenemos:
y X
(26) e[yr] |72 2 )
1 [ y y[Lz]X dy - E[&Lgi]_
1 1 _
y2 X2 | |
g I E 2
g y(ﬂtzz2 . Lglz dx ) dy E[ngl]
1 1
y X '
2 2 [ 2
= ; = = L
J;l y(AZJ;l z dx)dy E[yﬂzl aZUE[y] aZlE y ]
analogamente |
- 2 Y2
(26)2 Z xS]:]Z *X[ﬂ;]Y dx = E]xHg ]:
s 1 1
X Y | |
2 2
_ | Ll ; = \ e
_jxl x(Alzl .j\{l ngz dy/) dx E[AHQZ]

X Y .
| =jx2 x(RlJYZ zdy ) dx E["Al]: 2,4k [x] * cE“llE[xz]



y como en el caso de linealidad, las relaciones (18), conside=

rando (17), adoptan la siguiente forma:

(27) AGE E[Rz]f a, .+ a,,E[y]

E[S]: E[ﬂl]z alo-!- allE[x]
se tiene que:

(28) e[y]e [r] = a, E[y]+ a2lE[y]2
e[x]e[s]- 2, £[x]+ allE[x]2

restando de (26) 28), se encuentra que:

(29), et 7] = e [vr]- £[y]e[r]= o,y ([v?]- E[V]z)""azl“:[t;.]
' E[t15]= £ [xs]- E[X]E[S]: all(E["-ZJ“ E["J2)=311E[t12.]

esto es ¢

(29)2 E[tzR]: 821 I'I'IO2 : E[tlS]z all m20

pero, por otra parte, como:

’ : L Ly) L 2 = & poq
(30) E[tzR]_ E{tz[ro.rl(tl.x).r2(t2.yi]] DM Tomo,

_ ' Ls LYl will= s i
E[tlS-_\‘_ E{tl[stl'sl(tl'x)'82(t2'Y)]} S My + 8,Mm.

L

yd que son nulos los términos E[tl]y E[tz].

e igualando los seqgundos miembros de (29)2 y (30) se tiene:

- .I. o .
251999 T1™Ma® *2Mge ¢ By1Meg. = B1MagT 22y

de donde se deduce:

(31} - a, =T, ] ey ] 1 | 31,78, : By ] 122.
ST "‘02-“5> G, 7 s, My § 0
con lo gque se obtiene para los coeflclentes de regresidn:
(32) P 1~ Ty 0 f B s 0
| 1/2 T "F 0"2 YW /1 s, f G"l

- _ i | . P
que son las mismas fdrmulas que las de una correlacion normal.
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6,— Caracteristicas de las distribuciones condicionadas.,
Para las desviaciones respecto de las medias con-
dicionadas, en el caso lineal, se tiene, considerando (16),(27)

y'(31), lo siguiente:

1 1
(33) X E[X/Y_y]_ 3 (ro. r,x+ Ty F\z)_ > [R (820

1
321”]" rl{E [Rl+ = 6+ mpt,-(ayy 2, E[%) athZ}

esto es:
11
(34), K - E[X/Y:y] = £, === t,
02
y analogamente: |
11
(34)2 y - E[Y/A:-x] = t2 - a-;a tl

Obteniendose las desviaciones tipicas respecto de

las medias condicionadas, mediante<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>