[ | I;.*l.fr_ A ™
| UNIVERSIDAD pE GRANADA
; "acultad de ¢ i-l?‘i, )
[- j L& % ——
/ 0% ..... {l-ai | AS
-‘ ﬂll-lirlr‘- llllllll h-"-

DEPARTAMENTO DE ESTADISTICA E
INVESTIGACION OPERATIVA

APORTACIONES A LAS TECNICAS

GRAFICAS PARA EL ESTUDIO DE

NORMALIDAD Y LAS CAUSAS DE SU
PERDIDA.

, BIRLIGTE:A ,,_\-”,M,__.;{@H"_\"‘"'
l GRANADA

1 Docunento\AQGIFCHR
jN Copia Lc.,./ZZPSBCH

TESIS DOCTORAL

Director: D. Andrés Gonzalez Carmona

Doctorando: Emilio D. Lozano Aguilera

Granada, Septiembre de 1995.



APORTACIONES A LAS TECNICAS GRAFICAS
PARA EL ESTUDIO DE NORMALIDAD Y LAS
CAUSAS DE SU PERDIDA

Memoria que para optar al grado

de Doctor en Ciencias, Seccion de
Matematicas, presenta el Licenciado
Emilio D. Lozano Aguilera

/4

; .
¥/ M
;/ L/ > i

/L—;f’

Ve B®°
Director de la Tesis

. ~ e
* /f/, =

i—

-
Prof. Dr. D. Andrés Gonzalez Carmona.

DEPARTAMENTO DE ESTADISTICA E INVESTIGACION OPERATIVA
FACULTAD DE CIENCIAS
UNIVERSIDAD DE GRANADA

1995



UNIVERSIDAD DE GRANADA
FACULTAD DE CIENCIAS

s oo deéla Tesis Doctoral de D. 2““ Q - _p

-

(/Y Tengo el gusto de remitirle 1 ejemplar

para su archivo

o ————

en la Blbllote de esta Facultad.

Granada, 48 -"j’{-' Qb’

EL SECRETARIO,

f*“"’"""’-\ -~
Py LR} ¥ ,,.+- “n ':: -
AU AY UE N, .,
t, i ayy #

i > . a

;4‘ " : - -

i r
= W . 4
H ) e ]
‘ L NASS ; ¢
:i "% 5 . "uT . . J Fr:?

- - -

% =y ; |

| = = ! ¥ = g -

W, TN ' &

1“-‘ e ,r' e LYY 7.
Wy | LF f g . B
q'.‘ - L L L H *'ﬁ’
i"-u _..;,-—ﬂ-'#’ 3 -
- I M .
A G arg !E,m HE_,. ;5
r i 1 n
[ | a n ez

Director de 1la Biblioteca de ssta Facultad.



4 mia padnea, a Gaunen y a mi hija Slonia




No hay una herramienta
estadistica simple que
sea tan potente como un

grafico bien elegido.

Chambers, Cleveland,

Kleiner y Tukey



INDICE
INT RODUC CION . ..t e e et e et et e et e et e st e e e e et e e e e e een 1
CAPITULO 1.
CONSIDERACIONES HISTORICAS SOBRE LA DISTRIBUCION
NORMAL . ... e e st e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 9
CAPITULO 2.
LOS CONTRASTES DE NORMALIDAD ... ... i i ittt ettt e e e 17
Clasificacion de los contrastes de normalidad .. 21
CAPITULO 3.
CONTRASTES DE NORMALIDAD: BREVE RECORRIDO ........... 27
El ambiente de un contraste de normalidad ...... A

Breve exposicion de algunos contrastes de
NOFIRALIABRA .. ::ssvsirunssamwin v §nEE EeE Vses sims 58§ 03 2.9
Contrastes tipo chi-cuadrado .............. e

Tests basados en la funcidén de distri-

PUCION SHDITLIOB s vws s sms smw » 5@ s wmE Vs 388 35 34
Tests basados en medidas descriptivas ..... 42
A.Asimetria y Curtosis ............... 42

B.0Otros contrastes basados en me-

didas deBCriptiVaAE s uswssos sssvmsms S0

—

El test de Shapiro y Wilk y sus modifi-

or- 100 K o) 0 U= 1= T 53

A.E1 test W de Shapiro y Wilk ........ S3




APORTACIONES A LAS TECNICAS GRAFICAS PARA EL ESTUDIO DE NORMALIDAD ...

B.El1 test D de D’Agostino ............ <7
C.El1 test W de Shapiro y Francia .... 56
D.E1 test W’ de Weisberg-Bingham ... .. o7

.E1l contraste del coeficiente de

[™]

correlacién en graficos de proba-

bilidad normal de Filliben .......... S8
F.Extensién de La Brecque ............ S9
G.Una generalizacidén de W ............ 63

H. Transformacién de la distribucidn

de Wy W a normalidad .............. 64
Contraste de razén de verosimilitudes
asociado con transformaciones para 1n-
crementar la normalidad ................... 68
Técnicas graficas informales .............. 70

Consideraciones finales sobre los contrastes

de normalidad univariantes ................. . ... 71
CAPITULO 4.

EL GRAFICO PROBABILISTICO NORMAL .................... 77
El grafico de probabilidad empirico ............ 79
El grafico de probabilidad tedérico ............. 83
Algunos comentarios sobre los puntos de po-
sicion grafica (pi) ............................ 86
Nuestra eleccion de los P, oo 93

Determinacién de los p a partir de la
1

mediana de los estadisticos de orden de

una distribucidén normal ................... 95
CAPITULO S.
EL GRAFICO PROBABILISTICO NORMAL COMO TECNICA
GRAFICA PARA EL ESTUDIO DE NORMALIDAD ............... 117
Causas de no normalidad apreciables en el
grafico probabilistico normal .................. 123
A.Existencla de OULLIerS . :.sscsvsomssospnes 123
B.Existencia de pequefias o grandes colas .. 125



INDICE
C.Asimetria ........ ...ttt 127
D.Existencia de segmentos horizontales,

grupos de puntos y discontinuidades ...... 129

Ajuste de una recta al grafico de probabilidad . 131
CAPITULO 6.

ANALISIS DE LA VARIABILIDAD EN EL GRAFICO

PROBABILISTICO NORMAL ... ... ... . . it ee. 135
Analisis de la variabilidad en el grafico
probabilistico normal a partir de la va-
rianza de los estad-isticos de orden ........... 137
Analisis de la variabilidad en el grafico
probabilistico normal a partir de la dis-
tribucion exacta de los estadisticos de
OPDOES 065 v65 IS E i CEs NS PEES SEF SENS HET 085 FES HET ¥ H 146
Analisis de la variabilidad en el grafico
probabilistico normal a partir del compor-
tamiento asintotico de los estadisticos de
OO 554 pdd s en 6 6.5 oS5 i DES SEE S GRS SHE LGE S BE .3 & 8 193

APENDICE 1I.

ESTADISTICOS DE ORDEN . ::::::osnsivsnonoamsnnssmsassys 165
Definicion de estadistico de orden ............. 166
Funcioéon de distribucion empirica y funcion
de distribucion de ka) ........................ 167
Distribucion conjunta de los estadisticos
& OPBRBN 5 o6 s 555 958 s 598 FEE FHES PFEE PHE I BE'S 5 S FET S 173
Momentos de los estadisticos de orden .......... 178
Algunos usos de los estadisticos de orden ...... 181
Comportamiento asintéotico de los estadis-

L1CoB de OFGBN . : vs6 i 55§ 9o W s Hp s GEE F BS ¥ HE S BEE FwE 190
Maximo y Minimo muestral .................. 191
Otros estadisticos de orden extremos ...... 204
Estadisticos de orden centrales e 1n-

tErmedIO8R s vwis asd uiG: RS KB LAS F BHE 5 GE 8 207

iii



.

»

®»

i

APORTACIONES A LAS TECNICAS GRAFICAS PARA EL ESTUDIO DE NORMALIDAD ... E
L

i

APENDICE 1II. @
APLICACIONES INFORMATICAS ...........ooooiennnnnnnn., 213 .
]

Programas en S-PLUS ........... .. ... ... . ... 214 ®
Calculo aproximado de la varianza de ®

los estadisticos de orden de una dis- @
tribucidn normal ... .. ... .. e e 214 :
Determinacién de la variabilidad de @

los puntos sobre la recta del grafico A5
probabilistico normal basado en la »
varianza d elos estadisticos de orden ..... 21D :
Determinacién de la banda de confian- &

za en el grafico probabilistico normal W
basada en la distribucidén exacta de los ®

&

estadisticos de orden de una distribu- P

ol 1) o WD o Lo o 1117- 15 1NN 216 )
Programas en UBASIC .............c.iuiiiiennennnns 217 ®
Determinacién de los polinomios que :
definen a las medianas de los estadis- -
ticos de orden de una uniforma estandar, &

y de las raices de éstos .................. 2117 ®

@

@

BIBLIOGRAF LA . .. . et e e e e e e et e e e e e e e e e e e e e e e e 221 &
»

»

L

L

®

»

&%

®»

o

%

!

&

&

WP

&

@

e

i

i ®
&

o

&

()

o



INTRODUCCION

[La cita con la que comenzamos la presentacidén de esta
memoria es lo suficientemente breve y rotunda como para describir
con claridad la importancia que las técnicas graficas tienen en el

contexto de un estudio estadistico.

[La conjuncidén del sentido de la vista y la capacidad de
pensar que posee el ser humano, puede ser considerada como el sis-
tema de proceso de informacidén mas sofisticado que jamas pueda ser
desarrollado. Los graficos poseen la cualidad de poner en funcio-
namiento tal sistema y no sdélo para describir y resumir el compor-
tamiento de un conjunto de datos, sino incluso para obtener una

idea precisa de su estructura.

Un grafico puede recoger una gran cantidad de informa-
cién. Nuestro sistema de proceso de informacidén la resume rapida-
mente y extrae los aspectos mas sobresalientes, con la ventaja
afladida de ser también capaz de fijarse en los detalles mas insig-

nificantes.

En su gran mayoria, los métodos clasicos de la estadis-
tica estdn basados, implicita o explicitamente, en suposiciones
hechas sobre los datos, y la validez de los analisis depende de la
validez de tales suposiciones. Los métodos graficos proporcionan

potentes herramientas para analizar tales suposiciones y, cuando
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éstas no sean confirmadas, sugerir ciertas correcciones.

Es precisamente éste el ambiente en el que desarrollamos

este trabajo. En concreto, nos dedicaremos al estudio de una teéc-
nica grafica disefiada para el analisis de la hipdtesis de normali-

dad enunciada sobre un conjunto de observaciones.

[.La normalidad es un estado que podemos considerar desea-
ble al enfrentarnos al estudio de un conjunto de observaciones. 51
tenemos garantia de que tales observaciones provienen de una po-
blacién distribuida segun una normal, existen una gran variedad de
técnicas que se pueden aplicar en el analisis de los datos, con la
seguridad de obtener resultados del todo fiables. Hasta tal punto
llega su importancia que, en la practica, no tenemos inconveniente
en perder algo de precisién y aproximar la verdadera distribuciodn

de los datos (ya sea continua o discreta) por una distribucidn

normal.

Sin embargo, el desconocimiento habitual que se tiene
sobre el comportamiento real de los datos nos hace establecer la

hipétesis de normalidad sobre ellos, vistas las ventajas que esto

reporta. Para validar esta hipdétesis, necesitamos hacer uso de

técnicas desarrolladas a tal efecto y que son denominadas contras-

tes de normalidad.

Desde principios de siglo, cuando a la distribucidn nor-
mal se le comienza a otorgar la importancia que tiene, se han ve-
nido introduciendo diversas técnicas encaminadas al contraste de

normalidad. El1 interés por este tipo de estudios resurge alla por

los afios sesenta, coincidiendo con la introduccidén del test W de
Shapiro y Wilk, de manera que actualmente el conjunto de técnicas
estadisticas dedicadas al estudio de la posible normalidad de un
conjunto de observaciones es amplisimo. Se observa que, apérte de

los contrastes formales de normalidad, aparecen una serie de téc-
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nicas calificadas como informales que, basadas en métodos grafi-
cos, se dirigen también hacia el estudio de la normalidad de un

conjunto de datos.

Dentro del conjunto de técnicas graficas (informales)
para el estudio de la normalidad, encontramos los que en la lite-
ratura estadistica se han venido denominando graficos de probabi-

lidad normal o grafico probabilistico normal (Q-Q plot).

El grafico de probabilidad normal consiste, basicamente,
en dibujar los cuantiles de la distribucidon empirica de los datos
contra los correspondientes cuantiles de la distribucidn normal,
de forma que si los puntos asi obtenidos se presentan con una con-
figuracién aproximadamente rectilinea, podemos concluir que 1la
distribucidén de los datos es compatible con la distribucidén nor-

mal.

El grafico de probabilidad reune una serie de caracte-
risticas que hacen de €l una técnica grafica sencilla y de facil
interpretacion. Esto es debido, en primer lugar, a que cada dato
original es dibujado en el eje de ordenadas con la misma escala en
la que la observacion ha sido medida y, en segundo lugar, a que la
conclusidén obtenida en la observacidéon de tal grafico se fundamenta
en una configuracidén que el ojo humano tiene gran facilidad de

detectar: la linealidad.

Sin embargo, la escasa objetividad con la que se mane ja
el concepto de linealidad en el que se basan las afirmaciones con
las que se puede conclulr un estudio de normalidad haciendo uso
del grafico probabilistico normal, nos incita a analizarlo en pro-
fundidad, con el objetivo fundamental de formalizar los criterios

que nos lleven a aceptar o rechazar la hipdtesis de normalidad.

En particular, precisaremos la idea de que los puntos en

el grafico probabilistico normal tengan una configuracidn rectili-
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nea. Para ello introduciremos lo que hemos denominado bandas de
confianza sobre el grafico de probabilidad normal que, permitiendo
ciertas fluctuaciones de los puntos sobre su configuracidén lineal,

nos determinen una regién en el grafico que nos lleven a aceptar o

rechazar la hipdétesis de normalidad, con un nivel de confianza

fijado.

En el desarrollo de esta nueva técnica grafica, y con el
estudio del grafico probabilistico normal, proponemos también un

método para determinar los puntos de posicidén grafica (plotting
position), basado en la determinacién de la mediana de 1los

estadisticos de orden de una distribucion uniforme estandar.

Esta memoria ha quedado estructurada en seis capitulos

(del Capitulo 1 al Capitulo 6) y dos apéndices (Apéndice I y Apén-
dice II).

En el Capitulo 1, se ha pretendido, haciendo una breve
descripcién sobre la historia de la distribucidén normal, Justifi-
car la importancia que tal distribucidén tiene, atendiendo sdélo al

tiempo que se ha dedicado a su estudio.

En el Capitulo 2 se establece el significado que tiene
un contraste de normalidad, dando una serie de pinceladas sobre
las ventajas que se obtienen al admitir una hipdtesis distribucio-
nal enunciada sobre un conjunto de observaciones. Asi mismo, par-
tiendo de que tal hipdtesis distribucional se refiera a la norma-
lidad de los datos, proponemos una clasificacidén de los distintos

contrastes de normalidad que se manejan en la literatura al uso.

En el Capitulo 3, y ajustandonos a la clasificacidén que
de los contrastes de normalidad hemos propuesto en el capitulo
anterior, hacemos un breve recorrido sobre aquellos contrastes de

normalidad que, por su interés histérico o por las propiedades que
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poseen, pueden ser considerados como los tests de normalidad mas

importantes que se conocen en la actualidad.

En el Capitulo 4 se introduce el grafico probabilistico
normal. La presentacién de esta técnica grafica se hace desde el
grafico de probabilidad empirico, lo que nos permite cargar de
intuicién al grafico de probabilidad (teérico) normal, para, pos-
teriormente, en el Capitulo 5 poder contemplar al grafico probabi-
listico normal como una técnica grafica encaminada al estudio de

la posible normalidad sobre un conjunto de observaciones.

En el transcurso del Capitulo 4, y visto que los puntos
de posicidén grafica son elementos basicos para la obtencion del
grafico de probabilidad, realizamos un estudio de éstos y conclui-

mos haciendo una propuesta sobre su definicidn y determinacion.

Una vez que el grafico probabilistico normal ha sido
introducido como una técnica grafica para el estudio de la hipdte-
sis de normalidad enunciada sobre un conjunto de datos (Capitulo
5), analizamos las distintas causas que podemos apreciar en dicho

grafico para dudar de tal hipdtesis.

Por otra parte, debido a 1la propiedad de 1invarianza
frente a cambios en los parametros de 1localizacidn y escala que
tiene el grafico probabilistico normal, vemos cOmo éste puede ser
usado para producir una estimacidn de tales parametros de la dis-

tribucién normal (media y desviacidén tipica).

Por fin, dado que la conclusidén sobre la posible norma-
lidad de los datos, haciendo uso del grafico probabilistico nor-
mal, se fundamenta en la configuracidén mas o menos rectilinea de
los puntos en dicho grafico, y que ésta nunca sera exacta debido a
la aleatoriedad de las observaciones, establecemos, en el Capitulo
6, como seran las fluctuacioﬁes que admitiremos sobre 1la recta

para aceptar la normalidad. Esto lo hacemos introduciendo el con-
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cepto de banda de confianza en un grafico probabilistico normal.
[La determinacidén de tal elemento la sustentamos en tres ideas dis-
tintas que daran lugar a tres tipos de bandas de confianza. Los
procedimentos seguidos se basan en: la varianza de los estadisti-
cos de orden de una distribucidén normal, la distribucidon exacta de
los estadisticos de orden de una distribucidén normal y el compor-

tamiento asintdético de los estadisticos de orden de una distribu-

cioén normal.

En el ultimo epigrafe del Capitulo 1, donde analizamos
la variabilidad en el grafico probabilistico normal basandonos en
el comportamiento asintético de los estadisticos de orden, propo-
nemos, usando el concepto de intervalo de tolerancia de una dis-
tribucidén, un método para clasificar los estadisticos de orden en

estadisticos de orden extremos, estadisticos de orden intermedios

y estadisticos de orden centrales.

Esta memoria, como ya hemos indicado, ha sido complemen-
tada introduciendo dos apéndices. El1 Apéndice I esta dedicado al
estudio de los estadisticos de orden. Su justificacidén se encuen-
tra, por una parte, en el gran numero de contrastes de normalidad
que hacen uso de dichos estadisticos y, por otra, en que nuestra
propuesta de bandas de confianza sobre el grafico probabilistico

normal se fundamenta en el comportamiento de los estadisticos de

orden.

El apéndice 11 recoge una serie de aplicaciones informa-
ticas que hemos desarrollado, tanto para la obtencidén de los pun-
tos de posicidén grafica (p ), como para los tres métodos seguidos

1

en la determinacidén de las bandas de confianza en el grafico pro-

babilistico normal.

Esta memoria concluye con un listado de la bibliografia
que hemos usado para su elaboracidn. En ella hemos recogido aque-

llos libros y monografias dedicados al estudio de la distribucidn
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normal y de los contrastes de normalidad, y los articulos que,
sobre el mismo tema, han sido consultados. Asi mismo, se citan
algunos articulos, que sl1 blen no han sido consultados directamen-
te por el doctorando, si estan, en su parte fundamental, recogidos
en otros que han sido estudiados. La Jjustificacidon de haberlos
incorporado es simple desde el momento que aceptemos que las refe-
rencias bibliograficas en toda investigacidén deben considerarse
como punto de partida para futuras investigaciones sobre el mismo
tema y es conveniente, por tanto, hacer mencidén a la fuente origi-

nal.

Antes de concluir esta introduccidn, creo que es de jus-
ticia referirme a una serlie de personas que de forma directa o

indirecta han colaborado en la elaboracion de esta memoria.

Quiero agradecer a mis compaheros del Departamento, y en
general, a los compaferos de las Universidades de Granada y Jaén
las continuas muestras de apoyo y de animo que de ellos he recibi-

/

do. En particular quiero referirme a mis "“"maestros” los profesores
D. Andrés Gonzalez Carmona y D. Ramdén Gutiérrez Jaimez a los que
debo, ademas de la direccidén y el apoyo cientifico que he necesi-
tado para elaborar este trabajo, las continuas muestras de aprecio

que en todo momento me han brindado.

Por ultimo, y no por ello menos importante, quiero agra-
decer las continuas muestras de comprensidén y apoyo que de mi fa-
milia he recibido: de Carmen, mi mujer, que ha sabido aceptar vy
justificar mi ausencia durante tantos dias del ano y que junto con
mi hija Gloria han sido el punto de apoyo necesario para no aban-
donar incluso en los momentos de mas debilidad; de mis suegros que
han sabido sustituirme durante bastante tiempo en mi papel de pa-
dre: de mis hermanos, de los que he recibido un aliento continuo;
y, por supuesto, de mis padres a los que tanto debo, y que en gran
medida, son los responsables de que este trabajo haya podido ser

concluido.






CAPITULO 1

CONSIDERACIONES HISTORICAS SOBRE LA

DISTRIBUCION NORMAL

Intentando situar el origen de la distribucidén normal,
encontramos que ya, en el siglo XVII, Galileo expresd sus conclu-
siones sobre las distancias entre las estrellas medidas por 1los
astronomos. Encontrdé que en ellas aparecian dos tipos de errores:
uno primero, de tipo aleatorio, producido por observaciones ins-
trumentales, y otro segundo, de tipo sistematico, consecuencia de
los calculos realizados. Con respecto a los primeros, declardé que
los errores pequefios eran mas probables de ocurrir que los errores
grandes, que las medidas estaban igualmente sujetas a errores en
una direccidén o en otra (exceso o defecto), y que la mayoria de
las observaciones tendian a agruparse alrededor de un valor cier-
to. Fue este el modo mediante el que Galileo reveld muchas de las

que hoy conocemos como caracteristicas basicas de la Ley Normal de

probabilidad.

Aunque el estudio de la probabilidad comenzdé mucho an-
tes, la estadistica moderna encuentra su primer gran adelanto con
la publicacién en 1713 del trabajo de Jacob Bernoulli titulado
"Ars Conjectandi". En esta obra aparece probada la conocida con el

nombre de ley débil de los grandes numeros.

[La distribucién normal, como tal, aparece por primera
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vez en 1733 como aproximacién a la distribucidén binomial, en los

traba jos recopilados por Abraham de Moivre en su obra "Miscelaneas

Analytica". Este teorema fue de nuevo recogido en su libro "The

Doctrine of Chances" publicado en 1738.

El desarrollo natural y el gran avance de la teoria de
la probabilidad dentro de la estadistica matematica, tiene su pi-
lar en el matematico Pierre Simon de Laplace. Laplace introdujo 1la
funcidén caracteristica como una herramienta para teoria de grandes
muestras, y probdé el primer teorema central del limite. Demostré
que una clase de estimadores 1insesgados de coeficientes de regre-
sién lineal estan aproximadamente distribuidos segun una normal.
En 1812 probdé que la distribucidén de probabilidad de la esperanza
de vida, en cualquier ano especlficado, tiende a la normal. Deri-
vo, también, la distribucidén asintdética de 1los estadisticos de
orden en problemas de regresion lineal, cuando la distribucidn de
partida es simétrica sobre cero y blen comportada, obteniendo en
este caso un patrén normal. Asi mismo, en 1818, probd que cuando
la distribucidén de partida es normal, el estimador de minimos cua-

drados (LSE) tiene menos varianza que cualquier combinacidén lineal

de las observaciones.

En 1805, problemas llegados de las colecciones de obser-

vaciones en astronomia, condujeron a Legendre a establecer el
principio de minimos cuadrados, minimizando la suma de los cuadra-

dos de los errores de las observaciones. Por entonces, también

obtuvo la ley normal.

En 1809, y a raiz de la publicacién de la obra "Theoria

Motus Corporun Coelestium” de Carl Friedrich Gauss, se produjo
cierta polémica entre Gauss, Laplace y Legendre, debido a que el
primero hizo uso del principio de minimos cuadrados tal y como se
utilizaba en 1795. (Este hecho esta justificado por la falta de

comunicacién existente entre los investigacores en el siglo XIX).

10
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En su "Theoria Motus Corporun Coelestium”, Gauss probd
que la distribucidén de errores, supuesto continuos, deberia ser
normal si el parametro de localizacidén tiene una distribucidén a
priori uniforme, asi que la media es la moda de la distribucidn a
posteriori. El modelo lineal de Gauss de minimos cuadrados era,
por tanto, apropiado cuando los errores provenian de una distribu-

cién normal.

Un matematico americano, Rober Adrain (1808), que no
conocia nada del trabajo de Gauss, pero que se sospecha pudo haber
leido la obra de Legendre, obtuvo la distribucién normal univa-
riante y bivariante como una distribucidén de errores y, de aqui,
el método de minimos cuadrados, pero su trabajo no tuvo especial

relevancia en el desarrollo del tema.

La publicacién de una obra de Hagen (1837), que contenia
una derivacién de la ley normal como una aproximacidén a la distri-
bucién del error total cuando éste provenia del resultado de un
gran numero de igualdades de errores elementales, igualmente posi-
tivos o negativos, pudo haber conducido a Bessel, en 1838, a desa-
rrollar las hipdétesis de errores elementales. Asi, Bessel obtuvo
la ley normal como una aproximacidén para el error total, supuesto
que aparecia como la suma de una gran numero de errores elementa-
les, mutuamente independientes, pero igualmente distribuidos, con
propiedades de buen comportamiento, incluyendo la simetria en su

distribucidén respecto al cero.

Las hipdotesis de los errores elementales llegaron a es-
tar firmemente establecidas, particularmente entre astréonomos como
G. B. Airy (1861), que interpretdé el teorema central del limite

justo desde ese punto de vista.

En 1860, el fisico—-matematico escocés James Clerk Max-
well publicé el primero de sus dos importantes escritos sobre la

teoria cinética de los gases. Haciendo uso de consideraciones de
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caracter geométrico, obtuvo la distribucidén normal como la distri-
bucidén de las componentes ortogonales de la velocidad de particu-
las moviéndose en el vacio. Sus resultados condujeron directamente
a Boltzmann a la teoria moderna de la mecanica estadistica, desta-
cable como el primer intento de describir el movimiento de 1los
gases por una funcidén estadistica, sin intervencidén deterministica
alguna: "Las velocidades se distribuyen entre las particulas de
acuerdo a la misma ley segun se distribuyen los errores entre las

observaciones en la teoria del método de minimos cuadrados".

Uno de los primeros en ajustar una curva normal a datos,
fuera del campo de la astronomia, fue el cientifico belga Adolphe
Quetelet (1846). Aparece también con €l un nuevo concepto o método
en el tratamiento de los datos. Antes se tomaban muchas medidas
sobre el mismo individuo; este autor introduce la metodologia de

tomar una medida sobre mucho individuos.

Francis Galton, cientifico inglés, continudé en su traba-
jo "Natural Inheritance" (1889) la idea de Quetelet, aplicando la
curva normal a medidas de naturaleza humana, desarrollando un mo-
delo para describir la dependencia de tales medidas en componentes
de una misma familia (padres e hijos). Dibujé sus datos en dos
dimensiones, y notd que aquellos puntos de 1igual densidad apare-
cian sobre curvas elipticas. A partir de esto, desarrolld el mode-
lo de regresién lineal, el concepto de correlacién (1888) y la
expresién de la distribucién normal bivariante (1886), con la ayu-
da del matematico Hamilton Dickson. (Las distribuciones normales
bivariantes vy trivariantes habian sido ya desarrolladas por
Bravais (1846), pero aun conociendo la nocién de correlacién, éste

no le dio el grado de importancia que le otorgd Galton).

Galton indicé que ciertos conjuntos de datos podrian
seguir bien algunas otras leyes de frecuencias. La media geometri-
ca, escribié, podria representar mejor el valor mas probable de

una distribucidén y, asi, cabria suponer que los logaritmos de las
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observaciones siguieran una distribucidén normal. Esto le condujo a
la distribucidn logaritmico-normal, que sirvido como estimulo a
Pearson para desarrollar un sistema de curvas de frecuencias, de-
pendiendo de un conjunto de parametros, que podrian recoger todas
las distribuciones que ocurrieran en la naturaleza, o al menos,

aquellas que fuesen continuas.

Como Karl Pearson indicé, "En 1885 Galton habia comple-
tado la teoria de la correlacién normal bivariante", pero debido a
que "él era muy modesto y hasta el final de su vida subestimdé su
propio potencial matematico, no escribidé ni una vez la expresidn”
de la funcidén de densidad normal bivariante. Este recato permitio
que fuera Pearson (1896) quien diera una formulacién matematica

definitiva de la distribucion normal bivariante.

Karl Pearson generalizdé y dio precisidén a la discusidn
sobre la correlacidén, dando origen a los estudios de analisis de
regresidén y correlacidén parcial y maltiple, que puede considerarse
como el principio de la teoria de la distribucidén normal multiva-
riante, tratada de forma amplia por primera vez por Edgeworrth

(1892).

En un intento de ajustar datos a sus curvas de frecuen-
cias, Pearson vié la necesidad de contrastar la bondad de ajuste.

Ernst Abbe habia obtenido 1la distribucién de ¥ X donde

X1’X2""’X es una muestra aleatoria de una distribucidén normal
n

de media cero, vy Helber (1876) encontré 1la distribucidén de

—

)y iX - f)z, donde X es la media aritmética de X1’X2""’X . Estas
1

n
distribuciones correspondian, respectivamente, a una chi-cuadrado

con ny (n-1) grados de libertad. (El1 trabajo de Abbe no fue cono-
cido hasta mucho mas tarde, por lo que, en un principio, este re-
sultado fue atribuido a Helmert). La matriz de transformaciodn de
Helmert aun era usada como herramienta para obtener la distribu-

cién de ) (Xi- _}f)z y para establecer la independencia de X y la

varianza muestral } (Xi— X)°/(n-1), en una muestra procedente de

13
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una distribucién normal.

Weldon habia encontrado una notable excepcidén de ajuste
de la curva normal a un conjunto de datos que relataban la anchura
relativa frontal del cangrejo de Napoles. Creyendo que podia estar
compuesto de dos subespecies, ajustdé una distribucién normal com-
puesta o doble curva ponderada, como €l le denomindé, pero el méto-
do de ajuste que usdé (1892) se basaba solamente en técnicas de
ensayo y error. El primer escrito estadistico de Pearson en 1894,
aborddé este problema. Introdujo el método de los momentos como una
técnica de ajuste a una distribucién de frecuencias. La cuestidn
de si la distribucidén ajustada era razonable condujo a Pearson a
un resultado (1900) donde establecidé firmemente el contraste de
bondad de ajuste chi-cuadrado (aunque anteriormente Bienaymé habia
traba jado sobre el tema), como un pilar de la estadistica moderna.
(Irénicamente, el primer "principio inamovible" que caydé con esta

nueva herramienta fue la ley de los errores).

Pearson, y la escuela inglesa de biometria, prefirieron
trabajar con grandes conjuntos de datos. Sin embargo, W. 5. Gosset
("Student"), obligado por las circunstancias, llegé a resolver
problemas en la fabrica de cervezas Guinness de Dublin, para los
que sélo era posible tomar muestras pequefias. Un aho de trabajo,
bajo la tutela de Pearson, condujo a Gosset a su famoso escrito

titulado "The Probable Error of Mean" (Student, 1908), en el que
dedujo la distribucién t, la razén de la media muestral con la

desviacién tipica en una muestra normal. (Es curioso que a este

traba jo, Pearson prestara poco interés).

En contraposicién a la escuela inglesa de biometria, la

escuela rusa de Pafnuti Lvovich Tchebyshev y sus pupilos Markov y
Lyapunov, emprendieron una serie de estudios en teoria de la pro-
babilidad. Desde comienzos de la segunda mitad del siglo XIX, esta
escuela aplicdé rigor matematico a leyes de grandes numeros, suce-

sos dependientes y propiedades limite. Con la introduccidn del

14



CONSIDERACIONES HISTORICAS SOBRE LA DISTRIBUCION NORMAL

concepto de variable aleatoria, el camino estaba preparado para
establecer condiciones suficientes que arrojaran que sumas estan-
darizadas de variables aleatorias, tanto dependientes como inde-
pendientes, convergieran a la ley normal. El primer enunciado re-
ferente a esto, Jjunto con su demostracidén (que posteriormente re-
quirié ser revisada y se dio una demostracién adicional), fue dado
por Tchebyshev en 1877, usando el método de los momentos. La im-
portancia de los teoremas centrales del limite de Tchebyshev radi-
coé en el caracter matematico claramente definido que atribuyé a la
variable aleatoria. Estos teoremas fueron enunciados estableciendo
restricciones en la aplicabilidad de los resultados en la teoria
de la probabilidad, asi que en cualquier conjunto de circunstan-
cias, uno podria determinar si se mantenian o no los teoremas. En
esta linea se dirigian los trabajos de Andrei Andreevich Markov
(1898) y Alexander Mikhailovich Lyapunov (1901). El1 primero corri-
giendo los teoremas de Tchebyshev, y el segundo, encargado de pro-
ducir un teorema central limite de gran generalidad, rigurosamente
probado con las herramientas del analisis clasico e 1incluyendo

funciones caracteristicas.

Estos trabajos tuvieron su continuidad en los realizados

por Bernstein, Khinchine y Kolmogorov.

[La temprana historia de 1la distribucién normal es 1la

historia de los comienzos de la Estadistica como una ciencia. Po-
demos considerar que la estadistica historica acaba en este punto,
cuando los trabajos de R. A. Fisher dan pie al nacimiento de 1la

estadistica moderna.

Desde 1915 en adelante, Ficher encontré la distribucidn
del coeficiente de —correlacion, de la desviacidon absoluta
) IXi— X|/n, en muestras normales, del coeficiente de regresién,
de coeficientes de correlacién multiple y correlacion parcial vy
del cociente F de varianzas muestrales de dos poblacliones norma-
les. A su vez, desarrolldé sus ideas de estimacidén, suficiencia,

verosimilitud, inferencia, analisis de la varianza y disehos expe-
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rimentales.

Las hipétesis de normalidad han jugado un papel funda-
mental, a través de los afios, en el analisis estadistico, pero es
a partir de los afios sesenta cuando se ha prestado una considera-
ble atencién al problema que surge al cuestionarse tales hipdte-
sis, requiriendose, por una parte, una serie de pruebas que nos
informen sobre la validez de estas hipdtesis, y por otra, en caso

de ser violadas, la presencia de estimadores robustos.

[La distribucién normal ha recibido varias denominaciones
desde el comienzo de su historia, coincidiendo éstas con el nombre
de muchos de aquellos que la trataron (aunque se ha de sefialar que
curiosamente nunca se la ha llamado con referncia al que en la
actualidad se ha venido en considerar como su promotor, Abraham de
Moivre). Hoy en dia es conocida mundialmente como distribucidn
normal, nombre que Karl Pearson declaré haber acunado, pero que

mucho antes (1877) Galton ya habia usado.
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CAPITULO 2

LOS CONTRASTES DE NORMALIDAD

Constituye una costumbre habitual al comenzar un estudio
sobre un conjunto de datos el establecer una afirmacidén o suposi-
cién distribucional sobre la procedencia de éstos, indicando que
los mismos surgen como una muestra de una distribucidon pertene-
ciente a alguna familia conocida de distribuciones de probabili-
dad. Son distintas las razones que fundamentan la conveniencia de
establecer tales suposiciones: en primer lugar, si podemos descri-
bir un conjunto de datos como una muestra proveniente de cierta
distribucidén tedérica, lograremos dar una valiosa descripcidn com-
pacta de éstos, aprovechando las caracteristicas generales que tal
distribucién tedérica tenga; por ejemplo, en el caso normal, 1los
datos pueden ser sucintamente descritos a partir de la media y la
desviacién tipica, e indicando que la distribucidn empirica de los

datos estd bien aproximada por la distribucidén normal.

Una segunda razoén es que tales afirmaciones distribucilo-
nales nos permiten hacer uso de utiles procedimientos estadisticos
cuyos resultados no serian ni facil ni claramente entendibles en
el supuesto de no poder establecerlas; por ejemplo, al admitir que
los datos estan generados por una distribucidén normal, se nos per-
mite aplicar, con garantias de éxito, técnicas como la del anali-

sis de la varianza, o la del analisis factorial.

En tercer lugar, sefialemos que las suposiciones distri-
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bucionales nos permiten determinar la distribucidén en el muestreo
de estadisticos cuyo uso sera necesario durante el analisis de los
datos y asi, hacer inferencias y establecer sentencias probabilis-
ticas sobre aspectos desconocidos del comportamiento de los datos
bajo estudio; por ejemplo, el suponer que los datos provienen de
una poblacidén distribuida normalmente, nos permite usar la distri-
bucién t de Student y la distribuciodn xz de Pearson para la cons-

truccidén de intervalos de confianza para la media y la varianza,

respectivamente, de la distribucidén tedrica.

Por ultimo, en cuarto lugar, y no por ello menos impor-
tante, citaremos una razoéon que podriamos denominar de retroalimen-
tacidén (feedback). Son numerosas las ocasiones en las que el cono-
cimiento de la distribucidén de un conjunto de datos puede explicar
los mecanismos fisicos involucrados en la generacidon de éstos, y
que posibles anomalias detectadas en ellos, sean corregidas o ana-

lizadas y explicadas en su justa medida.

Si bien es cierto que, por lo anteriormente 1indicado,
podemos obtener bastante ventaja en el analisis de los datos al
establecer sobre ellos suposiciones distribucionales, no es menos
seguro que aquellos analisis que estén basados en tales suposicio-
nes, careceran de validez si éstas no tienen un grado razonable de
confianza. Es precisamente en este momento en el que nos plantea-
mos la necesidad de manejar una serie de técnicas que nos permitan
aceptar o rechazar las suposiciones establecidas respecto el com-
portamiento distribucional del conjunto de datos sobre el que es-
temos trabajando. Mas concretamente, nos referimos al estudio de
técnicas encaminadas a determinar la razonabilidad de la hipdtesis
de normalidad para un conjunto de observaciones. Tales técnicas
nos permitiran, en unos casos, reafirmarnos en la validez de los
procedimientos seguidos y, en otros, nos serviran como guia para
el posterior analisis de los datos, quiza para sugerir la necesi-
dad y naturaleza de las transformaciones que nos aproximen a la

normalidad o, tal vez, para indicar las variaciones apropiadas de

18
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los métodos para el posterior estudio y analisis de las observa-

clones.

Cuando la hipdtesis de normalidad se establece sobre un
conjunto de datos univariantes, y llegamos a la conclusidn de que
ésta no es valida, es interesante establecer cual es la naturaleza
de tal negativa. Las causas mas frecuentes por las que un conjunto
de datos no puedan aceptarse como generados por una distribucidn

normal, estan recogidas en las sigulientes tres categorias:

- Por falta de simetria, presentandose en la distribucidén de 1los
datos una cola, bien a la derecha, bien a la izquierda, mas lar-
ga que en la distribucidén normal. Hablaremos, en estos casos, de

asimetria positiva o asimetria negativa, respectivamente.

— Por aparecer en la distribucidén de los datos colas mas o menos
pesadas que en la distribucidn normal, presentandose asi distri-
buciones muy "empinadas" o muy "aplastadas" (distribuciones lep-

tocurticas o platicurticas, respectivamente).

— Por la existencia de mas de una moda (distribuciones multimoda-

les)

Cuando se trata de un estudio de datos multirespuesta
(multivariantes), la hipdétesis de normalidad puede no satisfacerse
por otras muchas causas: unas por falta de normalidad en las dis-
tribuciones marginales de las varlables que conforman el vector
aleatorio (caso univariante anterior), que como sabemos constituye
una condicidén necesaria de multinormalidad; y otras, propias del

comportamiento multivariante de los datos.
En resumen, lo expuesto hasta el momento justifica 1la

necesidad de una gran variedad de técnicas que sean sensibles a

los distintos tipos de causas de no normalidad. Ademas, podemos
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adelantarnos al calificar de "inutil" cualquier intento de bus-
queda de la "mejor técnica”" en términos absolutos, ya que cada una
de ellas se conformara en "la mejor", en funcidén de las distintas
condiciones ambientales que aparezcan en el transcurso del anali-
sis de los datos (tamafio de la muestra, restricciones temporales,
disponibiliad de software y hardware para llevar a cabo complica-

dos y laboriosos calculos, técnicas estadisticas previstas a apli-

car posteriormente a los datos, etc.).

Sin embargo, antes de aplicar alguna de 1las distintas
técnicas existentes para el estudio de normalidad, en ocasiones
resulta conveniente realizar una serie de pruebas elementales que,
sin guardar total rigurosidad y vistas como meros tanteos, nos
pueden indicar la posible tendencia de las observaciones en lo que
se refiere a su probable normalidad y que, posteriormente, nos
ayuden a decidir la técnica especifica a aplicar, que generalmente
sera aquella que 1incida mas directamente en las causas que nos
llevan a sospechar la falta de normalidad en los datos. En este
sentido, recomendamos, con cautela, el uso de diagramas de puntos
(en el caso de disponer de pocos datos) o de histogramas (cuando
el tamafio muestral es suficientemente elevado) que nos pueden re-
sultar utiles para revelar posibles faltas de simetria que nos

conducen a no aceptar la hipdtesis de normalidad en los datos.

En la misma linea, teniendo en cuenta que la distribu-
cién normal univariante asigna al intervalo (p-o,u+c) una proba-
bilidad de 0’683 y al intervalo (u-20,u+20) de 0’954, y supuesto
que disponemos de una muestra suficientemente grande, en caso de
normalidad, esperaremos que las frecuencias de pertenencia de los
datos a los intervalos (x-s,x+s) y (x-2s,x+2s) se sitlen en torno
a 0’683 y 0°954 respectivamente, lo que, de no ocurrir, nos indi-
caria un posible comportamiento leptocartico o platicurtico en los

datos que evidencien su falta de normalidad.
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CLASIFICACION DE LOS CONTRASTES DE NORMALIDAD

Sin pretender ser exhaustivos, si llevamos a cabo una
revision de los distintos contrastes de normalidad existentes,
observamos que, en su gran mayoria, éstos se generan principalmen-
te desde tres puntos de vista: en primer lugar, poniendo de relie-
ve algunas de las causas principales de no normalidad ya menciona-
das; en segundo lugar, usando propiedades que son caracteristicas
de la distribucidon normal; y, en tercer lugar, aprovechando 1las
multiples aproximaciones y caracterizaciones de 1la distribucidn

normal.

En la bibliografia al uso, encontramos distintas clasi-
ficaciones de los variados contrastes de normalidad. Asi, Daniel
Pena Sanchez de Rivera y Juan Ignacio Penha Sanchez de Rivera
(1986) proponen clasificar los contrastes de normalidad en cuatro

grandes grupos:

-En el primero se mide si la distancia entre el vector de frecuen-
cias observadas y el vector de frecuencias tedricas es lo sufi-
cientemente pequeha. Dentro de este grupo, el mas popular es el
de Pearson, que utiliza como estadistico la distancia de Mahala-

nobis
D1 = (x-n)’ T (x—pu)

donde x es el vector de frecuencias observadas, p es el vector de
frecuencias tedricas si las observaciones provienen de una dis-
tribucién normal, y 2 es la matriz de varianzas y covarianzas de
la variable multinomial definida por las clases. Un problema cen-
tral de este contraste es cdéomo construilr el vector x, esto es,
cémo agrupar las frecuencias en clases. (En un planteamiento de
este problema, tuvimos ocasidn de elaborar un estudio y una pro-
puesta en lo que se refiere a la divisidn del recorrido de la

variable en clases, que constituyd el contenido de la memoria que
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presentamos para obtener el grado de Licenciado, recogido bajo el

titulo "Aportaciones a las caracterizaciones y a los contrastes

de normalidad").

-El1 segundo grupo utiliza la distancia entre la distribucidén empi-

rica, F (x), y la distribucién teérica, F(x). El estadistico mas
n

representativo de este tipo es el de Kolmogorov-Smirnov, que esta

dado por:
D. = max |F (x) - F(x)]
2 n

Cramer y von Mises sugirieron definir la distancia entre estas

dos funciones por:

(8 8)

D = [ [F (x) - F(x)1° dF(x)
3 n

- 00

-E1 tercer grupo se basa en que una muestra de una poblacidén nor-
mal da lugar a una recta al dibujarla en papel probabilistico
normal, siendo el coeficiente de correlacidon entre las observa-
ciones ordenadas en forma creciente y sus valores esperados, una
medida de la bondad de este ajuste. Los test de Shapiro y Wilk
(1965) y Shapiro y Francia (1972), asi como otras modificaciones

de éstos, responden a este principio.

-E1 cuarto grupo se centra en el analisis de los coeficientes de

asimetria y curtosis, estudiados ya por separado, ya conjuntamen-

te.

El primer grupo y ciertas varilaciones del tercero, sobre
las que trataremos extensamente en este trabajo, pueden aplicarse
al ajuste de cualquier tipo de distribucidn; el segundo, sdélo para
distribuciones continuas, y el cuarto grupo es especifico para las
distribuciones gausianas. Por otro lado, los tres primeros dan

lugar a contrastes de caracter general, mientras que el ultimo va
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dirigido especificamente hacia la asimetria y la curtosis, estu-

diadas, como se ha indicado, conjunta o separadamente.

Por otra parte, Koziol (1986) advierte que la mayoria de
las técnicas para contrastar la hipdétesis de normalidad multi-
variante aparecen como generalizaciones de procedimientos o técni-
cas univariantes. Por ello, presenta una clasificacidn de los me-
todos univariantes destacando los mas comunes y recogiéndolos en
cuatro bloques: (i) procedimientos generales de bondad de ajuste,
tales como xz, Kolmogorov-Smirnov, Cramer-von Mises y Shapiro-
Wilk; (ii) test de razén de verosimilitud con alternativas especi-
ficadas; (iii) contrastes basados en medidas de asimetria y curto-

sis; y (iv) procedimientos graficos informales.

Andrews, Gnanadesikan y Warner (1973), al hablar de las

distintas técnicas para asegurar normalidad, distinguen entre el

caso univariante y el multivariante. El caso univariante es abor-
dado tanto por ser el propio para el analisis de variables aleato-
rias, como por poder considerarlo como complemento en el estudio
de vectores aleatorios, dado el caracter univariante de las varia-
bles que conforman el vector aleatorio, y teniendo en cuenta que
aunque la normalidad marginal no implica normalidad conjunta, la
presencia de muchos tipos de no normalidad es, a menudo, reflejada
en las distribuciones marginales como tal. Asi, engloban a 1los
distintos métodos para asegurar normalidad univariante en los si-
guientes cuatro grupos: (i) Test de razén de verosimilitud asocia-
do con transformaciones para incrementar la normalidad univarian-
te; (ii) tests de asimetria y curtosis; (iii) contrastes generales
de normalidad; vy (iv) técnicas graficas basadas en graficos de

probabilidad normal.

Al tratar el caso multivariante, se vuelve a poner de
relieve que, en la practica, y salvo casos raros o patoldgicos, la
no normalidad marginal se presentara cuando esté presente 1la no

normalidad conjunta. De ahi la importancia de los técnicas univa-
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riantes. No obstante, éstas nunca llegan a explorar la naturaleza
multivariante de los datos, y es por esto por lo que es necesario
introducir técnicas apropiadas que sean sensibles al comportamien-

to multivariante de las observaciones.

Los diversos métodos encaminados a esta necesidad son
recogidos en los siguientes apartados: (i) contrastes de razén de
verosimilitud asociados con transtormaciones encamlnadas a 1ncre-
mentar la normalidad conjunta; (ii) contrastes de bondad de ajuste
tales como el test xz o el de Kolmogorov-Smirnov, y tests basados
en densidades locales; y (iii) métodos graficos informales combi-

nados con una representacién en radios y angulos de los datos.

Por ultimo, Mardia (1980) al tratar sobre contrastes de
normalidad univariante y multivariante, establece una clasifica-
cién mas amplia que las anteriores, distinguiendo los siguientes
grupos: (i) Tests basados en medidas descriptivas (asimetria vy
curtosis, cumulantes, desviacién media, etc.); (ii) el test de
Shapiro-Wilk y sus modificaciones (W de Shapiro-Wilk, D de D’ Agos-
tino, W’ de Shapiro-Francia, W’ de Weisberg-Bingham) ;
(iii) contrastes de razén de verosimilitud asociado con transfor-
maciones; (iv) tests de bondad de ajuste (xz, Kolmogorov-Smirnov,
Cramer-von Mises, Kuiper, etc.); y (v) otros tipos de contrastes

(test basados en el principio de entropia, el estadistico U de

Locke y Spurrier, graficos de probabilidad, etc.).

Aunque ni las anteriores clasificaciones, ni otras mu-
chas que podamos encontrar en la literatura al uso, coinciden ple-
namente en los grupos donde encuadrar las multiples técnicas dise-
fladas para comprobar la validez de la hipdtesis de normalidad de
un conjunto de datos, si parecen estar de acuerdo en permitirnos

establecer una clasificacién resumen donde recoger las principales

tests de normalidad. Esta puede ser:

1.- Contastes tipo chi-cuadrado.
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2.— Contrastes basados en la funcidén de distribucidén empiri-
ca.

3.—- Contrastes basados en medidas descriptivas.

4.- El test de Shapiro y Wilk y sus modificaciones.

5.- Contraste de razén de verosimilitudes asociado con trans-
formaciones para incrementar la normalidad.

6.- Técnicas graficas informales.

Tanto si nos decidimos por alguna de las clasificaciones
propuestas por los autores ya mencionados, como si aceptamos por
valida la que proponemos en este trabajo, observamos que aparece
un apartado relativo a técnicas graficas ("informales") para el

estudio de la normalidad.

Es presisamente en ese grupo donde vamos a desarrollar
el estudio principal de esta memoria. Concrétamente, nos dedicare-
mos al analisis de algunas técnicas graficas, en particular, inci-
diremos en aquella que denominaremos grafico probabilistico nor-
mal, que usaremos para analizar 1la hipdtesis de normalidad

enunciada sobre un conjunto de datos.

Foks’






CAPITULO 3

CONTRASTES DE NORMALIDAD: BREVE RECORRIDO

En este capitulo expondremos aquellos contrastes de nor-
malidad univariantes que hoy en dia son considerados como los mas
relevantes, tanto por méritos propios, como por el largo uso que

de ellos se ha dado en el transcurso de la historia.

Conscientes del elevado numero de técnicas existentes
encaminadas a la prueba de la normalidad, advertimos que esta muy
lejos de nuestra intencidn presentar un catalogo exhaustivo de
todas ellas; antes, por el contrario, realizaremos una presenta-
cién de los mas importantes, y de aquellos aspectos que le otorgan

tal calificacion.

EL AMBIENTE DE UN CONTRASTE DE NORMALIDAD

El ambiente en el que vamos a presentar los contrastes
de normalidad univariantes es el siguilente:

Supongamos que Xl,.){z,,...,}(nI es una muestra aleatoria de tamano n,
tomada de una poblacidén con funcién de densidad f(x) y funcidén de
distribucién F(x). Sean ¢(x) y ®(x) la funcidén de densidad y de
distribucidén, respectivamente, de una distribucidédn normal de para-

metros up y o. Esto es,

]2 -0 < X <

[
p(x) = e 2 o
oV2n

-0 < M <

0O < 0 < o

A
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1 - =
d(x) . e“-g'[ o ] dt

Nuestra hipétesis nula, H , es:
O

H: f(x) = ¢(x) 0 H: F(x) = ¢&(x)

O O

Al contrastar la hipdétesis nula H , pretendemos comprobar si la
O

variable X, bajo observacién, esta distribuida como una variable

normal, o expresado con otras palabras, si la variable X tiene

como funcién de densidad a ¢(x) (o como funcidén de distribucidén a

d(x)).

A estas alturas hemos de distinguir dos situaciones di-
ferentes: si los valores de p y o estan especificados, diremos que
la hipdétesis nula es "simple", y ésta se referira a una distribu-
cién normal en particular. Si pu, o o, o ambas, no estan especifi-
cadas en la hipdétesis nula, diremos que se trata de una hipdtesis
"compuesta". En general, no suele existir informacidn disponible
sobre p y o, por lo que la hipdétesis nula de normalidad suele ser
una hipdétesis compuesta. Por otra parte, desde el punto de vista
de la potencia del contraste, no resulta ventajoso tener conoci-

miento sobre es valor de pm y o [ver , por ejemplo, Viollaz y Bru

de Labanda (1992)].

En lo que se refiere a la hipdtesis alternativa, H1’
usualmente es una hipdétesis compuesta, enunciada en la forma "X no
esta distribuida normalmente”. Existen casos en los que puede ha-
ber cierta informacidén disponible concerniente a desviaciones de
normalidad, generalmente enunciada en términos de asimetria y/o

curtosis. En estos casos aconsejaremos el uso de aquellos contras-

tes que tengan en cuenta tal aspecto.

2.8
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BREVE EXPOSICION DE ALGUNOS CONTRASTES DE NORMALIDAD

Enunciado el ambiente en el que se desarrollan los con-
trastes de normalidad, realizamos a continuacidén una breve exposi-
cién de algunos de ellos, destacando en cada uno sus aspectos mas
relevantes. Para llevar a cabo esta presentacién de forma ordena-
da, nos ajustaremos a la clasificacidén que sobre contrastes de

normalidad proponemos en el capitulo anterior.

Contrastes tipo chi-cuadrado.

Estos contrastes, bien conocidos, deben su origen a K.
Pearson. Son adecuados tanto para hipodotesis simples como compues-
tas. Para la distribucidén normal, su mecanismo consiste en discre-
tizar la hipdétesis distribucional (con parametros conocidos o es-
timados) en una distribucién multinomial con k celdas, contando el
numero de observaciones en cada celda y contrastando éste, via el
estadistico chi-cuadrado o un estadistico cociente de verosimili-
tud, con el numero esperado de observaciones en cada celdilla.
Este numero esperado es determinado suponiendo que los datos pro-

vienen de la distribucidén normal. Mas precisamente:

Supongamos que el espacio de la variable aleatoria X se

descompone en un numero finito de r partes, EH’Sz""’S , disjun-
r
tas. Sean PPy P tales que
p. = P{S /H } i=1,2...,r
1 1 O

verificando que:

Considerada esta particidn del espacio, sean VsV s sV las fre-
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cuencias de pertenencia de los datos de la muesta a cada uno de

los conjuntos S . Tendremos que
1

Dado que el objetivo es dar una medida de la desviaciodn

de la distribucién hipotética con respecto a la real, y atendiendo

a la teoria de minimos cuadrados, obtenemos que ésta adoptara la

forma:

donde los coeficientes ¢ pueden ser elegidos de distintas formas.
1

Pearson demostré que tomando c.= (n/p ), se obtiene una
1
medida de desviacidn con propledades especlalmente buenas. Aparece

de esta manera el estadistico xz de Pearson, que adopta la expre-

S10nN

v 2 (v - np )
2_ n i = i i
X EE: P [‘3 F%] §: np.
: i i
)

De esta forma, la medida de desviacidén obtenida con ¥
queda expresada en funcién de las frecuencias observadas, V., ¥

las frecuencias esperadas, np , en cada uno de los conjuntos S .
1 1

En el caso en que la hipdétesis nula sea simple, es de-

. s p ’ . 2 "
cir, M y o conocidas, Pearson probd que el estadistico x sigue,

asintdéticamente una distribucién chi-cuadrado con (r-1) grados de

libertad.
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En el supuesto de que los parametros de la distribucidén
ba jo HO fueran desconocilidos, Pearson propuso estimarlos mediante
cualquier estimador (como funcidén de )%,Xé,...,xn)'y utilizar ta-
les estimadores para determinar 1los P, apostando de nuevo por el
estadistico xz, creyendo que tendria el mismo comportamiento asin-
tético que antes, al menos, cuando los estimadores fueran consis-

tentes.

No fue hasta 1924 cuando Fisher demostrdé que la distri-
bucidén limite del estadistico xz, con parametros estimados, no era
una chi-cuadrado con (r-1) grados de libertad, sino que ésta de-
pendia del método usado para estimar los parametros. (Este resul-
tado esta basado en el hecho de que 1los pi pasan de ser constan-
tes, a ser funciones de las observaciones muestrales, dado que

dependen de las estimaciones de los parametros desconocidos).

Si los parametros desconocidos de la distribucidn son
0 = (91,92,...,65), Fisher argumenté que un método apropiado de
estimacién de los parametros seria el de maxima verosimilitud,
considerando la funcidén de verosimilitud una vez que 1los datos

estan agrupados, esto es,

l)l 1)2 | Vg
[pz(e)] [pr(e)]

r

L=[p1(9)]

De esta forma, los estimadores seran solucidén del sistema de ecua-

ciones

Il
-
~

|

v api(e)
) @ LB a8
i k

Fisher, ademas, apuntdé que el estadistico logaritmo del cociente

de verosimilitud
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e L s . 2
era asintéticamente equivalente a x .

Asi mismo, Fisher observé que un estimador asintodotica-
mente equivalente al de maxima verosimilitud con los datos agrupa-
dos, era aquel que se obtenia eligiendo 6 de forma que se minimi-

- F 2 - - - -
zase la expresién de x . Este método de estimacidn se conoce con

3 : . " 2 .
el nombre de "método de estimacion de la minima x ", y los estima-

dores se obtienen como solucidn al sistema

) [v - npk(e)]2

apk(e) v -tnpk(e) .

E 50 [ () ) ]=0 J
j Py anz(e)

k=1 k

Lie v 5238

AUn en casos sencillos, el sistema anterior resulta di-
ficil de resolver. Sin embargo, se puede demostrar que para valo-
res grandes de n, la influencia del segundo término incluido en el
corchete se hace despreciable, por lo que cuando n es suficiente-

mente grande, bastara resolver el sistema

ZP apk(e) v, - npk(e)

aej pk(e)

1,2,...,s

|
-
e

Il

k=1

que, por lo general, resulta mas sencillo de manejar. Este método
de estimacién de los parametros Bj recibe el nombre de "méetodo
modificado de la xz".

En el caso en que la estimacién de los parametros desco-
nocidos se realice por alguno de los métodos anteriormente cita-
dos, se obtiene que el estadistico xz de Pearson se comporta asin-
téticamente como una variable chi-cuadrado con (r-s-1) grados de
libertad y, de aqui se desprende el famoso resultado de "pérdida

de un grado de libertad por cada parametro estimado".

Chernoff y Lehmann (1954) estudiaron las consecuencias
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del uso de los estimadores de maxima verosimilitud obtenidos sin
tener en cuenta la agrupacidén de los datos. Determinaron que 1la

distribucidén limite del estadistico de Pearson, bajo la hipdtesis

nula, es
S
2 2
+ A (6
A (r-s-1) Z % 4,
k=1
2 . ; . .
donde x? 7 \ xk(l) son varilables aleatorias chi-cuadrado inde-
i

pendientes, con el numero de grados de 1libertad indicados. Los

numeros Ak(e) satisfacen 0 = Ak(e) < 1. Asi, el comportamiento

asintotico del estadistico de Pearson, en este caso, no es chi-

cuadrado, y depende del verdadero valor de 6. Lo unico que podemos

decir, en general, es que los correctos puntos criticos caen entre
2

los puntos criticos de una distribucidn X . los correspon-
r=s-—
2

dientes de una x(r_“. Estas cotas hacen que, desde el punto de
vista practico, sea a menudo util el uso del estadistico de Pear-
son, con los parametros estimados por el método de maxima verosi-
militud, cuando el numero de celdas, r, es muy grande, y el numero

de parametros desconocido, s, es muy pequeio.

A lo largo del tiempo, encontramos que se han propuesto
otros estadisticos del tipo chi-cuadrado de Pearson, como, por

e jemplo, el de Freeman-Tukey,

r
FT2 = 2 Z {v:/z . (npiJUz}z
i=1

Cressie y Read (1984), por otra parte, han sistematizado
la teoria del procedimiento clasico de la chi-cuadrado, introdu-
ciendo una clase de tests estadisticos basados en medidas de di-
vergencia entre distribuciones discretas en r puntos. Si

_ _ o " { Bigiend
q (ql,qz,...,qr) y P (pl,pz, ,pr) son tales distribuciones

discretas, la divergencia directa de orden A entre q y p es:
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Si v es el vector de frecuencias v, Y p(B6) es el vector
de probabilidades pi(e), los estadisticos de Cressie-Read miden
las divergencias entre la distribucién empirica v/n y la distribu-

cién hipotética p(6), con la expresiodn

RA(B) = 2n Ih(v/n:p(e))
A

Si I esta definida por continuidad en A = 0, esta clase

de estadisticos incluye a xz(h = 1), G°(A = 0) y FT°(A = -1/2).

Aunque los tests de tipo chi-cuadrado son de interés
histérico y, como hemos apuntado, estan siendo continuamente estu-
diados y modificados, coincidimos con el profesor D. 5. Moore

(1986) en no recomendar "estos tipos de tests para el contraste de

normalidad cuando la muestra no se encuentra agrupada”. En este
caso existen otros procedimientos que son bastante mas potentes.

En el caso en que no esté disponible toda la muestra, o cuando los

datos estan agrupados en clases, si admitiremos como utiles aque-

llos procedimientos.

Tests basados en la funcién de distribucidén empirica.

Basicamente, para la distribucidén normal, los test basa-
dos en la funcidén de distribucién empirica implican una medida de

la discrepancia entre la funcién de distribucidn

1 t—pu c
B(x) = — re_?[ o ] at
oV2m o
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de la distribucidén normal y la funcidén de distribucidén empirica

numero de observaciones = X

F‘n(){) - n

de la muestra. Los parametros p y o, en la expresién anterior, a
menudo no son especificados, siendo reemplazados por la media

muestral X y la desviacidén tipica muestral S, como estimadores de

los anteriores.

En el caso en que la hipdétesis nula sea simple, (esto
es, HO:F(x) = ®(x), y o y o conocidas), presentamos siete estadis-
ticos que estan englobados en el grupo de contrastes basados en la
funcién de distribucidén empirica. Todos ellos estan concebidos
para medir las diferencias verticales entre la funcidon de distri-
bucién empirica y la funcidén de distribucidn bajo la hipdtesis
nula. Estos estadisticos suelen ser divididos en dos clases, 1la

clase del supremo y la clase cuadratica.

Entre los estadisticos de la clase del supremo, los dos

+ —
primeros son D y D que son, respectivamente, la mayor diferencila
vertical cuando F (x) es mas grande que F(x), y la mayor diferen-

n

cia vertical cuando F (x) es mas pequefia que F(x). Formalmente,
n

D' = sup_ {Fn(x) - F(x)} y D = sup_ {F(x%x) - Fn(x)}

Entre los estadisticos de esta clase, el mas conocido es
el estadistico D introducido por Kolmogorov (1933) y Smirnov. Esta
definido por:

D = sup_ |Fntx) - F(x)| = max (D+, D )

Un estadistico estrechamente ligado al anterior, es el
estadistico V de Kuiper (1960), muy util cuando las observaciones

estdn en un circulo, y que esta definido por:
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Los estadisticos cuadraticos constituyen una amplia cla-

se de medidas de discrepancia y vienen dados por la familia de

Cramer-von Mises

(o8]

Q =n J' {Fn(x) - F(x)}° Y(x) dF(x)

=00

donde Y(x) es una funcidén apropiada que pondera las diferencias al
cuadrado, {Fn(x)—F(x)}z. Cuando yY(x) = 1, obtenemos el estadistico
W de Cramer-von Mises. Cuando y(x) = [{F(x)}1-F(x)}1 %, aparece
el estadistico A° de Anderson-Darling. Una modificacidn de wz,

concebido también para el circulo, es el estadistico U2 de Watson,

definido por

00 00

2
{F;(x) - F(x)] dF(x)}- dF (x)

=00 =00

Las expresiones de los estadisticos anteriores, tanto en
el caso supremo como cuadratico, no auguran facilidad en su calcu-
lo. Veamos como conseguimos obtener expresiones computacionalmente
asequibles. Para ello, hacemos uso de la transformacidon integral
de probabilidad, Z = F(X). Cuando F(x) es la verdadera distribu-
cién de X, la nueva variable aleatoria, Z, esta distribuida uni-

formemente entre 0 y 1. Por ello, la funcidén de distribucidon de Z

sera F (z) = z, para 0 = z = 1.
Supongamos que una muestra X.'l,Xz,...,Xn da valores
Z =F(X), i=1,2,..,n, y sea F*(z) la funcidén de distribucién
i i n

empirica asociada a los Z. .
1

El estadistico correspondiente puede ser ahora calculado

comparando F*(z) con F*(z), dado que puede demostrarse que, para
n
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valores z y x relacionados por la expresién z = F(x), las diferen-

clas verticales en los diagramas de X y Z son iguales; esto es:
* e *
F (x) - F(x) =F (z) - F (z) =F (z) - z.
n n n

Esta relacion permite establecer las siguientes férmulas
para el calculo de los citados estadisticos a partir de los valo-

res de 2.

Consideremos los valores de Z ordenados de menor a mayor, esto es,

(1) (2) (n)

y sea

con ello,

D'= max {i/n - Z __}
i (i)

D = max {Z P (i-1)/n}

i (i

2
2 21 = 1 1 _
W= ? {ZLU 2n } ¥ T2n '

U= W° - n(zZ - 0"’5);2

2 1

A" = -n - = %Z (21 - 1) [log Z(“ + log{l - Z(nﬂ_i)}]

o bien,

A° = -n - e = [(21 - 1) log Z + (Z2n 4+ 1 - 21) log 41 — £, __}]
n i (i) (i)

En las expresiones anteriores, los logaritmos que apare-

cen son en base e, y tanto las sumas como los maximos estan toma-
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dos en i, para 1 = 1 = n.

En resumen, el procedimiento a seguir con estos estadis-

ticos para contrastar la hipdétesis de normalidad con parametros

especificados, es:

(a) Ordenar las observaciones Xﬁ, de la forma

X < X < ... <X
(2) (

(1) n)

(b) Calcular 2 =F(IX ), i =1,2,...n.
(i) (i)

(c) Calcular el correspondiente valor del estadistico haciendo uso

de las anteriores expresiones de calculo.

(d) Modificar el test estadistico como a se indica e la Tabla 3.1,
y comparar con el correspondiente punto critico. 51 el valor

k3
modificado del estadistico (T ) excede al valor dado en 1la

Tabla 3.2, H es rechazada al nivel de confianza «.
O

Estadistico (T) Modificacién (T )

+ _- +

D ,D D (vn+0’12+0’11/vn)

D D(vn+0’12+0’11/vn)

Y V(vn+0’ 155+0’ 24/vn)

0° (W2-0’ 4/n+0’ 6/n°) (1+1/n)
2 2 ; ) 2 ’

§) (U°-0’1/n+0’1/n°) (1+0’8/n)
2

A para todo n = 5

TABLA 3.1: Modificaciones de los estadisticos usados en los con-

trastes basados en la funcidén de distribucién enpirica. (p y o

conocidos)
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Estadistico nivel de significacién «
modificado (T )| .25 .15 .10 .05 .025 .01 .005 .001
+ - *
(D ,D ) 0.828 0.973 1.073 1.224 1.358 1.518 1.628 1.859
(D)* 1.019 1.138 1.224 1.358 1.480 1.628 1.731 1.950
(V)* 1.420 1.537 1.620 1.747 1.862 2.001 2.098 2.303
(wz)* 0.209 0.284 0.347 0.461 0.581 0.743 0.869 1.167
(Uz)* 0.105 0.131 0.152 0.187 0.222 0.268 0.304 0.385
A2 1.248 1.610 1.933 2.492 3.070 3.880 4.500 6.000

TABLA 3.2: Puntos criticos para los test basados en la funcién de

distribucidén empirica (u y o conocidos)

Cuando realizamos un estudio con este tipo de estadisti-
cos para el contraste de normalidad, siendo la hipdétesis nula com-
puesta, distinguimos tres casos:

2

caso 1: La varianza o es conocida y la media p es deconocida.

Estimamos la media por la media muestral X.

2

caso 2: La media, u, es conocida y la varianza, o , desconocida.

Estimamos la varianza por sf = ?(Xi- u)z/n.

caso 3: Tando la media como la varianza son desconocidas. las es-

timamos con X vy s° = %(Xi— i)g/(n—l], respectivamente.

Algunos de los estadisticos propuestos anteriormente han
sido modificados para estos casos. El procedimiento a seguir con
estos estadisticos para contrastar la hipdétesis de normalidad, en

cada uno de los casos anteriores es:
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(a) Ordenar las observaciones X, X <X < ... <X , y deter-
i (1) (2) (n)
minar
W = (X -X)/c (Caso 1)
(i) (i)
W(i) = (X(i)- 5.1)/'51 (Caso 2)
W(i) = (X(i)- X)/8 (Caso 3)

(b)

(c)

(d)

Calcular Z(i)= @(W(i)), i=1,2,...n, donde por ¢(x) notamos

ahora a la funcién de distribicién de la variable normal es-

tandar.

Calcular el correspondiente valor del estadistico usando las

anteriores expresiones de calculo.

Para los casos 1 y 2, usar la Tabla 3.3 que nos da los puntos
criticos para contrastar la normalidad cuando p es desconocilda
(caso 1), o o~ es desconocida (caso 2) para los estadisticos
W° de Cramer-von Mises, U° de Watson y A2 de Anderson-Darling.
Para el caso 3, usar la Tabla 3.4 que recoge las modificacio-
nes de los estadisticos D de Kolmogorov-Smirnov, V de Kuiper,
W’ de Cramer-von Mises, U° de Watson Y Az de Anderson-Darling,

para luego usar la Tabla 3.5 de puntos criticos para estos

estadisticos.
Eetad {at leo Nivel de significacidn «
; D) : Ao .10 .05 .025 .01 .005 .0025
W caso 1 .094 0.117 0.134 0.165 0.197 0.238 0.270 0.302
W caso 2 .190 0.263 0.327 0.442 0.562 0.725 0.851 0.978
U caso 1 .088 0.110 0.127 0.157 0.187 0.228 0.259 0.291
U caso 2 .085 0.105 0.122 0.151 0.180 0.221 0.252 0.284
Az caso 1 .644 0.782 0.894 1.087 1.285 1.551 1.756 1.964
A2 caso 2 .072 1.430 1.743 2.308 2.898 3.702 4.324 4.954

TABLA 3.3: Puntos criticos

distribucién empirica (caso 1 y caso 2).

40

para los test basados en la funcidn de




CONTRASTES DE NORMALIDAD: BREVE RECORRIDO

Estadistico (T) Modificacién (T )
D D(vn-0’01+0’ 85/vn)
Vv V(vn+0’ 05+0’ 82/vn)
We W(1 + 0’5/n)
u® U°(1 + 0’5/n)
A® A (1+0’ 75/n+2.25/n°)

TABLA 3.4: Modificaciones de los estadisticos usados en los con-

trastes basados en la funcidén de distribucidén empirica (caso 3)

Estadistico nivel de significacién «

modificado (T )| .50 .25 .15 .10 .05 .025 .01 .005
(D)* 0.775 0.819 0.895 0.995 1.035
(V)* 1.320 1.386 1.489 1.585 1.693
(Wz)* .051 0.074 0.091 0.104 0.126 0.148 0.179 0.201
(Uz)* .048 0.070 0.085 0.096 0.117 0.136 0.164 0.183
(Az)* .341 0.470 0.561 0.631 0.752 0.873 1.035 1.159

TABLA 3.5: Puntos criticos de los test basados en la funcidén de

distribucién empirica (caso 3).

Por ultimo, y para acabar este apartado, citemos los
recientes trabajos de Ahmad (1993), que usando la norma introduci-
da por Cramer-von Mises, que él nota por U(y) y queda definida

como

00

Uly) = J {F(x) - 1-“@(}()}2 VJ(FO(X)) dFO(xJ

=00

propone determinar un estimador de U(y), On(w), tal que nl”zOn(w)
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sea asintoéticamente normal bajo la hipdétesis nula, y para cual-
quier eleccidén de Y, de forma que los resultados se podran aplicar
a mas elecciones de Y de las que actualmente existen. Los resulta-

dos por €l obtenidos podran ser aplicados al caso multidimensio-

nal.

Tests basados en medidas descriptivas.

A.- ASIMETRIA Y CURTOSIS

Historicamente, el uso de los coeficientes de asimetria
y curtosis ha constituido una manera basica de relatar la forma de
una distribucién de probabilidad. Ya, en 1895, Karl Pearson reco-
nocié que desviaciones de normalidad pueden ser caracterizadas por
el tercer y cuarto momento estandarizados de una distribucidn.

Concretando, los tercer y cuarto momentos estandarizados son

3

1 3
o
g - Ex-w)*
2 4
o

Para la distribucién normal, VE; =0 y B, =3.

El tercer momento \/[31 caracteriza la asimetria de una
distribucidén. Si una distribucidén es simétrica respecto de la me-
dia p, como es el caso de la distribucidén normal, VBl = 0. Valores

de VE; # 0 indican asimetria y, por tanto, ausencia de normalidad.

Por su parte, el cuarto momento 82 caracteriza la curto-
sis de una distribucidén. Para la distribucidén normal, Bﬁ = 3. Va-

[ &)

lores de 82 # 3 indican no normalidad.
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Pearson sugiridé que en la muestra, los tercer y cuarto

momentos estandarizados, dados por

m3
Vb =
1 3/2
m
2
L 4
m4
D B
2 2
m
2
donde
—=. Kk
S (X - X) =X
m=1 : , k > 1 Y }(:1 s
k I n

pueden usarse para Jjuzgar alejamientos de la normalidad. De esta
forma, las pruebas de normalidad iran dirigidas a comprobar, a
partir de vb vy b, el valor de VB vy B, que, respectivamente y

1 1
bajo normalidad, valdran O y 3.

Por tanto, 1la hipdtesis nula sera enunciada, en este

Caso, Como

Respecto a la alternativa, ésta puede plantearse en dis-

tintas formas,

H, : \/B—lato y/0 H: B, #3
H_ : \/B_1 <0 y/0 H: B, <3
H: VB >0 y/0 H: B >3

1 1 1 2

apareciendo asi contrastes a una cola o a dos colas. (El plantea-
miento de la hipdétesis alternativa se hara en funcidén de la infor-
macidén previa que pueda existir sobre el comportamiento de la dis-

tribucidén bajo estudio).
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E.S. Pearson (1930) desarrolldé, bajo la hipdétesis nula

de normalidad, los cuatro primeros momentos de 1la distribucidn

muestral de VE; y b, hasta de orden n °. Para VE; obtuvo

E(Wb ) =B (Vb ) =0
1 2 1
U(VE;) = v6/n [1 I B _éz. - _lg_ + ]
n n
B (Vb ) = 3 + 36 364 & 12096
2 1 n 2 3
n n
Para b2 tenemos,
_ (n-1)
E(b,) =3 (n+1)
oto) = VoW (1- 43 o TL o B9, ]
3n 16n
8 (b ) = 216 [1 _ 29 . 519 _ 7637 ]
1 2 n n 2 3
n n
8 (b) =3 + 540 20196 % 470412
2 2 n n2 o3

Asi, Vbl tiene una distribucién simétrica y leptocurtica
que tiende rapidamente a la distribucién normal cuando n crece.

Sin embargo, b2 es muy asimétrica para n = 100 y fuertemente nor-

mal para n = 1000.

Para las situaciones donde la aproximacidén a la normali-
dad no es evidente, K. Pearson desarrollo su sistema de curvas,

que puede ser usado para representar la distribucidn de Vbl y b

»

2
y a partir de ellas determinar puntos de significacidon para dis-

tintos tamafios muestrales.

D’ Agostino y Tietjen (1973) y Mulholland (1977), median-

te técnicas de simulacién, dieron tablas con puntos de significa-
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cién de la distribucidén de Vb1 para distintos niveles y varios

tamanos muestrales.

D’ Agostino probd que la distribucidén bajo la hipdtesis
nula de Vb1 puede considerarse bien aproximada por una curva tipo

Johnson SU. La aproximacidén se consigue de la siguiente forma:
(1) Calcular Vbl para los datos muestrales.

(2) Calcular

- (n+1) (n+3) )72
r e VE;'{ 6(n-2) }

. 3(n°+ 27n - 70) (n+1) (n+3)
B.= —m=2)(n+5) (n+7) (n+9)

W= -1 + {2(52-1)}1’2

3 = 1/V1og W
a = {2/(W-1))1"2

(3) Calcular

1/2

Z = & loglY/a + {(Y/a)® + 1}1?]

Asi obtenida, Z sigue aproximadamente una distribucién normal de

media cero y varianza la unidad. Esta aproximacidén es valida para

n = 8. La determinacién de la regién de rechazo (unilateral o bi-

lateral), se hara sin mas que referirnos a las tablas de la dis-

tribucidén normal.

De la misma forma, D’Agostino y Tietjen (1973) investi-

garon una aproximacién a la distribucidén t de Student de la dis-

tribucidén de Vbl, bajo la hipdétesis nula. El procedimiento por

ellos propuesto es el sigulente:
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Calculamos
9 1/2
1 v-2
1 =

G(VE;)

donde
_ 462_ - B = 3(n2+ 27n - 70) (n+1) (n+3)
il 32- 3 con 2 (n-2) (n+5) (n+7) (n+9)

Y

B 6(n-2) 17°
G(VE;)'_ [ (n+1) (n+3) ]

Bajo la hipdétesis nula de normalidad, T sigue aproximadamente una
distribucidén t de Student con v grados de libertad. Esta aproxima-
cidén es valida par n =2 8, y tan buena como la obtenida anterior-

mente por la curva de Johnson SU.

[.LaA aproximacidén a la distribucidén t de Student nos su-

giere inmediatamente una aproximacién a la distribucién normal,

que esta dada por

(n+1) (n+3) 7172
VE; [ 6(n-2) ]

y que sera valida para n = 1350.

Respecto a la distribucidén de bz' indiquemos que D’ Agos-
tino y Tietjen (1971) y mas tarde D’Agostino y Pearson (1973),
mediante técnicas de simulacidén, dieron tablas con puntos de sig-

nificacién para distintos niveles de significacidén y varios tama-

nos muestrales.
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Anscombe y Glynn (1983) dieron una aproximacién de 1la

distribucidén de b2 a la normal, obtenida de la siguiente forma:
(1) Calcular b2 a partir de las observaciones muestrales.

(2) Calcular la media y la varianza de b2 mediante

3(n-1)
E(bz) = =1
Y
Var(bz) _ 24n(n-2) (n-3)

(n+1)° (n+3) (n+5)
(3) Calcular el valor normalizado de b2

b_- E(b_)
X =

JVar(bz)

(4) Calcular el tercer momento estandarizado de b2

2
- _ 6(n“- 5n + 2) [ 6(n+3) (n+5)
61 (bz) - (n+7) (n+9) n(n-2)(n-3)

(5) Calcular

a7
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(6) Calcular

-1/3

Donde Z se distribuye aproximadamente segin una normal de media

cero y varianza la unidad. Esta aproximacidén es valida cuando

n = 20.

De la misma forma que ocurria con el coeficiente de asi-

metria muestral, podemos dar también una aproximacidén directa a la

normal, en la forma

b - E(b_)
2 2

JVar(b )
2

que sigue aproximadamente una distribucidén normal estandar para
valores extremadamente grandes de n (valores por encima de 1000,

lo que hace que esta aproximacién sea desaconsejada).

A partir de los trabajos anteriores se han desarrollado
numerosas investigaciones dirigidas a proporcionar un test de nor-
malidad de propdésito general, combinando los resultados obtenidos
para \/tTl y para b . De destacar algunos, mencionemos el R-test,
que, basicamente, consiste en usar los test sobre VEI al nivel o

y b2 al nivel ., Y rechazar la hipétesis de normalidad si alguno

de ellos la rechaza. El nivel de confianza, «, para la combinacidn

de estos tests, deberia ser tal que verificara la desigualdad de

Bonferroni, esto es,
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Pearson, D’Agostino y Bowman (1977) demostraron que si
*
=& = 2 , una buena aproximacidén al nivel de significacién
global es

o = 4(0&*—(&*)2)

que serilia exacto si Vbl y b fuesen independientes. Sin embargo,

2
éstos son 1incorrelados, pero no 1lndependientes, y el uso de ese

nivel de significacidén global produciria test conservadores.

D’ Agostino y Pearson (1973) sugirieron el estadistico

K = Xz(\/b—l) + Xz(bz)

donde X(VEI) y X(bz) son variables normales estandar equivalentes,
obtenidas a partir de VE: y b2 como vimos anteriormente. De esta
forma, K> puede verse como una variable chi-cuadrado con dos gra-
dos de libertad. Este test ha sido desarrollado suponiendo inde-
pendencia entre \/ID_1 Y% bz’ pero como 1ndican Bowman y Shenton
(1986), éstas, aun siendo incorreladas, no son 1independientes,
aunque estén proximas a la independencia. Asi, I(2 puede verse
aproximadamente como una chi-cuadrado, siendo esta aproximacion

considerablemente buena cuando n = 100.

Bowman y Shenton (1975) sugirieron, de pasada, el esta-

distico

(Vb )Z (b - 3)°2
1 +
2 2
(o) a
1 2

donde of = 6/ny ai = 24/n, (que son las varianzas asintdoticas de

Vb1 y bz’ respectivamente). El estadistico asi definido esta dis-
tribuido, bajo la hipdétesis de normalidad, asintdéoticamente segun
una distribucién chi-cuadrado con dos grados de libertad, pero

debido a la lenta convergencia de b2 a normalidad, este estadisti-
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co no resulta muy util.

Otras propuestas en este ambiente son las dadas por Cox

y Hinkley (1974), que sugirieron
max (|VE:|/01 ; |b2— 3|/02)
Otra posible es
-log P(VE;) - log P(bz)

donde P(Vbl) y P(bz) son transformaciones integrales de probabili-
dad de Vbl y b2, respectivamente. Este estadistico seguira aproxi-

madamente una distribucidén chi-cuadrado con cuatro grados de 1l1i-

bertad.

B.—- OTROS CONTRASTES BASADOS EN MEDIDAS DESCRIPTIVAS

Un numerosisimo conjunto de técnicas encaminadas a pro-
bar la normalidad basadas en medidas descriptivas (momentos), han
sido introducidas a lo largo de la historia. De entre todas, quiza
la mas destacable es el test de Geary (1935) definido como el co-
ciente de la desviacidén media y la desviacidén estandar (supuesto

que la media poblacional es conocida e igual a cero):

1 2|xi|

G (2x) 2

>3
Il

Bajo la hipdétesis nula, Geary obtuvo todos los momentos

de w. Este cociente, bajo normalidad, tiende asintdéticamente a

(2/n)1/2.

S0



¥ . .
- ¢

CONTRASTES DE NORMALIDAD: BREVE RECORRIDO

Asi mismo, Geary (1935) propuso

> |xi— X]

Svn

a:

que es la extensidn obvia de w, para cuando la media y la varianza

poblacional son desconocidas. Para éste obtuvo:

2 0’199471 0’ 024934 0’031168 0’ 008182
E(a) =| — + + = -

T n 2 3 4

n n n
0’ 045070 0’ 124648 0’ 084859 0’ 006323
Var(a) = - + +
n 2 3 4
n n n
_ 1’7618 2’3681 8’8646
\/B_l(a)— {1 = - +}
vn n
8 (a) = 3 5’441 { , _ 17628 }
2 n n

de forma que bajo H, a es asintdéticamente normal con media
O

(Z/H)LQEy'varianza (0’ 045070/n), aproximacidén valida para n = 41.

A su vez, Geary (1947), considerdé la siguiente clase de

tests estadisticos:

alc) = — Z{: |x - X|° para c = 1

A\

1

g(d) = _1__:1 [Z |x - )_(‘d - Z |xi— f|d] para d
nS '

Como casos especiales de estos test, tenemos: b2 = a(4)

S1
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y VE; = g(3). Ademas, a(l) = a.

Para probar la normalidad asintética de al(c), Geary 1lo
aproximé por al(c), definido como:

n

1 B c
al(c) = — }E: ‘xi ul

i=1

y obtuvo la distribucién asintética de al(c). Sin embargo, las
cantidades al(c) y al(c) no siempre tienen la misma distribucidn

limite, ocurriendo sélo cuando la distribucidén poblacional es si-

métrica.

David, Hartley y Pearson (1954) presentaron una test de

homogeneidad y normalidad basado en el cociente entre el rango y

la desviacidn estandar de una muestra de tamano n. El estadistico

esta definido por:

X - X
o = (n) (1)
S
Dado que (x - X)/S, i=1,2,...,n, es independiente de S, podemos
1
escribir
E{(X -X )"}
E(ur) _ (n) (1)
E(S")

Tomando muestras de distintos tamahos se calcularon los cuatro
primeros momentos del numerador y del denominador de u, y a partir
de éstos, usando la expresidén anterior, los cuatro primeros momen-
tos de u. Usando las curvas de Pearson con los apropiados primeros
cuatro momentos, se obtuvieron tablas de puntos porcentuales de u

a distintos niveles de confianza. [Pearson y Hartley (1972)].
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El test de Shapiro y Wilk y sus modificaciones.

A.- EL TEST W DE SHAPIRO Y WILK

Con la aparicidén del estadistico W propuesto por Shapiro

y Wilk (1965), reaparece el interés por el estudio de los contras-

tes de normalidad. El procedimiento introducido por estos autores

esta basado en los estadisticos de orden.

Sea c el vector de valores esperados de los n estadisti-
cos de orden de una distribucién N(0,1), y sea V la correspondien-
te matriz de covarianzas esperadas. Para una distribucidon normal

. : 2 =
con media p y varianza o sabemos que E(x), donde x es el vector

de estadisticos de orden, esta dada por
E(x) = ul1 + oc
donde 1 es un vector columna con n unos. La matriz de covarlanzas

esta dada por Vv y, de aquil, el mejor estimador lineal insesgado

de o, a partir del teorema de Gauss-Markov, adopta la expresion

-1
~D c’'V x

G = :
c’V ¢

. : 2
Por otra parte, una estimador insesgado de o , con momento de se-

gundo orden finito, es

De esta forma, un test de normalidad se produce al com-

. i A, 2 .
parar el cociente (o / o) con 1, obteniendo, salvo una constante
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multiplicativa, el estadistico W.

W esta habitualmente definido por

2
Xi = (a’x)z _ (§ alx(l))
(n-1)S° T (x - X)*°
donde
: r:"\l"1
a =

Los a_ son las ponderaciones optimas para el estimador de minimos
cuadrados ponderado de o, dado que la poblacidén esta normalmente
distribuida. (Una vez que tratemos el apartado correspondiente a
técnicas graficas para el contraste de normalidad, se puede obser-
var que W puede coincide con el cuadrado del coeficiente de corre-

lacién en los graficos de probabilidad normal).

Los valores exactos de ai, para n = 3 hasta 50, fueron
dados por Shapiro y Wilk (1965). Para n > 50, sugirieron la si-

guiente aproximacion:

a = 2m C i= 2,3, % o Ll |
1 1 1
y
2 2 _ TI'{(n+1)/2}
a =a =
1 n 1/2

r{(n/2)+11}2

Valores de W préximos a 1 indican normalidad, mientras
que valores menores que 1, indican ausencia de normalidad. De esta
forma, los valores en la cola baja de la distribucidn de W, bajo

la hipétesis de normalidad, se usaran para determinar la region de

rechazo.

S4
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B.- EL TEST D DE D’ AGOSTINO.

El test de Shapiro-Wilk necesita de un conjunto de pon-
deraciones, a, para cada tamano muestral. D’ Agostino (1971) pre-

senta una modificacidon del test W que no requiere del calculo de

dichas ponderaciones. Este test esta dado como:

-
Il
Il

donde

La esperanza de D es aproximadamente 1/(2vVm) = 0’28209479, y la

desviacion estandar es asintéticamente

[ 12V3 - 27 + 21 ] _ 0’02998598

de aqul que una variable aproximadamente estandar sea

vn (D - 0’°28209479)
0’ 02998598

que bajo la hipdétesis de normalidad es asintéticamente N(O,1).

Si H0 no es cierta, el valor de Y tendera a ser distinto
de cero. Un estudio de simulacién permitié a D’ Agostino indicar
que para distribuciones alternativas con menos curtosis que 1la
distribucién normal, Y tiende a ser mayor que cero, y para distri-
buciones con mas curtosis, Y tiende a ser menor que cero. De esta

forma, para contrastar la normalidad contra la hipdtesis alterna-
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tiva de "no normalidad", se aconseja usar un contraste a dos co-
las. Si la hipdétesis alternativa esta dirigida (esto es [32 < 3 ©

Bé > 3) puede usarse un contraste unilateral.

C.- EL TEST W DE SHAPIRO Y FRANCIA.

Shapiro y Francia (1972) abordaron el problema de las
ponderaciones, a, del test de Shapiro-Wilk de forma distinta. Ob-
servaron que para muestras grandes, los estadisticos de orden pue-

den ser tratados como si fueran independientes. De esta forma,

propusieson reemplazar el estadistico W por

2
W = (b’ x)° _ % (bfxti))
2 S 2
(n-1)S % (xi—JX)
donde
b= - 1/2
(c’c)
siendo ¢, como antes, el valor esperado del i-ésimo estadistico

1
de orden de una distribucidén normal estandar.

Shapiro y Francia (1972), proporcionaron las ponderacio-
nes bi, y valores criticos de W' para los tamahos muestrales
n = 35, 50, 51(2)99. Pearson, D’Agostino y Bowman (1977) observa-
ron que esos valores criticos estaban calculados via simulacidn, a
partir de sélo 1.000 muestras. Ellos reevaluaron los puntos por-
centuales para n = 99, 100 y 125 basandose en 50.000 simulaciones.
Comparando los resultados, concluyeron que los valores obtenidos
por Shapiro-Francia en la cola baja eran mas grandes que los obte-
nidos por ellos. Esto les llevé a producir niveles de significa-

cién mads grandes que los indicados por Shapiro y Francia. Ademas,

indicaron que el test ahora era mas potente de lo que era hasta

ese momento.
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D.- EL TEST W DE WEISBERG-BINGHAM.

Weisberg y Bingham (1975) sugirieron sustituir las pon-

deraciones b del test W’ de Shapiro-Francia por d, donde

ot

C

(g, 3)1/2

estando los elementos del vector c definidos por

c = Q_l[ 1 ~ /8 ] para i 1,2,...,n

i n + 1/4

y con <I>-1(p) la inversa de la funcidn de distribucidén normal es-

tandar.

De esta forma, el estadistico se convierte en:

., (e’x)/(c’c)

—. 2
F x - X

> 3P,
I

La aproximacidén a c. por Ei fue sugerida por Blom (1958) y su uso

en el estadistico W’ hace que su distribucidn bajo la hipdtesis

nula sea muy préxima a la de W', al menos para n =5, 20 y 35,
donde los autores realizaron tal comparacidén. Dada la ventaja de
no tener que almacenar constantes, los autores sugirieron usar W’
en lugar de W’ , aun manteniendo el uso de las tablas de valores

criticos de W’ .
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L*]

E.- EL CONTRASTE DEL COEFICIENTE DE CORRELACION EN GRAFICOS D
PROBABILIDAD NORMAL DE FILLIBEN.

4

Filliben (1975) propone lo que €l denomina un coeficien-
te de correlacién en graficos de probabilidad normal, r, como un
estadistico para contrastar la hipdétesis cumpuesta de normalidad.

Entre las bondades que el autor atribuye a r, 1ndica:

(1) Es facil de entender conceptualmente, dado que combina dos

conceptos simples: los graficos de probabilidad y el coefi-

ciente de correlacion.

(2) Es simple desde el punto de vista computacional, dado que to-

dos los calculos necesarios son internos y no necesita de al-

macenamiento de datos.

(3) Se puede extender al caso en que la hipétesis nula trate de

otra distribucidén distinta a la normal.

[.La idea basica del contraste de normalidad desarrollado

por Filliben es realizar un grafico de probabilidad de las obser-
vaciones ordenadas (}ai)) contra las correspondientes medianas de

los estadisticos de orden de una distribucién normal estandar. Una

vez obtenido este grafico, el estadistico queda definido como el

coeficiente de correlacién producto-momento de estos valores.

De esta forma, si M es la mediana del i-ésimo estadis-
1
tico de orden de una distribucién normal estandar, el estadistico

coeficiente de correlacién en graficos de probabilidad normal, r,

esta definido por:

(X - RJ(Mi— M)

i (i)

r = corr(X,M) =

J S(X - X)° S(M - M)°

i (i) i i
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Filliben propone una tabla de valores criticos para r
obtenida mediante una aproximacidén a su distribucidén bajo normali-

dad, para tamanos muestrales n = 3(1)50¢(5)100.

F.-— EXTENSION DE LA BRECQUE.

Como se ha indicado anteriormente, el modelo base bajo

el que se ha desarrollado el contraste de Shapiro-Wilk era:

E(X ) =unu+o0 E(Y(i) A | 1.2 :566s:D Modelo (A)

(i) )
donde loijvj son los estadisticos de orden de una muestra alea-
1
toria de una poblacién normal de parametros un vy o, e
‘Yv)=(X(W-uJ/0 son los estadisticos de orden de una distribucidén
1 1
normal estandar.

Sean &’ = (51,52,...,6) y V= (0c ) el vector de valo-
n ij
res esperados y la matriz de varianzas—-covarianzas de los estadis-

ticos de orden de la normal estandar, respectivamente.

La Brecque (1977), propone una alternativa al modelo
(A), introduciendo uno o dos términos adicionales, expresados en

potencias de 1los Ei, en la forma:

la@; 5.5 ;10 Modelo (B)

E(Xi) = u + 0 Ei + o ¢2(€i) + B ¢3(Ei), i

donde ¢ (£ ) es un polinomio de grado j en Ei. Si el modelo (A) es
J 1
el correcto, a = B = 0. Ademas, si no fuese el correcto, un ajuste

del modelo (B) a los datos sera mas apropiado que el modelo (A).

En un estudio de los términos que aparecen en el modelo

(B), La Brecque observa que es conveniente el uso de funciones

cuadraticas en &€ cuando las alternativas son asiméetricas, y el
1

uso de funciones cubicas cuando las alternativas son simétricas.
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Los estimadores de minimos cuadrados de pu y o en el mo-

delo (A) son

A 2 -1
=C 1’V X
" H
o = Ca 'V X
donde X es el vector de los estadisticos de orden, Ci = (1’\1'_11)_1
2 o P | (r)’ r r .
y Co* = (E’V €) °. Sea & = (61,62,...,€n) y definamos @2 y <I>3

como

a2 12 e y1s(2)
¢, = § C“1vg 1

(3) 2 y xy— 1~ (3)
o =¢¥-c2eviee

Para A, tal que A’A = V_l, los vectores Al, Ag, A<I>2 y

A@B son ortogonales.

Los estimadores de los parametros asociados con 1 y §&

son ﬁ y & dados anteriormente. Los estimadores de « y B en el mo-

delo (B) son entonces

R>
|

c® &'V X
(0 4 2

A c; ® v X

donde
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La Brecque considera en su trabajo tres modelos alterna-

tivos:

(1) E(x(i)) S HTO Ei T« ¢2(Ei) * P q53(51]
(2) E(X““) = u + “"Eg + « ¢2L§i)
(3) E(X%i)) = u + 0C Ei + B ¢3(§i)

Mientras que (1) es una

j
extensién natural de (2), la introduccién de (3) esta justificada

donde ¢_(Ei) es el i—-ésimo elemento de & .
j

porque éste es mas apropiado para distribuciones simétricas que

(1).

La Brecque propone los estadisticos

F = 2 j=1,2,3

donde D es la reduccidén de la suma de cuadrados de residuos para
j
. 2 . 5 G g 2
el modelo (j), s es el usual estimador cuadratico para o y k es
el numero de parametros adicionales usados. Los test estadisticos

correspondientes a los modelos alternativos (1), (2) y (3) son:

F1:= 2 -
2S
Qz/cz
F —
2 >
S
ﬁz/cg
F —
3 2
S

Los coeficientes necesarios para calcular &/ C y ﬁ/C

o B

sS0I
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para los que La Brecque, en funcién del tamafio de 1la muestra

(4 = n = 64), propone una serie de tablas.

Introducidos estos estadisticos, el procedimiento para

contrastar la hipdotesis de que la muestra proviene de una pobla-
. . . . 2 .

cion normal de media p y varianza o desconocidas, se puede resu-

mir en los siguientes apartados:

(i) Ordenar la muestra: X <X < ... < X .
(1) (2) (n)

(ii) Calcular el valor de s-.

(iii) Para el tamafio de muestra apropiado, determinar a y/o b para

calcular Q/Ca y/0 ﬁ/CB,

que a = a y bi= b ) .

i n-i+1 n-i+1

respectivamente. (Tener en cuenta

(iv) Calcular

Z ai(X“)— X(n-—i-i-l)) para n par

8/C
(04

a (X -X ) + a X para n impar
i (i) (n-i+1) (n+1)/2 (n+1)/2

[n/2]

B EE:‘biG(u)_ thdﬁﬂ)

i=1

R/C

(cuando n es impar, b =
(n+1)/2
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(v) Calcular el estadistico F1 y/0 F2 y/0 F3'

(vi) Los tests son a una cola, y valores grandes de los estadis-

ticos resultan significativos. La Brecque aporta una serie

de tablas con puntos criticos para estos test.

G.—- UNA GENERALIZACION DE W.

Puri y Rao (1976) consideraron una generalizacién del

test de Shapiro-Wilk. Escribieron el valor esperado del i-ésimo

estadistico de orden en la forma

E(X(i)) = ¥ + 7.C, + 33((:i A) + 74(Ci uci) +

donde A y p son elegidos para proporcionar polinomios ortogonales.

Cuando la distribucién es normal, ?i = M, 3} = O,
35 = 34 =...= 0. El test de Shapiro-Wilk es esencialmente el test
¥, = 0. Puri y Rao investigaron si se puede obtener informacién

adicional combinando tests sobre ga'y 34 con el test W.
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