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I.1.- LINEA DE INVESTIGACION

Con este trabajo se inicia una linea de
investigacion, en el Departamento de Fisica Aplicada de 1la
Universidad de Granada, sobre el analisis de sistemas
dinamicos mediante la termodinamica de redes, que
pretendemos continue en posteriores estudios. Como en todo
trabajo pionero, surge la necesidad de exponer, siquiera
brevemente, el tema de investigacion desde sus fundamentos,
para mejor fijar la orientacién, los objetivos y el
desarrollo de la investigacidén que nos ocupa. Con esta idea,
comenzamos estas pdaginas con unas consideraciones que
pretenden introducir los métodos y alcance de este analisis

de sistemas.

Segun Mikulecky (1983), la termodinamica de redes
(Network Thermodynamics), en su mas estricto sentido, es
"una extensién del método termodinamico que hace uso de
conceptos topologicos, principalmente teoria de grafos, para
incluir la estructura o morfologia de un sistema en sus
propiedades termodinamicas". Como resultado de la
combinacioén de la termodinamica con métodos topoldgicos, la
termodinamica de redes es independiente de la electrénica y
de la teoria de redes eléctricas, por lo que no se trata de
una nueva version de "circuitos equivalentes" o de "modelos
analdégicos de computacidén", dado que, aunque hay obvias
similitudes, su alcance y profundidad va mds alla que dichos
planteamientos. Sin embargo, ello no implica negar la gran
contribucién que han representado para este método 1los
enormes progresos realizados en el tratamiento de las redes
eléctricas, de las que ha tomado la simbologia, y que, en el
sentido mas amplio, podrian considerarse como un caso

especial dentro del alcance de la termodinamica de redes.

Surgida en la década de los setenta (Oster et al.




(1971,1973), Peusner (1970)), se propicié en la blusqueda de
dos objetivos diferentes, aunque no explicitamente
diferenciados en las publicaciones al respecto. Uno era el
tratar de dotar a la termodinamica de un estructura
matematica similar a la de la teoria de sistemas dinamicos.
El otro se conectaba con 1la dificultad que presenta el

estudio de sistemas dinamicos altamente organizados mediante

la termodinamica de procesos irreversibles, como
consecuencia de existir fenomenos no estacionarios,
frecuentemente alineales, y 1la practica imposibilidad de

tener en cuenta, en su descripcidén analitica, la estructura

compleja del sistema, que influye notablemente su

comportamiento.

Ciertamente no se partia de cero, dado que
existian una serie de contribuciones que, si bien en otros
campos y con otras perspectivas, fueron determinantes a 1la
hora de establecer este método. Asi, la gran exactitud
obtenida en la descripcién del comportamiento dinamico de
sistemas continuos mediante la utilizacion de redes
analogicas (Kron (1943, 1944, 1945, 1946, 1948), Olson
(1958)) y 1la comprobacién posterior de que ello no era
accidental, sino una consecuencia natural de 1la subyacente
unidad de la estructura matematica de las redes y de la
teoria de campos, al demostrar Branin (1966) que 1a
estructura operacional de la teoria de grafos lineales y del
c lculo vectorial eran idénticas. Tambﬁén Trent. . (1955)
demostro que se puede establecer un isomorfismo entre un
sistema fisico y un grafo 1lineal, mientras que Meixner
(1966) considerando una red eléctrica como sistema
termodinamico, mostraba la posibilidad de deducir las
ecuaciones de la red mediante una adecuada aplicacién de 1la
termodinamica del no-equilibrio, asi como representar el
comportamiento de un continuo material, asiento de un

proceso irreversible, mediante una red apropiada, al menos



cuando las desviaciones respecto del estado de equilibrio no
fuesen demasiado grandes. Oster y Desoer, Yya ‘en- 1971, en
base a la igualdad de 1los fundamentos topologicos de la
teoria de redes y del calculo vectorial, es decir, del
isomorfismo estructural entre las descripciones discreta Yy
continua, que permite profundizar en la estructura de 1los
sistemas dinamicos, seﬁalaron. la posibilidad de que las
potentes técnicas de las teorias de grafos y de redes

pudieran ser puestas a contribucidn del analisis

termodinamico de estructuras bioldégicas complejas.

En la termodinamica de redes, los efectos

disipativos, de almacenamiento y de conversion energética en
un sistema, se incorporan a la geometria del grafo, que
junto con su topologia, que incluye las leyes de
conservacién y continuidad que se pueden ahora denominar

leyes de flujo y de fuerza de Kirchhoff, definen al sistema

por completo.

La organizacidén o topologia se hace explicita
mediante la utilizacién de una representacién esquematica,
como los grafos lineales o los bond graphs. Los primeros
fueron propuestos por Peusner (1970) y guardan un estrecho
paralelismo con las redes eléctricas. Los bond graphs,
utilizados por el grupo de Katchalsky (Oster et al.,
1971,1973) son una notacidén propuesta inicialmente por
Paynter (ver Thoma, 1975) y - -posteriormente desarrollada: por
Karnopp y Rosenberg (1975) para el analisis de la dinamica
de sistemas. Si bien Oster et al. (1971,1973) consideran la
notacién bond graph especialmente adecuada para tratar las
transformaciones energéticas que se dan en los procesos
acoplados, lo cierto es que la posibilidad del wuso de
transductores alcanza a ambas representaciones, y quizas la
ventaja de los bond graphs sobre los grafos lineales radique

en la mayor facilidad de conectar distintos. procesos para



mostrar la estructura dinimica del sistema, al margen de

otros detalles de menor relieve.

Las relaciones constitutivas para las ramas de 1la

red proporcionan la informacidén empirica acerca de 1la
funcion de las distintas partes del sistema, que son
deliberadamente idealizadas, como en la teoria de circuitos,
por conveniencia tanto conceptual como computacional. De
este modo, un sistema complejo puede ser visualizado
mediante un esquema que consiste en un conjunto de elementos
disipativos (resistores), de almacenamiento energético
(capacitores) y de conversores de energia (transductores)
entre otros. La generalizacidén de los conceptos de capacidad

y resistencia, y las leyes topoldégicas antes mencionadas,

profundas implicaciones. Asi, por ejemplo, el teorema de
Tellegen le permite a Peusner (1986) obtener tanto las

relaciones de reciprocidad clisicas como las de reciprocidad

de Onsager,

Ststema termodinamico, al margen de su modo concreto de
operacion, ya exista o no reversibilidad, regimen

estacionario, linealidad o reciprocidad.

Dado que el tratamiento de 1la termodinamica de
redes posibilita acceder a problemas tanto tedricos como

practicos, desde un punto de vista formal puede ser

pretenden ser una exacta representacidn de las
caracteristicas algebraicas del proceso que se describe,
como un lenguaje de representacién del modelo fenomenolégico

de un determinado sistema, aspecto éste que es el que aqui

-4 -



nos ha i1nteresado.

Claro que un modelo siempre implica una
simplificacion mas o menos drastica de un sistema real. Pero
el proceso de simplificacidén, al construir el modelo, es

revelar los mecanismos e interacciones que, se suponen o se

conocen, son responsables de un fenémeno particular. Todos
los detalles que no lo influencian directamente o 1lo
modifican so6lo cuantitativamente no se tienen en cuenta en

el modelo, al menos en su version, digamos, basica.

En la descripcion de muchos de los procesos que
intervienen en los fendomenos bioldgicos, por ejemplo, se
puede utilizar un modelo cinético de reaccidon, que puede ser
tan detallado como para mostrar cada uno de los pasos
individuales moleculares que se cree constituyen el fendémeno
a analizar, o bien, en el otro extremo, globalizarlos en un
unico proceso. En el primer caso se podria hablar de un
modelo molecular; en el segundo, de un modelo fenomenolodogico
o de caja negra. Pero 1incluso en el caso de un modelo
molecular, en el sentido dado, todavia se esta muy lejos de
lo que se entiende en fisica por descripcion microscopica,
dado que un proceso parcial es vya el resultado de 1la
eliminaciodn de un numero de grados de libertad
microscopicos, lo que se traduce en el hecho de que las
ecuaciones de proceso no son invariantes bajo inversion
temporal. Ademés,.cuanéo mas detallada es la descripcion del
proceso, en el sentido expuesto, mayor es el numero de
parametros involucrados. De este modo, si s6lo se dispone de
una cantidad limitada de informacidén experimental, puede no
ser adecuado un modelo con un gran numero de parametros, ya
que el ajuste de éstos a los datos empiricos podria resultar
un procedimiento bastante ambiguo. Este es un punto crucial
a la hora de disenar modelos fisicos para determinados

sistemas. Sobre esta base, los modelos fenomenoldgicos, en



especial para sistemas bioldégicos, suelen ser mas realistas

que los moleculares.

En funciéon de 1lo anterior, el lenguaje de 1la
termodinamica de redes es especialmente apropiado para el
analisis de una gran variedad de sistemas dinamicos. Permite
elaborar modelos de sistemas que satisfacen las leyes
termodinamicas, que tienen en cuenta los procesos e
interacciones que se supone son basicos en el fendémeno real

y que, en definitiva, proporcionan su estructura dinamica

esencial.

Sin embargo, dado que este tratamiento no aporta
ningun aspecto fisico sustancialmente nuevo, y disponiendo
del potente bagaje termodinamico, puede plantearse su
necesidad o utilidad. En una perspectiva general, la
respuesta podria reducirse a una cuestiéon de conveniencia,
ya que la utilizacidén de un lenguaje apropiado es a menudo
un paso decisivo a la hora de formular y resolver un
problema. Pero desde un punto de vista mas concreto, resulta
que el proporcionar una representacion grafica de los
procesos que acontecen en el sistema, ademas de proporcionar
obvias ventajas intuitivas, revela el papel de la topologia

del sistema en su compotamiento dinamico, hasta el punto de

que, como sefialan Oster et al. (1973), caracteristicas de
sistemas dinamicos previamente consideradas como
..stricciones energéticas, v pueden- ser clasificadas -~ mas

apropiadamente como "ligaduras topolégicas" y, como tales,
consecuencia de la estructura del sistema. Por otra parte,
las ecuaciones dinamicas pueden ser generadas
algoritmicamente del modelo de red, de modo que 1los
diagramas pueden considerarse realmente como una notaciodn
alternativa de dichas ecuaciones, conteniendo incluso
informacion adicional al especificar la topologia del

sistema (distintas estructuras pueden dar lugar a las mismas
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ecuaciones). Y el que, a partir del modelo de red puedan ser
generadas las ecuaciones dinamicas no importa si lineales o
no lineales, ni 1la complejidad del sistema, plantea 1la
posibilidad de disenar programas de computador que ,
aceptando los grafos como entradas, sean capaces de computar
el comportamiento dinamico directamente del modelo, sin
tratar con las ecuaciones diferenciales explicitamente. En
la mayoria de los casos la complejidad del sistema impide
soluciones analiticas, resultando mas facil tratar

directamente con la representacion grafica, mucho mas

intuitiva.

En definitiva, y en funcidén de la utilizacidén que
aqui hemos hecho, la termodinamica de redes puede
considerarse como un tratamiento de sistemas dinamicos
mediante grafos lineales dirigidos, que permiten visualizar
su estructura dinamica, y especialmente adaptado al analisis
de procesos termodinamicos complejos por existir
conversiones energéticas, acoplamientos, no linealidades,

ser dependientes del tiempo y tener lugar en medios

heterogéneos.

I.2.- OBJETIVOS Y JUSTIFICACION

Como ya hemos sefialado com-cantemioridad, . la
utilizacioén que aqui se pretende de la termodinamica de
redes es como lenguaje idoneo de representacion del modelo
fenomenolégico de un determinado sistema, que presenta
ventajas tanto sobre el tratamiento de caja negra como sobre
el tratamiento continuo. En el primer caso, porque es capaz
de proporcionar informaciodn adicional acerca del
comportamiento del sistema y de su estructura, entendida

ésta como la topologia relativa no tanto a la conexion

ek S b L



espacial de posibles subsistemas, como a las interacciones
de distintos procesos. La ignorancia que sobre la estructura
y organizacion de sistemas complejos presupone, de
principio, la técnica de caja negra, se convierte en la
caracteristica distintiva de la termodinamica de redes al
proporcionar un modelo de estructura dinamica del sistema,
mediante el cual es posible predecir un comportamiento
definido del mismo cuando esta sometido a unas condiciones

externas determinadas.

Mediante el tratamiento continuo, aun en el caso
en que puedan obtenerse soluciones, estas se hacen menos
transparentes segun aumenta la complejidad del sistema y, a
menudo, deben ser analizadas por computador, o bien, no son
posibles soluciones en forma cerrada y es preciso aplicar
alguna técnica de analisis numérico. Sin embargo, usualmente
los problemas son intratables matematicamente. En estos
casos, los modelos de redes proporcionan una alternativa
eficaz, no so6lo por permitir obtener la respuesta del
sistema, sino también por poder aproximar tal respuesta, en
el grado deseado, a la que se obtendria de un tratamiento
continuo, sin mas que reticular convenientemente al sistema.
Segiin Oster et al. (1973), el problema de analizar un
sistema complejo y organizado, wutilizando las ecuaciones
clasicas de campo, es analogo a intentar describir un
aparato de televisidén integrando las ecuaciones de Maxwell,
lo que si bien'es posible%en principio",+ren-—ra=practica
seria preciso tanta cantidad de informacidén para integrar

sobre tal sistema heterogéneo, que resulta inviable.

La especificacion de la estructura del sistema
puede llevarse a cabo mediante grafos 1lineales o bond
graphs. Al margen de cualquier otro tipo de consideraciones,
nos 1inclinamos por los primeros, que son esencialmente

circuitos, y asi poder utilizar el avanzado programa de



simulacion de circuitos eléctricos SPICE2.

El programa SPICE2 (Nagel y Pederson, 1977) admite
en las redes elementos semiconductores, autoinducciones,
transformadores, resistencias y condensadores lineales y no
lineales, asi como fuentes independientes, sean de tensiodon o
de intensidad. Pero el mayor poder de 1los programas de
simulacién al tratar con redes esta en las fuentes
controladas, origen de las notables ventajas que presenta la
simulacion frente a la computacién analégica. Las fuentes
controladas pueden constituir un gran problema si se
pretenden construir fisicamente. Al utilizar los programas
de simulacién, por el contrario, se "crean" mentalmente,
siendo utiles para un gran numero de propositos importantes,
como son la especificacion de acoplos energéticos. Tales
fuentes controladas tension-intensidad pueden venir
especificadas mediante funciones lineales o no-lineales. En
SPICE2, las funciones han de ser de tipo polindmico, mono o

multivariable, lo cual, en ciertos casos, puede representar

una cierta limitacion.

A l1la hora de disenar un modelo de un sistema

dinamico, los objetivos que pueden perseguirse son
esencialmente de dos tipos. Uno es la prediccidon, es decir,
conocido el ﬁodelo, y suponiendo que es una representacion
valida del sistema real, mediante técnicas de analisis o de
computacion, determinar la respuesta dinamica del sistema en
funcién del estimulo o seiial de entrada.'Lérapi?Eacién de 1la
termodinamica de redes a la prediccion de la respuesta
dinamica de un sistema muestra su gran utilidad auin en el
caso de fendémenos no excesivamente complicados, si se
compara con la predicion del comportamiento del sistema en
base a la resolucién de las ecuaciones diferenciales

caracteristicas, incluso con grandes simplificaciones.



El otro objetivo es la sintesis, esto es, disefar
el modelo, que puede ser enfocado bajo dos perspectivas.
Bien que, dado un conjunto de senales de entrada y de
salida, obtenidas usualmente por experimentacidén en sistemas
reales, el modelo sea consistente con tal conjunto de datos;
o bien que, conocidos los estimulos, el modelo satisfaga un
conjunto de respuestas prefijadas que se desean obtener. La
primera es el objetivo de las experiencias cientificas; la

segunda esta mas conectada con propositos técnicos en

general.

Aqui nos vamos a centrar, aunque no
exclusivamente, en la predicion de la respuesta del sistema,
por constituir un instrumento basico esencial en la sintesis

de un modelo, cualquiera que sea el objetivo especifico que

se persiga.

Dentro de un planteamiento general, pues, los
objetivos van a consistir en, formular modelos de procesos
mediante la termodinamica de redes, y, principalmente, pasar
del modelo general, al especifico, que tiene en cuenta las
caracteristicas concretas del sistema particular en estudio,
incorporando tanto condiciones de contorno, como condiciones
iniciales, determinadas por la situacidén experimental. Y a
partir del modelo cuantitativo, predecir caracteristicas
cualitativas y cuantitativas del _éféfema, en base a su

estructura de red topoldégica y haciendo uso de las técnicas

de analisis de redes.

En un planteamiento mas concreto, los objetivos
precedentes se aplicarian a procesos de transporte a través
de membranas artificiales, especificamente a la difusién,
difusidn-conveccion y fenomenos electrocinéticos de flujo y

electro6ésmosis, procesos de gran interés por si mismos y que

~10-



van a permitir abordar la problematica asociada con
membranas heterogéneas, acoplamientos energéticos y efectos

de polarizacion, asi como el analisis de sistemas en

condiciones no-estacionarias.

I.3.- ORIENTACION DEL TRABAJO

L

La presente Memoria se ha estructurado en siete
capitulos que pretenden servir los fines de conectar con 1la
base de la investigacion realizada, su desarrollo explicito

y el resumen de las contribuciones mas relevantes aportadas

en la misma.

En el capitulo II, se introducen aquellos aspectos
de la termodinamica de redes en que se sustentan nuestra
propuesta de modelos de distintos procesos y su analisis. No
se ha pretendido por tanto incluir el formalismo completo ni
las implicaciones teodoricas que conlleva. Asi, por ejemplo,
no se hace mencidén a la descripcioén bond graph, atendiendo
en exclusiva a la descripcion por grafos lineales, que es la
que hemos empleado en todo el desarrollo de la
investigacion, dada 1la disponibilidad del programa de
computacion SPICE2, del que en el Apéndice se da una guia

basica de utilizacion.

-

En el capitulo III se considera el proceso de
difusion no estacionario en membranas artificiales, tanto
homogéneas como no homogéneas multicapas, determinando 1la
influencia de 1la heterogeneidad sobre 1los perfiles de
concentracién y la dependencia temporal de la presién
osmOtica. Se proponen modelos de red que no s6lo tienen en
cuenta la estructura de la membrana sino también

condicionantes experimentales que pueden darse en un proceso
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real (condiciones en los limites y condiciones iniciales).

En el capitulo IV se aborda el acoplamiento
difusion-conveccidén, determinando el efecto que un flujo de
volumen induce sobre 1los perfiles de concentracidn en
membranas homogéneas y heterogéneas, asi como sobre 1la
evolucion temporal de la presidén osmética. La simulacioén de
la respuesta del sistema a partir del modelo de red
representativo del fendomeno, permite cuantificar el efecto

del acoplamiento hidrodindamico entre los flujos de soluto y

disolvente.

En el capitulo V, se continta el analisis de
procesos acoplados, en este caso acoplamiento hidrodinamico
y eléctrico, como es el que resulta en los fenomenos
electrocinéticos de flujo y electrodésmosis. Aqui nos han
interesado particularmente dos tipos de cuestiones. Una es
el efecto de polarizacién, al que no se le ha prestado mucha
atencion en la bibliografia existente, resultante de las
discontinuidades en el numero de transporte entre la fase
porosa y la fase liquida, polarizacién que puede ponerse de
manifiesto, en sistemas porosos, para flujos ionicos
relativamente pequefios. De este modo, el flujo de 1liquido
y/o «corriente eléctrica a través de sistemas porosos
selectivos, da lugar a fenémenos de difusidn-conveccidn o de
difusidn-conveccidén-electromigracién en las interfases,
"modificando las concentraciones interfaeciales. locales.
Estas, a su vez, originan flujos osméticos locales
transitorios y diferencias de potencial que dificultan 1la

determinacién de magnitudes experimentales importantes como

el potencial de flujo.

El segundo aspecto que hemos abordado es el de los
fenomenos de relajacién en tales procesos, como método de

evaluacion de propiedades del sistema en estudio, que si
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bien necesita de un dispositivo experimental mas sofisticado
respecto de las experiencias en régimen estacionario,
permiten determinar los coeficientes fenomenoldgicos a

partir de una simple curva.

En el capitulo VI se incluyen las conclusiones
obtenidas de nuestro trabajo para finalizar, en el VII, con
la exposicion de la bibliografia que nos ha servido de base

para el mismo.
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II1.- TERMODINAMICA DE REDES

ITI.1.- Puertas energéticas. Propiedades topoldgicas y

geométricas de una red.

II1.2.- Analisis, sintesis y conversion de multipuertas.

II.3.- Rendimiento en la conversion energética.



IT.1.- PUERTAS ENERGETICAS. PROPIEDADES TOPOLOGICAS Y

GEOMETRICAS DE UNA RED

La aplicacion de la Termodinamica de redes al
diseno de un modelo representativo de un sistema, asiento de
un proceso fisico, requiere, por una parte, la introducciodn
previa de algunos conceptos y el simbolismo a utilizar, vy
por otra, el establecer la estructura operacional necesaria

para el analisis del problema. A ello dedicamos las paginas

que siguen.

Dado un sistema, a cada modo de interaccion del
sistema con el medio se le designa como una puerta
energética, de modo que se puede hablar de una puerta
térmica, mecanica, eléctrica, etc. Si el sistema y el medio
interactuan mediante una determinada puerta energética, su
interaccion implica una transferencia energética o de
potencia. Si se toma como referencia la potencia, ésta viene
expresada por el producto de dos variables, denominadas
usualmente flujo, J, y fuerza, X, magnitudes medibles, y que
se consideran variables dinamicas basicas. Las fuerzas son,
a su vez, la diferencia o el gradiente de otras magnitudes,
que se suelen llamar potenciales, ¢, por analogia con el
potencial eléctrico. Cada modo de interaccidén puede
representarse por una monopuerta, es decir, un elemento con
dos terminales al que se le asocian las variables flujo y
fuerza, tal que el flujo es.el mismo en cada terminal, <y la

fuerza es la diferencia de potencial entre sus extremos.
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Las monopuertas pueden considerarse versiones
matematicas idealizadas de componentes reales de un sistema
o de los subsistemas en que éste pueda dividirse, o bien
utilizarse para representar determinados efectos fisicos,

que es la faceta que consideraremos en este trabajo.

Al analizar un sistema dinamico mediante 1la
termodinamica de redes, se subdivide mentalmente éste en
subsistemas homogéneos, y en cada uno de ellos se consideran
por separado los procesos reversibles e irreversibles que
puedan coexistir. Esto da lugar, en los casos mas sencillos,
a disponer de una serie de monopuertas que sera preciso
conectar para disponer de un modelo grafico del sistema, es
decir, wun conjunto de lineas o ramas, un conjunto de
vértices o nudos, y una ley de asociacién de las ramas a los
distintos pares de vértices, es decir, un grafo. En cada
monopuerta se asocia, bien arbitrariamente, bien
fisicamente, un sentido al flujo, representandolo por una

flecha.

Resulta asi una red, es decir, un grafo dirigido

en el que las ramas estan asociadas a determinados flujos.

Pero para que tal red represente un cierto sistema
dinamico, en la termodinamica de redes se imponen las

ligaduras topologicas de que las variables dinamicas

Y

pbegezcan las leyes de Kirchhoff, que no son mas que otra .

forma de expresar las condiciones de conservacién y de
continuidad.

Asi, a 1las variables flujo se les exige su
conservacion a través de los limites de los subsistemas, es
decir, que obedezcan la ley de corrientes de Kirchhoff, por
lo que se las denomina variables LCK. Las variables fuerza

se definen con la condicidén de que sean funciones tnicas vy

~1 K.
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continuas de la posicidon a través de los limites, esto es,
que satisfagan la ley de voltajes de Kirchhoff por lo que
reciben el nombre de variables LVK. De este modo se asocia a
los elementos del grafo o de 1la red dos estructuras
algebraicas 1independientes: un conjunto de flujos que
obedecen a una ley de conservacion local (LCK) y un conjunto

de fuerzas que satisfacen una condicién de unicidad (LVK).

En consecuencia, cada monopuerta tiene asociada
dos variables, wuna de ellas, variable LCK, y 1la otra,
variable LVK. Desde un punto de vista mas abstracto, una
monopuerta puede definirse como una funcidén que asigna a una
variable LCK, una variable LVK, llamandose ecuaciodn
constitutiva a la relacion que dicha funcién establece entre
dicho par de variables. En este sentido, lo esencial en

cuanto a las variables que caracterizan una monopuerta es el

ser variables LCK y LVK.

Para describir el comportamiento dinamico de un
sistema, ademas de las variables flujo y fuerza, es a veces
necesario disponer de las variables denominadas momento, p,

y desplazamiento, q, definidas mediante las expresiones

integrales:

t
p(t) =jx(t)dt = Py * th(t)dt (1)

-

q(t)

I
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fJ(t)dt

o por las expresiones diferenciales
dp(t) = X(t)dt (3)

dq(t) = J(t)dt (4)

=1 0=



Si la potencia viene dada por el producto de las variables

flujo y fuerza, la energia sera:

E(t) = fp(t)dt =jx(t)J(t)dt (5)

-

o bien, introduciendo las variables p o0 q:
E(t) = [X(t)da(t) = [J(t)dp(¢) (6)

El momento, P, y el desplazamiento, q, son
variables LVK y LCK, respectivamente, si asi lo son X y J, Yy
estas cuatro variables son los UGnicos tipos que se necesitan

para modelar un sistema fisico dinamico.
Segiin sea la relacidén constitutiva, que relaciona
las variables LCK y LVK asociadas a una monopuerta, asi sera

el tipo de monopuerta, pudiendo clasificarse en tres grupos:

Monopuerta resistiva, que es un elemento en el

cual las variables fuerza y flujo estan relacionadas por una

funcion independiente del tiempo:

X = Fo(J) 6 3= F, TY(X) (7)
Usualmente, una monopuerta resistiva o resistor disipa
energia ( resistencia eléctrica, amortiguadores mecanicos,
diafragmas porososc en reccnducciones de: fluido,.. etc.) que
puede ser evaluada mediante la ecuacién (5). Cuando 1la
funcion FR representa una dependencia no lineal, el resistor
es un elemento no lineal. Para caracterizar la relaciédn

constitutiva (7) se puede definir la resistencia, R,

mediante:

R = dX/dJ = dFR/dJ (8)
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En el caso en que FR sea una funcidén lineal, R es
constante, y para resistores disipadores de : energia, es
decir, resistores pasivos, R es positiva. De acuerdo con

(8), el simbolo utilizado para representar una monopuerta

resistiva es

] R} .

[.a monopuerta capacitiva es un elemento en el cual

las variables fuerza y desplazamiento estan relacionadas por

una funcioén no dependiente del tiempo
p -1
q = FC(X) o X = F (q) (9)

Tales elementos almacenan y entregan energia sin pérdidas.
Son 1dealizaciones de procesos que dan lugar a una
acumulacion energética o de componentes como muelles,
condensadores eléctricos, acumuladores, etc. Utilizando las

relaciones (6) y (9) la energia almacenada puede expresarse

CcComo

q
E(q) = fq)((q)dq (10)

0

Una forma alternativa de expresar la relacion constitutiva

(9) .es introduciendo la capacidad, C, definida por
C = dq/dX = dFC/dX (11.a)

que resulta ser constante en el caso en que la dependencia
(9) sea lineal. En este caso, derivando respecto del tiempo,

se obtiene la expresion:

J = C(dX/dt) (11.b)

=18



Ello permite representar la monopuerta capacitiva mediante

o —Lc} —

Y finalmente, la monopuerta inercial o inductiva,

cuando la relacién se establece entre las variables flujo y

momento:
p = FL(J) 6 J = F (p) (12)

Se utiliza para modelar efectos de inductancia en sistemas
eléctricos y efectos de masa o inercia en sistemas mecanicos
o fluidos. Es tambien, un elemento acumulador de energia,

que puede ser evaluado mediante

E(p) =_[:J(p)dp (13)

0

definiéndose la inductancia, L, como
L = dp/dJ = dFL/dJ (14)

En problemas mecanicos L representa la masa (traslacidén) o

el momento de inercia (rotacidén), y en sistemas eléctricos

. corresponde al cceficiente de autoinduccidn. S OT

A menudo, la energia asociada con un condensador
se designa como energia potencial, mientras que la asociada

a una monopuerta inductiva recibe el nombre de energia

cinética, sobre todo en sistemas mecanicos. En sistemas
eléctricos, se suele hablar de energias eléctrica vy
magnética.
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Segun sefialan Karnopp y Rosenberg (1975) no es
necesario definir un cuarto tipo de monopuerta _‘(relacién
entre p y q) pues el posible papel a jugar puede ser
representado por otros elementos. En cualquier caso, en este
trabajo s6lo se van a emplear las monopuertas resistivas vy

capacitivas.

Los procesos de almacenamiento y disipacion de
energia se originan, normalmente, en cada punto del sistema,
pero los elementos R y C se consideran, conceptualmente,
como subsistemas separados, que se comunican energéticamente

mediante enlaces ideales de energia.

Para completar las monopuertas basicas, amén de
las anteriores es preciso introducir las fuentes de fuerza y
de flujo. Los casos mas sencillos son las fuentes
constantes, en las que las relaciones constitutivas toman la
forma FJ(J)=0 y FX(X)=O para la fuente de flujo constante y
para la fuente de fuerza constante, respectivamente, y que

se simbolizan en la figura 1.a.

Figura II1.1
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En la figura 1.b, se incluyen 1los simbolos
relativos a fuentes controladas, de flujo vy fuerza,
respectivamente, cuya salida corresponde a un flujo o a una
fuerza que dependen de otro u otros flujos y/u otra u otras

fuerzas, que van a permitir representar acoplos energéticos

de distinto tipo.

Ciertamente, el concepto de monopuerta puede ser
generalizado. Si a cada modo de interacién energética le
asociamos una monopuerta, un sistema capaz de interaccionar
con el medio mediante transferencias de energia de diversos
tipos, constituira una multipuerta, que vendra representada

por un elemento con tantos pares de terminales como modos de

acoplamientos energéticos existan. Sin embargo una
multipuerta no ha de concebirse como una simple
yuxtaposiciodn de  monopuertas independientes, sino un

elemento en el que los distintos procesos energéticos pueden

interaccionar entre si. Es decir, en una multipuerta,
constituida por puertas mecanica, térmica, eléctrica,
quimica, etc., si se modifica 1la puerta eléctrica, por

ejemplo, ello afectarid seguramente a la puerta quimica, vy

quizas a las demas.

En una red se pueden considerar dos propiedades

fundamentales: su topologia Y su geometria. Las propiedades

topologicas .dependen— tnicamente _de. 1la asignacion de .

conexiones entre los diferentes puntos, o de 1las posibles
combinaciones de trayectorias que unen un nudo dado con
otros nudos. Son independientes de las medidas, y desde un
punto de vista topolégico, dos grafos seran iguales si las
asocliaciones de vértices y ramas son las mismas. Las
propiedades asociadas a las medidas son las geométricas. Dos
grafos son iguales geométricamente si los potenciales y

flujos de cada nudo y rama correspondiente son iguales para
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cualquier conjunto de valores que puedan ser elegidos para
los flujos o las fuerzas, lo que requiere que deban ser
especificadas las relaciones constitutivas. Las propiedades
topologicas de un sistema o un proceso fisico estan
relacionadas con la estructura logica de la teoria, mientras
que las propiedades geométricas estaran relacionadas con la

fenomenologia.

Las propiedades geométricas de la red, es decir,
sus caracteristicas métricas, se siguen de las relaciones
constitutivas. Las propiedades topologicas de una red
representativa de un proceso o un sistema fisico se obtienen
de las leyes de Kirchhoff, por lo que, como sefiala Peusner
(1986) se podria hablar de redes Kirchhoffianas. De hecho,
dichas leyes constituyen una serie de restricciones lineales
en los valores instantaneos que pueden tomar los flujos vy
las fuerzas, y dado que estas limitaciones dependen
unicamente del modo en que se conecten los elementos de 1la
red, las leyes de Kirchhoff pueden considerarse como

ligaduras topoldgicas.

Dicha ligaduras, ademas de implicar la
conservacion y continuidad de flujos y fuerzas,
respectivamente, dan lugar a _ un resultado fundamental,
denominado teorema de Tellegen, aplicable a cualquier tipo

de red, lineal y no lineal, pasiva o activa, que establece

e —

= —

_que la suma extendida a todas las ramas de una red del.- .
producto de las fuerzas y flujos en cada una de ellas es

cero (Tellegen, 1952):

f Xi'Ji = 0 (15)

que admite una inmediata interpretacion en conexidén con la
conservacion de la energia o la potencia, lo que

evidentemente no es un resultado fisico nuevo, pero si es
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importante, como sefiala Peusner (1986), el hecho de que para
establecer la ecuacion (15) no se necesita hacer uso de las
relaciones constitutivas, que son propiedades geométricas, y
su validez se asienta exclusivamente en las leyes de

Kirchhoff para flujos y fuerzas, que son propiedades

topoldgicas.

Sin embargo, en el caso de redes resistivas
lineales, el teorema de Tellegen conduce a 1la 1llamada

condicidén o teorema de reciprocidad, que puede enunciarse

diciendo que si la aplicaciéon de unas fuerzas arbitrarias

(xl’ XZJ
de las puertas corespondientes, y otra serie de fuerzas

iy Xn) conduce a una respuesta (Jl, J2, N Jn)

(Xl', Xz', . Xn') conduce a una respuesta (Jl', Jo's een,

Jn'), la red es reciproca si se verifica que
(X, J.' = § X.* J. (16)
]

condicion sobre la que volveremos mas adelante.

II.2.- ANALISIS, SINTESIS Y CONVERSION DE MULTIPUERTAS

De las dos notaciones alternativas utilizadas en
la termodinamica de redes, bond graphs y grafos lineales, en
este trabajo se ha seguido 1la segunda; 1lo que permite
utilizar las avanzadas técnicas empleadas en ia ﬂﬁe-o‘ri‘a- de
circuitos eléctricos. No nos vamos a detener en ellas, que
por otra parte aparecen en cualquier libro clasico de teoria
de redes eléctricas( Kuo (1966), Chua (1969), etc.), sino
unicamente sefialar algunos aspectos de interés para nuestros

propositos.

Los dos problemas centrales de la teoria de redes



son el analisis y la sintesis de redes especificas. En el
primer caso, dada una red (la cual representa algin sistema
fisico de interés) hay que determinar las ecuaciones que
describen su comportamiento; en el segundo caso, que
corresponde al problema inverso, se trata de encontrar un
modelo de red que obedezca una serie de ecuaciones o que sea

isomorfo con el sistema fisico.

En los problemas de analisis se esta
frecuentemente interesado en determinar el comportamiento de
flujos y fuerzas a través de ciertos pares de terminales
(puertas), para lo que se hace uso de 1las propiedades
basicas y métodos de resolucion de 1la teoria clasica de
circultos. En este trabajo nos ha interesado especialmente
la resolucidon numérica en el analisis de las redes, lo que
se ha llevado a cabo mediante el programa para la simulaciodn
de <circuitos eléctricos no-lineales denominado SPICE2.
Aunque en el Apéndice se tratara con mas detalle, aqui vamos

a indicar brevemente algunas caracteristicas del mismo.

Al escribir un programa de simulacidén se debe
especificar la topologia de la red mediante la numeracién de
sus nudos y la descripcidon de los elementos conectados entre
ellos. El programa SPICE2, aparte de con una gran variedad
de elementos semiconductores y otros dispositivos eléctricos
como autoinducciones y transformadores, que no utilizaremos
en este trabajo, puede operar con elementos pasivos como
resistencias y'condensadores, lineales o no-lineales, ademas
de con fuentes independientes, ya sean de tensidén (fuerza),

ya de intensidad (flujo).

Hay cuatro tipos de fuentes controladas, es decir,
fuentes de tensién (fuerza) o corriente (flujo) controladas
por una o mas corrientes o tensiones de cualquier parte de

la red. Estas pueden ser tanto funciones lineales como
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funciones no lineales complejas. En SPICE2, las dependencias

X-J de tipo no-lineal han de ser de forma polindémica, bien

mono o multivariable.

Los programas son extremadamente flexibles en su
formato de salida, y todo el aspecto matematico del
problema, incluyendo especial@ente las ecuaciones
diferenciales, se resuelve a partir de la topologia de 1la

red y las relaciones constitutivas de sus elementos.

La sintesis, como se ha dicho, es el problema
inverso. Como ejemplo, consideraremos el caso mas simple, de
monopuertas resistivas. Sea un sistema fisico caracterizado
por una sola fuerza y un unico flujo conjugado, cuya
dependencia viene representada graficamente en la figura

2.a. El1 objetivo es encontrar el modelo de red para el

sistema.

Figura II1.2
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La dependencia analitica que describe el

comportamiento del sistema, sera del tipo
X =R . J + X (17)

que permite considerar una monopuerta resistiva y una fuente
constante de tensién, cuya conexion proporciona la red de la

figura 2.b.

Si el proceso exige la introduccion de bipuertas,
el desarrollo es mas laborioso. Una bipuerta es un elemento
de cuatro terminales, con un flujo de entrada J1 y su fuerza
conjugada Xl y un flujo de salida J2 y su fuerza X2,
implicando un fendémeno de acoplamiento. Las ecuaciones
fenomenologicas del mismo son las relaciones constitutivas
de 1la bipuerta, con dos variables dependientes y dos

independientes.

J1 - Jz
X BIPUERTA

Las ecuaciones pueden adoptar distintas formas, y
asi, para una bipuerta 1lineal, su expresion en la forma

resistiva es,

X. = R 3a R J (18)
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en las que Rij son coeficientes constantes.

La forma conductiva L de estas ecuacliones es:

(21)

-
I
h
>4
+
=
»<

Existen dos series adicionales de ecuaciones de interés:

Xl = H11 Jy o+ le X, (22)

J, = H,, J, + H,, X, (23)
:

Jy = P35 %53 * Y43 99 (24)
denominadas formas '"hibridas", ya que mezclan flujos y

fuerzas como variables independientes, y que conducen en
ciertos casos a representaciones de bipuertas muy utiles.
Dado cualquier conjunto de coeficientes (R, L, H 6 P) se
pueden expresar en funcion de los otros por medio de 1los

procedimientos algebraicos usuales. Las relaciones vienen

dadas en la Tabla 1 (Peusner, 1986).

La teoria de redes permite la sintetizacion de

cada una de las anteriores ocho ecuaciones como sigue:

Cada ecuacion puede ser considerada como una suma
de dos fuerzas si la variable a representar es una fuerza,
caso de las ecuaciones (18), (19), (22) y (25), o suma de
dos flujos si la variable a representar es un flujo,

ecuaciones (20), (21), (23) y (24). Claramente, en el caso

" .



[R] | (L] | [H] (P]
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- R21 1| L1 detl -Pan P11
- H H
Ra22 R22 L1t L11 < s detP detP
1 -R12 | det L L12 H2 -Hi2 | o Pyo
P R11 R11 L22 L22 detH detH
R21 det R | - L21 1 - H2q Hqq
P P
R11 R11 L22 L22 l detH detH 21 =

Tabla II.1
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de multipuertas habra mas de dos terminales, pero el

principlio es el mismo.

Cuando la variable de puerta a modelar es wuna
fuerza, esta puede ser representada, como se 1indica en la
figura, por medio de una resistencia R (que obedece la ley
X = J.R) en serie con una fuente de fuerza X ., la cual es

funcién de una variable no conjugada (otra fuerza o flujo),

La puerta de fuerza es entonces modelada como la suma de 1la

fuerza en la resistencia R y la fuente fuerza, de acuerdo a

la ecuacion general
X = JR + X! (26)

Se pueden hacer las siguientes identificaciones
entre las ecuaciones anteriormente dadas, los coeficientes R

y X, y las variables de puerta X y J:
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ecuacion X N | R X!

(18) X J R R.. J

1 1 11 12 Y2
(19) X5 Jo Ra2 Ra1 1
(22) Ay o Ay - Hyp X,
(25) *y Jo Fa2 K31 %y

Como X' es una fuerza, los coeficientes R12 y R21 de dicha

columna, asi como los de la columna R son resistencias.

Por otro lado, aquellas ecuaciones en las que la
variable de puerta a modelar es un flujo pueden ser
representadas, como se muestra en la figura, por una
conductancia G (que obedece la ley J = G X) en paralelo con

una fuente de flujo J°, la cual es funcion de una variable

no conjugada,

=30



En definitiva, tenemos que:

J =G X + J! (27)

Podemos hacer, al igual que antes, la siguliente

identificacion de variables:

ecuacion J X G J !
(20) b Ay L1 Lyg *2
(21) J 9 X, L2 Mgy Ay
(23) Jo X, Hio Hag Jyg
(24) J g - P11 P12 J2

L, vy L,y asi como todos los coeficientes de la columna G

son conductancias.

Para construir los modelados completos,
simplemente ponemos las redes, correspondientes al par de
ecuacior;es, enfrentadas una a otra, obteniendo 1las cuatro
redes bipuerta de la figura 3 y que denominaremos R, L, H y

P. ‘

Este procedimiento es extensible de una forma
directa a cualquiera que sea el numero de pares de variables
conjugadas flujo-fuerza que existan, es decir, a redes

multipuertas.

Pero las redes R, L, H y P obtenidas estan

desconectadas. En este sentido, es 1interesante detenernos a
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considerar la propiedad de reciprocidad de wuna red en

relacion con su conexion.

En 1631 Onsager mostro que en un sistema lineal de

dos flujos y dos fuerzas relacionados por las ecuaciones

fenomenologicas (18) y (19) 6 (20) y (21), las matrices de

los coeficientes son simétricas, o en otras palabras, que:

R. . R.. yL..=L... Tal simetria, para una red resistiva
ij “ 1 ij ji

lineal puede demostrarse a partir del teorema de Tellegen

(Peusner (1986), Mikulecky (1977)).

I

Para ello es conveniente expresar dicho teorema en
una forma mas adecuada que la correspondiente a la ec. (15).
Si la sumatoria en ec. (15) es dividida en términos
correspondientes a los terminales de puertas y los

correspondientes a las restantes ramas de la red, se sigue

que:

r X. J. = - ¢ X, J (28
red 1 1 puerta € € )

Por otro lado, conviene fijar la direccidén positiva de los
flujos de puertas para eliminar el signo (-) en la anterior
igualdad: un flujo puerta se considera positivo (+) si es
entrante en un nudo, y negativo (-) si sale de él. La

expresién final de Tellegen queda en la forma

! X. J. = I X, J 29
red 1 1 ;:;uua-rtat t ( )

Considérense dos series de medidas en una red
resistiva, Jg = Xi y Ji'— Xi'. Usando 1la condicidén de
reciprocidad (ec.(16)), la expresidén anterior del teorema de
Tellegen (29) puede utilizarse en dos formas alternativas

aplicada a las series de medidas con acento y sin é1:
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: X, J.' =53¢ X_J.° - (30)

) red 1 1 puerta © t
o bien:
I X.'J. =% X, ' J 1
red 1 1 puerta t t (31)

Por ser una red lineal, cada elemento de circuito

ha de verificar la ley de Ohm:

X. = R. J. y X.' =R, J.'
i i 1 i i i
que introducida en el sumatorio - red:
z ! —_— ' —— - - - t - E = = !
zoX Ji.‘liﬁ(Ri J. ') J; ;1(12.:L J.) J; i*xl J. (32)

relacién de reciprocidad que es equivalente para los

terminales de puerta:

fF X ''J = X, J.! (33
puerta € t puerta t t 3 )

Ahora, si introducimos las relaciones

) » f R J (34)

Xt = IRy T (35)

(donde en cada caso la sumatoria se refriere a la totalidad

de pares terminales), ambos miembros de 1la relacidn de

reciprocidad podran escribirse, como:

X ' s T I .

v xt Jt t  k Rtk Jk Jt (36)
1 - 1

% xt Jt - % E R, Jq Je (37)
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intercambiando subindices
EX, J, ' = i i R, , J, J, ! (38)

de (33) se tiene que:

(39)

A
Il
e

tk kt

Tal relacién de simetria, consecuencia de 1la
reciprocidad, conduce a una conexion topoloégica de la red

(Peusner, 1986), siendo ésta resistiva.

Consideremos la red R, desconectada, de la figura

3, equivalente a las ecuaciones:
X, = R J,., + R J (40)
(41)

y operemos en ella utilizando los métodos <clasicos de
simplificacidén de redes. Siguiendo los pasos establecidos en
la figura 4, a-b-c y d, llegamos a la conexion de las dos

~partes de la red, figura 4.d, y en la que:

Ry = Ryy - Ryy .
Ry = Ry - Ry
R3 = R,

En el caso de que el sistema sea reciproco, R12 =
R,,> desaparece la fuente controlada de tensién, y la red
conectada de figura 4.d se reduce a 1la red resistiva

mostrada en Figura 5, que, por su forma, recibe el nombre de
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Figura II.5

El mismo procedimiento puede usarse para obtener
la red conectada correspondiente a las ecuaciliones
fenomenolégicas en su forma conductiva (ec. (20) y (21)). En

la figura 6 se indican los pasos seguidos.

Nuevamente encontramos que, si el sistema es

reciproco,ljj:=:L21, la red equivalente se nos reduce a la

de la figura 7. Esta es la red - PI

Figura II1.7
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Segiin la Tabla 1 una simetria en las matrices de

coeficientes R y L implica que 1las matrices H y P sean
antisimétricas, por lo que la conectividad de las redes sera
extensible a los modelos bipuertas H y P si1 satisfacen 1la

condicioén de antireciprocidad.

Cuando las ecuaciones (R o L) no son reciprocas,la
red es una resistiva T o PI mas una fuente adicional, como
se muestra en figuras 4.d y 6.e, es decir, una red activa,
mientras que un modelo R o L simétrico o un modelo H 6 P
antisimétrico, tendra la caracteristica de ser completamente

pasivo, es decir, no contiene fuente alguna.

Como ya se ha dicho, el tratamiento de
multipuertas es analogo al de bipuertas descrito. Pero la
aplicacién de 1la termodinamica de redes a sistemas mas
complejos permite representarlos mediante  una red,
reticuladndolo en sistemas mas simples y estableciendo sus
conexiones, suministrando informaciodn acerca de sSus
relaciones estructurales, de forma que puedan ser estudiadas
las relaciones entre el todo y sus partes, manifestando el
hecho de que un sistema complejo, en su aspecto dinamico, es

algo mas que la suma de sus partes.

Los sistemas complejos pueden estar constituidos
de infinitos modos, segiin sea la naturaleza de los elementos
y su configuracion geométrica. No obstante, gran numero de
procesos pueden ser analizados en términos de dos casos

fundamentales:

a) Formacion en serie: Caracterizada por la igualdad en el

flujo que atraviesa los distintos elementos.

b) Formacion en paralelo: Caracterizada por la igualdad de
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fuerza entre los distintos elementos.

La técnica de analisis de formaciones
serie-paralelo es muy conocida para sistemas puramente

eléctricos (monopuertas), pero quizas, no tan familiar para

multipuertas termodinamicas. El analisis de Peusner (1970)

para tales sistemas se basa en la i1dea de que si O es un

—- :

vector de n-salidas, I un vector de n-entradas, y M es 1la
- - - - = + +

matriz constitutiva nxn que las relaciona, 0 = M I , en una

configuracién donde las entradas sean <constantes las

relaciones entrada - salida se combinan como:
Qeotal = Y1 * 9 = Hy I + M, 1= (M1 " Mz) L o= M, I (42)

De las definiciones establecidas para las agrupaciones serie
y paralelo, se sigue que en el caso de considerar a los
flujos como las entradas, se estaria en la situacidén de una
configuracién serie de multipuertas, y la matriz M pasaria a
ser la matriz constitutiva resistiva R (i = R 5). Por el
contrario, si son las fuerzas las consideradas como entradas
la situacidén cambiaria a la de una formacién paralelo,

mientras M pasa a ser ahora la matriz constitutiva en forma

conductiva L ( I == L i).

De este modo se muestra la analogia entre las
asociaciones serie-paralelo de redes multipuertas y 1la
agrupacion seriewparaielo de simples elementos resistivos
(1-puerta), haciendo posible el analisis de asociaciones

mixtas de multipuertas, como si de un circuito de elementos

resistivos se tratase.
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II.3.-RENDIMIENTO EN LA CONVERSION ENERGETICA

Otro aspecto de 1interés a considerar en las
bipuertas es el del rendimiento en la conversidon de energia
que se produce en los fenomenos acoplados. Este problema, en
el marco de la teoria onsagerista, ya fué analizado en 19635
por Kedem y Caplan, quienes determinaron el rendimiento
maximo de un sistema lineal y reciproco, rendimiento que en

la formulacién conductiva viene expresado por

2
q

nooo= : (43)
(1 + (1 - qg©)2)°

donde q es el parametro denominado grado de acoplamiento,
caracteristico del proceso de conversiéon de energia, vy

definido como
]
q = le /(LIILZZ)2 (-1 <q <1) (44)

Siguiendo a Peusner (1983) queremos ahora abordar
el problema, mediante la representacion bipuerta, de un
fenomeno acoplado incluyendo el caso en que no exista
reciprocidad, y pueda tener lugar una conversion de energia

bidireccional.

-

F:w - 1la representacion bipuerta de un  sistema-

sometido a dos flujos y dos fuerzas, aquellos se definieron
como entrantes a ella, con lo que ambos pares de terminales
se consideraban como entrada. Manteniendo tal sentido para
los flujos, el tratar un par de terminales como salida no
implica mas que considerar el flujo correspondiente como

negativo.

A fin de conocer cémo tiene lugar la conversion de
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energia, es necesario conectar una carga a la puerta de

salida. Si ésta es la 2, la bipuerta se dice que _ opera de

modo directo.

En la figura 8 se muestra una bipuerta conversora
de energia con una carga R,. la fuerza a través de la carga

es X siendo el flujo que la atraviesa —Jz.

2!

X4 BIPUERTA X2 I RL

Figura I1I.8

Esta bipuerta puede ser descrita mediante
cualquiera de los parametros R, L, H, P. Si se utilizan los

parametros hibridos H y P, los primeros para expresar el

flujo J2 como
de donde
Ho Jp = Jg - X5Hy5, ‘
como
X2 = - RL J2

sustituyendo, resulta

por lo que
J2/J1 = H,, / (R H,, + 1) (45)
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Mediante los parametros P, la fuerza a través de

la carga RL’ puede escribirse como

Xy = Py X, + Pyody
o bien,
X, = Py X, - PyoXy /Ry
luego i
xz/x1 = P,, /1(1+P22/RL) (46)

Multiplicando (45) y (46) se puede obtener la expresion del

rendimiento en la conversién de energia directa

d - X5 I - P21 %21

(47)

=3
Il
Il

Ay (RLH22+1)(1+P22/RL)

El rendimiento maximo se obtiene a partir de la

condicién de an/?3 R, = 0, que nos conduce a la carga

6ptima para la conversion de energia directa:

1

Introduciendo esta expresién en la del rendimiento, se

optiene el rendimiento maximo:

B P21 H21

nd = (49)
Mmazx 2
(1 + (H

1
- |
29 Pogpl?)

yv mediante la tabla de conversion de parametros (Tabla 1),
es posible obtener el rendimiento miaximo en funcidon de los

parametros R o L. Asi, en términos resistivos:
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d R21 R21/Rll R22
n — - . (50)
max _% 2
(1 + (1 - Ryy Ry /Ryy Ryy)?)
y en términos conductivos:
. Loy LZI/LII La2
nmaxz (51)
2

1
= 2
(1 + (1 Li2 L21/L11 Lyp)™)

Los coeficientes de acoplamiento Q19 ¥ 99y pueden

ser definidos como:

1 1
_ 2 L 2
Q9 = “Ry,/(R; ;1 Ryy) y 954 R, /(R Ry,) (52)

y en funcion de los coeficientes conductivos L, por

1 1
Ayp = Lyp/(Lyy Lyy)” y Apq = Ly /(L Lyp)° (53)
Introduciendo los coeficientes q en las ecuaciones
(50) y (51) se obtiene la expresion para el rendimiento

maximo en funcion de los coeficientes de acoplamiento:

o
- d (q,,)
o — (54)
=
-(l+ (1 "'q.lz q21) )
En el caso especial considerado por Kedem y

Caplan (1965) en el que el sistema es simétrico en el

sentido Onsager, di9 = 4oy = 95 donde q es el grado de

acoplamiento y la expresion anterior se reduce a la ecuaciodn

(43) propuesta por dichos autores.

La ecuacién (54) es valida tanto para procesos

reciprocos como no reciprocos, y en éstos, el orden de los



subindices que figuran en el numerador permite especificar
el sentido de 1la conversidon energética, es decir, qué

variables flujo - fuerza son las variables de entrada vy

cuales son las de salida.

Se puede utilizar la misma linea de razonamiento
para determinar el rendimiento maximo inverso, es decir,

cuando el sentido del proceso es el contrario. En este caso,

se define

n = —Xl J 4 / X, J o £55)
y el rendimiento maximo vendra expresado como:
2
i (ay,)
oy = L, (56)
2

siendo la carga o6ptima para dicho rendimiento maximo:

R' = (H, /P, )? (57)
L 11 11

Comparando las ecuaciones (54) y (56) puede
obtenerse otro interesante resultado: dado que Qo = 4o, €n
el caso de reciprocidad, se sigue que un sistema reciproco
tiene el mismo rendimiento maximo operando directamente o
inversamente. NoOotese, sin embargo, que 1las cargas O6ptimas
pueden ser diferentes. Ademdas, de las expresiones del
rendimiento maximo, resulta que una disipacién positiva
requiere que

9p292p <1
es decir, que el det L 20. Asi, cuando 4,049,y = 1 estaremos
en presencia de procesos reversibles, y cuando dy999q < 1 los

procesos seran irreversibles.
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I11.1.- INTRODUCCION. MODELO DE OSTER, PERELSON Y KATCHALSKY

No existe una definicidén unificada de concepto de
membrana atendiendo a las funciones que realiza. Meares
(1977), considera una membrana como un sistema tal que,
interpuesto entre dos fases macroscoépicas, ejerce un control
selectivo de las transferencias de materia y energia entre
ambas. Tal definicidén incluye 1desde las 1interfases a los
tejidos biolégicos, si bien aqui nos referiremos como
membrana a un sistema 1limitado por superficies plano
paralelas, de espesor pequefio frente a su area lateral, y en

el que se despreciaran los efectos de borde.

Nos atendremos exclusivamente a membranas
artificiales, fabricadas mediante plastomeros organicos
sintéticos, conformando una pelicula fragil que presenta una
cierta selectividad al paso de determinadas moléculas o
iones. Si bien su complejidad, tanto estructural como
funcional, es incomparablemente menor que 1la de membranas
bioloégicas, el interés de su estudio, como sefiala Fernandez
Pineda (1979), radica tanto en constituir un modelo
simplificado de aquellas (el estudio de las relaciones de su
estructura con los procesos de transporte que en ellos
tienen lugar puede ser luego aplicado al complejo
comportamiento de las membranas bioldgicas), como por las

multiples aplicaciones_de los fendémenos que en ella ocurren.

Las propiedades del transporte a través de una
membrana pueden ser obtenidas por medio de una serie de
experiencias cuidadosamente controladas, a partir de las
cuales se evaluan un conjunto de parametros tales como 1la
permeabilidad, difusividad, conductividad, etc., que
permiten juzgar la utilidad de esa membrana para un proceso
particular. No obstante, conocer el comportamiento general

de una membrana en un proceso de transporte es
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particularmente dificil, ya que, dicho comportamiento, no
s6lo depende de 1la conformacién y composicion de 1la
membrana, sino también de la concentracion de las
disoluciones que contiene, la geometria del dispositivo Yy

las condiciones hidrodinamicas de las disoluciones

adyacentes.

Aunque el proceso de difusion no-estacionario a
través de membranas ha sido objeto de  bastantes
investigaciones (Coll (1972), Crank (1975), Barrie (1975)),
2 la hora de evaluar las ecuaciones que describen la presion
osmética con el tiempo se plantea el problema de requerir

elaborados calculos algebraicos (Versluijs y Smit, 1983).

El objetivo principal de este capitulo es elaborar
un modelo especifico de difusién no estacionaria de no
electrolitos que incorpore diferentes situaciones
experimentales, y predecir la respuesta dinamica del sistema
asiento del proceso, mostrando asi 1la potencia del
tratamiento mediante la termodindmica de redes. El capitulo
se halla dividido en dos partes, en funcion del tipo de
membrana considerada: membranas homogéneas y membranas no

homogéneas lineales.

El procedimiento que se sligue para obtener el
modelo en red representativo para la difusiodn no
estacionaria en membranas homogeneas,‘ fué descrito en
detalle por Oster, Perelson y Katchalsky (1973). E1l sistemé
considerado por ellos consistia en una membrana homogénea Yy

dos bafios, tal y como se indica en la figura 1.

Hay que distinguir dos aspectos importantes en
este proceso de difusién. Por wuna parte, el flujo de
permeante a través de la membrana da lugar a una disminucion

de la energia libre del sistema como consecuencia de dicho
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proceso. Junto a este fendomeno de disipacion de energia, hay
que considerar otro de almacenamiento, ya que la membrana se
comporta como un sistema capaz de almacenar ﬁarte del
permeante que fluye a través de ella, hasta llegar a su
saturacion. Cuando la membrana esté completamente saturada

se alcanzara el estado estacionario.

bano - { bano -2

Figura III.]1

Conceptualmente podemos separar estos dos aspectos
del proceso de la difusidon suponiendo que la membrana consta
de tres regiones o capas, de tal forma que la region central
representaria exclusivamente. el aspecto capacitivo (o de
almacenamiento) de la membrana, mientras que las regiones
extremas representarian el fendomeno de disipacidon de energia

libre que acompafia al transito del permeante.

El primer paso para construir un isomorfismo entre
el sistema fisico y el grafo topoldégico que lo represente es
el de asignar una rama a cada una de las regiones en que se

supone dividido el sistema, asociandole una variable flujo y
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una variable fuerza termodinamicas, de tal forma que se
establezca una correspondencia exacta entre las ecuaciones

de la red y las relaciones termodinamicas.

Consideremos primero las regiones de transito de
la membrana, las cuales, como hemos dicho, representan 1los
procesos disipativos asociados al transporte de un
no-electrolito a través de la misma. Podemos representar

cada uno de estos "elementos" disipativos por una rama, como

se muestra en la figura 2

Figura III.Z2

A la rama representativa de la regién de transito de la
izquierda, se le asocia la fuerza o4&y = ¥, - M y el flujo
J;‘ a través de zsta regién. Similarmente, para la reg}égwgg
la derecha, se asocia la fuerza K, = ¥y ¥ el flujo J:l’.
Nétese que se ha elegido una direccidn de referencia y que
el producto de las variables flujo y fuerza es la potencia

disipada en cada elemento.
Consideremos ahora 1la regién central de 1la

membrana y los dos banos, que son compartimentos en los que

hay almacenamiento, pero no disipacidén de energia libre. La
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Figura III.3.- Asignacién de 1los elementos de grafo al

proceso de transporte en membranas.

representacion de estos '"elementos reversibles" requiere
consideraciones especiales dado que, aparentemente, ningun
Ay se asigna a los banos. En realidad, sin embargo, los
potenciales quimicos caracteristicos de 1los bafios y del

compartimento de la membrana no estan univocamente
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determinados, a menos que Se€ refieran a un potencial de
referencia estandar , . Asi, por ejemplo, 1la rama que

represente al bano 1 puede dibujarse como se muestra en la

figura 3.a. Asociado a esta rama esta la fuerza - U y
1 o

el flujo J, . Si los bafios estan bien agitados no se

consideran flujos en los mismos; si1 no es asi, tales

flujos pueden definirse como dn/dt, donde n es el numero de
moles del permeante en el bano 1+ Ed producto de 1las
variables flujo Yy fuerza, Jl( M -po) es la potencia
suministrada por el bafio a la membrana. Con ésto, y haciendo
notar que los barios 1 ¥y 2 y la capa central de la membrana
son tratados de forma similar, el sistema total adquiere la

forma mostrada en figura 3.b.

Por convenio, el potencial quimico de referencia
se determina por el estado de actividad unidad. De esta
forma, el potencial de referencia para el permeante en cada
compartimento tiene el mismo valor, M Esto es 1importante
ya que como cada nudo de la red ha de estar caracterizado
por un valor unico del potencial, los tres terminales de
referencia pueden conectarse €n un solo nudo, resultando el

grafo lineal que se muestra a continuacion, figura 4.

figura III.4
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Consideremos seguidamente una experiencia de
relajacion en la que el flujo, a través de la membrana,
tiende hacia un estado estacionario. Se considera que 1la
membrana esta inicialmente libre de permeante y que en un
momento dado (t=0) se pone en contacto con dos bafios a
potencial quimico TR QZ respectivamente. El problema que
se plantea es determinar el tiempo de relajacidén para el

roceso de "carga" de la membrana con el ermeante.
P

La velocidad de acumulacidon de permeante en una
membrana de area unidad es, teniendo en cuenta el grafo

topologico y la definicion de flujo en la membrana:

1 2
dnm/dt =J_ = (Jm - Jm) (1)
por otro lado,
dnm/dt = (dnm/lem)(d,Jm/dt) (2)
y siendo dnm/d uo=y (3)

la capacidad de la membrana (ec. II.11.b), queda que:

J = dnm/dt = 'rm(dpm/dt) (4)

m

-

=~ .- La relacién mas simple—entre: flujo y fuerza en un.

proceso disipativo es la relacidéon fenomenoldgica lineal:

que para el presente caso toma la forma,

IJn = Im = Cuyg —w )/Rp - Cu up)/Ry =

m m m

- e



= ( /Ry + Mo/Ry) - w (1/R, + 1/R,) (6)

Si llamamos Rm a la resistencia total de la membrana, Y

suponiendo que ésta es simétrica, se puede asociar la mitad

de esta resistencia a cada una de las capas de transicion,

es decir, R, = R, = Rm/2, y nos queda:
ol 42, _ '
J=J - 3= -4 p /R o+ 20w, + po)/R= v dyu /dt (7)
En el estado estacionario, dmpm/dt -0, y por lo tanto,
S
um—(ul +u2)/2-

Para calcular el tiempo de relajacién, 1t , se
requiere la solucién de la ecuaciodn diferencial (7) que es
no-lineal debido a la dependencia de'rm con la V&Piﬂbl&]im.
Para eliminar esta dificultad se <considera que las
variaciones de-um.son pequefias y que, por 1lo tanto,*rm puede

considerarse constante. Con esta aproximacioén obtenemos para

una desviacion del valor estacionario,ljz, éh1m= ¥ —112:
d( sw _)/dt= -(4/R v ) su (8)
cuya solucidn es
su_(8) = su_(0). e (9)
siendo o | )
T =1/4(Rm Ym) ' (10)
La capacidad de la membrana esta dada por:
Ym=8nm/ du = cmV/RT (11)
donde, para simplificar, se supone que la relacion

constitutiva entre y y n es la de una disolucidén ideal.
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Asi mismo, a partir de 1la 1ley de: Fick, J =

Dm (a cm/ﬁx) se obtiene la resistencia de la membrana, esto

es.

Rm = RT ax/cm Dm (12)

donde Ax es el espesor de la membranmna y D y ¢ son el

m
coeficiente de difusion y concentraciéon del permeante,

respectivamente.

Como se ve, el tiempo de relajacion es el
caracteristico de un circuito eléctrico RC; asi, la red que
representa el proceso de difusidon no estacionaria a través
de membranas, puede transformarse sustituyendo cada rama del
grafo topoldégico anterior por los simbolos de los elementos

de circuito correspondientes, o sea (figura 5):

1/2 Ry /2R,

Figura III.§

donde E, y E, representan fuentes de tension constantes.

1
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IIT.2.- DIFUSION NO ESTACIONARIA A TRAVES DE MEMBRANAS

HOMOGENEAS.

[II.2.1.- Modificaciones al modelo de la difusién

En el apartado anterior se ha realizado el estudio
del modelo basico de la difusidén a través de membranas
homogéneas, propuesto por Oster et al. (1973), como punto de
partida para cualquier modelo ulterior. En el, se
consideraba la diferencia de potencial quimico como variable
fuerza. Siguiendo la jdea propuesta por Paterson y Lutfullah
(1985), vamos A considerar de nuevo el modelo de la
difusioén, pero tomando ahora c¢omoO variable fuerza 1la
diferencia de concentracién, lo que nos va a permitir
contrastar el resultado de 1la simulacién del comportamiento
del sistema con 1los datos disponibles en la literatura.
Ademas, y esto es 1lo importante, veremos Qque€ la utilizacion
de concentraciones como potenciales en los nudos de la red,
da lugar a que el valor de las resistencias ¥y capacidades de
las mismas resulte independiente de 1la concentracién, en Vvez
de ser, como antes, variable en el régimen no estacionario.
E1l producto de 1a fuerza por el flujo Yya no sé}é
estrictamente una potencia, lo que, por otra parte, no
constituye ninguna dificultad fundamental.tmn la elaboracion
del modelo (Oster et al. 1973), dado que la multiplicacion
del potencial por un parametro que satisfaga 1la dimension
exigida en la variable fuerza, exige, asimismo, la variacion
en dicho parametro de los elementos de 1la red, de acuerdo
con sus relaciones constitutivas, dando lugar a la misma

respuesta.

Vamos a comenzar estableciendo las relaciones
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entre los elementos de red y los parametros mas utilizados

en la descripcion de tales sistemas.

Consideremos una disolucién en la que tiene lugar

un proceso de difusidén que responde a la ley de Fick, esto

es.:

J.(x,t) = - D(ac;(x,t)/ax) (13)
donde, siguiendo la notacioén habitual, J. es el flujo, por
unidad de superficie, de la especie quimica 1, c, es la
concentracién de la misma y D el coeficiente de difusidn. Se

supone que la difusidén tiene lugar en una unica direccidn,

la del eje x.

Conceptualmente, podemos suponer dividida la
regién fisica de interés en elementos de volumen o
compartimentos lo suficientemente pequefios como para que las
variaciones espaciales dentro de cada subregion puedan ser
ignoradas. De esta forma, la expresién (13) podra ser

reemplazada por la correspondiente al caso discreto,

J.= D bci/x = D(ci - ci')/x (14.a)

donde C. Yy ci' son las concentraciones de la especie quimica
i, a ambos lados del compartimento y x es su espesor. La
precisién cuantitativa _del.modelo: se. ira mejorando conforme
se aumente el grado de subdivision en el mismo, ya que,

mientras mayor sea el nuimero de compartimentos, mas nos

aproximaremos al comportamiento continuo. Si el
compartimento tiene una seccién S, sustituyendo el flujo
molecular ji = J. S en (14.a), se obtiene:

bec, = ji(x/D S) (14.b)



que, comparada con la ecuacidén constitutiva para la

monopuerta resistiva, define la resistencia de la red como
R.:::&/DS (15)

A fin de incluir efectos transitorios, el modelo
debe de tener en cuenta el hecho de que el compartimento
puede almacenar una cierta cantidad de moléculés i, como una
consecuencia del hecho de que en los sistemas fuera del
estado estacionario, los flujos y las fuerzas son funciones
del tiempo. Ahora, en el estado no estacionario, la ecuacidn
de continuidad dada por la conservacion de los
desplazamientos implica considerar un término de divergencia

no nulo, que en forma general, siendo § un parametro, se

expresa por:

- div J. = ¥ (3X/at) (16)

ue uede considerarse como un "flujo capacitivo" J ,
e e

teniendo en cuenta la ec. (II.11.b). Asi,

J = (C/V)(3X/3at) (17)

C

con lo que ¥ representa una capacidad por unidad de volumen.

En el caso de tratarse de cargas eléctricas, donde
Ji y X son las densidades de corrviemte y.petencial eléctrico
respectivamente, el parametro Y corresponde a la capacidad
eléctrica especifica o capacidad por unidad de volumen. Asi
mismo, para un flujo de soluto, con la diferencia de
concentracion como variable fuerza, resulta, de la
comparacion de la ecuacidon (16) con 1la de continuidad
(-div J. = 3c/3t), una capacidad especifica unidad, 5 = 1,

es decir, que la capacidad del condensador - representando

éste la acumulacién de soluto que existe en el compartimento
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cuando el flujo entrante y el saliente no son iguales -,

viene dada precisamente por el volumen  de dicho

compartimento
y = V (13)

Por tanto, el modelo de red para la difusion no
estacionaria, €en un elementd de volumen, es el mostrado en
la figura 6. En ella se ha supuesto que el elemento de
volumen es simétrico, de forma que la resistencia 1lineal
puede ser dividida en dos partes iguales, R/2. Cualquier
nimero de ellos pueden ser conectados en serie para formar

la red representativa de la regién fisica completa.

P —

. — — e —— A — ———— — — — e e —— —— A — —
]
‘-.-—_---- . — S — S — — — — —— —— — —

Figura III.®6
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Como han demostrado Branin (1966) y Peusner
(1986), la estructura operacional de la teoria de redes es
idéntica a la del calculo vectorial, de aqui que puedan
representarse mediante redes aproximaciones finitas a las
ecuaciones de campo. Vamos a 1ilustrar esta 1importante
afirmacion en el caso del:modelo anterior de 1la difusién no
estacionaria. El analisis describira un paso al limite que
convierte la representacion discontinua de redes en las

ecuaciones diferenciales del sistema.

Supongamos que la difusidén se produce en una
regién fisica de area S. Dividiendo dicha region en

elementos de volumen de espesor dx, la red representativa

dV =S.dx

Figura III.7
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Légicamente, el numero de volumenes elementales que pueden
elegirse depende de la exactitud que se requiera del modelo
y del numero de puntos que se desee obtener del .'perfil de
concentraciones. Asi, en un modelo <con n volumenes
elementales habrid n condensadores y de esa forma podran
obtenerse n valores para la concentracién en igual numero de
intervalos de la regién. En el limite, cuando n tienda a
infinito, o bien dx tienda a cero, las ecuaciones de la red

cerin las ecuaciones en derivadas parciales que describen el

proceso de la difusidén no estacionaria.

Examinemos pues el subcircuito correspondiente a
uno de estos elementos de volumen, cuando dx se hace muy
pequefio (dx * 0). El flujo y fuerza de entrada son
respectivamente j(x) y c(x), mientras que los de salida son

j(x+dx) y c(x+dx). Directamente del subcircuito se obtiene:

c(x) = j(x+dx)(dx/SD) + c(x+dx)s=
(19)
= (j(x) + (;j/ax)dx)(dx/SD) + c(x+dx)

y j(x) = j(x+dx) + Sdx(3c/at) (20)

que para el primer orden en dx
- 3c(x,t)/ax = j(x,t)/SD (21)
- aj(x,t)/3x = S(3c(x,t)/at) (22)

de ambas

se(x,t)/at = D(3%c(x,t)/ax") (23)

La ecuacidén (22) es la ecuacion de continuidad clasica,
mientras que (23) es la forma convencional de la ley de

Fick.

=0 =



En el 1imite, pues, el tratamiento por redes
conduce exactamente a las ecuaciones caracteristicas del
proceso. En consecuencia, y dado que dichas ecuaciones
diferenciales pueden obtenerse algoritmicamente desde 1la

red, ésta es equivalente a las ecuaciones diferenciales.

ITIT.2.2.- Extensiéon del modelo a diferentes situaciqpes

eEPerimentales

Establecida la red representativa del proceso de
difusién, (figura 6), consideraremos ahora que el transporte
se realiza a través de membranas homogéneas. Los baifos
adyacentes a la membrana seran tratados como una parte
integral del sistema que, ademas de ser cerrado, se supondra

isotérmico e isobarico.

En consecuencia, el sistema estara formado por
tres capas: dos externas representadas por 1 y 2, separadas
por una capa membrana. Las capas 1 y 2 tienen espesores l1 y
1, respectivamente vy contienen una disolucidon binaria
diluida formada por el mismo disolvente y soluto, pero a
diferentes concentraciones. La capa central es la
constituida por 1la membrana propiamente dicha, y las
especies en disolucién, formando la "capa membrana", con
espesor 1. Esta se _considera como Qp_ medio homogéneo
limitado por dos planos normales al eje x, en x=0 y‘x:l. La
concentracién de soluto de 1la region-1 se representa por
cl(x,t), la concentracidén en la regidén membrana por c(x,t) y
la concentracion en la region-2 por cz(x,t). Por otro lado,
se supone que los coeficientes de difusién en la region
membrana D y en las regiones externas Df son constantes.

Ademis, se considera que para t >0 un unico coeficiente de

particién k relaciona <c¢(0,t) con cl(O,t) y c(1,t) con
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cz(l,t). Con estas notaciones y suposiciones, la difusion no

estacionaria en el sistema estia descrita por las ecuaciones

diferenciales:

se (x,t)/3t = Df(azcl(x,t)/axz) (24)
2 2
sc(x,t)/at = D(a"c(x,t)/ax") (25)
sc. (x,t)/at = D.(3%c,(x,t)/ax>) (26)
2 b f 2 b
Estas ecuaciones se complementan con las

condiciones de contorno para t >0,

I

D(ac/ax)x= (27)

Df(acl/ax)x o

I

0

Df(acz/ax)x=l D(ac/ax)x=1 (28)

que expresan la continuidad de flujos a través de 1las

interfases, y con

c(0,t) (29)

I

k cl(O,t)

C(lxt) (30)

I

k cz(l,t)

que expresan la distribucion del soluto a través de las

interfases en x=0 y x=1. Por ultimo,

- p———
—il T me—

(acl/ax)x=_11 = 0 -(3ii

(acz/ax)x=1+12 = 0 (32)

expresan la ausencia de flujos a través de 1los 1limites

externos.
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Para obtener la red representativa del proceso de
difusién en este sistema (ecuaciones 24 a 26), se considera
que cada capa puede representarse por el modelo en red de la
figura 6, pero cada una caracterizada por sus propias
resistencias, capacidad y concent racioéon local. La conexion
en serie de las tres capas para formar la red global, debera
isatisfacer las condiciones de frontera (ecuaciones 27 a 32)f

Fn este caso, se tienen dos interfases diferentes y, por 1lo

tanto, cuatro concentraciones relacionadas por las
ecuaciones (29) y (30). Esto permite considerar dos fuerzas
generalizadas (concentraciones) como independientes,

t omandose, para ello, las variables experimentales CI(O,t) y
cz(l;t). Las relaciones entre las concentraciones en la
regién membrana y los banos externos se sintetizan en la red
3 través de unas fuentes lineales de tension controladas por
tensién (Chua, 1969), cuya funcion es la de introducir el
factor k, que relaciona las concent raciones de soluto en las

interfases.

En la figura 8 se muestra el modelo en red
representativo del sistema. jas tensiones iniciales de los
condensadores corresponden a las concentraciones iniciales
de las respectivas capas, Cl(x.O), c(x,0) vy (:z(x,O). Las
condiciones de frontera (ecuaciones 27, 28, 31 y 32) estan

implicitas en la ley de corrientes de Kirchhoff.

Versluijs y Smit (1978) vy ﬁoogersvort et al.
(1978) han estudiado teédrica y experimentalmente la difusion
no estacionaria de permeantes no-electrolitos a través de
membranas homogéneas para diferentes condiciones
experimentales, Yy siempre en ausencia de flujo de volumen.
Utilizando sus datos experimentales, vamos 4 continuacion a
incorporar a la red 1los distintos tipos de condiciones
experimentales, asi como , utilizando los parametros

empiricos proporcionados por dichos autores (Tabla 1) y el
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Parametro simbolo Unidad Caso A Caso B
Volumen del barno 1 Vl m3 - = IZ...IO-5
" " " 9 V2 m3 - 2,5.10_4
2 -4
Area de la membrana S m - 258 .1%
Longitud de 1los 1i m 9.10_4 -
bafios (i=1,2)
Grosor de membrana 1 m 88,4«,10_6 1,,4..10"3
Coeficiente de difu
sidén en los banos. Df mz.s_l 6,95.10_10 - -
Coeficiente de difg
. 2 -1 -11 -11
sién en membrana. D m .S 5,24.10 6,38.10
Coeficiente de par-
tiCién k - ) 0,68 0349
Concentracion ini-
cial de soluto a mol.m_3 0,96 9,722
(kg-m-3)

Tabla 1.- Parametros de membrana. Valores experimentales

tomados de Versluijs y Smit (1978) (caso A) y de
Hoogervorst et al.(1978) (caso B



En relacidén con los bafios, distinguiremos entre
caso A y caso B. Como caso A consideraremos la situacion
experimental de la difusién no estacionaria a través de una
membrana que separa dos volumenes iguales de disoluciones no
agitadas, y como caso B, cuando la membrana separa dos

volumenes desiguales de;disoluciones agitadas.
En el caso A, y de acuerdo con la ecuacion (18):
Yy = Y, (33)
y como existe difusion en los baiios,

R, =R, £ 0 (34)

Por consiguiente, el modelo de red para el caso A es el que

se muestra en la figura 8, con las condiciones (33) v (34).

Igualmente en el caso B, al ser 1los volumenes

desiguales, también lo seran las capacidades, (ec. 18)
Y, £, (35)

Por otro lado, al estar 1las disoluciones agitadas, las
concentraciones de los bafios seran uniformes y, por 1lo
tanto, la diferencia de concentracidéon entre dos puntos del

mismo bafio nula. Una caida de potencial nula en las ramas

exteriores de la red implica que

R, =R, =0 (36)

De acuerdo con estas condiciones, el modelo de red para el

caso B es el mostrado en la figura 9.
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(1-k)Cy(o.t) (1-k) C2 (1,t)

Figura III.9.- Modelo en red. Disoluciones agitadas.



Siguiendo a Versluijs y Smit (1978), se
consideraran como condiciones iniciales . para las

concentraciones de los banos:
cl(x,O) = a -1, <x<0 (37)

1 <:x<:1+12 (38)

Il
o

cz(x,O)

donde a representa el valor inicial y uniforme de la régién

En relacién con la region membrana (0 <x <1), se
consideraran tres situaciones experimentales designadas
respectivamente por I, II y III, que corresponden a las

siguientes especificaciones:

I.- Membrana sin soluto. La membrana esta
equilibrada con disolvente puro (disolucion

2) -
c(x,0) =0 (39)

IT.- Membrana saturada con disolucion. La membrana

estd equilibrada con la disoluciédn 1,

c(x,0) = ka (40)

ITII.- Membrana equilibrada, con un perfil de

concentracion lineal. La membrana es
equilibrada con las.disoluciones 1 y 2, . ___

c(x,0) = ka (1 - x/1) (41)

Centrandonos en el <caso A con la condiciodn
experimental I, vamos a tratar de determinar el numero
minimo de subcapas en que podemos suponer dividida cada una

de las partes del sistema (bafios externos y membrana), para
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que nuestro modelo reproduzca con suficiente exactitud 1la
situacion fisica real. El1 exceder tal nuimero, sin mejorar
cuantitativamente de un modo apreciable 1la respuesta del
sistema, implica aumentar de un modo notable el tiempo de

computacion, tanto mas cuanto mayor sea la reticulacidn.

Como existe difusidon, tanto en los bafios externos
como en la membrana, se habra de considerar cada una de

estas partes del sistema de una forma andaloga. Asi, dividien

I

do cada region en n 1, 2, 5, 10 y 20 compartimentos vy
utilizando los datos de la Tabla 1, se obtienen con el
programa SPICE2Z (en el Apéndice se muestran algunos de estos
listados) las soluciones numéricas para la disminucidn
temporal de la diferencia de concentracién a través de 1la
membrana. Al comparar estos resultados con las soluciones
matematicas y datos experimentales de Versluijs y Smit
(1978) (figura 10) se observa que son indistinguibles para

una reticulacidén igual o mayor que cinco.

La figura 11 muestra el decrecimiento temporal de
la diferencia de concentracion de ambos lados de la membrana
para 1las condiciones iniciales I, II y III, curvas
obtenidas mediante modelos reticulados con 5§ compartimentos,
observandose que no existe diferencia entre I y II. Las
curvas estan en total acuerdo con los resultados de 1los
autores anteriormente citados. El1 que la curva I, II no
corte al - eje d- ordemadas=-en O para t .=_0g= perede explicar .
teniendo en cuenta que las condiciones (29, 30) son
incompatibles con (39, 40) para t =0. De hecho, habria,

pues, que prescindir de tal punto.

Para el caso B y las condiciones inicales I, II y
IIT, se simula la evolucidén temporal de la diferencia de
concentracion, mostrandose en la figura 12 los resultados

obtenidos. Las curvas estidn de nuevo superpuestas a las
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correspondientes, experimentales, de Hoogervorst et al.
(1978.a). En el modelo se ha utilizado una reticulacion para

la membrana de n = 5, pero no asi para los bafios externos,

al no existir difusion en ellos.

El método de redes no so6lo puede proporcionar la
diferencia de concentracion entre ambos lados de 1la
membrana, sino también permite dar una estimacidén de 1la
concentracion local. Para un modelo multicompartimental,
ello nos proporciona un perfil de concentracion cuya
precision aumenta con el grado de reticulacidén. En la figura
13 se representan los perfiles "suavizados" de concentraciodn
para diferentes tiempos en el caso A y con las condiciones
iniciales I, II y III, para un modelo de 20 compartimentos.
Nuestros perfiles y los obtenidos por Hoogervorst et
al.(1978.b) son similares, aunque dichos autores 1los

obtengan para volumenes semiinfinitos de los bafos.

Resumiendo, los modelos en redes (figuras 8 y 9)
que hemos propuesto permiten reproducir los resultados,
tedricos y experimentales, de la difusidon no-estacionaria a
través de membranas homogéneas para diferentes condiciones
experimentales. Las condiciones 1iniciales se introducen
directamente en el modelo y se obtiene una gran precision de

los datos simulados con un minimo de tiempo de CPU vy

esfuerzo personal.

No queremos terminar este apartado, sin embargo,
sin afiadir alguna consideracidon mas acerca de la precision
de la simulacién en relacion con la reticulacidon del
sistema. Como hemos visto anteriormente, la division de 1la
region membrana en n compartimentos permite aproximar 1la
descripcion discreta del sistema a la continua, de forma que

al aumentar n se aumenta la precision de la respuesta.
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Figura III.12.- Variacion temporal de 1la diferencia de
concentracion. Condiciones iniciales I, II1 y III.
Volimenes desiguales y disoluciones agitadas (caso B) !
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En la figura 14 se muestra la evolucion temporal
de las diferencias de concentracion de los bafios, obtenidas
a través de la simulacidon por redes, ahora del caso B, con
la condicion inicial II para diferentes reticulaciones (n=1,
2, 5, 10 y 20). Al igual que en la simulacion del caso A
(figura 10), se obtiene que, a partir de n=§5, los resultados
coinciden con los experimentales, en este caso, de
Hoogervorst et al.(1978.a). No obstante, hay que hacer notar
la menor diferencia, en el caso B que en el caso A, de 1los
resultados de 1la simulacién para n=1 y 2 con 1los
experimentales. Todo lo cual parece logico ya que, desde el
punto de vista de la suma de los efectos, en el caso B sélo
existe difusion en la region membrana, mientras que en el A

la hay también en los bafios externos.

Es de suponer, sin embargo, que el grado de
reticulacion optimo (como un compromiso entre wuna mayor
precision de los valores simulados y un menor tiempo de
computacion) dependa no tanto del numero de divisiones como
del espesor de las mismas. Para analizar tal circunstancia
hemos considerado el caso mas simple de tratar, esto es, el
B-I, en el que las disoluciones de los bafios estan bien
agitadas e inicialmente la membrana se encuentra 1libre de
soluto. Dadas las condiciones de los banos, en los que no
hay difusion, ni el coeficiente de difusi6on 1libre ni 1la
profundidad de los bafios van a tener ninguna influencia en
lJa precision de la simulacién. Vamos, pues, a analizar 1la
posible relacion entre el espesor de la membrana y el grado
de reticulacion mas adecuado, simulando mediante SPICE2 las
diferencias de concentracion en la membrana para diferentes
tiempos, para los valores supuestos,

k = 1 R = 2.10° sm !

5

-4 y 10 7 m, que

=3

y espesores de membrana 1 = 10 m, 10
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Figura III.14.- Evolucién en el tiempo del 1In(ac(t)/ ac(0))
para una reticulacion de 1la region membrana en n
compartimentos (n = 1, 2, §, 10 y 20). Caso B-II.
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corresponden a las tablas 2, 3 y 4 respectivamente. EI
numero de reticulaciones utilizadas ha sido de n = 1, 2, §5,
10, 20, 50 y 100, habiéndose considerado como exactos, a
efectos de comparacidéon, los valores correspondientes a n =

100.

En los resultados que se .muestran en dichas

Tablas, se aprecia una disminucion en el error cometido al

transcurrir el tiempo, independientemente del numero de

divisiones y de la situacidén que se estudie, es decir, en la
-« & i - -

evolucion temporal se comete el maximo error para tiempos

préximos a t=0. Esto parece logico, ya que con el aumento de

t nos acercamos al estado estacionario.

En todas las situaciones estudiadas se aprecia
cémo el error para tiempos mayores de 100 segundos es
practicamente despreciable e independiente del numero de
divisiones. Como consecuencia, nos vamos a centrar en 1la
zona de maximo error (tiempos t=§5 y t=20 s ). Las
situaciones estudiadas, correspondientes a tres distintos
espesores de membrana, nos sirven para demostrar la
proporcionalidad existente entre el numero de divisiones y
el espesor de la membrana, ya que si para obtener un error
menor del 1% se necesita en el primer caso (Tabla 2) wuna
reticulacién de n=10, al disminuir a la décima parte el
espesor de la membrana (Tabla 3) con un n = 2 ya se obtiene
esta precisién y em el~cas- desmepor.sgrosor - (Tabla..4 lese-.
consigue para n = 1, indicativo de que un espesor menor de
10 micras (orden de magnitud de las membranas bioldgicas) no
necesita de la subdivision para simular mediante redes, y
practicamente sin error, el proceso de difusidon a través de
ellas. Lo anterior es igualmente aplicable a los barios, en
el caso, claro es, de que exista difusion en ellos. Es
decir, 1la aproximaciéon es satisfactoria trabajando con

-3 m.

elementos de volumen de espesor del orden de 10

-77 -



20 n = 50 n

t (s ) n = 1 * n = 2 n = § n = 10 n = = 100
-

5 9.513 . 9.134 8.580 8.466 8.446 8.441 8.439
20 8.101 7.469 7.196 7.181 7.178 7.179 7.177
50 6.067 5.586 5.549 5.547 5.547 5.547 5.547
100 3.678 3.594 3.615 3.618 3.619 3.6190 3.6190
200 1.353 1.495 1.534 1.539 1.541 1.541 1.541

Tabla III.2.- Valores de Ac(t) para un espesor de membrana de 1




.._.6['_

t (s )

20

50

100

200

—

S

9.513

8.189

6.066

3.679

1.353

o e e

Z

L
el

Tabla 3.- Valores de

Ac(t) para un espesor de membrana de 1 =

n = § = 10 n = 20 = 50 n = 100
" 9.400 9.369 364 9.364 363 9.363
8.104 8.084 . 083 8.082 .081 8.079
6.025 6.016 017 6.016 015 6.014
3.678 3.679 . 678 3.679 .678 3.678
1.369 1.374 . 375 Y375 .+ 375 1.375




t.(s )

20
50
100

200

8.1901

6.067

3.678

1.353

Tabla III1.4.~- Valores de

-
]
&2

9.501

' |
8.182

©6.063

3.678

1.355

9.513

9.498

8.179

6.062

3.678

1.355

Ac(t) para un espesor de membrana de 1

n = 20 n = 100
_5:498 9.498 ;TIBS 9.498
8.180 3.178 8.177 8.178
6.062 6.061 6.060 6.061
3.678 3.6079 3.679 3.679
1.355 1.355 1.355 1.355
= 107° m.



ITT.2.3.- Efecto de 1la variacion de 1los parametros del

sistema

La variacion de 1los parametros del sistema
l6gicamente afectara su respuesta en el proceso de difu%ién.
Tales variaciones determinaran, en general, modificaciones
en las resistencias y condensadores del modelo que, de
acuerdo con las ecuaciones (15) y (18) vendran determinadas
por cambios en la profundidad de los bafios y espesor de 1la
membrana (manteniendo 1la superficie constante) y en 1los
coeficientes de difusion. Estos cambios, por otra parte,
pueden relacionarse con el mantenimiento de concentraciones
constantes en ambos lados de la membrana o con el estado de

agitacion de las disoluciones en los bafios, como veremos a

continuacion.
A) Coeficiente de difusidn libre.

Un coeficiente de difusidon libre en la disolucidn,
Do, infinito, daria lugar a resistencias, R, ¥ R,, nulas,
reduciéndose la red de la figura & a la de la figura 9,
correspondiente a disoluciones agitadas. La variacidn de tal
coeficiente, pues, puede conectarse con el grado de

agitacidon en los bafios, efecto que nos proponemos estudiar.

Si resolvemos por los métodos clasicos de 1la
teoria de <circuitos 1las redes representativas de  las
situaciones experimentales de bafios agitados (figura 9) y no
agitados (figura 8), se obtiene que la variacidén temporal de
la diferencia de concentracion es de tipo exponencial
decreciente y que, suponiendo 1los bafios y disoluciones

externas iguales (R1 =R, y v,= 72) viene dada por:



Banos agitados,
pe(t) = 2c(0) exp(-t/x,) ” (42)

donde la constante de tiempo es:

a

Ta= Y R/2K - (43)
Banos no_agitados,
ac(t) = (AC(O)R/R+R1)exp(-t/Tn) (44)
donde ahora la constante de tiempo toma el valor:

= 2k -

Tales ecuaciones corresponden a una reticulacidén n
- 1. En nuestro caso, dado que la resolucidn analitica de la
red se complica enormemente con el aumento del numero n de

reticulaciones y, ademas, al ser los espesores de 1la

6 m y 9.10-4 m,

membrana y profundidad de los bafios (88,4.10
respectivamente) no excesivamente elevados, se resuelve a
continuacidén la red de la figura 8, para una reticulacidén de
n = 2 de los bafios externos y n = 1 para la membrana,
obteniendo en consecuencia una aproximacion bastante

aceptable, segin todo 1lo anteriormente indicado, a 1la

solucion real.

La resolucién del circuito se realiza por el
método de las transformadas de Laplace. Para simplificar,
hacemos en primer lugar el equivalente en Thevenin de las
subredes representativas de los bafios externos, resultando
la red equivalente global mostrada en la figura 15, y en la
que, con la suposicidén anterior (bafios y disoluciones

externas iguales) la impedancia Z viene dada por:
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27l = (yys/2) (1 + (1 + Ry s/4)70) (46)

siendo s la variable compleja.

1/2R  1/2R c, V4R,

174 Ry Cq4 II 1"

(1-K) Cy (1-K) C»

;
,

Ei(o)

Figura III.15

Resolviendo la red de la figura 15, se obtiene

que:

A(s+C) A(s+C)

cl(S) - Cz(s) = - -
z

s“+s(C+B)-18/2 (s+p)(s+q)

(47)

donde A Ac(0) R (R + le/Z)—l

B = 8k / YI(ZR + le) P (C+B+(C2+B2)%)/2

I

(C+B—(C2+Bz)%)/2
(48)

para el caso en que R sea mayor que Rl’ y k <1 como es el

C = 8/R1 " q



que nos ocupa, podemos hacer la siguiente aproximacion:

1 + 2R/le

como C/B

resulta que B2<<:C2 , luego

p = (C + B + C)/2 C + B/2 (49)

I

q = (C + B_— C)/2 B/2 (50)

asi pues, p = C + q.

Realizando la transformada inversa de Laplace y

sustituyendo los valores dados en (49) y (50) se obtiene que

la variacion en el tiempo de la diferencia de

concentraciones en los extremos de la membrana viene dada

por:
R «pac(0)
Ac(t) = (1-(R1/8Req)(1+eXp(—t/ rl)))exp(-t/r )
2k Req (51)
siendo
Req = R/2k + R1/4, y las constantes de tiempo:
L5 T 1/C = Ry v,/8 | - (52)
t = 1/q = Beq ¥y = %, * 2 T4 (53)

Si se quiere representar la variacion temporal del

In(ac/ac(0)), directamente de (42) y (51):

(54)

|
I
-+
\
~A

Bafios agitados: In( ac(t)/ ac(0))
Bafios no agitados: 1ln( ac(t)/ ac(0)) = -t/x + 1nf(t) (55)

donde f(t) es de tipo exponencial. A partir de un tiempo



determinado, concretamente cuando exp(-t/ -tl) + 0, que
corresponde a tiempos mayores de 4 ¢, , la curva (55) se

aproxima a una recta de pendiente - 1/ 1 .

En la figura 16 se muestran los resultados de 1la
simulacion de las dos situaciones (agitacion y no agitacion)
de los bafios, asi como la influencia en el 1In( ac(t)/ac(0))
del grado de agitacion, lo que se consigue variando el
coeficiente de difusién libre en la disolucidn D.. De esa
forma, una disminucion de D. a la mitad o a la quinta parte,
como se muestra en la figura 16, seria equivalente a una
reduccion de la agitacion, lo que traducido al lenguaje de
redes, implica un aumento de la resistencia a la difusidn en
la disoluciodn, R, (i=1,2). Este aumento de R, lleva consigo
un incremento de vy ¥ % (ec. (52 y 53)) produciendo, por
una parte, un aumento en el tiempo en que existe ausencia de
linealidad de la curva, y por otra, una disminucion de 1la
pendiente de la recta, -1/; , efectos que claramente quedan
reflejados en la mencionada figura. También se muestra coémo
el In( ac/ ac(0)) decrece mas rapidamente en las situaciones
no agitadas que en las agitadas. No obstante, esta tendencia
disminuye conforme aumenta el tiempo y después de alrededor
de los 300 segundos ocurre lo contrario, y la pendiente de
la curva en la situacion agitada es mayor que para las no
agitadas (1 >t ).

Como puntualizan Versluijs y"Smit (1978), ésto
tiene una explicacion clara. Con las disoluciones externas
sin agitar, son dos los fendomenos que contribuyen al wvalor
de 1la concentraciéon en x=0: permeacidon a través de la
membrana con un efecto de disminucién sobre cl(O,t), y
difusién 1libre en el bafio externo hacia x=0 con el
consiguiente efecto de aumentar c,(0,t). Analogamente, la
permeacion a través de la membrana hace que cz(l,t) aumente,

mientras que la difusidn libre desde x=1 hace que disminuya.
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Figura III.16.- Variacién temporal de 1la diferencia de

concentracion a través de 1la membrana para barfios
agitados y no agitados.
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A valores de tiempo suficientemente pequenos, predomina la
permeacion sobre la difusién 1libre, ya que hay un
considerable gradiente de concentracién en 1la membrana,
mientras que en los bafios externos 1la concentracion es
uniforme. Consecuentemente, aparecera una disminucidn de
soluto en x=0 y una acumulacién en x=1, dando lugar a una
caida inicial mas rapida de la variacién temporal de AcC,

evidenciada en las curvas.

Con las disoluciones externas bien agitadas, el
cambio en la concentracidén de soluto afectari por igual a
toda la region del baiio l1 . Como resultado, 1la linea en
este caso tiene pendiente menor que las pendientes, en el

origen, de las curvas anteriormente mencionadas.

Una vez se establezcan gradientes de concentracidn
en las disoluciones externas cuando éstas no estan agitadas,
el efecto de difusidén libre se hace mis patente y llega a
igualar al efecto de la permeacidén. En ese instante, 1las
pendientes de las curvas en los casos de agitacioéon y no
agitacion de las disoluciones se igualan (alrededor de 200 s
para Df y, 300 s para Df/2 y 400 s para Df/S)- En pasos
sucesivos del proceso, las concentraciones cl(O,t) vy cz(l,t)
se aproximan a los valores medios de 1las concentraciones en
los bafios externos 1 y 2, respectivamente. En otras
palabras, la disminucién o "caida" en x = 0 es gradualmente
compensada y la acumulacidn desaparece. Esto retrasa la
disminucién temporal de la diferencia de concentracién, lo
que se refleja en una pendiente mis pequefia en el caso de

disoluciones no agitadas que en las agitadas, después de

transcurrido este tiempo.

Para valores de tiempo suficientemente grandes,
todas las curvas muestran un comportamiento lineal, siendo

las pendientes el inverso del tiempo caracteristico, 1t . En



el caso de agitacion, este tiempo caracteristico toma el

valor mas pequefio ( = Ta).

En la figura 17, y con el fin de complementar el
estudio sobre el efecto del grado de agitacidén, se represen-
tan los perfiles de concentracion después de transcurrido
t=:300 s para el rango completo de -11 < X < 1+12,para el
caso A y la condicidon inicial IIT,con diferentes valores del

parametro de transporte adimensional r, definido como:
1
r = k (Df/D.)2 (56)

y en el que se ha mantenido constante k y D. Esta figura,
que concuerda totalmente con la calculada tedricamente por
Versluijs y Smit (1978), muestra que, en las proximidades de
los limites de la membrana, los cambios de las
concentraciones de las soluciones externas son mayores en
las situaciones desagitadas con r=0.19, que con r=0.01 1la

cual esta proxima a la situacidén de agitacidn.

B) Coeficiente de Difusién D y espesor de 1la

membrana 1. -

Al variar D modificamos R (ec. 15) aumentando o
disminuyendo con ello la pendiente de la curva, tanto en 1la
situacion de agitacién como de no agitacidén (ec. 43 y 45),
obteniendose, por co;lsiguiente, idénticas curvas, pero en

diferentes escalas de tiempo para los distintos coeficientes

de difusidn.

Igual ocurre al variar unicamente el espesor de la
membrana, ya que este parametro s6lo afecta a la pendiente

de la curva representativa del decrecimiento temporal de

ac(t).

_88_



1,

a
0.901-[
._ 0.0
0.13
0.80 0.19
Ty X O
C(x)
a
! 0.19
043
0.08
0.01
0O e ey - .
O | /2 X I
0.20
C,(x)
O
I— — _ —— e OOY
0101
0.08
043
0.49
0 .
X |+|2

Figura III1I.17.- Perfiles de concentracién en las diferentes
regiones después de transcurrido un tiempo t = 300 s.

Caso A, con condicidén inicial III, y valores de
r = 0.01, 0.08, 0.13 y 0.19.
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C) Volumen de los banos externos

En cualquier proceso experimental de difusion, en
un sistema cerrado y en el régimen transitorio, la
concentracion en ambos lados de la membrana varia
continuamente en el tiempo. Es de esperar que tal variacidn
sea tanto menor cuanto mayor sea el volumen de los banos, de
modo que, en la situacion teodorica de volumenes infinitos,

las concentraciones permanecerian constantes e iguales a los

valores 1niciales.

Lo que ahora nos proponemos es analizar tal
efecto, determinando la influencia que el aumento de volumen
de los bafios tiene sobre la variacion de concentracion. Para
ello hemos considerado el caso A-II1I, y el modelo de red

representativo de tal proceso (figura 8). Si se designa por

V. la relacién volumen bafio/volumen membrana, hemos

realizado la simulacion para Vi igual a VO, ZVO, 4V0 y IOVO,

siendo VO el valor de referencia elegido de acuerdo con los

datos de la Tabla 1, es decir,

vV, = 900-10-6 111/88,.4-10_6 m = 10

y manteniendo constante el volumen de la membrana.

La reticulacidén utilizada en el primer caso, V; =

Vo, es la de n = §, tanto- en:- l'os barfios tomo  en la membranavmDo » . m s

Si la precision asi conseguida quiere mantenerse en las
simulaciones para los restantes valores de V., se tendra que
incrementar la reticulacion de los barfos proporcionalmente

al aumento de éstos. Por ello, en cada caso (VO, 2V_, 4V _,

IOVO) se realiza, respectivamente, una subdivision de 1los

bafios correspondientes a n = 5§, 10, 20, 50.

En la figura 18 se muestran los resultados de 1la

-Q0-
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Figura III1.18.- Evolucidén temporal del 1n( ac(t)/ a c(0))
para diferentes valores de V. (V_, 2V , 4V 'y 10V )
manteniendo constante el volumen de la’membrana. CaSo
A-IIT. e resultados matematicos dados por Versluijs y
Smit 1978) para bafios semiinfinitos.



variacién temporal de 1In( ac/ac(0)) para los diferentes
valores de V. considerados. Después de una zona curva, 1los
graficos indican un comportamiento lineal, siendo 1la
pendiente tanto menor cuanto mayor es Vi’ mostrando una
tendencia, en el limite, al caso ideal de concentraciones
constantes. Las diferencias entre 1las curvas se reducen
drasticamente con el aumento de V., aumentando, el intervalo
en que se hallan superpuestas. El tramo comun de las curvas

4V0 y IOV0 coincide con los resultados proporcionados por

Versluijs y Smit (1978) para t < 1500s, al resolver 1las

ecuaciones diferenciales en el caso de volumenes
semiinfinitos (11, 12+-m)- La tendencia limite que indica la
figura 18, implicaria, en cualquier caso, que de
aproximarnos a unas concentraciones sensiblemente

constantes, éstas se alcanzarian para valores inferiores a

los iniciales.

Asi mismo, Hoogervorst et al. (1978.b) han
estudiado tedrica y experimentalmente el proceso de difusion
no estacionaria a traves de membranas homogéneas
considerando volumenes externos semiinfinitos. No obstante,
para la practica experimental, wutilizan un osmoémetro
electronico de barfios externos loéogicamente finitos, de modo
que, con el- objeto de comparar los datos teodoricos con los
experimentales, emplean macromoléculas en las experiencias.
Debido a la lenta difusion de las macromoléculas utilizadas
en sus experimentos, pueden elegir, por un lado, tiempos de
medida suficientemente grandes para la determinacion exacta
de los parametros, y por otro, lo suficientemente pequenos

para despreciar la influencia de las dimensiones finitas de

los banos.

En este caso, la disminucion de ambos coeficientes
de difusidén, D y D, produce un efecto analogo al incremento

de volumen de los banos sobre las constantes de tiempo T, ¥

Y



r (ec. 52 y 53), aumentandolas, por incrementarse asimismo
las resistencias de los banos y de la membrana, Iw'{1 y R. Las

curvas de la variacién del 1n (apac/ac(0)) tendran, pues, un

comportamiento similar a las mostradas en la figura 18.

IIT.3.- DIFUSION NO ESTACTONARIA EN MEMBRANAS NO HOMOGENEAS

Muchas de 1las membranas wutilizadas en procesos
técnicos no pueden ser consideradas como homogéneas, sino

que tienen una estructura laminada, determinando un

comportamiento anisoétropo.

La anisotropia de una membrana queda reflejada de
alguna forma en la dependencia espacial de los coeficientes
de transporte en la direccidén x del mismo. Segin Versluijs y
Smit (1981), pueden distinguirse dos causas principales de
anisotropia: la primera son los denominados efectos
estructurales, como el que el componente membrana no tenga
una distribucion uniforme, o que la interaccidén quimica del
componente membrana con la solucidon no sea igual en todos
sus puntos. Una segunda causa de anisotropia es que el
comportamiento de la membrana dependa de 1las condiciones
externas, como es, por ejemplo, que los coeficientes de

transporte dependan de 1la concentracién (Zelman (1978)).

Este ultimo caso hace muy complicado el estudio del sistema,

por 1la necesidad de una informacidén muy explicita de 1la
dependencia de esos coeficientes con la concentracién. Por
ello, en lo que sigue nos referiremos s6lo a membranas cuya
heterogeneidad dependa unicamente de causas estructurales,
concretamente cuando la membrana no tenga una distribucidn
uniforme, originando asi variaciones en los coeficientes de

transporte, como ocurre en el <caso de las membranas

multicapas.
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Un ejemplo de medio lineal no homogéneo es 1la
membrana de acetato de celulosa modificada, introducida por
Loeb y Sourivajan (1962), consistente en una pelicula muy
delgada, que determina las propiedades selectivas, y una

capa porosa que la soporta.

El comportamiento en el estado estacionario de
estas membranas con estructura laminada, y que reciben el
nombre de membranas multicapas, ha sido ampliamente
analizado (Kedem y Katchalsky (1963.c), Spiegler y Kedem
(1966), Versluijs y Smit (1981)). Sin embargo, pocos
estudios se han hecho en situacidén no estacionaria, a causa
de que la heterogeneidad de la membrana complica enormemente
la resolucion matematica de las ecuaciones diferenciales de

difusion, necesarias para la descripcidén del proceso de

transporte (Versluijs y Smit (1982)).

Nuestro propésito va a ser, pues, tratar de
estudiar mediante termodinamica de redes el proceso de
transporte a traves de membranas multicapas, al igual que se

ha hecho en apartados anteriores para membranas homogéneas.

ITI.3.1.- Modelo en red de la difusién no estacionaria en

membranas multicgpas

Establecido el modelo en red para la difusidén no
estacionaria en membranas homogéneas, el siguiente paso sera

hacerlo para el tipo mas sencillo de membranas heterogéneas,

las membranas doble-capa.

El sistema que se va a considerar es idéntico al
de apartados anteriores (dos bafios externos, separados por

una membrana) por lo que si el liquido esta en reposo
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(Jv= 0), la difusidén no estacionaria de soluto vendra
descrita por las ecuaciones (24), (25) yv (26) anteriores. No
obstante, en este caso, la region membrana es un medio
heterogéneo; concretamente se considera un tipo de membrana
asimétrica compuesta de dos capas homogéneas consecutivas, a
y b, con espesores respectivos la y lb (1b =1 - 1, | °

Como puntualizan Kedem y Katchalsky (1963.c),
tales membranas compuestas pueden verse como dos elementos
de membranas homogéneas acopladas en serie a través de una
disolucion imaginaria que estd en equilibrio local con ambos
elementos, lo que permite dar cuenta de la discontinuidad de
los parametros de transporte en x:=:jha. La concentracion de

esta disolucion, c: , puede relacionarse directamente con

las concentraciones de las disoluciones externas, C;, ¥ c,, a

través de los coeficientes de particidn:
k_ = c(O,t)/cl(O,t) = C(la_,t)/ci (57)

k

b = ¢(1, . ,t)/ e, = c(1,t)/c,(1,t) (58)
donde, con los signos + y -, nos referimos a la aproximacién
por la derecha o por la izquierda, respectivamente. Esto,
jJunto con las condiciones de continuidad de los flujos en
las interfases y la ausencia de flujo material a través de
los limites externos, completa 1la descripqién del proceso de

difusidon no estacionaria en el sistema...:. .

Pasemos a obtener 1la red representativa de 1la
difusidén en ese sistema. Este consta de cuatro fases, como
se ha indicado anteriormente, y tres interfases, por 1lo que
son necesarias seis concentraciones ( . (O,t), c(0,t)
c(la,t), C., c(l,t) y cz(l,t)) para su representacién. Estas
concentraciones estdn relacionadas a través de las

ecuaciones (57) y (58), lo que permite considerar sélo tres
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concentraciones independientes, eligiendo para ello, cl(O,t)

cC. ¥ cz(l,t).

Nuevamente, cada fase sera representada por el
modelo en red de la figura 6 pero cada una caracterizada por
sus propias resistencia, capacidad y concentracioén local. E1l
modelo en red global del sistema se muestra en la figura .19,
en la que claramente se aprecia como con la conexién en
serie de las diferentes fases satisfacemos 1la condicion de-
continuidad de los flujos, mientras que la red abierta en
sus extremos es 1indicativa de la ausencia de flujo de

materia en los limites externos del sistema.

Como indicamos al tratar membranas homogéneas, las
ecuaciones (57) y (58) pueden ser sintetizadas, desde el
punto de vista del modelado por redes, a través de fuentes
de tensidén controladas por tension. De esa forma, cada
interfase estara asociada a una fuente controlada que sera

la analogia, en el lenguaje de redes, de tal interfase

fisica.

De las ecuaciones (57) y (58) es facil ver que las

respectivas salidas de esas fuentes controladas son:

(1 -k, )e (0,£), (k, - k Je;(t) v (1-ky de,(1,¢).

Tales fuentes, .sin embargc, pueden ser suprimidas
del modelo si se trabaja con una variable, que Versluijs vy
Smit (1981) 1llaman actividad del soluto en 1la membrana,

a(x), (cuya denominacidén seguiremos utilizando en este

trabajo) definida como:
a(x) = c(x) / k(x) (59)

De (57), (58) y (59) vemos que a(0), a(la) y a(l) coinciden
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con las —concentraciones externas cl(O), C. y 02(1)

respectivamente, desapareciendo los problemas de

representacién de interfases con la sé6la sustitucion de los

elementos resistivos y capacitivos Rj y Y5 (j = a,b) por Rj'
y Yj' de valores:
BE.* = R./Kk 60
J J/ J ( )
Y ! = "(_.k (61)
J J J

como puede comprobarse facilmente al sustituir la variable

concentracién por la de actividad en las relaciones
constitutivas resistivas y capacitivas (ec. 15 y 18). En 1la

figura 20, se muestra el modelo en red resultante.

De todo lo anterior se aprecia que la
generalizacién a una membrana multicapa es inmediata, con la

simple conexién en serie de las n capas que la constituyen

(figura 21).

I1I.3.2.- Aplicacion del modelo a diferentes situaciones

experimentales.

| A continuacion, por medio del modelo mostrado en
la figura 20 y con el programa para la simulacion de
circuitos eléctricos SPICE2, vamos a simular una serie de
experimentos de difusidén en membranas heterogéneas. Como
parametros de membrana se han usado los correspondientes a
las membranas RCS1 y RC54, preparadas mediante celulosa
regenerada por Versluijs y Smit (1983), y que designaremos
como membranas A y B respecti'\}amente. En la Tabla 5, se
indican las caracteristicas de estas membranas, donde ¢ y w
son los coeficientes de reflexion y permeabilidad. E1

primero fué introducido por Staverman (1952) al comprobar
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que la presion osmotica efectiva o experimental, AT, solo
coincide con la dada por la expresion de Van't Hoff, an , en
el caso de membranas semipermeables, por lo que propuso el
coeficiente de reflexion como una medida de la selectividad

de la membrana, permitiendo relacionar ﬁne y A1 mediante

ATl oAl (62)

El segundo, el coeficiente de permeabilidad, viene definido

como (Versluijs y Smit (1983))
w = k D/1 (63)

donde los simbolos tienen el significado anteriormente dado

a los mismos. E1 coeficiente de difusion utilizado fuée de

Df = 6,95.10—10 1m2.s_1 corespondiente a una solucidén de
glicerol trioctadecanoato en tolueno, y las profundidades de
los banos externos de 11 = 12 = 9«'10“4 m.
7 -1
membrana 1 (um) k o w-10" (m.s 7))
A 75,8 0,58 0,363 3,79
B 141 . 0,80 0,0376 11,6
TablalII.5.- Parametros de las membranas simples A y

B. Datos de Versluijs y Smit (1983).

Para obtener 1los perfiles de actividad en 1la

membrana compuesta se ha considerado que las disoluciones en
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los bafios externos no estan agitadas, y la membrana se ha
equilibrado en las condiciones experimentales LII (apartado
IIT.2.2). La reticulacién utilizada ha sido de n = 10 para
cada una de las capas, incluyendo los banos externos. Los
resultados se muestran en la figura 22 para los sistemas AB
y BA y a diferentes tiempos, indicando que un cambio en 1la
orientacién de la membrana respecto a las disoluciones
externas tiene un efecto muy pronunciado en el perfil de
actividades. c1° es la concentracion inicial en el bafno 1.
El conocimiento del perfil de actividad en la
membrana, en funcién del tiempo, permite determinar 1la
dependencia temporal de la presion osmotica. Como es sabido,
la presidén osmética a través de una membrana homogénea es
proporcional a la diferencia entre las actividades en sus
fronteras (ec. 62, Staverman 1952). Para una doble capa 1la
aditividad de la presidén osmoéotica experimental, anm _, (Kedem

y Katchalsky 1963.c), conduce a:
an_(t)/RT = o_ta(o,t)-a(l,_,t)} + op,{all, ,t)-a(l,t)) (64)

donde R es la constante de 1los gases, T 1la temperatura
absoluta y la vy 1 los espesores de la capa a y de las dos

capas, respectivamente. .

En la simulacidén, el proceso no estacionario se
supone que comienza desde un _estado estacienario CORaeUDmsec o
flujo de volumen cero a través de la membrana, implicando un
perfil lineal de actividad para cada elemento de membrana.
Recordemos que esos perfiles se manifiestan como las
condiciones iniciales de los condensadores de 1la red
(a(x,0)). Con concentraciones uniformes en las células

externas, el perfil de actividad en el sistema para t=0

viene descrito por:
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b

cl(x,O) = c,° -lli EO (65)

1

”

a(x,0)=c °+x(ai°—ci°)/l 0 <

a

1 <1 (66)

a(x,0)=ai°+(x-—la)(Cz"—ai")/(l-la) lai x< 1 (67)

cz(x,O) = 02" | 'l_<:_ x < l+12(68)

La actividad ai" en la posicidn la’ es decir, 1la

correspondiente a la disoluciodén imaginaria, para t=0, resul-

ta ser (Henkens et al. 1079):

a.° = (69)

donde w, ¥ wp son las permeabilidades del soluto en cada

capa i1ndividual de la membrana, definidas por:

1

w. = k. D./l. = (S R.')_ (j-‘-‘a,b) (70)

J Jd J J J

En la simulacion de la evolucion temporal de 1la
presion osmética a través de las cuatro configuraciones
(doble capa) formadas por la asociacidén en serie de las
membranas individuales A y B, se ha usado una reticulacidn
de 5 compartimentos. Los resultados se muestran en la figura
23. Las curvas AB y BA se superponen, indicandoc que en las
situaciones de simetria en los bafios externos, como es el
caso actual en el cual 11 = 12 y con las disoluciones no
agitadas, un cambio de 1la orientacién de las membranas
heterogéneas en relacidén con las disoluciones externas no

tiene efecto en los valores de 1la presidén osmética, al

contrario de lo que ocurre con los perfiles de

concentracion.
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AB,BA

0 500 1000 1500 t (s )

Figura I1I.23.- Evolucion temporal de la presion osmotica en
las bicapas: AA, BB, AB y BA, en condiciones de
simetria de los barfios externos.
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Como puede observarse para tiempos suficientemente
grandes (t > 300 sg.) fﬂ_fhlane disminuye, para todos los

casos, linealmente en el tiempo, con una pendiente -1/ {:
In (ﬁHe/RTClo) = -t/tr + m (71)
donde 1 es el tiempo de relajacion.

Kedem y Katchalsky (1963.c¢) dedujeron que 1la
permeabilidad, »w , v el coeficiente de reflexion, g , globales
para una membrana doble capa, en condiciones de estado

estacionario, vienen dadas por:

1/ 1/w_ + l/wb (72)

a

o =w(oa/wa +Ub/mb) (73)

indicando los subindices a y b los parametros de cada capa
individual. En la Tabla ©6 se muestran los valores
correspondientes a ¢ y w obtenidos de las ecuaciones (72) y
(73) para las distintas asociaciones de membranas
consideradas. El coeficiente de particiéon medio k de 1la

membrana doble-capa se obtiene de kl = kA1A+ kBlB.

La simulacién mediante la red representativa del
proceso de difusion transitoria, permite analizar
cuantitétivamente la.validez de-}las ecuaciones (72), (73) .en
condiciones de estado no estacionario. Para ello hemos
comparado los valores de 1 y m (ec. 71) obtenidos de las
curvas de la figura 23 con las correspondientes a las curvas
resultantes de considerar a 1la bicapa como una membrana
homogénea equivalente, cuyos parametros vienen dados por las
leyes de aditividad de Kedem y Katchalsky (ec. 72 y 73) ¥
cuyo modelo en red es el dado en la figura 8. Los datos de

los casos simulados vienen dados en 1la Tabla 7 en las
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membrana 1 (ym) k o w.107 (m-SFI)

AA 151,6 0,58 0,363 1,89
BB 282 0,80 0,0376 5,80
BA, AB 216, 8 0,72 0,283 2,86
Tabla III.06.- Parametros de las membranas equivalentes de

distintas asociaciones en serie, obtenidas mediante

las ec.(72, 73).

columnas membrana heterogénea y membrana homogénea
equivalente, respectivamente. Los valores se han obtenido
por el método de minimos cuadrados, de la parte lineal de
las curvas, siendo el coeficiente de correlacién de -0,9909

en todos los casos para un numero de datos de n° = 12.

La proximidad de los valores mostrados en la Tabla
7 permiten extender la validez de las relaciones (72) y (73)
también a la situaciodon transitoria. Ademas, en la Tabla 7 se
han incluido los valores experimentales de Vebsluijs y Smit
19835 -del-tiempo de relajacidén y de la ordenada en el origemuw e =T
correspondientes a las membranas bicapas formadas
presionando (uniendo) dos membranas, una junto a otra. La
comparacion con los resultados correspondientes a los datos
simulados indican 1la bondad del modelo propuesto en 1la
figura 20. Los valores difieren ligeramente a causa de 1la
desigualdad de 1los espesores de las membranas compuestas

reales con los de los modelos de membranas heterogéneas

mostrados en la Tabla 6.

-107=



Datos Simulados Datos Exper.

membrana hete- membrana hete

membrana homogé-

nea equlivalente rogénea rogénea
Membrana t(s) -m 1(s) —-m 1(s) -m
AA 2728 1,20 2783 1,17 2700+40 1,23+0,02
BB 1203 3,74 1202 3,71 1054+3 3,60+0,01
BA 1998 1,52 2004 1,47 1885410 1,45+0,02
AB 1998 1,52 2004 1,47 1900460 1,59+0,02

Tabla III.7.- Valores de los tiempos de relajacién y m a

partir de 1los
en las membranas AA, BB, BA y AB.

datos de variacion de la presion

osmotica,

Por otro lado, y como se vid anteriormente en 1la

situacion simétrica de Dbafios externos, un cambio de

orientacion de la membrana respecto de la disqQlucidén externa.

Asi pues, para

no afecta al valor de la presién osmdtica.

estudiar el posible efecto de orientacidén en ella, se debera

eliminar esta situacion de simetria en los bafios. Para ello,

ahora consideraremos que la disolucidon-1 tiene concentracidn

uniforme y constante (bafio 1 agitado) mientras que existe

difusidén libre en la disolucidén 2 (bafio 2 no agitado). En

este caso, en el modelo de la figura 20 deberemos eliminar

la subred (R1 proceso de

- Yl), la cual representa el
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difusion en el bafio 1, sustituyéndola por un elemento
monopuerta que sintetice la concentracidén uniforme supuesta.

Este elemento debera ser una fuente de tensidén constante de

salida C, -

Los resultados se muestran en la figura 24, en la
que puede apreciarse el efecto de la orientacidén de 1la
membrana bicapa en la respuesta del sistema. Ademas, en esta
figura se muestran las curvas de presién osmética para las
membranas formadas por tres capas ABA y BAB, obtenidas
mediante el modelo de la figura 21 particularizado al caso
de tres capas, y cuya obtencién a partir de la resolucidén de
las ecuaciones diferenciales de difusidén correspondientes
implicaria una enorme complejidad matematica. En este
sentido, incluso el tratamiento matematico para el caso de
bicapas se realiza usualmente considerando una de ellas como
una muy delgada pelicula de espesor despreciable (Versluijs
et al. 1982). El1 estudio de esta aproximacién mediante el

tratamiento por redes es el problema que a continuacidén nos

proponemos abordar.

Para estudiar el efecto que sobre 1la presién
osmética produce la variacion del espesor de la capa menos
porosa, hemos trabajado con la membrana compuesta A-B. Al
ser A la capa mas selectiva, se ha ido variando su espesor
desde 5 veces el valor experimental hasta un espesor nulo,
manteniendo sin alteracidén el v@;anFEL:UiS otros parametros

(Tabla §5).

A la hora de la simulacién se ha vuelto a
considerar la situacidon de disoluciones no agitadas. De esa
forma, en el modelo de la figura 21, hemos de introducir
unicamente el hecho del cambio del espesor de 1la capa menos
permeable, lo cual s6lo afecta al valor de la capacidad del

condensador correspondiente a la misma.
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Figura III.24.-

500 1000 1500 t(s )

Evolucién temporal de la presion osmotica

para las membranas compuestas: AB, BA, ABA y BAB, en
condiciones asimétricas de los bafnos externos.
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De acuerdo con el procedimiento seguido
anteriormente, se caracteriza el decrecimiento temporal de
la presion osmotica mediante la parte lineal de las curvas
para t > 300 s, obteniendo la pendiente, -1/t , y ordenada en
el origen, m, a partir de la ecuacién (71). E1 coeficiente
de correlacion obtenido fué en todos los casos de 0,999 para
un numero de datos n® = 12. Los resultados se muestran en la
Tabla 8. En ella se aprecia, que segun disminuye el espesor,
la pendiente y ordenada en el origen se hacen menores, pero
la tasa de reduccion es cada vez mas pequefia. Para espesores
de unas pocas micras la variacion del espesor de la capa de
revestimiento no afecta practicamente a la presidén osmébética,
Yy T ¥y m coinciden con los obtenidos para un espesor nulo.
Resulta asi que, efectivamente, el considerar en un
tratamiento teorico un revestimiento delgado como si no

tuviera espesor, no afecta practicamente el comportamiento

previsto de 1la membrana. Este resultado coincide con el

obtenido por Versluijs et al. (19082).

1 (um) 1(s) -m
379 2032,6 1,463
75,8 2004,9 1,472
37,9 2002,2 L. S
72,58 1999, 3 1,474
3,79 1998,6 1,474
0,758 1997,8 1,474
0,0 1997.8 1,474

Tabla III.8.- Influencia del espesor de 1la
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