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INTRODUCCION GENERAL




La utilizacién de modelos matematicos para representar
situaciones reales, investigar sobre ellas Y tratar &é
me jorarlas ha sido una constante a lo largo de toda la historia
de la Ciencia. No obstante, -la introducci&n del ordenador y la
complejidad.de lags situaciones a las que e1 hombre actual se
enfrenta, han hecho que esta metodologia de trabajo se haya
desarrollado enormemente a lo largo de la segunda mitad de este

siglo, y que se haya aplicado a disciplinas que nunca la habilan

utilizado.

Todo esto hace que los modelos matematicos a desarrollar se
hayan hecho cada wvez mas complejos, utilizando a su vez datos
mas sofisticados. Ocurre entonces, que la informacion necesaria
para trabajar con estos modelos no puede expresarse de forma
clara o ineguivoca. Las razones para ello pueden ser diversas,
el origen mas habitual se encuentra, de una parte en el propio
fenomeno a modelizar v de otra, en la fuente de los datos a

medir que puede ser un instrumento sujeto a error, o incluso una

informacién suministrada por una afirmacién lingﬂistica. Es pues
necesario desarrollar teorias, tecnicas de repreﬂentacién N4
métodos de tratamiento de la impreeisién v la incertidumbre. La
presente memoria se encuadra dentro de este ambito.

Como hemos indicado en el parrafo anterior, un problema que

aparece c¢on gran frecuenclia es el de las valoraciones

imprecisas. Existen muchas situaciones en las que el wvalor de
ciertas magnitudes no se conoce exactamente, y en la mayoria de
los casos esto es debido a que la informacion acerca de ello

proviene de afirmaciones tales como:

- BEste proceso tardara al menos dos horas.



- HEspero ganar mas de un millon.

— K1 atajo acorta alrededor de tres Km., etc.

Todas ellas reflejan datos nuUmMericos no exactos, ¥ pueden
calificarse como cantidades imprecisas.

La modelizacion de estas cantidades se hace necesaria en
disciplinas tales como la Investigacién Operativa (Zimmermanhn
([8B]), ¥ Anélisis de Decisiones (Watson y Weis [6], Buckley
(6]1), en donde se utilizan valoraciones de este tipo.

La teoria de subconjuntos difusos (Zadeh [79]) prbporoiona
un adecuado marco teorico para la representacion de cantidades
imprecisas. El modelo que propone esta teoria es el ooncepto de
cantidad o nﬁmero difuso, cuyva definicién ha 1do evolucionando
desde el subconjunto difuso de n&meros reales, a las ultimas
versiones gque lo caracterizan como un subconjunto difuso de R,
COoOnvexo, con funcion de pertenencia semicontinua superiormente v
con soporte acotado. Esta definicion sera 1la wutilizada a 1lo
largo de la memoria.

De poca utilidad seria la definicion de cantidad difusa en

el desarrollco de modelos, sinoc existen asociados a ella,
tecnicas necesarias para efectuar operaciones, comparacliones,
etc. Las operaciones entre cantidades difusas han sido

desaﬁrolladas de forma bastante satisfactoria por Dubois y Prade
[24,25], mediante la aplicacion del principio de extension. No
ocurre asi, en el tema de la comparacian de cantidades difusas,
en donde, si bien se han realizado numerosos estudios, existen
todavia muchos problemas v ejemplos en los cuales la resoluci&n'
no es lo suficientemente adecuada, a veces incluso
contraintuitiva, ¥ en todos 1los casos demasiado rigida, no

permitiendo variaciones dependientes del contexto de eleccion vy

del decisor. La importancia de este tema es evidente, yvya que



incide directamente en todos los problemas de Decision ¥
Optimizacién, que involucran cantidades de este tipo.

En esta memoria hemos estudiado el tema de la comparacién
entre cantidades difusas, desarrollando metodos que mejoran
algunos de los existentes, pero sobre todo se ha i1intentado no

olvidar la finalidad ﬂltima, de utilizacién de estos conceptos

en modelos matematicos imprecisos, y por ello se han mantenido
siempre los objetivos de:
— Compatibilidad: be han intenta&o que los metodos desarrollados
sean compatibles con las operaciones existentes entre cantidades
difusas.
_ Flexibilidad y facilidad de implementacion: Se ha buscado que
los métodos de comparacién sean fécilmente implementables en un
ordenador, Yy puedan adaptarse a los requerimientos O
planteamientos personales del decisor que los utiliza.

Con objeto de situar la memoria vamos a hacer un breve
resumen de los trabajos que sobre el tema se han realizado.

Obviamente este sera ampliado en el capitulo 1.

Los numeros difusos v su aritmetica fueron 1introducidos
inicialmente por Zadeh [81], con el proposito de analizar ¥

manipular valores numericos aproximados. Posteriormente

encontramos dos modelos en la literatura. El primero ha sido

desarrollado entre otros por Dubois y Prade [24,25], Jain [39],

Baas v Kwakernaak [2], Nahmias [54], Mizumoto vy Tanaka [51],

Dijkman et al. [21], Sanchez [63], Czogala y Dwrewniach [15],

etc., v se basa en la utilizacion del principio de difuminacion
de Goguen, segun el cual un numero difuso es cualgquier
subcon junto difuso de R. Esta definicion es en algunos CaAS0Ss

extraba, y diferentes autores la restringen bajo condiciones de



convexidad, normalizaci&n, etc., reservando el concepto inicial
para la definicion de cantidad difusa, ¥y relacionando 1los
numeros difusos con la extension de los intervalos compactos de
la recta real.

La aritmetica sobre este modelo se basa en el pPrincipio de
extenSién de Zadeh, bajo el cual se definen fundamentalmente las
cuatro operaciones bésicas, vy los operadores max Y min. La
aritmetica de cantidades difusas es una extension del anélisis
de intervalos (Moore [52,53]), vy del 'élgebra de cantidades
multivaluadas (Young [78]). | |

El segundo modelo para definir NUMETros difusos, se ha

desarrollado buscando la conservacion de propiedades topologicas

de "los nﬁmeros reales difusos'”. Extendiendo el intervalo unidad
difuso (Hutton [37]), Gantner et al. [ 313, Rodabaugh [61] ¥
Lowen [4], entre otros, construven la Recta Real Difusa, sobre

la cual, con una topologia adecuada logran definir una suma

difusa continua, entre numeros difusos. El numero difuso que
define este metodo es un caso particular del definido por el
metodo anterior.

La manipulacién aritmética de cantidades numéricas mal
conocidas provoca, en algunos casos, la necesidad de
compararlas. Por tanto, aparte de combinar aritmeticamente
nﬁmeros difusos, otro problema que se plantea para su - correcta
utilizacién es 1a_comparacién, es declr, decidir de entre dos
nﬁmeros difusos cual es el mayor o el menor.

Para la oomparacién entre numeros difusos existen distintos
métodos, algunos de ellos, contraintuitivos (ver ejemplos en
Bortolan y Degani [4]), ¥ la mayor parte, tan 5010 considera un
punto de wvista en la camparacién. La posibilidad de métodos de

comparacion subjgetivos, que permitan distintas decisiones, pPoOYr

Ul



distintos decisores no han sido en general contemplada.

Los primeros indices de comparacién definidos consideraban
un conjunto difuso de alternativas éptimas, vy calculaban el
grado en que cada alternativa puede considerarse como tal. Baas
v Rwakernaak [2], Baldwin y Guild [3] y Jain [38,40], son
ejemplos de este tipo. Otros autores, definen una funoi&n
ordenadora de una subclase de cantidades difusas al conjunto de
numeros reales R, donde existe un orden natural. Este metodo ha
sido seguldo por Yager [73,?5],;Chang [13] ¥ Adamo [1]. Otros
métodos utilizan la éomparacién. de algunos elementos de 1los
a—cortes, entre estos tenemos el de Tanaka et al. [65], ¥ ei de
Ramik v Rimanek (60]. Dubois ¥y Prade [26] definen cuatro indices
que permiten describir la localizacion de dos NUMETr oS difusos;
mas recientemente, Delgado et al. [19], baséndose en el concepto
de funcién de comparaci&n, v en el de medidas difusas derivadas
de los numeros difusos comparados, definen dos relaciones
difusas de orden estricto, sobre numeros difusos normalizados.

El propasito de esta memoria es precisamente el de definir
modelos de comparacién sobre nﬁmeros difusos. Para ello,
segulremos la linea que utiliza funciones ordenadoras sobre
subclases de cantidades difusas, a conjuntos ordenados.

En los metodos de comparacion definidos consideramos la

subjetividad del declisor c¢como un parémetro ~adicional en el
modeio. También se consideran distintos tipos de dominancia
entre nﬂmeros difusos, desde una mas débil, que decide con més
tolerancia, hasta otra MAas fuerte, que sélo decide en casos de
dominancilia estricta. Finalmente, asociada a cada relacion de
orden, consideramos una relaeién de 1ndiferenclia, que en algunos
casos constituye una valida relajacién del concepto de 1gualdad

entre numeros difusos.



La memoria se divide en tres capitulos. En el primero se
expone la notacién, conceptos ¥y propiedades, que utilizaremos en
el resto del trabajo. Este capitulo se divide a su vez en dos
partes, en la primera estudiamos el modelo de cantidad imprecisa
Y uhna clasifioacian de estas en dos tipos segﬂn sea el origen de

la imprecision: el propio concepto (CD1l) o nuestro deficiente

conocimiento (CDZ2). Esta clasificacion ?seré utilizada en 1los
metodos de comparacién. ‘

Para la definicion de Oantidad difusa, ¥ mas concretamente
del concepto més restrictivo de namero difuso, existen las dos
lineas antes comentadas, ¥y cuyo estudio se desarrolla en esta
primera parte. El primer enfogque de definici&n es més intultivo
v deneral, ¥ sera el que consideraremos en el resto de la
memoria. oe discute el problema de la necesidad © no de la
exigencia‘de la normalizacién en la definicion de numero aifuso,
v termina la primera parte con un estudic de las operaciones
entre cantidades difusas, definidas via princliplio de extengién,
vy un estudio del panorama actual de las comparaciones entre

numeros difusos.

La segunda parte del capitulo, plantea las bases teoricas a

emplear en los metodos de comparacion que sSe estudian
posteriormente.
El capitulo II se dedica al desarrollo de metodos

particulares para comparar nﬁmeros difusocs. oe recogen dos vias
O mecanismos de comparaeién: la forma de comparacién NIS v 1la
del indice promedio. Ambas se formulan de forma genérica en 10s
terminos mencionados en el ultimo apartado del capitulo

anterior.

Bl metodo de comparacion NIS, discretiza el numero difuso a



traves de un conjunto finito de «oa-cortes, llamado Silistema de
Comparacion. La funcion NIS-g representa esta discretizacion,

: ’ ) : m
asignando a cada numero difuso un vector de K , en donde, cada

coordenada es interpretada como una, o varilias, medidas de la

. o - . = ™m
posicion de cada a-corte en R, Las distintas ordenaciones de [R

consideradas (lexicografico, fuerte ¥y mayorizacilon) generan

distintas relaciones de orden (dominancias debil, total ¥
parcial) sobre el conjunto de clases de indiferencila.

El indice promedio se obtiene a partir de la integracién de
la medida de posioién de cada <«a-corte con respecto a una
ponderacién subjetiva de los niveles del sistema de comparaoién,
va no necesariamente finito. El1 resultado final es wun valor
real, que representa la posician media del n&mero difuso.

m

Fn definitiva se trata de hacer uso del orden de (R

o

(funcién NIS-g)} o K (indice promedio), mediante la construccion
de funciones ordenadoras, que trasladan el orden de estos
conjuntos, al conjunto de hﬂmeros difusos.

Una oaracteristioa comun a ambos metodos es la introducci5n
de la subjetividad del individuo en el proceso de comparacién.

Esta subjetividad del individuo se pone de manifiesto en ambos

casos, mediante la eleccion del sistema de comparacilon, v  la
determinacion de las medidas de posicion sobre cada a—-corte.

Las medidas de posicion se generan seleccionando distintos

valores sobre la forma parametrica de los a-cortes. En el caso
de la funcion NIS-g, se eligen dos valores de parametrizacion,
uno en A v otro en &; en el indice promedio, solo se toma uno.

En el metodo NIS, cuando A y ¢ colnciden (funcién NIS-promedio),

v en el indice promedio, el unico parametro que define la medilda
de posicion se interpreta como un indice de optimismo-pesimismo.

La determinacion de regiones de dominancia en funcion de este



parémetro facilita el proceso de comparacién entre n&meros
difusos.

Para ambos metodos se estudian propiedades generales, y se
hace un detallado estudio de diferentes ejemplos, algunos de los
cuales aparecen en la literatura como '"'casos patolégicosf, para
los que 1la comparacién no resulta sencilla. También se recogen
aquel los metodos existentes en. la literatura .que SOn casos
particulares de%los aqui proPuestos:_Adamo (1], Tanaka et al.
(65], Tsumura et al. [68], Ramik y Rimanek [60] y Yager [75].

El oapitulo termina con una formulacién que engloba éomo
casos particulares, a los dos metodos estudiados.

En algunas situaciones, el metodo de comparacién NIS

necesita que todas las cantidades difusas a comparar tengan la

misma altura. En el capitulo 3 9% 10 [ proponemos un metodo para
transformar la altura de las cantidades difusas del tipo CD2.
Este problema, si bien surge de las hipétesis necesarias para
que cilertas técnicas de comparacian, propuestas en el capitulo
11, funcionen bien, tiene una importancia que trasciende a su

origen. Puesto que, el reducir dos cantidades difusas a igual

altura, surge en casi todos los casos en 1los que hay que
tratarlas conjuntamente.

Para la construccién de transformaciones que modifiguen la
altura de cantidades difusas del tipo CDZ2, y como garantia dé la
conservacion de la ihformacién referente a la cantidad imprecisa
representada, definiremos un indice que evalue la informacion
que nos proporciona el conocimiento de dicha cantidad y que
permaneceré invariante tras la transformacion.

La definicion de informacion sobre cantidades difusas se
hace de forma axiomética, inspirandose para ello en la teoria

generalizada de la informacion de Kampé de Feriet (41], Yy



relacionandola con 1la idea de parecido a un nUMero real.
Estudiamos informaciones dependientes exclusivamente de la
certidumbre y la imprecisién. Y sobre dos tipos diferentes de
funciones de informacién, definiremos transformaciones, que
modificando certidumbre por imprecisién, modifican la altura del
NUMEero difuso, Y mantienen constante la relacion
certidumbre—imprecisién que define a la informacién.

Estudiamos dos transformaciones, ya que aungue ambas
presentan anélogas propiedades generales, la primera funciona
mejor en la comparacién a diﬂtintas alturas, y la segunda ante
un cambio de escala. Ambas transformaciones presenﬁan sobre
numeros difusos continuos una forma comﬁn, dependiente de 1la
inversa de una funcién, variando esta sobre cada informacién.

[.La transformaciones sobre NUME T OS difusos definidas,
siempre permiten la normali”aciénJ es decir, a partir de

representaciones inciertas de una informacion numerica siempre

podemos generar representaciones totalmente ciertas. Kl trabajar
con numeros difusos normalizados, facilita el proceso de
oomparacién, en particular esto pasa con el método NIES.

La memoria termina c¢con un resumen de 1os objetivos
alcanzados 3 de los trabajos abiertos para futuras

investigaciones.

10



CAPITULO 1



Q. INTRODUCCION.

Dedicamos este primer capitulo de la memoria a sentar las
bases, notacién, conceptos y propiedades, que seran utilizadas a
lo largo de la misma. Por ello diferenciamos dos partes
fundamentales: la primera, se dedica a recoger un estudio sobre
los numeros difusos y sus propiliedades, la segunda expone una

metodologia general para definir un proceso de comparacion. La

primera seré utilizada en todo el resto del trabajo ¥y la segunda
especlalmente en el oapitulo II, dedicado a la comparacion entre

numeros difusos.

Comienza pues la primera parte de este gapitulo, tratando
] problema de la definicion de numero difuso. Es un hecho
conocido, que conceptos tales como: cantidad imprecisa, cantidad
difusa, intervalo difuso, nﬁmero difuso, etc., no se encuentran
totalmente establecidos. Por nuestra parte, embleamos el termino
cantidad 1mprecisa para referenciar un valor que no se ¢Cconoce
Con precisién 0 certeza, distinguiendo entre dos tipos bésicos
de cantidades Segﬁn sea el origen de su imprecisién. El concepto
de cantidad difusa, se relaciona con el modelo matematico que
proporcicna la teoria de subconjuntos idifusos, rara modelizar
cantidades 1mprecisas, en este'sentido hablaremos también de dos
tipos de cantidades difusas.

Para la definicion de cantidad difusa, ¥ mas concretamente
del concepto mas restrictivo de numero difuso, exlisten dos
lineas diferenciadas. La primera, basada en el principio de
difuminacion de Goguen, define la cantidad difusa como cualquier
subconjunto difuso de R, La segunda 1inea, introducida por

Gantner, Steinlage v Warren, se basa en desarrollos de tipo



topolégico, bajo los cuales se construye la recta real difusa.

El primer enfoque es mas intuitivo y general, ¥ sera el que
consideraremos a lo largo de este capitulo, y en toda la
memoria. A partir de él, se definen los conceptos de intervalo ¥
NUMEro difuso, como cantidades difusas que verifican cilertas
propiedades, ¥y se aborda el problema de 1imponer o© ho, la
condicion de normalizacion en las definiciones antefiores.

olgue a la definicién un estudio de las operaciones, entre
cantidades difusas, definidas via prindipio de extension. En
este apartado se han seguido basicamente los trabajos de Duboié

v Prade. Tambilien se recogen, condiciones para que los oa—-cortes

de una expresién difusa real-valuada, puedan expresarse e€en
funcion de los a—-cortes de los términos difusos operados. El
problema fue planteado, y parcialmente resuelto por Nguyen, N

finalmente resuelto por Duboils. Este resultado se .utilizaré N
el capitulo 11, para estudiar la relacién entre operaciones Y
relacion de orden.

Termina la primera parte de este capitulo con un estudio

del panorama actual sobre comparaciones entre cantidades

difusas. En este apartado, mas que una resefia de tecnicas, hemos

tratado de presentar las distintas tendencias y formas de

comparar, incluyendo a aquellas que constituyen un caso
particular de los metodos de comparacion desarrol lados
posteriormente.

LLa segunda parte del capitulo (apartado 7)), plantea las

bases teoricas del metodo a emplear en 1los metodos de

' s

comparacion gue seran objeto de estudic en &l resto del trabajo.

En lineas generales, el metodo consiste en la construccion de
una funcion entre un conjunto a ordenar y un conjunto ordenado,

trasladando la relacion de orden del codominio, a una relacion



de orden sobre las clases de equivalencia en el dominio.
Estudiamos el proceso de construccion general, ¥y en particular
cuando el conjunto ordenado es R". Sobre éste, Sse consideran
tres relaciones de .orden: 1exicogréfico, fuerte Y de
mayorizacién. Se estudian, sobre todo, las propiedades
necesarias para que el orden inducidd sea compatible con algﬁn
tipo de operacién definida sobre el conjunto inicial.

Los desarrollos v resultados de este apartado constituyen

la base del capitulo II ¥y son originales en su mayor parte.



1 MODELO DE REPRESENTACION Y CLASIFICACION DE LAS CANTIDADES
IMPRECISAS.

En muchas circunstancias, sobre todo cuando hay que tomar
decisiones, los datos son imprecisos. A pesar de ello, los
procesos de calculo v tratamiento general de las cantidades
numericas, tradicipnalmente se han desarrollado para elementos
claramente definidos. De ahi, Que las cantidades imprecisas, Su
modelo de representaci&n, aritmetica N4 comparacién han tenido un
amplio tratamiento entreédistintos investigadores en los ultimos
tiempos. La herramienta natural para modelizar tales cantidades
es la teoria de 1os subconjuntos difusos.

Para la utilizacion de cantidades imprecisas es fundamental
el origen de las mismas,; ya que sobre el mismc concepto, el de
imprecisién numérica, pueden a su vez diferenclarse dos tTipos
distintos de cantidades, con un ofigen de “imprecisién basado
bien en una natural vaguedad o© bien en nuestro deficiente
conocimiento. Asi, proponemos la siguiente clasificaci5n:

Cantidades imprecisas del tipo 1.

Bajo este tipo recogemos las cantidades procedentes de

propiedades cuantitativas de naturaleza imprecisa. Es decir,
aquellas en las que la vaguedad se encuentra en el concepto
mismo que determina la cantidad. Ejemplos de este tipo son:

Estatura alta’” , etC. Tienen

"Edad de un hombre Joven',
usualmente naturaleza 1igaistica, Y Su imprecisién proviene de
conceptos usuales en la conversacién humana tales como "Jjoven',
o ‘alta” que son relativos.

Cantidades imprecisas del tipo I1.

Bajo este tipo recogemos la cantidades procedentes de

medidas obtenidas con una fiabilidad wvariable y con margenes de



error. En tales cantidades el origen de la imprecisién no es ei
concepto, sino por el contrario, nuestro deficiente conocimiento
de la medida realizada sobre dicho concepto. Un ejemplo de este
tipo podria ser "la cantidad de transaminasa en un paciente’”, en
donde la transaminasa en el paciente s un concepto claro, pero

la cantidad gque contiene Su CUerpo solo Se COonoce

aproximadamente.

Sobre las cantidades de este tipo, distinguimos dos
conceptos fundamentales para su tfatamiento: La imprecision y la
incertidumbre. "5S1 repfesentamos una informacién bajo la forma
de una proposicién 16gica...", “la imprecisién se refiere %al
contenido de dicha proposicién v la incertidumbre se refiere a
su verdad, entendida como su conformidad con una realidad”

(Dubois [221]). En estas cantidades, la imprecision puede

provenir de la utilizacion de méquinaa de medici@n, errores de
redondeo, etc.

La clasificacién de cantidades 1imprecisas en dos tipos
distintos, es ﬁtil particularmente para la comparaeién de las
mismas, que desarrollaremos en los siguientes eapitulog.

Dado que las cantidades numericas precisas se representan,

en general, mediante numeros reales, podriamos dar un modelo
de representacion de cantidades imprecisas mediante numeros
difusos reales", ¥y mas generalmente cantidades difusas.

El concepto de cantidad difusa es un modelo matematico para

la utilizacion de magnitudes que debido a su propio conceptc O a

expresadas Ccomo numeros

(D
=3

sy deficiente conocimiento no pueden s
reales. La idea de que las cantidades  difusas pudieran
d

e la teoria de

(D

(D
6},

combinarse aritmeticamente segun las ley
subcon juntos difusos es debida a Zadeh [81].

Tradicionalmente las cantidades imprecisas han s1d0o



tratadas como intervalos (en los que se situa el posible valor y
el margen de variacion del mismo), los libros de Moore [52] v
[53] dan un amplio tratamiento al tema. Dubols y Prade en [27],
sefalan que las cantidades. difusas son representaciones més
convenientes que los 1intervalos para la representaoién de
cantidades 1mprecisas, al recoger mejor todo el concoccimiento
disponible..La aritmetica de cantidades difusas es una extension
del analisis de intervalos y del élgebra de ;cantidades
multievaluadas.

- La teoria de conjuntos difusos proporciona un adecuado
marcb teérico para la representacién de cantidades 1mprecisas.
Para dicha representacién encontramos dos modelos en la
literatura. El primero debido a Zadeh, aplica el principioc de

difuminacion de Goguen ¥ define un “"numero difuso real', como un

subconjunto difuso sobre el universal R. El segundo, introducido
por Gantner, Steinlage y Warren, s una representaoién formal
del concepto desde un puntb de vwvista topolégico. Analilizaremos
ambas definiciones, estudiando fundamentalmente la primera, al
parecernos mas intuitiva 3 util COmMo representacién de una
cantidad imprecisa, ¥ por considerar a la segunda definicién

comOo un caso particular de la primera.



2 ENFOQUE BASADO EN EL PRINCIPIO DE DIFUMINACION.

Se dice, que los nﬁmeros difusos ¥y su aritmética fueron
introducidos por Zadeh [81] con el propésito de analizar ¥y
manipular valores numericos aproximados. La aritmética difusa ha
sido estudiada entre otros por Dubois y Prade [24,23], Jain
(397, Baas y Kwakernaak [2], Nahmias ([54], Mizumoto y Tanaka
(517, Dijkman et al. [21], Sanchez [63], Czogala y Drewniach

[15], etc.

I.,as dos herramientas que emplean estos autores para ia
definicion de numero difuso ¥ para establecer las operaciones

entre ellos son:

1. Principio de difuminacion de Goguen, de acuerdo con el, Se
define el numeroc difuso como un subconjunto difuso de K.
2 . Principio de extensicn de Zadeh, que permite definir

operaciones entre numeros difusos por  extension de las

operaciones entre numeros reales.

De acuerdo con el principio de Goguen, todo subconjunto
difuso de R puede considerarse como un numero difuso.

Considerando el subconjunto difuso con funcion de pertenencila

(ver fig. 1)

4 10 13

figura 1. Subconjunto difuso sobre K.

que podemos suponer representa la propiedad de Taproximadamente

7, 10 o 13, siendo 10 el wvalor menos posible entre ellos™.



Intuitivamente, sorprende considerar tal representacién COmo un
numero difuso. Por esta razon y para facilitar 1la operabilidad
se ha restringido la definicion de numero difuso por distintos
autores.

El estudio mas completo ¥y detallado es el realizado por
Dubois y Prade en [27], que tomaremos como base para el resto
del trabajo. Estos autores, partiendo de la idea dada por el
principio de difuminacion de Goguen para definir cantidades

difusas, extienden posteriormente la idea de intervalo.

2.1 CONCEPTO DE CANTIDAD DIFUSA.

A cualquier parte difusa de [, se l1le dara el nombre
genérico de Cantidad Difusa (parece mas conveniente dicho nombre
en subconjuntos difusos de R como el de la fig. 1, que el de

numero difuso), al conjunto de cantidades difusas se le notara

por P(K). Obviamente el concepto de cantidad difusa proviene de

i

la utilizacion directa del principlio de difuminacion de Goguen,
aunque tambien puede verse como una extension difusa del
concepto de cantidad multievaluada [78].

Pueden considerarse dos tipos diferenciados de cantidades
difusas segﬁn sea el origen de su imprecisi&n:
a) Cantidades difusas del tipo 1 (CD1), seran aquellas que
modelicen cantidades imprecisas del primer ti?o. Pueden
interpretarse como difuminaciones de [R, bajo el cumplimiento de
propiedades 1mprecisas cuantitativas.
b) Cantidades difusas del tipo 2 (CD2), seran aquellas que
modelicen cantidades imprecisas del segundo tipo. Pueden
interpretarse como difuminaciones de K, bajo la creencia sobre

el verdadero valor de una medida obtenida de forma imprecisa, Y



con fiabilidad wvariable.

Formalmente una cantidad difusa del tipo 1 ¥y 2 son la misma
cosa. La distincion entre ellas proviene de su interpretacién; Yy
posteriormente, en el manejo y tratamiento que tendra cada una

de ellas en el problema de la comparacion.

Dada una cantidad difusa Q, su funcion de pertenencia, M
puede interpretarse como una distribucion de posibilidad de los
valores que puede tomar la variable difusa X, asociada a la
propiedad linguistica que genera Q, o a la creencia sobre el
verdadero valor de una medida. La idea de las cantidadés difusas
es extender formalmente cualquier subconjunto de TRL Las

cantidades difusas_que extienden a unos subconjuntos de R

especiales, como son los intervalos, son los intervalos difusos.

2.2 CONCEPTO DE INTERVALO Y NUMERC DIFUSO.

Definicion 2.1

Un Intervalo Difuso M es una cantidad difusa convexa, es
decir,

1) Me P(R)

ii) ¥x,ye R, Vtelx,y], », (t) = min <p (X)), H, (V).

Una cantidad difusa es convexa, si ¥ solo si1 sus da-cortes
son conjuntos convexos de R, es decir, son intervalos (acotados

O Nno).

Notaremos por & al conjunto de intervalos difusos. En 1la
fig.2 se muestran distintos tipos de intervalos difusos, a) es
una extension del intervalo clésico (-0, al, by del intervalo

[a,+00) ¥y c) de [a,Db].

l.os 1intervalos cerrados se generalizan mediante los

10



intervalos difusos con funcion de pertenencia semicontinua
superiormente (s.c.s), es decir, por definicion aquellos cuyos
oa—cortes son intervalos cerrados. Notaremos al c¢conjunto de

intervalos difusos cerrados por €.

A

figura 2. Distintos tipos de intervalos difusos.

Reservamos el nombre de numero difuso para la extension
difusa de los subconjuntos compactos de la recta real (es decir,
cerrados y acotados).

Definicion 2.2

Un Numero Difuso M es un intervalo difuso cerrado con

soporte acotado.

Notaremos por K al conjunto de los numeros difusos; ¥ Si

oy

consideramos a los numeros reales como singletons en la forma

I 1 €1 X=r
¥Yre R gr(x}:
[ 0 s1 x¥*r
se verifica que
R R.
De 1igual modo los intervalos cerrados crisp quedan
contenidos en IR, considerandolos como conJjuntos difusos CcOon

o

funcion de pertenencia

1 s1 x=l[a, bl
{(3) = con a, be R,

'u[cl.,b]
QO en otro caso

La forma general de la funcion de pertenencia de un numero

difuso M es la siguiente:

rM(x} sl x=[{m—a,m)
HM(X): &, si x=[m,n]
SM(X} si x=(n,n+b]

11



Y uu(x):O en otro caso, en donde rM,sM:Ef *>{0,1], r, no

decreciente, s no creciente, r_ (m)=o =s (n), <,€(0,1]1 ¥y

a,b,m,ns R,

|
|
!
|
1
m— m n n+b

figura 3. Forma general de un numero difuso.

Al nimero o se le denomina altura del numero difuso. Al
intervalo [m,n] lo denominamos intervalo modal, y a los valores
del intervalo, valores modales o modas del numero difuso M. A
los numeros a v b se les denomina holguras a derecha e
izquierda, respectivamente. Kl nﬂmero difuso de la fig.3 es una
representaciém de "aproximadamente entre m ¥y n'.

Realmente la idea de numero difuso se obtiene cuando M es

unimodal | 1= decir m=n, Y representa la idea de
"aproximadamente m". Dubois ¥ Prade en [27] definen un numero
difuso como un numero difuso unimodal ¥y normalizado, nosotros

hemos preferido no exigir estas condiciones, yYa que para muchos
tratamientos, como el de la comparacién, Nno s necesario que sea
unimodal, la normalizacion la comentaremos posterioremente.

Un tipc particular de NUMET 0S difusos, que utilizaremos
posteriormente, se obtiene cuando consideramos a r, Y S
funciones lineales. En este caso la funcion de pertenencila

adopta la forma concreta

a +(x-m)a /a si Xe[m—a, m)
(XY=

aM—(x—n}aM/b si xXx=(n,n+b}

si xX[{m, n]|

\'4 uu(x}:O en otro caso.

A un numero difuso con esta funcion de pertencia le

denominamos triangular, y notaremos por J al conjunto de numeros

12



difusos triangulares.

l

I

l

| —
m-a m n n+b

figura 4. Forma generica de un numero difuso triangular.

Notaremos a los elementos de I en forma abreviada en

funcion de los cinco parametros que los definen

VYAsT M= (m,n, a,b), & .
Otro tipo de numeros e intervalos difusos utilizados en la
jliteratura y de facil maneJjo son aquellﬁs que vienen definidos a
traves de combinaciones simples de las o—funciones de

pertenencia definidas por Zadeh (1978). Ejemplos de este tipo de

numeros difusos puede verse en [64].

Una clasificacion analoga a 1la hecha c¢con cantidades
difusas, segun el origen de la cantidad imprecisa que modelice,

puede hacerse con los intervalos y numeros difusos.

Z2.3. ENTEROS DIFUSOS.

Unas cantidades difusas interesantes, no recogidas bajo 1la
idea de "numero difuso real"” son los enteros difugos, es decir,
aquel las cantidades difusas tales que

sop Q &€ £
en donde £ es el conjunto de los nameros enteros. Los enteros
difusos aparecen, por ejemplo, cuando se usa el concepto de
cardinal difuso de un conjunto difuso. Para la definicion de un
"numero difuso entero’, solamente tenemos que restringir 1las

propiedades exigidas al "numero difuso real" al conjunto de 1los

Tumeros enteros.

13



Definicion 2.3
Un numero difuso entero N es una cantidad difusa que
verifica las tres siguientes condiones:
i) sop N& Z
ii) ¥ne Z / pSnSq 4 (n)Z min<H (P),H (q)> con p,qsZ

iii)sop N = {xe Z /'uN(x)>0} es un conjunto finito,

es decir, un numerco difuso entero es un convexo sobre un
conjunto finito de enteros. La fig.5 muestra la forma general de

los numeros enteros difusos.

1

I f o
S S 7

!
! 1
{ | |
i 1 | !
I 1 1 |
L | ' I {
O 1 2 3 4

figura 5. Forma general de los enteros difusos.

No exigimos a los numeros difusos enteros la condicion de
continuidad superior de su funcion de pertenencia, ya que

siempre se verifica.

2.4 ELL PROBLEMA DE LA NORMALIZACION.

Dada la cantidad difusa Q, diremos que esté normalizada si

Fme R / ua(m)zl.

En las definiones anteriores no hemos exigido sobre las
cantidades difusas esta condicion. Por el contrario, es

frecuente que se incluya en las definiones de numero difuso que

pueden encontrarse en la literatura. Aqui, hemos preferido no
incluirla para ampliar la definicion de numero difuso por un
lado y por parecernos poco conveniente en algunos casos bajo la
siguiente interpretacién:

Cuando trabajamos con cantidades difusas CD1, la

14



normalizacion supone la existencia de valores reales que

verifican totalmente la propiedad imprecisa de base, "una falta

de normalizacion signhifica que la variable X puede tomar valores

fuera del conjunto referencial o no tomar todos los valores”
(Duboilis ¥ Prade [27]), ¥ por tanto, la no exigencia de esta
condicion amplia las posibilidades del modelo de cantidad
difusa.

De cualquier forma las cantidades CD1 podran ser usualmente
normalizadas, ya que estas representan propiedades genérioas,
tales como, "pequefio", "jo#en", ;alto”, etc., ¥ para ellas 1la
propiedad de normaliéacién es admisible, puesto que siemprei Se
podré fijar al menos un valor numerico como prototipo de tal
propiedad. Estas cantidades han sido utilizadas, por ejemplo,
como etiquetas en la formulacion de reglas aproximadas sobre
olstemas Expertos.

Sobre cantidades difusas del tipo CDZ2, la normalizacion
supone la existencia de valores reales en los que tenemos la
maxima certeza de que representan a la medida en cuestion. La no
normalizacion de una cantidad difusa puede 1interpretarse como
“una falta de confianza en la informacion" (Duboilis y Prade [281)
que la genera, es decir, como la aparicién de 1incertidumbre en
la representacién de dicha informacion. En este caso, hno es
1égico que existan valores con certeza total, y por tanto en
esta.situaoian no es aceptable el modelo de cantidad difusa
normalizada. De este modo la altura de una cantidad difusa es
interpretable como un grado de certidumbre o fiabilidad sobre la

medida.

Esta interpretacién solo es posible en cantidades difusas
del tipo CDZ2, ya que en las cantidades del tipo CD1 el concepto

de calidad de la representacion no parece adecuado.
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Al relacionar la altura de una cantidad difusa, del tipo
CDZ2, coﬁ la certidumbre de la informacion que la ha generado, la
representacién de dicha cantidad admitira variaciones de la
misma medida obtenida a distintas calidades. Esta idea servira
para transformar cantidades del tipo _CD2; y con ello poder
comparar cantidades difusas de distinta~ altura. Como veremos
posteriormente, dada una transformacion sobre este tipo de

- cantidades difusas, siempre es posible normalizarlas.
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3. ENFOQUE TOPOLOGICO PARA DEFINIR NUMEROS DIFUSOS.

Otra vision diferentg del concepto de numero difuso se ha
desarrollado buscando la conservacion de propliedades t0polégioas
de los "numeros difusos reales".

Extendiendo el intervalo unidad difuso (introducido por
Hutton [37]), Gantner et al. [31], Rodabaugh [61] y Lowen [45]
entre otros construyen la Recta Real Difusa, sobre la cual, con
una topologia difusa adecuada logran definir una suma difusa
continua, entre numeros difusos. Para ello dan la siguliente
definicion.

Definicion 3.1 (Gantner et al. [317)

clendo J el intervalo unidad, la recta real difusa, notada

por R(J), es el conjunto de clases de equivalencia (A) tal que:

1)y AR »J es monétona decreciente, con suplA(t): te R} =1 =

inf<A(t) : t= R>=0.

ii) A,Bs(A) si v solo si A(t )=B(t') v A(t Y=B(t ), Yt

M

K

La representacién genérioa de un elemento (A) de R{(J} es la

de un subconjunto difuso K con funcién de pertenencilia (ver
fig.6)
1 51 X<a
A(x)=4{ r(x) si1 x=la,b]
-0 s1 X>b,
donde a,bs R, a<b, yv r:[K >0, 1].
1
|
a b

figura 6. Representaoién gréfiea de un elemento de R(J).
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Si asociamos a cada r= R la clase (A;) tal que

1 si t=r
A (t)=

O s1 tor,

es inmediato comprobar que R esté contenido isomérficamente en
R(J).

Los elementos de R(J) pueden, obviamente, ser considerados
como 'NuUmeros difusos” (nﬂmeros difusos de Hutton los 1llama
Klein en [44]). ©Sin embargo, como subconjuntos difﬁsos de
R representan la propiedad "ser menor que’, coOn limites
indeterminados, v por tanto, no refleja toda la variedad de
cantidédes imprecisas que pueden encontrarse en problemas
reales. Ademés, puede encuadrarse dentro del modelo dado en el
apartado 2, como un caso particular de intervalo difuso.

El origen intuitivo de estas definiciones se basa en el
siguiente hecho:

A un numero real r podemos asoclarle univocamente uno de
los dos siguientes conjuntos, el formado por dicho numero real
{r>, o el formado por el intervalo (-o,r]. La extension difusa
de cada uno de estos conjuntos proporcionaré una definicion
posible de "numero difuso real". Asi, en el modelo dado en el
apartado 2 se extiende el primer conJjunto, logrando una
definicién més;intuitiva. En el modelo dado en este apartado se
extiende el segundo conjunto, logrando una definicion con buenas
propledades topolégicas, en las que no entramos aqui. En el

resto del trabajo utilizaremos 1los conceptos dados en el

apartado 2.
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4. OPERACIONES ENTRE CANTIDADES DIFUSAS.

4.1 EL PRINCIPIO DE EXTENSION.

El principio de extension introducido por Zadeh, es una
herramienta basica en la teoria de los subconjuntos difusos.
Proporciona un método general para extender conceptos
ﬁateméticos no difusos, para el tratamiento de cantidades
difusas. Como se dijd en el apartado 2, éste_nos permite;definir
operaciones entre cantidades difusas medianté la extension de
las operaciones entre numeros reales. Bésicaﬁente el principio

es el siguiente:

oea X un producto cartesiano de conjuntos universo

A=K X X *x...x X,

N4 A&""’Ar r conjuntos difusos sobre }Q,...,xr,
respectivamente. Sea f una funcion de X en un universo Y, tal
gque,
y=E(X ,%x,,...,X ).
El principio de extension permite inducir de los T

conjuntos difusos AL un conJjunto difuso B de Y a traves de f con

la siguiente funcion de pertenencia

uB(y): sup min < Mo (X ), .. H, (xr)}
¥ e e X 1 g
1 ) o
y=fix ,...x > (1)
= 0 S 1 f_i{y)::ﬁ

en donde f_i(y) es la imagen inversa de ¥y. un(y) es el mayor de

X .. xA (xi,....,xr) de las
) &

entre los valores de pertenencia H

realizaciones de ¥y, usando r-uplas (xi,...,xr).
El caso especial r=1 fue estudiado por Zadeh va en 1965.

Cuando f es uno a uno, (1) se puede entonces escribir

po ()= (£ (y))
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cuando f  (y)=@.

El érincipio de extension puede gdenerarse directamente a
través de la aplicaoian f a distintas variables no—-interactivas,
COmMoO sefialan Nahmias [54] ¥ Duboils y Prade [25], estos ultimos
en el contexto de las medidas de posibilidad.

Otros tipos de principio de extensién - pueden considerarse
con €1 mismo propésito que el anterior. Kaufmann [42] aplica un
principio de extension probabilistica (convolucién) para definir
la suma de cantidades difusas; el trabajo de Mares [47,48] sigue
la misma 1ihea. Jain [39] usa el principio de extensién (1)
sustituvendo el supremo por la suma probabilistica (aib:a+b—ab).
Dijkman et al. (211 consideran 9 princilipios de extensién
diferentes, 7 de los cuales se encuentran fuera de nuestro
contexto.

Vamos a estudiar ahora las condiciones, para que los
a—cortes de una expresién difusa real-valuada, puedan expresarse
en funcion de los a-cortes de los terminos operados. HEste
resultado permite estudiar, las principales propiedades de las
operacliones sobre intervalos difusos. Posteriormente

estudiaremos las operaciones usuales,

4.2 OPERACIONES GENERICAS DE CANTIDADES DIFUSAS. RELACION CON LA
REPRESENTACION POR a-CORTHES.
En este apartado estudiamos condiciones suficientes para
que el oao-corte de f£(M,N), cantidad difusa obtenida de la

aplicacion del principio de extension a la funclion real de

variable real f, sobre las cantidades difusas M ¥y N, pueda

expresarse en funcion de los a-cortes de M vy N. Este resultado

e util en el calculo practico de operaciones sobre cantidades
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difusas.

Sea f una funcion real de variable real, y sean My N dos
cantidades difusas. Para garantizar la siguiente igualdad
[£(M,N) ] =f(M_,N_), Vas(0, 1] | (2)
se han dado en la literatura algunas condiciones suficientes.

Proposicién 4.1 (Nguven [567)

S1 f es continua, v M ¥ N son cantidades difusas con
funcion de pertenencia semicontinua superiormente y con el

cierre del soporte compacto, entonces (2) es cierto.

Por este resultado, podemos afirmar que ((2) se verifica
sobre n&meros difusos ¥y funciones f continuas, aungue no seré
cierto, en general, sobre intervalos difusos.

Restringiendo el tipo de funoi&n f, Dubois [Z22] generaliza
el resultado de Nguyven sobre la siguiente clase de 1ntervalos
di1fusos

F=CAst / Va=(0,1] Aa¢ K>
que contiene a aquellos intervalos cerrados difusos con todos
sus a—cortes acotados superior o i1nferiormente.

Proposicion 4.2 (Dubois, [22])

oean M,N= F. Sea f una funcién de R a K continua £

1sotonica, es decir,
Yuzu’ ,Vv=v’ f(u,v)=zf{u’,v?)

entonces,

[E(M, N} ] =T(M_,N_), Vas (0, 1]

El resultado de esta proposicion tambien es wvalido (f en
cualquier caso continua) bajo las siguientes hipotesis:

M =la, b 1, N =[c_,d_]

—

e solo esta definida sobre un producto cartesiano de

intervalos cerrados.
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- f es antitonica, es decir,
uzu’, vZv’ = f(u,v) = f(u’,v’)
entonces suponiendo a Mﬁ Y Na intervalos compactos
[£(M,N)] _=[f(b_,d_),f(a,,c)].
- f es "hibrida”, es decir,
uZUE, vsv’ = f(u,v) = f(u’.v’)
entonces suponiendo a MOl Y Na intervalos compactos
LECM, N) T =0F(a .8 3, 1(b ;e ).
— f tiene un nﬁmero finito de argumentos, Yy es monétona

con respecto a cada uno de ellos.

El resultado (2) tiene especial utilidad en el calculo de
cantidades difusas, ¥ es en cierto modo equivalente en cuanto a
218! utilizaci&n, al principio de extensién. Un resultado anélogo

para c—-cortes fuertes fue probado por Negoita [55].

Gl
N

e

ENSTON DE LAS OPERACIONES ENTRE NUMEROS REAL!

| —

4.3 EXAT

Traﬁaremos ahora la aplicaoién del principioc de extensién,
a las operaciones usuales. Para ello segulremos los resultados
del trabajo de Duboilis ¥ Prade [27], considerando en primer lugar
las funciones de una sola variable, posteriormente las cuatro

operaciones basicas v los operadores maxX ¥ min.

Funciones de una variable.

Si f tiene un solo argumento, v Q@ es una cantidad difusa,
f(Q) tiene una expresion simple cuando f es 1nyectiva, por
aplicacion del principio de extension

=3
YY f, A= (f {(¥) ).

fooy
Aplicando esta formula a las funciones usuales construlimos
la tabla 1. En [27] Dubois ¥ Prade definen el concepto de

cantidad difusa positiva de la sigulente manera:
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YQe P (IR) Q es positiva si y solo si inf sop(Q) = O.
N
Analogamente una cantidad difusa Q es negativa si
sup sop(Q) = 0.
Posteriormente relajaremos el concepto de positividad
haciendola depender de la relacion de comparacion.
Operacion f Cvy> f (o) | Hf(a}ty)
opuesto ~—y -Q | M =y
‘préducto por |
escalar ay ac pQ(y/a), a®o
inverso 1.y 1.0 ya<1/y$
1 7 '
potencia yp Qp ya(y p),p#O
. v < |
exponenciral = &= uaclny), v >0
valor absoluto | 71 Q| Q] =(QU-Q)N[0, +x)
tabla 1.

L,Las cuatro operaciones basicas.

Cualquier funcion conmutativa (resp. asociativa) es tambien
conmutativa (resp. asociativa) cuando tiene argumentos difusos.
La suma de cantidades difusas viene definida por:

My o (¥) = sup < min ( p_ (v-x), H_ (X)) / x= B> (3)

i 2 1 2

El conjunto € de intervalos difusos cerrados, Jjunto con 1la
operacién @&, forman un semigrupo con elemento identidad 0. &
coincide con la suma usual sobre numeros reales. -d no es el
inverso de Q para la operacién @, va que -8 O, ¥y sélo es una
cantidad difusa con valor modal O.

La diferencia QieQz de cantidades difusas se define
camblando y—x por y+xX en (3). De hecho, Qie Q=Q® -Q.

El producto Qe Q, de cantidades difusas se define de la

sigulente forma:

SUp {min{ua (z/y),0_, (y) / y& RX0O>)>
Ha oo (Z217) . ; ‘
1 2 max ( M (O},uQ (0)) si z=0.
1 2
El conjunto €(R+) de intervalos difusos positivos, Junto
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con la operacion © es un semigrupo con elemento 1identidad 1.
Sobre numeros reales, © coincide con el producto usual. 1/Q@ no
es el inverso de Q para la operacion ©, ya que Q©(1/Q) es solo

una cantidad difusa con valor modal 1. Se verifican las

siguientes igualdades:
Q,00,=(-Q,)0(-Q,), (-Q,)9Q,=,0(-Q,)=-(q,%q,).

L.La distributividad de © sobre @ no es cierta en general.

Sélo se puede garantizar la siguiente inclusién:
QIG(QZQQ:_, b= (QIOQ,_,)*B(QioQa)

v se da la igualdad, al menos, en los sigulentes casos:
-G% es un humero real.
= Qi, Qz, Qa son intervalos difusos cerrados, Qz Y Qa SOon ambos
positivos o negativos.
-G%, Gg, Q3 son 1intervalos difusos cerrados ¥ GE, Q, son
intervalos simetricos (Q,zz—Q?j o QQI—QI).

La division Qi@ Qz de dos cantidades difusas se define
mediante:

“Qﬁ Qz(Z) = sup € min( uai(yZ),#az(y)} / ye R,

De hecho Qie QZZQi"& (l/Qz}. Cuando Q

. ¥ QZ SOon

ambos positivos o0 negativos, y'G% Yy Qz son intervalos difusos,
entonces tambien lo es el cociente de ambos.

[.as operaciones maximo ¥ minimo.

Las dos funciones méx{x,y) Yy min(x,y} S On isotonicas.
Cuando M ¥y N son intervalos difusos cerrados la construccion de
mgx(M,N) Y mqn(M,N} se realiza aplicando la igualdad (2) sobre
sus a-—cortes

max([a,a’], [b,b’])=[max(a,b), max(a’,b’)]
min({a,a’1, [b,b’])=[(min(a,b),min(a’,b’)]
en donde max N4 min son las operaciones extendidas de max y min,

respectivamente.
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LLas operaciones max Y min son conmutativas, asociativas, v

verifican
-max(M, N)=min (-M, -N)

Sobre el conjunto 8 de intervalos difusos cerrados, max y
min son mutuamente distributivas, idempotentes y satisfacen las
siguientes propiedades
i) min(M,N) @ max(M,N) = MeN,

ii) M ® min(N,N,) = min(MeN,, MeN,),
iii) M ® max(N_,N ) = max(MeN,, MeN ),
iv) max(M,N)=M & min(M,N)=N.

El principal problema de? los operadores max Yy min,
definidos por Duboilis v Prade a partir del principio de
extensién, es que en general, al aplicarlos sobre cantidades
difusas el resultado es una nueva cantidad difusa distinta de
las dos 1niciliales. Para resolver este problema, que no parece

deseable en las utilizaciones practicas de los operadores,

Gonzalez ¥y V¥Vila [36], definen unos operadores max Y min
~ ~s
asocliados a una relacion de orden total, que tienen buenas

propliedades generales.

Otras consideraciones sobre el principio de extension.

Hay que hacer notar que en todos los desarrollos anteriores
se ha seguido una hipétesis muy comﬁn‘ sobre las cantidades
difusas a utilizar. Esta hipétesis el la de no 1i1nteractividad
(Nahmias [54] ¥ Dubois y Prade [25]) entre las variables difusas
gque representan. (0o 1o que es mismo hemos utlizado el principilo
de extension de Zadeh) .

Existe un enfoque diferente y algo mas general del
principio de extension suponiendo que dos cantidades 1mprecisas

Ay B generan sobre R” una distribucién de posibilidad conjunta

Ihia(x,y). Cuando se conoce alguna relacion previa entre las
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variables, esta distribucién puede adoptar distintas formas como

N, e(xy)= T, (X}, (¥))

M, o (X y)=T(H (%, ¥), min(H, (X),H (V) ))
con T wuna t—-norma triangular ¥ un(x,y) una funci&n de
pertenencia de una relacién (difusa o no) sobre las cantidades.

En cualgquier caso, a partir de la distribucién de posibilidad

conjunta, el principio de extension se reformula como

— I1
Mo ams (z)= sup AR (3, 7).
X,V
z=f (x, V¥V
Fn el caso de wvariables no interactivas, es decilr, que

verifican:
HA,B(x,y)= min(uA(X),uB(y)) Vx,ys K
la relacion anterior regenera el clasico principio de Zadeh.

El tratamiento de cantidades imprecisas 1interactivas esta
bastante menos desarrollado que el de 1las no interactivas,
incluso es considerado tan solo por algunos autores. Por nuestra
parte hemos preferido aceptar la hipétesis de no interactividad,
va que pensamos que el tema de la relacion entre cantidades

imprecisas se encuentra en fase de desarrollo y debe ser objeto

de estudios mas profundos, antes de ser utilizados.
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O. APLICACIONES DE LAS CANTIDADES DIFUSAS Y SU ARITMETICA.

LLos principales campos de aplicacion de las cantidades
difusas ha sido hasta ahora el procesamiento de la 1nformacion,

la investigacion operativa, la optimizacion y el analisis de

decisiones. Asi, Por ejemplo, Yager [76], representa la
probabilidad de un suceso difuso, cuando la informacion
disponible tiene la forma de un conjunto difuso aleatorio, COmo

un intervalo difuso sobre el intervalo unidad. En la recoleccion

de datos estadisticos comienzan a desarrollarse trabajos que
aplican NUMEeros difuscs, en esta linea estan Fustier [(30] ¥y Wang
[71].

LLas cantidades difusas han sido utilizadas para representar
la imprecisién de informacion originada subjetivamente. El uso
de nﬂmerqs difusos en sistemas de informacion fue propuesto por
Oftedal [57], Umano [68], Buckles v Petry [5]. El walor de
certeza de una afirmacion difusa con respecto a unos datos
descritos imprecisamente, almacenados en una base de datos,
puede representarse como una cantidad difusa sobre el intervalo
unidad, representando una cantidad difusa de valores de certeza
(Zadeh [83]). LLos cuantificadores difusos también pueden
modelizarse como numeros difusos (Zadeh [84], Prade [59]), ¥ las

”

operaciones sobre estos permiten calculos realizados por
ordenador, sobre bases de datos.

En la investigacién operativa, las cantidades difusas ha
sido utilizadas para modelizar redes de transporte donde la
longitud del arco es conocida de forma imprecisa. La extensién
del algoritmo del camino minimo, metodos del camino critico y el

problema del érbol generador, se han tratado entre otros por
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Dubois v Prade [23], Chanas y Kamburovski [10], y Delgado et al.
[17]. E1 problema de maximo difuso en redes de transporte con

capacidades difusas puede encontrarse en Chanas y Kolodziejczyk

(12]1. Para una revision de la aplicacion de cantidades difusas
en problemas de 1.0. ver Prade ([58] ¥y Chanas [11]. Las

cantidades difusas fueron introducidas en programacion lineal

por Negoita [55], Tanaka y Asai [66], y sobre el mismo tema

destacamos los trabajos de Verdegay [70] y Campos [7].

El analisis de decisiones es uno de los campos de

aplicacién natural de las cantidades difusas. Es frecuente que
las opiniones dadas por los decisores en torno al wvalor de
elecciones, 0 a la ocurrencia de sucesos, sSohn més 1ingﬁistioas
que numericas, v generalmente estos terminos linguisticos se
refieren a escalas numericas. Asi, existen muchos ejemplos en

los que estas opiniones se modelizan mediante cantidades difusas

sobre una escala apropiada. Esta idea ha sido usada por Watson
et al. [72] en la estructura clasica de la teoria de la utilidad
esperada, donde la utilidad ¥ las probabilidades de ocurrencila

de cada alternativa son 1lmprecisas.

ixisten muchos mas ejemplos de aplicaciones de los numeros

| S—

difusos v su aritmetica, hemos sefialado solo algunos de los

trabaios existentes para presentar una vision general. Para mas

amplias referencias sobre el tena, consultar Duboils y Prade

L2 ).
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6. COMPARACION ENTRE CANTIDADES DIFUSAS. PANORAMA ACTUAL.

La utilizacion de cantidades difusas en problemas concretos
como los de decisién Y optimizacién, provoca la necesidad de
compararlas. Hay muchos trabajos que tratan el problema de
decidir de entre dos cantidades difusas cual es la mayor (resp.
menor), y podemos encuadrarlos en dos modelos distintos.

A) Aquellos: que para la comparacién de cantidades difusas
ﬁtilizan relaciones de orden clasico. Responden al problema de
élecoién absoluta de una cantidad difusé.

B) Aquellos que para la comparaoian de cantidades difusas
utilizan relaciones de orden difuso. En la ordenacion responden
dando una valor scobre la propiedad '"ser mayor que" (resp. "ser
menor que’ ).

En muchas aplicaciones es necesario elegir el maximo (resp.
minimo) de entre algunas cantidades difusas ‘como un paso
intermedio de un algoritmo mas complejo. En casos como este Yy
siempre que sea necesario elegir claramente una alternativa,
serén ﬁtiles las comparaciones del tipo A). En algunos problemas
de toma deciones en ciencias humanas o sociales es preferible
utilizar relaciones del tipo B).

En los apartados siguientes daremos un repaso a los indices

de comparacion mas conocidos, Yy para ello utilizaremos como

base el trabajo de Bortolan y Degani [4].

6.1 RELACIONES CLASICAS.

Trataremos el problema de ordenar n subconjuntos difusos

sobre el intervalo unidad. [La restriccion del dominio de
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definicion de los subconjuntos difusos de R al intervalo [0, 1]
no supone pérdida de generalidad.

Supongamos entonces n subconjuntos difusos sobre [0,1],
convexos ¥y -nhormalizados, Ai, iel=(1,2,...,n>.

Un modelo simple para ordenar los n subconjuntos difusos

consiste en la definicion de una funcion ordenadora b, definida

del conjunto de'partes difusas del intervalo unidad, P{([O,1]1),

al conjunto de nﬁmeros reales R, donde existe un orden natural.
Este método ha sido seguido por Yager [73,795], Chang [13] ¥

Adamo [1].

F:2([0,1]) >R

o

es tal que
F(Ai)<F(Aj} implica Ai'<Aj
F{At):F(Aj} implica Aizaj
F(Ai_}>F(Aj} implica Ai_>Aj.
Yager [73] ha propuesto algunas funciones ordenadoras, en
donde no es necesario suponer las hipétesis de normalidad ¥

convexidad. La mas simple de todas es

F (A)=m en donde m / M (m )= sup M (x)
1 1 1 L Ai.. L w <R Ai..

que tiene dos fundamentales dificultades: la primera €s gque no

utiliza toda la informacién del subconjunto difuso AV Yy la

segunda es que puede plantear problemas si.&-rmstera CONVeXo.

Posteriormente, Yager define la funcion

|
[ g(z)H, (z)dz

L

fiuA (z)dz
A

L

F,(A)=

en donde el peso g(z) es una medida de la importancia del wvalor
7. ouponiendo un peso lineal, es decir

g(z)=2
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entonces F;(Ai):representa el centro de gravedad del con junto

difuso Ai (fig 7b.)

1 1
© 1 . 1
1 T
\1
l \\F4 ‘\\
| |
| | O\\\ NN
F 1 1

(c) (d)

figura 7. Los cuatro indices de Yager.

El tercer indice viene sugerido a traves de la tecoria de la

posibilidad

5

F (A )= max min (z,4, (2))

zES 1
=

COon St: SOp Ai_. En este caso Fa(Ai} mide la consistencia de A

oy

con el conjunto difuso lineal =z, definido por u;(z):z (fig 7¢c. ).
LLa cuarta funcién ordenadora propuesta por Yager en [7D5] es

la siguiente: 51 A? es el a-corte de Ei;y Si M(A?) es el valor

7‘ . oL
medio de los elementos de A, entonces

L

max )
erﬂE L

oL,
F4(Airi[ ‘M{A?)dﬁ donde S, = sup UA_(K)
O

Yager define el valor medio M(V), para subconjuntos V¥ del

intervalo [0,1], de la siguiente forma:

™

m
: _ ]
1. 81 V es finito, V:{XQ’XZJ""X:}’ entonces M(V;ZETZ:}%'
1

2. o1 V¥=[a,b] entonces M(V):a;b.

™
3. S1 V=U[a ,b ] con Ca=<b=a =b =1 V¥i=1...n-1, entonces
; T 1 b < 1+1 L+1
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n a. +b.
L

Et—o—) (b &, )
i
M(V)=

m
(b, -a. )
i
Gréfica_mente F4(Ai) puede representarse por el area rayada

en la fig. 7d.

Chang [13] define el indice
F(At):J zZH (z)dz=
s v "

que se reduce a
(n+b—m+a)(m+n+b—a+ah)

6

para un conjunto difuso triangular Ai:{(m,n,a,b), aA}.

F(A )=

Adamo [1] aplica el concepto de oa-corte para obtener un

indice de a—preferencia, dado por

F (A)= maxiz / p, (z)Ze0

L

para un a={(0,1]. La fig.8 presenta un ejemplo para oa=0.3.

figura 8. Indice de a-preferencia de Adamo, con a=0., 3.

Otros metodos utilizan la comparacion de algunos elementos

de los a—cortes, entre estos tenemos el de Tanaka et al. y el de

Ramik Y ﬁimének.

Tanaka et al. [65] definen, sobre numeros difusos
triangulares y normalizados, la relacion "A es mayor que B”
mediante

A < B &> max(A,B)=B
v de esta relaci&n, representando los a—-cortes de A y B por

A =la,,b 1 ¥ B =lc_,d_]
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definen la relacion de a-preferencia intervalar

(& {
<
A = B = a.a‘(Ca h4 bC‘.{(dd’

en la fig.9 se verifica la relacion entre A v B para todo wvalor
a del intervalo (ao,l]. Estos autores interpretan el nivel =3
como un grado de optimismo sobre el decisor.

1 A 8

- 1

figura 9. Relaoién de a-preferencia intervalar de Tanaka.

Ramik A4 ﬁimének [60] definen las relaciones

A= B &< baﬁda Vae(0, 1]

I‘-

A= B e a =c Voas(0, 1]

A< RBR ¢¢:A;EP1B Y A;ELZB,
en donde aa’ba’ca YV da son l1los extremos de los a-cortes en A y B
respectivamente. La tercera relacion de estos autores coincide

con la relacién "A es mayor que B" de Tanaka et al. comentada

anteriormente.

6.2 RELACIONES DIFUSAS.

Otros autores coconsideran una formulacion diferente del

problema. Tratan de obtener un conjunto difuso de alternativas
6ptima$
O =C(i,muy(i), i<D>

donde pa(i) es el grado con que la alternativa i~ésima puede ser

considerada como la mejor.

Entre los autores que han seguido esta linea destacamos 1o0s

trabajos de Baas y Kwakernaak [2], Baldwin y Guild ([3], Jain

(38,40] yv Chen [14].
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Dubois y Prade proponen usar el operador max difuso para
resolver'el problema de la ordenacion. El principal problema que
se les plantea es que aplicado a n diferentes alternativas, max
no tiene por que dar ninguna de ellas, pudiendo obtenerse una
nueva, totalmente diferente de los subconjuntos difusos
mane jados. | -

Kerre [43] también Sugiere e#aluar el operador m;x, pPETO
siguliendo un metodo indicado por Yager en [74], utilizando la
distancia de Hamming entre todos 1los subconjuntos difusos ¥y su

maximo difuso.

LLa distancia de Hamming entre dos conjuntos difusos, wviene

definida en el caso continuc por

J

1
dist(A, Aj):ﬂuﬂ(z)—uk(z) |dz.

El conjunto difuso cuya distancia al max sea minima es el

elegido.
Dubois y Prade [26] reconhocen que el operador max definido
por ellos es inadecuado para la comparacién y definen cuatro

indices que permiten describir la localizacion de dos numeros

difusos A y B. En concreto, definen:
(1) un grado de posibilidad de dominancia (de A sobre B)
PD(A):HA([B,+w)):Poss(AZB)

—sup min [uA(u),Sup HB(V)]
u v=Eu

=sup min (M, (u),u (V)]
u, Vv
UZW

que coincide con el indioe propuesto por Baas y Kwakernaak, en
el caso particular de comparar dos nﬁmeros difusos.
(2) un grado de posibilidad de dominancia estricta.
PSD(A):HA({B,+m]}:Poss(A>B)
=sup inf min [x, (u), 1-#¢ (V)]

u Vv
v=Uu
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(3) un grado de necesidad de dominancia.
ND(A)=NA([B,+m0)=Nec(AEB)

=inf sup max [1—uA(u),uB(v)]
u v
v=Uu

(4) un érado de necesidad de dominancia estricta.

NSD(A)=N_((B, +o))=Nec(A>B)

—1-sup min (e, (u),#, (v)]=1-PD(B)
u=sv

que es el mismo indice que define Watson en [72].

Para extender estos indices en la ordenacion de n numeros

difusos A&""’Ah Dubois y Prade definen 1los grados de

dominancia de un numero difuso Ai_ sobre todos los demas Aj, Ccon

N
J*1, como el grado de dominancia de At sobre max Aj. Una segunda
ji

alternativa propuesta por los autores para ordenar n conjuntos

difusos es la construccion de los sigulentes indices binarilios

PD(i, 3)=M, ([A,,+®)) PSD(i, 3)=11, ((A,,+0))

L L

ND(1, 3)=N_ ({4, +0)) NSD(1, 3)=N_ ((A,,+®)).

1

Ninguna de estas relaciones define un orden difuso.

A partir del grado de posibilidad de dominancia de Dubols ¥

Prade, Roubens en [62], define una ordenacion de tipo clasico,

a partir de la i1idea de a—-corte.

Sean A,B dos numeros difusos normalizados, entonces
(S 1

A >B siy solo si Poss(A>B)=1 y Poss(B>A)<a
2

B > A s1 v solo s1 Poss(BzA)=1 yv Poss (AZB)<«a
S 1

A =B en otro caso.
Con a(0, 1].
Estas relaciones pueden escribilirse en la forma

A B s1 v sélo si1 A >B
EX X

¢ 2 v Q

A B s1i v solo si AaﬁBa¢®
en donde A >B siil x>y VxeA , VyeB .
2 SR S | (& X

En [19] Delgado et al. baséndose en el concepto de funcion




de comparacion que ellos definen y en el de medidas difusas
derivadas de 1los numeros difusos comparados, definen dos

relaciones difusas de orden estricto sobre numeros difusos

normalizados.

(1) Para el caso "Z" definen la relacién difusa

A (8, B)=1-8up T(£,(x).H,(x))

en donde T es una nhorma triangular ¥ fB(*) es una funcion de
comparacion que describe la propiedad 1ingﬁistica "yv2B" con

ye R,

Si N es un numero difuso normalizado con soporte (c,d) e
intervalo modal [a,b], la funcion de comparaoién fN(') vienen
definida por las siguientes propiedades:

1) fN(x)ZO S1 X=C

2) fN(x):l si xX=b

3) fN(x)SMN(x) si x€(c,qd)

4} fN es semicontinua superiormente ¥y no decreciente
en (c,b).

(2) Para el caso "=" definen la relacién difusa

éT(A,B)Zl—iig T(g, (x),H (X))

en donde T es una nhorma triangular, ¥ gA(*) es una funcion de

comparacién que describe la propiedad linguistica "y<A" con
ye R,
Siendo N el NUMEeTro difuso normalizado descrito

anteriormente, la funcion de comparacion gN(*) viene definida

por las siguientes propiledades:
3 ) gN(x):1 Sl X=a
6 ) gN(x):1 si x=d
7) g (x)=k (%) si xsla,d]

8 ) g, €s semicontinua superiormente y no decreciente

en [a,d].



Delgado et al. obtienen en su trabajo funciones de

comparacién a partir de A-medidas (Sugeno, 1974). Las relaciones

B ¥ CST son de orden estricto sobre el conjunto de numeros

difusos normalizados.
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7 PROCESO DE ORDENACION MEDIANTE UNA FUNCION Y UN CONJUNTO
ORDENADO.

El propésito dé nuestro trabajo es definir comparaciones de
tipo clasico entre cantidades difusas. Para ello, wutilizaremos
un metodo que €n lineas generales consiste en construir una
funcién, que 1llamaremos ordenadora o de comparacian, del
conjunto de cantidades difusas, o© una subclase suya, a un
con junto ordenado, trasladandose el prden'de un conJjunto a otro.

Este metodo clésico, utilizado en otros procesos, como la
utilidad en teoria de la decisién, ha sido ya empleado en la
ordenacién de subconjuntos difusos. En el apartado 6.1 de este
capitulo se han visto algunos ejemplos de ello. asi Yager, Chang
v Adamo, entre otros, definen indices valuados en el conjunto
ordenado R. EKEstos indices se interpretan como la elecci&n de un
valor real en la cantidad difusa (asociado a la altura, soporte
v a—cortes fundamentalmente), este valor puede considerarse como
una medida de la posicién sobre K de dicha cantidad.

Este metodo ha demostrado tener un buen funcionamiento
general, salvo quizés en algunos casos ailslados. Bortolan ¥
Degani [4] proponen ejemplos de no discriminacién por parte

de algunos indices, como el presentado en la fig. 10.

1

O

figura 10. Comparacion de tres numeros difusos.

Estos casos pueden explicarse por el hecho de que al

concentrar los indices valuados en R, toda la informacion en un
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punto, provocan con facilidad casos extrafios de indecision. Asi,
aun siendo las cantidades difusas ordenables en algﬁn sentido,
por la coincidencia del indice en todas ellas, deberiamos
afirmar la existencia de algﬁn tipo de igualdad Yy  no
discriminacion entre las mismas.

Por nuestra parte consideramos funciones ordenadoras

m . _
valuadas en R, con m€ N, que se interpretan como la eleccion de

m medidas de posicion del subconjunto difuso. La igualdad entre
dos indices de este tipo, hace necesaria la igualdad entre las m
medidas de posician; lo que posibilita una igualdad mas
estricta; evitando casos extrafos de indecision.

En primer lugar se desarrollaré un proceso entre conjuntos

generales, que se particularizara posteriormente a funciones

™m
valuadas a R .

7.1 ESQUEMA GENERAL.

ocea T un conjunto generico vy (0O, = un conjunto ordenado.

oupongamos definida una funcion

£ :-T > .

Si consideramos la relacion de equivalencia asociada a f
VA, BT E&E% B & f(A)Y=Ff(B)
podemos definir la siguiente funcién sobre el conJjunnto

cociente:

N

f:Tf 10

definida por f([A])=f(A), en donde T ,=T/R,.f esta bien definida
v es inyectiva. La funcién % genera la siguiente relacién sobre
el conjunto de clases Tf

[A], [B1€T, [AIS[B] &« f([A])Sf([B])

que evidentemente es una relacion reflexiva, antisimetrica ¥
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transitiva, por tanto es una relacion de orden sobre :V

Obviamente si (O,=<) es un conJjunto totalmente ordenado,
entonces (T};ﬂ) también esta totalmente ordenado.

Sobre T no se ha podido definir directamente una relacion

de orden. No obstante, podemos afirmar que la relaci&n definida

sobre Tf es valida para ordenar elementos de T, cuando los
elementos de una clase de Tr sean muy homogeneos entre si. Es
decir, cuando la particion que genera la relacion R sea en

f’

clases de indiferencia frente a un decilisor.

¢

La relacion Rf de indiferencia se notara por == (:3,

siempre que quede claro cual es la funcion f que la genera)
Ath < A,Bs[A] & f(A)=f(B).

Veamos la indiferencia generada por una funcién ae

comparacion conocida.

Eijenmplo 1

Sea & el conjunto de intervalos difusos, Adamo (19880},

define la funcion

F & —[R
o

FQ(A)zsup{z 7 HA(Z)EQ} con a=(0,11].
En este caso, la indiferencia queda expresada por la

coincidencia en el extremo superior del a—-corte.

A~B &= supiz / uA(z)Za}: Sup{z / uB(z)Za}

figura 11. A ¥y B son indiferentes bajo el indice

de a—-preferencia de Adamo.

R

t1 problema de la indiferencia es equivalente al de falta

de discriminacion de un indice, y las clases de equivalencia de
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la relacion Rf contienen a los elementos que el 1indice f es

incapaz de discriminar entre si.

Cuando la funcién esté definida de una clase de

. . ~ m -
subconjuntos difusos con universal R a R, se tiene

m

f:D »[K
A (X (A),x (A),...,x (A))
con DEP(RY, ¥ X (A)s R, 1i=1,2,...,m, interpretadoc como una

e ¥

medida de la posicion del conjunto difuso A sobre la recta real.
La relacian de indiferencia queda
A~B & f(A)=f(B) X (A)=x (B) ¥i=1.,2,...;m,
es decir, la coincidencia de las m medidas de posicién, nos
hacen afirmar la indiferencia entre A y B.

LLa funcion ordenadora

ﬂf':Df SR™
con £([A1)=(x (A),x, (A),...,x (A)) ¥ A=[A],
define un orden sobre Df, que dependeré de la relacién elegida
para ordenar R . Obviamente este nos servira como orden sobre D,
cuando la relacian.ﬁ% sea una indiferencia admisible por un

declsor.

7.2 COMPATIBILIDAD CON LAS OPERACIONES.

Estudiamos ahora condiciones para que una operacién
determinada conserve el orden generado por 'una funcién. En
primer lugar se hara en un contexto general y posteriormente se
particularizaré a funciones ordenadoras en R, sobre el que

consideraremos dilversas relaciones de orden. Empezamos dando

algunas definiones necesarias.
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Definicion 7.1

cea (L,=) un conjunto ordenado y 4 una operacion 1interna
sobre L, diremos que es 1sotonica con respecto al orden de L si

Yy solo si

Va,b,c,del. / a<b, c=d = aic<bid.

oupocngamos la funcion f:T »0 1nyectiva, en donde T es un
conJjunto cualquiera y (0,=) un conjunto ordenado. Supongamos la
exlistencla de operaciones iﬁternas, X y o, respectivamente sobre
T v O.

Estudiamos condiciones bajo las cuales si1 o es una
operaéién isoténica sobre (0,=), entonces X 1o es sobre (T,=),
en donde = es el orden inducido en T mediante f'(TFE T, yvya gque f
es 1nyectiva).

Proposicion 7.1

Si o es isotonica con respecto al orden de O y f es un
homomorfismo para las operacliones X Y °, es decir
F(A*B)=f(A)ef(B) VA,BeT, entonces ¥ es una operacion isotonica
para el orden de T i1nducido por f.

Demostracion.

oean A,B,C,DeT, A=RB, C=D = ff(A)=Ff(B), T(CI=Lf(D) ==3
T(A)-f(C)=f(B)f(D) = Tf(A¥XC)=f(B*xD) = AXC=BXD == X es
isotonica.o

Yamos ahora a considerar los sigulentes conjuntos

particulares

P

{ T= 2= P(K}Y un conjunto de cantidades difusas.

m
L 0= K
m . , " .
sobre K, consideramos las siguientes relaciones de orden:

Orden lexicografico. SL

m

VX, ye K, x=(x,....x ), y=(¥,,...,¥ )

m



~

3k /xi =y. en o<i<kk, xk<yk O

X. =Y, Vi=1l...m.

Orden fuerte. EF
m
X, ye K, x=(x,...,x ), y=(¥,...,¥.)

% = yt--—-:--;af Y, Vi=1l...m

Orden de mavorizacion. =

M

La mayorizacion surge a partir de los estudios de Hardy,
Littlewood ¥ Polya (1934, 1952) sobre extension y demostracion

general de desigualdades. En nuestro contexto, utilizarenmos el

concepto de mayorizacién débil, que tiene dos distintas
versiones.

oea Vxs mm, x:%xi,...,xm), notaremos por
1) X =(x_,...,X__) con X, > ..Zx_ las componentes de X en

orden decreciente.

11) xp=(x, ) con X =, . .=X las componentes de X

) S 'S 75

en orden creciente.

Soe definen las relaciones:

% k
< o < —
X<y si 7. > S 2. Y., con k=1...m
4 1
k k
W -
XA ¥y s1 L x.  Z 3 y. con k=1...m
{1> (L7
1 1
m . -
que son preordenes sobre R . Y entre ambas se verifica

W
x(uy & —X< -¥.
. ™m
cobre el subconjunto de R
m -
H =X xw= [R /S XZX Z...ZX 7
144 1 2
. W ’
las relaciones <w v < son ordenes.
Fundamentalmente trabajaremos con <u, va que  Ccomo Veremos
- - - . . W
posteriormente, verifica mejores propledades que < , en cuanto a

la compatibilidad de las operaciones y el orden. A esta relacion

la notaremos por EM en lo que sigue.
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Evidentemente la relacién de orden fuerte implica a las
relaciones de orden lexicogréfico y de mayorizacién
xﬁFy =3 ﬁLy, xﬁuy.
Ninguna de las implicaciones contrarias es clerta, ¥y
tampoco existe relacion entre el orden lexicogréfico y el de
mayorizacién, como muestra el siguiente ejemplo.

Eiemplo 2.

Consideremos SobreiR4,_x:(O,1,2,5), v=(4,3,1,0), con ellos
Se verifioa que

—<_
X= ¥ e yEMx.

Sea ahora ®&® 1la operacion extendida sobre D, mediante el
principio de extension,

VA, BeD H, @ efz)=sup < min(H, (X}, H (V) )
XXy =2

de la operacion entre numeros reales *. Supondremos en todos los

resultados siguientes que dicha operacion es interna sobre L.

Definicion 7.2

Asociada a la operacion ¥, interna sobre K, se define la

o 7 -~ i . .
operacion extendida a R de la siguiente forma

* - R"<R" s[R
(X, ¥) > XKy
en donde
Ker— 4
XKy=(X Xy ,...,X Xy )
Con x:%}i,...,:ﬁn) e y:{y;,...,yﬁ)-

= - . . ; m )
Escribimos la operacion extendida sobre K , del mismo modo

que sobre IR para simplificar la notacion.
Vamos a probar la compatibilidad de & con respecto a los

tres ordenes antes mencionados.
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Proposicion 7.2

oea f:D SR inyectiva, (!Hm,EL) conjunto ordenado

mediante el orden lexicografico, verificando
i) £(A ® B)=f(A)*f(B) VA,BeD

11) ¥x,y,r,s€ R x<y, r<s = xXr<yXs, rix<sxy.
Entonces

VA,B,C,DeD con A< B, CS D = A® C< B & D.

Demostracion.

La condicion 1) nos dice que f es un homomorfismo entre
T m : - o
(2, ()*):Y (K, %x). 8i comprobamos que X es isotonica con respecto
™m . . - : .
al orden de R, por la proposicion 7.1, & seria isotonica con
respecto al orden inducido por f, es decir, quedaria demostrada
la proposicion. Pues bien, sean

X:{Xi""’xm}’ y=(¥,s...,¥ ), 2=(2,,...,8 ) ¥ r=(r,...,r_)

verificando

L | &
Hki/ X, =y, en o<1<k1, X <¥, O (4)
>, 4 EL 7 &= 1 1
x. =y, ¥Yi=1l...m. (9)
_ '_-'Ikz/ z, =r. en o<1<k2, z, <Ir, O (6)
< -:L rr & 2 2
z., =r, Vi=1l...m. (7)
L L
Distinguimos los siguientes casos:
ay (4) y (6)
- s1 k <k
1 2z
= g, =r, ¥V X Y T X kg Yy kny
1 1 1 1 1 1 1 1
como en 0<i<k <k , xz=y., zZ.=r. = X Xz V. Xr., entonces tomando
i 2 1 L L L 1 1 1 L
k:ki, se tiene que x*zSLy*r.
- 81 k2<k1
=b & F, Y X =¥, = X *g Y. *r,
2 > 2 > A 2l L - £ 2
CcOomo €n O<i<k2<k1, X Zy., Z2.=r. = X ¥z . =y.Xr., entonces tomando
1 L L & L L L L
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k:kz, se tiene que x*zSLy*r.

— 31_ki:k2:k
= 2z, <, ¥ X < =X Xz &y Xrn
como en O<i<k, x=y, 2z =r = x*z =y*r ,6 entonces tomando

k=k =k,, se tiene que XKz ykr.

b) (4) ¥y (7)

—- I = 3 —_— T = | 1

xELy : Z=T =5 ..-ki/0<1<k1, xt—-yt,‘ xk1<yk1 = -ki/ O<1<k1,
— . — < 1i
xi_*zi_—yi*ri_, X, *zk <Y, fkrk = XXz = WXy,
1 i i 1

c) (39) ¥ (6)
— < — 3 - == . -
x=y, 2= r = 3k /0<i<k,, 3z -=r, Zk2<"k2 == Eikz/ 0<i<k,,

— T
xi*zi-yi_*ri, X, *zk <Y, *rk = XXz = YXr.

2 Z 2 2

d) (3) ¥y (7)

X=y, Z=r => X ¥z =y *r, Vi=1l...m = XXz _“EL vXr,
en definitiva ¥ es i1sotonica respecto a SL v queda demostrada la
pProposicion.o
Proposicion 7.3
M . . m -
Sea f:2D »[R inyectiva, (KR ,SF) con junto ordenado con el

orden fuerte, verificando:
i) f{A ® BY=f(A)YXf(B) VYA 6 BeD

13y VY. v, r,=c K. X<y, r<s => XXr < yXs.

Entonces:
VA,B,C,DsD con A< B, C= D = A® C<_B ® D.

Demostracion.

Usando la proposicion 7.1 solo necesitamos demostrar que X
es 1sotonica con respecto a =

FJ

X< vy, 2= r = %=y, z=<r Viz=l.. . m = x ¥z =y ¥%r Viz=l...m =
) G L p 2 L ) % L = : 18 ; ¢

Para dar un resultado semejante, con la mavorizacion, al de
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las proposiciones 7.2 y 7.3, debemos restingir el codominio de

las funciones al conjunto

m

. m
H ={(x,...,x )R / xzxz...2x > € K

' ) - AW s
ya que como se comento anteriormente, <w y < son ordenes sobre

m

Hm Y s0lo preordenes sobre R Para demostrar la proposicion con

el-orden <, > necesitamos el siguiente resultado general de
mayorizacién.
Lema 1.
- oea G:IR‘?' »K verificando
1) 6 es no decreciente Yy convexa en?pada argumento, cuando 1los

otros permanecen fijos.

ii) La derivada de 8 respecto del i-esimo argumento verifica ser

no decreciente en xj, para Jj*1i, X, fijo, 1i=1...m.
Entonces
x(i'}'(Wym, sobre H, 1=1...m =
— (6(}{;”, ’X;m)}’ ,8{}{:_‘1), "X;w;) <w
(e{yi”,...,bim)),...,S(yi“,...,sifﬂ) sobre H_
Demostracion.

LLa demostracion de este resultado puede encontrarse en

[49].

Proposicion 7.4

oea :D >Hm inyectiva, (Hm,<w) con junto ordenado

mediante la mayorizacion debil. Notamos a la operacion X sobre

R™ en la forma 8(x,¥)=xXy. Supongamos que:

i) f(A ® BY=f(A)*f(B) VA, BeD

11) B(X,y)eHm, S1 x,yEHm.

iii}-e es no decreciente y convexa en cada argumento, cuando el
otro prermanece fiJjo.

) oa . o8 )
1v) =— es no decreciente en v, — s no decreclente en X.
ax 3y

Entonces
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VA,B,C,D€D con A< B, CfMD — A& CEMB®D..

Demostracion.

Usando la proposicion 7.1 solo necesitamos demostrar que X

es isotonica con respecto a < , que es evidente usando el lema

anterior.o

Un resultado anélogo a lema 1 se verifica para la relacion

de orden <

Lema 2.
™m - .
cea 6:K »>IK verificando
i) 8 es no decreciente ¥ concava en cada argumento, cuando los

otros permanecen fijos.

ii) La derivada de € respecto del i-esimo argumento verifica ser

no creciente en xﬁ,jpara J*i, X £f130, 1=1i...mM.
Entonces
x(i'}<u:fm, sobre Hh, 1=1...m =
= (6(:{;1),.. .. ,X:m}), C . ,8(}{;”, C . ,x:m}<u
(B(Yf“,...,}im)},...,S(yiﬁ,...,yifn} sobre H_.
Demostracion.

La demostracion de este resultado puede encontrarse en

[49].0

Proposicion 7.9

w

cea f:2D &Hm invectiva, (Hm,< ) con Jjunto ordenado

mediante la mavorizacion debil. Notamos a la operacion X sobre

m

R en la forma 8(x,¥)=xXXy. Supongamos que:

i) f(A ® BY=F(AYXf(B) YA, ReD
ii) &(x,y)eH , si x,yeH .

iii) 8 es no decreciente y concava en cada argumento, cuando el

otro permanece fijo.

. a6 ) aa i
iv) =— €S no creclente en ¥y, 3y es no creclente en X.

Ix
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Entonces
YA,B,C,DeD con A<'B, C<'D = A ® C<"B ® D.

- Demostracion.

evidente, aplicando el lema anterior.o

Proposicion 7.6

Sea f:D sR™ / £(A ® B)=f(A)*f(B) VA,BsD, definiendo la
operacién sobre «‘Df_‘—'i)/Rf de la jsiguiente forma
[A] ® [B]=[A & B]
entonces:
i) La operacién & sobre Df esté bien definida.
ii) F([A] ® [B1)=f([A])*f([B]).

Demostracion.

1) Sean A,A’s«[A], B,B’s{B], entonces f(AY=f(A’), f(BY=f(B’), de
donde

f(AYXT(B)=Ff (A’ Y*f(B’) — f(A® B)=f(A’ ® B’) —
[A<$)B]:[A’<®.B’}, v la definicion de operacion entre clases no
depende de los representantes elegidos, de donde la operacién

esté bien definida.

ii) £([A] ® [B1)=Ff([A P B])=f(A ® B)=Ff(AY*f(B)=F([A])*F([B]).c

Este resultadoc nos permite suprimir la condicion de
inyectividad, en las cuatro proposiciones anteriores del
siguliente modo.

Corolario 7.1

oea :1 SR (erfi} conjunto ordenado mediante el orden

lexicogréfico, verificando
1) f(A @B)Zf(A)*f{B} VYA, BeD
11) VX, y,r,s€ R x<y, r=s = XXr<yXs, rixx<sxy.

Entonces

¥(Al,[B],(C],[DI€D con [AlS, [B], [CI<, [D] =»
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= [A] ® [CI= [B] & [D].

Corolario 7.2

m mi

bea £: 2D »[R

fuerte, verificando:

i) f(A ® B)=f(A)*f(B) YA,BsD

i1) ¥Yx,v,r,se R, X<y, r=s = X¥Xr =yXs.

Entonces:

V[AL, [B], [C], [DI€D con [A]=_[B], [CI=_[D] =
— [A] ® [CI<_[B] ® [D].

Corolarioc 7.3

oea £:D %Hm . (Hm,<w) conjunto ordenado mediante

- -f r 2 -J" m
mavorizacion debil. Notamos a la operacion X sobre [R en

forma (X, yv)=xXy. Supongamos gque:

i) f(A & B)=f(A)*f{B) YA, ReD

11) Q(X,y)EHm, S1 x,yEHm.

iil) 8 es no decreciente vy convexa en cada argumento, cuando

otro permanece fijo.

) o . o8 i
1V) 3= es ho decreciente en v, —;-es ro decreciente en x.
Entonces

V[A], [B], [C], [D]€D con [A]=_ [B], [CIZ,[D] =
— [A] ® [CI=_[B]1 & (D].

Corolario 7.4

W

oea £: D >H (Hm,< 3 conjunto ordenado mediliante

m

m

mayorizacién debil. Notamos a la operacion ¥ sobre [K en
forma 8(X, y)=XXy. oDupongamos que:

i) f(A ® B)=f(A)Xf(B) YA, B&D

11) e(x,y)EHm, S 1 x,yEHm.

111) 8 es no decreciente vy concava en cada argumento, cuando

otro permanece fijo.

S50
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. a8 S o6 -
iv) =— es nho creciente en y, =— es no creciente en X.
ax ay -

Entonces
V[A], [B],[C],[D]€® con [Al< [B], [C]< [D] =
— [A] ® [C1<'[B] P [D].

La demostraéién de estos corolarios es ilnmediata usando la
proposicién 7.6 v ~las proposiciones 7.2, 7 s I 7.4 Yy 1.9
respectivamente. Conviene destacar que en los dos primeros
corolarios la Condicién ii) v en los dos segundos, las
condiciones 1i),111) ¥ 1iv), restringen las operaciliones reales
posibles, peroc esto no afecta a la funcion f, ni a la clase de
conjuntos difusos. Estas condiciones permiten en todos los casos
1la operacién suma, A4 solo el corolario 7.4 no rermite el

producto por positivos.

En cualquier caso, utilizaremos estos corolarios para

estudiar la compatibilidad del orden definido sobre D ¥y la

!

operaciones entre numeros difusos. Este resultado extiende las
reglas usuales que rigen las operacliones con relaciones de orden

sobre numeros reales.

7.3 DISTANCIA Y POSITIVIDAD ASOCIADAS A UNA FUNCION ORDENADORA.

En los siguilientes apartados definimos dos conceptos
asocliados a una funcién ordenadora f, el de distancia y el de
positividad.

La 1dea que seguimos al definir una distancia entre
cantidades difusas asociada al orden, es la de cuantificarlo. Es
decir, dar un valor que nos informe sobre cuanto es mayor una
cantidad que otra.

La positividad de una cantidad difusa es un concepto

referido a la posicion de la misma con respecto al cero real,
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mediante el orden generado por la funcion f, ¥ permite sobre

Brdenes totales una olasificacién disjunta de las cantidades

difusas.

Ambas definiciones se hacen sobre clases de equivalencia.
La extension a cantidades difusas es inmediata, considerando que

la distancia entre los elementos de una misma clase es cero (es
decir, la distancia entre clases, es una pseudodistancia entre

cantidades) ¥y por otro lado, que todos los elementos de una

misma clase tienen el mismo tipo de positividad.

7.3.1 Distancia asociada a una funcion ordenadora.

Sea una clase de cantidades difusas D& P(RY v 1la funcién

o

asocliada a una funcion ordenadora f

gl ™m

f':.i)f s [

- - ~ m
Consideramos una distancia d sobre R |

Definieién 7.3

Se define la funcion

df:.‘Dfx.'Df >R
mediante
d ([A], [BI)=d(f(A),f(B))

V[A], [B]D, y con As[A], B<([B].

Evidentemente esta definicion no depende del representante

elegidd sobre cada clase.

Proposicion 7.7

[.La funcion df_ es una distancia sobre ﬁf.

Demostracion.

cean [A], [BleD y A<[A], Be[B],
dT([A],[B]}:O & d(f(A), £(B))=0 < f(A)=Lf{(B) & [AI=fB].
d. (LA}, [B1)=d(£(A),L(B))=d(£(B),£(A))=d ([B], [A]).

oea ahora [C]eSD{,, CeElC],
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d ([Al, [Cl)=d(£f(A), £(C))I=d(£(A), £(B))+d(£(B),L(C))=
=d_([A], [B1)+d ([B], [C]).
En definitiva d . es una distancia sobre D .0O
" En muchos casos, no solo interesa saber si una cantidad
difusa es mayor que otra, sino conocer tambien en cuanto es

mayor. Esto queda cuantificado mediante la funcion distancia.

7.3.2 Positividad respecto del orden generado poOr una funcién

ordenadora.

Consideramos la clase de cantidades difusas‘DS-?(md tal que

“a

el cero real pertenence a la c¢clase. Suponemos definida la

funcion

v la funcion asociada

Definicion 7.4

Sea [AleD , diremos que es f-positiva= si y solo si

£(O0)=_f(A) v £(0)*f(A), con 0=k, A<[A],

m . e
es un orden sobre K (z puede ser, Lz=lexicografico,

A

y =z
F=fuerte 5 M:mayorizacién).

Anélogamente se pueden definir las clases f-negativase
(con f(A)Ezf(O} vy f(OY>=f(A)) v la clase f-nula (f{(A)Y=£f(0)).

Con 1la definicion dada se verifican trivialmente
propiedades tales como que cualquilier clases f-positiva es
mayor que la clase f-nula, vy ésta mayor que cualguier clase
f-negativaw=, ¥y por tanto que cualquilier clase f-positiva= e
mayor que cualquier clase f-negativaiz.

Ambos conceptos, el de distancia y positividad, pueden ser

desarrollados sobre cualquier funcion ordenadora; en particular

las que definimos en el capitulo siguiente. De cualquier modo,
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de jamos para futuras investigaciones el desarrollo concreto de

ambas definiciones.
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CAPITULO 11



O .INTRODUCCION.

oentadas las bases dé nuestro trabajo y el metodo general a
utilizar, este capitulo se dedica al desarrollo de métodos
particulares para comparar numeros difusos.

Se recogen en este capitulo dos Vias_ O mecanismos de
comparacién: la forma de comparacién NIS yv 1la del indice
promedio. Ambas se formulan de forma genérioa en los terminos
méncionados en el ultimo apartado del capitulo anterior.

F

En definitiva se trata de hacer uso del orden de R o R,

mediante la construccion de una funcion ordenadora, que traslada

R a alguno de estos dos espacios. La diferencia existente entre

oy

A m

las dos vias se encuentra, de una parte en el espacio final: K
en el caso del NIS, ¥ R en el caso del indice promedio; de otra,
en la forma de construccion de la funcion ordenadora, que en el
caso del indice promedio implica un proceso de integracién,
mientras que el caso de la forma de comparaoién NIS se hace en
forma mas directa.

No obstante, ambos procedimientos presentan bastantes
analogias, de hecho en el ultimo apartado del capitulo se recoge
una formulacién que las engloba a ambas.

Una caracteristica comun a los dos enfoques es la
introduccion de la subjetividad del individuo en el proceso de
comparacién. Esta subjetividad se pone de manifiesto en ambos
casos, mediante la eleccion de un conjunto de trabajo de niveles
de pertenencia. Este conjunto que denominamos sistema de
comparacién, es finito para el metodo NIS v puede ser cualquiera
para el indice promedio. La misma funcion ordenadora tambien

admite un proceso de determinacion subjetivo. Esta, en el caso
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NIS, puede depender de uno o dos parémetros, que varian en el
intervalo unidad. En el caso del indice promedio, la
subjetividad conlleva la eleccion de una funcion de posicién
arbitraria que puede ser parametrizada en un sentido similar al
del enfoque NIS.

Ambos metodos se tratan de forma detallada. En el caso del
enfoque NIS se definen distintos tipos de dominancia - entre
NUMET oS difusos, segﬁn el;orden de R considerado: concretamente
lexioogréfico, fuerte y de mayorizaoién, que dan origen a las
dominancias débil, total v parcial respectivamente. Se estudian
estas dominancias separadamente analizando sus propledades:
compatibilidad con las operaciones, 6rdenes intervalares
asoclades, etc. Se destacan tambien dos casos particulares de
construccién de la funcién ordenadora, el caso en que 1os
parémetros de los que depende son el 0 ¥y el 1 (funcién

NIS—-extremo) y aquel en que ambos parametros son 1guales

(funci&n NIS—promedio). Ambos presentan una mayor riqueza de
propledades, destacando la meJjor compatibilidad COon las
operaciones del caso NIb—-extremo; ¥ la interpretacién del unico
parémetro, COomo un indice de optimismo—-pesimismo, en el caso del
NIS-promedio. Tambien en este ultimo caso se construyen regiones
de dominancia en funcién del parémetro, vy se analizan algunos de
sus propiliedades.

Para el indice promedio la definicién se hace de la forma
mas general posible, dependiendoc de una funcion de p051915n
genérica que Sse supone ﬁnicamente integrable con respecto a una
medida de probabilidad determinada. Posteriormente Se
particularizaré sobre la forma de esta funcién, estableciendo su
dependencia de una parémetro valuado en el intervalo unidad, )4

con €l mismo significado que el del NIS-promedio. Se analizan



distintas propiedades de esta forma de comparacién, destacando

el caso de los numeros difusos triangulares, para 1los que

resulta particularmente comoda.

En ambos enfoques se hace un estudio detallado de distintos

ejemplos, ¥ entre ellos algunos que aparecen en la literatura
Como < CASOS patolégioos“ para los que la discriminaoién no
resulta sencilla. También, S e recogen aquel los metodos
existentes en la literatura que son casos particulares de 1l1los

aqui propuestos: Adamo [1], Tanaka et al. [65] ¥ Ramik Y Rimanek

[60] en el metodo NIS, Tsumura et al. [681, Yager [75] ¥

nuevamente Adamo [1], en el caso del indice promedilo. El

capitulo termina con la formulacion general, antes mencionada,

gue recoge a ambos enfoques.



1 METODO DE COMPARACION NIS.

1.1 SISTEMAS DE COMPARACTON Y FUNCION ORDENADORA.

El problema de 1la comparacién entre cantidades difusas en
términos de relaciones clasicas, es un problema de eleccion que
debe implicar al decisor que se “"beneficie" del mismo. La
subjetividad de la persona debe incluirse en una relacion de
prefereﬁcia, ya que esta permite, ante un mismo problema

elecciones distintas por distintos decisores.

1.1.1 Discretizacion del problema continuo.

El problema fundamental de la oomparacién entre cantidades
difusas desde el punto de vista analitico, radica en el hecho de
trabajar con funciones (de pertenencia) que varian en conjuntos
continuos, y que obligan a comparar curvas en R”. Para facilitar
la resolucion del problema, tengamos en cuenta que una cantidad
difusa puede verse como el conJjunto {Aa,QE(O,l]}, donde A
representa el a—-corte de la cantidad difusa A, ¥ si consideramos
un conjunto finito I<{0,1], entonces {Aa ,asl>  es una version
discreta de la cantidad difusa. Utilizaremos esta forma
discreta, para desarrollar una oomparacién entre cantidades
difusas.

Obviamente, la discretizacion dependeré del con junto
Ic[0,1] considerado. De hecho, si para comparar una cantidad
difusa con otra, sélo consideramos ciertos oa—-cortes, esta
comparacién estaré condicionada por un conjunto Y<E[(0,1], que
denominamos SISTEMA DE COMPARACION, en principio de cualquier

tipo. En nuestro caso utilizaremos unos sistemas de comparacion
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finitos que discretizan la cantidad difusa.

Definicion 1.1

Denominamos sistema de comparacion NIS a un sistema de
comparacion finito
Y={a1,cl2, C . ,cln} Con OttE{O, 17.
A cada o le denominamos nivel de importancia subjetiva

(N.I;S.), nombre que proviene del orden de prioridad' e

importancia, que posteriormente exigiremos sobre érdenes
lexicograficos, que fueron los primeros que utilizamos (Gonzalez
v Vila [34]), y de su obtencion subjetiva por parte de un

decisor. Hay que hacer notar que al'hmmmTCEE[O,l], puede darse

el caso cxj:O; en este supuesto, tomaremos como O-corte de una

cantidad difusa el cierre de su soporte.

1.1.2 Forma de comparacién NIS.

\/

2 un sistema de comparacion NIB, que

A

e

Sea Y=Ca .a ...
1 2
supondremos fijo en todo el desarrcllo posterior. Sobre cada

o%—corte de la cantidad difusa A, AafE[R, definimos Kk medidas

1

(usualmente k=1 6 2 de la posicién del conjunto en R

K

m(Aa e K

1

que sean representativas de dicho conjunto.

En estas condiciones definimos la funcion ordenadora

(funcion NIS-standard )

T PLIK) >[R

mediante

£(A)=(m(A, ),m(A, ),...,m(A, ))e R" / m=nk y AsP(R)

i 4 n

Mediante esta funcion y utilizando una relacion de orden

m e i .
sobre R, generaremos una comparacion sobre P(IK) siguiendo el

i

metodo dado en el apartado 7 del primer oapitulo.
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El vector f(A) representa una discretizacion del numero
difuso, valida no tan solo para la comparacién, sino tambien
para otro tipo de problemas, en los que la forma continua del
numero difuso hace dificil su resolucion. Este proceso no €s en
absoluto extraho, ya que otros autores 10 han empleado con
objetivos distintos, por ejemplo, la implantacién de cantidades
difusas (via hardware) en un procesador, Yamakawa [77].

Usando el orden fuerte (SF} sobrelﬁm, la comparaoién eS
equivalente a dominar todas las medidas de los a—-cortes, bajo el
orden usual de [R. Corresponde a una dominancia total entre
cantidades difusas

f(A)S_f(B) « "B domina a A"

Con el orden lexiaogréfico (EL), y siguiendo la prioridad
que luego se definira de los niveles de 1importancia subjetiva,
se compara medida a medida, ¥ se resuelve la comparaeién en la
primera que sea distinta. Corresponde a una dominancia debil
entre cantidades difusas

f(é}SLf(B} < "B supera a A".

Para aplicar la mavorizacion (EM}, debemos en primer lugar

= . a a < i = m
restringir el codominio de la funcion f al subconjunto de R,

H , con las componentes en orden decreciente, y definir

m

M

£? = PrIR) N

b

en donde consideramos como aplicado de la cantidad difusa
A, a f(A),. La mayorizacion supone una dominancia de la mayor
medida de posicién v sucesivamente de sumas de medidas en orden
decreciente. Corresponde a una dominancia parcial entre
cantidades difusas
£7(A)= £’ (B) & "B mayoriza a A".
Obviamente, ey casos concretos, buscaremos primero la

dominancia total, y en caso de no darse, bastaria segun el
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problema una dominancia parcial o una dominancia debil.
Fvidentemente la dominancia fuerte implica a las dominancias
debil y parcial. Entre estas dos ultimas no existe ninguna
relacion de implicacion, como tampoco la existe entre el orden
1exicogréfico vy el de mayorizacian (ver I.7.2.). No obstante, la
dominancia definida a traves del orden 1exicogréfico es "mas
debil" que la definida a traves de la mayorizacién, yva que
aquella se verifica para cualesquiera cantidades difusas, y esta
salo en algunos casos. Es decir, ©para cualquilier par de
cantidades difusas, siempre una domina debilmente a la otra, sin
embargo, la dominancia parcial no tiene por qué verificarse
entre ellas.

Bajo la funcion NIS-standard, la indiferencia se produce
cuando coinciden las nk medidas de posicién. Asi, seleccionando
éstas convenientemente, siempre es posible adecuar la relacién
I% a una indiferencia admisible por un decisor, con lo que

ordenar P(R) u ordenar el conjunto de clases sera equivalente

Ty

para nuestro proposito.

El metodo que define la funcion ordenadora NIS-standard, es
particularmente interesante cuando trabajamos con a—cortes que
sbn intervalos cerrados (para ello basta que tomemos cantidades
difusas de 8), ya que la comparaoién bajo el orden fuerte o
1exicogréfico se basa en una ordenacién previa de los intervalos

a traves de sus extremos o de los puntos intermedios, como

posteriormente veremos.

Para la definicion de la funcion ordenadora se necesita
buscar un sistema de comparacion NIS. [.La. busqueda de estos
sistemas de comparacion en casos particulares plantea dos

cuestiones que pasamos a abordar:

- La wutilizacion de sistemas validos para comparar
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cantidades de distinta altura.
- La construccion propiamente dicha de sistemas de

comparacilion.

1.1.3 Sistemas de comparacién asociados a la altura.

Cuando comparamos cantidades difusas de distinta altura por
mediﬁ de sistemas de comparacién NIS, puede plantearse1 el
problema de trabajar con a—-cortes vacios. Para resolver este

problema utilizaremos sistemas asoclados a Jla altura de 1la

cantidad difusa, es decir, aquellos en 1los que todos 1los
a—-cortes son no vaclios para una altura determinada. A los
sistemas asocliados a cantidades difusas normalizadas les

denominamos de altura maxima.

La forma de obtener sistemas de comparacién sobre cada
altura no es ﬁnico, Y nosotros proponemos dos metodos. En ambos
casos, Sse deduciran a partir de sistemas de altura méxima, va
que asi basta definir un unico sistema para un problema concreto
y deduclr posteriormente los sistemas necesarios sobre cada

altura. Los metodos que proponemos son:

A) Sistemas restringidos.

Dado un sistema de altura maxima Y=o, _,...,&¢ T, Y

supuesto que Jla menor altura de las cantidades difusas a

1 //\\ 7 Y

2 \ \ \

R Rk

figura 1. {a,a > es el sistema restringido a la menor

altura.

comparar es o, asocliamos a dicha altura el sistema
ta ,a ..., 300, al
m

: 8 <

sl dicho conjunto es no vacio. En caso contrario, Y no es
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adecuado para la comparacién de tales cantidades.

B) Sistemas proporcionales.

Dado un sistema de altura maxima Y:{ai,az, SR la

m

transformacion proporcional a la altura a del sistema, viene

dada por:

B,....0 2 / B =ex<[0,a]

1

| J

figura 2. Sistema proporcional relativo a la altura a.

Los sistemas restringidos son validos para comparar
cualquier tipo de cantidad difusa, y cada una con distinta
altura. Son quizés, més adecuados para cantidades CD1, va que
estas no admiten ningﬁn tipo de transformacion en SU
representacién, v hay que trabajar con ellas tal como wvienen

dadas.

Sobre cantidades CDZ2, como veremos en el tercer Capitulo,
se pueden definir transformaciones que modifiquen la altura de
la cantidad difusa, e incluso pueda normalizarla. Esto hace que
los sistemas pfoporcionales, que exigen la existencia de una

altura comun, sean mas adecuados para este tipo de cantidades.

En el capitulo ITI, comprobaremos como con un tipo particular de
transformaciones, los sistemas proporcionales son 1los mas
adecuados sobre CD2, ya que hacen que el resultado de la
comparacién sea i1ndependiente de la altura de transformacion.

En el método de comparacién NIS, supondremos dado un
sistema de oomparacién adecuado a la altura de las cantidades
difusas a comparar. Para ello utilizaremos sobre CDl1 sistemas

restringidos. Sobre cantidades CD2, si estas tienen la misma

64



altura, wutilizaremos sistemas proporcionales, Y en caso
contrario las normalizaremos, aplicando tecnicas que veremos en

el capitulo f 0 103 0=

1.1.4 Métodqg para obtener sistemas de comparaqiég.

'

Puesto que todos los sistemas de comparacion asociados a la

altura, que hemos propuesto, suponen la existencia de uno de

altura méxima, daremos aqui, metodos para obtener estos
sistemas. .

LLos sistemas de comparacién se proponen como una
alternativa a la consideracion continua de 1los conjuntos

difusos, de este modo, la seleccion mas inmediata de un sistema
consiste en una “exploracién" del intervalo [0,1]. Es decir,
elegir unos niveles que representen suficientemente a dicho
intervalo. Por ejemplo, sistemas del tipo
Y;:{O}U{l/i / i=1...n> con n= N

constituirian buenos sistemas NIS.

En cualquier caso, la obtencion de los niveles de
comparacién dependen del problema concreto y de la subjetividad
de un decisor. Proponemos aqui otros posibles metodos :

1.Método individual.

oe supone un individuo que ha de decidir en el problema,
este propone los niveles de comparacion ¥y en su caso, la
prioridad entre ellos de forma subjetiva. La interpretacién de
los niveles es:
— Sobre CD1, aceptaciones nitidas de la propiedad que representa
la cantidad difusa, es decir, la seleccion de @ altos (préximos
a la altura) significa aceptaciones rigurosas de la propiedad, ¥

la seleccion de a bajos (proximos a cero) significa aceptaciones

tolerantes de la propiedad.
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- Sobre CD2Z, los niveles se interpretan como valores de
incertidumbre—imprecisién, en el siguiente sentido, la seleccion
de o altos significa escoger conjuntos de nivel con informacion
muy precisa (precisién) pero poco cierta (incertidumbre), y la
seleccian de o bajos significa elegir conjuntos de nivel c<©on
informacién pOoCO precisa (imprecisiﬁn} pPero muy cierta
(certidumbre).

Esta interpretacién es evidente considerando como%medida de
imprecisién la longitud del a—-corte por un lado; ¥ por otro,
medidas de incertidumbre, como la posibilidad y 1la necesidad,
sobre el conjunto de a-cortes de numeros difusos normalizados
{cohsiderando la funcién de pertenencia de estos como una
distribucién de posibilidad}, verificandose

POSS(ﬁa):l

NeC(Aa):l*& vV A=R

o

de donde los a-cortes son conjuntos totalmente posibles
(contienen siempre a los valores mas posibles), ¥ sSu necesidad
es méxima en el soporte, minima en la moda y decreciente entre
ambos. Para numeros difusos no normalizados la interpretacién es
anéloga, pero considerando distribuciones de posibilidad no
normalizadas.

Z.Método encuesta.

Bajo el planteamiento del metodo individual, a n decisores
se les pide a cada uno, un solo nivel o de comparaclon.

Supongamos que el resultado ha sido

B, individuos dicen &, Ccon i=zl...p
p .
=39 donde*z n, =n 3;6&65931]. En este caso eledimos el sistema
1
Y=< , &, .,..,t >
1 Z B =

331 pnecesitamos un orden de prioridad entre los niveles,

asignaremos como nivel mas prioritario aquel que mas individuos
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hayan seleccionado, como segundo nivel mas prioritario, aquel

que mas 1ndividuos hayan elegido sin considerar el anterior, ¥

asl sucesivamente. Es decir, si

n = n > N =

> .. n
or(4) oN2) P

para una permutacion ¢ del conjunto <1,2,...,p>, elegimos como
sistema con prioridades a

{aa o P -
oy’ T o2 (P

Este segundo metodo implica a n decisores, frente al primer
metodo que implica solo a uno. En ambos métodos, obtenemos
sistemas de comparaciénNIS sobre el intervalo [O,1].

El metodo de oomparacién NIS sobre el con junto de
intervalos difusos se reduce en casi todos los casos (excepto la
mayorizacién) a un estudio sobre intervalos reales. Como medidas
de posicién de cada intervalo tomaremos dos puntos intermedios
cualesquiera del mismo (NIS-g), ¥y como casos particulares, los

extremos del intervalo (NIS—-extremo) o un solo puntoc intermedio

(NIS—promedio). Estas distintas versiones recogen la
subjetividad del decisor y su actitud ante la incertidumbre, yva
en la misma seleccion del sistema de comparacién NIS, CcComo

tambien en la eleccion del tipo de medida sobre cada intervalo.
Esta ultima se sustituira por la eleccion de dos parémetros
sobre el intervalo [0,1], que €en un caso particular, puede
interpretarse Como la eleccion de un grado de

optimismo—-pesimismo por parte del decisor.
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1.2 FUNCION NIS-¢€.

1.2.1 Dgﬁigigién v _propiedades generales.

Sea AslR, sea Yﬁai}ie]:, con I=(1,2,...,n> un sistema de

comparaeién NIS adecuado (A{:’l =@; VY¥iel). Como A es convexo y H

L

es s.c.s., entonces Aa es un intervalo cerrado
i

Aa' =[a, ., b, ], Viel.

L

Para definir la funcion NIS general o NIS-g seleccionamos

dos medidas de posicién (k=2) de dicho intervalo, y estas soOn
dos puntos cualesquiera del mismo, seleccionados en la forma
paramétrica del intervalo, mediante unos valores A y M. Estas-
medidas representan y localizan a Aa con respecto a K. Asi

i
definimos la funcion ordenadora

ZnN

f (R x (0,11° >[R
VAsR, A, upe[0, 1]

f (AN, 1)=(Xb, +(1-N)a, ,ub +(1-#)a,...,Ab +(1-N)a ,ub +(1-H)a )
o escrita en notacion simplificada
£ (AN, #)=(Ab +(1-XN)a ,mb +(1-1)a ).

Fijados los parametros A y i, y medlante un orden sobre

Eﬁ“, la funcion fT'proporcionaré una ordenacian del conjunto de
clases E% , que notaremos por
=l .
f;ﬁ(ai,cxz, o ’O{ﬁ)
para considerar el sistema de comparacién de trabajo, y los

parémetros que definen la funcién NIbS—g.

LLa indiferencia que genera la particion en clases de

equivalencia es:

vA,Be R, A =[a,b], B, =[c,,d,]

e L 1

A~ B e £ (AN )=E (B, 1)

T
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— hbﬁ(l"}‘)ai:)\dﬁ(l"}‘)ct y Hb +(1-p)a =pd +(1-M)c, Vi€l

es decir, la indiferencia entre dos elementos de R | es -

Ny

equivalente a la igualdad de los valores de las
parametrizaciones en A y u, respectivamente, en -109 distintos
a—cortes correspondientes al sistema de comparacién. Yeamos
ahora, que cuando los parémetros A ¥y M son distintos esta
relacion de indiferencia es equivalente a Ja colncidencia entre

los a—cortes del sistema de comparacion.

Proposicién 1.1

Sean A,Be K, »,pe{0,1] / du, A =[a_,b 1, B=[c,,d,]

entonces
hba+{1-h)aa:hda+(l—k)ca e a =
_ a ol
#b +(1l-p)a =pd +(1-#)c
Demostracién.

Consideramos a
hba+(1—h)aa:kda+(1—l)ca

“ba+(1—“)aa:“da+(1"“)ca

como un sistema con incognitas da ¥y e. El determinante

A 1-A

=N — i
H 1—u HE SV

por tanto el sistema tiene solucion unica;

ﬁ hba+(1—h)aa 1-A
yba+{1—u)aa 1 -4

d. = =b
o i o
A Ab +(1-A)a

X &

H pba+(1ﬂu)aa
C = =4
o %t ot

de donde A =B .o
A o

Aplicando este resultado, la 1indiferencia entre numeros
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difusos queda en la forma

a) Si A=pu, A*_-f B & )xbi+(1—k)ai=?\di+(1—?\)oi_ VieT

T
b) Si A *#u, Azf B & Aa :Ba Viel]l.
T i i
Es decir, cuando los dos parametros coinciden, la
indiferencia es equivalente a la coilncidencia entre los

distintos puntos promedioc (en A=) de cada uno de los a-cortes
del sistema de comparacion (fig.3a). Y cuando los dos parametros
son distintos, la indiferencia es equivalente a la colncidencila

entre un numero finito, pero indeterminado en principio, de

a—cortes de los nﬁmeros difusos (fig 3b).

W

(a) (b)

figura 3. Indiferencia de numeros difusos. (a) con A=pt=1,2

v cualquier sistema de comparacion. (b) con A u y

sistema de comparacilon *chi,cxz,cxa},

LLa igualdad entre conjuntos difusos dada por Zadeh (“A:“n)
es equivalente a la igualdad entre sus a-cortes. Por tanto, la
indiferencia generada por la funcion fT, con N y #4 distintos, es
una relajacién discreta de la igualdad usual

A=B < Aa:Bc:x Voas (0, 1]

}\# -~ — V.G
H tL? B & AQ‘I%K 1€].
* 4 1 1
Como en principio el sistema de comparacion no esta f1Jo,
siempre es posible elegir un numero de niveles de importancia
subjetiva tan grande, como sea necesario, para garantizarnos que

la discretizacién de la igualdad de Zadeh es suficiente, para

que un decisor admita 1la indiferencia entre las cantidades

difusas.
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En numeros difusos triangulares, con parametros diferentes,
basta utilizar dos niveles de importancia subjetiva distintos,

para garantizarnos que la relacion >~ coincide con la relacion
T

il

de igualdad de Zadeh.

El orden generado por fT sobre lR';':(ai, C e ,Olﬁ), restringido

al conjunto de numeros reales R, considerando cada numero real

como un singleton de altura maxima, coincide con el orden usual,

va que
Ac RAR — A_=A Vas(0,1]
de donde
£ (AN H)=(A,A, ..., A)e R
Cualquiera de las ordenaciones consideradas en R" sobre

ese vector, regenera la ordenacion usual en R,

Yamos a analizar ahora algunas propiedades importantes del
metodo NIS, que son independientes de la parametrizacién v de la
ordenacion de R™ consideradas. Tambien veremos algunos Caso0s
particulares del método, que colnciden con indices de
comparacién de otros autores.

Cambio de escala.

Estudiamos ahora el comportamiento en la ordenacion de la
funcion NIS—-g, ante un cambio de escala de las wvariables en
estudio. Este problema es interesante cuando trabajamos con
numeros difusos que vienen expresados en distinto tipo de
unidades de medida, o© bien, cuando queremos que todas las
variables vengan dadas en un nuevo intervalo de trabajo, COmo
por el ejemplo el intervalo unidad.

Como la funcién NIS—-g viene dada a traves de los valores de
los e-cortes, utilizaremos en la expresion del cambio de escala
la relacion con la representaciém por a—-cortes, dada por Nguyen

¥y que recogemos en el apartado 4.2 del primer capitulo.
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El planteamiento es el siguiente:

Sea A= R, un cambio de escala consiste en pasar de la funcion de

s

pertenencila H,oa la funcion
Mo =H,
con e(x)=rx+s ,r,s= R yv r>0. O lo que es lo mismo trabajar COn

el numero difuso

e

~4
A =r O(Aes)
como se deduce de la aritmetica entre cantidades difusas.

. ~ = ' - . X
Evidentemente A € [R. Veamos que la comparacion utilizando

o

las cantidades difusas iniciales o sus transformados mediliante un

sitamos

o
L‘D

cambio de escala es exactamente la misma. Para ello

N

- » - . = e
conocer el extremo superior e inferior de 1los ¢a—-cortes de A .

<% Aa:[aa,ba], mediante la relacion con la representacion

por a—cortes deducimos gque

N e
bl

e 1
A, =[(a,-s)z . (by-s)

r &

Lema 1.

- e = -
Sea A R, y sea A€ K / pe(x)=¢, (e(x)) con e(X)=rx+s,

W _.-“

r,s€ R y r>0. Entonces

VA, us[0,11 £ (AN u)=rf (A, X, U)+s

27N

K

il

en donde s=(s,58,...,5)

Demostracion.

o

i

f (A A, HY=(X{b. c_;;—+(1 —A (a8 ~ s);- _.,u(b—-'::} +{1-H)(a -s)- ),

" |

1 N 1
T — ’}- / -.}. - RSt : i ) S - < e ,:"-u‘
""r(“-bt'{‘\1“f~}c1i_.r—*t_:i.+t._1‘“#}{%}1 = ;{E:;r:,,..,,.:} ==
- ra g -e " 3 o e L et . =
——— IT(AJ}.“J“):I‘IT(A :l’ﬂ"'_if"'t / +_;'-_-*'§_ 2 C O f_la -_[dt." L]L] .U
L
Proposic cion 1.2
Searl AJB = Ue) A‘JMELO;! 1]: {aj’az’ « & a 3a } (B3] 3 1' de
| g

. e = . R=) e _ : i e R
comparacion NIS. Sean A ,B e K los transformados de A,B mediante

el cambio de escala e(x)=rx+s, con r,s< R, r>0. Entonces bajo el



orden lexicografico, fuerte o de mayorizacion de R | ae

verifica
i) £ (AN M) £ £ (B,A 1) &> £ (A ,N,pn) £ £ (B A1)

ii)JA:%‘B &> A 1%,B
T T

es declr, la comparacion e indiferencia NIS no dependen de 1la

escala considerada sobre las wvariables.

Demostracion.

Evidente a partir del lema anterior.o

Compatibilidad con las operaciones.

Aplicamos aqui los resultados obtenidos en el apartado 7.2
del primer capitulo, a la funcién NIS—gZ.

a)Compatibilidad con la suma.

oea + la operacion suma de numeros reales, que es continua

e 1sotonica. Sea & la operacion extendida sobre K mediante el

Nr

principio de extension. Aplicando el resultado de Nguyen para
a—-cortes (ver apartado 1.4.2) ¥y de Negoita [55] para oa—-cortes
fuertes (recordemos que interpretamos el O-corte como €l c¢ierre
del O-corte fuerte), tenemos

VA&, BsR (A®2B) = A_ @B (1)

L 1 1

La operacion & es interna en R, yv de (1) se deduce que

N

fT(A@B,?x,;u} = fT(Pi,}“-,p) + fT(B;,?\,H)
para cualquilier sistema de comparacién NIS, ¥ para cualesquiera
parémetros AN, del intervalo unidad.
Como la suma entre numeros reales, verifica 1la condicion
11) de los corolarios 7.1 v 7.2 del primer capitulo, Yy graclas a
(1) se tiene gque bajo el orden 1exicogréfico 0o el orden fuerte
se da la compatibilidad con la suma.

Para simplificar la notacion, escribiremos las clases de
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equivalencia sin corchetes, entonces

VA, B, C, De [R';f(di, .. .,& ) con A=< B, C=D= ABC = BeD,

Con la mayorizacion no podemos deducir en general la
condicion i) de los corolarios 7.3 ¥y 7.4 del primer capitulo,

sobre 2n-uplas ordenadas. Es decir,

3A,Be R £_(A,N,pu), + £ (B,A,H), * £ (A®B, N, 1),

v por tanto no podemos garantizar la compatibilidad con la suma.

No obstante, en un caso particular de la funcion NIS-g, esta si
se dara como posteriormente veremos.

b}Compatibilidad con el producto por néme:os reales positivos.

Sea r un numero real positivo, aplicando el resultado de
Nguyen y Negoita, comentado en el apartado a), tenemos

YAs R (rA) =rA_ Yas[0, 1]

N

de donde

f (rA, A, p)=rf (A,A,H)
sobre cualquier sistema de comparacién NIS, y cualesquiera
parametros A vy . Ademas este resultado tambien es cierto para

n—-uplas ordenadas, con lo que se verifica gque

VA, BeR A=B=r1rA=TrB Yr>0

N

usando para ello el orden lexicografico, fuerte O de
s S 2N
mavorizacion sobre R .

c)Compatibilidad con el producto por positivos.

= Fa + . r
Sea * la operacion producto sobre R . La operacion producto
no es en general isotonica, pero si lo es restringida a nhumeros

reales estrictamente positivos. Es por esto que necesitaremos

tambien restringir 1los numeros difusos a un concepto de
positividad. Pero para aplicar los corolarios 7.1, 1.l 7.3 ¥y
7.4 del primer capitulo, necesitamos que se verifique en

cualgquier caso la relacion
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fT(AOB,k,p} — f&(A,l,u) . f&(B,h,u)
en donde © es el producto sobre numeros difusos, definido
mediante el principio de extension. Ahora bien, esa relacion no
es cierta en general, y ademés podemos comprobar que el producto

por positivos no es siempre compatible con f mediante el

TJ

siguiente contraejemplo.

Contraejemplo.

Sea Y={c> con a€[0,1]. Sean A,B,C,D €« R numeros difusos

dados en la fig. 4, y tales que |
Aa:[1’5]’ Ba:[2,4.1], Ca:[2,10], Yy Da=[1,11.1].
Consideramos los parémetros A=p=172. Y sobre R*

cualquiera de los ordenes sobre los que venimos trabajando (en

este caso funcionan igual).

S 7 8 o 10 11 12

figura 4. Ejemplo de no compatibilidad de fT con la

operacion producto.

£ (A, 1/2,1/2)=(3, 3) £ .(C,1/2,1/2)=(6,6)
£.(B,1/2,1/2)=(3.05,3.05) £.(D,1/2,1/2)=(6.05,6.05)
de donde A = B y C = D
(AcC)Y=[2,50] (BoD)=[2,45.51]
£ (A0C,1/2,1/2)=(26, 26) £ . (BOD,1/2,1/2)=(23.75,23.75)

de donde AoC % BoD.

Por tanto, en general, la compatibilidad de fT con el
producto entre numeros difusos es falsa, aunque posteriormente
comprobaremos un caso, COn unos parametros determinados, en

donde si es cierta.
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Casos particulares.

Eatudiamos como la funcion NIb-g, en algunos Cas0os

particulares, corresponde a indices conocidos en la literatura.

1 Consideramos el sistema de comparacion formado por un solo
nivel {0 con a=(0,1], ¥ selecciocnamos la funcion NIB
> |
) = = K (= A ={| ¢
fT(A,l,l; (ba’bcx} zon Ay [cl_a,ba]
2 ; - 7 - - - =
v sobre R™ el orden lexicografico o fuerte (es indiferente en

este caso). La comparacion €S

VA,B& R A =S B & fT(t.é.l;. 1_-_. 1) = fT(E":- 1:- 1} Sy .ba = d‘d

Con Ba:[ca,da], que solo utiliza el extremo superior de un

a—corte concreto. Easte indice coincide, en cuanto a la

comparacion, con el dado por Adamo en [1].

2  (Consideramos el sistema de comparacion Y={ar, con a=(0, 1], Y

2 . -’
cobre ®" &1 orden fuerte, entonces la funcion

2
£ (A,1,0)=(b,,a,)e R
genera la relacion de ordenacion intervalar de grado o,

definida por Tanaka et al. en [85], si para ello consideramos
desigualdades estrictas.

3 Considerando el sistema de comparacion Y=[0,1], v las

L

funciones fT(A,ljl), fT(A,O,O} N fT{A,ljﬁ) con codominlio  un

espacio de funciones, v orden asociado el fuerte, entonces

<

dichas funciones generan las relaciones L _lv = dadas por

A\

Ramik v Rimanek en [60], definidas por

L2

YA, B K P’a:[aa’ba] v B =fc _;d j

o 'S | ok (&
A< B e b = d
2 o e
A S. Bee a = ¢
1 o o
A= B & A Er B v A El B

Ramik v Rimanek prueban tambien la equivalencila

A =< B & mgx {A,B>=B & min {A, B>=A  -”“62)Q

" )
. _anl o
: ? . __..-""
— _r_\_-‘_.‘,—r""'-



o LY :
en donde max y min son las extensiones difusas de los operadores

reales méx Yy min.

Este resultado prueba 1lo restrictivo del orden cuando se
utiliza como sistema de comparacién todo el intervalo [0,1]. Por
otro lado, (2) permite definir operadores méx Yy min difusos
asociados a una relacion de orden total, este proceso se

desarrollo con fT(A,l,O) vy el orden 1exi¢ogréfico por Gonzalez Yy

Vila en [36].

1;2.2 Funcién NIS—-g con orden lexicogréfico.

. 2 : “
Consideramos sobre R° el orden lexicografico, que al ser
un orden total, define con la funcién fT un orden total sobre el

conjunto de clases IR;J(ai,az, ..., )y, en la forma

m
N

A= Be f (AMu)= f_(BAH)

¥ | :

COon AJBEEQA}Cu,dz,...,&n). Notamos a lazs clases &gin corchetes
para simplicar. Suponemos dados los  parametros Ay oy, vy el
sistema de comparacion NIS, Y:{ai,az, . ,Oth}_

El orden en que se den 1los niveles del sistema de
comparacién es fundamental en el proceso de comparacién bajo el
orden lexicogréfico, va que seg&n sea este var{a el resultado
final. Asi, sobre la funcion NIS-g, y el orden lexicografico,
supondremos siempre dadoc un grado de importancia sobre cada
nivel, que se obtendra Junto al sistema de comparacién en los
distintos metodos comentados en el apartado 1.1.4. Siendo ) el
nivel més prioritario ¥y = el menos prioritario. De igual
manera, supondremos A el parémetro MAas prioritario ¥y # el menos
prioritario.

Estudiamos ahora la forma concreta que adopta el orden, A4

veremos como esta asociada a una ordenacion entre intervalos

cerrados reales.
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Sea X la clase de intervalos cerrados reales.

Definicion 1.2

Sean T=[t ,t ] y S5=[s,.s,] celementos de X, se define la

relacion a(i,u) del siguiente modo

= N —A ¥
§t2+(1 Y < As_ #{1-AJS

t +(1 )\"ti o +{ ] AYS

i

] _ i —p2 Y e
. Y oMb +(1-p)t <ps, +(1-H)s,

v notaremos por no(Ta(x,4)}5) cuando no se verifique la relacion

entre T v 8. Cuando no(Ta{A,u}5) ¥ no (Sa(x,u)T) entonces
htz+(1_k)tﬁ:KSz+(1“h)51 v ut2+(1—-,u)t;1:usz+{1——u)s1

v escribimos

T*tf o

0

considerando la relacion de indiferencia restringida a

intervalos nitidos. Esta relacion devuelve la igualdad entre
intervalos cuando A#u, y cuando A=g es la colncidencila entre un

punto intermedio de ambos intervalos.

El conjunto % de intervalos cerrados reales “puade
viceualizarse como el semiplano cerrado de puntos (x,v) del plano
euclideo, iqcluyendo la diagonal y=x", Moore [52]. Los puntos de
la diagonal y=x contenidos en el segmento que intersecan las

lineas de puntos discontinuocs en la fig.9 representan 1los

numeros reales contenidos en el intervalo [x,¥].

figura 5 Representacion del conjunto X.

Dado TeX, notaremos por
(2, pm, TY=XGeX/ Ta(,u)ydr

al conjunto de intervalos de X gue dominan a T bajo la relacion



a(A,u). Usando este conjunto y la representacion del espacio

2,4

dada por Moore, podremos representar gréficamente la forma de

dominancia de una relacion sobre . En la

fig. o6

representamos

esta redion de dominancia bajo la relacion o(XA,u), para

clertos parémetros N Yy M.

W

figura 6. La regién rayada, Jjunto con la 1inea en ne

A D>u

ogrita

unos

constituyen el conjunto de dominancia de T: a(A,u).

Proprosicion 1.3

¥YT,5,PX se verifica que
L)no(Toa(X,u)T)
11)si To(XA,px)S = no(Sa{r,u)T)
111) Ta(A,p1)S8 y Sa(h,u)P = Ta(X,u)P

iv) no(T~, 8) = Ta(A,u)S o0 So(A, )T

T

para cualesquiera x,us[{0, 17.

Demostracion.

evidente.D

A traves de la relacion oA, )
relacion de orden definida por el
funcion NIS-g.

Teorema 1.1

Sea A, Be Ri(a

N

1 2’ n

A= B e—sd 5
" l

A =~B Vie].
Ol

3 1

19

orden

YO, L0 ), I=X1.2. ..

podremos

3
L }n" 3

lexicografico

caracterizar

entonces

f Ikel/ A, > B, Vi<l con O<i<k ¥ Ay SO, 1)B,

Y

la

la



Demostracion.

Sean AaiZ[al,bi_], Bat-—-[ci',di_], 1= I

AS Be= £ (ANH) S F (B H)

— { Ikel / )Lbi+(1—>\}alﬂdi+(1—?u)ci, ubi_+(1-.u)aiﬁudt+(1-—u)ci en

r'd L

0<i<k Yy O bien hbk+(1-—>u)ak<?xdk+(1——?x)ck O bien
Ab, +(1-N)a =Ad, +(1-N)c, v Hb, +(1-1) 8, <Hd, +(1-H)c)> o
< ?\bi+(1—)\)ai-:kdi+(1—h)ci, pbi+(1—-u}ai.—_udi+(1—-u)ci Vield?

Ikel/ A, = B, Viel con 0<i<k y A, a(X,H)B,

. L T 1 % k
- O
A =~B Viel. 0
(& & 2 38
L L
LLa comparacion NIS-g lexicografico sobre mg(ai,az, i ,Oth)
recorriendo 1los niveles de importancia subjetiva, segun
prioridad, compara mediante la relacion (N, 1) los

correspondientes a-cortes y decide en el primero que no produzca

la relacion de indiferencia =, . O bien, llegado al ultimo nivel

T
v siendo todos los a-cortes indiferentes da la igualdad entre

las clases. Esta comparacion genera una relacion de dominancila

debil, que denominamos "B supera a A'.

El principal problema de esta comparacion €s que no utiliza

+toda la informacion disponible del numero difuso, yvya que se
detiene en el primer a—corte que noc provoqgque indiferencia. La
ventaja fundamental es que siempre decide, ¥ proporciona la

igualdad cuando todos los a-cortes del sistema de comparacién
son iguales (A*u) o lo son los puntos promedios de 1os mismos
(A=t), lo que garantiza un buen nivel de indiferencia. FPara
resolver parte de los inconvenientes de esta forma de ordenar,
estudiaremos la funcién NIS-g con orden fuerte, que utiliza toda

la informacion, pero no siempre decide (no proporciona un orden

total).

80



1a'Z. 3 Funcian NIS—g con orden fuerte.

- . 2N |
Consideramos sobre [R el orden fuerte, que no €s un orden

total, por tanto, dado el sistema  de comparacion NIS
YEicaiaz,...,Q;} Y los parémetros A,pe[0,1], la relacion

VA, Be ﬁf’:(ai,az,...,ah) A< Be— f (AXNu) S £ (B,Xn)
no definira un orden total sobre Ri(aaﬁﬁw""ah)' Estudiamos la

N

forma del orden y la relacion de comparacion asoclada entre

intervalos.

Definicién 1.3

Dean T:[ti,tz] y S=[s,,s,] elementos de X, =se define la

relacién B{(x,u) del siguiente modo

|A

?\tz+(1-—>x’}t-:t
TR(A,H}S & 4
ut2+(1—u}t1 = usz—k(i-—#}si

7'\52+(1——?\)S1

En la fig.7 representamos la regién de dominancia bajo la

relacion #{(Xx,&}, para unos ciertos parametros A Yy M,

figura 7. La region rayvada, Jjunto a las lineas en
negrita constituyen el conjunto de dominancilia
ae ‘- Bla,p, ).

Proposicion 1.4

VT,5,PX se verifica que
1)} TR(A, )]

1) TRLm)5 v S AT = T =, 5

T

111) TG u)o ¥ 56 ()P = THE(A, 1) P
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Demostracion.
evidente.D

Cuando A#u, esta proposicion dice que B{(A,4) e€s una

relacion de orden sobre X, va que en ese caso la relacion xf es
T

una igualdad entre intervalos, y por tanto ii) es 1la propiedad

antisimetrica.

Con la relacion 3(A,u) caracterizamos la relacion de orden

Iy
fuerte de fT sobre P}\(c&i,az, o ,Otn).

oy

Teorema 1.2

#
Sean A,Be R (o ,a ,...,a ), con A\,pu€[0,1] vy Le,o, ... a2

o

un sistema de comparacion NIS, entonces

A SF B e Aa_ﬁ(K,H)Ba‘ Viel.

L i

Demostracion.

Sean Aa.:[ai,bi’], Ba_:[oi,dt], 1€].
p & L

A= Be I _(AAMu) = f . (B,A 1) &

= (Ab +(1-M)a,, ubi_+(1—#)ai): = (Xd . +(1-2N)c,, f"di,+(1"“)ci,):
—— hbi_+(1—?u)ai = ?tdi_+(1——?\)ci, Mbi+(1—u)at = udi+(1—#)ci_ Viel

s Aa_ﬁ(h,u)Ba Viel .o

L 1

La ordenacién con la funcién NIS-g ¥ el orden fuerte,
proporciona una dominancia total, que denominamos "B domina a A"
v que no necesita de una prioridad entre los a-cortes. La forma
de actuar es, aplicar la relacién B(A,p14) a cada uno de los
a—cortes ¥ decidir en la ordenacién cuando todos los a—cortes de
un numero difuso estan dominados, mediante la relacién, por los
respectivos a—cortes del otro numero difuso. Evidentemente, el
metodo recoge toda la informacian disponible sobre 1los NUMEros
difusos y la utiliza, pero al no ser un orden total no decide en
todos los casos. De cualquier forma, esta comparacién en casos

de no discriminacion se complementa con la funcion NIbB-g
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lexicografico.

1.2.4 Funcién NIS—-g con maxogizagién.

La relacion <u de mavorizacion debil, que notaremos por SM,

s 7 a 2N
es una relacion de orden sobre el subconjunto de K

ZN > >
H, =X(x,x,,...,%x, ) R / X, Z ...Z2 x, > neN,
Dado el sistema de comparacion NIS Yioti‘, - - 3
consideramos la funéién f., asociada a la funcion NIS-g, ¥

definida por

Z"

£’ :Rx[O0, 1717 s H

(AN, 1) >£2 (A, N, 1)
con (AN, u)=f (AN, H),,
en donde ; indica que le vector fT(A,k,u) se considera con sus
coordenadas en orden decreciente.

Las relaciones de indiferencia deneradas por las funciones

fT y £ no son en general igduales, ya que

£ (AN, )= (B, 1) O £1(AN, H)=F1(B, A, 1)

vy por tanto, la 1ndiferencia generada por fT implica la

indiferencia a traves de f;, peroc no al reves,

A~_ B

f° -

La funcion f; define sobre el conjunto de clases de

A B.

ﬂf,
T

indiferencia la relacion

YA,B= R A EM B & f;(A,?\,u) =

£ £ (B,A,H)

=k M
que es de orden no total, y denominamos "B mayoriza a A".

La compatibilidad de EM con las operaciones ya ha sido
tratada en el apartado 1.2.1., ¥ vimos como esta relacién es
solo compatible c¢con el producto por un escalar positivo.
Posteriormente veremos como la funcion NIS-extremo con la

mayorizacion es compatible ademas c¢con la suma en todos los

casos, ¥ con el producto de numeros difusos positivos.
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LLa funcion NIS-g con la mayorizacion, a diferencia de 1lo

que pasaba con el orden 1exicogréfico vy el orden fuerte, no
genera una relacion de comparacién entre 1ntervalos. Es por
esto que, puede pensarse en utilizar lazmayorizacién sélo en la
ordenacian de a—-cortes, de forma similar a las relaciones o(A,u)
v B(A,ut), v extender luego este proceso mediante otro orden de
R, Bajo este punto de vista, consideramos sobre el conjunto K

de intervalos cerrados, las relaciones

[r:i:; 1‘2]}/1[51352] = l::]-:l- 0% e 1{:‘: (S ;S "| e o

1 2 i° A = A
ri Iz'_ 91 ~2
Facilmente puede comprobarse que
v =G(0,1/2) ¥y ¥ =6(1,1/2).
S1 consideramos el sistema Yz{aimﬁf.,,jok} i las
relaciones
A E. B ﬁ A. ;V. B vi-:l.--n; j:].;z
] o o

=

i L
estas coilnciden con las generadas a traves de las funciones
£ . (*,1,1/2) » £ (=,1,1/2}) ¥ el orden fuerte.

De este modo y bajo este planteamiento, la mayorizaeién no
proporciona ningﬁn tipo de comparacién Nnuevo. Ahora bien, =151

congideramos la combinacion de las relaciones ¥ vy el orden

lexicogratico, ¥y definimos

- dkel/ A =B V¥iel con 0<i<k ¥ A ¥ B
J ot o a Cj Ta
L w ) <
8 B e O a=1, 2
A& :Ba Vil ]l e s
1 1

Fd

eneramos obtro tipo de comparaciones sobre numeros difusos

4

£
distintos de las estudiadas hasta ahora, que seran consideradas

Ul

en futuras investigaciones, asi como las posibles comblnaciones

de la relacion a{(x,u4) v el orden fuerte, y F{x,1u)}) ¥y el orden
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lexicografico.’

1.3 CAS05 PARTICULARES Y KJEMPLOS D A FUNCION NIS—¢g.

Hay casos particulares de la funcién NIS-g en los que se
verifican mejores propledades de compatibilidad (A=1, =0 o A=0,
“=1) o es posible una mejor interpretaccian de los parémetros

(A=), v que estudiamos a continuacion.

1.3.1 Funcion NiS—-extremo.

o1 para definir la funcion NIS-g, seleccionamos c<como
medidas de posicién de cada o-corte, el extremo superior e
inferior del mismo, es decir,

A=1, =0 o A=0, u=1,
entonces llamamos a fT( * . 1,0) v a fT( « 0,1) funciones

 NIb-extremo.

bea AR, ¥ el sistema de comparacian NIS Y:{Oli,d

2.’"'.’“1
~,

Aa :[al,bi_], entonces las funciones NIBS—-extremo adoptan en
i

notacion simplificada la forma:

f.(A,1,0)=(b,a), £.(A,0,1)=(a,b),.

< 2N . g . .
Considerando sobre R el orden lexicografico, ¥ el sistema

de comparacién NIS con un orden de prioridad, ambas funciones
comparan de forma distinta. Una interpretacién de la Comparacian
entre nﬁmeros difusos, como eleccién que produce un beneficioc a
un decisor, permite considerar a fT(',l,O) como funcion
optimista y a fT(*,O,l) Ccomo funcién pesimista  (suponiendo que
el beneficio en la decisién es elegir el mayor nﬁmero difuso, en
caso contrario, es al revés}. Esto es asi, va que fT(',O,l)
sobre cada a—-corte da prioridad al extremo superior (mayor

ganancia posible), ¥ fT(*,O,l) se la da al extremo inferior

(mayor ganancia minima).
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. 2n )
Considerando sobre [R el orden fuerte, ambas funciones

generan la misma relacion de orden sobre el conjunto de clases.

. 2n - s o o . o
Considerando sobre K la mayorizacion debll, ¥ sistemas de

comparacion NIS, Yﬁic&,aé,...,dﬁ}, tal que

aAx. .. o
1 "

entonces la funcion adopta la forma
f°(A,1,0)=f’(A,0,1)=(b,b ,...,b ,a ,a
T 3 i A
La relacion de indiferencia que genera la funcion f; es, en
este caso, exactamente igual que la generada por fT
Aﬁf, B E—> f,l’_(A,l,O):f;(B,l,O) e Aa':Ba‘ =i, .. N & A-“:f_ B
T 1 T
y por tanto, el conjunto de clases que definen es el mismo
O
1

(ai...aﬁ).

™

1

ik =K =K (& ., 6 . & 1= K
i f O .

.\,T J\,T g s

Extension de la funcion NIS—-extremo.

La funcion NIS-—-extremos esta definida sobre el conjunto de

numeros difusos R, ¥ es posible extenderla al conjunto de

N

intervalos cerrados difusos € del siguiente modo:

==

fT(',l,O<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>