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— INTRODUCCION GENERAL -






El concepto de subconjunto difuso fue definido con el
objeto de modelizar aquellas situaciones en que los limites de
un subconjunto del referencial dado aparecen como mal definidos,
por la vaguedad inherente a las condiciones que se imponen a sus
elementos o por el relativo cumplimiento de éstas.

Como es sabido, tal nocion se basa en la relativizacion de
la funcion caracteristica y encuentra su fundamento en la 16gica

multivaluada. La riqueza del concepto permite una diversidad de

enfoques matematicos, como el propiamente conjuntista, el
funcional, a traves de la funcion de pertenencia, o el
informacional, entendido como el analisis del grado de

determinacion de un elemento o subconjunto, este Qltimo mas
conectado con la teoria de la decision o las teorfas de la
medida.

En todo caso, al ser generalizada la nocién clésica de
conjunto, se pierde la idea de que este es una simple agregacién
de elementos. Coherentemente con esto, puede cuestionarse
tambien la aditividad de las medidas, propia de las teorias
olésicas. Aunque la investigacién sobre medidas no aditivas
comenzé antes de la definicién de subconjunto difuso, ¥y dié
lugar a diversas lineas con aplicaciones a la fisica matemétioa
(Choquet [111), al calculo de probabilidades (Dempster [161) o a
la estadistica matematica (Huber 1[281), es la Teoria de
subcon juntos difusos la que presta una interpretacién seméntica
y aplicaciones a un extenso campo de problemas de modelizacion
matemética de la informacion. En suma, las medidas no aditivas
encajan conceptualmente con la Teoria de subconjuntos difusos,
dando lugar a un pujante desarrollo de las medidas difusas.

Una medida difusa puede entenderse, a su vez, desde

diferentes puntos de vista:



a) Como una medida del grado de importancia o relevancia de
los subconjuntos de un referencial.

b) Como una evaluacion del grado de determinacion de un
elemento desconocido, mediante la asignacién a cada conjunto de
una medida que refleje la posible pertenencia de ﬁal elemento al
conjunto.

c) Como una valoracion del grado en que, globalmente, los
elementos de un conjunto verifican ciertas propiedades.

S8i adoptamos la definicién de Bugeno [521, el campo de las
medidas difusas es extraordinariamente amplio; asi el estudio de
tales medidas se ha realizado, por lo general, a través de 1la
consideracion de clases particulares de medidas difusas, como
las probabilidades, las posibilidades (Zadeh (621, las
A-medidas (Sugeno [521), las evidencias (Shafer [461), las
medidas descomponibles (Weber [551), etcetera. Aunque se tienen
resultados globales, se hace necesaria una sistematizacion de la
clase general de las medidas difusas. Uno de los mecanismos que
se han mostrado mas fertiles para el analisis de algunos tipos
concretos ha sido la expresién de las medidas difusas en
términos de probabilidades; ello explica el desarrollc de la
Teoria de la evidencia de entre las diversas modalidades de
medidas difusas. Una metodologia de estudio general se presenta
en esta memoria.

El propio concepto de subconjunto difuso requiere tambien
de mecanismos de evaluacion que permitan establecer medidas
sobre clases de subconjuntos difusos de un referencial, sobre la
base del conocimiento de la medida de los subcon juntos
ordinarios (crisp) del mismo. La integracién difusa provee tal
requerimiento. Asi, conectadas intimamente con las medidas

difusas, aparecen las integrales difusas; basta pensar que las



primeras definiciones de medidas e integral difusas se dieron
simulténeamente (Sugeno [521).

La extension de medidas a subconjuntos difusos que permiten
las integrales difusas generaliza a estos las interpretaciones
antes mencionadas, de modo que puede hablarse de grados de
importancia, inclusion de un elemento desconocido y verificacion
de condiciones de un subconjunto difuso.

La integracion difusa tiene tratamientos diversos; por
ejemplo, Sugeno utiliza los operadores maximo y minimo al poner
en cuestion la aditividad, y tales conectivos resultan ser
elementos destacados de las clases de t-conormas ¥y t-normas.
Durante algﬁn tiempo se entendio a la integral de Sugeno como la
natural en el contexto difuso, hasta el punto de
denominarla, simplemente, integral difusa. Otros tipos de
integrales fueron definidos mas tarde {( Kruse [361 o Weber
[551), a partir de tipos concretos de medidas difusas. Asi
mismo, la integral de Sugeno ha sido generalizada mediante 1la
modificacion de los operadores binarios wutilizados (Suérez
[511).

Recientemente algunos autores (Nguyen [ 411 o Weber [561)
han sugerido la aplioacién del operador funcional de Choquet
111 éomo alternativa general a las integrales conocidas; la
definicion de esperanza monotona en base al citado funcional
(Bolafios, Lamata y Moral [51) v el estudio de sus propiedades,
viene a cubrir esta necesidad.

En su trabajo introductor, Sugeno siguié la idea de
establecer un paralelismo entre su integral vy la integral
clésica de Lebesgue, lo que contribuyé a la mencionada asuncién
de aquella como un operador natural en el campo difuso. Sin

embargo, se carece de un anélisis global del papel de las



diferentes integrales difusas en el contexto general de las
medidas difusas, por 1lo que pretendemos aqui realizar una
contribucion en este sentido. Las caracterizaciones de la
esperanza monotona ¥y la integral de Sugeno que se llevan a cabo
en la presente memoria nos permiten, entre otras cosas,
establecer un paralelismo formal entre estos dos funcionales,
que corrobora a ambos como alternativas para la extensién de
medidas difusas. La integracién clasica ocupa asi su lugar como
caso particular de la esperanza monotona para medidas aditivas,
correspondiente a la integral de Sugeno sobre posibilidades. De
este modo se obtiene indirectamente un enfoque original del
paralelismo entre probabilidades y posibilidades.

En su conjunto, este trabajo ha sido planteado para el caso
de referencial finito, dado que, por una parte, solo para el
tienen sentido muchas de las definiciones vy resultados, por
otra, permite focalizar el estudio sobre los aspectos que nos
interesan, evitando problemas de medibilidad y continuidad que
no aportarian nada a nuestros objetivos, vy finalmente, la
préctica totalidad de 1las aplicaciones al campo de la
modelizacion del conocimiento quedan cubilertas por el caso
finito.

Como objetivos fundamentales nos proponemos los siguientes:

1) Caracterizacién v estudic de las integrales difusas
generales (esperanza monétona e integral de Sugeno), ¥ anélisis
de sus posibles generalizaciones, de las relaciones existentes
entre ellas y de sus propiedades més relevantes.

2) Caracterizaéién de 1la clase general de las medidas
difusas a partir de probabilidades.

3) Establecimientoc de métricas en el conjunto de las

medidas difusas, que permiten cuantificar relaciones Y



caracteristicas basicas de las mismas, como la semejanza entre
medidas, o la falta de aditividad y/o la informacion que
proporciona cada una de ellas.

4) Definicion y estudio de relaciones de inclusion Yy
operaciones de conjuncién y disyuncién entre medidas difusas, y
justificacion de las mismas.

Para la consecucion de tales objetivosg, la metodologia
empleada puede resumirse en las siguientes etapas:

a) Estudio del comportamiento de la esperanza monétona
sobre funciones no negativas del referencial, fijando 1los
elementos relevantes para el valor de aquella ¥y, a partir de
tales elementos:

b) Caracterizacién de la esperanza monétona vy la integral
de sugeno, SUus relaciones con las probabilidades v
posibilidades, sus seme janzas formales v SUS posibles
extensiones, ¥

c) Caracterizacion de medidas difusas a partir de conjuntos
ordenados de medidas de probabilidad.

En esta ﬁltima encuentran su fundamento:

d)} La definicion de distancias entre medidas difusas, lo
que permite establecer indices de semejanza entre dos medidas,
de falta de aditividad y de calidad de la informacion de una
medida, ¥y

e) La definicion en terminos de las caracterizaciones de
relaciones de inclusion b metodos de combinacion de medidas
difusas.

Aunque se analiza con detalle en 1lo que sigue, conviene
seflalar que los resultados obtenidos corresponden a un amplio
espectro de problemas de interes y actualidad en el campo que

nos ocupa. Asi, si se piensa en una medida difusa como reflejo



del grado de importancia de un subconjunto, son importantes los
problemas de determinar el conjunto de los posibles mecanismos
de integracién entre la medida y la funcion de pertenencia de un
subconjunto difuso (o, en general, de valores de variables
cualesquiera) y de la adecuacion de la eleccion del funcional en
cada caso. Si la medida se entiende en el contexto de la
deteccion de un elemento desconocido, es fundamental evaluar el
grado de informacion que proporciona. Finalmente, tanto en Ila
interpretacién anterior como en la valoracion del grado en que
se verifican determinadas propiedades, se requiere un éuficiente
analisis de las caracteristicas fundamentales de una medida
difusa, como la aditividad, precisién, etcétera, asi como de las
relaciones de semejanza, inclusion o oombinaoién entre diversas
medidas. Creemos que el presente trabajo facilita en alguna
medida la resoluoién de tales problemas.

De acuerdo con la metodologia empleada, la memoria se
estructura en cuatro capitulos.

En el primero se recogen las definiciones ¥y resultados
conocidos sobre medidas e integrales difusas que posibilitan el
desarrcllo de los siguientes, constituidos bésicamente por
aportaciones originales.

El segundo capitulo constituye la clave metodolégica del
trabajo. En el se obtienen las caracterizaciones de medidas e
integrales difusas mencionadas.

El capitulo tercero se dedica al estudio de metricas en el
conjunto de medidas difusas, y a la definicién de diversos
indices de no aditividad e informacién, cuyas propiedades ¥
relaciones tambien se analizan. Los resultados se ejemplifican
en el estudioc completo de un caso de interes.

Finalmente, el capitulo cuarto aborda la inclusion,



conjuncién y disyuncién de medidas, y el estudio comparativo de
nuestras definiciones con algunas otras que han sido
establecidas para el caso particular de evidencias.

Elemento fundamental de todo trabajo de investigaoién, que
complementa a la obtencion de resultados sobre problemas
previos, es el planteamiento de nuevas vias de trabajo. Entre
las que se originan en esta memoria cabe destacar:

a) El1 estudio mas detallado de la adecuacion de las
integrales difusas a diferentes contextos ¥y problemas de
aplicacién.

b) La definicién ¥ sistematizacién de nuevas
generalizaciones de integrales difusas.

c) El analisis de los indices propuestos u otros que puedan
ser de interés, a partir de metricas distintas de las aqui
utilizadas.

d) La profundizaoién en el estudio de los metodos de
combinacion de medidas difusas, de modo que puedan obtenerse
definiciones o algoritmos que subsanen las dificultades teoricas
v précticas aun existentes.

e) La generalizaoién de cuantos resultados sea posible al
caso de referenciales infinitos, 51 bilien presumiblemente los
problemas que se plantearian serian de indole bien diferente a

los aqui estudiados.
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10. INTRODUCCION.

Este capitulo esta dedicado a la presentacién de las
definiciones y resultados conocidos en que se basa el resto de
la memoria. Fundamentalmente se trata aqui de definir las
medidas e integrales difusas, y exponer los diferentes tipos de
unas y otras que se pueden considerar, asi como las relaciones
entre ellos.

En el caso de las medidas, se define a estas como
valoraciones monétonas A acotadas de subcon juntos del
referencial. Esta definicion no plantea dificultades en el caso
de referencial finito, puesto que las diferentes alternativas
que pueden encontrarse en la literatura especializada difieren
bésicamente en las propiedades de continuidad que se exigen. En
todo caso la que adoptamos es la definicion mas general en
nuestro contexto.

Se aborda también en el presente capitulo la definioién b
estudio de algunos conceptos inevitables en cualquier exposicién
sobre medidas difusas. Destacan entre ellos los siguientes:

- La dualidad, que asocia a cada medida difusa otra deducible de
ella, lo que impone que cualquier anélisis deba asumir parejas
de medidas, y no medidas individuales. Sin embargo ello no
plantea problemas dado que ruede considerarse que dos medidas
duales contienen la misma informacion.

- Las normas y conormas triangulares como conectivos que cumplen
una doble funcion en el campo de las medidas e integrales
difusas. De una parte, determinan la conexion entre los valores
que toma una medida sobre diferentes subconjuntos, definiendo
asi algunos tipos importantes de medidas. Por otro lado Juegan

un papel decisivo en la definicion de las integrales difusas.



- La clasificacién, en lo que hasta el momento se conoce, de las
medidas difusas en diferentes tipos o clases, asi como las
relaciones existentes entre estas. Dado que el campo de las
medidas difusas es muy amplio, y que algunos de los tipos han
sido definidos para abordar problemas particulares, es
imprescindible tener siempre presente cuales de las propiedades
¥ resultados que obtengamos tienen caracter general, y cuales se
refieren solo a clases particulares de medidas.

Por lo que respecta a las integrales difusas, se recogen
aqui las definiciones y propiedades de los dos funcionales que
cabe considerar como generales; sin entrar en el analisis de
aquellos otros definidos para tipos particulares de medidas. Uno
de ellos, la integral de Sugeno, ha sido considerado como el
mecanismo natural de conexion entre medidas difusas y valores de
funciones valuadas en el intervalo unidad, para la extension de
medidas difusas a subconjuntos difusos. E1 otro, la esperanza
monétona, proviene de una idea muy anterior que ha sido
recientemente reivindicada en el campo de las medidas difusas.

De cualquier modo, no se trata de realizar aqui una
exposicién exhaustiva de 1los conocimientos sobre medidas e
integrales difusas disponibles al comienzo de nuestro trabajo,
sino de aquellos gque resultaran relevantes para el mismo.

En el apartado 1.1 se dan las definiciones de medida
difusa, dualidad, normas y conormas, de algunos tipos
fundamentales de medidas, y las propiedades bésicas de estas
nociones.

Una clase de medidas difusas especialmente interesante ¥y
que ha sido estudiada con cierta profundidad es la de las
medidas generadas por una asignacién basica de probabilidad

(evidencias). A la exposicién de los elementos fundamentales de



la Teorfa de la evidencia se dedica el apartado 1.2.

Por 1las razones antes apuntadas, la clasificacion y
ordenacion de 1los tipos de medidas difusas nhos sera
imprescindible. En el apartado 1.3 se definen de forma mas
exhaustiva los diferentes tipos de medidas difusas, ¥y se exponen
las relaciones entre ellos.

Partiendo de la idea, que se vera confirmada en el capi tulo
siguiente, de que la integral de Sugeno y la esperanza monotona
deben coexistir como metodos alternativos de integraoién, la
definioién ¥y propiedades conocidas de ambos funcionales se

recogen en el apartado 1.4.
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11. DEFINICIONES GENERALES SOBRE MEDIDAS DIFUSAS.

En este apartado expondremos brevemente los conceptos
fundamentales sobre las medidas difusas que vamos a utilizar,
que son las definidas por Sugeno [ 521, Existen otras
formulaciones diferentes de medidas difusas como las de Butnariu
[101, Klement [321, Klement, Lowen y Schwyhla {341 o Hohle [ 2613
que no estudiaremos.

Un desarrollo mas detallado de la teoria de medidas difusas
de Sugeno puede encontrarse en Banon [ 1] y Dubois y Prade [171.

Sea un conjunto finito X={x,%,,..,x y sea I=P(X) un
élgebra.

Definicion 1.1

bea g:4——=[0,11. Se dice que g es una medida difusa sobre
(X, %) si y solo 21 =e cumple
1.- g(@)=0, g(Xx)=1.

2.- 81 A,Be#, ASB, entonces g(A)Sg(B).

Una medida difusa es una funcion de conjunto normalizada Yy
monotona. Se puede considerar como una generalizaoién del
concepto de probabilidad, sustituyendo la condicion de
aditividad por la mas debil de monotonia.

Para evitar problemas de medibilidad, y puesto que X es un
conjunto finito, consideraremos siempre como élgebra«ﬂZ?(X); por
tanto las medidas difusas que manejaremos estarén siempre
definidas sobre (X,2P(X)), y para abreviar, hablaremos de medidas
difusas definidas sobre X.

Nota: La tercera condicion exigida por Sugeno en la
definicion de medidas difusas (continuidad de la medida para

sucesiones monotonas) siempre se verifica en conjuntos finitos,
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Yy por este motivo la omitimos.

Notaremos al conjunto de las medidas difusas definidas
sobre X mediante M(X) o simplemente M, si no hay dudas sobre
cual es el referencial escogido.

Definicion 1.2

Sea geM(X). Se llama medida difusa dual de g a la e
definida por

g (A)=1-g(A) VASX,

donde A representa el complementario del subconjunto A.

Puesto que obviamente tambien g es la medida difusa dual de
g*, hablaremos de parejas de medidas difusas duales, notandolas
(g.87).

El concepto de dualidad es de gran importancia ya que
permite obtener dos representaciones alternativas de una
informacion. Asi pues consideraremos que una medida difusa y su
dual contienen la misma informaoién, solo que codificada de
diferente modo.

Definicion 1.3

Una medida difusa g se dice autodual si coincide con su
medida dual:

g(A)=g" (A) VASX.

Los ejemplos mas sencillos de medidas autoduales son las
medidas de probabilidad. De este modo el conjunto PR de todas
las probabilidades definidas sobre X es un subconjunto de M.

Las t-normas y t-conormas son utiles en el estudio de las
medidas difusas, y sobre todo bésicas para la formulacion de
ciertas integrales difusas que recogemos en este capitulo, asi

como para el desarrollo de algunos apartados del capitulo II de
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esta memoria. Por estos motivos exponemos ahora las definiciones
mas importantes relativas a t-normas y t-conormas. Un estudio
mas detallado puede encontrarse en Schweizer y Sklar [48]1 y [49]
o en Dubois y Prade [181.

Definicion 1.4

Una aplicacién 4+ 00,11x[0,11——[0,1] se dice que es una
conorma triangular (t-conorma) si y solo si cumple:
1.- Propiedades de frontera
111=1; Ota=ai0=a Vasl 0, 1]
2.- Monotonia

si a<b y c=d entonces atc<bid Va,b,c,del(, 11

V]
|

Conmutatividad
atbz=bta Va, bel 0, 1]
4.~ Asociatividad
at(bic)=(aib)rc Va,b,csl 0, 11,
Una aplieacién * 00,131x00,11——[0,11 se dice gque es una
norma triangular (t-norma) si y solo si cumple las propiedades
2,3 ¥y 4 anteriores, y ademas

1’.- 0%0=0; lXazaXl=a Vasl[0, 17.

Definicién 1.5

8i 4 es una t-conorma, entonces la t-norma L’ definida por
al’b=1-((1l-a)+(1-b))
se llama t-norma dual de 4.
Si * es una t-norma, entonces la t-conorma *’ definida por
ax’b=1-((1l-a)*{1-b))
se llama t-conorma dual de x.

4’ y 4, %X y X' son parejas de norma y conorma duales.

13



Las principales t-conormas son:
-operador méximo: avb=max(a, b)
-suma probabilistica: a+b-ab
—-suma acotada: min(1, a+b)
Sus respectivas t-normas duales son:
—operador minimo: aAb=min(a,b)
—operador producto: ab
—operador de Lukasiewicz: max(0, a+b-1)
Puede comprobarse facilmente que
max(0, atb-1)<ab=min(a, b)<max(a, b)<a+b-ab<min(1, a+b) Va,bel 0, 11.

Definicion 1.6

Se dice que la medida difusa g esta basada en la t-conorma
4+ si y solo si
VA,BsX, ANB=0 = g(AUB)=g(A)L1g(B).
Se dice que la medida difusa g’ esta basada en la t-norma X
si y solo si

VA,BEX, AUB=X = g’ (AnB)=g’ (A)*g’(B).

Se trata de expresar que el valor de medida de AUR (A y B
disjuntos) o el de A"B (A y B exhaustivos) solo depende de 1los
valores de medida de A y de B a traves de la conorma i y la
norma X respectivamente.

Es féoil comprobar que si una medida g esté basada en la
conorma 4L (respectivamente norma *) entonces su medida dual esta
basada en la norma dual 1’ (respectivamente conorma dual *’).

Veamos algunos ejemplos de medidas difusas basadas en

normas y conormas:
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Ejemplo 1.1

Las medidas de probabilidad estan basadas, a la vez, en la
conorma
atb=min(1, a+b)
¥ en su norma dual

a¥%b=max(0, a+b-1).

Ejemplo 1.2

Las medidas difusas basadas en la t-conorma del maximo
verifican
g(AUB)=max(g(A),g(B)) VA,BsX
no 1imiténdose esta relacién al caso de conjuntos disjuntos.
Estas medidas, introducidas por Zadeh (621 se denominan

medidas de posibilidad.

51 MM es wuna medida de posibilidad podemos definir la
distribucion de posibilidad asociada como una aplioacién
n X——[ 0, 11
n(x)=ll{{x>) V¥xeX.
Es obvio que

MN{A)=sup n({x) VASX
X EA

¥y las medidas de posibilidad quedan caracterizadas conociendo la
distribucion de posibilidad asociada.

Nota: Si se considera un referencial infinito, las medidas
de posibilidad no pueden en general considerarse medidas difusas
(ver Puri y Ralescu [42]1),

Para mas detalles sobre las medidas de posibilidad,

consultar Zadeh (621, Nguyen [401 y [411, y Moral [381.
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Ejemplo 1.3
Las medidas difusas basadas en la t-norma del minimo
verifican
g’ (ANB)=min(g’ (A),g’ (B)) VA,BsX.
S5e denominan medidas de necesidad, y son las medidas duales de

las posibilidades.

Ejemplo 1.4

Sugeno [52] definio una clase de medidas difusas,

denominadas A-medidas, caracterizadas por la propiedad
VA,BsX, ANB=0 = g, (AUB)=g, (A)+g, (B)+rg, (A)g, (B),

siendo A>-1.

Estas medidas estan basadas en la t-conorma

atb=min(1, a+b+xab).

51 Ae(-1,01, la medida dual de g, es otra A-medida g“, con

Hel 0, +0) (en concreto p=-X/(14+\)) ¥ reciprocamente, o sea
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12. TEORIA DE LA EVIDENCIA.

Una clase especialmente importante de medidas difusas son
las generadas por una evidencia. En este apartado repasaremos
las definiciones y propiedades mas importantes de la Teoria de
la evidencia, fundamentada en los trabajos de Dempster [161 y
Shafer [461.

El concepto fundamental es el de asignacién basica de
probabilidad (a.b.p.).

Definicion 1.7

Ona aplicacién m :P(X)——>[0,1] es una a.b.p. si y solo si

cumple
1.- m(@)=0.
2.— L m(A)=1.
ASX
En palabras del propioc Shafer: “"m(A) mide la masa de

creencia confinada en A, pero que se puede mover hacia cualquier
punto de A".

Definicion 1.8

Dada una a.b.p. m sobre X, ASX es un elemento o conjunto

focal si ¥y solo si m(A)>O.

Las a.b.p. no son funciones de conjunto monotonas, por 1o
que no son medidas difusas. Pero siempre +tienen asociadas una
pareja de medidas difusas duales.

Definicion 1.9

La medida de creencia asociada a wuna a.b.p. m es una
aplicacién bel :P(X)——>L0,11 definida por

bel(A)= £ m(B).

B<SA
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Definicion 1.10

La medida de plausibilidad asociada a una a.b.p. m es una
aplicacién Pl :2(X)——10,11 definida por

P1(A)= ¥ m(B).
BNAZD

Es fécil comprobar que bel y Pl son medidas difusas duales,
y ademas
bel(A)=P1(A) VA<X.
La relacion que liga las a.b.p. ¥y las medidas asociadas es
biunivoca, ya que hay una ﬁnica asignacién bésica de
probabilidad que genere a bel y Pl, que es

m(ay= 5 (-1) 18 Blpyai(ry wvasx,

B<A

donde |.| representa el cardinal de los subconjuntos.

Por tanto una evidencia puede representarse tanto por su
a.b.p. como por sus medidas de creencia vy plausibilidad
asociadas.

Las medidas difusas bel y Pl se caracterizan por ser
capacidades de orden infinito (ver Choquet [111}:

Proposgsicion 1.1

Una aplicacion bel :P(X)——=[0,11 es una medida de creencia
si ¥ solo si cumple

1.- bel(@)=0, bel(X)=1.

2.~ ¥YmeN, VﬁSX,ie{Lz,”,m>
m
+
bel( U @)Z b (—1)III 1bel( ﬁé&}.
i=4 1&4,. . ,m> 1 Ex
I #J

Proposicion 1.2

Una aplioaoién Pl ::P(X)——I[0,11 es una medida de
plausibilidad si y solo si cumple

1.- P1(@)=0, P1(X)=1.
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2.- VYmelN, VQSK ie{1,2, .., w0

i [I]+1
P1¢ ﬁA.L)S pM (-1) P1¢ UAi.}'
=1 1&{4,. . ,m> iLEex
129

Veamos algunos ejemplos importantes de evidencias:

Ejemplo 1.5

Una medida de probabilidad P sobre X es una medida de
plausibilidad y de creencia simultaneamente. Los Unicos
elementos focales de su asignacion basica de probabilidad pueden
ser los conjuntos unitarios, y

m(<{x>)=P({x>)=p(x) YxeX
siendo p(.) la distribucion de probabilidad asociada a la medida
P. Reciprocamente, toda evidencia cuyos Qnicos posibles
elementos focales sean conjuntos unitarios tiene medidas de
plausibilidad y creencia que coinciden con una misma medida de

probabilidad.

Eijemplo 1.8

Las medidas de necesidad y de posibilidad son medidas de
creencia y de plausibilidad respectivamente. Su asignacion
basica de probabilidad m se caracteriza por tener sus elementos

focales anidados, es decir, existen A{EX, i=1,2,..,n, tales que

n
AiéA S, L. EA ¥ )M m(A )=1.

2 n .
r1=1

81 1 es una medida de posibilidad con distribucion asociada

n, de forma que

—n({x Y2rn(x Y=...Zn(x
1 “(31)“ﬂ(kz)""_"(kh)
entonces la a.b.p. asociada a I, m. , €s
ﬂ(xi)—ﬂ(xi+1) si A:{xi,..gg}, i=1,..,n-1
mﬁ(A): n(x&) si A=X
0O en otro caso
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Es inmediato comprobar que sus elementos focales
estan anidados.

Reciprocamente, toda a.b.p. cuyos elementos focales esten
anidados tiene asociadas medidas de creencia y de prlausibilidad

que son medidas de necesidad y posibilidad, respectivamente.

Ejemplo 1.7

La a.b.p. dada por

1 si A=X
m, (A)=
0 si A#X

es apropiada cuando no se posee informacion alguna sobre el
fenomeno a estudiar. Esta representacion de la ignorancia es
marcadamente diferente de la usual en teoria de la probabilidad,
donde la ignorancia se caracteriza por la distribucién de
probabilidad uniforme sobre X.

Las medidas de creencia y plausibilidad asociadas, que

llamaremos ignorancia inferior ¥ superior respectivamente, son

1 si A=X 0 si A=D
belo(A): Plo(A):
0 si A=X 1 si A=O
Puede comprobarse que Pl0 es una posibilidad con

distribucién asociada m(x)=1 VxeX.
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13. CLASES DE MEDIDAS DIFUSAS.

En este apartado haremos una clasificacion de las medidas
difusas en diferentes clases en orden descendente de inclusién,
vy por tanto con mas propiedades en cada paso. Un esquema de este
tipo puede encontrarse en Banon [ 1], aunque nosotros seguiremos
el propuesto por Lamata [ 371, mas completo que el de Banon, ¥y
basado en el concepto de dualidad entre medidas difusas.

Puesto que toda medida difusa g tiene una medida dual g*, y
esta correspondencia es biunivoca, consideraremos las medidas
por pares duales, aunque a veces nos refiramos solo a uno de los

elementos del par.

1. Parejas de medidas ordenadas.

La familia PO es la formada por las parejas duales (g,g*},
de modo que g(A)Sg*(A) VYASX (abreviadamente gﬁg*).

En adelante hablaremos de g como la medida inferior y de g*e
diremos que es la medida superior. En algunos casos se dice que
g codifica la informacion de forma presimista, mientras que g* lo
hace de modo optimista.

Desde otro punto de vista, podemos decir que el valor de
medida de cualquier subconjunto A de X no esté bién determinado,
¥y puede oscilar en el intervalo £g(A),g*(A)J. Volveremos sobre
esta interpretacion en el capfitulo IV, al estudiar una relacion

de inclusion entre medidas difusas.

2. Parejas de medidas aditivo-coherentes.

La familia AC es la formada por +todas las parejas de

. * o
medidas ordenadas (g, ) que verifican
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g (AUB)<g" (A)+g" (B)
VA, BSX, ANB=QG
g(AUB)Zg(A)+g(B)
Este tipo de medidas aparece en Huber (291, Es inmediato

comprobar que las unicas medidas aditivo-coherentes que son

autoduales son las probabilidades.

3. Parejas de medidas gque acotan una probsbilidad.

La familia PA es la formada por las parejas de medidas
duales (g,g*) que verifican que existe una probabilidad P tal
que

g(A)<P(A)<g" (A) VASX.

En Huber [29]1 se puede encontrar una caracterizacion de
este tipo de medidas.

Esta familia y 1la anterior no coinciden, pero ACNPA
contendra a las familias que consideremos posteriormente.

Es evidente que las Unicas medidas autoduales de PA son las

probabilidades.

4. Medidas representables.

¥
La familia MR es la formada por las parejas duales (g,g )
para las que existe una familia ?0 de medidas de probabilidad

tal que

" g(A)= inf P(A)
vASX Pe?,

*
g (A)= sup P(A)
Pe?’o

Estas medidas, introducidas por Dempster [16]1 han sido
caracterizadas por Wolf [571 (ver Huber (291) y Giles [231 desde
puntos de vista diferentes

La familia MR esta contenida en la interseccion de AC y PA

rero no coincide con ella.
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5. Capacidades de orden dos.

La familia C2 es la formada por las parejas duales (g,g*)

tales que
g(AUB)Zg(A)+g(B)-g(ANB)
vA’ BSX H L3 H L3
g (AUB)=g (A)+g (B)-g (ANB)
es decir, g y g* son respectivamente capacidades monotona v
alternante de orden dos (ver Choquet [111).
En Huber [29] se da una demostracion de que C2<MR. En el

capitulo IV de esta memoria, donde estudiaremos en detalle este

tipo de medidas, daremos otra demostracién de este resultado.

6. Evidencias.

La familia EV es la formada por parejas (bel,Pl) de medidas
de creencia y plausibilidad asociadas a una misma a.b.p..
Puesto que bel y Pl son capacidades de orden infinito, es

evidente que EV<(C2.

7. Evidencias consonantes.

La familia EC es la formada por parejas (N,[I) de medidas de

necesidad ¥ posibilidad duales.

8. Medidas de tipo crisp.

La familia CR es la formada por parejas duales de medidas
de necesidad y posibilidad que ﬁnicamente toman los valores 0 ¥
1. Estén asociadas a a.b.p. con un &nico elemento focal Ao. Son
por tanto del tipo
c ; < « i 7
j 1 si AO_A 1 si AbﬁA'G

g ay= 4

g(A)=
L 0 en otro caso

l 0 en otro caso

La distribucién de posibilidad asociada es

1 si xer
T!A(x):
o) 0 en otro caso
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9. Medidas de Sugeno.

La familia GN esta formada por pares (gk,gp) de A-medidas
de Bugeno, con AelQ, +o0) y H==A/(14X)e(-1,01.

Banon [ 11 probé que las A-medidas son evidencias (GACEV).

10. Medidas de probabilidad.

Sea PR el conjunto de medidas de probabilidad. Es obvio que
las probabilidades son A-medidas de Sugeno para A=0, y por tanto

PR<GA .

11. Medidas de Dirac o probabilidades degeneradas.

La familia DI esta formada por las probabilidades
degeneradas en alg&n punto de X

x -I 1 =i xbeA

P %Ay Vx_<X.

l 0 si x «A
O
con distribuoiém de probabilidad asociada
x 1 si x=x
p°<x):{ °
0 si x*x
O
Es obvio que DI=PR"CR, es decir, las probabilidades

degeneradas son las unicas medidas que son a la vez

posibilidades y probabilidades.
El diagrama siguiente, extraido de Lamata £371, ilustra

graficamente las relaciones entre las diferentes familias de

medidas. El sentido de las flechas indica inclusién.
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14. INTEGRALES DIFUSAS.

Cuando sobre un conjunto X se dispone de una medida difusa,
es interesante contar con herramientas que permitan resumir la
informacion proporcionada por una funcion en un solo valor, que
seria una especie de promedio de la funcién, en terminos de la
medida subyacente. Tales herramientas son las integrales
difusas.

En este apartado estudiaremos dos tipos de integrales
difusas: la integral de Sugeno v sus generalizaciones
(integrales t-normadas) y la esperanza monotona.

Existen otros +tipos de integrales difusas que no
consideraremos en esta memoria, fundamentalmente porque solo
estan definidas para tipos particulares de medidas difusas de
Sugeno. En esa linea estan los trabajos de Kruse (351 y [38]
para A-medidas, Zi-Xiao [63] para posibilidades, vy Weber [55]

para medidas descomponibles.

1.4.1. LA INTEGRAL DE SUGENO. GENERALIZACIONES.

Sugeno [ 521 dié la siguiente definicién de integral difusa:

Definicion 1.11

Sea g una medida difusa definida sobre X, ¥y
h:X——>[0, 11
La integral difusa de h respecto de g es

§ heg=8 (h)= sup ( inf h(x) A g(F))
9 FSX  xeF

El propio Sugeno probé que la integral anterior puede

escribirse como
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S (h)= sup (chg(H D))
g asl 0, 13 .

donde Ha:{XEX/ h{x)zce>, y A denota el operador minimo, comoc en

lo sucesivo se utilizara v para el maximo.

La integral de Sugeno ha sido profundamente estudiada por
diversos autores desde diferentes puntos de vista, y utilizada
para mﬁltiples aplicaciones (estadistica, Kandel [31], teoria de
la informaoién, Batle ¥y Trillas (273, diagnéstico médico, Vila ¥
Delgado [ 531, Gupta et al. [241,...). En el plano teorico,
podemos destacar los trabajos de Batle ¥ Trillas [21,
Bolafios 41, y Ralescu y Adams (437, donde se dan diversas
caracterizaciones de la integral de Sugeno, y los de Wang (541 y
Ralescu [ 441 que estudian propiedades de convergencia.

Algunas de las propiedades mas importantes de la integral
de Sugeno son:

1.- 31 a=l 0,11, entonces Sg(a):a.

2.- hix)=h’ (x) ¥xeX =» Sg{h)ﬁSq{h’).

W

- og2{AYsgT (A) YASK = Sq(h)fsw(h} Yh:X sL O, 13,

4. - 51 a=l 0,11 ¥y h:¥——[0, 11
5 (avh)=avS (h)
g g

Sg(aﬁh):aASg{h)

o
|

Sg(th’)ZSg(h)ng(h’) Yh,h’ :X——00,11.

S Sq(hAh’)ESq(h)ASg(h’) Yh,h’ :X——00,11.

7. - Sq(IA):g(A), siendo IA la funcion caracteristica del

subconjunto A de X.
8.- 81 P es una medida de probabilidad, ¥Yh:X——I[0, 1]

1
|8, (h)- fvthIE =

49

siendo f hdP la esperanza matematica de la funcion h respecto
X
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de la probabilidad P.
9.- 8i X:{xi,xz,..,x%}, Y se cumple
h(xi)Sh(xi}S...Sh(x%)

entonces
ksl

8,(h)= y (h(x)Ag(A))

i=4

donde At =L X, X

Hﬁ,...,x%}, i=1,..,n.

Todas estas propiedades estén demostradas en Sugeno [521,
Suérez (511, debilitando 1los conceptos de t-norma v
t-conorma (no exigiendo las propiedades asociativa y conmutativa

a estos operadores) ha generalizado 1la integral de Sugeno,

introduciendo las llamadas integrales seminormadas v
semiconormadas. Nuestro interes se centra en las

integrales seminormadas, cuando se emplea no una t-seminorma
$ino una norma triangular, a las que llamaremos integrales
normadas.

Definicion 1.12

Sea g una medida difusa definida sobre X, % una t-norma y
h:X——>[0, 11
La integral normada de h respecto a g es

IN (h)= sup (exg (H_ ) )
g ael 0, 11

siendo Ha:{XGX/ h(x)ze> |

La integral de Sugeno es un caso particular de esta
integral, cuando la t-norma * coincide con el minimo.

Las integrales normadas verifican la mayoria de las
propiedades que cumple la integral de Sugeno. Destacamos las
siguientes:

1.- 81 a=l 0,11, entonces INg(a):a.

2.- h(x)<h’(x) ¥YxeX =» INg(h)SINg(h’).
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3.- g(A)=g’ (A) VA<X = INg(h)EINy(h) Yh:X——{0,1]1.

4.- 81 a=l 0,11 y h:X——10, 11
IN (avh)=avIN (h)
g g

INg(a*h):a*INg(h)

5.

INg(hvh’)ZINg(h)VINg(h’} Yh,h’ : X—100, 11,

6. la funcion caracteristica del

INg(IA)=g(A), siendo IA

subconjunto A de X.

7.—- 8i X:{Xi,Xé,..,X%}, ¥y se cumple
h(xi)Sh(Xé}S...Sh(x%}

entonces

mn

IN (h)= v (h(x )¥a(A))

1= 4

donde A1:{xi’ > PP .,xn}, i=1,..,n.
La demostraciones de estas propiedades pueden encontrarse

en Suarez [5173.

1.4.2. LA ESPERANZA MONOTONA.

La integral que vamos a describir ahora fue introducida en
el afio 1953 por Choquet [111, junto a la teorfia de capacidades.
Posteriormente ha sido utilizada por Huber [281 y (291 y Beran
£ 31 en aspectos teéricos del” céloulo de probabilidades ¥
estadistica matematica. En el marco de la teoria de subconjuntos
difusos, Nguyen (411 la ha empleado sobre medidas de
posibilidad, y mas recientemente ha sido extendida por Bolafios,
Lamata y Moral [5]1 (a quienes se debe el termino esperanza
monétona) para medidas difusas cualesquiera v funciones
positivas; una generalizacién a funciones cualesquiera ha sido

estudiada por Lamata [371.

29



En cuanto a sus aplicaciones, podemos destacar los trabajos
de Bolafios, Lamata y Moral [8] y [7] sobre teoria de la decision
Y extension de medidas difusas, y de Bolafios y de Campos [8]

sobre diaghostico medico.

Sea X un conjunto finito y h una aplicaoién
+
h : X——————»[Ro

51 P es una medida de probabilidad sobre X, es conocido que

o
E (h)= £ p(x)h(x)= [ P(Ih=x] )dx.
xeX o

Basandonos en esta expresion de 1la esperanza matematica,
introducimos la definicion de esperanza monotona respecto a una
medida difusa.

Definicion 1.13

Sea g una medida difusa definida sobre X, vy h:X~—~aR:

La esperanza monotona de h respecto a la medida g es

w

E (h)= fo g(H,)de
donde Ha:{XGX/ h{x)za>, conjuntos que por adecuacion al contexto

difuso denominaremos o-cortes de h.

La esperanza monotona siempre existe v es finita
cualesquiera que sean € y h, y es obvio que constituye una
generalizaoién de la esperanza matemética, reduoiéndose a ésta
cuando la medida difusa empleada sea una probabilidad.

Las propiedades mas importantes de la esperanza monotona

5]

S0n:

1.- 8i aeRZ entonces Eg(a):a.

2.- h(x)=h’(x) ¥xeX =» Eg(h)EEg(h’).

oy}
|

g(A)Sg’ (A) VASX » E_(h)SE_(h) Vh:X——R,

4. - Eg(IA)Zg(A), siendo IA la funcion caracteristica de ASX.
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5.~ 8i c,belR] entonces E_(c+bh)=c+bE_(h) Vh:X——R}

6.- Para cualquier medida difusa g vy h:X——[0, 1]

<t
|8, (0)-E (h)|=

4
generalizéndose la cota de Sugeno.
7.~ La esperanza monotona no es un  operador lineal en general;
solo lo es para medidas difusas que sean probabilidades.
8.~ 8i tgr, i=1,..,r son medidas difusas sobre X ¥ A<€to, 11,
r

i=1l,..,r son tales que kizl, entonces

1

1

r
+

= N Yh: R
Eg(h) Y iEth) h:X—— o

i=4 i

r
siendo g(A)= ¥ Aigt(A) VASX,

1= 4

La demostraoién de estas propiedades puede encontrarse en
Bolafios, Lamata y Moral [51 y (81,

Dempster [18] introdujo dos conceptos de esperanza para las
asignaciones bésioas de probabilidad que Smets [ 501 ha
caracterizado de la siguiente forma:

Definicion 1.14

Sea h:X——>R una funcion cualquiera y m una a.b.p. sobre X.

Las integrales superior e inferior de h respecto a m se definen

como
*
I (h/m)= ¥ m(A) (sup h(x))
AEX X EA
Ly(h/m)= £ m(A) (inf h(x))
ASX X EA
Estas integrales tambien son  una generalizacién de 1la
esperanza matemética, pues para evidencias de tipo

probabilistico

*
I (h/m)=I,(h/m)= [ hdP
X
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siendo P la probabilidad obtenida a partir de m.

Bolafios, Lamata y Moral [5] han probado que estas
integrales son un caso particular de la esperanza monétona.
Concretamente, si m es una a.b.p. con medidas de creencia y
plausibilidad bel y Pl respectivamente, y h:X~—~%R; , entonces

I*(h/m)=E, (h)
I, (h/m)=E__ (h)

~ Por ultimo indiquemos que la extension de la esperanza
monotona a funciones cualesquiera puede hacerse de dos formas:

Dado h:X——sR, como X es finito existiré min h{(x)=c. La
X &eX

funcion definida mediante h’(x)=h(x)-c es no negativa ¥y podemos

calcular su esperanza monotona. Entonces, para h, definimos
Eg(h):Eg{h’}+o:Eg(h—c}+c.
Esta definicién esté Justificada por la linealidad de Eg{*}
rara constantes aditivas.

tra posibilidad es proceder de un modo mas parecido al

O

; + - ]
descomponiendo h:¥——R como h=h -h , Siendo

el
—
o
]
].-J
]
0

+ —
h =max(h, 0), h =max(-h,0)
Entonces definimos
E (h)=E_(h")~E_*(h )
g Ty g
*
donde g es la medida dual de g.
se puede probar (ver Lamata [371) que ambas extensiones son
equivalentes y conservan todas las propiedades de la esperanza

monotona para funciones no negativas.
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2.0. INTRODUCCION.

Junto a algunos resultados destacables en relacion con la
caracterizacion de la esperangza monotona y la integral deA
Sugeno, en este capitulo se prueban las bases metodolégicas de
todo el trabajo. La idea clave es la consideracion de las
ordenaciones posibles entre los elementos de un referencial
finito para la caracterizacion de cada medida difusa por un
conjunto de medidas de probabilidad.

Aunque el orden natural de estudio debiera situar en primer
lugar a las medidas difusas, por nuestra parte analizamos antes
la esperanza monétona, dado que nuestros resultados bésicos
sobre medidas difusas surgen precisamente de este anélisis. En
efecto, del hecho de que los subconjuntos cuya medida es
relevante para el valor de la esperanza monotona (y para la
integral de Sugeno) formen una sucesion monétona, y se distingan
entre si por la inclusién de uno o varios elementos, se deduce
una ordenacién entre éstos, dependiente de la funcién que se
pretende integrar. Ello permite, en un segundo paso, entender
que la medida difusa funciona, cara a la obtencion de la
integral, como una probabilidad, v que de esta forma, de una
medida se generan n! probabilidades, correspondientes a las
ordenaciones posibles de los elementos del referencial.

Esa es la linea de razonamiento de la caracterizacion de
medidas difusas por probabilidades. A partir de ella, se obtiene
una serie de interesantes resultados con referencia a 1las
medidas, sus tipos, las integrales, y las relaciones entre todos
estos conceptos.

Sucintamente, cabe destacar entre los resultados originales

de este capitulo a:
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- Las caracterizaciones de la esperanza monotona y de la
integral de Sugeno como funcionales que verifican determinadas
propiedades.

- La caracterizacion de una medida difusa por un conjunto de n!
probabilidades.

- La demostracion del paralelismo formal entre los dos tipos de
integrales, y entre posibilidades y probabilidades en el
contexto de la integraoién difusa.

El apartado 2.1 se dedica al estudio ¥y caracterizacion de
la esperanza monétona, introduciendo el concepto de
equiordenacién de funciones, ¥ analizando las relaciones de la
esperanza monétona con la esperanza matemética y la forma en que
aquella posee propiedades que relajan la linealidad de ésta.

La caracterizaoién de las medidas difusas y su relacién con
la dualidad son el objeto del apartado 2.2.

En el apartado 2.3 se caracteriza la integral de Sugeno, se
pone de manifiestoc el paralelismo antes mencionado con la
esperanza monotona (Jugando la F-aditividad el papel de Ila
aditividad), y entre probabilidades y posibilidades, de las que
se obtiene una caracterizacion directa. Estos resultados
rermiten también probar que la integral de Sugeno sobre
prosibilidades es el correlato de 1la integral clasica sobre
probabilidades.

En el apartado 2.4 se prueba una oaraoterizaoién de medidas
difusas a partir de posibilidades, y se demuestra que los
conjuntos de probabilidades y posibilidades asociados a una
misma medida difusa son 6ptimamente consistentes y mutuamente
deducibles, lo que puede interpretarse como la existencia de dos
mecanismos de oodificacién para una informacién dada por una

medida difusa.
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Finalmente, en el apartado 2.5 se estudian las rosibles
generalizaciones de la esperanza monotona y la integral de
Sugeno a la luz de sus caracterizaciones respectivas, ¥y se
muestra como la clave de la posible utilizacion de diferentes

t-normas o t-conormas es la distributividad entre ellas.
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2.1. CARACTERIZACION DE LA ESPERANZA MONOTONA.

Como hemos visto en el capitulo anterior, 1la esperanza
monotona es una generalizacion a medidas difusas de la esperanza
matematica para probabilidades. La propiedad fundamental de la
esperanza matematica es la linealidad, y esta no se conserva en
la esperanza monétona mas que en el caso particular en que la
medida difusa sea una probabilidad. La proposicién siguiente
puede encontrarse en Bolaffios, Lamata y Moral [51.

Proposicion 2.1

La condicion necesaria y suficiente para que se verifique:
+ AY
4 hi, h2 .X-—~ﬁR0, Eg(h1+h2} = Eg(hi;+Eg(h2},
es que g sea una medida de probabilidad.

Demostracion:

La condicién suficiente es inmediata, ya que sobre medidas
de probabilidad la esperanza monotona coincide con la esperanza
matematica.

La condicion necesaria exige probar que cualesquiera que
sean A,B € P(X), con ANB=0, se cumple que g(AUB)}=g(A)+s5(B).

Si IA e IB son las funciones carachberisticas de A y B
respectivamente, se tiene , por la hipétesis

g(AUB):Eg(IguB):Eg(IA+IB):Eg(IA)+EQ{IB}:€(A)+E(33,

lo que prueba que g es una medida de probabilidad. #

Cuando 1la medida difusa que se considera no es una
probabilidad, la linealidad se pierde al no verificarse la
aditividad. No obstante, y por tratarse de una extensién, cabe
cuestionarse si la esperanza monétona posee alguna propiedad més
debil en relacion con la aditividad, siquiera para alguna clase

particular de funciones. La proposicion siguiente proporciona
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una expresion de la esperanza monotona que nos rermitira
analizar esta cuestion.

En 1lo sucesivo notaremos, para cualquier funcion no
. . + _ .
negativa h .X-——eRO s h(xiﬁq%* i=1,...n.

Proposicion 2.2

51 los valores de una funcion no negativa h estan ordenados

de la forma hfs hZS...S hn , la esperanza monotona de h respecto

de la medida difusa g puede expresarse como
n
Eg(h):h1+i§;(hi—hbi)g(Ai),

0, alternativamente, como

n—1
Eg(h) =X hi(g<A1)—g(Au4))+hﬂg(An) s (1)
1= 4
donde Pﬁ: {Xi’ Xogr - 2% 2, i=1 n

Demostracion:

Log a—cortes de la funcion h son:

9 si o >h
gl

1

H
o

Por tanto

+ 00 n
Egm):jo g(fiy)de =h,g(X)+ T (h-h_)e(A),

2
expresién que si desarrollamos y reagrupamos proporciona
n—1
By(h) = I by (8(A)-8(A,,))+h g(A).
1=
La expresién (1) nos permite considerar el hecho de que dos

funciones con igual ordenacion de sus valores dan lugar a los

mismos conjuntos Ai (en cuya configuracion solo influye ese
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orden), ¥y la esperanza monotona de su suma sera la suma de las
esperanzas monétonas de ambas, puesto que la funoién suma ordena
sus valores del mismo modo. Por tanto la esperanza monétona
pruede considerarse como un funcional lineal para aquellas
funciones que ordenen sus valores de igual forma.

Es necesario formular con mas rigor y precisién esta idea.
Para ello definimos a continuacion una relacion binaria entre
funciones no negativas, que 1llamaremos equiordenacién, ¥y que
sera de gran utilidad en las caracterizaciones de las integrales
difusas que pretendemos obtener.

Definicion 2.1

Dadas dos funciones no negativas h y h’, diremos que h esta
equiordenada con h’, ¥y lo notaremos por h>h’, si ¥y solo s1 h es
constante o, para cualquier pareja X ,x. € X tales que hi<hf Sse

L

cumple que h:S h’
]

Esta definioién pretende reflejar la idea de que dos
funciones tienen sus valores ordenados de la misma forma, bien
entendido que dos elementos en los que una funcion tome el mismo
valor pueden ser considerados en cualquier orden.

LLas propiedades de esta relacion son las siguientes:

1.- =~ es reflexiva.
2.— >~ e5 simetrica:
En efecto, si h =~ h’, ¥ h’ es constante, se cumple

obviamente la condicion h’~ h. Si h =~ h’ ¥y para una pareja
XUI%EX se cumple h: < h; , ha de ser necesariamentel%ihj s yva
que si por el contrario htﬂ% , se verificaria h;Zhg , contra la
condicion de partida.

Por tanto, por la simetria de la relacién, en lugar de la

afirmacion "h esta equiordenada con h’", se dira que "h y h’



estén equiordenadas".
3.- =~ no es transitiva:

Ello se debe a que la definicion no esta basada en
desigualdades estrictas, y esto permite que, por ejemplo, una
funcion constante este equiordenada con cualgquier otra.

En consecuencia no se trata de una relacion de
equivalencia.

4. - >~ es compatible con cualquier operacién binaria monétona *
entre n&meros reales positivos, y en particular con cualquier
norma o conorma triangular , es decir, se cumple que

si h2>h’ ¥y h’> h’’, entonces hXh’>~ h’’.

En efecto, si h*h’ no es constante, b4 se tiene
(h*h’)t<(h*h’)j , ha de verificarse que h{’ﬂh;’: =i SUPOnemnos,
por el contrario, que h:’>h3’} al ser h’’~h’ ¥y h’’~h se tendria
k%ij ¥ hizh}, v por la monotonia de 1a operaoiéﬂ X,

kk*hzzkﬁ*hj, 1o que contradice la afirmacién inicial.

A partir del concepto de equiordenacién, la aditividad de
la esperanza mopétona para funciones que ordenen sus valores del
mismo modo puede formalizarse como se ve en  la siguiente

proposicion.

Proposicion 2.3

Sean h y h’ dos funciones no negativas, y sea € una medida
difusa. Si h y h’ estan equiordenadas, se verifica
E (h+h’)=E (h}+E (h’}.
g( ) g( g(

Demostracion:

Supongamos por comodidad que hif hZS...S hn . Como h>h?,
entonces también h;é h;S...S hé , ¥ por tanto
L 1< < ]
hﬁhr h2+h2_. .= h _+h’.

En caso de que la ordenacion de los wvalores de h fuese

distinta, bastarfa modificar convenientemente la notacion de los
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elementos de X.

En estas condiciones, Y siendo A;ﬂh{,x#ﬁ,...,x By
T T 1

Pe) 3

i=1,..,n, la proposicion 2.2 nos permite escribir

n—1
Eg(h+h:}:.2 (hi+h:)(g(Ai)—g(Aw4))+(hn+h;}g(Ah):
n—-1 he1
= 2 hi(g(A‘L)—g(Aﬂi))+hﬁg{Ah}+ z hi(g(A“)_g(Ai‘d))+k1;g(Ah):

L= 4 1= 1

:Eg(h)+Eg(h’}.#

Asi pues, aunque la esperanza monotona no es un funcional
aditivo (lo que es coherente con la pérdida de aditividad de las
medidas difusas), si conserva una aditividad para funciones
equiordenadas, que denominaremos "equiaditividad" o “aditividad
ordenada”, y que permitiria hablar de una ‘“equilinealidad" o
“"linealidad ordenada".

o1 las propiedades que caracterizan la esperanza matemética
son bien conocidas, al relajar la aditividad pof la aditividad
ordenada, surge la euestién de qué propiedades son suficientes
para caracterizar al funcional esperanza monétona. El siguiente
teorema proporciona la respuesta.

Teorema 2.1

Sea E un operador funcional, definido para funciones no
negativas, verificando:
.(a) Equiaditividad: si h~h’ entonces E(h+h’ )=E(h)+E(h’).
(b) Monotonia: si V xeX, h(x)=h’(x) (h=h’), entonces E(h)=E(h’).
(¢) Normalizacion: notando por 1X la funcion constantemente
igual a la unidad, E(lk):1.
(d) Homogeneidad: V¥ a>0, E(ah)=aE(h).

Entonces existe una unica medida difusa g€ tal que E es la

esperanza monotona respecto de g.
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Demostracion:

Definimos la valoracion g(A):E(IA), siendo IA la funcion
caracteristica de A. Comprobaremos en primer lugar que € es  una
medida difusa:

1) g(X)=E(I4)=1, por la condicion (o).
Q(Q)ZE(IQ)=E(OX):O, por el siguiente razonamiento:
Como OX es una funcion constante, para cualquier h se tiene
Oxzh, y por la condicion (a)
E(h):E(h+OX)=E(h)+E(OX),
de donde E(OX)=O.
z) Bi ASB, g(A)<g(B). En efecto, de ASB se deduce que
I,(x)SI5(x) ¥xeX, v por la condicidn (b),
g(A):E(IA)SE(IB):g(B).
Por tanto g es una medida difusa.
Veamos ahora que para cualquier funcion no negativa h,
E(h):Eg(h)

Consideremos una funcion no negativa h cualquiera, ¥y
supongamos que verifica h;i }ES"‘S hn . lo cual, como de
costumbre, no supone ninguna restriccion. Entonces h puede

expresarse del siguiente modo:

h(x):hilAEX)f E (b )I,(x),

rL=2
donde A =x, x_ ,...,x >, i=1,..,n
1 T 1+1 m
Notando ft(x):(htmhbi)IA(X)’ i=2,..,n, ¥ T, (x3=h, I,(x),
i 1

h(x)= & £ (x).

1=1

Probaremos ahora que las funciones fi estén equiordenadas:
Si i=1, f1 es constante y por tanto ff:%, Jj=Z,..n.
Para iz2, si ﬁ(xi)<ft(xl), por la construccién de f.L ha de ser
k<i=l. Ahora los dos casos posibles para f. vy fj son 1<j e iZj.

En el primero, i<j = k<j = fﬁ)i):OSfﬂ)ﬂ).
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En el segundo, i>j i<1 f =h — >
g J =2 J=1 = J.(Jg) hi~h, Zf.(x).
Por tanto ffxfy i, J=1,..,n.
Aplicando repetidamente que la relacion de equiordenaoién
es compatible con la suma (que es una operacién monétona), v

empleando (a) y (d), tenemos

E(h)=E( £ f)= ¥ E(f)=E(h,I, )+ L
1 =

i=1 i=4 L=2

E((h-h_)T, )=

L (h-h_ )g(A)=E_(h),

i=2

=h,E(I, )+ L (h-h )E(I,)=h+

r=2
por la proposicién 2.2.

Finalmente, la unicidad de g es evidente por su propia

definicion. #

Cualquier funcional que sea equiaditivo, monétono,
normalizado ¥ homogéneo es la esperanza monétona respecto de una
medida difusa.

Tenemos una caraeterizacién de la esperanza monétona, pues
naturalmente el reciproco del +teorema anterior también es
cierto: (b}, (c), ¥ (d) son propiedades de la esperanza monotona
que estudiamos en el Capitulo I, ¥ la condioién {(a) se wverifica
por la proposicién 2.3.

La siguiente ouestién que nos planteamos es wver si las
condiciones enunciadas en este teorema de caracterizacion son
redundantes, o las minimas para obtener tal caracterizacion.
Para resolver esta cuestion veremos algunos ejemplos que prueban
la necesidad de las condiciones (a), (b) y (c).

En cada uno de ellos se considera wun funcional E que
verifica tres de las cuatro condiciones, y se prueba que la otra

no es deducible.
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Ejemplo 2.1

n ke ]
Sea E(h)= n h.
t=1 v
Consideremos dos funciones h y h’ tales que h<h’. Entonces
m kgl
h=h’, i=1,..,n, ¥y en consecuencia [] h= T[] h}, v E(h)SE(h’).Por
i 1

tanto E cumple (b).

n

E cumple (¢} porque E(1.,)=¥1 =1.

™ n n n

Sea a>0. Be tiene E(ah)= nah, =a nhb, =aE(h),

con lo que E cumple (d).

Sin embargo E no verifica (a):

81 n=2, las funciones h vy h’ definidas por
h1:O.5, hZ:O.B
h?’=0.4, h’=0.5

1 2

rd . . fj_;‘ /——-—_‘
estan obviamente equiordenadas, pero E(h)=¥ 0.3, E(h’)=¥ 0.2, ¥

E(h+h’)=¥ .99 » ¥ 0.3 +¥ 0.2.

Eiemplo 2.2

Para n=2, sea E(h):h1+max(hizhz}—min{hi,hz}, 1o que

equivale a

2h -h i hZh
E(h)= { 1 iz 1 Ha

h si hSh,

E verifica la condicion (a), dado que zi h=>~h’, entonces
hZzh, ¥ h’Zh’ o h=Sh, y hSh].
En el primer caso
E(h)=2h ~h,, E(h’)=2h;-h} v E(h+h’)=2(h +h;)~(h,+h})=E(h)+E(h’).
En el segundo caso
E(h):hz, E(h’):h; y E(h+h’):b2+h£:E(h)+E(h’).
Es inmediato comprobar que E verifica las condiciones (c) ¥

(d). En cambioc no cumple la oondicién {(b), pues por ejemplo,
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para h y h’ definidas por
h1:1, hZ:O
h;:1, ;:1

es h=h’” y E(h)=2, E(h’)=1, por lo que E(h)>E(h’).

Ejemplo 2.3

ig] n
Sea E(h)= ¥ A h, donde 220, i=1,..,n, v L *>1.

L=41 1=1

Es obvio que E satisface las condiciones (a), {by ¥ (d},

mientras gque no cumple la condicion (c).

Asi pues, las condiciones (a), (b) ¥ (¢} del teocrema 2.1
son imprescindibles para caracterigar la esperanza monétona.
Probaremos ahora que la condicion (d) de homogeneidad no es
imprescindible, puesto que se deduce de las anteriores.

Proposicion 2.4

Todo operador funcional que sea equiaditivo, monotono y
normalizado, sobre funciones no negativas, es tambien homogeneo.

Demostracion:

) + . . . .
Hay que probar que E{rh)=rE(h) ¥ reR . Distinguimos vario=s

, entonces
E(rh)=E(h+...+h)=E(h)+.. . +E(h)=rE(h},
ruesto que h>~h ¥ E es equiaditivo.
Como E(h}:E(r(;h}}:rE(gh}, se verifica

E(:h)=2E(h).

[}
O

J + .
z} B1 re@ |, r= % , donde p,qgslN. Entonces, visto el caso i},
cumple
E(rh)=E(2 h)=E(r = h}=p E(> h)=e =~ E(h)=rE(h)
rh)= q y=E(e T hi=r {q Yy=p q {hi=rE{h}.
Por tanto de la condioién de equiaditividad se deduce Ila

homogeneidad para raciocnales positivos.
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- + . L’ . )
3) 831 reR , r es limite de una sucesion monotona no decreciente
{rr} de racionales positivos. Basta entonces probar que

1

E(rh)= 1im E(rhh} (2}

n—3>00

para tener probado el resultado:

E(rh)= 1lim E(r_h}= lim (r E(h))=( lim r )E(h)=rE(h).

N—3%00 n—3%00 n—">00
La condicion de monotonia es ahora necesaria, junto a la
equiaditividad para probar la igualdad (2), como sigue:

51 tomamos c=max h(x), que excepto en el caso trivial en
xeX

que h es constantemente cero, es estrictamente positivo, podemos
escribir

£
¥ 2503 n <M /n2n |r-r |=r-r < =
(o] O n n [

ror ser r el limite de la sucesion no decreciente {r »; entonces

g}

<

L o
rh(x}-rhh(x):(r~rY}h{x}<~ W(xy=e , VxsX,
1
Luego
Yxei rh{x}<rmh(x)+5,

v aplicando la monotonia v equiaditividad de E tenemos

=

.t

E(rh(x)}SE(rhh(x)+8}:E(rrh(x})+E(£),
Por otra parte
BE{eyzE(eli==FE(l)==l1=s,
en virtud de la condicion de normalizacion, ¥ sSiempre que £ sea
un numero racional, lo gue no supone restriccion alguna, ya Jgue
+ . . +
@ es un conjunto densoc en R,
De E(rh)=E(r h)+£ se deduce que [E(rh)-E(r h)[=s, 1lo que
v A

prueba la validez de la expresion (2).#

Asi pues, el teorema de caracterizacion de la esperanza

monotona adopta una forma mas refinada:



Teorema 2.2

Un operador funcional E definido para funciones no
negativas es
(a) equiaditivo
(b) monétono
(c) normalizado
si, y solamente si existe una uUnica medida difusa g tal que E es

la esperanza monotona respecto de la medida g.
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2.2. CARACTERIZACION DE MEDIDAS DIFUSAS POR PROBABILIDADES.

Hemos visto como la esperanza monotona conserva la
aditividad con caracter general solo para funciones igualmente
ordenadas. Cabe analizar entonces por qué el orden de los
valores de la funcion resulta decisivo.

S5i recordamos la expresién (1) de 1la esperanza monétona,

obtenida en la proposicién 2.2:

n—1

E (h) = L h,(g(A)-g(A_))+h g(A )

i=4

observamos que realmente Eg(h) es un promedio de los valores de

h ponderado por ciertos pesos, que son:

pi:g(Ai }*g{z’&tﬂ), i=1,...,n-1
P =8(A ).
Puesto que
™
L p=g(A )=g(¥)=1 y p=0, i=1,..,n,
i=4

podemos interpretar los valores P, como los de una funoién de
probabilidad. Entonces Eg(h} equivale a la esperanza matemétioa
de h con respecto a esa distribucién de probabilidad.

Pero, ¢ de qué dependen los valores p 7. Obviamente de Ila
medida g, pero también de los conjuntos At, que a Ssu vez
dependen de h thoamente en la ordenacion del conjunto X que
determina a traves de sus valores,

Fodemos pues, enunciar:

Proposicion 2.5

La esperanza monétona de una funoién no negativa h respecto
de una medida difusa g coincide con la esperanza matematica de h
respecto de una probabilidad que solo depende de g y de la

ordenacion de los valores de h.
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De este modo se obtiene una respuesta a la cuestion
prlanteada al inicio de este apartado. La aditividad de 1la
esperanza monotona rara funciones equiordenadas h y h’ se
explica porque las esperanzas monotonas de h, h’, ¥ h+h’ son
esperanzas matematicas sobre la misma distribucion de
probabilidad, lo que de ninguna manera puede garantizarse cuando
las dos funciones no inducen el mismo orden.

Ademés, puesto que la probabilidad empleada en cada caso
solo depende, dada g, de la ordenacion que la funcion a integrar
establece sobre los elementos de X, el numero de distribuciones
de probabilidad que, como méximo, podrian aparecer colincide con
n!, que es el numero de ordenaciones o permutaciones posibles de
un conjunto de n elementos.

Desde el punto de vista de la esperanza monétona, ¥ para
una funcion concreta h, el papel de la medida difusa g gqueda
reducido a la determinacion de la probabilidad para la que la
esperanza monétona es la esperanza matemética de h. En general,
de la informaoién contenida en g es posible deducir un n&mero n!
de tales probabilidades. Entonces tiene sentido asociar a cada
medida difusa esas n! probabilidades, y plantearse si la
informacion contenida en estas a su vez determina la medida 4.

Estudiemos en primer lugar como podemos asociar a cada
medida difusa un conjunto de n! probabilidades.

Como hemos comentado, cada una de estas probabilidades se
obtiene a partir de una ordenacion (o permutacién) de los
elementos de X; por ejemplo para la ordenacion

{Xi’xz’xa-‘ e "}:n} ?
la probabilidad asociada es
P{i,z,. RS (X1 ) :g({x1} )

P{i,z,. S (Xz)zg({xi,xz} )-—g({xi})
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P{i,z,‘ i ,h} (Xi,}:g{{xi’ xz: L] ’xi_} )_g({xj_} sz .. ’Xi.—l}}

= — >
P{i,z,. ., (Xn)_g({xi’xz’ . ’Xn}) g({xi"xz’ -t ’Xh—:l ).

En general, las ordenaciones posibles de los elementos de X
vienen dadas por las permutaciones de un conjunto de n
elementos, que constituyen el grupo Sn'

Definicion 2.2

Llamaremos probabilidades asociadas a una medida difusa g a

las Po dadas por las funciones de probabilidad

r = =g ({x >

po(kom.)) po'ou) g( )‘o'cu )

pO‘(}‘o'm ) “Poonis™
=g (< - R , r >

g( Xac1>’ o2y, 77 Xc*(‘u} ) g({xou) Xo‘cz, e }‘o<i~1> )

= =i- X )

pa(xcr(m) pc*o'm) 1 g({xa('i)-‘xo(zﬂ : "“‘O‘m—u}"’

para cada o:(O(l),O(Z),..,O(n))esn.

Asi, para cada medida difusa g se tiene un unico conjunto
de n! medidas de probabilidad. E1 conocimiento de las
probabilidades asociadas a g no permite, sin saber también de
que permutaoién proviene cada una de ellas, reconstruir la
medida g. Esto se debe a que diferentes medidas difusas pueden
generar el mismo conjunto de probabilidades asociadas, como se
ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4

Consideremos, sobre X:{X“]%} las medidas difusas g ¥y g’

definidas por
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A g(A) g’ (4)
ix,? 0.4 0.5
x> 0.5 0.6
ix,,x,7 1 1

Las probabilidades asociadas a g son:

para la permutacién (1,2), p (xi):O.4, r

1,2) (Xé)zo'ﬁ

1,2>

para la permutacién (2,1), p (Xé)30.5, pmiﬂb%)20,5.

(2,1
Las probabilidades asociadas a g’ son:
para o=(1,2), p;, _(x,)=0.5, p; _(x,)=0.5

(4,2) (1,2

para o=(2,1), pjz,i,(x1)=0.4, P, ., (%,1=0.86,

de modo que g y g’ tienen asociadas las mismas probabilidades.

Como puede comprobarse en este sencillo ejemplo, el orden
desempefia un papel decisivo en la determinacion de la medida a
partir de sus probabilidades asociadas.

Proposicion 2.6

E1l conjunto de probabilidades asocladas a una medida difusa
determina a esta de forma unica si se conoce la permutacion
correspondiente a cada probabilidad.

Demostracion:

Bastara probar que si dos medidas difusas g y g’ tienen el
mismo conjuntoc de probabilidades asociadas, vy éstas corresponden
a las mismas permutaciones, ambas medidas coinciden, es decir,

Pa:P; Voesn > g=g’

Consideremos un subconjunto cualquiera ASX. Siempre existe

una permutacién que coloca los elementos de A en los primeros

lugares, esto es, si
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existe OoeSn tal que

00(1):11
Oo(k}zlk
En esas condiciones
g(A)zg({xi,..,x.}}:g{{x.,..,x.}}—gc{x.,.,,x X+
1 1 1 T 1
1 k i k 1 k-1
tg(<x ,...x X)-.. 8K L x I reE(x X Y )-8(Kx Y )+
1 k-1 i 2 i 2 1
k
TB(Ex, T)=p, (X )+...4p, (x )= L p, (x )=P_(A).
1 O k (e} 1 j=1 (o] M) O

Analogamente obtenemos g’(A):Pé(A}.
(]

Por tanto, de PO(A):P;(A}, se deduce g(A)=g’ (A). #
(8] O

El proceso seguido en la demostracion indica ademas la
forma concreta en que puede obtenerse g a partir de sus
probabilidades asociadas.

Easta proposicién nos permite interpretar cualquier medida
difusa en terminos de sus probabilidades asociadas (que no
tienen por qué ser diferentes entre si), hecho que sera
fundamental en el desarrollo de log capitulos posteriores.

En este sentido, como acabamos de ver, la ordenacion es
bésica, ¥y no podemos prescindir de ella, salvo en tipos

-

especiales de medidas difusas, como se vera en el capitulo IV.

i

Puede ocurrir que las mismas n! probabilidades ordenadas de
diferente modo proporcionen distintas medidas difusas. Quizés el
caso mas notable sea el de una medida difusa v su medida dual.
Antes de exponerlo en la proposioién sigulente necesitamos una

definicion.

ot
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Definicion 2.3

. ] * *
Diremos que dos permutaciones o,c¢ esn son duales, o0 que o
es dual de o, si se verifica

o (i)=o(n-i+l), i=1,..,n.

Proposicion 2.7

Condicion necesaria y suficiente para que dos medidas
> * - -
difusas € ¥ € sean duales es que tengan asociadas las mismas n!
probabilidades correspondientes a permutaciones duales, es
. * . *
decir, que PazPa* si ¢ y o son duales.

Demostracion:

Condicion necesaria:
Por comodidad consideremos las permutaciones duales
*
0:(1)25 . "rl_l)n) ¥y o :<n5n_1;--;2; 1))

¥y en general procederiamos de forma analoga.

# £
- s Yy =1 - L — 4
P (x 1=8({x 2 )=1-g ({x,,..,x Y)=p *(x ).
P (x)=g({x,, .., x?)-g(x,..,%x_,>)=
-—1 * r 5 * < ™ — *#
=l-g ({x ... xF)-1+48 ({x.,..,x 7 )=p *(x ).

k3 *
pt‘)’(xﬁ):l_g({xi’ T "Xh——1} )=€ ({Xh} ):pO‘* (Xh) ’

Condicién suficiente:
Basta probar que g(A}+g*(Z):1 YASY .

Por comodidad, ¥ sin que suponga restriccion, sean

A:{xl,xz, .. ,x.L} v A:{xiﬂ, .. ,Xh} Y.
Consideremos la permutacién o=(1,2,..,n), ¥ Su dual
a*:(n,n—l,..,l}.
T
g(A)Zg({xi,..,>i}}:j§1(g({xi,..,>%})—g({xi,..,xfi})):

= L p,(x)=P_(A).

i=1

# E 3 k3 - #*
g (A)=g ({x,,.--.x7)=1-(g (x5 . ..xY)-g (£x, X F))=

1’
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L k3 ¥ ¢ *
=10 E (8 (G o x 70 oE (O kYD) =lm T opgh(g)

*
—1-P0*(A).

ld * —_—
Por la hipotesis, P_(A)=P.*(A), por lo que g(A)+g (A)=1.#

51 aceptamos que una medida difusa y su dual contienen la
misma informacién, pero codificada de forma diferente, el
resultado anterior podria interpretarse diciendo que las n!
probabilidades asociadas contienen la informacion de la medida
difusa, y los diferentes ordenes en que aparezcan son diferentes
codificaciones de la misma.

Como consecuencia inmediata de la proposicién anterior se
caracteriza la autodualidad de una medida difusa en terminos de
sus probabilidades asociadas:

Corolario 2.1

Una medida difusa g es autodual si v solamente si las
probabilidades asociadas a cada permutacion ¥ a su dual

coinciden.

Otro caso interesante es aquel en el que la medida difusa
sea una probabilidad; se trata del caso extremo en que las
prrobabilidades asociadas coinciden entre si:

Proposicion 2.8

Una medida difusa g es una medida de probabilidad si ¥y
solamente si sus n! probabilidades asociadas son identicas.

Demostracion:

La condicién necesaria es obvia por la aditividad de las
medidas de probabilidad, y la definicion de probabilidades
asociadas a una medida difusa.

Para probar la condicion suficiente, notaremos P a la

probabilidad asociada unica. Dado cualquier subconjunto ASX, al
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igual que en la demostracion de la proposicion 2.8, podemos

deducir que g(A):PU(A) para alguna permutaoién ooeSn.
(o]

Puesto que para cualquier permutacién es P(A)ZPO(A) VA<SX,

obviamente g(A)=P(A), ¥ € es una probabilidad. t
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2.1 CARACTERIZACION DE LA INTEGRAL DE SUGENO.

El funcional mas ampliamente wutilizado hasta el momento
sobre medidas difusas es la integral de Sugeno. En este apartado
estudiaremos una caracterizacion de la misma similar a la del
apartado 2.1 para la esperanza monétona, y estableceremos el
paralelismo existente entre esos dos funcionales.

Como hemos visto en el capitulo I, la integral de Sugeno de
una funcion h:X——[0,11 respecto de una medida difusa g puede

expresarse como
n
f heg = Sg(h):i‘z’i(hiﬁgmi”" (3)
supuesto que los valores de h estan ordenados de la forma

< < <
h{' hz“ L= hn,

¥ como anteriormente A=(x, x ,...,x2>,i=1,...n.
1 1° 1+4 n -
Recordemos tambien que entre las propiedades que verifica
la integral de Sugeno se encuentran:

1) 5i h(x)=h’(x) V¥xeX, entonces Sg(h)SSg(h’).

2) Sg(lx):1.
3y V¥V asl 0,117, Sg(aAh):aASg{h}.

Por nuestra parte, y respecto de la relaoién de
equiordenacién, anteriormente definida, probaremos otra

propledad que se mostrara esencial para la caracterizacion de

S
g

Proposicion 2.9

Sean dos funciones h,h’ :X——[0,11, ¥y sea g una medida
difusa. Si h y h’ estan equiordenadas, se verifica
S ‘= 7y,
g(hvh ) Sg(h>ng(h )

Demostracion:

Supongamos, como de costumbre, que se verifica

k11f§ klzfé. - k)rl.

55



Como h~h’, entonces tambien
h’s h’<...= h
1 2
v por tanto
h£vh;§hZVh;S...Sthh;.
En esas condiciones
Sg(hvh’ ):i.-\—-/i ((h,vh/ JAg (A ) )‘—"—iyi ( (htAg(A.L) )V(b{Ag(A.L} Y=

™ n

= v (hAg(A) )y v (h)Ad(A))=5 (h)vS (h*),

L=41 i=1

utilizando la distributividad del operador minimo respecto del

maximo. #

Puede entonces considerarse una “equi-F-aditividad” e}
"F-aditividad ordenada” de la integral de Sugeno, por analoglia
con la equiaditividad de la esperanza monétona.

Observamos que las propiedades bésioas de la integral de
Sugeno son iguales o semejantes a las de la esperanza monétona,
reemplazando la suma y el producto por el méximo v el minimo.
Resulta entonces 16gioo pensar en una caracterizacién de la
integral de Sugeno similar a la establecida en el +teorema 2.1
para la esperanza monotona.

Teorema 2.3

Sea E un operador funcional no negativo, definido para
funciones valuadas en el intervalo unidad, verificando:
(a’) S1 h~h’, entonces E(hvh’}=E(h)~E(h’}.
{b) 81 h=h’, entonces E(h)=E(h’).
(c) E(lX):l.
(d’) VYa=(0,11, E(aAh)=zaAE(h).
Entonces, y solo entonces, existe una Unica medida difusa g

tal que E es la integral de Sugeno respecto de g.
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Demostracion:

Condicion suficiente:

Se deduce inmediatamente de las propiedades de la integral
de Sugeno que acabamos de exponer.

Condicion necesaria:

Supongamos ahora que E verifica (a’), (b), (c¢) ¥y (d’). Como
en el teorema 2.1 definimos la valoracion

g(A)=E(I VASK,

)
¥y probaremos que es una medida difusa:

La monotonia de g se deduce directamente de la condicion
(b), v de (c) se concluye que g(X)=1. Resta ver que g(©)=0; para
ello hay que considerar aque VYas(0,11, se cumple

E(a}:E(aﬁlx):aAE(1X):aA1:a,
por las condiciones (¢} v (d’). En consecuencia, utilizando
(a’}),
Vas(0, 17, a:E(a):E(avOX):E(a)vE(OX}:avE(OX),

v ello implica E(OX)Sa Yas(0, 1], pudiendo afirmarse entonces que
g(@):E(OX}:O, al ser K no negativo por hipétesis.

Hay que demostrar ahora que coincide con la integral de

Sugeno sobre g.

Sea h:X——[00,1), ¥ supongamos, Sin pérdida de generalidad

que hIE h25.=,5 hn‘ Entonces h puede expresarse del siguiente
modo:
kgl
7 —
hxx)~'v (kHAIAKX))’
r1=41 T
donde A ={x, = ,...,x>, i=1,..,n.
T T T+1 kel
1]
Notando tl(x):hg\IA(x), i=1,..,n, h(x)= v t (x}.
i 1= 1

Probaremos que las funciones t.L estan equiordenadas:
51 ti(xk)<ti(xl), ha de ser, por la construccion de
t., k<i<]l. Los dos casos posibles para oy tj son 1i<j e ixJ.

En el primero, i<J = k<j = tﬁ>%):OStﬁ>&).
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1> 3 > 3 —
En el segundo, i2j = 1Z2j = tﬁ)ﬁ)‘hfjﬂ<xk)'
En cualquier caso se verifica por tanto tfﬂ%, i, j=1,..,n.
Aplicando repetidamente que la relacion de equiordenacién
es compatible con el maximo {pues es una operaoién monétona), y
empleando (a’) y (d’), tenemos
n m n kgl
E(h)ZE(.V ti7:_v E(ti}:.v E(kkAIA“}Z.V (kkAE(IA.})=
L= 4 Tr= 4 1= 1 1 r=41 T

1ol

= v (hAg(A)),

i=4

qgque coincide con la expresién (3) de la integral de Sugenoc. Por

ﬂltimo, la unicidad de g es evidente. #

Asi pues, el paralelismo entre los dos tipos de integrales
difusas es total, responden al mismo esquema formal, y difieren
Qnicamente en los operadores empleados: suma ¥y producto en la
esperanza monétona, v maximno v minimo en la integral de BSugeno.
Sin embargo, las propiledades mateméticas de estos operadores
confieren a ambos funcionales un carécter particular, que los
hace utiles en diferentes contextos.

Una de las diferencias que pueden encontrarse es que,

mientras la esperanza monotona tiene sentido para funciones no

negativas cualesquiera, la integral de Bugeno pilierde todo su

W

ignificado para funciones valuadas fuera del intervalo unidad.

o

si, si se tiene en cuenta que la medida de cualquier
subconjunto de X no supera en ningun caso la unidad, el hecho de
gue una funcion tomara valores por encima de 1 seria irrelevante

para el valor de la integral de Sugeno. Ciertos intentos de

+

modificar la definicion para extender este funcional a Ro

{(Kandel [301) han sido fuertemente criticados (ver Klement ¥
Ralescu [341}).
Igual que en el apartado 2.1, nos planteamos ahora el

problema de averiguar si las condiciones del teorema 2.3 son
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minimas o hay alguna redundante y es posible refinar dicho
teorema. En este caso no puede suprimirse ninguna:
consideraremos situaciones en las que, del cumplimiento de tres
de las condiciones, no se deduce la restante.

Ejemplo 2.5

Consideremos X:{Xi,XQ} y el funcional
E(h)=(h,vh,)A(2(h,Ah,) - (b Ak "),
Puede comprobarse que E verifica las condiciones (b), (c) y
(d’). Sin embargo no cumple (a’):
Para las funciones h y h’ dadas por
hizo, h2:0.8
h’=0.2, h’=0.3
1 2
se cumple que h>h’ ¥y en cambio

E{hvh’}=0.36 # 0v0.3=E(h)vE(h’}.

Nota: El caso en que no se verifica (b) puede estudiarse

teoricamente. De la demostracion del teorema 2.3 se deduce que

hY

el cumplimiento de las condiciones (a’), {cy v (d’) obliga al

funcional E a adoptar la forma

i=4 i
¥ por tanto, conociendo E(IA) VASX queda determinado E. No hay
inconveniente para considerar la existencia de un funcional para
el que no se verifique la monotonia sin mas que asignar, para
algunos subconjuntos A y B de X, con ASB, valores de K que

verifiquen E(IA)>E(IB).

Ejemplo 2.6

El funcional
E(hy=( A h(x))AO0.5
X &EX

obviamente verifica las condiciones (a’), (b)Y ¥ (4’), y sin
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embargo E(lX):O.5, ¥ no se cumple (c).

Ejemplo 2.7

Sea X:{xi,xz} v
B (b= { h1v0.7h2 si hifh2
h2v0.4h1 ai hizh2
Puede comprobarse que E cumple (a’), (b) ¥ (¢), ¥y en cambio
no verifica (d’). Para una funcion h con valores
h1:0.4, h2=O.9
y tomando a=0.5, se tiene

aAE(h)})=0.5 # 0.4=E(aAh).

Asi pues, en el caso de la integral de 8Sugeno ninguna de
las condiciones es redundante, a diferencia de lo que ocurre con
la esperanza monétona. En el apartado 2.5, cuando tratemos el
tema de definir otras integrales difusas que respondan al mismo
esquema formal de propiedades, pero empleando otros operadores,
daremos una explicacién de esta diferencia entre Sg Yy Eg.

Existen analogilas entre ambos funcionales tambien en otros
sentidos. Estudiaremos como la integral de Sugeno para el caso
de las medidas de posibilidad se comporta en forma similar a la
esperanza monotona en el caso de medidas de probabilidad.

Como hemos repetidamente expuesto en anteriores apartados,
si una medida difusa es wuna probabilidad P, la esperanza
monétona respecto de ella no es més que la esperangza matemética,

y puede escribirse

E,(h)= T ph,. (4)

i=4

La proposicion siguiente da una expresion analoga para Sg
cuando la medida difusa sea una posibilidad, resultado que puede

encontrarse en Vila y Delgado (531, y para el que hemos adaptado
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la demostracion a nuestro contexto.

Proposicion 2.10

Sea Il una medida de posibilidad, ¥y sea h una funcion

valuada en el intervalo unidad. La integral de Sugeno

respecto de I1 es
n
S _(hi= (ﬂiAh.L}, {(5)

donde nizﬂ({x§>), i=1,..,n.

Demostracion:

Supongamos que h verifica que hiﬁ hZS...S hn‘ Entonces
™ n n
Sn(h):‘v (hiAn<{Xi.’Xi+1"'"xn}}):,v (hiA‘V,n({Xj}):
TL=1 T=41 =1

1a] n
= v v (hAng.
T=4 3=
Como
m
=< Y 1=
h'LAnt“,V, (hiftni,, i=1,..,n,
=1
entonces
kal m 18]
v (hJVQ)S VERY) (hgvr}zsﬂ(h}.
i=4 iz=4 =i I ;

o1 suponemos que

igl

v (hAm )<8 (h),

L= 4
entonces existen 1 _,J., con j =i, tales que
(&) (s} O G
h An <h, A, ,i=1,..,n.
T T T ]
O O

Pero, para i:jo tenemos

h, A, <h Am, |
T
JD JO O JO
lo cual es imposible porque hjzht'
O O

b=

Por tanto no puede darse la desigualdad estricta, b

ocurrir que

m

Sn(h): v <ntAhL)' #

i=1

de

h

debe

Como se observa, las expresiones (4) y (5) son formalmente
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iguales, lo que confirma la consideracion de 1la integral de
Sugeno como una suerte de esperanza (que se ha dado en 1llamar
esperanza difusa), sobre todo en el caso de posibilidades.
Probamos ahora dos proposiciones que caracterizan los casos
particulares de medidas de probabilidad y de posibilidad.

Proposicion 2.11

Si en el teorema 2.2 sustituimos 1la condicion (a) de
equiaditividad por la mas restrictiva de aditividad:
E(h+h’)=E(h)+E(h’), Vh,h’:X—R’,
conservando las restantes condiciones, entonces, ¥y solo entonces
E es la esperanza matematica respecto de una medida de
probabilidad.

Demostracion:

Condicion necesaria:

Puesto que podemos descomponer h de la forma

T=4 1
entonces
kgl hg}
£ Y — \: AY
E(h) 'E.E(hLI{X.\; by hiE(I{X‘};
=4 L T=1 T
v notando pi:E(I{x;}}, sle)ils
1
™ m ™
- 3 7.: Y — T F oA .a‘:-v
Z r Z E<I{:\}} E ’—E I{x.}; EA{ J-Xl Los

es la esperanza matematica de h respecto de la probabilidad
P=(p,p,....B }.

La condicion suficiente es evidente. #

Proposicion 2.12

s

51 en el teorema 2.3, en lugar de la condicion (a’) de
equi-F-aditividad exigimos que se verifique la mas restrictiva

condicién de F-aditividad:
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E(hvh’)=E(h)vE(h’), VYh,h’:X——I[0, 11,
conservando las restantes condiciones, entonces y solo entonces
E es 1la integral de Sugeno respecto de una medida de
posibilidad.

Demostracion:

Condicion necesaria:

AVIB:IAUB VA,B€X, y dado que g se define como

Q(A)ZE(IA) VA<X, entonces

Puesto que I

g(AUB)=E(IAuB)=E(IAVIB)=E(IA)VE(IB):Q(A)VQ(B),
¥y la medida difusa g es una posibilidad.
Condicién suficiente:

51 g es una medida de posibilidad, por la proposicién 2.10,

n
- L ¥y
8,(h)=  (hAg(<x2)).

i=4

Luego
Sq(hvh’): v (U%Vhi}Ag({&?)}:
= i=1
m

= v ((hAg({xY))v(hAg(<x))))=

=4

n m
= v (hAg(<x > ))v  (h)Ag({x2>))=

1= 4 L= 4

=8, (h)vS (h’). #

Es eclaro después de estos resultados que la esperanza
matematica se extiende a medidas difusas relajando la
aditividad, y obteniendose un funcional equiaditivo que es la
esperanza monotona. Tambien es evidente que la integral de
sSugeno para medidas difusas generales es una relajacién de la
integral de Sugeno para posibilidades, sustituyendo la
F-aditividad por la mas debil equi-F-aditividad.

Frente a 1la idea, expuesta por el propio Sugeno b

generalmente asumida, de que el funcional equiparable a la
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integral de Sugeno es la esperanza matematica clésioa, creemos
haber probado que esto es afirmable solo para el caso particular
de las medidas de posibilidad, mientras que en general, para
cualquier medida difusa, el paralelismo debe establecerse entre
la integral de Sugeno y la esperanza monétona.

Tenemos por tanto dos tipos de integrales difusas
formalmente iguales, pero conceptualmente diferentes. La
esperanza monotona responde a un planteamiento "aditivo", de
promedio clésioo, mientras que la integral de Sugeno se adecua a
un esquema de tipo “méx—min".

Un tema en el que no entramos es el de qué tipo de
funcional utilizar en cada caso. Suponemos que, dependiendo de
las caracteristicas del problema que se plantee, 'Seré més

adecuado uno u otro metodo de integracion difusa.
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2.4. CARACTERIZACION DE MEDIDAS DIFUSAS POR POSIBILIDADES.

En el apartado 2.2 vimos que a una medida difusa cualquiera
g podia asociarsele un conjunto de n! probabilidades ordenadas
que, ademés de determinar a la medida, eran Jlas probabilidades
con las que se efectuaria el calculo de la esperanza monotona de
cualquier funcion respecto de g. Asi mismo hemos analizado como
el comportamiento de las medidas de posibilidad para la integral
de Sugeno es comparable al de las probabilidades en la esperanza
monotona. Resulta entonces légico plantear si se puede obtener
una caracterizacion de las medidas difusas en terminos de
posibilidades, siguiendo una metodologia similar a la empleada
en el caso de las probabilidades. Veremos gue tal
caraoterizacién es posible.

Cémenzamos definiendo las posibilidades asociadas a una
medida difusa:

Definicion 2.4

LlLamaremos posibilidades asociadas a una medida difusa g a
las Il  dadas por las distribuciones de posibilidad

=T ({x Iy=g({x_ I

Tt
(2l X @ B o [o 4% B o4& B

=1 xX IYy= r 3
T{aacw o(lxo'('w ) g({xo'cu’}‘cr(m" "Xo‘(i.‘/ 4
= {x T V=p (< >y =
To'c)cm ncy( ko*m) ) =6 Xocn’ Xo«‘z;’ ot Xo‘m‘/ y=1,
rara cada a:(a(l),c(Z),..,O(n))esn.

La proposicion siguiente muestra como el conocimiento de
las posibilidades asociadas determina la medida de la que
provienen, como ocurria con las probabilidades asociadas, ¥  en

las mismas condiciones que entonces.



Proposioién 2.13

El conjunto de posibilidades asociadas a una medida difusa
determina a esta de forma unica si se conoce la permutacion
correspondiente a cada posibilidad.

Demostracion:

Bastara probar gque si dos medidas g y g’ son tales que
ﬂozﬂé Vaesn, entonces g ¥y £’ coinciden.

Dado cualquier A<X, existe una permutacién ooesn que coloca
en los primeros lugares los elementos de A. Entonces, teniendo
en cuenta como se definen las posibilidades asociadas, es obvio

que g(A)Y=TT_(A) v g’ (A)=T1] (A).

(o] O

Por tanto g(A)=g’ (A) YA=K. #

El resultado siguiente reafirma la analogia entre el papel
que Jjuegan probabilidades y posibilidades en los dos funcionales
que venimos estudiando.

Proposicion 2.14

La integral de Sugeno de cualguier funoién h valuada en el
intervalo unidad respecto de wuna medida difusa g cualquiera
colncide con la obtenida respecto de la medida de posibilidad ﬂa
asociada a g, ¥y correspondiente a la permutaoién determinada por
el orden de los valores de h.

Demostracion:

Supuesta la habitual ordenacién de los valores de h

1 2 n
correspondiente a la permutacion o=(n,n-1,..,2,1}, vy notando
A=<Xx, x ,...,x2, i=1,..,n, la expresion

L 1 1+4 ig]

m

5,(h)= v (hAg(A)),

L=4

permite concluir que
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S, (h)=5_(h},

o

sin mas que tener en cuenta que g(A.}:HO({>a}), i=1l,..,n. #
1

Para cada medida difusa tenemos caracterizaciones
alternativas en terminos de n! probabilidades hY n!
posibilidades. Puede establecerse una relacion entre la

posibilidad y la probabilidad asociadas, para una misma
permutaoién.

Proposicion 2.15

Las posibilidades asociadas a una medida difusa determinan

sus  probabilidades asociadas y reciprocamente, segun las
expresiones
=t
pO‘O‘(i) ooy
=Tt —T . —
Pooiws oo ooty 174D
. Tt =r ...+ , i=1,..,n, Yoes_.
Y SOy po*mn pt'jc’)‘ﬁ.')’ i=1, » 1 bn

Demostracion:

oe deduce inmediatamente de las definiciones de P& hY Ho.ﬁ

La relacion entre posibilidades ¥ probabilidades asociadas
a una medida difusa no se limita a obtener unas a partir de
otras, sino que como es presumible por ser codificaciones
distintas de una misma informaoién, tienen una coherencia que se
manifiesta en la verificacion de una propiedad de consistencila.

La nocion de consistencia entre posibilidades b
probabilidades ha sido objeto de numerosos trabajos, como los de
Zadeh [621, Dubois y Prade [181, Moral [38], Hohle [27] y Natvig
[331. Por nuestra parte adoptamos la definicion de Dubois v
Prade, que afirma la consistencia cuando la medida de
probabilidad no supera en ningﬁn caso a la de posibilidad. Asi,

podemos enunciar:



Proposicién 2.16

Las medidas de probabilidad y posibilidad asociadas a una
medida difusa g, y correspondientes a una misna permutacién oeSn
verifican

Po(A)Sno(A) , VASX, Vo'eSn,
es decir, son consistentes.

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad, consideremos la permutacién
o=(1,2,..,n-1,n). En ese caso

T TP TPt o +P,.» 1=1,..,n.

Por la oonstruccién de Ha es evidente que

o= < <

o1 oz T on’

Sea A cualaquier subconjunto de X. 8S8e verifica

N (A= max m_=n s
& . (=81 &)
Xi:A O
&xﬂeﬂ%:m&<{je{L2..Jﬁf %egh
Por tanto
JO
Ho(A)=my, = B Py = L Pyt B Po®™ L Py P (A) . ¥
o i=1 x. <A 1= X SA
1 (6] T
X. A
L
Ademés, rodemncs afirmar que las probabilidades v

posibilidades asociadas para la misma permutacion presentan la
mayor consistencia posible, en el sentido de la siguiente
proposicion:

Proposicion 2.17

51 UO A% Po son la posibilidad ¥y probabilidad asociadas a
una medida difusa g para la permutaoibn OGSH, entonces no existe
una probabilidad P que verifique

PO(A)SP(A)SHO(A) VASX.
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Demostracion:

Como de costumbre probemos el resultado para la permutacion
=(1,2,..,n) por comodidad.
Supongamos que existe una probabilidad P en esas
condiciones. Puesto que
. = = = < w ¥
na({xﬁ""ki}}_ﬂei p01+p02+“‘+de Po( 3&""“' )s
entonces debe ocurrir que
P({xa,..,}g}):Po({xi,..,xﬂ?}, i=1,..,n.
Luego se verifica
PXx,, .. ,x2)-Px,, . ox 2= (Kx, . . x2)-P (X%, ...x > ),
¥y por tanto
>V = ¥y =
P({Xi 3 PO({Xi Y, i=1,...n,

v P coincide con Pc.ﬁ

No se puede, en general, hacer la misma afirmacion para
posibilidades: hay casos en que existe una medida de posibilidad
T distinta de II_ tal que

P (AYSIT(AYSIT (AY, VASY.
= ol



2.5. OTRAS INTEGRALES DIFUSAS.

En los apartados anteriores hemos caracterizado dos tipos
de integrales difusas, la integral de Sugeno vy la esperanza
monétona, como funcionales que verificaban una serie de
propiedades. Ademés vel amos que las propiedades que cumplian
ambas integrales eran formalmente iguales, variando dnicamente
los operadores empleados. Pretendemos ahora, en este apartado,
indagar si es posible definir otras integrales difusas que
respondan al mismo modelo, pero utilizando otros operadores.

En general el problema es analizar si tiene sentido la
definicién de funcionales E, que para funciones h:X——Y, con
YZRZ o Y=L0,1), verifiquen:

(al) 51 h~h’, entonces E(hth’)=E(h)+1E(h’).

(b} 81 h=h’, entonces E(h)<E(h’).

(d ) YasY-{0>, E(axh)=a*E(h),
donde L+ y % son operaciones binarias en Y.

S5e plantea inmediatamente la ouestién de qué tipo de
condiciones deben verificar los operadores L A

Como primera condicién, vy dado que se trata de generalizar
la esperanza monotona v la integral de Sugeno a clases de
funcionales de similares caracterizaciones, nos restringimos a
tipos de operadores binarios que incluyan suma v producto por un
lado, ¥ maximno y minimo por otro. El1 mAaXino y el minimo son,
respectivamente, una conorma ¥ una norma triangular en (0,11,
mientras que la suma es una "ley de composioién” (en el sentido
de Schweizer y Sklar [491) en R;, ¥y el producto verifica ser una
t-norma cuando se restringe a [0,1], ¥ no tiene estructura de

. L + . .
ley de composicion en Ro. En consecuencia vamos a considerar
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operaciones 4,% :YxY——Y, que verifiquen:
l1.- L ¥y * gon asociativas.

2.- L y % son conmutativas.

3.- L ¥y X son monétonas.

4. - aXl=a, y a*x0=0 VaeY.

ot
|

0L0=0.
Para el caso Y=[0, 11, exigiremos ademas la condicion
6.- atl=1l, y aLl0=a VYasyY.

En este ultimo caso, las anteriores propiedades determinan
Justamente las normas y conormas triangulares.

Para determinar la clase de funcionales que pudieran
generarse mediante operadores binarios que verifiquen las
anteriores propiedades, empezamos sustituvendo la condioién (d*)
por (d) ¥ (d’) en las integrales difusas conocidas, para
rosteriormente considerar la sustitucion de (a) ¥ (a’) por (ai).

Proposicion 2.18

Condicion necesaria para que un funcional E satisfaga (a),
* s . .
(b)Y, (¢) ¥y (d ) es que la operacion * sea el producto o coincida

‘ + . .
con este para todos los pares (a,b), con ae@o N bExE(IA}/AEX}.

Demostracion:
. ot . . _
Consideremos un valor asR_, un subconjunto A de X, ¥ la

.- + Y
funcion h:X-~+R0 definida por

h{x)=
0O si x=A.
Por una parte, h puede exXxpresarse como
h(x):a*IA(x) VxeX,
de donde
E(h):E(a*IA):a*E(IA).
Por otro lado es obviamente

h{x)=al,(x) ¥YxeX,
F»)

v por la proposicién 2.4, dado que se verifican (a), (b)) ¥ (¢,
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tambien se cumple (d), por lo que
E(h):E(aIA):aE(IA).
Es inmediato entonces que
&*E( IA):aE( IA) p)
y X coincide con el producto en todos los pares que pueden

interesarnos. #

Observese que para cualquier par no incluido entre los
anteriores, los valores resultantes de la operaoién X no tienen
ninguna relevancia en el calculo de E, por 1lo que en la
préctica, el producto es la Unica operaoién binaria compatible
con (a), (b), (e) y (d¥).

Como consecuencia inmediata de esta proposicién, podemos
afirmar que la esperanza monétona no puede generalizarse
empleando otro operador distinto del producto.

Por su parte, la integral de Sugeno resulta un caso
particular de una familia de funcionales obtenidos mediante la
sustituoién del minimo en (d’) por cualgquier t-norma. Tales
funcionales han sido denominados integrales difusas t-normadas
por Suérez (511 (ver también Weber [561). El1 siguilente teorema
caracteriza este tipo de integrales.

Teorema 2.4

Sea E un funcional no negativo definido para funciones
valuadas en el intervalo unidad, verificando:
(a’) 51 h>~h’, entonces E(hvh’)=E(h)vE(h’).
{b) 81 h=h’, entonces E(h)=E(h’),
(e) E(1ly)=1.
(d¥) Yas(0,11, E(a*h)=a*E(h),
donde * es una norma triangular.

Entonces y solo entonces, existe una unica medida difusa g
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tal que E es la integral difusa t-normada respecto de g
correspondiente a la norma *.

Demostracion:

Condicion necesaria:

De forma similar a la empleada en el teorema 2.3, puede
probarse que la valoraoién g(A)ZE(IA) QASX, es una medida difusa
(basta cambiar el operador minimo de entonces por la norma *).

Suponiendo que la funcion h verifica khﬁ h;ﬁ...ﬁ hn s

rodemos expresar h como

m n

h(x)= <ht*I{x x ¥ = v t(x
n

i=1 1= 4

ye

En la demostracién del teorema 2.3 esté probado que
tﬁtj, i, j=1,..,n,
por procedimientos igualmente aplicables ahora. Por tanto,

empleando repetidamente (a’) se tiene

kel

E(h)= y E(h*I. ),

1= 4 v n
- . L7 X ) .
¥y la condicion (d )} nos permite afirmar

m
E(h)=  (h*E(I_ )

L=4 % n i

gLy < 3
1(1’1‘L i, . .,X 7)),

Nt

H< 3

que es Jjustamente la expresion de la integral difusa t-normada
correspondiente a Xx.

Condicion suficiente:

Las condiciones (b)), (e} vy (d ) son propiedades bien
conocidas de esta integral. La condicion (a’) se prueba de forma
identica a la empleada en la demostracion de la proposicion 2.9,

sin mas que sustituir nuevamente A por * y tener en cuenta que

cualgquier t-norma es distributiva respecto del maximo. #
51 se compara este teorema con la proposicion 2.18, se
aprecia que no es posible generalizar la esperanza monotona

mediante la sustitucion del producto por otros operadores,
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mientras que si es factible obtener una generalizacién de la
integral de Sugeno al cambiar el minimo por cualquier t-norma.
Este hecho se debe a la verificacion o no de 1a propiedad
distributiva entre los operadores implicados, como se pone de
manifiesto en la siguiente proposicién.

Propogsicion 2.19

Una condicion necesaria para poder definir un funcional E
que verifique (al), (b)y, (¢} ¥ (d*) es que la operacién X  sea
distributiva respecto de la operaeién 4, al menos en todos los
casos relevantes para el calculo de E (que son 1los del tipo
(a*c)L(b*c)=(atb)*c, con a,beY y ce<E(IA)/ASX}}.

Demostracion:

Consideremos los valores a,beY, un subconjunto A de X y las
funciones h,h’ :X——>Y definidas por
a si xsA b si1 xeA
hi{x}= h’(x)=
0 en otro caso 0O en otro caso

Evidentemente h ¥y h’ estan equiordenadas, v la funcion hih’

aib si x=A
(hih’ Y (x)=

0+0=0 en otro caso
Como h,h” y hth’ se pueden escribir tambien mediante
h(x):a*IA(x), h’(x}:b*IA(x), (th’)(x):(aLb)*IA(x), VxeX,
entonces, por (d*)
E(h}:a*E(IA}, E(h’):b*E(IA), E(th’):(aLb)*E(IA).
Como debe cumplirse (aL},
(a*E(IA))L(b*E(IA)):(aLb}*E(IA),
¥y ¥ es distributiva respecto de L en los valores relevantes para

el oélculo de E. #

A partir de este resultado es obvio por que la esperanza

monotona no es generalizable y la integral de Sugeno si lo es:
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1) En el primer caso la operacién L, definida en R;, €s la suma,
y el Gnico operador distributivo con respecto a la suma es, de
entre los que consideramos, el producto.

2) En el segundo caso, el operador L es el méximo, ¥y toda
t-norma es distributiva con respecto a él.

Fijadas respectivamente la suma hg el méximo, las
posibilidades de generalizacién estan aclaradas. Cabe plantearse
la sustitucion de estos operadores para obtener una familia de
funcionales mas extensa.

En caso de considerar como conjunto Y el intervalo [Q, 113,
la sustitucién del'méximo por otras t-conormas ha sido abordada
por Suarez (511, quien al encontrar serias dificultades (como el
hecho de que para una funecion de valor constante, el funciocnal
no respetara ese valor), desecho la utilidad de tales
generalizaciones. Puede darse una justificacién teorica de esta
Situacién, a través de los siguilentes resultados:

Propvosicion 2.20

Condicion necesaria para que exista alguna t-norma

sta sea

(O

distributiva respecto de una t-conorma dada L es que
idempotente, es decir, que cic=ec Yesl(Q, 17,

Demostracion:

51 existe alguna norma * tal que
(atb)*c=(a*kc)r(b*ec) Va,b,cel 0, 17,
entonces , si tomamos a=b=1, puesto que 1L1=1 v 1¥c=c Vel 11,

tenemos que

Por tanto, combinando este resultado v la proposicion 2.19,
se concluye que la generalizacion de las integrales t-normadas

solo puede realizarse mediante t-conormas idempotentes. Pero:
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Proposicion 2.21

La unica t-conorma idempotente es el maximo.

Demostracion:

Sea L una t-conorma idempotente, y consideremos dos valores
x,ysl 0,11, tales que x=y. Por las propiedades de las t-conormas,
X2y e YRy = XLySyly=y = X1ly<y,
0=x e y<y = y=0Ly<xly = y<xiy.

Por tanto

xty=xvy V¥x,ysl 0,11 . 8

Puede concluirse por tanto que si se desean unas
propiedades razonables, la integral de Sugeno no puede
generalizarse més que a lags integrales t-normadas, y el operador
maximnoe es insustituible.

Resulta importante remarcar el diferente rapel que
desempeﬁan el maximo vy el minimo en la integral de Sugeno, que
desde otro punto de vista (relaoién entre medidas difusas ¥y

ordinarias, sobre subconjuntos difusos), fue tambien sehalado

por BolaWlNos [41. Esta distincion no proviene del hecho de que el

s

maximo sea una cohorma ¥ el minimo una norma, puesto gque es
conocido que la integral de Sugeno puede definirse

intercambiando el papel de ambos operadores (ver Suérez [5131).
La diferencia proviene de cual sea el operador usado para
conectar valores de la funcion y medidas de los conjuntos, ¥
cual el empleado para globalizar los resultados asi obtenidos.
Un desarrollo paralelo al que hemos llevado a cabo podria

hace

=3

se intercambiando los papeles de v ¥ A las
generalizaciones factibles serian las resultantes de sustituir
el maximo por otra conorma cualquiera, conservando el minimo, lo

que daria lugar a las integrales t-conormadas de Suarez. La
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condicion clave seria en este caso la distributividad de
cualquier t-conorma respecto del minimo, que a su vez es la
&nioa t-norma idempotente.

En caso de considerar como conjunto Y a R;, la familia de
operadores a considerar es muy extensa y compleja, por lo que
una exploraoién exhaustiva de los posibles funcionales vélidos,
resultantes de reemplazar la suma, sobrepasa los objetivos de

este trabajo, ¥ seré objeto de estudios posteriores.
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- capituLo 1II -






3.0. INTRODUCCION.

La caracterizacion de una medida difusa mediante
probabilidades dada en el capitulo anterior, permite
identificarla con n! puntos en el espacio real de n dimensiones.
Dado que existe una relacion biunivoca entre los puntos
correspondientes a dos medidas, dada en terminos de la
permutacién correspondiente, pueden establecerse métrioas en el
conjunto de las medidas difusas en funcion de las distancias que
se definan entre sus probabilidades asociadas. La posibilidad de
establecer asi una cuantificacion del mayor o menor parecido
entre medidas o conjuntos de medidas tiene un extraordinario
interes desde el punto de vista de la modelizacion de la
informacién, yva se entienda ésta como generada objetivamente por
una medida imprecisa, o por una opinién subjetiva. Cabria
incluso configurar mecanismos de ponderacién 0 consenso entre
diferentes medidas.

A partir del establecimiento de una distancia entre medidas
difusas, nos planteamos en este capitulo Ila definicion de
diversos indices basados en las distancias que una medida difusa
tenga con respecto a ciertas medidas destacadas. De esta forma
se construyen:

a) Un indice de no aditividad en terminos de la distancia a la
probabilidad mas cercana.

b) Indices de informacién, mediante las distancias a la medida
de ignorancia o, inversamente, a las medidas de Dirac, que
contienen respectivamente la minima y la maxima informacion
posible sobre la determinacion de un elemento.

El apartado 3.1 esta dedicado al establecimiento de las

metricas, tomando en particular una definicion derivada de la
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distancia euclides, si bien cualquier distancia entre
probabilidades serfia valida. Se prueba la coherencia de la
definicion de distancia éon la dualidad de medidas y se
establece la forma en que podria ser utilizada la
caracterizacién por posibilidades alternativamente a la dada por
probabilidades para la definicion de distancia.

En el apartado 3.2 se aborda y resuelve el problema de
determinar la probabilidad mas préxima a una medida difusa dada,
tema clave en el apartado siguiente. Esta idea se generaliza a
un conJjunto de medidas ¥y se prueba la coincidencia de nuestro
prlanteamiento con algunas definiciones sugeridas en el caso de
medidas de evidencia; asi, para estas medidas 1la probabilidad
mas cercana resulta ser , como parece intuitivo, el resultado de
la equidistribucién de masas de evidencia.

En estas condiciones es posible plantearse la
cuantificacion del cumplimiento de la propiedad de aditividad
por parte de una medida difusa. El apartado 3.3 se dedica a este
tema, obteniendose un indice de no aditividad que es minimo
(nulo) para probabilidades ¥ méximo para las medidas de
ignorancia.

Partiendo de la interpretaoién segﬂn la cual wuna medida
difusa reflejaria el grado de certidumbre sobre la pertenencia
de un elemento fijo y desconocido a cada subconjunto, el
apartado 3.4 se dedica a la definicién y estudio de indices que
reflejan el nivel de informacion que cada medida posee en la
determinacion de dicho elemento desconocido. A este respecto,
hay que resaltar que la idea olésica de entropia no es vélida en
el contexto difuso, debido a que la minima informacion no viene
dada aqui por la medida uniforme, sino por la de ignorancia. BSe

establecen indices de certidumbre e incertidumbre, que difieren
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segﬁn se menciona mas arriba, en tener como referencia la medida
de ignorancia o las degeneradas en un punto; en este ﬁltimo
caso, considerar la distancia a la mas cercana o incluir las
distancias a todas ellas establece un nuevo matiz.

También en el apartado 3.4 se analizan las relaciones de
nuestros indices entre si y con una medida de entropia para
medidas difusas definida previamente, estudiando estas
relaciones especialmente en el caso de probabilidades, donde se
plasman muy claramente las diferencias existentes.

Finalmente, en el apartado 3.5 se realiza un estudio
completo para un tipo particular de medidas difusas, que resulta
especialmente interesante por las caracteristicas de estas ¥y que

muestra un funcionamiento adecuado de los indices definidos.
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3.1. DISTANCIAS ENTRE MEDIDAS DIFUSAS.

Pretendemos en este apartado construir herramientas que nos
permitan establecer comparaciones entre diferentes medidas
difusas, en el sentido de poder cuantificar la semejanza o
diferencia entre ellas; ello permitiré establecer interesantes
indices y promedios.

La importancia que tiene el poder evaluar la distancia o el
parecido entre dos medidas difusas es, a nuestro juicio, grande.
51 pensamos que una medida difusa puede modelizar una
informacion o un estado de opinién de una persona, podriamos
entonces cuantificar en qué medida dos informaciones, o dos
estados de opinién son parecidos o no.

Puesto que sabemos (proposioién 2.6 del capitulo 1II) que
podemos caracterizar una medida difusa g definida sobre un
referencial finito X:{Xf:%,..,x%} como un  conjunto de n!
probabilidades, cada una de ellas asociada a una determinada
permutacién de Sn’ el procedimiento que emplearemos seré el de
definir wuna distancia entre probabilidades ¥y obtener la
distancia entre medidas difusas a traves de sus probabilidades
asociadas.

Para definir una distancia entre probabilidades, podemos
pensar en estas como puntos de R”, y emplear cualquier distancia
usual de ese espacio. Recordemos cuales son las distancias mas

empleadas sobre RrR"

8i 3, yeR", X=(X,X,,..,%X ), ¥=(¥,.¥,...,¥.)
a) d (x,y)= /L§:1IX —yl Q=2

es la distancia de Minkowski. Para q=2, d es la distancia

euclidea.
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b) d (x,¥)=L |x-v]

i= 4

es la distancia del wvalor absoluto.

c) d (x,y¥)= max |x -y |
" 1Zign © "

es la distancia del maximo.

Cualquiera de ellas puede usarse para establecer una
metrica en el conjunto de probabilidades. Otras muchas
definiciones de distancia entre probabilidades pueden
encontrarse en la literatura (ver por ejemplo Huber [291 y
Burbea y Rao [91), algunas de ellas definidas en contextos
particulares, relacionados con problemas de convergencia ¥y
robustez.

Puesto que resulta conveniente, a efectos comparativos, que
la distancia tome valores en el intervalo £o,11, tal
normalizacién exige conocer donde se alcanza la distancia méxima
(la minima es obvio que se alcanza cuando las dos probabilidades

coincidan) y que valor toma.

Lema 3.1
n n
. bal
Para cualesquiera x,yslR tales que ¥ X = ¥ ykzl, 5%,5220,
TL= 4 1=1
i=1l,..,n, se verifica:

q
(a) dq(x,y)S Y 2 Vag=2.

(b) d_(x,y)= 2.
(e} d_(x,¥y)= 1,
¥y en todos los casos se alcanzan esas cotas.

Demostracion:

(a) Z Ixfﬁqlq = z (X{ﬂﬁ)z, puesto que |x -y [£1 Vi.
i=1

i=41

1=1 1= 4 1=1 =1 1=41 1=4
2 n 2 n
puesto que Oﬁ}gsl > }{.Lﬁ}cL > % x.LS = x.tr-l.
i=4 i= 1
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q
Luego dq(x,y)s Y 2 .

(b) d (x,y)= L |x-v |= L (x+y)=2.
i=4

1=4
(c) Es evidente, pues |x -y, |=1 Vi.
En cualquier caso, es obvio que si
{ xtzo Vizj { yi=0 Vi=k
i~1 %=1

se alcanzan las cotas anteriores. #

Definicion 3.1
Dadas dos medidas de probabilidad P y P’ sobre X, definimos

las siguientes distancias entre probabilidades:

g n
sy /1 3] Q
(a) 5,(P,P )—,/2 Ei‘p" p; | Q=2
i ™
(b) s, (P,P’)= 7 L [P-L—P{{
i=1
{(c) s (P,P’)= max =p’ i,
m 1St5nlpL p“
donde pa:p(xi) VYie{1,2,..,n>.

Ahora, dadas dos medidas difusas g y g’, podemos definir la
distancia entre ellas basandonos en las distancias entre sus
probabilidades asociadas, para una misma permutacién oeSn. Por
coherencia, si hemos elegido una distancia concreta para
probabilidades, debemos mantenerla, si Dbien ello no es
indispensable.

Definicion 3.2

Sean g€ y g’ medidas difusas definidas sobre X, con
probabilidades asociadas Po v Pé ,oesn respectivamente.

Definimos las siguientes distancias entre g y g’:
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a a n
(a) Sq(g,g’)z/l/n! L s, (P,,P)° =/1/(2n!) I >=31IPM~P;Jq

oS eSS i
n n
con q=2.

(b) 8 (g,€’)=1/n! £ s (P,,P;)=1/(2n!) £ E |p,-p, .
=4

oeS oS i
n n
{c) S8 ( Y= max {s (P _,P’)}>= max max =P’ 1,
) " g.e") el m( o’ 0‘) oS 1‘_:i.5nlpm' pml
n n
donde p_ . =p_(x ), P =P, (%) Vaesn VYiel1,2,..,n>.

Algunas expresiones aparecen divididas por n! con objeto de
que las distancias varien entre cero y uno. Dado que las
probabilidades son casos particulares de medidas difusas, las
distancias de la definicion 3.2 son extensiones de Sy S, Y S,

Probaremos que efectivamente, Sq, SV ¥ Sm poseen las
propiedades de una distancia.

Proposicion 3.1

Sm, SV ¥ Sq, azZ, establecen metricas en el conjunto M de
las medidas difusas definidas sobre X, y en cualquiera de los
casos, su méximo valor posible es la unidad.

Demostracion:

Notemos por §_ a cualquiera de las hipotéticas distancias.
51 g=g’ entonces es obvio que 5.(g,8’)=0; vy si 35_(g,8")=0
entonces so(Pw,Pé):O Vaesn, y por tanto PO:Pé Voesn, Como
sabemos que las probabilidades (con su orden) determinan
uni vocamente la medida, deducimos que g=g’.

La simetria se verifica evidentemente.

Para probar la desigualdad triangular basta con tener en
cuenta que una medida difusa puede considerarse como un punto
del espacio R™, con m=n-n!

)

8=(P, 4,5+ 5P, 2P s P

on'fo 1’ O’n"""po‘i""pO'
1 1 2 2 n! n

notando o ,o_,..,o  a cada una de las n! permutaciones de Sn’
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¥ que si prescindimos de las constantes de normalizacion (que no
son relevantes a estos efectos), tanto Sq como Sv b Sm son
respectivamente las distancias de Minkowski, del valor absoluto
y del maximo en el espacio R™.

La maxima distancia, en cualquier caso, se alcanzara para
aquellas medidas difusas cuyas probabilidades asociadas sean
todas degeneradas en un punto (medidas de Dirac), de modo que
para una misma permutacién o, Po v P; se focalicen en puntos
distintos.

Esta maxima distancia se alcanza, por ejemplo, si tanto g
como g€’ son distintas probabilidades degeneradas, pues es sabido
(proposicién 2.8 del Capitulo II) que las probabilidades
asociadas a una medida difusa que es ella misma una probabilidad
coinciden con esta ultima. Tambien se alcanza la distancia
maxima si € ¥y 8 son las medidas de ignorancia superior e

inferior Pl0 y belo.#

Otra interesante propiedad de las distancias entre medidas
difusas es:

Proposicion 3.2

Para cualquiera de las distancias Sq, SV Y Sm se verifica
L3 *
S (g,8’)=S_(g ,8")
donde g* ¥ g’* son las medidas duales de g ¥ g’ respectivamente.

Demostracion:

Puesto que una medida difusa y su dual tienen asociadas las
mismas n! probabilidades, aunque con ordenes duales (proposicién
2.7 del Capitulo II), en las férmulas que definen las distancias
aparecen las mismas probabilidades para € y g’ que para g* Yy

*
g’ .#
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Por tanto una medida difusa dista de otra en la misma
cuantia en que distan sus medidas duales, lo cual resulta logico
desde el punto de vista de que medidas duales codifican la misma
informacion de diferente modo.

Teniendo en cuenta que las probabilidades son medidas
autoduales, se verifica:

Corolario 3.1

Para cualquiera de las distancias Sq, S, ¥ S,
S_(g,P)=S_(g",P)

para cualquier medida difusa g€ y cualquier probabilidad P.

Una medida difusa y su dual distan lo mismo de cualqguier
probabilidad, y tambien de cualquier medida autodual.

Puesto que tenemos diversas alternativas para la distancia
entre medidas difusas, se hacen necesarios algunos comentarios
sobre nuestra preferencia por alguna de ellas.

Considerando que trabajamos con distribuciones de
probabilidad, que la aditividad o su pérdida en las medidas
difusas seré uno de los aspectos que analizarémos, Yy que es
deseable que todas las probabilidades asociadas influyan en la
evaluacién de las distancias, pensamos que puede descartarse Sm,
en la que solo la mayor distancia entre probabilidades es
relevante, ademas de estar basada en una filosofia no aditiva.

La distancia Sv plantea la dificultad operativa, bien
conocida, de manejar el operador valor absoluto, ademas de
poseer un poder de discriminacion menor que Sq.

Finalmente, utilizaremos S2 de entre todas las del tipo Sq
por simplicidad, +teniendo en cuenta que por las razones
referidas con respecto al valor absoluto, las potencias de

exponente par son mas operativas. No obstante las demas
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distancias son validas y puede resultar interesante emplearlas
en algﬂn caso.

Antes de continuar, conviene hacer una reflexién. Hemos
basado nuestras definiciones de distancias entre medidas en el
hecho de que una medida difusa es un conjunto ordenado de
probabilidades. Otra perspectiva muy diferente que podemos
adoptar es basarse en que tambien una medida difusa cualquiera
es un conjunto ordenado de n! posibilidades. Entonces podemos
definir distancias entre posibilidades y emplear éstas para
definir la distancia entre medidas difusas.

Nuevamente, si identificamos una posibilidad con un punto
de R", cualquier distancia definida sobre ese espacio es vélida,
pero parece que por las caracteristicas de las medidas de
posibilidad, lo mejor es emplear la distancia del méximo (que
hemos rechazado en el enfoque probabilista).

Definicion 3.3

Si I y I’ son medidas de posibilidad sobre X, definimos la
distancia entre 1 y 1’ por

d(,1’ )= max | -m’
151 5n v v

dondefnzﬁ(g) y rl=nt (%) Yie{1,2,..,n>.

Como antes, la distancia entre posibilidades nos permite
definir una distancia entre medidas difusas.

Definicion 3.4

8i g y g’ son medidas difusas sobre X, c¢con posibilidades
asocladas HO y ﬂé , oeSn respectivamente, definimos

D(g,g’)= max d(M1_ ,07)= max max |7 -7’
oss, os8  1=isn
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Proposicion 3.3

D es una distancia en el conjunto M de las medidas difusas
definidas sobre X.

La demostracion es anéloga a la de la proposicién 3.1.

Una dificultad que aparece aqui, pero nho en el enfoque
anterior se debe a que, para una posibilidad, las nt
posibilidades asociadas no coinciden todas con la dada. Entonces
podria ocurrir que D(I1,I1’) no fuese una extensién de d(I,11°),
Afortunadamente no es asi.

Proposicion 3.4

81 II y II’ son posibilidades, ‘entonces

D(M, 117 )=d (1,1’ )

Demostracion:
Como ya sabemos, para la permutacion o=(c{1),c(2),..,o(n))
i i
T = = r ¥ y= .
chﬂb n({Xb“J,..,Xa“P') -Vin({kvﬁ> ’ jv1n0Q>
J: -

Como siempre existe una permutacion okesn tal que Ot(l)Zi,

¥y por tanto

k13 =T =7T.
oo A4y (&30 ¢ D] 1
1T v T
entonces

D(T, 17 )2 max |m -m’|=d(1,1"),
151 %n h

Por otra parte, puesto que para cualquier permutacion ¢
i i i
|1I = ]::’ S T’ Isvtﬂ ,—n’,|
OOy OO ¥ oGy oGy
J:
entonces
n

AN, T2)= \ fr, e <

T L= . =d({I1,n’y,
Oy ooy

n
Ly j:/i Iﬂmp—né‘(pl
Luego
D(, 11’ y=d4(n,n’)

y se verifica la igualdad. #
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De todas formas en el desarrollo posterior solo emplearemos
la via de las probabilidades con la distancia Sz, a la que por
simplificar notaremos solo por 8. Un estudio paralelo basado en
posibilidades y la distancia D puede ser objeto de trabajos

futuros.
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3.2. PROBABILIDAD MAS CERCANA A UNA MEDIDA DIFUSA.

Puesto que disponemos ya de una forma de medir el parecido
entre medidas difusas (por medio de 1la distancia §8), podemos
plantearnos hallar la probabilidad mas préxima a una medida
difusa dada. Resolver este problema puede resultar interesante
desde dos puntos de vista:

En primer lugar nos permite aproximar de 1la mejor manera
posible una medida difusa por una probabilidad. Si tal
aproximacién es suficientemente buena, se puede sustituir la
medida difusa por su probabilidad mas préxima, en caso de que
sea necesario aplicar las herramientas de la teoria de la
probabilidad, mas potentes que 1las de la teoria de medidas
difusas.

En segundo lugar, si evaluamos la distancia entre una
medida y la medida de probabilidad més préxima, disponemos de un
valor que cuantifica la desviacion de esa medida difusa respecto
de un comportamiento aditivo, es decir, podemos construir un
indice de la falta de aditividad de una medida difusa, que es
una de sus caracteristicas fundamentales.

En algunos problemas ( y cuando los valores de 1la medida
difusa representaﬁ grados de creencia) se habla de medidas
optimistas y pesimistas, situando, la neutralidad en las
probabilidades. El indice que definiremos también puede dar idea
del grado de optimismo o pesimismo de una medida difusa.

El problema de cuantificar la falta de aditividad de una
medida difusa es anélogo al aque se plantea 1la teoria de
subconjuntos difusos de medir la difusividad de los mismos, es
decir, como de difusos son, entendiendo esto como lejania de un

comportamiento nitido (entropia difusa).
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Asil pues, dada una medida difusa g, el problema que
queremos resolver es el de encontrar la probabilidad Pg que
minimiza la distancia de g a una probabilidad, es decir,
encontrar Pg tal que

S(g,P Y= min S(g,P).
9 PePR

Proposicion 3.5

Dada una medida difusa g, con probabilidades asociadas Po-,
oesn, la probabilidad mas préxima a dicha medida, Pg, es el

promedio de las probabilidades asociadas a g

1
= — A4 .
Pg(x) n!oi:‘gnf’o(x) xeX

Demostracion:

Teniendo en cuenta como se define la distancia 8, debemos

resclver

min /1/<2n!) L % (p,, -p )
P<PR & i=1

Como la raiz cuadrada y las constantes no influyen para

minimizar, el problema se reduce a obtener:

1g] 2
min ¥ L (p_.-r ) = min f(r.,p..,...T ).
P<PR ¢ i=2+ °° °  pepr ' 2 "

Si derivamos parcialmente

a
—_— = - = - | -
= -2 L (p,,~p)=0 & L p_=n!p, sea
6p,L o4 &
—1 /1y ] 3 r]
pi—l/n. Y P Vie{1,2,..,n>,
(o4
es el ﬂnico posible minimo. Para asegurarnos, construimos el

hessiano H con las derivadas parciales segundas

=0; = 2n! Vi,je{l,Z,..,n}
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0 0....2n1?
Como H es una matriz obviamente definida positiva,

P (x)=1/n! E P_(x)

es la probabilidad mas préxima a la medida difusa g.#

La probabilidad mas cercana a una medida difusa es , pues,
el centro de gravedad de sus probabilidades asociadas.

Estudiemos los casos particulares de evidencias v
posibilidades.

Proposicion 3.6

©i g es wuna medida de creencia o plausibilidad con
asignacién bésica de probabilidad m, la probabilidad mas préxima
a € es la resultante de equidistribuir la masa de evidencia de

cada subconjunto del referencial entre sus elementos, es decir
m{A}

P (x)= ¢
g X EA ]A{

siendo |A| el cardinal del conjunto A.

Demostracion:

Supondremos que g es una creencia. En caso de que g fuese
una plausibilidad obtendrfamos el resultado por dualidad.
Puesto que g puede expresarse como

g(B)= L m(A)

ASH

y dada una permutacion o, si k.L es tal que U(kl):i entonces

po'(xt):g({xo«n’ 0t ’xo*(k)} )‘—g({xou)’ " ’Xo«ki—n} )=
1
= )N m(A)
ASx ZkEk. >
ok i
X €A

1

Luego
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pg(xi)=1/n! Lp (x)=1/n! L r m(A).
o

o ASx skZk. >
ok i

x . €A
1
¢ Cuantas veces aparece m(A) en esa expresion, para cada
x.€A ?. Tantas como permutaciones haya donde los |A| elementos
de A ocupen los IAI primeros lugares en la ordenacion ¢generada
ror la permutacion. Como hay tantas permutaciones en las que X,
es el primero de los puntos de A que aparecen como aquellas en

que sea otro punto de A el que aparece primero, entonces el

numero total es n!/|A|. Luego

1 n! m(A)
P(x)="""—" L m(A)= & — .#
9 n! |A] x ea x €A | Al

1

Esta probabilidad coincide con la que, de una forma un
tanto empirica, proponen Dubois y Prade [19] como probabilidad
asociada a una evidencia, esto es, como la forma més razonable
de "probabilizar" a esta.

Nuestra formulaoién provee ademés un mecanismo de
interpretaeién de 1los funcionales definibles sobre una
evidencia. En efecto, dada una evidencia m, como se ha recogido
en el Capftulo I, pueden definirse dos funcionales, denominados

integral superior e integral inferior, de la forma:

I"(h/m)= £ (m(A) max h(x))

ASH X, €A
i

Le(h/m)y=E (m(A) min h(x})

ASXK X . EA
v

que Sson un  caso particular de la esperanza monétona,
correspondientes a las medidas de plausibilidad y creencia
respectivamente. Pues bién, la esperanza matemética con respecto
a Pg proporciona el funcional

n n m(A)
E.(h)= L h(xt)pg(xt)= L hix)(Z )=

X,

g i=4 i=4 €A ‘A]

1
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1
= Z m(AY(— I h(x)),
ASX |A[ x . €A
T
que puede considerarse intermedio entre las integrales superior
e inferior, e interpretarse como una valoracion “neutra" entre
el "optimismo" de la primera y el "pesimismo"” de la segunda.

Si la probabilidad Pg mas préxima a £ resulta de especial
interes en el caso en que g proviene de una evidencia, otro
tanto ocurre cuando g es una medida de posibilidad. En efecto,
en el trabajo anteriormente citado, Dubois y Prade desarrollan

un mecanismo de asignacion de una probabilidad P a una medida de

posibilidad N dada, y reciprocamente; su resultado, dado por:

1 n 1
p= T 7 = ﬂj i=1l,..,n
i i=i+d J(j-1)

con niznzz__,znn
tambien coincide con la probabilidad Pn mas préxima aIl, puesto
que Dubois y Prade probaron que P coincide con 1la probabilidad
que se asociaria a 1 por el hecho de ser esta una medida de
plausibilidad.

Yolviendo al caso general, la asignacién de una
probabilidad a una medida difusa dada mediante el mecanismo de
la minima distancia verifica wuna interesante propiedad de

continuidad, recogida en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.7

Dotando al conjunto M de medidas difusas definidas sobre X
de la topologia inducida por la distancia S, y al conjunto PR de
las probabilidades definidas sobre X de 1la topologia inducida
por la distancia s, la aplicacién que a cada medida difusa le
hace corresponder la probabilidad mas préxima a ella

M——PR
g—F

g
es continua.
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Demostracion:
4
Podemos identificar M y PR con subconjuntos de any 13
respectivamente. Ademés S ¥y s son, salvo constantes, las

distancias euclideas en estos espacios. En esas condiciones, la

aplicacion que a

. oﬁ,..,pai,'.’poh’.-..,po 1""pa n)
1 1 2 2 ! nt

le hace corresponder

P=(1/n! ¥ p,,1/m!' L Pp,.....1/n! T p, ),
aeSn aesn aesn

es obviamente continua. #

Por tanto medidas muy cercanas l1levan asociadas
probabilidades mas préximas tambien muy cercanas.

Veamos algunos ejemplos sencillos del célculo de la
probabilidad mas préxima a una medida difusa y de la distancia
minima entre ellas.

Ejemplo 3.1

Consideremos el referencial X:{Xi,Xé,Xé}, ¥ una medida de
posibilidad N definida por
ﬂ(xi)ZI, n(x,)=a, n(x,)=b, siendo aZb.

Las 6 probabilidades asociadas son

o1 o2 o3
(1,2, 3) 1 0 0
(1,3,2) 1 0 0
(2,1,3) 1-a a 0
(2,3,1) 1-a a 0
(3,1,2) 1-b 0 b
(3,2,1) l-a a-b b

Cuando, como en este caso, el numero n de elementos del
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referencial es tres, podemos representar la medida difusa
representando sus probabilidades asociadas como puntos de r?

i i 2= = = =
pertenecientes al hiperplano x+y+z=1 (x p01, Y=P_,> poa)

Representacién gréfica de II.

Esta representacién nos permitiré visualizar e interpretar
geométricamente muchos resultados y conceptos. Desgraciadamente
para nz4 la representabién gréfica ya no es posible, aunque si
la interpretacién geométrica.

La probabilidad més cercana a Il es Pﬂr definida por
1 1
pn(x1)~1— ;a— Zb
i 1
pn(xz)_:?a_ Eb

1
pn(xa):gb

La minima distancia, S(H,Pn) es

2 .2
S(M, P ):V//a +b- ab
" 4

Eijemplo 3.2

Sea de nuevo X:{xﬂ>%,xg} ym la a.b.p. asociada a una
evidencia. Si notamos nk:m(<x§¥), mu:m({ang}) y m, =m(X),
las probabilidades asociadas a la creencia

bel(A)= ¥ m(B)

B<A
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e Poy Poa Poa
(1,2,3) my I, +m, ., 1—m1—mz-m12
(1,3,2) m, 1-m -m,-m,, My +I, 5
(2,1,3) m,+m, ., m, 1—m1—m2—m12
(2,3,1) 1-m,-m,-m, m, M, +m, 4
(3,1,2) m,+m, g 1-m, -m,-m, m,

(3,2,1) 1~m2-m3 T, | m,tm,g m,

La probabilidad més préxima es Pm definida por

(x )= +1( + +2
P X p=m +o{m,, mm) 3M5g

( _ 1 N L1
P (X, ) =m,+z ( m,+tm,, ) EYLP

(x,)=m_+>(m,_+m,_)}+=
P (X, =m, E(mia M,y /T35 5y

La minima distancia es

S(mP)—/1(2+2+2)+12+1 ( + + )+
w7 Ay T I, M a5 g (I P 5 FT,

1

+—(m, _m

+ +1
S (m, m _m m o_m )

13 12 23 13 23

Una vez resuelto el problema de encontrar la probabilidad
mas proxima a una medida difusa dada, inmediatamente podemos
pensar en hallar la probabilidad més cercana a un conjunto

finito de medidas difusas, o més generalmente, la medida difusa

g, mas cercana a un conjunto G:<g1,g2,..,gm) de medidas difusas.

Esta medida podria considerarse en cierto modo como una medida
de compromiso entre las iniciales, una medida promedio. Asi,
tendri amos un acuerdo entre opiniones o informaciones, y la

distancia entre la medida hallada y las iniciales daria idea del
grado de conflicto entre esas opiniones o informaciones.

Naturalmente primero hay que escoger la manera de medir la

distancia de una medida difusa a un conjunto de medidas.
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Nosotros hemos elegido, para mantener la coherencia con 1la

eleccion de S, la siguiente:

Definicion 3.5
Dadas medidas difusas go,gi,...,gm, definimos la distancia

de g, al conjunto G:{gi,gz,..,gm} mediante

s°<g°,s>=¢// L s*(e,.e,)
i=1

El término distancia se usa aqui en un sentido no riguroso,
dado que no es una verdadera distancia, aunque esta nomenclatura
es habitualmente utilizada por abuso de lenguaje al establecer
valoraciones de la discrepancia entre puntos y conjuntos.

Proposicion 3.8

Dado el conjunto de medidas difusas G:{gi,gz,..,g ¥ la

m

probabilidad PG mas préxima a G es

»
3| »

pa(x)ai; L pg(x)z :

1=1 i i

31

3

T p(x) VxeX
i <

donde P; es la probabilidad asociada a la medida g€, para la

rermutacion GeSn, i=1,..,m.

Demostracion:

Hay que minimizar la funcion

m n
i 2
L,(P)=f(p,,...p )= L L I (p,-p,)
=41 O j=1
51 derivamos parcialmente
afd m ) 1 1 m i
L — —
T T2 L E(p,p)=0 e p= o L L op,,
6p i=1 ¢ i=1 &

5i calculamos el hessiano HG obtenemos
HG=2mn!Ih
donde In es la matriz unidad de orden n, de modo que HG es una

matriz definida positiva. #
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Asi pues, la probabilidad mas préxima a un conjunto de
medidas difusas se obtiene promediando las mn! probabilidades
asociadas a esas medidas (o promediando las m probabilidades mas
préximas a cada medida gt).

Proposicion 3.9

Dado un conjunto de medidas difusas G:{gi,gz,..,gm>, l1a

medida difusa mas proxima a G es

1

g,(A)= = L g(A) VaASX
i=4

d
es decir, la combinacion convexa uniforme de las medidas que
rd
estan en G.

Demostracion:

Notando como es habitual PO b4 P; a las probabilidades

asociadas a g ¥ g, respectivamente, debemos minimizar

m n i 2
f(g)= L £ L (Pofi%ﬁ}
i=1 ¢© j=1
of m i PR
apvj ) _21§1(poj_pcj):o < Paj: ™ igipoj

El hessianoc en este caso es

H:ZmInn

t
que es definido positivo. El minimo se alcanza pues para la

medida difusa g, con probabilidades asociadas
m .
1 i
Pa" - ,Z Po
1=1
y puede comprobarse facilmente que esas probabilidades

corresponden a la medida difusa

[°8

m
QG: o ? g . #
Como para el caso de la probabilidad mas proxima a una
medida difusa dada, la medida difusa mas préxima a un conjunto
de medidas posee interesantes propiedades en relacion con la

esperanza monotona.
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Proposicién 3.10

Si €, es la medida difusa mas préxima al conjunto de
medidas difusas szgi,gz,..,gm>, para cualquier funecion
h:Xr——eﬁi se verifica
1

E (h)=: T E

(h)
a L=4 gi.

es decir, la esperanza monotona respecto a g€, es el promedio de
las esperanzas monotonas respecto a las medidas difusas de G.

Demostracion:

Puesto que g€, €S una combinacion convexa de las medidas
gi,izl,..,m, una propiedad de la esperanza monotona estudiada en

el Capfitulo I garantiza el resultado.#

Diversas familias de medidas difusas, como las ordenadas,
las aditivo-coherentes, las que acotan una probabilidad, las
representables, las capacidades de orden dos y 1las evidencias,
son cerradas frente a combinaciones convexas (ver por ejemplo
Lamata [371). Por tanto podemos afirmar que la medida difusa més
préxima a un conjunto de medidas difusas de una de esas familias
tambien es de la misma familia.

Las familias de evidencias consonantes y de evidencias de
tipo crisp no son convexas, pero su clausura convexa es la
familia de evidencias. Asi, la medida difusa mas préxima a un
conjunto de evidencias consonantes o de medidas de tipo crisp es

una evidencia.
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3.3. INDICE DE NO ADITIVIDAD DE MEDIDAS DIFUSAS.

Puesto que el problema de encontrar la probabilidad Pg mas
préxima a una medida difusa dada g tiene solucién, ¥y podemos
calcular la distancia de la medida a dicha probabilidad, tal
distancia proporciona una cuantificacion de lo que se aparta g
de una filosofia probabilista, de un comportamiento aditivo.

Una de las formas de evaluar como de difuso es un
determinado subconjunto difuso de un referencial es medir de
alguna manera su lejania de un subconjunto crisp apropiado. En
nuestro caso el método es semejante; para ver cuan difusa es una
medida difusa (entendiendo que difuso aqui significa una
ausencia de aditividad), podemos medir 1la distancia a la
probabilidad més cercana.

Puesto que todo subconjunto difuso normalizado induce una
medida de posibilidad y reciprocamente, hay que aclarar que la
difusividad como subconjunto y 1la falta de aditividad como
medida no son el mismo concepto (y por eso nuestro indice de no
aditividad, restringido a posibilidades no tiene que verificar
ninguna de las axiomaticas existentes para los indices de
difusividad (ver por ejemplo De Luca y Termini [ 141 y [151})).
Quizas la minima distancia de una posibilidad a medidas difusas
de tipo crisp pudiera interpretarse como un indice de
difusividad, aunque no entramos mas en ese tema.

Partimos de una medida difusa g, que tiene por
probabilidades asociadas Po OeSn. La probabilidad mas préxima

es

y la distancia de g a Pq es
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5(g,P y=/1/(2n!) T
g <

que tambien puede escribirse

8(a,P)=/1/(2n!") £ L (L (p,, v, )

o't Ti
oceS iz1 TES t
n n

Como deseamos que nuestro indice de no aditividad varie
entre cero y uno, veamos que valores extremos puede tomar
S(g,Pg)-

Lema 3.2

S(g,Pg) toma valor minimo igual a cero si y solo si g es

una probabilidad, y cuando g es una medida de ignorancia alcanza

n-1
valor maximo igual a / 55" .

Demostracion:

La primera afirmacién es evidente, puesto que 8§ es una
distancia.

De 1la expresién de la distancia de g a Pg puede deducirse
que esta sera méxima para aquella medida que tenga asociadas
probabilidades degeneradas, todas las posibles y en igual n&mero

(como le ocurre a las medidas de ignorancia), en cuyo caso

S(g,P )= V/§/<2n13)[<n-1)1 (n!—(n—1)1)2+(n—1)!z(n!—(n-l}!)]n =

n-1
Z2n

Definicion 3.6

Se define el indice de no aditividad de una medida difusa

g, con probabilidades asociadas Po, oeSn como

Alg)= 8- 5(g,P )= /—‘l— L r £ 5,2 0
¢ n-1 n! i=1 oel, TES,
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Proposioién 3.11

El indice A(-) verifica
(a) A(g)el 0,11 Vg=m.
(b) A(g)=0 si y solo si g es una probabilidad.
(e) A(g)=1 si g es una medida de ignorancia.

(d) S8i g es la medida difusa dual de g, entonces A(g)=A(g").

4
Demostracion:

(a), (b) ¥y (c) son evidentes por el lema anterior; (d) se

.3
deduce de que g y g tienen las mismas probabilidades

asociadas. #

Otra interesante propiedad de A{(+) es la siguiente:

Proposicion 3.12

La aplicacion

A:M——L0, 11
g —— A(g)

es continua respecto de la topologia inducida en M por la
distancia S (y la topologia usual en [0, 11).

Demostracion:

81 notamos k= %%T , podemos decir que
A(g):kS(g,Pg).
Como 85 es una distancia en M
S(g,Pg}S%(g,g’)+S(g’,Pg)SQCg,g’)+S(g’,P¢)+S(Pq,Pg)
¥ por tanto
A(g)—A(é’):k(S(g,Pg)—S(g’,ng)ﬁk(S(g,g’)+S(Pg »F ) Vg, g’ M.
Razonando analogamente obtenemos
A(g’)—A(g)Sk(S(g,g’)+S(Pg 2P
y de este modo

|A(g)—A(g’)ISk(S(g,g’)+S(Pg ;P )Y Ve, g’ <l

Puesto que S restringido a probabilidades coincide con s, ¥
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la aplicacién que asocia Pg a g es continua

£
2k

Si elegimos 6:min(6’,—§i), entonces, si S(g,g’}<é

3 &°>0 tal que S(g,g8°)<E = S(Pg ,Py)<

|AC@)-A(g” ) [Sk(S(g, @ ) +8(P_ ,P_)) <k(S+—p)=K(—g + —55) ==,

para cualquier £>0, y por tanto A(e) es continua.#

Asi pues, medidas difusas proximas entre si{ muestran una
falta de aditividad parecida, como era de esperar.

Antes de proseguir queremos hacer algunos comentarios sobre
la relacion entre aditividad y autodualidad en medidas difusas.
Es conocido que si una medida es aditiva (probabilidad) es
autodual; el reciproco no es cierto: hay medidas autoduales que
no son aditivas. La autodualidad es desde nuestro punto de
vista, y hablando libremente, una casualidad en las medidas de
probabilidad: una medida difusa por el hecho de ser autodual no
tiene que ser ni mas ni menos aditiva que otra. Se puede dar la
situacion extrema de una medida autodual con indice de no
aditividad méximo, como es el caso, en X:{xf>%,x5} de la medida
difusa g definida por

g{tx > )=g({x 2> )=g({x, > )=0

g8{{x,, x> )=g({x, x> )= ({x,, x> )=1
cuyas probabilidades asociadas son las mismas que 1as de las
medidas de ignorancia, como se puede fécilmente comprobar.

Nota: Sin embargo, para algunas familias particulares de
medidas difusas (como las aditivo-coherentes y las que acotan
una probabilidad) la aditividad Y la autodualidad son
equivalentes. En tales casos, el valor S(g,g*), que podria
considerarse un indice adecuado de autodualidad, seria tambien
de no aditividad.

No es fécil obtener expresiones concretas de A(g) para
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diferentes tipos de medidas difusas, debido a la dificultad de
calcular de forma teorica las n! probabilidades asociadas. Para
n=3 si hemos visto (ejemplos 3.1 y 3.2) expresiones generales de
S(g,Pg) para posibilidades y evidencias, que normalizadas
(multiplicando por V[gﬂ ) proporcionan el indice A(g); con esta
informacién empi rica, A(g) parece tener un comportamiento
adecuado como indice de no aditividad. Para evidencias de tipo
crisp si es posible obtener una expresién general.

Proposicion 3,13

Sea g una evidencia de tipo crisp focalizada en el conjunto

B, de modo que [B|=p (y |X|=n). Entonces

_ n(p-1)
A=Y e

Sea g una medida crisp inferior; en caso de considerar la

Demostracion:

medida superior, el resultado se obtiene por dualidad.

1 s1 A=B
g(A)=

0 en otro caso
Las probabilidades asociadas a g son probabilidades
degeneradas en cada uno de los elementos de B, n!/p de cada

tipo. Por tanto
_/ n ifnl, 12, _nt Lz2] _
Alg)= ‘/n_1 LEa- brew- 2hd]e -

- 1/_2__ 1 ezl _ /on(p-l)
n-1n!"" p p(n-1) ?

yva que la probabilidad mas préxima a g es

f 1/p si1 x=B

P (x)=
g [ 0 si xeB

El indice de no aditividad de wuna evidencia crisp solo
depende del numero de elementos del referencial y del numero de

elementos del foco.
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Corolario 3.2

Sean g, ¥ = dos evidencias crisp focalizadas en 1los

subconjuntos B ¥y C de X, respectivamente.

Si |B|=|C| entonces A(g,)=A(g,).

Este resultado es muy légioo: cuanto mayor es el conjunto

donde se concentra la evidencia, menos aditiva resulta esta.
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3.4. INDICES DE INFORMACION PARA MEDIDAS DIFUSAS.

En este apartado el problema que planteamos es el
siguiente: supongamos que en una medida difusa g, para cualquier
subconjunto A de X, el valor g(A) representa el grado de
creencia en que un elemento desconocido x, del referencial X
esta en el subconjunto A; esta idea esta presente en el origen
de las mas importantes aportaciones a la teoria de medidas
difusas ( como la propia definicion de medida difusa de
Sugeno (521, la definicion de medidas de posibilidad de
Zadeh [621 o la interpretacién en términos de medidas difusas
de las medidas de evidencia de Shafer [461).

Solo interpretaremos (en este apartado) el significado de
una medida difusa en el sentido anterior. Todo lo que sigue no
tendria sentido en caso de que g modelizara, por ejemplo, grados
de importancia de subconjuntos del referencial.

En este contexto, es de enorme interes tratar de estudiar
las medidas difusas desde el punto de vista de la informacion

.

que aportan para la determinacion de ese elemento X,
desconocido. Evidentemente seré preferible una medida difusa a
otra, si la primera nos proporciocna una informacién que nos
permita elegir con mas certeza cual es el elemento buscado que
la segunda.

Las medidas difusas modelizan la informacion disponible,
pero si en ﬁltimo extremo hay que tomar una decisién sobre cual
es el elemento desconocido, Seré preferible aquella medida que
lo delimite mejor. Por supuesto hay que suponer ciertas las
diferentes informaciones que tengamos. Surgen entonces problemas

de compatibilidad y de combinaoién entre las diferentes

informaciones en los que, de momento, no entramos. Nuestro
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objetivo ahora es dar un indice de 1la calidad de una medida
difusa para delimitar el elemento Xy -

Las probabilidades proporcionan informaciones precisas,
pero dispersas, mientras que las posibilidades ofrecen
informaciones imprecisas, pero totalmente coherentes, siendo
ambas situaciones extremas. En medio se situan las restantes
medidas difusas que reflejan en general informaciones, ni
totalmente precisas, ni completamente coherentes.

Pensamos que, pese a la precisién que poseen las medidas de
probabilidad, no pueden en general considerarse como las mas
informativas, y asi, el indice A(g) definido en el apartado
anterior, puesto que solo refleja parecido a una probabilidad,
no puede entenderse como un indice de informacion. Es posible
imaginar situaciones en que, frente a una medida difusa muy
préxima a la probabilidad uniforme, tengamos otra medida que se
aproxime (aungque menos) a otra probabilidad més informativa, ¥
puede que sea preferible esta ﬁltima desde el punto de vista de
la determinacion de X, - Veamos un ejemplo concreto:

Ejemploc 3.3

sea X:{Xi’xé’xé} v sean £ ¥ &’ medidas difusas sobre X

definidas por

A g(A) | g’ (A)
x> 1/3 0.8
ix,> 1/3

{xa} 1/3

<x1,x2} 2/3

<x1,x3} 2/3

i{x . ,x.>| b5/6
2 3

O] O] O O O
B O O = N

S5i calculamos sus probabilidades asociadas,
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o P P p

o1 oz o3 Poys Poz  Pos
(1,2,3) 1/3 1/3 1/3 0.8 0.1 0.1
(1,3,2) 1/3 1/3 1/3 0.8 0.1 0.1
(2,1, 3) 1/3 1/3 1/3 0.7 0.2 0.1
(2,3,1) 1i/6 1/3 1/2 0.6 0.2 0.2
(3,1,2) 1/3 1/3 1/3 0.8 0.1 0.1
(3,2,1) i/6 1/2 1/3 0.6 0.3 0.1

La representacion geometrica de g y g’ es

&

Las probabilidades més préximas son
P_ (0.27, 0.361, 0.361)
que es muy parecida a la probabilidad uniforme, ¥y
P (0.718, 0.18, 0.118)
que es razonablemente cercana a una probabilidad degenerada. El
indice de no aditividad de cada medida es
A(g)=0.144 , A(g’)=0.15
Luego g es algo mas parecida a una probabilidad. En cambio
creemos que g’ es preferible desde el punto de vista de la
informaoién, ya que ésta se dirige hacia un elemento concreto
(x1 en este caso) més claramente que g.
Las medidas difusas mas informativas no cabe duda que son

las probabilidades PL degeneradas en cada punto X, (medidas de

Dirac)
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Pi(xi):1 s Pt(xj):o Vi*i
puesto que sin ningﬁn género de dudas indican el punto x  como
el ﬁnico posible, no producen incertidumbre alguna.

En un contexto probabilistico tradicional se considera que
la representacién de la mayor incertidumbre es la probabilidad
uniforme. En el campo mas general de las medidas difusas,
pensamos que esta idea no debe mantenerse, pues una distribucion
uniforme supone que hay tantas razones para pensar que el
elemento X, es X como que es x&, para cualquier iy Jj, ¥ esto
supone, o disponer de una informacion previa en tal sentido, o
hacer uso del principio de 1la razén insuficiente.

Una forma mas adecuada de reflejar un estado de verdadera
ignorancia es decir que cualquier elemento es posible con grado

maximo, y necesario con grado cero, lo cual se traduce en las

medidas difusas de ignorancia superior e inferior

1 si A*O
Pl (A)=

0 si A=O

0 si A®X
belo(A):

1 si A=X

con asignacion basica de probabilidad

1 si A=X
m (A)= {

0 si A®X

3.4.1. MEDIDAS DE ENTROPIA.

En Yager [58]1 ¥y [59] se da una definicion de entropia para
evidencias que generaliza la nocion de entropia de Shannon. La
definicion siguiente es una caracterizacion de la misma dada por

el propioc Yager.
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Definicion 3.7
Sea una evidencia definida sobre X, con a.b.p. m Yy medida
de plausibilidad asociada Pl. Se define 1la entropfia de dicha

evidencia como

E(m)= - ¥ m(A)In(PL(A))

ASX

donde 1n representa la funcion logaritmo neperiano.

En el mismo trabajo pueden encontrarse las propiedades que
verifica E(m).

Esta entropia presenta un serio inconveniente, debido a que
tanto 1las evidencias posibilisticas (y en particular la
ignorancia Plo) como las medidas de Dirac tienen entropia nula,
y la incertidumbre es méxima cuando dispongamos de Pl0 v nula
cuando tengamos Pi. Por tanto E{(m) no es una buena medida de
incertidumbre.

Para obviar este problema, el propio Yager ([53)1 y [601)
introduce la medida de especificidad asociada a una evidencia
{ver también Higashi y Klir (251 y Dubois y Prade [201}.

d
Definicion 3.8

Sea una evidencia en X representada por la a.b.p. mnm. Se

define la especificidad de esa evidencia mediante

m(A)
Sp(m)= X TAT
ASK A
AFED
Entre otras propiedades, que pueden encontrarse en las
referencias citadas, destacamos aqui que la especificidad

alcanza valor minimo (1/[X|) para la ignorancia m , vy es maxima
e igual a uno para probabilidades.

La entropia mide la inconsistencia de una evidencia, y la
especificidad mide la precisién de la misma: si la evidencia se

concentra en conjuntos de cardinal pequefio la especificidad sera
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alta, y si lo hace en conjuntos de cardinal grande, esta sera
baja. Seg&n Yager, la combinacion de ambas medidas proporciona
una idea de la calidad de la evidencia.

Moral [381, en esa misma linea, mejora los trabajos de
Yager construyendo indices que resuman en uno las medidas de
entropia y de especificidad.

La principal limitacion que, desde nuestro punto de vista,
presentan estas formulaciones es que son especificas para
evidencias, y no se pueden extender a medidas difusas més
generales.

En una linea no muy divergente de 1la seguida por Yager,
pero aplicable a casos mas generales, podemos hacer uso de
nuestra caracterizacion por conjuntos ordenados de n!
probabilidades de medidas difusas cualesquiera, y definir una
entropi a para las mismas.

Definicién 3.9

Sea g una medida difusa cualquiera definida sobre el
referencial X, y sean Po, OGSD sus probabilidades asociadas.
Definimos la entropia de g como

En(g)= % & e(P_),

NoZ=ts
donde e(.) representa la entropia de SBhannon para probabilidades

e(P)= - & p(x)In(p(x)}.

1=4

Proposicion 3.14

'S1i P es una probabilidad, entonces En(P)=e(P).

Demostracion:

Si P es una probabilidad, las n! probabilidades asociadas
coinciden con P: POZP Voesn. Por tanto

En(P)= %, L e(P)=e(P).#

‘e
n
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Asi pues, En( e+« ) generaliza la nocién de entropia de
Shannon, aunque no la entropfa de Yager para evidencias, como
puede comprobarse facilmente. Tambien es evidente que una medida
difusa y su dual tienen la misma entropia. Asi mismo, puede
verificarse que En(+) es una funcion continua respecto de la
topologia inducida en M por la distancia S.

Proposicién 3.15

Sea g una medida difusa ¥y Pa, oeSn sus probabilidades
asociadas. Entonces En(g)=0 si y solamente si todas las

probabilidades asociadas son medidas de Dirac.

Demostraoién:
Puesto que e(P)=0 =i y solo si P=P" para algun
ief1,2,..,n>, entonces, ¥y puesto que e(P)=0 cualquiera que sea

la probabilidad P,
En{g)=0 < e(pa):O VUGSD

v el resultado es ya evidente. #

No es facil fijar las clases de medidas difusas con
entroplia nula, pero es posible dar una caracterizacién de las
mismas si nos restringimos a las capacidades de orden dos, que
constituyen una amplia clase de medidas difusas con interesantes
propiedades y que estudiaremos mas extensamente en el capitulo
siguiente.

Proposicion 3.16

Si g es una capacidad de orden dos, entonces
En{(g)=0 « g es una evidencia de tipo crisp.

Demostracion:

La condicion suficiente es evidente, puesto que toda
evidencia de tipo crisp tiene asociadas probabilidades

degeneradas, lo que por la proposicion anterior equivale a que
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tenga entropia nula.

Para la condicion necesaria, de nuevo por la proposicion
3.15 basta probar que cualquier capacidad de orden dos g que
tenga todas sus probabilidades asociadas degeneradas, lo que
evidentemente equivale a que se verifique

g(A)=0 o 1 VASX,
es de tipo crisp.

Haremos la demostracion para capacidades inferiores de
orden dos, y puesto que g y g*e tienen asociadas las mismas
probabilidades, el resultado se oumpliré tambien para
capacidades superiores de orden dos.

Yamos a probar que existe CSX tal que

VARC g(A)=1

y
VARC g(A)=0

Supongamos que no fuese cierto. Entonces
JA2C tal que g(A)=0
YOS o

JA2C tal que g(A)=1
Sea C#X tal que g(C)=1 (si VYC=X, g(C)=0 entonces g es la
medida de ignorancia belo, que es de tipo crisp). No puede
existir un subconjunto A2C de modo que g(A)=0, luego 3A;§C tal
que g(Ai):1. Puesto que
g(AﬁJC}+g(ﬁamC)2g(éa)+g(C}:2
entonces g(ANC)=1 y |ANC|<|C|, puesto que AZC.
Dado ANC, 3AFANC y g(A,)=1. De nuevo
g(A%u(AamC})+g{A&rmanC)2g(Ab)+g(AHmC):2
y por tanto g(A,NANC)=1, y [AbﬂéaﬂCf<|AaﬁC|.
Si continuamos este proceso podemos llegar, en a lo sumo
|C|-1 pasos a
g(a_n.. NANC)=g({x>)=1

y otra vesz E!A.Li{xk} tal que g(AL):l. Como Atﬁ{xk}:ﬁ obtenemos
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1=g (AKX, > )+ (@)2g (A ) +8(<x > =2,

1o cual es absurdo, y por tanto g es de tipo crisp.#

Asi, nuestra entropia solo es nula para evidencias crisp,
que son las ﬁnicas capacidades completamente coherentes (pues
son posibilidades) y al mismo tiempo representan una informaci&n
con certidumbre total, aunque con dispersién variable (méxima en
la ignorancia y nula en las medidas de Dirac).

En este sentido nuestra entropia se comporta mejor que la
de Yager, pues esta se anula tambien para posibilidades
cualesquiera (més aﬂn, para todas las evidencias cuyos elementos
focales se corten dos a dos).

De todos modos En( + ) presenta el inconveniente de no
discriminar entre las diferentes medidas crisp. Asi, como le
ocurre a E(.), tanto la ignorancia como las probabilidades
degeneradas tienen entropia nula. Para superar esta dificultad,
y de modo anélogo a lo que hace Yager mediante la especificidad,
se podria complementar nuestra entropia con el indice de no
aditividad A(-) definido en el apartado anterior, para obtener
una pareja de valores que, conjuntamente, midan la “"calidad" de

una medida difusa.

En las siguientes secciones se presentan otras alternativas
totalmente diferentes para definir indices de incertidumbre para
medidas difusas, que se basan en la distancia entre medidas
definida en el apartado 3.1. Ello es posible si se tiene en
cuenta que las medidas que proporcionan mas incertidumbre son
las de ignorancia bel0 Vv Plo, v las que proporcionan menos Sson

las medidas de Dirac. Asi, caben varias opciones que pasamos a

7
analizar a continuacion.



Los elementos que manejaremos son: una medida difusa g, sus
probabilidades asociadas P, aeSn, la probabilidad mas préxima a
g, Pg, las medidas de ignorancia belo ¥ Plo, la probabilidad
uniforme Pu v las medidas de Dirac Pt, i=1,..,n.

Una primera opcién seria calcular la distancia de Pg a la
probabilidad uniforme Pu, ¥y una segunda hallar la distancia de
Pg a las probabilidades Pi, Sin embargo rechazamos ambos metodos
porque para calcular la distancia resumen la informacion de g en
una unica probabilidad Pg, con evidente pérdida de informacion.

Otra posibilidad es emplear la distancia de la medida g a
Pu. Tampoco es aceptable este método porque presupone gque la
medida menos informativa es la probabilidad uniforme, lo cual no
es cierto en el campo de las medidas difusas.

A&n quedan dos alternativas que consideramos vélidas:

a) Medir la distancia entre g y una medida de ignorancia, 1lo que

proporciona un indice de certidumbre: a mayor distancia, menos

incertidumbre genera g.
b) Medir la distancia entre g vy las medidas de Dirac, lo que

produce un indice de incertidumbre: a mayor distancia, mas

incertidumbre proporciona la medida difusa g.

Estudiemos por separado estos dos metodos.

3.4.2. INDICE DE CERTIDUMBRE.

Medir la distancia de una medida difusa a una medida de
ignorancia presenta el problema de que, puesto que disponemos de
dos codificaciones de la ignorancia, bel0 v Plo, cabria
condiderar dos distancias para una misma medida; ¢, Cual debemos

elegir 9. Parece légioo pensar que aquella codificacion de la

ignorancia que se adecue mas a las caracteristicas de la medida



difusa en cuestion. Puesto que toda medida difusa g tiene una
codificacion dual g*, A bel0 v Pl0 son medidas duales, creemos
que las medidas pueden clasificarse en dos categorias: las mas
préximas a bel0 (de tipo pesimista) y las mas cercanas a Pl0 {(de
tipo optimista). Asi, elegiremos la medida de ignorancia que se
parezca mas a g.

Definicion 3.10

Sea g una medida difusa sobre X y sean bel0 v Pl0 las
medidas de ignorancia. Definimos el indice de certidumbre de g
como

C(g)=min(S(g,bel ), S(g,P1 ))

siendo S la distancia entre medidas habitual.

Estudiemos a continuacion algunas propiedades de C(*}.

Proposicion 3.17

El indice de certidumbre C(*) verifica:
(a) C(g)=0 si y solamente si g=bel o g=Pl.
(b) C(g):min(S(g,belo),S(g*,belo)):min(S(g*,Plo},S{g,Plo}).
(c) Clg)=C(g").

Demostracion:

(a) es evidente por ser 8 una distancia.
(b) ¥ (¢) se deducen de que la distancia entre dos medidas

y sus duales es la misma.

Proposicion 3.18

C(*) es una funcion continua entre M, con 1la topologlia
inducida por la distancia S8, y IR con la topologia usual.

Demostracion:

Pretendemos probar que, dado £>0 existe &>0 tal que si

S(g,8’)<S entonces |C(g)-C(g’)|<s.
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Supongamos que C(g)=C(g’). Entonces
S(g,bel )Zmin(S(g’,bel ),S(g’,P1 ))
S(g, Pl )zZmin(3(g’,bel ),3(g’,FP1 ))
81 min(3(g’,bel ),S(g’,Pl ))=58(g’,bel ), entonces
[C(g)-C(g’)|=C(g)-C(g’)=min(S(g,bel ), S(g,P1 ))-8(g’,bel )=
<S(g,bel,)-S(g’, bel )<5(g,a8")
verificandose la ultima desigualdad en virtud de la desigualdad
triangular.
Si min(S(g’,belo),S(g’,Plo)):S(g’,Plo), entonces
[C(g)-C(g’)|=C(g)-C(g’)=min(5(g,bel ),S(g,P1l ))-5(g’,P1 )=
=5(g,P1,)-8(g’,P1l )=5(g,8").
81 C(g)=C(g’) se procederia de manera semejante.
En cualguier caso
[C(g)-C(g’)|=8(g.g”)
v por tanto C(*) es continua. De hecho hemos probado que C(*) es

lipschitziana. #

Vamos ahora a estudiar en qué casos C(g) coincide con la
distancia de g a Plo ¥y en qué otros es la distancia de g a belo.

Proposicién 3.19

51 g es una medida difusa verificando
g({xg)+g(f§?})+g({xg)+g(f§;})52 (respectivamente =)
para cualesquiera XV:%GX, con i*j, entonces
S(g,belO)SS(g,Pla) (respectivamente ).

Demostracion:

Tomemos dos permutaciones con orden dual. Por comodidad
£ 3
o=(n,n-1,..,2,1) y ¢ =(1,2,..,n-1,n).

Notamos por PMx y P a las probabilidades asociadas a

belT

Pl0 b bel0 respectivamente, para la permutacién TGSn. Entonces

n ot
FP. =P, P 0*-P

Pl Pl
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P', P %=p"

bele bele

Por tanto

n 2 n 2 2
L (P P v L (B X-P ¥ =(1-g({x3))+
i=41 i=4

n—-1

2 2
+ Z (g({xt.v . "xh}}—g({xl.*i’ . "Xh}}) +(1_g({}:2: . "Xh})) +
L=2

n-—-1
2 2
+H{1-g(<x > }) +t§;(§(<ha,‘.,}1>)—g(<xg,..,x§1>}} +
+(1-g(< )y
g Xi’..’xh—i }; .
Tambien
m n
2 2
E (PP o) + T (P ¥ -P %) =
i=1 i=1
2 Nn—1 2
=g({x ) + & (E(x,..,x2)-8(Xx, ., ...x X))+
L=2
+g({xi,..,x%}}2+g{{‘a}}2+
n-1 2 2
+i§;(g({xi,..;}g}}—g(fxi}..,xbi}}) +e(ix,...,x 7))

Por tanto

. T
v= 4 v= 1

n ; D — =
[ L (P Poioi) * L AP X Pro* ) ]“

kel ‘2 kgl J 2 B
a(.Z(Pw“ﬁ@ﬁH'fz w}ﬂ'&@ﬂﬁ}]”
r= 1 1= 1

=(1-g(<x ¥ )+ (1-g(<x,, . ., x )+ (1-g(<x > 1)+

+H(1-g(<{x,..,x

n—1i

) - [gex ) e (K, L x ) e ()
2

g (<x,, % 007

=42 [B(x, 2 )48 (Cx, L% 2 4R 14 (S, L%, 0) Z0

= g({x I +g(Lx,, . ., x 2 )+ (x> )+g (%, .., % _ > )=2.

51 se verifica esa condicion para todo XV:%GX, entonces
sumamos en todas las parejas de permutaciones y se obtiene el

resultado. #
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La proposicion anterior es una condicion suficiente. Veamos
una condicion necesaria y suficiente:

Proposicion 3.20

Sea g una medida difusa. Entonces
s(g,bel )=5(g,Pl ) (respectivamente 2)
si y solamente si
E [g({X¥>)+g(f§:})]$n (respectivamente =).

i=4

Demostracion:

En 1la proposicién anterior hemos visto que, para parejas de
. »*
prermutaciones duales ¢ y ¢ , de modo que ©¢(1)=h ¥ ¢(n)=k

n 2 n 2
[ L (PP + L (P X P *) ]_

=4 1L=1

n

m » ]
_[ L (PO‘iﬁpbetai,} +AZ (P ¥ -P__. *) ]20 (1)

. 1
L= 1 T=1

si ¥ solo si
g({X%})+g({Xh})+g({xi}}+é({xk}}52
Permutaciones tales que o(1l)z=h ¥ <o{(n)=k hay (n-2)!, ¥y para

todas ellas la expresién (1) es la misma. Luego

n

n 2 2
E t§i<Poi~PPuﬁ) ~§ Lgi(Péi—P&ﬂoi) -
= L (n-2)! (4-2¢e(x ) +a (T )+ ()48 (@1, ) |20 &
h#k

o E4n-2)1= E2(n-2) ! [(8(<x ) e (T e (< 1 +e (3%,
h,k h,k
h>k h#k

y puesto que posibilidades de combinar h y k distintos hay

[g]:n(g—l), lo anterior ocurre si y solo si

2-L) 4(n-2)1=2n1=2(n-2) 2 [(g({xh} ) (T )+ (3 )+ (T )]

h#k

< n(n-1)z ¢ [(g({X%})+g({xh})+g({xk})+g({xk})],
h,k
hzk
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Como cada h se puede combinar con n-1 k distintos, los
sumandos estan repetidos n-1 veces cada uno, o sea que

S(g,PlO)ZS(g,belo) = n> ¥ (g({xi})+g(f;c?}))_ﬁ

1=1

Corolario 3.3

51 £ es una medida difusa tal que g(A)Sg*(A) VA=X, entonces
S(g,belo)SS(g,Plo).

Demostracion:

Basta considerar que si

g(A)<g" (A)=1-g(B) » g(A)+g(A)<1 VASX = g({x Y )+g({x ¥ )=1 =

= L (8({x>)+g(Xx >} )=n. #

1=1

Asi pues, las medidas ordenadas inferiores se parecen mas a
bel0 ¥y las ordenadas superiores a Plo, lo cual resulta 1égico,
ya que se comparan codificaciones del mismo tipo.

Para medidas que no son ordenadas, pensar en ellas como de
tipo inferior o superior depende del valor de la suma

b (g({g})+g(f§?}))
=4

La simplicidad del oémputo de esta suma permite obtener una
primera aproximacién sobre el oarécter pesimista u optimista de
cualquier medida difusa, ¥y que cabe interpretar como una
relajacién de la idea de super o subaditividad. Esto puede
resultar interesante en terminos précticos.

Por lo que se refiere al indice de certidumbre, se tiene,
en resumen:

S(g,belo) sii (8(£x 7 })+g({x, 7))=n

i3

-
[

C(g)=

™3

S(g,P1) sii (8(<{x > )+2(<{x 7 ))=n

1

H
[y

Veamos un ejemplo de como funciona C(*).
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Ejemplo 3.4

Sea I una medida de posibilidad sobre X={X;»X§’Xg},
definida por

n(x, =1, n(x,)=a, n(x,}=b, con aZb.

Entonces C(I1)=5(I,P1 ),

2 2
C(n):/ 6a”+4b” -10a-6b-2ab+5

En caso de que a=b, entonces

C(M)=+v 2/3 (1-a).

La calidad de C(*) como indice de informacion es solo
parcial. En efecto, resulta muy indicativo de falta de
informacion sobre 1la determinacion de un elemento del
referencial cuando C(*) es bajo. Para valores altos, sin
embargo, se presenta el inconveniente de que la medida en
cuestion podria ser muy informativa (cercana a una medida de
Dirac), o tratarse de una medida atipica y poco informativa; de
hecho el maximo de C(*) no se alcanza para las medidas de Dirac.
La inadecuacion parece provenir de que no todas las medidas
difusas responden a una interpretaoién informativa, sino que
pueden reflejar otras muchas orientaciones (como la de evaluar
el grado de importancia de subconjuntos del referencial o las
opiniones subjetivas de un individuo sobre la verificacion de
una cualidad).

Por ejemplo, una medida como la ya mencionada:

g({x;}):g({xi}):g({xg}}:o
g({xi, Xz} }:g({;{i,xs} }:g({xz,:{a} y=1
da wvalor méximo de C(*), pero resulta en absoluto informativa;
parece responder mas bien a la evaluacion de los subcon juntos

que a la identificacion de un elemento.
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Parece natural complementar este indice con otro cuyas
caracteristicas se orienten en sentido inverso; el indice de
incertidumbre que a continuacion se estudia resulta valioso a

este respecto.

3. 4.3. INDICE DE INCERTIDUMBRE.

Si pensamos que las medidas difusas que menos incertidumbre
provocan son las probabilidades degeneradas Pi, i=1,..,n, parece
razonable emplear la distancia entre medidas, para una medida
difusa g y P para definir un indice de incertidumbre de g. Como
disponemos de n probabilidades de este tipo, podemos elegir como
indice de incertidumbre la menor de las distancias entre g y Pi,
i=1,..,n.

Definicion 3,11

Sea g una medida difusa sobre X. Definimos el indice d

@

incertidumbre de g mediante

I(g)= min S(g,P").

1515n

Si I(g) toma valores préximos a cero, entonces g es muy
parecida a una probabilidad degenerada, y por tanto tiene poca
incertidumbre. En cambio si I(g) toma valores altos, g€ es poco
parecida a ninguna probabilidad Pi, e interpretamos que gdenera
mucha incertidumbre.

El indice de incertidumbre se puede expresar, desarrocllando

. i
la expresion 8(g,P ), como

I(g)= min 1/1/<2n!> £ L (p,,-p)" =

151 5En o j=4

1

b
o !

m
= min V//lf(Zn!) L ( T p, +1-2p
i=1

151 5n o
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= V//l/(Zn!) (X * sz+n!—2 max L p,, )

o j=4 18i%En o

En la proposicién siguiente enunciamos algunas propiedades
de I(+).

Proposioién 3.21

El indice I(+) verifica:
(a) I(g)=0 si y solamente si g=P‘L para alg&n iel1,2,..,n>.
{b) I(g) es méximo e igual a ¥ (n-1)/n si g es una medida de
ignorancia.
(e) I(g)=I(g").

Demostracion:

(a) Es evidente por ser S una distancia en M,

(b} Vista la expresién desarrollada de I(g), el méximo se
alcanzara cuando las probabilidades asociadas a la medida sean
degeneradas, y por razones de simetria, habra el mismo n&mero de
ellas, como es el caso de las medidas de ignorancia bel0 Y Plo.

El valor alcanzado es

V//l/(Zn!) (nl+n!-2(n-1)1y = Qﬁl
(c} Se deduce por ser las probabilidades medidas

autoduales. #

Pequefias variaciones de g rrovocan variaciones tambien
pequefias en su incertidumbre:

Proposgsicion 3.22

bt
Ay

El indice I(*) es una funcion continua,de M con
topologia inducida por S, a R con la topologia usual.

Demostracion:

Supongamos que, dadas dos medidas difusas g vy g’,
I(g)zI(g’).

Entonces si
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. i k
I(g’)= min 8(g’,P)=8(g’,P ),

151 %n

|I(g)-1(g’)|=I(g)-1(g’ )= min S(g,P")-S(g’,P")=

151 %n
- k k
—:S(g:P )—S(g, ’P )Ss(g; g’):
por verificarse la desigualdad triangular para S. Por tanto I(+)

no solo es continua, sono que ademas es lipschitziana.t

Conviene, para que la incertidumbre varie en [0,1], dividir

I{*) por su wvalor maximo vy definir un indice de incertidumbre

In(g)= / =7 L&)

que obviamente conserva todas las propiedades de I(-+).

normalizado

Veamos que expresion adopta I(+*) para medidas difusas de
tipo crisp.

Proposicion 3.23

Sea g una medida difusa de tipo crisp focalizada en el

conjunto B de cardinal g. Entonces

I(g)= %—1-

Demostracion:

g tiene asociadas n!/q probabilidades degeneradas en cada

punto perteneciente a B. Luego

I(g)= /1/(2r1!) (n'+n!-2n!/q) = a-l

La incertidumbre que genera una medida crisp solo depende
del cardinal del conjunto sobre el que esté focalizada.

Proposicion 3.24

Sea g una medida difusa, y sea Pg la probabilidad promedio

de las asociadas a g. Entonces

I(g)=5(g, P")
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donde p (x )= max p (x.).
g K <i<n v

Demostracion:

Al desarrollar la expresién de I(*) ya vimos que el minimo

se alcanzaba donde fuese maxima la suma ¥ p
(24

o’

Como L. poi:n!pg(xi), el resultado es evidente. #
&

Asi pues, la probabilidad degenerada de 1la que g dista
menos es la que concentra toda la masa de probabilidad en el
mismo elemento en que es mayor la probabilidad mas préxima a la
medida g.

Nota: Hay cierta analogia entre lo anterior y lo que le
ocurre a la medida de especificidad de Yager para posibilidades.
En Dubois y Prade [21]1 puede verse que

Sp(I1}= max pﬂ(xi).

151 5En
Yeamos un ejemplo de como funciona el indice de
incertidumbre:

Eijemplo 3.5

Sea Il una posibilidad sobre X:{xﬂ>%,x5} definida por
n(xi):1, ﬂ(x&):a, H(xg}:b, con azb.

Entonces I(I1)=S(I1,P"),

42 2 o,
T(I)= /SQ +f.§) 2ab

2 2
In(l)= 1//Ga +4g —-Zab

Si a=b, entonces

I(M)=+v 2/3 a, In(Il)=a,

¥y en este caso CI)+I(M)=¥ 2/3.

Un inconveniente que presenta el indice I(+) es que solo
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i

utiliza el minimo de las distancias de g a las diferentes P,
sin tener en cuenta las restantes distancias; es decir, mide 1la
incertidumbre sobre cual es el elemento desconocido con
referencia solo al elemento al que la medida otorga mas
oportunidades de ser el buscado. Puede asi ocurrir, cuando
deseemos comparar dos medidas difusas g ¥y g’ por el grado de
incertidumbre que posean, que las distancias de g a las
probabilidades P.L sean todas menores que las distancias de g’ a
las PL. Sig esta mas préxima a todas las Pi que g£g’, no queda
claro cual proporciona menos incertidumbre (estar cerca a la vez
de todos los elementos de informacion maxima es tan Poco
informativo como estar simultaneamente lejos de todos).
Veamos un ejemplo:

Ejemplo 3.6

Sean 1 ¥y I’ dos posibilidades sobre X:{Xi,Xi,Xé} definidas
por
n(x )=1, n(x,)=0, n(x,)=1
T(x )=1, 7' (x,)=0.1, T (x,)=1

i

51 calculamos la distancia de I1 ¥y I’ a P, i=1,2,3,

S(I1, P*y=0. 701 s(n’,P"y=0.697
S(I1, P*y=1 S(Nn’,P%)=0.967
s(11, P’y=0.701 s(1’,pPy=0.967

Por tanto
I’ y=0.697<0.701=I(I1}
v con este criterio I’ proporciona menos incertidumbre que I,
cuando parece que debe ser al contrario, puesto que I otorga
posibilidad cero a X, mientras que I’ le concede posibilidad

0.1. Gréficamente, Iy I’ son
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Creemos que esto ocurre porque solo tenemos en cuenta la
distancia de I1 y I1° a P' o Pa, que es efectivamente menor para
M’. Pero tambien es menor la distancia de I’ a P~ que la de II.

Una forma de solventar esta dificultad es relativizar el
indice para que, con la misma filosoffa, utilice todas las
distancias S(g,P').

Proponemos como indice corregido de incertidumbre

ial

Ic(g)= min 1/n s°(e,P')/ ¥ 8% (g,P')

151 5n j=1

que convenientemente desarrollado es

™

L I op,m!(1-2 max p_ )
o j=1 J 121 En

Ie(g)=

n 2 ' o
Z _Z P&j+ﬂ'(1—a)
<& oy=1

1 . . 4 ‘ .
donde P L p,, es la probabilidad mas proxima a g.
e

Puede comprobarse que Ic(*) verifica las mismas propiedades
que I(*) o In(+*) (wvale cero solo para probabilidades
degeneradas, alcanza valor méximo igual a uno para las medidas
de ignorancia, coincide para medidas duales y varia de forma
continua).

En el ejemplo anterior, si empleamos Ic(*) obtenemos

Ie(lT)=0.866, Ic(ll’)=0.874

y ahora ya II proporciona menos incertidumbre que I1’, como cabla
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esperar.

3.4.4. RELACIONES ENTRE LOS INDICES Y LA ENTROPIA.

En las secciones anteriores hemos definido y estudiado
indices de certidumbre e incertidumbre para medidas difusas. Nos
proponemos ahora analizar si hay alguna relacion entre ellos, ¥
para el caso particular de medidas de probabilidad, estudiar su
comportamiento y compararlos con la entropia de Shannon.

En cuanto a la relacion entre los diversos indices,
desgraciadamente hay que decir que no son equivalentes: aunque
en la mayoria de los casos, dadas dos medidas difusas, los tipos
de indices sefialan a una misma medida como preferible desde el
runto de vista de la incertidumbre, hay casos en que no ocurre
esto.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 3.7

Sean I y I’ como en el ejemplo 3.6. Ya vimos que
IT(MMy=0.701=0.697=I(11")
Ic(1)=0.866=0.874=Ic(I1")
luego I(*) e Ic(*) no son equivalentes. S8i calculamos el indice

de certidumbre para I ¥y 11’, obtenemos
C(I)=0.577=0.519=C(I1*)
¥y con este indice es preferible I1 a II’, Por tanto tampoco son

equivalentes I(*) y C(*).

Ejemplo 3.8

Sean g y g’ dos medidas difusas definidas sobre

X=( XX, xa} por
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A g(4A) g’ (A)
x> 0.3 0
{xz} 0.1 0
{xa} 0.1 0
{Xi,xz} 0.5 0.5
{xi,xa} 0.5 0.5
ix,,x,>| 0.5 0.5

Puede comprobarse que g es una creencia y g’ una capacidad

inferior de orden dos. Las probabilidades asociadas a g y g’

son:
& pC" 1 pO’ 2 pO’ 3 pé‘ 1 pc; 2 pC,Y 3
(1,2,3) 0.3 0.2 0.5 0 0.5 0.5
(1,3,2) 0.3 0.5 0.2 0 0.5 0.5
(2,1,3) 0.4 0.1 0.5 0.5 0 0.5
(2,3,1) 0.5 0.1 0.4 0.5 0 0.5
(3,1,2) 0.4 0.5 0.1 0.5 0.5 0
(3,2,1) 0.5 0.4 0.1 0.5 0.5 ¢
51 representamos esas medidas obtenemos
g — p— o
g —
Entonces
C(g)=0.451=0.5=C(g’)
vy €’ es preferible a g. En cambio
Ic(g)=0.905=<1=Ic(g’)
y ahora es g es preferible a g’. De modo que tampoco

equivalentes C(+) e Ic(-+).

No es de extrafiar esta falta de equivalencia entre
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indices, pues ya se ha comentado que C(*) no funciona bien para
valores altos ( que no tienen por que indicar certidumbre
elevada) mientras que, valores elevados de I(*) o Ic(*) no

necesariamente indican mucha incertidumbre, dado que no alcanzan

su maximo solo para medidas de ignorancia. De todos modos, al
ser complementarios en su comportamiento, creemos que
con juntamente proporcionan una idea ajustada sobre la

certidumbre o incertidumbre de una medida difusa. En efecto, un
valor bajo de I(*) o Ic(*) indica que la medida es buena desde
el punto de vista informativo (cercana a una medida de Dirac);
un valor relativamente alto de estos indices, complementado con
un valor bajo de C(+) indica poca calidad informativa de la
medida (cercana a la ignorancia). Finalmente, si ambos tipos de
indices dan resultados simultaneamente elevados, cabe pensar en
que se trate de una medida atipica, probablemente no diseflada
desde un punto de vista informativo, y seria necesario analizar
su calidad de informacion por otros criterios.

Veamos ahora que forma adoptan los diferentes indices para
el caso de medidas de probabilidad, que resulta particularmente
ilustrativo.

Proposicion 3.25

Sea P una medida de probabilidad. Entonces

1al

(a) I(P)= /;— (1-2 max p + £ p))

153150 7 j=1

ial

1+ X pj—Z max p,

(b) Ic(P)= i:i 1ZjEn
2 2
1+j}::1pj_ H
— 1 o 2 2
(c)y C(P)= /; (1+ © P, - <)

i=1



Demostracion:

(a) S(P,P')=s(P,P")= v//g £ (p,-p))" = 1/;- ( £ po+1-2p) ,

1=1 J=1

luego

n

I(P)= min S(P,Pi}: V//g {(1-2 max p.+ L pi)

151 Sn 15 ji%n j=1

{b) Recordando la expresién desarrollada de Ic(+), ¥y teniendo en
cuenta que para una probabilidad (g=P) tenemos que PazP VoeSn, Y

Pg:P, entonces

n
b pj +1-2 max pj

= <i<

Ic(P)= : t=J=n
2 2
5 P, +1- O

i=1

(e} C(P)= min(S8(P,bel ),3(P,P1 ))=8(P,Pl )=

v//1/<2“f> £ ((n-1)! £ 9% +(p -1)7) =
=g j=1
LEg

I

y//l/(Zn) L (X p? +1-2p, ) = v//l/(Zn) (n % p§+n—2) =

i=4 j=1 i=1

i n 2 2
V//; (1+ ¥ P, H} L

i=4

1

1

Corolario 3.4

31 P es una medida de probabilidad, entonces
I(P)

IO(P): W
Asi pues, Ic(*) para probabilidades es una combinacion de
los indices de incertidumbre y certidumbre, lo cual no ocurre
para medidas difusas generales.

31 disponemos de dos probabilidades P vy P7, v deseamos

saber cual de las dos es preferible desde el punto de wvista de
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la determinacion del elemento desconocido del referencial,
podria utilizarse cualquiera de 1los diversos indices. Puesto
que, un criterio basado en el 1indice de certidumbre podria
contradecir a otro basado en el de incertidumbre, es necesario
caracterizar los fundamentos de ambos, que resultan
especialmente claros en el caso de las probabilidades.

1.- Para C(*),

kgl m n
C(P)ZC(P’) & ¥ (p'-p")20 & T Pz ¥l

i=1 i=4 j=4

Es claro pues que la suma de cuadrados de las
probabilidades elementales es decisiva en el indice de
certidumbre.

2.- Para I(-),

kgl
b4 2. —
I(PY=I(P’) &= T (pr.-p’ 1 2( max p.- max p;}.
j=¢ 3 3 1<i%n ) 15j%n

En consecuencia, para el indice de incertidumbre, la
probabilidad elemental més alta Juega también un papel
determinante.

3.- Para Ic(+),

C(P)ZC(P") e I(P)SI(P’) = Ic(P)<Ic(P’),
pero el reciproco no es cierto en general, aunque si se verifica
Ic(PYSIc(P’) =+ I(P)SI(P’) o C(P)=C(P’).

Entonces Ic(*) puede entenderse como un compendio entre los
indices anteriores, y podria utilizarse en caso de conflicto
entre ellos.

Ninguna de estas formas de decidir que probabilidad P o P’
es preferible coincide en general (aunque si en muchos casos)
con el sistema que proporciona la entropia de Shannon:

18} N

e(P)=e(P’) & - p ln(p )< - L pIn(p]).
= .

1 T=4

Yeamos algunos ejemplos que ilustren por que ocurre asi:
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Ejemplo 3.9

Sean P=(0.6, 0.3, 0.1) v P’=(0.8, 0.4, 0). Entonces
e(P)=0.898 y e(P’)=0.673
y puesto que P’ tiene menos entropia, es preferible a P. Tambien
es asi para C(*), pues
C(P)=0.629 y C(P’)=0.653
En cambio
I(P)=0.36 e I(P’)=0.4
¥y con este indice es mejor P que P’, lo mismo que ocurre para
Ic(*), ya que

Ic(P)=0.572 e Ic(P’)=0.612.

En lineas generales I(*) prima aquellas probabilidades que
establezcan una mayor diferencia entre un determinado Py los
restantes. Asi P(0.6, 0.3, 0.1) es preferida a P’°(0.6, 0.4, 0)
porque aunque el valor méximo en ambas es 0.6, P distancia més
ese valor de los restantes (0.3 y 0.1) que P’ (0.4 v 0O).

En cambio C(*) no se fija en el wvalor maximo de cada
probabilidad, discrimina solamente por la suma de cuadrados.

Ic(+) es una mezcla de ambos.

Para 1la entropia de Shannon es preferible eliminar
completamente a X, como resultado posible, aun a expensas de
hacer x mas probable. En cambio para I(*) es preferible

mantener la mayor diferencia entre X, ¥ los elementos restantes,
aun a riesgo de discriminar peor entre los elementos menos
probables.

Otro ejemplo que resulta aparentemente contradictorio con

el anterior es el siguiente:

134



Eijemplo 3.10

Sean P=(0.91, 0.05, 0.04) y P’=(0.9, 0.1, 0).
e(P’)=0.325<0.364=e(P), y P’ es mejor que P.
C(P7)=0.759=0.763=C(P), ¥y P es mejor que P’.
I(P’)=0.1=0.296=1(P), v P’ es mejor que P.

Ic(P?)=0.131<0.388=Ic(P), ¥y P’ es mejor que P.

La oontradicoién es solo relativa, y existe una importante
diferencia entre ambos ejemplos: mientras en el primero se
mantiene constante la probabilidad méxima, en el segundo hay una
ligera disminucién de probabilidad méxima en P’ con respecto a
P. Entonces C(*} prefiere aqui la probabilidad no nula en X,
porque el aumento de probabilidad en X, ¥ X, supera en términos
de suma de cuadrados a la disminucion de la probabilidad en X,
Por su parte, I(*) designa a P’ como preferible al no compensar
el aumento en la probabilidad méxima (0.91 por 0.90) 1la
diferencia en términos de suma de cuadrados (que aqui actua en
sentido contrarioco que en C(*)). Finalmente, e{+*) continua
designando como preferible a la distribucion que descarta X,

Es necesario destacar, por Qltimo, que los indices
propuestos son estrechamente dependientes del criterio elegido
para establecer la distancia, que ha sido el de la métrioa
euclidea.

Otra alternativas, como las basadas en el valor absocluto o
en el méximo, darian lugar a la formulacion de indices
con caracteristicas diferentes, si bién la idea de definir

estos 1indices a partir de distancias entre probabilidades

asociadas a las medidas, tiene caracter general.
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35. ESTUDIO COMPLETO DE UN CASO PARTICULAR.

A modo de ejemplo resumen, vamos a aplicar todos los
conceptos definidos en este capitulo a un tipo de medidas
difusas que aparece en Huber [28], y que responde a la operacién
de descuento de evidencias (ver Shafer [471), para el caso
particular de probabilidades.

Sea P una probabilidad definida sobre X, y sea 0se<1. Se
define

* (1-)P(A)+s si A*O
g_(A)= {

que es obviamente una medida difusa. Su medida dual es

0 si A=O

(1-€3}P(AY si A=X
g_(A)= {
1 si A=X

v puesto que gé(A)EgZ(A) VA<X, (g,g*) es un par ordenado de
medidas duales.

Veamos que tambien son capacidades de orden dos, mas
concretamente evidencias:

En efecto, si
(1-2)p,  si A=(x Y, p =P({x¥)
m (A)= { O si |Alz2, A=X
£ si A=X

puesto gue

rom (A= X (1-2)p +s=1

ASN L=
m, es una a.b.p.. Bus medidas de creencia y plausibilidad

&

asociadas son

Va=X belg(A)Z b mE(B}: > mg({>%}): P (1—S)pi:(1—S)P(A}

BESA x €A x | €A

Por tanto
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v g, g: son evidencias. Ademas es facil comprobar que cualquier
evidencia cuyos elementos focales sean solo los conjuntos
unitarios y el conjunto total, responde a un esquema de este
tipo.

Podemos interpretar estas medidas difusas como
probabilidades conocidas inexactamente, fijando el error
cometido maximo en la cantidad €. Observese que g_ evoluciona
desde una probabilidad dada P (£=0) hasta la ignorancia total

(£=1), pasando por situaciones de error intermedias.

Calculemos las probabilidades asociadas:

Dada la permutacion o=(o(1),o(2),..,o(n))
a izl . < b4 * < S
para 1 pc‘fo*c'b—gg( Ko+ Fois }*ge:-( R Foimgy”
. — — * . 3
para 1=1 poacn‘gs (\Xc*u)} i
Luego
paoci‘,:( 1-2)P(L Xo(u} )
Poeay = (172 IP (L%, > )+
o sea, para cada ie(1,2,..,n> hay (n-1)! probabilidades
asociadas del tipo
(1-=)p, si o(1)#1
po*i. =

(1-5)£k+5 si o(1l)=i
correspondientes a las permutaciones tales que o(1)=i.
Una vez conocidas las probabilidades asociadas, podemos
hacer un estudio de todos los conceptos desarrollados en este

capi tulo.

A) Distancia:

O

Fijada la probabilidad P, para £,=£’°<[0,1] se obtiene
S(eg,.8_)=|e-="[C(P)
donde C(*) es el indice de certidumbre (minimo entre las

distancias de P a las medidas de ignorancia bel0 Y Plo).



La distancia entre dos medidas aproximadas de una
probabilidad disminuye al disminuir la calidad de la
probabilidad y tambien al decrecer la diferencia entre los
errores, como es 1égioo suponer.

51 ahora suponemos dos probabilidades P y P’, fijado
€l 0,11 obtenemos

B(g,,8.)=(1-2)8(P,P")
resultado también muy légico: al aumentar el error cometido la
distancia va disminuyendo, ya que nos vamos aproXimando a la

ignorancia en los dos casos.

B) Probabilidad mas préxima:

La probabilidad mas cercana a g_. es P definida por

e

P (A)=(1-2)P(A)+|AlZ  VASX

£

que solo coincide con P cuando esta es la probabilidad uniforme:

S(P,Pq )=e3(P, P}

&

C) Indice de no aditividad:
Puede comprobarse que
Alg,)=s
La pérdida de aditividad solo depende del error que se

comete al aproximar la probabilidad, ¥ aumenta con dicho error.

D} Indice de certidumbre:

Clg,)=(1-2)C(P)
v la certidumbre de g. es la de la probabilidad que la genera,
modificada por el factor l-s. Como es logico, 1la certidumbre

disminuye al aumentar el error. Ademas siempre la aproximacion

g_. de P tiene menos certidumbre que P.
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E) Indice de incertidumbre:

Puede comprobarse que

(g, )= V//SZCZ(P>+IZ<P)+e<max P, ~Lp)

A J=1

51 derivamos esa expresion respecto de &, la derivada es
siempre positiva, y puede concluirse que I(gg) es una funcion

creciente en £, es decir, la incertidumbre aumenta con el error.

F) Indice de incertidumbre corregido:

De nuevo puede verificarse que

22C* (P)y+1% (P) +& (max P, ~Lp))

Ic(g )= i i=
£ 2 2 2 17’2
27 CH(P)+CT (Py+2(2 - T B))

j=1

—

gue tambien es una funcion creciente en &: Ic(gg) aumenta si el

error crece,

G) Especificidad:
Puesto que g_ es una evidencia, podemos calcular la
especificidad de Yager para esta medida.
n-1
G Yy=1—- =—=
Sp(g )=1l- ~—= &

que es una funcion decreciente: la especificidad disminuye

conforme aumenta el error.

Las medidas de entropla E(*) vy En(*) no adoptan expresiones
sencillas, debido al uso de logaritmos en su definioién.

Asi pues, los diversos conceptos e indices definidos en
este capitulo parecen tener un comportamiento bastante adecuado
en medidas difusas que respondan a la idea de determinar un

lemento desconocido del referencial.

O
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- CAPITULO IV -






4.0, INTRODUCCION.

Si el capitulo anterior se ha dedicado fundamentalmente a
la cuantificacion de algunas caracteristicas relevantes de una
medida difusa en base a medir la semejanza o discrepancia entre
medidas o grupos de medidas a traves de una distancia, el
presente capitulo aborda 1las relaciones entre dos medidas
difusas que corresponderian, en cierto modo, a la inclusién,
conjuncién y disyuncién en una estructura reticular.

Se parte de 1la acotacion de una medida difusa mediante la
definicion de dos medidas, que denominaremos asociadas, y que se
obtienen maximigzando ¥y minimizando sobre el con junto de
probabilidades asociadas. La idea de acotar una medida difusa ha
presidido numerosos trabajos en este campo, pero nuestra
caracterizacion proporciona un mecanismo natural.

El estudio de estas medidas asociadas nos conduce a
considerar la clase de las capacidades de orden dos como la mas
adecuada para definir relaciones de inclusion. Sin embargo estas

medidas no forman una clase cerrada frente a los mecanismos de

combinacién que definimos, por 1lo que se hace necesario
considerar una clase mas amplia: la de las medidas
representables, para 155 que definimos la conjuncién y
disyunoién.

Sin embargo, no se obtiene una estructura reticular debido
a la inexistencia de una medida que modelice la oontradiccién
entre informaciones, esto es, de una '"'medida vacia'.

El apartado 4.1 se dedica a la definicion vy estudio de las
medidas difusas asociadas, que pueden interpretarse como
codificaciones extremas, se prueba que el proceso de asignacién

a una medida de sus medidas asociadas se reitera a partir del
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primer paso, y que la clase de las medidas asociadas coincide
con las capacidades de orden dos. Se completa el apartado con
diversas caracterizaciones de estas medidas y su relacion con la
esperanza monétona.

El apartado 4.2, dedicado a las inclusiones entre medidas,
comienza con una critica a la utilizacion de las diferencias
entre una medida y su dual como medida de la imprecisién; nos
parece mas adecuado en este sentido la diferencia entre las
medidas asociadas, relacionada con la dispersién de las
probabilidades correspondientes a cada medida. Se define asi una
inclusion de medidas a traves de tales probabilidades, y se
estudian en detalle sus propiedades. Tambien se incluyen en el
apartado 4.2 nuevas propiedades sobre las capacidades de orden
dos, que muestran como la inclusion se adecua especialmente bien
a este tipo de medidas. Por ﬂltimo, definimos otra relacion de
inclusion (que coincide con la anterior para capacidades) en la
clase de las medidas representables.

Para ellas,y ya dentro del apartado 4.3, se definen una
conjuncién Yy una disyuncién, que se prueba son las operaciones
asociadas al orden parcial de la inclusién. En relacién con las
propiedades que deducimos para estos mecanismos de oombinacién,
resulta interesante seflalar:

a) Que para medidas de tipo crisp, la conjunoién hg disyuncién se
corresponden con la union e interseccion de los subcon juntos
implicados, 1lo que garantiza una minima congruencia en nuestras
definiciones.

b) Que para medidas de posibilidad, la disyuncién se corresponde
perfectamente con 1la union de los subcon juntos difusos
normalizados que éstas representan, no asi para la oonjunoién y

la interseccion, debido a problemas en relacion con la
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normalizacion.

c) Que nuestra conjuncién no coincide con la derivada de la
regdla de Dempster y que, aunque puede considerarse mas
restrictiva en algunos aspectos que ésta, presenta muy buenas
propiedades algebraicas y no plantea 1los problemas de ésta

ultima en relacion con la idempotencia.
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4.1 MEDIDAS DIFUSAS ASOCIADAS A UNA MEDIDA DADA.

El conocimiento de las probabilidades asociadas a una
medida difusa permite obtener dos medidas difusas ordenadas que
la acotan. Asi, dada una medida difusa cualquiera g, quedan
fijadas una medida superior y otra inferior, duales, que
representan codificaciones extremas de la informacion dada por
€. En lo que sigue se definen estas medidas a las que
caracterizaremos como integrantes de wuna familia conocida de
medidas difusas, y estudiaremos algunas de sus propiedades. Los
resultados de este apartado seran de utilidad en los siguientes,
en donde definiremos una relacion de inclusion y metodos de
combinacion de medidas difusas.

Sea pues g una medida difusa definida sobre el referencial
finito X:{XQ,XE,..,X%}, ¥y sean P OESn sus n! probabilidades

asociadas.

Definicion 4.1

Las medidas difusas asociadas a g son

g"(AY= max P_(A), g (A)= min P_(A) VASX.
, (o4 m o
o*eSn oeSn

g" mide un subconjunto como 1lo haria 1la probabilidad
asociada a g que le asignara mayor peso, mientras que g lo mide
como la probabilidad que le otorga menor peso. En alg&n sentido,
gy g€ son codificaciones extremadamente optimista y pesimista
respectivamente de g.

Proposicion 4.1

LLas medidas gm y 8, asociadas a una medida difusa g son una
pareja de medidas duales ordenadas.

Demostracion:

Es evidente. #
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Proposicion 4.2

Las medidas ordenadas asociadas a una medida difusa y a su
medida dual coinciden, es decir
# *
(e )"=g" v (&) =g _.

Demostracion:

Puesto que las probabilidades asociadas a g ¥y a su dual g*

son las mismas, el resultado es obvio.#

Probemos ahora que las medidas asociadas son cotas de la
medida difusa de partida:

Proposicion 4.3

Las medidas gm y 8. asociadas a la medida difusa g

verifican
g, (A)Sg(A)=g (A) VA=X.
Demostracion:
Sea ASX y supongamos que A:{XL’Xa""Xi}' Existen
i 2 r
permutaciones ¢ tales que
0(1}311, o(2)=1,,.., o(r)=1i_.

Para cualquiera de esas permutaciones T
= { >
pT(x.Li) g(\}g1 )

p(x J)=g({x ,x 2)-g(tx )
2 1 2 1

P x )=8(x L. .,x 2)-g(<x ,..,x ).
r
Por tanto

PT(A)='21PT(XL)=g(A),
= J

g, (A)=g(A)=g (A).#

’ . .’ m
Aplicando la proposicion 4.2 es evidente que tambien g y
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gm son cotas para la medida g* dual de €.

Definicion 4.2

Denominamos MA al conjunto de medidas difusas que estan
asociadas a alguna medida difusa, es decir

MA=Cg’el / 3gel y g"=g’ o g,7&" 7.

Para dar una caracterizacion de las medidas de esta clase
necesitamos un resultado previo.

Proposicion 4.4

Para cualquier medida difusa g se verifica
(g ). =8 v (g)7"=g".

Demostracion:

Basta probar que

m

m ., m
zZg Vo=
(g 1. =z ¥y (&) =g,
pues las desigualdades inversas se verifican siempre en virtud
da la proposicion 4.3. Probaremos solo la primera desigualdad;
la otra se demuestra de forma analoga.

g (A= min P_(AY= min Yop (x).
m —~ < [ 9
webn OESn XiéA

Para una permutacion ¢ fija

p (x)=g(B_Uix>)-g(B)

donde cht:{ Xou)’ Xo%z)" v Xo'(hi—m} ¥ G(hi}:i' Luego
g, (805 T (8(B,U0x>)-d(B,,)) Voes, (1)

Si notamos mediante Pmo a las probabilidades asociadas a la
medida g, >

(g,), (A)= min P__(A)=P__(A)= E£ p__(x)=
o‘eSn s XLGA o

= L (8, (B, x>)-g (B, )).
O

X. <A o
T

g (B

o i_U{ Xi.} Y= min P'r (choiu{ xi} ):PTéBO‘oi.U{ x,L} Y=

O TES



= I p,(x)= ¥ (8(B, UtxY)-g(B, )).

J
=) Kx> o e WHKx > o] o)
XJ BO’OI. xi. Xj BO‘Oi. xi.

gm(B . )= min P (Bo i):Py(Bo i)=

Ob‘ yesn 4 ts) o O x.<B

= WxY)- <
LI (8B, S)-aB, )
ik

S'nga i(g(Bofﬂh%})—g(qu)) VoS (2)
O

y

Luego

@) m=x% [ ¢ (8(B, Utx)-g(B_ ))-
X.LEA ijBO i.LJ{Xi.} o’ I o’
O

(o]

I (EB, oo )-as, )]s

:ZA[ L <€<B,roju{xj})—g<BT0j})—

- ¥y
L (a(B, 00)-a(, )]+
iSPo i

+ (g(BT -LU{Xi})—g'(B.r i))z
X. €A O o

> L (8(B_ Ux>)-g(B_ ))za (A),

X. A © O

la primera de las desigualdades se verifica por (2), vy la

segunda por (1).#

Otra manera de expresar este resultado es decir que las
aplicaciones que llevan una medida difusa en sus medidas
- - . - m .
asociadas inferior ( €. ) ¥ superior ( g ) son idempotentes.

Proposicion 4.5

La medida difusa g pertenece a la clase MA si ¥y solamente

s

- m
51 £-=g o E=€_.
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Demostracion:

La condicion suficiente es trivial.

Condicion necesaria:

Si g esta en la clase MA, entonces 3Ig’<M tal que
g’"=g o & =g

En el primer caso

g =(g"")"=g’"=g
por la proposicién 4.4, El1 segundo caso es anélogo, de modo que

la condicion necesaria esta probada. #

Por este resultado, las medidas difusas asociadas a una
dada solo pueden ser aquellas que tambien esten asociadas a si
mismas.

Corolario 4.1

Sea g una medida difusa y sean Pa aeSn sus probabilidades
asociadas. Entonces

g(AY= min PO(A) VASX

geMA o c7681@

g(A)= max P_(A) VASX

oS

La caracteristica esencial de una medida difusa de la clase
MA es pues que solo depende de las probabilidades asociadas a
dicha medida, pero no de las permutaciones que las inducen:
podemos regenerar la medida original conociendo solo sus
probabilidades asociadas, sin necesidad de saber a que
permutacién corresponden.

Nota: Tratar de reconstruir la medida original a partir de
una ﬂnica probabilidad, el promedio Pg de las asociadas, no €5
posible ni para medidas de la clase MA. Hay que restringirse a

una clase de medidas aun mas pequefia, las medidas de posibilidad
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(naturalmente tambien con medidas de probabilidad), para
conseguirlo, como vimos en el apartado 3.2 del capi tulo
anterior.

Aunque hemos dado una caracterizacion de la clase MA de
medidas que se asocian a una dada tomando inferior o superior en
el conjunto de las probabilidades asociadas a la misma, aun no
podemos identificar esta clase de medidas con ninguna conocida.

En principio, la clase MA esta contenida en la clase de las
medidas difusas representables (debido al corolario anterior);
sin embargo no todas las medidas representables son de la clase
MA. El siguiente es un contraejemplo en este sentido:

Ejemplo 4.1

En X:<x1,x2,x§,x4} sea £ la medida representable inferior
obtenida del conjunto de probabilidades
€& =X(0.5,0.3,0.1,0.1),(0.25,0.25,0.25,0.25),(0.3,0.4,0.2,0.1)>.

g(A)Y= min P(A)
PeB

Puede comprobarse (construyendo las 24 probabilidades
asociadas a g) que gmﬁg Y gm¢g; luego por la proposicion 4.5 g

no prertenece a la clase MA.

En sentido contrario, puede probarse que la clase MA
contiene a la clase de las evidencias, pero éstas no son las
&nicas medidas incluidas en MA, como prueba el siguiente
contraejemplo.

Nota: La prueba de que toda evidencia es una medida de MA
no se incluye puesto que la proposicién siguiente proporciona un

resultado még potente.

Ejemplo 4.2

Sea g definida sobre X:{xi,xz,XQ} por

g({x 7 )=g({x,2>)=g({x,>)=0
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1
g({x,x ¥ )=g({x,x .} )=g({x,,x.Y)=;
Es féoil comprobar que g no es una evidencia, pero en cambio

g,.~6 ¥y por tanto es de la clase MA.

Asi pues se verifica que las inclusiones
EVcMAcMR
son estrictas. .
En realidad la clase MA coincide con la clase C2 de
capacidades de orden dos.

Proposicion 4.6

Sea g una medida difusa definida sobre X. g es de la clase
MA si y solamente si g es una capacidad de orden dos.

Demostracion:

Condicion necesaria:

51 g es de la clase MA entonces g =g 5 gm:g. VYVamos a probar
que si g =€ entonces g es una capacidad inferior de orden dos,
es decir

g(AVUBY+g (ANB)Zg (A)+g(B) VA, BsX
¥y la demostracion de que si gm:g entonces g es una capacidad
superior de orden dos se hace de forma anéloga.

g(A)=g (A)= min P (&)= min % p (x)= L p(x) Voesn_
el eS8 x. €A X. €A
n i 1 1
Supongamos que

AﬁB:{xi,..,x.>
1 r

ZhB:{xj,..,x.}

1 s
AnB:{in’ c o th}

Consideremos una permutacion TeSn tal que

T(1)=i,, .7 (r)=d,
T(r+l)=j,,..,T(r+s)=]
T(r+s+1):k1, .. ,T(r+s+t)=kﬁ 5
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es decir, una ordenacion de los elementos de X de modo que

los

primeros lugares los ocupan los elementos de ANB, seguidos de

los de A'B y despues los de AMB, y por ultimo los de
Entonces

P (&)= L p (x)=8({x X)+g({x ,x ¥ )-g({x Y)+...

xeA 1 2 *
...+g({xi,..,:,c‘_}}—g({xi,..,x.L Y+
i r 4 r—1
+g({xi,_,,xi,}{j,..,xj,}ﬂ(})"g({}{i‘ :-n;}:—L :Xj,..,}{j}}-l-
i r 1 s 1 1 r * °
"'+g({xi_’.‘,}{i,xj’."}{j ;){-k J--)}{k})_
1 r 1 8 1 t
—g (< c G TI=
g( xi"""‘xi,"hj,"’xj ’Xk :--:}\-k )
4 r 1 s 1 t-1
=€({Xi:--,X{}}_g({xt""xi’xj""xj})+
1 r 1 ro1 N
.4_g({;,(i"_.,x_L ’xj""xj’xk ;..,X.k}):
1 r 1 s 1 t

=g (ANB)-g(B)+g(AUB).
Por tanto
g(A)=g(ANB)-g(B)+g(AUB)
Y 8 es una capacidad inferior de orden dos.
Condicion suficiente:
Vamos a probar que si g es una capacidad inferior de
dos, entonces

g(A)s min P_(A)=g (A} VASX

[el=e)
y por tanto g sera de la clase MA. La demostracion de que
es una capacidad superior de orden dos entonces g(A)zg (A)
es anéloga.

Supongamos que A:{xi,xt,..,xt}, Entonces
1 2 r

r r
Fo(8)= L p (x }= L (a(B, Uix 7)-a(B, ))

=1 Joo3=1 j i j
oy’ omﬁ“’xbwk_ﬂ} ¥y U(h%)ZH

donde Bo%:{x
J

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
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(i <o (i_ y<. . <0 (d,).

Si definimos los conjuntos AL mediante
i
Ai,:{xi,’xi. :--)Xi_}: j:]-)--}r
3 i e r

entonces

B U8, =By, Ui ¥, By NA =tx L Lux d=A , JsL ..ol
J J J J J J J+1 r J+1
Bow VA =By WEx >, B, N4 =L,

r r r r r r

Luego

r N r r—1
L (B, Ux 3)2 L g(B )+ T g(A )- T g(4 )=

i=1 h] J j=1 i i=1 i i=1 j+i
r r r r .
=L eB, )+ X a(h)- X a(A =L (B, )+a(A ).
=4 ) J=1 ] =2 R} J=1 3 1
Por tanto

g(4 )=a(A)S © (g(B,, Uix >)-g(B,, ))=P_(A),
ey j

1 i=1 Jj J

y asi
g(AY< min P_(A)=g (A), VASX.#
o m
e
n
Corolario 4.2
La medida difusa g es una capacidad de orden dos si ¥

solamente si g:gm 5 g:gm

LLa clase MA no es sino la clase CC2, y por tanto las
capacidades de orden dos se caracterizan por obtenerse como
superior o inferior del conJjunto de sSus probabilidades
asociadas.

Las capacidades de orden dos poseen también interesantes
propiedades desde el punto de vista de la esperanza monétona. En
primer lugar daremos un resultado valido para cualquier medida

difusa.
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Proposicion 4.7

Si Pa oeSn son las probabilidades asociadas a una medida

difusa g, se verifica, Vh:X———eRZ

b

min Ep(h)SE (h}< max E_(h).
[+ ) o4
o'eSn o o'eSn o

Demostracion:

Como hemos probado (proposicién 2.5 del capitulo II), la
esperanza monotona de una funcion h respecto de una medida
difusa g coincide con la esperanza matematica de h respecto de
una de las probabilidades asociadas (la correspondiente a la
permutacion que ordena los elementos de X igual que la funcion
h), es decir,

Eg(h):Epéh} prara alguna ooesn'

O
Por tanto

min Ep(h)EE (h)S max Ep(h}.#

aeSn o g ae,n o d

En general, nada mas puede afirmarse a este respecto. No
obstante, para el caso particular de las capacidades de orden
dos, necesariamente se alcanza una de las anteriores cotas para
el valor de la esperanza monétona, vy ello constituye ademés una
caracterizacion de las medidas de dicha clase.

Proposicion 4.8

Condicion necesaria y suficiente para que una pareja de
- * . . .
medidas duales g€ y € sean capacidades de orden dos inferior ¥y
. . +
superilior respectivamente, es que Vh:X———+R0 ,

E (h)y= min Ep(h) v/o E *(h}= max Ep(h).
g oeSn o4 9 o‘eSn <

Demostracion:

Condicion necesaria:

. * ]
51 g, son capacidades de orden dos, entonces
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g= min P b g*: max P_ ,
(24
oS ces
n n

y es obvio que
<P <g Yoss
g=pr =g os

Por tanto, por la monotonia de la esperanza monotona

; +
By (B)<E, (h)<E*(h), Vh:X——R;

de modo que

Eg(h)S min Ep(h)

oS o
n

Eg*(h)?- max E_(h)

oeS o
n
La proposicion anterior prueba las desigualdades inversas.
Condicion suficiente:
Para cualquier A<X se verifica, por la hipotesis

g(A)IEg(IA): min EP(IA): min P_(A),

oes o oss
n
vy en virtud de la caracterizacion que proporciona el corolario
4.2, se deduce que g es una capacidad inferior de orden dos.

3
Para g se prueba analogamente. #

Los resultados que acabamos de probar permiten establecer
de una forma simple otra caracterizacion, ya conocida, de las
capacidades de orden dos (ver Huber [291).

Proposicion 4.9

a) £ es una capacidad inferior de orden dos si y solo si

- N . +
Eg(h1+h2)ZEg(h1)+Eg(h2), Vhi,hZ.X—~—%Ro

* -
b} € es una capacidad superior de orden dos si y solo si

+
E*(h,+h,)<E_*(h )} +E_*(h,), Vh, h,:Xx——R]

Demostracion:

a) Condicion necesaria:
51 € es una capacidad inferior de orden dos, por la

proposioién 4.8, Vhi,hZ:X--*R:
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Eg(h1+h2) min E (h,+h,)= min (E, (h )+Eg (h ) DE
ceS a ceS

Z min E (h Y+ min E (h } E (h )+E (h Y.
aeS o oesn a

Condicion suficiente:
. . + _
SE Eg(hi+h2}2Eg(h1)+Eg(h2) Yh,h,:X—R_ , tomando h,=I

Y hz:IB , se verifica

g(A)+g(B}:Eg(IA)+Eg(IB)SEg(IA+IB}:Eg(IAUB+IAﬁB):

=E_ (I p)+E (I,.p) =E(AUB)+g(ANB),

debido a que las funciones IAuB(x) e IAﬁB(x) estan
equiordenadas, y la esperanza monotona es lineal para este tipo
de funciones.

Por tanto g es una capacidad inferior de orden dos.

b} Se prueba de forma anéloga.#
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4.2. INCLUSION ENTRE MEDIDAS DIFUSAS.

La pérdida de aditividad de las medidas difusas 1lleva
asociado otro fenomeno que consiste en una falta de precision
real en los valores de la medida difusa: si consideramos una
pareja de medidas duales ordenadas, gSg*, ambas codifican la
misma informacién, pero el valor de medida asignado a cualduier
subconjunto A de X es g(A) o g*(A); esto puede interpretarse
como una indefinicion del valor de medida de A, que oscilaria en
el intervalo Cg(A),g*(A}J. Asi, las medidas g ¥ g”E proporcionan
las cotas minima ¥y méxima para la variacion del valor de medida
de cualquier subconjunto.

Desde este punto de vista, y refiriendonos solo a medidas
ordenadas, la méxima imprecisién corresponderia a las medidas de
ignorancia (con intervalo de impreoisién [0,11), v 1la mayor
precision a las medidas autoduales, en las que g(A) ¥ g*(A)
coinciden.

En el caso de medidas difusas cualesquiera, no ordenadas,
la interpretaoién anterior no es tan clara. Cabe recurrir a un
enfoque mas general, considerando las capacidades de orden dos
g v gm asocladas a una medida difusa g, estudiadas en el
apartado anterior: el intervalo de imprecisién del valor de la
medida g sobre A seria [gm(A),gm(A)J, Y g(A) podri a
interpretarse como un "valor modal" (en el sentido de considerar
el valor de medida de A como un numero difuso con moda gAYy ¥
holguras gm(A)~g(A} y g(A)—gm(A). Para mas detalles referentes a
los numeros difusos consultar, por ejemplo, Dubois y Prade [173
v Delgado y Verdegay [121).

Este otro criterio coincidiria con el primero cuando la

medida considerada fuese una capacidad de orden dos, por lo
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expuesto en el apartado anterior, y en caso contrario, parece
responder mejor a la idea de imprecisién en la evaluacion de un
subconjunto; en efecto, el intervalo [g(A),g*(A)l depende
exclusivamente de la medida de A y de la de su complementario,
mientras que el Cgm(A},gm(A)l depende de todas las evaluaciones
probabilisticas de A correspondientes a las posibles
ordenaciones que pueden considerarse sobre los elementos del
referencial.

El objetivo fundamental de este apartado es relacionar la
falta de precisién de las medidas difusas con la dispersién
inherente a las probabilidades asociadas a estas. Para ello
vamos a definir una relacion de inclusion entre medidas difusas
v estudiaremos detalladamente sus propiedades. Dado que la mayor
‘riqueza de estas se encuentra en las capacidades de orden dos,
las dos acepciones de la imprecisién que hemos comentado son
equivalentes para nuestros fines.

La idea sobre la que se basa la definicién de inolusién es
la siguiente: cuanto mas dispersas sean las probabilidades
asociadas a una medida difusa, menos precisién poseeré esta.
Geométricamente, las probabilidades asociadas a una medida
difusa son un conjunto de (a lo sumo) n! puntos del hiperplano
afin de R" de ecuacion X1+X2+..+Xh:1. El cierre convexo de 505
puntos proporciona una regién CUuyos vértices son probabilidades
asociadas. Pues bién, intuitivamente parece 16gico pensar que Si
la regién asociada a una medida dada queda en el interior de la
correspondiente a una segunda medida, la primera presenta menos
dispersién que la segunda, y por tanto es més precisa en la
determinacion de los valores de medida de cada subconjunto.

Vamos a formalizar esta idea.
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Definicion 4.3

Sean g y g’ dos medidas difusas definidas sobre el
referencial X, y sean respectivamente Po y P, OeSn sus
probabilidades asociadas. Diremos que la medida g’ esta
contenida o incluida en la medida g, y lo notaremos mediante
g’cg, si +todas las probabilidades asociadas a g’ sSOon

combinaciones convexas de las probabilidades asociadas a g:

€7C8 > VxeX, VoS, pL(0= E A B (X)

donde hTOEO VreSn y I kT =1.
TeSn

g’ esté contenida en g.

Nota: Puesto que las probabilidades asociadas a una medida
difusa y a su dual coinciden (salvo en el orden), en realidad
estamos definiendo una relacion de inclusion en el conjunto de
pares de medidas duales, aunque al hablar de ella nos refiramos
en algunos casos a uno de los elementos del par.

Estudiemos algunas propiedades elementales de la relacion
de inclusion:

(a) Es reflexiva: gcg Vg,

(b) Es transitiva: gcg’ y g’<cg’’ = gcg’’ Vg,g’,g”emL

Estas propiedades son evidentes, e indican que la relacion

definida es un preorden.
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(c) Existen elementos méximos, uno de los cuales es 1la
pareja de medidas duales de ignorancia total (belo,Plo):

En efecto, puesto que las probabilidades asociadas a belo v
Plo son las degeneradas Pi, i=1,..,n, obviamente cualquier
probabilidad se expresa como combinacién convexa de tales
probabilidades.

(d) No existe elemento minimo, pero si elementos minimales
que son &nicamente las medidas de probabilidad:

En efecto, si wuna medida g esta contenida en una
probabilidad P, g<P, entonces PO:P Voesn Yy pror tanto g=P. Luego
P es un elemento minimal.

No se wverifica en general 1la propiedad antisimétrioa,
aungue mas adelante estaremos en condiciones de probarla para la
clase de las capacidades de orden dos.

Antes de continuar se plantea el +tema de ver si existe
relacién entre la inclusion v los indices de no aditividad e
informacion para medidas difusas.

Aparentemente, teniendo en cuenta que el indice de no
aditividad resulta ser la distancia a la probabilidad promedio
de las asociadas a la medida difusa, se podria pensar que Si una
medida esta contenida en otra, la primera debe ser mas aditiva
(tener un indice A(+) mas bajo) que la segunda. Esta intuicion
es valida en muchos casos, aditividad b preoisién van
ligados habitualmente, pero falla algunas veces por el siguiente
motivo: las probabilidades asociadas a una medida difusa pueden
repetirse; para el célculo de A(*) se tienen en cuenta todas,
mientras que para estudiar la inclusion no nos importa cuantas
veces puedan repetirse las probabilidades. Veamos un ejemplo que

ilustre esta situacion:
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Ejemplo 4.3

Sean, sobre Xz{xa,Xé,x%} las medidas
definidas por
A g(A) g’ (A)
{x > 0] 0
1
{x > 0 0
2
{x3> 0 0
{X1,X2} 0 0
i{x ,x.7 1 0.9
1 3
{Xé,xa} 0 0
{Xi’xz’xé} 1 1

difusas g vy

Tanto g como g’ son medidas de necesidad.
probabilidades asociadas son
& pO’ 1 pO‘ 2 pO‘S p(; 1 p(;’ 2 p(;‘s
(1,2, 3) 0 0 1 0 0 1
(1,2, 3) 0 0 1 o 0.1 0.9
(2,1,3) 0 0 1 0] 0 1
(2,3,1) 1 0 0 1 0 0
(3,1,2) 1 0 0 0.9 0.1 O
(3,2,1) 1 0 0 1 9] 0
Gréficamente, g v 8 se representan
g g’
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Evidentemente gcg’. Sin embargo si calculamos el indice de
no aditividad obtenemos

A{g)= 7 .25 =z ¥.235 =A(g’)

Yy E es menos aditiva que g’.

Tampoco hay relacion directa entre los indices de
informacion y la inclusion: una medida poco precisa puede
representar una informacion bastante coherente desde el punto de
vista de la determinacion de un elemento del referencial, ¥y otra
mas precisa puede, por el contrario, ser menos informativa en
ese sentido (enfocarse menos a un elemento determinado).
Geométrioamente, una medida es mas precisa cuanto menos extensa
€5 Su regién asociada, y es mas informativa cuanto mas cercana
este a uno de los puntos correspondientes a medidas de Dirac ¥y
més alejada esté de las restantes.

Veamos un ejemplo que muestra esta falta de relacion:

Ejemplo 4.4

Sean, sobre X:{Xf)%,xg} la probabilidad P definida por
P(x,})=0.8, p(x,)=0.2, p(x,}=0
v la posibilidad T definida por
n(x;):l, H(Xé):O.Z, H(Xé}:O

La representacion grafica de esas medidas es

T

Se verifica que Pdll, ya que P es una de las probabilidades

asociadas a II. Sin embargo si calculamos los diversos indices
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estudiados en el apartado 3.4 obtenemos

C(m)= v/.sé > vfsoé =C(P)

=+ .02 < ¥ .04 =1(P)

Te(iy= ¥ . 03408 = . 078 =Ic(P)
y con cualquier indice es preferible I1 a P, desde

vista de la incertidumbre.

Volvamos al estudio de las propiedades de 1la
inclusién.

Proposicién 4.10

relacion

de

de

Sea (g,g*) una pareja de capacidades duales de orden dos, ¥y

sea g’ una medida difusa cualquiera. 8i
*
g’cg (o equivalentemente g’<cg )
entonces
s ¥ S
g=g’=g Yy €=g’ =g .

Demostracion:

E 3 - - -
Por ser g ¥y g capacidades de orden dos, VASX

g(A)= min PT(A)

TeS
n

g (A)= max P_(A)

TES
I

#
siendo PT TeSn las probabilidades asociadas a g v g .

Dado cualquier subconjunto ASX, existe una permutacion oeSn

tal que g’(A):Pé(A) (cualquier permutacién que

elementos de A en primer lugar). Luego, como g’cg ( g’<g ),

g’ (A)=P.(A)= £ A__P (&)
TeSn

g(A)= min P_(A)S © A__F_(A)S max PT(A)zg*(A).

T T T

Por tanto

g(A)<g’ (A)=g (A) VASX

161

los



»
Yy para €’ se obtiene el mismo resultado. #

Asi, que una medida cualquiera este incluida en una
capacidad implica que sus valores estan acotados inferiormente
por los de la capacidad inferior, y acotados superiormente por
los de la capacidad superior.

Inmediatamente nos planteamos si es posible probar el
reciproco del resultado anterior. La respuesta es afirmativa, si
las dos medidas son capacidades de orden dos. Necesitamos
alguno<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>