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- INTRODUCCION GENERAL -



Segln la filosofia bayesiana, la probabilidad de un suceso -

representa el grado subjetivo de incertidumbre del experimenta-
dor,sobre la realizacidn de dicho suceso. Debido al caridcter --
subjetivo de este modelo, los investigadores bayesianos afirman
que es suficiente para describir todos los casos de incertidum-
bre e, incluso, algunos de ellos llegan a afirmar que la proba-
bilidad es la Gnica representacidén vidlida de la incertidumbre.

Discutible es ya la primera afirmacidén (muchos autores mantie-
nen el caracter subjetivo de la probabilidad. Por ejemplo, Gne
denko (1.969) afirma: "La diversificada experiencia resultante
de aplicar la probabilidad a una amplia gama de campos, nos en
sefia que muchos problemas de dar una estimacidn cuantitativa -
de la probabilidad de un suceso tienen un significado intuiti-
vo razonable solo bajo unas condiciones bastante definidas....
De la naturaleza no deterministica de un suceso, no se sigue -
que tenga sentido hablar de su probabilidad como un nGmero de-
finido, aGin cuando é€ste no sea conocido'"). Mucho mas dificil -
de aceptar nos resulta, entonces, la afirmacién de que no exis
ten otros modelos que el probabilistico (bayesiano), para des-
Cribir los numerosos casos distintos de experimeﬁtos con incer
tidumbre.

Creemos que la razdbébn histdérica de la Teoria Bayesiana de 1la
Probabilidad es la necesidad de aprovechar las potentes y bien

desarrolladas herramientas que ofrecfa la Teoria de la Probabi
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lidad clisica, para situaciones en las que €sta no era directa-

mente aplicable.

Sin embargo, ultimamente se estan desarrollando formas alter
nativas de representacidédn de la incertidumbre y, dentro de este
campo, podemos incluir el tema de la presente memoria. Desde --

nuestro punto de vista, son claves las siguientes referencias:

- Zadeh (1.965) 1inicid el estudio de la incertidumbre deriva
da de la utilizacidn de predicados difusas (predicados poco pre
cisos). Esta vaguedad es 1nherente a todo sistema en el cual se
emplee el lenguage humano. Un modelo para tratar esta informa--
cidn, tan poco precisa,lo proporciona la Teoria de Cohjuntos D1

11508 .

- Sugeno (1.974) generalizd el concepto de medida de probabi
lidad, introduciendo las llamadas medidas difusas. Realmente, -
Sugeno las introduce como medidas mondtonas en subconjuntos or-

dinarios.

- Shafer (1.975), independientemente también de la Teoria de
Conjuntos Difusos, introdujo un modelo de representacidn de la
incertidumbre, la Teoria de la Evidencia, que generaliza la Teo
ria de la Probabilidad y utiliza medidas difusas en el sentido

de Sugeno.

- Zadeh (1.978) 1introdujo las medidas de posibilidad como re
presentacidn de informaciones dadas mediante predicados difusos.
Estas medidas resultan ser evidencias del tipo analizado por --
Shafer, si bien, presentadas desde un punto de vista completa--

mente distinto.

La Teoria de 1la Evidencia, en general, y la Teoria de la Po-
sibilidad, en particular, han experimentado ultimamente un im--
portante desarrollo, pero queda mucho por hacer, ya que, a nues
tro criterio, no existen atn todas las herramientas necesarias

para una amplia utilizacidn de estos modelos.

El objetivo fundamental de este trabajo es el estudio de 1la

incertidumbre representada por medidas de posibilidad y su rela
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cidbn con la incertidumbre probabilistica.

'l motivo que nos ha llevado a considerar este problema sur-
ge de un articulo de Y. Leung (1.980). En €1 y con base en el -
principio de maxima entropia, Leung propone un procedimiento pa
ra-asignar una distribucidn de probabilidad '"a priori'" en un ex
perimento, supuesto que se conoce una distribucidén de posibili-
dad sobre sus resultados. En concreto, se considera la distribu
cidn "a priori" solucidn de

Max H = -k Z p(a)L(p(a))

2 U

¢ P Z pla) = 1
a = U

). pla)r(a) = «

8. e"U

La restriccidn .2: p(a)m(a) = a, indica que la 'consisten
a © 1

cia' entre p y m (medida de acuerdo con el criterio introducido
por Zadeh (1.978)) ha de ser a (que, en general, deberd estar -

préximo a uno).

Al tratar de generalizar este modelo (a las formas a las que
posteriormente nos referiremos), encontramos que se necesitaba
una mejor comprensidén del término Z p(a)m(a).

a €Uy

Zadeh (1.978) no define la consistencia de una forma precisa;

solo se introduce, de forma intuitiva, que la cantidad --------

‘Z: (a)m(a) es "una formalizacidén aproximada de la observa---
B ASTEh %

cidén heuristica de que una disminucién de la posibilidad 1lleva
consigo una disminucidn de la probabilidad, pero no viceversa'.
Es decir, que existe la siguiente relacidén entre posibilidad vy

probabilidad: 1o probable es posible, pero no reciprocamente.

Sobre el tema de la consistencia y relaciones entre posibili
dad y probabilidad han trabajado, ademds de Zadeh, autores como
Dubois y Prade (1.982, 1.983), Hohle (1.982), Natvig (1.982) vy
Lindley (1.980). En estos trabajos, hemos encontrado que el ---
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principio de consistencia no ha sido definido con prccisiébn y -
solo se han realizado algunas consideraciones intuitivas sobre
€l. Sin embargo, creemos que es un concepto particularmente in-
teresante. S1 en un sistema se trabaja con informaciones diver-
sas, aunque estas sean de naturaleza distinta, es fundamental -
estudiar la coherencia, no contradiccidn o consistencia entre -
dichas informaciones. Por lo tanto, nos hemos propuesto profun-

dizar en este concepto para definirlo rigurosamente.

Cuando originalmente nos planteamos este problema, nos encon
tramos que necesitabamos conceptos y relaciones que no habian -
sido consideradas con anterioridad. Por tanto, nos hemos visto
obligados a profundizar en dos direcciones, cuyos resultados --
han sido fundamentales en la consecucién de nuestros objetivos.

Estas direcciones son:

- Los fundamentos de la Teoria de la Posibilidad. Asi como -
la probabilidad esta suficientemente bien estudiada, en la Teo-
ria de la Posibilidad (debido a su corta existencia) existen mu
chos conceptos de los cuales no hay definiciones universalmente
aceptadas, asi como, parcelas de la misma que no han sido explo

radas.

-La Teoria de la Evidencia de Shafer. Esta teorfia tiene, co-
mo casos particulares a la Posibilidad y la Probabilidad; por -
lo tanto, a la hora de estudiar la Teoria de la Posibilidad y -
las relaciones de €sta con la Probabilidad, siempre serd intere
sante considerar el punto de vista global que proporciona la --

Teoria de la Evidencia.

En el primer capitulo, comenzamos haciendo unas definiciones
generales sobre medidas difusas. En el segundo apartado, estu -
diamos la integral difusa introducida por Sugeno (1.974), junto
con las generalizaciones (integrales seminormada y semiconorma-
da) de F. Suarez (1.983, 1.984). Estas integrales serin un ins-
trumento eficaz para medir la consistencia, tal y como veremos

en el tercer capitulo de esta memoria.

El resto del Capitulo I estid dedicado a estudiar la Teoria -
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de la Evidencia, considerdndose aquellos aspectos que utilizare
mos en desarrollos posteriores. Hay que indicar que la Teorfa -
de la Evidencia proporciona, en algunos casos, una interpreta--
c16n intuitiva de resultados obtenidos teoricamente. Por otra -
parte, justifica algunos conceptos que introduciremos en capitu

los posteriores.

Los problemas fundamentales que nos hemos planteado son el -

de la combinacibén dec¢ la evidencia (cuarto apartado) y el de me-
dir la cantidad de informacidén asociada a una evidencia (quinto

apartado).

Para combinar la evidencia, solo se ha desarrollado un méto-
do, que es la regla de Demster y que proporciona buenos resulta
dos en numerosas ocasiones (probabilidad condicionada cléisica,
probabilidad condicionada de Zadeh). Sin embargo no es un proce
dimiento universal. Shafer (1.976) reconoce que debe de existir
cierta relacidn especial entre dos evidencias para que estas se
puedan combinar segCn la regla de Dempster. Serfia interesante -
disponer de un método que sirviese para combinar evidencias cua

lesquiera. Nosotros hemos definido una relacién de inclusién en
tre evidencias (definicidn 1.16),que puede servir de base para

obtener una regla de este tipo. De hecho, nos serviri para re--
solver el problema en el caso particular de evidencias posibi--
listicas.

Sobre medidas de la cantidad de incertidumbre para eviden---.
cias, solo existen dos trabajos: Yager (1.983) y Dubois y Prade
(1.984). Yager propone dos medidas: entropfa (mide la disonan--
cia de la evidencia) y especificidad (mi&e la precisibn de 1la -
evidencia). Nosotros introducimos las medidas de entropia supe -
rior y entropia inferior. Cada una de las cuales intenta reco--

ger en una Gnica cantidad la incertidumbre total (imprecisidn vy
disonancia) de una evidencia.

En el capitulo segundo consideramos, en primer lugar, el brg
blema de asignar una distribucién de posibilidad a una informa-
c16n difusa. La diferencia esencial con el método propuesto en
Zadeh (1.978) es que nosotros solo utilizamas distribucionées de
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posibilidad normalizadas. También resolvemos (apartado 2) el --
problema de la combinacidn de distribuciones de posibilidad y -
el de definir la compatibilidad de dos distribuciones de posibil
lidad. .

A continuacibn, estudiamos cdmo se puede medir la cantidad -
de informacién asociada a una distribucién de posibilidad. Las
medidas de entropia de De Lucca y Términi (1.972 , 1.979)valo--
ran cuan difuso es un conjunto, de modo que si las trasladamos
a las distribuciones de posibilidad no miden la incertidumbre -
asociada a la misma. Ha habido algunos intentos de medir esta -
incertidumbre directamente: Yager (1.981, 1.983), Higashi et al.
(1.983) y Czogala et al. (1.982). Nosotros recogemos, en este -
punto, la axiomatica propuesta en S. Moral (1.984), que esta ba
sada en las axiomadticas sobre medidas de informacidén de Kampé -
de Feriet (1.970, 1.974). Presentamos, también, numerosos fun--
cionales que pueden ser considerados como medidas de informa---
cidn (incertidumbre) y que seridn de gran utilidad en el capitu-
lo tercero, cuando planteemos el problema de asignar una distri
bucién de posibilidad a una de probabilidad dada.

El Gltimo apartado de este segundo capitulo estid dedicado a
estudiar un tipo particular de informaciones difusas. En todo -
lo anterior, tanto las informaciones difusas como las eviden---
cias y las distribuciones de posibilidad, se refieren a un ele-
mento, X, desconocido, perteneciente a un referencial U. En es-
te apartado, consideramos que lo desconocido es un subconjunto
A C U, y disponemos de una informacidén difusa sobre todos los -
elementos de dicho conjunto (afirmamos una propiedad difusa que

han de cumplir todos sus elementos).

Consideramos como se puede asignar a estas informaciones,dis
tribuciones de posibilidad que las hagan mis manejables matema-
ticamente, lo que sera esencial para nuestra formulacidn del --
principio de consistencia posibilidad-probabilidad.

Con las herramientas que hemos desarrollado en los capitulos
primero y segundo, en el capitulo tercero nos planteamos el ob-

jetivo, fundamental de esta memoria: estudiar las relaciones en-
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tre Posibilidad y Probabilidad, concretadas en tres problemas -

fundamentales:

1)Estudiar la consistencia entre posibilidad y probabilidad.

2)Asignar una distribucién de probabilidad a una de posibi-
lidad.

3)Asignar una distribucidn de posibilidad a una de probabl
lidad.

Comenzamos el capitulo haciendo un resumen de los trabajos -
mis significativos que tratan sobre el principio de consisten--
cia posibilidad-probabilidad. Ademads de Zadeh (1.978), la con--
tribucidén mads importante sobre dicho principio la realizan Du--
bois y Prade (1.982, 1.983). Dichos autores, recogiendo la idea
intuitiva de Zadeh de que '"'lo probable es posible', establecen
que una medida de probabilidad P y una de posibilidad T son con
sistentes si y solo si

m(A) > P(A), VA CU

Con ayuda de esta condicidn, Dubois y Prade proponen una so-
lucidén para los problemas 2) y 3). De hecho, el problema de ---
asignar una distribucidén de posibilidad a una de probabilidad -

dad, se encuentra planteado, por primera vez, en Dubols y Prade
(1.982).

Nuestro concepto de consistencia lo presentamos en el segun-

do apartado del tercer capitulo. Definimos la consistencia como
una propiedad difusa relativa al grado de coherencia (ausencia
de contradiccidn) existente entre una distribucidn de posibili-

dad y una de probabilidad.

Hay que destacar que, dadas una distribucidn de probabilidad
y otra de posibilidad sobre un conjunto, no siempre tiene sentl
do hablar de consistencia. Si la distribucidn de posibilidad se
refiere a un resultado particular de un experimento aleatorio,-
no cabe cuestionarse nada acerca de la coherencia (tal y como -
nosotros la definimos) de ambas distribuciones. Por el contra--
rio, tendrid pleno sentido hablar de consistencia cuando la dis-
tribucién de posibilidad se refiera a todos los resultados de -

un experimento aleatorio que tenga, como distribucidén de proba
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bilidad, la dada.

El caso de informaciones difusas y distribuciones de posibi-
lidad sobre un resultado de un experimento aleatorio, ha sido -
considerado por Takeda et al. (1.975, 1.976). Sus resultados --
son coherentes con la regla de Demster de combinar la evidencia.

Como la consistencia es una propiedad difusa, deber& medirse
en términos de grado de cumplimiento. Para este fin, en este --
mismo apartado, damos una axiomdtica que debe de cumplir un fun
cional,para que pueda considerarse como una medida de consisten
cia, y presentamos varios casos: la medida de Zadeh, la condi--
cidén de Dubois y Prade (que da lugar a una medida ''crisp'") y --
una medida basada en las integrales seminormadas y semiconorma-

das, entre otras.

El problema de asignar una distribucidén de probabilidad a --

una de posibilidad se considera en el apartado tres. Nosotros -
proponemos que, sigulendo el principio de m&xima entropia, la -
distribucidén de probabilidad que hay que considerar es la solu-
cidn de

Max H = -k 2. pes)LCp(a))
R -

S.a.
E p(a) = 1
a < U

"D es consistente con m"

que es un problema de programacidén difuso, cuya forma concreta
dependera de la medida de consistencia empleada. Resolveremos -
dicho problema por el método de J.L. Verdegay (1.980, 1.982), -

obteniendo la solucidn explicita para los casos mas importantes
de medidas de consistencia.

La asignacidn de una distribucidén de posibilidad, m, a una -

de probabilidad, p, lo planteamos de forma ''dual'" al anterior:

Max I(m)
S i, ™ € [ [(U)

T es consistente con p"
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donde [|(U) es el conjunto de las distribuciones de posibilidad

normalizadas, sobre U, e I una medida de informacibén en €l.

Este problema lo resolvemos por el mismo método que el ante-
rior. Obtenemos la solucidén explicita considerando varios casos

de medidas de informacidn y de consistencia.

Por Gltimo, hay que hacer notar que, a lo largo de toda la -
memoria, trabajamos con conjuntos finitos. Esto lo hacemos para
poder centrarnos mejor en nuestros objetivos, evitando las per-
turbaciones que, por cuestiones de convergencia, medibilidad, -
etc. (ajenas al problema de la evaluacidén de la informacidn), -

puede acarrear el uso de conjuntos infinitos.

Los problemas abiertos, por los que pensamos continuar el --

trabajo de esta memoria son:

- Profundizar en la cuestidn de la combinacidén de la eviden-
Cla.
- Sistematizar las medidas de entrOpia asociadas a las evi--

dencias, introduciendo una axiomdtica para las mismas.

- Extender el concepto de esperanza matemdatica a evidencias

y distribuciones de posibilidad.

- Aplicar los resultados del tercer capitulo a la Estadisti-
ca Matemdtica: test de hipdtesis, estimacidn puntual y por 1in--

tervalos de parametros, etc..




- CAPITULO I -
Medidas Difusas. Integral de

Sugeno. Teoria de la Evidencia.




0.-INTRODUCCION

En este capitulo vamos a presentar conceptos previos y herra-

' milentas necesarias, para el desarrollo de los dos capitulos pos-

teriores; en los que estudiaremos informaciones difusas y posibi
listicas y su relacidn con la incertidumbre probabilistica.

Comenzamos con algunas definiciones generales sobre medidas -
difusas, siguiendo a Sugeno(1.972) .Consideramos especialmente -
los casos particulares de medidas de posibilidad y de probabili-
dad.Todos los conceptos estidn dados para conjuntos finitos ya --
que, como indicamos en la Introduccidédn General no vamos a consi-
derar conjuntos infinitos para evitar complicaciones no inheren-

€S & nNuestro tema.

En el segundo apartado estudiamos, en primer lugar, la inte--
gral de Sugeno(1.972) junto con las generalizaciones (integrales
seminormadas y coseminormadas) de F.Suarez(1.983 y 1.984).Estas
integrales seradn utilizadas en el Capitulo III para obtener medi
das de consistencia posibilidad-probabilidad.Dentro de este apar
tado hemos obtenido (Proposicidn 1.2) una relacidn de dualidad -
entre las integrales seminormada y coseminormada.Aunque sefiala--
mos algunas de las posibles aplicaciones de dicha relécién, no -
las desarrollaremos ya que se salen del tema y objetivos de esta

memoria.

Los puntos tercero, cuarto y quinto se dedican a estudiar di-

versos aspectos de la Teoria de la Evidencia de Shafer(1.976).Es
ta teorfa ha sido desarrollada inicialmente fuera del marco de -
la Teoria de Conjuntos Difusos y estid basada en los trabajos de
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Dempster(1.967) .Shafer considera una representacién de la incer-
tidumbre (evidencia) que generaliza la representacidén que propor
ciona la Teoria de la Probabilidad.Muchos probabilistas bayesia-
nos afirman que la Gnica representacidén ''racional'" de la incerti
dumbre (ver p.e. De Finetti(1.974),Lindley(1.982)) es la propor-
cionada por la Teoria de la Probabilidad; racionalidad que supo-
ne la aceptacidn y seguimiento de un conjunto de axiomas.La Teo-
ria de la Evidencia no impone la aceptacién de estos axiomas, --
por tanto, podemos considerarla como mids general y, por otra par
te, proporciona unos resultados y reglas de actuacidn que son =--
bastante intuitivos. Como consecuencia de esto ha tenido un gran
desarrollo en los Gltimos afios, especialmente dentro de el campo
de los Conjuntos Difusos . Este hecho estd justificado por los -
puntos de contacto existentes entre ambas teorias y que podemos
concretar en:

-Las medidas de creencia y plausibilidad utilizadas por Shafer
como representaciones de la evidencia son casos particulares de
medidas difusas.

-Zadeh (1.978) propuso asignar a una informacidén difusa una me
dida de posibilidad y estas medidas son un caso particular de --

plausibilidad anteriormente mencionadas.

El estudio de la Evidencia es particularmente importante para
nosotros ya que, al contener como caso particular a la Posibili-
dad y a la Probabilidad, siempre serd interesante considerar el
punto de vista que proporciona esta teoria a la hora de estudiar

las medidas de posibilidad y sus relaciones con las de probabili
dad.

En el cuarto apartado se dan las relaciones y definiciones --
fundamentales que se encuentran en el libro de Shafer, ademids de

una caracterizacidn que obtenemos para las funciones de comunali
dad.

En el punto cinco tratamos el problema de la combinacién de -
la evidencia. Existe una primera solucidn a este problema'que -
viene proporcionada por la regla de Dempster; sin embargo, mos--
tramos como dicha regla no tiene una validez universal para com-
binar todo tipo de evidencias. Nosotros no vamos a dar un método
para efectuar esta combinacidn en cualquier situacién, pero esta
bleceremos las bases que nos van a permitir resolver este proble

ma en el caso particular de evidencias posibilisticas, que es --
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nuestro objetivo fundamental.

Yager (1.983) ha introducido dos medidas asociadas a una evi-
dencia: entropia (mide la '"'disonancia'" de la evidencia) y especi
ficidad (mide la ''precisidn'" de la evidencia). Yager afirma que
estas medidas, conjuntamente, miden la cantidad de incertidumbre
asociada a una evidencia: habrad mas incertidumbre cuanto mas en-

tropia ('""disonancia'') y menos especificidad ("precisidn'') haya.

Dubois, Prade (1.984) han obtenido otra medida anidloga a la -
de especificidad, generalizando las que Higashi, Klir (1.983) --
llaman "'entropias posibilisticas'.

El apartado quinto, y Gltimo de este capitulo, estid dedicado
a la presentacidn de estos conceptos, asi como a la definicidn y
andlisis de las medidas de incertidumbre que hemos denominado en
tropia superior y entropia inferior. Con ellas intentamos resu--
mir en un valor Gnico la entropia y especificidad de una eviden-
cia.

1.-DEFINICIONES GENERALES SOBRE MEDIDAS DIFUSAS

En este apartado vamos a recoger algunos de los conceptos fun
damentales sobre medidas difusas. Nos vamos a centrar solamente
en aquellos aspectos que sean de utilidad en nuestro posterio es
tudio de las medidas de posibilidad y su relacidén con las de pro
babilidad. Un estudio mas amplio y detallado de estas cuestiones
puede encontrarse en Dubois, Prade (1.980).

Sea U un conjunto que, por comodidad, consideraremos finito a
lo largo de esta memoria. Sea A CJ(U) un dlgebra. Vamos a comen--
zar dando la definicidén de medida difusa de Sugeno (1.972) en --
conjuntos finitos.

Definicién 1.1.- Sea h:A—>[0,1] , se dice que h es una medi-
da difusa en (U,A) si y solo si cumple

i) h(¢)=0 , h(U)=1

ii) AcB ==> h(A)<h(B)

Nota.- Para evitar problemas de medibilidad y dado el caréc--
ter finito de U, consideraremos siempre que A=7(U); y, por tanto
las medidas difusas se definen en (U, T(U)).
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Definicidn 1.2.- Sea h: ?(U)-—4[0,1] una medida difusa. Se -
. %
llama medida difusa dual de h a 1la medida h dada por

h™ (A) = 1-h(X)

Ejemplo 1.1.- Una medida de probabilidad P: J(U)-—3[0,1] es

una medida difusa (cumple i) y 1ii)) cuya dual viene dada por

P (A) = 1-P(A) = 1-(1-P(A)) = P(A)

*
Es decir P =P. Las medidas de probabilidad son las Gnicas me

didas difusas que coinciden con sus duales.

Las t-normas y t-conormas son de gran utilidad en el estudio
de las medidas difusas, por lo que recogemos las siguientes de-
finiciones; que pueden encontrarse en Schweizer, Sklar (1.963).

Definicidn 1.3.- Una aplicacidn
®:[0,1]x[0,1] =—3[0,1]

se dice que es una conorma triangular (t-conorma) si y solo si
cumple
1)Propiedades de frontera.- 181 = 1, 08a = a®0 = a _,va [0,1]
2)Monotonia.- Si ag<b, c<d, entonces a®c<b®d;va,b,c,d [0,1]
3)Conmutativa.- a8b = b®a ; Vva,b [0,1]
4)Asociativa.- a®(b®c) = (a®b)®c ; va,b,c [0,1]

Una aplicacidn
| :[0,1]x[0,1] ~—=3[0,1]
se dice que es una norma triangular (t-norma) si y solo si cum-
ple las propiedades 2),3) y 4) anteriores y, ademis

s B B S BT 1_]__:.—1 = 'a’__|_11 = a , V‘ae[0,1]

F, Suiarez (1.983) ha debilitado los anteriores conceptos in-
troduciendo las definiciones de seminorma triangular (t-seminor
ma) y semiconorma triangular (t-semiconorma).

Definicidén 1.4.- Una aplicacidn S':[0,1]X[O,1]—-+[0.1]que --
cumpla las propiedades 1) y 2) anteriores se dice que es una t-
semiconorma.,

Una aplicacién S:[0,1]x[0,1] ~=»[0,1] que cumpla las propieda-

des 1') y 2) anteriores se dice que es una t-seminorma.

Definicidén 1.5.- Sea g una medida difusa en U, se dice que g

esta basada en la conorma ® si y solo si cumple

U013
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Para cada A,BcU,ANBPB = ¢ — g(AU B) = g(A)Bg(B)

-Se dice que la medida difusa f estd basada en la normq_L s1

y solo si cumple
Para cada A,Bc U AUB =1 = f(AN B) = f(A) | £(B)

Progiédad.- Si g es una medida difusa basada en la conorma 8
entonces su dual, g*, es una medida difusa basada en la norma ©'
definida por: a®'b = 1-(1-a)®(1-b). A esta norma ®' se le llama
norma dual de 8,

-Si f es una medida difusa basada en la norma _|, entonces su
dual, f*, es una medida difusa basada en la conorma |', defini-
da por: a |'b = 1-(1-a)_Lf(1-b). A esta conorma'_L', se le 1lla-

ma conorma dual de .

Ejemplo 1.3.- La aplicacién v, definida por avb=Max{a,bl es -
una conorma en [0,1] . Las medidas, NI, que estdn basadas en esta

conorma se llaman medidas de posibilidad y cumplen

M(Au B) = M(A) v I(B) = Max{n(A), n(B)}, VA,B- U,
La funcidn m:U— [0,1]
a~—> II({a})
se llama distribucidén de posibilidad asociada a II, y permite eXx-

presar la medida II como
M(A) = Max {m(x)}
X €A

La medida dual de T : N(A) = 1-II(A), es una medida basada en
la norma av'b = 1-(1-a)v(1-b) = Min {a,bl = aab; y, por tanto,
cumple

N(AnB) = Min {N(A), N(B)} , para cada A, BC U.

Este tipo de medidas reciben el nombre de medidas de necesi--

dad.

Notacibn.- A partir de ahora Max {a,b} y Min {a, bl 1lo notare

mos, a veces, como avb y aab, respectivamente.

Ejemplo 1.3.- Las medidas de probabilidad estan basadas, a la

vez, en la conorma:

S,(a,b)
y en su norma dual:

b

I
b
+

I
)

+
o

'
sl

S!(a,b
p(a,b)




2.-INTEGRAL DE SUGENO

Sugeno (1.972) introdujo la siguiente definicidén de integral
difusa

Definicién 1.6.-Dado A €F(U), h:U—{0,1]| una aplicacidn y g
una medida difusa en (U, J(U)), entonces la integral difusa de
h, sobre A, respecto a g, se define como el valor

'fﬁ(x)og(.) = Sup [ Min{ Inf h(x), g(AN F)}](1)
A FET(U) xeF

-Esta integral difusa se puede expresar de la forma

fh(x).g(.) = sup [ Min{a , g(ANH)} ]
A a€[0,1] -

donde H_ ={ x€U / h(x) > a !}

Definicidén 1.7.- La integral difusa de h sobre A€ T(U), res--
pecto a g es el valor

freoes() = f (08RG o8 ()

donde uA(x) es la funcidén de pertenencia de A.

Algunas de las propiedades mds importantes de esta integral
son:

(1) Si ae€[0,1] , entonces fjaog(.) = 3
U

@ hsh = fns) s fresl

() f (yvhdog 2 fhyeg) v f hpes ()

(4) f (h Ah )og b4 fh o8 A fh o8
U 1 2 U 1 U 7.
(5) AcCB # fhog < fhog
A B

(6) Si g es una medida de probabilidad

| )[hog - /h.dgl < 1/4
bt 1 U

(7) Si U= {u1,..., un} con h(ui) < h(ui+1) , 1<ig<n=-1

entonces




][h(u)og(.) = Sup {h(u.) A~ g(ANK.)}
A 1€ign r 5

donde Ki = {ui, Uspqseees un}

F. Sufirez (1.983, 1.984) ha extendido este concepto de inte=--

gral difusa de la siguiente forma.

Definicidén 1.8.- Sea S una t-seminorma y U un conjunto, enton

ces la integral seminormada de hiU———é[O,T] , sSobre AclU, respec

to a la medida difusa g es el valor

N- /| h(x).g(.) = Sup _ S(a, g(ANH,))
s/A : «cl01] e

donde H, = {x / h(x) > a}

La integral de Sugeno es un caso particular de esta integral

seminormada cuando S(X,Y) = X A Y

Definicidn 1.9.- Sea S' una t-semiconorma y U un conjunto, en
tonces la integral semiconormada de h:U———9[0,1] ,sobre AcU, =-

respecto a la medida difusa g, es el valor

C- h o (. - Inf S* a, (A NH'!
s/'A (x)og(.) ae[g’ﬂ (@, g =)

donde H! = {x / h(x) > a}

La integral de Sugeno es un caso particular de la integral se-

miconormada cuando S'(x,y) = X Vv Y.

Las propiedades mas importantes de estas integrales son:

Sl T 6[0,1] , entonces N-/ aog(.) = a, C-/ aog(.) = a
g Y Ty

ii) h, € h, = N-/ h,(x)og(.) < N-/ h,(x)og(.) y
g g2
- [ h(eg() € = [ hy()eg()
S' S'
iii) N=J M,(xX)og(.) = C=-[ M,(x)eg(.)= g(A), da AcU
111 S/UAx)g S/,UAX) g para cada
iv) N-S/A(h1 v hy) (x)eg (L) 2 Nfs/Am (x)og(.) v N'S/Ahz(x)"g(')
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c-[ (hy v ) ()eg(.) > C- [ h (Xeg() v € hy(x)eg(.)
2 A 1A &l
WA cA, = N[ hGOes() € N[ RGOes()
ek 58
c-/ h(x).g(.) < C-/ h(x)o.g(.)
ke - Bt

vi)-Sea M = N-/ hixYeg () y sea h' la funcidn
U
S

M si h(x) < M
htifx) .= 4

h(x) en otro caso

se verifica, entonces, que

N- h 0 . = N- h'( )Og(-)
S/U (x) 0g () S/U x

X
-Sea M' = C-J/ h(x)og(.) y la funcidn h , definida por
U
SI

M! s1i hix) > M
%
h (x) =
hix) en otro caso

se verifica, entonces que
x
c-/ h(x)og(.) = C-/ h (x)og(.)
SlU S'U

vii) Si S es una t-seminorma y S' una t-semiconorma. Entonces pa

ra cada AcU se cumple

N-/ h(x).g8(.) € C-/ h(x).g(.)
g A g1 A

viii) N-/ h(x)og(.) = Sup S(Inf h(x), g(ANH)) (2)
3 A HeJ(U) xeH

Estas propiedades pueden encontrarse demostradas en F. Sulrez
(1.983).,

La siguiente proposicidn proporciona un resultado paralelo a
(2) para el caso particular de integrales semiconormadas

Proposicibén 1.1.- Sea g una medida difusa en U, entonces
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c-/ h(x)og(.) = Inf S'(S’uFrh(x), o (AnH)) (3)
g1 A HeT(U) X6

Demostracidn. -

Sabemos que C-g(Ah(X)og(-) =a£?g’1]5'(6, g(ANH))

donde H& = {xe U / h(x) > a}

Ahora bien, para todo ae¢[0,1] se tiene

SEP h(x) £ a y, por tanto
i

XE€E
a

S'(i‘gg_'h(m, g(ANnH!)) € S'"(a, g(ANH]))
Q

de donde

Inf S'( Sup h(x), g(AnH)) <
He J(U) xeH

Inf S'( Sup h(x), g(ANH})) <
ae[0,1] xeH}

Inf S'(a, g(ANH) = C- [ h(x)og(.) (4)
aec[0,1] S'A
Por otra parte, si He J(U) podemos considerar Gy = Sup h(x)
xeH
con lo que se obtiene H = H| , aH€[0,1l Asi pues, para cada H en
H
(U), existe aHe[O,1] tal que
S'( Sup h(x), g(AnH)) = S'(ay, g(ANH] ))
xeH H
¥, POT Lanto

Inf S'(Sup h(x), g(ANnH)) Int - S'{a, ptANHYYY,
He $(U)  xeH ae[0,1] 7

que, junto con (4), completa la demostracidn. f

La siguiente proposicidn relaciona las integrales seminorma--

das y semiconormadas.

*
Proposicibn 1.2.- Si g es la medida difusa dual de g y S y =
S' son duales (S(x,y) = 1 = S'(1=x, 1-y)) entonces

N-f h(x)eg(.) + C-[ (1 - h(G))eg () = 1 (5)
g 2\




Demostracidn. -

0% N-/ h(x)og(.) =1 = Sup S(Inf h(x), g(H)) =
4 U Hef(U) xeH

Inf {1 - S(Inf h(x), g(H)) =
HeJ(U) xeH

Inf ST =0 Int hix) 1= gtH) )=
He J(U) xeH

Inf S'{Sup (1= hix)), g*(ﬁ)) Inf S'(Sup (1-h(x)), g*(H))
He J(U) xe H HeJ(U) xeH

= C-d/ (1 - h(x)).g(.) , de acuerdo con la proposicidn ante-
U
Sl

rior. ft

Corolario.- Para todo AcU

N - [ h(x)eg(.) + C-/ (1 = h(x))og,(.) = g(A
s/A (x) og () S/'A( (X)) o8y g (A)

donde g, (H) = g(A) - g(AnH)

Nota 1.- La proposicidn y corolario anteriores permiten hacer
una demostracidn casi inmediata de muchas de las propiedades de
las integrales semiconormadas a partir de las de las seminorma--
das; y es un buen instrumento para obtener nuevas propiedades de
ambas integrales. Por ejemplo, sabemos que si g es una medida de

posibilidad se tiene

N-/ (hy v h,)og(.) N-/ h,(x)og(.) v N-/ h,(x)og(.)
g A g A A

S

c- [ thy v hy)eg() = C- [ hi0eg() v C- [ hy(x)egl.)  (6)
SIA S'A S'A

Se obtiene, entonces como aplicacidn inmediata del corolario,=-

que si g es una medida de necesidad



N[ by r hp)esC) = N[ R (0eR() N- [ hp(es() (D)
S S

c- [ by # hp)egC) = 0= [ BG0eg() AC- [ hy()egl)  (®)
S' St

No nos extenderemos mas en esta direccidn, para no salirnos -
de los objetivos generales de esta memoria; pero consideramos =-

que es un tema de estudio interesante.

Nota 2.- En F. Suirez (1.983) se indica que una forma de ex--
tender medidas difusas de J(U) a J(U) es considerar las medidas

definidas por

AE‘.I(U) .%SCA) = N- /UpA(X)og(-)
S

-g-S' (A) P /UUA(x)og(-)
St

*
Se obtiene, entonces que si S y S' son duales y g es la medida

dual de g
% -
gs(A) * §SI(A) -1 (9)
donde ”K{x) = 1 - uA(x) , para todo x €U,

La expresidén (9) se puede considerar como la definicidén de =--
dualidad de medidas difusas en J(U); con lo cual, podemos afir--

mar que esta extensidn, bajo ciertas condiciones, conserva la --
dualidad.

Por iltimo cabe sefialar que, como

][Uh(x)og(.) = N-[Uh(XJog(.) " C-V/Uh(X)og(-)

entonces, notando g(A) = ][UA(x)og(.), se tiene que
U

*

g(A) + g (A) = 1

b d

X
para todo A€ J(U) y cualesquiera que sean g y g duales.
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3.-TEORTA DE LA EVIDENCIA DE SHAFER

En este apartado nos vamos a limitar a exponer algunas de 1las
definiciones y propiedades ba4sicas de esta teoria, ademds de ===
unos resultados que hemos obtenido para las funciones de comuna-
lidad. No demostraremos aquellos teoremas que no sean originales
remiti&ndonos al trabajo original de Shafer (1.976), donde se =--

puede encontrar una exposicidn mis amplia y detallada de este te
ma .

Definicién 1.10.- Sea Bel una aplicacién Bel:J(U)—>[0,1] ;se
dice que Bel es una medida de creencia si1 y solo si cumple
1)Bel(¢) = 0
2)Bel(y) = 1

ST NEN. ¥ A1,A2,...,AnC:U, entonces se tiene que

Bel(A;U ... UA ) 2 Z (-1 T *The1(MAy)
o L €{T1,.:,nl §o1 >

I[#¢

donde | I| es el cardinal de I.

Proposicifn 1.3.- Las medidas de creencia son medidas difusas

Definicidén 1.11.- Una aplicacién m: ¢(U)——>[0,1 , se dice
que es una asignacidn basica de probabilidad (A.B.P.) si y solo
si cumple

1) m(¢) =0
2) Z m(A) = 1
AcU

-La cantidad m(A) se llama nGmero badsico de probabilidad de A.

Teorema 1.1.,- La aplicacidn Bel: J(U) >[0,1] es una medida

de creencia si y solo si existe una asignacibn bésica de probabi
lidad, m, tal que

Bel(A) = Z m(B) , para todo AcU,
B cA

-Dicha asignacidn bisica viene dada por la expresidn

m(A) = EEL(-1)IA-B[B81(B) , para toto Ac U.
R ;=
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Definicién 1.12.- La medida dual de una medida de creencia
P1(A) = 1 - Bel(A)

se dice que es una medida de plausibilidad.

Proposici®dén 1.3.- Si m es la asignacidn basica de probabili--

dad asociada a la creencia Bel; entonces

P1(A) = 1 - Bel(A)= 2: m(B) ,VA cU
ANB#¢
Nota.- A las medidas de plausibilidad Shafer les llama proba-
bilidades superiores; pero nosotros hemos preferido llamarles de
plausibilidad pues asi vienen referenciadas en la bibliografia -
especifica de conjuntos difusos.

Notemos como existe una correspondencia bhiunivoca entre las -
asl naciones basicas de probabilidad, 1las medidas de creencia y
las medidas de plausibilidad definidas sobre un conjunto U. A ni
vel intuitivo, tanto cualquiera de ellas, como las funciones de
comunalidad que veremos mads adelante, representan alg(n tipo de
informacidén, de evidencia, sobre un elemento desconocido, xe U,
Cada una de estas representaciones estd basada en distintos cri-
terios : por ejemplo, Bel(A) mide la creencia total sobre que un
cierto elemento, x, pertenezca a A, mientras que m(A) mide la =--
creencla que se asigna exactamente a A, sin contar la que se a=--
signa a las partes propias de A (ver Shafer (1.976) para una ex-
plicacidén m3s detallada). De acuerdo con estas ideas, cuando en
un determinado contexto, nos refiramos a '"la evidencia sobre un

elemento desconocido de U...'", estaremos haciendo alusidén a cual
quiera de sus representaciones.,

Definicién 1.13.- Sea m una asignacidn basica de probabilidad

en U, Se dice que AcU es un elemento focal de m si y solo si =-
m(A) > 0.

Los siguientes ejemplos nos ayudaridn a comprender la naturale
za de las distintas representaciones de la evidencia que hemos -
introducido.



~Ejemplo 1.4.- Una medida de probabilidad P en U es, a su vez,
una medida de creencia y de plausibilidad. Los Gnicos elementos
focales de su asignacidén badsica de probabilidad son los conjun--

tos unitarios, y se tiene
m({al}l) = P({al}) = p(a) , para todo a€ U
donde p es la distribucién de probabilidad asociada a P.

Reciprocamente, toda evidencia tal que sus finicos elementos -
focales sean los conjuntos unitarios tiene medidas de creencia y
plausibilidad asociadas que coinciden con una misma medida de =--
probabilidad. En base a esto, llamaremos a este tipo de eviden--
cias evidencias probabilisticas.

Ejemplo 1.5.- Las medidas de posibilidad y necesidad son medi
das de plausibilidad y creencia, respectivamente. Su asignacidn

b&sica de probabilidad, m, es tal que sus elementos focales es--

tdn anidados, es decir, existen Aiezg(U), i1 =1,..,n tales que
n
A1§A2§E....‘§AHSU y _Zm(Ai) = ]
1=1
Si U= {x1,x2,...,xn} y I es una medida de posibilidad en U

con distribucidn asociada ™ de tal forma que
1 = ﬂ(x1) 2 ﬂ(xz) E i B ﬂ(xn)

entonces la asignacidén bisica asociada a II, m_, es

W(xi)-ﬂ(xi+1) si A={x1,..,xi},1=1,..,n-1
m_(A) = m(x, ) si A=U
0 en otro caso

Es 1nmediato comprobar que sus elementos focales estin anidados.

Reciprocamente, toda asignacidén bisica tal que sus elementos
focales estén anidados, tiene medidas de plausibilidad y creen--
cia asociadas que son medidas de posibilidad y necesidad, respec
tivamente. A este tipo de evidencias las llamaremos evidencias -
posibilisticas.

...........
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_ ] si1 A=U
m(A) = (10)
0 si A#U

€s apropiada cuando no sabemos nada sobre x, excepto que pertene
ce a U, Shafer resalta que esta "representacidn de la ignorancia"
difiere de la que se realiza desde el punto de vista bayesiano;

donde la ignorancia se representa como la distribucidén de proba-

bilidad uniforme en U,
Las medidas de creencia y plausibilidad asociadas a esta m =-=-

son
0 si A # U
Bel(A) =
) s1 A = U
0 si A = ¢
P1(A) =
1 Si A ¥ b

Pl es una medida de posibilidad con distribucién,t , asociada

via) = 1 5 “para todo  asl).

Definicién 1.14.- Dada una asignacién b&4sica de probabilidad,
m, en J(U), se llama funcidén de comunalidad asociada a m a la a-
plicacidn 27 ﬂTU)—————e>D,1], definida por

QCA) = 2, m(B)
B<CU
ACBH

A la cantidad Q(A) se le llama nGmero de comunalidad de A.

Los dos siguientes teoremas que permiten expresar una medida
de creencia (plausibilidad) a través de su funcién de comunali--

dad y reciprocamente, pueden encontrarse en Shafer (1.976).

Teorema 1.2.- Supongamos que Bel y Q son la medida de creen-
cia y funcién de comunalidad asociadas a una asignacién bdsica -

de probabilidad m; entonces




Bel(A) = BZ'A" C-T)lB‘QCB)

Q(A) = Z (-])‘BIBel('B') ,para todo AcU
B cCA

donde |B| es el cardinal de B.

Teorema 1.3.- Sean Pl y Q las medidas de plausibilidad y fun--

cidn de comunalidad asociadas a una asignacidn basica de probabil

lidad m; entonces

PL(A) = Z -1 Bl *1q(B)
B cA
B#¢

QC(A) = Z (-1)|B‘+1P1(B) , para todo A cU,A#¢.
B CA

Las funciones de comunalidad constituyen una herramienta 1im--
portante, ampliamente utilizada,de la Teoria de la Evidencia.E--
xisten dos cuestiones que no hemos encontrado resueltas y que ==
permiten una utilizacidén mis eficaz de esta funcidn de comunali-
dad. Estas son '

1) Expresar la asignacidén basica de probabilidad, m, en fun--
cidén de Q. '

2) Caracterizar las funciones Q: J(U)——[0,1] que son fune-=--
cién de comunalidad de alguna asignacidén bédsica m.

Estos dos problemas quedan resueltos mediante los dos teore=--
mas siguientes, para cuya demostracidn necesitamos de un lema =-
previo que, a su vez, constituye un resultado bien conocido de -
la Teoria de Conjuntos.

Lema 1.- Si U es un conjunto no vacio, entonces tiene el mis-
mo nGmero de subconjuntos con un nmero par de elementos que con

un nmero impar, es decir:

1 si U ¢

Z (-UlAI 0 (11)

A€T(U)

0 si U # ¢




Teorema 1.4.- Si m es una A.B.P., y Q su funcién de comunali--

dad asociada, entonces

m(A) = Z Q(B) (-1)IB-A| , para todo AcCU.
AcCcB

" . - . - . . « W

Por la definicién de Q

2. ay -1y 13AL 2 2, [ b3 m(C))c-n'B'A'L

ACB ACB ‘Bl
3 Im(C) (2 (-1)'B'A')],
AcC ACBcC

y esto Gltimo es igual a m(A) si comprobamos que

] 21 L o= A
Z (-1)1 B=Al . (12)
ACH L
0 53 K -F C
lo cual es equivalente a
] si D = ¢
2 ayidl
D c (C=-A) (13)
0 si D # ¢
Ahora bien, (13) es una consecuencia inmediata del lema 1. #

Teorema 1.5.- Sea una funcidn Q: F(U) ——> R, Entonces, una
condicidn necesaria y suficiente para que Q sea la funcidén de co

munalidad de una A.S.B.,m , es que se cumplan las peopiedades:

1) Qo) = 1, 2. Qeay =131 ALY o (14)
A#¢
2) Para todos n €N ; A1,A2,...,A c U, se tiene
Il
Q(A; nA,N ... nA ) > Z D!+ qcLJay (1)
i) 4 5 5 LS el *
3) 0 £ Q(U) £ QU - {a}) , para todo a €U (16)
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Demostraciodn

En primer lugar demostraremos la condicidn necesaria; es decir
que dada una A.B.P., m, entonces

QCA) = 2. m(B)
ACRB

cumple (14); (]S);y (16) .En efecto:

B 7 LREa W, e ST O
$ C B BcU

- 2 Q) (-1 Al
AcCcU

m(¢) = 0 , seglin el teorema anterior

¥, DO -tanto;

2oy -1 lAl*T _
rez)

- 31 notamos - J(B) = {i '/ A, c B} , entonces se tiene

Z m(B)=Q(_A]n...ﬂA)
A. N ...rlAnc:B

con lo que queda probado (15).

- La propiedad (16) es un caso particular de

A c B =  Q(A) > Q(B) (17)

y cuyo cumplimiento se deduce inmediatamente de la definicidén de

Q.

Para demostrar la condicién suficiente construiremos para una
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Q que cumpla (14), (15) y (16) una A.B.P., m, cuya funcibdn de co
munalidad sea la Q dada. Definamos de acuerdo con el teorema an-

terior

m(A) = AE:BQ(B)(-])IB'AI , para todo AcU

Para ver que m es una A.B.P., deberemos verificar que se cum-

ple
m(A) = 2. Q) (-1)!B Al 5 0 |, para todo AcU (18)
ACB
Z m(A) = 1 (19)
AcU
m(¢) = 0 (20)

-La propiedad (18) para A = U o A=U - {a} ,a€ U, es una con-
secuencia inmediata de (16), ya que m(U) = Q(U) > 0 y m(U=-{a}) =
= Q(U-{a})- QU).

Sea ahora AcU con |U - A| > 2 y consideremos la familia
(A}, cy-p» donde A, = A u{a} . De acuerdo con (15) se tiene

Cru e el e A -n B

3 € U=-A H CU=-A a en
H#¢
Por otra parte, FW. Aa = A, por ser |U-A| » 2; y es inmediato
- a €U-A

que,

2, acUay-nlHiet . 2. qe) (-1 | B-AI 4
HcU-A aeH ACB
H# ¢ A#B

de donde se deduce

Q(A) > AZBQ(B)(-1)|B'A'+1

A#¢

y se tiene entonces que

Z Q(B) (-1)|B-A| >0 , tal como queriamos probar.
AcCB

- La propiedad (19) se demuestra teniendo en cuenta que:
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2. n(A) = Z 2 QB) (1)1 BAl

Aot AcUACRB

Bcu[Q(B)( 2, el Al)l Z [QCB)( 1)‘Bl< 2. (-1 )|A|>] 3

ACB

= Q(¢) = 1, ya que, por el lema 1

] si B = ¢
2. (-nlAl -

A cB 0 en otro caso

de acuerdo con el lema 1 y la condicidén (14) de Q.

- La propiedad (20) es inmediata ya que

m($) = » 9 -1y Alqeay = o) - Z -1) 1Al *1qca) =
é c A A;:U
A%

- Para terminar la demostracidn solo nos queda probar que la -

funcidén de comunalidad asociada a esta m, que notaremos Q*, coin
cide con Q. En efecto,

Q*(A) = Z m(B) = Z( ZQ(C)(-UIC"BI ) "

ACE ACB'BcC(C

[Q(C) 3 (-U'C'B')] -
A< AcCBCL
Z [Q(C)(-U'C‘( 2. (-1)IDI)] = Q(A); ya que
A€ D cC-A

1 si C-A=¢ (A = C)
2. el
D cC-A 0 en otro caso
de acuerdo con el lema 1. #

4.-LA COMBINACION DE LA EVIDENCIA

En este apartado vamos a estudiar dos problemas que estin es-
trechamente relacionados. Consideremos dos asignaciones basicas

de probabilidad, m, Yy mz, que suponemos que representan sendas -
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evidencias sobre un x U desconocido. Nos proponemos, en primer

lugar, medir 1la contradiccidn existente entre m, y m,; y, en se-
gundo lugar, caso de que estas no sean totalmente contradicto=---
rias, definir una nueva asignacién, m, que recoja la combinacidn
de las evidencias contenidas en'm] y'mz.

La regla de Dempster (1.967) proporciona una solucidn para el
segundo de los problemas anteriores. Dicha regla estid estudiada
con detalle en Shafer (1.976). Suponiendo que m, y m, tienen ele
mentos focales A1,A2,...,Ak y B]*""Bl’ respectivamente, y que
no existe contradiccidn total entre ellas, es decir si

Z M, (A: ] B (B:) < 1
AN Bj=¢ Bt ! &)

entonces la combinacidn de my; y m,, segln la regla de Dempster,

proporciona
A. nZ:r-z.-_-Am1 oo s Lol T
MA) & ——m—— (21)
Him el O A )
A;n B,=¢

donde m(A) = 0 , si AilW Bj v A, para Ttodos Ayl ik iV cal;

A esta asignacidn, definida por la expresidén (21), la notare-
mos m, & m, .

Shater afirma que, asociada a esta regla, la medida del con--
flicto, de la contradiccibn, entre dos asignaciones b&Asicas de -

probabilidad se puede realizar mediante cualquier funcidn cre-=--
Clente de

K = Z m, (Ai).mz(Bj)

A;N B=¢

destacando a =-log(1-k) a la que llama medida del peso del conee--
flicto entre m, y m,, notindola Con(m,, m,) .

Nota.- Las definiciones anteriores se han dado a nivel de --
asignaciones b&dsicas de probabilidad, pero se extienden inmedia-
tamente a las distintas representaciones de la evidencia: si =---

Bel1 y Bel2 son las funciones de creencia asociadas a my y m
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respectivamente, la funcidn de creencia asociada a m, ® m, Se no
ta como Bel] ® Bel,; y es el resultado de la combinacidén, segflin

la regla de Dempster de Bel1 y Bel Lo mismo cabria decir para

5 -
las funciones de plausibilidad, P1,  P1,, y de comunalidad, =---

Q] ® QZ’ asociadas a m, 6'm2.

...........

La regla de Demspter permite una interesante justificacidn de
la definicidn de probabilidad condicionada. Supongamos m, y m, -

en U = {31,..,an} dadas por
P si A = {ai} ,;aiEIJ
m, (A) =
0 en otro caso
n
siendo 0 < P; < ( e LoD ]
' i=1 ¢4
1 si A =B
m,(A) =
0 en otro caso

donde B © U es un conjunto no vacio arbitrario, pero fijo.

m, representa la evidencia que tenemos sobre un elemento -
cuando, sobre el, disponemos de la distribucidén de probabilidad
{pi}i E{1,..,n}( ver ejemplo 1.4 ). m, representa la evidencia -
que tenemos cuando sabemos que dicho elemento pertenece a B C U.

La regla de Dempster nos dice que no existe contradiccidén to-

tal entre ambas evidencias si 1 = Ak > 47

xiﬁB .

P(B) > 0, donde P es la medida de probabilidad asociada a la dis
tribucién {pi}. En este caso la asignacidn b&sica resultante es

< 1; es declr sl ====-

p;/P(B) S1 A = {a;} , a. € B
m(A) =

0 en otro caso

que es una evidencia de tipo probabilistico, cuya medida de pro-
babilidad asociada es precisamente la medida de probabilidad de
m,, P, condicionada a B: P(./B).
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Recogemos a continuacifén algunas de las propiedades mids impor
tantes de la regla de Dempster que hemos encontrado en el libro
de Shafer (1.976), junto con otras (3 y4) que no estaban enun=- -

ciadas anteriormente y nos ha parecido importante sefialar,

1.-Asociativa: Cm1 ® mz) ® m m, & (mz ® m

] 3)

2.-Conmutativa: m B m, Efmz ® m

3.-Elemento neutro; si m, representa la ignorancia total (ver -
ejemplo 1.6) , es decir

] si1 A =1U
mo (A) =
0 en Otro caso
entonces me ® m =m , para toda asignacidén m.

4,-S1 m_ representa la certeza de que el elemento desconocido =-
coincide con a € U; es decir

1 si A= {a}

m_(A) =
0 en otro caso

y m es una asignacidn basica cualquiera, con medida de plausibi-

lidad asociada P1l; entonces m, y m no son totalmente contradicto

rias cuando Pl1(a) > 0, en cuyo caso m, ® m

m
d

5.-Q; 8 Q, (A) = k Q(A) Q,(A) , donde k = 1-/ 2. m, (A) .m, (B))

(
ANB#¢

La regla de Dempster ha demostrado funcionar bien en numero=--
sas situaciones, como es el caso del ejemplo 1.7. Sin embargo, -
varias razones nos inclinan a no dar una validez universal a di-
cha regla. Ya indica Shafer en el Capitulo 8 de su libro que no
se pueden combinar evidencias sin tener en cuenta la forma efec-
tiva en que estas interaccionan. Supongamos, por ejemplo, que =--
disponemos de dos asignaciones bisicas de probabilidad idénticas
m, = m,, que han sido obtenidas de la misma fuente. Seria'ilégi-
co combinarlas, segln la regla de Dempster ya que, en general, -
de acuerdo con ella m & m # m. Shafer ha estudiado algunos re--

quisitos para la validez de esta regla. La combinacidn de eviden
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Cclas cualesquiera se presenta, pues, camo un problema abierto, -
No es objetivo de esta memoria el estudio exhaustivo del mismo vy
nos limitaremos a desarrollar los elementos necesarios que justi

fiquen el método de combinar distribuciones de posibilidad que -
introduciremos en el siguiente capitulo.

En primer lugar, vamos a tratar un caso de fidcil resoluciédn.

Definicién 1.15.- Sea m una asignacién bdsica de probabilidad

diremos que m representa una evidencia de tipo preciso si y solo
s1 existe B Cc U tal que

m(A) = (4Z)

0 en otro caso

Este tipo de evidencias las notaremos mp, y representan la infor

macidn que tenemos cuando se sabe que un x€ U, desconocido, per-
tenece a B C U con seguridad.

Vamos a poner de relieve como estas evidencias se '"combinan -
bien ", La combinacidn de una evidencia de tipo preciso represen

tada por una asignacidn, mp, con una evidencia arbitraria dada -
por m, se define como aquella que viene representada por

Z m(C)

B NnC=A
W g MulA) = et ————
Z m(C)
BN C#¢
conm , mp(A) = 0 si A no estd incluido en B.

Siendo la condicién de compatibilidad

1 - Zm(C)>O,
BNC=¢

en el caso en que .2: m(C) = 1, my mp seran totalmente incom-
B ﬁc=¢,

patibles y no tiene sentido combinarlas.

Esta regla de combinacién coincide con la regla de Dempster,
Pero este caso particular no presenta los problemas achacables a

€sta . En primer lugar, esta definicidn parece intuitivamente --
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bien fundamentada lo que no ocurre en general. Ademds en este ca
so es evidente que el resultado de la combinacidn no depende de

la relacidn existente entre ambas evidencias; por ejemplo ====-=-

mp x Mp = mp. Recordemos, también, la justificacidén de la proba-
bilidad condicionada por la regla de Dempster donde una de las -
evidencias era de tipo preciso y estdbamos en este caso particu-

lar.

El problema en el caso general es mucho mids complejo. Noso=---

tros introducimos la siguiente definicidédn que puede ayudar a re-
solverlo.

Definicién 1.16.- Sean m, y m, dos asignaciones basicas de =--
probabilidad. Diremos que la evidencia representada por m, esti
incluida en la representada por m, (m1 Cm,) siy solo si:

para cada A € U, existe m, : JAA)——[0,1], tal que

> B) = A 3 B) = B
BcAmA() m, (A) yBcACumA() m, (B)

Esta definicién estid basada en la idea intuitiva de que una -
informacién adicional sobre un x € U, desconocido, que sea com=--
patible con la ya existente, debe de producir una atomizacidn de
la evidencia. Cuando no sabemos nada sobre x, la evidencia esti
concentrada en U; a medida que obtenemos mids informacidn sobre x
la evidencia se debe de ir concentrando sobre subconjuntos de me

nor tamaho, incluidos en los anteriores.

Propiedades de la relacidn de inclusidn

De las siguientes propiedades no demostraremos aquellas que -
consideremos inmediatas.

1) Sim, vy m, son asignaciones bdsicas de probabilidad con =-----

m, Ca m, y Pl1 y Pl2 son sus medidas de plausibilidad asociadas, -
entonces, para cada C c-U

P1.(C) > P1,(C)
Demostracidn
En efecto, siguiendo la notacidén introducida en la definicidn

034




de inclusifn (definicién 1.16),

para cada C c U , P12CC) g Z mz(—B) i Z ( Z mA(B)) :
C n B#¢ CNB#¢p Bc AcU

Ahora bienz s1 A €U es tal que Bc A y CnB o0
bién CnA # ¢, de modo que:

Z( e mA(B)) S Z( 2. mA(B)) =

CNnB#¢ B AcU CnNA#¢¢ Bc AcU

, entonces tam

2: HH(AJ = P11(C), lo que concluye la demostracidén. #
CnA#g

2) Si Be1] y Bel2 son las medidas de creencia asociadas a my y -

m,, respectivamente, con m Cimz; entonces. , . para cada C < U
Bel1(C) < Belz(C)

- La demostracidn es inmediata teniendo en cuenta que

Bel;(C) = 1 - P1.(C) , i=1,2

5 | Qi ¥ Q2 son las funciones de comunalidad asociadas a m, y
m,, Con m, CIm2 entonces, para cada C < U, se tiene

Q,(C) > Q, (C)
Demostracién

En efecto, sea C ¢ U , entonces

£ m,(B) = Z ( 25 mA(B))

Cc BcU CC:BeU B cAcl

2 B s )

CcACU Cc Bc A CcAcCU BCcA

Q, (C)

12: m1(A) = Q1(C) , Como queriamos probar
LS ACU

4) Reflexiva.- Para toda asignacién bidsica m, se tiene mC m.

5) Antisimétrica.- Si m; y m, son dos asignaciones bidsicas tales

[

que m 4 (:m2 Yy mzc: m, , entonces m, m

5 .




Demostracidn

Por la propiedad 1 si.m](:m2 y m, Cm,, entonces P11(C) -
= Plz(C), para todo C € U; y como las medidas de plausibilidad,
seglin hemos visto, determinan univocamente su asignacidn bé&sica

- #
e

(1

se tiene m]

©) Transitiva.- Si‘m1, m, Yy My son asignaciones basicas de proba

bilidad, entonces

m1C m, Yy mzc m - my C Mg

7) Existencia de minimo.- La asignacidn que representa la igno=--

rancis total

1 S1 A =
me (A) =
' 0 b ety WHE T

estd contenida en cualquier otra asignacién m : mo,<C m,para toda
m.,

8) Elementos maximales.- Las asignaciones bisicas de tipo proba-

bilistico, mp, es decir aquellas que cumplen (ver ejemplo 1.4)
mp(A) > 0 =  existe a € U tal que A = {a}

son elementos maximales ; si m es tal que mp Cm, entonces e=-=--
m =,
P

Asi pues,la inclusién que hemos definido es una relacidén de =

orden parcial en el conjunto de las asignaciones bisicas de pro-
babilidad.

Si el conjunto de las asignaciones bidsicas con esta relacidn
de orden parcial tuviese estructura de semirreticulo superior; -

esto es para cada par de asignaciones bisicas m, y m, existe ===
otra m, que es el supremo de m, y m,, €s decir

- m, Cm vy m, Cm

- S1 m' es tal que m, C m' y mé Cm', entonces m Cmnm'

entonces el problema de la conjuncibén estaria resuelto: a cada -
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par de m; y m, le asociarfamos la minima asignacidén basica que -

2 .
las contiene m = SupCm],;mz). Desgraciadamente esto no ocurre ==
asi, y el conjunto de los mayorantes comunes de dos asignaciones
bdsicas m, y m, puede ser vacio y en caso de no serlo, puede no
tener minimo.

" Ejemplo 1.9,=- Sea U ='{x],x2} y consideremos en &l las distri

buciones de posibilidad n1y s dadas por:

X X,
'n](xi) 1 0.2
NZCxi) § S ]

cuyas asignaciones basicas de probabilidad son
my(¢) = 0, m({xq}) = 0.8 , m({x,}) = 0 , my({xy,x,1})
m2(¢) 4 S mz({x1}) 1 - mz({xz}) 3. | PV A mZ({XT’XZ})

0.2

1 R T

Ls inmediato comprobar que m, Yy m, TO tienen mayorantes comu-
nes. A la vista de los valores de Ty Y Ty podemos observar que
esta ausencia de mayorantes comunes se debe a que ambas distribu
ciones son altamente contradictorias.

posibilidad en U dadas por

X 4 X, X

n1(xi) ] P 0.4

nz(xi)- 1 0.3 0.8
que tienen como asignaciones biAsicas de probabilidad m, y m, ta=-
les que
m1({x1}) = 0.3, m1({x],x2}) = 0.3, m1({x1,x2,x3}) = 0.4,
m1(A) = () en otro caso.
mz({x1}) = 0.2, mz({x1,x3}) = 0.5, mz({x1,x2,x3}) = 0.3,

mZ(A) = 0 en otro caso.

Estas tienen mayorantes comunes como, por ejemplo
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ms({x;}) = 0.6, mL({X;,X31}) 0.1, mq(f{xy,x,,x:}) = 0.3,

ms(A) = 0 en otro caso.

Jl

my (1) = 0.3, my(xg,%,}) = 0.3, my ({x;,x5}) = 0.4,

m4(A) =Y e otrh CASO,

Pero no puede existir un minimo, m, entre sus mayorantes ya =
que este deberia de cumplir

-m({x,}) = m({xg}) = m({xz;xz,}) = 0 5 pues Pl(x,) > Pls(x,)=1

-m({xl}) = 0.5 ; ya que debe incluir a m, y estar incluida en -
m, .

-m({x1,x2,x3}) = 0.3;ya que debe incluir a m, y estar incluida
en m,.

- mixy,X,1) = 0 5 ya que 0.3 = m({xy,X,,X;}) < P1(x,) <
Plz(xz) = 0,3

-m({x1,x3}) & 0.1 3 ya que Pl(x3) < P11(x3) = 0.4,

Y, Por tanto, 2. m(A) < 1, con lo que m no podria ser una asig
ACU

nacién b&sica de probabilidad.

Los ejemplos anteriores proporcionan una base para definir el

grado de compatibilidad entre dos asignaciones bidsicas de proba-
bilidad.

Definicibén 1.17.- Sean m, y m, dos A.B.P., llamaremos grado -
de compatibilidad entre my; y m, a

C(m1,m2) = Sup{ae[0,1] / existe tesH(m1)r1H(m2) con

]
—
" .
g
 —

I

al,

donde H(m ) = {t: T(U)—>[0,1]/ para cada Ac U, existe My

my: J(A)- >[0,1] ,con Z m,(B) = m(A) vy

t(B) < Z mA(_B)}
BCAcU



como consecuencia de esta definicidén, dos asignaciones con mayo-

ranres comunes son compatibles con grado uno. Cuando no sea asi,
el grado de compatibilidad seria, permiti&ndonos un abuso del =--
lenguage, '"'la mdxima masa de evidencia procedente de m, y m, que

permite la existencia de un mayorante, no normalizado com(n.

- Proposicidn 1.4.- C(m],mz) = 0 <& (para todo A < U,

m, (A) > 0 = m,(B) = 0, cualquiera que sea B ¢ U con B N A #¢)
Demostracidn.- Es inmediata, a partir de la definicidén 1.17 #

Nota.- Si My B <« U, representa una evidencia de tipo preciso
(ver definicidén 1.15), entonces C(m,mB) = P1(B) para cualquier -
otra A.B.P. m y, ademas, '"el mayorante no normalizado comGn t"
es inico; es decir existe una Gnica tezH(mB) n H(m) tal que:

& t(A) = P1(B) y (1/P1(B)).t = my
AcU

S

El tema de combinacidén de evidencias nos parece muy interesan
te y requiere una mayor profundizacidn, lo que dejamos para futu
ras jnvestigaciones. En este capitulo nos hemos limitado a desa-
rrollar los elementos que utilizaremos en el Capitulo II de esta

memoria, que era nuestro objetivo fundamental.

5.=-MEDIDAS DI ENTROPIA ASOCIADAS A UNA EVIDENCIA

Yager (1.983) ha introducido una definicidén de entropia para
una evidencia en un conjunto finito U, que generaliza la nocibn
de entropia de Shannon. La definicidn que recogemos a continua--

cidn es una caracterizaciédn de la misma que di6 Yager en la refe
rencia anteriormente citada.

Definicidn 1.18.- Sea U un conjunto finito y supongamos que -

se dispone de una evidencia en U con asignacidn basica m y medi-

da de plausibilidad Pl; se define la entropia‘de dicha evidencia
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COomo

E(n) = - 2, m(A)L(PL(A)) 3 O
A CU

donde L(.) nota la funcidn logaritmo neperiano.
Las propiedades mads importantes de E(m) son (ver Yager(1,983))

1) Si m representa una evidencia probabilistica, entonces

BLm). & Z m(a)L(m({a}))

a U
Dicho de otro modo, en este caso E(m) coincide con la entropia -
de Shannon de la distribucién de probabilidad {p(a)} que viene =
dada por

p(a) = P1({a}) = Bel({a}) = m({a}) , para todo a € U,

2) eE(M) _ T pyca) ™(A)
Al

5) E(m) es finita para toda asignacidén m.

4) S1 m representa una evidencia posibilistica (ver ejemplo 1.5)

entonces E(m) = 0.
5)Supongamos que m tiene k elementos focales AT""Ak CON =====-=
m(A;) = a.e [0,1] . Entonces E(m) es maximal si los elementos fo-

cales A. son disjuntos; es decir si 1 # j = A, D Aj = ¢.

6) E(m) = 0 N (m(A) >0 ym(B) >0 = A NB # ¢)

7) Supongamos que m tiene k elementos focales disjuntos; enton--
ces, E(m) es maximal si y solo si m(Ai) w1l L L m il d ks 6R -

Cuyo caso

E(m) = - (1/k).L(1/k) = L(k)

1

nm™Mx

1

Esta medida de entropia, en palabras de Yager, ''proporciona -

una medida de la disonancia de la evidencia'". Sin embargo, no po
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demos afirmar que sea una buena medida del grado de incertidum--
bre que tendrfa un individuo sobre el yerdadero valor del x€U -
desconocido, conociendo la evidencia representada por m. Asi, =--
por ejemplo, la asignacién basica que representa la ignorancia -

total (mo) y aquellas, m_, de la forma

i si A={a}
ma(A) AR

0 en otro caso

donde a € U, arbitrario, pero fijo; que representan la certeza -
de que x = a € U, tienen la misma entropia. Y, sin embargo, la -
incertidumbre serid grande cuando dispongamos de mo y nula cuando
dispongamos de m, . Para complementar, en este sentido, el papel
de la medida de entropia, Yager (1.983) introduce la medida de -

especificidad asociada a una evidencia.

Definicidn 1.19.~ Sea una evidencia en U representada por 1la

A.B.P. m. Se denomina especificidad de esta evidencia al valor

m(A)
Smm) = 2,
ACU |A]

A# o

Las siguientes propiedades pueden encontrarse demostradas en
Yager (1.983)

1)Sea una evidencia en U, representada por m, entonces

1

g S(M) £ 1
| U]
2) La especificidad de una evidencia en un conjunto U alcanza su

midximo valor ( 1/|U| ) para la asignacidn que representa la igno

rancia total: m..

3)Dado un conjunto U, la especificidad S alcanza su maximo valor
( uno ) para las evidencias de tipo probabilistico (las concen=--

tradas en los conjuntos unitarios).



4) Supongamos que una evidencia viene representada por la asig--

nacidn basica

s1 B = A
si1 B = U

en otro caso

m(B) =

_DHQ_
|
2

con «€|0,1] y A € U arbitrarios pero fijos; entonces
S(m) = ( o/|B] ) + (O = a)/|V|

53 B1 m, y m, representan evidencias de tipo posibilistico con =

distribuciones de posibilidad asociadas my Y m,, qu€ cumplen

n](a).; nz(a) , para todo a € U, entonces

S(m]) i S(mz)

A estas propiedades nosotros afadimos la siguiente:

6} Si m, y m, representan sendas evidencias en un conjunto U y =

m, c m,, entonces S(m1) < S(m2)
Demostracidn

Por definicidén, si m C m, para todo A C U existe

2

m,:J(A) ———[0,1] tal que

m. (C)

Z (D) (C) = Z (C
D<:CmC Pty DczcmD )

Z ‘( 2. m, (B) )/IAI ]

por tanto

2. (acasAil )

el vt i R e i

Z[ Z (mA(B)/IBI) = Z [1/[B|( Z mA(B) )l =
AcU' BcCA B U BCcAcU

B;U (mz(B)/lB| ) = S(m,) :

De las propiedades anteriores se deduce que, mientras que la

0«2



entropia mide la inconsistencia de una evidencia, la especifici-
dad mide la '"'precisidn'' de la misma: si la evidencia se concen=--
tra en conjuntos de cardinal pequefio la especificidad es alta y
si lo hace en conjuntos de cardinal grande esta es baja. Yager -
afi ma que la combinacidn de ambas medidas propor ciona una medi
da de la calidad de la evidencia: cuanto menor sea la entropia,-
E(m), y mayor la especificidad, S(m), tendremos una evidencia de

"mejor calidad.

Al objeto de evitar el manejo de dos indices en la valoracidn
de la calidad de la evidencia, nos cuestionamos la posibilidad -
de construir medidas que resuman las de entropia y especificidad.

El resto de este apartado se dedica a esta cuestidn.

Definicién 1.20.- Sea una evidencia en un conjunto U, repre--
sentada por la asignacidén badsica m y medida de plausibilidad P1;

llamaremos entropia inferior de dicha evidencia a

Ha(m) = - A;Um(A).L( P1(A)/|A| ) (23)

El nombre de entropia inferior lo justificaremos mas adelante

Observemos que, de acuerdo con (23):

iy WAL PLEAY ) = 2. MO ECAZIA| ) =
ACU ACU

Hy (m)

BLa) ». b S B AR )

ACU
SRR .
Si S(m) = es una medida de la precisiédn de m, en-
ACU |A]
tonces se puede considerar que S'(m) = Z m(A).L( 1/|A| ) tam--
ACU
bién mide esta precisiédn y que I(m) = =-S'(m) es una medida de 1la

imprecisidn de m.

Asi pues, H,(m) = E(m) + I(m), es decir es la suma de una me-
dida de disonancia y una medida de imprecisidn. Si disponemos de

una evidencia, la incertidumbre proviene de estos dos conceptos,
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luego H, se puede considerar como una medida total de esta incer

tidumbre.

La siguiente proposicién se deduce inmediatamente de la defi-

nicién 1.20

Proposicién 1.5.- Si m representa una evidencia de tipo pro-

: : 1% SRR -
babilistico, entonces H,(m) coincide con la entropia de Shannon

de la distribucidédn de probabilidad {p(a)}aEEU asociada a dicha -

evidencia (p(a) = m({a}) , a €U).

La siguiente proposicidn justifica el nombre que le hemos da-
do a H,

Proposicidén 1.6.- Sea una evidencia en U representada por m,

entonces H,(m) es menor o igual que la entropia de Shannon de 1la
distribucibdn de probabilidad que se obtiene eqidistribuyendo la
evidencia, m(A), de cada conjunto A Cc U entre sus elementos; es-

to es la distribucidén de probabilidad en U que viene dada por

p(a) = Z —EE\—)—

ac€ACU |A]

ngost;acién

La entropia de Shannon de {p(a)} vale

m(A)
Hip) = = Z p(a).L(p(a)) = - |
ac U acl CU \A]
m(A)
: 2: ZL(P(&))I
\ C U [A| 1

a €A
Como -L(x) es una funcidn convexa es

a €A ( Z P(a))
e S i el _L :
| A acA |A]

y por tanto

L(p(a)) =

0 < 4




= Hy(m); ya que
ZﬂL:Z BB 1B v Alg

Zp(a) y z
a €A a€A|a€eBCU |B] BnA#¢ | B]
Z m(B) = P1(A)

B nA#¢ #

Vamos a definir a continuacidn una entropia para una eviden-
cia, cuyo valor maximice el de las entropias de Shannon de to--

das las evidencias de tipo probabilistico que incluyan a la da-
da.

Definicidén.- Sea una evidencia en un conjunto U, representa-

da por m, llamaremos entropia superior de dicha evidencia a

H* (m)

. Z m(A).L(—M)——)

AclU IA]
Esta entropia es en algln sentido dual de la anteTior.

Proposicién 1.7.- Si m representa una evidencia de tipo pro-

babilfstico, H*(m) coincide con la entropia de Shannon de la --
distribucidén de probabilidad asociada: p(a) = m({a}), Va€ U.

Demostracidén.- Es inmediata, sin mis que considerar que en -
una evidencia probabilistica los finicos conjuntos focales son -

108 unitarios,.

Proposicién 1.8.- Si m representa una evidencia en un conjun

to U; entonces H*(m) es mayor o igual que la entropfia de ==-----

Shannon de toda evidencia de tipo probabilistico que incluya a

m.

Demostracidn



si { p(a)! es la distribucidén de probabilidad en U asocia

aecl
da a una evidencia de tipo probabilistico, mp, que incluya a m;
entonces para cada A C U existe Py A %:o,ﬂ , tal que
Y. py(a) = m(A) y 2. py(a) = p(a)
a€ A AcCU
Entonces, H*(m) = - Z m(A) L(M) =
ACU | A

m(A
_ A;U { a;ApA(a)'L(l—ﬁ-\l)] ot Z ( 3 pA(a)'L(pA(a))>

AcCU ‘a€ A
Ya que para {pA(a)}aE R4 m(A) fijos, la solucidén del problema
Min - 2, pp(a).L(t(a))
ac A

Sujeto a:
0 < tla)

" A
il

t(a) = m(A)
ac A

es t(a) = py(a), VaeA.

Por otra parte y, puesto que p(a) > pA(a),‘Va € A, se tiene

. Z [ 2. pA(a).L(pA(a))l 2 - Z [ 2 py(a).L(p(a))| =
ACU ACU

a € A a €A
oy Z L(p(a)) ( 2 pA(a)) 0 Z L(p(a)).p(a) = H(p).
ae U 2E€EACY a €U
As{ pues, en definitiva H*(m) 2 H(p), como queriamos probar y

Algunas de las propiedades mds importantes de estas entropi-
as vienen recogidas en las siguientes proposiciones. No inclui-

mos la demostracidén de aquellas que consideramos inmediatas.

Proposicién 1.9.- Si m es una asignacidn basica en U,

0 2 E(m) = Hy(m) <H *(m)

04b
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Proposicién 1.10.- H,(m) y H*(m) son finitas para toda asig-
nacidn béasica m.

Proposicién 1.11.- Hy(m) = 0 s H*(m) = Q. &5 'm representa

la certeza de que x = a, a € U fijo; es decir m es de la forma
1 si A = {a}
m(A) = ma(A) = « a € U, £ijo (24)
0 en otro caso
Demostracidn

a) Si H*(m)
bién H,(m) = 0.

0, como es 0 < Hy(m) < H*(m), entonces, tam---

b) Si1 H,(m) 0, entonces

- Ez: m(A).L(—ElL&l—) = 0 y, puesto que todos los su-
AcU | A

mandos son positivos, se tiene:

YA 0, m(A).L(ML) = 0 y, por tanto,

| A

m(A) > 0 =¢.L(_P_1&L) -0 = Pl .=
| A | A

P1(A) = |A]| = 1.

Asi pues, la evidencia se concentra en los conjuntos unitarios.
Por otra parte, no puede existir a, b€ U, a # b, con m({a})> 0
y m({b}) > 0, ya que entonces se tendria m({a}) > 0 y Pl({a}) <
< 1 - m({b}) < 1, en contra de lo demostrado con anterioridad.-

Por tanto m(.) ha de ser de la forma que se indica en (24).

c) S1 m es tal que 3 a € U con

1 si A = {a}

m(A) = ma(A) = *

0 en otro caso

H*(m) = - 2. m(A).L( m(A)/|A| ) = -m({a}).L( m({a})/1 ) =
AT U



Proposicién 1.12.- S1 m representa una evidencia en un con--

junto U, entonces

a) Hy(m) < L(]U|]), alcanzdndose esta cota superior para cual

{Ai}i=1 K de la siguiente forma

|Ai\/|U\ si A = A :
m(A) = (25)

0 en otro caso

b) H*(m) < L(\U|2|U‘_1); obteniéndose esta cota superior pa-

ra la asignacidn

m(A) = — |Al , para todo A CU
|U|2‘UI_1

Demostracidn

a) De acuerdo con la proposicién 1.6 Hy(m) < H(p), siendo p
una cierta distribucidén de probabilidad en U. Por otra parte, -
por las propiedades de la entropia de Shannon H(p) < L(|U]|).
Asi pués H,(m) < L(|U|), para toda m.

Sea ahora m una asignacién bdsica de probabilidad de la for-
ma dada por (25). Obviamente:

k

Ho(m) = - 2, m(Ai).L<P1(Ai)>

Como Air7 Aj = ¢ si i1 # ]

= L(|U|) ; y en definitiva

H,(m) = L(|U|) , como querfamos demostrar.
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b) Consideremos el siguiente problema de programacidén matema

tica en R,UL

Max - Z m(A).L 103

ACU | A|
A# ¢
8l s
m(A) > 0
Z m(A) = 1
AcCU
A#¢

Puesto que el objetivo es una funciin cdncava y las restric-
ciones son lineales, la condicidén necesaria y suficiente para -
que m: F(U)-{¢} —,[0,1] sea solucibn es que existan pu € R
y | A 0 , A CU}, tales que

| v

1) L(—-?%-)—) IR B S RE A = ( ;  para todo AcU,A7‘¢ 8
A

ii) m(A) > 0 y x,.m(A) = 0 ,para todo ACU,A#¢, (25)

A

111) ‘EZ m(A) = 1
ACU
A# ¢
Despejando M(A) en (1):

- A
m(A) = k.|A|.e " ; k = e(1HU) > 0

de modo que m(A) > 0 y por tanto A, = 0 , A e T(U) - {¢}
En estas condiciones y, teniendo en cuenta (1ii), se obtiene

1 ] ] 1

k p—ed [ —— —_— et -— —— —t — —— —
LAl e BN ERL et T Jn| IR
AcU A CU 2. r(r)
A#¢ r=0
n
habiendo hecho uso de la conocida 1igualdad 2. r(?) = n.2n-1,
=0

que puede encontarse en cualquier texto de combinatoria.

As{ pues, si fijamos m(¢) = 0, obtenemos en definitiva:
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|

pes
—
|
i

m(A) , para todo A C U,

¥, 'por.Eanto

R 3 __L_L(__lﬂ____. __J____) i

L ( IU\ZIU|”1) > H®%{m) ., paras toda m;

lo que completa la demostracidbn i

Cuando, como en este caso, se dispone de varias medidas para
un mismo concepto intulitivo se impone dar un siste<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>