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PARADOJA DE LA DICOTOMIA
UNA REVISION DESDE LA EDUCACION MATEMATICA

Dichotomy Paradox. A Review from Mathematics Education

José Antonio Ferndndez-Plaza, Juan Francisco Ruiz-Hidalgo y José Luis Lupidriiez
Universidad de Granada, Espafia

RESUMEN

Las paradojas de Zendn han sido objeto de reflexion a lo largo de la historia por multitud
de pensadores y, en particular, por muchos matematicos. En este trabajo indagamos sobre la
paradoja de la dicotomia, su historia, el papel que juega en la educacion matematica actual y
qué papel pueden jugar los modelos numéricos escolares en su interpretacion.

Palabras clave: paradojas, dicotomia, Zenén, modelos numéricos

ABSTRACT

Zeno's paradoxes have been the subject of reflection throughout history by many thinkers
and, in particular, for many mathematicians. In this paper we reflect on the paradox of the
dichotomy), its history, its role in the current mathematics education and what role that numerical
models can play in interpreting it.

Keywords: paradoxes, dichotomy, Zeno, numerical models
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INTRODUCCION

«No hay problemas en los fundamentos de las matematicas que sean tan viejos y que
despierten un interés tan perenne, alcanzando las més recientes conjeturas de la filosofia
de las matematicas, como son los argumentos de Zenén sobre el movimiento» (Cajori,
1915, pte. 1, p. 1).

Con estas palabras, Florian Cajori comienza una serie de 10 articulos dedicados a
la historia de los argumentos sobre el movimiento de Zen6n de Elea publicados en 1915
en la revista The American Mathematical Monthly. En ellos hace un recorrido histérico
de mas de 2000 anos de reacciones, interpretaciones y explicaciones a las conocidas
paradojas de Zen6n de Elea sobre el movimiento.

En este trabajo cefiimos nuestra atencion a la conocida como paradoja de la dicoto-
mia y a la repercusion que ha tenido en los ultimos afios en la Educacion Matematica.
Para ello, en primer lugar, presentamos una introduccién a la paradoja junto con unas
breves notas histdricas. Posteriormente, realizamos una revision bibliografica detallada
de los trabajos recientes publicados sobre dicha paradoja que estan relacionados con la
educacion matemadtica. Para terminar, hacemos una lectura de la paradoja mediante el
uso de modelos matemaéticos escolares.

PARADOJA DE LA DicoTomia

No puedes recorrer un niimero infinito de puntos en un tiempo finito. Debes recorrer
primeramente la mitad del todo, después la mitad de lo que te resta, y asi sucesivamente.
Por tanto, dado que hay un niimero infinito de distancias por recorrer, esto no se puede
hacer en un tiempo finito.

A lo largo del desarrollo histérico de la matemética se han sefialado épocas y
personajes que con mas o menos reservas, superaron los obstaculos sugeridos por esta
paradoja. Una primera fase es la que se denomina negacion de los infinitesimales.
Demodcrito es un referente de los matematicos griegos que negaron los infinitesimales
y adoptaron una perspectiva atomista de la materia y las magnitudes.

Un segundo momento, estd protagonizado por Arquimedes. El método de exhaus-
cioén disefiado para el cdlculo de areas, se basa en la conocida propiedad arquimediana
de las magnitudes. Supone una ruptura preliminar con la paradoja de la Dicotomia.

San Agustin y Santo Tomds admiten la existencia del infinito actual al aceptar la
existencia de puntos. Sin embargo, los puntos no constituyen la recta, dado que ésta s6lo
se compone de segmentos por division, pero sostienen que la recta puede ser un punto
en movimiento. Bacon critica la existencia de indivisibles diferentes a puntos, porque
todos ellos tendrian un tamafo uniforme que convertiria la diagonal de un cuadrado
conmensurable respecto del lado.

En los siglos xv y xv1, Galileo percibe la existencia de infinitos del mismo tamafio
que contradicen la afirmacion euclidea «El todo es mayor que la parte», sin embargo,
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no profundiza en la existencia de infinitos de diferente tamano. Bayle, en el siglo xvii,
justifica que el tiempo no puede dividirse de manera infinita, pero si admite la infinita
divisibilidad del espacio.

Newton, en el siglo xviil, es el médximo exponente en el desarrollo del célculo
infinitesimal, no obstante, su definicion de limite de razones de infinitesimales, o como
€l las llamaba, «cantidades evanescentes», fue criticada por Berkeley por falta de preci-
sién en lo que entraifia el hecho de que el limite es a lo que se aproxima la razén de las
cantidades «en proceso» de anularse, pero no en su justo momento. Newton sostiene
ademds la alcanzabilidad del limite, pero no la posibilidad de rebasarse.

Con posterioridad, las ideas acerca de las cantidades y los indivisibles evoluciona-
ron hasta la formalizacion de los niimeros en el siglo X1X, en el que se desarrolla una
teoria axiomaética de los nimeros naturales, enteros, racionales y reales. Por otro lado,
la teoria de Cantor sobre los niimeros transfinitos junto con la teoria de la medida de
Lebesgue establecen la ruptura definitiva entre magnitud y cardinal.

Lectura dual y argumentos de Aristételes

La paradoja tiene una lectura dual: No puedes recorrer una cantidad de longitud
dada porque primeramente has de recorrer la mitad, pero antes de este paso has de
recorrer la mitad de ese recorrido, y asi sucesivamente. Por tanto, dado que hay un
niimero infinito de distancias a recorrer previas, ;cudndo se inicia el movimiento?

Se observa que las dos paradojas no pueden ser ciertas al mismo tiempo. Existen
dos argumentos sugeridos por Aristoteles que resuelven en cierta medida la primera
version de la paradoja, si bien, incurren en la negacion del infinito actual. El primero
de ellos sostiene que el espacio y tiempo son divisibles infinitamente pero niega que
estén compuestos por puntos (indivisibles), sino que Unicamente estin compuestos por
segmentos. El segundo sostiene que a pesar de que el espacio y tiempo son divisibles
infinitamente, si el tiempo fuera infinito, tendria una parte finita T. En dicha parte finita se
ha de recorrer una parte de espacio finita S. La propiedad arquimediana permite afirmar
que «manteniendo la velocidad constante» existe una reiteracion finita de espacios de
valor S, que se corresponden con la misma reiteracion de tiempos T, tal que se supera
cualquier espacio de longitud finita prefijada, luego ha de haber una parte de dicho
tiempo en la que se ha recorrido exactamente el espacio prefijado. Sin embargo, este
argumento contradice la infinita divisibilidad del tiempo, dado que el tiempo invertido
en recorrer la diagonal de un cuadrado de lado S aunque finito es inconmensurable
respecto del tiempo T, y posiblemente Aristoteles no admitiria partes inconmensurables
con la unidad. Por otro lado, la version dual de la paradoja no podria ser superada por
Aristételes debido a que no podria ser capaz de justificar la causa del movimiento, que
es en definitiva lo que la paradoja dual de Zeno6n niega.



256 INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA

REVISION DE LA LITERATURA EXISTENTE

Con el objetivo de revisar la bibliografia, se realiza un andlisis detenido en las bases
de datos mds conocidas y que proporcionen informacion de revistas especializadas en
Educacién matematica. Este tipo de estudios se pueden considerar descriptivos (Colas
y Buendia, 1998). El andlisis estd basado en la bisqueda de términos clave en diferentes
campos de busqueda de las bases de datos para, posteriormente, realizar un andlisis de
contenido de los textos seleccionados.

Diseio de la busqueda

La perspectiva conceptual de la bisqueda pretende ofrecer una visién general
de las investigaciones sobre la paradoja de la dicotomia en revistas especializadas de
educacion matematica. La planificacion recoge los siguientes aspectos que comienzan
con la busqueda de referencias en bases de datos: Se analizan exhaustivamente bases
de datos sobre Ciencias Sociales, Educacion y Educacion Matematica, tanto nacionales
como internacionales.

Seguidamente se determinan la poblacion y muestra. Por acuerdo de los autores
se seleccionan las bases de datos internacionales: Scopus, SSCI, ERIC (las tres de
cardcter general para Ciencias Sociales) y MathEduc (del drea especifica de Educacion
Matematica). Como bases de datos nacionales se consideran Dialnet e ISOC, ambas
de caracter general.

Utilizando las herramientas de buiisqueda de las bases de datos, se introdujeron los
términos: Zenon, Zendn de Elea, Paradojas, Dicotomia y su equivalentes en inglés Zeno,
Zeno of Elea, Paradoxes y Dichotomy. La bisqueda se realizé en diferentes campos de
la herramienta de busqueda: autor, titulo, resumen y palabras clave.

Los resultados se recogieron en una hoja de cédlculo que contenia informacion
sobre la base de datos en la que se habia encontrado, el autor o autores, titulo, revista,
disponibilidad (en linea, en papel o sin disponibilidad) y si eran trabajos especificos de
educacion matemadtica. Finalmente, la organizacion de resultados dio lugar a la seleccion
de algunos de los trabajos.

Resultados de la bisqueda

La Tabla 1 resume el nimero de trabajos que se obtienen con los pardmetros de
busqueda descritos en el epigrafe anterior.
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Tabla 1. Recuentos en la biisqueda de documentos (las palabras se usaron en espaiiol e inglés)

Base de datos Zenon Zenon+Paradoja Zenon+ Paradoja+Dicotomia
Zenon + Dicotomia
ERIC 25 4 0
Scopus 985 511 7
SSCI 1679 384 7
MathEduc 38 18 5
Dialnet 276 12 inglés + 15 espaiiol 0
ISOC 87 2 0

Algunos de los trabajos recogidos en la Tabla 1 se repiten en varias bases de datos.
El total de trabajos que superan el primer filtro de repeticion es de 51 (destacados en
negrita en la Tabla 1). Estos trabajos se filtran por su contenido, seleccionando aquellos
que tienen que ver con aspectos didacticos o de educacién matemadtica. El resultado de
este segundo filtro es 6 trabajos: Nufiez (1994), Peled y Hershkovitz (1999), De la Torre
y Pérez (2000), Martinez (2001), Hong (2013) y Sprows (2015).

Descripcion de los trabajos

De la Torre y Pérez (2000) disefian una propuesta metodolégica para el estudio de
las magnitudes espacio y tiempo cuyo rendimiento se espera describir en términos de
niveles de Van Hiele. El transito entre un nivel y otro se caracteriza mediante la supera-
cion de ciertas paradojas de Zendn o de otras paradojas relacionadas con las estructuras
de las magnitudes espacio y tiempo.

Hong (2013) dedica una reflexion al tratamiento matemaético y filoséfico de la
paradoja de Aquiles y la Tortuga. Critica en primer lugar que la aplicacion inmediata de
las propiedades del limite de series no resuelve la estructura que subyace en el razona-
miento de Zen6n, dado que la resolucion de dicho limite no justifica la alcanzabilidad
del mismo. Una segunda critica es la suposicion a priori de que la velocidad del atleta
es doble de la de la tortuga lo cual permite resolver la paradoja de forma algebraica, en
consecuencia, se obtiene el instante y distancia en la que Aquiles alcanza a la tortuga.

Martinez (2001) implementa la paradoja de Aquiles y la tortuga dentro de un con-
texto de resolucion de problemas con estudiantes de secundaria y universidad. Identifica
en los estudiantes la aplicacion de estrategias algebraicas y analiticas para abordar la
resolucion de la paradoja.

Nuiez (1994) realiza una investigacion acerca de la paradoja de la dicotomia con
estudiantes de diferentes rangos de edad (8, 10, 12, 14 afios). El alumnado de 8 afios
manifiesta una concepcion finitista motivada por las limitaciones del espacio y la per-
cepcion. El alumnado de 10 afios es consciente de la infinitud del proceso ideal, pero
mantienen una postura finitista en la practica, afirmando que el recorrido ha de comple-
tarse. En relacion al alumnado de 12 y 14 afos, no encuentra diferencias significativas.
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Algunos estudiantes perciben que el resultado del proceso dependera de la escala del
problema (distancias grandes o cortas), manteniendo que en distancias grandes no se
alcanzard el final y en distancias cortas si se alcanzard. Otros estudiantes sostienen que
jamds se completara el recorrido dado que siempre quedaran distancias por recorrer.

Peled y Hershkovitz (1999) investigan los modos en que los estudiantes relacionan
una expresion decimal infinita con su representacion en la recta real, en particular,
observa que algunos estudiantes consideran que 0,333333... 0 V5 no pueden ser represen-
tados en la recta real, lo cual relaciona con la paradoja de Zendn de Aquiles y la tortuga.

Sprows (2015) realiza un tratamiento de las paradojas de Zendn basadas en el sis-
tema de numeracion binario, pero encuentra cierta resistencia de los escolares a sustituir
el sistema decimal por el binario en sus razonamientos.

MODELOS NUMERICOS EN LA MATEMATICA ESCOLAR

Desde la educacion matematica planteamos la lectura de la paradoja de la dicotomia
mediante el uso de modelos numéricos. Estos modelos corresponden con los conjun-
tos numéricos, pero a su vez estin relacionados con la percepcion de la realidad y la
precision de los instrumentos de medida. Asi, agrupamos los modelos en tres clases:

1. Modelo discreto. Da respuesta al fendmeno de las mediciones de magnitudes en
la practica debido a que todo instrumento de medicion tiene una precision limitada, por
tanto, genera medidas que tienen una cantidad finita n de cifras decimales. Se denota por
D, para cada n natural al conjunto de los decimales que tienen como maximo n cifras
decimales. El conjunto de los nimeros naturales equivale a Do. Una regla graduada esco-
lar tiene estructura D3 (tomando como unidad de medida el metro), un cronémetro D;
(tomando como unidad de medida el segundo). La recta discreta esta formada segmentos
de longitud minima denominados indivisibles y la nocion punto no se puede definir.

2. Modelo denso (numerable). Entre los conjuntos numéricos que cumplen la pro-
piedad de densidad, entre cualesquiera dos elementos hay otro elemento, el conjunto de
los decimales que tienen una cantidad finita de cifras decimales es el menor de ellos que
denotamos por D. Sin embargo, este conjunto no es cerrado para el limite de sucesiones.
Una ampliacién natural de D es el conjunto de los ndmeros racionales, considerando las
expresiones decimales periodicas, pero aun asi el conjunto de los niimeros racionales no es
cerrado para el paso al limite de sucesiones. La recta racional es el conjunto de segmentos
conmensurables con el segmento unidad. LLos segmentos inicamente se pueden descom-
poner en segmentos mediante division en partes iguales. Segun Aristételes este conjunto
carece de elementos indivisibles dado que excluye el paso al limite. De un modo analogo,
no se puede admitir la existencia de puntos en el modelo denso numerable. No obstante, en
una representacion gréafica no podemos percibir la diferencia entre la recta racional y la real.

3. Modelo continuo. Es el conjunto numérico que cumple con la condiciones de
clausura para el paso al limite aparte de la caracteristica de densidad, dotdndolo de
idoneidad para la modelizacion de los fendmenos fisicos habituales. La recta continua
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es la unién de todos los puntos que se obtienen como paso al limite de familias de seg-
mentos racionales. Es la tnica que se puede afirmar de estar compuesta de puntos, en
este caso los puntos se pueden considerar como elementos primitivos.

Modelizaciones del movimiento

Dotando a las magnitudes espacio y tiempo de alguna de estas tres estructuras
definimos el movimiento como toda funcién que relaciona cada «elemento» de tiempo
(instante o duracién) con un «elemento» de espacio (posicion o espacio recorrido), siendo
el reposo la existencia de un intervalo de instantes o duraciones que le corresponde una
misma posicién. Cada uno de estos modelos provee al movimiento resultante de unas
propiedades deducidas de manera l6gica y que pueden, o no, contradecir la observacion
empirica del fendmeno real.

Movimiento discreto-discreto. Si modelamos espacio y tiempo de forma discreta,
se puede deducir que existird un inico movimiento sin reposo a velocidad constante 1,
dado que en cada indivisible de tiempo tinicamente se puede recorrer un indivisible de
espacio. De lo contrario, si existiera un indivisible de tiempo T en el que se recorren
al menos dos indivisibles de espacio, el tiempo que se invierte en recorrer el primer
indivisible de espacio es estrictamente menor que el que invierte en recorrer los dos, por
lo tanto, contradice la indivisibilidad de T. La Figura 1 muestra que la relacion gréfica
entre espacio y tiempo se presenta por «bloques».

Espacio

o Tiempo
=

Figura 1. Grdfica de la relacion espacio-tiempo en un modelo discreto-discreto.

Presentamos como ejemplo de movimiento discreto-discreto el «caballo de Muy-
bridge». Los indivisibles de espacio (fotogramas captados) dependen de la velocidad
maxima de obturacion de la cdmara, mientras que los indivisibles de tiempo (periodo
entre fotogramas) dependen de la velocidad de reproduccion.
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A A R -l A A0 e e 0 R A A S

Figura 2. Serie de Fotografias del «Caballo de Muybridge».

Para explicar la modelizacion de movimientos a diferente velocidad, tomemos como
ejemplo el movimiento que se genera en la proyecciones cinematogréficas del caballo
de Muybridge. Supongamos que reproducimos a velocidad normal una cinta cinemato-
gréfica con 16 fotogramas. Si la velocidad de proyeccion es fija, la forma de ralentizar
el desarrollo de la pelicula es «replicando» fotogramas, es decir, insertando una cinta
cinematografica con los 16 fotogramas duplicados. En cambio, si se desea duplicar la
velocidad del movimiento, la solucion es eliminar fotogramas, dejando la cinta en 8
fotogramas. La tnica limitacion de este procedimiento es el umbral de percepcion. Si
se desean conservar «todas las fases» del movimiento, entonces el tinico procedimiento
viable es la reduccion de velocidad.

Imposibilidad de movimiento discreto-denso. Si consideramos un modelo denso en
tiempo y un modelo discreto en espacio, para lo cual podemos emplear los fotogramas
del «caballo de Muybridge», se observa que no existiria un movimiento sin reposo,
aunque habria movimientos de diferente velocidad. También existirian movimientos
con nitidez cada vez mejor hasta donde el indivisible de espacio permita, de ahi que
existan intervalos de reposo, es decir, la velocidad de obturacion puede ser tan grande
como queramos pero siempre fija y debido a la naturaleza discreta del espacio ha de
haber un fotograma indivisible.

La reflexién acerca de un movimiento con estructura discreta en tiempo y densa
en espacio, hace que esta combinacion sea inviable, porque al ser el espacio recorrido
durante el indivisible de tiempo, divisible, ha de existir una parte de tiempo en el que
el movil ha recorrido una parte propia del espacio.

Imposibilidad de movimiento denso-continuo. Si el tiempo es denso y el espacio
es un continuo, entonces a velocidad constante no se puede medir el tiempo en que un
movil recorre la diagonal de un cuadrado de lado unidad, pero si se puede acotar, y
en realidad, el mévil ha de ocupar esa posicidén porque no se podria detener en ningtin
«punto racional» anterior. En cambio, si el tiempo es continuo y el espacio es denso,
entonces la cdmara fotogréfica ideal puede tomar «puntos» del movimiento del caballo,
lo cual contradice la densidad racional del espacio.

Uso de modelos en los articulos seleccionados y en Aristételes

De la Torre y Pérez (2000) aunque sostienen una modelizacion continua del espa-
cio-tiempo describen niveles de Van Hiele que se caracterizan por la persistencia o
superacion de diferentes modelos, asi el nivel 0 se caracteriza como el predominio del
modelo discreto-discreto en el razonamiento del escolar. El nivel 1 se caracteriza como
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el uso del modelo continuo-continuo, con una superacion de la discretizacidén pero
existe resistencia a admitir la independencia l6gica entre longitud y cardinal. El nivel
2 lo caracterizan como la consideracidn del modelo continuo (naturaleza del segmento
matematico) ideal y las limitaciones en la practica (no se pueden obtener fracciones
de materia y tiempo arbitrariamente pequefas). Finalmente el nivel 3, corresponde a la
consideracion plena del modelo continuo, aceptando que Aquiles alcanza a la tortuga
recorriendo igual cantidad de posiciones durante todo el trayecto en un tiempo dado,
sin embargo, no en la misma razon.

Martinez (2001) senala las estrategias algebraicas empleadas por los estudiantes
para resolver la paradoja de Aquiles, lo cual establece que el modelo subyacente de
espacio y tiempo es el denso/denso, dado que la solucion temporal obtenida es racional.

Los resultados de Nufiez (1994) se pueden interpretar en términos de los modelos
numéricos antes mencionados. Los estudiantes de 8 afios interpretan el espacio con
un modelo discreto dado que en la practica no se pueden obtener las divisiones que
plantea Zenon. Por otro lado, los estudiantes de 10 afios son conscientes del modelo
denso, sin embargo, en la practica adoptan una perspectiva discreta. Los estudiantes de
12-14 afios sostienen sorprendentemente un modelo discreto en pequeiias distancias y
un modelo denso en grandes distancias, aunque hay estudiantes en los que persiste el
modelo denso durante todo el proceso.

Los resultados de Peled y Hershkovitz (1999) que se relacionan con la representa-
cion de los numeros reales en la recta, destacan que 0,3333... no puede representarse en
la recta, lo cual manifiesta una percepcion basada en el modelo denso proporcionado por
los decimales exactos (que no incluye la division de la unidad en tercios), desligado del
modelo denso racional (que si la incluye). Por el mismo motivo, v5 no es representable
en la recta, por disponer de una representacion decimal infinita no periddica.

CONCLUSIONES

Las paradojas de Zen6n han sido eje central en la formalizacién de los conceptos
numéricos a lo largo de la historia. Los problemas referentes a los conjuntos numéricos
considerados para explicarla, asi como los problemas de formalizacién de dichos conjun-
tos han supuesto un obstaculo para obtener explicaciones satisfactorias. Destacamos el
trabajo de Cajori (1915) en los que se recoge una revision exhaustiva de los argumentos
utilizados desde Aristoteles.

Enla actualidad, y desde una perspectiva de la educaciéon matematica, nos sorprende
encontrar pocos trabajos dedicados a la paradoja de la dicotomia. La lista obtenida
mediante un procedimiento cienciométrico los reduce a seis.

Para terminar, hemos proporcionado argumentos sobre modelos numéricos que
pueden ser utilizados tanto para interpretar los razonamientos de otros autores como
para proponer explicaciones escolares a la paradoja de la dicotomia.
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