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Este trabajo científico está bajo la protección de la ley y es propiedad de sus 
au to re s , quienes perseguirán ante ella toda im presión, que no esté competente­
mente autorizada por e llo s: todos los ejemplares irán rublicados por los autores 
j  además llevarán su contraseña.



Si todos los autores de obras científicas se constituyen on 
el deber de manifestar las cansas que les impulsan á d a r ­
las publicidad, y los incidentes que han cooperado al o b -  
geto ; nosotros no estamos esenlos en manera alguna de la 
misma cu a l idad , aunque la p resen te  no es mas que una ma­
teria de las muchas que contiene el catálogo de las ciencias 
naturales.  Ella hace p ar te  de una curiosa viografia , al m is­
mo tiempo que desen traña de un caos , que se cre ía  in­
sondable , muchas verdades de suma utilidad y t rascenden­
cia para las mismas ciencias y artes mecánicas.

En e fe c to , la resolución del grandioso p roblem a de la 
c i m d r a t u i  a  «8e8 c í r e jw lo  y exacta rectificación de su 
circunferencia es de tanta utilidad y t rascendenc ia ,  como 
lo ha sido y es el descubrimiento del nuevo m undo.

No se vaya á creer  que esta proposieion m erezca la ca­
lificación de hiperbólica ó e x a g e ra d a ;  porque nosotros co­
nocemos y s a b e m o s , asi como todos los inteligentes en  
la materia conocen muy bien., que los que eselusivamento 
se han de licado al estudio de las ciencias M atem áticas , al 
q u e re r  hacer  aplicación de sus verdades en la m ater ia  
que aquí tratamos,, se les han encallado sus cálculos , po r  
h aber  tropezado con unos obstáculos insuperables é inac­
cesibles al e n ten d im ien to l iu m a n o ; y se han visto p rec isa­
dos á contentarse con lo que .hasta el p resen te  se ha des ­
cubierto  por los grandes filósofos antiguos , modernos y 
aun contemporáneos. Asi e s ,  que si este nuevo d escub r i­
miento se considera bajo del aspecto filosófico ; él va á 
constituir un desarrollo  en las ciencias naturales; porque des*



de luego coopera eficazmente al desenlose de muchas p ro ­
posiciones quo están sin so lu c io n , y es de suma impor» 
tancia conocerlas á toda luz de  razón : si bajo del aspecto 
de la Mecánica celeste ,  la Astronomía va á recibir  un nue­
vo impulso; po rque  en todos sus cálculos se parti rá  de 
un  principio cierto  y d e m o s tr a d o , y elfos deben d a r  r e ­
sultados exactos y no aproximados como hasta aquí se lia 
p rac ticado  erróneam en te :  si bajo del aspecto de la Mecá­
nica humana , las artes van á adqu ir i r  reformas y me­
joras de grande consideración ; porque  los artistas tienen 
un  tipo ó módulo seguro , constante ,  verdadero y demos­
trado  á que referirse respecto de la verdadera y exacta re la­
ción que existe entre el d iámetro y la circunferencia.

Como la experiencia tiene acreditado que todo lo ven­
ce el trabajo, aprovechando esta m áxim a moral y por efec­
to de una mutua s im p a tía , deseosos nosotros de poner en 
juego serias investigaciones sobre  la resolución del p ro ­
blema que nos ocupa , tuvimos bien presen te  que cuantas 
tentativas se han practicado al intento han sido infructuo­
sas , y tanto, que los grandes filósofos Newton y Leibniz , 
gloria y honor de su patria ,  digeron , el prim ero : «que el 
problem a 110 se podia resolver» ; el segundo d i jo :  «que 
p o r  el medio que ellos habían escogitado era  imposible 
darle  solucion »; de donde se infiere, que este no la negó 
de una manera absoluta ; porque á nuestro  entender, exis­
tia en su mente el juicio que le daba á c o n o c e r , que 
siendo cierta la idea de que cualquiera figura geométrica 
se puede trasform ar en o tra conocida, no debe haber  r e ­
pugnancia en c reer  que el círculo se pueda trasform ar en 
cuadrado. Esta verdad innegable fué la que nos estimuló 
á lanzarnos en la  resolución del p ro b le m a ; teniendo p re ­
sente , que el éxito de una empresa es tanto mas glorioso, 
cuantos mas obstáculos hay que vencer para conseguirle; 
al modo que un diestro general adquiere tanta mas r e ­
putación y g lo r i a , cuanta ha sido la es trategia de su in ­
genio para  conseguir los laureles de la victoria.

Una sola diferencia se advierte en esta m e tá fo ra , y es, que 
en nuestras investigaciones, si no se conseguía el obgeto 
que nos habíamos p ropuesto ,  no se perd ía  mas que el 
t iempo invertido en é l ,  sin embargo que pudiera  aconte­
ce r  que en el trabajo apareciese alguna idea nueva y útil; 
pero  al diestro general que consigue una v ic to r ia , si su co­
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razón no está revestido de fe roc idad ,  debe quedarle el 
sentimiento de haber  derram ado sangre hum ana, y acaso 
el de haber  perdido muchos brazos útiles.

Pero  toda la gran dificultad que el caso nos ofrecía 
e ra  la idea de saber que cuantas investigaciones han p rac ­
ticado al objeto en el espacio de siete siglos los grandes ta ­
lentos, han sido infructuosas; y parecía natural que nosotros 
debimos re traernos de la idea ;  mas, afortunadamente no 
desm ayam os , po rque nos animó y condujo al trabajo la 
siguiente refíeccion: Si los medios adoptados por  los sabios 
para  resolver el problema han sido infructuosos, y por  
o tra par te  estamos convencidos de que hay ó existe un  
cuadrado igual en superficie al círculo; es evidente, que 
debe haber  un medio mas espedito que el que adoptaron 
nuestros sabios predecesores para  ob tener la idea de con­
seguir  el objeto. Y en efecto, despues de in n u m e rab le s , 
asiduas y no in te rrum pidas  investigaciones , hemos tenido 
la gloría de ser  los únicos que hemos resuelto el p rob le­
ma , que con el mayor placer damos á luz y presentam os 
á  nuestros compatricios.

Tan luego como obtuvimos el objeto que nos p ropusi­
mos , tratam os de alcanzar el justo premio de nues tro  in ­
menso t r a b a jo , porque todos los autores de obras científi­
cas tienen un derecho esclusivo de hacer  especulación lu ­
crativa de sus conocim ientos, p a ra  cuyo f in , con fecha ocho 
de febrero del año pasado de 1851, dirigimos una humilde 
esposicion al Sr. Ministro de Ins trucc ión , que era  entonces 
el Sr. Fernandez Negrete , dándole aviso de que habíamos 
hecho el descub r im ien to ; que ante poniendo el am or de 
nues tra  patria  á todo otro respeto humano , nos ap re su ra -  
hamos á anunc ia rlo ; que en su virtud  se dignase decir  qué 
prem io ofrecía por  la p ropiedad de este t r a b a jo , que o r i­
ginal é inédito existía en nuestro poder.  S. E. contesto 
verbalmente á nuestro corresponsal en la corte que le en­
tregó  la esposic ion ; « Diga V . a esos Señores matemáticos, 
que si es cierto cuanto dicen , que obtendrán un premio mayor- 
do lo que pueden im aginar; pero que necesito consultar con la
Academia de ciencias para decretar.»

A los dos dias de este incidente, en la Capital de la Mo­
narqu ía  circulaban rum ores pocos favorables pa ra  noso­
tros  , emitidos por  algunos matemáticos , que d igeron con 
la mayor desfachatez : «que era  una locura ,  un  delirio, un
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f re n e s í , un acaloramiento ; c re e r  que hubiésemos hallado 
la cuad ra tu ra  del c í rcu lo .»

Estos rum ores  , que llegaron á nuestros o íd o s , nos obli­
gó á p ro r ru m p ir ,  y aho ra  rep ro d u c im o s ,  en la siguiente 
contestación : que es  un  de l i r io ,  una locu ra ,  un  frenesí, 
un  acaloramiento, ó una opínion emitida tal vez p o r  una in ­
noble em ulación, d a r  un parecer  tan brusco .sin h aber  visto 
el m anuscrito  original.

En medio de estos inc iden tes ,  que notablem ente nos 
perjudicaban porque en ellos se zahería  d irectamente nues­
t r a  bien sentadada reputación , ocurrió  el de la mudanza de 
Ministro de Instrucción, entrando á reemplazar al Sr. N e- 
g re te ,  el Sr. D. Fermín Arte ta ,  á quien acudimos con otra  
segunda  esposicion igual á la prim era ; pero  este segundo 
Sr. Ministro, aunque recibió la esposicion , no se dignó 
contestarnos sin em bargo de reclamarle  por infinitas veces.

Viendo que á nues tras  solicitudes no se daba curso ni 
con tes tac ión ,. lo cual era  un signo de negativa absoluta, 
acudimos con o tras dos ig u a le s ,  una  d irigida al Gobierno 
de la Gran Bretaña y otra al de  P ar ís ,  con el objeto de ver 
si en el estrangero hacían mas.mérito denoso tros .  El gobier­
no déla  Gran Bretaña se dignó contestarnos á los veinte y un  
dias por  medio de su Em bajador el Noble Lor Howdcn en los 
términos siguientes :« En virtud de la esposicion de W. que 
con fecha 8 de octubre se sirven dirigir  á mi Gobierno , el 
Sr. PresidenLe de Ministros me manda la siguiente contesta­
ción»: (¡Que aquí no hay premio ni remuneración alguna de 
ningún género ni lahabrá parala cuadratura del circulo .» «Lo 
que tengo el honor de p a r t ic ipa r les .=M udrid  21 de no ­
v iem bre de 18S i;— Howdcn.»

Es.ta inesperada contestación nos revela de una manera po­
sitiva que el noble Cor P residente se halla poro dispuesto ú 
prem iar las  producciones científicas , y si solo las nrt.isf.iras, 
como se lia visto en la gran coleccion de la Esposicion Uni­
versal de Londres. Pero el noble Presidente no tuvo en 
Cí>nsideraeion que las artes no pueden recibir  grandes ad e ­
lan tos  ni mejorarse ni perfeccionarse sin el ausilio de las 
verdades de las ciencias natura les ;  porque ea las bellezas 
artísticas eslá marcada ,1a sublime inteligencia y aplicación 
de.los verdades m atem áticas , y que aquellas sin éstas nada 
pueden ser.  Por o.tra parte , al leer la comunicación del no­
ble P residen te ,  venimos e« conocimiento de que no podía
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jtrerros de eontestar como lo hizo; porque de adm itir  nues­
tras  p roposic iones , hacia un ultrage directo al Principo de 
las M atem áticas, su digno compatricio el inmortal Nevvton; 
pues Como este dijo , que era  imposible cuadrar  el circulo 
y rectificar la c ircunferencia , era preciso seguir  esta o p i-  
nion como verdad incontrovertible; pues bastaba que New ton 
la  hubiese emitido para tenerla por infalible. Y bien se conoce 
á toda luz de razón, que los británicos sostienen á todo trance 
su espíritu de nacionalidad basta d eg e n e ra ren  un puro  es -  
clusiv ism o: en esto obran con mucha c o r d u r a ; y ojala 
que nosotros tuviéramos lasmismas costumbres; pues en este 
caso valdríamos mas los españoles ,  y nuestra  desgraciada 
península pudiera competir  en adelantos con las potencias 
mas cultas y civilizadas.

Ahora p u e s , si se ha  creido queN ewton  dijo verdad, 
en estos trabajos científicos damos una prueba nada equí­
voca de que Newton cometió un grande e r r o r ; porque no­
sotros hemos cuadrado el círculo y rectificado exactamente 
la  circunferencia, y por cons igu ien te , nosotros en esta 
m a ter ia  hemos alcanzado y sabido mas que el Princ ipe ,  de 
las  Matemáticas.

Respecto á la esposicion d ir ig ida  al gobierno f ra n c é s , no 
liemos tenido contestación alguna ni la esperamos ; cuida­
do de mas consideración y que d irectam ente influyen en sil 
fu tu ra  suerte  llaman mas su atención.

En vista de la frialdad con que lian sido tra tadas  nues­
tras  proposiciones, nos hemos decidido á que nuestro  gran  
t rab a jo  vea la  luz pública , tipográficam ente; y por  lo 
m ismo el caso de que se desengañen los ilusos é incrédu­
los ; y que vean, palpablemente que una nueva época de mas 
inteligencia va á constituir  el ve rdadero  desarrollo  de las 
ciencias n a tu ra le s ; y por  consiguiente , que está ya dado el 
p r im e r  paso hacia la mejora y perfección de las ar tes  y de 
aquellas.

No se vaya á  c ree r  que el desarro l lo  indicado está p en ­
diente tan solo de la cu a d ra tu ra  del c í rc u lo : hay otras  m a­
ter ias  de suma im portancia  q u e  necesitan a c la ra rse ,  r e so l­
viendo problemas qué aura no tienen solucion d i r e c ta : tales 
s o n ,  el prob lem a de Ja trisección del án g u lo ,  resue lto  p o r  
la geometría e le m e n ta l : y aunque este p rob lem a t iene ya 
solucion d i rec ta ,  cuyo trabajo  hecho por  uno  de nosotros 
dos corre al principio de la obra  de Mecánica de Yallejo
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— VIII—
impresa en Madrid año de 1844, sin embargo este trabajo  
está practicado con el ausilio de una curva indeterminada 
é indefinida cuyas ordenadas y abscisas dan los puntos 
de e l l a , estos es tán sujetos á la idea del infinito y á los 
principios dificultosos de las Matemáticas sublimes.

Otra de las materias que aun no están suficientemente 
aclaradas y se hallan sin solucion es la resolución de las 
ecuaciones de o .er grado aplicada á la simplificación de la 
trisección del ángulo y á  la cuadratura  del círculo por  me­
dio de las Lúnulas de Hipócrates : de cuyas materias nos 
vamos á ocupar as iduam ente ; y ya tenemos la seguridad 
de algunos datos que nos prom eten saldremos garantes del 
buen  resu ltado ,  y cuya publicidad será  una adicional de la 
segunda edición de estos trabajos.

En la misma segunda edición añadiremos otro modo de 
cuadrar  el círculo espresado en la forma siguiente. «Dado 
un círculo, rectificar inmediatam ente su circunferencia con­
vertida en cuadrado ; ó hallar un  cuadrado de igual p e r í ­
m etro  que el circulo d a d o : y hallando una media p ro p o r ­
cional entre  la suma de dos lados de dicho cuadrado y el 
r a d i o , obtener por  este medio el lado de un cuadrado igual 
de superficie al círculo.»

Y si tenemos la grata  satisfacción de la buena acogida de 
nuestros lectores , cosa que no d udam ospor  la gran im­
portancia d é la  m a te r ia ,  quedarán  recompensados los des­
velos de Francisco Vilchez Robles y Pedro  Bataller Arcála.

Granada 8 de F ebrero  de 1832. *



CUADRATURA DEL CÍRCULO

V

lechino*.cvcw ecccccbx dej óiv avciuSex/eucia,.

1 El grandioso problema délaei*»«Jratnra d el c ír c u lo
so ha tenido siempre por  el mas difícil de resolver, y han re ­
conocido su dificultad todos los geómetras antiguos m oder­
nos y contemporáneos. Lo que únicamente s e h a  sab ido ,  y 
que se lo debemos á los geóm etras griegos Arquímedes y 
Meció, e s ,  que el primero halló que la razón que guar­

da el d iámetro con la circunferencia es la de 7 :22 ; el se­
gundo halló la de 113: 533. Entre estos dos d a to s , que no­
sotros con sobrado fundamento los calificamos de conge- 
tnrás aproxim adas á la verdad , se ha elegido el mas sen­
cillo, esto es , la razón de 7: 2 2 ;  bien sea por mas fácil do 
manejar que la o t r a , ó bien porque es el fruto ele los desve­
los de uno de los mejores matemáticos, que florecieron en 
el siglo XI, en que se traba jaban con mas calor y empeño 
las proposiciones de la geom etría elemental.

Los que han practicado investigaciones sobre  tan impor­
tantísima materia en épocas posteriores á Arquímedes y 
Meció, fueron los insignes matemáticos Newlon y Leibniz; 
estos se valieron del pensamiento de cons iderar  el per ím e­
tro del círculo como polígono ¡nfinitángulo; y partiendo de
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este principio inexacto ,  qt?c sentaron como verdad m ate­
m á tica ,  continuaron sus investigaciones,  y hallaron p o r  
las se r ie s ,  que  arro ja el cálculo infinitésima}, la misma ra­
zón de Arquímedes,.  la de 7:22. Pero como el resultado de 
las series es la simia de los elementos d& una cantidad, que 
no se puede ha l la r  caba l ,  resu lta  de-aquí,  q u e  el cálcalo 
infinitesimal aplicado á descubrir  la razón del d iámetro con 
la circunferencia , no puede d a r  nn resoltado exacto ni se­
guro. Por o tra  p a r te ,  la proposición de c o n s id e ra ra !  cír­
culo como polígono ¡nfiaitaugulo , no está a d m it id a ;  por­
que es tá  ya dem ostrado que por «sucho que se  acerquen  a 
la circimferencia lo s la d o s  .de un polígono regular  inscrip­
t o ,  ni á g a p a  de ellos será jam ás igual al arco que subienda,  
sino que será m enor que él en estension linea!; porque toda 
curva circular es de' distinta natura leza  que la recta , y no 
se puede confundir la una con ía  otra.

Luego todas las investigaciones que se han practicado 
para  rectif icarla circunferencia han sido in fruc tuosas ; p o r­
que en ellas sed) a partido  de ub principio inadmisible.Y por  
consiguiente, los resultados deben se r  inexactos. Y como 
quiera  que el lado de un polígono regular  inscripto en el 
círculo é inünitángulo es casi igual á la estension lineal del 
arco que su b te n d e , resulta de aquí que el perím etro  de es­
te polígono es m enor que la estension lineal de la circun­
ferencia; y por consiguiente, 1» razón de 7:22; que p r o ­
cede de suponer al círculo como polígono infuiitánguto, 
es m enor de la que existe en tre  el d iám etro  y k> circunfe­
rencia; y aun todavía es menor que la de 7 :22 la de 113:355 
y esta es mucho menor que la verdadera.

Luego el cálculo infinitesimal no puede servir  para la cua­
d ra tu ra  del círculo; y por  lo mismo debe proscribirse to­
ta lmente.

En el año de 1749 Mr. Fouré publicó unas memorias s o -



bre  la misma m ateria  impresas e n  París , q u e  dedicó á la 
Academia de Ciencias de aquella Capita l; y al final de sus 
cálculos halló que la relación eu tre  el d iámetro y la c i r ­
cunferencia es la de 162: 512; esta es ya mayor que la de 
7: 22; pero  sus tarcas no fueron admitidas por la Acade­
m ia ,  porque  una de las proposiciones que establece es la 
de considerar al semicírculo transformado en un rectángulo 
de ciertas dimensiones. Mr. Fouré sin em bargo , se acercó 
mas á la verdad que sus predecesores y aunque concibió 
la ¡dea, no la pudo desensolver ni analizar bien.

D. Joaquín Cáceres, vecino de C iudad-Rodrigo , publicó 
también otras memorias sobre el asunto hace algunos años; 
con el título de Reducción del caso irreductibles de Garduño, 
impresas en Salamanca año de 1845; y aunque su obgeto 
es distinto del de la c u a d ra tu ra ,  pues está reducido a la 
reso¡ucion de una ecuación de! a CT grado en la conclusión de 
sus cálculos, dice , presentando una ecuación : «Esla es la 
ecuación diferencial que se dió en la cuadratura del circulo; luego 
debe resolverse del mismo modo». Pero no sabemos donde está 
es ta cuadratura  de que hace mención , aunque sí tenemos 
noticias de que fue desechada por los inteligentes , y una 
p rueba  de ello es que no circula.

Estas circunstancias y las observaciones procedentes nos 
dan á conocer que la resolución del problem a de la cua­
d ra tu ra  del c írculo ,  no se ha tratado como se debió tra tar ;  
porque si el cálculo infinitesimal no conduce al objeto ape­
tecido es evidente que debe existir  otro medio mas espe-  
dito en la indagación de la verdad ; de donde se infiere que 
el problema que nos ocupa debe tener solucion geométrica 
auxiliado del cálculo: y he aquí la causa que nos ha esti­
mulado á lanzarnos en la grandiosa obra de investigar esta 
resolución; pero antes de proceder á tan difícil empresa no 
es tará d e m a s , y juzgamos muy oportuno indicar,  que núes-



i r o  c o n t e m p o r á n e o  m a t e m á t i c o  D . J o s é  M a r ia n o  V a l le g o  h a ­
l l ó  p o r  sus cálculos sumamente complicados como ól dice en 
su^compendio de Matemáticas puras y Mistas (g 3 1 7 ,  548 
y o49) la razón geom étrica  de J : 3 ,  1415926538979324: 
esta es mas inferior que la de Meció en casi veinte y 
seis diez millonésimas, y por  consiguiente mucho menor 
que la de A rqu ím edes , y que elisia mucho de la exac­
titud. Por ú ltim o, en la misma citada obra nos presenta 
p o n ió la  una relación, que se India en la biblioteca de R a ie lif  
enO xfar, yes  igual á la de Vallego hasta los qtrinee primeros 
guarismos decimales; pnes contiene una aproximación de 
• «o notas. Estas dos relaciones están muy distantes de 
acercarse á su verdadero va lo r;  pues son mucho menores 
que las de Arquímedes y Meció; pero la que nosotros vamos 
a p re se n ta r ,  que es la única, exacta y r igorosamente de­
m ostrab le ,  anula todas las an ter io res ;  y por  lo mismo,

SC! ' tambien la ™  Q»e puede servir  p ara  los cál­
culos j las operaciones geométricas. Y para  q ue  nada ane­
cie que desear en la materia , vamos á e s p i t a r  y dem ostrar  
la cuadratura  y rectificación en los párrafos siguientes.

-  Una de las circunstancias que. sirven de auxilio para 
a completa solucion del problema p re se n te ,  e s ,  que todos 
os geómetras han presentado el teorema de que la super­

ficie del cum io  es el producto de la mitad del rádio ¿ t r i ­
plicada por la circunferencia estendidá, ó él producto d d  rádio 
multiplicado por la semicircunferencia. Esta es una proposi-* 
Con ya dem ostrada y adm itida como verdadera é indubi-  
ada .  y sentado este princip io , procedemos á la  conclusión 

de nuestro p roblem a, para lo cual debe tenerse presente d

TEOREMA.

Un cuadrado igual en superficie á un círculo dado y c o n -  
ico eon el ’ lie,le s« dimensión mayor que el flídio y



m enor que el d iá m e t ro ;  y por  consiguiente,  el cuadrado 
tiene parte  dentro y par te  fuera del c í rc u lo , y este tiene 
también parte  dentro  del cuadrado y par te  fuera de él.

DEMOSTRACION.

Si en un círculo cualquiera T s S a j Z r L c T  ffig 1 .*) conce­
bimos inscripto un cuadrado c z x  r  y otro circunscripto R M N B 
de modo que los lados del Uno con los del otro esten respectiva­
mente paralelos, en este caso se verifica que el cuadrado ins­
cripto es m enor en superficie que el círculo ; porque este 
le escede en ios cuatro segmentos c T s c ,  j S s í ,  x l r x  
r L c r ;  y el cuadrado circunscripto cscede al círculo en los 
cuatro tr iángulos m is til ineosTM ST, SNZS,  ZBLZ,  LRT'L* 
Luego el cuadrado igual en superficie al círculo, lia de ser 
mayor que el inscripto y m enor que el circunscripto. P o rcon -  
si 'güiente, el lado de dicho cuadrado debe ser  mayor que el 
rad io  y menor que el d iá m e t ro , ó mayor que el lado e-x del 
cuadrado inscripto y m enor que el lado RM del cuadrado 
circunscripto.

5. Todos los matemáticos , ó cuando menos el mayor 
núm ero  , convienen en que para  cuadrar  el círculo se debe 
buscar  una media geométrica proporcional entre  la circun­
ferencia y la mitad del r á d io ,  ó  en tre  el radio  y la semicir­
cunferencia (§ 2.) Esta regla procede de s e rc ie r t a y e s t a r a d -  
mitida como induvitada la proposicion d e q u e  la superficie 
del círculo es el p roducto  de la mitad del rádio multiplicada 
por  la circunferencia; pues es indudable que una media 
geométrica proporcional en tre  los factores de un producto , 
que espresa una  superficie, dá de resultado el lado del cua­
drado igual en superficie á la espresada p o r  los- dos fac­

tores.
Pero  como basta aquí se lia ignorado cual es la verda­

dera y exacta estencion de la c ircunfe rencia , y p o r  o tra
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'p a r te  sabemos que hay ó existe un cuadrado igual en su­
perficie úl círculo , aunque no se conoció su d im ensión; ha 
estado en dúda l a  cuestión de si debe ser primero rectificar 
la circunferencia y después cuadrar  el c í rc u lo , ó si prime­
ro  cuadrar  el círculo y despues rectificar la circunferencia. 
Hasta el presente tanto una operación como otra se ha r e ­
putado por  imposible de p rac tica r ;  po rque 110 se ha sabido 
cuad ra r  el c í rc u lo , ni menos se ha acortado con el modo de 
rectificar exactamente la circunferencia. Pero nosotros d e ­
cimos sin riesgo de equivocarnos , que el problema nos ha 
mostrado con asombro , que hasta cuadrar  el círculo no es 
posible espresar  exactamente la relación que existe entre 
el diámetro y su circunferencia , teniendo solucion comple­
ta  una y otra proposicion.

4. Cuadrar un círculo es una operacion , que se ha con­
siderado por  muy pesada y de difícil construcción ; porque 
hasta ahora  no se ha sabido cual es el cuadrado de igual 
superficie á un círculo dado. Mas supuesto que ya hemos 
demostrado (§. 2. )que el lado de este cuadrado ha de ser  ma­
yor que el radio  y menor que el d iá m e t ro ,  ¡10 habrá repug­
nancia alguna en suponer hallado el cuadrado  , é  investigar 
y  descubrir  el modo de influir una figura en otra , aunque 
sean semejantes, s iempre que esta influencia pueda coope­
r a r  á la ¡dea que nos hemos propuesto. Y si suponemos que 
el cuadrado igual en superficie al círculo T s S x Z r L c  sea el 
s m n v  (fg. 1.a), se verá claramente que el cuadrado p rese n ­
ta  fuera del círculo los cuatro triángulos mistilineos a m i a ,  
bnpb,  qvliq , j s l j ,  y el círculo presenta fuera del cuadrado 
los cuatro segmentos I T a l ,  i S b t ,  p l q p  , h h j h .  Esto en ­
tendido ,  continuemos nuestro o b g e to , p rocediendo de la 
forma siguiente:

Supongamos conocidos el radio OM de un círculo trazado 
ya (fg 2."), y trazados los dos diámetros IQ, M R p e rp e n d i-
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culares el uno al otro. Supongamos también trazado el cua­
drado ABC D igual en superficie al círculo, y que sus lados 
esten paralela y respectivamente a los dos diámetros; é igual­
mente supongamos qtie tanto el círculo como el cuadrado  
tienen un centro común 0 .  En este caso se verificarán io rzo- 
samente las siguientes propiedades.

1.a

Los dos diámetros perpendiculares dividen al circulo JJ al cua­
drado en cuatro parles iguales, y también cada cuadrado infe­
rior es igual en superficie al cuadrante.

C) a

Los cuatro segmentos N M UN , E 10 '  E , Y R P Y j T Q G T ,  
que quedan fuera del cuadrado , son iguales en figura y supei -  

ficie.

Los cuatro triángulos mistilineos AE U ,  B Y 0 ' , C T P ,  D N G  
de las eslremidades angulares del cuadrado , que resultan fuera 
del círculo, son también iguales entre si en figura y superficie.

4 .a

Cada uno de los tr iángulos mistilineos es igual en super­
ficie al segmento inmediato , ó á cualquiera de ellos.

B.“

Mediante la circunstancia ó propiedad anterior , la circunfe­
rencia del círculo corta al scmilado del cuadrado en dos parles 
iguales, esto es, en el punto E medio de A y m , en el 0 '  medio 
de m  y B , en el Y medio de B y e &c, y de aquí deducimos la 

cuadratura.



De la cuadratura del círculo deducimos la rectificación de su 
circunferencia, esto es , la verdadera y exacta relación a naris- 
m al que existe entre el diámetro y  la circunferencia, que es la 
<eo . j  y  la que debe originar y producir el grandioso de­
sarrollo de las ciencias naturales en las dificultades de aquellas 
materias que son dependientes de esta relación,

DEMOSTRACIONES,

4.a

. f  V ^ tUd d<3 l0S prillciP 'GS de rigorosa geometría , es 
indudable ,  que los dos diámetros IQ, M R, siendo por cons­
trucción perpendiculares e! uno aJ otro dividen al círculo en 
cuatro partes  iguales ó cuadrantes MÓIEU.M, ROI O ' YR 
M 0  Q G NM, Q 0  R P T Q ; y también es in dudable, q u e , es­
tando el centro 0  equidistante de los estremos A R C D 
se divide el cuadrado A R C D  en los cuatro iguales aO m  A, 
e m B , e 0  }■ G , rO a  D ; porque sus dimensiones están de^- 
terminadas p o r  intercesiones de paralelas , formando án -  
gu os rectos cada una con la que le corta. Por consiguiente 
si los cuatro cuadrados iguales que se acaban da enunciar 
componen el total A B C D , y este es igual por  su posición á 
la superficie del círculo , ó á cuatro cuadrantes; es evidente 
que un solo cuadrado cualquiera es igual po r  el mismo su­
puesto a un solo cuadrante cualquiera. L. Q. D. D.

2 .a

Mediante á que el radio  recto 0 m es perpendicular  á la 
cuerda L O ' ,  el Oe es perpendicular á la cuerda Y P el 0 r  
a la G T y el Oa d la NU; se infiere que los cuatro segmentos



son ig u a le s ; porque están determinados por un mismo c 
igual radio del círculo , y por un mismo é igual radio rec­
to , que es el lado del cuadrado in fer io r ,  igual en superfi­
cie al cuadrante (desmostracion 1.a). Luego los cuatro seg­
mentos son iguales enteram ente en figura y superficie.

5 .a

Si de cada uno de los lados esteriores iguales de los 
cuatro cuadrados in fe r io re s , rebajamos ó restamos cada 
uno de los semisegmentos también iguales y correspondien­
tes á cada lado (propiedades 1 .a y 2 .a) las ocho diferencias 
que resu l tan ,  y que espresan los lados que forman los án ­
gulos rectos de los triángulos mistilíueos U A E, Ó'B Y, PC  T, 
G D N ,  son iguales. Por consiguiente, estos cuatro tr iángu­
los mistilineos son también iguales entre  s í ;  porque cada 
uno se compone de un ángulo recto en los vértices A , B, 
C , D, y los lados que los forman son también iguales como 
se acaba de dem ostrar.  L u eg o , tenemos dem ostrada la ter­
cera propiedad.

4 .a

En virtud  á que hemos supuesto que el cuadrado supe­
r io r  AB CD es igual en superficie al circulo M IE  Q, anali­
zando una y o tra  f ig u ra , encontramos que el cuadrado se 
compone del polígono mistilíneo N U E  (K Y P T  GNma s  los 
cuatro triángulos mistilineos U A E ,  O'B Y , P C T ,  GDN,  que 
son iguales (demostración 3,a); y el círculo se compone del 
mismo polígono mistilíneo an terio r  mas los cuatro segmen­
tos NM U N, E I  O ' E ,  Y K P Y , T QG T también iguales (de­
mostración 2 .a) Y como hemos supuesto iguales la superfi­
cie del cuadrado y la del círculo, llamando P el polígono 
mistilíneo anteriorm ente enunciado , llamando asi mismo t 
uno de los triángulos mistilineos , s uno de los segmentos
cualquiera , tendremos que el polígono mistilíneo mas los

5
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cuatro triángulos se pueden espresar  p o r  el lema P +  4 í ;  
y el mismo polígono mistilíneo mas los cuatro segmentos se 
pueden asimismo espresar  p o r P  +  4 s :  y como son igua­
les estos dos valores, tendrem os la siguiente ecuación 
P + í  í = P + 4  s; y suprimiendo en ella la p ar te  común P se 
reduce á esta 4 í = 4 s , y  partiendo ambos miembros por  el 
factor común 4 ,  se convierte en i= s .  Por  consiguiente, si 
el cuadrado y el círculo propuestos de la (fig. 2 .a) son igua­
les en superficie, teniendo uno y otro  un centro com ún, un  
triángulo mistilíneo cualquiera de los cuatro en que el cua­
drado escede al círculo ó tiene fuera de él ha  de equivaler 
ó ser  igual en superficie á un segmento cua lquiera  de los 
cuatro en que el círculo escede al cuadrado ó que tiene fue­
ra  de é l : luego, queda dem ostrada la 4 .a propiedad .

Corolario. De aquí se deduce t a m b ié n , que como las dos 
diagonales AG, BD dividen el ángulo recto p o r  m ed io ,  á 
causa de estar el centro 0  equidistante de los estremos vér- 
t 'ces  A , B , C, D, dividen tam bién p o r  medio los tr iángu ­
los m is ti l íneos: y como los diámetros dividen las cuerdas 
p o r  mitad, es evidente, que también dividen por mitad cada 
uno de los segmentos. Luego si un  triángulo cualquiera 
U A E n U  es igual al segmento E I O ' mE ,  también es induda 
ble , que su mitad ó semetriángulo nA E ?ies  igual al sem i-  
segmento E IjmE. 5 .a

Si desde el punto es trem o A del cuadrado superior  A BCD 
tomamos hacia el punto de intercesión E porciones a rb i­
t ra r ias  , y por  los puntos estremos de ellas consideramos 
tirados los rádios dirigidos al centro 0 ;  si consideramos 
también trazados los círculos correspondientes  á  los d ichos 
puntos  e legidos, se verá indudablem ente , que al paso que 
crece el triángulo mistilíneo UAEwU,  decrece ó disminuye 
el segmento E I O' mE,  hasta llegar a lp u n to d e in te rce c io n E  
q ue  le l lamaremos el lím ite , en el que el tr iángulo  resulta



igual al segmento (4.a demostración). Asimismo, si desde 
el punto m  hacia E tomamos también varias distancias a rb i­
t r a r ia s ,  y desde sus estreñios consideramos tirados los ra ­
dios dirigidos al centro común 0 , considerando también 
trazados los círculos correspondientes á dichos estreñios de 
las distancias a rb itra rias ,  severa  clara ó indudablemente, que 
al paso que crece el segmente disminuye el tr iángulo hasta 
l legar al punto límite E, en que el segmento es igual en su­
perficie al tr iángulo. Luego, el límite E es el punto en que 
terminan las dos circunstancias ó propiedades de crecer  el 
triángulo al paso que disminuye el segmento,y de crecer el 
segmento al paso que disminuye el tr iángulo, hasta quedar 

iguales ambas superficies.
A esta demostración se puede agregar  otra de suma im­

portancia y de no poca fu e rz a , que se puede considerar 
como un nuevo comprobante acerca del límite , y e s : que, 
si consebimos el cuadrado MNBR (figura 1.a) circunscripto 
al círculo, que es mayor que este en superficie, se va r e ­
concentrando hacia el centro 0 ,  ó disminuyendo su valor sin 
p e rd e r la  forma cuadrada ,  llegará indudablemente á resul­
ta r  un cu a d rad o m n v s  igual en superficie al círculo. Por el 

' con trario  , si desde el centro común 0  vamos trazando va­
r ios círculos cuyos rádios vayan siendo cada vez mayores, 
se llegará á concebir un círculo , cuya superficie sea igual 
á  la del cuadrado m n v s. Luego de estas dos poderosas r e ­
flexiones se deduce: que no existe mas que un cuadrado -igual 
en superficie á un circulo dado , asi como tampoco existe mas 
que un circulo igual en superficie á un cuadrado dado; y que 
tanto una como otra superficie , suponiéndolas concéntricas, se 
cortan en un punto común en cada uno de los lados de los cuadrados 
inferiores (figura 5 .a) ,  y  cuya intercesión ó limite se halla en­
tre el punto estremo del lado del cuadrado superior , y su me­
dio determinado por el diámetro perpendicular á él.
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Ahora bien, si desde el punto m  hacia E (fig. 2 .a) y desde 

A también hacia E vamos tomando porciones iguales de un 
lado y de otro y suponemos trazados los círculos correspon­
dientes á los puntos estremos de las porciones Iguales ele­
gidas; en estos casos se verifica que las dos leyes de c re ­
cer  el tr iángulo y dism inuir el segm ento ,  y la de crecer el 
segmento y dism inuir el t r iá n g u lo , vienen á concluir en el 
límite E. Y corno hemos supuesto tomadas porciones iguales 
de un lado y de otro del punto E ,  es evidente que este pun­
to límite se debe hallar y se halla en medio de A y de m; 
porque  en él es en donde se jun tan  las medidas iguales to­
m adas de un lado y de otro de dicho límite E , en que se 
igualan las dos superficies enunciadas del triángulo y del 
segmento (propiedad 4 .a). Luego , cuando el círculo y el 
cuadrado son concéntricos é  iguales en superficie, la c ir­
cunferencia corta á cada lado esterior de los cuatro cuadra­
dos inferiores en un punto equidistante de los estremos de 
cada cuadrado. Por consiguiente , el límite E es el punto 
medio de A y de m : y está dem ostrada la 5.a propiedad.

Son tan fecundas en ideas las ciencias m a tem áticas , que 
á veces presentan circunstancias en que una sola cuestión 
ya desenvuelta y demostrada nos manifiesta variedad de 
verdades y propiedades , que todas pueden coincidir á un 
mismo ebgeto p ara  dar  nueva fuerza á las ya demostradas 
é induvitarlas p o r  otro medio. Efectivamente, para  adicio­
n a r  otro com probante mas á la demostración que hemos 
p resen tado  acerca del punto medio E , vamos á proponer 
o tra  m a s ,  y mas adelante sus consecuencias, en la si­
guiente:

DEMOSTRACION GEOMÉTRICA.

Haciendo centro en el punto m  (fig. 2 .a) y con el mismo 
radio OM del círculo propuesto ,  trácese el arco V x p z Y



y desde el punto U al punto Y en que dicho arco y el 
U n  ElO'i/Y cortan los lados opuestos AD , B C del cuadrado 
A B C ü ,  tírese la recta U Y , y tendrem os, que los dos seg ­
mentos U í c p s Y U ,  U E I O ' Y U  son iguales por tener común 
la cuerda UY y sus arcos correspondientes trazados con 
un mismo radio.

Asimismo, los dos segmentos x p z x ,  E I O ' E  son también 
iguales por  es tar sus arcos trazados con un mismo radio , y 
ser la cuerda x  z  del pr im ero  igual á la cuerda E 0 ; del se* 
gundo,  como mitades que son, la una del lado ae ,  y la 
o tra  del lado AB igual con ac,  como lados opuestos que 
son del rectángulo a AB e .

Ahora bien: Si de los primeros segmentos iguales supe­
r io r  U E 10 '  Y U é inferior Uc c p z YU,  reba járnoslos  dos 
segmentos menores E 10 '  E , x p z x ,  también iguales entre, 
s í , nos resu ltarán  como residuos iguales los dos cuadrilá­
teros ó trapecios mistilineos U x  0  z  YU , U E m O ' Y U .

Los dos tr iángulos mistilineos U x a  , Y z e ,  son también 
iguales en tre  s í , po r  ser rectángulos , el p r im ero  en a y el 
segundo en e ; y asimismo los lados rectos l ia  , a x  del p r i­
m ero iguales á los lados rectos Ye , e z  del segundo, como 
mitades que s o n , los dos p r im eros de los los lados a A , a 0  
del cuadrado a Om  A , y los dos segundos de los lados 0  e, 
eB  del cuadrado O e B m  igual con el a n t e r io r ,  y tener 
ademas dichos triángulos sus arcos U x  , 2  Y trazados con 
un  mismo rád io ;  y por  la misma razón estos tr iángulos son 
también iguales á cualquiera de los e s te r io re s , tal como 
A E U , 0 '  B Y &c.

Sentados todos estos p re l im in a re s , p ara  abreviar  los 
cálculos, al primero de los dos cuadriláteros ó trapecios 
mistilineos anteriorm ente enunciados, esto es , al inferior 
U x O  z Y U le designaremos p o r  p desde ahora en adelante 
y al segundo U E m O 1 Y U le designaremos asimismo p o r
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p ' ;  designaremos asimismo p o r  t uno de los tr iángulos mis* 
tilíneos cualquiera A EU , y por  s uno de los segmentos 
cualquiera E 1 O' E : y observaudo la construcción de la fi­
gura y analizándola encontrarem os : que el sernicírcule 
MI KM se compone exactamente de los dos cuadriláteros 
ó trapecios mistilineos iguales designados, el pr im ero por  
p  y el segundo por  p 1, mas los dos triángulos mistilineos 
iguales a Ua?, e Y z  designados cada uno de ellos por  t, mas 
el segmento E I O ' E  designado por s , mas los dos medios 
segmentos iguales M U a , R Y e .  Pero  equivaliendo estos 
dos medios segmentos á uno solo ó al segmento E l  O 'E, 
podrem os sustituir  la espresion s como equivalente á un 
segmento , en lugar de los dos medios segmentos; y ten­
dremos, que el semicírculo propuesto al cual le llamaremos 
desde ahora en adelante C, se compone exactamente de las 
superficies comprendidas por  p + p '+ Q t+ S s ;  y formando 
ecuación con ambos valores ,  tendrem os C = j H - p /-l-2 t-l-2s.
(a).

A hora ;  si s es igual en superficie ó equivalente á t ,  me­
diante á que p y p‘ son igua les ,  del segundo m iem bro  de 
la ecuación (a) podemos deducir  esta o tra  p + 2  / = p ' 4 -2 s
(b ) : y siendo equivalentes s y t , en lugar de los dos medios 
segmentos an teriorm ente enunc iados , podremos sustituir 
un  tr iángulo ó la espresion t ;  y en este caso el segundo 
m iem bro de la ecuación (b) se convierte en p '+ s  +  i, sin que 
p o r  ello se al tere su va lo r:  de modo que dicha ecuación
(b) la podemos rep resen tar  de esta forma p + 2 t =  p ' +  s + t
(c). Y componiéndose la cantidad designada por  G de 
las dos iguales p + 2  t y p ' - M +  í ,  es evidente que cada 
una de estas dos cantidades es igual á V2 C ó á un cuadrante 
del círculo M I R  Q.

Ahora b ien : la cantidad designada p o r ^ + 2 í  es exacta­
m ente igual al rectángulo ac  Y U ,  cuarta p a r te  del cuadra­

— 14—



do total A BC D : y debiendo dicho rectángulo  ae  Y U (el 
cual se compone de las dos p a r t e s p  y 2 i)  equivaler á un 
cuadrante del c í rc u lo ,  es indudab le ,  que la cantidad re­
presen tada por 2> '+ 2 s ó su equivalente p '+ s  +  t deberá  
equivaler  á otro cuadrante del mismo c írcu lo ,  siem pre 
que s sea igual en superficie ó equivalente á t.

Sentado todo lo que a n te c e d e , supongamos ahora  que 
quitamos ó separamos del semicírculo MI R M la superficie 
com prendida por p+Q t ó el rectángulo ae  YU ; y en este 
caso no nos quedará  ya de la superficie de dicho semicírculo 
mas que la comprendida p o rp '- t -2 s .  Esto en tend ido ,  sus­
tituyamos ahora  en lugar del semisegmento MU a el t r ián ­
gulo mistilíneo A n  U como equivalente á dicho sem iseg- 
m e n to ;  y en lugar del semisegmento R Y e  la mitad del 
tr iángulo mistilíneo BY 0 '  ó su equivalente tr iángulo mis­
tilíneo B y Y :  y equivaliendo los dos tr iángulos A n U ,  
B y Y á uno solo , tal como A E U podrem os poner  la e s -  
presion t en lugar de los dos tr iángulos A?iU , B y i ; y oe 
esto modo la cantidad designada por  p '+  2 s la tendrem os 
convertida en su equivalente p '+ s + t .  Y para  dem ostrar  
ahora  geométricamente que esta última espresion es exac­
tamente igual á un cuadrante del círculo propuesto  , p rac­
ticaremos la construcción s ig u ie n te :

Haciendo centro en los puntos estreñios A y B del cua­
drado ABC B , y con el mismo radio OM trácense  los a r ­
cos u x , u z ,  y tendremos que los dos tr iángulos mistilíneos 
u O x ,  u O s  son iguales entresi, é iguales cada uno de ellos á 
uno cua lqu ie ra , tal como aU  x  po r  lo ya dem ostrado respec­
to á este último con su igual AE U. Los dos tr iángulos mis­
tilíneos z '  U n , z 'u c ' también son iguales por  tener  iguales 
los ángulos verticales U z ' n , c ' z ' u ,  y ser  asimismo el 
lado U z '  del primero igual al lado z '  u  del segundo, como 
mitades que son uno y otro del lado k ü ;  y el lado n %' del
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prim ero igual al lado z '  c' del segundo , p o r  ser  también 
uno y otro mitad del lado n c '  y tener  ademas sus arcos 
U n ,  l í e 1 trazados con un mismo radio desde los puntos 
A , 0 estremos de la diagonal A 0  del cuadrado inferior 
a 0  m  A.

Pues b ie n ,  al cuadrilátero  mistilíneo U E m O '  Y U,  el 
cual le tenemos designado anterio rm ente  por  p ' ,  quitémos­
le por una parte  el tr iángulo mistilíneo z ' n\J ,  y en su d e ­
fecto sostituyámosle su igual u c‘ z ' : quitémosle por  otra 
p a r le  el triángulo mistilíneo y Y  z 11, y sustituyamos su 
igual u n ' s “ ; y en este caso , dicho cuadrilátero mistilíneo 
le tendrem os ya represen tado  por  el exágono mistilíneo 
z "  z ' n E O ' y  z "  mas los dos triángulos mistilíneos iguales 
z ' u c ' ,  z " u n ' .

Ahora bien ; á esta s uma ,  que equivale á dicho cuadri­
lá tero  mistilíneo designado p o r  p ' , agreguémosle por  una 
p ar te  la espresion s , ó el segmento E 10 '  E ; agreguémosle 
asimismo por  otra p ar te  el triángulo mistilíneo u  0 c‘ , mas 
el tr iángulo mistilíneo k O j i ' ,  equivalentes ambos á uno 
solo , tal como 0  x  u designado antes por í ;  y veremos clara 
y palpablem ente ,  que dicha suma to t a l , la cual se compo­
ne exactamente de las cantidades designadas p o r p '  +  s+  t 
(segundo miembro de la ecuación (c) es exactamente igual 
al cuadrante 0  n 1 y 0  del círculo propuesto; y asimismo, la 
cantidad designada p o r p  +  2 1 (prim er miembro de la ecua­
ción (c) ó el rectángulo ae  Y U debe equivaler precisamente 
á otro cuadrante del mismo círculo; y por lo mismo dedu­
cimos que un triángulo mistilíneo c u a lq u ie ra , tal como 
A E U es equivalente á un  segmento cu a lq u ie ra , tal como 
J á lO 'E .

En e fe c to , si suponemos que sea t >  s , la espresion 
p +  sería mayor que p '+ Q s:  y aunque] la espresion ó 
cantidad p ' - H  +  í s e a  mayor q u e p '  +  2 s ,  s iem pre será
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todavía m enor que p  -+- 2 t : y mediante á  que p '  +  s +  l es 
exactameute igual á un cuadrante del círculo propuesto , 
cuaudo supusimos que quitábam os -ó separábam os del s e ­
micírculo la superficie com prendida p o r p 4 - 2 í ,  en este 
caso habíamos separado á  quitado de dicho semicírculo 
mayor cantidad que la com prendida por  p‘+  s +  t , y por  
consiguiente mayor que un cuadrante del mismo; y en este 
caso la espresiou p ' +  s + t  no podría equivaler á otro cua­
dran te  , á no ser  que la superficie del semicírculo MI RM 
fuese mayor que la suma de dos cuadrantes suyos ; pero  
esto es un absurdo.

Tampoco se puede suponer  que sea t <  s ; porque en  es­
te caso resulta que p +  2 t <  p '  +  2 s  : y aunque la e s p re -  
sion p ' +  s +  t sea m enor que p' +  2 s , s iempre será to -  
dabia p' s +  t >  p -1- 2 l : y equivaliendo p ' +  s +  i á un 
cuadrante del círculo p ro p u es to , la espresion rep resen tada  
p o r p + 2 í  ó el rectángulo a e Y U  , deberá  precisam ente 
equivaler á otro cuadrante del mismo c írcu lo ,  á no ser  que 
eí semicírculo M I R  M sea m enor que la suma de dos cua­
d ran tes  del mismo círculo ; pero esto es imposible ú otro 
absurdo.  Luego , no pudiéndose verificar que dicho semi­
círculo sea mayor ni m enor que la  suma de dos cuadrantes  
del mismo círculo , tiene que verificarse que s sea equiva­
lente á t. Y siendo s equivalente á i , en este caso el cua­
drado y el círculo propuestos son iguales en superficie; 
po rque teniendo uno y otro un centro común , tienen asi­
mismo una superficie com ún, que es el polígono mistilíneo 
designado por P (demostración 4 .a); y por  consiguiente ten. 
d re m o sq u e  P +  4 s ,  que compone la superficie del círculo, 
es igual á P + 4 í ,  que compone la superficie del cuadrado.

Escolio. Toda la fuerza de esta demostración reposa y 
está apoyada sobre los principios sentados de que la p a r a ­
léis UY divida p o r  medio el rectángulo a e B A; que el púa»

4
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to de reunión de la paralela UY, del lado eB del cuadrado 
inferior y de la circunferencia , sea el punto  medio Y dé 
e y B, asi como t) de a y A , y asi co m o E  lo es de A y m  &.

Corolario. Luego, citando el cuadrado y  el círculo están 
concéntricos y son iguales en superficie, resultan también 
iguales los segmentos con los triángulos es tem os , y la circun­
ferencia corta cada uno de loa semilados del cuadrado en dos 
partes iguales.

Sentado, pues , todo cuanto hasta aqui llevamos emitido 
y dem ostrado ,  procedamos ahora  á la operacion de cua-*- 
d ra r  el círculo y despues rectificar la circunferencia, exac­
tamente, haciendo uso de la siguiente dem ostración.

6.a

Siendo el punto límite E medio de A y tn ,  si llamamos í? 
él lado A m  del cuadrado inferior A m O a  igual en superfi­

cie al cuadrante I E n U  MO , su mitad A E = E m  es ~ x  : si 

suponemos también que sea r el radio conocido OE , t e n ­
dremos en el tr iángulo rectángulo E m  O , el siguiente lema 
(0 m )2= i ( 0 E ) 2— (Em)2; y poniendo los valores literales de 

estas l íneas , tendremos x 2— r2—  i x 2(c ) : de aquí deduci­

mos por  la trasposición del término —  j-x2 al p r im er  miem­

bro  , esta j x 2— i-2 ( t ) : de aquí deduzco multiplicándola por  

el denom inador 4, la sigu ien te : 5 ¿e2= 4 ? '2 (g); y de aquí 

deducimos, partiendo p o r  el denom inador 5, es ta x 2= t r z  

( s ) : este resultado , que es e x a c to , nos d i c e : que un cua~ 
drado igual en superficie á un cuadrante de círculo, está re­
presentado por las cuatro quintas partes del cuadrado del radio.

Y si estraemos la raiz de la ecuación ( s ) , considerándola 
como positiva, porque debe tener  un valor real y efectivo in-

depeacUente de suposic ión ,se  obtiene e s t a a - = ^ / | r 2 ( h ) ;
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v c o m o - r2 es lo mismo que = i l 2 — - ^ = 2  r  X  -/>J 5 J £ O

es evidente que x — \ / 2 r x  ‘̂ r (y); y poniendo en vez de

2 r  el d iám etro ,  que le l lamaremos d, la ecuación an ter io r

se m uda en esta x — | /  r f x  Í  (q ) .  Traducida  esta espresion

al lenguage vu lga r ,  nos d ice: que una media geométrica 
proporcional entre el diámetro de un círculo y su quinta parte, 
da el semilado del cuadrado igual en superficie al círculo.

5. Ya que como se ha visto y dem ostrado tenemos des­
cubierta  la cuadratura  del círculo , debemos ahora recti­
ficar la circunferencia. Pero antes de proceder  á tan im ­
portantísimo a sun to ,  juzgamos muy oportufio y conve­
niente para corroborar  los resultados de los cálcalos pre­
cedentes , que construyamos la cuadra tu ra  del círculo es­
presada por la ecuación anterior  (q).

Para esto , supongamos conocido el rádio OM del círculo 
(figura 3 .a) ,  y vamos á hallar el lado ó semilado del 
cuadrado igual en superficie al círculo , cuyo radio es 
0 M = 0 1 — OR.

Construcción geométrica. Desde el es tremo M del d iám e­
tro tiro una recta indefinida M B , que forme un ángulo 
cualquiera con el diámetro M R , que conviene no sea muy 
agudo , y tomo en ella cinco partes iguales de a rb it ra r ia  
m agnitud M p = p r = r y = i jg = g  s. Desde el p u n t o s  donde 
concluyen estas cinco partes tiro al es tremo R del d iáme­
tro la recta sR, y por  el punto g an ter io r  al s trazo la g t 
paralela á la sR  : en este caso , la porcion t R del diámetro 
espresa su quinta p a r t e , asi como proporcionalmente la 
p ar te  gs  espresa la quinta par te  de la recta Ms,

Ahora , en el punto de intercecsion t levanto la perpen­
dicular tn  , que corta la circunferencia en el punto n ; y ti­
rando desde este punto al estremo R la cuerda «R , esta es
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la media proporcional entre  el diámetro  MR y su quinta 
p ar te  1 11 , esto e s ,  que n tí es el semilado del cuadrado 
igual en superficie al círculo , cuyo diámetro es M R. Y en 
electo , tomo sobre el rádio  01 , que es perpendicu lar  al 
d i ámet ro ,  desde el centro 0 la p a r te  O m = n R ,  y también 
desde 0  sobre el rád io  OM la par te  O a = n R ,  y levanto la 
perpendicu lar  a A , que la bago igual á la O n i= i ,R  ; tiro 
p o r  ul t imo desde A basta m  la recta A? u , que resulta per­
pendicu lar  á la 0  m : en este caso tenemos el cuadrado A m O a  
Tgual en superficie al cuadrante I E  U M O ; y se verá tam­
b ié n  que el punto de intercecsion E del arco y el lado A ni 
es el punto medio de A y de m ; y s iem pre se verifica esto 
lirismo sí láíoperadora se practica con todo r ig o r  geométrico.

Todo esto sentado y en tendido ,  procedam os á descubrir  
la  exacta rectificación de la c ircun fe renc ia , pa ra  lo cual 
probarem os de una m anera  indubitada la 6 .a p ropiedad  en 
í»sigu ien te  demostración.

6.*

Llamando y  la estension lineal del arco cuadrante 
I E n U M  (figura 3>) y r  el rádio OM, tendremos que la su­
perficie de todo- et cuadran te  ó de I E n U M O  (5) es 

F 0 I X I E n U M = |  r y :  y como esta superficie es igual á 

la  del cuadrado A m O a  (demostración 1.a), que está rep re ­

sentada por  ¡»2— £ r 2 (s), cuya espresion está deducida de 

la ecuación (t); es claro que igualando £ r 2 con i  r y  , se 

obtiene la ecuación ¡ r ^ r y  (m) : suprim iendo en e s t a  
el factor común r ,  se reduce *  £ r  =  („); y multipli­

cando ambos miembros p o r  el denom inador 5, y poniendo 

en  1.» la variable y ,  resulta y = ¡ r  (b). Y siendo y el valor 

d e l a 4 . a par te  de la circunferencia, será y e s la c i rc u n fe re n -
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cía toda cuatro veces dicho valor, esto es, - i ; /= 3̂  r = 6  r 

( j )  ; y poniendo en esta ecuación en vez de 2 r  el d iá­

me t r o ,  que llamaremos d ,  se muda en 4 >j— o d + É  (ch).

L u e g o , la estencion lineal de toda la circunferencia es dé 
tres  d iámetros y la quinta parte  del diám etro , cuyo resu l­
tado procede de que la razón dfel d iámetro con la circunfe­
rencia es la de 5 : 16.

5. De la ecuación a?2= ~ r 2 (s), que es la espresion de 

la superficie del cuadrado A»nOn,  cuarta  parte  del total 
A B C D ,  é igual también á la superficie del a la d ra n te  
1 E n U  M (^(demostración 1.a), deducimos la d e  todo el cír­
culo , cuadruplicando la p r im era ;  de modo que tenemos 

4 =  2 r X X  i d  (D): de donde se infiere, que

Ja superficie del circulo, es el produelo del diámetro m ulúpli- 
sado por las cuatro quintas partes del mismo diámetro  Y como 
hemos visto , por  una consecuencia forzosa, la operacion 
de la cuadratura  ha precedido á la de la rectificación de la 
c i rcunfe rencia , vemos también que la espresion de la su­
perficie del cuadrado , parece independiente de la de! c ír ­
culo, porque se espresa en función del rádio ó del diámetro; 
pero  no es a s i ; porque existe una intima y recíproca re la­
ción entre una y o tra  superf ic ie , aunque corresponden á 
figuras desemejantes.

(,í). En efecto, la espresion ,que es la de la superficie 

del cuadrado igual á la del c í rc u lo , se p u ed e  espresar  des­

componiéndola, de este modo1"  = r x ^  ; pero como |- 

represen ta  la mitad d é l a  circunferencia ó | x | 2 r ; d e d u ­

cimos de aquí que la superficie del círculo es el p roducto  
del rádio multiplicado por  la semicircunferencia, ó el p ro ­
ducto de medio rádio multiplicado por  la circunferencia;



• i  6y por consiguiente , el resultado - -  nos ofrece un nuevo
comprovante de esta v e r d a d ; porque no hubiera resultado 
asi , á no ser  cierta la espresion de la superficie del círculo.
'(6). Demos ahora  a conocer otra demostración geométri­

ca á las emitidas hasta aquí acerca del lím ite ,  y es de la 
m anera  siguiente , dividida en dos circunstancias.

1.* Si concebimos como constante el radio OM (figura 
2 .a); y como variable el lado AB del cuadrado y tomamos 
un lado A ' B '  (figura 4 .a) mayor que el l a d o A B  (figura 
2 .a); en este caso se verá prác ticam ente  que los puntos de 
intercecsion s , t  de los arcos iguales . s E ' Y  0 ' t , s y ' p y  i 
(figura 4 .a) quedan dentro  del cuad rado ; y por consiguiente, 
la demostración geométrica (5) ya no tiene lugar en esta 
figura; porque aun cuando los segmentos resultan  iguales, 
no encontrándose en un mismo punto el lado A/ D/ del cua­
d rado  ni la línea s t , que divide p o r  medio el semicuadrado 
A/ a&B/ ni los arcos que determ inan los segmentos superio r  
é infer io r ;  es evidente que no pueden resu ltar  iguales en 
superficie un  tr iángulo mistilíneo U' A ' E '  y un segmento 
mistilíneo E ' I 'O 'E ' ,  que es la circunstancia esencial para  
que el cuadrado y el círculo resulten  iguales en superficie 
(dem ostrac ión4 .a y g e o m é tr ic a , corolario).

2 . 1 Por  o tra  p a r te '  si concebimos asimismo como cons­
tan te  el círculo ó s u r á d i o ,  y tomamos un lado A " B ' '  
(fig. 5.a) m enor  que el lado AB (fig. 2 .a),  en este caso se 
verá  p rá c t ica m e n te , que los arcos que determinan los seg­
mentos iguales , se cortan en los puntos a. b  fuera del cua­
d rado ;  y p o r  consiguiente, en este caso tampoco tiene lugar 
ni cabida la  demostración geom étrica; porque no pasando 
dichos puntos por  los de intercecsion de la circunferencia 
y los lados opuestos A " D " , B " C "  del cuadrado , no pueden 
concurrir  todas las circunstancias que constituyen la igual-



iucion al problema.
7. H em os, pu es ,  llenado el obgeto que nos habíamos 

propuesto. Solo nos resta añ a d ir ,  que deducimos de con^ 
¡secuencia de todo lo practicado hasta a q u í : que no hab ien­
do podido hallar  nues tros antecesores matemáticos, ni los 
contemporáneos, la cuadratura del círculo, ni la rectificación 

r  de su circunferencia hasta que nosotros hemos vencido
esta grandísima d if icu ltad ; no hay otro medio de resolver 
el problem a mas que el que nosotros hemos presentado en 
estos trabajos. Que poseemos la gloria de ser  los únicos 
que hemos desen trañado  el gran  secreto matem ático , el 
ta lism an de la Geometría. Y por  último , que hemos tenido 
los mas poderosos motivos para decir  ( i ) : * que el uso de 
Jas series aplicado á la rectificación de la circunferencia, 
debe p roscrib irse  enteram ente , asi como para  el mismo 
ob g e to ,  el cálculo infinitesimal é in teg ra l;  pues con 
ellos no se consigue o tra  cosa mas que acercarse á la ver­
dad pero nunca llegar á poseer la ;  porque  hay una  b a r r e r a  
inaccesible entre ella y los medios que se habían escogi­
tado para hallarla.»
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