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PROLOGO

El capitulo 0 de la presente memoria constituye una exposi-
cidn resumida de los conceptos y resultados fundamentales que se
introducen y estudian en ella, asi como de los precedentes en 1los
que se inspira. Se ha redactado con la intencion de que sea total-
mente independiente del resto de la memoria, por lo que puede omi-
tirse su lectura sin perjuicio alguno para la comprensién de toda

la exposicidn posterior.

Quiero aprovechar este momento para testimoniar por eSCri-
to mi mds profundo y sincero agradecimiento al Prof. Dr. D. Angel
Rodriguez Palacios, quien orienta y dirige desde hace varios anos
toda mi labor investigadora. Sin su valiosa y desinteresada ayuda,

esta memoria no hubiera visto la luz.

Agradezco también a los restantes miembros del Departamen-
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Granada, Junio de 1980

Rafael Paya Albert
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El tema objeto de estudio en 1la presente memoria puede
encuadrarse dentro de una teoria que,con el nombre de "Esthuc-
twa en Los ebpaaio& de Banach", ha venido desarrollindose en
los Gltimos afios.

Los origenes de esta teoria pueden fijarse en 1960, fe-
cha de publicacidn de un importante trabajo de Cunningham
(120] ) ¥y un hito fundamental en su desarrollo ha sido un tra-
bajo debido a Alfsen y Effros ([3] y [4]),dividido en dos pa¥r-
tes y publicado en 1972. Actualmente disponemos de dos mono-
grafias obra de Behrends ([9]), y Behrends y otros ([10]), en
las que pueden encontrarse en forma sistemdtica la mayoria.de
los resultados en este campo, asi como algunas de sus mis bri-
llantes aplicaciones.

Las sigﬁientes consideraciones pueden servir de motiva-
Cidn inicial para algunos de los conceptos que se introducen
en el estudio de la estructura en espacios de Banach :

Sea X un espacio de Banach y supongamos que disponemos

de una proyeccidn lineal continua 7 en X . Existe entonces un

15



RAFAEL PAYA ALBERT

homeomorfismo lineal entre X y el espacio producto w(X)xKes(mw)
(considerando en este Gltimo la topologia producto de las in-
ducidas por X en los subespacios w(X) y Kea(w) ). Todo ello

se expresa abreviadamente poniendo : X=7(X)® Ken(w) , expre-

sidn que nos informa de que la estructura algébrico-topoldgi-
ca de X se conoce sin mas que conocer la de los subespacios
m(X) y Ker(m). Desde un punto de vista clasico en el estudio
de los espacios normados, la anterior descomposicidn en suma
directa es perfecta. Sin embargo, se halla hoy en gran auge
el estudio de aquellas propiedades de los espacios normados
que no se conservan en general al cambiar su norma por otra
equivalente, propiedades que podemos llamar geométricas, de
las que se ocupa una prometedora rama del Analisis Funcional
conocida como "Geometrnia de Los espacios noamados" (véase
[24] si se desea informacidn sobre el contenido convencionai
de esta materia). Desde un punto de vista geométrico, la ante-
rior descomposicidon de X en suma directa de subespacios no es
perfecta, a menos que exijamos a la proyeccidn m condiciones
que nos aseguren que la norma de X queda determinada por el
conocimiento de sus restricciones a w(X) y Kea(w) .

Antes de dar respuesta general a este problema, exami-
nemos ejemplos ya clasicos de proyecciones con la propiedad

deseada:

. 16



TECNICAS DE RANGO NUMERICO Y ESTRUCTURA EN ESPACIOS NORMADOS

Sea X un espacio normado, 7 una proyeccidn lineal en X

y 1Sp< oo diremos que 7 €S una Lp-mogecuén si verifica :

Ixh=(la(x) 1P +lx=n(x)IP) /P (xex) si 1<p< =
Ixll =Mdx {la({x) I, Ilx—m(x) 1} (xEX) si p= o

Las L1—pr0yecciones, llamadas simplemente L-pioyeccio-
nes fueron introducidas por Cunningham ([20]) al igual que las
ﬂ%iproyecciones ([21]), 1lamadas posteriofmente M-proyecedlo-
nes . Las Lp~pn0yecaioneélcon 1<p< o han sido estudiadas so-
bre todo por Behrends ([5] y [6]). Un subespacio M de X recibe
el nombre de LP-sumando (resp. L-sumando, M-sumando ) si es
imagen de X por una Lp-proyeccién.(reSp. L—proyeccién;iMﬁpro-
yeccidn).

Lima ([34], ver Teorema 5.6) ha introducido la siguien-
te debilitacidn del concepto de L-sumando :

Un subespacio cerrado M de un eSpaCio de Banach X se
dird que es un semi-L-sumando de X si para cada x€X existe
un Gnico y €M que materializa la distancia de x a 4 (Ix—yl=
= Min {lx—ml ; mEM}), y ademds este Ginico y verifica que :
Ixll =Nyl +lx— yl.

Volviendo a nuestros planteamientos anteriores, es cla-

ro que las Lp-proyecciones sdlo son casos particulares de pro-

yecciones con un buen comportamiento geométrico en el sentido

17
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ya precisado. Se puede en general considerar una funcidn
= &'{3‘ X® >R y llamar f-proyeccldn en X a una pro-
yeccidon liﬁeél (s en.X verificando: ,

Lkl =oF <Clmebxddl, hxzmix] i) [ 2.E.X0 .

R. Evans demuestra ( [27] Lema 1.3 ) que para que exis
ta un espacio de Banach X y una F-proyeccidn no trivial en X

es condicidon necesaria y suficiente que F verifique;
Ll E 0TV =F (1,0 &1
i) (e,B) = Fllof,IBIl) es una nomma en K2

condiciones que se pueden resumir diciendo que F es la res-
triccidn al primer cuadrante de una norma absoluta normaliza-
da en &% ( o simplemente noama absofuta ), esto es,una norma

| ©] en K% verificando:
[0l | t0, 1) =1 Y
[(e,8) =1 (lal, 181)} para todo(a,8 )ER®

El concepto de norma absoluta ( en ¢’y en particular
en ®%) se introduce en [17] (Seccidn 21) y se estudian algu-

nas propiedades geométricas de dichas normas.

Nos hemos planteado en esta memoria el estudiar el con-

cepto de F-proyeccidn debido a Evans, pero al mismo tiempo he-

- 18
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mos introducido una debilitacidn que permitiera tratar de mane
ra unificada el concepto de semi-L-sumando de Lima. Dicho-con—
cepto se puede definir equivalentemente en la siguiente forma:
Si X es un espacio normado, M es un semi-L-sumando de X
si y solo si existe una aplicacion m: X = X (ino necesaria-

mente linealj) verificando:

L) m(Ax) = Mr(x) (AE K, xEX]
) m(x+#w(y)) =n(x) +7ly) (x,y €X]
AAA) Ixll =llw{x)ll +llx—a(x)] [x.EX] .

y tal que 7(X) = M.

Aparece asi un semi-L-sumando como imagen de una apli-
cacidon con todas las propiedades de una L-proyeccidn, salvo
que la linealidad se ha sustituido por las condiciones L) y A{)

Consecuentemente, llamamos semiproyecciin en X a una

aplicacion de X en X verificando £) y 4{) . Una semiproyeccidn
7 la 1lamamos absoflufrsi existe una norma absoluta | | verifican
do que

Ixll =1 Cllw{x)ll,llx —a(x))] [x € X)

definicidon que se justifica por el hecho de que el mismo razona-
miento de Evans para proyecciones lineales permite probar que,si

T es una semiproyeccidon no trivial verificando :

IlxIl = Fllw (x)ll [l x—m(x)]l ) [(XEX]

19
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F debe ser la restriccidn al primer cuadrante de una norma abso-

luta. Hablamos de semi- | ° |-proyeceidn cuando queremos enfatizar

la norma absoluta asociada a una semiproyeccién absoluta
(norma que, evidentemente, es ﬁnica). Obsérvese que en vista de
las consideraciones anteriores, un semi-L-sumando no es otra cosa
que la imagen de X por una éemé—L-pnogecaién. En general 1lamamos
semisumando a la imagen de X por una semiproyeccidon absoluta y el
término semi- |+ | -sumando se entiende por si solo. Finalmente,
omitimos el prefijo "sem{" cuando la semiproyeccidn absoluta en
cuestidn es lineal, con 1o qﬁe nuestras piroyecciones absolutas

no son otra cosa que las F-proyecciones de Evans. Se consigue por
tanto con nuestra terminologia dar una ambientacidn totalmente ge-
neral a todos los conceptos presentados como antecedentes, apare-
ciendo por otra parte una amplia gama de semisumandos, de los que
solamente los semi-L-sumandos han sido estudiados hasta hoy.

Pasamos a relatar brevemente el contenido de la memoria,

cuyos conceptos iniciales acabamos de presentar.

CAPITULO | : Desarrollamos en este capitulo las herramien-

—Y

tas basicas con las que hemos atacado los distintos problemas
objeto de la memoria, y que pueden resumirse en dos:
Por una parte utilizamos varios resultados de la Teonia

General de Rango Numérnico, teoria que puede concebirse como una

20
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visidn local de la Geometria de los espacios normados. Seria
largo comentar los origenes y desarrollo de esta teoria, por lo
que hemos preferido posponer este comentario para el momento de
exponer los resultados que de ella se utilizan, cosa que se
hace en las secciones 1, 2 y 3.

La otra herramienta basica utilizada es un completo es-
tudio de las propiedades geométricas de las normas absolutas,
al que se dedica el resto del capitulo. En la seccidn 4 se re-
copilan sin demostracidn los resultados sobre normas absolutas
obtenidos en [ 17] (Seccién 21), adaptados a ﬁ? g sBecion s
contiene nuestras aportaciones al estudio de estas normas, con
cebidas en funcidn del uso que de ellas se hace en la memoria.
La principal es una clasificacidn de las normas absolutas me-
diante el céncepto de Lipo y cotipo de una tal norma. Damos una
ildea intuiltiva de estos conceptos para la mejor comprensidn de

enunciados posteriores. Una norma absoluta en &* se dice de

Lipo 1 si la bola unidad para dicha norma admite mads de una tan
gente en el punto (1,0). Si s6lo admite una tangente, la norma
se 1llamara de Lipo 2 en caso de que (1,0) sea punto extremo de
la bola unidad, y de £{po 3 en caso contrario. El cofipo se de
fine analogamente para el punto (0,1). A titulo de ejemplo, las

normas clasicas | - lp’ ] Sps o definidas por:

21
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), = (xiP+IglP)P 4i1 < p< o
| (x,y) le =Max{Ix|,lyl} ([x,y} €ER")

tienen todas tipo igual al cotipo, que es 1 s1 p=1, 2 s1
s pSeso=y-5 8l = 00y

Hemos estudiado:la relacion existente: entre el tipo'y:co
tipo de una norma y sus propiedades de crecimiento estricto en
cada una de las variables, asi como la relacidn entre el tipo
y cotipo de una norma | | y los de su norma dual |*|' , que es
de manera natural una nueva norma absoluta en ®*. Algunas de
estas 1deas aparecen muy rudimentariamente en el trabajo de
Bvans ([27]).

Terminamos el capitulo obteniendo una caracterizacidn de
las nowmas cldsicas |+ |p, 1<p<ce entre las normas absolﬁtas.

Todas las normas clasicas verifican las siguientes condiciones:

- Son asociativas : | (1(x,y)l,z)l = l(x, {y,z)])l
(x,y,z ER )
- Son commutativas : |(x,y)l =1 (y,x)] [ e ]

Bohnenblust ([12]) demostrd que toda norma absoluta | *| aso-
ciativa y conmutativa es una norma cliasica, esto es |*| =] - |

P
para algln p con 1<p< e, Hemos perfeccionado este resultado

22
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prcbando (Teorema 6.4) que foda nomuma absofuta asociativa es
una norma cldsica, mostrando por tanto que la segunda hipOte-
sis de Bohnenblust era superabundante.

A propdsito de este resultado cabe comentar una nocién
introducida por Cohen y Sullivan ([19]) :

Consideran funciones F de la forma :
Flx,y) =1 (f (x) +fly)) , x=0, y=0

en que f es una funcidn estrictamente creciente de &5 en &% ,
y para estas funciones, introducen el concepto de F-proyeccidn
andlogo al de Evans. A partir del citado teorema de Bohnen-
blust, es facil probar que si existe un espacio de Banach X
y una F-proyeccidon no trivial del tipo anterior en X debe ser
fix)=xP (x=0) para un p € &, p >1, con 1o que en realidad
Cohen y Sullivan sdlo manejan Lp—proyecciones e 1ncluso con
p# oo, La generalidad de su planteamiento s0lo es, por tanto,
aparente, si bien demuestran resultados que eran entonces des-
conocidos para Lp-proyecciones.

No queremos concluir el comentario a este capitulo sin
advertir que la clasificacidon de las normas absolutas en tﬁf?
seglin su tipo y cotipo, ya presentada, y que en principio pu-
diera parecer artificiosa, no es punto de partida en nuestro

trabajo sino, muy al contrario, consecuencia del analisis he-

23
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cho en la totalidad de esta memoria sobre el comportamiento

de los semisumandos y conceptos relacionados, que es muy dis-
tinto seglin, precisamente, el tipo y cotipo de i1a norma abso-
luta asociada. En particular, el comportamiento muy distinto
de los L-sumandos con respecto a los M-sumandos, de sobra co-
nocido en la literatura, encuentra aqui una explicacidn satis-
factoria. Por esta razdn creemos que el haliazgo de la mencio-
nada clasificacidn constituye uno de los puntos clave de la

memoria.

CAPITULO Il : Dada una norma absoluta ||, definimos

| K
su revertida | * |" por :

| (x,4) 1" = 1(y,x) | (x,y ER)

Como consecuencia de un resultado de Evans, cuya demos-
tracion damos por complitud, obtenemos que el anuwladon M° de
un |° | -sumando M de un espacco normado X es un | |+ 1) " - suman-
do del espacio duaf X'. El reciproco del resultado anterior se
sabe ser falso incluso en ¢l caso || = |+ |

Alfsen y Effros ([4]) 1llaman M-.{deaf a un subespacio
cerrado M de un espacio de Banach X tal que M° sea un L-sumando
de X' , y como declamos todo M-sumando es un M-ideal pero no

reciprocamente. El concepto de M-ideal es probablemente el mas
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fecundo de los introducidos en el estudio de la estructura en
espacios de Banach, pues ha enconfrado aplicaciones en campos
muy lejanos al que le did origen. Asi, el concepto de M-ideal
equivale en_uné C*-4lgebra al de ideal bilatero cerradov([4]

y [43]), obteniéndose asi una caracterizacidon de los Gltimos
en t8rminos puramente geométricos, sin intervencidn del pro-
ducto del algebra. Nuestro compafiero J. Pérez ha conseguido
aplicar con éxito el concepto de M-ideal al estudio, hoy en
creciente auge de las C*-4lgebras de Jordan ([41]). Igualmente
los M-ideales han sido Gtiles para obtener generalizaciones

del Teorema de Banach-Stone ([7],[8]1,[9]1), y es un problema

hoy muy trabajado la caracterizacidn de los M-ideales en distin-
tas clases de espacios de Banach ([32], [33], [35]).

Lima ([34]) define un semi-M-Aideal como un subespacio ce-
rrado M de un espacio de Banach X tal que M° es un semi-L-sumando
de X'.

Generalizamos los conceptos anteriores de la sigulente ma-
nera. Para una norma absoluta, [+ [ , 1lamamos semi- | ° | -Ldeal
(resp. | + |-4{deal) en un espacio normado X a todo subespacio ce-
rrado M de X tal que M° sea un semi-( |+ [")'-sumando (resp. un
( l‘ln)'—sumando) de X'. Existen distintos resultados afirmando

en distintos casos que todo |[°[-ideal es un |[° |-sumando. Asi,

Cunningham, Effros y Roy ([22]) demuestran que en un espacio de
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Banach X todo L-ideal es un L-sumando. Lima ([34] , Teoremas 6. 14
y 6.16) mejora este resultado probando que si M es un subespacio
cerrado de un espacio de Banach X.tal que M’ es un semi-M-ideal

(resp. un M-ideal), entonces M es un semi-L-sumando (resp. un L-
sumando). Por Gltimo Fakhoury ([29], [30]) demuestra que en un

espacio de Banach X todo LP-ideal es un LP-sumando ﬁara 1<psoe,
Todos estos resultados quedan ampliamente generalizados nor nues-

tro Teorema 8.7 que afirma :

SC X es un espacdo de Banach y M es un subespacio cerrnaado
de X tal que M° es un semi-(]- 1) " -tdeal de X', Ztenlendo |+ |
cotipo distinto de 3 entonces M es un semi-| - | =sumando de X.

En particular (Corolario 8.8) :
SL -1 Ziene cotipo distinto de 3 (como Le cewure a
=1 para 1<p<eo) todo |- |-ideal de un espacio de Banach

]
X es un |*| -sumando de X.

Estos resultados tienen ademids el inter?ds especial de
haberse obtenido por técnicas totalmente nuevas, muy distintas
de las utilizadas en los precedentes citados, pues nos basamos
en el hecho (Proposicidn 5.5) de que el crecimiento estricto
en la primera variable es caracteristico de 1as normas absolu-
tas de cotipo distinto de 3.

Alfsen y Effros conjeturaban ([4], Problema 2) que to-
do M-ideal débil* cerrado de un espacio dual es un M-sumando,
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conjetura resuelta afirmativamente por el resultado ya citado
de Lima. Damos una respuesta aln mas general a este problema
probando que salvo que || fenga Ltipo 1 y cotino 3, todo

| < | -Adeal débiﬂ* cernado de un espacio dual es un |+ | -suman-
do. (Corolarios:8:8:y:9:2)

Pasamos entonces a analizar bajo qué condiciones un se-
mi- |+ | -sumando de un espacio dual debe ser débil*-cerrado.

La existencia de M-ideales que no son M-sumandos, obliga a
admitir la de L-sumandos en espacios duales que no son débil*
cerrados. Demostramos que 4L |*| flene cotipo distinto de 1
todo semi-1| < | -sumando en un espacio dual es déb&i* cearado
(Teorema 9.5), obteniendo como Corolario (9.6) un resultado de
Evans ([27]) que afirma la débil*-continuidad de Las | | -pro-
yecelones en un espaclo dual, cuando || tiene tipo y cotino
dstintos de 1.

A partir de la Seccidon 10 empiezan a jugar un papel
esencial en nuestros razonamientos las técnicas de rango numeé-
rico expuestas en el Capitulo I.

Se demuestra (Teorema 10.6) que :

SL || tiene £ipo 2 o 3, todo semi- | * [-sumando de un
espacto nowmado X es un || -sumando de X,
siendo por tanto debilitable la hipdtesis de linealidad en la

definicidn de Lp—proyecciéna para p#1, hecho este que no pa-
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rece ser conocido. Ello permite por otra parte mejorar el enun-
ciado del Corolario 8.8 ya comentado, probando que : 44 ||
iiene cotipo distinto de 3, todo semi- l'[fideaﬂ de un espacio
de Banach es un |- |[-sumando. (Teorema 10.8).

Es un hecho trivial que toda proyeccidn lineal queda

determinada por el conocimiento de su nicleo e imagen.
Cunningham ([20]) demostrd que dos L-proyecciones con la misma
imagen deben coincidir. Ello se traslada - facilmente a M-pro-
yecciones, y Behrends demostrd en general que si dos Lp—pro-
yecciones (1Sp<s ) tienen la misma imagen son iguales ([5]).
Hemos conseguido demostrar (Teorema 11.1) que :

Dos semiproyecciones avsolutas con La misma {magen son
Lguales .

Se consigue asi una generalizacidn de los resultados
anteriores en una triple vertiente. Por una parte se pasa de
la consideracion de normas clasicas a la de normas absolutas
arbitrarias, por otra se debilita 1la hipdtesis de linealidad,
y por Gltimo, lo que quizd es mads importante, no se exige en
principio que las dos semiproyecciones absolutaslcorrespondan
de antemano a la misma norma absoluta, sino que 1incluso este
hecho aparece como tesis.

Se sigue que todo semisumando es imagen de una {inica

semiproyeccidn absoluta, y por tanto, en caso de no triviali-

28



TECNICAS DE RANGO NUMERICO Y ESTRUCTURA EN ESPACIOS NORMADOS

dad, tiene asociada una norma absoluta Gnica para la que pue-

de ser semi- | ° |-sumando. Este hecho se traslada inmediatamen-

te a semiideales, y permite hablar del tipo y cotipo de un

semisumando (resp. semiideal) sin mids que asignarle los de la
norma absoluta asociada-a el.
El capitulo se concluye probando (Teorema 11.5) que :
Toda semiproyeccedlbn absoluta m en un espacto normado X
verifica La desigualdad :
7 (x) = mly)ll < llx—yll (x,y EX)
Y, en particular, es uniformemente continua, hechos que son

triviales en caso lineal, pero que no parecen en absoluto evi-

dentes para semiproyecciones.

CAPITULO 111 : Recordemos que si X es un espacio nor-

mado complejo, un operador TEBL(X) se 1lama heumitiano si

tilene su rango numérico.contenido en &.

El siguiente resultado de [17] (Lema 29.2) puede ser-
vir de motivacidn para el niicleo de problemas que se tratan
en este capitulo :

Sea X el espacio normado €? dotado de una norma abso-
luta -] # |+]; . Sea TEBL(X) un operador hermitiano. Enton-
ces la matriz aSociada a T en la base candnica es diagonal.

Obsérvese que en el anterior espacio normado X ,C X {0}
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y {0}X€ son un || -sumando y su |- | - sumando complementario.
El enunciado anterior nos informa de que ambos sumandos, Su-
puesto que no sean Lz—sumandos, permanecen invariantes por
cualquier operador hermitiano.

Mediante el estudio de distintos casos particulares,
llegamos a la conjetura de que un enunciado analogo pudiera
ser valido a nivel completamente general, a pesar del salto
que supone pasar de un ejemplo concreto, bidimensional, a un
espacio normado arbitrario. Los resultados no han podido ser
mas satisfactorios, pues hemos conseguido establecer el si-

guiente enunciado (Teorema 14.7)

Sea X un esvacio nommado sobre W( & o € ) y M un se-
misumando de X que no sed un L2~5umanda. Sea TEBL(X) y supon-
gamos que el rango numérico de T tiene interior vacio en K
(en particularn puede ser X complefo y T hermitianc). Entonces

M es invariante por T.

Es ‘este sin duda uno de los resultados cumbre de la
memoria. Observemos primeramente que el rango numérico deja de
ser aquil una herramienta, pues el teorema anterior puede con-
siderarse como un resultado propio de la teoria general de
rango numérico, al poner de manifiesto la estreéha relaciodn

entre el rango numérico de un operador lineal continuo y la
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estructura del espacio en el que estd definido.

Otro hecho sorprendente es que de conjeturar un resul-
tado para sumandos se haya pasado a establecerlo en general
para semisumandos. En realidad las técnicas utilizadas ﬁara
trabajar el caso lineal y el no lineal son sustancialmente di-
ferentes. Para el primero se utiliza un resultado debido esen-
cialmente a Giles, Gregory y Sims ([31]) que un tanto retoca-
do, se demuestra en la seccidn 13. Para atacar el caso no 1li-
neal aprovechamos el hecho de que un semisumando que no sea
sumando es obligadamente de tipo 1 (Teorema 10.6 ya comentado)
hecho que permite utilizar los resultados mias potentes del
capitulo anterior. Se obtiene incluso en este caso una perfec-
cion adicional sobre el enunciado que hemos dado, pues se ad-
miten operadores T no necesariamente lineales e incluso se de-
bilita la hipdtesis sobre su rango numérico.

El teorema anterior encuentra como se vera una amplia

gama de aplicaciones. La primera es resolver el problema de la

relacidon entre la estructura de un espacio normado complejo X
y la de su espacio normado real subyacente Xps © problema de
la ® -determinacidn de los semisumandos y semiideales. Es evi-
dente que todo semisumando o semiideal de X lo es también de

X @ - Hirsberg ([33], ver también [S]) habia probado que los

L-sumandos y M-ideales de Xplo eran también de X.Damos res-
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puesta definitiva a este problema demostrando (Teoremas 15.7
y 15.10) que :

Los semisumandos (resp. semidideales) de un espacio noi-
mado X,con La dniaa exaepaién de Los LZ-Aumandoé (resp. LZ—L-
deales) coinciden con Los de su espacio normado real. subyacen-
te Xp .

La excepcidn de la norma ||, se ve ser obligada inclu-
so en el caso trivial X =C .

La otra consecuencia fundamental de la estabilidad de
los semisumandos por operadores hermitianos proyecta su influ-
encia sobre todo el resto de la memoria. El hecho de que la
imagen y el nicleo de una proyeccién sean invariantes por un
operador es evidentemente equivalente a que proyeccidn Yy ope-
rador conmuten en el 4lgebra de operadores. No es dificil com-
probar que las proyecciones absolutas en un 8spacio normado
complejo son operadores hermitianos, con 1o que en vista del
teorema fundamental citado, llegamos a la conclusidn de que
dos proyecciones absolutas (con la excepcidon de que se trate
de dos Lz*proyecciones) én un espacio normado complejo siem-
pre conmutan. Este resultado, que deliberadamente no concre-

tamos, es falsamente brillante, pues como ya habia detectado

Evans, la conmutacidén de dos proyecciones absolutas lmpone Sse-

veras restricciones a dichas dos proyecciones.
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Se sabe (Behrends [5] y [10]) que para 1sp< %, p # 2,
dos Lp-proyecciones en un mismo espacio de Banach siempre con-
mutan. Evans ([27] y [28]) demuestra que reciprocamente, la
conmutacidn de dos proyecciones absolutas no triviales, salva-
dos los casos de igualdad o complementariedad, y bajo condi-
ciones no muy restrictivas, implica el que se trate de dos
Lp-proyecciones para un mismo p. Obtenemos al respecto el si-
guiente enunciado (Teorema 16.7) :

Sean ™ y m, dos proyecciones absolutas, no Diiviakes,
distintas y no aombﬂmemﬁaﬂim (my, my +0,I, m F my Y

(R f‘ﬂz}, en un espaclo noamado X. Supongamos que'3

Ty My = My . Entonces m, y m, son Lp~pnogeaa£oneé para

un nu}Smo 2 '(".on I<Sp< oo, S e supone que i Y T, A0n Semd-
proyecelones absolutas y se exige solamente La Linealidad de
una de ellas, se obtiene iguaklmente que Las normas absolutas

asociadas a w; Yy W, codnciden ambas con una misma norma cld-

sica  |°] .
- P

Este resultado, atin en el caso lineal, mejora los de

Evans en [27], donde exige de antemano que w; Yy w, COrrespon-

dan a una misma norma absoluta que ademas debe ser conmutativa,

y en [28], donde evita estas restricclones, pero impone que la
composicidn w; m, Sea una nueva proyeccidn absoluta.

Clarificada la situacidn con respecto a la conmutaciodn
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de las semiproyecciones absolutas volvemos a nuestros razona-
mientos anteriores : Si por una parte se tiene la conmutacidén
casi segura de dos semiproyecciones absolutas en un espacio
compleje, y por otra, esta conmutacién esté sujeta a severas
restricciones, no queda mas salida que aceptar que £a propia
existencia de dos semiproyecciones absolutas en un mismo espa-
cio noamado complefo eéifi ya sujeta a severnas hestrniceiones.
Este enunciado, un tanto ambiguo alin, y que enseguida concreta-
remos, nos introduce en el bloque de resultados que constituye
el Gltimo capitulo de la memoria. Algunos de ellos se obtienen

ya en la seccidn 17, pero para unificar, los comentamos junto

con los del capitulo IV.

CAPITULO IV :  Resumimos a continuacidn en un solo
enunciado varios resultados de Behrends ([5], ver también [9)

Teoremas 1.13 y 6.2) que son los tinicos precedentes de los re-

sultados que se obtienen en este capitulo :

Sea TsSp<qg< > y sea X un espacio de Banach que admita
un LP-gumando Yy un Lq-éumando, ambos no thiviales. Entonces se
Lene p=1, q = y X tiene dimensibn dos sobre R .(En parti-

calare X no puede ser un espacio complefo).

La laguna que deja el teorema anterior es ficilmente

ejemplificable, ( &2, |*|. ) admite evidentemente a ®X {0}
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como M-sumando, pero ademids & (1,1) es un L-sumando. Salvada
esta laguna, la coexistencia de un LP-sumando y un 1.4 sumando
€n un mismo espacio normado, para p¥#q, es imposible. Por otra
parte, como ya se hacia ver anteriormente, si admitimos todas
las normas absolutas, incluso la existencia de dos | * | -suman-
dos, salvados los casos triviales, parecia obligar a que fuese
f o | =gl {p para algin p. Ello lleva de manera natural a las
sigulentes conjeturas :

a) Caso complejo : Sea X un espacio normado complejo, y
sean M ¥ N dos sumandos de X , no triviales, distintos y no
complementarios (imagen y nicleo de la misma proyeccién absolu-
ta) .¢ Son obligadamente M y N LP-sumandos para un mismo p con
ISpsoe 7,

b) Caso real : Sea X un espacio normado real de dimen-

sidon mayor que dos. La misma conjetura que en a).

La conjetura a) se ha resuelto afirmativamente, e inclu-
so se ha perfeccionado considerando el caso no lineal, demos-

trando (Teorema 20.6) lo siguiente :

Sea X un espacio noumado complefo, M un semisumando de
X y N un sumando de X. Supongamos que M y N son no triviales,
distintos y no complementarnios. Entonces Las nowmas absolutas

asocladas a M y N son Lguales a |- lp para un mismo p (1 <Sp<<oo),
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El camino de demostracidn del teorema anterior, en caso
lineal tal como aparece enunciado en a) se ha sugerido anterior-
mente. Para el caso en que se tiene un sumando y un Semisuman-
do ha sido preciso obtener previamente algunos resulta&os de
interés en si mismos, que se recogen en las secciones 18,19 y
20 y que después han resultado Gtiles al estudiar el caso real.
A destacar entre ellos el Teorema 20.2 : SiL X es un espacio
noumado real o complefo y M,N dos semisumandos no thiviales de
X en La éi,tuac,ién MCN , M#N , Las semiproyecciones absolutas
asocladas a M y N conmutan y Las normas absolutas asociadas
coinciden con |- lp para un mismo p con 1<Sp<e ,En particu-
lar se tiene que dos Lz—pmogeccion@é comparables sLempre con-
mutan, hecho que no parece ser conocido. .

Con respecto al caso real hay que decir que no se ha
resuelto:la conjetura_b) a plena generalidad, pero se ha con-
seguido el siguiente enunciado que abarca una amplia gama de
casos : (Teorema 21.11)

Sea X un espacic normado heal de dimensibn mayor que 2
y sean M y N sumandos de X no trniviales, distintos y no comple-
mentarnios. Supongamos que uno de ellos Liene Lipo y coXipo
distintos de 2. Entonces M y N son dos L-sumandos o dos M-su-
mandos .

Acerca del procedimiento seguido para obtener el teore-
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ma anterior es interesante destacar el siguiente resultado
(Teorema 21.7) :

Sea X un espacio normado real, M un semisumando de £ipo
1 y N un sumando de X. Supongamos que ambos som no thiviales,
distintos y no complementarios. SL M no es un semi-L-sumando o
N no es un L-sumando, entonces M es unidimensional.

Obsérvese que en este Gltimo teorema se da entrada al
caso no lineal. En el ambiente de un espacio normado real hay
que. tener en cuenta que la consideracidn de dicho caso enri-
quece notablemente la situacidn, pues aparecen numerosos ejem-
plos de coexistencia de un semi-L-sumando con M-ideales e in-

cluso con M-sumandos en espacios de dimensidn mayor que 2 :

Sea K un "conjunto convexo compacto” y A(K) el espacioc
de Las funciones agines y continuas de K en & con La norma u-
nigorme. Lima ([34] ) ha probado que el subespacio unidimensio-
nal de A(K) formado por las funciones constantes es un semi-L-
sumando de A(K). Resultados de Alfsen y Andersen ([2]) y de
Perdrizet ([40] ) han permitido caracterizar los M-ideales de
A(K) como los subespacios formados por las funciones que se
anulan en una cara directa cerrada de K, y el M-ideal es un
M-sumando cuando dicha cara esta complementada por otra cara
directa cerrada. Asi pues, si K admite una cara directa cerra-

da, en A(K) existen semi-L-sumandos y M-ideales no triviales y
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si ademas dicha cara esta complementada por otra cara cerrada
exlsten semi-L-sumandos y M-sumandos no triviales en A(K). La
situacidon anterior puede ejemplificarse en ®3 (caso en que K
es un triangulo). Hemos omitido las definiciones de los con-
ceptos anteriores, que pueden encontrarse en las referencias
citadas o en la seccidn 21 de esta memoria, pues seria largo

darlas en esta introduccion.

Aplicando los citados resultados de[34] ,[2] y [40],he-

mos conseguido demostrar (Teorema 21.8) :

Sea X un espacio de Banach neal, M un semi-L-sumando
de X y N un M-ideal de X, no trniviales. Existe un conjunto
convexo compacto K y una biyecaﬂén-ﬂineaﬂ.Léomét&{ca ¢ de X
sobre A(K) tal que (M) es el subespacio de A(K) 4ornmado pon
Las funciones constantes, y ¢ (N) consta de Las funciones que

se anulan en una cora directa cerrada F de K.

Creemos que este teorema constituye un analisis defini-
tivo del teorema de Behrends conocido como Teorema L-M ([9] ,

Teorema 1.13),abarcando el caso no lineal.

Terminamos aqui esta introduccidn. El1 lector habri ob-
servado que los enunciados que aqui se han dado de los resul-

tados mas sobresalientes de la memoria, no corresponden 1lite-
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ralmente a los que aparecen en el texto de la misma. Estas mo-
dificaciones estan hechas con la sana intencidn de que los re-
sultados aparezcan expuestos en la forma mids elegante posible,
aln a costa de perder generalidad, pues el enunciado que aqui:
se da es siempre mas débil que el que luego se demuestra. Ello
ha permitido también reducir al minimo el nimero de conceptos

que se definen en la introduccidn, para no alargarla excesiva-

mente.
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RANGO NUMERICO

NORMAS ABSOLUTAS
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1. GENERALIDADES SOBRE A FUNCION ESTADO

1.1 NOTACION ; Durante toda la presente memoria, la letra [K
denotard indistintamente el cuerpo & de los nimeros reales O
el cuerpo @ de los ntmeros complejos. K se considerara fijo
en cada enunciado o demostracidn, mientras no se advierta 1o
contrario.

Sea (X,Il*ll), (Xsi no hay lugar a confusidn) un espa-

cio normado (sobre kg ). Notaremos :
B(X) ={x€X : lIxll < 1} la bola unidad de X.
S(X) ={x€X : |llxll = 1} la esfera unidad de X.

X' denotara el espacio dual de X y BL(X) el 4lgebra
normada unital de los operadores lineales acotados en X. Por
Giltimo, si X es complejo, XG{ denotara el espacio normado real

subyacente a X.
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1.2 DEFINICION : Sea X un espacio normado, x€X, x' €X'.Dire-

mos que x' es un estfado de X relativo a x si se verifica que:

x'l <1 vy (x',x) = x|l .

Notaremos D(X,x), ( D(x) si no hay confusién posible)

al conjunto de los estados de X relativos a x.

El concepto de estado tiene una interpretacién geomé-
trica sencilla. Concretamente, si llxll =1 , los estados rela-
tivos a x son los funcionales de soporte para B(X) en el pun-

to x , en el sentido de que x' €D(X,x) si y sélo si se tiene:
Re{x', x> =1y Refx',y)<1 para yEB(X]

como se puede facilmente comprobar.. (Obsérvese que la funcién
"'parte real" se utiliza indistintamente en & y en € ,consi-
derandose naturalmente en & comﬁ la identidad, lo que debe
ser tenido en cuenta en adelante).

La funcidn x = D(X,x) , conocida como funcidn de dua-
lidad o "funcién estado', es una importante herramienta en el
estudio de la Geometria de los espacios normados (a titulo de
ejemplo, por supuesto no Gnico, puede verse [31] ). Enumeramos

a continuacidon algunas de sus mis elementales propiedades:
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1.3 PROPOSICION : £) Para cada x€X , D(x) es una parte no

vacta, convexa y ofX',X)-compacta de X'.

L) D(0) = B(X").
wi) o) =13 pix) pana xex, A€ K, A0
DEMOSTRACION : £) La no vaciedad de D(x) viene asegurada por

el teorema de Hahn-Banach, su convexidad es inmediata. Para la

o(X',X)-compacidad basta aplicar el teorema de Banach-Alaogli

y la o(X',X)-continuidad de la funcidén : x' = {x',x? de X' enlK.

iL) Yy LLL) Evidente.

1.4 DEFINICION : Dado x€S(X), diremos que x es un vértice
de B(X) si D(X,x) separa los puntos de X. Diremos que X es pun-

to suave de B(X) si D(X,x) es un subconjunto unitario de X'.

1.5 PROPOSICION : ([16] Nota que sigue al Teorema 4.6) : Todo
vbrtice de B(X) es punto extremo de B(X). (La afirmacién reci-

roca es falsa, piénsese en ®% con la norma euclidea).
, . &

DEMOSTRACION : Sea x vértice de B(X) v x =oax; +(1—a)x,
con 0<a<1, X X €EB(X). Para x' €ED(x) ‘se tiene:

1 ==(x',x)-=ux(x',xp-k (1—a) {x',x3 > 1o que junto con
I(x',x/(:) |_-‘<~1 £=1,2 implica : (x',xl)_é“(x',xz)- = 1 de don-

de finalmente x;3 =x= X Yya que D(x) separa puntos.
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La influencia del cuerpo base en el concepto de estado

se recoge en el siguiente enunciado :

1.6 PROPOSICION : ([17] Corolario 15.4) : Sea X un espacio nonr-
mado complesfo y x, €S(X). La aplicacibn x' —> Re(x') es una

biyeceidn agin de D(X,xq) s0bre D(Xﬁ,xo).

DEMOSTRACION : y' —> Re(y') es una biyeccién lineal isometri-
ca de (X’hﬁ sobre (XG{)’. Evidentemente, si x' €D(X,x ), es
Re(x') €ED(Xp,%0 ). Sea Re(x') €ED(X g ,x0 ), entonces :

Ix'l =lRe(x")ll<1 y (x',x0) = 1+.4x . Dado que

1+af = [{x',x02 1% <[ x'll llxoll'*’_-€1 se tiene x =0y x'E€D(X,x0 ).

2, ESPACIOS DE RANGO NUMERICO : CONCEPTOS Y RESULTADOS BASICOS

2.1 DEFINICIONES : El par- (X,u) en que X es un espacio normado
sobre K y u€S(X) recibe el nombre de espacio de rango numéni
co. Por abuso de lenguaje, se hablarid del espacio de rango

numérico X entendiéndose que el elemento u (1lamado elemento

distinguido del espacio de rango numérico) estd inequivocamen-
te fijado. Los espacios de rango numérico (Y,u) en que Y es un
subespacio de X en la situacidn u€Y, se llamarin subespacios

de rango numérico de (X,u).
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S1 (X,u) es un espacio de rango numérico el convexo
compacto D(X,u) (la topologia es la o{X',X)), Se'llamaré esa-
clo de estados de dicho espacio de rango numérico, se denotara
simplemente por D(X) y sus elementos se llamaran estfados de X.

Para cada x&€X, el conjunto:
VX, x] = x5 %) X eliX

se llamara rango numé%ico del elemento x y, cuando no haya lu-
gar a confusidn, se notara V(x].

Si (X,u) es un espacio de rango numérico complejo,
(X, u)] sera el espacio de rango numérico real subyacente a

[ X; )

2.2 NOTA : Salvo escasas excepciones aisladas (ver por ejemplo
(181, [13], [14], [37]), los Gnicos espacios de rango numérico
estudiados en profundidad hasta la fecha son los de la forma
(A,I) donde A es un adlgebra asociativa normada unital e I es
la unidad de A. Para un estudio exhaustivo de este tema es in
sustituible la monografia de Bonsall y Duncan ([16] y [17]).
8610 muy recientemente se ha generalizado este estudio al caso
de ser A no asociativa ([14] , [38], [42], [44]).

No es nuestro objetivo aqui hacer un estudio exhaustivo

de la teoria abstracta de rango numérico (cabe decir al respec
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to que el director de la presente memoria, con la colaboracidn
del autor, tiene en preparacién una cor@leta monografia sobre
el tema), sino solamente introducir aquellas t‘écnicas y resul-
tados que seran de utilidad en el desarrollo de la memoria.
Sin embargo, por complitud, incluimos las demostraciones de es
tos resultados. En algunos casos la demostracidn conocida para
adlgebras normadas unitales cuya referencia se da, vale también

en el caso general. En otros son necesarios retoques de mayor

0 menor envergadura.

En la siguiente proposicidn se resume una primera in-

formacidn sobre las nociones introducidas en la definicion 2.1

2.3 PROPOSICION : (Ver [15], Proposicion 10.4). Sea (X,u) un
espacio de rango numérnico.
L) Para cada x€X, V(x] es un subconjunto no vacto con

vexo y compacto de n(

GE) Wlxdg) € -Vlx] + Vg (x, y €X)
ec)-Viax) = nix): - (AEX. NEK ]
L) Vix+au) = V(x) +A [xEX, A EK )

v] S X es complejo : Re V(X,x] = V(Xg,x], (x€X].

DEMOSTRACION : £) V(x) es la imagen de D(X) por la funcidn 1li-

neal y o(X',X)-continua : x' — ('_x',x) (x'€X'),y D(X) es
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convexo y o(X',X)-compacto (Proposicidn 1.3). £L), LiL), £v) son

evidentes. v).-En vista de la proposicidon 1.6 se tiene:
D(Xq) = {Re(x') : x'€D(X)}, y el resto es trivial.
2.4 DEFINICION : Si X es un espacio de rango numérico y X € X,

definimos :
vix) =Max { [Nl : A€ V(x)}

El nimero v(x) se 1llama radioc numéiico del elemento X.
La funcidn radio numérico, x > v(x) de X en ® es evidentemen-

te una seminorma en X, que ademas es continua, pues trivialmen-

te : vix)<IIxll (x€X],

2.5 DEFINICION : E1 indice numériico de un espacio de rango nu-

mérico X, n(X), se define por la expresidn :

n(X) =Inf{vix) : x€S(X)} ,
o equivalentemente, n(X) es el mayor de los nimeros reales no
negativos m tales que :

n llxll <v(x] (xEX
2.6 PROPOSICION : Sea (X,u) un espacio de rango numénico :

L) La funcién radio numérnico es una nosuna en X AL Yy 8640
54w es un vérntice de B(X).

AL) 0sn(X)<T ; n(X)>0 54 y 8680 84 La funcibn radio

numéiico es una norma en X equivalente a |l .
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DEMOSTRACION : ) Se deduce directamente de la definicidn de
vértice, pues : v(x) = 0 & (x',x) =0 para todo x'€ED(X,u).

() Inmediato a partir de la definicidén de n(X).

3. DISTINTAS DETERMINACIONES DEL RANGO NUMERICO

El objetivo en esta seccidn es deducir varias expresio-
nes comodas para la determinaci6én del rango numérico que se
utilizaran con profusidn. La primera de ellas muestra el rango

numérico como una interseccidn de discos cerrados (caso K =C)

0 intervalos cerrados (K =@/ ).

Para «€ K, >0, notaremos :
Efa;p ) =4 Rel (| Ne=a <87

3.1 TEOREMA : ([17], Lema 15.1) Sea (X,u) un espacio de rango

numésiico sobre K. Se verifica :
V(X,x) = N{EMN lIx—Aull) ; AeK} (x €X]

DEMOSTRACION : Si z€V(X,x) se tiene para AEK que :
z—AEV(x—Au), (Proposicién 2.3, {v)), y por tanto :

lz—=Al < v(x—Au) <llx—Aull para todo A€ K.

La inclusidn contraria es evidente si x y u son lineal-

mente dependientes. En otro caso, sea z€ N{E(A,llx—Aul);r€ K}
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y definamos en el subespacio engendrado por {x,u} el funcional
lineal : folou+fBx) =a+fz (,B€ K) que verifica :

folx) =z, folu) =1. Se tiene :
[folou+Bx)| = latBzl =181 lz— —5| < 181 lix= Full =llou+px|

para 8 #0 vy la desigualdad es evidente si 8 =0. Asi pues, fo
es continuo y lIfoll <1. Por el teorema de Hahn-Banach, fo se ex-
tiende en un f € X' que verifica : IfI<1 flu)=1 fl(x)=z

luego z€V(X,x) como queriamos.

En virtud del teorema anterior, el rango numérico de
cualquier elemento x€ X se conoce a partir del conocimiento de
la norma en el subespacio de X engendrado por {x,u}. Como con-

secuencia de esto se obtiene facilmente :

3.2 COROLARIO : Sea (X,u) un espacio de rango numérico y sea Y

un subespacio de rango numérico de X. Entonces :

V(V,y) = V(X,y)  para todo y€E€Y. En consecuencia: n(Y)=n(X).

El Teorema 3.1 muestra también la forma de definir apli-
caciones entre espacios de rango numérico que conserven el ran-

go numerico :

3.3 DEFINICION : Sean (X,u) e (Y,v) dos espacios de rango numé-

rico sobre K. Un homomonfismo de rango numérico de X en Y sera
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por definicidn una aplicacidn lineal f de X en Y verificando :

If (x)l <Ikll  para todo x€X y flu) =v

3.4 COROLARIO : Sean (X,u) e (Y,v) espacios de rango numénico
sobre Ky f: X =V un homomongismo de rango numérico. Enton-

ces ¢
VIY,f(x]) C V(X,x) (x €X]

S ademds f es LsomEtrica La Linclusidn es una Lgualdad.

DEMOSTRACION : Para A€ K se tiene :

IF (x) =Avil = IIf (x—Au) I <llx—Aull y basta aplicar el Teorema

3.1. Sif es isométrica la desigualdad se convierte en 1gualdad.

3.5 NOTA : El teorema que vamos a demostrar a continuacidén, po-
siblemente uno de los mds importantes de la teoria general de
rango numérico, nos va a dar una cdmoda férmula para calcular
el maximo de la parte real de V(x), para cualquier elemento x
de un espacio de rango numérico. Dado que en vista del aparta
do £({) de la Proposicién 2.3 una tal férmula también permiti-
ra conocer Mdx. Re [zV(x)] para z€K, |zl =1, siendo V(x)
convexo y compacto, esto equivale al conocimiento de V(x)

Por la aplicacidn que tendri esta idea en 1o sucesivo,
la especificamos a continuacidn. Sea H una parte no vacia con-

vexa y compacta de K; la funcién: z = Mdx Re (zH) de S(K) en
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& se llama funcibn de soporte de H. La funcidn de soporte, by,
de H determina H mediante la férmula:
o= 2t wEK : Rew)< ¢, (2)}
z€S(K)
y por tanto 4L dos convexos compactos no vaclos tienen £a mis-
ma gunclin de sopornte, son Lguales.
Para K=R este enunciado es evidente; en el caso com-

plejo, la demostracidon (facil) y algunos interesantes complemen

tos pueden verse en ([11], pagina 70 y sig.)

3.6 TEOREMA : Sea (X,u) un espacio de rango numérico, y x€X.
Se verigLlca:

| Feexcll — 1 i Fee |l =4t
Mdax Re V(x) = Lim = Ing{ - >0}

o
a > 0F

DEMOSTRACION : En vista de la Proposicidn 2.3, v) podemos 1imi-
tarnos a considerar el caso K= ®. Aplicando el Teorema 3.1 te

nemos :
Max V(x) = Ing {A + llx—Aull : AER }
Si AN € R, Ay <\, se tiene:

A FHllx—Arul =2 +“ (A2 =\ Jutx—Aull <

< )\1 +)\2 _)\1 +|IX_'—)\2 U.“ :'}\2 +”X._?\2 LL||
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&
Asi, la funcion : A > A+|lx—Aull es creciente en R y por

tanto::

Max Uix) =Ipg IA% lesddl ¢ AER } =

Lim  { A+llx —Aull } . Haciendo A=-1/x

A = -o0

para A proximo a — < se obtiene la tesis del teorema.

El teorema anterior pone de manifiesto que el conocimien

to del rango numérico estd asegurado cuando se conozca la

estructura lineal de X, su elemento distinguido u, y la restric
cion de la norma a un entorno arbitrariamente pequefio de dicho
elemento distinguido.

Es dificil establecer la paternidad del teorema 3.6. En
el caso de algebras normadas unitales es conocido (ver, por ejem
plo, [16]) como consecuencia sencilla de un teorema de Lumer

([36]). Una amplia generalizacién del teorema 3.6 puede verse

en [26] (Teorema V.9.5, pag. 447).

Como consecuencia del teorema 3.6. obtenemos a continua
C10n una caracterizacidn de los elementos hermitianos de un es

pacio de rango numérico complejo, que pasamos a definir.

3.7 DEFINICION : Sea (X,u) un espacio de rango numérico comple
jo. Un elemento x€X se 1lamard hewmitiano si ferifica que:

V(X,x) € & . Notaremos H(X) el conjunto de los elementos hermi-
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tianos de X, que en vista de la Proposicidn 2.3 (L) y £44))

es un subespacio vectorid de Xp

3.8 COROLARIO : Sea (X,u) un espacio de rango numérico compleso

Para x€X se fiene :

e + f@xll=—1

A H [ X) e 2m
o > &

|
o

DEMOSTRACION : Evidentemente x€H(X) ® V{ix) CLR <
¢ Mdx Re V(4ix) = Min Re V(£ikx)= 0 y aplicando el Teore
ma 3.6 junto con el hecho evidente de ser :

Min Re V(ix) = — Mdx Re V(—4x) tenemos que xE€H(X) si

y sdolo si:

Lmlﬂu+£axﬂ*1 . ﬂﬁiuuniaxﬂ—1

0 0
&S0 e 2 = 2

pero esta doble igualdad equivale claramente a la condicidn del

= i)

enunciado.

Terminamos esta seccidon con una generalizacidn del teo-
rema 3.6. que nos serda de gran utilidad. El1 resultado esta su-

gerido en ([25], VIII.4, Problema 8).

3.9 TEOREMA : Sea (X,u) un espacio de rango numérnico. Sea 9 >0

y f una funcibn definida en [0,3] con valores en X, fal que
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fl0)=u y que sea derivable por La derecha en 0. Entonces La

guncion o = |If (a])ll de [0,0] en R es derivable por La derecha

en 0 con derdivada Lgual a Mdx Re V(f'(0)).

DEMOSTRACION : Por ser f derivable por la derecha en cero exis
te... g:..10,0] = X, - verificando:

fla) =utaf'(0)tag(a) 0<a<?d Lim g(a) =0. Entonces:

o =07

o ko (0 )l =0 2 I lee):ll =1

= —llgla)ll < a <

b utef' (@) h—1
S + g (o) |
o
y aplicando el Teorema 3.6 obtenemos finalmente :
lIf: tee) fle=1
Lim = Mdx Re V(f'(0))
o = 0+ v .

4, NORMAS ABSOLUTAS
5.1 DEFINICION : Una norma | | en ®* se 1lama absoluta si ve-
rifica que:

L ()= 11xl, lyl) | para todo (x,y) ER?

0, dicho de manera equivalente, si la bola unidad de (R%,]- 1)
admite las rectas x= 0 e y=0 como ejes de simetria. Una nor

ma absoluta | -| en ®* se 1lamard normalizada si verifica que:
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FGI50) == 1 (051 )z =1

Por comodidad en el lenguaje siempre que se hable de una

norma absoluta, se entenderd norma absoluta normalizada en ®* .

L 2 EJEMPLOS : Las normas clidsicas en ®?% son todas ellas abso-

lutas. Fijaremos para ellas la sigulente nomenclatura :

Sea 1<p< © ; notaremos |-* Ip a la norma en ®® dada

por : o 1/p |
|(X,U)|p= (1xIP+ 1yl?) 54 1< p< o0

| (x,¢y) | . =Max {Ix],lyl?} (x,y) € &?

Enumeramos a continuacidon varios hechos basicos sobre
normas absolutas en ®2 que se usaran profusamente en adelante,
a veces sin mencionarlo expresamente.

Para evitar continuas referencias a otros trabajos hemos
preferido enunciar brevemente estas propiedades, omitiendo las
demostraciones, que aparecen claramente expuestas en [17], para

€2 ; la adaptacidn a ®?* es inmediata.

4.3 LEMA : ([17], Lemas 21.1 y 21.2). Sea |°| una nomma abso-
Luta en &%,

o8 L B TR e

'Il

iL) Para x,y,u,v €R, 54 Ix| <lul, lylslvl] se Liene :
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[(x,y) | <I(u,v)]. S ademds Las dos desigualdades de pattida
son estiictas, se obtiene La desigualdad estricta en La tesis.

4.4 LEMA : ([17], Lema 21.3 y comentario previo al mismo).

Sea || una nowma absoluta en R2. Definiendo :

gilt)== 1= 8 - [052<T)
se obfliene una funcibn convexa y continua ¢ en [ 0,11 que veri-
B o 60) =¢(1) =1 y Mix {1—£,2}< ¢(£) < I

Reclprocamente, 44 ¢ es una tal funcibn, definiendo :

17| }
x| +lyl
se obLiene una norma absoluta, (dnica que verifica :

H(x, gl = (Ix] + lyl) ¢

(x,y) #(0,0);1(0,0)1 =0

L {Ti— 4kl = g [2) (0st<T)

k.5 NOTA : La caracterizacidén de las normas absolutas en t&rmi-
nos de funciones convexas, dada por el lema anterior, resulta
util para la definicidn de nuevos ejemplos de tales normas.

Obsérvese también, que si para 0<t<7 notamos :

x(t) =

1 o 2
o (%) W e, obtenemos una parametrizacion

de la parte de S(®*,[+|) contenida en el primer cuadrante,
siendo ¢ la funcidn convexa asociada biunivocamente a |« | por

el lema anterior. Dado que |+ | se supone absoluta, el estudio

58



TECNICAS DE RANGO NUMERICO Y ESTRUCTURA EN ESPACIOS NORMADOS

geométrico de S(R?*,|+}) y en particular de la funcidn . estado

se reduce a su estudio en los puntos x(t) para 0SLST

4.6 DEFINICION : Sea |°*| una norma absoluta. Cada par (a,b) € &?
puede ser considerado como funcional lineal continuo en (R -1
mediante la férmula : ¢ (a,b), (x,y) =ax+by ((x,y) € K*
y como tal tiene norma igual a : Sup {lax+byl : [(x,yll< 1},
Asi, si definimos : l{a,b)|'= Sup{lax+byl:|(x,y) |1},
disponemos de una nueva norma en &?, que evidentemente es ab-
soluta y que 1lamaremos homma dual de la dada. No existe, que
sepamos, una relacion sencilla de manejar entre las funciones
convexas asociadas a || y |*|' por el Lema 4.4. Sin embargo,
podemos disponer de una cbémoda descripcidon de la funcidn esta-

do en puntos de S &2 |+1]) , que exponemos a continuacidn.

4.7 LEMA : ([17], Lema 21.4). Sea |- | una noama absoluta y ¢

Lo funcidn convexa asoclada a ella. ¢ admitind derivadas porn La
Lzquienda y por La derecha en todo punto £ de 10,11 que notare-
mos ¢'(t) y ¢'(£). Igualmente existinan ¢'(0) y ¢1(1). Notemos:

G(£) = [o1(t), ¢ (2] 54 0<t<1 ; G(0) =[—1—¢'(0),& (0) +1]
' g G(1) =T[e1(1) —1,1—¢1(1)].

Para x{L):= 7 (L==4L) . se Liene .2
¢ (1£) |
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L) SL 0<£<T1 : D( &*,x(2)) ={(p(£)— £y, d(£) +(1 —2)7) :vEG(£)}
) DOR2,x(1)) ={(v,1) :v €6(1)}; D( R2,x(0)={(1,y):v<G(0)}

Damos a continuacidn una descripcidén del rango numérico,
radio numérico e indice numérico en el espacio de rango Numérico
(&2,(1,0)) cuando en ®? se considera una norma absoluta |- |

Por comodidad, notaremos Y a dicho espacio de rango numerico.

4.8 PROPOSICION : Sea ¢ La funcifn convexa asociada a La norma
|« ysea: K=1+¢'(0). Entonces :

£ VY, (x,y)) =E(x,Klyl) (ver notacién previa al Teo-
| rema 3.1)

|

=LY, xsu)) IxI+Klyl

AL) inlY) =K

DEMOSTRACION : £) Aplicando el Lema 4.7 tenemos :

VIY,:0,1) =G(0) =[=1—a'(0),1+¢,(0)] =K E(0,1).
de donde, aplicando la Proposicidn 2.3 :

VIV, (x,y)) =V(Y,x(1,0) +yl0,1)) =

= aabp K E(D, T =x+E(0,l<lgl) =E(x,Kly||).

£L)=Trivial--a partir:de.i):
(L) Para (x,y) € &% se tiene, aplicando el Lema 4.3 £) y el

hecho evidente K<1 :
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KLix,g) | <K(Ix1+ lyl) <Ixl+Klyl=v(Y, (x,y)]

de donde n(Y)=K pero tomando (x,y)=1(0,1) se tiene :

I(x,g)|é=1 y vlY,(x,y)) =K 1luego n(Y)=K.

5. TIPO Y COTIPO DE UNA NORMA ABSOLUTA

Sea |*| una norma absoluta. Cualquier punto de S(®2]-{)
cae necesariamente en uno y sd6lo uno de los conceptos introduci-
dos en la Definicidn 1.4 : es un Vvértice o un punto suave. Un
vertice es necesariamente punto extremo de la bola unidad (Propo-
sicidon 1.5) pero un punto suave puede ser o no punto extremo. Ba-
sandonos en las tres posibilidades anteriores, haremos una clasi-
~ ficacidn de las normas absolutas atendiendo a su comportamiento

en los dos puntos del primer cuadrante comunes a todas ellas :

5.1 DEFINICION : Diremos que una norma absoluta, |-, es de £ipo
1.2 0 3 segﬁn que el punto (1,0) sea un vértice, un punto suave
que sea a la vez punto extremo 0 un punto no extremo respectiva-
mente,de B(&®*,[-1].

Analogamente se define el cotipo de L'l_coh arreglo a su
comportamiento en el punto (0,1).

A partir de |*| podemos definir una nueva norma absolu-

A, [‘l&; mediante la expresidn :
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[,y =1y, x) | ((x,y) € &2)

|- f& se 1lamara norma absoluta xevestida de |°| . Una
norma absoluta se llamarada commutativa si coincide con su rever-
tida. Evidentemente el cotipo de una norma es igual al tipo de

su revertida y viceversa.

5.2 EJEMPLOS : Las normas cléasicas |- fp (1<p< ) son todas
conmutativas, y tienen por tanto tipo igual al cotipo. |*|; es

de tipo 1, para 1<p< o I-Ip es de tipo 2y |* e es de tipo 3.

A partir del Lema 4.7 obtenemos de manera inmediata la si-

guiente caracterizacidn :

5.3 PROPOSICION : Sea |°| una nomma absoluta y ¢ La funcién con-

!
¢ (L)

vexa en [0,1] asociada a ella. Sea: B o

(1T—%, %)

L) Parna 0<x£<1, x(t) es punto suave s4{ y 5680 54 ¢ es

detivable en el punto .
) |1 es de ipo 1 s4 y 8680 54 ¢L(0)>—1 , Lo que
equivake, con La terminologio de La Proposicion 4.8 a sern n(Y)>0.

ALY L] es de cotipo 1 54 y 4680 54 ¢L(1)<1.

DEMOSTRACION : Evidente a partir del Lema 4.7.
Por 1o que a la funcidn estado en el punto (1,0) se refie-
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re, no existe diferencia entre las normas absolutas de tipo 2 y
las de tipo 3. Sin embargo, estas Ultimas tienen especiales pro-

piedades de crecimiento. Empecemos por concretar en qué consisten

estas propiledades.

5.4 DEFINICION : Diremos que una norma absoluta,[+| , tiene la

propiedad de crecimiento estricto en La primera variahle si veri-

fica que cualesquiera que sean x,u € &:

x| < lul = ix,y)I<l{u,y)l para todo y ER,

y andlogamente se define la propiedad de crecimiento esfiicto en

La segunda variable.

5.5 PROPOSICION : Sea |°*| una nomma absoluta. Las sigulentes
agLumaciones son equivalentes :

L) 1| carece de La propiedad de crecimiento estriicto en
La segunda variable.

i) Existe y#0 ztal que : |(T,y)l =1

AlL) 11 es de Lipo 3.

DEMOSTRACION : De £) se sigue la existencia de x,y;,4Y. ER tales

que : Iyl <lpl y  lxull= lxnl.

No hay inconveniente en suponer :

0sh<yz , 0<x y lxydl =1 [(i=1,2].

63



RAFAEL PAYA ALBERT

Consideremos el punto de coordenadas :

A\, 7) >z IR | = 4 (%, 1]

B 2 = Ix+uyr 2 (i = IxFy (Y2 =y 1 x +us

[\, y) = (yz:Zf)x'w: > (pues x<|(x,y; )] =1)

Es inmediato que tomando : o = I————Eb}-———— se tiene
4 s — s )X + U1

0 S <7 y (AN,v) = alx,pp) +(1—a) (1,0) de donde

A < 2 = —
[ (A,7)l <7 y en suma T [ (A,y)l =1, 1o que

mmplica : x =1 y se tiene : |(1,i5)l =1 con ¢ #0
Queda asi demostrado que ) = 4{)

L) =4d) « S1o[(T,y)l =1 con y#0 , escribiendo :
(L0 =142 5y) 12T, —§] obtenemos el punto (7,0) como

combinacidn convexa propia de puntos de B(#2,|:1) vy por tan-

to |+| es de tipo 3.
L) = 4) + Si || es de tipo 3, se tendra :
(1,0) =,y ) +(1—a) (x2,y) con 0 <a< T
(X1, 0 )l = l{xz2,)l =1 vy (x1,91) # (x2,y2).

] - = < LYl =
Por el Lema 4.3 se tiene : lxl{:l l(x{,OH I(xi,y’tll ]

(£ =1,2) , 1o que junto con : ax;+ (1 —a)x, =1  fuerza ser :
X1 = X2 = 1. Entonces yi# 0 y [(1,0)]l= I[(1,y1])] =1 lo que
impide el crecimiento estricto en la segunda variable.
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Pasamos ahora a estudiar la relacidn entre el tipo y coti-

po de una norma absoluta y los correspondientes a su norma dual.

5.6 PROPOSICION : Sea |°| wuna noama absoluta y |°|' su nouma
dual. Se Liene :
L) 1] es de tipo 1 & |-|' es de £tipo 3
) 11 es de tipo 3 < |-1|' es de tipo T
L) 11 es de tipo 2 & |-|' es de tipo ?

Lv) Los mismos enunciados L),AL),440L) para el cotdipo.

DEMOSTRACION : Observemos primeramente que, dado que trivialmente
|- | vuelve a ser la norma dual de |+ |' , para demostrar L) y
i{) bastarid demostrar las implicaciones hacia la derecha.

£) (1,0) es un estado de (®*,[* ) relativo a (7,0).
ysi |*} es de tipo 1, por ser (1,0) vértice debe existir
otro estado distinto, que necesariamente sera de la forma (7,b]
con b#0. De |(1,b)|" =1 con b#0 obtenemos que [ |’

es de tipo 3, sin mis que aplicarle la Proposicidn 5.S5.

Sii s es de-tipo -3, existe ¢y #:0 ::tal que
I(1,y)| =1 (Proposici6n 5.5). Entonces (1,0) vy [1;y)=>50n
estados de (R2, |+|') relativos a (1,0) y linealmente inde-
pendientes, luego |°|' es de tipo 1.
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L) Se deduce de 4) y 4i) por exclusidn.
{v) Basta tener en cuenta la igualdad trivial

(e 1)t = (1] )" - 1"

y aplicar J{),4L) y 4iL) a

0. ASOCIATIVIDAD DE UNA NORMA ABSOLUTA

El objetivo de esta seccidn es obtener una caracterizacidn

de las normas clasicas |- ,p (1<p< ) entre las normas absolu-

tas. La propiedad que las caracteriza es 1la que a continuacidn se

define.

.1 DEFINICION : Una norma absoluta,|*| se 1lamari asoclativa
si verifica : 9l 2 = 1x, [y, z)l )| para X,y,z € &

Evidentemente es suficiente la verificacidn de 1a 1gualdad

anterior para Xx,y,z = (

Pretendemos probar que toda norma absoluta asocliativa coin-

cide con |- Ip para algn p en la situacién 1<p< oo,

Nuestros resultados se basan esencialmente en un trabajo

de Bohnenblust ([12]), pero hemos tenido que retocar su demos-

ma absoluta asociativa |y commutativai coincide con | - fp para

algun p. Para fijar ideas, empezamos enunciando el resultado que

4

Obtiene Bohnenblust y el perfeccionamiento que de €1 hacemos.
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6.2 LEMA : (Bohnenblust, [12], Teorema 4.1). Sea f una funcion

deginida para x=0, y=0, con valores reales no negativos verifd-

cando :
L) flox,ay) = of (x,y) para  a,x,y=>0
) flx,yl <f(x',y') para x'=x=0, y'=y=0
L) flx,y) =fly,x) para  x,Yy=0
) f(o,1) =1 (=FfI(1,0) por Lil) )
v) fix,fly,z)) =Fflf(x,yl,z) para x,4,2=0

Entonces, existe p con 0<ps  fal que :

flx,y)l = ()(.p+gr'7)1/rJ para  x,y=0.

(pon convenio (x +y = Mdx {x,y} ).
6.3 LEMA : S en el Lema 6.2 se suprime La condiciin ALL) Y 4e
neesc/ibe. Av) en £a forma : Lv') f(0,1) =f{l,0) =1",

La tesis del Lema sigue siendo clerfa.

DEMOSTRACION : Seguimos la demostracidon de [12] ; solamente expo-
nemos 1los pasos en los que se utiliza 44£) y damos la forma de
evitarla.

Supongamos en primer lugar que f(7,1) = 1. Entonces, uti-

lizando £i) y 4v') tenemos :

L=fl0 1) s Pl ) ST (1L11:=1 (0= L5 1]
L=l 0) =F LAl =11 1] =] (0 S 5.0
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Utilizando 4) se puede ya demostrar que para : x,y=0,
fix,y) = Max{x, y} obteniéndose la tesis del Lema con p = ,

En otro caso (f (7,7)>1) hemos de probar que :

flx,g) = (xP+P) 1P (x, y>0) con pe R, p>0.

Consideremos la sucesidn {an} definida inductivamente por

o, =T, o =f(1,a:n__1) para n>1,

En la demostracidon del Lema 6.2 que aparece en [12], sola-

mente se utiliza la hipOtesis £i{) para asegurar que :

= =
f(an,amJ .f(am,anJ para n,m=1
Sin embargo, esta igualdad se puede probar en nuestras hipdtesis
de la siguiente forma :

Dado que para x,y=0 es flx,y) =f(0,0) =0, (),

f es una ley de composicidn interna en ®s = {x € R: x>0 }
que por la condicién v] le dota de estructura de semigrupo. El
subconjunto unitario {1} es trivialmente un subconjunto conmuta-
tivo de dicho semigrupo (un subconjunto de un semigrupo se llama
conmutativo si dos cualesquiera de sus elementos conmutan). Por
una aplicacion standard del Lema de Zorn, se puede demostrar que
todo subconjunto conmutativo de un semigrupo debe estar contenido
én un subconjunto conmutativo maximal (el orden es la inclusidn),
mientras que es elemental comprobar que los subconjuntos conmuta-

tivos maximales de un semigrupo son subsemigrupos.
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Sea entonces B subconjunto conmutativo maximal de &% tal
que 1 €B . Por ser B subsemigrupo se tiene e €B para todo n=1
con lo que para n,m=1, @ y o  conmutan, obteniéndose la

igualdad buscada.

Salvado el paso anterior, puede seguirse integramente la

demostracion de [12].

6.4 TEOREMA : Sea || una nowma absoluta asociativa. Entonces :

|« | =["|p para algin p con 1Sp<oo,

DEMOSTRACION : Sea f(x,y)=1(x,y)l (x=0, y=0 ). Es inmediato

comprobar que f verifica las hipdtesis del Lema 6.3 (ver Lema 4.3).

Se tiene entonces :
Hx, )l =f (x,y) = (xP+4°11/P (x,y=00 con 0<p< .

El hecho de ser p =1 se deduce facilmente aplicando que
f(1/2,1/2) < 1. Finalmente, tomados x,y € ® arbitrarios se

tiene :

(x,9)l = 1, gl ) = (1xIP +1y1P) /P
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/. SEMIPROYECCIONES ABSOLUTAS. SEMISUMANDOS

Durante toda la presente seccidn, X sera un espacio norma-

do real o complejo, cuya norma se notarad por |l°I.

7.1 DEFINICION : Llamaremos semiproyecceidn en X a toda aplicaciodn

T : X = X verificando :

L) wlx+nly)) =nlx) +7(y) (x, y € X)
i) w(Ax) =N 7m(x) (A€ K xeX)
De la condicidén 4{) se obtiene que w(0) = 0 con lo que ha-

ciendo x = (0 en £) obtenemos que =« es idempotente :
m(w(y)) =nly) (y € X)
Es igualmente evidente que la imagen de X por una semipro-
yeccidon es un subespacio vectorial de X. Por otra parte, si m es
una semiproyeccidn en X, Kea(m) = {x€X : w(x)=0} es un cono
simétrico de X. Se tiene ademds: X=w(X) +Kexa(w),m(X) NKen(w) ={0}~
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/.2 EJEMPLOS : a) Toda proyeccidn (lineal) en X es una semiproyec-

cidon en X. Para que una semiproyeccidn 7 en X sea una auténtica
proyeccidn, es condicidn necesaria y suficiente que Kea(m) sea

convexo, como se puede facilmente comprobar.

b) Recordemos que un subespacio M de X se 1lama wroximinal
(resp. de Chebyshev) si para cada x de X existe al menos un (resp.
existe uniﬁnico) m en M que materializa la distancia de x a M,
esto es, tal que : | x—m]| =M/E'n {l x—yll : yeMm}

S1 M es un subespacio de Chebyshev de X y para cada x de X
notamos m(x) al Gnico punto de M que materializa la distancia de

X a M, es elemental comprobar que m es una semiproyeccidn en X.

Nos interesan aquellas semiproyecciones = para las que la

norma de cada véctor x€X depende solamente de I () y lx—==(x]I,

esto es tales que existe una funcidn F : R X®% ->®% tal que :

Ixll = Fllla (x) Il Il x—7 (x)Il ) (x € X)

Sea m una semiproyeccidon en estas condiciones, y descarte-

mos los casos triviales #(X)=X y m=0 . Sean entonces -:

X, y€S(X) con 7(x) =x, 7(y) =0. La funcién : (a,8) = ax +8y
es una biyeccidon lineal de &2 sobre el subespacio bidimensional

de X engendrado por {x,y} , con lo que‘definiendo :
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e, )l =1l ax+Byll =F(lal, I81]) se obtiene una nor-
ma en R? que evidentemente es absoluta. Ademds, claramente, F es
la restriccidon de dicha norma al primer cuadrante. Se justifica

asi la siguiente definicién.

7.3 DEFINICION : Sea |°| una norma absoluta, y 7 una semiproyec-

cidn en X. Diremos que 7 es una semi-| - | -proyecceidn si verifica:
Ix l=1CIH7{x)ll , I x—m{x) )] - (x € X)

El prefijo "sem({" se omitira en el caso de que w sea lineal.
Diremos que w es una Semiproyeccidon (resp. proyeccidn) ab-
s0fluta, si existe una norma absoluta |° | para la cual 7 es una

semi- | * | -proyeccidon (resp. |° | -proyeccidn).

7.4 NOTA IMPORTANTE : Las aplicaciones m; y m, definidas por :

Ty (x) = x To (x) = 0 (x € X]
son evidentementell' | -proyecciones para cualquier norma absoluta
| - | . Interesa descartarlas para evitar trivialidades, por lo que
A{émpne que se hable de una semiproyecceidn absoluta w, se entende-
n@ que T Fmy Y T #mo, 10 que en ocasiones se enfatizara diciendo

que m €S no trivial.

/.5 DEFINICION : Si1 m es una semiproyeccidn absoluta en X, tenien-
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do en cuenta la nota anterior, es inmediato que 7 es semi- || -
proyeccidon para una Unica norma absoluta |- |. Ello permite defi-
nir el &po y cotipo de una semiproyeccidn absoluta como el tipo y

cotipo de la norma absoluta |+ | asociada a ella.

7.6 DEFINICION : Llamaremos semi-|* | -sumando (resp. |- | -sumando)
de X a la imagen de X por una semi-|* | -proyeccién (resp. |- | -
proyeccion). En general, la imagen de X por una semiproyeccidn
(resp. proyeccién ) absoluta recibird el nombre de 4emésumando
(resp. sumando ) de X. (No nos parece necesario introducir aqui

el calificativo "absoluto'). Evidentemente si 7 es una | » | -pro-
yeccidon en X, I es una | * ["-proyeccidn en X, con lo que :

(I—7) (X) = Kea(wr) es un | * |t-sumando.

/.7 EJEMPLOS : Los casos particulares de | *|-sumandos mas amplia-

mente estudiados son aquellos en que |°*| es una de las normas

clasicas l"lp (1Sps =), (ver Ejemplo 4.2). Los

dos se conocen con el nombre de L-sumandos, y su definicidn se de-

* |; -suman-

be a Cunningham ([20]). Otro tanto ocurre con los | * |« -sumandos,
1lamados M-sumandos. Los I'Ib-sumandos para 1<p< o se denomi-

nan LP-sumandos y han sido estudiados principalmente por Behrends
(I51). Quizd merezca la pena hacer constar que para los ejemplos

clasicos citados conservaremos la nomenclatura universalmente
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aceptada en lugar de utilizar la particularizacidn para ellos de
la nuestra. Asi hablaremos de L-proyecciones y L-sumandos en lu-
gar de ||, -proyecciones y | *|;-sumandos, etc.

Las |- |-proyecciones para una norma absoluta arbitraria

| * | han sido estudiadas por Evans ([27]) que las llama F-pro-
yecciones, notando F a la restricci6n de |- | al primer cuadrante.
El razonamiento anterior a la definicidn 7.3,que se hacia para
justificar la utilizacidén de las normas absolutas, se debe a Evans
en el caso lineal (para proyecciones).
El concepto de semiproyeccidn absoluta es nuevo. El {inico

posible precedente se comentard enseguida (ver Nota que sigue a

la Proposicidn 7.9).

Dedicamos el resto de esta seccién a estudiar las propie-
dades de aproximacién de los semisumandos. El cotipo de la norma

absoluta considerada juega, como se verd,un papel esencial.

7.8 PROPOSICION : Sea 7 una semiproyeccibn absoluta en X y sea
M=m(X). Se tiene :

L) Ix—=m(x)ll = Min {lx—mll : mEM} ; en varticular M es
cervado y es un subespacio pnoximihaﬂ.de A

£L) SL el cotipo de m es distinto de 3, entonces M es un
subespacio de Chebyshev de X.
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DEMOSTRACION : Sea || 1a norma absoluta asociada a 7.
£) Para m€M aplicando la definicién de semi-|* | -proyec-

cidn se tiene : Ix=mll = 1 Cllw(x) —mll, lx—=m(x) )] = llx—7(x) |,

donde se ha aplicado que m(m) =m y que =(x—m)=m(x)—g(m). A
partir de la desigualdad anterior se obtiene inmediatamente ).
L) El ser |+| de cotipo distinto de 3 equivale a que po-

sea la propiedad de crecimiento estricto en la primera variable,

como se deduce aplicando la Proposicidén 5.5 a |*[|%* . Seglin esto,
s1 m&EM es tal que : Ilx—ml = d(x,M), de
Ix—mll = 1Clm(x)—=mll Jix—7(x) 1) | =llx—m(x) |

se deduce w(x)=m como queriamos.

/-3 PROPOSICION : Sea M un subespacio de Chebyshev de X, M#%{0},
M#FX, y Lal que se tenga : lIxll = [(llw(x) Il ,Ilx—m(x) ) | (xé)(),
para una noma absoluta ||, donde m(x) denota el punto de M que
materializa La distancia de x a M. Entonces 7 es una semi-|° | -

proyeceion de cotipo distinto de 3.

DEMOSTRACION : Todo es sabido (ver Ejemplo 7.2.b) salvo que | * |
es de cotipo distinto de 3. Si fuese de cotipo 3 se tendria :
l{a,7)1=1 para un @#0 . (Proposicién 5.5 aplicada a |57 )

podemos suponer «>0. Puesto que M#{0} y M#X podemos conse-
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guir un X€X verificando : ll7(x) |l = llx—m(x) I=1 . Tomando :

m= (1+a)r(x) , puesto que

Nx—mll = I_(Il?r(_x)—mll JMx—m(x) Il ) 1= 1{a,1)I=1=llx—7m(x) ],

por ser M de Chebyshev se tendrd : m=w(x) 1o que contradice el

hecho de ser a0 .

NOTA ACLARATORIA : Lima (ver [34], Teorema 5.6) introduce el si-
guiente concepto :

Sea X un espacio normado y M un subespacio cerrado de X.
Diremos que M es un semi-L-sumando si M es un subespacio de Che-
byshev de X y se verifica : ||x|l = |l (x| + lx—m{xlll: {(XEX]}
en que para cada x€X, n(x) es el “dnico punto de M que materiali-
za la distancia de x a M.

Por la Proposicién 7.9 todo semi-L-sumando en el sentido
de Lima es un semi- | * |, -sumando. Pero reciprocamente, puesto que

l'l;-tiene cotipo.1, aplicando la Proposicién 7.8, todo semi-

|+ |1 -sumando es un semi-L-sumando en el sentido de Lima. Respe-
tando una vez mds la nomenclatura ya aceptada, utilizaremos 1os
términos Aemi—L—pnoyecaiﬁn y semi-L-sumando para referirnos a las

semi-| * [, -proyecciones y a los semi- | * |, -sumandos.

Uniendo las dos proposiciones anteriores obtenemos :
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/.10 COROLARIO : Sea m una semiproyeccibn absoluta en X. w(X) es

un subespacto de Chebyshev de X 84 y 8680 84 T es de cotipo 1 o 2.

7.11 COROLARIO :Sea M un subespacio de Chebyshev de X. Entonces M

es Amagen de, a Lo sumo, una semiproyeccibn absoluta.

DEMOSTRACION : Si m; y m, son semiproyecciones absolutas en X con
m (X) =@, (X) =M , aplicando la Proposicidn 7.8 £), para todo x €X
71 (x) y m (x) son vectores de M que materializan 1la distancia a X

luego por ser M de Chebyshev, m; (x) =m, (x)

La siguiente particularizacidén del corolario anterior sera
Util para probar la unicidad de 1la semiproyeccidn absoluta asocia-

da a un semisumando y por ello se enuncia expresamente :

/.12 COROLARIO : Sean m, y mp dos semiproyecciones absolutas en X
verifieando my (X) =m, (X). Si una de ellas tiene cotipo distinto

de 3 ée.ixene.ﬂ1=?ﬂz,

DEMOSTRACION : Proposicidn 7.8 () y Corolario 7.11.

8. SUMANDOS Y DUALIDAD. SEMIIDEALES

8.1 NOTACION: En toda la presente seccidén X denotarid un espa-

Cio normado sobre K , X' y X'' los espacios dual y bidual de X
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respectivamente. Como quiera que no habri lugar a confusiodn, | |
denotard indistintamente las normas de X, X', Xt he

Para un subconjunto no Vacio arbitrario M de X notaremos
M°={x'EX' : (x',m)=0 para todo mEM} , ¥ por M°° se entendera
1ogicamente (M°)°.

S1 S es un operador lineal continuo de X en un espacio
normado V,fftseré el operador traspuesto de S, definido para
y' €Y' mediante la formula : (S’t(g'),x)=(g',8(x)) (x€X). Igual-
mente SII se entenderada como (Stji.

S1 M es un subespacio cerrado de X, el espacio cociente

X/M se considera canénicamente dotado de la norma cociente.

Finalmente § denotarid la inyeccidn natural de X en >

definida para x€ X por : Vilal,x"d =S ,x) . [RVEX'],
Como siempre, [*| serd una norma absoluta y |+ |[' su
norma dual,
Empezaremos estudiando el comportamiento de |- [-proyeccio-

nes y |+ |-sumandos con respecto a la dualidad. Para las primeras

la situacidn es particularmente diafana.

8.2 PROPOSICION : (Evans, [27]). Sea 7 una proyecelon ineakl) con-
Tnua en X, Las sigulentes afirmaciones son equivalentes :
L) ™ es una |- |-proyeccidn en X.

i) 1t es una | < |"-proyeceibn en X'.
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DEMOSTRACION : L) = () : Bvidentemente 7 es una proyeccidn en
X'. Bastara probar que :

' = 1) e —afx) )1r (xrex)

a) Sean x' €X', x€X, y notemos : x =m(x), X =x—m(x),

o =1"(x') , 4 =x'—n"(x') . Es evidente que para {,k=1,2, ik

se tiene : (x'..,x )=0 de donde :
LR

X O T |+ K, x| < Il 0+ 1 1 % 1] =
= U 100G 1), (Il 1)) <

< U IS0 0V E T Wl 1) L= 100 1,02 101 i)

AsT : lx" I <TI0 ,0xg 10 )1e,

b) Para la desigualdad contraria, notemos previamente que
debe existir (a,b) ES(Q?,I =) tal que :

[ 1, I 1) 1 =allx! I + bl I
y claramente podemos suponer a=0, b=0, a+b>0.

Para 0 >(0 arbitrario, sean xi,x2 €X verificando :
le/{:ll <7 , (x/::,x{)=I(xi,xi)lkllxillwa/(a+bj (£=1, 2]

Se puede suponer que T (x; ) =x1 y m(xa) =0, sustituyendo

ey

X1 Por m(x | ¥ X2 POT Xz —m(x; ) si no fuera asi, ya que :
I {xa JIE<slxa I, Ixg—m(xa ) 1l <|lxg |l ;

(Xf,_h)_:(xl',ﬂ“(l)) . <Xf,'xz>'=<xf;xz—7f[x2)>
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Sea x=axi+ bxa 5 Ixll =1(alixll ,blixll )[<[la,b)]=1
de donde : llx'Il_}(x*,x) =a x{ , x1 )+ b(xi,'xﬁ) =
= allx{ Il —ad/(a+b)+b llx; | — bd/(a+b) =
allxi I +blixgIl—a8 =[(llx{ 0%z 1) 1" — 9.
Dada la arbitrariedad de 3 obtenemos :
Hx'H;?I[fo” g 1) 1! que junto con la desigualdad

contraria obtenida en la parte a) nos da la 1gualdad buscada.

LL) = L) : Supuesto que'ﬂi eS una l'l'-proyeccién ensX %
podemos aplicarle la implicacién ya probada y teniendo en cuenta
que |*| es la norma dual de |* ' obtenemos que'ﬂzi es una |°1-
proyeccién en X'' . Aplicando la identidad de comprobacion tri-
vial-2 <4 = ==wixj Yy que 4 es 1sométrica, obtenemos finalmente:-
e =17 Gl = L7 (x)) I (x) =2 () 1) ] =

= Ll (@)L (= (x))) T=1Ur(x) I ix—m(x) 1l )],

lo que demuestra ).

8.3 NOTA : Los casos particulares de la Proposicidon anterior para
I =11y y l+l=1I1-l. se deben a Alfsen y Effros ([4], Pro-

posicidn.2.5),:y para I-lp con 1<p<eo,  a Behrends ([5],Lema 2.2).

8.4 COROLARIO : Sea M un subesvacio cerrado de X. Cada una de Las
sLigulentes agiumaciones implica La sigulente :
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L) Mes un |- |-sumando de X.
L) M° es un (|- 1%)" -sumando de X'.

L) M°° es un l*[fzumando de: X'\

DEMOSTRACION : Dado que : ([ [%)r=(l]")% y (|<]|")" = I'T?
basta probar que {) = ().
Sea m una | |[-proyeccién en X con 7(X) =M . Por la Propo-

sicidn 8.2 (I——w)z' es una (| * [*)'-proyeccidén en X'. Basta ya

tener en cuenta que (I—~W)I(X')==M° para obtener 4().

Deliberadamente hemos omitido hasta ahora la consideracidn
de semi-| * | -proyecciones y semi-|* | -sumandos. Es obligado admi-
tir que, éi bien el enunciado de la Proposicién 8.2 carece de sen-
tido para semi-| ° Léproyecciones, no ocurre lo mismo con el Coro-
lario 8.4 para semi-l'L-sumandos. Mas adelante (Ejemplo 10.11) se
verd que dicho corolario es falso en general para semi-| * Fsumane
dos, en lo que se refiere a la afirmacidn £) = 4<). Se plantea en-
tonces la posible veracidad de la afirmacién £) = {4i{). La tnica
respuesta afirmativa conocida hasta la fecha es la dada por Lima

([34], Teorema 6.14) para el caso particular de semi-L-sumandos.

Mas adelante (Nota 10.9) veremos también cémo la conjetura se resuel-
ve afirmativamente en mltiples casos, precisamente por reduccién’

al caso lineal.
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Pasamos ahora a estudiar bajo qué condiciones es cierta la
afirmacidn recipfoca al Corolario 8.4, esto es la implicacién .:
L) = L), o0 menos ambiciosamente la £4{) = ). Se sabe ([4]) la no
validez de ésta Gltima para el caso |[*| = |+ |» lo que motivd la
definicién de M-ideal (subespacio cerrado de un espacio normado,
cuyo anulador es un L-sumando del espacio dual). El concepto de
semiideal que a continuacién se introduce, pretende llevar a su
maxima generalidad la nocién de M-ideal. La pauta para esta gene-
ralizacidon la marca el Corolario 8.4.

8.% DEFINICION : Sea M un subespacio cerrado de X. Diremos que M
es un Aemi-lf'y¥idea£ tresp. |+ I'-4ideal) de X si M° es un semi-

(|f5f%)'-sumando (resp. (1 17)'-sumando)de X'. Diremos que M es
un semiideal -(resp. Ldeal) si es un semi- |- |-ideal (resp.|-| -

ideal) para alguna norma absoluta |- |.

Los conceptos de M-ideal y semi-M-ideal ([34]), son casos
particulares y a la vez los Gnicos precedentes de la definicidén
anterior. El Corolario 8.4 (£) = .{)) se enuncia ahora diciendo
simplemente que fodo |- |-sumando es un |- |-ideal,y como ya = ha
dicho, pasamos a ocuparnos de la afirmacidn reciproca. Notemos que
dicha afirmacidn es trivialmente cierta si X es reflexivo, pero

buscamos resultados mids generales. El proéximo teorema implica la
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veracldad de la afirmacidn en cuestidn en una amplia gama de casos
Necesitamos un resultado elemental sobre dualidad en espa-
cios normados que, aunque conocido, no hemos encontrado convenien-

temente enunciado para una comoda referencia, por lo que improvi-

samos una breve demostraciodn.

8.6 LEMA : Sea M un subespacio cerrado de X. Existe una biyeccibn

Lineal Lsométrnica f :+ X"/M°° = (X/M)"  que verifica :
flflx) +M°°) = f(x+M) para todo x€E€X,
En panticularn se tiene : lIx+MI = i(x) +M°° |  (x€X).

DEMOSTRACION : Es sabido que la ley : ¢ : x"+M°? = x"/M°

(X" /M° es la restriccidn de x" a M°) define una biyeccién lineal
isométrica de X"/M°® sobre (M°)'. Por otra parte, sea P la pro-
yeccién canéniéa de X sobre X/M. Entonces P* es una biyeccidn 1li-
neal isométrica de (X/M)' sobre M°, y por tanto P es mna biyec-
cibn lineallisoﬁétrica de (M°)' sobre (X/M)". Asi f ==Pt€¢ es
una biyeccién lineal isométrica de X"/M°° sobre (X/M)".

Sea x€X ; la siguiente serie”de igualdades mias o menos
evidentes muestra que f verifica la afirmacidn del enunciado :
(W E(X/M)") = (FCFx)+M%),ur) = PG (x) /M0), u') =

= (flx), PE(u')) = (PHu'), x) =

=(u" , x+M) ={f(x+M), u') .
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8.7 TEOREMA : Sea M un subespacio completo de X y |+ | una norma

absoluta de cotipo distinto de 3. Si M° es un semi-( |+ %) " -ideal

(nesp. un | |-|l)'<£dea£] de X', entonces M es un semi-| -« | -suman-

do (rnesp. un |+ |-sumando)de X.

DEMOSTRACION : M°? es por hipdtesis un semi-| * | -sumando de X".

Sea v una semi-| ¢ | -proyeccidon en X" con 7 (X") = Mf“.(ﬁ es f(nica

en vista del Corolario 7.12, aunque ello no se precisa).
Aplicando la definicién de semi-| * [ -proyeccidén junto con

el hecho evidente 4(M) CM“? tenemos para X€EX y mEM

(*) Mx—mll=17{x)=F(m) Il = IC(lx(f(x))—Fm) Il ,I5(x)=7(5(x)) 1) |
Por la Proposicidn 7.8 £) y el Lema anterior :
Iy (x)—m(f(x))Il=1M5(x)+M°lI=]Ix+MlI

Sustituyendo esta expresidon en (*). y tomando infimos con

mEM (con 1o que §(m) recorre 5(M)), obtenemos :
lx+MIl=1(d(m(§(x)), F(M)), lx+MID [ (xEX)

S1 |+ ]| es de cotipo distinto de 3 posee la propiedad de
crecimiento estricto en la primera variable (Proposicidn 5.5 apli-

cada a |- |* ) con lo que la expresidn anterior implica :
dim(5(x), §(M))=0

Finalmente, (M) es cerrado (por ser M completo), luego se
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deberé tener : w(s(x))€4(M} , y esto para todo x EX.

Dada la inyectividad de § , para cada x €X podemos definir
7 (x) EM mediante la ecuacidn : f(7 (x))= T(4(x))

Es ya rutinario comprobar que 7 es una semi-| - | -proyec-
cién en X cuya imagen es M.

Notese por Gltimo que, elementalmente, la eventual lineali-

dad de w implica la de 7 .

3.8 COROLARIO : Sea M un |- |-ideal de X. Supongamos que M es com-

pleto y que el cotipo de || es distinto de 3. Entonces M es un

| » [-sumando de X.

DEMOSTRACION : Por hipdtesis M° es un (| +|")'-sumando de X', y

por tanto un (| * [*)'-ideal de X' (Corolario 8.4). Aplicando el

Teorema anterior, M es un | * |-sumando de X.

No son pocos los precedentes histdricos de nuestros dos 0l-
timos resultados.'Nbs parece oportuno aqui el comentarlos breve-
mente, poniendo de manifiesto que todos ellos pasan a ser casos
muy particulares del Corolario 8.8 o del Teorema 8.7.

En [4] Alfsen y Effros utilizan indistintamente los térmi-
nos ''L-ideal" y '"L-sumando' para referirse a uno de estos iltimos,
dejando claro sin embargo (ver comentario anterior a su Proposi-
cidon 2.5) que dejan abierto el problema de si un subespacio cerra-
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do M de un espacio de Banach X, tal que M° sea un M-sumando de X'
(un L-ideal en nuestra terminologia) debe ser necesariamente un
L-sumando. El problema queda claramente planteado en la seccidn 7
del referido trabajo (Problema 1) y alli mismo se anuncia su reso-
lucidn afirmativa por Cunningham, Effros y Roy ([22], Teorema 1).
Este hecho se obtiene de nuestro Corolario 8.8 tomando | ° =S i
Lima generaliza el resultado anterior probando ([34], Teore-

ma 6.16) que para que un subespacio cerrado M de un espacio de Ba-
nach X sea un L;sumando, basta que M° sea un M-ideal, lo que de
hecho es consecuencia de un resultado también suyo ([34], Teorema
6.14) que afirma lo andlogo sustituyendo''L-sumando' por "'semi-L-
sumando' y 'M-ideal'' por "semi-M-ideal® Ambos resultados de Lima

se obtienen de nuestro Teorema 8.7 tomando otra vez || =1]°];,.

Finalmente, Fakhoury ([30], Proposicién 2.9) prueba que to-
do LP-ideal de un espacio de Banach es un LP-sumando (1<p< o) 1o
que vuelve a ser clara consecuencia de nuestro Corolario 8.8, pues-

to que para 1<p< oo, l'lp tiene cotipo 2.

Pasamos ahora a discutir la necesidad de las hipdtesis del
Corolario 8.8 (y por tanto de las del Teorema 8.7).

En el Corolario 8.8 la hipdtesis de ser M un | * |-ideal
puede rebajarse exigiendo solamente que M sea un semi- | * |-ideal.

como se verda mds adelante (Teorema 10.8).
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No se puede suprimir la hipdtesis de que |*| tenga cotipo
distinto de 3, como lo muestra el hecho de que existan M-ideales
en espacios de Banach que no son M-sumandos. Dado que |° |~ tiene
tipo y cotipo iguales a 3, queda abierto ei problema de la posi-

ble existencia de |-°|-ideales que no sean |° |-sumandos, en el

caso de que |°*| tenga cotipo 3 pero tipo distinto de 3.

Hay que referirse por Gltimo a la hipOtesis de complitud de
M. Esta hipétesis es esencial como se vera enseguida con un contra-
ejemplo. En los casos clasicos antes comentados se supone siempre
que el espacio ambiente, X, es un espacio de Banach, con lo que au-
tométicamente todo semiideal es completo. Hemos preferido mantener
como ambiente en todo nuestro trabajo un espacio normado arbitrario
X, lo que por regla general no crea problemas, aunque Si en e; ca-
so que nos ocupa. De paso se analiza la necesidad de la hipdtesis

de complitud en muchos resultados ya conocidos.

8.9 EJEMPLO : Aplicando el Teorema de la Proyeccién Ortogonal se
obtiene que todo subespacio cerrado de un espacio de Hilbert es
un Lz—sumando. Como consecuencia, todo subespacio cerrado de un

espacio prehilbertiano es un Lz-ideal.

Sea H un espacio prehilbertiano real. Dado que dos vecto-

res x e y de H son ortogonales si y s6lo si se tiene :

Ix+yll> =llxlI> + llyll> , un subespacio cerrado M de H es un L2-
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sumando si y sdlo si M verifica el teorema de la proyeccidn orto-
gonal. Ahora bien, si1 H no es completo existen subespacios cerra-
dos de H que no verifican el teorema de la proyeccidn ortogonal,
y que por tanto son Lz-ideales pPETro no Lz-sumandos. Un tal subes-
pacio nos da el contraejemplo buscado, pues verifica todas las

hipdtesis del Corolario 8.8 salvo la de complitud.

9, SEMISUMANDOS EN ESPACIOS DE BANACH DUALES

Los resultados de la seccidn anterior pueden mejorarse no-

tablemente bajo la hipdtesis restrictiva de ser el espacio ambiente,

X, un espacio de Banach dual, que se concreta en la prdxima defini-
cion. Ello lleva por otra parte a la consideracién de nuevos pro-

blemas de interés.

9.1 DEFINICION : Sea X un espacio de Banach sobre K. Diremos que
X es un espacio dudﬂ s1 existe un espacio de Banach Y, sobre [,
y una biyeccidn lineal isométrica de Y' sobre X.

El tal espacio Y, al que se suele llamar un predual de X,
no tiene por qué ser (inico ni siquiera salvo isomorfismos isomé-
tricos. Sin embargo, fijado un concreto predual Y, cabe identifi-
car X con ¥', lo que permite considerar en X la topologia o(Y',Y)
O topologia débil*.
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El Teorema 8.7 bajo nuestras nuevas hipdtesis da como con-

secuencia el siguiente enunciado :

9.2 COROLARIO : Sea X un espacio dual, y sea M un subespacio dé-
bil* cerrado de X. Si M es un |- |-ideal de X y || es de tipo
Z o3, entonces M es un |- |-sumando de X, imagen de una |- |-

proyecceldn débil* continua.

DEMOSTRACION : Sea V el predual de X bajo consideracidn, y sea :

M={yeY : (my) =0 parwa todo mEM }

°M es un subespacio cerrado de Y y por tanto completo. Por
ser || de tipd 2. 013, (- 1) es de cotipo 1 o 2 (Proposicidn
5.6). Dado que por ser M débil* cerrado se tiene (°M)° =M , pode-
mos aplicar a °M el Teorema 8.7 obteniendo que °M es un (BN
sumando de Y. Sea 7 una (I“In)'-proyeccién en ¥ con imagen °M.
Entonces (I——w}t es una | * |-proyeccion en X (Proposicidn 8.2),

cuya imagen es M. La continuidad deébil* de (I——ﬂli:es evidente.

9.3 PROBLEMA : No conocemos un ejemplo de un |- |-ideal débil* .
cerrado en un espacio dual que no sea un | *[-sumando. En vista
del Corolario anterior y del 8.8, si tal ejemplo existiera, |- |
tendria tipo 1 y cotipo 3.

Ya se comentd el hecho de que en un espacio reflexivo, to-
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do [+l-ideal es un | [-sumando. Obsérvese que, curiosamente; al
sustituir la hipdtesis de reflexividad por la mucho mas débil de
ser el espacio dual, se obtiene la misma tesis para L'Ifideales
débil* cerrados con la Gnica posible excepcidén de que || tenga
tipo 1 y cotipo 3, situacidn imposible si If | es conmutativa, co-

mo ocurre con: todas las normas clasicas.

Uno de nuestros primeros resultados sobre semisumandos,
(Proposicidn 7.8) afirmaba que todo semisumando de un espacio
normado es necesariamente cerrado. Al considerar semisumandos en
espaclos duales parece natural preguntarse si obligadamente deben

ser débil* cerrados. El siguiente ejemplo muestra que la respues-

ta no puede ser afirmativa a plena generalidad.

9.4 EJEMPLO : Sea X un espacio normado y J un M-ideal de X que
no sea un M-sumando. Sea 7 la L-proyeccidén en X' con imagen J°.
No es dificil comprobar que si Kei(w) fuese débil* cerrado, J

seria un M-sumando. Existen por tanto L-sumandos en espacios dua-

les que no son débil* cerrados.
9.5 TEOREMA : Sea X un espacio dual y M un semi- | * |-sumando de
Xo S& || Ziene cotipo 2 o 3, entonces M es débil* cerrado.

DEMOSTRACION : Mediante una aplicacidn standard del Teorema de
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| Krein—Smulyém, (ver [23], Teorema II.5.5), basta probar que :
MNAB(X) =B(M) es débil* cerrado.

Razonando por reduccidén al absurdo, supongamos que existe
una red {x,} de elementos de B(M)convergente en la topologia
débil* a un iEEB(M), esto es (como forzosamente x EB(X] ) :
x—m(x) =y#0, en que ™ es una semi- |*[-proyeccidn en X con ima-
gen M.

Sea >0 arbitrario ; la red ;I {adlyll x, Ty} converge

A
a allyll x+y en la topologia debil*.

Por definicidén de semi- | * [-proyeccidn se tiene :
lectiyll x, +yl|= 1 Caliylllix, 1,0y 1< Tyl e, D

con 1o que aplicando la semicontinuidad inferior de la norma de

X para la topologia débil* (equivalentemente que las bolas de X

son débjl* cerradas) obtenemos :

) “aHlex+g“-‘<~|lg|l|(ﬂf,1)l (>0)
Por otra parte, también por definicidn de semi- | - [-pro-

yeccion . “allgll x+g| ="czllg|| m(x) + (1 +allyll) y

= | (allylllla{x) Il , (1 +allyll MigDI=(1+alyll iyl .
Esta desigualdad, junto con (*), puesto que y#0 nos da:
L +allyll <I(a,DI=1(1,0 1"

Restando 1, dividiendo por « y tomando limite con o«o—>0:
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i 1a )t =1 1(1,0) + a (0,1) =1
lyll < Lim = Lim

o ~>0F o o = 0F o

Por el Teorema 3.6 el Gltimo miembro es Mdx vio,1)
en el espacio de rango numérico : 't = (R?, I-I&;(T,O)J 5
que por la Proposicidn 4.8 es igual al indice numédrico de dicho
espacio. Se tiene por tanto : n(V&)EEHyHi>-0. Por la Proposicidn
5.3 este hecho equivale a que |-« |* tenga tipo 1 es decir a que

|+1 tenga cotipo 1, lo que contradice las hipétesis del Teorema.

9.6 COROLARIO : (Evans, [27], Teorema 1.8). Sea X un espacio duak
y m una proyecceibn absoluta en X de Lipo y cotipo distintos de 1.

Entonces m es débil* continua.

DEMOSTRACION : Por el Teorema 9.5, Ker(m) y w(X) son débil* cerra-
dos, y ello se sabe ser equivalente a la continuidad de 7 para la

topologia débil* ( ver por ejemplo [40], Lema 4.9).

9.7 NOTA : El Corolario anterior implica la continuidad débil* de
las Lp—proyecciones en espacios duales, para 1<p<== ([30], Propo-
sicidn 2.9).

El Corolario 8.8, en el caso de ser el espacio ambiente
completo, se podria también haber obtenido del Teorema 9.5 sin

mas que tener en cuenta que para que un |° |-ideal M de X sea un
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| » [-sumando, es suficiente que el nicleo de la proyeccidn absolu-

ta m™ sobre M°sea débil* cerrado en X'.

9.8 EJEMPLO : La hipbtesis de ser M un semi- | ° [-sumando en el
Teorema 9.5 no puede sustituirse por la de ser un semi- | * [-ideal
ni siquiera un |°[-ideal. En [35] (Teorema3) se muestra un espa-
cio de Banach X tal que f(X) es un M-ideal de X", y sin embargo

se puede tomar no reflexivo, con lo que f(X) no es débil* cerrado.

10, SEMISUMANDOS Y RANGO NUMERICO

Sea X un espacio normado real o complejo. En esta seccidn
empezamos a aplicar las técnicas de rango numérico para obtener
importantes propiedades de los semisumandos de X. El resultado
basico en esta linea es el teorema que a continuacidn enunciamos,
que muestra cémo, tomando en X un elemento distinguido pertene-
ciente a un semisumando de X, el conocimiento del rango Numérico

en dicho semisumando permite conocerlo en todo X.

10.1 TEOREMA : Sea m una semi- | |-proyeccidn en X y M==n(X]). No-
temos Y al espacio de nango numérico (&2, , (1,0)). SL se Zo-

ma ucS(M), en el espacio de rango numérnico (X,u) se Liene :

) = V) EL0, e Mlae=alxb ) o (x € X)
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DEMOSTRACION : Para a=(0 , aplicando la definicidn de semi-|* | -
proyeccidn tenemos : |lu +ax|l =|(llu +an(x)] ,allx—a(x)])]

Sea f: & — Y definida por :

fla) =lu +ar(x)ll ,a llx—(x)I)
Se tiene que f (0)=(1,0) y quef es-derivable por la derecha en
cero con : f'(0) = (Mdax Re V(w(x)),llx—n(x)ll) , (Teorema 3.6).

Aplicando nuevamente el Teorema 3.6 y a continuacién el 3.9 :

wax Re vix) = o JEEOA =T = gy LGNZT o

o' @ — 0f
= Mdx Re V(Y,f'(0)) , y por la Proposicidn 4.8:
V(Y,f'(0)) = E(Mdx Re Vim(x)), n(Y)Ix—m(x)Il ) ,
con 1o cual obtenemos :

Mdx Re V(x) = Mdx Re V(m(x)) + n(Y)llx—m(x)ll
Mdx Re (V(m(x)) + E(0, n(Y)lIx—a(x]Il)).

Sustituyendo en la expresion anterior x por zx con z€&€[K,
|zl =1, se obtiene que V(x) y Vim(x)) + E(0, n(Y)lIlx—a(x)] )
tienen la misma funcidn de soporte (Ver Nota 3.5) y por tanto son

1guales, como queriamos demostrar.

La descripcidon del rango numérico dada por el teorema ante-
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rior 1lleva consigo la siguiente descripcidn del radio numMérico y

del indice numérico

10.2 COROLARIO : Con La misma notacibn e hipdtesis del Teorema

anterlon re Liene :

L) VX, x)= viX,m(x))+V(X,x—m(x)] (x€X)
L) vix) =vinlx)) +nlYllx—=m(x)ll, (x€X)
id) nlX) = Min (nM),nlY)}r (n(M) = indice numérico de (M,u)).

DEMOSTRACION : Aplicando el Teorema 10.1 a x—7(x) en lugar de x
se obtiene : V(x—m(x)) = n(Y) E(0,llx—7(x) |l )] expresidn que
sustituida en la férmula del Teorema nos da L] .
LL] Se tiene :
vix) =Mdax {1 Myl A€V (x)), Iyl < n(Y)llx—m(x)lI} S
< vim(x)) + n(Y) llx—a(x) 1l .
Para la desigualdad contraria, sea AEV(m(x)) con Al =v(m(x]))

y tomemos : ’Y""“)‘J“r)’}t‘l n(Y)lx—m(x) Il si A#0 , vy=n{Y)llx—m(x]l

si A=0. En cualquier caso Y€V(x) , de donde
vix) Z 1yl =vir(x)) +nlY) Ix—m(x) 1l .

£ii) La desigualdad n(X)<n(M) la da el Corolario 3.2 ;
tomando yE€S(X) con w(y)=0 se obtiene : n(X)<v(y)=n(Y)
(Teorema 10.1). Asi : n(X)< Min{n(M),n(Y)} ; por otra parte si
x|l =1 se tiene aplicando £): v(x)=v(r(x))+n(Y)llx—7(x)Ill =
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Z n(MHlm (x) + n(Y) lIx=m(x)ll =

Min{n (M), n(Y) Hllm (x)ll + lIx—n(x)Il) = Min{ n(M),n(V)}.

10.3 COROLARIO : Con Las mismas hipbtesis del Teorema 10.1, su-
pongamos ademds que T es de tipo 2 o 3. Se tiene :
£ Vix) = V(r(x)) (x€X]

L) vix) =vir(x)) (xEX] y n(X) =0.

DEMOSTRACION : Por ser |*| de tipo 2 o 3, aplicando la Proposi-
cidon 5.3 4L{) se tiene n(Y) =0 . Basta entonces particularizar el

Teorema 10.1 y el Corolario 10.2 con n(Y) =0.

Los resultados anteriores muestran la gran diferencia que
existe entre el comportamiento del rango numérico para semipro-
yecciones absolutas de tipo 1 y para las de tipo 2 o 3. Por asi
decirlo, la intervencidn de x—m(x) en V(x) es nula si 7 es
de tipo 2 o 3, mientras que es importante si m es de tipo 1. Esta
disparidad va a dar lugar a muy distintas propiedades para una
y otra clase de semiproyecciones. Una de las mas importantes es
la linealidad automatica de las semiproyecciones de tipo 2 o 3,
que se demuestra a continuacidn. La necesidad de considerar ran-
gos numéricos para distintos elementos distinguidos a un tiempo
nos obliga a introducir una terminologia apropiada para ello, que

haga mas comodos los enunciados.
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10.4 DEFINICION : Sea M un cono del espacio normado X , no vacio

y no reducido a {0}. Para x€X definimos :
JOM(X) = Sup {Ku',x> 1 = w €D(X,u), uES(M)}

Si para u€S(M) , x€X mnotamos v(u,x) al radio numérico

de x en el espacio de rango numerico (X,u), se tiene claramente :
pM{x.) = Sup {viu,x). : ueS(M)} (x € X)

Asi, py €S una seminorma en X (ver Definicidén Z2.4) que es
continua, pues verifica : pM(x.) <||xll y, por Gltimo : |
pM(x_) =0 ¢ vlux) =0 para todo w€S(M).
En el caso de que M sea un semisumando de X se tiene la

siguiente expresidon para Py

10.5 LEMA : Sea m una semi- | ° |-proyeceidn en X y M=m(X). Notemos

V al espacio de rango numénico (&%,1-1 ,(1,0]). Se tiene :
pM(x) = |l7(x) || + n(Y) lx—m(x) Il (xEX] .

DEMOSTRACION : Aplicando el Corolario 10.2Z,para ueS(M) vy x€X
obtenemos : viw,x) = viw,m(x)) + nlY) Ix—a(x)ll,

de donde, tomando supremo con w€ES(M):

pylx) = pM(?r(x) ) +n(Villx—m (x)Il,

pero trivialmente por ser w(x)€&EM se tiene : pM(':r{x) ) =7 (x)l,
obteniéndose la expresion buscada.
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10.6 TEOREMA : Sea m una semiproyecceldn absoluta en X de Lipo 2
0 3. Entonces m es Lineal y por tanto una proyeccidn absolfuta en
X. Ademds : Ker(w) ==p&1'(0] en que M =m(X).

DEMOSTRACION : Puesto que p&I(OJ es un subespacio vectorial de

X, basta probar la Gltima igualdad.

Sea |+ | 1la norma absoluta asociada a 7 y, como siempre,
sea Y el espacio de rango numérico (®%*,l<1,(7,0)) . Por ser |-|
de tipo 2 0 3 es n(Y)=0 (Proposicidon 5.3 4{)) y aplicando el

lema anterior tenemos : pM(x) = |l7 (x)Il (xeX) , de donde la

igualdad buscada.

El Teorema anterior da lugar inmediatamente al siguiente

resultado en términos de semiideales :

10.7 COROLARIO : Sea M un semi- | * |-4ideal de X. S£ || ZLiene

cotipo 1 o 2, entonces M es un |- |-Ldeal de X.

DEMOSTRACION : Por hipdtesis M° es un semi- (]| * In)’—sumando de
) CE GO o | )" tiene tipo 2 o 3 (Proposicidn 5.60), luego por
el Teorema anterior M° es un ( |- ")’ -sumando de X' yMun || -

ideal de X.
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Las hipOtesis del Corolario 8.8 se pueden ahora debilitar,

como habiamos anunciado :

10.8 TEOREMA : Sea M un semi- |+ | -ideal de X. Supongamos que M

25 completo y que el cotipo de |+ | es distinto de 3. Entonces

Mes un |- |-sumando de X.

DEMOSTRACION : Por el Corolario anterior M es un | * [-ideal de X

y basta aplicar el Corolario 8.8,

10.9 NOTA : En la seccidén 8 se planteaba, a propdsito del Corola-
rio 8.4, el problema de si para todo semi- | - | -sumando M de X,
M°® es un semi-|+ | -sumando de X". En vista del Teorema 10.6 1la
respuesta es afirmativa péra normas |- |[de tipo 2 o 3, pues enton-
ces M es un |- [-sumando y se aplica el propio Corolario 8.4 ob-
tenlendo que M°° es un |+ |-sumando. El problema planteado se
concentra entonces en normas |+ | de tipo 1 y distintas de | - |

pues para eésta lo resuelve Lima ([34] , Teorema 6.14).

10.70 EJEMPLO : La existencia de semi-I,-sumandos que no son L-su-
mandos pone de manifiesto que, si se suprime la hipdtesis de ser
m de tipo 2 o S,él Teorema 10.6 deja de ser cierto. Ya Lima (ver
[34] , Teorema 5.14) da 1la pauta para construir ejemplos de este

tipo. Mostramos a continuacién el mis sencillo posible :
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Considérese en ®2 la norma :

I (x,y,z)ll = Max {Ixl, Iyl,1zl}, x,y,z€ &K.

Seg” w1z BVFRY definida por :
m(x,y,z) =1/2 ( Max{x,y,zy + Minix,y,2}) (1,1,1)

Es facil comprobar que ™ es una semi-L-proyeccién en &°

con imagen & (7,7,7) vy, evidentemente m no es lineal.

10.11 EJEMPLO : Como se anuncid a proposito del Corolario 8.4, 1la
afirmacién : M semi-|* | -sumando de X=M° semi-({'lﬁ)'—sumando
de X' , es falsa, cosa que ahora estamos en condiciones de probar.
Sea X un espacio de Banach y M un semi-L-sumando de X que
no sea un L-sumando. Si M° fuese un semi-M-sumando de X', M seria

un semi-L-ideal (completo) de X, y por el Teorema 10.8 M seria un

L-sumando de X.

El enupciado del Teorema 10.6 muestra que la seminorma Py
permite describir Ql nicleo de la proyeccidn absoluta T en que
M=m(X) , cuando 7 es de tipo 2 o 3. Este hecho cobra especial
relieve s1 se observa que Py queda determinada por M. Parece na-
tural preguntarse qué ocurre con Py cuando ™ es de tipo 1. La

respuesta la da el siguiente teorema :

10.12 TEOREMA : Sea m una semiproyeccidn absoluta de tipo 1 en X,
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y sea M=w(X). Entonces Py €4 una nouma en X equivalente a La

inlelal y T oes una Aem£~L—p&ogeac£6n en X para La noama Py
DEMOSTRACION : Sea |+ | 1la norma absoluta asociada a 7 y tomemos
una vez mas Y=(®&2, |+1|,(1,0)) . Aplicando el Lema 10.5 tenemos:

py(X) =l () + n (V) x—m(x)Il = w(y) lix| (XEX]

Puesto que ahora n(Y)>0 (Proposicidn 5.3 td) ) py ©€S una

norma equivalente a || ¢||

Por otra parte, pylm(x)) = llm(x)I y
pM(x——ﬁ(xJ) = n(Y) llx—m(x)ll , con 1o que el mismo Lema 10.5 nos
da- pM(x) = pM(?r(x))—l-pM(x-——?r(x)) Como queriamos.

El resultado anterior permite reducir el estudio de los
semisumandos que no sean sumandos al de los seml-L-sumandos, en

lo que se refiere a propiedades que no sean intrinsecamente geo-

métricas, 1o que nos serd de utilidad mas adelante.

11. UNICIDAD DE LA SEMIPROYECCION ABSOLUTA ASOCIADA

A UN SEMISUMANDO; CONTINUIDAD DE LAS SEMIPROYEC-
CIONES ABSOLUTAS

- Tratamos en esta seccién dos problemas diferentes que tie-

nen en comin el poner de manifiesto 1la potencia de las técnicas
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y resultados de la seccidn anterior. De hecho el resto de la
memoria se basa fundamentalmente en dicha seccibén. Empezaremos

por centrar el primero de los problemas aludidos.

Partamos del hecho elemental de que una proyeccidn en un
espacio vectorial queda determinada pcr el conocimiento de su na-
cleo y su imagen. Ya Cunningham ([20], Lema 2.1) comprueba que
una L-proyeccidn queda determinada por el conocimiento sdlo de su
lmagen, 0 mas exactamente, si m; y m, son L-proyecciones en un
mismo espacio de Banach X y m; (X) =m, (X), entonces m; =m,. De
esta manera se obtiene una correspondencia biunivoca entre L-pro-
yecciones y L-sumandos que permite una gran comodidad en su estu-
dio. Behrends ([5], Lema 2.1) generaliza el anterior resultado
de Cunningham probando que si 1Sp< y 1, M2 SOn Lp-proyec—
ciones en un espacio de Banach X con m; (X) =m, (X), entonces se
tiene m; = m,. Por Gltimo, en el trabajo de Lima ([34], ver Teo-

rema 5.6), estd implicito que dos semi-L-proyecciones en un mismo

espacio de Banach,con imagen comiin, deben ser iguales.

Nos planteamos aqui una generalizacidn de los resultados
anteriores en un doble sentido. Por una parte se amplia la clase
de normas consideradas, desde las cldsicas | ° Ip, a la de todas
las normas absolutas ; por otra, se admite también la posibilidad

de semiproyecciones absolutas para distintas normas absolutas y
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se pregunta si el tener la misma imagen las fuerza a ser iguales.

El problema se puede concretar de la siguiente manera :

Sea X un espacio normado y M un semisumando de X (no tri-
vial: M#{0}, M#X). ¢ Es Gnica la norma absoluta |°*| para la
cual M es un semi-|* | -sumando ? En caso afirmativo : ; Es Gnica
la semi-|* | -proyeccién con imagen M ?

Disponemos ya de una respuesta parcial a este problema

(Corolario 7.12). A continuacidn se resuelve el .problema afirma-

tivamente a plena generalidad.

11.1 TEOREMA : Sea X un espacio nonmado real o complefo y M un
semisumando de X. Existe una dnica semiproyeccidn absoluta en X

con dmagen M. Equivalentemente : S{ my y m son dos semiproyec-

ciones absolutas en X y Ty (X) =my (X) , entonces m; = m,.

DEMOSTRACION : Sean m; y m, semiproyecciones absolutas en X con
Ty (X) =7 (X) = M.

Supongamos primeramente que una de ellas (digamos Ti) e3
de tipo 1. Entonces Py €S una norma (Teorema 10.12) y si m, fue-
se de tipo distinto de 1 seria : Ke&(wz):=p&110)={0}(Teorema 10.6)
1o cual es absurdo (ver Nota 7.4). Supﬁesto entonces que ambas

son de tipo 1, ambas son semi-L-proyecciones para la norma Py»
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con lo que aplicando el Corolario 7.12 al espacio normado (X,pM)
se obtiene m =m,.

Queda considerar el caso en que tanto m; como w, son de
tipo 2 o 3. Entonces en vista del Teorema 10.6 se tiene que ambas

son lineales y Kealm;) = Kea(n,) ==p&1(0), luego m; =m,

11.2 COROLARIO : Sea X un espacio nommado y || , |+ |* dos noamas
absofutas. Supongamos que M es un semi-| - | -ideal y un semi-| -« | *-

Ldeal de X. Entonces || =1|-]F%.

DEMOSTRACION : Basta aplicar el Teorema anterior a M°.

11.3 DEFINICION : Sea X un espacio normado y M un semisumando
(resp. un semiideal) de X. En vista de los dos resultados anterio-
res, (ver también Definicidn 7.5), existe una inica norma absolu-

ta, [ | , para la cual M puede ser semi-|* | -sumando (resp. se-

mi-| | -ideal), y diremos que |-+ | es '"la'" norma absoluta asocia-
da a M. Por tipo y cotipo de M se entenderid el tipo y cotipo de la
norma absoluta asociada‘a M.

Sea aﬁora M un semisumando de X y # la finica semiproyec-
ciﬁh absoluta en X con imagen M. Llamaremos compfemento de M, y

notaremos M' al cono : M'= {x€X : m(x)=0} nomenclatura que

viene justificada por el hecho de ser : M+M'=X , MOM' ={0}.
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S1 T es 1ineal.sabemos que M' =Ker(m) es un subespacio de X y es
sumando para la norma revertida de la asociada a M. Diremos que
My N son sumandos complementariios cuando sean imagen y nacleo de
una misma proyeccidn absoluta. En vista del Teorema 11.1, dos su-
mandos complementarios se determinan mutuamente, por lo que dado

un sumando, se puede hablar sin ambiguedad de "su'' sumando comple-

mentario.

Pasamos a considerar el segundo objetivo de 1la presente
seccidn. Si 7 es una semiproyeccidn absoluta en un espacio norma-
do X, es evidente que : H#(X)H < x|l (x€X). Si 7 es lineal,
la afirmacion anterior equivale a decir que 7 es lipschitziana
de razdn 1. No es sin embargo evidente que toda'semiproyeccién
absoluta tenga que disminuir distancias, cosa que se demuestra a

continuacion. Empezamos por considerar seml-L-proyecciones.

11.4 LEMA : Toda semi-L-proyeccibn ™ en un espacio nomado X es

una apficacion Lipschitziana de razén 1, esto es, verdpiea:

I (x) =7 (y)ll <llx—yll (x,y € X).
DEMOSTRACION : Sean x,y€X arbitrarios. Por definicidn de
semi-L-proyeccidn se tiene :

Ix—=m(g)ll = llw{x)—a{y)ll + lx—m(x)ll
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y sumando esta igualdad miembro a miembro con la que se obtiene

cambiando los papeles de x e y :

m(x) —m{ylll = llx—a(y)ll —lly—7(ylll +

t lly—m(x)l —llx—=7(x)ll < Z llx—yll .

11.5 TEOREMA : Toda semiproyeccién absofuta m en un esoacio nof-

mado X verdliica :

|7 (x) —m(y)ll Sllx—yll (x,y €X).

DEMOSTRACION : Siendo evidente la tesis si m es lineal, suponga-
mos que ™ es no lineal y por tanto de tipo 1 (Teorema 10.6).
Sea M = m(X), entonces ™ es una semi-L-proyeccidn para la

norma  p,, (Teorema 10.12). Se tiene entonces para x,y<X :
Im (x) =m (gl = py(m(x)=7(y)) < pylx—y) <lx—yl

La primera igualdad se sigue de ser 7w (x)—7(y) €M y del hecho evi-
dente de que Py Y Il coinciden en M, a continuacidn se ha apli-

cado el Lema 11.4 y la Gltima desigualdad es evidente.
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CAPITUWLAO I 1

SEMISUMANDOS Y OPERADORES DE

RANGO NUMERICO SIN INTERIOR
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12. ESTABILIDAD DE LOS SEMISUMANDOS DE TIPO I POR
OPERADORES DE RANGO NUMERICO SIN INTERIOR

12.1 DEFINICION : Sea X un espacio normado sobre [K y sea :
T : X = X un operador, no necesariamente lineal, no necesariamen-
te acotado. Se define el rango numérico espacial de T como el

subconjunto W(T) de K dado por :

T = {x", Tlx)2 ¢ xES8{X) . %" €0, %)}

12.2 NOTA : Creemoé necesario comentar brevemente el origen de 1la
anterior definicidn. El concepto de rango numérico se introdujo
por primera vez para operadores lineales acotados en un espacio
de Hilbert. Si # es un tal espacio y TEBL(H) se define el rango
numérico de T por la formula : W(T) = {(T(x)/x) : x€S(H)}
Posteriormente este concepto fue generalizado para operado-
res TEBL(X) en que X es un espacio normado cualquiera, mediante
la misma expresidn de la Definicidn 12.1. Si se desea un estudio
sistematico del concepto de rango numérico espacial de un operador
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lineal continuo en un espacio normado, se puede encontrar en la
monografia de Bomsall y Duncan ([16] y [17]). Digamos también que
=l concepto de rango numérico de un elemento a de un dlgebra de

Banach unital A procede del anterior, pues de hecho se tiene :

/[A,a) =W(L ) en que L, €BL(A) se define por : L (x] =ax (x€A).

19 2 1 EH

2.3 LEMA : Sea (X,u) un espacio de nango numérico y T un opena-

coii en X. Se Tiene : V(X,T(w)) C W(T).

DEMOSTRACION : Trivial a partir de la Definicidén 12.1.

[2.% TEOREMA : Sea X un espacio nommado neal o complejo y M un

semisumando de tipo 1 de X. Entonces M permanece Lnvariante ponr

cucquien operadorn homogéneo en X cuyo rango numérico espacial

Lenga anterion vacio en [K.

b

AT aT bt i

JEMOSTRACION : Sea T un operador en las condiciones del enuncia-
do. En vista de la homogeneidad de T, basta probar que :
T(S(M)) CM
Sea u€S(M), aplicando el Lema anterior al espacio de rango
numérico (X,u) tenemos V(T(w)) C W(T) y por tanto V(T(u)) tiene

interior vacio. Aplicando ahora el Teorema 10.1 se tiene :

AT(u)) = VirT(u)) + E(0, n(YIIT(w) =7 (T(w))] )
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en que 7 es la semi- |+ | -proyeccidn asociada a M e Y denota el

espacio de rango numérico (&2,[| ,(7,0)). Por tener V(T(u))
interior vacio deducimos :  n(Y) IT(u) Lo (T{u))ll = 0,
pero n(Y)>0 ya que |+ | es de tipo 1 (Proposicidn 5.3), luego

T(u) EM como queriamos.

Acerca del teorema anterior, vamos a comentar otra nocidn
usual para el "rango numérico' de un operador, supuesto ahora ho-

mogéneo y acotado.

12.5 DEFINICION : Sea X un espacio normado. Notaremos Hom(X) al
espacio vectorial de los operadores homogéneos en X acotados so-

bre B(X), al que dotaremos candnicamente de la norma :
ITI = Sup {IT(x)I = xEB(X)} (T<Hom(X]))

El par (Hom(X),I) , en que I denota el operador identi-
dad en X, es un espacio de rango numérico, y para TEHom(X) ,
notaremos V[T) al rango numérico de T en dicho espacio.

Observemos que BL(X) es un subespacio de rango numérico
de Hom(X) , con lo que, para TEBL(X) , V(T) coincide con el
rango numérico de T en el algebra normada unital BLX) 5 caligque

se suele llamar rango numérico de algebra del operador T.

12.6 LEMA : ([16] ,pag. 80). Para TEHom(X) es = W(T) C V(T).
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DEMOSTRACION : Sea AEW(T) ;A={(x',T(x)? con xE8(X} vy
x'€D(X,x) . Es facil comprobar que el funcional :
S=>(x",8(x)? es un estado de Hom(X) que aplica T en A ,

de donde AEV(T)

12.7 COROLARIO : Sea X un espacio normado real o complefo y M un
semisumando de tlpo 1 de X. SL TEHom(X) es tal que V(T) Liene

Ainterion vacio, entonces T(M) CM.

DEMOSTRACION : Por el Lema anterior ((T)tiene interior vacio, y

basta aplicar el Teorema 12.4.

12.8 NOTA : Para completar la relacidn entre W(T] y V(T], se sabe
([16], Teorema 9.4) que si TEBL(X) entonces : V(T) = co W(T)
(co: envolvente convexo-cerrada), y que si T es continuo, W(T) es
conexo {]16] ;" Corolario: 11.5) :

Asi, si X es real y TEBL(X), W(T)es un intervalo y se ten-

dra V(T) =W(T) con 1o que V(T) tiene interior vacio si y sdlo
si W(T)tiene interior vacio, resultando ser equivalentes los enun-
ciados de 12.4 y 12.7. Sin embargo, en el caso complejo, con la
misma hipOtesis de ser TEBL(X) no se sabe ser cierta la equiva-
lencia anterior (ver [17], pagina 34), con lo que en principio

el considerar el rango numérico espacial como se hace en 12.4 es

mas general.
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Terminamos esta seccién calculando V(T) y W(T) para el ca-
so en que T es una semiproyeccidén absoluta 7 en X. Practicamente

toda la informacidn se recoge en la siguiente proposicidn que

describe la norma en el subespacio bidimensional de Hom(X] engen-

drado por £l 7 k.

12.9 PROPOSICION : Sea X un espacio noumado y ¢ una semiproyec-

celdn absoluta en X. Para a,B EK arbiltharnios, se Liene :

jal +8x| = Max {]a+8],| ]}
DEMOSTRACION : Sea |+ | la norma absoluta asociada a w. Para
x €EB(X) se tiene :

I (eI +87) (x|l = Nlax+Bx(x)ll =1 le+Bllla(x)ll ,ld lIx—m(x)ID] <

hﬁx{la+ﬁ|JQ1}I(MHXHhHX—WtUHH < Max {|a+5|la]}
Por otra parte, sean y,z€S(X) con wlyl=y , n(z)=0 :

laI +8mll = Mdx {llay+B8m(y)ll ,llaz+8r(z)ll}y= Mix {|a+81], [al}

12.10 COROLARIO : Sea X un espacioc nowmado complefo y sea m una
semiproyecelbn absoluta en X. Entonces : m&H(Hom(X]) (ver

Definicibén 3.7)

DEMOSTRACION : En virtud de la proposicidn anterior, para A €
seitiene HI—+4LRHH==(1—+AZ)1/2 con 1o rque’:
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hﬁémo ”Ifkihill"'j—*d, y basta aplicar el Corolario 3.8
ANF(

12.11 NOTA : A partir del Corolario 12.10, en el caso de ser m 1i-
w@al v X complejo, se puede reencontrar la tesis de la Proposicidn
2.9, pues en tal caso, aplicando un importante Teorema de Sin-
clair ([17], Corolario 26.6), oI +87 tiene norma igual a su radio
cspectral, pero, facilmente, el espectro de al +8m consta de 1os
huntos o y e+, La Proposicidon 12.9 cobra asi el interés de afir-
mat para semiproyecciones absolutas la misma tesis que Se obtiene

del Teorema de Sinclailr para proyecciones hermitianas arbitrarias.

12.12 TEOREMA : Sea X un espacio normado y ™ una semiproyecclon

absoluta en X. Se tiene : W(w) = V(iw) =[0,1].

DEMOSTRACION : Empecemos probando la segunda igualdad. Si X es
~omplejo se tiene : V(m) =Re V(m) (Corolario 12.10), luego en
cualquier caso basta probar : Mdx Re V(w) =1, Min Re V{m) =0.
Para A>( suficientemente pequefio se tiene : [[I+Aw||=T1+A vy
NI—Anm]l =1 (Proposicidon 12.9), con lo que las igualdades bus-
cadas se obtienen ficilmente aplicando el Teorema 3.6.

Sean y,z€S8(X)] con w(y) =y, m(z)=0, y sean y' €D(X,y),
zVED(Xz) < .seitiene : 1=Cy',xly)) €EWin),; 0=42",mlz) )€ Wir),

Aplicando que m es continua (Teorema 11.5), W(m) es conexo ([16],
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Corolario 11.5) con lo que [0,71] @ W(wr) de donde aplicando el

Lema 12.6 y la primera parte de la demostracidon : [0,71] = W(m).

13, PROYECCIONES ABSOLUTAS Y RANGO NUMERICO

Sea X un espacio normado y 7 una proyeccidn absoluta en X.
Mostramos en esta seccidn que el conocimiento de la funcidn estado
(ver comentario que sigue a la Definicidn 1.2) en X se reduce a su
conocimiento en 7 (X) y Kea(m), y en esta determinacidon intervienen
los estados de ®? para la norma absoluta asociada a m , que se des-
cribieron en el Lema 4.7. Este resultado (Teorema 13.1) aparece enun-
ciado equivalentemente en [31] (Ejemplo 3.1), para el caso real, sin
demostracidn. Damos aqui una demostracidn valida a la vez para los
casos real y complejo, con la interesante particularidad de que en
el caso complejo no es preciso manejar estados de €%, sino, igual-

mente,los de &% con la norma absoluta considerada.

13.1 TEOREMA : Sea X un espacio noamado, wu€S(X) y m una |- |-proyec-
cifn en X. Sean a=|n(u)ll y b=llu—n(u)ll. Para x' €X' se Ltiene
que x'€D(X,u) 84 y 4680 54 existen x{ €ED(X,m(u)), x; €D(X,u—n(u))

y (a,8) €D(R*,|1,(a,b])), tales que :
(x'",x) =afx{,m(x)) +B8 {(x3 ,x—m(x)) (x € X)

139



RAFAEL PAYA ALBERT

DEMOSTRACION : Supongamos que x' verifica la condicidn del enuncia-

do ; entonces, para todo x€X :

[{x',x) | < lalllo(x)ll + Blllx—7(x)ll <
< | Clal, 18D [Cllw () 0x—a(x)ID ] =llxIl ,

y por otra parte :

(x',w) = alx,m(u)) + B{xd,u—7(u)) =axat+Bb=1,

luego : x'€D(X,u).

A la inversa, sea x'€0D(X,u). Notemos : a = lI‘JT't(x')II p
B = ilx’—ﬁ't(x')ll . Puesto que 7% es una | - |' -proyeccidn (Proposi-
cién 8.2), es : |(e,B)|'=lx"ll =1 . Por otra parte :

I=Re {(x',u? =Re {x'",m(u)) + Re {x',u—m(u) =
= Re (7%(x'),m(u)) + Re (x'—7C(x'), u—7(u)) <
< Kt ), m(u) |+ 1 =S ) u—r (u)) | <
< aatBbo<[(a,B)|' |(a,b)l =1, y todas las desigualdades se

convierten en igualdad. Se tiene asi : aa +8b =1 y por tanto

(a,8) €ED(R%, [+ 1|,(a,b)) . Ademads, de :
Re (at(x'),m(u)) = 1<at(x!),m{w) | = lat(x" )l N7 (w)l
se obtiene : (wt(x'),fr(un = Ilﬂ"t(x')ll 7 ()l (*)
y andlogamente : (x’—-ﬂ"t(x'],u—?r(u)) = Ix" —2(x" )1 lu=m(u)ll (%)
> off T
Definamos : x{ = ”:/tt';” S1 g’t(x') = 0 y
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x{ ED(X,m(u)) arbitrario si 7t(x') =0. Igualmente, si

x'-——?r't(x’)#o sea X2 =x'*ﬂ”t(x’)/llx'—ﬂt(x')lj,

y en otro caso sea x; ED(X,u—m(u)) arbitrario. Las expresiones
(*) nos dicen que en cualquier caso : xi €D(X,m(u)) vy
x4 ED(X,u—m(u)) . Finalmente, para x€X se tiene :

Cx',xd =Cx,m(x)) + (o x—m(x)) = (rtix'),m(x) +

-+ (x’—?r't(x’),x—ir[x))= a (xf,m(x) + B{xd,x—m(x)

(Obsérvese que la Gltima igualdad es siempre valida, pues si

‘wt(x’)==0 0 x’—fnztx')==0, se tiene a=(0 o B =0 respectivamente).

La anterior descripcién de la funcidn estado lleva de mane-
ra natural a una descripcidén del rango numérico en el espacio (X,u].
Como quiera que m(u) y u—m(u) no tienen por qué tener norma 1, es

conveniente introducir la siguiente nomenclatura :

13.2 NOTACION : Sea X un espacio normado y sean x,uSX arbitrarios.
Notaremos : Mix) = Cu',x) @ u'€D(X,ul}

Obsérvese que si llull =T, M (x) es el rango numérico de x
en el espacio de rango numérico (X,u), si w70 tiene norma arbitra-
ria, ocurre 1o mismo con respecto al espacio de rango numerico

(X,u/llull ) , mientras que Vo(x):= E(0,llxll) (ver Proposicidn 1.3).
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13.3 COROLARIO : Sea (X,u) un espacio de rango numérico y m una |° |-

proyeceion en X. Sean a=|lw(u)ll, b=llu—m(u)ll, xEX. Entonces :

V(X,x) = {ex+By ¢ (a,8)€D(R?,1-1,(a,b]),

e Wiy L yert ™ Wy _r(x))3.

DEMOSTRACION : Aplicacidn directa del Teorema 13.1

La expresidon para V(x) dada por el Corolario anterior puede
formularse de forma que aparezcan solamente rangos numéricos en 1los
distintos espacios que intervienen. Si X es complejo, en Vﬂ(u)(ﬂ(x))

y Uu-""‘ﬂ- {u-) (

x—m(x)) pueden aparecer_nﬁmeros complejos, por lo que
empezamos dotando a C?* de estructura de espacio de rango numérico
de maniera natural.

Sil*| es una norma absoluta en &%, la funcién :
(z1,22) = | (lz1l, |zl )| define una norma en C€* como se puede
facilmente comprobar, norma que seguiremos notando || . El rango
numérico en €? para esta norma y un elemento distinguido de coorde-

nadas reales no negativas se describe como caso particular del Coro-

Iario anterior :

13.4 COROLARIO : Sea |°*| una nomma absoluta, a=0, b=0 y |(a,b)|=1.

En el esvacio de rango numérico (C€2,l°1,(a,b)) se tiene :
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L) S{ a>0, b>0
V((z1,25)) ={az +B 2z ¢ (o,8) €D(R*,11,(a,b]]}
L) En otno caso, 54, por ejemplo, a=1, b=0 :

V((z1,2,)) ={zs+ B A: (7,5}ED(B?J'|,”,0H , IA<|z|}

DEMOSTRACION : Teniendo en cuenta que (z1,z2) = (z1,0) es clara-

mente una | * |-proyeccidon en €? y aplicando el Corolario <13.3,

obtenemos : V((z;,z2)) ={aA+[v: (a,8) €D(R?,|* |, (a,b)) ,

reyl®0) (7 0, yeul®Plig, 213

y el resto es rutinario a partir de la Proposicion 1.3.

Enunciamos a continuacidn la expresidn buscada para el Coro-
lario 13.3, cuya demostracidn, en el caso real es evidente y en el

caso complejo facil consecuencia de los Corolarios 13.3 Y 13.4.

13.5 COROLARIO : Sea (X,u) un espacio de rango numérico real o
complefo y m una | |-proyeceidn en X. Notemos Y ak espaclo de

rnango numé}uéao ([K?,l o |, (N (w)ll, le—ma (w) ] )). Para x€X se Liene :

Vixl= U Y, o)) s ae @ W), yet =W (r(x) 3,

Pasamos a obtener algunas expresiones mas sencillas del

Corolario anterior, en casos particulares interesantes.
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13.6 COROLARIO : Sea (X,u) un espaclo de rango numériico y T una
| - |-proyeceibn en X. Supongamos que se verifica una cualquierd
de Las thes condiciones sigulentes :
Q) mlu) = u ) mlu) =0
L) Ul (w)ll lu—m (w)ll) es punto suave de B( &2, 1),

Se tiene enmtonces : V(x) =V(m(x)) + Vix—m(x)) , (x€X].

DEMOSTRACION : Si se supone £} o £{) la formula se obtiene apli-
cando el Corolario 10.2 £) a m O i-ﬁ respectivamente.
Supongamos {i{) y sea [&,8) el tmico estado de (&% ,| -]
relativo a (I (u)ll ,lu—m(u)ll) . Por el Corolario 13.3 :
& vix) =« Wirg) + g T k) (xEX)
de donde en particular :
vir() = " i) 5 vix=nix)) = 6T ),

y sustituyendo en (*) estas dos igualdades se tiene la tesis.

14, SEMISUMANDOS EN GENERAL Y OPERADORES DE RANGO
NUMERICO SIN INTERIOR

Estamos ya en condiciones de obtener un resultado analo-
go al Teorema 12.4, que cubrird los casos no cubiertos por €l.
Trabajamos previamente en el caso real y enseguida se trasladan

los resultados al caso complejo. Empezamos con tres lemas previos.
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14.1 LEMA : Sea X un espacio noumado, TEBL(X) y m una proyeceldn

absoluta en X. Se Liene :

ViaTm + (1—m)T(I—7)) C V(T).

DEMOSTRACION : Sea || 1a norma absoluta asociada a m. Para
TEBL(X) y xEX se tiene : llnTr(x) + (I—7)T(I—7) (x)}ll =
= [ (e (x)l N (I—7)T(I—7) (x)IDI <

<[ITH N U UTH x—a (x)IDT= 0TI T

Asi la aplicacién : T 2>aTn+ (I—7)T(I—n) de BL(X) en si mismo
es un homomorfismo de rango numérico (claramente aplica I en si

mismo), y basta aplicar el Corolario 3.4.

14.2 LEMA : Se.d X un espacio normado real y m una proyecelbn abso-
Luta en X. Sea TEBL(X) con V(T) ={0}. Sea u€S(X), a=lln(ulll,
b=llu—7(u)ll ¢ Y el espacio de rango numénico (&*,l -1, (a,b)).
Para cualesquiena NEV ' (aT(u—n(uw))), Y€ ((1-n)Tr (u))

se tiene = V(Y,(N,v)) ={0}.

DEMOSTRACION : Por el Lema anterior : V(aTm+ (I—n)T(I—m)) =1{0},
lo que restado de V(T)={0} nos da : V(nT(I—m)+ (I—m)Tm) ={0}.
Aplicando los Lemas 12.3 y 12.6 se tiene entonces :

MaTlu—7(w)) + (I—7)Tr(u)) ={0)
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Aplicando el Corolario 13.5 tenemos :

(03=U vy, A s Aed™ W T u—r(u)))
ye W T (1 _m)Tr(u)},

de donde se obtiene la tesis del Lema.

14.3 LEMA : Sea |*| una noama absoluta y supongamos que exisie
una constante real K tal que para todo (a,b) €S(&*, -1 con a>0,
b>0, y para todo (o,f) €ED(R?, (a,b)) se Lenga :

& o

= K — . Entonces || es La nowma euclidea.
b a

DEMOSTRACION : Empecemos viendo que debe ser K>0. Sean :
(a,b) cS(R%,l-1) con a>0, b>0y («,8) €p(&R?*,(a,b)).Se tiene:

] =aa +B8b<lala + 1BIb<[(lal,I81) 1" l{a,b)] =1

de donde «=0, B=>0. Si fuese a=0 , la hipdtesis del lema nos

daria : «a=8=0 lo que es absurdo, luego ®>0 y K = —g% = (.

Ademds, K=0 =f=0 =a=1 =a=1 para todo (a,b] en nuestras

hipc‘jtesis, lo cual es absurdo, luego K>0. Con ello, el sistema:
B/b = Kafa ; aa +Bb=1

tiene solucidn Gnica en «,8 dada por :

. a Kb
. Y e K PP T TR

I

I
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de modo que todo (a,b)€S(®*,l- ) con a>0,b>0 es punto suave.
Sea ¢ la funcién convexa asociada a |*| por el Lema 4.4. Aplicando

la Proposicién 5.3 ¢ es derivable en ]0,1[ pero ademas, tomando

_1—Z N :
para tel0,1l a Ta b 5T Y comparando las expresiones
de « dadas por (*) y por el Lema 4.7, obtenemos tras sencillas

manipulaciones :

(1—%) ¢(£)
£ —& ! (L) = (telo,1[)
4 ¢ [ 1 —) e R "

Resuelta la ecuacidn diferencial anterior con las condicio-

nes : ¢(0) =¢(1)=1 se obtiene finalmente :

ol2) = ((1—2)2 +£2) /7

como queriamos demostrar.
14.4 PROPOSICION : Sea X un espacio nowmado real y M un sumando de
X que no sea un Lz—éumando, Entonces M permanece invauianie poi

cualquienr operador TeBL(X) con V(T)={0}.

DEMOSTRACION : Sea m la |* |-proyeccidn asociada a M. Razonando
por reduccidén al absurdo, supongamos que T(M)gM , esto es, que
(I—7)Tm #0.

Sea y€X, y#0 con (I—m)Tr(y)#0 ; sean ;=7 (y)F0 e
y = (1—m)Ta(y) = (I—7)T(ys ) .Claramente : w(y ) =y, , 7l ) =0 .

Sean : yj €0(X,y,) , y; €0(X,y,). Tomemos  (a,b) cS(R2,|- |

arbitrario con a>0 , b>0 . Pongamos : Xxi= ayi/llysll
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X, = by /l2ll , u=x3 +x . Claramente : 7(u) =x1, u—7(u) =x2 ,

Hﬁhd”=w1,“u—ﬂhdw=b,gﬁevhﬂuﬂ , Y2 €ED{u—w(u)). Se tiene:
a all y, |l
g, (T=m)Te(u)) =Cgd, (T=m) Tl D = —Cd , (T=m)T(y ) = —2
| ly Il ™ | |y |l
de donde : allg. Efvuuﬂ(u)((T-WJTﬂ(u})
lyq |l
Por otra parte : (Cyf ,7T(u—m(u) ) = Syl ,71T(x2)? =
b Y b
—— ( ! > = =( 4 )
AL Yyi ,mT (Y2 ) T (con 7 yi ,TT(y2 )? )
b
obteniéndose “Z ” EEUﬂ(uJ(WT(u——ﬂ(u)J.
' 2

Todo estid preparado para aplicar el Lema 14.2, en virtud del cual,

para todo (a,8) € D(R?*,(a,b)) se verifica que :

—

ayb  Ballyl

Il [y |l
8

esto es : Tl o can s peEbEy | ¢ |l
0 a Ak

constante que no depende de a,b,x,3 luego por el Lema 14.3 ,
|+ | es la norma euclidea. Ello estd en contradiccidn con la hipo-

tesis de no ser M un Lz-sumando, lo que demuestra la ProposiciOn.

14.5 NOTAS :4) La excepcidn de los LZ-Sumandos en la Proposicidn an-
terior es obligada. En ®? con la norma euclidea, el operador :
T(x,y) =(—y,x) verifica V(T)={0}. & X{0} es un Lz-sumando de

®? no invariante por T.
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i{) La demostracidn de la Proposicidn anterior es periec

tamente valida en el caso complejo. Si se enuncla solamente pard -

D

caso real es porque para X complejo y TEBL(X], se tien
T =10}= T =1

como consecuencia de un importante Teorema de Bohnenblust y Karl:

([13]). Asi el enunciado literal de la ProposiciOn para el caso

complejo carece de contenido. Lo que procede en consecuencia es to-

mar X complejo y ponerse en condiciones de aplicar la Proposicior

al espacio real subyacente X 5, como se hace a continuacidn.

14.6 COROLARIO : Sea X un espacio noamado complefo y M un sumanco
de X que no sea un Lz—éumando. Entonces M permanece Linvarianite

todo operadon T € H(BL(X)).

DEMOSTRACION : Trivialmente M es un sumando del espacio normado It

Xﬁ{, y para la misma norma absoluta. Al ser TEH(BL(X)) se tienc

2 I+t 1 % .

Lim ” ll =0 (Corolario 3.8), lo que a su vez eQ
a = 0 %

a F (

vale a ser U(BL(XS{], {T) = 0} (Teorema 3.6). Aplicando el |

rema 14.4 tenemos AT(M) CM , esto es : T(M] CM,

Merece ya la pena resumir en un solo enunciado 10s resul -
tados obtenidos sobre la estabilidad de los semisumandos por Ope-

radores de rango numérico pequefio, como se anunciaba al principio

! r)‘ll'\.
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del capitulo. Damos un enunciado comodo, que sea valido en un am-

hiente lo mids general posible, alin a costa de perder fuerza en al-

olin caso particular :

(4.7 TEOREMA : Sea X un espacio noamade sobre K y M un semisumando
de X que no Aea un Lz—éumando. Sea TEBL(X) y supongamos que el An-

s

cosion de V(T) en Wes vacio. Entonces M es invariante por T.

™ T A

DEMOSTRACION : Si M es de tipo 1 se aplica el Corolario 12.7.

En otro caso, M es sumando (Teorema 10.6). Si K =®R es
viT) = (A} y V(T —AI1)={0} con lo que basta aplicar la Propo-
sicidén 14.4. Si K =€ , y(T) es un segmento. Se pueden entonces
elegir convenientemente ¢ € ® y N &€ € de manera que se tenga :

ﬁiéiT +N71) € H{BL{X)) . Se aplica entonces el Corolario anterior.

Dualizamos a continuacidén los resultados anteriores para
ohtener 1a estabilidad de los semiideales por la misma clase de ope-
radores que se considera. Basta para ello utilizar el sigulente re-

sultado elemental :

4.8 LEMA : Sea X un espacio nommado, TEBL(X) y M un subespacio
corvado de X. Se tiene :

£) V(BL(X'),TY) = V(BL(X),T)

&) THM®) CM® + T(M) C M.
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(Constiltese la notacidn de 8.1 si fuera preciso).

DEMOSTRACION : £) La aplicacidn T'*'Tt de BL(X) en BL(X') es un
homomorfismo de rango numérico isométrico, con lo que basta aplicar

el Corolario 3.4.

L) Elemental.

14.9 TEOREMA : Sea X un espacio nommado sobre K y M un semiideal
de X que no sea un Lz—ideaﬂ. Sea TEBL(X) y supongamos que V(T)

tiene internion vacto en K, Entonces M es invariante por T.

DEMOSTRACION : Lema 14.8 y Teorema 14.7.

Destacamos para posterior referencia un sencillo corolario

del Teorema 14.7 con el que concluimos esta secciOn.

14.10 COROLARIO : Sea X un espaclo norwmado sobre K , ™ una proyec-
clbn absoluta en X que no sea una Lz-p&ogeaaién y TEBL(X] tal que

V(T) tiene Anteriorn vacio en [K. Entonces =T = Tm.

DEMOSTRACION : Aplicando el Teorema 14.7 se tiene :

T(w(X)) Cw(X) ; T(Kern(m)) C Ker(m) ,

lo que equivale claramente a la conmutacidon de T con 7.
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15, SEMISUMANDOS Y SEMIIDEALES EN ESPACIOS NORMADOS
COMPLEJOS. IR-DETERMINACION.

Con objeto de centrar el problema que tratamos en esta
seccidn, es conveniente comentar los distintos precedentes que exis-
ten en la bibliografia, referentes todos ellos a los casos clasicos.

En elltrabajo de Alfsen y Effros ([3] y [4]) los conceptos
de L-sumando, M-sumando y M-ideal se estudian solamente en el caso
real, y se sugiere ambiguamente ([4],Seccidn 7, Problema 9) la posi-
bilidad de extender los resultados al caso complejo. El primer avan-
ce en esta linea lo da Hirsberg, demostrando ([33], Teorema 1.2 y
Corolario 1.3 ) que los L-sumandos y los M-ideales del espacio real
subyacente a un espacio de Banach complejo, X, son subespacios de X.
Ello justifica el definir, como hace Hirsberg, los L-sumandos y 1los
M-ideales de X como los L-sumandos y M-ideales de X o.Por otra parte,
como se concreta en [1], ello es equivalente a definirlos mediante
10S mismos requerimientos formales que si el espacio fuese real, op-

cidn que se ha tomado en esta memoria desde el principio.

Esta misma opcidn se elige también en [9], y, consecuente-
mente, se enuncia como Teorema que X y XG{ tienen los mismos L-su-
mandos y M-sumandos ([9], Teorema 1.12) y los mismos M-ideales,
([9] ; Proposicion 2.3).
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Demostramos en esta seccidn que la misma afirmacidn es
vialida para |- [-sumandos arbitrarios con la Tnica excepcion de los
Lz—sumandos, para los cuales es falsa como se muestra con un contra-
ejemplo. Tratamos también el caso no lineal obteniendo que las semi-

| - |-proyecciones y los semi-| | -sumandos de Xd{ lo son también
de X. Por Gltimo, dualizamos estos resultados obteniendo que la mis-
ma afirmacidn es valida para semiideales que no sean Lz—ideales.

con ello se da una solucidn definitiva al problema de la relacidn
entre la estructura de un espacio normado complejo y la de su espa-
cio real subyacente. Se pone asi de manifiesto la potencia de las
técnicas desarrolladas en la seccibn anterior, pues, como se vera,
los resultados que aqul se obtienen son consecuencias mis O Menos

directas de dichas técnicas.

15.1 EJEMPLO : Sea X =C€. La funcidon : =(z)] =Re z es una Lz-
proyeccidn en X @ Pero no lo es en X.
Este ejemplo evidente pone de manifiesto la necesidad de

excluir la norma euclidea |+ |, en todos los razonamientos que Siguen.

NOTACION : Durante toda esta seccidn, X sera un espaclo
normado complejo y X o denotarda como siempre el espacio normado

real subyacente a X.
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15, 2°LEMA- 5 Sea > ¢R)= 4% (xeX). Se tiene :

V(BL(Xg), ¢ )= {0}.

DEMOSTRACION : Claramente, para o €& es : [T+agll = (1+a2) /7
de donde : £im Iitedh— 3 = (0 vy basta aplicar el Teorema 5304
& =% ) (84
o 7= (0

5.3 PROPOSICION : Sea M un semisumando (resp. un semidideal) de
Xp que no sea un L%~ sumando (resp. un Lz-ideaﬂl‘ Entonces M es

un subespacio veetorial (complefo) de X.

DEMOSTRACION : Basta probar que : A<M CM , pero ello es consecuen-

cia del Lema anterior y de los Teoremas 14.7 y 14.9 (aplicados a X@) -

5.4 PROPOSICION : Sea |*| una nomma absoluta distinta de La noruna
oucltidea. Las | *l-proyecciones y Los |+ |-sumandos de X codincliden

con Los de XG{'

DEMOSTRACION : Si m es una |- [-proyeccion en X, se tiene, en
vista del Lema 15.2 y del Corolario 14.10 que : w(ix] =4Am(x]) (x€X].

El resto es evidente.

El razonamiento anterior no es valido para una semiproyec-

cién no lineal m, pues el Corolario 14.10 no es aplicable. Empece-

mos resolviendo el problema para semi-L-proyecciones.
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15.5 LEMA : Sea m una semi-L-proyecciln en X@ - Entonces ™ es una

semi-L-proyeceidn en X.

DEMOSTRACION : Sea M =w(X) ; M es un subespacio de X (Proposicidn
15.3), y por la Proposicién 7.8, M es un subespacio de Chebyshev de

Xg » luego M es un subespacio de Chebyshev de X y se aplica la Pro-

posicion 7.9,

15.6 LEMA : Sea M un subconjunto no vacio de X, no reducido al ceio
y tal que : A€ € xeM = AxeM

La definicibn 10.4 perunite asoclar a M dos seminoiumas,
Py Y p‘:{, segln se comsidene M CX o MCXg nespectivamente.

Pues bien, ambas seminormas codnciden.

DEMOSTRACION : Por la Proposicidon 1.6 podemos escribir :
pﬁ(ﬂ = Sup {IRe Cu',x) | ¢ u€S(M), u'€D(X,ul}

El resto es un sencillo ejercicio.

El Lema anterior permitird hablar sin ambiguedad de p,

cuando M sea un subespacio (complejo) de X.

15.7 TEOREMA : Sea |* | wuna noama absofuta distinia de La nornma
ouclidea. Las semi-|* | -proyecciones y Los semi-| - | -sumandos de
X coinciden con Los de XG{‘
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DEMOSTRACION : Sea 7 una semi-|* | -proyeccidn en Xg . Si mes 1li-
neal, se aplica la Proposicidn 15.4 obteniéndose que 7 es una

| + [-proyeccién de X. En otro caso, ™ es de tipo 1 (Teorema 10.6).
Sea M =m(X). Por la Proposicién 15.3, M es un subespacio comple]o
de X, y por el Lema 15.6 : pM=pﬁ . Aplicando ahora el Teorema
10.12, ™ es una semi-L-proyeccidn en Xgpara la norma py- Por el
Lema 15.5, ™ es una semi-L-proyeccidn en X para p,. En particular
T(Ax)=Am(x) (A€ €,xEX) . Asi, m es una semi-|* | -proyec-

cidon en X. El resto es rutinario.

La Gnica dificultad para extender los resultados anteriores
a ideales y semiideales consiste en que si M es un subconjunto de X,
M° tiene distinto sentido segiin se considere M CX o M C X . Esta

dificultad se salva mediante los dos lemas siguientes, de demostra-

cidn 1nmediata.

15.8 LEMA : Considernemos La biyeccidn Lineal Lsométrica @ de (X')g
sobre (Xg)' dada por : ¢(x')=Re (x') (x'E€X"]. Sea M un subes-
pacio complefo de X ; 84 notamos M° y Mg Los anuladores de M con-

tenidos en (X')g o (X! respectivamente, entonces : ¢(M°) =M‘:R.

15.9 LEMA : Sean Vi e Y, dos espacios normados sobre el mismo cueft-

po K, y sea ¢ una biyeccidn Lineal Lsom&tiica de Y1 sobre Ya.
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MCV, es un semi-1|* | ~sumando de Y1 44 y 4680 54 ¢(M) es un

somi-| ¢ | ~sumando de Y. (La norma absoluta |+ | es aqui arbitraria).

15.10 TEOREMA : Sea |-* | una nowma absoluta distinta de La noima

ouckidea. Los semi-|* | -ideales de X coinciden con Los de Xé{.

DEMOSTRACION . Tanto si M es semi-| | -ideal de X como si 1o es de
X, Mes un subespacio complejo de X (Proposicidon 15.3), con 1o
que se puede aplicar a M el Lema 15.8. La tesis del Teorema se ob-

tiene entonces mediante la siguiente serie de equivalencias :

M semi-|*|-ideal de X N (Por definicidn)
M° semi-(1° |&)'—sumando de X" # (Teorema 15.7)
M°  semi-(l*17™)"-sumando de (X') g ¢ (Lemas 15.8 y 15.9)

e semi- (1 | ™)1 -sumando de (Xg)' ® (Por definicidn)
M semi-|°* | -ideal de XG{'

16, CONDICIONES NECESARIAS PARA LA CONMUTACION DE DOS

SEMIPROYECCIONES ABSOLUTAS.

El objetivo de esta seccidn consiste en poner en eviden-
cia las grandes restricciones existentes para la conmutacion de
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dos semiproyecciones absolutas. Estas restricciones han sido ya de-
tectadas por Evans ([27] y [28]) para el caso lineal. Los resulta-
dos que aqui se obtienen, particularizados incluso al caso lineal,
mejoran a los de Evans.

En los casos cliasicos, la conmutacidon ha sido ampliamente
estudiada. Concretamente, Cunningham ([20], Lema 2.2) demostrd que
dos L-proyecciones en .un mismo espacio de Banach siempre canmutan.
Este resultado se extiende facilmente a M-proyecciones ([4]), ¥
Behrends ([5]) demuestra que dos Lp-proyecciones péra p#2 siempre
conmutan, siendo falsa tal afirmacidn para p=2, para lo cual bas-
ta tener en cuenta que las proyecclones ortdgonales de los espacilos
de Hilbert son siempre Lz-proyecciones. Digamos por Gltimo que la
conmutacidon de dos semi-L-proyecciones, qué se demostrarada mas ade-
lante (ver Teorema 18.4), se conoce en ([34] ) aunque no se enuncie
expresamente.

Probamos a continuacidén que dos proyecciones absolutas, des-

cartados los casos triviales de igualdad o complementariedad, solo

pueden conmutar si se hayan incluidas en alguno de los casos ante-

riores.

NOTACION : En lo que sigue, X serd un espacio normado real
o complejo, M y N dos semisumandos no triviales de X cuyas semipro-
yecciones absolutas asociadas seran respectivamente m, y . My
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N' seran los complementos de M y N respectivamente (Definicidn 11.3)

¥ |e IM, | . lN seran las normas absolutas asociadas a My N .

16.1 LEMA : S{ MAN={0} y M' NN' #{0}, se tiene : |° IM & IN.

DEMOSTRACION : Sean x€S(MNN), yeS(M' NN'). Para o, =0, es :

lax +8yll=1my(ex+By) I (T—m) (ax+Byll) Iy

= [ (laxi, 18yI1y= 16,8y

y andlogamente, cambiando M por N :

lax+ B yll =I (oc,ﬁ)IN ,  lo que demuestra el Lema.

16.2 LEMA : S{ MNN' #{0}y M' NN#{0},se tiene : [+l = = lﬁ

DEMOSTRACION : Se toman xES(MNN'), y€S(M' NN) y se tiene facil-

mente : |(0!,ﬁ)|M=[|0t x+6yll=|(6,cr)IN para o, =0.

16.3 TEOREMA : S{ MNN#{0} , MAN'#{0} , M' NN#{0} entonces

existe un p (1<p<e) tal que My N son semi-LP-sumandos .

DEMOSTRACION : En virtud del Lema anterior es : | IM =, | » lﬁ

Aplicando el Teorema 6.4, Yy teniendo en cuenta que las normas cla-
sicas, |+| , son todas conmutativas, bastarad probar que I-IM es

asociativa (ver Definicidn 6.1).
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Sean : x€S(MNN'), y€S(MNN), z€S(M' NN), y o,8,y=0.

Por definicidn de semi- | -° M—proyeccién se tiene :
. !

lax +8y +yzl=1Clax +B 4l , 7)1, =

= 1Cl(B,e)ly ,7) IM= | (] (a,ﬁ)lM,v) IM
y, analogamente :

lax +8 y +y zIl =By +v zl, oe)IN

= 1(a,ll By +vzI) 1 =1 (e, 118,71,

lo que demuestra el Teorema.

16.4 DEFINICION : Si M C N escribiremos : ﬂM-ﬂC..qu . La relacidn
< es un orden en el conjunto de las semiproyecciones absolutas
en X, orden que, en general, no va a ser total. Diremos que Ty Y

- I < ' <
T, Son comparablfes sS1 Ty STy 0 bilen My STy Por 1rM<7rN_

N
- - ol " Q -
se entendera l6gicamente : m ST Y Ty 7 Ty -

16.5 LEMA : Supongamos que MNN'={0} o blen M"NN={0}. SL Ly

conmuta con my entonces . Y m Aon comparables .

DEMOSTRACION : Sea por ejemplo MNN'={0}. Para todo mEM se tie-
ne : m—m, (m) €N y ﬂ'N,(m) =T ﬂM_(m) =1er ﬂN(m) € MNN  luego

m—ﬂN(m)EMﬂN'={0} y m:;rN(m)EM de donde M CN .

16.6 LEMA : Sea my <, Yy Ty Ty =TyTy (Esta segunda con-
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dicion es awtomdtica a partin de La priimera, ver Teorema 20.7 y‘
Nota 20.3). Entonces M y N son semi-LP-sumandos para un mismo p

con |1 me 995

DEMOSTRACION : Se tiene evidentemente : ﬂ'M M = Ty Ty = Ty

Asi, si x€M' es : frrN_(xJ=1rN wM(x) =0 luego M' C N'. Puesto

que MNN=NF{} y M NN'=pM"#*{0} , aplicando el Lema 16.1 se

obtiene : |- IM = | IN—I | y basta probar que |*| es asociati-

va (Teorema 6.4).

Si fuese MNN'={0} se tendria para m&M que :

b

m——ﬂN(m) =m—, er(m] SMNN'= {0} de donde M CN contra la hi-

potesis m _<7rM . Sean entonces : x&€S(N), ySS(MNN'), z€S(M")

N
y o,8,y=0 . Se tiene : wN(;’)’g+7z)=wN WM(,Sg—Pyz) =wN(ﬁg) =0 .

de donde :
tax +8y + vzl =1(e, I8y +yzIl) |, =
= (o, 1B, vI I, = T1Cx, 16,71
Yy, por otra parte : lax 48 y +v2| =] (llax +8y]| ,,')f)lM =
=11 (e, 8) 1,1, =1 (x,8) |,7)] como queriamos demostrar.

16.7 TEOREMA : S = -
/ upongm@ que #EWM Yy que ™y T, = m, . En

Lonces :

£l A=l = |s]

ys
N M L -
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i) Si MNAN# (0}, M y N son semi-LP-sumandos para

un mésmo p (1Sps ),

L) SLomy Ty, +1 y al menos una de eflas es Lineak,

se tiene La misma tesds de LL).

DEMOSTRACION : S1 LTI m, son comparables, la tesis del Teore-
ma es toda ella consecuencia del Lema anterior. En caso contrario,
aplicando el Lema 16.5 se tiene : MNN' # {0} y M' NN F {0}.
{) Se aplica el Lema 16.2
i) Se aplica el Teorema 16.3
{ii) Supongamos por ejemplo que Ty es lineal ; entonces T

e T_m. estdn en las hipdtesis de (). (La condicidn T + oy =
| j |

o N
permite asegurar que Y S I—qu para poder aplicar .i()).

16.8 NOTA : El apartado {if) del Teorema anterior nos da en parti-

cular el resultado que anuncidbamos al principio de esta seccidn.

1a conmutacidén de dos proyecciones absolutas sblo es posible, sal-

vo trivialidad, en los casos clasicos ya conocidos. Este resultado

permite obtener COmo corolarios los resultados de Evans ([27] , TeD~

rema 2.1 y [28]) que afirman lo mismo en condiciones algo mas res-

trictivas.

Ademds, teniendo en cuenta el Teorema completo, la Gnica

posibilidad de conmutacion de dos semiproyecciones absolutas, que
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no responda a los casos clasicos conocidos (de dos semi-Lp—proyec—
ciones para el mismo p), o al caso evidente de igualdad o comple-
mentariedad de las mismas, queda descrita en la siguiente Proposi-
cién. No disponiendo de un ejemplo que responda a esta posibilidad,
pudiera ocurrir que las hipdtesis de la Proposicidon no se presenta-

ran nuncd.

16.9 PROPOSICION : Supongamos que Ty Ty =T, Ty, Ty, F Ty Y
ﬂN_fﬂM_#I . S{ no se cumple que |- lM =% 1 sly & || para al-

gin p con ISpS>°, se tene :
4] My Y Wy Aon no Lineales .
P et o 1 el , _ = , : o
w) ol |M [Ty >y | IM o 11y lenen tipo y cotd
po Lguakes a 1.

L) MCN' , NCM

DEMOSTRACION : 4] Teorema 16.7,44L).
i{) Teorema 16.7,4) junto con el apartado £) de esta pro-

posicidon y el Teorema 10.6.

L) Por el Teorema 16.7,4() se tiene MNN = {0} , pero,
aplicando la conmutaciodn : 'H’N(M) CMNN vy wM(N) C MNN , luego

TTM(N) =1rN(M) = {0} , como se queria.
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17. TEOREMAS OBSTRUCTIVOS. CASO COMPLEJO LINEAL.

i se analizan los resultados de la seccidn 14 conjuntamen-
te con los de la 16, se observa que aparecen afirmaciones que, en
cierto modo, pudieran parecer contradictorias. ConCretamente, el
Corolario 14.10 junto con el Teorema 12.12 nos dicen que en un es-
pacio normado complejo, dos proyecciones absolutas, que no sean a
la vez Lz—proyecciones, siempre conmutan. Por otra parte, la idea
general que se saca de la seccitn 10 es que tal conmutacidn esta
sujeta a muy severas restricciones. Naturalmente, la tinica salida
es que la misma existencia de dos proyecciones absolutas en un es-
pacio normado complejo esta sujeta a muy Severas restricciones.

Las anteriores consideraciones nos introducen de lleno en
el nGcleo de problemas que nos ocuparé de aqui al final de la me-
moria. La pregunta general que se trata de contestar es : ¢ Hasta
qué punto es posible la coexistencia en un mismo espacio normado
de dos semiproyecciones absolutas ? Naturalmente, hay que suponer,
para evitar trivialidades, que se trata de dos semiproyecclones ab-
solutas distintas y que no se trata de dos proyecciones absolutas
complementarias. Por otra parte, la abundancia de Lp-proyecciones
en distintas clases de espacios es de sobra conocida en la litera-
tura ([20], [21], [10]). La pregunta anterior debe concretarse en-

tonces de la siguiente manera : ; Es posible que en un espacilo nor-
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mado existan dos semiproyecciones absolutas distintas, no comple-
mentarias y que no lleven asociada una misma norma clasica 7. Ade-
lantemos que la respuesta a esta pregunta va a ser casl siempre
negativa, por 1o que bautizamos con el nombre de ''Teoremas obstruc-
tivos'' a los distintos resultados que se van a ir obteniendo como
respuesta. Nos ocupamos en esta seccidn del caso en que se respon-
de de manera negativa a la pregunta a plena generalidad, el caso
complejo, lineal (dos proyecciones absolutas). Del caso complejo

no lineal y del caso real, tratara el Capitulo IV.

17.1 TEOREMA : Sea X un espacio noxmado complejo y sean M y N su-
mandos de X, con proyecelones absolutas asocladas my Y my Nes-

pectivamente. SL uno de ellos no es un LZ—Aumando, se tiene :
™™ TN M

DEMOSTRACION : Supongamos por ejemplo que M no es un Lz—sumando.

Por el Teorema 12.12 se tiene T € H(BL(X)) vy basta aplicar el

Corolario 14.10 con T =my Y T Em,.

17.2 NOTA : El1 Teorema anterior engloba (en el caso complejo) todos
los resultados sobre conmutacidn de proyecciones absolutas conoci-
dos hasta la fecha, pues de €l se deduce la conmutacidn de dos LP-

proyecciones cualesquiera en un espacio complejo para 1<p<too,p+#2.
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17.3 TEOREMA : Sea X un espacio noimado compfefo. Sean My N dos

sumandos de X distintos y no complementarios. Entonces My N son

[P sumandos paid un mismo p con I Sp<ss oo,

DEMOSTRACION : Si M y N son LZ*Jumandos no hay nada que demostrar.

En otro caso las proyecciones absolutas asociadas a M y N conmutan,

(Teorema anterior), con lo que basta aplicar el Teorema 16.7.

Destaquemos que el Teorema anterior obstruye incluso la

posibilidad de existencia de dos proyecciones absolutas para la

misma norma, salvo casos triviales, si1 no se trata de una norma

clasica. -:

17.4 COROLARIO : Sea X un espacto nonmado complefo. Sea Mun |- |-

sumando de X y M' su |« " sumando complementario. Si [= | "] =i

]

pana todo p, entonces M y M' son Los dnicos sumandos de X,

DEMOSTRACION : Evidente a partir del Teorema anterior.

17.5 TEOREMA : Sea X un espacio normado complejo. Sean My N dos
idoales distintos de X. Se verifica obLigadamente una de Las s4-

gulentes apirmaclones :

al M es un sumando y N su sumando complementario.

b) M y N son LP-ideales para un mismo p.
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DEMOSTRACION : Sean I*IM y I‘IN'135 normas absolutas asociadas

a M y N respectivamente. Por hipdtesis M° es un | I'IM)'-sumando

y N°un (!"Lﬁ)’-sumando de X'. Si fuese M° = N° seria M = N.

Si M° y N° son 1P-sumandos de X', entonces M y N son I
ideales de X (en que q estd definido por 1/p + 1./~ ] con los

convenios usuales) y por tanto se cumple b).

En otro caso, en vista del Teorema 17.3, M’ y N° son

imagen y nlGcleo de una misma proyeccidn absoluta en X'. Dicha pro-
yeccidon es débil* continua por tener imagen y nicleo débil*cerrados,
esto es, es de la forma wi' en que m es una proyeccion lineal con-
tinua en X. Por la Proposicidn 8.2, m es una proyeccidn absoluta

en X. De wiﬁX') =M vy Kenﬂnt):= N°  se deduce facilmente que :

N=un(X) y M= Ken (m) , luego se cumple a].

- 17.6 NOTA : Los resultados de esta seccidn permiten obtener, como
casos particulares, todos los teoremas de tipo obstructivo conoci-

dos hasta la fecha para el caso complejo. En efecto :

Si X es un espacio normado complejo, aplicando el Teorema
17.3 obtenemos :
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1
" X no puede admitir a la vez un Lp-sumandO'y un LP-suman-
do, no triviales con p#p'." “([5], Teoremas 3.2, 3.5 y 4.2 ; ver

también [9], Teoremas 1.12 y 6.2 ).

La versidn compleja de la Proposicidén 2.4 de [9] queda tam-

bién englobada por nuestro Teorema 17.5.
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18. CARACTER HEREDITARIO DE LOS SEMISUMANDOS.
CONMUTACION DE LAS SEMI-L-PROYECCIONES.

18.1 DEFINICION : Sea X un espacio normado real o complejo y M
un subespacio de X. Diremos que M es hereditario si verifica que:

XEX , yem
= XxEM
Iyl =1xll + ly—xI|

El concepto de subespacio (en general, cono) hereditario
se introduce en [3] donde se demuestra que los L-sumandos son sub-
espacios hereditarios. En [34] se demuestra que también lo son 1os
semi-L-sumandos. Generalizamos dichos resultados mostrando que el

caracter hereditario es caracteristico de los semisumandos de tipo

1Ty 2.

18.2 PROPOSICION : Sea X un espacio normado real o complesfo y sea
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U wn semisumando de X. Las siguientes afinmaciones son equivalen-

tes L) Mes de tipo 1 0 Z.

i) M es un subespacio hereditario de X.

DEMOSTRACION : £) =.44) Sean yEM , x€X con fyll = lxI+ly—xl
y sea 7 la semi-|* | -proyeccidn asociada a M. Se tiene :
Lyl =1l (x)l, Tx—m (x) DT+ T Aly—m Ol Ex—a (x) DT =
= o (x)l + ly—=(x)ll = llyll , de donde :
e ()l =1 Cllw () = (x) 1D |

Por hipbtesis, |+.| tiene tipo 1 o 2 y por tanto tiene la
propiedad de crecimiento estricto en la segunda variable (Propo-

sicién 5.5), de donde llx—w(x)ll=0 y x€M como queriamos.
i) = 4) Si |-l fuese de tipo 3, aplicando la Proposicidn

5.5 existiria a>0 con |(l,a)l=1 . Sean y€S(M), z€S(X]

con w(z)=0 y sea x=1/2(y +az) . Se tiene :

Il =1/2 1(1,2)1=1/2 y ly—xl =172 (y—ez)ll = 1/21(1,2)1=1/2.

Por ser M hereditario xE€M de donde z€M,lo cual es absurdo.

18.3 COROLARIO : Sea M un semisumando de X de £ipo 1 0 2 y sea w

una semi-L-proyeceidn en X. Se tiene : w(M) © M.

DEMOSTRACION : Para x€M se tiene : |l x|l =7 (x)Il +llx—7 ()]
y por ser M hereditario, = (x)EM.
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Pasamos ahora a demostrar la conmutacidn de las semi-L-pro-

yecciones, esencialmente conocida en [34].

18.4 TEOREMA : Sea X un espacio normado heal o complefo y sean

M -, M2 dos semi-L-sumandos de X con semi-L-proyecciones asocladas

T Y Ty Entonces My N M, es un semi-L-sumando de X cuya semi-L-

proyeceldn asoclada es : WMy = TMyMy

DEMOSTRACION : Sean x€X y m&M, N M, . Por el Corolario 18.3,
T, T (X) €EMy -.de donde :

lx—mamy ()l =llmy (x) —mpmy (x)I] +lx—my (x]1

Asi : llx—mll = llmy (x) —mll+lx—m (x)1] =
= llmymy (x) —mll + llmy (x) —momy (X)] +Hllx—mq (x| =
= limymy (x) —mll+lx—mmy (x)1l.

De 1a expresién anterior se deduce facilmente que M; N M,
es un subespacio de Chebyshev de X cuya aplicacidn que materializa
distancias es m,m; . Si cambiamos los papeles de M; y M, obtene-
mos : ﬂ1ﬂ2==ﬂ2ﬁ1.IP0T il1timo, tomando en la misma expresion m=/{(
tenemos : Hxi{==nﬂgw1(xJH-*Hx—-ﬂzﬂl(x)H (x€X) , con lo que

aplicando la Proposicidén 7.9, m,m; es una semi-L-proyeccion.
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19, PROPIEDADES DE INTERSECCION DE LOS SEMISUMANDOS

Analizamos en esta seccidén la incidencia de la hipOtesis
de que dos semisumandos de un espacio normado tengan interseccidn
no nula. Como se verd,esta hipdtesis impone serias restricciones
a las normas absolutas asociadas a dichos semisumandos, de forma
que la situacidn mas usual para dos semisumandos es que tengan in-
terseccidn cero. Este hecho se utilizarid mas adelante para obtener

fuertes teoremas de tipo obstructivo.

19.1 NOTACION : Durante toda la presente seccidon, M y N seran dos
semisumandos distintos de un espacio normado real o complejo X,con
semiproyecciones absolutas asociadas T Y Ty respectivamente.
Por Y, mnotaremos al espacio de rango numérico (Gi?,PIM,(T,O))

y andlogamente se define V. Cuando quiera que MNN # {0} , nota-
remos simplemente por p a la seminorma Py de la Definicidn

10.4.

19.2 LEMA : Sea MNN # {0}. Se tiene :

L) plX) =lxll para xEMNN,

i) plx) = plmy(x)) + n(Y) lxe—my(x)ll =
= plmy(x)) + plx—m(x)) (x€X)

An@ﬂogo enunclado cambiando T VM por. my , VN .
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DEMOSTRACION : £) Evidente.
i) Sea u€S(MNN) ; aplicando el Corolario 10.2, en el espacio
de rango numérico (X,u) se tiene :

vix) = U(WM(xJ) ;% n(VM) Hx—?rM(xJII (x € X)

Al tomar supremo moviendo u en S(MNN) se obtiene 1a prime-
ra igualdad. En particular, cambiando x por x—ﬂM(x) se tiene :

p(x—?TM(x)] =n(¥y) Ix—m (x)Il de donde la segunda igualdad.

19.3 LEMA : Sean M y N de £tipo T y MON # {0}. Entonces M y N son

semi- L-sumandos .

0\
DEMOSTRACION : Aplicando la Proposicidon 5.3 se tiene : PL'[VM] >0

y n[VN) > 0. Si p(x)=0 , aplicando elx Lema anterior tenemos:
x.=7rM(x) =1rN(x) SMNAN y por la parte £) del mismo Lema x=10
luego p es una norma. Nuevamente aplicando el Lema, M y N son
semi-L-sumandos para la norma p, con lo que aplicando el Teorema
18.4 Ty ™ = Ty Ty El Teorema 16.7 L{) nos dice que M y N
son semi-LP-sumandos para un mismo p, pero debe ser p = 1 si que-

remos que M y N tengan tipo 1.

19.4 COROLARIO : Sean P y Q dos semiideales distintos de X, de co-

Tpo 3. SL P+Q no es denso en X, entonces Py Q son semi-M-Lideales.
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DEMOSTRACION : P° y Q° son semisumandos distintos de X', de tipo
1 (Proposicidn 5.6). Ademas al ser P+0Q no denso en X se tilene
P°NQ° # {0} con lo que basta aplicar el Lema 19: 3.

Las hipdtesis del Lema 19.3 se van a 1ir debilitando paso a
paso en lo que sigue. Cada uno de 1os resultados que se van obte-
niendo precisa del anterior, y de ahi que se enuncien escalonada-

mente, confluyendo al final de la seccidn en un Teorema de maxima

generalidad que los engloba a todos.

19.5 LEMA : Sea M de tipo 1 y N de tipo 2 o 3. SL MNN #+ {0}, en-

tonces N' CM . (N' denota como siemphe el complemento de N).

DEMOSTRACION : Se tiene n(VM]>0 y n(VN) =0 (Proposicidn 5. 3),
con 1o que aplicando el Lema 19.Z tenemos para *EN!
plx) = n(¥y) ixll=0 vy por otra parte :

0=plx) =p(7rM(x)) ik n(VM) le—er(x)ll de donde x = 'n'M(x) e M.

19.6 LEMA : Sea M de £ipo 1 y MNN #* {0}. Entonces M y N son 5 emd-

L-sumandos .

DEMOSTRACION : Si N es de tipo 1, se aplica el Lema 19.3. En otro
caso 1legaremos a una contradiccidon. En efecto, V es un sumando
(Teorema 10.6) y por tanto N' es un sumando que por el Lema 19.5

esti contenido en M; en particular MNN' # {0}. Si N' fuese de
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tipo distinto de 1, aplicando otra vez el Lema 19.5 se tendria
NCMy M=X, absurdo. Luego N' es de tipo 1. Aplicando el Lema

19.3 a My N' , obtenemos que N' es un L-sumando, y por tanto tam-

bién lo es N, lo cual es una contradiccion.

19.7 COROLARIO : Sean P y Q dos semiideales distintos de X. SL P

es de cotipo 3 y P+Q no es denso en X, entonces Py Q son dos

semi-M-ALdeales .

DEMOSTRACION : Andloga a la del Corolario 19.4 utilizando el Lema

19.6 en lugar del 19.3.

19.8 LEMA : Supongamos que fanto M como N son de £()0 distinto de

] y que M NN+ {0}, Entonces M' +N' no es denso en X.

DEMOSTRACION : Se tiene ahora n(VM]==n(VNi==0 (Proposicidn 5.3).
Aplicando el Lema 19.2, la seminorma [ se anula en M' y en N,

luego se anula en su suma y, por continuidad,en el cierre de su
suma. Al ser MNN # {0} la seminorma p no puede ser idénticamen-

te nula, lo que demuestra el Lema.

19.9 LEMA : Sea M de tipo 3 y MNN ¥+ {0} . Entonces M y N son dos

M-sumandos .
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DEMOSTRACION : Si N fuese de tip0‘1, aplicando el Lema 19.6 ,

My N serian semi-L-sumandos contra la hipdtesis de ser M de tipo 3.
Se tiene por tanto que M y N son sumandos (Teorema 10.6), luego M’

y N' son sumandos de X, en particular ideales (Corolario 8.4). Da-
do que M' es de cotipo 3 y que por el Lema 19.8 M' +N' no es den-
so en X, estamos en condiciones de aplicar el Corolario 19.7 obte-
niendo que M' y N' son M-ideales. Con ello la norma absoluta aso-
ciada a M' y N' no puede ser otra que |*|. (Corolario 11.2). Re-

sulta por tanto que M', N' son M-sumandos, luego también lo son

My N.

Todos los resultados de la seccidn pueden ahora englobarse

de la siguiente manera :

19.10 TEOREMA : Sea X un espacio nomado rneal o complejo. Sean M
y N dos semisumandos distintos de X y supongamos que MON 7= {0},
Se vernifica entonces una de Las sdgulentes agirmaciones :
L) My N son semi-L-sumandos.
L) My N son M-sumandos .

i) My N son de Zipo 2.

DEMOSTRACION : Si uno de ellos es de tipo 1 se aplica el Lema 19.6
obteniéndose £). Si uno de ellos es de tipo 3 se aplica el Lema

19.9 obteniéndose 4(). En otro caso se verifica (L.
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19.11 COROLARIO : Sean P y Q dos semiideales distintos de X y su-
pongamos que P+Q no es denso en X. Se verigica una de Las sigulen-
fes agLumaciones :
L) Py Q son semi-M-Adeales.
AL) Py Q son L-Aideales.

AL) Py Q son de cotipo 2.

DEMOSTRACION : Basta aplicar el Teorema anterior tomando :
M=P° y N=20Q° El ser P+#Q implica que M #* N mientras de

la condicidn de suma no densa permite asegurar que MNN = {0},

19.12 PROBLEMA : Seria deseable sustituir la afirmacidn £i¢) del
Teorema 19.10 por 1la de ser M y N LP-sumandos para un mismo p. Con
ello se obtendria que la interseccidon de dos semisumandos distin-

tos siempre es cero salvo que se trate de dos semi -LP-sumandos

para un mismo p con 1Sp< <,

20. SEMIPROYECCIONES ABSOLUTAS COMPARABLES. TEOREMAS
OBSTRUCTIVOS : CASO COMPLEJO GENERAL.

Las propiedades de interseccidn de los semisumandos,
obtenidas en la seccidn anterior, permiten perfeccionar los teore-

mas obstructivos para el caso complejo de la seccidn 17, englobando
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el caso no lineal, y a ello dedicamos esta seccidon. Estudiamos pre-
viamente la comparabilidad de dos semiproyecciones absolutas dis-

tintas, obteniendo que ésta sdlo es posible si se trata de dos se-

mi-LP-proyecciones para un mismo p (1<p< ),

20.1 PROPOSICION : Sean M y N dos semiswnandos arbitrharios de un
espaclo nowumado real o complejo X y sean Ty Y Ty Las semiproyec-
ciones absolutas asociadas a M y N rnespectivamente. SL T Ty = 0,

se tiene también : Ty Ty = 0.

DEMOSTRACION : Supongamos por reduccidn al absurdo que : 7, ?rM?EO

y sea entonces m&M con m(m] #0 . Notemos como siempre | ° IM

y l'IN las normas absolutas asociadas a My N . Se tiene :

Imll = 1 Cllm (m) Il llm—r (m) 1) 1 >

= |lm-—-7TN(m)|| =[ (llmll ,II?TN(m)II) |M = |mll ,
donde se ha aplicado que : o ﬂN(m] = (. Obtenemos asi :
IIm—?TN(m)II =| (II?TN(m)ll,Ilm——WN(m)ll) IN y Almll =1(limll ,II?TN(m)Il) |M

Por la primera igualdad (= (m)ll = 0), M IN no posee cre-
cimiento estricto en la primera variable y por tanto tiene cotipo
3 (Proposicidn 5.5 aplicada a | ° - ). Analogamente, de la segunda
igualdad obtenemos que Ty €S de tipo 3 y por tanto es lineal

(Teorema 10.6), con lo que I—m, es una proyeccidn absoluta de
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de cotipo 3. Sea como siempre M' = (I-—wM) (X) .

Por ser LY wN‘—:O tenemos N CM' vy en particular :
M' NN # {0}. S1 tenemos en cuenta que las semi-L-proyecciones con-
mutan al igual que las M-proyecciones, al aplicar el Teorema 19.10
a M y N no queda mas salida que ser ambos de tipo 2, y en par-
ticular LY también es lineal (Teorema 10.6). Se tiene asi que
M'" v N son sumandos de tipo 2 y cotipo 3, luego por el Corolario
8.4 1deales de tipo 2 y cotipo 3. Dado que la suma de ambos no es
densa ( M'"+N=M" ), estamos en condiciones de aplicar el Co-
rolario 19.4, obteniendo que ambos son M-ideales, lo cual es ab-

surdo, pues ambos eran de tipo 2.

20.2 TEOREMA : Sea X un espacio normado real o compleso y M y N
dos semisumandos de X en La situacién M CN , M#*N. Se fiene :
L) Las semiproyecciones absolutas asociadas a M y N conmutan.

L) My N son semi-L"-sumandos para un mismo p con 1Sp<S o,

DEMOSTRACION : En vista del Lema 16.6, basta probar 4.
Por ser MNN =M # {0} podemos aplicar el Teorema 19.10
obteniendo una de las siguientes posibilidades :
a) My N son semi-L-sumandos y se aplica el Teorema 18.4.
b) M y N son M-sumandos y aplicamos el hecho conocido de

que las M-proyecciones conmutan.
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c) My N son de tipo 2, con lo que Ty Y Ty son lineales y
en particular I-—WN €S una proyeccidon absoluta.
C = — ==
De M €N tenemos Wy Ty = @y esto es (.1 1rN) LY 0
y aplicando la Proposicidn anterior : ﬂM(I-EWN]== 0 de donde :

Ty =™y Ty  Como queriamos.

20.3 NOTA : Obsérvese que el Teorema anterior afirma la misma te-
sis del Lema 16.6 pero sin la hipdtesis de conmutacién que se ob-
tlene también como tesis. Notese.también que de camino se ha de- |
mostrado la conmutacidn de dos Lz-proyecciones compérables, hecho

que no parece ser conocido.,

20.4 COROLARIO : Sean P y Q dos semiideales en un espacto normado
neal o complejo, X, en La situacién : P CQ , P+ Q. Entonces P

y Q son semi-L"-ideales para un mismo p con 1 Sp<s oo,

DEMOSTRACION : M =Q° y N = P° estdn en condiciones de serles

aplicado el Teorema 20.2.

Pasamos ya a obtener nuevos teoremas obstructivos en el ca-
SO complejo, pero abarcando ya el caso no lineal. Estudiamos pre-
viamente la posible coexistencia de un semisumando con un sumando :
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20.5 PROPOSICION : Sea X un espaclc noamado complefo, M un semi-
sumando de X que no sea un sumando y N un sumando de X. Entonces

M es un semi-L-sumando y N es un L-sumando.

DEMOSTRACION : M es de tipo 1 (Teorema 10.6), con lo que si
MNAN # {0} basta aplicar el Teorema 19.70. Sea entonces MNN={0}
y sean m,, m, las semiproyecciones absolutas asociadas a M y N

respectivamente. Por el Teorema 12.12 =, ,€H(BL(X)) vy por el

N
Teorema 14.7 seltiene : WN[MJ C M. Asi, wN[MJ CMNN = {0},
y aplicando el Teorema 20.2 a M y a Ken(ﬂN) se tiene que M y

N son semi-LP-sumandos para un mismo p. Dado que M es de tipo 1

se debera tener p=1, lo que demuestra la Proposicidn.

20.6 TEOREMA : Sea X un espacio normado complejo y M y N dos semi-
sumandos de X, distintos y no complementarios. Si al menos uno de

ellos es un sumando, entonces M y N son semi-LP-sumandos pasa un

mismo p con 1Sp<s oo,

DEMOSTRACION : Supongamos por ejemplo que N es un sumando. Si M
no es sumando se aplica la Proposicidn anterior. En otro caso esta-

mos en condiciones de aplicar el Teorema 17.3.

En vista del Teorema anterior, la Gnica posibilidad de
coexistencia de dos semisumandos en un espacio normado complejo,
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que no responda a 1los casos cldsicos (dos semi-LP-sumandos para
un mismo p), 0 a los casos triviales de igualdad o complementarie-
dad, se describe en la siguiente Proposicidn, enteramente analoga
a la Proposicidn 16.9; por 1o que pudiera ocurrir igualmente que
sus hipdotesis no se presenten nunca. La Gnica diferencia con la
citada Proposicidn estriba en que se suprime la hipdtesis de con-

mutacidn mientras se exige que el espacio X sea complejo.

20.7 PROPOSICION : Sea X un espacio nowmado complefo. Sean M y
N dos semisumandos de X con semiproyecciones absolutas asociadas
Ty Y Ty » Y nomas absolutas asociadas =y v I'IN , Aespecti-
vamente. Supongamos que M y N son distintos y no complementarios.
SL no se verdfica que | uly = 1 L= I'Ip para algdn p con
IsSp<s o, se Liene :
A) Ty Y Ty A0n no Lineales .
L) M< Kealmy) gy N < Kenfm).
el Lo ly= 10y g 11y, [+l tienen tipo y cotipo 1.

DEMOSTRACION -: .{) Se deduce del Teorema 20.6.

£{) Aplicando el Teorema 12.12 : W(wMJ =W(m,) =10,11,
de donde, puestO'ﬁue My N son de tipo 1, aplicando el Teorema
12.4 obtenemos : ﬂN(M)CZMrWN y ﬂM(N) CMNN . Si fuese
MNAN # {0} , por el Teorema 19.10 M y N serian semi-L-sumandos
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contra la hipdtesis luego : WN(M)==wM(N) ={0} como queriamos.
L) Por.ser MON.=M=+*={0} v M NON=N=#={0} , el

Lema 16.2 nos da I'IM.== ['Iﬁ y el resto es ya evidente.

Damos aquil por terminado el estudio de Teoremas obstructi-
vos en lo que a espacios complejos se refiere. A excepcidn de la
laguna descrita en la Proposicidn anterior, la solucidn dada es
completamente definitiva. NOtese una vez mas que para sumandos
la respuesta dada es definitiva, pues las posibilidades que deja
ablertas el Teorema 17.3 son facilmente ejemplificables. Cuando
se admite el caso no lineal como se hace en esta seccidn aparecen
mayores dificultades.

Es obligado comentar que in£1u$o la existencia en un espa-
cio normado complejo de un semisumando que no sea sumando es dudo-
sa. Se observarad que en toda la memoria no aparece un tal ejemplo,
y ello se debe simplemente a que no se conoce. Concretamente, pa-

rece viable la siguiente conjetura :

20.8 PROBLEMA : { Es todo semisumando en un,espacio normado com-
plejo automaticamente un sumando ? En vista del Teorema 10.12,

la pregunta anterior se contestaria afirmativamente con sd10 pro-
bar que todo semi-L-sumando en un espacio normado complejo fuese

un auténtico L-sumando. Hemos consultado esta cuestion con el Prof.
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A. Lima, autor como se recordarid,del concepto de semi-L-sumando,
que nos comunicd que el problema anterior estad abierto y que €l

mismo esta vivamente interesado en su solucion.

En vista de los comentarios anteriores puede parecer que
el estudio de semipréyecciones no lineales en el caso complejo es
un tanto peligroso, dado que las hipdtesis de dicho estudio pue-
den ser vacias. No obstante, en tanto el problema anterior perma-
nezca abierto, estad justificado tal estudio, entre otras razones
porque este podria ser el camino para conseguir una respuesta al

problema.

21, TEOREMAS OBSTRUCTIVOS : CASO REAL

Como punto de partida para el estudio que se realiza
en esta seccidon es obligado citar el siguiente Teorema, debido a

E. Behrends :
21.1 TEOREMA : ([9], Teorema 1.13). Sea X un espacio de Banach.

L) Si X es complejo, X no puede adnitin a £a vez un L-suman-

do y un M-swnando.

i) Si X es neal y no es Lsométhicamente Ls50morpo a

(R?, |+ |w), e tiene La misma tesdis de L).

166



TECNICAS DE RANGO NUMERICO Y ESTRUCTURA EN ESPACIOS NORMADOS

Como ya se comentd oportunamente, la parte ) del Teorema

anterior queda ampliamente englobada por nuestros resultados de 1las

secciones 17 y 20. Nos centramos ahora sobre la afirmacidon AA).
Salta a la vista en primer lugar que la laguna que deja el
Teorema es obligada, en (®*,[:l-) , & X 0 es un M-sumando y
@ (1,7). es un L-sumando. Puesto que vamos en busca de extender y
generalizar el Teorema anterior, conviene poner de manifiesto que
la situacidn excepcional recién descrita no es mas que un ejemplo

de una situacidén mas general que describimos a continuacidn :

21.2 EJEMPLO : Sean || y [|-I|* dos normas absolutas, y suponga-
mos que existe una biyeccidn lineal f de ®&* sobre si mismo que
aplica S(®?, [-|) sobre S(&*, |<[*) . Sea X el espacio normado
(Glé;l' |'). Claramente ® (7,0) es un |*[-sumando de X. Por otra
parte, aplicando el Lema 15.9 es facil comprobar que (Rf"l(l,OJ

es un |- [*-sumando de X. Las hipStesis hechas sobre =1 .9 1=]#

Se presentan en numerosos casos particulares (ver [27], Definicidn

El ejemplo anterior avisa de que,al estudiar teoremas obs-

tructivos para el caso real, el objetivo no debe ser demostrar que

la coexistencia de dos semisumandos (salvados los casos triviales
y los cldsicos) es imposible, sino, mds bien, que tal coexistencia

solo es posible en dimensidn 2, como ocurre en el Teorema Z21.1.

|
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La siguiente definicidn tiene por objeto aislar la propie-
dad de los semisumandos de tipo 1 que va a jugar un papel esencial

en los proximos razonamientos.

21.3 DEFINICION : Sea X un espacio normado, para x,yeX , y #0 ,
diremos que x es completamente ontogonal a y, y escribiremos :
xLly siy sdlo si se tiene : v(y/llyll,x) =20 , en que el primer
miembro denota el radio numérico de x en el espacio de rango numé-
rico (X,y/llyll )

Diremos que un subespacio M de X , M # {0}, posee La pro-
piedad 1 si todo vector de X que sea completamente ortogonal a

un vector de M pertenece a M:

{ XEX, yEM , y#0, xLy } = xEM .

El siguiente enunciado describe el comportamiento de 1os
semisumandos con respecto a la relacidon de completa ortogonalidad

y caracteriza los subespacios con la propiedad 1 que nos interesan.

21.4 : PROPOSICION : Sea X un espacio nomwmado, u€ S(X) y M un se-
misumando de X con semiproyeceldn absoluta asociada w. Se Liene :
L) Ku Ziene La propiedad L 54 y 5680 54 w es un verntice

de B(X).

LY. Se:M-es de Lepo .2 0.3
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Kern(m) = {x€X : x1ly para todo y€S(M)}.

L) M tiene La propledad L 54 y 56080 54 es de Zipo 1.

DEMOSTRACION : () Sea u vértice y xlAu con A€EK, A#(0. Por la
Proposicién 1.3, xLu , esto es v(u,x) =0 7y por ser u vértice
x=0€Ku . A la inversa, si [Ku tiene la propiedad L y
u(u,x)=}0 , se tendra x=Au con AEK , pero Aulu fuerza
claramente A=(0 , luego x=0 Yy u es vértice de B(X).

{{) Basta aplicar el Teorema 10.6 teniendo en cuenta que,
evidentemente, pM(x]=0 < xlu para todo u€ES(M).

ii{) Notando VY al espacio de rangoc numérico (tR’;I o | (1:0))
y aplicando el Corolario 10.2Z2 se tiene para u€S(M)

viu,x) = viu,m(x)) +nlY) lx—=(x)ll (v X
Ademés, n(y)'>o si y sblo si M es de tipo 1 (Proposicidn 5.3).
Sea M dé tipo 1, x€X , y€M , y#0 con xl y . Tomando u=y/llyll
es v(u,x)=0 Iluego n(Y) lx—7(x)ll =0 y x=w(x)JEM , con lo
que M tiene la propiedad Ll. A la inversa, si M tiene la propiedad

L vy fuese de tipo 2 o 3, se tendria por 4): Ken(m) CM , absurdo.

El siguiente Lema es, probablemente, conocido. A falta de

una referencia apropiada, improvisamos su demostraciodn.

21.5 LEMA : Sea X un espacio noumado real bidimensional. EL con-
funto de Los véntices de B(X) es numerable.
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DEMOSTRACION : Sean Xo,4 €S(X), linealmente independientes. To-

do vector Xx€S(X) salvo Yo se expresa de manera linica en la for-

ma : x =07 A o con AER,
1Xg + A tpl
Sea X vértice de B(X) ; considerando el espacio de rango

numérico (X,x) , todo vector ye&X tal que V(y) sea unitario
es un miltiplo escalar de x . En particular tomando X ¥y, ,
V{4o) no es unitario, esto es : Min V(y,) < Mdx V({yy) , o bien,

aplicando el Teorema 3.6 :

2o Ix + oy Il —1 2im Ix +oyll —T
o = () & @ - 0 &

: : ol B Xot A Yo B

Haciendo la sustitucidn : x = y t=XtallXo + A%l
Ixg +Ayoll

obtenemos :
- [x, + £ yll —llxg + A gl - s + & s 1} <l + K gyl
,t_})\—  — A »t—%)\"" |  — A
de donde la funcidn : f (%) =% + £ Y%l (£ €®) no es deriva-

ble en A. Dado que evidentemente f es convexa, la ley : x = A

aplica inyectivamente el conjunto de vértices de B(X), salvo,

eventualmente, el vértice ¢o , en el conjunto de puntos de no de-
rivabilidad de una funcidn convexa, que, como se sabe, es, a lo su-

mo, numerable.

El siguiente resultado es basico para el desarrollo poste-
rlor:-
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21.6 LEMA : Sea X un espacio normado real, M un subespacio no nu-
Lo de X que posea La wropledad 1 y 7 una proyeceidn absoluta en
X. Supongamos que MNT(X) = {0} y que MNKer(m) = {0}. Entonces

M= &u en que u es un vérntice de B(X].

DEMOSTRACION : Sea UEM ; si w(u) =0 se tiene

weMNKen(w) = {0}, luego la restriccidon de m a M es inyectiva.
Sea wE€S(M) ; vamos a probar que x=7(u)/ll7(uw)l es vértice
de B(m(X)) . Ello equivale evidentemente a probar que :

gl & -don. geETX) = =0
Pues bien, u—m(u)#0 pues MN@(X) = {0} , con lo que, tenien-
do en cuenta que y—m(y) =0 , de yl x obtenemos :
m(y) Lmu) , y—m(y)l u—m(u). Para aplicar el Corolario 13.3,
tengamos en cuenta que con la notacidn del mismo Se tiene :
Vw(ul (m(y)) = {0} vy Vu—':r(u) (y—m(y)) ={0} , luego por dicho
Corolario es Uu(g)={0} o sea ylu . Por la propiedad 1

yEMNm(X) = {0} como queriamos.

Supongamos por reduccidn al absurdo que M no es unidimensio-

nal y sea Mo subespacio bidimensional de M. La aplicacidn :

w—=m(w)/lr(w)ll es entonces una biyeccidon de S(Mo) sobre
S(m(Mo)) . Por la primera parte de la demostracidn todo punto de
S(m(Me)) es vértice de B(w(X)) vy en particular de B(w(Mo))

Como w(My) es bidimensional, aplicando el Lema anterior obtene-
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mos que S(w(My)) es numerable, lo cual es absurdo. Obtenemos por
tanto que M es unidimensional, con lo que basta aplicar la Propo-

sicidn 21.4,4) para concluir la demostracion.

La fuerza del Lema anterior se pone de manifiesto en el si-
guiente resultado, que muestra que la coexistencia de un semisu-
mando de tipo 1 con un sumando, salvados los casos triviales y los

clasicos, fuerza al primero a ser unidimensional.

21.7 TEOREMA : Sea X un espacio normado real, M un semisumando de
Lipo 1 de X y ™ una proyeccidn absoluta en X. Supongamos que
M#Fm(X) , M#FKern(r) y que M y ™ no son simultdneamente un 4emi-
L-sumando y una L—p&oyeccﬁdn. Entonces M =8u en que u es un

véntice de B(X).

DEMOSTRACION : Por la Proposicidn 21.4,.4{) M tiene la propiedad
1l . Si fuese MN#@(X) # {0} o MNKea(m) #* {0} , aplicando el
Teorema 19.10 con N =#(X) o N = Ken(w) , M seria un semi-L-su

mando y # una L-proyeccidn, contra la hipdtesis. Basta entonces

aplicar el Lema 21.6.

El Teorema anterior permite hacer un analisis completo del
Teorema 21.1, manteniendo por ahora las normas [*l;  y [l
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pefo cambiando "L-sumando'' por ''semi-L-sumando' y WMésﬁmando”‘por

'M-ideal'. La segunda debilitacidn la hace ya Behrends ([9], Pro-

posiciénj2.4), pero la primera obliga a considerar una amplia gama
de ejemplos de coexistencia de un semi-L-sumando con un M-ideal,

e 1ncluso con un M-sumando :

En el ejemplo 10.10 se mostrd que en 6%é con la norma del
maximo existe un semi-L-sumando , & (7,7,7) , pero es evidente
que &(7,0,0) es un M-sumando. Este ejemplo es caso particular de
la siguiente situacidn :

Sea K un subconjunto.convexo y compacto, no vacio, de un es-
pacio localmente convexo de Hausdorff, (lo que en adelante se abre-
viara diciendo que K es un confunto convexo compacto ). Considere-
mos el espacio A(K) de las funciones reales afines y continuas

en K, espacio de Banach para la norma uniforme.

Resultados de Alfsen y Andersen ([2]) y de Perdrizet ([40])
han permitido caracterizar los M-ideales de A(K) como los subes-
pacios de la forma : {4€A(K) : 4(F) = {0} } en que F es una cara
directa cerrada de K (ver [1] ). Una cara F de K se llama directa
s1 existe otra cara F' verificando que : K =co (FUF') , ( co de-
nota envolvente convexa), y que :

Mg +(1T—=Nx{ = M +(1—=A)x3  con x1,x, €F , x{,x3 EF' vy
0<A<] 1implica X1 =Xg , X{ =X5 - (El_témino ‘cara directa"
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es traduccidn literal del francés : '"'face directe' utilizado en
[40], que a su vez corresponde al inglés '"'split face' que aparece
en [2]).

Por otra parte, Lima ([34], Corolario 7.4) ha demostrado
que ®u en que wu es la funcidén constantemente igual a 1 en K,
es un semi-L-sumando de A(K). Resulta por tanto que si el convexo
compacto K en cuestidn admite una cara directa cerrada,en A(K) exis-
ten un semi-L-sumando y un M-ideal. El ejemplo 10.70 es caso par-
ticular de la situacidn anterior, concretamente, el caso en que K
es un triangulo.

Nuestro proximo Teorema demuestra que la situacidn anterior
es la tnica posible de coexistencia de un semi-L-sumando y un M-
ideal, 1o que constituye un andlisis no lineal definitivo del Teo-

rema 21.1, manteniendo las normas absolutas que en &l aparecen.

21.8 TEOREMA : Sea X un espacio de Banach neaf, M un semi-L-suman-
do de X y N un M-Adeal de X. Existe un conjunto convexo compacto

K, una cara dinecta ceruada F de K y una biyeceidn Lineal Lsomeitndi-
ca f de X sobne A(K), tal que f(M) = &u en que u es La guncidn
constantemente Lgual a 1 en K, y f(N) = {§€A(K) ¢+ ¢(F) = {0} }.

DEMOSTRACION : Sea X" el bidual de X ; N°° es un M-sumando de X",
y por un Teorema de Lima ([34], Teorema 6.14 , este resultado se
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comentd a propdsito del Corolario 8.4), M°° es un semi-L-sumando
de X". Aplicando el Teorema 21.7 a M°° y a la proyeccidn abso-
luta asociada a N°° , obtenemos que M°° , y por tanto M , es uni-
dimensional. Aplicando la Proposicidn 21.4 tenemos M = ®Rxo en
que xo es un vértice de B(X) , y por la Proposicion 1.5, Xo
es pﬁnto extremo~- de B(X]).
Estamos ahora en condiciones de aplicar el Corolario 7.4 de
[34] en su afirmacidn 44{) = 4{) obteniendo la existencia de un
conjunto convexo compacto K y una biyeccidn lineal isométrica f
de X sobre A(K) que verifica : f(xo)=u y por tanto : f (M) = &u.
Para concluir la demostracidn, en vista de la caracterizacidn
de los M-ideales de A(K) , basta probar que f(N] es un M-ideal
de A(K) , lo que es una consecuencia muy particular del siguiente

Lema, que destacamos por tener interés en S1 mismo.

21.9 LEMA : Sean X e Y dos espnacios nonmados sobre el mismo cuerpo
y sea f una biyeceidn Lineal isométrica de X sobre Y. Un subespacio
M de X es un semi-| * |-ideal de X 54 y 5680 54 f (M) es un seni-| - |

-{deakl de VY. (l*] es una norma absoluta arbLtrharnia).

DEMOSTRACION : M es cerrado en X si y s6lo si f (M) es cerrado
en Y. Por otra parte,.fi es una biyeccidon lineal isométrica de

y! sobre X' , con lo que teniendo en cuenta la igualdad :
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fiﬂf(Mla) = M° , de comprobacidn elemental, la tesis del Lema se

obtiene aplicando el Lema 15.9.

F1 siguiente resultado se obtiene por dualizacidn del Teore-

ma 21.7 :

21.10 TEOREMA : Sea X un espacio nommado neal, M un semiideal de
cotipo 3 de X y N un Ldeal de X. Supongamos que M y N son distintos
y no son sumandos complementarios. Supondremos tamb.ién que M y N
no Aon.éimuﬂténeamente un semi-M-Aideal y un M-Adeal. Enftonces M

es un hipenplano de X,

DEMOSTRACION : M° es un semisumando de tipo 1 de X' (Proposicidn
5.6) y N° un.sumando de X'. Sea m la proyeccidn absoluta en X'

asociada a N°. Si fuese M°=w(X') =N° se tendria M = N. Si

fuese : M° = Ken(m) , por ser M’ y N° débil* cerrados, m seria
débil* continua y por tanto seria la traspuesta de una proyeccidn
absoluta en X cuyo niucleo seria N y cuya imagen seria M contra la
hipotesis. Dado que no puede ocurrir simultdneamente que M’ sea un
semi-L-sumando y 7 una L-proyeccidén, estamos en condiciones de apli-
car el Teorema 21.7, obteniendo que M° es unidimensional y por tan-

to que M es un hiperplano.

En el Gltimo Teorema de la memoria agrupamos todos nuestros
resultados de tipo obstructivo para el caso real :
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21.11 TEOREMA : Sea X un espacio noamado real, M y N sumandos de X.
Supondremos que :
L) My N son distintes y no complementarios.
L) My N no son dos L-sumandos ni dos M-sumandos .
L) M (por efemplo) no es de tipo 2 ni de cotipo Z.
Bajo Las anteriores hipbtesis se Liene :
X es Lsométricamente Lsomornfo a ®* con cualquiera de Las

noimas” absolutas asociadas a M o a N.

Por otra parte, 54 se supone que M y N son solamente Ldeales
de X, bajo Las mismas hipbtesis L) y £4L) y camblando LL) por :

AL'") My N no son dos M-L{deales ni dos L-ideales.

Entonces M y N son sumandos de X y se tiene pon tanto La mis-

ma Lesis de La primera parte del Teorema.

DEMOSTRACION : PARTE 1 : Notaremos como siempre ey Ty las
proyecciones absolutas y I'lM , I'IN las normas absolutas aso-

ciadas a My N , respectivamente.

Notemos previamente que basta probar que M y su sumando com-
plementario, M', son unidimensionales, pues entonces X es bidimen-
sional y tomando_ x€S(M) , yeS(M'), 1la aplicacidn
(,8) = ax +8y es una biyeccidon lineal isométrica de
(R?, |- ) sobre X,y andlogamente se razona con |-l .
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En vista de la hipdtesis A{{L) caben las siguientes posibili-

dades :

a) M es de tipo y cotipo 1 : Por la hipotesis L) se tiene :
Mf#=ﬂN(X) y M:#=KenlﬁN) ; por LL) My ™, 1o son.simulténea—
mente un L-sumando y una L-proyeccidn. Podemos por tanto aplicar
el Teorema 21.7, con lo que M es unidimensional. Basta ahora tener

en cuenta que M' esta en las mismas condiciones que M.

b) M es de tipo 1 y cotipo 3 : Al igual que en el caso ante-
rior se obtiene que M es unidimensional. Por otra parte M es un
1deal de cotipo 3 (Corolario 8.4) y no es un M-ideal. Teniendo en
cuenta la hipdtesis ) el Teorema 21.10 nos da que M es un hiper-

plano, esto es, M' es unidimensional.

c) M es de tipo 3 y cotipo 1 : La pareja (M',N) verifica
las mismas hipdtesis que la (M,N) , pero M' tiene tipo 1 y co-

tipo 3, con lo que este caso se reduce al anterior.

d) M es de tipo y cotipo 3 : M y N no pueden ser M-idea-
les, pues al ser sumandos, serian M-sumandos (Corolario 11.2) en
contra de 4{). Puesto que por £] M y N no son iguales, ni su-
mandos complementarios, se puede aplicar el Teorema 21.10 obtenien-
do que M es un hiperplano, luego M' es unidimensional. Se apli-
ca ahora que M' estd en las mismas condiciones que M para obte-

ner que también M es unidimensional.
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PARTE 2 : Suponemos ahora que M y N son solamente ideales.
M° y N° son sumandos de X'; veamos que verifican las hipotesis

de la primera parte del Teorema :

£) M° =N° implicaria M=N . Si M” y N° fuesen su-
mandos complementarios, por un razonamiento varias veces repetido

(ver Demostracidon del Teorema 21.10), M y N también lo serian.

£({) La afirmacion £{') hecha para M y N equivale por

definicién de ideal a que M° y N° verifiquen AL).

{iL) Por la Proposicién 5.6 y la definicién de ideal, M° es

de tipo o cotipo 2 si y s0lo si M es de cotipo o tipo Z.

Asi pues, aplicando a X', M°, N°, la primera parte del Teo-
rema, X' es bidimensional y por tanto también lo es X. La distin-
cién entre sumandos e ideales en un espacio reflexivo carece de

sentido.

21.12 NOTAS FINALES : £) Hagamos constar que la mayoria de los
teoremas obstructivos conocidos pasan a ser caso particular del
anterior. Tal ocurre con el Teorema 21.1 de Behrends, con el que
inicidbamos esta seccidn, Teorema que de hecho era ya evidente a
partir de cualquiera de los Teoremas 21.7 y 21.70. Por otra parte,
dado que, como se puede fiacilmente comprobar, ninguna biyeccidn
lineal de 61? puede transformar la esfera unidad para la norma
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|+ | ¢ ~.ni:1la esfera unidad para la norma |-+ |. 'en la esfera uni-
dad para la norma I-Ip con 1<p<e , nuestro teorema impli-
ca la imposibilidad de coexistencia en un espacio normado de un
L-sumando o un M-sumando con un LP-sumando para 1<p<e, como

afirman los Teoremas 3.2 y 3.3 de [5].

<L) En otro orden de ideas, a nadie debe escapar que las hi-
potesis L) y 4L) de nuestro teorema son obligadas,con el fin de
descartar casos triviales o situaciones facilmente ejemplificables.

Sin embargo, no ocurre lo mismo con la hipdtesis Li{)

Seria por tanto deseable suprimir ésta Gltima, cambiando con-
secuentemente .{) por la suposicidon de que M y N no sean LP - suman-
dos para un mismo p con 1<p<s oo

La viabilidad de esta conjetura viene avalada por otro Teo-
rema de E. Behrends, afirmando que, para 1<p,q< °°, p #q, no
pueden existir en un mismo espacio de Banach un LP- sumando y un

Lq—sumando, ([5], Teorema 4.2).
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