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Introduccion

Un grupo categorico es un grupoide monoidal en el que cada objeto tiene un
cuasi-inverso con respecto al producto tensor. Asi por ejemplo, los grupos
categoricos con solo un objeto son exactamente los grupos abelianos. Esta
memoria se concentra en la introduccion y el estudio de un cierto tipo de
cohomologia no abeliana H'(B,G®), 1 < i < 2, definida para una categoria
pequena B, con coeficientes en un (pseudo)diagrama de grupos categdricos
G® : B — GpC AT, en lugar de en B-médulos como es usual. Consideramos
coeficientes en pseudodiagramas de grupos categoricos porque aparecen en

numerosos problemas algebraicos y topoldgicos, tales como la clasificacion

de extensiones arbitrarias de grupos, la clasificaciéon de algebras de Azumaya
sobre anillos conmutativos, o la clasificacion de las secciones cruzadas de
una fibracion entre CW-complejos cuyas fibras tienen grupos de homotopia
triviales en dimensiones distintas de 1 y 2. Como discutimos explicitamente

a lo largo de la memoria, muchos de estos problemas pueden ser reformulados

en términos de la clasificacion de torsores sobre una categoria pequena B bajo
la accion de un determinado B-grupo categérico G = (G, Pg, ®,a, 1,1, 1), esto
es, una categoria B-cofibrada Pg : G — B, junto con dos B-funtores

—R—-—:GxgG—-G e I:B-—-G,

satisfaciendo ciertas condiciones de coherencia, y entonces se pueden solucio-
nar via la cohomologia H (B, G®), donde G® es el pseudodiagrama de grupos
categodricos canénicamente determinado por el B-grupo categorico G.

Los conceptos de grupo categorico cofibrado y pseudodiagrama de gru-
pos categdricos se revisan en el primer capitulo de la memoria, asi como la
equivalencia entre ambos via una adecuada construccion de Grothendieck.

En la ultima parte del capitulo se contemplan algunos ejemplos ilustrati-
vos de dichos conceptos, el primero de los cuales se refiere a modulos so-
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bre una categoria pequena. En un segundo ejemplo, consideramos un gru-
po G actuando sobre un anillo conmutativo S y construimos un diagrama
Pic(S)® : G = GpCAT que asocia al tnico objeto de G, el grupo categorico
de los S-modulos invertibles (Pic(S),®). En un tercer ejemplo, asociamos
un espacio topologico X, junto con subespacios B € A C X, v un con-
junto de puntos base S C B, con un grupo categdrico cofibrado sobre el
grupoide fundamental de B en el conjunto S, II;(B,S), que llamaremos
el grupo categorico cofibrado de Whitehead de (X, A, B, S) vy denotaremos
por W(X, A, B,S). Cuando X es un CW-complejo con k-esqueleto X%, pa-
ra k > 0, el grupo categérico fibra de W (X, X!, X! X°) sobre un punto
+ € X" es monoidalmente equivalente al grupo categérico estricto definido
por el modulo cruzado de Whitehead 7o (X, X', %) — (X1, %), [52]. Es-
tos grupos categoricos cofibrados, estan estrictamente relacionados con otras
construcciones recientes tales como el bigrupoide de homotopia de un espacio
topologico, estudiado por Hardie, Kamps y Kieboom en [26], 0 el 2-grupoide
de Whitehead de una terna (X, A,S), estudiado por Moerdijk en [38].

Si I3 es una categoria pequena, un B-torsor bajo un B-grupo categdrico
G esta definido como una B-categoria cofibrada [26], £ P, B, tal que para
cualquier objeto A € B la categoria fibra £4 es equivalente a la correspon-
diente del grupo categorico G4, via una B-accién de G sobre &€, es decir via la
presencia de un B-funtor Gxg & — &, (X, £) — X&, junto con isomorfismos
naturales satisfaciendo ciertas condiciones de coherencia. El conjunto de B-
torsores bajo G, junto con los B-funtores G-equivariantes y las B-homotopias
G-equivariantes, definen un 2-grupoide Tors(B, G), que se estudiara en el se-

gundo capitulo de la memoria. A ese respecto incluimos tres ejemplos que
muestran una conexion estrecha con algunos problemas algebraicos y to-
pologicos: En el primero, demostramos que la teoria de Baues de extensiones
lineales de una categoria pequena B por un B-mddulo, [3], [4], es un caso
particular de la teoria de torsores categdricos, cuando se toman los coefi-
cientes apropiados. En un segundo ejemplo, consideramos una extensién de
Galois de anillos conmutativos, S/ R, con grupo G = Gal(S/R), y el G-grupo
categérico de los S-médulos invertibles Pic(S)®|G, definido por Frohlich y
Wall en [21] (bajo la terminologia de una categoria monoidal G-graduada) y
que se recuerda en el primer capitulo de la memoria. Entonces explicamos
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como cada R-algebra de Azumaya A, que contenga a S como subalgebra con-

mutativa maximal, tiene asociado un G-torsor, A, de tal forma que A — A

induce una biyeccién entre el grupo relativo de Brauer-Goldman Br(S/R), y

el conjunto de clases de equivalencia de G-torsores bajo Pic(S). En un tercer

ejemplo, mostramos un torsor no trivial sobre un grupo categorico cofibrado

de Whitehead.

El tercer capitulo estd dedicado a la clasificacién cohomoldgica de B-
torsores bajo un B-grupo categoérico G, lo que se consigue extendiendo el
analisis de Schreier de extensiones de grupos, tal como hicieron Breen en |7/,
Ulbrich en [49] o Carrasco-Cegarra en [11]| para resolver problemas de clasifi-
cacion similares. Desarrollamos entonces una teoria de conjuntos de factores
para torsores categoricos y concluimos que el 2-grupoide Tors(B, G) es equi-

valente a un 2-grupoide de 2-cociclos QQ(B, G®), cuyos grupos de homotopia,
en el sentido de [37] o [32], se usan para definir los conjunto de cohomologia
H* (B, G®) para i = 0,1,2. Estos conjuntos de cohomologia se describen en
términos de conjuntos de factores o 2-cociclos, derivaciones y elementos inva-
riantes. En este capitulo incluimos varios ejemplos, demostrando la relacion
entre esta teoria de cohomologia y muchas otras mas clasicas tales como la
cohomologia de grupos de Eilenberg-MacLane [20], la cohomologia de gru-
pos no abeliana de Dedecker [17], la cohomologia de categorias pequenas de
André, Roos o Watts [1, 41, 51|, la cohomologia de Frohlich-Wall de cate-
gorias graduadas tipo grupo [21] v la cohomologia de extensiones de anillos

conmutativos de Hattory-Ulbrich [27] o Villamayor-Zelinsky [50].

Una equivalencia de categorias pequenas B ~ B', o una B-equivalencia
monoidal de B-grupos categéricos G ~ G, induce un isomorfismo en co-
homologia. Ademads, una sucesion exacta corta de B-grupos categoricos
G — G — G, o equivalentemente una sucesion exacta corta de pseudodia-
sramas de grupos categéricos G'® — G® — G""®, en el sentido definido en
el capitulo 4, induce una sucesiéon exacta de nueve términos de grupos y
conjuntos punteados ...H!(B,G®) — H'(B,G'®) — ' (B,G'®) — ..., que,
por ejemplo, se reduce a la conocida sucesion exacta de seis términos de
Chase-Harrison-Rosenberg [16], asociada a una extension de Galois de ani-
llos conmutativos S/R con grupo G, cuando se toma una sucesion particular

adecuada de G-grupos categoricos.
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El ultimo capitulo esta dedicado al significado topoldgico de la clasifi-
cacion de los B-torsores bajo un B-grupo categérico G por el conjunto de
cohomologia H?(B,G®). Esto se lleva a cabo de la misma forma que en el
caso de la clasificacion de extensiones singulares de grupos de un grupo G
por un G-moédulo M por el grupo de cohomologia H*(G, M), y entonces de-
muestra que estan en correspondencia biyectiva con las clases de homotopia
fibradas de secciones cruzadas de la fibracion escindida

K(M,2)—~ L(Mg,2) === K(G, 1).

Asociamos a cada B-grupo categoérico G un conjunto simplicial, deno-
minado su nervio y denotado por Ner(G,Pg,®), y una aplicacién sim-
plicial sobre el nervio de la categoria B, ¢ : Ner(G,Pg,®) — Ner(B),
que es una fibracion de Kan siempre que Pg sea una bifibracién. Esta
aplicaciéon simplicial esta candnicamente escindida por una seccién cruza-
da s : Ner(B) — Ner(G,Pg,®) y su fibra ¢~ 1(A), sobre cualquier objeto
A € B, es isomorfa al conjunto simplicial Ner(G4,®), nervio del grupo ca-
tegérico fibra de G sobre A [12]. Entonces, cada fibra ¢~ *(A) es un complejo

de Kan con el tipo de homotopia del grupo categorico fibra G 4. El principal
resultado que probamos es la existencia de una biyeccion entre el conjunto
de cohomologia H*(B,G®) y el conjunto F[NGT(G’PG@)/NH(B)] de clases de
homotopia fibrada de secciones cruzadas para ¢. Concluimos con algunos
ejemplos, después de aplicar realizaciones geométricas para situarnos en el
contexto de los CW-complejos.



Capitulo 1

Grupos categoricos cofibrados.

1.0 Introduccion.

En [40], Quillen define una K-teoria algebraica mediante grupos de homo-
topia de espacios clasificantes de ciertas categorias pequenas, surgiendo desde
aqui interés por la relaciéon entre categorias y los tipos de homotopia de sus
espacios clasificantes.

Cuando se realiza el colimite homotdpico de un (pseudo)diagrama de espa-
cios B(F') : B — Top, que es obtenido al considerar los espacios clasificantes
de un (pseudo)diagré,ma de categorias pequenas F' : B — Clat, el resultado
tiene el tipo de homotopia de una cierta categoria F|B, conocida como la
construccién de Grothendieck sobre el diagrama. Este hecho, conocido como
el teorema del colimite homotépico, es debido a Thomason (48], y permite
describir e interpretar adecuadamente muy diversos colimites homotopicos.

El nicleo fundamental de este capitulo concierne al calculo de colimites

homotépicos de diagramas de CW-complejos X : B — Top, en la particu-
lar situacién en que éstos son conexos por arcos y sus grupos de homotopia
son triviales en dimensiones superiores a 2, es decir tales que 7;(X4) = 0
Vi# 1,2, A € Ob(B). Es conocido desde la tesis de Sinh [46], que los grupos
categoricos -es decir, grupoides monoidales (G, ®) en los que las traslaciones
Y ® — son autoequivalencias- son modelos algebraicos para los 2-tipos de
homotopia conexos, y una adecuada teoria de espacios clasificantes B(G, ®)
para estos grupos categéricos es desarrollada por Carrasco y Cegarra en [12],
donde particularmente se establece que el funtor (G,®) — B(G,®) define
una equivalencia entre la categoria de homotopia de grupos categoricos y

5
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la de CW-complejos conexos por arcos con grupos de homotopia triviales
en otras dimensiones que 1 y 2. Y esto nos conduce de forma natural a
considerar, en la seccion 2 de este capitulo, pseudodiagramas de grupos ca-
tegoricos F® : B — Gp — C AT, donde se introduce su colimite homotépico
F®[B, mediante una adecuada construccién de Grothendieck, que nos lle-

va en definitiva a la concepcion de los grupos categoricos cofibrados como

modelos conceptuales de los colimites homotdpicos de diagramas de grupos
categoricos.

La estructura del capitulo es como sigue. En la primera seccién realiza-
mos una sintesis de la teoria concerniente a la construccion de Grothendieck,
esencialmente tomada de [25] y [19]. Particularmente se recuerda alguna
terminologia basica, en relacion con los conceptos de pseudofuntor (o pseu-
dodiagrama) y de cofibracién entre categorias pequenas, y se esquematiza la
equivalencia de Grothendieck entre pseudofuntores y cofibraciones.

En la segunda seccion, se hace una breve introduccion a los grupos ca-
tegoricos, esencialmente siguiendo los trabajos de Sinh [46] y Saavedra [42],
y a los diagramas de grupos categoricos con el tipo de una categoria pequena
arbitraria. Una adecuada construccion de Grothendieck da la concepciéon de
colimite homotopico de un diagrama de grupos categoricos, y se concluye
con el resultado fundamental de que, mediante colimites homotodpicos, dia-
gramas de grupos categoricos resultan esencialmente equivalentes a grupos
categoricos cofibrados, cuyo estudio basico también es incluido en la seccidn.

La tercera seccion esta dedicada a ejemplos ilustrativos del concepto de
grupo categérico cofibrado, que surgen con interés tanto desde el Algebra
como de la Topologia: Aquellos asociados a sistemas de coeficientes, particu-
larmente a mdodulos sobre categorias pequenas; los grupos categoricos gradua-
dos de Picard asociados a extensiones (Galoisianas de anillos conmutativos,
que surgen de forma natural en el estudio de los grupos de Brauer-Goldman;
y los grupos categoricos cofibrados de Whitehead, que describen 2-tipos de

homotopia no conexos.



COHOMOLOGIA DE GRUPOS CATEGORICOS COFIBRADOS. i

1.1 Colimites homotdpicos de categorias pe-
quenas.

1.1.1 (Co)fibraciones entre categorias.

Comenzamos recordando algunas definiciones y terminologia de caracter ba-
S1CO.

Cuando es dado un funtor Pg : £ — B, usualmente adoptamos la con-
veniencia de referirnos a £ como una B-categoria y a Pg como al funtor
proyeccion de £ sobre B. De esta forma, fijada una categoria B, la categoria
de B-categorias es la categoria coma C AT /B, cuyos morfismos son los B-
funtores, o funtores entre B-categorias 7' : £ — D que son compatibles con
las proyecciones, es decir tales que PpT = Pg. Por un B-morfismo natural
entre B-funtores T, R : £ — D, entenderemos una transformacién natural
7 : T — R tal que Pp7 = 1dp,.

Un B-funtor 7' : £ — D es una B-equivalencia si existe un B-funtor
T': D — £ y B-isomorfismos naturales TT" >~ idp y T"T" ~ idg. La siguiente
caracterizaciéon de B-equivalencias es debida a Grothendieck [25].

Recordemos que si (£, Pg) es una B-categoria, para cada objeto A € B la
categoria fibra de £ sobre A es &4 = ’Pgl(idA); esto es, sus objetos, llamados
A-objetos, son aquellos a € £ tales que Pg(ar) = A, y sus morfismos, llamados
A-morfismos, son aquellos f : o« — 3 € £ tales que Pe(f) = id 4.

Proposicién 1.1.1 SiT : £ — D es un B-funtor entre B-categorias (£, Pg)

y (D, Pp), son equivalentes:
1) T es una B-equivalencia.

i) T es una equivalencia de categorias y para cualquier objeto A de B, el

funtor inducido en las fibras, Ts : Dqg — £4 es una equivalencia de

categorias.

i) T es fiel y pleno y para cualquier objeto A de B y cualquier A-objeto n
de £, existen un A-objeto & de D y un A-isomorfismo u : T(§) — 7.

Si € es una B-categoriay b: A — B es un morfismo en B, al referirnos a
un b-morfismo de £ entendemos un morfismo f : @ — [ tal que Pg(f) = b.
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Si « es un A-objeto y § es un B-objeto de &£, usualmente denotaremos por
Homy(a, 3) al conjunto de todos los b-morfismos de o en £3.

Definicion 1.1.2 Sea (£,Pg) una B-categoria y b : A — B un morfismo
en B. Un b-morfismo f : o« — 3 se dice cocartesiano st para cualquier otro
B-objeto (' la aplicacion f* : Hompg(B3,3') — Homy(a, ), g — gf, es
biyectiva. Esto es, st para cualquier otro b-morfismo f' : o — (', de dominio
o, existe un unico B-morfismo g : 8 — (' tal que gf = f'.

Qv > (3
-

Andlogamente, [ se dird cartesiano si para cualquier otro A-objeto o la
aplicacion f. : Homa(d',a) — Homy(o/, B3), g — fg, es biyectiva. Esto es,
st para cualquier otro b-morfismo de codominio 3, f' : o — [, eziste un

unico A-morfismo g : o' — « tal que fg = f'.

La nocién de morfismo (co)cartesiano es esencial para la correspondiente
de categoria (co)fibrada, que recordamos ahora.

Definicion 1.1.3 Una B-categoria £ se denomina pre(co)fibrada, o el fun-
tor Pg : £ — B se denomina una pre(co)fibracion, st para cualquier morfismo
en B, b: A — B y cualquier B-objeto 3 (A-objeto o), existe un b-morfismo
(co)cartesiano de codominio 3 (dominio &), f: a — 3.

Una B-categoria pre(co)fibrada (£,Pg) se dice (co)fibrada, o Ps una
(co)fibracion, st la composicion de morfismos (co)cartesianos es de nuevo
(co)cartesiano.

Una B-categoria (€, Ps) se dice bifibrada cuando es fibrada y cofibrada.

Si (£,Pg) v (D,Pp) son B-categorias, £ xg D denotara el producto car-
tesiano de (Pg, Pp); ésta es obviamente una B-categoria que es cofibrada si
y solo si £ y D lo son.
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Cuando una B-categoria (£,Pg) es cofibrada, entonces es posible selec-
cionar un sistema de 1madgenes directas de £ sobre B; esto es, para cada
morfismo en B, b : A — B, y cada A-objeto en &, o, un b-morfismo co-
cartesiano de dominio «, I'y(a) : @ — . Estos morfismos cocartesianos
[',(«r) son llamados los morfismos de transporte del sistema, y cada B-objeto
"o la tmagen directa del A-objeto « por el morfismo b : A — B. Siempre
supondremos que los sistemas de imagenes directas son normalizados, en el
sentido de que el morfismo de transporte sobre cualquier identidad es la co-

rrespondiente identidad en £ esto es, para cualquier A-objeto o, “4a =ay
Fid_q (C‘() = ida.

Ejemplo 1.1.4 Siendo B cualquier categoria, sea Mor(B) la categoria cuyos
objetos son los morfismos A — A’ en B, y cuyos morfismos son los cuadrados

conmutativos en B

A > B

Y b Y
Al >~ B/

Consideremos dom : Mor(B) — B, el funtor dominio:

(A—= A" - A4
A—2B
! | —(A—>B)

!
A —— B

Entonces dom es una cofibracioén si v sélo si, B admite cuadrados cocartesia-
nos (pushouts). Para cada morfismo b: A — B, un b-morfismo cocartesiano
en Mor(B) es simplemente un cuadrado cocartesiano.

Ejemplo 1.1.5 Todo isomorfismo es cartesiano y cocartesiano. 51 £ y B son
dos grupoides, y Pe : € — B es un funtor entre ellos, entonces Pg es una
cofibracién si y sélo si, para cada morfismo b : A — B en B y cada objeto
o € £ con Pe(a) = A, existe un morfismo en &, f : a — o, de dominio
o, tal que Ps(f) = b. De manera que una cofibracién entre grupoides es lo
mismo que una fibracién en el sentido de Brown [8]. Cualquier fibracion de
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Serre entre espacios induce una cofibracion (~ fibracion) entre los grupoides
fundamentales correspondientes.

S1 cada grupo se mira como un grupoide con un solo objeto, una cofibra-
cion entre grupos p : G — H, es simplemente un epimorfismo de grupos, v
un sistema de imagenes directas para un tal epimorfismo es simplemente una
seccion conjuntista s : H — G de p, es decir, tal que ps = idy.

Un B-funtor 7' : £ — D se dice cocartesiano siempre que aplique mor-
fismos cocartesianos de £ en morfismos cocartesianos de D. Tenemos asi la
2-categoria COCART /B, de B-categorias cofibradas, B-funtores cocartesia-
nos y B-transformaciones naturales entre éstos.

Proposiciéon 1.1.6 Sea T : &€ — D un B-funtor cocartesiano entre B-
categorias cofibradas. Para que T sea una B-equivalencia es mecesario vy
suficiente que para cada objeto A de B, el funtor inducido en las fibras
T4 :E4 — Dy sea una equivalencia.

La justificacion de la terminologia de cofibracién viene sobre todo por lo

que sigue.

1.1.2 Pseudodiagramas de categorias.

Consideremos Pg : £ — B una cofibracion. La seleccién de un sistema de
imagenes directas (I's(a) : a — %a), determina de forma natural un sistema
de datos consistente de categorias, funtores y equivalencias naturales de la
forma siguiente:

- Cada objeto A de B define la categoria fibra sobre A, £ 4.
- Cada morfismo b : A — B en B, define el funtor imagen directa por b,
b(—) : gA —ll 85

que asigna a cada A-morfismo f : @ — o', el inico morfismo en &g
°f : °a — %' determinado por la conmutatividad del diagrama

a [y () b,
|
|
f * (1.1)
Y Y
A > b
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Notemos que “4(—) = idg,.

- Cada par de morfismos componibles A % B 5% Cen B, definen una

equivalencia natural
o : °(C(=)) — “(=)

definida sobre cada A-objeto av por la conmutatividad del cuadrado:

Y L }Cba
r Y (1.2)
Y :

bOf ~ —)-C( a)

Siendo facil de obtener que estas equivalencias son coherentes, en el

sentido de que para cualesquiera tres morfismos componibles en B,
b d .
A3 B 5 C = D, los diagramas

son conmutativos; vy normalizadas, en el sentido de que para cualquier
b: A— B en B, wid;“b =43 = wb,idg*

Resulta en definitiva que cada B-categoria cofibrada & T, B, define de
forma natural un pseudodiagrama de categorias pequenas de tipo B, o en
otras palabras, un pseudofuntor B — C'AT', en el sentido que precisamos a

continuacion:
Definicién 1.1.7 Dada una categoria B, un pseudodiagrama o pseudofuntor
(F,v): B — CAT

es un sistema de aplicaciones asignando:

i) A cada objeto A de B, una categoria Fu (la categoria fibra sobre A).
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11) A cada morfismo b: A — B en B, un funtor °(—) : Fy — Fg (el funtor
imagenes directas)).

. h .
11i) A cada par de morfismos componibles en B, A = B = C, una equiva-
lencia natural

wb,c : C(b(“)) — Cb(_)'

Estos datos, deben satisfacer las condiciones de normalizacion: “A(—) =

1dp, Y Yidsd = 1d = Ypidn, Y las de coherencia: Para cada tres morfismos
componibles A L BSCS D, y cada o € Fy, el diagrama

“Prfa) — e i)

Y Y

es conmutativo.

Por supuesto que un funtor o diagrama de categorias pequenas de tipo B

es un pseudofuntor en el cual ¢ sélo consiste de identidades.

Segiin con las construcciones anteriores, cada cofibracién Ps : £ — B.
con un sistema de imégenes directas seleccionado I' = (I'y(r) : @ — ‘a),
determina un pseudodiagrama (£,v) : B — CAT. Si suponemos ahora
que 1" : £ — &' es un B-funtor cocartesiano, entonces aplica fibras dentro
de fibras y aplica morfismos de transporte de £ en morfismos cocartesianos
con las mismas proyecciones en B que los de £'. Esto da, para cualesquiera
sistemas de imagenes directas ' y IV de & y &', respectivamente, y cada

morfismo en B, b: A — B, una familia de B-isomorfismos naturales

™~

Ty(a) : T(’a) = °T(a), a€ &,

determinados por la conmutatividad de los triangulos

T«

) T(T)
N

- T (")
Ty ()
T ()
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Estas equivalencias naturales Ty : T(°(—)) — °T(—), entre funtores de
£4 a Dp para cada b : A — B en B, satistacen que T;4, = drye,, v la
condicién de compatibilidad que asegura que para cada par de morfismos
componibles en B, A % BS C', el diagrama

T((*0)) — 2 T(%a)
CT(bCB) ch(a) (13)
T}, /
“(*T(av))

es conmutativo.

Definicidon 1.1.8 Por un morfismo de pseudodiagramas de categorias de tipo
B, T: (F,v)— (F' ), entendemos un sistema de funtores Ty : Fq — F,,
para cada objeto A de B, y equivalencias naturales Ty : Tg(°(=)) — *T4(—),
para cada morfismo b : A — B, de manera que T;q, = idp, y los diagramas

(1.3) conmutan para cada par de morfismos componibles.

Anéalogamente, si 7 : 1" — T' es una B-transformacién natural entre B-
funtores cocartesianos 1T y 1", ésta induce un sistema de transformaciones
naturales entre los correspondientes funtores fibra 74 : T4 — 77, v para cada
b: A— B en B los diagramas de B-morfismos

Tp(Pa) ——"Ts(cx)
T br (14)
Y Y
Tp(*a) ——— "T)(a)
b

resultan todos conmutativos.

Definicién 1.1.9 Si: T, 7" : (F,v) — (F',¢') son dos morfismos de pseu-
dodiagramas (F, ), (F',¢") : B — CAT, una modificacién de T' a T" es un
sistema de transformaciones naturales T4 : T4 — T, de manera que los

correspondientes diagramas (1.4) son conmutativos.
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Como consecuencia de las construcciones anteriores, tenemos definido un

2-funtor
COCART/B — PseudoDiag(B,CAT) (1.5)

cuyo rango es la 2-categoria de pseudofuntores, morfismos de pseudodiagra-
mas y modificaciones entre ellos.

En la siguiente subseccién observamos precisamente que (1.5) es una 2-
equivalencia de 2-categorias, describiendo el camino inverso mediante colimi-

tes homotopicos de pseudodiagramas.

1.1.3 La construccion de Grothendieck.

Si F' = (F,v) : B — CAT es un pseudodiagrama de categorias pequenas,
podemos asociarle una B-categoria cofibrada F[B, conocida como la cons-
truccién de Grothendieck o como el colimite homotépico de F' (véase [48] o
25]), que estd dotada canonicamente de un sistema de imdgenes directas y

cuyo pseudodiagrama asociado es isomorfo a F'. Esta se define como sigue:

Los objetos de F[B son pares (o, A), con A € Ob(B) y a € Ob(Fj).
Un morfismo en F|B es un par (f,b) : (a, A) — (B3, B), consistente de un
morfismoen B, b : A — By un morfismoen Fg, f : °a — 3. La composicién
de morfismos en F|B esta dada por el diagrama

(f,0)

(c, A) >~ (8, B)
\ ](Q’C)
(chwb1c (a),cb
(7, C)

de acuerdo con la composiciéon en F¢,

-1 c
by ¥y °(*a) =Ly SR 2y .
Existe un funtor proyeccién F[B — B, (f,b) — b, y es inmediato ob-
servar que un b-morfismo en F[B, (f,b) : (a, A) — (8, B) es cocartesiano si
y s6lo si f : Ya — [ es un isomorfismo en Fp. De esta forma vemos que

F'|B es B-cofibrada, estando definido canénicamente un sistema de imagenes
directas por (Fp(a, A) = (idpay,b) = (o, A) = (Pa, B)).
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Notemos que las categorias fibras de F[B se identifican con las categorias
de pseudodiagramas, (F[B)4 = Fa, (o, A) > «, y que entonces el pseudo-
diagrama asociado a F[B es isomorfo al original F'.

Procediendo de forma natural respecto a esta construccion, si 1" : F' — F
es un morfismo de pseudodiagramas de tipo B, F, F' : B — C AT, éste define
un B-funtor T[B : F[B — F'[B que en objetos estd dado por (T|B)(a, A) =
(T4(av), A) y en morfismos por

(fb)

(TB)((a, A) —2= (8, B)) = (Ta(a), 4TI @)

(TB([)’): B)

de acuerdo con la composicién en Fg

-1

bTA(Of) Tb—)* TB(bC}f) %) TB(ﬁ)

Este B-funtor T[B es de hecho cocartesiano, pues si (f,b) : (a, A) — (3, B)
es cocartesiano, f : ®a — 3 es un isomorfismo en Fg, con lo que Tg(f) lo es
en F!, y obtenemos finalmente que Ts(f)Ty()"' es un isomorfismo.
Siguiendo las mismas observaciones, si 7 : 7' — 71" es una modificacion
de morfismos entre pseudodiagramas F, F' : B — (C AT, entonces se deter-
mina canénicamente una B-transformacién natural 7[B : T[B — T'[B dada
simplemente por (7[B)(a.4) = (Ta(@),id4) : (Ta(a), A) — (Th(a), A).
A partir de aqui, omitimos los detalles que finalmente establecen como la

construccion
Fr— F ﬂ?

determina una 2-equivalencia de 2-categorias
PseudoDiag(B,CAT) — COCART/B,

quasi-inversa de la construccién reciproca comentada en la seccion 1.1.2.

1.2 Colimites homoto6picos de grupos catego-
ricos.

1.2.1 Grupos categoricos.

Categorias monoidales y, en particular, grupos categoricos han sido tratados
extensivamente en la literatura. Con caracter general nos referimos a [35],
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42|, [31], [34] y [46] para los aspectos que les conciernen. Mas que nada para
fijar notaciones, nos limitamos aqui a recordar su concepto.

Una categoria monoidal (G,®) = (G, ®,a,I,l,r) consiste de una cate-
goria G, un funtor ® : G x G — G, llamado el producto tensor, un objeto
I € (@, llamado el objeto unidad, e isomorfismos naturales

a:ax,y}Z.X@)(Y@Z) (X@Y)@Z

M

l=Ilx I®RX — X |, r=ry: XQI—"X

llamados de asociatividad, unidad izquierda y unidad derecha respectivamen-
te, tales que para cualesquiera objetos X, Y, Z, T de G los siguientes diagra-

mas, llamados pentdgono de asociatividad y tridngulo de unidad, conmutan.

X®Y®ZeT) —2>X®(Y®2Z)T)

/ N

(XR®Y)®(ZxT) (XY ®2)T

\ /

(X ®Y)

X®Y

X®UIRY) = (X®I)QY

Es bien conocido que la conmutatividad de tales pentdgonos y tridngulos
implican un teorema de coherencia [35] [31], que expresa la conmutatividad
de cualquier diagrama en G construido en base a instancias de [, r v a.

En una categoria monoidal (G, ®), un objeto X es llamado 2-regular si
los funtores de traslacion ¥ —» X ® Y e Y — Y ® X son autoequivalencias

en G.

Definicién 1.2.1 Un grupo categorico es una categoria monoidal (G, ®) en
la cual todo objeto es 2-reqular y cuya categoria subyacente G es un grupoide,

es decir todo morfismo es un isomorfismo.

En el siguiente paragrafo describiremos algunos grupos categoricos inte-
resantes. La siguiente caracterizacion es usualmente de gran utilidad.
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Proposicion 1.2.2 Sea (G, ®) un grupoide monoidal. Son equivalentes:
1) (G, ®) es un grupo categorico.
1i) Para cada objeto X, existe un objeto X* y un morfismodyxy : X*@X — 1.

Una categoria monoidal es llamada estricta si los isomorfismos de asocia-
tividad y unidad a, [ y 7, son todos identidades. Un grupo categérico (G, ®)
es llamado estricto si es estricto como categoria monoidal y los 0 y pueden ser
elegidos identidades, o, equivalentemente si el conjunto de sus objetos tiene
estructura de grupo, respecto a la ley de composicién interna que el producto
tensor ® define. Grupos categoricos estrictos son esencialmente lo mismo que
modulos cruzados en el sentido de Whitehead; este hecho lo comentaremos
un poco en la seccion 1.2.2, ejemplo 1.2.5.

Supongamos que (G, ®) y (H, ®) son grupos categéricos. Un homomor-
fismo, funtor monoidal o ®-funtor, T : (G,®) — (H,®), consiste de un
funtor 77 : G — H, junto con una familia de isomorfismos naturales

TX1}f ; T(X X YF) L)' T(.X') X T(Y)

que es compatible con los isomorfismos de asociatividad, en el sentido de que
para cualesquiera objetos X,Y, Z € G, el diagrama siguiente conmuta

T(XQY)® Z) —22 . (X ®Y)® T(Z)

T(a)/‘ \’i“x,y@l

TX®(Y®Z)) (T(X)T(Y)) T (Z)

TX.Y@A . /:
Y.Z

T(X)RT(Y ® Z) — X2 T(X)® (T(Y) ® T(Z))

En tal caso, existe un unico isomorfismo
To: T(I) — I

tal que los diagramas
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(i)

T(I®X) - T(X)
T RT(X) —=2 ~ I T(X)

son conmutativos.

Un homomorfismo es llamado estricto si los isomorfismos Ty y son iden-
tidades.

Supuesto ahora que 7" : (G,®) — (H, ®) es otro homomorfismo, una
homotopia, o morfismo entre funtores monoidales, A : T — 7" es una trans-

formacion natural (necesariamente una equivalencia al ser H un grupoide)
h:T —T,h=(hy : T(X) = T'(X)), tal que para cualesquiera objetos
X,Y de G, el diagrama

Tx y

T(XQ®Y)—=Y + T(X)® T(Y)
lh’X®Y Jhx'@h'r’
T(X®Y)— +T'(X)® T'(Y)

es conmutativo.

La composicion de homomorfismos entre grupos categoricos, asi como las
composiciones horizontal y vertical de homotopias entre ellos, estan definidas
de forma canodnica. De esta forma se tiene una 2-categoria que denotaremos

GpC AT

y a la que nos referiremos como la 2-categoria de grupos categoéricos. Usual-
mente utilizaremos también GpC AT para referirnos a la categoria de grupos
categoricos, esto es, olvidando homotopias.

1.2.2 Algunos ejemplos de grupos categoricos.

Ejemplo 1.2.3 El grupo categorico (Eq(C),®) de auto-equivalencias en una
categoria.

Sea C una categoria. Los objetos de la categoria E'q(C) son las equivalen-
cias F' : C — C y los morfismos son las equivalencias naturales 7 : F' — G.
La composiciéon en Eq(C) viene dada por la composicion vertical usual de
transformaciones naturales: (o7)x = ox7x. Evidentemente, Eq¢(C) es un
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grupoide. La composicién de funtores y la composicion horizontal de trans-
formaciones naturales definen un funtor ® : Eq(C) x Eq(C) — FEq(C), es
decir, dadas 7: F = Gy 7' : F' — G' el producto 7" ®@ 7 : F'F — G'G esta
definido por (7' @ 7)x = 7L F'(Tx) = G'(7x)Tpy. Obsérvese que ® es un
funtor como consecuencia de las conocidas leyes de Godement.

Entonces (Fq(C),®) = (Eq(C),®,1,1¢,1,1) es un grupo categorico en el
que los isomorfismos de asociatividad y unidad son identidades.

Ejemplo 1.2.4 El grupo categorico de Picard de un dlgebra.

Sea R un algebra asociativa y unitaria sobre un anillo conmutativo £. Un
R @, R’-mdédulo P (o equivalentemente un R-bimdédulo tal que para a € k
v x € P, ar = xa), es llamado invertible si como R-modulo izquierda es un
progenerador v R = Endgr(P), lo que es equivalente a que se tengan R®; R°-
isomorfismos P*@r P > R, P @z P* = R, donde P* = Hompg(P, R) es el
bimdédulo dual de P.

La categoria de los R-bimédulos invertibles Pici(R) es la que tiene a €stos
como objetos y cuyos morfismos son los R®; R’-isomorfismos entre ellos. De
esta forma Pici(R) es un grupoide, que admite una estructura monoidal con
producto tensor ® = ®g, el usual de bimoddulos sobre R con los tambien
usuales isomorfismos de asociatividad a : (P®r Q) @rT = PQr(Q ®rT),
(zQy)®z—» 2 (y®z2), yunidadr : PQr R = P,z Q®r — 2r,y
|- RQI[rP=EP, rQ®x— 1.

El grupo categdérico asi obtenido (Pick(R), ®) = (Pick(R), ®r,a, R, 1, 1),
es llamado el de Picard de la k-algebra R. Notemos que su grupo de compo-
nentes conexas es Pick(R), el usual grupo de clases de isomorfia de R ®; R’-
moédulos invertibles. Si P es cualquier objeto de Pick(R), entonces se verifica
que Autpi, (r)(P) = C(R)*, el grupo de unidades del centro de R.

Si consideramos I, la categoria de R-moddulos izquierda, el grupo ca-
tegérico (Eq(rM),®) de autoequivalencias en gl descrito en el ejemplo
anterior, contiene como subgrupo categoérico al de las autoequivalencias k-
lineales, que denotamos por (Eqx(g9),®). Es una simple aplicacion de la
teoria de Morita que el homomorfismo de grupos categoricos

(Pick(R), ®) — (Eqr(rM), ®)

definido por P — P ®pz — es una equivalencia monoidal, con homomorfismo
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1

Dicho en otras palabras, ambos grupos

quasi-inverso dado por F' — F'(R).

categoricos son homotopicamente equivalentes.

Ejemplo 1.2.5 Moddulos cruzados.

Es bien conocido que grupos categoricos estrictos son esencialmente lo mismo
que moédulos cruzados en el sentido de Whitehead, [9]. Recordemos que un
modulo cruzado es un sistema ® = (H, 7w, ¢,p) donde p : H — 7 es un
homomorfismo de grupos y ¢ : @ — Aut(H) es una accion, para los cuales
se verifican las siguientes condiciones:

o(*h) = ap(h)a™"; PR = hh' B

Dado un médulo cruzado @, el correspondiente grupo categdrico estricto
G(®) se puede describir de la siguiente forma: Los objetos son los elementos
del grupo m; una flecha h : @ — b es un elemento h € H con a = p(h)b. La
composicion es la multiplicacion en H. El producto tensor viene definido por

(a—h—>b)®(c—hf—>d) :(aCMbd).

Y reciprocamente, si (G,®) = (G,®,1,1,1,1) es un grupo categérico
estricto, éste da lugar a un mdédulo cruzado como sigue: 7 es el grupo de
objetos de Gz, H es el conjunto de flechas u : X — [ sobre el objeto unidad,
p : H — m es la aplicacion dominio y la acciéon ¢ : 7 — Aut(H) es la
conjugacion

u: X =-DN=XQue X* — I);

las estructuras de grupo en H y 7 son las inducidas por el producto tensor
en G.

Ejemplo 1.2.6 El grupo categérico (Ilo(X, *),®) de lazos de un espacio
punteado.
Denotemos por II;(Y') el grupoide fundamental de un espacio topoldgico Y.
Si (X, ) es un espacio topologico punteado con punto base x € X, enton-
ces IIo(X, %) = [1;(2(X, %)), esto es, el grupoide fundamental del espacio de
lazos 2(X, x). Entonces, los objetos son las aplicaciones w : I — X tales que
w(0) = * = w(1), y los morfismos [f] : w — w' son las clases de homotopia
relativa a lazos finales de homotopias f : w — ' relativas a puntos finales.



COHOMOLOGIA DE GRUPOS CATEGORICOS COFIBRADOS. 21

La composicién de dos morfismos en II5( X, *), [f] :w — &' vy [g] : & — "

esta definida por [g]|[f] = [¢f] donde gf : I x I — X es la aplicacién
f(t,2s) 0<s<1/2

(9f)(t,s) =

g(t,2s—1) 1/2<s< 1.

Como el funtor II; preserva productos, la aplicacion
QX %) x Q(X, x) = QX %)
definida por
f w(2t) 0<t<1/2
u(w,w') = ! (1.6)
(2t —1) 1/2<t<1
induce un funtor ® : Il (X, *x) x II(X, *x) — Ily(X, %) que viene dado en
objetos por w ® w’ = u(w,w’) y, en morfismos por [f] ® [g] = [f ® g]| donde
f(2t, s) 0<t<1/2
(f ®@9)(t,s) =
g2t —1,s) 1/2<t<1.

Existe un isomorfismo de asociatividad ¢ : (W@ w') @ v = w @ (W' @ )
que esta definido como la clase de homotopia de la aplicacion A: I x I — X

dada por

4u v+1
w(;39) 0<u<®
A(u,v) =< w'@u—v—1) <y B2 (1.7)
v (=) FE<u<l

v existe, un objeto unidad *, que es la aplicacion constante de [ a x, e

isomorfismos de unidad

l=[L]:+®y—7y , r=[Rl:7®*x—7

donde L, R : I x I — X estan definidos por

o) =14 osusT (18)
L(u,v) = 1.8
V(*) T <u<l
7(1;?1) 0 <wu< s
R(u,v) = e d
* = susl

de manera que (ITy( X, x), ®) = (II2(X, %), ®, a, *,[, ) s un grupo categorico.
Notese que el grupo de componentes conexas de IIy(X, ) es m (X, *) y el

erupo de automorfismos en el objeto unidad es m (X, *)
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1.2.3 Grupos categoricos cofibrados.

En esta subseccion consideraremos dada una categoria pequena B. Intui-
tivamente, por un grupo categorico cofibrado sobre B, o un B-grupo ca-
tegorico, queremos entender un grupo categorico interno en la 2-categoria
COCART/B, de B-categorias cofibradas. En lo que sigue, nos dedicamos
esenclalmente a formalizar este concepto.

Si G es una B-categoria cofibrada, con Pg : G — B el funtor proyeccion,
una B-estructura monoidal en G viene dada por un B-funtor

- X —-—:GxgG — G,

v en tal caso, la terna (G, Pg, ®) es llamada una B-categoria tensorial.

Si (G, Pg,®) es una B-categoria tensorial, una asociatividad para G es
una B-transformacioén natural

a:—QR(—0-) = (- -)® — (1.9)

tal que para cualesquiera A-objetos X,Y, Z,T de G el diagrama

1

XeVY®ZeT)—X(Y®2)QT)

/ N\

(XQY)®(ZxT) (XQY®2)QT (1.10)

\ a®1

(X®Y)®2)T

es conmutativo.
Si (G,Pg,®) es una B-categoria tensorial, una unidad para G es una

terna (/,[,7) donde I : B — G es un B-funtor y r y [ son B-transformaciones
naturales

[ IPg(-)® — —idg , r1:—QIPg(—)— idg (1.11)
donde, si notamos I4 = [(A) se verifica

T'[AZZIAZIA@IA—)IA (112)
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Notese que de la naturalidad de r v [ se deduce que para cualquier A-objeto
X de G

rxely = Tx & 17, ZIA@X 11,4 R lx

Si (G, Pg,®) es una B-categoria tensorial con una asociatividad a y una
unidad (7, [, r), éstas se dicen compatibles si para cualesquiera A-objetos X,Y
de G, los triangulos

X®Y

1V’ \@1

XRUIaQY) ——= (X ®I,)QY (1.13)

XQ®Y

l ;V wl

LR (XQY)——= ([42X)®Y (1.14)

XQ®Y

1 y WY

X@YQI)——>(X®Y)® I, (1.15)

son conmutativos.

Definiciéon 1.2.7 Una B-categoria monoidal (G, Pg,®,a,1,l,7) es una B-
categoria tensorial (G, Pg,®), junto con una asoctatividad a y una unidad
(I,1,7) que son compatibles en el sentido anterior.

Definicién 1.2.8 Sea (G, Pg,®,a,1,l,r) una B-categoria monoidal, sea A
un objeto de B y G4 la fibra sobre A. Un objeto X € Gy es 2-reqular si los

funtores

son equivalencias de categorias.

Obsérvese que [4 es un objeto 2-regular para cada objeto A de B.

Es interesante resaltar aqui que las condiciones que definen una categoria
monoidal no son independientes, de hecho se tiene el siguiente resultado
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Proposicién 1.2.9 Sea (G,Pg,®,a,l,l,r) una B-categoria tensorial con
una asociatividad a, un B-funtor I : B — G y [,r B-isomorfismos naturales

como en (1.11). FEntonces, la categoria es monotidal si y solo st se verifica
la conmutatividad de (1.13). Esto es, de (1.13) se deducen (1.14), (1.15) y
(1.12).

Demostracién: Vamos a comenzar probando la conmutatividad de (1.15);
Consideremos el siguiente diagrama

XQ(YRUIsaxT)) > X QY ®@14)T)
w\ y
R(Y RT) (IIT)

(X®Y)® IA®T a (X@ (Y ® 14))

(XQRY)®I )T

donde el recinto externo es el pentagono de coherencia (1.10) para X, Y, 14, T.
Las regiones (I) y (V) son conmutativas por (1.13); y (II) y (III) por la na-
turalidad de a. Como todos los morfismos son isomorfismos concluimos que
(IV) es conmutativo.

Tomamos ahora T' = I4 y obtenemos que (IV)=(1.15)®14, y como 4 es
2-regular, entonces (1.15) es conmutativo.

De forma andloga probariamos que (1.14) también lo es.

Ahora, por la naturalidad de r, el cuadrado

([a®Ia)®I4a— > 14 ® 14

r®1l r

Y

r

Y
I, ® 14

es conmutativo, de donde 77,57, = 71, ® 1;,; pero tomando X =Y = I, en
(1.13) y (1.15) obtenemos que

1@ ZIA — (T[A oY 1IA)O’1AJAJA = TIAQIAQI A s, Ja = 1® T'Ia
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de donde Z[A =TI, - [A-—E*[A(El_l ]

Cuando B = * es la categoria trivial con un solo objeto y un solo morfismo,
una B-categoria monoidal es una categoria monoidal en el sentido usual. Si
(G es un grupo considerado como una categoria con un solo objeto y cuyos
morfismos son los elementos de G, una G-categoria monoidal es exactamente
una categoria monoidal establemente graduada sobre el grupo & en el sentido

de Frohlich-Wall [21]

Sea (G, Pg,®) = (G, Pg,®,a,l,l,r) una B-categoria monoidal. Si A es
un objeto de B, un A-objeto X de G se dice invertible si es 2-regular. Un
inverso para un objeto invertible consiste de un objeto X* y de un 1somor-

fismo
(SA'ZX@X*—N')[A (116)

que existira por ser X ® — una autoequivalencia. Evidentemente, si (X', ')

es otro inverso, existird un unico isomorfismo ¢ : X* — X' tal que el tridngulo

X ® X"

resulta conmutativo.

Definicién 1.2.10 Por un B-grupo categérico entendemos una B-categoria
monoidal (G, Pg,®) = (G, Pg,®,a,1,l,r) en la cual todo objeto es inverti-
ble, es decir, 2-reqular y asi mismo todo A-morfismo es un A-isomorfismo.

Esto es, G4 es un grupotde para cualquier objeto A de B

Si (G,Pg,®) es un B-grupo categorico, una vez elegido un sistema de
inversos (X*,dx) para cada A-objeto X de G, resulta univocamente definido
un funtor en G4 para cada objeto A de B que hace que los isomorfismos
(1.16) sean naturales. Este funtor hace corresponder a cada A-objeto X de
G, su inverso X* y a cada A-morfismo f: X — Y en G, el unico A-morfismo
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f* que hace que el diagrama

X ® X" i -
A
/1 Oy
Y
Y @ X* o Y@®&Y™*

sea conmutativo.

Por otra parte, se nos determinan también isomorfismos naturales
Yx - X"®X — -[A

para cualquier A-objeto X de (g, con la condicion de que los diagramas

XRX*'®X) —= (XX )® X

1®"}’7 Y@l

X®IA IA®X

X

sean conmutativos.

Es facil aunque tedioso demostrar la siguiente

Proposiciéon 1.2.11 S5 (G, Pg,®) = (G, Pg,Q,a,1,l,7) es un B-grupo ca-
tegorico, entonces para cualquier objeto A de B y para cualquier A-objeto X
de G, el diagrama

X*Q(XQX") — (X" X)® X"

1@’77 Y*@l

X*Q® 14 I, ® X*

es conmutativo.
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Se concluyen también A-isomorfismos candnicos

X —(X*) (XQY) —YVY*® X*

para cualesquiera X,Y A-objetos de G, que resultan naturales una vez rea-
lizada la elecciéon de los B-isomorfismos (1.16) que determinan el caracter
funtorial de X — X*.

Supongamos ahora que (G, Pg,®) = (G, Pg,®,a,1,l,r) y (H, Py, Q) =
(H, Pg,®,a,I,l,r) son dos B-grupos categoricos.

Definicién 1.2.12 Un B-homomorfismo T : (G, Pg,®) — (H, Py, ®) es un
B-funtor T': G — H junto con una B-equivalencia natural

Txy : T(X®Y) =5 T(X)®T(Y)

que es compatible con los isomorfismos de asociatividad, en el sentido de
que para cualquier objeto A de B y cualesquiera A-objetos X,Y,2Z de G el

diagrama en Hy

I'xey,z

T(X®Y)® Z) ~>T(XQY)T(Z)

T(a)/4 YX‘Y®1

T'(X®(Y®2Z) (T(X)®T(Y))®T(Z) (1.17)

Tx,y’gz\* QT A
Y.Z

TX)RT(Y ® Z) —E T(X) @ (T(Y) ® T(Z))

es conmutativo.

Proposicion 1.2.13 5: T : (G, P;,®) — (H, Py, ®) es un B-homomorfismo,

existe una unica B-equivalencia natural

Tg Il L) 1
tal que los diagramas
T(r
T(X ® I4) . T(X)
lTXJA T (1.18)
170
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(1)

T(I4® X) -~ T(X)
leA,.x ZT (1.19)
T(I4) @ T(X) —=">T,®T(X)

conmutan (véase [42]), para cualquier objeto A de B y cualquier A-objeto X

de G.

Demostracién: En efecto, lo siguiente prueba que si (1.18) es conmutativo

para un cierto X, entonces (1.19) lo es para todo Y y reciprocamente.
Consideramos el diagrama (1.17) con ¥ = I, y Z = Y, y los recintos

internos que se indican

Tx@r,,Y

T(X®I4)Q®Y) >T(X ®@14)T(Y)

T(X)®T(Ia®Y) >T(X)® (T(I4)®@T(Y))

1QT7T 4,y

donde (III) se obtiene de (1.18) tensorizando con 7'(Y"); (VI) es conmutativo

por la naturalidad de a; (I) y (IV) por (1.13); y (I) y (V) por la naturalidad
de T. Ademéas vemos que (VII) es justamente (1.19) tensorizado con T'(.X).

Si tomamos 7, como el unico que hace conmutar (1.18) para X = 1[4,
resultard (1.19) conmutativo para todo Y y entonces (1.18) para todo X. W
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Proposicién 1.2.14 SiT : (G, Pg,®) — (H, Pr,®) es un B-homomorfismo,
existen 1somorfismos Unicos

Ax T(.X:)* — T()&r*)

de manera que los diagramas siguientes

IRQA x wtsﬁ'{)

) (1.20)

T(X*) ® T(X) X T(X*® X)

)\x@/ “‘(’YX)

T(X)* ® T(X) T(I,) (1.21)

R /
L4

En efecto, seleccionamos )\ x, para cada A-objeto X, de manera que (1.20)

sea conmutativo y se comprueba facilmente que (1.21) también lo es.

T(X)®RT(X*) < XX (X © XY)
X

T(X)® T

son conmutativos.

S1 7 (G,P@,@) — (G’,P@,@) y T' : (G’}P@,(@) — (G”,P@fj®)
son B-homomorfismos entre B-grupos categéricos, su compuesto 1"71" es el B-
homomorfismo 7" : (G, Pg,®) — (G, Py, ®) que se define por 7" = T'T

y Ty : T'T(X)@T'T(Y) — T'T(X ® Y) el morfismo definido por la
composicion

T!

T'T(X)® T'T(Y) T(X), T(Y)T,(T(X) @ T(Y)) T'(Tx,y) ~T'T(X ®Y)

Definicién 1.2.15 Si T,T" : (G,Pg,®) — (H, Pr,®) son dos B-homo-
morfismos, una B-homotopia (o B-morfismo) h : T — T" es una B-equiva-
lencia natural h = (hx : T(X) — T'(X)) tal que para cualquier A € B y
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para cualesquiera A-objetos X,Y de G, el diagrama

T(X®Y)—Y » T(X)® T(Y)
Jh‘X®Y lh.x@hy

J T / 1(\

T(X®Y) ~T'(X)® T'(Y)

es conmutativo.

Entonces, para cualquier categoria pequena B tenemos una 2-categoria,
GpC AT /B, cuyos objetos son los B-grupos categoricos, cuyos morfismos son
los B-homomorfismos y cuyas 2-flechas o deformaciones son las 5-homotopias.

Queremos concluir este paragrafo con la siguiente observacion.

Proposicion 1.2.16 ) S5i (G, Pg,®) es cualquier B-grupo categorico, en-
tonces todo morfismo de G es cocartesiano.

it) El B-funtor T : G — H, subyacente a cualquier B-homomorfismo de
B-grupos categoricos T : (G, Pg,®) — (H, Pr, ®), es siempre cocar-
tesiano.

Demostracion: ) Supongamos que u : X — Y es un b-morfismo en G para
b: A — B un cierto morfismo de B. Considerando entonces I' : X — °X
cualquier b-morfismo cocartesiano de dominio X, que existe al ser el funtor
Pe : G — B una cofibracién, tendrd que existir un B-morfismo v : °X — Y
tal que vI' = u. Pero v € Gpg, que es un grupoide, y, por tanto v es un
isomorfismo. Todo isomorfismo es cocartesiano y asi v lo es también al ser
composicion de cocartesianos.

i1) Es inmediato de 7). W

De acuerdo con la proposicién anterior, concluimos con la existencia de
un funtor de olvido

GpCAT/B —s COCART/B (1.22)

que prescinde de la estructura monoidal, esto es asigna a cada B-grupo ca-
tegorico (G, Pg, ®), la B-categoria cofibrada (G, Pg ), a cada B-homomorfismo
T, el B-funtor cocartesiano T, y a cada B-homotopia 7 : 7' — 1", la propia

transformacion natural 7.
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1.2.4 (Pseudo)diagramas de grupos categoricos.

Seguimos considerando dada una categoria pequena B.

Analizamos en lo que sigue el efecto de la construccion (1.5) desarrollada
en la seccion 1.1.2 COCART /B — PseudoDiag(B,CAT) cuando ésta se
aplica a B-grupos categoricos, es decir cuando se compone con el 2-tuntor de
olvido (1.22), GpCAT /B — COCART/B.

Supongamos que (G, Pg,®) es un B-grupo categorico. Una vez seleccio-
nado un sistema de imégenes directas en G, (Iy(X) : X — °X) -recordemos
que Pg es una cofibracion- tendremos, de acuerdo con la construccion mos-
trada en 1.1.2, asociado a éste un pseudodiagrama de categorias de tipo B,
(G,v) : B — CAT, que asocia a cada objeto A de B la categoria fibra
G4 = P;'(id4), a cada morfismo b : A — B el funtor (=) : Gy — Gpg, ¥y
a cada par de morfismos componibles A % BS C', la equivalencia natural
Upe : <(°(=)) = “(-):

Ahora, ocurre que cada categoria fibra G4, A € B, es un grupo categorico
con estructura tensorial dada por la restriccién del ® de . Consideremos
éste bajo la notacién (G4, ®).

Sib: A— B es cualquier morfismo en B, y X,Y € G4 son cualesquiera
dos A-objetos de G, existe un tinico B-isomorfismo

bxy :2(X®Y) =°X®°Y (1.23)
determinado por la conmutatividad del triangulo en G

X ®@°Y
F& T
XQ®Y 12 8% (1.24)
N |

L

"(X®Y)
v se observa entonces que °(—) : (G4,®) — (Gp,®) es un homomorfismo de
grupos categoricos.

Puesto que el sistema de imagenes directas I' puede ser claramente esco-

gido con la adicional condicién de normalizacion

Fb(IA):IbZIA——}IB (125)
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(va que todo morfismo en G es cocartesiano). Resulta que el homomorfismo
de grupos categéricos °(—) es estricto en unidades, en el sentido de que

°T4, = Ig (1.26)

Ademas, las equivalencias naturales

Upe : “(°(=)) = “ (=) (1.27)

se reconocen ahora como homotopias entre homomorfismos de grupos ca-
tegoricos, esto es para cualesquiera A-objetos X e Y, el diagrama

Y

‘(X ®Y)) -(X®Y)
C(bx,Y% \jb)x,y
C(bX R bY) cbX R cby”

k DOV

c(bX) R c(by)

es conmutativo.

Y resulta en definitiva que cada B-grupo categérico (G, Pg,®) define
de forma natural un pseudodiagrama de grupos categoricos de tipo B, o con
otras palabras, un pseudofuntor B — GpC AT, en el sentido que precisamos
a continuacion.

Definicion 1.2.17 Dada una categoria pequena B, un pseudodiagrama, o
pseudofuntor, de grupos cateqoricos de tipo I3

(F°,%) : B — GpCAT
es un sistema de aplicaciones asignando:
i) A cada objeto A de B, un grupo categorico (Fa,®) = (Fa,®,14,a,l,1).
it1) A cada morfismo b: A — B en B, un homomorfismo
(=) : (Fa,®) — (Fp,®)
111) A cada par de flechas componibles en B, A 5 BS C', una homotopia

Ybe : °C(=)) = “(=).
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Estos datos deben satisfacer las condiciones de normalizacion:
id'“"(—) = id(FA @) bIA = I, ”@z‘d,ﬁl,b = ?;db(—-): wb,idg e idb(_)

para cualquier morfismob: A — B en B, y coherencia: 51 A A2BSCcS D

son tres morfismos componibles en B, y a € F4 es cualquier objeto, entonces
el diagrama en Fp

es conmutativo

Por un diagrama de grupos categoricos de tipo B, entendemos un pseu-
dofuntor (F®,%) en el cual 1 consiste de identidades, es decir un funtor
B — GpCAT.

De acuerdo con las construcciones anteriores, cada grupo categorico co-
fibrado sobre B, (G,Pg,®), con un sistema de imagenes directas seleccio-
nado (I'y(X) : X — °X), determina un pseudodiagrama de grupos ca-
tegéricos de tipo B, (G®,v) : B — GpCAT. Si suponemos ahora que
T : (G, Ps,®) — (G,Py,®), es un B-homomorfismo, entonces la res-
triccién a cada fibra T4 : (G4,8) — (G'4,®), A € B, es claramente un
homomorfismo de grupos categoéricos. Ademas, como 1" es siempre cocar-
tesiano, proposicion 1.2.16, para cada morfismo en B, b : A — B, se nos
determina una familia de B-isomorfismos naturales

T,(X): T(°X) — °T(X), X € Gy,

determinados por la conmutatividad de los tridngulos en G’

T(T)

T( ~T(°X)

X)
r‘\ A(X)
bT (X))

que inmediatamente se reconocen definiendo una homotopia entre homomor-

fismos

T, : Ts°(—) — °(=)T4,
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es decir, para cualesquiera B-objetos X e Y, el diagrama

T

TO(X®Y)) >"T(X®Y)
T(bx,y))/ \(Tx Y)
TX ®°Y) T(X)®T(Y))

Tbx,ba\ AT(X),T(Y)

T(*X) ® T(°Y) ~T(X) ® *T(Y)

Ty ®T}

es conmutativo.

En definitiva, concluimos que cada B-homomorfismo induce un homo-

morfismo de pseudodiagramas de grupos categdricos en el siguiente preciso
sentido:

Definicion 1.2.18 Dada una categoria pequena B y dados dos pseudodia-
gramas de grupos categoricos, (F®, ), (F® ¢ : B — GpCAT. Por un
homomorfismo T : (F®,¢) — (F'®,v’) entendemos una familia de homo-

morfismos de grupos categoricos
Ty:(Fa,®) — (Fa,®),

uno para cada objeto A € B, y de homotopias entre homomorfismos
T, : Tg’(—) — °T'4(-),

una para cada morfismo b : A — B en B, de manera que se satisface la

condicion de normalizacion: 1T;q, = idr,, y la de coherencia: para cualquier
. b C :

par de morfismos componibles en B, A - B — C, el diagrama en F¢

Tc(Y)

Te(“(Ca)) - Te(“a) )
. N
“Ts(°c) CTx ()
p T
“("Ta(a))

es conmutativo para cualquier o € [F4
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Si T : (F®,y) — (F®,¢) y T' : (F®,y) — (F'®,%) son dos ho-
momorfismos de pseudodiagramas, su compuesto 17"7T es el homomorfismo
T" : (F®,v¢) — (F'®,1)) definido de la siguiente forma: Para cada objeto
Ade B, T} : (Fa,®) — (F'4,®) es Ty = T, T4; y para cada morfismo
b: A — B en B, la equivalencia natural T} : Th(°(=)) — °T%(—) viene
definida por la composicion

T((-)) = TyTp(* (=) 25 Tp("Ta(-)) =3 TATu(-),
Analogamente, si 7 : T — T' es una B-homotopia, entre B-homomor-
fismos de B-grupos categéricos T, T : (G, Pg,®) — (G',Py,®), ésta res-
tringe a una familia de homotopias entre los homomorfismos inducidos en
los grupos categoricos fibras 74 : T4 — T, verificAindose que para cualquier
morfismo b : A — B en B los diagramas de B-isomorfismos

Tp(Pa) —— T 4(e)
B YA (1.28)
Y Y
Tp(*a) ——— T 4(c)
b

resultan todos conmutativos.

Definicion 1.2.19 Sea B una categoria pequena y consideremos dos homo-
morfismos T,T" : (F®,v) — (F®,v) entre pseudodiagramas de grupos ca-
tegoricos (F®, ), (FF®,¢) : B — GpCAT. Una modificacién de T a T' es
un sistema de homotopias T4 : Tg — T, entre los homomorfismos de grupos
categoricos Ta, T : (Fa,®) = (F,4,®), una para cada objeto A de B, tal que
los correspondientes diagramas (1.28) resultan conmutativos.

Los pseudodiagramas de grupos categoéricos de tipo B, junto con los ho-
momorfismos y modificaciones entre ellos, forman una 2-categoria que deno-

taremos

PseudoDiag(B, GpCAT).

[Las construcciones indicadas en esta subseccion muestran la existencia de un

2-tuntor

GpC AT /B — PseudoDiag(B,GpCAT) (1.29)
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que, en la siguiente, se mostrara como una equivalencia de 2-categorias, sien-
do el camino inverso descrito precisamente como un calculo de colimites ho-
motopicos.

Si (G®,v) : B — GpC AT es un pseudodiagrama de grupos categdricos
de tipo By F : B — B es un funtor, por composicién con G¥, se define
un pseudodiagrama de grupos categoricos de tipo B', F*G® : B’ — GpC AT.

Este queda entonces definido por las siguientes asignaciones: para cada objeto
A’ en B, el grupo categorico (Gp(a),®); para cada b’ : A* — B’ en B, el
homomorfismo de grupos categéricos ) (—) : (Gray, ®) = (Gpp),); ¥y
por ultimo, para cada par de flechas componibles en B’, A’ LN : U-No , la
homotopia Yy ey : £ (FE)(=)) — FE)(-). Asi definido, claramente
cumple las condiciones de coherencia y normalizacion.

Si 7 : F — F' es una transformacién natural entre dos funtores dados,
F,F'" : B — B, ésta induce un homomorfismo entre los pseudodiagramas
inducidos 7, : F*G® — F'"G® de la siguiente forma. Para cada objeto A’
de B', 74 : F(A') — F'(A’) es un morfismo en B y por tanto se obtiene
un homomorfismo de grupos categoéricos "' (—) : Gpary = Gpr(ay. Para
cualquier morfismo &' : A’ — B’ en B’, la naturalidad de 7 proporciona el
diagrama conmutativo en B

TAI

F(A) -~ F'(A)
F(b) F'(b)
Y Y
F(B') —— F'(B')

con lo que se obtienen equivalencias naturales

-1
er;,F(b’) wpf(bf)‘TA’

Ty (F(b’)(_)) ;..TB:F(b’)(_) - F'(b’)w( ) L F’(b’)(w (—))

Por tanto 7, asocia a cada A’ de B’, el homomorfismo "' (—) y a cada mor-
fismo b : A’ — B’ en B' la equivalencia natural w;}(b,)’ww,rﬁ,,p(bf), y se
comprueba facilmente que cumple las condiciones de coherencia y normali-
zacion.

Claramente, si 7 = 1p : FF — F, entonces 7, = tdp-ge. Ademas, si
r: F - F' vo:F — F" son dos transformaciones naturales entre fun-
tores F, F', F" : B' — B, las homotopias ¢,,, 5,, : 74 (™' (—)) — 474" (—)
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proporcionan una modificacion entre 0,7, y (07), que convierte a estos ho-
momorfismos de pseudodiagramas en equivalentes.

Como consecuencia inmediata de las anteriores observaciones, si se tienen
dos funtores equivalentes F, F' : B’ — B, los pseudodiagramas de tipo B,
F*G® y F'""G® son equivalentes.

1.2.5 La construccion de Grothendieck.

Si F* = (F®,v) : B — GpCAT es un pseudodiagrama de grupos ca-
tegoricos, al componer con el obvio funtor de olvido (de la estructura monoi-
dal) GpC AT — CAT, tenemos un pseudodiagrama de categorias pequenas
subyacente, F = (F,v¢) : B — C AT, al cual podemos aplicar la integracién
de Grothendieck, como en la seccioén 1.1.3 obteniendo la B-categoria cofibra-

da IE‘f B. Lo que observamos ahora es simplemente que esta B-categoria es
realmente un B-grupo categorico en el sentido de la definicion 1.2.10.

En efecto, f BB tiene una B-estructura tensorial
~®— :F[BxzF[B — F[B (1.30)
definida en objetos por

(X, AB(X',A) = (X ® X', A)

donde X ® X’ es el producto tensor de X y X’ en el grupo categérico (F4, ®);
v en morfismos por

(x.4) Y (v, BYe(x', 4) Y (v, B) = (x @ X, 4) V2L (v o ¥V, B)

donde fRf" : (X ®X') - Y ® Y’ es el morfismo en Fg dado por la
composicion
X @ X)X X' B yey,

™/

siendo (X @ X') — *X ® X" el isomorfismo canénico del pseudodiagrama
(°(=) : F4 — Fp es un homomorfismo) y f ® f’ el producto tensor de fy f
en el grupo categorico Fp.

El funtor unidad

[:B— TB (1.31)
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estd simplemente dado por I(A) = (14, A), donde 14 es el objeto unidad del
grupo categorico F4, y para cada morfismo b: A — B de B es

I(b) = (id;,,b) : ({4, A) = (I, B)

(recordemos que °I4 = I, (1.26)).
Los B-isomorfismos de asociatividad y unidad vienen dados por los co-
rrespondientes de los grupos categoricos fibras, es decir

a(x,A),(Y,A),(z,4) = (ax)y,z,1d ) (1.32)

Z(X,A) = (fx,?;dA) y T(X,A) — (Tx,’idA). (].33)

Definicién 1.2.20 Si F® = (F®,¢) : B — GpCAT es un pseudodiagra-
ma de grupos categdricos, definimos su construccién de Grothendieck, F®[B
como el grupo categdrico cofibrado sobre B arriba descrito. Esto es, F®[B

es la categoria de Grothendieck F[B con la B-estructura de grupo categdrico
definida por (1.30), (1.31), (1.32) y (1.33).

La construccién F® —— F®[B es funtorial. Si T : F® — G® es un
homomorfismo de pseudodiagramas de grupos categoéricos de tipo B, éste
define un B-homomorfismo de B-grupos categéricos T[B : F*[B — G®[B,
donde para cada par de A-objetos, (X, A), (Y, A), el isomorfismo candénico

(TIB)((X, A (Y, A)) — (TB)(X, A)S(TJB)(Y, A)
es el definido por el par
(Ta)xy,ida) : (Ta(X ®Y), A) — (Ta(X) ® T4(Y), A),

donde (T4)xy : Ta(X ®Y) = T4(X) ® T4(Y) es el isomorfismo candnico
del homomorfismo de grupos categéricos Ty : (F4,®) — (G4, ®).

Analogamente, si 7 : T' — T’ es una modificacién de homomorfismos
entre pseudodiagramas de grupos categéricos F®,G® : B — GpCAT,
T T :F® — G®, ésta determina canénicamente una B-homotopia entre los
B-homomorfismos de B-grupos categéricos inducidos, 7[B : T[B — T'|B
dada simplemente por

(7IB)(x,4) = (Tx,td4) : (Ta(X),A) — (TH(X), A).

Desde aqui, es un simple ejercicio rutinario establecer que:
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Teorema 1.2.21 La construccion F® —— F¥[B define un 2-funtor
—|B : PseudoDiag(B, GpCAT) — GpC AT /B,

que es una 2-equivalencia, con cuasi-inverso el 2-funtor definido en (1.29).

1.3 Algunos ejemplos de grupos categoricos
cofibrados.

1.3.1 Modulos.

Mdédulos sobre categorias pequenas surgen de forma natural al estudiar la
cohomologia singular de los espacios clasificantes de estas categorias, [41],
(401, [3]. Si B es una categoria pequena, un B-médulo izquierda es un funtor
M : B — Ab, de B a la categoria de grupos abelianos, es decir un diagrama
de grupos abelianos con el tipo de la categoria B. Entonces M asocia a cada
objeto A € B un grupo abeliano M4 = M(A) y a cada morfismo en B,
b: A — B, un homomorfismo °(=) : M4y — Mp, z — °x, de manera que se
tienen las identidades

(x4 y) ="z + "y, 'y =g, °(°z) =z

cuando tengan sentido.

Ahora, cada grupo abeliano A puede ser visto como un grupo categorico
estricto con un solo objeto, siendo los elementos de A sus morfismos, y donde
tanto la composicién como el producto tensor estdn dados por la suma en A.

De esta forma, si M : B — Ab es un B-mddulo, éste es también un cierto

diagrama de grupos categoricos.
De acuerdo con la construcciéon de Grothendieck descrita en la seccion
1.2.5, cada B-médulo M, define un B-grupo categoérico estricto, que llamare-

mos el producto semidirecto, y representaremos por
(M x B,pr,®) = (M x B,pr,®,1d, I,1d, 1d)

que resulta descrito de la siguiente forma:
La categoria M x B tiene los mismos objetos que B, y un morfismo en
M x B es un par (z,b) : A — B, donde b : A — B es un morfismo en By
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r € Mp. La composicion esta definida por
(y,¢)(z,0) = (y + “z, cb)
y el funtor proyeccién es pr(z,b) = b. El producto tensor viene dado por
(,0) ® (y,b) = (z +y,b)

y el B-funtor unidad [ : B -+ M x B es I, = (0,b) para cualquier morfismo
b: A— BenB.

S1 G es un grupo, y lo miramos como una categoria (grupoide) con un
solo objeto, entonces un moédulo sobre la categoria G, M, es un G-mddulo
en el sentido usual. El G-grupo categorico M x G es claramente el usual

grupo producto semidirecto de M por (G, visto como una categoria con un
solo objeto.

1.3.2 Los grupos categoricos graduados de Picard.

Sea G un grupo actuando por automorfismos sobre un anillo conmutativo S.
Denotemos por (Pic(S),®) = (Pics(S),®), al grupo categérico de los
S-médulos invertibles (véase ejemplo 1.2.4). Esto es, Pic(S) tiene como

objetos los S-modulos proyectivos finitamente generados de rango constante
uno y sus correspondientes S-isomorfismos como morfismos, estando dada su
estructura monoidal por el usual producto tensor de S-mddulos.

Ahora, para cada ¢ € GG y cada S-mddulo M denotemos por M el S-
modulo que es igual a M como grupo abeliano pero con S-accién dada por

scx=0"'(s)z, s€8, zTeM
De esta forma, cada o € G proporciona una auto-equivalencia

(=) : Pic(S) — Pic(S)

(P-LQ)— (PHQ),

teniéndose identificaciones ?(7(—)) = 7"(—) y (=) = id; asi como isomorfis-
mos canonicos (P R®s Q) ZE'PRs7Q, rQy— QY.
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Entonces, si consideramos el grupo G como una categoria (grupoide) con
un solo objeto y con G como el conjunto de sus morfismos, tenemos un

diagrama
Pic(S)? : G — GpC AT

que asigna (Pic(S),®) al unico objeto de GG, y a cada o € G, el homomor-
fismo 7(—) : (Pic(S),®) — (Pic(S),®). De acuerdo con la construcciéon de
Grothendieck (seccién 1.2.5), concluimos con un grupo categorico cofibra-

do sobre (G, es decir un grupo categorico G-graduado en la terminologia de
Frohlich y Wall [21],

Pic(S)®[G = (Pic(S)[G, P, ®s,a, S, 1, 7)

cuyos objetos son los S-modulos invertibles, es decir, aquellos S-modulos
proyvectivos y finitamente generados con rango constante uno. Una flecha
P — @ es un par (f,0) donde c € Gy f: P — ?Q es un isomorfismo de
S-mdédulos. La composicion estda definida por (g,7)(f,0) = (gf,07), y el

funtor proyeccién por P(f,o0) = o. El G-producto tensor viene dado por el

producto tensor de modulos sobre S
fio ) (F10) ) (f®sflio /
P2 Q) es (P2 Q) =(Pos P "ELT Qes Q)

v el G-funtor unidad S : G — Pic(S)|G se define por S; = S y para cual-
quierc € G S, = (07t 0):S — S,donde 07! : 7S — S es el S-isomorfismo
definido por o~!. Los isomorfismos de asociatividad y unidad son los usuales
para el producto tensor de modulos.

(PRsQ)R®sT=ZPRs (Q®sT), PR SEXP=S®s P

Resaltemos que la categoria fibra (sobre el inico objeto 1 € () es el grupo
categorico de los S-moddulos invertibles (Pic(S5), ®).

1.3.3 El grupo categorico cofibrado de Whitehead.

Sea I1,(Y, Z) el grupoide fundamental de un espacio topologico Y en un
conjunto de puntos base Z C Y, es decir, el subgrupoide pleno del grupoide
fundamental de Y, IT;(Y"), cuyos objetos son los puntos y € Z; y notemos por



42 Lidia Fernandez

St =1/0I, oI = {0,1}, a la esfera 1-dimensional basada en * = 0 = 1. Sea
X un espacio topologico, B € A C X dos subespacios y S C B un conjunto
de puntos (base). Consideramos el espacio

(X,B)S" ={w: 8" > X/ w(x)e B} C XS

con la topologia inducida, el subespacio (A, S)(Sl**) C (X, B)(Sl**) v el gru-
poide de clases de funciones relativo, [8],

W(X,A,B,S)=1,((X,B)S", (4, 5)5).

Entonces, W (X, A, B,S) es un grupoide cuyos objetos son aquellos lazos
en A basados en puntos de S, y cuyas flechas son clases de equivalencia de

aplicaciones del cilindroa X, a: S! x I — X, que llevan S! x 9] en A, x x I

en Byxx0lenS. ,
J D=0y |

_

(D(*) (D=0./31x0

Dos de tales aplicaciones a, 3 : S'! x I — X son equivalentes si son
homotépicas por una homotopia h : S x I x I — X, que lleva * x I? en
B y tal que A/sixox1 = a/sixo = B/six0 ¥ h/sixixr = @/six1 = B/s1x1-
El dominio y codominio de un morfismo [«/] son sus restricciones a S' x 0 y
S1 x 1 respectivamente, y la composicién es la composicién vertical usual de
homotopias.

Ahora bien, existe una cofibracién (~ fibracién) de grupoides

P . W(X,A, B,S) — II,(B, S)

inducida por la aplicacién de evaluacion en *, (X, B)S*) — B, w — w(*);
y asi W (X, A, B, S) es un grupoide cofibrado sobre el grupoide fundamental
[1,(B,S). Ademas, la estructura de cogrupo de S' induce un II;(B, S)-
producto tensor

W(X,A,B,S) xu,ss W(X,A,B,S) = W(X,A,B,S)
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dado en objetos por la concatenacion de lazos, y en morfismos por la com-
posicion horizontal de homotopias; y existe un II; (B, S)-funtor unidad

I[:11,(B,S) — W(X, A, B, S)

inducido por la aplicacién I : B — (X, B)(51=*)

, que lleva cada punto =z € B
al lazo constante basado en z, I, (t) =z, 0 <t < 1.
De esta forma, hemos descrito la estructura de un II;(B, S)-grupo ca-

tegorico
(T'EV("X'? A? B! S)T' P? ®) = (I/V(X:' A? B) S)a Pa ®: a? Ia Za T)

para el cual los isomorfismos a, [ y r estan definidos como las clases de equiva-
lencia de las homotopias estandar respectivas que prueban la asociatividad
y unidad de la composicién de lazos, a : w @ (W' @ W") = (W W) @ W',
r:ow®l, wyl: I, ®w — w. En [47] aparecen féormulas explicitas.
Obsérvese que W (X, A, B, S) es entonces un I1; (B, S)-grupo categorico pues-
to que para cualquier lazo w : (S', x) — (A,S5), existe la curva inversa
w1, es decir, w }(t) = w(l —t), y un w(x*)-morfismo en W (X, A, B, S),
w®wl — I .

Llamamos a (W (X, A, B, S),P,®) el grupo categorico cofibrado de Whi-
tehead de (X, A, B, S).

Nota 1 Para un CW-complejo X con k-esqueleto X*, k > 0, y cada punto
zo € X, el grupo categérico W (X, X1, X1, X9, fibrade W(X, X!, X', X")
sobre zy es equivalente al grupo categorico estricto definido por el modulo
cruzado de Whitehead mo(X, X', 2¢) — 7 (X', ) [52], de acuerdo con la
equivalencia conocida entre la categoria de modulos cruzados y la categoria
de grupos categoricos estrictos |9, 31].

Nota 2 Un bigrupoide es una bicategoria en el sentido de Bénabou [6],
tal que las 2-celdas son estrictamente invertibles y las 1-celdas son inverti-
bles salvo isomorfismos de coherencia [26]. La categoria de bigrupoides es

equivalente a la categoria de grupos categoricos cofibrados sobre grupoides

(no sabemos si esta equivalencia aparece en la literatura), y el bigrupoide
correspondiente a W (X, X, X, X) es justamente el bigrupoide de homotopia
de un espacio topolégico X, II(X), como se define en [26].

Nota 3 En [38] se define el 2-grupoide de Whitehead de un espacio
topolégico X relativo a subespacios S € A C X. La categoria de 2-
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grupoides es equivalente a la categoria de grupos categoricos estrictos co-
fibrados sobre grupoides, y el grupo categorico estricto que corresponde
al 2-grupoide de Moerdijk es equivalente a nuestro W (X, 4, 4,.S), cuando
m (A, x) =0 = m (X, A, x) para cualquier punto x € S.



Capitulo 2

Torsores categoricos.

2.0 Introduccion.

[La teoria de objetos principales y homogéneos relativos a la accién de un
grupo, y particularmente la parte concerniente a su clasificacion, es de gran
importancia y consustancial en muchos aspectos de la Geometria, el Algebra
v la Topologia. Cuando tal grupo es el de automorfismos (isometrias, homeo-
morfismos,...) en un objeto dado, los correspondientes objetos principales y
homogéneos son precisamente aquellos que localmente resultan con la misma
forma del objeto dado y, usualmente, pueden ser descritos mediante torci-
mientos (twistings) o deformaciones de éste. Por este motivo, Grothendieck

24| se refiere a ellos como Torsores; aunque en la literatura también son usua-

les las terminologias de fibrados principales (principal bundles) y productos
cruzados (crossed products).

Con el simple principio de actuacién de que en un contexto categorico
identidades ecuactonales entre objetos han de ser interpretadas en términos
de isomorfismos coherentes, dedicamos este Capitulo 2 de la memoria a desa-
rrollar los formalismos de una teoria de torsores en C' AT, es decir de torsores
de categorias pequenas. Aqui, el papel clasico del grupo de automorfismos
en un objeto, es jugado por el grupo categoérico de autoequivalencias en una
categoria (Fq(C),®), (c.f. ejemplo 1.2.3), y una representacion de un grupo
categdrico, es decir un homomorfismo (G, ®) — (Eq(C),®), es lo equivalen-
te a una accién (categorica) de (G, ®) en C, establecida en términos de un
funtor ac : G x C — C, junto con isomorfismos naturales (X®¥Y)3 ~ X (¥ 3),

I3 ~ 3, satisfaciendo ciertas condiciones de coherencia.

45
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El capitulo consta de dos secciones. En la primera concentramos los
aspectos teoricos concernientes a la teoria de B-torsores sobre un B-grupo
categorico (G, Pg, ®), para B una categoria base arbitraria. Estos son cate-
gorias pequenas cofibradas sobre B, Ps : £ — B, tales que para cada objeto
A € B la categoria fibra £4 es equivalente a la subyacente de la correspon-
diente al B-grupo categorico G4, via una B-accién dada de (G, Pg, ®) sobre
(£,Ps). El conjunto de B-torsores sobre (G, Pg, ®), junto con los B-funtores
equivariantes y las correspondientes B-homotopias equivariantes entre ellos.
conforman un 2-grupoide, Tors(B, G), que es estudiado en la primera seccién.

En la segunda seccion hemos incluido varios ejemplos con los que preten-
demos tanto 1lustrar como justificar y sustentar la oportunidad y el interés
de estudiar el concepto de torsor categorico, tal como se ha realizado pre-
viamente. Asi, mostramos como la teoria de ertensiones lineales de Baues,
3], que concierne a cada categoria pequena B y cada B-mddulo, y particular-
mente entonces la de extensiones singulares de un grupo GG por un G-médulo,
es un caso especial de nuestra teoria de torsores categéricos. En un segundo
ejemplo, atendemos al grupo de Brauer-Goldman Br(S/R), relativo a una ex-
tension Galoisiana de anillos conmutativos S/ R, y mostramos como cada uno
de sus elementos puede ser interpretado como un torsor categérico. En un
tercer ejempio mostramos un camino natural por el cual torsores categdricos,
relativos a la accion de grupos categoricos cofibrados de Whitehead, surgen
desde la topologia, asociados a pares de espacios.

2.1 Acciones categoricas.

2.1.1 Acciones de grupos categoricos.

Sea C una categoria v (G, ®) un grupo categérico. Una G-accién sobre C,
véase [30], consiste de un funtor G x C — C, (X,3) — X3, junto con
iIsomorfismos naturales

6 =odxyp: "B = *("B)

bo=tos: B — [
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tales que, para cualesquiera objetos X, Y, Z € G y 3 € C, el siguiente
pentagono

(xe(Y®2)) g —° - X((ve2)g)

/ N

(xev102) 5 <("(28)

asi como el triangulo

son conmutativos.
Cuando existe una G-accién sobre C, cada objeto X € G define una

equivalencia ¢(X) : C — C, ¢(X)(B A vy = Af : 8 — X, y cada
morfismo u : X — Y en el grupo categoérico G define una equivalencia
natural ¢(u) : ¢(X) = oY), é(u); = “B: *8 — ¥ 3. Entonces existe un
homomorfismo de grupos categoricos

¢:G— Eq(C)

donde dxy : (X ®Y) — od(X)o(Y) estd dado por (dxy)s = dx.va
Reciprocamente, dada cualquier categoria C y cualquier homomorfismo ¢ de

G en Eq(C), podemos definir una G-accién sobre C tomando * 3 = ¢(X)(5)
para cada par de objetos X e Gy 3 €C,y “f : 3 — ¥~ como la diagonal
del diagrama conmutativo

o(X)(f) ,

Xﬁ . | v
B(u)s g B(u)n
Y Y
Y,B - Y")/
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para cada par de morfismos v : X - Y en Gy f : 3 — v en C; vy, para
X,Y € Ob(G) y B € Ob(C), tomamos ¢xys = (dxy)s : *8V3 = X(¥Y3)
v ¢05 = (¢o)s : 18 — 3 donde ¢y : ¢(I) — 1c es el isomorfismo natural
definido por el homomorfismo ¢.

Entonces, dar una G-accién sobre una categoria C es equivalente a dar
un homomorfismo de G en el grupo categérico de auto-equivalencias en C

Ejemplo 2.1.1 Sea G un grupo y S cualquier conjunto y consideremos
dis(G) y dis(S) las categorias discretas con solo identidades que definen
G y S. La multiplicaciéon en G determina un grupo categérico estricto
(dis(G), ) = (dis(G),-, 1,e,1,1) y una dis(G)-accién sobre dis(S) viene de-
terminada por la acciéon del grupo &G sobre S en el sentido usual.

Ejemplo 2.1.2 Sea C una categoria, y (Eq(C),®) el grupo categdrico de
autoequivalencias de C descrito en el ejemplo 1.2.3. Entonces (Eq(C), ®)

actua sobre C por la accidén correspondiente al homomorfismo identidad
1gqc) : Eq(C) — Eq(C), es decir YA = F(A).

Ejemplo 2.1.3 SiC es cualquier categoria y (G, ®) cualquier grupo categé-
rico, podemos definir una G-accién sobre C tomando * 3 = 3 para cada par
de objetos X € Gy 6 € C, y “f = f para cualesquiera morfismos u en G

y f en C; los isomorfismos naturales ¢ y ¢y son identidades. Esta G-accidén
corresponde al homomorfismo cero G — E¢(C) y se denomina la G-accién
trivial.

Ejemplo 2.1.4 Sea (G, ®) cualquier grupo categérico. Podemos hacer ac-
tuar a G sobre si mismo mediante el producto tensor a la izquierda, esto es,
la G-accidén sobre G en laque 'Y = XQVY, “v = u®uw, v los isomorfismos ¢ y
®o estan dados por los isomorfismos de asociatividad y unidad a la izquierda.
Esta accion se denomina la accion regular a la 1zquierda sobre G.

Ejemplo 2.1.5 La II,(Y)-accidn sobre el grupoide I1, (Y ).

Si X e Y son espacios con punto base *, entonces II;(Y*) es el grupoide
definido en [8], esto es, los objetos son las aplicaciones f : X — Y de espacios
con punto base y los morfismos [['] : f — g son clases de homotopia relativa
a aplicaciones finales de homotopias [' : f — g relativas al punto base.
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Supongamos que X tiene un punto base no degenerado *. Entonces,
para cualquier aplicacion f : X — Y y cada lazo w € Q(Y), podemos
elegir una aplicacién 'y, : I x X — Y verificando que I';,(0,z) = f(z) y
[f,(t,%) = w(t). Definimos “f : X — Y por (“f)(z) = I'f.(1,z); entonces
['f, es una homotopia libre de f a “f a lo largo de w.

La correspondencia (w, f) — “f se extiende a un funtor en los grupoi-
des fundamentales IIo(Y) x II;(YX) — II;(Y*) que estd definido en mor-
fismos de la siguiente forma: Sea A : [ x I — Y una homotopia de w a
w' rel{0,1} y sea la aplicacién I' : 7 x X — Y una homotopia de f a [’
rel{*}; como el par (I x X,I x {*x} U{0,1} x X) = ([,{0,1}) x (X, *)
tiene la propiedad de extension homotdpica, la aplicacion H del subespacio
(0} x Ix XUIT x{0,1} x XUI x I x {x} en Y definida por H(0,s,z) =
['(s,x), H(t,s,*) = h(t,s), H(t,0,z) = Ts,(t,z) y H(t,1,z) = [p o (¢, T),
tiene una extension H : I x I x X — Y. Sea "A(s,z) = H(1,s,x); en-
tonces "A : I x X — Y es una homotopia de “f a “ f’ rel{*} cuya clase

de homotopia depende sélo de las clases de homotopia [h] v [I'] de h y T
respectivamente. Entonces definimos B = [rA] v f — oF

Para definir el isomorfismo natural ¢ : (wew’) f 5 w (@ f) para cada par de
lazos w,w’ € Q(Y) y cada aplicacién f: X — Y, consideremos la aplicacion

H: {0} xIxXUIx{0,1}xXUIxIx{x} — Y definida por H(0,s,z) = f(x),

Ff’wr(Qt,I‘) OStSI/Q
H(t,0,z) = I'tuew(t,z), H(t,1,z) = y
Fop,(2t—1,2) 1/2<t<1

H(t,s,*) = w(t). Esta aplicacion tiene una extensién H : I X I x X — Y.
Sea p(s,z) = H(1,s,x); entonces ¢ : [ x X — Y es una homotopia de (oBur') £
a “(“ f) rel{x} y tomamos ¢ = [ip] : (W) f — @(¥ f).

Finalmente, para cualquier f : X — Y, la propiedad de extension ho-
motépica garantiza la existencia de una aplicaciéon H : I x I x X — Y tal que
H(0,s,z) = f(x), H(t,0,z) = Ts.(t,z), H(t,1,z) = f(z) y H(t,s,*%) = *;
esto se usa para definir el isomorfismo natural ¢, : *f — f como la clase de
homotopia de la aplicacién ¢qg(s,z) = H(1,s,x).

Observemos que la ITy(Y)-accién sobre IT;(Y*) induce, en las compo-
nentes conexas, la accién estdndar del grupo 7;(Y) en el conjunto [X, Y] de
clases de homotopia de aplicaciones de X a Y.
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Ejemplo 2.1.6 La IIy(X, %)-accion sobre el grupoide TI,(X, A, ).

Dado un subespacio A € X y un punto base * € A definimos el espacio
Q(X, A, %) = {y € X'/v(0) = *,7(1) € A} C X' con la topologia inducida
y sea IIo(X, A, x) = II;(Q(X, A, %)) el grupoide fundamental de Q(X, A4, ).
Entonces los objetos son aquellas curvas en X con origen * y rango contenido

en A, y los morfismos [I'] : ¥ — 7' son clases de homotopia relativa a curvas
finales de homotopias I' : T x I — X de v en %' tales que I'(0,s) = x y
['(1,s) € A.

La aplicacion p : Q(X, %) x Q(X, A, %) — Q(X, A, %) definida como en
(1.6), induce un funtor entre los correspondientes grupoides fundamentales

® : Io( X, %) x [Ix( X, A, x) — TI (X, A, *)

que esta dado en objetos por (w,vy) — w ® 7, la curva producto de w y ~, vy
en morfismos por [f] ® [¢g] = [f ® g] donde

f(2t, s) 0<t<1/2

—

g(2t—1,s) 1/2<t<1

(f®g)(ta s) = {

Los isomorfismos ¢ : (WR W) @7 2> w® (W ®¥) y ¢y : *x @ ¥ — v estdn
definidos como las clases de homotopia de las aplicaciones A : [ x I — X vy
L:IxI— X dadasen (1.7) y (1.8).

Sea (G,®) un grupo categérico y supongamos que G actia sobre dos
categorias C y D. Un funtor G-equivariante T : C — D consiste de un funtor
T :C — D y una familia de isomorfismos naturales

Txp:T(*B) — *T(B)

tales que para cualesquiera objetos X,Y € Gy 3 € C los siguientes diagramas
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conmutan

T((X8Y)g) Ixevs (X&Y)T(3)

T(®) ¢’
\ (T(*’ﬁn/mr

IO ———t H ()
T(8)

(£)))

2.1.2 Acciones de grupos categoricos cofibrados.

Supongamos ahora que B es una categoria, (G, Pg,®) = (G, P, ®,a,1,[,1),
un B-grupo categorico y (£, Pg) una B-categoria.

Definicién 2.1.7 Una B-accion de (G,Pg,®) sobre £ consiste en un B-
funtor G xg &€ — &, (X, &) — X&, junto con B-isomorfismos naturales

b= (dxye: “BVE SN (NE)), b0 = (Poc : POE — &) (2.1)

tales que para cualquier objeto A de B, A-objetos X,Y de G y A-objeto § de
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£, los diagramas (en la categoria fibra £ )

(Xe(Yez) - X ((Y®2)¢)

/ N

((X@Y)@Z))g X (Y Zé-))
(X®Y) Zf (22)
(A®IA)€ ng

\/

51 (G, Pg,®) es un B-grupo categorico estricto y los isomorfismos (2.1)
son i1dentidades, la B-accion es estricta.

conmutan.

Cuando B = x, una B-accién de (G, Pg,®) sobre £ es una accién del
grupo categorico (G, ®) sobre la categoria £ en el sentido de la seccién 2.1.1.
S1 tenemos una B-accién de (G, Pg, ®) sobre &, para cualquier objeto A
de B es evidente que ésta restringe a una accién del grupo categorico fibra
(G4, ®) sobre la categoria fibra £4. Como cualquier objeto X € G4 es 2-
regular o, lo que es lo mismo, invertible, éste determina una equivalencia

X(=):E4 — Ea, E— XE; y por otra parte, cualquier A-morfismou: X — Y
en G determina una equivalencia natural (*¢ : *§ — Y &) entre X (=) e ¥ (-).

Definicion 2.1.8 Supongamos que el B-grupo categorico (G, Pg,®) actia
sobre dos B-categorias £ y D. Un B-funtor G-equivariante 7 : £ — D es un
B-funtor T : £ — D junto con una B-equivalencia natural

Txe:T(YE) — *T(€)

tal que, para cualquier objeto A de B, cualesquiera A-objetos X,Y de G vy
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cualquier A-objeto & de &, los diagramas

T(* (M) *(H(T(6)))
h‘ (Ty,e)
(T(ME))
fAé‘ TIA & IAT

N, /

Definicion 2.1.9 Supongamos que T, T" : £ — D son dos B-funtores G-
equivariantes, entre dos B-categorias sobre las que actia (G,Pg,®). Una

son conmutativos.

B-homotopia G-equivariante h : T — T" es una B-transformacion natural

tal que para cualquier A € B y cualesquiera A-objetos X de G y £ de &, el
diagrama

T(Xe) — £ X(g)

Ty ¢

T'(%¢€) > 2T"(¢)

es conmutativo.

Es facil observar que para cualquier categoria B y cualquier B-grupo
categorico (G, Pg,®) tenemos una 2-categoria cuyos objetos son las B-ca-
tegorias provistas de una B-accién de (G, Pg,®), cuyos morfismos son los
B-funtores G-equivariantes y cuyas deformaciones son las B-homotopias (G-
equlvariantes.

2.1.3 Acciones simplemente transitivas.

Definicién 2.1.10 Sea B una categoria pequena y sea ac una B-accion de
un B-grupo categdrico (G, Pg,®) = (G, Pg, ®,a, ,l,r) sobre una B-categoria
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(€,Ps). Decimos que la accion es simplemente transitiva sz el funtor inducido

G x5 €& s LY xXp & es una B-equivalencia de B-categorias.

La proposicion que sigue a continuacidén caracteriza las acciones simple-
mente transitivas de diferentes formas.

Proposicion 2.1.11 Supongamos que un B-grupo categorico (G, Pg,®) ac-

tua sobre una B-categoria (€, Pg). Entonces son equivalentes:

1) La accion es simplemente transitiva.

it) a) Para cada objeto A € B y cualesquiera dos A-objetos &, n de &,
existe un A-objeto X de G y un A-isomorfismo * € = n.

b) Para cualquier morfismo b : A — B en B, cualquier b-morfismo
f:&—=nené&, cualquier A-objeto X de G y cualquier B-objeto Y de
G la aplicacion Homy(X,Y) — Homy(*E,Yn), u— “f es una biyec-

Cl10M.

112) Todo morfismo en £ es cocartesiano y para cada objeto A de B y cada
A-objeto € de £, el funtor pe : G4 — E4, X — *& es una equivalencia

entre las categorias fibras sobre A.

w) Todo morfismo en £ es cocartesiano y para cada objeto A de B, o la
categoria fibra £4 es vacia o existe un A-objeto & de & tal que el funtor

pe : Gg — €4 es una equivalencia.

Demostracién: El funtor G xg & e g xg &, (X,6) — (V£ €) es fiel y
pleno si para cualesquiera dos objetos (X, &), (Y,n) € G xg &€ la aplicacién

Homgy,e((X,€), (Y,n)) — Homex e ((X€,6), (¥n,n))

(u, f) — (*f, f) es biyectiva. Supongamos que X y £ son A-objetos y que
Y y n son B-objetos, entonces Homgxze((X,€),(Y,n)) es la unién dis-
junta de los conjuntos Homy(X,Y ) x Homy(&,n), de la misma forma que
Homgyx,e((*£,€), (¥n,7n)) lo es de los conjuntos Homy(*&, Y n) x Homy(&,n).
Entonces (ac, pr) es fiel y pleno si y solo si, para cualquier b : A — B y cual-
quier b-morfismo f:& — n, la aplicacion Homy(X,Y) — Homy(* €, ¥ n),
u +— “f, es una biyeccién, es decir, se verifica la condicién b) de 7).
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Recordemos ahora, Proposicion 1.1.1, que un B-funtor entre B-categorias
es una B-equivalencia si y solo si es fiel y pleno y sus restricciones a las
categorias fibra son densas. Entonces, (ac,pr) sera una B-equivalencia si
y solo si se verifica la condicién b) de i7) y ademéas para cualquier ob-
jeto A de B el funtor restriccién (ac,pr)a : Ga X €4 —> €4 X E4 €5
denso. Si esto es asi y &, n son dos A-objetos, existen (X,a) € G4 X E4
v un isomorfismo (f,g) € Ea x Ea, (f,9): Fa,a) — (n,£). Esto signifi-
ca que f v g son dos A-isomorfismos, f:*a — 17, ¢g:a — £. Enton-

ces la composicién & (XL);I Xo Ly n es un A-isomorfismo y se verifica a)
de ii). Reciprocamente, si tenemos un A-isomorfismo f:*& — 7, el par
(f,1): (%€, €) — (n,€) es un isomorfismo en €4 X £4 y por a) se tiene la
densidad del funtor (ac,pr)s. Tenemos entonces la equivalencia entre 72) y
17).

Ahora supongamos que la accion es simplemente transitiva. Si A es un ob-
jeto de B y € es un A-objeto, la aplicacién Hom4(X,Y) — Homa(*&,YE),
u — £, es una biyeccion para cualesquiera A-objetos X, Y de (G, gracias a
la condicion b) de ¢2); asi que pg : Gg — &4 es fiel y pleno. Ademas es denso
gracias a a), y es entonces una equivalencia de categorias. Para probar 2i1)
s6lo falta observar que todo morfismo en £ es cocartesiano.

Sea f: €& —n un b-morfismo en E,conb: A— B ysean cualquier B-
objeto. Elegimos un B-isomorfismo ¢ : *n — 1’ que existe por a) de i7), para
algiin B-objeto X de G,; y consideramos también los isomorfismos canonicos
bo : TA6 S €y &g : '8Bn = n. Tenemos entonces el diagrama conmutativo

HOTTLB(IB, ){) (—23" HomB(IB'r), X’/?) _;" HomB(na 77’)

(fb)*l l("bf)"‘ lf"

Homy (14, X) %-— Homy(14€,*n) — Homy(&, 1)

donde (1) es la biyeccién u — “ny (2) es la biyeccion v — Y f. Como cualquier
morfismo en G es cocartesiano, (I,)* es una biyeccion, y como consecuencia
f* también lo es, es decir, f es cocartesiano.

Ahora probaremos que #i7) = 41). La condicién a) es clara. Para probar
b), sea b : A — B un morfismo en B, f : £ — n un b-morfismo en &, X un
A-objeto de G, e Y un B-objeto de G. Como la proyeccion Pg : G — B es
una cofibracién, existird un b-morfismo de dominio X, v : X — Y’ haciendo
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conmutativo el diagrama

Homg(Y',Y) == Hom(X,Y)

lpn J(*)f

4 (uf)* q
HomB(Y 7, Yﬁ) T Homb(‘)‘f, Yﬁ)

donde las flechas horizontales son biyecciones por ser u y “f cocartesia-
nas, y como p, : Gg — Ep es una equivalencia, la aplicacién inducida
Homp(Y',Y) — Hompg(¥' n,Y n) es una biyeccién. Entonces, la flecha verti-
cal restante también lo es. Esto prueba i17).

Finalmente, probaremos que iv) = #2z7). Supongamos que £ es un A-
objeto en & tal que p; : G4 — £4 es una equivalencia, y sea 1 otro A-objeto.
Entonces existe un A-objeto Y de G y un A-isomorfismo f : Y& =5 1y como
consecuencia, encontramos una equivalencia *®Y¢ — X(Y¢) =5 Xp entre
los funtores ps(— ®Y) y p,

GA _®Yr - qu
S
Ea

Como — ® Y es una autoequivalencia en Gy4, p, también lo es. W

2.1.4 Torsores. El 2-grupoide Tors (B, G).

Queremos definir ahora la nocién de torsor. Primero, observemos el siguiente
corolario que es una consecuencia simple de la proposiciéon anterior.

Corolario 2.1.12 Supongamos que el B-grupo categorico (G, Pg,®) actia
de forma simplemente transitiva sobre la B-categoria (£, Pg). Entonces son
equivalentes:

1) El funtor proyeccion Pg : £ — B es sobreyectivo en morfismos.
11) Ps es una cofibracion sobreyectiva en objetos.

1) Ps es sobreyectiva en objetos y es una precofibracion, es decir, para
cualquier morfismo en B, b : A — B, y cualquier A-objeto & de &,

eriste un b-morfismo cocartesiano de dominio £.
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Demostracion: El hecho de que cualquier morfismo en £ sea cocartesiano
garantiza la equivalencia entre ii) y 7:7), asi como que ambas implican 7).
Supongamos que se verifica 7). Entonces, Pg es sobreyectiva sobre identidades
y por tanto sobre objetos. Si b: A — B es un morfismo en B y £ es un A-
objeto, consideremos f : 7 — o cualquier b-morfismo. Como & y 7 son
A-objetos, por la Proposicion 2.1.11 2z2) a), existe un A-objeto X de G y
un A-isomorfismo ¢ : £ — “n. Por otra parte, como Pg : G — B es una
cofibracién, existe un b-ql)?rﬁsmo de dominio X, uv : X — Y. Entonces, la
X y

composicion & — *n — "o es un b-morfismo de dominio £&. Por tanto

i) = 4ii). W

Definicion 2.1.13 Una B-categoria (£, Pg) sobre la que existe una B-accion
simplemente transitiva de un B-grupo categorico (G, Pg,®) se denomina un
torsor si el funtor proyeccion Pg es sobreyectivo en morfismos, o equivalen-
temente £ es una B-categoria cofibrada con fibras no vacias.

St (G, Pg,®) es un B-grupo categorico estricto, el torsor (€, Pg) se dice
estricto st la B-accion de (G, Pg,®) sobre £ es estricta y la B-equivalencia
G x5 & — € x5 & es un isomorfismo.

Obsérvese que en el caso particular en el que B es un grupoide, o por
ejemplo un grupo, cualquier categoria cofibrada sobre B es también un gru-
poide (puesto que un morfismo cocartesiano sobre un isomorfismo es también
otro isomorfismo [25]) y asi la condiciéon de que todo morfismo sea cocarte-
siano estara siempre garantizada. Ademas, si B es un grupoide y (G, Pg, ®)
es un B-grupo categérico (y como consecuencia también un grupoide), un
torsor sobre B bajo G consiste de un grupoide £ junto con una aplicacion
sobreyectiva Pg : £ — B y una B-acciéon G x5 & — £ tal que para cualquier
objeto A de By cualquier A-objeto £ de &, pe : G4 — Ea, X — & establece
una equivalencia entre las categorias fibra sobre A.

Definicién 2.1.14 Dado un B-grupo categorico (G, Pg,®), st (£,Pg) y
(D, Pp) son dos torsores sobre B bajo G, por un morfismo de torsores de
E a D entendemos un B-funtor G-equivariante T : £ — D. Si T, 1" : € — D
son dos morfismos de torsores, por una homotopia h: T — T" entendemos

una B-homotopia G-equivariante entre ellos.
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Podemos observar tacilmente que tenemos una 2-categoria Tors(B, G)

)

cuyos objetos son los torsores sobre B bajo G, cuyos morfismos son los mor-
fismos de torsores y cuyas deformaciones son las homotopias entre morfismos.

Proposicion 2.1.15 Para cualquier categoria B y cualquier B-grupo cate-
gorico (G, Pg,®), Tors(B,G) es un 2-grupoide (débil), es decir, toda homo-
topia es invertible y todo morfismo es homotdpicamente invertible.

Demostracién: En un torsor sobre B bajo G, las fibras son grupoides.
Entonces, todo morfismo sobre una identidad de B es un isomorfismo, y por
tanto cualquier B-transformacion natural entre dos morfismos de torsores es
una B-equivalencia natural. En particular, facilmente se deduce que toda
homotopia entre dos morfismos de torsores es invertible.

Supongamos ahora que 7 : £€ — D es un morfismo de torsores sobre
B bajo G, y veamos que existen 7" : D — & y homotopias T7T' ~ id,
T"T" ~ id. Empecemos observando que T : £ — D es una B-equivalencia de
B-categorias. Como, tanto en £ como en D, todo morfismo es cocartesiano,
vease la proposicion 2.1.11, es suficiente observar que para cualquier objeto
A € B, la restriccién de T a las fibras Ty = T/g, : €4 — D4 es una
equivalencia. Sin embargo, como £ 4 es no vacia, existird un A-objeto £ € &.
y tendremos el diagrama de funtores

- &4

donde p¢, pr(¢) son equivalencias por la Proposicion 2.1.11, iz). Los funtores
L4 - pe y pre) son naturalmente equivalentes gracias a los A-isomorfismos
naturales Tx ¢ : T(* &) — *T(£) y como consecuencia T4 es una equivalencia.

Esto significa que T : £ — D es una B-equivalencia v por tanto, existen

(™

un B-funtor 7" : D — £ y dos B-equivalencias naturales h : 77" — idp v

h' :ide = T'T tales que T'h - K'T' = id y hT - Th' = id. Ahora observemos
que se puede dotar a 7" de una tunica estructura de B-funtor G-equivariante
de manera que h y h' sean B-homotopias G-equivariantes, mediante los iso-

S

morfismos Ty ./ T'(*¢) = XT'(£'), que hacen los siguientes diagramas
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conmutativos en la correspondiente categoria fibra

/
T(T_}(’af )

IT'(*¢) —=T(*T'(¢"))

h Tx 11 e

,Y _' Y
f\gr - - X (TTf(é-f))

Como consecuencia de la anterior proposicion, la existencia de un morfis-
mo de torsores £ — £’ determina una relacion de equivalencia entre los torso-

res sobre B bajo G vy, en este caso, normalmente diremos que £ y £’ son torso-

res equivalentes. Denotaremos entonces por Tors|B, G] al conjunto de clases
de equivalencia de torsores sobre B bajo el B-grupo categorico (G, Pg, ®), es
decir, al conjunto de componentes conexas del 2-grupoide Tors(B, G).

Observemos que el 2-grupoide Tors(B, ) estd punteado por el llamado

torsor trivial G, que viene dado por el mismo B-grupo categoérico (G, Pg)
(recuérdese que el funtor proyecciéon Pg : G — B es una cofibracion sobre-
yectiva), junto con la B-accién de G sobre si mismo definida por el producto
tensorial a la izquierda ac = ®@ : G xg G — G, es decir, *Y = X ® Y.

La siguiente proposicién caracteriza los torsores equivalentes al torsor

trivial:

Proposicion 2.1.16 Un torsor £ sobre B bajo G es equivalente al torsor
trivial G si y solo si escinde, esto es, el funtor proyeccion Pg : € — B
admite una seccion S : B — £, PeS = 1d.

Demostracién: El torsor trivial G claramente estd escindido por el funtor
unidad I : B — G, y entonces cualquier B-torsor equivalente a €l tambien
escinde. Reciprocamente, supongamos que £ es un B-torsor bajo G escindido
por un funtor S : B — £. Entonces tenemos un B-funtor 7' : G — &
definido por la composicion G L7 G xpg B X2 G x g E — €. Es decir,
si X es un A-objeto de G, T(X) = *S(A), que es G-equivariante por los
B-isomorfismos T(XY) = T(X @ Y) = (X®Y)G5(A) = X(¥S(A)) = *T(Y).
Como consecuencia, £ es equivalente al torsor trivial. B



60 Lidia Fernandez

Por tanto, Tors|B, G| es un conjunto punteado por la clase de los torsores
escindidos.

Recordemos (33, 38 que para un 2-grupoide A, my(.A) denota su conjunto

de componentes conexas. Ademas, para cada objeto A de A, m (A, A) es el
grupo de clases de homotopia de automorfismos de A, y mo(A, A) es el grupo

— A,

de 2-grupoides, es una equivalencia si, y sélo si, ¢ induce una biyveccion

(abeliano) de homotopias de 14 en si misma. Un morfismo ¢ : A

mo(A) — mo(A), y para cualquier objeto A de A, isomorfismos de grupos
mi(A, A) = mi(A, p(A)), para i = 1,2, [38].
Los grupos de homotopia de Tors(B,G), basados en G'", tienen una

primera interpretacién natural:

Proposicion 2.1.17 i) mg(Lors(B,G)) = Tors|B, G|, el conjunto de clases
de equivalencia de B-torsores bajo G.

1) m(Lors(B,G),G") = F[G/B} ; el grupo de clases de B-equivalencia de
B-funtores S : B — G (es decir, tales que PgS = 15).

111) mo(Lors(B,G),G") = Natg(I,I), el grupo abeliano de B-equivalencias
naturales del B-funtor unidad I : B — G en st mismo.

Demostraciéon: i) es cierta pues un morfismo de torsores siempre es una
equivalencia.

Para probar i) y i) resaltemos que m; es el grupo de clases de B-
homotopia de B-funtores G-equivariantes G — G y que my es el grupo abe-
liano de B-homotopias G-equivariantes de lg:- en si mismo.

Ahora, para cada B-funtor G-equivariante T : (G, Pg,®) — (G, Pg, ®),
denotemos por Fr=T1: B — G, que es un B-funtor; y para cada B-
funtor FF: B— G sea Tr: G — G el B-funtor G-equivariante definido
por Tp(X)=X®F(A), si Pg(X)=A, junto con los B-isomorfismos
TH(X®Y)=(X®Y)®F(A) “5 X ® (Y ® F(4)) = X @ Tr(Y). Es facil
ver que para cualquier B-funtor G-equivariante 7', los isomorfismos
T(X) Tir,) T(X ®14) H—If X®TIy=Tp.(X) definen una B-homotopia
G-equivariante 7' — Tp.; de la misma forma que para cualquier B-funtor
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F : B — G, los isomorfismos Fr.(A) =14® F(A) — F(A) definen una B-
equivalencia Fp, — F'. Esto prueba 1)

Si ahora consideramos T,7" : (G, Pg,®) — (G,Pg,®) dos B-funtores
G-equivariantes, observamos que para cualquier B-homotopia 7 : Fr — F,
existe una unica B-homotopia G-equivariante h : T° — 71" tal que hl = T,
determinada por la conmutatividad del diagrama

h x

- T'(X)

T(T)T TT’(?‘)
h

para todo X de G con Pg(X) = A. Como Fy, = 1g/ = I hemos probado
iii). W

2.2 Algunos ejemplos de torsores categoricos.

2.2.1 Extensiones lineales de Baues.

Sea B una categoria pequena y M cualquier B-moédulo a la izquierda. De
acuerdo con [3, 4], una categoria £ se dice una eztension lineal de B por M,

y Se nota
P
M+ »— €& —» B

si se verifican (a), (b) y (c):

(a) £ y B tienen los mismos objetos y P es un funtor pleno, que es la

identidad en objetos.

(b) Para cada morfismo b : A — B en B, el grupo Mp actua simple y transi-
tivamente sobre el conjunto de b-morfismos P~1(b) = Homy(A, B) C £.
Para cada x € Mp y cada b-morfismo f, denotamos por *f a la accion

de x sobre f.
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(¢) La accion verifica la ley lineal de distributividad Yg*f = W+°)(gf),
para cada par de morfismos componibles A % B 5 C en B, v cada
c-morfismo g, b-morfismo f, x € Mg e y € M.

Lo que nos gustaria destacar ahora es que una extension lineal de B por

M, M+ — & — B, es lo mismo que un torsor estricto sobre B bajo M x B,
con funtor proyecciéon P : £ — B y la B-accién (M x B) xg £ — £ viene
dada por ") f = f para todo (z,b): A — B en M x By todo b-morfismo
f :A—= Ben . La condicion (c) de la definicién de extensién lineal se
traduce en que ac es un funtor, y ademds (a) y (b) demuestran que £ es un
torsor (Proposicion 2.1.11 #7) y Corolario 2.1.12).

Si Lin|B, M| denota el conjunto de clases de equivalencia de extensiones
lineales de B por M, tenemos una aplicacion de inclusion

Lin|B, M| — Tors[B, M x B]

que es ademas una biyeccion:

Recordemos que una B-categoria era B-esquelética cuando, para cual-
quler objeto A € B, dos A-objetos isomorfos son iguales, es decir, cuando
todas las categorias fibra son categorias esqueléticas. Toda B-categoria es
B-equivalente a una B-esquelética.

Si £ es un torsor sobre una categoria B bajo un B-grupo categérico G, vy
T : & — &' es una B-equivalencia, entonces podemos trasladar a lo largo de T
la B-accion de G sobre £ a una estructura de torsor esencialmente tinica sobre
&' de manera que 7' se convierta en un morfismo de torsores. En particular,
todo B-torsor £ es equivalente a uno B-esquelético.

Ahora, supongamos que £ es un B-torsor esquelético bajo M x B, con
funtor proyeccién P : £ — B. Para cualquier objeto A € B, la categoria
fibra €4 es equivalente a (M x B), = M4, el grupo abeliano M 4 considerado
como una categoria con sélo un objeto, asi que £, tiene sé6lo un objeto, que
podemos identificar con A. Entonces podemos suponer que £ y B tienen los
mismos objetos y P es la identidad en objetos, y por tanto que £ es una
extension lineal de B por M. Entonces,

Lin|B, M| = Tors|B, M x B].

Observemos que si B = (G, es un grupo considerado como una categoria

con un unico objeto, vy M es un G-mddulo, considerado como un funtor
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M : G — Ab, entonces el conjunto Lin|G, M| se puede identificar facilmente
con el conjunto Ezt|G, M| de todas las clases de equivalencia de extensiones
de grupos 0 -+ M — E — G — 1 de G por el G-mddulo M. Por otra parte,
M > GG es el producto semidirecto de grupos usual de G y M, considerados

éstos como categorias con un solo objeto, v entonces
Ext|G, M| = Tors|G,M x G]

para cualquier grupo G y cualquier G-modulo M.

2.2.2 Algebras de Azumaya sobre extensiones de Galois.

Sea G un grupo actuando sobre un anillo conmutativo S por automorfismos
de anillos.

El objeto principal de este ejemplo es explicar como, cuando S es una
extensién de Galois finita de R = S¢ = {s € S/ o(s) = s Vo € G}, toda
R-algebra de Azumaya A que contenga a S como subdlgebra conmutativa
maximal tiene asociado un G-torsor bajo Pic(S)®[G, A; de manera que, por
ejemplo, End (S) es el torsor trivial Pic(S)®?[G. En realidad, la aplicacién

A — A induce una biyeccion
‘BT(S/R) — Tors(G, Pic(S)%|G) (2.3)

entre el grupo de Brauer de R-algebras de Azumaya, para las cuales S es un
anillo de escision, v el conjunto de clases de equivalencia de torsores sobre G
bajo Pic(S)®[G (véase seccién 1.3.2).

Observemos que si Pic(S) = 0, el G-grupo categérico Pic(S)®|G es equi-
valente a Autp;(s)(S) x G = U(S) x G, el G-grupo categoérico definido por
el G-moddulo de unidades U(S), y entonces

Tors(G,Pic(S)®|G) = Exzt(G,U(S)).

Por tanto, cuando Pic(S) es trivial, (2.3) generaliza el conocido isomorfismo
Br(S/R) & Ext(G,U(S)).

Sea A una R-algebra de Azumaya que contiene a S como subalgebra con-
mutativa maximal. Como A esta escindida por S, también lo esta su algebra
opuesta A°, y como ademadas es un S-progenerador, tenemos un isomorfis-
mo de R-algebras S ®pr A° =2 Homg(A, A), y una equivalencia de Morita
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— ®s A g9 — sg,4°I, con funtor cuasi-inverso Homge ,0(A, —), equi-
valente al funtor M — M® = {m € M/ sm = ms Vs € S}. Entonces,
para cualquier S @ g A°-modulo existe un isomorfismo de S ®p A°-mddulos
MS®@s A= M, z®a+— za.

Para cada o € (G, tomamos ahora

A, =("A)° ={a€ A/ o7 (s)a=as Vse S}

Entonces, A, ®s A =7A como S ®r A°-mddulos y simplemente contan-
do rangos se demuestra que A, € Pic(S). Observamos que A, =S
y que para cualesquiera dos o,7 € G existe un isomorfismo de S-
modulos g, 1 TA; @5 Ay — Asr, con @, (a ® b) = ab (podemos comprobar
facilmente que ¢, ®s A es un isomorfismo). Usamos los S-médulos in-
vertibles A, y los isomorfismos ¢, , para construir un torsor sobre G bajo
Pic(S)®[G, A, de la siguiente forma:

Los objetos de A son los S-médulos invertibles, asi que A y Pic(S)®[G
tienen los mismos objetos. Una flecha P — @ es un par (f,o) dondec € G y
J P —=7Q &g A, es un isomorfismo de S-mddulos. La composicién de dos
flechas (f,0) : P—=Qy (9,7): Q@ > Les (1Qps,)(°gR®1)f,07): P = L,
de acuerdo con la composicion de S-isomorfismos

79®1 1Yo, r

> 7T L Xs JAT & AU > 7" L s AG’T

o faJQ®SAa

Es facil ver que dicha composicién es asociativa, y para cualquier S-
modulo invertible P, la correspondiente identidad en la categoria A es el
par (1p,1) : P — P, donde 1 € G es el automorfismo identidad de S, y
lp: P — P Q®g S es el isomorfismo z — x ® 1. Asi pues, A es un grupoide
que ademas es cofibrado sobre G por el funtor proyeccion P : A — G,
Plf.e)=a.

Ademaés, existe una G-accién de Pic(S)®[/G sobre el grupoide A

s

(Pic(S)®[G) xg¢ A — A, dada por el producto tensorial de S-médulos por
la izquierda, es decir, YQ = P ®5 Q en objetos, y Y7 (g,0) = (f ® g,0), o

mas explicitamente
fo / / o
(PP L 7Q' @5 A,) = (P®s P' L2 7(Q 95 Q') ®5 A,)

en morfismos. Claramente, ac es un funtor, que define una (G-accién para la
cual los isomorfismos (2.1) son de nuevo los isomorfismos usuales de asocia-
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tividad y unidad para el producto tensor de modulos. Por tanto, A es un G-
torsor bajo Pic(S)®[G, pues el funtor ps : Pic(S) - A, P—"S=P®s S,

_...__15

claramente establece una equivalencia entre Pic(S) y la categoria fibra de A

sobre el unico objeto 1 € (.

2.2.3 Torsores bajo grupos categoricos de Whitehead.

Queremos describir ahora un torsor no trivial bajo un grupo categorico co-
fibrado de Whitehead. Primero, necesitamos hacer algunas observaciones
sobre el grupoide fundamental de espacios. Es un hecho conocido [8] que
una fibraciéon de espacios p : X — Y induce una fibraciéon (~ cofibracién)

de grupoides II;(X) e . [I,(Y). Siyy € Y es cualquier punto base, po-
demos considerar el espacio fibra X,, = p~'(yo) y su grupoide fundamental
IT,(X,,). Ademads, tenemos el grupoide fibra de II;(p) sobre g, conside-
rado como un objeto de TI;(Y), II;(X),, = IIi(p) '(yo). En la siguiente
proposicion, observamos que, bajo algunas condiciones, los dos grupoides,
el grupoide fundamental del espacio fibra y el grupoide fibra del grupoide

fundamental, son iguales.

Proposicion 2.2.1 - ) El funtor I1;(X,,) EA I1,(X)y,, tnducido por la apli-
cacion de inclusion X,, — X, proporciona una biyeccion entre los

correspondientes conjuntos de componentes coneras.

1) St para cualquier Ty € X,, el homomorfismo mo(X,zo) — m2(Y,y0) e€s
sobreyectivo, entonces i : I1;(X,,) = II,(X),, es un isomorfismo.

Demostracién: Como : es la aplicacion identidad en objetos, esta claro que
la aplicacién inducida en el conjunto de componentes conexas es sobreyectiva.
Supongamos que Tj,r; € X,, representan la misma clase en II;(X),,; es
decir, que existe una curva w : I — X con w(0) = zg y w(l) = z;, y una
homotopia h: I x I — Y con h/;xo = pw y constantemente y, a lo largo de
los otros ejes I x 1, 0 x I y 1 x I. Entonces, el cuadrado

g

OI x TUI x0 —$ A
_——

Iz p

Y _ -7 Y

I xI . ~Y
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donde g esta definida por g(0,u) = zo, g(1,u) = z1 y g(£,0) = w(t), es

conmutativo y existe una diagonal H : I x I — X. Sea w' = H/;, : [ = X;
entonces w'(0) = xg, W'(1) = z; y p'(t) = h(t,1) = yp, esto es, w' es una
curva en X,, de ry a x1; asi que zg y r; también representan la misma clase
en I, (X,,).

Para probar i7), es suficiente observar que para todo x, € Xy, la aplicacién
de inclusion induce un isomorfismo Autm,(x,,)(z0) = Autn,(x), (zo) entre

los correspondientes grupos de automorfismos. Ahora bien, para un tal zy,
existen dos sucesiones exactas de grupos,

1 — Autn,(x),, (To) — Autm, (x)(20) — Autm,v)(¥o)

o (X, To) — ™o (Y, yo) — 71 Xyas Bo) - m(X, o) — 71 (Y, o)

la primera inducida por la fibracién de grupoides I1;(p), [8], y la segunda por
la fibracion p. Como Auty,(x)(zo) = mi (X, z0), Autm, (vy(yo) = m1(Y,y0) ¥
Autn, (x,,)(®o) = m1(Xy,, To), entonces Autr, (x,,)(To) = Autn,(x), (o), siy
sOlo si, @ : m(Xy,, To) = T1(X, zo) es inyectiva o equivalentemente, si y s6lo
sip:mo(X,zg) = m(Y,yo) es sobreyectiva. W

La anterior proposicion se puede usar para determinar los grupos ca-
tegoricos fibras de grupos categéricos cofibrados de Whitehead. Por ejem-
plo, sea W(X,B) = W(X, X, B, B) = I1,((X, B)$"*) el grupo categérico de
Whitehead definido por un par de espacios (X, B), que es cofibrado sobre
el grupoide fundamental II;(B), con un funtor proyeccién inducido por la
aplicacién de evaluacién en *, (X,B)*) -£5 B. Para cualquier z; € B,
el espacio fibra sobre z; es el espacio de lazos Q2(X,x,), y asi el grupoide
fundamental del espacio fibra sobre z; es I1;(Q2(X, z1)).

Ahora  bien, si. we X, T) es  cualquier lazo en
X basado en 1z, tenemos una  equivalencia  homotdpica
W& — : Q((X,B)(Sl**),lm) —— Q((X,B)(Sl=*),w), que 1nduce un iso-
morfismo (X, B)S"), I,)) & m((X,B)5") w). Como el homomor-
fismo mo((X,B)S ) I, ) — m(B, ;) tiene una seccién (la inducida
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por la aplicacion lazo constante, [: B — (X, B)(Sl**))? deducimos que
7o ((X, B)® %) w) — my(B, 1) es sobreyectivo, y asi estamos en las
hipotesis de la Proposicion 2.2.1. Por tanto existe un isomorfismo de grupos
categoricos

1,(QX,z1)) & W(X, B),, (2.4)

Obsérvese que el ®@-producto sobre II;(€2(X, z,)) es el inducido sobre los
grupoides fundamentales por la aplicacion estandar de H-grupos

QX, 1) x UX,z,) — QUX, 71).

Fijemos un punto zy € B, y consideremos el subespacio de X7,
Q(X,B,z0) ={ve€e X!/ v(0)e B y v(1) =z¢} € X’ con la topologia in-
ducida. Existe una fibracién p : Q(X, B, zg) — B dada por p(y) = v(0), y
entonces una cofibracion inducida entre los correspondientes grupoides fun-

damentales
1, (X, B, zy)) — II1(B). (2.5)
Observamos que exisfe una [I; (B)-acciéon de W (X, B) sobre I1; (Q2(X, B, zy))
W (X, B) xm,p) 1 (X, B, z)) — (X, B, z0))

dada en objetos por la concatenacion de curvas y en morfismos por la com-
posiciéon horizontal de homotopias, v asi, los isomorfismos (2.1) se definen
por las homotopias estandar que prueban la asociatividad y unidad de la

concatenacion de curvas. Entonces tenemos la siguiente:

Proposicion 2.2.2 Si B estd contenido en una arco-componente de X, vy
mo(B,*) = 0 para todo punto base x € B, entonces I1,(2(X, B,zp)) es un
torsor sobre I1,(B) bajo el grupo categorico cofibrado de Whitehead W (X, B).

Demostracién: A partir de las hipétesis de deduce facilmente que la cofi-
bracién (2.5) es sobreyectiva en objetos. Entonces, gracias a la Proposicion

2.1.11, es suficiente observar que para cualquier curva en X, 0:x; — o,
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el tuntor ps = — ® 0 : W(X, B),, — I1,(Q(X, B,zy)),, es una equivalencia.
Para esto, usamos el diagrama conmutativo

I/V.(.Xr, B)I;l = - Hl (Q()(: B, '1;0)):31

o]- of-

b
1, (X, 21)) —2 T, (X, B, 21)),.

donde (a) es el isomorfismo (2.4), (c) es la equivalencia inducida por la equi-
valencia de fibra homotopica

Q(X,B,z,) —=22 ~ Q(X, B, 7o)
p

PN

B

y (b) es el isomorfismo obtenido de la Proposicién 2.2.1 , para la fi-
bracién p: Q(X,B,z;) — B. Obsérvese que la fibra sobre z; es el

espacio de lazos en X, Q(X,z1), y, como m(B,z) =0 para todo =z,
Hl(Q(X, 331)) = Hl(Q(X,B,Il)) (]

Observemos que el I1; (B)-torsor IT; (2(X, A, zy)) no es equivalente al tri-
vial. El funtor proyeccion P : II,(Q2(X, B,zq)) — II;(B) restringe a los

correspondientes grupos de automorfismos de I,, y xy respectivamente, al
homomorfismo (X, B, zg) — (B, Zp) que, en general, no es sobreyecti-
vo; entonces P no escinde.



Capitulo 3

Cohomologia.

3.0 Introduccion.

El Algebra Homoldgica surge de muy diversas fuentes en Algebra y en To-
pologia. Ejemplos decisivos vienen desde el estudio de extensiones de grupos
discretos (Schreier [43], Eilenberg-MacLane [20]), de grupos algebraicos (Se-

rre [45], Giraud [23]) o topoldgicos (Segal [44]) o, con més generalidad, desde
los problemas asociados a la clasificacion de objetos que resultan principales
y homogéneos por la accion de un grupo dado, en muy diversos contextos,
tanto algebraicos (Beck [5]), como topoldgicos (Giraud, [23]).

En nuestro caso, la clasificacion de torsores categoricos nos conduce de
forma natural al estudio e interpretacion de una cierta cohomologia no abelia-
na H'(B,F®), 0 < ¢ < 2, de una categoria pequena B, con coeficientes en un
pseudodiagrama de grupos categéricos F® : B — GpC AT, que, como valor
anadido, encuentra diversos precedentes de interés como simples ejemplos de
la misma y, al igual que la usual cohomologia de grupos, tiene aplicaciones
topologicas.

Presentamos este capitulo en tres secciones. En la primera de estas reali-
zamos, como resultado mas importante, la clasificaciéon cohomologica de los
B-torsores sobre un B-grupo categorico (G, Pg,®), que es establecida me-
diante una extensién del clasico andlisis de Schreier [43] de las extensiones
de grupos. Asi, cada tal B-torsor puede ser descrito, salvo equivalencias,
por un conjunto de factores o 2-cociclo de B con coeficientes en el pseudo-
diagrama G® candnicamente asociado al B-grupo categorico (por la equi-
valencia de Grothendieck establecida en el capitulo 1), y probamos que el

g
.....

e ! TE :
6 9 rﬁ?rwnﬂ- . 3 .
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2-grupoide T'ors(B, G) es equivalente a un correspondiente 2-grupoide coho-

mologico QQ(B, G®), cuyos grupos de homotopia definen los de cohomologia
H'(B,G®), 0 < i < 2. Estos grupos de cohomologia se describen entonces en
terminos de conjuntos de factores, derivaciones o elementos invariantes en
analogia con la cohomologia de grupos a la que se generaliza (véanse ejemplos
3.1.5, 3.1.6 y 3.1.7).

En la segunda seccion de este capitulo nos centramos en mostrar las re-
laciones entre esta nueva teoria de cohomologia y otras varias mas clasicas
y conocidas. Particularmente con la cohomologia de André, Roos o Watts
1, 41, 51| de categorias pequenas, las cohomologias de Picard de extensiones
Galoisianas de anillos debidas a Hattory y Ulbrich [27, 49] y Villamayor y

Zelinski [50], v la cohomologia de categorias monoidales graduadas estable-

cida por Frohlich y Wall [21] para su uso en el estudio de grupos de Brauer

abstractos o generalizados.

En la tercera seccion del capitulo probamos como resultado principal la
existencia de sucesiones exactas de nueve términos en cohomologia de grupos
categoricos cofibrados

0> H(B,F®) >~ H(B,F®) > H°(B,F'®) >~ H (B,F®) = H (B, F®)

H! (B,F'®) > H?(B,F®) > H (B,F®) - H2 (B,F’'®)

correspondientes a sucesiones exactas cortas en los sistemas de coeficientes.
Estas sucesiones, por ejemplo, reducen a la bien conocida sucesion exacta
de Chase-Harrison-Rosenberg asociada a una extension de Galois de anillos

conmutativos.

3.1 Cohomologia.

3.1.1 Conjuntos factores.

En lo que sigue, manteniendo en mente la clasica teoria de Schreier para
extensiones de grupos, desarrollamos una teoria de conjuntos de factores para
torsores categoricos. Un tal conjunto factor sera un sistema de descent datum
adecuado para determinar y reconstruir cada torsor salvo isomorfismos.
Fijemos entonces una categoria pequena By G = (G, Pg, ®) un B-grupo
categorico. Recordemos que la 2-categoria de B-grupos categoricos es equi-
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valente a la de pseudodiagramas de grupos categoricos con el tipo de la
categoria B, teorema 1.2.21, de manera que seleccionado un sistema arbi-
trario de imagenes directas en G, (I',(X) : X — °X), es G ~ G®[B, donde
G¥ : B — GpC AT es el pseudodiagrama que asocia a cada objeto A de B el
grupo categorico fibra G4, = P;'(id4), a cada morfismo en B, b: A — B el
homomorfismo °(—) : G4 — Gg, definido por la conmutatividad de los dia-
eramas (1.1) y (1.24), y a cada par de morfismos componibles A 5B S C
en B, la homotopia ¥y, : ¢(°(—=)) — °(—), definida por los diagramas (1.2)
(c.f. secciones 1.2.4 y 1.2.5).

Supongamos ahora que (£,Pg : € — B) es un B-torsor respecto a la
B-accién G xg & —= &, (X, €) — Y&, del B-grupo categérico G.

Para cada objeto A € B elegimos un A-objeto A4 € £. Entonces, para
cada morfismo de B, b: A — B, seleccionamos un B-objeto t, € G y un b-
morfismo Y, : Ay — ®Ap, con dominio A4 y codominio *Ap (tal morfismo
existe, pues si tomamos Y : A4 — 1 cualquier b-morfismo con dominio A 4,
entonces n v Ag son B-objetos y existe un B-isomorfismo 7 2 ‘““Ap para
algin B-objeto t, € G; la composiciéon AT nos proporciona la requerida Ty).
Cuando b = 14 es un morfismo identidad tomamos ¢;, = /4, el objeto unidad
de Ga,y Y1, = 5" : Aa — T4(Ay).

LE

) b C | ;
Si A — B — C es un par de morfismos componibles en B, como T es
cocartesiano, existe un tnico C-morfismo A, —(%®t) A~ haciendo al

diagrama
tbAB Yo > (Ctb)(tCAC)
V4 N’
AA (Cib@i'f:)i/\
7
k 7 .
teb AC

conmutativo. Ademéds, dadas las equivalencias pr. : G — &c, u — “Ac,
este morfismo se escribe como (f¢4) A~ para un tnico C-morfismo en G:

tcb : tc:b ;Ctb®tc

?

SiA% B S C % Dson tres morfismos componibles en B, la ley de

asociatividad asegura que Y (40 = T4p) Y @ partir de esto, es facil (aunque
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tedioso) deducir que el diagrama

td.,cb

Ldeb > dtcb X ty4
itdc,b Jdtc,b®1 (3.1)
1@ty o
%ty ® Lae "> dey, @ U, @ tq

en el que se han omitido algunos morfismos canénicos de asociatividad (1.9),
(1.23), (1.27),..., es conmutativo.

Ademads, para cualquier morfismo b: A — B, como '} =1y T, = ¢;",
de la conmutatividad del diagrama

tbAB - tb‘i’O ty (IBAB)
"/ X
A (t+®15) A
tbAB

deducimos la primera de las siguientes dos identidades:
ti,s=Tg 1ty — t, @ Ip, th1, =13 ity — 4@t (3.2)

y la segunda se deduce de forma similar.

Definicion 3.1.1 El sistema de datos t, que consiste del B-objeto t, para
cada morfismo b: A — B en B, y el C-isomorfismo t.p : tep — “ty @ t. pa-
ra cada par de morfismos componibles en B, A % BS C', se denomina un

Conjunto de Factores (o un sistema de Schreier) para el B-torsor £ bajo G.

El conjunto de factores t para un torsor claramente depende de las elec-
ciones de Ay v Tp. Sea t' el nuevo cociclo obtenido a partir de segundas
elecciones A’y y T,. Entonces, para cualquier objeto A € B, Ay y A
son dos A-objetos y existe un A-objeto 4 € G y un A-isomorfismo en &,
uq 0 Ay — ?4A'y; por lo tanto, para cualquier morfismo en B, b : A — B,

tenemos un unico B-isomorfismo en G

ob: ty ® pp — A Dt



COHOMOLOGIA DE GRUPOS CATEGORICOS COFIBRADOS. 73

haciendo el siguiente diagrama

Ty (tb]’U.B
| t
AA *tbf\g & b((pBA’B)
Y&
U A (tb®¢’B)A’
B
Y Ty’ e Tﬂpb)Af
(pa) A/ % (¥ tL) AT ¢ bp ARt ) A/ B
AA :s-(‘pA)((b)AB)-c——(WA b)AB

conmutativo. Es facil entonces demostrar que para cualquier par de morfis-
: b C o .
mos componibles A — B — C en B, el siguiente diagrama

Peb

teb @ P > Cb(PA X ti;b

tc‘&.@/ \®tfc,b

‘th @ t. ® P Ppos ®°t, QL (3.3)

k /@’

‘th ® ‘B V1,

en el que hemos omitido algunos morfismos de asociatividad canénicos (1.9),
(1.23), (1.27)..., es conmutativo.
Obsérvese también que para cualquier objeto A € B, el diagrama

P1

I4® pa >4 D 14 (3.4)

TN T
YA

es conmutativo.

Definicidn 3.1.2 FEl sistema de datos @, que consiste en el A-objeto pas € G,
para cada objeto A € B, y el B-morfismo @y : t, @ o — "4 @1}, para cada
morfismo b : A — B en B, se denomina morfismo (o coborde) del conjunto

de factorest at'.

El morfismo ¢ : t — t’' depende de las elecciones de ¢4 y u4. Sea ¢’ el nue-
vo morfismo procedente de una segunda eleccién de ¢’y y u'y : Ay — $aN/,.

Entonces, para cualquier objeto A € B, existe un unico A-isomorfismo en G

/
VA : PA —7 P4y
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haciendo que el siguiente diagrama en £ sea conmutativo:

PAN!
“£*A
y l
l v
“'Axtl. I AAiq
\ Y
4 P A’A

Es facil ver que para cualquier morfismo en B, b : A — B, el cuadrado

ty @ pp — b, @t
ilm lbwl (3.5)
ty ® Py — >0, ® 1

es conmutativo.

Definicién 3.1.3 El sistema v = (va)aep que consiste del A-isomorfismo
VAt P4 — @4 para cada objeto A € B, se denomina una homotopia entre
morfismos de conjuntos de factores, v : o — ¢,

3.1.2 El 2-grupoide de 2-cociclos gQ(B,IF@).

Las observaciones y construcciones de la seccion anterior motivan y sugieren
las siguientes definiciones.

Definicién 3.1.4 Sea F® = (F®,v) : B — GpCAT un pseudodiagrama
de grupos categoricos con el tipo de una categoria pequena B. Un 2-cociclo
de B con coeficientes en F®, t = (to,tep), €s un sistema consistente en los

siquientes datos:

- Un objeto t, € Fp, para cada morfismob: A — B en B.

- Un C-morfismo, t.p 1ty = tpy @ t. € Fe, para cada par de morfismos
componibles en B, A 5 BSC.

que verifican la condiciéon de cociclo: Para cada tres morfismos componibles
A—b>B—C>C~d~>D€B, el diagrama en Fp

td,ch
Ldch >4t R t,

ltdc,b jdtc,b®1 (3.6)
1@ty .
Ctp @ tac s depy @ At @ tg




COHOMOLOGIA DE GRUPOS CATEGORICOS COFIBRADOS. 75

es conmutativo; y la de normalizacion:
tIB:IBa tlB,b:'T_lltb—)t(;@IB, tble:[—litb——)IB®tb (37)

Estos 2-cociclos son los objetos de un 2-grupoide, _Z_Q(B,IE‘@), donde si
t.t' € Z*(B,F®), un morfismo ¢ : t — t' es un sistema @ = (4, ©p) consis-

tente de:

- Un A-objeto w4 € [F4, para cada objeto A de B,
- Un B-isomorfismo
Pb: th @ o — "pa @ ty,
para cada morfismo b: A — B en B,

de manera que se verifica la condiciéon de hacer conmutativos los diagramas

teb @ Yc 7 Cb(,OA X ti:b
tc,g;,@/ \®ti:,b
Uy @t ® pc s ®t, QL. (3.8)

. h‘ A

“th @ ‘B & ti

para cada par de morfismos A 3B 5CenB y

Iy ® ps———>pa® 1,4 (3.9)

TN 7
YA

para cualquier objeto A € B
Si p, ' :t—t' son dos morfismos en QZ(B,IF@), una homotopia (o de-

formacién) v: @ — ¢’ es una colecciébn v = (v4) consistente en un A-
isomorfismo en Fa, va: ©a — ¢4, para cada objeto A € B, tal que el dia-

grama
ty ® pp — >4 D t!
J].@UB lva(@l (310)
0!
ty ® o5 —> "¢, @t}
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es conmutativo para cualquier morfismo b : A — B en B.

La composicion de dos morfismos en _Z__Q(B,IE‘@), t At 2t ests dada
por el producto tensor ¢ ® ¢, donde (¢ ® ©')4 = pa @ ¢, para cada objeto
A € B, y para cada morfismo en B, b: A — B, (¢ ® ¢'), estd definido por la
cOmMpOosIClon
ty ® P ® Pl = c,oA®tb®goB%bwAWwiq@té’:*b(m@wh)®t‘é.’

La composicion vertical de dos homotopias estd dada por la composicién
en F, es decir, (wv)s = wavy para cada objeto A € B, y la composicién
horizontal de homotopias por el producto tensor, (v ®@ w)4 = v4 @ wa.

Asi definido, es facil ver que @2(3, ) es en realidad un 2-grupoide (débil)

que llamaremos el 2-grupoide de 2-cociclos de la categoria B con coeficientes

en F%.

Ejemplo 3.1.5 El2-grupoide de 2-cociclos de Eilenberg-MacLane éz(G, M).
Sea G un grupo y M un G-moédulo. Tal como en la seccién 1.3.1, M es un
diagrama sobre (G, de grupos categoricos y tenemos definido el correspon-
diente 2-grupoide QQ(G, M). Analizando directamente la correspondiente
definicion de 2-cociclo, vemos que un tal ¢ € éz((}' , M) consiste precisamen-
te de una aplicacion ¢t : G x G — M, verificando la condicién de cociclo
"Tyz + layz = loy + layz, ¥ d€ normalizacion t;; = 0 =143 ;.

Un morfismo entre 2-cociclos d : t — t' es una aplicacion d : G — M
tal que t;, , + d(zy) = ®d(y) + d(z) + t;, y una homotopia a : d — d’ entre
morfismos d,d’ : t — t’ es un elemento a € M tal que d'(z) + a = Ta + d(x),

. d d! L
r € (G. La composicion de dos morfismos t — t' — t” es la aplicacion

d+d : G — M definida por (d + d')(z) = d(x) + d'(x) para todo z € G}
y las composiciones horizontal y vertical de homotopias vienen dadas por la
suma en M.

Ejemplo 3.1.6 FEl2-grupoide de conjuntos de factores de Schreier éz(G’, H).
Sea H un grupo. Siconsideramos H como una categoria con un unico objeto,
entonces tiene asociado el grupo categorico de auto-equivalencias, Fq(H),
que tiene como conjunto de objetos al grupo Aut(H) y como conjunto de
flechas al grupo holomorfo Hol(H). Mas exactamente, una flecha h: f — g
es un elemento h € H con f = C(h)g, donde C'(h) es el automorfismo interior
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en H definido por A. La composicion es la multiplicaciéon en H. El producto
tensor viene dado por

f g e g) =" 99').

Ahora, supongamos que tenemos dos grupos H y (, y consideramos el
(7-diagrama de grupos categoricos que asocia el grupo categérico (Eq(H), ®)
al tnico objeto de GG, y el homomorfismo identidad en (Eq(H),®) a cada

elemento de (G; esto es, el correspondiente al G-grupo categérico trivialmente
cofibrado Eq(H) x G. Tenemos entonces el correspondiente 2-grupoide de
2-cociclos que denotaremos simplemente por Z*(G, Eq(H)).

Chequeando la definicién, vemos que un 2-cociclo t € _Z_Q(G, Eq(H)) con-
siste de un automorfismo ¢, € Aut(H), para cada x € G, y de un ele-
mento t,, € H que define una flecha t,, : t;, — t,t, en Eq(H), es de-
cir, con t, = C(tzy)tzty, para cada (z,y) € G?, y tal que para cualquier
(r,y,2) € G°, (tzy ® 11 )ty = (L, ® t,.)tzy., O equivalentemente que
ey "ty = tz(lyz) " teye YO =Wy, tz1 =1=11,, T €G.

Entonces, vemos que los objetos de Z*(G, Eq(H)) son exactamente los
conjuntos de factores de Schreier de extensiones de grupos de G por H.

Ejemplo 3.1.7 El 2-grupoide de 2-cociclos de Dedecker.

Sea G un grupo, ® = (H, 7, p, p) un médulo cruzado y G(®) el grupo ca-
tegoérico estricto definido por @, tal como describimos en el ejemplo 1.2.5.
Denotemos también por G(®) al funtor constante G — GpC AT que asigna
precisamente G(®) al dnico objeto de G y la identidad a todo elemento de
(GG. Entonces, un objeto de QQ(G, G(®)) consiste de dos aplicaciones G — T,
Tty y G —= H, (z,y) — tg,, tales que:

1) tay = p(tay) - tz - ty,

a tI .

ZZ) ty:z ‘ tI,yZ o tIay ' ta".y’z’
118) g1 =1 =1t14, t1=1;

esto es, t = (tz,t,,) representa exactamente un 2-cociclo de Dedecker [17].
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3.1.3 Los grupos de cohomologia H', i = 0, 1, 2.

kn esta seccion introducimos los grupos de cohomologia de una categoria
pequena con coeficientes en un pseudodiagrama de grupos categéricos, o
equivalentemente en un grupo categorico cofibrado, después de la equivalen-
cia del teorema 1.2.21, mediante los invariantes homotépicos del 2-grupoide
de 2-cociclos Z*(B,F®).

Recordemos que si A es un 2-grupoide, my(A) denota su conjunto de

—————
— ————

componentes conexas; para cada objeto x € A, wl(é, x) es el grupo de clases
de homotopia (deformaciones) de automorfismos en *, y m (A, x) es el grupo
(abeliano) de homotopias de 1, en si misma.

Por ejemplo, si G es un grupo, M un G-moddulo y QQ(G, M) es el 2-
grupolde de 2-cociclos de Eilenberg-MacLane de G con coeficientes en M,
Ejemplo 3.1.5, entonces Wg(éQ(G,Af)) = H?*(G, M), el segundo grupo de
cohomologia de G con coeficientes en M, 71'1(@2((;, M),0) = HY(G,M) y
o (@2((}’, M),0) = H°(G, M), donde 0 denota el 2-cociclo trivial de G en M.

Definicién 3.1.8 5: F® = (F®,vy) : B — GpC AT, es un pseudodiagrama

de grupos categoricos con el tipo de una categoria pequena B, se definen los
grupos de cohomologia H' (B, F®) por

HO(BJE@) — W?(QQ(B:E@)atT)a
H!'(B,F®) = m(Z*(B,F®),tr) y (3.11)
H* (B, F®) = ﬂg(_Z_Q(B,IE‘@)).

donde tr es el 2-cociclo trivial (que se caracteriza por ser un conjunto de
factores para el B-torsor trivial sobre F®[B), y que estd definido por try, = Ip,

para cada morfismo A % B deB Y trep = Z[_Cl =2 *r;cl - Ic — Ic ® I para

cada par de morfismos componibles A > B -5 C enB.

Estos grupos de cohomologia tienen un caracter funtorial. Observemos
que si T : F® — G® es un homomorfismo entre dos pseudodiagramas de
grupos categoéricos F? G® : B — GpC AT, éste induce un morfismo de
2-grupoides

T.:Z*(B,F®) — Z*(B,G®)

que lleva un 2-cociclo t = (ty, tep : tep — ty @ t.) € _2_2(B,IE®) al 2-cociclo
T.(t) = (T(ty), T(t).») donde, para cualquier par de morfismos componibles,
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A3 BSCenB T(t).p es la composicion

T(te) ~—3 T(t, ® to) = °T(t) @ T(te).
Siw=1_(0a,0p:ts @@ —0a®t,):t —>t' es un morfismo en QZ(B,IE@),
entonces T, (p) = (T(pB), T(p)) : Tw(t) —> T4 (t') donde para cada morfis-
mo b: A— Ben B, T(¢), es la composicion

T(ty) @ T(pp) == T(ty ® v5) 2 T(tps @ t)) - "T(p4) @ T(t))

y una homotopia v:¢p — ¢, v=(va:ps — ¢,); tiene como imagen
T.(v) = (T(va) : T(pa) = T(¢)).
Todo homomorfismo de 2-grupoides induce los correspondientes en los

ocrupos de homotopia y por tanto tendremos morfismos
H (B, F®) — H' (B, G%) i =0,1,2.

(notemos que existe un unico morfismo en QQ(B, G®), ¢g : T,(tr) = tr).
Observemos a continuacién que los grupos de cohomologia H' (B, F®) son

invariantes del tipo de homotopia de F®. Recordemos para ello que un mor-

fismo de 2-grupoides ¢ : A — A’ es una equivalencia, [38], si se verifican las

tres condiciones siguientes:

i) Para cualquier objeto A" de A’ existe un objeto A de A y una flecha
p(A) — A

i1) Para cualesquiera objetos A y B de A y cada flecha f': o(A) — »(B)
existe otra flecha f: A — B y una homotopia ¢(f) — f'.

1i1) Para cualesquiera morfismos f,g: A — B en A, ¢ induce una biyeccion
entre homotopias f — g en A y homotopias ¢(f) — ¢(g) en A'.

Un morfismo ¢ : A — A’, de 2-grupoides, es una equivalencia si, y solo
si, ¢ induce una biyeccién mo(A) = mo(A'), y para cualquier objeto A de A,

isomorfismos de grupos m;(A, A) — m; (A, p(A)), para i = 1, 2, [38].

Proposicién 3.1.9 Si T : F® — G® es una equivalencia entre pseudodia-
gramas de grupos categoricos F® G® : B — GpC AT, entonces el morfismo
inducido T, : Z*(B,F®) — Z°(B,G%) es una equivalencia de 2-grupoides.
Por tanto los inducidos T, : H*(B,F®) — H'(B,G®) son isomorfismos.
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Demostracion: En efecto, sea s = (sp, 5.5) un objeto de éQ(B, G®), esto
es, para cada morfismo b : A — B en B, s, es un objeto de Gg y para cada
par de morfismos componibles A S BS C en B, scp : Sep — “8p @ S, €8
un C-morfismo en G¢. Por ser T un funtor denso, existiran un B-objeto
ty € Fp y un B-isomorfismo ¢ : T'(t,) — s,. Ademads, para cada par de
morfismos componibles A 2 B 5% Cen B, elegimos t.p : top — °ty @ t., como

el unico morfismo en F- que hace conmutar el diagrama en G¢

Se.b

Sch < Csb @ Sc
¢cb‘[ Icqbb®¢c
T (tep) “T(ty) ® T'(t.)

T(tc,bi\ \.\ /
T(t, ® t,)

(dicho morfismo existe y es tnico por ser T¢ un funtor fiel y pleno). Asi
construido t = (ty, t.p) € Z*(B,F®) y verifica que ¢ = (I4,ldpr) : To(t) = s.

Observemos ahora que cada morfismo ¢’ : T,(t) — T.(t') en Z*(B,G®),
es homotépico a T, () para ¢ : t — t' un morfismo en gz(B, F®). Para esto,
sea @' = (Y4, ¥}), es decir, ¢’y un A-objeto de G4 para cada objeto A de B,
v @) T(ty) ® ¢ = %@’y ® T(t,) un B-morfismo en Gp, para cada morfismo
b: A— B en B. Por la densidad del funtor T4, existen un A-objeto de Fyu,
pa, y un A-isomorfismo uy : T(ps) — 4. Ademas, para cada morfismo
b: A— B en B, elegimos ¢ : t, ® o — "0 4 ® t, como el tinico B-morfismo
en g que hace que el diagrama,

/

!/ ¥ /
T(ty) ® ¢’ — b, @ T'(t})
A A
1®up ‘u®1
T(ts) @ T(pB) "T(pa) @ T(t})
Y Y
Ity ®¢B) = —r = =T(pa @)

sea conmutativo. Asi definido, ¢ = (@a,p) : t — t' es un morfismo de
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2-cociclos y se verifica que u = (uy : T(pa) — ¢'4) es una homotopia entre
I'(p)y ¢

Por ultimo, observemos que se induce una biyeccién entre homotopias
v — ¢ en Z°(B,F®) y homotopias T(¢) — T(¢') en Z*(B,G®). Si
v' T (p) — T(¢") es una homotopia en QQ(B, G®), esto es, pa;_a cada objeto
Ade B, vy : T(pa) = T(¢'), por ser T4 fiel y pleno, existird un unico
morfismo v4 : p4 — ¢4 para cada objeto A de B de manera que T'(v4) = v/y.
Con esto se obtiene que v = (v4 : 4 — ¢'4) es la unica homotopia que
verifica que T,(v) =v". B

3.1.4 H' y torsores. El teorema de clasificacidn.

Probamos aqui uno de los principales resultados de esta memoria.

Teorema 3.1.10 Sea B una categoria pequena.

i) St F®° = (F®,vy) : B — GpCAT es un pseudodiagrama de grupos ca-

tegoricos, existe una equivalencia de 2-grupoides

gQ(B,IE@) — Tors(B,F°[B)

donde F® [B es el B-grupo categdrico definido por F® en la seccion 1.2.5

i) Si (G, Pg,®) es un B-grupo categorico, exriste una equivalencia de 2-

grupoides

Z*(B,G®) — Tors(B,G)

donde G® : B — GpC AT es el pseudodiagrama de grupos categoricos
definido por G en la seccion 1.2.4

Demostracién: Por el teorema 1.2.21 y la proposiciéon 3.1.9, i) y i) son
equivalentes. Probaremos i), donde suponemos que el pseudodiagrama de
grupos categéricos G® se ha construido a partir del sistema de iméagenes
directas (I'y(X): X — °X) en G.

Sea t € éQ(B, G®) un 2-cociclo. Entonces, t define un pseudodiagrama
de categorias pequenas B — C AT, para el cual: la categoria asociada a
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cada objeto A € B es (G4, la categoria fibra de G sobre A; para cada morfis-
mo b: A — B en B, el funtor asociado es b, = (=) ® 1ty : G4 — Gp; v para
cada par de morfismos componibles A > B S5 C, la equivalencia natural
aep : (cb)y — c.b, viene dada por los diagramas conmutativos

ac,b(X)

o X & Top > C(bX & tb) X T,

1@\‘ /

cb}{ R Ctb R tc

para X € GGy.

Entonces t (véase el capitulo primero de esta memoria) tiene una cofibra-
cion asociada P; : & — B, que se puede describir de la siguiente forma: los
objetos de &; son pares (X, A) con A € Ob(B) y X un A-objeto en G; las fle-
chas son pares (u,b) : (X,A) — (Y, B),donde b: A — B es un morfismo en B
vu:°X®t, — Y es un B-morfismo en G. La composicién de dos morfismos
(X, A) ) (Y, B) i (Z,C') esta definida como (v,c) - (u,b) = (v o u,ch),
donde ¢b: A — C es la composicién en By vou: X ®typ — Z es el tnico
C'-morfismo en G, que hace que el diagrama

CbX @ tcb — EO'LL - o Z
1®tc,i/ N;
X ®°t, @ t, Y & 1,

\ CTL@].

‘X ®1tp) Rt

sea conmutativo.

Esta composicion es asociativa y unitaria gracias a las condiciones de 2-
cociclo y de normalizacion de ¢t. La cofibracion P; : & — B esta definida por
Pi(u,b) = b. Obsérvese que cualquier morfismo en &; es cocartesiano pues
cualquier categoria fibra G4 es un grupoide.

Ademas, existe una B-accién de G sobre &; definida por el producto ten-
sor a la izquierda, es decir, tomando 4(X,A) = (Z ® X, A) para cualquier
objeto A € B y A-objetos Z,X € G, y si (u,b): (X,A) = (Y, B) es cual-
quier morfismoen & y v: Z — Z' es cualquier b-morfismo en G, entonces se
define V(u,b) = (Yu,b) : (Z® X,A) = (Z'®Y, B), donde “u es el morfismo
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'u:(Z®@ X)®t, - Z'®Y definido por la composicion
bZRX)®th —Z@° Xt XMtzeY By ZeY,

siendo v : °Z — Z' el tinico B-isomorfismo que hace conmutar el diagrama

Z ——Z
I'y(2) \Lﬁ
"z

Las B-equivalencias naturales asociadas ¢ : (X®Y)(Z, A) = X(Y(Z, A)) y
do : 14(X,A) — (X, A) estdn definidas por los isomorfismos de asociativi-
dad y unidad de G.

Si A es un objeto de B, y (X,A) es cualquier A-objeto en &,
se tienen los A-isomorfismos (r,14) : *(I4,A) — (X, A), y es in-
mediatamente evidente que para cualesquiera A-objetos X,Y € G,
Homa(X,Y) — Homa(* (14, A),Y (14, A)). Entonces, el funtor
Pirsa) - Ga = (E)a, X — X (I4,A), es una equivalencia. Asi que, gra-
cias a la Proposicion 2.1.11, iv), & es un B-torsor bajo el B-grupo categorico
G.

Sit y t' son 2-cociclos, cada morfismo de 2-cociclos ¢ : t — t' define
un B-funtor G-equivariante &, : & — &y que lleva un objeto (X, A) € &; en
(X®pa,A) € E y un morfismo (u,b) : (X, A) — (Y, B) en & en el morfismo
(Ep(u),b) : (X @ pa,A) — (Y ® pp, B) de &, donde el B-morfismo &, (u)
es el unico que hace conmutativo el siguiente diagrama:

1@wp

"X Q%04 < "X ®t ® .

Obsérvese que las B-equivalencias naturales £,(* (Y, A)) — *&,(Y, A) estédn

obviamente definidas por los isomorfismos de asociatividad y unidad de G.

Ademas, si v: o — ¢ es una homotopia en Z*(B,G®) entre dos mor-
fismos ¢, ' :t — t', entonces define de forma natural una homotopia en
Tors(B,G), &, : €, = £, haciendo, para cada objeto (X, A),

EX,A) =(X®p0a®Is - X®pa 22 X @, 14): EN(X,A) =5 E4(X, A).
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Asi definidas, es evidente que las tres funciones t — &, p — E, y v — &,

definen un morfismo de 2-grupoides &£ QZ(B, G®) — Tors(B,G), que
aseguramos establece la equivalencia requerida.

[Para ver esto, supongamos que £ es un torsor sobre B bajo G, y sea t
un conjunto de factores de £, después de elegir un A-objeto A4 € &£ para
cada objeto A € B y un b-morfismo Y, : Ay — ®»Ap para cada morfismo
b: A— Ben B. Entonces existe un morfismo de torsores 7" : £ — £ definido
por T(X,A) = *A,, para cada objeto (X, A) € &; y para cada morfismo
(u,b) : (X,A) — (Y,B) en &, T(u,b) : *Ay — YAp se define como la
composiciéon en &£

Ly (

> XYy b« ~ /b YA
AAA > X (tbAB) — X@tb)AB

e YAB.

Ahora, observemos que cualquier morfismo de torsores T : & — &y
es homotdopico a un morfismo de torsores en la imagen del morfismo
& éQ(B’, G®) — Tors(B,G). Para cualquier objeto A € B, supongamos que
T(I4,A) = (pa,A), para un A-objeto particular ¢4 € G. Entonces, cada

morfismo b : A — B en B define un b-morfismo en &y por la composicion

T(,b . ~
(pa, A) = T(Ia, A) "2 T(ty, B) S T(* (I, B)) S (0p, B) = (tyQvp, B),

que se escribe como un par (p; ', b) : (¢4, A) = (t,®@ B, B) para un tnico B-
morfismo ¢, ' : Yp 1 ®t, — t, @ pp. De esta forma, encontramos un morfismo
de 2-cociclos ¢ = (pa,¢p) : t — t', que induce un morfismo de torsores
E, 1 & — & homotodpico al morfismo de torsores dado 7' : & — &y, por la
homotopia 7" — £,, definida para cada objeto (X, A) € & por el morfismo
composicion

T(X,A4) =5 T(X @ L4, A) = XT(I4, A) = E,(X, A).

Finalmente, vemos que para cualesquiera dos morfismos ¢, ¢’ : t — t' en
j_Z:Q(B ,G®), € induce una biyeccién entre homotopiasv : ¢ — ¢’ en gQ(B, G®),
v homotopias £, = £, en Tors(B,G). Dada una homotopia h : £, — £,

notemos h(x a) = (V(x,4),14) : (X ® pa,A) — (X ® ¢4, A) para cualquier
objeto (X, A) € &. Entonces tenemos una homotopia v = (v4 : a4 — ©'4)a
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de ¢ a ¢', la unica tal que &, = h, donde para cada objeto A € B, v4 esta
determinada por la conmutatividad del diagrama

(X,A)

X@@A@)IA———*X@tpA

>
-
1R -
J - f].@'UA
-

X ® pa

Como consecuencia directa del teorema 3.1.10 y la proposicién 2.1.17.

obtenemos el siguiente

Teorema 3.1.11 Sea B una categoria pequena.

i) St F®° : B — GpCAT es un pseudodiagrama de grupos categoricos, se

tienen 1somorfismos

]HIQ(B.,.IE‘@) >~ Tors[B,F?[B]
H'(B,F®) =~ T [F®/B/B]
HO(B,]F@) 2 Na,tB(I,I)

donde F[IE@]B/B] es el grupo de clases de B-equivalencias de B-funto-
res B — F®[B, y Natg(I,I) es el grupo de clases de B-equivalencias
naturales del B-funtor unidad I : B — F®|B en si mismo.

i) 51 (G, Pg,®) es cualquier B-grupo categorico, se tienen isomorfismos

H?(B,G®) = Tors[B,G]
H'(B,G®) = T |G/B
H°(B,G®) = Natg(l,I)

3.1.5 Derivaciones y elementos invariantes.

Como en la usual cohomologia de grupos, los grupos H*, i = 0, 1, pueden ser
descritos en términos de derivaciones y elementos invariantes.

Sea B una categoria pequena y F® = (F®,vy) : B — GpCAT un pseu-
dodiagrama de grupos categoéricos definido sobre B. Por definicion, el grupo




86 Lidia Fernandez

de cohomologia H! (B, F®) consiste entonces de clases de homotopia de au-
tomorfismos en éQ(B, ) del 2-cociclo trivial ¢r. Ahora bien, un automor-
fismo ¢ : tr — tr consiste de un A-objeto ¢4 € F4, para cada objeto A € B,
y un B-isomorfismo ¢y : Ig ® g — %04 ® Iz € Fp para cada morfismo
b: A— B en B; como tenemos los B-isomorfismos candnicos Ig ® ¢p N OB
v bo4 ® Ig — bp4, es indudable que dar la anterior ¢, es equivalente a pre-
sentar el B-morfismo dy : o — %04, dy = 7pl~1. Si hacemos d4 = w4 para
cada A € B, y reescribimos las condiciones de morfismo de ¢ (conmutatividad
de (3.8), y condicién de normalizacién (3.9)) en términos de d, éstas asegu-
ran que para cualquier par de morfismos componibles en B, A A BSC , el

diagrama
dc T - deA
ch T»()IN (3 12)
CdB cdy - C(bdA)

es conmutativo (es decir, d., = °d,d. salvo isomorfismos candnicos), y ademaés
dlA _— ?’.dd,q (313)

para cualquier objeto A € B.
Supongamos ahora que v : ¢ — ', es una homotopia entre dos au-
tomorfismos en __Z__Q(B,IB‘@) del cociclo trivial ¢r. Tomemos d, = repl™' y
. = Tp,l~! como antes, para cada morfismo b : A — B en B. Entonces, la
condicién de homotopia por la que los cuadrados (3.10) son conmutativos,
en términos de d y d’, se traduce en que el diagrama

d,
dB >~ bd,q
'UBl bUAj
df
b
d ~d,

es conmutativo para cualquier morfismo b : A — B en B; es decir, se verifica
que d} - vg = "v4 - dy.
Estos hechos sugieren las siguientes definiciones.

Definicién 3.1.12 Una derivacién, o un morfismo cruzado, de B a F® es
un sistema de datos d = (da,ds), que consiste de :
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- Para todo objeto A € B, un A-objeto d4 € Fy.

- Para todo morfismo b : A — B en B, un B-isomorfismo en el grupo
categdrico Fg, dp : dg — °d 4 que debe verificar la condicion de deriva-
cion por la cual el diagrama (3.12) debe ser conmutativo y la condicién
de normalizacion (3.13).

Definicién 3.1.13 Sid,d' : B — F® son dos derivaciones, una homotopia
v:d — d, es una coleccion que consiste de un A-isomorfismo v : ds — d’ 4

para cada objeto A € B, tal que d'yvg = %vad, para cualquier morfismo
b: A— B en B.

De acuerdo con las anteriores observaciones, existe una corresponden-
cla uno a uno entre los automorfismos del 2-cociclo trivial y el conjunto
de todas las derivaciones de B a F®, que denotaremos como Der(B,F®).
Ademas, las homotopias entre dos automorfismos del 2-cociclo trivial estan
en correspondencia biyectiva con las homotopias entre las correspondientes
derivaciones. Denotemos por Der|B,F?]| al grupo de clases de homotopia de
todas las derivaciones de B a F¥. Hagamos notar que Der|[B, G| tiene una
estructura de grupo inducida por el producto tensor de derivaciones, d ® d;
donde (d®d')4 = ds ® d'4 para cualquier objeto A € B, y para cualquier
b: A— B, (d®d'), es la composicion

d,®d’,

dB®d!B "bd,q@)bd"q = "b(dA @d’A).

Las Derivaciones Interiores de B a F® son de la misma forma, aque-
llas correspondientes a los automorfismos del 2-cociclo trivial que son ho-
motopicas al automorfismo identidad, 1;,, que consiste del A-objeto I, para
cada A € Ob(B), y el B-morfismoid: Ig® Ig — I ® I para cada morfismo
b: A— B en B. Obsérvese que la derivacién correspondiente a 1;., d*",
es aquella para la cual d¥ = I4 y d} = id;,, y por tanto una derivacién
d : B — F® es una derivacion interior si, y sélo si, para cualquier morfismo
b: A— B en B se tiene

db - b’UA ; ’Ugl

para una coleccién v que consiste de un A-isomorfismo v4 : d4 — [4 para
cada objeto A € B.
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En particular, observamos que homotopias de la derivacion trivial en si
misma estan en biyeccion con aquellas colecciones v = (v : [4 — I4) que
consisten de un A-automorfismo vy : [4 — I4, para cualquier objeto A € B,
tal que vy = vp para cualquier morfismo b : A — B en B. A un automorfis-
mo v en estas condiciones se le denomina un elemento B-invariante de F®, y
(F®)® denotard el grupo abeliano de todos los elementos B-invariantes de G
(con la multiplicacién por composiciéon vw = (vawy,)).

En resumen, del Teorema 3.1.11 y las anteriores observaciones se obtiene
lo siguiente:

Teorema 3.1.14 Si B es una categoria pequena y F® : B — GpC AT es

un pseudodiagrama de grupos categoricos, se tienen 1SOmorfismos:

H (B, F®) Der|B, F®]
HC (B, F®) (F®)B

12112

3.2 Algunos ejemplos de cohomologia.

3.2.1 Cohomologia de André-Watts.

Sea B una categoria pequena y M : B — Ab un B-moddulo a la izquierda.
Entonces, tal como se comento en el ejemplo 1.3.1, M es en particular un
diagrama de grupos categoéricos (con un solo objeto) y tendremos definido el
2-grupoide de 2-cociclos éQ(B, M) y los correspondientes grupos de cohomo-
logia H' (B, M), i = 0,1, 2.

Ahora, comprobando las definiciones vemos que un 2-cociclo ¢ € QQ(B, M)
consiste de un elemento t., € Mo para cada par de morfismos componi-
bles A>3 B -5 C en B, tal que para cualesquiera tres morfismos componi-
bles A 5> B S5 C5% D, se verifica d'tc,b + tach = tac + tacp; Un morfismo de
2-cociclos ¢ : t — t' consiste de un elemento ¢, € Mpg, para cada morfismo
b: A— B en B, verificando t,, + @ =° @b + pc + tcp para cada par de mor-

fismos componibles A 5BSC . v que una homotopia entre dos morfismos
v: @ — ¢ consiste de un elemento v4 € M4, para cada objeto A € B, veri-

ficando ¢, + v = v + ¢ para cualquier morfismo b : A — B en B.

Entonces, concluimos que H'(B, M) = H*(B, M), los grupos usuales de
cohomologia de B con coeficientes en el B-mddulo a la izquierda M : B — Ab,
usados en [41], [1], [51] y [40].
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En particular, el Teorema 3.1.10 asegura que H*(B, M) = Tors[B, M xB],
es decir, los B-torsores bajo M x B estan clasificados por H*(B, M). Ademas,
vimos en la seccién 2.2.1 que Tors|B,M x B| = Lin|B, M], el conjunto
de clases de equivalencia de extensiones lineales de B por M, con lo que
se obtiene el isomorfismo H*(B, M) = Lin[B, M] y tenemos el teorema de
clasificacién de Baues-Wirsching [3].

3.2.2 Cohomologias de Hattory-Ulbrich y Villamayor-
Zelinski.

Sea S/R una extension de Galois de anillos conmutativos con grupo G, y
consideremos el diagrama de grupos categoricos Pic(S)® : G — GpC AT
descrito en la seccién 1.3.2. Entonces tenemos el 2-grupoide de 2-cociclos
Z°(G,Pic(S)®), y los grupos de cohomologia H' (G, Pic(S)®) correspondien-
tes, para1=0,1, 2.

En este caso, vemos que un 2-cociclot € ég(G , Pic(S)®) es una familia de
S-moédulos invertibles t,, 0 € G, y S-isomorfismos t, ; : tyr — 7t; Qg t, ve-
rificando la condicién de asociatividad (7t;~5 ® 1¢, )tsry = (lort, @ tor)tor -
Un morfismo de 2-cociclos ¢:t—t consiste de un S-moédulo
P junto con S-isomorfismos ¢, :t, @s P — P ® 1t/ , verificando
(1@t )per = (" ®1)(1® ps)(to, ®1); y una homotopia entre
dos morfismos v: ¢ — ¢’ es un S-isomorfismo v: P — P’ verificando
(v ® 1), = . (1 ®@v). En particular, una derivaciéon d : G — Pic(S)®

consiste de un S-modulo invertible P junto con una familia de S-isomorfismos
d, : P — °P tales que d, =%, -d,, 0,7 € G. Y un elemento G-invariante
de Pic(S)® es un S-automorfismo en S, es decir, un elemento s de U(S) tal
que s = s para todo o € G.

Entonces, es facil comprobar que los grupos de cohomologia de G con
coeficientes en Pic(S)®, H'(G, Pic(S)®) para ¢ = 0,1, 2, coinciden con los
H*(G, S) definidos por Hattory en [27] (véase también [49]). Estos H'(G, S)
son los grupos de cohomologia de un complejo cosimplicial de categorias con

estructura de grupo abeliano
C°(G, Pic(S)) Z CHG, Pic(S)) £ C*(G, Pic(S)) £+ -

donde C"(G, Pic(S)) es la categoria de las aplicaciones G™ — Ob(Pic(S)).
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Ademas, observemos que como S/ R es una extensiéon de Galois, existen iso-
morfismos S ®r S = C'(G,S), S®r S®r S = C?*(G, S),...,donde C*(G, S)
es la R-algebra de todas las funciones de G™ a S. Entonces, para n > 1,
la categoria de auto-equivalencias de Morita ME(S @r S Qg ..." @z S)
es equivalente a ME(C™"((G,S)) y consecuentemente también equivalente a
C"(G,ME(S)), la categoria de todas las aplicaciones de G™ a la clase de
equivalencias de Morita de S en si mismo. Pero M E(S) ~ Pic(S), y asi el
complejo cosimplicial de Hattory (C™(G, Pic(S))) es equivalente al complejo
cosimplicial de Amitsur

J=(ME(S)—IME(SQ®rS) = ME(S®rS®rS)=—%---)

considerado en [50], para definir los grupos de cohomologia H*(J),7 > 0.

En definitiva, tenemos los isomorfismos
H' (G, Pic(S)®) = H'(G,S) = H'(J)

para 1 = 0,1, 2.
Resaltemos que, teniendo en cuenta los resultados de [27, Sect.5] o [50,
Theorem 5.2] tenemos los isomorfismos

HC (G, Pic(S)®) = U(S)C
H (G, Pic(S)®) = Pic(R) (3.14)
H2 (G, Pic(S)®) = Br(S/R)

y entonces, por el Teorema 3.1.14, también deducimos
Br(S/R) = Tors|G, Pic(S)®[G].

Este isomorfismo estd simplemente inducido por la correspondencia A +— A,
descrita en la seccién 2.2.2, que asocia un torsor a una R-algebra de Azumaya
A que contenga a S como subalgebra conmutativa maximal. De hecho, A es
exactamente el torsor correspondiente por la equivalencia del Teorema 3.1.10
al conjunto de factores de Kanzaki de la R-algebra de Azumaya A [32].

3.2.3 Cohomologia de Frohlich-Wall.

En [21] Frohlich y Wall definen los grupos de cohomologia, denotados aqui co-
mo FW™(G, G), para G un grupo y G una categoria tipo grupo estrictamente
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coherente establemente graduada sobre GG, es decir, un GG-grupo categdrico
(G, gr,+) = (G, gr, +,a,0,[,7), donde el funtor proyeccién gr : G — G es el
G-grado, junto con una G-simetria coherente ¢ = (cxy : X +Y — Y + X).
Probaremos que, para n = 0,1,2, los grupos FW"(G,G) son isomorfos a
nuestros grupos de cohomologia H" (G, G* ), donde G® es el diagrama defini-

do por G, una vez elegido un sistema de imégenes directas. Especificamente,
esto significa que la conmutatividad c es superflua para definir la cohomologia
de Frohlich-Wall para valores pequenos de n.

El hecho de que FW™(G,G) v H*"(G,G) coincidan para n = 0,1, es
consecuencia de que ambos grupos de cohomologia tienen interpretaciones
analogas: para n = 0, el grupo de automorfismos G-invariantes de grado uno
del objeto cero 0, [21, pp.262] y Teorema 3.1.14 de esta memoria; y para
n = 1 el grupo de clases de homotopia de G-funtores de G a G, [21, Prop.
7.6] y Teorema 3.1.11 de este trabajo.

Examinemos entonces el caso n = 2.

Del teorema de coherencia |21, Prop. 7.5|, podemos suponer que G es
una categoria G-graduada en grupos en el sentido de [21]. Esto significa que
todos los isomorfismos a,/,r y ¢ son aplicaciones identidad y los objetos de
G (y por tanto los morfismos de un determinado grado) forman un grupo
abeliano. Recordemos brevemente la definicion de los grupos de cohomo-
logia de Frohlich-Wall. Estos se definian como los grupos de cohomologia de
complejos de cocadenas

cre —3 CHG Q) — G 6 30, ) — 2 |

donde, para n > 0, C"'(G,G) es el grupo de todas las aplicaciones

c: Gt — Mor(G) tales que
i) el grado de c(oy,...,0,) €s oy.

ii) el dominio de ¢(oy, ..., 0,) no depende de oy.
y el coborde ¢ : C"(G,G) — C"" (G, G) esté definido por

dc(og,...0n) = c(0001, .y 0pn) - (01, ceyopn) ™!
T Z?_____ll(—].)zC(Uo,...,0'1'0'1-4_1,._.0'“) +(_1)nc(00:“':an—-1)'

Sea Z%(G,G) = {c € C*(G,G)/ déc = 0} el grupo de 2-cociclos de
Frohlich-Wall. Cualquier ¢ € Z%(G, G) es de la forma c(og,01) : to;, = Soy.04
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(de grado oy); y la condicién dc = 0 significa que

1

c(ogoy,09)c(01,09)" " + clog,01) = c(og, 0109). (3.15)

Si comparamos dominios en (3.15), vemos que Sy, ¢, +t5, = ts,0,- POr tanto,
un 2-cociclo c es necesariamente de la forma c(og,01) : t5, = togo, — Lo, ¥ €S
facil ver que entonces ambos miembros en (3.15) tienen el mismo dominio y
codominio, para cualesquiera g, 01,092 € G.

Ahora fijemos un sistema de imagenes directas para (G, es decir, un
isomorfismo de grado o, ' =1,(X) : X — ?X, para cada objeto X € G
y o0 € G. Entonces, Hom,(X,Y) = Hom(°X,Y), u— v =ul'"!, para
cualesquiera objetos X,Y € G; y los 2-cociclos ¢ = (c(0g,01)) € Z?(G, G)
estan en correspondencia uno a uno con las familias ¢ de objetos t,,
o € (G, y morfismos de grado uno c'(0g,01) : °ty;, — toyo, — toe, verifican-
do d(ogo1,02)7°c (01, 02)" + (09, 01) = ¢ (0g,0102). Como las traslaciones
X — X + Y son automorfismos en la categoria fibra G; (= Ker(G) en [21]),
tomando t4,,,, = ¢'(00,01) + 1,, vemos que dicha familia ¢’ = (¢'(09,01)) es
equivalente a una familia ¢ que consiste en un objeto ¢,, para cada o € GG y un
morfismo de grado uno t,, ,, : °ty, + ty, — toyo,, Para cada par og, 0y € G,
en términos de la cual una comprobacion rutinaria demuestra que la anterior
condicién de cociclo para ¢’ se transforma en (3.6).

Entonces, tenemos una biyeccién Z%(G, G) = Ob(Z*(G,G®)), ¢ + t, que,
se comprueba facilmente, induce otra entre los correspondientes conjuntos de
clases de cohomologia, es decir, FW?*(G,G) = H?* (G, G®).

3.3 Sucesiones exactas cortas de grupos ca-
tegoricos cofibrados.

3.3.1 Sucesiones exactas cortas de grupos categoricos
cofibrados.

Sea B una categoria pequena. Es bien conocido que la nocion de exactitud
en la categoria de B-moddulos se traduce simplemente en que una sucesion de
B-médulos, es decir de funtores (o diagramas) de B en la categoria de grupos
abelianos, S : M' — M — M", es exacta corta si para cualquier objeto
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A € B, la sucesion correspondiente de grupos abelianos
0 — My > Ms— M) —0

es exacta corta. En lo que sigue, adoptaremos esta nocion para pseudodia-

gramas de grupos categoricos, para ello recordemos la siguiente definiciéon [7],
11].

Definicion 3.3.1 Una sucesion de grupos categoricos y homomorfismos
s: (G,®) 5 (G,0) 5 (G',®)
se dice exacta corta Si:
(1) g es una cofibracion sobreyectiva en objetos.
(2) Im(7) € q ' (1), es decir qj es constante el objeto unidad de G
(3) 7 : G — ¢ '(I) es una equivalencia de categorias.

En base a este concepto de sucesion exacta corta de grupos categoricos,
establecemos la siguiente

Definicién 3.3.2 Sean F® F® F'® : B — GpCAT pseudodiagramas de
grupos categoricos definidos sobre una categoria pequena B. Diremos que

una sucesion de homomorfismos
Fe L9 23 (3.16)
es exacta corta, si se verifica:

1) Para cualquier objeto A € B, la sucesion inducida de grupos categoricos

(F,,®) 2 (Fa4,®) -2 (F;,®) es ezacta corta.

11) Para cualquier morfismo b : A — B en B y cualquier objeto X' de IF 4,
g (ja(X")) o qB(gp(X')) = idyy, es decir, el diagrama

. g(ja(X")) . )
gp(’ja(X")) —= >%q47a(X’) =15

qpip(°X") =1Ig

es conmutativo.
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Ejemplo 3.3.3 Una extension de Galois de anillos conmutativos S/ R, con

grupo G = Gal(S/R), proporciona un interesante ejemplo de una sucesién
exacta corta de diagramas de grupos categoricos definidos sobre G

U(S)® -1 Pic(5)® - Pic(S)E, | (3.17)

donde Pic(S)® : G — GpC AT es el diagrama de grupos categéricos des-
crito en 1.3.2 , que asigna el grupo categoérico de los S-mdédulos invertibles
(Pic(S), ®s), al 1inico objeto de G, y U(S)® : G —> GpC AT es el diagrama
correspondiente al G-moddulo de las unidades de S, es decir el que asocia
U(S) al unico objeto de G, (confréntese la seccion 1.3.1). El diagrama de-
notado Pic(S)%, : G — GpC AT, estd definido de la siguiente forma: El
grupo categorico asociado al unico objeto de (G, es el grupo categorico estric-
to Pic(S)q4s, que es la categoria discreta, es decir con solo identidades, con
objetos los del grupo de Picard Pic(S), cuya estructura monoidal esta dada
por el producto en el grupo Pic(S) y donde para cada o € G, el automor-
fismo 7(—) : Pic(S)4s — Pic(S5)4s viene dado simplemente por 7[P] = [ P]
(recordemos ? P por la seccién 1.3.2).

Hagamos notar que Pic(S) es un G-moédulo, precisamente por la accién
[P] = [?P], de manera que el diagrama Pic(S)® : G — GpCAT, tal
como en la seccién 1.3.1, estd definido. Pero Pic(S)® y Pic(S)%, no son
equivalentes, pues Pic(S) tiene un solo objeto y los elementos de Pic(S) como
morfismos, en tanto que Pic(S)4;s sélo tiene identidades y los elementos de
Pic(S) como objetos.

Los homomorfismos j y ¢ en (3.17) estan definidos como sigue: La su-

cesion de homomorfismos de grupos categoricos, correspondiente al unico
objeto de G

U(S) 2, Pic(S) = Pic(S)ais

esta dada por q(P £ Q) = (|P] L Q) y j(s) =s5: 5 — S, el morfismo de

multiplicaciéon por s. Las homotopias 7j(—) — 77(—) v q(—) — ¢°(—) son
identidades.

Por la equivalencia entre pseudodiagramas de grupos categoricos y grupos
categoricos cofibrados, F® — F®[B, el concepto de exactitud establecido en
la definicién 3.3.2, se transporta como sigue:
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Definicion 3.3.4 Sea B una categoria pequena vy
S: (G, Pg,®) - (G, Pg,®) - (G, Pgr, ®)

una sucesion de B-grupos categoricos cofibrados. Diremos que S es ezacta

corta si se verifican,

(a) q es una cofibracion sobreyectiva en objetos.

(b) El cuadrado

G’ > (G
PGI q
g Ignm _ d”

es conmutativo.

(c) El funtor inducido G’ (M) B xg' G es una B-equivalencia.

Proposicién 3.3.5 Una sucesién de pseudodiagramas F'“ EN R e
con F'® F® F'® : B — GpC AT, es ezacta corta si y sélo si la sucesion de

B-grupos categoricos
(F°B, P, ®) — (F*[B,P,®) — (F'®°IB,P", ®) (3.18)

es exacta corta.

Demostracién: Supongamos que F'® J, F® 4 2 eg exacta corta. Tenien-
do en cuenta que la aplicacién inducida q/B : F®[B — F'®[B se define en
objetos por (¢[B)(X, A) = (ga(X), A), el hecho de que ¢/B sea sobreyectiva
en objetos es consecuencia inmediata de que g4 lo es para cualquier A. Por
otra parte, si (g,b) : (X", A) — (Y", B) es un morfismo en F'®[B, esto es,
b: A— B esun morfismoen By g:°X"” — Y"” un morfismo en F'g, como
g4 es sobreyectiva en objetos, existe un objeto X € 4 tal que g4(X) = X"
v se puede elegir u : °X — Y en Fp como un levantamiento del morfismo

composicion en F'pg

qB(bX) Qﬁ}) qu(X) — bXH _9_} Y-u
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que existe por ser gg una cofibracién. Asi elegido, se observa que (u,b) es
un morfismo en F®[B tal que (¢/B)(u,b) = (g,b). Por tanto ¢/B es una
cofibracion.

Veamos ahora que el cuadrado

F°B ~F®[B
'P’l quB (3.19)
B [h’ . Ff®‘]B

es conmutativo. Para esto, sea (X', A) un objeto de '®[B, entonces

(¢B)(IB) (X', A) = (qaja(X'), A) = (I}, A) = I"P'(X', A)

(nétese que se ha utilizado que g4j4 = idp;). De la misma forma, si
(f',b) : (X', A) = (Y, B) es un morfismo en '®[B, entonces se tiene

(gB)(JIB)(f',b) = (gB)(U(f)ips(X")7,b)
= (gBjB(f")as(Gs(X"))'as(ja(X")) 71, b)
= (udpy,b)
= I"P'(f',b)

Con esto queda probada la conmutatividad del diagrama (3.19).

Por ltimo quedaria comprobar que (P’, j|/B) es una B-equivalencia. Sea
entonces (4, (X, A)) un objeto de B x e (5 (F®[B), esto es, A es un objeto
de B y X un objeto de F4 tal que ¢g4(X) = I’}. Teniendo en cuenta que
ja : 4 — q3'(I") es una equivalencia, se tienen un objeto X’ de V4 y
un isomorfismo en Fy, j4(X’) = X; con esto obtenemos un morfismo en
B xgerp (F[B), (P',j/B)(X', A) = (A, (X, A)), y como consecuencia la
densidad de (P, j[B).

Ahora sean (X', A) e (Y’,B) dos objetos de FF¥[B, y sea un morfis-
mo (b, (u,b)) : (4, (Ja(X"),4)) — (B,(Js(Y'),B)) en B xwep (F°[B),
es decir, b : A — B un morfismo en B y u : %j4(X’) — jp(Y’) un mor-
fismo en F®[B tal que gp(u)gy(ja(X'))~" = idy;. Entonces la composi-

cién jg(°X’) gt b54(X") — jg(Y') es un morfismo en qz'(I%), pues

gp(ujp(X')) = qp(u)gp(ja(X"))™" = idry y por ser jp : Fp — g (/) una
equivalencia, existird un tnico morfismo u' : °X’ — Y’ con jg(u') = ujy(X').
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Entonces, (u',b) : (X', A) = (Y, B) es el tnico morfismo en F'®[B que veri-
fica (P', j/B)(u',b) = (b, (u,b)). Con lo que queda probado que (P, j[B) es
un B-funtor fiel y pleno.

Reciprocamente, supongamos que (3.17) es exacta corta y veamos que
entonces F'® 25 F® 5 P'® o5 exacta corta.

En primer lugar probaremos que para cualquier objeto A de B, el funtor
qga : F4 — "4 es una cofibracién sobreyectiva en objetos; para esto, sea X"
un objeto de F'' 4, entonces (X", A) € F’®fB y como q[B es sobreyectiva en
objetos, existird (X, A) en F®[B tal que (¢[B)(X, A) = (qa(X), A) = (X", A)
y por tanto g4 es sobreyectiva en objetos. Ahora sea ¢ : X" — Y” un
morfismo en F'4 y X € F4 un objeto tal que ¢g4(X) = X”, entonces teniendo
en cuenta que ¢/B es una cofibracién, dado el morfismo (g,id,4) en IE"@IB y
el objeto (X, A) en F®[B, existe un morfismo (f,id4) en F®[B de dominio
(X, A) tal que (q/B)(f,id4a) = (g,id4) y como consecuencia, f es tal que
ga(f) =g

Sea ahora X’ € F' 4, entonces (¢/B)(j[B)(X',A) = I"P'(X', A), esto es
gaja(X'") = I4. Por otra parte, sea f' : X' — Y’ un morfismo en F 4,
se verifica también que (¢/B)(j[B)(f',id4) = I"P'(f',id4), y con esto se
demuestra que gaja(f') = idp;.

Ahora bien, para cualquier X € ¢;'(I}), (A, (X,A)) es un objeto de
B X @we g (F®[B) y como (P',j[B) : F®B — B X (F® [B) (F®[B) es una
B-equivalencia, existe un objeto (X', A) en F'*[B y un isomorfismo

(p!ajfB)(Xfa A) S (A? (Xa A))a

¢

esto nos dice que ja(X’') = X y por tanto js : F'a — ¢4 (I4) es denso.
Sean ahora X', Y' € F'4 ysea u : j4(X') — 74(Y’) un morfismo en F tal
que ga(u) = I, entonces (ida, (u,ids)) : (j/B)(X', A) — (j[B)(Y', A) es
un morfismo en B X pie g (F® [B) y como (P’,j[B) es una B-equivalencia,
existe una unica (f,ids) : (X', A) — (Y, A) tal que (P, j[B)(f,ida) =
(id A, (u,id4)), lo que se traduce en que ja(f) = u. Con esto queda probado
que 74 es fiel v pleno y por tanto una equivalencia.

Por ultimo, probaremos que si X’ € ' 4 es un objeto, y b : A — B es
un morfismo en B, ¢,(j4(X"))gs(js(X')) = idpy. Por ser el diagrama (3.19)
conmutativo, si (f',b) es un morfismo en F®f5’, se verifica que

(g/B)(4B)(f',b) = I"P'(f',b),
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es decir, (¢piB(f)g(Jo(X')) 'q(ja(X"))""b) = (idp,b) y como gpjp =
wdpy se obtiene lo que se pretendia probar. W

3.3.2 Las sucesiones exactas de nueve términos.

En lo que sigue demostraremos que una sucesion exacta corta de pseudo-
diagramas de grupos categéricos F'® 2, F® -5 F'® induce una sucesién
de 2-grupoides QQ(B? F%) — %%B,IF@) — @2(8, F'®). Primero, recordemos
de [38] que un morfismo de 2-grupoides ¢ : A — A’ es una fibracién
(Grothendieck) si verifica las siguientes dos condiciones:

(2) Para cualquier objeto B € A y cualquier morfismo f': A" — ¢(B) en
A’, existe un morfismo f : A — B en A tal que ¢(f) = f'.

(2) Para cualquier morfismo g : A — B en A, cualquier morfismo en A’

"1 o(A) = ¢(B) y cualquier homotopia v’ : f' — ¢(g) en A', existe
una flecha f : A — B y una homotopia v : f — g en A tal que

o(f)=fy o) =7

. e ] q .y
Proposicion 3.3.6 Sea F® — F® = F'® una sucesién exacta cor-

ta de pseudodiagramas de grupos categoricos. FEntonces, la aplicacion in-
ducida g, :QQ(B,]F@) e éQ(B, F'®) es una fibracion de Grothendieck de
2-grupoides, cuya fibra sobre el 2-cociclo trivial, q.'(tr), es equivalente a

Z*(B,F®).

Demostracion: Para hacer esto, tendremos en cuenta que un morfismo
entre grupoides es una cofibracion si y solo si es una fibracién, véase el ejemplo
1.1.5.

Sea t' € QQ(B,F@) un 2-cociclo y ¢"” : t — g¢.(¢) un morfismo en
éz(B,F@). Observemos que existe un levantamiento ¢ : t — t' de ¢” de
la siguiente forma: Como gg es sobreyectivo en objetos, para cualquier ob-
jeto B € B podemos elegir un B-objeto g € Fp tal que gg(pr) = ¢5.
Sea b : A — B cualquier morfismo en B. Como ¢ es una fibracion,
existe un levantamiento X, —> bp4 ® t, del B-morfismo compuesto de F"

ty @ ©'h B 1Y """ ®Rqp(t,) — qe(’wa®t}). Ahora, — ® g : Fg — Fp es una
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equivalencia, y asi existe un B-objeto Y} y un B-isomorfismo Y, ® ¢p =% X
Como — ® @5 : I, — F5 es también una equivalencia, existe un unico B-
isomorfismo v} : t, — qg(Y3) tal que el diagrama

qp(wy)

ty ® s < q8(Yy ® pp)

t’f{k\ l‘

q8(Ys) ® q(¢B)

conmuta. Finalmente, elijamos v, :t, — Y,, un levantamiento de
vty — qg(Ys), y definamos ¢y : tp, ® pp — ®p4 ® t}, como la composicién
ty ® vp %2 Y, ® o —> Xp — %04 ®t,. Entonces ¢ = (¢B,pp) : t —> t/
es un morfismo en _LZ_Q(B,IE@) con q.(¢) = ¢", donde t € Z*(B,F®) es el 2-
cociclo que consiste en el B-objeto t, para cada morfismob: A — Ben By
el C-morfismo t. : to —> “tp ® t. determinado de manera unica por la con-
mutatividad de (3.8) para cada par de morfismos componibles A 2 BSC.

La segunda condicién para las fibraciones de Grothendieck es mas facil de
comprobar que la primera. Sean t,t € gQ(B,IE‘@) dos 2-cociclos, ¢’ : t — t'
un morfismo en j_Z___Q(B,IE@) y v © — ¢.(¢') una homotopia en éQ(B,IF”@).
Entonces conseguimos una homotopia v : ¢ — ¢’ en Z*(B,F) verificando
q.(v) = 0", simplemente eligiendo, para cualquier objeto A € B, un levanta-
miento vy : w4 — @’y de vy : @4 — q(¢4), y definiendo, para cualquier mor-
fismob: A—> Ben B, g, : t) @ pp — SOPRze t,, como el tinico B-isomorfismo
en Fz que hace que el diagrama (3.10) sea conmutativo. Una comprobacion
rutinaria demuestra ahora que ¢;'(¢r) es equivalente a ég(B,lF'@) sin mas
que tener en cuenta que para cualquier objeto A de B, j4 : F' 4 — g5 (1) es
una equivalencia de categorias.

Como consecuencia de [38] se tiene que una sucesion fibrada de 2-
grupoides punteados (A', x) — (A, *) = (A", x) induce una sucesion exacta

de homotopia de grupos y conjuntos punteados,

0 — mo( A, %) = ma(A, %) = (A", %) = m (A, %) = ... = m(A").
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Si consideramos la sucesion de homotopia correspondiente a la sucesién fi-
brada éQ(B,F@’) y QQ(B,F@) 2y QQ(B,]F”@) inducida por una sucesién
exacta corta de pseudodiagramas de grupos categoricos, y teniendo en cuenta
las identificaciones (3.11), podemos deducir lo siguiente:

J q .,
Teorema 3.3.7 Sea FF® —5 F® Ly F'® una sucesion eracta corta de

pseudodiagramas de grupos categoricos. Eriste una sucesion ezracta de nueve
terminos de grupos y conjuntos punteados:

0~H(B,F®) ~H (B,F®) - H°(B,F'®) - H! (B,F ®) = H' (B, F®)

(3.20)
H' (B,F'®) > H?(B,F®) - H?(B,F®) - H? (B,F'®).

Ejemplo 3.3.8 De nuevo consideremos S/R, una extensién de Galois
de anillos conmutativos con grupo G = Gal(S/R), y la sucesidon
exacta corta de pseudodiagramas de grupos categoéricos (3.17). En-
tonces, H'(G,U(S)®) = H'(G,U(S)), la cohomologia usual de G con
coeficientes en el G-moédulo U(S), para + = 0,1,2, y tenemos
H° (G, Pic(S)®) = U(S)® = H°(G,U(S)), H'Y(G,Pic(S)®) = Pic(R) y
H? (G, Pic(S)®) = Br(S/R) (véase seccién 3.2.2).

Primero analicemos la cohomologia de G' con coeficientes en Pic(S)Z [G.
Recordemos que en Pic(S)%. [G

g si[Pl#70Q
Hom,([P],[Q)) ={ S :P: il

{o} si = 7[@)] .
En particular, Aut;([S]) = {1} y H’(G,Pic(5)%,) = 0, por el Teore-

ma 3.1.11. Ademds, una derivacién d : G — Pic(S)%, consiste de
un elemento [P] € Pic(S) tal que 1 : [P] — 7[P] es un morfismo, es

decir, [P] =9 |[P]| para cualquier ¢ € (. Entonces, por el Teorema

3.1.14, H' (G, Pic(S9)%,) = (Pic(S)®)“. Finalmente, comprobando la defi-
nicion vemos que un 2-cociclo en QQ(G, Pic(S)%.,) consiste de un elemento
[P], € Pic(S) para cada o € G tal que [Pl,, = 7[P], ® |P], para cuales-
quiera o,7 € G; pero entonces o — [P], es exactamente una derivacion
de G al G-médulo Pic(S), y se tienen los isomorfismos H* (G, Pic(S)5,) =
H'(G,Pic(S)). Como consecuencia, la sucesion exacta del Teorema 3.3.7
que corresponde a la sucesion exacta corta de pseudodiagramas de grupos

categoricos (3.17), se reduce a
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0> HY(G,U(S)) > Pic(R) > Pic(S)° - H*(G,U(S)) = Br(S/R) -~ H'(G, Pic(S)),

la conocida sucesién exacta de Chase-Harrison-Rossenberg [16].

Vemos que, incluso aunque la categoria de modulos cruzados es equiva-

lente a la categoria de grupos categoricos estrictos (véase el Ejemplo 1.2.5), y
. . . ; q

por esta equivalencia un morfismo sobreyectivo de modulos cruzados & — ®"

corresponde a una fibracion de grupos categoricos sobreyectiva en objetos

G(P) -} G(®"), el nicleo de Dedecker ®' = Ker(q), [17], no hace a la
sucesion G(®') — G(®) — G(P'') una sucesion exacta de grupos categoéricos
en el sentido de la Definicién 3.3.1, es decir G(Ker(g)) no es equivalente a
Ker(G(q)). Esta eslarazén por la que la sucesion exacta para la cohomologia

de Dedecker [17], no es un caso particular de (3.20) (c.f. [10]).
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Capitulo 4

Clasificacion por clases de
homotopia.

4.0 Introduccion.

Sea G un grupo y M un G-moédulo. Denotemos por B(M,G) al CW-
complejo conexo por arcos, unico salvo homotopia, con grupos de homotopia
mB(M,G) =2 G, mB(M,G) £ M como G-médulo, m;B(M,G) = 0 para
todo 7 # 1,2 y cuyo sistema de invariantes de Postnikov es trivial, es decir,
0=kB(M,G) € H*(G,M)(~ K(G,1)). Este espacio B(M,G) contiene al
espacio clasificante del grupo G, B((G), como un retracto y es bien conocido

que existen biyecciones naturales

O 2) ~(B(MG)
Ext(G,M) = H(G,M) =T / B(G) (4.1)

entre el conjunto de clases de equivalencia de extensiones de grupos de G
por el G-médulo M, el segundo grupo de cohomologia de G con coefi-
cientes en el G-médulo M y el conjunto de clases de homotopia fibrada
de secciones cruzadas B(G) — B(M,G). Si M es un G-moédulo trivial,
B(M,G) ~ K(M,2) x K(G,1) es un producto de espacios de Kilenberg-
MacLane y F(B(M’G)/B(G)) = [K(G,1),K(M,2)] es el conjunto de clases de
homotopia de aplicaciones de K (G, 1) en K (M, 2).

Las biyecciones Ext(G, M) = H?*(G, M) han sido adecuadamente gene-
ralizadas en el capitulo 3 de esta memoria mediante la demostracion de co-
rrespondientes biyecciones Tors[B, G| = H*(B,G®), establecidas para cada
categoria pequena B y cada B-grupo categérico (G, Pg, ®). En este capitulo

103
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presentamos como resultado fundamental un teorema de representabilidad
homotdpica para los conjuntos de cohomologia H? (B, G®), de una categoria
B con coeficientes en un pseudodiagrama de grupos categoricos con el tipo
de la categoria B, generalizando el isomorfismo (2) de (4.1).

Cada B-grupo categorico tiene un cierto espacio clasificante B(G, Pg, ®),
que salvo equivalencia homotopica es el colimite homotopico del pseudodia-
grama de espacios con el tipo de la categoria B definido por los espacios
clasificantes de los grupos categoricos fibra: A — B(G4,®). Por ejem-
plo, si M es un G-modulo, entonces B(M x G,pr,®) = B(M,G). Este
espacio B(G, Pg, ®) contiene como un retracto a B(B), el espacio clasifican-
te de la categoria B y, entonces, probamos la existencia de una biyeccién
natural H? (B, G®) = F[B(G*PG’@ / B(B)], entre el segundo conjunto de coho-
mologia de B con coeficientes en el pseudodiagrama definido por el B-grupo

categorico, y el conjunto de clases de homotopia fibrada de secciones cruzadas
B(B) — B(G,Pg,®).

4.1 El nervio de un grupo categorico cofibra-
do.

Sea A la categoria de conjuntos ordenados [n] = {0,1,2,....,n}, n > 0, y
aplicaciones crecientes. Entonces la categoria de conjuntos simpliciales es la
categoria de funtores A’ — Set. En esta seccién usamos unas cuantas

definiciones conocidas y hechos acerca de conjuntos simpliciales (véanse la
referencias [37], [22] o [29]).

En adelante consideramos cada conjunto ordenado [n] como una categoria
con exactamente una flecha ¢+ — 7 si = < 3. Entonces una aplicacién no
decreciente [n] — [m] es lo mismo que un funtor.

Sea B una categoria pequena. Si F'un(|n|, B) denota el conjunto de funto-
res [n] — B, n > 0, tenemos un conjunto simplicial Fun(—, B) : A? — Set
que se denomina el nervio de la categoria (Grothendieck) y se denota
por Ner(B). Entonces, Nero(B) = Ob(B), el conjunto de objetos de B,
Ner,(B) = Mor(B), el conjunto de morfismos de B, y para n > 2 un n-

simplex de Ner(B) es una upla
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bi;
(Bi — Bj)o<i<j<n

de morfismos de B tales que bjr-b;; =0bix si 1<j <k, o equi-
valentemente una sucesion de morfismos componibles en B,
By X B 2B, .. — B, , =% B, Por ejemplo, si [m] € A,
Ner(lm]) = Alm] es el m-simplex estdandar. Si un grupo G se considera
como una categoria con un unico objeto, entonces Ner((G) es el conjunto
simplicial de Eilenberg-MacLane K (G, 1).

Ahora, supongamos dado (G,Pg,®) = (G, Pg,®,a,l,l,r) un B-grupo
categorico y en él un sistema de imédgenes directas (I'y(X) : X — °X), que
determina el pseudodiagrama de grupos categéricos G® : B — GpC AT,
B +— Gpg, (A EN B) — (°(=) : G4 — Gpg), de acuerdo con la equivalencia
establecida en el teorema 1.2.21.

Si g : C — B es cualquier funtor, sea ¢*G el C-grupo categorico obtenido

como pull back de G via g; es decir, por el cuadrado cartesiano

*G -
l :
G P LR

Entonces, se tienen identificaciones (¢*G)c = Gyy, C € C, entre las
categorias fibras, y se ve facilmente que el C-grupo categorico ¢*G tiene como
pseudo-diagrama de grupos categoricos asociado (¢*G)® = ¢*G®, de acuerdo
con las notaciones mantenidas en la seccion 1.2.4.

Definicién 4.1.1 El nervio de un B-grupo categérico (G, Pg,®), denotado
por Ner(G,Pg,®), es el conjunto simplicial definido por

n] —> Ner,(G, Pg, Q) = U Z*([n], b*G®) ,
b:[n]—B
donde b : [n] — B es cualquier funtor, es decir, cualquier n-simpler de
Ner(B), y para cada b : [n] — B, Z*([n], b*G) es el conjunto de 2-cociclos de
(n] con coeficientes en el [n]-grupo categdrico b*G.

Entonces Nery(G, Pg, ®) = Ob(B), el conjunto de objetos de B, un
l-simplex z € Neri(G,Pg,®) es un par z = (Xo1,b01 : Bo = By), don-
de by, : By — B; es un morfismo en B y X3 un objeto de G tal que
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Pc(Xo1) = By, es decir, Xy3; es un Bj-objeto de G; y para n > 2, un n-
simplex de Ner(G, Pg,®) es una upla

r = (Ugk, Xij; bij, Bi)ocicicken

que consiste de: un objeto B; € B para cada 0 <:<mn; un morfis-
mo b;;: B, -+ B; en B para cada 0<i<j<mn, tal que bj;-b;; = by
si 1 < j < k; un Bj-objeto X,;; € G, para cada 0 <1< j7<n y un Bi-
morfismo wu;jx : Xy — "¢ X;; ® Xk, para cada 0 < i < j < k < n, tal que
si0 <1< 7 <k<l[<nel diagrama

Uiji o 00
Xl > %t Xi; ® Xjji
Uikl ll®‘u-jm (4.2)
Y
b, :
% X @ Xy > X5 @ M X jk @ X
Pkluj®1

es conmutativo.

[lustramos la definiciéon de nervio de un B-grupo categorico con tres ejem-
plos:

Ejemplo 4.1.2 El complejo generalizado de Eilenberg-MacLane L(Mg,2).

Sea G un grupo y M un G-moédulo. Consideremos el G-grupo categoérico
producto semidirecto (M x G,pr,®) definido en la seccién 1.3.1. Aplican-
do directamente la definicién 4.1.1 al caso, vemos que los n-simplices de
Ner(M x G,pr,®) estan descritos por uplas

I = (mijka C’z‘j)

consistentes de un elemento o0;; € G, paracada 0 <7 < 7 < n, y de un

elemento m;;x € M, para cada 0 <1 < 7 <k < n, tales que
- Ojk0i; =0 811 J< k
- Mkl + 450 =7kl Mk + Mkl 811 <€ ) < k<l

-miijOSii:jOj:k
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estando los operadores cara dados por

G = (m5m(i)5m(j)5m(k)a Uém(z')ém(j))

donde 6,, : [n— 1] — [n] es la aplicacién inyectiva no decreciente que no toma
el valor m € [n], es decir, ,,(¢) =isii<my 6,,(i) =i+ 1sii>m.
Observamos inmediatamente que Ner(M x G,pr,®) es reducido,
es decir Nerog(M x G,pr,®) = {1}, y que se tienen isomorfis-
mos Neri(M xG,pr,®) =G, zw— op, Nerg({\/_f >)<1 G,pr,®) = M x G2,
n(n=1

xr — (Mo12,001,012),..., Nerp, (M x G,pr,®) = M~ =2 x G". En definitiva,
vemos que Ner(M x G,pr,®) es un complejo minimal reducido, con dos

grupos de homotopia no triviales, m; = G y mp = M como G-moddulo. Esto

es,

Ner(M x G,pr,®) = L(Mg,?2)

donde L(Mg,2) es el complejo minimal generalizado de Eilenberg-MacLane

definido por G y el G-mdédulo M.

Si M = 0, entonces Ner(G) = K(G,1), el complejo minimal de
Eilenberg-MacLane con grupo fundamental G; y si G = 1, obtenemos que
Ner(M,®) = K(M,?2), el complejo de Eilenberg-MacLane con 7, = M.

Ejemplo 4.1.3 El complejo de Picard de una extension de Galois.

Sea S/R una extensién de Galois de anillos conmutativos con grupo
G = Gal(S/R). Consideremos ahora el diagrama de grupos categoéricos
Pic(S)® : G — GpC AT descrito en la seccién 1.3.2, y el correspondiente
G-grupo categérico (Pic(S)%|G, P, ®s).
Definimos el complejo simplicial de Picard P(S/R) como el nervio del
G-grupo categérico Pic(S)®[G, es decir

P(S/R) = Ner(Pic(5)®[G, P, ®s)

Entonces, un n-simplex z € P,(S/R) es una upla
z = (fijk, Pij, 0ij)

que consiste de un elemento 0;; € G'y un S-moédulo invertible F;;, para cada
0 <i<j<n,ydeun isomorfismo de S-modulos

fisk : Dig— "5 8 Py

para cada 0 <1 < 5 < k < n, tales que
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(].) O;k0i5 — Oik S1 7 S ] g k
(2) Py=S

(3) Los isomorfismos fix : Pix = 7*S ®g Pix v fijj : Pij — P;; ®s S son los
canonicos z — 1z, z— r ® 1.

(4) Para cualesquiera ? < j < k % l,, se tiene (1 X fjkl)fijl = (fijk X 1)fz'kl-

Como en el ejemplo anterior, las caras de un n-simplex son

dm(:z:) = (f&m(i),dm(j),ém(k)a P5m(i)5m(j): Ucim(i)ém(j))'

Las peculiaridades mas interesantes de este complejo pueden resumirse
como sigue:

Proposicién 4.1.4 Para cualquier extension de Galois de anillos conmu-
tativos S/R, con grupo de Galois finito G, el complejo P(S/R) tiene las
stquientes propiedades:

(a) P(S/R) es reducido (entonces conexo) y de Kan.

(b) Tiene a lo sumo dos grupos de homotopia no triviales, a saber:
m(P(S/R)) = Pic(S) X G, y
m(P(S/R)) = U(S) ;

(c) Es un hipergrupoide 2-dimensional, esto es para n > 3 cualquier n-
simplex estd determinado por cualesquiera tres de sus caras.

(en (b), Pic(S) x G es el grupo producto semidirecto de G por el G-mddulo
Pic(S)).

Demostracién: El complejo P(S/R) es claramente reducido teniendo como
inico O-simplex S = (S = S®s S, S, 1).
Notemos ahora que un 1l-simplex de P(S/R) es justamente un par

(P,o0), donde 0 € G y P es un S-modulo invertible. Ademas, dar un
2-simplex z € P»(S/R) con caras dy(z2) (Pi2,012), dao(2) = (Fo1,001)



COHOMOLOGIA DE GRUPOS CATEGORICOS COFIBRADOS. 109

|

y dl(z) — (POQaUOQ
foro 1 Poo — 712 Py @ Py

2
(Po2,002) (P12,012)
< = 012
0 > 1

(Po1,001)

012001) es equivalente a dar un isomorfismo

Entonces, vemos que la condicion de extension de Kan para 1-simplices es una
simple consecuencia de la invertibilidad de los S-modulos P;; y de los elemen-
tos 0;; de G'. Por ejemplo, dados dos 1-simplices (P2, 012) ¥ (Poz2, 002), encon-
tramos un 2-simplex z tal que dy(2) = (P2, 012) ¥y d1(2) = (P2, 0g2), tomando
001 = 013 002, Po1 = 712 (Pyy ®s Homgs(Pi2,5)) v foiz : 72 Po1 ® Pio — Pyo
el isomorfismo candénico fy5(z ® ¢ @ y) = TY(y).

La condicién de extension de Kan en pleno, es consecuencia de la propie-
dad (c), esto es, de que para cualquier n > 3, un n-simplex = = (f;;x, Fi;, 0i;)
estda completamente determinado por cualesquiera tres de sus caras. Pa-
ra ver esto, notemos que una cara d,(z) incluye todos los oy;, P ¥y

fiix tal que m ¢ {7,7,k}. Entonces, si uno conoce las caras d,,(z), d.(z)
y ds(z), uno conoce todos los elementos de z, excepto el isomorfismo
frrs : Pms = 77 Pr @ Prg; pero tomando cualquier ¢ € {m,r, s} (que existe
pues n > 3), la condicién (4) de n-simplex en P(S/R) para i,m,r,s (en el
orden que se presenten), vemos que también f,,,, estd determinado por los
otros.

Calculamos ahora los grupos de homotopia de P(S/R) en su unico vértice.
Por lo visto anteriormente, la relacion de homotopia en n-simplex es trivial
s1 n > 2.

Si z = (foi2, Po1, P12, Po2,001,012) representa un 2-simplex, entonces
z € my(P(S/R)) si y sélo si sus caras dn,(z) = (5,1), m = 0,1,2. Esto
es, si y sOlo si Py; = Pijo = Poo = S y 091 = 012 = 1. Un tal 2-simplex es
entonces un S-isomorfismo f : S — S ®g¢ S, 0 equivalentemente, un auto-
morfismo S-lineal en S, que es lo mismo que dar una unidad del anillo S, asi
que m(P(S/R)) = U(S), el grupo de las unidades de S.

Ahora bien, un elemento de 7 (P(S/R)) esta representado por un par
(Py1,001) € Pic(S) x G siendo (Pyy,001) ~ (Po2,002) si existe un 2-simplex
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de la forma x = (fo12, Po1, Fo2, S, 001, 1), con di(z) = (Pya, 092), es decir, tal
que 091 = o1l = 0p2 ¥ fo12 : Poo = Py ®s S = Py;. Por consiguiente,
la aplicacion Pic(S) x G — m(P(S/R)), (|P],0) — [(P,0)], es biyectiva.
Ademas, la multiplicaciéon en 7; estd determinada por cualquier 2-simplex

S
(T',70) (Q.7)
f
S T
por [(@Q,7)|[(P,o)] = [(T,70)]; ahora bien, por definicién de 2-simplices,

(T,70)] = [P ®s Q,70)], v de esta forma concluimos que la biyeccién es
realmente un isomorfismo Pic(S) x G = m,(P(S/R)). B

representativo

Ejemplo 4.1.5 El nervio de un grupo categorico.

Supongamos (G, ®) un grupo categoérico. Considerando éste como trivial-
mente cofibrado sobre la categoria *, consistente de un solo objeto, obtene-
mos el conjunto simplicial Ner(G, ®), considerado en (12| como el nervio del
grupo categoérico. Este es un conjunto simplicial reducido, cuyos 1-simplices
son los objetos de G, es decir Ner, (G, ®) = Ob(G) y cuyos n-simplices para
n > 2, son uplas de morfismos en G

Uijk

T = (X — Xij @ Xji)o<i<jck<n

tales que (uijk @ 1)ujk = (1 @ ujki)usji- Tal como es probado en [12], este es
un conjunto simplicial de Kan, cuyos grupos de homotopia son
0 95 1,2
m;i(Ner(G,®)) =< [G] el grupo de componentes conexas de G, 7 = 1
Autg(I) el grupo de automorfismos de I, ¢ = 2.

En el trabajo citado se prueba también que (G, ®) — Ner(G,®) establece
una equivalencia entre la categoria de homotopia de grupos categoricos y la de
complejos simpliciales con grupos de homotopia triviales en otras dimensiones
que 1 y 2.
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Si B es cualquier categoria pequena y consideramos el B-grupo categorico
(G x B,pr,®) donde G x B es la categoria producto y pr : G x B — B el
funtor proyeccion, entonces Ner(G x B,pr,®) = Ner(G,®) x Ner(B).

Finalizamos esta secciéon haciendo menciéon a un reciente resultado de
Cegarra [13], que justifica la consideracién de ser un colimite homotdpico,
dada a la construccién de Grothendieck hecha en 1.2.5.

Al componer con el funtor Nervio, el diagrama de grupos categdricos
F® : B — GpCAT, da un diagrama Ner(F®) : B — Set>", de conjuntos
simpliciales de tipo B, entonces en [13] se prueba el siguiente teorema de

colimite homotopico.

Teorema 4.1.6 Sea F® : B — GpC AT un diagrama de grupos categoricos,

existe una equivalencia homotopica debil

hocolim(Ner(F®)) — Ner(F®[B).

4.2 La fibracion escindida definida por un gru-
po categorico bifibrado.

Supongamos dado (G, Pg,®) = (G, Ps,®,a,I,l,r) un B-grupo categoérico y
en él un sistema de imdagenes directas (I'y(X) : X — °X), que determina el
pseudodiagrama asociado de grupos categoricos fibras G® : B — GpC AT,
B — Gpg, (A v B) — (°(=) : G4 — Gpg), de acuerdo con la equivalencia
establecida en el teorema 1.2.21.

Existe una aplicacion simplicial

©
Ner(G,Pg,®) <——_-_=- Ner(B) (4.3)

definida por o(usjk, Xij, bij, Bi) = (bij, Bi), que tiene una seccion cru-
zada dada por s(b;;, B;) = (Z;Blk,IBj,bij,Bi), y cuya fibra ¢~ }(B) so-
bre un objeto B € B, se puede describir de la siguiente forma:
o Y (B)y = {B}, es decir, o '(B) es un conjunto simplicial reducido;
o~ Y (B); ={X € Ob(G)/ Ps(X)=B} =0b(Gp), el conjunto de objetos
del grupo categérico fibra de G sobre B, y para n > 2 un n-simplex de

¢~ '(B) es una upla de morfismos en Gp

Uijk

T = (Xix — Xij ® Xjk)o<icj<k<n
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tal que si 0 <@ < j <k <l < n, entonces (ujjr @ 1)Uy = (1 ® ujkr)uiji.

Entonces, vemos que para cualquier objeto B € B, p~'(B) = Ner(Gg, ®),
el nervio del grupo categorico fibra Gp estudiado en [12] es decir, El nervio
de la fibra es la fibra del nerwio.

La sigulente proposicion caracteriza el hecho de que ¢ sea una fibracién
de Kan.

Proposiciéon 4.2.1 Sea (G, Pg,®) un B-grupo categorico y sea ¢ la aplica-
cion sitmplicial inducida ¢ : Ner(G,Pg,®) — Ner(B). Entonces:
p es una fibracion de Kan < Pg es una bifibracion.

Para la demostracion de esta proposicion usaremos el siguiente resultado.

Lema 4.2.2 Si (G, Pg,®) es un B-grupo categorico en el que se ha fijado
un sistema de imdgenes directas (I'y(X) : X — *X), entonces:

Ps es una bifibracion < Para cualquier morfismo b : A — B en B, el
funtor °(=) : G4 — Gp es una equivalencia.

Demostracion:

Supongamos que Pg es una fibracién y sea b : A — B un morfismo en B.
Entonces, dado cualquier B-objeto Y € Gpg, existe un A-objeto X € G4 v
un b-morfismo u : X — Y. Como el b-morfismo I'y(X) : X — °X es cocarte-
siano, existird un dnico B-isomorfismo v : °X — Y tal que vI',(X) = u. Con
la existencia de dicho v queda probado que °(—) es denso.

Por otra parte, si Pg es una fibracién, todo morfismo en G es cartesiano,
y en particular lo serd I'y(X) para cualquier b : A — B en B y cualquier
X € G4. Con esto, si X e Y son dos A-objetos de G y g : °X — °Y es
cualquier B-morfismo, existe un unico A-morfismo f : X — Y haciendo
conmutar el diagrama.

X [p(X) ~ by
l
f g
Y Y
> b
Y Cp(Y) ¥

v como consecuencia directa de la definicién del funtor °(—) se obtiene que
bf = g v queda probado que °(—) es fiel y pleno.
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Reciprocamente, sean b : A — B un morfismo en B e Y € Gg. Por la

densidad del funtor °(—), existird un objeto X € G4 y un B-isomorfismo

. . [y (X
g :°X — Y. Como consecuencia, la composiciéon X 2Ry 9y es un

b-morfismo. El morfismo g es cartesiano por ser un isomorfismo, por tanto,
para concluir que Pg es una fibracion, sélo es necesario probar que I'y(X) es
cartesiano. Sea entonces Z un A-objeto y u : Z — °X cualquier b-morfismo.
Como I'y(Z) es cocartesiano, existe un B-morfismo v : °Z — X haciendo

conmutar el diagrama

| v
Y
X
v ahora, por ser ?(—) fiel y pleno existira un tnico morfismo w : Z — X que

hace que el diagrama
I'y(Z)

::--bZ

()

Z
|
|
w
|
Y

Y
> b
A Co(X) X

sea conmutativo. Con esto se tiene que [',(X) es cartesiano y como conse-
cuencia también lo es gI'y(X) B

Demostracion de la Proposiciéon 4.2.1: Condicion suficiente: La condi-
cion de fibracion de Kan en dimension n = 0 se traduce en que para cualquier
B € Ob(B), el grupo categérico fibra Gg es no vacio, lo cual siempre es cierto.
Para n > 2, dicha condicién es consecuencia directa de que para cualquier

n > 2 un (n+ 1)-simplex z = (u;k, Xij, bij, B;) estd completamente determi-

nado por cualesquiera tres de sus caras. Para ver esto, notemos que una cara
d.n(z) incluye todos los B;, b;;, X, u;jx tales que m ¢ {1, 7, k}. Entonces si
uno conoce las caras d,,(z), d.(x), ds(z), uno conoce todos los elementos de
z, excepto el isomorfismo Umrs : Xms — " Xomr ® X,s; pero tomando para
cualquier 7 ¢ {m,r, s} (que existe pues n + 1 > 3) el diagrama conmutativo

(4.2) para i,m,r,s (en el orden en que se encuentren), vemos que también

Umrs €sté determinado por los otros. Obsérvese que para algunos casos es
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necesario usar que los funtores °(—) son plenos.

Veamos ahora los tres casos posibles para n = 1:

Sean zg,r2 € Neri(G,Pg,®) tales que do(ze) = di(xg), esto es,
ro=(Y,c:B—=C), 2o = (X,;b: A — B), y seay € Nery(B) tal que
do(y) = @(z0), d2(y) = @(x2), es decir, y = (b: A — B,c: B — C). Enton-
ces tiene que existir ¢ € Nery (G, Pg, ®) de manera que ¢(z) = y, do(x) = z,
v do(x) = x9. Por cumplir estas condiciones, z tendrd que ser de la forma
r=(u,X,Y,Z b,c, A B,C) donde Z es un C-objetoy u : Z — X @Y es
un C-morfismo (siempre existen pues se puede tomar Z =°‘X QY y u = id).

Sean ahora z,,z2 € Ner, (G, Pg,®) tales que di(z2) = di(z1), esto es,
1 =(Z,a: A—C), zo = (X,b: A— B), yseay € Nery(B) tal que
di(y) = p(z1), d2(y) = @(x2), es decir, y = (b: A — B,c: B — (C) de forma
que cb = a. Entonces tiene que existir z € Nery(G, Pg, ®) de manera que
p(z) =y, di(z) =z, y do(z) = 5. Por cumplir estas condiciones, z tendra
que ser de la forma z = (u, X,Y, Z,b,c, A, B,C) donde Y es un C-objeto y
u: Z — ‘X ®Y es un C-morfismo (siempre existen por ser X ® — una
autoequivalencia en G¢).

Por ultimo, sean zg,x; € Ner (G, Pg, ®) tales que dy(x1) = dy(zg), esto
es, 7o = (Y,e: B - C), 1 = (Z,a : A — C), y sea y € Nery(B) tal
que do(y) = p(xo), di1(y) = @(x1), es decir, y = (b: A — B,c: B — (), de
manera que cb = a. Entonces debe existir z € Nery(G, Pg, ®) de manera que
p(x) =y, do(x) = 29 y di(z) = 1. Por cumplir estas condiciones, z tendra
que ser de la forma z = (u, X,Y, Z,b,c, A, B,C) donde X es un B-objeto y
uw:Z — X Q®Y es un C-morfismo. Como — ® Y es una autoequivalencia
en Ge, existe un C-objeto T' € G¢ y un C-isomorfismo v : Z - T ® Y.
Ahora bien, como Pg es una fibracién, el funtor ¢(—) es denso y existe un
B-objeto X y un C-isomorfismo w : T — ¢X. Entonces la composicion
ZA3TRY "8 X ®Y nos proporciona el morfismo u que buscabamos.

Condicion necesaria: Reciprocamente, sea ¢ : B — C un morfismo en B
y Z un C-objeto de G. Tomando z¢y = (I¢,c: B—C), 2y =(Z,c: B — C)
ey = (id: B— B,c: B — (), obtenemos que zg,z, € Ner;(G,Pg,®)
son tales que do(z;) = do(xg) e y € Nery(B) es tal que do(y) = @(xo) ¥y
d,(y) = @(x1). Por verificarse la condicién de fibracion de Kan, existira un
B-objeto X y un C-morfismo u : Z — “X ® I¢ y componiendo con r,., se
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obtendra un morfismo Z — “X. Con esto se prueba que el funtor °(—) es
denso.

Para probar ahora que °(—) es fiel y pleno, tendremos que ver que la apli-
cacion Hom4(X,Y) — Hompg(°X,%Y), u — u es una biyeccién. Sea enton-

ces w : *X — Y un B-morfismo. Al componerlo con el isomorfismo /!, obte-
Y

nemos un morfismo u : °X — °Y ®°I4 (recuérdese que °I4 = Ig). Sean ahora
Lo = (T;YIaIAabya IBJ?:dA:ba Aa A?B)? L1 = (Tb_laXab-‘}(:IB:idAab:-‘qu&B) y

Ty = (u,14,°X,°Y ,id4, b, A, A, B) tres 2-simglex de Ner(G,Pg,®) verifi-
cando que d;(z;) = d;j_1(z;) si 0 < 72 < j < 2. Consideremos también
y = (idy : A — Ayidy : A - Ab: A — B) un 3-simplex de Ner(B), que
verifica que d;(y) = p(x;), © = 0,1,2. Por ser ¢ una fibraciéon de Kan, exis-
tird un 3-simplex x = (u;jx, Xij, bij, B;) de Ner(G, Pg, ®) tal que d;(z) = z;,
1 = 0,1,2 y po(r) = y. Simplemente desarrollando estas condiciones obte-
nemos que: By = A, By = A, By = A, By = B, byy = 1da, bia = 1dy,

bos = b, Xo1 = Ia, Xooa = X, Xo3 =°X, X1o =Y, Xi3 =%, Xo3 = Ip,

_ R | R |
Uo1z = U, Ug2s3 = T, Y Ues =T, -

v = ug2 : X — 4 ®Y. Pero este morfismo viene determinado por el dia-

Faltaria por determinar el morfismo

egrama (4.2) para i = 0, j = 1, k = 2, | = 3 que resultaria de la siguiente

forma:
b‘X’ = }bIA®bY
r;; 1@?5‘;
Y Y
bX@IB"‘%— *bIA®bY®IB

|

— 1 .
(u & 1)'rbx se tiene que
%2 = u. El mor-

Como también se verifica que (1 ® r;yl)u
by®1=u®1, vy por ser — ® [ una equivalencia que

fismo v asi obtenido es unico por ser todos los morfismos en la categoria fibra

isomorfismos. La composicién v’ = lyv verifica que °v = w.

Ejemplo 4.2.3 Los grupos categoricos descritos en los ejemplos de las sec-
ciones 1.3.2 (Picard) y 1.3.3 (Whitehead) son ambos bifibrados. El de la
seccion 1.3.1, referente a moddulos, sera bifibrado siempre que los homomor-
fismos (=) : M4 — Mp sean isomorfismos de grupos abelianos, es decir,
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siempre que el médulo M : B — Ab sea un sistema local.

4.3 El teorema de clasificacion homotodpica.

Consideremos un grupo G, un G-moédulo M y el G-grupo categorico pro-
ducto semidirecto que se define, M x G = (M x G,pr,®,a,1,l,r), como en
el ejemplo de la seccion 1.3.1, cuyo grupo categorico fibra es el definido por
el grupo abeliano M. Entonces Ner(G) = K(G, 1), el complejo minimal
de Eilenberg-MacLane con grupo fundamental G, Ner(M,®) = K(M, 2),
el complejo minimal de Eilenberg-MacLane con segundo grupo de homo-
topia M,y Ner(M »x G,pr,®) = L(Mg,2) el complejo minimal de Eilenberg-
MacLane generalizado comentado en el ejemplo 4.1.2. La fibracion escindida

(4.3) nos proporciona en este caso la sucesién fibrada escindida

K(M,2)— > [(Mg,2) ——= K(G, 1). (4.4)

S

Por la teoria de obstruccion la sucesién fibrada (4.4) es unica salvo equi-
valencias homotopicas fibradas, es decir, depende sélo de G y M, y ademas
el problema de clasificar las secciones cruzadas de ¢ : L(Mg,2) — K(G, 1),
salvo homotopias fibradas, se resuelve por el grupo de cohomologia de G con
coeficientes en el G-mddulo M, es decir, existe una biyeccion

T [L(MGQ)/K(GJ)] ~~ HQ(G, M),
lo que motiva el principal resultado en este capitulo:

Teorema 4.3.1 Sea B una categoria pequena y G = (G, Pg,®,a,1,l,7) un
B-grupo categorico bifibrado. Entonces existe una biyeccion

F(Ner(@,'Pg,@)/Ner(B)) >~ ZQ(B, G®)

entre el conjunto de secciones simpliciales cruzadas de la fibracion
o : Ner(G,Pg,®) — Ner(B) y el conjunto de 2-cociclos en B con coeficien-
tes en G.

Ademads, dos 2-cociclos estan en la misma clase de cohomologia si, y solo

si, sus correspondientes secctones cruzadas son fibra homotopicas. Como
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consecuencia, la anterior biyeccion induce otra,
D(Ner@Pe®) /)| = HE (B, G®), (4.5)

entre el conjunto de clases homotopia fibrada de secciones cruzadas de o y

el conjunto de 2-cohomologia de B con coeficientes en G®.

Demostracion: En primer lugar, con el mismo razonamiento que se re-
alizd en la proposicion 4.2.1 se observa que si n > 3, cualquier n-simplex
r = (uijk, Xij, bij, B;) de Ner(G, Pg, ®) estd completamente determinado por
cualesquiera tres de sus caras, y por tanto por sus caras 2-dimensionales.

Sea o : Ner(B) — Ner(G, Pg,®) una secciéon cruzada de p. Entonces
o es la aplicacion identidad en objetos de B y, de acuerdo con las anterio-
res observaciones, « esta determinada por «; : Ner;(B) — Ner;(G, Pg, ®)
para ¢ = 1,2. Ahora, o; es de la forma «a;(A N B) = (ty, A 2 B), don-
de t, es un B-objeto de (; y entonces, usando las identidades simplicia-
les, ap es de la forma as(A 2 B S C) = (tep, tv, e, teby b, ¢, A, B, C), donde
tep : tep — Ty @ t. es un C-morfismo en G. A partir de dichas identidades
simpliciales, vemos que t = (t4,t.5) es de hecho un 2-cociclo en Z?*(B, G®),
que claramente determina a o y a», y por tanto a . Ademads, cualquier 2-
cociclo t € Z*(B, G®) procede de una seccién cruzada « definida de la siguien-
te forma: Si b:[n] — B es un n-simplex de Ner(B), entonces «a(b) = b*(t),
donde b* : Z*(B,G®) — Z*(|n], b*G®) es la aplicaciéon inducida por el funtor
b. Entonces o — t establece la biyeccién anunciada.

Ahora, consideremos la categoria producto B x [1], que es una B-
categoria via el funtor proyeccién pr : B x [1] — B, los B-funtores de inclu-
sién ug,u; : B — B x [1], ui(z) = (z,7), + = 0,1, y el pseudodiagrama de
grupos categoricos de tipo B x [1], pr*G® = (G x [1])®. Entonces, asegura-

mos que la sucesion

DT« U
72(B x (1], (G x [1])®) —= Z2(B, G®) — H?(B, G®) (4.6)

PTxU]
es un coigualador: Si T € Z?*(B x [1],(G x [1])®) es un 2-cociclo tal que
proud(T) = t y prioui(T) = t', encontramos un morfismo de 2-cociclos en
éQ(B, G®), ¢ : t — t' eligiendo para cada objeto A € B, pa = pr(T(1,,));
donde ¢ : 0 — 1 es el tinico morfismo de la categoria [1] que no es la identidad,
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y para cada morfismo b : A — Ben B, ¢ : t, ® pp — "ps @ t, como la
proyeccion en G del morfismo composicién en G x [1]

T-—~1

(1,0),(b,0) Tib,1),(1,0)

Ti6,0) ® T(1p5.) > T{b.)

= (b’l)T(lA,L) ® 1(b,1)

(obsérvese que (b,t) = (b,1)(14,¢) = (1p,¢)(b,0) en B x [1]). Es facil ver
que las condiciones de 2-cociclo para 7' son equivalentes a las condi-
ciones de morfismo de 2-cociclos para ¢ :t —t'. Reciprocamente, cual-
quier morfismo de 2-cociclos ¢ : ¢t — t' define un 2-cociclo T en B x [1]
con coeficientes en (G x [1])® tal que pr.ui(T) =t y pr.ui(T) =t ha-
ciendo, para cada morfismo b: A — B en B, Tjy0) = (¢,0), Tip.1) = (¢, 1)
y Tipy) = (Ppsa®t,,1), vy para cada par de morfismos componibles en B,
A3 B 5 C, Teovo) = (s 0)s Tien,on) = (tepr 1) Tien,o. = (1@ £y, 1)

Y Tiew, 60 = ((Cop @ 1) 711 @ 2r4), 1).
Ahora, sabemos que Z*(B,G®) = ['(Ner(&Pe®) /v ) ¥

Z*(B x [1],(G x [1))®) = [ (Ver@®xlhPex1®) /v . 5

10

1))

I (NBT(G,PG ®)x A[l]/Ner(B) X &[1]) .

Sin embargo, las secciones cruzadas de Ner(G) x All] 23N er(B) x A[l]

estan en correspondencia uno a uno con aquellas homotopias simplicia-

les H : Ner(B) x A[l] — Ner(G,Pg,®), entre secciones cruzadas de

¢ : Ner(G,Pg,®) — Ner(B), que son estacionarias sobre Ner(B) (es decir,

tales que ¢ - H : Ner(B) x A[l] — Ner(B) es la homotopia identidad). Por

tanto, la sucesion del coigualador (4.6) nos proporciona la biyeccién (4.5).
i

El anterior teorema, junto con el Teorema 3.1.11, también establecen que
existe una biyeccion natural entre la coleccidn de clases de equivalencia de B-
torsores bajo un B-grupo categorico G, y la coleccion de clases de homotopia
fibrada de secciones cruzadas de Ner(B) a Ner(G, Pg,®), es decir:

Teorema 4.3.2 Sea B una categoria pequena y sea G un B-grupo categorico.

Existe una biyeccion

r [NeT(G,?Z’G ’®)/Ner(8)] = TOTS[B, G]
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El caso de coeficientes triviales, esencialmente tratado en [14], resulta,
como caso particular de los teoremas 3.1.11 y 4.3.1, expresable como sigue:

Teorema 4.3.3 Sea B una categoria pequena y (G, ®) un grupo categdrico,

existen biyecciones naturales
Tors[B,G x B] = H*(B,G) = [Ner(B), Ner(G, ®)]

entre el conjunto de clases de B-torsores sobre el B-grupo categorico producto
(Gx B,pr,®), el sequndo conjunto de cohomologia de B con coeficientes en el

diagrama constante G, y el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones
simpliciales de Ner(B) a Ner(G,®).

Y, como una ilustracion con intereses puramente algebraicos, damos el
siguiente ejemplo, que es un teorema de representabilidad homotdépica del
grupo de Brauer-Goldman:

Corolario 4.3.4 St S/R es una extension de Galois de anillos conmutativos
con grupo finito G, existe una biyeccion natural

Br(S/R) =T (P /),

donde P(S/R) es el G-grupo categorico de Picard descrito en el ejemplo 4.1.3

y la proposicion 4.1.4, y F('P(S/R)/K(Gil)) es el conjunto de clases de homo-
topia fibrada de secciones cruzadas de la fibracion ¢ : P(S/R) — K(G,2),

p(fijk, Pij, 0i5) = (045).

Para una categoria pequena B, su espacio clasificante B(B) es la realiza-
cion geométrica del conjunto simplicial Ner(B), es decir, B(B) = |Ner(B)]|.
Si G es un B-grupo categoérico, definimos su espacio clasificante como
B(G,Pg,®) = |Ner(G,Pg,®)|. Si Pg es una bifibraciéon, la fibracion de
Kan (4.3) nos proporciona una fibracién de Serre, con una seccion cruzada

|

B(G, P, Q) <——= B(B),

cuya fibra sobre cualquier punto base A es homeomorfa a B(G4,®), el espacio
clasificante del grupo categérico G4, fibra de G sobre A. Entonces, de los
teoremas 3.1.11 y 4.3.1 deducimos la existencia de biyecciones

TOT‘S[B, G] = I [B(G’PG ’®)/B(B)] = H2 (B, G®), (47)
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donde F[B(G'pm@) / 3(3)] es el conjunto de clases de homotopia fibrada de
secciones cruzadas para |p|.

Si F': B" — Besun funtor y G®* : B— GpC AT es un pseudo-diagrama
de grupos categoricos, éste induce un morfismo

F*:7%B,G®) — Z*(B', F*G®)

que lleva un 2-cociclo t = (ty,tep : tep — ty R t.) € Z*(B,G®) al 2-cociclo
F*(t) = (trw), tr(e),F)). Como consecuencia tendremos un morfismo

F* . H*(B,G®) - H*(B', F*G®).

Ahora, a partir de (4.7) y teniendo en cuenta que una equivalencia entre
categorias pequenas B’ — B induce una equivalencia homotdpica entre sus
espacios clasificantes B(B') — B(B), obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 4.3.5 5t F' : B' — B es una equivalencia de categorias pequenas,
para todo pseudo-diagrama de grupos categoricos G® : B — GpCAT, el
morfismo inducido F* : H?(B,G®) — H?(B', F*G®) es un isomorfismo.

Recordemos que cualquier CW-complejo X es homotdopicamente equiva-
lente al espacio clasificante de una categoria pequeiia [40], [29]: la categoria
de simplices A(X) es aquella cuyos objetos son pares (n,a), donde n > 0y
a: A™ — X es una aplicacién continua; y una flecha u : (n,a) — (m, 3) es
una flecha u : [n] = [m] en A con la propiedad o = u*(3). Entonces exis-
te una equivalencia homotépica X ~ B(A(X)). Ademads, cualquier CW-
complejo arco-conexo F' con grupos triviales en dimensiones distintas de 1
y 2 tiene el tipo de homotopia de un grupo categorico [46], [36], [12]: Sea
W(F,x) = W(F, F', *,x) el grupo categérico de Whitehead de clases de ho-
motopia en F' de lazos en el 1-esqueleto F'' (véase Ejemplo 1.3.3). Entonces
existe una equivalencia homotdpica F' ~ B(W (F, %)) si m;(F, *x) = 0 para to-
do i #1,2.

Parece que la clasificacién homotodpica de B-grupos categoricos es equi-
valente a la clasificacion homotdpica de las fibraciones de Serre ¥ — X, que
tienen una seccion cruzada y cuyas fibras F' tienen grupos de homotopia
triviales en dimensiones distintas de 1 y 2. Como consecuencia, las biyeccio-
nes (4.7) son apropiadas para describir algebraicamente todos los conjuntos
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'Y /x]. No nos meteremos en esto aqui, pero un caso particular es facil de
demostrar.

Por ejemplo, consideremos el caso de una fibracion trivial F' x X — X,
donde X es un CW-complejo con el tipo de homotopia de un poliedro
| K| asociado a un complejo simplicial K, y F' es un CW-complejo arco-
conexo y punteado con 7;(F, %) = 0 para todo 7 # 1,2. Si consideramos K
como la categoria definida por el conjunto ordenado de sus simplices, en-
tonces el espacio clasificante B(K) es el poliedro definido por el comple-
jo simplicial cuyos vertices son los simplices de K y cuyos simplices son
colecciones no vacias finitas de simplices de K que estan totalmente orde-
nados; es decir, B(K) = |sd(K)| es el poliedro definido por la subdivision
baricéntrica de K, entonces, X tiene el mismo tipo de homotopia que la ca-
tegoria K. Ademaéds, F ~ B(W(F,*),®), FF x X ~ B(W(F,*) x K,pr,®),
y F[F RA X] = [X, F], el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones
X — F'; entonces las biyecciones (4.7), particularizan a

Tors|K,W(F, )| = (X, F] = H* (K, W (F,x)),

donde Tors|K,W(F,x*)| denota el conjunto de clases de equivalencia
de torsores sobre K bajo el grupo categorico trivialmente cofibrado
W (F,x), es decir, pOr la proyeccion W (F,*x) x K — K, y analogamente
H? (K, W(F,*)) = H(K,W(F,*) x K).

Como ultimo ejemplo, sea K un complejo simplicial como el de antes,
[1,(K) el grupoide de caminos de K, y M : II;(K) — Ab cualquier fun-
tor de II;(K) a la categoria de grupos abelianos. Si consideramos K co-

mo la categoria definida por el conjunto ordenado de sus simplices, enton-
ces M define un K-moddulo a la izquierda y tenemos el K-grupo categorico
bifibrado M x K = (M x K,pr,®,a,I,l,r) definido como en la seccion
1.3.1. Entonces sabemos que B(K) ~ |K]|, el poliedro definido por K,
H? (K, M) = H*(|K|, M), la cohomologia de |K| (véase la seccién 3.2.1) con
coeficientes en el sistema local M, y Tors[K, M x K| = Lin|M, K|, el con-
junto de clases de equivalencia de K por M (véase la seccién 2.2.1). Si
L(Mg,2) = B(M x K, pr,®) denota el espacio clasificante del K-grupo ca-
tegdérico M x K, tenemos una fibracién de Serre con una secciéon cruzada

||

L(Mg,2) =——— |K]
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donde, para cada vertice v € K, la fibra sobre v es un espacio de Eilenberg-
MacLane de tipo (M,,2) y tal que la accién de m(K,v) C m(L(Mkgk,2),v)
sobre el grupo M, C my(L(Mkg,2),v) coincide con la dada. Las biyecciones

(4.7) se particularizan a

Lin[M, K] = F[L(MK~2>/,K|] ~ H2(|K|, M).
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