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INTRODUCCION

En este trabajo introducimos e iniciamos el estudio de las algebras
multiplicativamente primas Y de las algebras totalmente
multiplicativamente primas. Las primeras aparecen naturalmente cuando se
profuhdiza en la interrelacién de los centroides extendidos y de las
clausuras centrales de un algebra y de su algebra de multiplicacidén. Las
segundas surgen del fortalecimiento analitico de una caracterizacidon en
términos de operadores de las primeras, y resultan ser especialmente
interesantes ya que permiten un tratamiento analitico de la clausura

central, asi como, cuando se esta en contexto asociativo, de las

algebras de cocientes.

Con la intencién de sefialar puntos de referencia que permitan
situar nuestro trabajo, asi como concretar los pilares en los que este
se sustenta, incluiremos varias citas bibliograficas. Asi, para apreciar
el papel que desempefia el algebra de multiplicacién en varios campos

pueden consultarse los libros [26], [50], [28], [53], [35], [52] y los

‘articulos [21], [19], [22], [40], [41], [42], [45], [46], [14], [S], [6]

y [30]. En lo que respecta al centroide extendido y a la clausura

central pueden consultarse [29], [31], [18], [2], [9] y [47]. Para estos

conceptos en contexto asociativo remitimos al libro de reciente
aparicién [3], que ademds es nuestra referencia estandar para la teoria
de anillos de cocientes y de identidades polinomiales generalizadas. En
lo que respecta a la teoria de operadores y a la teoria de las algebras
normadas citaremos los libros [51], [44], [39], [37], [35], y [38], y el

articulo recopilatorio [46].
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A lo largo de todo este trabajo, salvo que se especifique otra
cosa, todas las algebras se entenderan no nulas y no necesariamente
asocliativas sobre un cuerpo K. El algebra de multiplicacion M(A) de un
algebra A se define como la subalgebra de L(A) (el algebra de todos los

operadores lineales en A) generada por el operador identidad Id, y los

A

operadores de multiplicacidn por la izquierda y por la derecha:

L 2 A > A \ R : A > A
a a
b g ax X >Xa

No tiene por qué ocurrir que bondades del algebra A se transfieran a su
algebra de multiplicacidén. Asi, por ejemplo, sl A es un algebra simple
(de producto no nulo y carente de ideales propios no nulos) su algebra
de multiplicacidén puede no ser simple [41; Teorema 2.5]. Lo mismo ocurre
con la primidad y la semiprimidad como se muestra en los ejemplos 1.4.1
y 1.5.9. Recordemos que un algebra A se dice semiprima si carece de
ideales de cuadrado cero y se dice prima si verifica que el producto de

dos ideales no nulos es no nulo.

En la teoria de descripcidén y clasificacién de 1las 4&algebras
semiprimas desempefian un papel primordial los conceptos de centroide
extendldo y de clausura central. El centroide extendido C(A) de un
algebra semiprima A es un anillo regular von Neumann que extiende a K,
mientras que la clausura central Q(A) de A es un algebra extensién de A,
semiprima, generada por A como C(A)—élgebra, y cuyo centroide extendido

es igual a C(A).

En el primer capitulo abordamos el estudio de la relacién existente

entre los centroides extendidos y las clausuras centrales de un &algebra

semiprima y de su algebra de multiplicacién. El principal resultado que

2btenemos es el siguiente:




Principal resultado del Capitulo I (Teoremas I.3.2. y I1.4.11)

Si A es un 4dlgebra asociativa semiprima con centroide extendido
C(A) y con clausura central Q(A), entonces:

i) M(A) es un algebra semiprima, Yy

ii) el centroide extendido de M(A) es isomorfo a C(A) y la clausura

central de M(A) es isomorfa a M(Q(A)).

Este resultado lo conseguimos en dos etapas. En la primera nos
ocupamos de establece}‘ la parte 1ii), incluso en ambiente no
necesariamente asociativo, si bien exigimos de partida la semiprimidad
de M(A). A las 4&algebras semiprimas con 4&algebra de multiplicacidn .
semiprima se les 1llamarda multiplicativamente semiprimas. Con - esta

terminologia podemos enunciar el resultado obtenido como sigue.

Teorema 1.3.2.

Si A es un &lgebra multiplicativamente semiprima con centroide
extendido C(A) y con clausura central Q(A), entonces el centroide
extendido de M(A) es isomorfo a C(A) y la clausura central de M(A) es

isomorfa a M(Q(A)).

En realidad la formulacidén inicial que hacemos es mas general en
dos aspectos, ya que nos proponemos, por una parte, reemplazar M(A) por
dlgebras de operadores B en A que contengan a M(A), y por otra, no
exigir a priori la semiprimidad de dichas algebras de operadores. En
este esquema, y tras un andlisis del papel jugado por 1los ideales
esenciales (ideales que tienen interseccidén no nula con todo 1ideal no

nulo) de M(A) en el precedente obtenido en [5], cobran protagonismo los

—V.—.



ideales de B que tienen anulador derecho cero (ideales P para los que la
condicién PF=0 implica F=0). En este punto, resultara providencilal el

tratamiento dado por K. McCrimmon en [36] al &algebra simétrica de
cocientes de Martindale relativa a un filtro de denominadores para un
algebra asociativa no necesariamente semiprima. Asi, nos planteamos la
determinacién del centroide extendido C(A) de un algebra semiprima dada
A a través de un algebra de operadores B que contiene a M(A), y en la
que se ha considerado el filtro de denominadores 3 formado por todos los
ideales de B que tienen anulador derecho cero. En este contexto
determinamos propiedades relativas a B que permiten obtener un
isomorfismo de C(A) sobre el centro CD(B) de QD(B) (el 4lgebra simétrica
de cocientes de Martindale del algebra de denominadores (B,9)), asi como
considerar a la subalgebra C.(B)B de QD(B) como un algebra de operadores

),
en Q(A) que contiene a M(Q(A)).

La aplicacidén mas relevante de estos resultados aparece cuando B es
igual a la propia algebra de multiplicacién, y en ese caso, supuesta A4
multiplicativamente semiprima se obtiene el teorema anterior. Asi mismo,
en este contexto, se obtiene como consecuencia que cualquler subalgebra
de Q(A) que contenga a A es multiplicativamente semiprima. Igualmente
aplicamos 1los resultados anteriores en dos ambientes especialmente
interesantes: (1) es un algebra semiprima normada y B es un algebra de

operadores en A que contiene a M(A) y que esta contenida en el cierre de

M(A) para la topologia fuerte de operadores (Teorema 1.3.9), y (2) A es

un algebra asociativa semiprima y B es el algebra &L(A) de todos los

operadores elementales en A (Teorema 1.4.15).




EFl hecho de que 1la clase de las 4é&lgebras multiplicativamente
semiprimas es muy extensa queda patente por la diversidad de algebras
que contiene: las &algebras fuertemente semiprimas (Proposicion 1.4.8),
las algebras semiprimas con centroide grande (Proposicién 1.4.7), las
dlgebras semiprimas con wuna forma bilineal asoclativa simétrica
no-degenerada (Proposicién 1.4.8), y las algebras normadas anuladoras
generalizadas (Proposicién 1.4.9). Pero sin lugar a duda el mejor
argumento que se puede dar para Jjustificar la abundancila de algebras
multiplicativamente semiprimas es el siguiente teorema que

concluye la segunda etapa del principal resultado del Capitulo I.

Teorema 1.4.11.

Toda adlgebra asociativa semiprima es multiplicativamente semiprima.

La demostracién que hacemos de este resultado utiliza la teoria de
identidades polinomiales generalizadas, y mas concretamente descansa en

nuestro siguiente teorema.

Teorema 1.4.13.

n
Sea A un algebra asociativa semiprima, y Ssea c,»\!)(:v:)=):}:a.rﬂzf.;(i una
1
=1

identidad polinomial generalizada lineal en la variable x y con
coeficientes en el &dlgebra simétrica de cocientes de Martindale de A.
Si, para cualesquiera que sean a,b en A, se verifica que ¢(a¢p(x)b) es

una identidad polinomial generalizada satisfecha por A, entonces ¢=0.

Puesto que la primidad de un algebra semiprima se caracteriza por
el hecho de que su centroide extendido sea un cuerpo, se sigue de
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nuestros resultados que si A es un algebra multiplicativamente semiprima
entonces A es prima si, y sélo si, M(A) es prima. Diremos que un algebra
A es multiplicativamente prima cuando tanto A como M(A) sean algebras
primas. El comentario que ha motivado 1la 1introduccidén del concepto
indica dos caracterizaciones de 1la multiplicativa-primidad que se
recogen en la Proposicién 1.5.1, en la que ademas aparece, entre otras,

una caracterizacién en términos de operadores, que sera trascendental

para el resto de nuestro trabajo.

Caracterizacion de la multiplicativa-primidad en términos de

W-operadores (Proposicién I.5.1)

Un algebra de producto no cero A es multiplicativamente prima si, Y
solo si, para F en M(A) y a en A, la condiciodn WF a=0 implica que F=0 o

a=0, donde W es la aplicacion de M(A) en A definida por

F,a

W (G):=FG(a)
F,a

para todo G en M(A).

El comportamiento de 1la multiplicativa-primidad con respecto al

proceso de extensién de escalares es analogo al exhibido para la
primidad en [18; Teoremas 3.5 y 3.6] como probamos en los siguientes dos

teoremas. Recordemos que un algebra prima se dice centralmente cerrada

si la inclusidén candnica del cuerpo de base en el centroide extendido es

sobreyectiva.

Teorema 1.5.11.

Sea A un algebra multiplicativamente prima centralmente cerrada

sobre K. Si ® es un cuerpo extension de K, entonces la extension escalar
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¢®KA es un 4lgebra multiplicativamente prima centralmente cerrada

sobre 9.

Teorema 1.5.12.

Sea A un 4&lgebra multiplicativamente prima, y sea ¢® un cuerpo
extension de K. Entonces existe una ®-algebra multiplicativamente prima

B que contiene a A como K-subédlgebra y que esta ®-generada por A.

Terminamos el Capitulo I dando una condicién analitica que implica

la multiplicativa-primidad y que descansa en resultados de 132) .

Proposicion 1.5.14.

Sea A un algebra real normada, y supongase que todo ideal no nulo
de M(A) contiene a un operador que es un isomorfismo topologico sobre su
imagen. Entonces A es un 4algebra multiplicativamente prima y el

centroide extendido de A es isomorfo a R o a C.

El concepto de &algebra ultraprima aparecié por primera vez en la
Tesis Doctoral de M. Mathieu [32], en ambiente asociativo. En dicho
trabajo desempefi®¢ un papel importante la caracterizacidén de la primidad
de un algebra asociativa en términos de los operadores de multiplicacidn

bilatera: Un 4&algebra asociativa A es prima si, y solamente si, para

cualesquiera que sean a,be€A, la condicion Ma b=0 implica que a=0 o b=0,
donde Ma y, €S la aplicacion de A en A definida por
Ma,b(X):zaXb
para todo x en A.
-iX"



M. Mathieu utilizdé esta caracterizacién para obtener una condiciodn
intrinseca que caracteriza a la ultraprimidad en ambiente asoclativo
evitando el uso de ultrapotencias y que hoy dia es usual encontrarla
como definicién de algebra asociativa ultrapfima: Un algebra asoclativa
normada A es ultraprima si, y solamente si1, existe una constante

positiva K tal que

Kllalllibll=IIM Il
a,b

para cualesquiera a, beA.

El hecho de que las algebras asociativas ultraprimas resulten del
fortalecimiento analitico de 1la caracterizacidén de la primidad en
términos de los M-operadores invita a considerar aquellas algebras que
surgen del fortalecimiento analitico de conceptos élgebraicos
expresables de manera similar en términos de convenientes operadores.
Este proceder se ha 1llevado a cabo, que sepamos, en [10] vy en dos
ocasiones en [11]. Asi por ejemplo, en [10] se introdujo el concepto de
algebra totalmente prima a partir de la siguiente caracterizacioéon de 1la

primidad: Un algebra A es prima si, y sdélamente si, para cualesquiera

que sean a,b en A, la condicién N =0 implica a=0 o b=0, donde N

a,b a,b

denota la aplicacién bilineal de M(A)xM(A) en A definida por

N b(F,G)=F(a)G(b) para cualesquiera F,G en M(A). E1 fortalecimiento

’

analitico de esta caracterizacién de 1la primidad en términos de

N-operadores lleva a la siguiente definicién [10]: Un algebra normada A

se dice totalmente prima sl exliste una constante positiva K tal que
KHaHHbHﬁHNa’bH

para cualesquiera a,b en A.



Fn esta linea, nosotros introcucimos las éalgebras normadas que
resultan del fortalecimiento analitico de la antes citada

caracterizaciéon en términos de W-operadores de la multiplicativa-

primidad.

Definicion II.1.1.

Un 4algebra normada (A, Il.1I) se dice  que es totalmente
multiplicativamente prima (abreviadamente t.m.p.) si es de producto no

cero y existe una constante positiva K tal que

KHFHHauﬁﬂwF,aH

para cualesquiera F en M(A) y a en A.

Probamos que toda algebra t.m.p. es totalmente prima (Proposicion

II.1.7), y por tanto la clase de las algebras totalmente primas

proporciona un marco comun para las algebras t.m.p. y para las algebras

ultraprimas [10; Teorema 3]. También, hablando un tanto alegremente,
probamos que las algebras t.m.p. son aquellas élgebi‘as normadas cuya

41gebra de multiplicacién es ultraprima (Proposicién II.1.5).

El principal resultado del Capitulo II discute el centroide

extendido y la clausura central de las algebras t.m.p.

Principal resultado del Capitulo II (Proposicién 1I.2.1 y Teorema

11.2.4)

Si (A, I.Il) es un 4lgebra real t.m.p., entonces el centroide
extendido C(A) de A es isomorfo a R o a C. Si C(A) es 1isomorfo a C,

entonces existe una norma compleja de algebra |.| en la clausura central

Q(A) de A tal que



i) Las inclusiones de (A,Il.11) en (Q(CA),|.|) y de (M(A),ll.l) en
(M(Q(A)),]|.|) son topoldgicas;

ii) (Q(A),|.]|) es t.m.p.; y

iii) Si Q es una subalgebra de Q(A) que contiene a A y [.0 es una
norma de algebra en Q tal que las inclusiones de (A,Il.11) en (Q,0.0) y de
(MCA),ll.II) en (M(Q),0.0) son topoldgicas, entonces las inclusiones de
(Q,0.0) en (Q(A),|.|) y de (M(Q),0.0) en (M(Q(A)),]|.|) son continuas.

Como consecuencia se sigue que las algebras complejas t.m.p. son
centralmente cerradas. Ademas, si1 A es un algebra compleja normada,
entonces A es t.m.p. si, y sdélamente si, el algebra real normada

subyacente AR lo es.

Ejemplos de algebras t.m.p. que no son ultraprimas aparecen en el
estudio de las H*-algebras. Recordemos que las H*-algebras primas son

ejemplos no triviales de algebras totalmente primas [10; Teorema 1].

Esta iInformacidén se mejora en el siguiente resultado.

H*-élgebras primas (Teorema II.3.1).
Toda H*-algebra prima es un algebra t.m.p.
Concretamente:
i) Si A es una H*-algebra compleja prima, entonces
HWF’aH=HFHHaH para cualesquiera F en M(A) y a en A.

ii) Si A es una H*-algebra real prima, entonces

HWF aHtZﬁ“?HFHHaH para cualesquiera F en M(A) y a en A.

- Xil -




Ejemplos de algebras ultraprimas, mas aun, absolutamente valuadas,

que no son t.m.p. aparecen con el estudio de las algebras no asociatilvas

libres dotadas con una norma clasica Il.II_ (I=p=w).
P

Algebras no asociativas libres con normas clasicas (Proposicion I1I1.3.11

y Teorema I1I1.3.12).

Sea A el 4lgebra no asociativa libre sobre K generada por un

conjunto no vacio X, y para Il1sSp=+w considérese en A la ¢ -norma clasica
P

I Il relativa a la base U de todas las palabras no asociativas formadas
b |

a partir de los elementos de X. Entonces:

i) M(A) es el algebra asociativa unital libre sobre K generada por

el conjunto Y={Lu’Ru : uel}, y

ii) (A, 1.1l ) es un dlgebra t.m.p. si, y sélamente si, p=1.
P

Ademas, cuando p=1 la correspondiente norma de operadores en M(A) es

también la‘%ffwwnm.clésica relativa a la base constituida por la unidad

y todas las palabras asociativas formadas a partir de los elementos de

Y, v se verifica que

IIWI__.’ a" 1=IIFII . lHall '

para cualesquiera F en M(A) y a en A.

El éxito que se ha tenido en el estudio de la clausura central de

las 4algebras t.m.p. parece invitar a que en contexto asociativo se

puedan alcanzar resultados analogos para dlgebras de cocientes. 5in

embargo, la H*-algebra de los operadores de Hilbert-Schmidt en un

espacio de Hilbert infinito dimensional pone de relieve que ello no es

esperable. Este contratiempo hace que replanteemos el problema en el
sentido de encontrar subalgebras de las algebras de cocientes que sean
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"4lgebras analiticas de cocientes” (esto es, que puedan ser dotadas de
una estructura analitica que produzca resultados analogos a 1o0s
exhibidos para la clausura central en el Teorema I1.2.4). En esta linea
hay que citar como precedente los resultados obtenidos por M. Mathieu en
[33] v [34], los cuales pueden interpretarse en el sentido de que el
dlgebra acotada de cocientes es un "algebra analitica de cocientes” para
la clase de las algebras asociativas ultraprimas.

Recordemos que el 4lgebra derecha de cocientes de un algebra
asociativa semiprima A, denotada aqui por Q (A), puede definirse como el
dlgebra maximal en el conjunto de las algebras Q que son extension de A4

y que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) Para cada geQ existe un ideal esencial I de A tal que gqI<A.

(ii) Si geQ es tal que qI=0 para algiun ideal esencia. I de A4,

entonces g=0.

I

Para g en Q (A) e I ideal de A tales que gISA, denotamos por Lq a

la aplicacién de I en A dada por Lé(x)=qx para todo x en I. En el caso
en que adicionalmente A sea un algebra normada, se define el algebra

acotada derecha de cocientes de A como la subalgebra de Q (4) dada por

Q;(A)={QGQF(A) : 3] ideal esencial A t.q. gISA vy Lé es continua}

dotada con la seminorma de algebra

IH

|q|f=1nf{HLq I ideal esencial de A t.q. gISA y LI es continua}.

q

La busqueda de un algebra analitica de cocientes para la clase de

las algebras t.m.p., tiene como punto de partida un resultado de

naturaleza puramente algebraica, que descansa en la teoria de las

identidades polinomiales generalizadas. Este resultado nos permite

afirmar que las inclusiones entre subalgebras de Q (A) que contienen a
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A, se transfieren a las correspondientes algebras de multiplicacidn, y
que precisamente dichas inclusiones para las dalgebras de multiplicaciodn
ce reconocen via la evaluacién en los elementos de A (Proposicion
I11.1.2). Este hecho nos autoriza a restringuir a M(A) las aplicaciones

evaluacion Eq determinadas por 1los elementos de QF(A), y por tanto

posibilita la busqueda de convenientes subconjuntos de M(A) en los que

dichas aplicaciones evaluacién tomen valores en A. Asi, si para g en
QPCA) e ] ideal esencial de A tales que glIS£A, denotamos por I" al ideal

de M(A) generado por el conjunto {Rx : xel}, entonces podemos considerar

r F

la aplicacién evaluacion Eé‘ de I' en A dada por Eé (F)=F(q) para todo F

&

en I'. En el caso en que adicionalmente A sea un algebra normada, sin

mas que reemplazar el papel desempefiado por los cocientes que producen
multiplicacién izquierda continua en la definicidén de algebra acotada de
cocientes por aquellos que producen evaluacidén continua, obtenemos el
dlgebra derecha de cocientes con evaluacion continua de A, cuya

presentaccién formal se hace en el siguilente teorema.

Algebra derecha de cocientes con evaluacion continua (Teorema III.1.5).

Sea A un algebra asociativa semiprima normada. Entonces
r

Cie(A)={qur(A) : 3] ideal esencial de A t.q. qISA Yy EI es continua}

q
es una subalgebra de Q (A), y'l.lr:Cie(A)——eﬁ definida por
r r
|q|r=Inf{HEé I : I ideal esencial de A t.q. gqlISA Yy Eé es continua}

es una seminorma de algebra. Ademas Q:; (A) esta contenida en Q;(A) y
e

contiene a A, y estas inclusiones son continuas. También se verifica que

la inclusion de M(A) en M(Qie(A)) es continua.
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Un primer contraste que ayuda a clarificar diferencias entre el
dlgebra acotada de cocientes y el algebra de cocientes con evaluacidn
continua se lleva a cabo a través de la determinacién de ambas algebras
para una gama importante de 1ideales del algebra BL(H) de todos 1los
operadores lineales y continuos en un espacio de Hilbert H. A saber, el

ideal KL(H) de los operadores compactos, y los p-ideales de 5chatten
€p(H) (1=p<w). Recordemos que un norma-ideal en H es un ideal A de BL(H)
dotado con una norma .l que satisface las siguientes propiedades:
i) lxeyl=lxlllyll para cualesquiera x,y en H, donde x®y designa al
operador en H definido por
(xey)(z)=<z,y>x para todo =z en H.

ii) IIFTGIIﬁlIFIImIITII|IGIIm para cualesquiera F,G en BL(H) y T en A,

donde H.Hw denota a la norma de operadores.

Puesto que tanto KL(H) como Gg(H) (1=p<w) son norma-ideales en H,

como consecuencia del siguiente teorema se tiene que el algebra acotada

de cocientes de ambas es el algebra (BL(H),H.Hm).

Teorema I111.2.3.

Sea H un espacio de Hilbert y sea (A,ll.Il) un norma-ideal en H.

Entonces

(Q (A, |- | )=(BLCH), 1.1 ).

Sin embargo el comportamiento de KL(H) y de G;(H) (1=p<w) para el
dlgebra de cocientes con evaluacién continua es muy diferente. Ambos
ejemplifican las dos situaciones extremas en las que el 4&algebra de
cocientes con evaluacién continua se puede encontrar (recuerdense las

inclusiones AQQ;(A)EQ;(A) } «
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Teorema 111.2.8

Sea H un espacio de Hilbert, entonces

(QC_(KL(H)),|.| )=(BLCH), .1l ).

Teorema I1I1.2.12.

Sea H un espacio de Hilberit y sea E;(H) el p-ideal Schatten de H

para 1=p<w. Entonces

(Q" (€ (H)),|.| )=(€ (H), .1 ).
be P r P p

Finalmente, las expectativas de idoneidad del algebra de cocientes
con evaluacién continua para las algebras t.m.p. se cumplen sogradamente
ya que las algebras simétricas de cocientes con evaluacidén continua

resultan ser algebras analiticas de cocientes incluso para la clase de

las algebras totalmente primas. En la obtencién de estos resultados ha
sido util un proceso que nos da acceso directo al algebra simétrica de
cocientes con evaluaciodn continua'y que evita el paso por las algebras
laterales. La idea consiste en la consideracién de cocientes simétricos
que hacen continuas las evaluaciones en ideales generados por
multiplicaciones bilateras. Concretamente, para cada 1ideal I de un
dlgebra asociativa A definimos I™ como el ideal de M(A) generado por el
conjunto {Mx : x,vel}. Con esta notacién podemos presentar el algebra
'

simétrica de cocientes con evaluacién continua de un algebra asociativa

totalmente prima como se recoge en la primera parte del siguilente

cnunciado.
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Principal resultado del Capitulo III (Teoremas III1.3.7 Yy 111.3.8)

Si A un &lgebra asociativa totalmente prima, Y QS(A) designa al

algebra simétrica de cocientes de A, entonces

m

CiI(A)={quS(A): 3] ideal no nulo de A t.q. ql+IgSA y EI es continuay,
e

q
es una subalgebra de Q (A), y |.|:Qie(A)——+R definida por
I 3

|q|=Inf{HEq I : I ideal no nulo de A t.q. qI+IgSA y Eq es continua}

es una norma de algebra. Ademas:

i) Las inclusiones de A en Q;(A) y de M(A) en M(QEC(A)) son

topologicas.
ii) (inﬁA),|.|) es un algebra totalmente  prima. Ademas
e
(Ci (A),|.|) es un algebra t.m.p. cuando A lo sea.
e

iii) Si (Q,0.0) es un algebra normada tal que Q es una subalgebra

de Q°(A) que contiene a Ay las inclusiones de A en Q y de M(A) en M(Q)

son topologicas, entonces Q esta contenida en Ci (A) y las inclusiones
| —

de Q en Q;(A) y de M(Q) en M(Q:e(A)) son continuas.

La practica totalidad del contenido de esta Memoria se encuetra

recogida en los trabajos de investigacién [5], [6], [7] y [8].
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CAPITULO I

FLL CENTROIDE EXTENDIDO Y LA CLAUSURA CENTRAL DEL ALGEBRA DE

MULTIPLICACION

El principal objetivo de este capitulo es probar que si A es un

dlgebra asociativa semiprima, entonces el dlgebra de multiplicacién M(A)
de A es también semiprima, los centroides extendidos de A y de M(A) son
isomorfos, y ademas Q(M(A)) es isomorfa a M(Q(A)), donde el simbolo Q(;)
se esta utilizando para denotar la clausura central. Este resultado se
conseguird en dos etapas. En la primera se obtiene dicho resultado,
incluso en ambiente no necesariamente asociativo, pero exigiendo de
partida la semiprimidad de M(A). En la segunda se prueba que cuando A es
asociativa semiprima, entonces M(A) es semiprima.

La primera seccién tiene un caracter introductorio y en ella se
pretende exponer resumidamente la teoria basica del centroilde extendido
y de la clausura central de un algebra semiprima, asi como recopllar el
tratamiento dado por K. MCCrimmon al algebra simétrica de cocientes de
Martindale relativa a un filtro de denominadores para un algebra
asociativa no necesariamente semiprima.

El punto de partida de la Seccién 2 es la determinacién del

centroide extendido C(A) de un algebra semiprima dada A a través de un
algebra de operadores B en A que contiene a M(A), y en la que se ha
considerado el filtro D de todos los ideales de B que tienen anulador
derecho cero. En este contexto se determinan propiedades relativas a B

para obtener un isomorfismo de C(A) sobre el centro C%fﬂi)cha QD(B) (el



dlgebra simétrica de cocientes de Martindale del algebra de
denominadores (8B,9)) que sea ‘“compatible" con las acciones de
evaluacién. Via este isomorfismo demostramos que, si adicionalmente ¥
preserva expresiones anulantes de Q(A), entonces la subalgebra CB(B)B de

QD(B) puede verse como un algebra de operadores en Q(A) que contiene a

MC(A)(Q(A)).

La Seccién 3 se dedica a exponer las principales aplicaciones de
los resultados obtenidos. La primera y mas relevante aparece cuando se
toma B igual a la propia &algebra de multiplicacidon. En ese caso,
supuesto que tanto A como M(A) son algebras semiprimas se obtiene la
primera etapa del principal resultado. A las algebras semiprimas con
dlgebra de multiplicacién semiprima se les llamara multiplicativamente
semiprimas. Se prueba que las extensiones intermedias entre un &algebra
multiplicativamente semiprima y su clausura central siguen siendo
dlgebras multiplicativamente semiprimas. También, se muestra una
aplicacién al caso en que A es un algebra semiprima normada y ¥ es un
dlgebra de operadores en A que contiene a M(A) y que esta contenida en

el cierre de.M(A) para la topologia fuerte de operadores.

La Seccidén 4 se dedica a presentar ejemplos relevantes de algebras
multiplicativamente semiprimas y a establecer 1la segunda etapa de
nuestro principal resultado. Haciendo uso de la teoria de identidades
polinomiales generalizadas demostramos que las algebras asocilativas
semiprimas son multiplicativamente semiprimas. Finalmente se discute el
dlgebra &L(A) de los operadores elementales de un éléebra asociativa

semiprima A.

[La Seccién final de este capitulo se dedica al estudio de 1las
dlgebras multiplicativamente primas. Diremos que wun algebra A es

multiplicativamente prima si tanto A como M(A) son algebras primas. Un




resultado trascendental para el resto de nuestro trabajo sera la
caracterizacién en términos de operadores de tales algebras: El algebra
A es multiplicativamente prima si, y sélo si, para F en M(A) y a en A,

W =0 implica que F=0 o a=0, donde W es la aplicacién de M(A) en A

F,a F,a

definida por WF a(G):=FG(a) para todo G en M(A). También discutimos las
extensiones escalares de las algebras multiplicativamente primas

centralmente cerradas. Finalmente recogemos una condicidén topologica

para algebras normadas que implica la multiplicativa-primidad.



1. Preliminares.

Como ya hemos advertido en la Introduccidén, a lo largo de todo este

trabajo, y salvo que se especifique otra cosa, siempre que se haga
referencia a un algebra, ésta se entendera no nula y no necesariamente

asociativa sobre un cuerpo K. Comencemos recordando algunos conceptos

basicos.

El anulador de un algebra A se denota por An(A) y se define como el

con junto

; An(A):={xeA : xa=ax=0 para todo a€A:;.
An(A) es un ideal de A tal que An(A)°=0. Recordemos también que el
algebra A se dice semiprima si O es el uUnico ideal U de A satisfaciendo
la condicidn U2=O, asi como que A se dice prima si verifica que, para
cualesquiera ideales U y V de A, la condicidén UV=0 implica que o bien
U=0 o bien V=0.

Es claro que para cualesquiera 1ideales U,V de un algebra A se
verifican las inclusiones (UnV)ngVQUnV, a partir de las que se deduce
inmediatamente que, cuando A es semiprima, las siguientes condiciones
relativas a U y V son equivalentes:

(i) UV=0; (ii) UnV=0; (iii) VU=0. (I.1)

Un ideal U de un algebra A se dice esencial si verifica que UnlV#0 para

cualquier 1ideal no nulo V de A. Es claro, a partir del comentario
anterior, que todos los ideales no nulos de un algebra prima son ideales

esenciales.

El centro Z(A) del algebra A se define como el conjunto formado por



aquellos elementos que asocian y conmutan con todos los elementos de A.
7(A) es una subalgebra asociativa y conmutativa de A. Para cada a en A4,
denotaremos por La Y% Ra a los operadores de multiplicacion por la

izquierda y por la derecha (respectivamente) determinados por a, esto

es, los operadores en A definidos por:

La(x)=ax y Ra(x)=xa para todo x€A.

' 'El1 centroide T'(A) del algebra A se define como el conjunto de todas las

aplicaciones lineales T de A en A que conmutan con los operadores de
multiplicacién, esto es, verifican la condicidn

T(ab)=T(a)b=aT(b)
para cualesquiera que sean a,b en A. '(A) es una subalgebra unital del

4lgebra L(A) de todas las aplicaciones lineales de A en 4, y la

aplicacién oc}———xxIdA es una inmersién del cuerpo base K en TI'(A). El
dlgebra A se dice central cuando ocurre que I‘(A)=KIdA. Ademas, la
aplicacién zk—eLz es un homomorfismo de Z(A) en I'(A) que, es inyectivo

cuando A es de anulador cero, y que, es sobreyectivo cuando A tilene

unidad.

Para un estudio detallado del centroide extendido y de la clausura
central de un &lgebra semiprima remitimos a los articulos [2] y [18].
Aqui nos limitaremos a presentar estos conceptos y a citar aquellas

propiedades que nos seran de utilidad.

Definicién I.1.1. Sea A un 4algebra semiprima. Un centralizador
parcialmente definido (abreviadamente c.p.d.) en A es una aplicacidn
lineal f:dom(f)—>A cuyo dominio dom(f) es un ideal no nulo de A y que

verifica

f(ax)=af(x) y f(xa)=f(x)a



para cualesquiera a€A y xedom(f). En el caso en que dom(f) sea un 1ideal

esencial de A, se dice que f es un centralizador esencialmente definido
(abreviadamente c.e.d.) en A. En el conjunto CE de todos los c.e.d. en 4
se considera la relacién de equivalencia = definida por:
(dom(f),f)=(dom(g),g) si y sbélo si f(x)=g(x) para todo xedom(f)ndom(g).
Se define el centroide extendido de A como el conjunto cociente
C(A):=CE/~ que dotado con las siguientes operaciones
[(dom(fl),fl)]+[(dom(f2),f2)]:=[(dom(f1)ndom(f2),f1+f2)],
al[(dom(f),f)]l:=[(dom(f),af)], (€K )
[(dom(fl),fl)][(dom(fz),fz)]:=[(dom(fif2),frf2)],
(donde dom(flfz):={xedom(f2) : fz(x)edom(fl)}) resulta ser un 4algebra
asociativa conmutativa con unidad que es regular von Neumann (esto es,
verifica que para todo AeC(A) existe peC(A) tal que A=ApA). Ademas, C(A)
es un cuerpo si, y sélamente si, A es un algebra prima.

Un c.e.d. f en A se dice que es maximal si no hay ningun c.p.d. en

A que lo extienda estrictamente. Es bien conocido que cada c.e.d. f en A
puede extenderse unicamente a un c.e.d. maximal en A (véase por ejemplo
[9; Proposicién 11). En consecuencia, cada clase de equivalencia en C(4)
contiene a un Unico c.e.d. maximal, y la sustitucién de cada clase por
su unico c.e.d. maximal nos permite evitar el paso a cociente en la
definicién de centroide extendido. Con esta visién, es claro que el

centroide I'(A) de A puede considerarse como una subalgebra de C(A4).

Si bien como ya hemos advertido las algebras en las que trabajamos
se entienden siempre referidas al cuerpo K, sin embargo nos interesara
en ciertos momentos la consideracién de una tal algebra como algebra
sobre una extensién posiblemente no corporea de K. Llamaremos algebra

escalar (sobre K) a toda algebra asociativa conmutativa con unidad 1.




Dada un algebra escalar S, diremos que el algebra A es una S-algebra si
hay definida wuna aplicacién K-bilineal (s,a)—sa de SxA en A
verificando las propiedades
(st )a=s(ta), s(ab)=(sa)b=a(sb), y 1la=a (s,teS, a,beA).
Es claro que toda algebra A es una I'(A)-algebra para la accion dada por
Ta=T(a) para cualesquiera T en I'(A) y a en A.

Fn cierto sentido I'(A) es la mas grande algebra escalar S para la que el
dlgebra A es una S-algebra. En efecto, supongamos que S es un algebra
escalar para la que A es una S-algebra y consideremos para cada seS la
aplicacién lineal TS:A——eA definida por Ts(a)=sa. Es claro entonces que

TSEF(A) y que la aplicacién s}—aTS es un homomorfismo unital de algebras

de S en I'(A).

Introducimos ahora los conceptos de algebra de multiplicacion y de

ideal de multiplicacién que seran fundamentales a lo largo de nuestro

traba jo.

Definicién I.1.2. Sea A un algebra. El1 4dlgebra de multiplicacion de A se

denota por M(A) y se define como la subalgebra de L(A) generada por el

operador identidad Id, y el conjunto de los operadores de multiplicacidn

A
{La,Ra . aeA}. El1 ideal de multiplicacion de A se denota por M#(A) y se

define <como la subalgebra de L(A) generada por el conjunto

{La’Ra : aeA}. Obviamente H#(A) es un ideal de M(A) tal que

M(A)=M#(A)+KIdA.

Nétese que si el dalgebra A es una S-algebra para convenlente

algebra escalar S, entonces
LS(A):={TEL(A) : T(sa)=sT(a) para cualesquiera seS y a€A}

es una subalgebra de L(A) que contiene a IdA y a La’Ra (a€A), luego



M(A)QLS(A), esto es, los operadores en M(A) son S-lineales. Puesto que

también LS(A) es una S-algebra para la accién (s,7)——>sT de SxLS(A) en

LS(A) dada por

(sT)(a):=sT(a) para todo a€A,

#
S

operadores La’Ra (aeA) y asi mismo MS(A) como la S-subalgebra de LS(A)

podemos definir M_(A) como la S-subalgebra de L_(A) generada por 1los

>

¥
generada por los operadores IdA Y La,Ra (aeA). Es claro que ME(A)=M (A)

Yy que MS(A)=M(A)+SId y por tanto MS(A) estd S-generada por M(A).

AI
Proposicién 1.1.3. Sea A un &lgebra y sea B un algebra extension de A
tal que B esta generada por A como S-algebra para conveniente algebra
escalar S. Si Q es una K-subalgebra de B que contiene a A, entonces para

P

todo F en M(Q) existe un unico elemento F en M(B) tal que °

F(a)=F(a) para todo a en A. (I.2)
La aplicacion FF—%F es un monomorfismo de algebras de M(Q) en M(B) que
aplica M#(O) en M#(B). Ademas, si M(Q) se considera como subalgebra de
M(B) via Qicho monomorfismo, entonces MS(B) esta S-generada por M(Q) y

también M#(B) esta S-generado por M#(Q).

Demostracion. Consideremos el conjunto

6={FeM(Q) : 3FeM(B) tal que F(g)=F(g) para todo geQ}.

Es claro que G es una subdlgebra M(Q). Puesto que para p,geQ se verifica

que
L (@)=L%(q), R.(@=R2(q) e Id (q)=Id.(q),
p p p P Q B
donde estamos denotando por Li Y Ri a los operadores de multiplicacidn

por la izquierda y por la derecha respectivamente determinados por p en

el algebra B, se sigue que Lp’Rp (peQ) e IdQ pertenecen a . En

consecuencia 6=M(Q), y por tanto hemos probado mas de 1lo que se




pretendia, a saber:

Para todo FeM(0Q) existe FeM(B) tal que F(g)=F(q) para todo geQ. (I.3)

Para establecer la unicidad de los asociados, nos bastara probar
que si TeM(B) es tal que T(A)=0, entonces T=0. Supéngase que TeM(B) es
tal que T(A)=0. Puesto que los elementos de M(B) son S-lineales, se
sigue que para cualesquiera que sean neN, sieS y .a;aA (1=i=n) se

verifica que
n n
T( Y s.al)=) s T(a )=0.
=1 =1

Luego T=0 ya que B esta S-generada por A.
El hecho de que la apiicacién F}—ef es un monomorfismo de algebras

de M(Q) en M(B) es de verificacién inmediata teniendo en cuenta (I.3).

Ademas, de las expresiones EP=LB y R =RB se sigue facilmente que M#(Q)

p P P

se aplica en M#(B). Finalmente, si via el monomorfismo anterior M(Q) se

considera como una subdlgebra de M(B), entonces se tienen Ilas
identificaciones L ELB, R ERB y Id =Id,, a partir de 1las cuales,
p P p P Q B

teniendo en cuenta que B estda S-generada por A, se sigue inmediatamente
que MS(B) estd S-generada por M(Q) y también que M#(B) esta S-generado

por M#(Q). ®

Para comprender bien la construccién de la clausura central bueno
sera recordar el concepto de producto tensorial de dos K-algebras. Dadas
dos K-algebras A y B, consideremos el K-espacio vectorial V generado por
el conjunto AxB y sea N el subespacio de V generado por todos los
elementos de la forma siguiente:

(a +ta_,b)-(a_,bl)-(a_,b),
] 2 1 2
(a,b +b_J)-(a,b_ )-(a,b ),
L e 1 2
(aa,b)-a(a,b),

(a; th)-a’.(a, b).r



para a,a_,a_€A, b,ba,bzeB y ocK. Se define el dlgebra producto tensorial
de A y B, y se denota por A@KB, como el espacio vectorial cociente V/N
dotado con el producto determinado en generadores por la expresion:
(a ® )(a ®b_)=a_a_®b b_,
1 1 2 2 1 2 1 2
donde, como es usual, estamos denotando por a®b a la 1magen en A@KB del

elemento basico (a,b) de V.

Dadas un algebra escalar S y un algebra A es inmediato verificar
que el algebra S@KA puede verse como una S-algebra para la accidn de

S-médulo determinada en generadores por

s(t®a)=ste®a.

Es claro que la aplicacién que a cada a€4 le asigna 1®aeS®KA es un

monomorfismo de &lgebras que permite ver A como una K-susealgebra de

S@KA. A la S-algebra S®KA se le llama el dlgebra extension escalar de A

por S. Una consecuencia inmediata de la proposicién anterior es la

existencia de una inmersién natural M(A) en M(S@KA).

Recordemos en este momento el concepto de clausura central de un
dlgebra semiprima, que proporciona un algebra extensién que desempeha un

papel primordial en lo que se reflere a las teorias de descripciodn y

clasificacidén de algebras.

Definicién I.1.4. Sea A un algebra semiprima con centroide extendido C.

n
Un elemento ) A ®a de la extensién escalar de A por C se dice que es
- 1

i=1
un elemento anulante si existe un 1ideal esencial U de A contenido en

n

r]dom(hi) tal que
i=1

T A (x)F(a )=0
i=1

para cualesquiera xeU y FeM(A). El conjunto M de todos los elementos

10




00 0000000000000 0000000080000C000C00C0000000000000

anulantes es un ideal de C®A que se conoce con el nombre de lideal
anulante. Se prueba que M estad caracterizado por ser el unico 1ideal de
C®A que contiene al conjunto IO={?\®x—1®?\(x) : AeC y xedom(A)} y que es
maximal con respecto a la propiedad Mn(1le®eA)=0. Se define la clausura
central Q(A) de A como el &algebra cociente del producto tensorial CeA
por el ideal M. Q(A) es un algebra semiprima cuyo centroide extendido es
igual a su centroide e igual a C. La aplicacién a—l®a es un
homomorfismo inyectivo de K-algebras de A en Q(A) que se llama la
inmersion natural de A en Q(A), gque nos permite ver A como una
K-subalgebra de Q(A). Es claro que Q(A) esta generada por A como
C-algebra. Ademas, para todo ideal esencial U de A se verifica que CU es
un ideal esencial de Q(A). Finalmente, nétese que, para A en C y X en

dom(A), el hecho de que A®x-1@A(x) pertenezca a M puede y debe ahora

entenderse a través de la igualdad Ax=A(x) en Q(A).

Como consecuencia de la proposicién anterior, las relaciones de
inclusién para subalgebras de Q(A) que contengan a A se transfieren a
las correspondientes algebras de multiplicacién, via un proceso

arbitrado por 1la evaluacién en 1los elementos de A. Este hecho se

utilizara en lo que sigue sin mencidén explicita.

Corolario 1.1.5. Sea A un algebra semiprima con centroide extendido C y
sean Q y Q° subalgebras de Q(A) tales que ASQSQ’ SQ(A). Entonces, la
evaluacion en los elementos de A determina las sigulientes inclusiones

M(CA)EM(Q)EM(Q’ )EM(Q(A)).

Ademas MC(Q(A)) esta C-generada por M(A).

En contexto asociativo, como es bien conocido, el centroide

11



extendido y la clausura central estan inmersos en el algebra simetrica
de cocientes de Martindale (véanse por ejemplo [2; Teorema 3.17] o [3;
Capitulo 2]). Lo que resta de seccién lo dedicaremos a resumir el
tratamiento general dado por K. McCrimmon en [36] al algebra simétrica
de cocientes de Martindale relativa a un filtro de denominadores para un
algebra asociativa no necesariamente semiprima. Con vistas a conseguir
una mayor claridad en la exposicidén y teniendo en cuenta la utilizacion
que haremos de dicha teoria, nos limitaremos a filtros de denominadores

que sean filtros en el sentido habitual de la teoria de conjuntos.

Definicién I1.1.6. Sea A un algebra asociativa. Un filtro de
denominadores Y en A es una familia no vacia de ideales de A tal que:

i) Si U,U’ son ideales de A con USU’ y Ued, entonces U’ e€).

ii) Si U,Ved, entonces UVed.

iii) Si Ued, entonces An(U):={a€A : al=Ua=0} es cero.

Definicién I.1.7. Sea (A,Y) un algebra asociativa con un filtro de
denominadores. Un doble Cenfralizador Y-definido (abreviadamente
d.c.Y-d.) en A es una terna (U,A,p) formada por un 1ideal U de A
perteneciente a d y dos aplicaciones lineales A,p de U en A verificando
Al(xa)=A(x)a, xA(y)=p(x)y y plax)=ap(x)

para cualesquiera a€A y x,yeU. Denotemos por DC(A,d») al conjunto de
todos los d.c.Y-d en A y consideremos en €l la relacién de equivalencia
dada por:

(Ul,hl,pl)ﬁ(Uz,Az,pz) si, y sélamente si,

Mlv.au_ T2 |u v > Pru v Pelu v
1 2 1 2 1 P 1 P

El conjunto cociente (;>§)(/fi):=DC(A,..Z>))/*'"—w es un algebra sobre K para las

siguientes operaciones
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[(Ul,Al,pl)]+[(U2,A2,p2)]:=[(UinU2,A1+A2,p1+p2)],
x[(U,A,p)]l:=[(U,ar,xp)], (xeK)
[(Ul,hl,pl)][(Ua,hz,pz)]:=[(UéU1,A1A2,p2p1)],

que se llama el algebra simetrica de cocientes de Martindale del algebra

de denominadores (A,Y). Notése que la clase [(A, Id ’IdA)] es la unidad

A
de QD(A) y que A puede verse como una subalgebra de QD(A) via el

monomorf ismo a|—>[(A,La,Ra)]. El centro de QD(A) se denota por C.(A4)

)

(abreviadamente C.), y la CD—Subélgebra de QD(A) generada por A se

)

denota por CSA'

El siguiente lema permite dar una reformulacidén cémoda de 1la

equivalencia de dos c.p.dY-d., de 1la cual se sigue facilmente 1la

transitividad.

Lema I1.1.8. Sea A un algebra asociativa. Si (I,A,p) es un d.c.d-d. en A

tal que A =0 para algun ideal U en Y contenido en I, entonces

v P|lu
A=p=0. |

Demostracion. Si (I,A,p) es un d.c.d-d. en A para el que existe un ideal

U en d contenido en I tal que A O, entonces para todo x en I

ocurre que
A(X)U=A(xU)EA(U)=0 vy UA(x)=p(U)x=0,
y también que
p(x)U=xA(U)=0 y Up(x)=p(Ux)Sp(U)=O;
Luego, como U es un ideal con anulador cero de A, se tiene que A(x)=0 vy

p(x)=0. m

A partir del lema anterior y teniendo en cuenta que Y es un filtro
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"de verdad", argumentando como en [9; Lema 1 y Proposicién 1] se obtiene
que cualqguier elemento de QD(A) contiene a un uUnico d.c.d-d. maximal en
A, hecho que puede aprovecharse para evitar el paso a cociente envuelto
en la definicién de OD(A). Con esta visidén de QD(A) es claro que CD

consiste precisamente de todos los centralizadores d-definidos maximales

de A.

[La siguiente proposicion contiene la propiedad wuniversal del
algebra simétrica de cocientes de Martindale relativa a un filtro de
denominadores para un algebra no necesariamente semiprima. Aunque la

demostraciéon de este resultado es bien conocida se 1incluye aqui por

complitud.

Proposicién 1.1.9. (Propiedad universal de QD(A))' Sea (A,dY) un algebra
asocliativa con un filtro de denominadores. Entonces QD(A) es, salvo
isomorfismo, la mas grande algebra asociativa (con unidad) Q que
extiende a A y que verifica

i) Para todo q en Q existe U en Y tal que qU+UgSA;

ii) Si g en Q verifica qU+Ug=0 para algun U en , entonces qg=0.

Demostracion. Comenzamos probando que OD(A) satisface las propiedades i)
y 1i).
i).- Sea g en QD(A) y sea (U,A,p) en g. Para cualquier x en U
qx=[(U,A,p)][(A,LX,RX)]=[(AU,ALX,Rxp)]=[(AU,LA(X),RA(X))]=A(X),
y analogamente xg=p(x). Asi, qUSA y UgcA.
ii).- Sean g=[(U’,A,p)] y Ued tales que qU+Ug=0. Entonces UnU’€)d vy

es claro que

A(UAU’ )=q(UnU’ )=0 v  p(UnAU’ )=(UAU’ )q=0,
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luego por el lema anterior A=p=0, y por tanto g=0.

Ahora veamos que para cada algebra asociativa Q conteniendo a A
como subalgebra y verificando (i) y (ii) existe un unico homomorf ismo
inyectivo de Q en QD(A) que extiende a IdA' Para cada g en Q, por (i),
existe un 1ideal Uqc-:D tal que qu+qu§A y por consiguiénte podemos
considerar las aplicaciones Aq,pq:Uq——a»A definidas por Aq(x):=qx y
pq(x): =Xq. Claramente (Uq, ?tq, pq) es un d.c.d-d. en A y
¢>:q}—->[(Uq,Aq,pq)] es un homomorfismo de Q en QD(A) que extiende Ic:.?/q Yy
que es inyectivo en virtud de (ii). Ademas, si vJJ:Q—)QD(A) es un

homomorfismo de algebras que extilende IdA, entonces para cada g en Q Yy

para todo x en Uq se tiene que

(p(g)-yY(q))x=¢(q)x-y¥(q)x=¢(gx)-yY(gx)=gqx-qx=0,
andlogamente x(¢(q)-y(q))=0, 1luego por la propiedad (ii), op(q)=y(q) y

asi ¢=¢. En particular, Id es el Unico endomorfismo de QD(A) que

QD(A)
extiende IdA' Finalmente, para probar la unicidad de QD(A) supongamos

que B es un algebra extensién maximal de A verificando (1) vy (ii).

Tenemos entonces dos homomorfismos ¢1:Q§)'(A)—>B y ¢:2:B—>QD(A) de jando
fijos los elementos de A y por tanto ¢2¢>1 es un endomorfismo de QD(A)

cuya restriccién a A es la identidad, luego ¢_¢ =Id . Analogamente
271 QD(A)

¢1¢2=IdB y por tanto ¢>1 es un isomorfismo entre QS(A) y B fijando los

elementos de A. =

En nuestro desarrollo aparecera como ejemplo importante de filtro
de denominadores el filtro de todos los ideales que tilenen anulador
derecho cero. Recordemos que el anulador derecho de un 1ideal U de un
dlgebra asociativa A se define como el ideal {aeA : Ua=0}. A partir de
(I.1), es facil ver que si A es semiprima, entonces los 1ideales con

anulador derecho cero son precisamente los ideales esenciales.
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Nota 1.1.10. Si en la proposicién anterior se toma D como el filtro de
todos los ideales de A que tienen anulador derecho cero, entonces la
condicién ii) se puede reemplazar por la siguiente

ii’) Si q en Q verifica Ug=0 para algun U en d, entonces g=0.
A saber, si A es un algebra asociativa, D es el filtro de los ideales de
A que tienen anulador derecho cero y Q@ es un algebra asoclatlva
extensién de A verificando las propiedades i) y 1i), entonces 0@

satisface ii’).

En efecto, supongamos que geQ y Ue€d son tales que Ug=0. Tenliendo en

cuenta i), podemos tomar Ved tal que qV+VgcA. Entonces qVUSA y UqVU=0,
luego gqVU esta contenido en el anulador derecho de U en A4, y por tanto
qVU=0. La demostraciodn concluye aplicando ii) una vez que °se tiene en

cuenta que VUed y que VUg=0.
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2. Buscando algebras de operadores que determinen el centroide

extendido.

En [5] se demostré que si A es un algebra prima tal que M(A) es
también prima, entonces existe un isomorfismo de K-algebras
0:C(A)—>C(M(A)) determinado de manera unica por la siguiente condicion

de compatibilidad con las acciones de evaluaciodn
e(A)(T)(x)=T(A(x)) (I.4)

para cualesquiera A en C(A), T en dom(p(A)), y x en dom(A), asi como que

dicho isomorfismo induce un isomorfismo de Q(M(A)) sobre MC(A)(Q(A)). El
objetivo de esta seccién es generalizar estos resultados a ambiente
semiprimo. Haciendo uso de la teoria de algebras de cocilentes relativas
a filtros de denominadores conseguiremos incluso evitar 1imponer
condiciones adicionales al &algebra de multiplicacidén. Mas generalmente,
abordaremos la determinacién del centroide extendido C de un algebra
semiprima‘ dada A a través de un algebra de operadores B en A que
contiene a M(A), y en la que se ha considerado el filtro ® de todos los
ideales de B que tienen anulador derecho cero. En este contexto
determinaremos propiedades relativas a B bajo las que se obtliene un
isomorfismo de C sobre el centro CD(B) del algebra QD(B) (el &algebra
simétrica de cocientes de Martindale del algebra de denominadores (5,9))
determinado por la condicién (I.4). Via este isomorfismo demostraremos
que, si adicionalmente B preserva expresiones anulantes de Q(A4),
entonces la subalgebra CB(B)B de QD(B) puede verse como un algebra de

operadores en Q(A) que contiene a MC(Q(A)).

Dadas un algebra A y una subalgebra B de L(A) que contiene a M(A),
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para un ideal P de B, un elemento a€4, y un ideal U de A, notaremos por

n
DCa):={T(a) : TeP} y @(U):={ZZTTJU%) : neN, Tie®, x&eU (1=i=n)}.

1=1

Claramente P(a) y P(U) son ideales de A. En la demostracidén de 1los
resultados de [5] anteriormente citados es esencial el hecho de que
P(U)#0 para cualesquiera ideales no nulos P de M(A) y U de A. Esto
sugiere que en contextos mas generales, los ideales D de las algebras de
operadores que verifican que P(U)#0 para todo ideal no nulo U de A deben

jugar un papel primordial. Vamos a empezar caracterizando estos ideales

por la propiedad de tener anulador derecho cero.

Proposiciéon 1.2.1. Sea A un 4algebra de anulador cero y sea B una
subalgebra de L(A) que contiene a M(A). Para P ideal de B, las
siguientes afirmaciones son equlivalentes:

i) P(U)=0 (U ideal de A) implica U=0.

ii) Pla)=0 (aeA) implica a=0.

ii1i) PF=0 (FeB) implica F=0.

Demostracién. i)=ii).- Sea a en A tal que P(a)=0. Ya que DPM(A)ISPBCD, se
sigue que P(M(A)(a))=0. Luego, por hipdtesis, M(A)(a) (y por tanto a) es
igual a O.

ii)=iii).- es claro.

iii)=i).- Sea U un ideal de A tal que P(U)=0. Entonces se verifica
que DLX=®RX=O para todo x en U, y por tanto LX=RX=O para todo x en U.

Luego USAn(A), y asi U es igual a 0. =

Sea A un algebra semiprima y sea B una subalgebra de L(A) que
contiene a M(A). En lo que sigue, IY(B) (abreviadamente » si no hay lugar

a confusién) denctara el filtro de denominadores de todos los ideales de
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B que verifican las condiciones equivalentes de la Proposicion 1.2.1.

Ejemplos de ideales en D aparecen a partir de los ideales esenciales de

B

U al ideal de B generado por

A. Si U es un ideal de A denotaremos por ¥

{L ,R : xeU}. Claramente
x' ' x

n
.SF’LB};:{ ) F'Sx G : neN, F ,G €B, x €U, y para todo I=i=n §S_ =L & R--},
_ i i i i i

i=1 i i i i

y fg(A) es un ideal B-invariante de A contenido en B(U).

Proposicién I1.2.2. Sea A un dlgebra semiprima y sea B una subalgebra de

L(A) que contiene a M(A). Entonces

i) Si U es un ideal esencial de A, entonces 3"563 y fg(ﬁ) es un

ideal esencial de A.
ii) Si A:P—B es un c.p.d. con Ped y tal que A(P)(U)=0 para algun

ideal esencial U de A, entonces A=0.

Demostracién. i).- Ya que las inclusiones UVSE/’E)(V) y UVE.‘/’?(A)P\V son
claramente ciertas para cualesquiera 1ideales U,V de A, se sigue

inmediatamente que cuando U es un ideal esencial de A se verifica que

B

?Ue

Dy yg(A) es un ideal esencial de A.
ii).- Sea A un c.p.d. en B definido en Ped y supdngase 1la

existencia de un ideal esencial U de A tal que A(PI(U)=0. Ya que

ACDIT) (A)=A(PIF, (AISACPIB(UI=A(PB) (UIEA(P)(U)=0,
se tiene que A(Dy§)=0. De aqui se sigue que A=0 ya que por i) se tiene

que ®Y§€S. =

Sea A un algebra semiprima y sea B una subalgebra de L(A) que
contiene a M(A). Para un c.p.d. en B con dominio en Y, vamos a mostrar
cémo la condicién (I.4) permite construir un c.p.d. en A. Sea h un

c.p.d. en B con dom(h)ed. Consideremos el conJjunto dh de todos 1los
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elementos x en A para los que existe un elemento y en A verificando
h(T)(x)=T(y) para todo T en dom(h). Dado xedh, si yl,yzeA verifican
T(y1)=h(T)(x)=T(y2) para todo Tedom(h), entonces dom(h)(yl-yzkﬂﬂ,'y por
tanto y,=y, ya que dom(h) pertenece a Y. Consecuentemente, para cada

xedh existe un unico elemento f(x) en A verificando h(T)(x)=T(f(x)) para

todo Tedom(h). Es inmediato que
h(T)(x1+x2)=T(f(x1)+f(x2)), h(T)(ax)=T(af(x)),
h(T)(F(x))=T(F(f(x))J, y  h(T)(S(a))=T(h(S)(a))
para cualesquiera T,Sedom(h), X1’X2’XEdh’ axeK, FeB, y a€A. Luego dh es

un subespacio B-invariante (y por tanto un ideal) de A que contiene a

dom(h)(A) y f:dhn—aA es una aplicacién lineal verificando

f(F(x))=F(f(x)) para cualesquiera FeB y xed, (y por tanto es un c.p.d.

h
en A), y f(T(a))=h(T)(a) para cualesquiera Tedom(h) y a€A.°* Ademas, de
las definiciones de dh y f se sigue que f extiende a cualquier c.p.d. g
en A que verifique 1la condicién h(T)(x)=T(g(x)) para cualesquiera

Tedom(h) y xedom(g). Resumiendo, tenemos el siguiente lema.

Lema 1.2.3. Sea A un algebra semiprima y sea B una subalgebra de L(A)
que contiene a M(A). Para cada c.p.d. h en B con dom(h)ed existe un
unico c.p.d. f en A que es maximal con respecto a la propiedad siguiente
h(T)(x)=T(f(x)) (I.5)
para cualesquiera Tedom(h) y xedom(f). Concretamente,
dom(f)={x€A : existe yeA tal que h(T)(x)=T(y) para todo Tedom(h)}

y para cada xedom(f), f(x) esta unicamente determinado por (I.5).
Ademas, tenemos:

i) dom(f) es un subespacio B-invariante de A, y f(F(x))=F(f(x))
para cualesquiera FeB y xedom(f), y

ii) dom(h)(A)Sdom(f), y f(T(a))=h(T)(a) para cualesquiera Tedom(h)
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y ae€A.

Este resultado pone de relieve que si queremos que la condicilon
(I1.4) determine una aplicacidén de CB(B) en el centroide extendido C de

A, entonces debemos imponer a B la siguiente propiedad:

Pl. Para todo A en C

B(B) el conjunto

dA={xeA : existe yeA tal que A(T)(x)=T(y) para todo Tedom(A)}

es un ldeal esencial de A.

Permitasenos suponer en este momento que B verifica la propiedad

P1. Si para cada A en C.(B) denotamos por yY(A) a la extensidén maximal

)

del c.p.d. en A asociado por el Lema 1.2.3 a A, es facil comprobar que
w(A1+A2)=w(A1)+w(A2), W(aA)=cp(A), W(A1A2)=w(A1)W(A2)

para cualesquiera A1’A2’AECD(B) y a€K. En consecuencia, la aplicacidn

w:CB(B)——eC es un homomorfismo de K-algebras. Ademas, si yY(A)=0,

entonces A(T)(x)=T(¢(A)(x))=0 para cualesquiera Tedom(A) y xed por

A‘l
tanto A(dom(A))(dA)=O,' y asi A=0 por 1la Proposicién 1.2.2.(ii). Asi,

hemos demostrado el siguiente lema.

Lema 1.2.4. Sea A un algebra semiprima con centroide extendido C y sea B
una subdlgebra de L(A) que contiene a M(A) y verifica la propiedad Pl.

Si para cada AN en C_.(B) denotamos por Y(A) a la extension maximal del

)

c.p.d. en A asociado a A por el Lema I1.2.3, entonces la aplicacion

¢:CD(B)——9C es un monomorfismo de K-algebras.

Teniendo en <cuenta el Lema 1.2.3, si1 se desea que Y sea

sobreyectivo hemos de imponer adicionalmente a B 1la siguiente otra
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propiedad:

P2. | Para cada A en C existe un ideal esencial B-invariante U de A tal

que USdom(A) y A(F(x))=F(A(x)) para cualesquiera FeB y xeU.

Supongamos en este momento que A es un algebra semiprima y que B es
una subalgebra de L(A) que contiene a M(A) y que verifica la propiedad
P2. Para cada AeC denotemos por domB(?\) al ideal maximal U de A que
satisface las condiciones requeridas en P2. Fijemos AeC y consideremos

el conjunto

DA:={F€B : F(A)SdomB(A) y AFeB}

y la aplicacidn hA:DA—ﬂaﬁ definida por hA(F)=AF. Es facil comprobar que
A . i B A
D" es un ideal de B que contiene a ¥ (luego D €)Y por la
domB(A)
A

Proposicién 1.2.2.(i)) y la aplicacién h es un c.p.d. en B tal que

hA(LX)=L y Y hh(RX)=R y para todo xedomB(A). Si denotamos por @(A) a

A(x A(X
A

la extensién maximal de h , tenemos entonces que go(}\)eCD(B). Ahora,

veamos que si B verifica adicionalmente 1la propiedad P1l, entonces

B

Yw(e(A))=A, y por tanto wmﬁqﬂ En efecto, como ¥ C_ZDA se sigue de la
domB(A)

Proposicién 1.2.2.(1i) que DA(A) es un ideal esencial de A, y por el Lema

[.2.3 tenemos DA(A)Qdom(w(w(A))) y

Y(e(A))(T(a))=(A)(T)(a)=(AT)(a)=A(T(a))

para cualesquiera TEDA y a€A. Luego yY(e(A)) y A coinciden en EﬁTA), y

asi son iguales ya que son c.p.d. maximales en A. Puesto que por el Lema

1.2.3 se verifica que dom(@(A))(A)SdomB(A) y AT=¢(A)(T) para todo

Tedom(@(A)) se sigue que c:lc:un(qt;v(A))..C..DPl y por tanto dom(qo(?t))=DA. En

consecuencia, dom(¢e(A))(A) es un 1ideal esencial de A. Asi, hemos

demostradc el siguiente lema.
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Lema I.2.5. Sea A un dlgebra semiprima con centroide extendido C y sea B
una subdlgebra de L(A) que contiene a M(A) y que verifica las
propiedades Pl 'y P2. Entonces. la aplicacion w:CD(B)——+C es un
isomorfismo de K-algebras cuyo inverso ¢ esta determinado por las

condiclones

@(A)(LX)=L ¢(A)(Rx)=R

A(x) Y A(x)

para cualesquiera AeC y xedomB(A). Ademas, para todo AeC se verifica que
dom(@(A))={Fe¥b : F(A)QdomB(A) y AFeB}

y dom(@e(A))(A) es un ideal esencial de A.

Sea A un algebra semiprima con centroide extendido C. Nuestro
desarrollo pone de relieve las propiedades precisas exigibles a un
dlgebra de operadores B en A que contenga a M(A) para conseguir un
isomorfismo entre C y CD(B) segun el espiritu de la condicién (I.4).
Pero, nétese que, si B satisface la propiedad P2, como consecuencia de
las partes finales de los Lemas 1.2.3 y 1.2.5 se sigue que la propiedad

Pl es equivaiente a la siguiente propiedad mas elemental:

P1’.| Para todo A en CD(B)’ el conjunto dom(A)(A) es un ideal esencial

de A.

Ahora, podemos formular nuestro primer resultado importante.

Teorema 1.2.6. Sea A un algebra semiprima con centroide extendido C y
sea B una subalgebra de L(A) que contiene a M(A) y que verifica las

propiedades P1’ y P2. Entonces para cada A en C existe un unico elemento

e(A) en CD(B) que verifica

e(A)(T)(x)=T(A(x))
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para cualesquiera Tedom(p(A)) y xedomB(A), y la aplicacién @:A+—¢(A) es

un isomorfismo de K-algebras de C sobre CQ(B). Ademas, tenemos que

. B _ _
i) ydomB(A)gdom(w(A)), y Q(A)(Lx)—LA(X) y w(k)(Rx)—Rh(x) para todo

xedomB(A), y

ii) dom(w(h))(A)SdomB(A), y A(T(a))=@(A)(T)(a) para cualesquiera

Tedom(@(A)) y a€A.

El siguiente <corolario es wuna consecuencia directa de las

afirmaciones i) y ii) en el teorema anterior.

Corolario I.2.7. Sea A un &lgebra semiprima y sea B una subalgebra de

L(A) que contiene a M(A) y que verifica las propiedades Pl1’ y P2. Para

cada AECD(B) se verifica que

A( )

edom(A) y A(L )

Leca)' Reca) Fa)’“Eacrrca) 7 MRecay’=Racryca)

para cualesquiera Fedom(A) y a€A.

Nota 1.2.8. Una demostracién directa del teorema anterior podria
llevarse a cabo haciendo intervenir 1la subalgebra del centroide
extendido C de A definida en términos de limite directo como sigue:

C.(A):=1im {Hom.(U,A) : U ideal esencial B-invariante de A}.

B e B
La propiedad P2 1implica que CB(A)=C y la propiedad P11’ permite

jdentificar CB(A) con CD' Para mas detalles véase [6].

Sea A un algebra semiprima con centroide extendido C. Dada una
subalgebra B de L(A), parece bastante natural extender la accidén de ¥
sobre A a Q(A) de manera que la accién de FeB en Aa (AeC, ae€Ad) venga
dada por AF(a). Sin embargo, para garantizar 1la bondad de esta

definicién ec obligado suponer que B preserve expresiones anulantes de
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n
Q(A), esto es, sl }:A_ai=0 (neN, Ad,...,hnec, y'eH,...,aneA), entonces
1
i=1

n

Y A F(a )=0 para todo FeB.
1 1

i=1

Teorema 1.2.9. Sea A un algebra semiprima con centroide extendido C, sea
B una subdlgebra de L(A) que contiene a M(A), y supdongase que B verifica
las propiedades P1’ y P2, y que preserva expresiones anulantes de Q(A).
Considérese CDB como una C-dlgebra via el isomorfismo ¢ dado por el

teorema anterior. Entonces existe un monomorfismo de C-algebras ¢ de CDB

en LC(Q(A)) determinado por

)

®C ) go(?ti)Fi)( ):ujaj):- Y A.iji(aj)
j=n

i=1 j=1 1
2 1

MM
MM

para cualesquiera n,m en N, ?\i,uj en C, Fi en B, y aj en A (1=i=n,
1=j=m). Como consecuencia, CDB puede verse como una subalgebra de

LC(Q(A)) que contiene a MC(Q(A)).

Demostracién. Ya que B preserva expresiones anulantes se sigue que, para

cada FeB, la correspondencia F dada por

;2 F——aj:u.F(a )

||[v]5

j=1

para cualesquiera meN, pu e€C, y a €A (lﬂjﬁm), resulta ser una aplicacidén
j j

bien definida de Q(A) en Q(A). Es claro que F es C(C-lineal, asi como

también que la aplicacién F}——>F es un homomorfismo de K-adlgebras de B

— — Q(A)
en LC(Q(A)) tal que Id Q(A) La_La

(la multiplicacidén izquierda

Q(A)

por a en Q(A)) y R —R (la multiplicacidén derecha por a en Q(A)) para

todo a€A. Puesto que MC(Q(A)) estd generada como C-algebra por Id
LQ(A) v RS(A)

a

Q(A)’

(a€cA), obtenemos que MC(Q(A))=CM(A)QCE}

n

Supongamos en este momento que la igualdad Zgo(pi)Gi=0 es cierta

i=1
n

en CDB' Tomemos U: = ndomB(pi), fijemos xeU y GeM(A), y recordemos que
§=1

£



por el Teorema 1.2.6. (1) se verifica que Rxedom(@(pi)) y
w(pi)(RX)szi(X) para todo ie{l,...,n}. Luego

n n

ZRP (X)GG -th(p )(R )GG }:qo(p )R GG =

1 =3 i=1 1 =1

):R Go(p )G =R G):qo(p )G =0,
i=1 i=1

y por tanto

G( ZpG (a))x= ():p GG (a))x= ZGG (a)p X=
i=1 1=1 i=1

):GG(a)p (x)= (ZR

i=1 i=1 i

(X)GGi)(a)=0,

para todo a€A. De este hecho y de la igualdad MC(Q(A))=CM(A) se sigue

A n
que, si V denota el ideal de Q(A) generado por { ZpiGi(a) : a€A} y
i=1

U=CU, entonces VU=0. Puesto que U es un ideal esencial de A se tliene que

también U es un ideal esencial de Q(A), y por tanto la semiprimidad de
n

Q(A) nos permite concluir que ) piGi(a)=O para todo ae€A. Luego
i=1

(Y pGI)()Y pal= ) puG(a) Zp():pG(a ))=0
j=nm

j=1 i=1

m n .
para todo ¥ ujajeQ(A), y por tanto Y pi(—_}'_i=0.
j:l 1i=1

Ahora podemos afirmar que la correspondencia ¢ dada por

n n
®: izlgo(ai )F |—>.):1A1F1
= =

resulta ser una aplicacién bien definida de CDB en LC(Q(A)). Es facil

comprobar que & es un homomorfismo de C-algebras. Veamos finalmente la
n

inyectividad de ®. Supuesto que &( ) QO(A_)F )=0, se tiene entonces que
i=1

0=0( ): ¢(A JF )(a)= ): A F (a)
i=1 i=1

para todo a€A, y por tanto

n

1): LA ¢ GF  (2)=xG( Z A F (a))=0,

i=1

asi como también analogamente
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n
iEﬁRki(X)GFi(a)=O,

para cualesquiera er=fjckmﬁgﬂn), GeB, y a€A. De nuevo, por el Teorema

i
=1

1.2.6.(1), para cualesquiera que sean ie{1,...,n}t vy xeU, se verifica que

S (=L 6 R ) pertenece a dom(g@(A )) y (A )(S_)=S y por tanto
X X X 1 1 X

A (x)’

1

n n n
0= ) @(Ai)(SX)GFi(aF[ ) qo(?ti)SxGFi](a)=[SxG ) ga(Ai)Fi](a).
i =1 =1 =1
Luego
n
O=SXG ) qo(Ai)Fi
=1
para cualesquiera xeU, y GeB. Como consecuencila, tenemos que

n n
3’5( b3 (p(hi)Fi)=O, de donde podemos concluir } qo(?ti)Fi=O en virtud de la
i=1 i=1

Nota 1.1.10. m=m

FA



3. Primera etapa del principal resultado y algunas otras aplicaciones.

En esta seccidén mostramos algunas aplicaciones de los resultados

obtenidos en la seccién anterior. La primera y mas relevante aplicacidn
surge en el caso en que se toma como algebra de operadores la propia
dlgebra de multiplicacién. En ese caso, y supuesto que también el
dlgebra de multiplicacién es semiprima, se obtiene la primera etapa del
principal resultado del capitulo. También aplicamos los resultados al
caso en que A es un &algebra semiprima normada y B es un algebra de

operadores en A que contiene a M(A) y que esta contenida en el cierre de

M(A) para la topologia fuerte de operadores.

Definicién I.3.1. Un &algebra A se dice multiplicativamente semiprima si

tanto A como M(A) son algebras semiprimas.

La particularizacién a algebras multiplicativamente semiprimas de
los Teoremas 1.2.6 y 1.2.9 nos da la primera parte del resultado
principal. Hablando de manera informal, para tales algebras ocurre que
el centroide extendido permanece inalterable cuando se pasa al algebra
de multiplicacidén, asi como que hay conmutacidn en los procesos de toma

de clausura central y de paso al algebra de multiplicaciodn.

Teorema I1.3.2. (Primera etapa del resultado principal) Si A es un
algebra multiplicativamente semiprima con centroide extendido C,
entonces existe un lisomorfismo de K-algebras ¢ de C sobre C(M(A))

determinado de manera unica por la siguiente condicion:

e(A)(T)(x)=T(A(x))
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para cualesquiera A en C, T en dom(e(A)), y X en dom(A). Ademas, si
Q(M(A)) se considera como una C-dlgebra via el isomorfismo ¢, entonces

existe un lisomorfismo de C-algebras & de Q(M(A)) sobre MC(Q(A))

determinado por

n m
i )
o(C ) qo(?t_l)Fi)( Zujaj). ) Aiiji(aj,
i=1 j=1 1 g

IAIA
IAIA

n
m

n m
para cualesquiera Z:w(Ai)Fi en Q(M(A)) y Z:ujaj en Q(CA).
: -

i=1 j

Conviene llamar la atencién sobre el hecho de que el isomorfismo ¢
de Q(M(A)) sobre MC(Q(A)) dado en el teorema anterior no es mas que la
Unica extensién a un homomorfismo de C-algebras de la aplicacidn IdM(A)’
una vez que M(A) se considera como subalgebra de Q(M(A)) (naturalmente)

y de MC(Q(A)) (via el Corolario I1.1.5).

Ya que los ideales con anulador derecho cero en un algebra
asociativa semiprima son precisamente los 1deales esenciales, el
resultado anterior es una particularizacién de la siguiente mas general

aplicacién de los Teoremas 1.2.6 y 1.2.9.

Teorema I.3.3. Sea A un 4algebra semiprima con centroide extendido C.

Entonces existe un isomorfismo de K-algebras ¢ de C sobre CD(=CD(M(A)))

determinado de forma utnica por la condicion siguiente:
e(A)(T)(x)=T(A(x))

para cualesquiera AeC, Tedom(@(A)), y xedom(A). Ademas, si CDM(A) se

considera como una C-algebra via el isomorfismo ¢, entonces exisle un

isomorfismo de C-algebras ¢ de CSM(A) sobre MC(Q(A)) determinado por

(Y o(ADF )( Y pal:= ) A uF (a)
(=1 11 , J 3 i J 1 )

n
m

j=1

IAIA

L
J

IAIA

1
1
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I m
para cualesquiera ) qt'>(>ti)Fi en CDM(A) y ) ha en Q(A).
i=1 j=1

Demostracion. Puesto que dado Ped se verifica para todo ideal U de A la
inclusién PUIEP(A)NU, se sigue de la Proposicién 1.2.1 que P(A) es un
ideal esencial de A. Luego M(A) verifica la propiedad P1’. Es claro que

si f es un c.p.d. en A, entonces fF =Ff para todo FeM(A). Como

|dom( f)
consecuencia M(A) verifica la propiedad P2 y domM(A)(A)=dom(A) para todo

AeC. Veamos ademas que M(A) preserva expresiones anulantes de Q(A4). En

efecto, considérese el conjunto V de todos los elementos F de M(A) que

n
verifican ZA_F(ai)=O para cualesquiera que sean neN, Al,...,?\ eC y
i n
f=q

n
a,...,a €A cumpliendo que E?Liai=0, y noétese que V es una subalgebra
n
i=1

de M(A) que contiene a Id ,La y Ra para todo a€A, por lo que V=M(A).

A

Finalmente, ya que CDM(A) esta generada como C-algebra por IdA’ y La’Ra

Q(A) Q(A)
a »

Y <I>(La)=La

para todo a€A, y ocurre que @(IdA)=Id : @(Ra)=R

Q(A)
se sigue que @(CDM(A))=MC(Q(A)). ®

Con éS/uda del Corolario 1.1.5 podemos en este momento mostrar 1la
primera propiedad de establilidad de 1las algebras multiplicativamente

semiprimas.

Corolario 1.3.4. Si A es un algebra multiplicativamente semiprima,
entonces toda K-subalgebra de Q(A) que contenga a A es también un

algebra multiplicativamente semiprima.

Demostracion. Sea Q una K-subalgebra de Q(A) que contiene a A. Veamos en
primer lugar que Q es un algebra semiprima. Si U es un ideal de Q tal
que U2=O, entonces CU es un ideal de Q(A) verificando (CU)°=0. Puesto

que Q(A) es semirrima se sigue que CU=0, y por tanto U=0. Por el

30

A X A X X R XA R AN RN N ENEISEEXEXEEEREEEEE AR EEREER NN EENENEREN N




Corolario 1:1.8 M(A)EM(QIEM(Q(A)), luego con mayor motivo
M(A)QM(O)QMC(Q(A)). Finalmente, por el Teorema 1.3.2 MC(O(A)) es
isomorfa a Q(M(A)), y por tanto M(Q) puede considerarse CcOmO una
subadlgebra de Q(M(A)) que contiene a M(A), por lo que razonando COmo en

la primera parte de la demostracion obtenemos que M(Q) es semiprima. =

Fstamos interesados en este momento en llamar la atencidn acerca

del hecho de que el isomorfismo de centroides extendidos en el Teorema

1.3.2 no esta obligado a preservar los centroides. En esa tarea
convendrad tener presente el siguiente enunciado que recoge la

particularizacién al caso de un algebra compleja vista como real de los

comentarios que preceden a la Proposicidén I.1.3.

Proposicién 1.3.5. Sea A un algebra compleja, y denolese por A[R al
dlgebra real subyacente. Entonces la inclusién candonica de L(A) en L(AR)
determinada por la restriccion de escalares permile considerar M(A[R)

como una subdlgebra real de M(A) verificandose las ligualdades:

B . #
M(A)=M(A_)+CId , y MU (A)=M" (A).

Nota I.3.6. Sea A un algebra multiplicativamente semiprima y considérese
el isomorfismo ¢ de C(A) en C(M(A)) dado en el Teorema 1.3.2. Recordemos
que en los Lemas 1.2.3 y 1.2.5 se recoge la descripcidon de los dominios
de ¢(A), para A en C(A), y de ¢51(A), para A en C(M(A)). A saber

dom(@(A))={FeM(A) : F(A)Sdom(A) y AFeM(A)}

Y
dom(@—lﬁh))={xeﬂ: Existe yeA tal que A(T)(x)=T(y) para todo Tedom(A)}.

Teniendo en mente estos hechos, podemos discutir el trato que ¢ le da a
los centroides. Asi, si A pertenece a TI(M(A)), entonces ©para

cualesquiera x en Ay T en M(A) tenemos que

31



A(T)(x)=A(TIdA)(x)=TA(IdA)(X),
y por tanto dom(¢_lﬁA))=A. Luego T (M(A))<e(T(A)). Sin embargo, la
inclusién contraria no tiene por qué ser cierta como se demuestra en el
siguiente ejemplo: Sea A un algebra compleja multiplicativamente
semiprima tal que IdAQM#(A). (Un ejemplo concreto es el algebra no

asociativa libre sobre un conjunto no vacio X, hecho que resultara

evidente de nuestro desarrollo en la Seccién 3 del Capitulo II.)

Sabemos que M(AR)=M#(AR)®RIGI es una subalgebra de M(A)=M#(A)@®IdA y

‘R

que M#(AR)=M#(A). Es claro que AlR es un algebra semiprima, y puesto que
M(A) estda C-generada por M(AR) se sigue inmediatamente que también M(AR)
es semiprima, por lo que AR es un algebra multiplicativamente semiprimai
Si denotamos por t a la aplicacién de multiplicacién por la unidad
imaginaria, entonces es claro que . pertenece a F(AR), pero sin embargo
veamos que (L) no pertenece a I'(M(A[R)). Para ello, empecemos notando

que L no pertenece a M(AR)' En efecto, en otro caso, existirian FEM#(AR)

y reR tales que t=F+rlid y en consecuencia

R

-1d, =L2=(F+rIdA )2=F2+2rF+r21dA ,
R R R

luego

-(1+r2)Id =F2+2rFeM#(AR)n[RIdA =0,

iR R
y por tanto 1+r2=0, lo que es una contradiccién. Finalmente, si (i)

perteneciera a I"(M(AIR)), entonces dom(e(t)) seria igual a M(A[R), luego

Id , perteneceria a dom(e(t)), y por tanto t=tId, perteneceria a M(4.),
R R .

lo cual seria una contradiccidn. £

Nuestro objetivo final en esta seccién es aplicar los resultados de
la Seccién 2 al caso en que A es un algebra semiprima normada y el

dlgebra B esta contenida en el cierre del algebra de multiplicacidén para
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la topologia fuerte de operadores. Estas algebras de operadores son
especialmente interesantes en la teoria de las algebras normadas como
puede verse por ejemplo en [46; Seccién B]. Empecemos recordando la

siguiente definicion.

Definicién 1.3.7. Sea X un espacio normado y dendtese por BL(X) el
dlgebra normada de todas las aplicaciones lineales y continuas de X en
X. La topologia fuerte de operadores en BL(X), denotada abreviadamente
por SOT, se define como 1la topologia 1inicial para la +famillia de
aplicaciones de la forma F——F(x) de BL(X) en X (con la topologia de la
norma) cuando x varia en X. En consecuencia, SOT es la topologia de la
convergencia puntual, esto es, una red {F?} de elementos de B_L(X) es
SOT-convergente a FeBL(X) si, y sdélo si, {Fy(x)} es Il.ll-convergente a
F(x) para todo xeX. La topologia fuerte de operadores estéa incluida en
la topologia de la norma, es compatible con la estructura de espacio
vectorial de BL(X) y hace el producto de BL(X) separadamente continuo.

En consecuencia, si B es una subalgebra de BL(X), entonces B

(el
cierre de B en SOT) es también una subalgebra de BL(X) que es cerrada

para la topologia de la norma de BL(X).

El siguiente 1lema de [9] proporciona wuna de las propiedades

necesarias para aprovechar nuestros resultados en este contexto.

Lema I.3.8 [9; Corolario 1 y Lema 4] Sea A un algebra semiprima normada

con centroide extendido C. Para cada A en C se verifica que dom(A) es

invariante por MCA) o y

ACF(x))=F(A(x))

¥ 3

para cualesquiera F en M(A) y x en dom(A).

33



Teorema 1.3.9. Sea A un algebra semiprima normada con centroide

extendido C y sea B una subalgebra de BL(A) que contiene a M(A) y que

esta contenida en M(A)Hn: Entonces existe un isomorfismo de K-algebras
¢ de C sobre CD(B) determinado de manera unica por la condicion
siguliente:

Q(A)(T)(x)=T(A(x))
para cualesquiera AeC, Tedom(g(A)), y xedom(A). Ademas, si CD(B)B se
considera como C-algebra via el lisomorfismo ¢, entonces CD(B)B puede

verse como una subalgebra de LC(Q(A)) que contiene a MC(Q(A)).

Demostracion. Veamos en primer lugar que B verifica la propiedad P1°’.
Sea Ped y supongamos que U es un ideal de A tal que P(A)nU=#. Puesto que
A es semiprima se sigue que P(A)U=0, y por tanto también P(A)U=0, donde
U denota el cierre de U en la norma de A, y de nuevo por ser A semlprima
se tiene que P(A)NU=0. Ahora, de las inclusiones PU)SP(AINB(U)SP(A)NU
se sigue que P(U)=0 y, por la Proposicién 1.2.1, U=0. Luego P(A) es un

ideal esencial de A.

Por el 1lema anterior, B wverifica 1la propiedad P2 vy ademéas

domB(A)=dom(A) para todo AeC.

Finalmente vamos a demostrar que B preserva expresiones anulantes

de Q(A). Supongamos que Ai,...,hnec y al,...,aneA son tales que
n

n
Y Aiai=0. Fijemos FeB y xeU:= N dom(?ti), y tomemos una red {F’J} en M(A)
i=1 i=1

SOT-convergente a F. Por definicidén de la topologia fuerte de operadores
se tiene que {Fv(ai)} es Il.ll-convergente a F(ai) para todo ie€{l,...,n},

n n
y por tanto {E?li(x)F?(ai)} es Il.ll-convergente a ):?ti(x)F(ai). Ya que
i=1 i=1

M(A) preserva expresiones anulantes de Q(A) (véase el final de la

demostracién del Teorema 1.3.3) tenemos que para todo » se verifica que
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n n
Y A (x)F (a )=x( )} A F_(a ))=0,
(=1 i Y 1 ‘=1 1 7 1

n
y por tanto Y A (x)F(a_)=0. Sustituyendo en esta expresién F por GF
1 1
i=1 -
para GeM(A) tenemos que ) A (x)GF(a )=0 para todo GeM(A). Ahora, como
1 1
=1

MC(Q(A)) esta generada por M(A) como C-algebra se silgue que

3y Ai(x)TF(ai)=O para todo TEMC(O(A)). Luego
i =1

0= Y Ai(x)TF(ai)= 2. (?tix)TF(ai)=x( ) AiTF(ai))=XT( 2 AiF(ai))
=1 =1 i=1 1=1

o~

para todo TEMC(Q(A)). De aqui se sigue que UV=0, donde U=CU denota el
ideal de Q(A) generado por U y V denota el ideal de Q(A) generado por

n ~
):?tiF(ai). Ya que Q(A) es semiprima y U es un ideal esencial de Q(A)

i=1
n

podemos concluir que } A_F(ai)=0. =
1
Yt
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4. Ejemplos de algebras multiplicativamente semiprimas.

La mas importante aportacién de esta seccidén es la obtencidn de la

segunda etapa del principal resultado de este capitulo: Las algebras

asociativas semiprimas son multiplicativamente semiprimas. Ello se
conseguira utilizando profusamente la teoria de identidades polinomiales
generalizadas. Comenzaremos la seccidén ejemplificando la existencia de
dlgebras semiprimas que no son multiplicativamente semiprimas. A
continuacién nos ocuparemos de Jjustificar que la clase de las algebras
multiplicativamente semiprimas es bastante amplia mostrando que contiene
a varias gamas importantes de &algebras. Finalizaremos aplicando 1los

resultados obtenidos hasta este momento al algebra de los operadores

elementales sobre un algebra asociativa semiprima.

El siguiente método de construccién permite obtener algebras

semiprimas que no son multiplicativamente semiprimas tanto en dimensidn

- - -

finita como infinita. Recordemos previamente la bien conocida
caracterizacién de 1la semiprimidad en términos de elementos para
algebras asociativas: Un algebra asociativa A es semiprima si, Yy

s6lamente si, ada=0 implica a=0.

Ejemplo 1.4.1. Sea B un algebra semiprima, y sea (C una subalgebra no

nula de B con anulador cero en si misma. Considérese el algebra A con

espacio vectorial subyacente BxC y con producto definido por
(b ,c (b ,c J)=(bb+cc ,0)
17 1 2 2 1 2 1 2
Entonces A es un algebra semiprima que no es multiplicativamente

semiprima.
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Demostracién. Empecemos notando que para cada ideal U de A se veriliica

que el conjunto I:={beB : (b,0)eU} es un ideal de B tal que
UA+AUSIx{0}<U.

Puesto que An(A)=An(B)xAn(C)=0, se tiene que I=0 implica U=0. Ahora, la

semiprimidad de A se sigue inmediatamente de la de B. Por otra parte, ya

que para todo ceC se verifica que

(A)SBx{0} 'y L (Bx{0})=0,

Lco0,¢) (0,c)

se sigue que L( M(A)L =0, y por tanto M(A) no es semiprima. =

0;¢) (0,c)

Si en el ejemplo anterior se toma B un algebra anticonmutativa
semiprima y C una subalgebra no nula de B con anulador cero en si misma,
entonces el algebra A obtenida es también anticonmutativa, y por tanto
de potencias asociativas (la subalgebra generada por cada elemento de A
es asociativa). En consecuencia, hay algebras de potencias asociativas

semiprimas que no son multiplicativamente semiprimas.

Las algebras multiplicativamente semiprimas son bastante abundantes
como quedara claro a lo largo de esta seccidén. Comencemos estableciendo
un resultado que pone de relieve cémo en la definicidn de algebra
multiplicativamente semiprima se puede sustituir el algebra de
multiplicacién por el ideal de multiplicacidén. Recordemos que todo ideal
no nulo U de un algebra asociativa semiprima A es un algebra semiprima.
En efecto, si xeU es tal que xUx=0, entonces xAxAxAx=0, y por tanto

xAx=0, y x=0, donde hemos aplicado dos veces la semiprimidad de A.

Proposicion 1.4.2. Para toda algebra A de producto no cero equivalen:

13 M#(A) es un algebra semiprima,
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ii) M(A) es un algebra semiprima.

Demostracioén. i)=ii).- Sea P un ideal de M(A) tal que 5D2=O. Entonces

Dr\M#(A) es un 1ideal de M#(A) de cuadrado cero, luego fDnM#(A)=O, y en

consecuencia también DM#(A)=O. Dado Fe€]P, escribamos F=T+aIdA para

convenientes TeM#(A) v aeK. Si «a=0, entonces F=T€Dr‘\M#(A), y por tanto

F=0. En otro caso, tenemos que O=F2=F(T+aIdA)=FT+aF=aF, y por tanto F=0.

En consecuencia, =0.

ii)=i).- Se ha comentado previamente. =

Sea {A_}__EI una familia de algebras y considérese el algebra suma
1 1

directa A=ic§IAi. Identificando cada algebra zﬁli con su inyeccidén candnica

en A, podemos ver Ai como un ideal de A, y en consecuencia para cada

FeM(A) podemos considerar la aplicacidn Fi:A_—>A_ determinada por 1la
1 1

restriccidén de F. Es claro que la aplicacidn F|—>F_1 es un homomorfismo
. . A A
de &algebras de M(A) en L(Ai) que aplica Id, ’—)IdAi, }Laj 0, Raj 0

2o 4 A A | A A
~
para Jj#i, V La. |——)Lai, Rai }———)Rai! donde estamos denotando por Lak, Rak a
1

los respectivos operadores de multiplicacidén en A determinados por

akeAk. Puesto que A estd linealmente generada por U A se sigue que
1
i€l

A a €A YU{Id,}. De 1lo
1 1 A

M(A) estd generada como algebra por U {Li , Ra
€1 i i

anterior se deduce 1inmediatamente que la aplicacidn F|——>F_ es un
1

epimorfismo de M(A) sobre M(Ai) que aplica M#(A) sobre M#(Ai).

Contrariamente a lo que ocurre con el algebra de multiplicacidén, el

ideal de multiplicacidén tiene un buen comportamiento respecto de la suma

directa. El siguiente lema es una generalizacidén de [21; Lema 2.6.(a)].

Lema 1.4.3. Si '{zfli}i‘EI es una familia de algebras y se considera el
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dlgebra A= @ A, entonces la aplicacién FI——(F ) es un isomorfismo de
i€l 1 i

#
M*(4) sobre o M (4).
i€l 1

#
Demostracién. Consideremos el homomorfismo F}—é(Fi) de M (A) en el
#
algebra producto directo ]'[M#(A_). Si FeM (A) es tal que (Fi)=0,
i €1 1
entonces F(A )=0 para todo 1ie€lI, y por tanto F=0 ya que A esta
1
linealmente generada por U A . Asi, el anterior homomorfismo es
Y&l
inyectivo. Una vez que _gIM#(A_) se considera como subalgebra de
1 1

1 M#(Ai), la prueba de que dicho homomorfismo esta valuado en '®1M#(A')

i€ 1
i€l

se sigue de que el conjunto
# #
{FeM (A) : (F )e @ M (A )}
i iel i

es una subalgebra de M#(A) que contiene a los generadores

U {L:_: , R: : a €A }. Finalmente, para probar la sobreyectividad
1 1

i€l i 1

obsérvese que para cada i€l el conjunto

{TEM#(Ai) : Existe FEM#(A) tal que F1=T y FJ_=O para todo jeI\{i}}

es una subalgebra de M#(A_) que contiene a La " Ra

i i

(aieA_), y por tanto
1

coincide con M#(Ai). Ahora, dado (Fi)e_chM#(Ai)\{O}, si consideramos el
1

conjunto J={iel : F #0}, y para cada 1i€J tomamos T(i)eM#(A) tal que
1

(I:l)___F. v T(i_)=

i i j

r:=y TWeM”(4) y T =F para todo iel. =
1 1
ieJ

T 0O para todo  jeI\{i}, entonces es claro que

Puesto que la suma directa de una familia de algebras semiprimas es

un &algebra semiprima, se sigue de los dos resultados anteriores el

siguiente

Corolario 1.4.4. La suma directa de una familia de algebras

multiplicativamente semiprimas es un algebra multiplicativamente
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semiprima.

Nuestro objetivo inmediato serda establecer que las algebras
fuertemente semiprimas introducidas por Handelman en [24 ] son
multiplicativamente semiprimas. Siguiendo [52; 34.3.(d)] un algebra se

dice ser fuertemente semiprima si es semiprima y su clausura central es

suma directa de ideales simples.

Proposicion 1.4.5. Toda algebra fuertemente semiprima es

multiplicativamente semiprima.

Demostracién. Sea A un &algebra fuertemente semiprima con centroide
extendido C y supdngase que Q(A)=igIQi, donde {Qi}iEI es una familia de
ideales simples de Q(A). Por la Proposicién 1.4.2 nos bastara probar que
M#CA) es semiprima. Sea FEM#(A) tal que FH#(A)F=0. Por la Proposicién
I1.1.3 se tiene que M#(A)QM#(Q(A)) y M#(Q(A)) estd C-generada por M#(A).
En consecuencia, si feM#(Q(A)) designa la extensién de F, entonces
F’M#(Q(A))f=0. Por el lema anterior M#(Q(A))-"—'iglﬂ#(Qi), luego M#(Q(A)) es

_F

un algebra semiprima, y por tanto F=0, y asi F=0. =

Como consecuencia se sigue que nuestro Teorema 1.3.2 es una

extensién a ambiente no necesariamente asociativo multiplicativamente

semiprimo del Teorema 2.4 de [30].

Ahora presentaremos la clase de las algebras con centroilde grande
que, como se anuncia en [52; pag. 267], contiene a bastantes &algebras
que satisfacen 1identidades polinomiales. Asi, es bilen conocido que

contiene a las Pl-algebras asociativas semiprimas, también contiene a
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los anillos de Cayley-Dickson (véase [53; pag.193]), y asi mismo
contiene a las 4&algebras de Jordan semiprimas que satisfacen una

identidad polinomial normal (véase [49; Teorema 2.5]).

Definicién I.4.6. Sea A un algebra. Se dice que A tiene centiro grande si
Z(A)nU#0 para cualquier ideal no nulo U de A. También, se dice que A
tiene centroide grande si para cualquier ideal no nulo U de A existe un
centralizador fel(A)\{0O} tal que f(A)<U.

Puesto que la aplicaciodn z——aLz de Z(A) en T'(A) es un homomorfismo
inyectivo cuando A tiene anulador cero, se sigue que: Toda algebra de
anulador cero con centro grande también tiene centroide grande.

Ademas, puesto que la inclusién de Z(A) en I'(A) es un isomorfismo
en el caso en que A tiene unidad, se sigue que: Para algebras con unidad

las propiedades de "tener centro grande" y de "tener centroide grande”

coinciden.

Proposicién 1.4.7. Toda algebra semiprima con centroide grande es

multiplicativamente semiprima.

Demostracién. Sea A un algebra semiprima con centroide grande.

Supongamos que existe un ideal no nulo P de M(A) tal que ®2=O. Entonces
D(A) es un ideal no nulo de A, y por tanto existe fel(A)\{0} tal que
f(A)SP(A). En consecuencia, f(D(A))=D(f(A))SQ(D(A))sz(A)=O, y por tanto
O=Af(P(A))=f(A)P(A)2f(A)f(A). De aqui se deduce que ;"(A)2=O, lo que

contradice la semiprimidad de A ya que f(A) es un ideal no nulo de A. =

Sea (A,<.,.>) un algebra con wuna forma bilineal simétrica

no-degenerada. Un operador TeL(A) tiene adjunto (con respecto a <.,.>)
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si existe un operador (necesariamente Unico) T#EL(A) tal que

#

<T(a),b>=<a,T#(b)> para cualesquiera a,beA. A T se le llama el operador

ad junto (con respecto a <.,.>) de T. Es claro que # es una involucion

lineal de algebra en la subalgebra unital de L(A) constituida por todos

los operadores que tienen adjunto, esto es, # verifica las siguientes

# - # .H# _# . s # :
propiedades: (i) T'#?T} (ii) (T+S) " =T +S , (iii) (AT) =aT , y (iv)
# #H_# . ;
(TS) =S'T para cualesquiera 7T,S operadores con adjunto y AeK.
Recordemos que una forma bilineal <.,.> definida en un algebra A se dice

ser asociliativa si verilifica

<ab, c>=<a, bc>=<b, ca>
para cualesquiera a,b,c en A. Luego, si (A4,<.,.>) es un algebra con una

forma bilineal asociativa simétrica no-degenerada, entonces

L#=R y R#=L para todo a€A4i,
a a a a

y en consecuencia M(A) es una subdlgebra #-invariante del algebra de los

operadores en A que tienen adjunto. El siguiente resultado no es mas que

la versién en contexto semiprimo de [48; Lema 5. (iv)].

Proposicién 1.4.8. Toda algebra semiprima con una forma bilineal

asociativa simétrica no-degenerada es multiplicativamente semiprima.

Demostracién. Sea (A,<.,.>) un algebra con una forma bilineal asociativa

simétrica no-degenerada. Sea P un 1ideal de M(A) tal que 2[)2=O. ol

. #
ocurriese que P =D, entonces

<A, D(A)°>=<AD(A),P(A)>S<P(A), P(A)>=<P°(4), A>=0,
y de la no-degeneracién de la forma y de la semiprimidad de A se tendria
que P(A)=0, o lo que es lo mismo P=0. Puesto que tanto DQ# COmo D#$ son
#-invariantes y tienen cuadrado cero se sigue de lo anterior que

‘.DYD#=5D#‘.D=O. En consecuencia, '.D+ED# es un ideal #-invariante de M(A) que
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#
tiene cuadrado cero, y de nuevo por lo anterior se sigue que P+P =0, vy

en consecuencia P=0. =

Se define el anulador de un ideal U de un éalgebra A como el mas
grande ideal V de A verificando UV=VU=0. En el caso en que A es
semiprima, el anulador An(U) del ideal U se caracteriza como el mas
grande ideal V de A satisfaciendo cualquiera de las condiciones
equivalentes expresadas en (I.1). Un algebra normada A se dice ser un
dlgebra anuladora generalizada si es semiprima y todo ideal cerrado
propio de A tiene anulador no nulo. Ejemplos triviales de algebras
normadas anuladoras generalizadas son las algebras normadas
topolégicamente simples (algebras normadas con producto no cero y que
carecen de ideales cerrados propios no nulos). Las algebras normadas
completas anuladoras generalizadas se estudiaron en profundidad en [20]
(ver también [45]). Nétese que si U es un ideal de un algebra anuladora

generalizada A, entonces UeAn(U) es denso en A. En efecto, en otro caso

se tendria 'que An(UeAn(U) )#0, y por. tanto con mayor motivo

An(U)nAn(An(U) )#0, lo que es una contradiccién.

Proposicién 1.4.9. Toda algebra normada anuladora generalizada es

multiplicativamente semiprima.

Demostracién. Sea A un algebra normada anuladora generalizada. Supodngase
que FeM(A) es tal que FM(A)F=0, o lo que es lo mismo F(U)=0, donde U
denota al ideal de A generado por F(A). Notese que si aeAn(U), entonces
F(a)eAn(U)nU, y por tanto F(a)=0. En consecuencia, F(An(U))=0. Luego

F(U®An(U))=0, y por tanto F=0, ya que F es continua y Ue®An(U) es denso

en A. =
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Recordemos que una H*-dlgebra es un algebra real o compleja A
provista de una involucidon conjugado-lineal de algebra * (esto es, una
aplicacién *: A—A verificando

(i) a**=a, (ii) (a+b)*=a*+b*, (iii) (Aa)*=pra*, y (iv) (ab)*=b*a*
para cualesquiera a,bed y AeK) y dotada con un producto escalar <. ]|.>
para el que es un espacio de Hilbert satisfaciendo las igualdades

<ab|c>=<a|cb*>=<bl|a*c>

para cualesquiera a,b,c en A. El producto de toda H*-algebra es continuo

para la topolégia de la norma a—>llall:=vV<ala> [16; Proposicidn exl1l); ¥
por tanto, previa multiplicacion del producto escalar por conveniente
constante positiva (si ello fuera necesario), podemos afirmar que toda
H*-4lgebra es un &algebra normada completa en el sentido * sual de 1la

palabra. Recordemos también que, por [16; Proposiciones 2.(ii) y 1(ii)],

una H*-algebra es semiprima si, y sdélamente si, tiene anulador cero.
Como consecuencia directa de cualquiera de las dos proposiciones

anteriores se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 1.4.10. Toda H*-algebra de anulador cero es

multiplicativamente semiprima.

‘Nos ocupamos ahora del principal resultado de esta seccion.

Teorema 1.4.11. (Segunda etapa del resultado principal) Las a&algebras

asociativas semiprimas son multiplicativamente semiprimas.

Para su demostracién necesitaremos utilizar técnicas de la teoria

de identidades polinomiales generalizadas. Nuestra referencia estandar
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para dicha teoria serda el libro de reciente aparicion [3], si bien
parece conveniente advertir que en este texto las identidades
polinomiales generalizadas se presentan a partir del anillo maximal
derecho de cocientes, mientras que para nuestro desarrollo sera
suficiente trabajar con el algebra simétrica de cocientes de Martindale.

Empecemos recordando la presentacién abstracta del coproducto de
dos &algebras unitales, que es la maquinaria que permite construir la
"casa" donde habitan las identidades polinomiales generalizadas. Dada un
dlgebra escalar S y dadas dos S-algebras asociativas con unidad Al y Az,
entonces existe una uUnica (salvo isomorfismo) terna (A“ai’az)’ donde A
es wuna S-algebra asociativa con unidad Yy aE:Af——aA (i=1,2) son
homomorfismos de S-algebras unitales tales que A esta S-generada por
aj(A1)Ua2(A2)’ verificando la siguiente propiedad:

Para toda S-algebra con unidad B y para cualesquiera dos
homomorfismos de S-algebras unitales Bi:A<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>