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Capitulo 1

Introduccion

Los medios granulares se definen como conjuntos de particulas
macroscopicas que interaccionan disipativamente. Debido al tamano
macroscopico de las particulas, las fluctuaciones causadas por efectos
térmicos no son relevantes en estos sistemas. Ademds, su caracter
disipativo hace que estén intrinsecamente fuera de equilibrio. Estas
propiedades dan lugar a que dichos medios presenten una gran canti-
dad de comportamientos peculiares, y hacen de ellos buenos modelos
para el desarrollo de la fisica estadistica de no equilibrio. Por otra
parte, estos medios aparecen por doquier en nuestro entorno. Arena,
medicamentos, alimentos..., estos materiales son, después del agua,
los mas utilizados por nuestra sociedad, de modo que su estudio es
también de interés practico, pudiendo ayudar a optimizar su almace-
namiento, transporte o manejo.

En general, mas alld de los efectos generales asociados a la disi-
pacién y exclusion de volumen propios de estos sistemas, la dindmica
de los granos depende de factores tales como su forma, material del
que estan compuestos, propiedades electromagnéticas, presencia de
campos externos..., haciendo que en cada caso el sistema pueda pre-
sentar fenomenologias muy diferentes [1]. Por ello, dentro de los sis-
temas granulares encontramos varios tipos diferentes, dependiendo de
las propiedades de la interaccion entre los granos que los componen
y de éstos con el medio que los rodea. Por ejemplo, en relacion a
la interaccién entre particulas, podemos distinguir entre materiales
cohesivos y no cohesivos dependiendo de si presentan interacciones
atractivas o no. Con respecto al medio en el que se encuentran, si las



2 Introduccion

particulas estan inmersas en un fluido cuya presencia afecta sensible-
mente a la dindmica de éstas hablamos de medios granulares mojados,
y de medios secos en el caso contrario.

El modelo o sistema ideal mas sencillo de medio granular es un con-
junto de esferas idénticas, secas y no cohesivas. Este sistema mues-
tra ya distintos comportamientos muy caracteristicos que empiezan
por su semejanza con los materiales sélidos y fluidos, dependiendo
de la energia de los granos. En reposo, las particulas se agrupan es-
tando en continuo contacto entre ellas y el sistema se asemeja a un
solido. Cuando pueden moverse libremente, aunque las interacciones
de contacto mas o menos permanente puedan seguir siendo comunes,
el sistema recuerda a un fluido. Dentro del comportamiento fluido, se
distingue el régimen de flujo rapido, donde las colisiones binarias domi-
nan la interaccién y entre las cuales los granos se mueven libremente:
en este limite hablamos de un gas granular. Estas analogias son,
no obstante, de uso limitado, pues estos medios muestran peculiari-
dades que los diferencian de sus analogos moleculares. Por ejemplo,
cuando el sistema recuerda a un sélido aparecen fuerzas distribuidas
heterogéneamente en cadenas a lo largo de las cuales la tensién es
especialmente intensa, la dilatancia de Reynolds [2], que implica que
estos sistemas se expanden al sufrir deformaciones desde el reposo,
y la formacién de avalanchas semejantes a los corrimientos de tierra.
También en el caso en el que el medio se asemeja a un fluido surgen
fenémenos peculiares de los medios granulares, siendo un ejemplo los
atascos, en los que el flujo de granos a través de un orificio se ve
interrumpido por la aparicién de arcos estables de particulas.

Debido a la disipaciéon intrinseca, para que un medio granular al-
cance un estado estacionario con energia cinética no nula, es nece-
sario administrarle energia continuamente. Esta inyeccién de energia
puede hacerse a través de las fronteras del sistema o en todo el volu-
men, dando lugar el primer método tipicamente a inhomogeneidades.
Experimentalmente, un método que aporta energia en todo el volu-
men es la aplicaciéon de campos electromagnéticos a granos metalicos
dando lugar esta configuracién tanto a estados homogéneos como or-
denados [3]. Por otra parte, como modelo tedrico para este tipo de
inyeccién de energia tenemos el termostato estocastico, donde a las
particulas se les aplica una fuerza estocastica a modo de bafio térmico,
y se alcanza un estacionario homogéneo y estable [4]. Como ejemplo de
inyeccion a través de las fronteras, en el modelo bidimensional de flujo
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de tensiones uniformes (del inglés uniform shear flow) [5], el medio se
encuentra entre dos paredes y una se mueve con velocidad constan-
te arrastrando a las particulas por la friccién con éstas pudiendo dar
lugar a movimientos convectivos.

Uno de los métodos experimentales de inyeccién de energia a través
de las fronteras mas utilizados en los medios granulares es el vibrado
de las mismas o de parte de ellas, de modo que los granos pueden
ganar energia en las colisiones con las paredes. Cuando hay muchas
particulas, éstas muestran un comportamiento muy semejante al de
los fluidos ordinarios, incluido la formacién de ondas de Faraday en
su superficie [6] aunque, de nuevo, con particularidades como la se-
gregacion de diferentes tipos de particulas. Si solo se vibra una capa
fina de particulas, surgen una gran variedad de comportamientos pe-
culiares, incluyendo una fase en la que aparecen de forma duradera
zonas mas densas, donde los granos se ordenan compacta y hexago-
nalmente, rodeadas de un gas més caliente [7].

En esta memoria nos centramos en el estudio de una capa fina
de particulas esféricas idénticas, confinadas de modo que la longi-
tud del sistema en la direcciéon del vibrado es menor que dos veces
el didmetro de éstas. Este tipo de sistema se denomina casi bidi-
mensional pues las particulas no pueden ocupar la misma posicién
en el plano perpendicular al vibrado, mostrando un comportamiento
bidimensional efectivo para el cual la inyeccién de energia se produce
(practicamente) en todo el volumen del sistema. Estos sistemas pre-
sentan fases desordenadas tipo gas y también, para altas densidades
y bajas aceleraciones del vibrado, agregados de particulas que pueden
organizarse en distintos patrones dependiendo de los pardametros de
inyeccion de energia [8].

Las herramientas para estudiar los medios granulares las encon-
tramos en la teoria cinética y en particular en la ecuacién de Boltz-
mann. Esta ecuacién integro-diferencial proporciona la evolucién de
la funcién de distribucion de un sistema, introduciendo los efectos de
las colisiones entre particulas, si se admite la hipdtesis de caos molecu-
lar que admite que las particulas no estan correlacionadas antes de su
colision, lo cual restringe su uso al caso del limite diluido. El modelo
mds sencillo para describir los medios granulares consiste en un con-
junto de esferas duras ineldsticas idénticas, donde la disipacién viene
caracterizada por un coeficiente de restituciéon normal que, por sim-
plicidad, se toma independiente de la velocidad de las particulas. Este
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coeficiente, definido como la razén entre el médulo de las componentes
normales de la velocidad relativa después y antes de la colisién, puede
tomar valores entre 0 y 1 correspondiendo estos valores a los casos
totalmente inelastico y eldstico respectivamente.

Definido el modelo y fijada la regla de colisién entre las particulas,
podemos obtener a partir de la ecuacién de Boltzmann las ecuaciones
para la evolucién de los campos de densidad, velocidad y energia del
sistema. Estas incluyen al tensor de presiones y al flujo de calor como
en los fluidos moleculares habituales, pero también un nuevo término,
la velocidad de enfriamiento, que da cuenta de los efectos de disipacién
sobre la evolucién de la energia. Estos términos vienen dados por
funcionales de la funcidon de distribucién del sistema, siendo demasiado
dificil el analisis matemaético directo de estas ecuaciones, de modo que
suele hacerse un desarrollo en gradientes para estudiar el problema.
En el caso libre, en el que no hay aplicados campos externos, el modelo
de esferas duras presenta un estado de referencia homogéneo en el que
los campos de densidad y velocidad son constantes, y la temperatura
granular, definida como la desviacién cuadratica media de la velocidad
de las particulas, disminuye en el tiempo de acuerdo con la ley de Haff
[10]. Este estado de enfriamiento homogéneo resulta ser inestable bajo
ciertas condiciones formandose vértices y terminando con el colapso
de los granos inertes agrupados en agregados [9)].

Para poder estudiar tedricamente este sistema confinado sin tener
que introducir las condiciones de contorno de las paredes, lo que com-
plica de forma importante su analisis, se han propuesto reglas de
colision bidimensionales efectivas, que intentan incluir el efecto del vi-
brado en la interaccién entre particulas. Centrandonos en la propuesta
por Brito et al. [11], se parte de la ecuacién de Boltzmann para este
sistema y se obtienen las ecuaciones hidrodinamicas. Desarrollandolas
hasta primer orden en los gradientes de los flujos macroscépicos, orden
de Navier-Stokes, y aunque no podamos describir con éstas las fases
densas y ordenadas debido a la limitacién a baja densidad, hemos
realizado el estudio de la estabilidad de los estados homogéneos, ana-
lizando la posibilidad de que se den inestabilidades que lleven a situa-
ciones inhomogéneas como las que se observan en el sistema real.

La estructura de la memoria es la siguiente. En el Capitulo 2 hace-
mos una revision de fenémenos que aparecen en los medios granulares,
poniendo especial hincapié en las distintas fases que se han observado
tanto experimentalmente como mediante simulacién en gases vibrados
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y, en particular, en sistemas confinados a casi dos dimensiones.

En el Capitulo 3, presentamos el modelo utilizado para modelar el
efecto de la vibracién del sistema, asi como el desarrollo tedrico que
lleva a las ecuaciones hidrodindamicas. Se analiza la existencia de un
estado estacionario homogéneo, y se estudian propiedades del mismo,
tales como su temperatura y la distribucién de velocidades.

En el siguiente capitulo, utilizando las ecuaciones hidrodinamicas,
estudiamos la hidrodindmica homogénea asociada a la evolucién ma-
croscopica del sistema. En esta dindmica solo puede variar la tempera-
tura al estar fijos de partida los campos de densidad y velocidad del
sistema por la condicién de homogeneidad. Se observa una clara dife-
rencia entre el comportamiento del gas en proceso de calentamiento y
de enfriamiento, tanto en la distribucién de velocidades asi como en
los efectos no lineales que muestra, semejantes al efecto Kovacs.

En el Capitulo 5 se obtienen los coeficientes de transporte y las
ecuaciones hidrodinamicas hasta el orden de Navier-Stokes. Ello nos
permite realizar el andlisis de la estabilidad lineal de los estados hidro-
dindmicos homogéneos y la posibilidad de una transiciéon de fase de
no equilibrio a un estado inhomogéneo.

Por tdltimo, estudiamos mediante métodos de simulacién la in-
teraccién entre las particulas en un sistema vibrado confinado casi
bidimensionalmente en el que se introduce un intruso de masa supe-
rior. Dependiendo de la densidad se observa como el sistema puede
desarrollar inhomogeneidades debido a la presencia del intruso. Me-
diante el andlisis de este sistema buscamos comprender la dindmica
de las particulas en este tipo de sistemas y los mecanismos que llevan
a la distribuciéon inhomogénea de las particulas, viendo como podria
alterarse la regla de colision efectiva para que esta reproduzca mejor
el comportamiento de este tipo de sistema.

Para concluir, se resumen las principales conclusiones de nuestro
trabajo. Los apéndices recogen distintos calculos complementarios a
los mostrados en el texto principal.






Capitulo 2

Fenomenologia de los
medios granulares

Debido a la disipacion, los medios granulares no sometidos a una
inyeccién continua de energia tienden a asentarse rapidamente debido
al efecto de la gravedad, alcanzando un estado que recuerda al de
un so6lido. Por otro lado y como ya hemos comentado, mediante el
suministro de energia al medio éste puede también asemejarse en su
comportamiento a un fluido. Como ejemplo de comportamiento tipico
de sélido tenemos que al agitar durante un periodo de tiempo y de-
jar reposar después a un conjunto de granos, la fraccién de volumen
que éstos ocupan en reposo tiende a alcanzar un valor estacionario,
que depende de la intensidad de la vibracién aplicada y también del
estado inicial, de modo que se obtienen diferentes valores al realizar
la experiencia, aumentando o disminuyendo la fuerza. Este compor-
tamiento recuerda a los fenémenos de histéresis observados en vidrios
estructurales [12]. Cuando un medio granular se comporta como un
fluido, puede mostrar flujos y ondas superficiales andlogos a los de
un fluido molecular convencional. A pesar de estas semejanzas, los
medios granulares presentan una gran cantidad de fenémenos pecu-
liares, demostrando que son radicalmente diferentes a sus andlogos
moleculares. En este capitulo comentamos algunos ejemplos de estos
comportamientos peculiares observados en experimentos.

En los medios granulares en reposo, se observa que las fuerzas
entre los granos presenta una distribucién muy heterogénea, apa-
reciendo cadenas o arcos de fuerza a lo largo de las cuales las ten-

7



8 2. Fenomenologia de los medios granulares

siones son especialmente grandes, como puede verse en la figura 2.1.
Esto hace que el sistema muestre una gran sensibilidad a la posicién
exacta de las particulas en procesos como la transmisién de ondas
de presién [13]. Cuando los granos estdn apilados verticalmente en
un silo o en un recipiente suficientemente ancho, se encuentra que
la presién aumenta con la profundidad hasta que alcanza un valor
méaximo y constante [14], en contraste con los fluidos comunes donde
varia linealmente con la profundidad. Esto es debido a que los arcos
de fuerza hacen que aumente la presién sobre las paredes del contene-
dor, y por tanto las fuerzas de friccion estaticas, de modo que son las
paredes las que sostienen el exceso de peso. Otro ejemplo de compor-
tamiento atipico con respecto a los medios moleculares ocurre al echar
lentamente arena sobre una superficie horizontal de forma que se va
formando una montana cuya pendiente va aumentando. El proceso
continta hasta que el angulo que ésta forma con la horizontal alcanza
un valor maximo, denominado de estabilidad marginal, para el cual se
produce una avalancha de granos que termina al alcanzar este angulo
un valor de reposo, relacionado con el inicial por la diferencia entre
los coeficientes de friccion dindmicos y estaticos. Este proceso tiene
lugar en una delgada capa superficial del sistema de particulas, de
modo que aunque el movimiento de la capa superior parezca fluido,
la mayor parte del volumen del sistema se encuentra en reposo (ver
figura 2.1).

Los sistemas granulares fluidizados, esto es, a los que se les sumi-
nistra energia continuamente como para que muestren un compor-
tamiento fluido, pueden también exhibir una gran variedad de com-
portamientos peculiares dependiendo de su configuracién y del método
de inyeccién de energia utilizado. Por ejemplo, estos medios tienden a
segregar particulas de distinto tamano, a diferencia de lo que ocurre en
los fluidos convencionales en los que al agitarse se favorece la mezcla
de sus componentes. Otra peculiaridad es que bajo ciertas condiciones
presentan formacién de patrones, es decir, estructuras no triviales y no
uniformes espacialmente, que dependen débilmente de las condiciones
iniciales y de contorno.
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FIGURA 2.1: Izquierda: Distribucién de tensiones en un sélido granular.
Las zonas mas claras corresponden a fuerzas mas intensas. Derecha: Avalan-
cha en la que se puede apreciar la delgada capa donde tiene lugar el
movimiento de los granos. Figuras tomadas de la referencia [15].

2.1 Medios granulares fluidizados

La forma en la que se suministra energia al sistema granular es de
gran importancia en la dindmica y fenémenos que éste muestra. Asi,
por ejemplo, en las avalanchas, donde el sistema puede aprovechar la
energia potencial para transformarla en cinética, se ve que su forma
y duracién dependen del angulo de inclinacion de la superficie y de la
anchura de la capa involucrada. En sistemas en los que se aplican flu-
jos de aire o agua al medio granular a fin de fluidizarlo, aparecen una
gran variedad de patrones e inestabilidades. Aunque la interaccién
fluido-grano es muy relevante, en los sistemas secos y no cohesivos
se observan muchos fenémenos muy similares. En esta tesis nos cen-
tramos en estos medios ya que, a pesar de ser los mas simples de
los medios granulares, muestran una rica fenomenologia, de la que
comentamos algunos ejemplos a continuacion.

Una primera posibilidad es suministrar energia al sistema me-
diante paredes moviles. En contenedores cilindricos que rotan, la
energia se transmite a las particulas a través de la friccion con las pare-
des. Cuando el eje del cilindro se sitia verticalmente, la configuracién
estacionaria, para velocidades de rotacién moderadas, consiste en un
movimiento parecido al de sélido rigido en la zona central, y una capa
fluida, cuyo tamario crece con la velocidad de rotacién, formada por las
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particulas cercanas a las paredes. La configuraciéon donde el cilindro
rota alrededor de un eje situado horizontalmente suele utilizarse para
estudiar la segregacion en mezclas binarias distinguiéndose dos tipos,
la radial y la axial. En el caso de la segregacién radial las particulas
mayores son rapidamente expulsadas hacia las paredes [16]. Por otra
parte, la axial aprovecha este efecto y ordena en capas a lo largo del
eje los distintos tipos de granos en una escala de tiempo mucho mas
lenta [17], pudiendo llegar a mostrar estas capas un comportamiento
oscilatorio y ondas viajeras [18].

Un medio granular vibrado verticalmente, si la altura del sistema
es suficiente, presenta movimientos convectivos que, en el caso de un
contenedor cilindrico, consisten en un movimiento descendente cerca
de las paredes y ascendente en el centro. Este efecto se debe a que
las colisiones de las particulas con las paredes crean una fina capa
fluida en su cercania, de modo que su evolucién es més rapida que
la de la zona central. No obstante, mediante el cambio de la forma
del contenedor, puede alterarse el sentido del movimiento que pasa
a ser ascendente en las paredes y descendente en el centro. Este
tipo de inyeccion de energia da lugar también a segregacién, debida a
distintos mecanismos como el tamizado de las particulas, en el que las
mas pequenas pasan entre los huecos de las mayores, reorganizaciones
locales inducidas en la fase de dilatacion del vibrado, o los mismos
movimientos convectivos, que ayudan a transportar a la superficie las
particulas méas grandes, como ocurre en el efecto 'nuez de Brasil’ [19].

Los sistemas granulares multicapa vibrados verticalmente mues-
tran una gran variedad de patrones coherentes, observados inicial-
mente por Chladni [20] y Faraday [21], siendo necesario solo un grosor
del sistema de unas 10-30 particulas. Estos patrones guardan ciertas
similitudes con los observados en fluidos ordinarios. Las primeras
experiencias con este sistema se realizaron excitando una membrana
tensa con un arco de violin, y se observé que las particulas se concen-
traban cerca de las lineas nodales de las oscilaciones de la membrana.
El fenémeno observado se conoce como apilamiento, y se debe al efecto
del aire que circula entre los granos y que los arrastra al fluir hacia las
regiones antinodales de la vibracién. De hecho, el efecto desaparece al
hacer el vacio o aumentar el tamano de las particulas, siendo éste, por
lo tanto, un ejemplo de un comportamiento peculiar de gas granular
mojado.

En experimentos en vacio se ha visto como los sistemas multi-



2.1 Medios granulares fluidizados 11

8 M I R
- :**,i'?,S?RPE ED
7k “ < < {EXAGONS (1)
R
squares WAVES (f/4)
6 - qHC” slripes
T802%2e00%8tes
cols LET TN
5| ¢ . FLAT WITH KINKS
r 2
[ SRR I IR R S 4 LR R R e
4r "-»-»':E>69N§>>>>>>'

Squares  wWayES (t/2)
'
-.l.HI
5] .}
oon BE!!lgsnulll!l-
FLAT

stripes

; . . . ‘
10 30 50 70 S0 110
f (Hz)

FIGURA 2.2: Izquierda: Patrones representativos de capas granulares vi-
bradas verticalmente. Derecha: Diagrama de fases, en funciéon de la ace-
leracion y la frecuencia del vibrado, tipico de este tipo de sistemas. I es
un parametro adimensional que introduce la intensidad de la vibraciéon y su
frecuencia. Figuras tomadas de la referencia [6].

capa muestran, a partir de cierta aceleracion de la vibracion, ondas
estacionarias en su superficie como se muestra en la figura 2.2 [6]. Ini-
cialmente aparecen ondas subarmédnicas en la superficie del medio, en
las que valles y crestas se alternan en el tiempo a la mitad de frecuen-
cia que las oscilaciones de la superficie sobre la que se encuentran. Al
aumentar la aceleracion del vibrado, aparecen distintas estructuras
que oscilan con la misma frecuencia que las anteriores. En orden cre-
ciente de frecuencia aplicada, aparecen patrones que incluyen redes
cuadradas o hexagonales, oscilones y lineas. Los oscilones son ex-
citaciones localizadas semejantes a los solitones, salvo por su caracter
estacionario, y son semejantes a las que se pueden formar en liquidos
como el agua. Con un comportamiento parecido al de las particulas,
pueden interactuar entre ellas a una distancia del orden del tamano de
la estructura, de modo que si estdn en fase se repelen y se atraen en el
caso contrario, pudiendo formar estados ligados (figura 2.3) [22]. Al
seguir aumentando la aceleracién del vibrado, y para un amplio rango
de frecuencias, aparece una fase ordenada hexagonalmente, seguida de
otra compuesta por distintas zonas planas que vibran en contrafase,
pudiendo aparecer patrones periddicos en las fronteras entre regiones.
A mayores fuerzas de vibrado vuelven a aparecer los patrones cuadra-
dos, oscilones y lineas, pero vibrando a un cuarto de la frecuencia de
la inyeccién en vez de a la mitad. Finalmente, al seguir aumentando
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FIGURA 2.3: Oscilones formando diferentes estados ligados. Las zonas més
claras corresponden a zonas mas densas y las negras a huecos en el fluido,
puede verse como los oscilones se encuentran en contrafase. Figuras tomadas
de la referencia [1].

la aceleracién, el sistema muestra una fase desordenada.

Los sistemas vibrados horizontalmente muestran una menor riqueza
de comportamientos que cuando la inyeccion es vertical, aunque siguen
mostrando segregacién y patrones ortogonales a la direccién de vi-
bracién en su superficie.

2.2 Vibrado vertical de sistemas casi
bidimensionales

En lo que sigue nos restringimos a experimentos de submonocapas
de particulas idénticas y esféricas vibradas verticalmente. Hablamos
de una submonocapa en un vibrado cuando las particulas en reposo
sobre la superficie horizontal en configuracién hexagonal compacta no
llegan a cubrirla del todo. Si la superficie vibra verticalmente de modo
que la dindmica del gas, ya sea por limitaciones de los pardmetros
de la vibracién aplicada o por confinamiento de las particulas, tiene
un comportamiendo bidimensional efectivo al no poder saltar unas
sobre otras, decimos que la submonocapa es casi bidimensional. Es-
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tos sistemas se pueden estudiar experimentalmente mediante el uso
de camaras de alta resoluciéon y alta velocidad de captura, o medi-
ante simulaciones de dindmica molecular, con modelos realistas de
colisiones entre las particulas y de éstas con las fronteras. En los ex-
perimentos, ademéds de poder observar la dinamica del sistema, con
las imagenes obtenidas con las cAmaras se pueden obtener resultados
de las trayectorias de todas las particulas y sus velocidades, gracias a
las dimensiones del sistema. Para esto, las cAmaras de alta velocidad
tienen que tener una frecuencia de captura mucho mayor que la tipica
entre colisiones, aunque siempre existe una fuente de error al poder
darse mas de una colisidon entre capturas. Por otro lado, las simula-
ciones sirven, por ejemplo, para comprobar que los efectos dindmicos
observados no se deben a errores de la configuraciéon experimental,
o para estudiar estos sistemas en configuraciones inaccesibles o de-
masiado complejas experimentalmente. También pueden ayudarnos
a identificar los factores de la interaccion entre particulas o con las
fronteras mas relevantes en la dindmica real del sistema. Finalmente,
son un elemento esencial para contrastar y valorar las hipdtesis intro-
ducidas en el desarrollo de nuestra teoria.

Un comportamiento llamativo que tienen las submonocapas vi-
bradas verticalmente es que presentan distintas fases, tanto ordenadas
como desordenadas, y que aparecen para diferentes valores de los
parametros de vibrado. Dado el tipo de granos, la aparicion de los dis-
tintos patrones depende principalmente de la densidad de particulas
y de la dindmica de la superficie. La densidad se suele medir median-
te la fraccién de llenado p = N/Nypax, siendo N es el nimero de
particulas del experimento y Nz, €l nimero méximo de particulas
que caben en la superficie empaquetadas hexagonalmente. Los fac-
tores mas relevantes que caracterizan el movimiento de la superficie
vibrante son la amplitud A y la frecuencia angular w, no siendo muy
relevante la forma especifica en la que se realiza la vibracién. La onda
sinusoidal es la méas tipica en experimentos y simulaciones. En vez de
la amplitud y para introducir el efecto de la gravedad se suele utilizar
la aceleracion adimensional I' = Aw?/g. La relacién entre la tempe-
ratura granular y este parametro es en general directa, de modo que
al aumentar o disminuir la aceleracién de vibracién también lo hace la
temperatura. En el caso en el que el sistema se confina mediante una
tapa superior, es importante también la distancia reducida h = H — o,
donde H es la distancia de separacién entre las tapas y o el didmetro
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FIGURA 2.4: Diagrama de fases de una submonocapa de granos no con-
finada y vibrada verticalmente para dos fracciones de llenado diferentes,
p = 0.463 en el superior y p = 0.839 para la inferior. Para la segunda se
produce una transicion a una fase hexagonal ordenada. Figuras tomadas de
la referencia [7].

de las particulas, al estar directamente relacionado con la velocidad a
la que los granos ganan energia como consecuencia de la vibracion.

En ausencia de una tapa que confine verticalmente el sistema,
si la amplitud de la vibraciéon no es muy grande, las particulas no
alcanzan suficiente altura para pasar unas sobre otras y el sistema
presenta un comportamiento casi bidimensional. En estos sistemas,
para densidades bajas las colisiones entre particulas no son suficientes
como para que la energia transferida a los grados de libertad hori-
zontales supere a la disipada por friccién con la superficie, de modo
que el sistema no muestra ningtin movimiento horizontal relevante. Si
la densidad es suficiente como para que no se dé este efecto y para
aceleraciones altas, el sistema se comporta como un gas, mostrando
las particulas un movimiento erratico. Para frecuencias bajas, a me-
dida que se disminuye la aceleracion empiezan a aparecer pequenos
agregados de unas pocas particulas de didmetro que se disuelven en
cuestion de un cierto tiempo. Al continuar reduciendo la aceleracién,
los agregados empiezan a aumentar de tamano, volviéndose estables y
agrupandose en uno estacionario mayor, que coexiste con un gas for-
mado por particulas con mayor energia cinética, siendo la transicién
semejante a la de condensaciéon que se observa para sistemas mole-
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culares elasticos en equilibrio. En esta fase, denominada de colapso,
las particulas del agregado estdn ordenadas hexagonalmente, y se en-
cuentran practicamente en contacto continuo entre ellas y con la base.
Esta configuracion es posible gracias a la biestabilidad que surge de la
interaccion particula-superficie de manera que, en esta situacién, los
granos pueden mantenerse en reposo sobre la superficie, como pasa
en la zona ordenada, o rebotar periddicamente, como en el gas. Para
fracciones de llenado superiores y a frecuencias altas, aparece al variar
la aceleracién de la vibracion otra fase ordenada entre la gaseosa y la
de colapso, en la que las particulas también se ordenan con una dis-
posicién hexagonal monocapa, pero en este caso el cambio afecta a
todo el sistema, elimindndose la coexistencia de fases. Ademaés, las
particulas se encuentran continuamente en movimiento con respecto
a la superficie (figura 2.4) [7].

Para aceleraciones pequenas comparadas con la gravedad, la dis-
tribucién de velocidades horizontal de las particulas, al escalarla con
una velocidad caracterfstica vy = (2(v2)/m)'/2, donde (v?) es el se-
gundo momento, muestra el mismo comportamiento en todas las fases
con desviaciones respecto a la distribucion de Maxwell-Boltzmann.
Por otra parte, se observa una clara diferencia entre las energias
cinéticas asociadas al movimiento vertical y horizontal, estando esta
ultima relacionada con el inverso de la densidad [23]. En comparacion,
estas distribuciones estan mas pobladas para velocidades bajas, y
presentan colas proporcionales a exp (—\v]?’/ 2) pero, al aumentar la
aceleracién del vibrado, se encuentra que la distribucién se acerca
suavemente a la de Maxwell-Boltzmann a la vez que desaparece la
anisotropia en las temperaturas. La funcién de correlaciéon de pares
del sistema muestra mas variacion en las distintas fases al dar cuenta
de los efectos de orden, aunque cabe senalar que en la fase gaseosa
encontramos que la distribuciéon es muy parecida a la de un sistema
bidimensional de esferas duras en equilibrio, donde las correlaciones
se deben tnicamente a factores geométricos por exclusién de volumen.
A bajas aceleraciones, cuando aparecen las fases ordenadas, la estruc-
tura de la funcién da cuenta de ellas, aumentando su estructura. Si se
aumenta la aceleracién de vibrado muy por encima de la aceleracién
de la gravedad, la funcion de correlacién pierde su estructura y cam-
bia a un comportamiento tridimensional, como puede apreciarse en el
aumento de ésta para r < o en la figura 2.5. Esto se debe a que, al
poder alcanzar alturas mayores, pueden producirse colisiones més ver-
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FIGURA 2.5: Distribucién de velocidades (izquierda) y funcién de corre-
lacién de pares (derecha) para una submonocapa vibrada verticalmente para
distintos valores de la aceleracion, la leyenda coincide para ambas. Figuras
tomadas de la referencia [23].

ticales entre las particulas y también a una reduccién de la densidad
bidimensional efectiva del sistema.

Para eliminar en la medida de lo posible los complicados efec-
tos introducidos por la accién de la gravedad sobre las particulas,
en muchos experimentos se limita la altura del sistema confindndolo
con una tapa superior. Si se sitia ésta de modo que se encuentre
separada de la base una distancia menor que dos veces el didmetro
de las particulas, se tiene lo que se denomina un sistema confinado
en una geometria casi bidimensional. Para amplitudes de vibracién
pequenas, el sistema se comporta como en el caso sin tapa superior,
pero en esta configuracion podemos aumentar la fuerza del vibrado
sin perder el comportamiento bidimensional efectivo, dando lugar a
un mayor numero de fases (figura 2.6) [24].

En los sistemas confinados superiormente, a bajas aceleraciones
de vibracién, se observa un colapso con las particulas densamente
empaquetadas y en reposo como en la configuracion sin tapa e, igual-
mente, al ir aumentando la intensidad de vibracién, las particulas se
reordenan en una monocapa hexagonal salvo que ahora ocurre a fre-
cuencias mucho mas bajas. Esta diferencia se debe a que, en ausencia
de confinamiento, al aumentar la frecuencia a aceleracién constante
las particulas consiguen alturas maximas menores, siendo el compor-
tamiento més semejante al de un gas bidimensional. Al seguir aumen-
tando la aceleracién del vibrado, el sistema alcanza un estado fluido
y homogéneo, para un gran rango de frecuencias y empaquetamien-
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FIGURA 2.6: Izquierda: Diagrama de fases para un gas granular confinado
casi bidimensional vibrado verticalmente en funcién de la fraccién de llenado
y la altura reducida. Derecha: Diagrama de fases para un coloide de esferas
duras en equilibrio. Figuras tomadas de la referencia [24].

tos, hasta que empiezan a aparecer pequenos agregados de breve du-
racién. Estos terminan generando una fase estacionaria, formada por
una bicapa de particulas ordenadas con simetria cuadrada que vibran,
rodeada de un gas con mayor temperatura. Aparece también una fase
denominada buckling a densidades muy altas en la que las particulas se
ordenan en zig-zag. Para diferentes valores de la fraccién de llenado, y
variando la altura reducida o la aceleracién adimensional, las distintas
fases aparecen coexistiendo entre ellas o con los agregados ordenados
en una o dos capas (figura 2.7), teniendo estos siempre una energia
cinética mucho menor que el gas circundante [24].

El diagrama de fases de este sistema guarda cierto parecido con
el de los sistemas coloidales de esferas duras en equilibrio para den-
sidades y confinados semejantes (Figura 2.6). Por ejemplo, en los
coloides también aparece la fase de bicapa cuadrada, en este caso de-
bido a que en estos sistemas maximizar la entropia es equivalente a
maximizar el volumen libre, lo que se consigue con esta configuracién.
La principal diferencia entre ambos diagramas son las amplias zonas
de coexistencia de fases en el caso de la submonocapa. Esta se debe a
que en el sistema granular las zonas mas densas disipan energia mas
rapidamente, comprimiéndose asi mas los patrones que en el sistema
coloidal y por tanto requiriendo un mayor aumento de la densidad
general del experimento para que la fase pueda abarcar todo el sis-
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FIGURA 2.7: Iméagenes obtenidas mediante simulaciéon de distintas fases
que aparecen en las submonocapas confinadas vibradas verticalmente. (A)
Hexagonal monocapa. (B) Hexagonal bicapa en coexistencia con buckling.
(C) Cuadrada bicapa en coexistencia con gas. (D) Hexagonal bicapa en
coexistencia con gas. Figuras tomadas de la referencia [24].

tema.

La distribucién de velocidades para la monocapa confinada también
es tipicamente no maxwelliana, ademas de presentar diferencias en-
tre las temperaturas en las diferentes direcciones como en el sistema
sin confinar, aunque en este caso no se observa la transicién a la
distribucién de Maxwell para amplitudes de vibracion altas, aunque
se observa que la distribucién se termina volviendo independiente de
ésta. Como en el caso no confinado, tenemos que la energia de la fase
ordenada es mucho menor que la del gas y que la energia asociada
al movimiento vertical es superior a la horizontal, salvo que aqui el
resultado no se limita a amplitudes de vibracion pequenas.

La estructura de la funcion de correlacion de pares en este caso
es, salvo en las situaciones cercanas al colapso, practicamente indis-
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tinguible de la de un gas bidimensional de discos duros con la misma
densidad en el plano, lo que indica que las correlaciones se deben
unicamente a efectos de exclusién de volumen entre particulas. Al
igual que la distribucién de velocidades, la funcién de correlacién de
pares se vuelve independiente de la aceleracion del vibrado para valo-
res altos de ésta, mostrando una mayor estructura cuando se forman
los agregados, como en el sistema no confinado.

Podemos concluir que los medios granulares en general muestran
una gran variedad de comportamientos, yendo desde su comportamien-
to semejante al de solidos o fluidos moleculares hasta los fenémenos
particulares como los atascos o formacion de patrones. En esta linea es
interesante notar como, a pesar de su aparente simplicidad, un medio
granular consistente en un conjunto de esferas idénticas, no cohesivas
y secas, puede mostrar una gran variedad de fases y comportamien-
tos, para las que no existe un modelo matema&tico consistente hasta
la fecha.






Capitulo 3

Modelo colisional efectivo
y estado homogéneo

3.1 Descripcion del modelo

En este capitulo planteamos las bases tedricas para nuestro estudio
del gas granular vibrado confinado casi bidimensionalmente. Como
modelo para el medio granular utilizamos un sistema de esferas duras
idénticas de masa m y didmetro o, no cohesivas y con un coeficiente
de restitucion normal «, de modo que el resultado de la colisién entre
particulas viene caracterizado por la conservacién de la cantidad de
movimiento y la relacién

Viy 6 =—aviy-o. (3.1)

En esta expresién, que no es mas que la definicién del coeficiente
de restitucién normal «, que puede tomar valores entre 0 y 1 corres-
pondiendo este ltimo al caso elastico, & es el vector unitario que
apunta del centro de la particula 2 al de la 1 cuando éstas se encuen-
tran en contacto, y viz y vy son las velocidades relativas antes y
después de la colision respectivamente. En la figura 3.1 se representa
esquematicamente la descripcion de una colision.

La definicion a efectos de la colisién es equivalente a:

21
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FIGURA 3.1: Colisién ineldstica entre particulas idénticas con la ley de
reflexién dada en (3.1).

1+«
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1+«

Vi = V)=V — (vig - 6)5,

/ AN A
Vo — Vo = Vo + (viz - 6)6, (3.2)
A partir de aqui, se obtiene facilmente que la variacién de energia
cinética Ae en una colisién viene dada por

1 —a?

4

donde podemos ver que para 0 < a < 1 esta variacién es negativa. Por
lo tanto, es necesario inyectar energia al sistema para obtener un es-
tado estacionario no trivial, y tenemos que estudiar cémo afecta a las
particulas el método de inyeccion de energia que usemos. Un primer
ejemplo de modelo tedrico de inyeccién de energia en un sistema de
este tipo es el termostato estocastico, propuesto por Williams y Mac-
Kintosh [25], donde las particulas son calentadas uniformemente por
un bano estocastico que actia de forma independiente sobre cada una.
Con este método de inyeccion, se ve que el sistema alcanza un estado
estacionario en el que surgen expontaneamente zonas mas densas que,
en general, desaparecen paulatinamente [26-28]. Aunque el modelo
resulta relevante tedricamente al permitirnos estudiar las propiedades

Ae=—-m (vig - &), (3.3)
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del sistema en un estado estacionario de no equilibrio, tiene el incon-
veniente de que no conserva la cantidad de movimiento, y, ademas,
es dificil de relacionar con los estudios experimentales. Centrandonos
en los sistemas vibrados confinados casi-bidimensionalmente, la trans-
misién de energia de los grados de libertad paralelos a la vibracién a
los perpendiculares ocurre a través de las colisiones entre particulas.
Basandose en ello se ha formulado otro modelo [29] en el que, para
un sistema de particulas que interaccionan segin (3.2), se considera
el coeficiente de restitucién normal como una variable aleatoria, pu-
diendo tomar valores superiores a 1. De esta forma vemos en (3.3)
que se puede ganar energia en las colisiones, ademas de que si, pro-
mediando sobre la distribucién de valores de «, se cumple o2 = 1, el
valor medio de la energia se mantiene constante. Con este modelo,
sin embargo, el sistema carece de una escala intrinseca de energia, y
la energia total del sistema se comporta como un caminante aleatorio,
de modo que no se alcanza un estado estacionario.

En general, si queremos una regla de colisién efectiva que intro-
duzca el efecto de la vibracién directamente en las colisiones, ésta
debe reproducir lo més fielmente posible la dinamica del sistema en
el plano perpendicular al vibrado, eliminando ademés las variables
paralelas a éste. Separando en la regla de colisién (3.2) los grados
de libertad perpendiculares a la direccion del vibrado y los paralelos
para la particula 1, obtenemos:

1+« N 1+a .
VllJ_ =Vi| — T(l — Uﬁ)(vlgj_ . O'J_)O'J_ — 1-— Uﬁ(VmHUH)O'J_
14+« 14+« .
V/1H :'U1|| — UﬁVle — ? 1-— Uﬁ(V12J_ . O'J_)UH, (3.4)

donde o y o) son las componentes de & perpendicular y paralela a la
direccién del vibrado, cumpliéndose que 03_ + aﬁ = 1. En la regla de
colision para las distintas direcciones los dos primeros términos son
el andlogo, en dimensién menor, a la regla de colisién (3.2) con la
diferencia de los factores que dependen de 02‘ en el segundo. El tercer
término es el que corresponde a la transferencia de momento entre la
direccién paralela al vibrado y la perpendicular que, como es légico,
se anula para colisiones totalmente paralelas u ortogonales al vibrado.
El modelo en el que basamos nuestro estudio, propuesto por Brito et
al. [11], propone la regla de colisién efectiva:
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/ 1+« a N a N
ViL=Vii s (Vigl -61)61 + A6,
/ 1+a a o\ a .
Vo = Va2t 5 (Vig1 -61)61 — A6, (3.5)

siendo A un parametro positivo con dimensiones de velocidad. Com-
parando con (3.4) vemos que, a diferencia de en el modelo del coefi-
ciente de restitucién aleatorio, en este caso aparecen tanto los términos
de colisién habituales como el término de transmisiéon de energia a los
grados de libertad perpendiculares. En estos términos las variables
asociadas a la direccién de vibracién, o y v19), son sustituidas por el
parametro efectivo A, que estd asociado con la inyeccién de energia.
La validez de esta aproximacién es dificil de justificar a priori, aunque
el hecho de que el modelo se formule como un modelo colisional efec-
tivo lo hacen atractivo y apropiado para su estudio tedrico mediante
técnicas de mecéanica estadistica de no equilibrio y teoria cinética.

Con la regla de colisién (3.5), en la que a partir de ahora ob-
viamos el subindice L al restringirnos en lo que sigue al movimiento
en el plano, se tiene

Vg 0 = —aviy - 6+ 2A, (3.6)

de forma que la velocidad relativa de dos particulas que chocan siem-
pre aumenta en 2A en la direccién de la colisién con relacién al caso
puramente ineldstico (sin inyeccién de energia). Por otra parte, la
variacion de energia en una colisién viene dada por

1—a?

Ae=m |A? —aAvyy -6 — (vig-6)%|. (3.7)
Puede verse que, con esta regla de colision, el sistema gana energia

en aquellas colisiones con vis - & < 2A/(1 — «), perdiéndola en caso

contrario. De este modo es posible alcanzar un estado estacionario.

3.2 Ecuacion de Liouville

En esta seccién nos centramos en presentar la formulacién de Liou-
ville [30] para la dindmica de un sistema de esferas duras e ineldsticas
que interaccionan segun la regla de colisién (3.5). Como la condicién
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para que se dé una colisién entre esferas duras, esto es, la identifi-
cacién del cilindro de colisién, es la misma independientemente de la
regla de colisién entre las particulas siempre y cuando la interaccién
sea de tipo esfera dura, tenemos que el generador de la dindamica de
un punto del espacio fasico del sistema compuesto por N particulas
I' = {x1,x2,...,xn}, con x; = {r;, v;}, es el mismo que para un sis-
tema de particulas eldsticas [31,32]. De este modo, la evolucién de
una funcién del espacio fésico A(T") viene dada por:

A, 1) = AT(t)) = expt™+ ™) A(D), (3.8)

donde el sistema se encuentra inicialmente en el punto I'. El generador
de la dindmica, L., para un sistema de N esferas duras y lisas en d
(2 6 3) dimensiones tiene la forma:

N

0

LT =) vi o > Ti(xi,xg), (3.9)
i=1 ' 1<i<j<N

con

T+(Xi,Xj) == O'd_l/dOA'Q(—VZ'j-&)|Vz'j-0A'|5(I'ij—(3')[ba(i,j)—l]. (310)

Aqui, 6(x) es la funcién escalén de Heaviside, que vale 1 cuando
el argumento es positivo o nulo y 0 en otro caso, y bs(i,j) es un
operador que sustituye las velocidades de las particulas i y j por sus
valores postcolisionales, dados en nuestro caso por (3.5), y es el tinico
punto donde aparecen los detalles de la regla de colision. En el ope-
rador (3.9), el primer término corresponde al movimiento libre de
las particulas, mientras que el segundo, donde aparece el operador
de colisién T’ (x;,%;), describe las interacciones binarias entre ellas.
Aunque esto nos da la evolucién general del sistema a partir de una
configuracién dada, fisicamente es necesario introducir una funcién
W({r;}) de modo que entre los estados iniciales no se incluyan con-
figuraciones fisicamente imposibles, en que las particulas se solapen.
Esta funcién se define entonces como:

wrh) = [[ 00 -o), (3.11)

1<i<j<N

de forma que solo tenemos que considerar:

AT, t) = W({r;}) exptt+T) A(D). (3.12)
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En general, a partir de la funcién de distribucién del sistema de
N particulas p(I"), el valor medio de una funcién del espacio fésico se
obtiene mediante:

() = [ ACp)A1) = [ drp@)W ([} exp'™ O AD).
(3.13)

Aqui la dependencia temporal se encuentra en la funcién A(T,t).
Es conveniente hacer que la dependencia temporal se encuentre en la
funcién de distribucién definiendo otro generador Ly (") que cumpla:

[arBOWRLADAT) = [ L OBOW {rpAR)
(3.14)

Para funciones arbitrarias A(I') y B(I'). En el Apéndice A se
describen los detalles que llevan a identificar este operador como

N

L+(F):—Zvi~;+ > Ti(xixg), (3.15)

° r; —
=1 1<i<j<N

donde ahora aparece el operador de colisién adjunto

T+(Xi,X]’) :O'd_1 /dc}[ﬁ(v” - — 2A)|V” - — 2A|6(I‘Z] — &)X

x o 2b (i, j) — O(vij - 6)|vij - 6|6 (rij + &), (3.16)

Aqui b,1(i,7) es el operador inverso de by (i,j) y sustituye las
velocidades v; y v; por sus valores precolisionales, v} y v;'f:

1+« va AL
VI%VI—VI—W(VU U)U"‘E 5

1+ o~ AL
Vi = Vi =va+ 2aa(vlj~0')0'—ga. (3.17)

Con este nuevo operador podemos pasar la dependencia temporal
a la densidad de probabilidad
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= /de(I‘,t)A(F). (3.18)

En general, trabajando con esta expresiéon, podemos obviar la
funcién W({r;}) y considerarla introducida en la densidad de proba-
bilidad inicial de modo que identificamos:

p(I,t) = exp™+®) (D). (3.19)

Derivando con respecto al tiempo, tenemos que la funcién de dis-
tribucién del espacio fasico obedece la ecuacién de pseudo-Liouville:

o
[ — L+(F)] p(T',t) =0. (3.20)
ot
A continuacion pasaremos a una descripcién en términos de fun-
ciones de distribucién reducidas. Definimos f; (I = 1,...,N — 1)
como:
N!
fl(Xl,...,Xl,t) = Uv_l)'/Xm+1dXNp(F,t) <321)
A partir de la integracién de las variables {x;41,...,xx} en la

ecuacién de evolucién (3.19) obtenemos la jerarquia de ecuaciones
BBGKY [33-35]:

[gt —Z+(X1, . ,Xl):| fl(Xl, . ,Xl,t) =

!
Z/dXZ—HT—i- (Xiy X141) fre1 (X1, X415 1) (3.22)

La primera ecuacién de esta jerarquia es

[(gt +vi- 881-1] fi(xi,t) = /dX2T+(X17X2)f2(X17X2>t)' (3.23)
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Para obtener una ecuacion cerrada para fi(xy,t) necesitamos una
expresion que relacione fo(x1,X2,t) con ella. La aproximacién més ha-
bitual es despreciar las correlaciones de velocidad entre dos particulas
en el instante anterior a la colisién, lo que se conoce como hipdtesis
de ”caos molecular” [36]. El hecho de que solo haya que tener en
cuenta la contribucién precolisional se puede apreciar reescribiendo el
operador de colisién adjunto (3.16) como:

T (xi,xj) =o"! /d&5(rij —0)[[vij - & — 2A|a®b, " (i, §) —
— |vij - 6]]O(=vyj; - 6), (3.24)
donde se ha utilizado que
O(vij - & — 20)b, " (i, ) = by (i, ))8(—vi; - &), (3.25)

resultado que se obtiene directamente de la accién del operador b, (i, 7).
En esta expresion se observa como, debido al factor 6(r;; —o)O(—v;; -
0) que aparece, solo es relevante la informacién anterior a la colisién.
Con esto, en la teoria revisada de Enskog, para cerrar la ecuacién para
f1(x1,t) se utiliza la aproximacién [37,38]:

(S(I'Z'j - U)@(*Vij : &)fg(xl,XQ,t) ~ 6(rij — U)(“)(*Vij . &)X
X gE[rl,r2|n(r,t)}fl(Xl,t)fl(Xz,t), (326)
siendo gg es la funcién de correlacion de pares en equilibrio, que puede
ser determinada en términos de la funcional de energfa libre para un
estado inhomogéneo [39], y n(r,t) el campo de densidad de no equi-

librio en el instante ¢ [40]. Introduciendo (3.26) en (3.23) obtenemos
la ecuacién de Enskog [41,42]:

[8 + vy - 8] fi(x1,t) = /dx2T+(X1’X2)X

8t 8[‘1
x gg[r1,r2|n(t)] fi(x1,t) fi(xe, ).  (3.27)
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3.3 Estado estacionario homogéneo

Una vez hemos obtenido la ecuacién de Enskog (3.27), vamos a
analizar si dicha ecuacién predice la existencia de un estado esta-
cionario homogéneo y cuales son sus propiedades en caso de existir.
Comenzamos definiendo las variables adimensionales

r; V; A
= — P = —, —t, 2
%=, wi =+ T Et (3.28)

donde ¢ = (no?1)~!, siendo n = N/V la densidad media del sis-
tema. De este modo pasamos a trabajar en el espacio fasico I =
{Xi,...,Xn}, con X; = {q;,w;}. La funcién de distribucién en el
espacio fasico escalado se relaciona con la anterior mediante

AT, ) = (LA)™Np(T, t), (3.29)
y su ecuacién de evolucién podemos reescribirla como

5 - LD a0 =0 (3.30)

Ahora el pseudo-operador de Liouville viene dado por

L= w ot Y Ti®%) (331
=1

L 1i<<N

T+(§i7§j) =51 /d&[&(w” - O — 2)|wij - — 2‘(5(q2~j — &)X
x o by (i, §) — O(wsj - 6)|wi; - 616(ay; + )] (3.32)

Noétese que la regla de colision no cambia con el escalamiento. Con
esto hemos eliminado toda la dependencia en A de las ecuaciones, de
modo que en un posible estado estacionario, la dependencia respecto
de este parametro del valor medio de una funcién homogénea de grado
a de la velocidad viene dada por

(A{vit)st = (A{Awi}))st = AY(A{wi}))st- (3.33)

En un estado homogéneo el campo de densidad vale n en todos
los puntos y, al ser un estado traslacionalmente invariante, podemos
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suponer que estamos en un sistema de referencia en el que el campo
de velocidades es nulo. Finalmente, la temperatura estd dada por:

N N
dNT, mv? ~mw? _ ~
5 :<§: 2):A2§: d 5 (') =
=1 =1
mA2 ~
= /dwlw%fl,s(fﬂl)» (3.34)

donde 1 = nt?, ﬁs(f) es la funcién de distribucién adimensional del
sistema en el estado estacionario. Las funciones de distribucién re-
ducidas se definen a partir de py como en la ecuacién (3.22), salvo
que utilizando las variables fasicas adimensionales. Por otra parte,
vemos que Ty /A? es una funcién tinicamente de o, de acuerdo al es-
calamiento del sistema realizado anteriormente. Para el valor medio
de A2 N, 24 tenemos a partir de (3.30) que en el estado esta-
cionario:

Z/ ”Wz Lo (D)p,(T) =0, (3.35)

lo cual, despreciando efectos de contorno, es equivalente para un es-
tado homogéneo a

/dx1 /de T (%1, %) [m(wl +w2)} } Fos(%1,%2) = 0, (3.36)
donde

T (1, %) = 507! [ d6t(-wy- o)l - 513(ars — 3)ba(1,2) ~ 1)
(3.37)

Utilizando la aproximacién de Enskog en la ecuacién (3.36), defi-
niendo

P(w) = fr,s(X)/7, (3.38)

y realizando las integrales angulares en &, resulta

1/2,,, 2 _ 2y 3
w12 T % quw (1—a*)w
/dwl/dwz [F iy T d+212 - 713 12| p(wr)p(ws) = 0.

(3.39)



3.3 Estado estacionario homogéneo 31

Para continuar nuestro estudio, tenemos que proponer una forma
funcional para ¢(w) a fin de realizar las integrales. Definimos la ve-

locidad térmica estacionaria en unidades de A como wg = ;ng y

escalamos con ésta la funcién de distribucién, obteniendo

(c) = wie(ew), (3.40)

QT“ , es la velocidad en unidades de la

donde ¢ = v/vg 5, con vg o =
velocidad térmica estacionaria. Tanto en sistemas granulares aislados
como excitados se ha visto que, en ciertas condiciones, la funcién de
distribucién ¢(c) no difiere mucho de la distribucién gaussiana [43—46].
Suponemos que ésto sigue aplicindose en el estado estacionario de
nuestro sistema. Se trata de una aproximacién que tendremos que
comprobar posteriormente a partir de los resultados que obtengamos.
Proponemos entonces un desarrollo de la funcién de distribucion en

polinomios de Sonine S (x), relacionados con los polinomios gene-

ralizados de Laguerre mediante la relacién SU)(z) = L;l/ ) [47).
Asi pues, escribimos:

9 (c) ZajS(j) (¢?), (3.41)
§=0
con
0D (c) = 72, (3.42)

Los polinomios de Sonine pueden escribirse en la forma [48]

! +d/2 )
§ (j—r) {T'F T/Jr)d/Q)( z)’, (3.43)

y cumplen la relacién de ortonormalidad
, y ['(j+d/2)
(0) D2 gl (2y = M T 225
/dw>(@5 (@S = (3.44)
Por la condicién de normalizacién de la funcién de distribucién

tenemos que ha de ser ag = 1, y por la definicién de la temperatura
ha de ser

d
@%:/mﬁwazy (3.45)
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lo que lleva a que a1 = 0. De este modo el primer coeficiente del desa-
rrollo que no estd identificado es as. Este coeficiente esta relacionado
con el cuarto momento de la distribucién mediante:

A
as = dé;‘Fé) -1, (ch) = /dcc4¢>(c). (3.46)

Cortando en éste término el desarrollo en polinomios . Utilizamos
en lo que sigue para la distribucién de velocidades escalada la llamada
primera aproximacién de Sonine:

o(c) = e O[1 4 a8 (?)]. (3.47)

Al haber eliminado toda dependencia explicita de A en la ecuacién
(3.39) tenemos que ag no puede depender de este pardmetro, de modo
que para el estado estacionario el valor de dicho coeficiente es una
funcién tnicamente de o. Suponemos en lo que sigue que |as| < 1,
de modo que en los célculos despreciamos los términos no lineales en
as. Hay que tener en cuenta que esta hipdtesis tampoco es justifica-
ble a priori, y tendrd que comprobarse su consistencia al obtener los
resultados. Con estas aproximaciones, puede realizarse la integral en
la expresién (3.39) obteniendo:

1—a? 3as \ 1/2 as
5 <1 + 16> Wi — (5) awg— 1+ —= =0. (3.48)

A partir de aqui, podemos expresar wg en funcién de as y «.
Reteniendo solo con los términos lineales en as se llega a

m/2a
con g 12
y

_ 8(1—a?) + 3ma? 1 1/2 3
Bla) ===, {[4 g~ } BT

Hace falta otra expresiéon que relacione wgy y ae para poder des-
pejar ambas incégnitas. Para encontrar esta relacion operamos de
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forma similar a como hemos encontrado la expresién para wy. La
ecuacion de Enskog para el estado estacionario homogéneo toma la
forma:

/dwg /d&[&(wlg 6 —2)(wi2- 6 —2)a by (1,2)—
— 0((.«112 . &)(wlg . &)]gb(wl)d)(wg) =0. (352)

Multiplicando esta ecuacién por wi e integrando para w; resulta:

/dwl/dwg/da'(;ﬁ(wl)(b(wﬁa(—wm -&)X
X |wig - &|[be(1,2) — 1](w +wi) = 0.  (3.53)

Las integrales que aparecen en esta ecuacién, se calculan utilizando
de nuevo la primera aproximacién de Sonine para la funcién de dis-
tribucién de velocidades y despreciando los términos no lineales en
az. Con esto, tras unos calculos directos pero tediosos, se obtiene una
ecuacion, lineal en as y con diferentes potencias de wp, que omitimos
debido a su complejidad y a que aporta poco al desarrollo tedrico.
Sustituyendo la expresion que tenemos para wg en la ecuacién y des-
preciando siempre los términos no lineales en as, se obtiene una ex-
presién para as(a), la cual introducimos en (3.49) para obtener una
expresién de wp como funcién de « [49]. El resultado obtenido es
matematicamente complicado y poco puede apreciarse en la expresién
completa de as, de modo que tnicamente presentamos su desarrollo
hasta tercer orden en términos de 1 — o2, vélido para pequenas inelas-
ticidades:

az(@) = pr(1 —a?) + pa(1 — a?)? + p3(1 — a?)?, (3.54)
donde los coeficientes vienen dados por:

1

VIEEEVE (3.55)

p1=—

—24 4 d(24 — Tr) + 137
32(d — 1)%m ’

p2 = (3.56)
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—384 + 1647 — 4972 + 2d(384 — 1307 + 72)
Ps = 256(d — 1)372 *
d?(—384 + 967 + 1172)

256(d — 1)372

(3.57)

Las ecuaciones 3.49 y 3.54 proporcionan una expresion explicita
para la temperatura estacionaria en el limite de bajas inelasticidades.
Para valores pequenos de «, hay que utilizar la expresion completa de
az(«) obtenida mediante el procedimiento indicado arriba.

3.4 Simulaciones

Para contrastar los resultados obtenidos realizamos simulaciones
del sistema efectivo en dos dimensiones, con la regla de colisién (3.5),
mediante el método desarrollado por Bird de simulaciéon directa de
Monte Carlo (DSMC) [50,51]. El método reproduce la dindmica de un
gas diluido descrito por la ecuacién de Boltzmann [52-54] generando
trayectorias tipicas que se dan en el gas a bajas densidades y no la
dindmica Newtoniana del sistema como se hace en dindmica molecu-
lar. En la practica, esto se consigue dividiendo el sistema en celdas,
de modo que en cada una de ellas se reproduce de forma determinista
el movimiento libre de las particulas, mientras que las colisiones se
tratan de forma estocastica. En concreto, para estas simulaciones se
han utilizado N=1000 particulas, aunque para las simulaciones del
método DSMC esto solo implica una mejora de la estadistica, pues el
limite de baja densidad es inherente al algoritmo. Ademads, se ha pro-
mediado sobre distintas realizaciones o trayectorias independientes,
yendo el niimero de éstas desde 10, para obtener los valores de distin-
tos momentos de la velocidad, a 5000, para generar la distribucién de
velocidades.

En la figura 3.2 se representa la temperatura del sistema en el es-
tado estacionario para distintos valores de «.. Los puntos representan
el cociente entre la temperatura obtenida de las simulaciones y la que
se obtiene tedricamente suponiendo que la distribucién de velocidades
de las particulas es gaussiana, la linea discontinua es la predicciéon
tedrica para dicho cociente, obtenido de la ecuacién (3.49) utilizando
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1.06 T T T T

FIGURA 3.2: Temperatura estacionaria obtenida con la aproximacion de So-
nine, normalizada con la obtenida con una distribucién gaussiana, en funcién
de a. La linea a trazos corresponde a la prediccién teodrica obtenida y los
puntos a los resultados de simulacién.
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FIGURA 3.3: Valor estacionario del coeficiente as como funcién de «. Los
puntos corresponden a los resultados de simulacién DSMC y la linea continua
es la prediccién tedrica incluyendo toda la dependencia en «a, mientras que
la linea a trazos corresponde a la aproximacién dada por la ecuacién (3.54).
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Ing,

FIGURA 3.4: Distribucién de velocidad marginal en el estacionario para o =
0.9 (izquierda) y o = 0.5 (derecha). La linea continua (negra) corresponde
a los resultados de simulacién, la linea a trazos (negra) a la distribucién
de Maxwell y la linea punto-trazo (roja) a la distribucién obtenida con la
primera correccién de Sonine (ecuacion 3.47).

el valor tedrico obtenido para as(«) (mediante el procedimiento des-
crito en el apartado anterior), y la linea continua solo se representa
como guia. Los valores estacionarios de a9, en funcién de «, se repre-
sentan en la figura 3.3. La linea continua corresponde a la prediccién
tedrica y los puntos a resultados de la simulacién. Se consideran dis-
tintos valores de A, poniéndose de manifiesto la independencia de as
respecto de dicho parametro. La linea a trazos corresponde al desarro-
llo para bajas inelasticidades dado por (3.54).

Lo primero que observamos, tanto en los resultados analiticos
como de simulacidn, es que el valor del coeficiente as(«) en el estado
estacionario cumple, especialmente para valores cercanos al limite
eléstico, la condicién de ser pequenio para todo el rango de valores
de a. De este modo se valida la hipdtesis utilizada en el desarrollo de
la teoria. El acuerdo entre los resultados de simulacién y los calculos
tedricos es bastante bueno para este valor del coeficiente de resti-
tucién, al igual que sucede con la temperatura estacionaria. Con
respecto a esta ultima vemos como, aunque pequena, la correccién
debida al comportamiento no gaussiano de la distribucién de veloci-
dades es claramente identificable.

Con vistas a comprobar también la validez de la aproximacién
de Sonine para la distribucién de velocidad, se ha obtenido en la
simulacién la funcién de distribucién de velocidades marginal para
una componente definida como,
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palen) = [ deyelc) (3.58)
que en dicha aproximacién toma la forma:
3
wz(cy) & go(o) (cz) [1 + % <cﬁ —3c2 + 4” . (3.59)

Los resultados se presentan en la Figura 3.4, en la que se com-
paran las distribuciones obtenidas mediante simulacién (linea con-
tinua) con la prediccién tedrica obtenida (linea punto-trazo) y con la
distribucién de Maxwell (linea a trazos). De nuevo puede apreciarse
como la funcién de distribucién se separa claramente del compor-
tamiento gaussiano. Se observa también como esta desviacién es en
general satisfactoriamente descrita por nuestra aproximacién, incluso
para o = 0.5 (derecha), valor aproximado para el cual |as| es maximo
disminuyendo a priori la validez de nuestro desarrollo. Se trata desde
luego de un valor que corresponde a particulas muy inelasticas.






Capitulo 4

Dinamica homogénea y
efectos no lineales

Una vez caracterizado el estado estacionario homogéneo mediante
el valor de la temperatura y la desviaciéon del comportamiento gau-
ssiano a través del coeficiente as del desarrollo en polinomios de So-
nine de la distribucién de velocidades, nos centramos en estudiar la
posible existencia de estados homogéneos no estacionarios. En un
fluido ordinario, donde la energia se conserva, tenemos que en un es-
tado homogéneo los campos de densidad, velocidad y temperatura
quedan determinados por la condicién de homogeneidad, y ninguno
de ellos puede depender del tiempo. En un medio granular, en el que
se disipa energia en las colisiones, si puede variar la temperatura en el
tiempo en los estados homogéneos, y por lo tanto podemos hablar de
hidrodindmica homogénea. Esta hidrodinamica ha sido estudiada en
el caso de un medio granular libre, no confinado, existiendo un estado
homogéneo de enfriamiento de referencia que resulta ser inestable en
ciertas condiciones [9,55]. En el caso del sistema bidimensional con
la regla de colisién efectiva que estamos estudiando, al aparecer una
temperatura estacionaria no nula, tenemos que se pueden observar es-
tados homogéneas tanto de calentamiento como de enfriamiento, de-
pendiendo de si el sistema tiene inicialmente una temperatura menor
o superior a la del correspondiente estado estacionario.

39
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4.1 Hidrodinamica homogénea

Como ya hemos comentado, si nuestro sistema se encuentra en
un estado homogéneo, las ecuaciones de balance implican que el tnico
campo hidrodindmico que puede variar en el tiempo es la temperatura,
que en un estado de este tipo se define como:

1

T(t) = — /dvlmv%fl(vl,t). (4.1)

Tomando segundo momento de la velocidad en (3.23) obtenemos
la siguiente ecuacion para la evolucién de la temperatura:

oT(t)
T = 1), (42)

donde ((t) es la velocidad de cambio de la temperatura, debida a la
ganancia o perdida de energia en las colisiones, y viene dada por la
expresion:

d—1
C(t) = — Zl;(t)d/dvl/dVQ/d&Q(Vlg'&)’Vlg'a”

1—a?

X |:A2 +OZAV12 o~ (Vlg . 6')2:| fg(I‘l,Vl,I‘l —|—0’,V2,t).

(4.3)

El término que aparece entre corchetes en el integrando es el cam-
bio de energia en la colision por unidad de masa, como puede apre-
ciarse comparando con la ecuacién (3.7). Como ya comentamos esta
cantidad puede ser positiva o negativa, dependiendo de la velocidad
relativa de las particulas. Consecuentemente la velocidad de variacién
de la temperatura puede ser también positiva o negativa, en contraste
con lo que sucede en sistemas granulares sin inyecciéon de energia en
los que solo se puede perder energia y ((t) se denomina por lo tanto
velocidad de enfriamiento.

Una condicion suficiente para la descripcién hidrodinamica del sis-
tema es que éste admita una solucién normal, en la que toda depen-
dencia temporal ocurre a través de los campos hidrodindmicos [48,56].
En nuestro caso este campo es la temperatura, al ser el tinico que varia.
Introducimos las variables adimensionales:
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V; * _ A
(@)’ e S

siendo ¢ = (no y vo(t) = /2T(t)/m. En estas unidades la
densidad de probabilidad del sistema tiene la forma:

r;

dfl)fl

pi({a ei}, A) = [too(0)] Y pr ({€a;, vo(t)ei} ), (4.5)

donde el subindice H indica que nos referimos a un resultado valido
para la hidrodindmica homogénea. Del mismo modo las funciones
de distribucién reducidas de [ particulas, definidas en (3.22), vienen
dadas en estas unidades por:

fraai, i}, A) = [too ()] fr, ({ri, vi}, 1). i=1,...,0. (4.6)

Introduciendo la forma adimensional de p}; en la ecuaciéon de
pseudo Liouville obtenemos

o 2 z; dc; (eipy) + A O = L. (T")pyy, (47)

donde se ha utilizado que toda la dependencia temporal ocurre a
través de la temperatura y por tanto de las variables ¢ y A*. Definiendo
ot =oc/lyn* = nt?, la velocidad de cambio de la temperatura queda:

*(d—1)
(o, AY) ggf(i)) _ 20 /dcl/ch/dUH Cig -

1—
X |c12 - o] [A*Q + alA*ciy- 6 — o

(cr2- 0)2]
X f;H(thl,ql"’_U*,CQ,A*)- (48)

El pseudo operador de Liouville y el operador de colisién toman
la forma

ZcZ —+ Z T (4,7), (4.9)

i 1<i<j<N
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T (i,j) = o™V /d?f[H(clz L& —20%)(c12 - & — 2A%)5(qy; — )

x o b, (1,2) = O(c12 - 6)c1z - 60(q; + o).
(4.10)

Por tdltimo, el cambio de velocidades en una colisiéon viene deter-
minado por

_ . 1+« AN
bolclzclzcl— %0 (C12'0')0'+E0',

1 A*
b;102 = C; =Cy + 2—;(1((:12 . 6’)5’ — Fé’ (4.11)

A partir de la ecuacién de evolucién de la densidad de probabilidad
del sistema obtenemos mediante integracién la jerarquia de ecuaciones
BBGKY para las funciones de distribuciéon reducidas. La primera
ecuacion de esta jerarquia es:

¢*(a, AY)

0 * * * 0 % N
2 {(%1 . [clfl,H(CbA N+ A @fl’H(cl’A )} =

/ das / dexT' (1,2) ff m(r, c1, @ e, A%). (4.12)

Utilizamos para cerrar la ecuacién para f{ ; la aproximacién de
K
Enskog, que en este estado y unidades puede escribirse como

5(Q12 - U*)g(icm ’ &)fQ*,H(qlv €1, 43, C2, A*) ~
n*

5(q12 — 0*)0(—c12 - 6)ge(o, n)n*2p(c1, A*)P(c2, A*),
(4.13)

donde hemos utilizado que en un estado homogéneo ff, gla,c,A") =
n*¢(c, A*) y ge(o,n) es la funcién de correlacién de pares homogénea
en contacto y en equilibrio. Introduciendo (4.13) en (4.12), resulta

DS 4 (oot len, A7)+ A

(pla, A7) { 9
dc

s ia(er A7) | = Jpelo]

(4.14)

Aqui el subindice B indica que la cantidad se calcula en el limite

diluido de Boltzmann. Para la velocidad de cambio de la temperatura
y el término de colisiéon obtenemos las expresiones:
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Cpla, AY) = —/dcl/ch/dO'H Ci12 - 0)|ci2 - 7

y [A*Q Falen 6 - L% (e a>2] 6(c1, A*)p(ca, AY),
(4.15)

Jplei|¢] =@V /ch/d (ci2- 6 — 2A%)(c12 - & — 2A%)

x a”2b,1(1,2) — O(cra - 6)cia - 6lé(c1, A¥)g(ca, A¥).
(4.16)

Aunque en (4.14) no aparece la funcién de correlacién de pares
cabe senalar que la ecuacion ha sido obtenida en la aproximacién de
Enskog. Para proseguir necesitamos una expresion para la funcién
de distribucién adimensional ¢(c, A*). Esperando de nuevo que la
distribucién no se desvie mucho de la gaussiana, proponemos un de-
sarrollo en polinomios de Sonine truncado en la primera correciéon

d(c, A*) = ¢ ()1 + ag(a, A*)SP ()], (4.17)

donde ahora as depende de A*, y para A%, debe corresponder al cal-
culado en el capitulo anterior, valido en el estado estacionario. Con
esta aproximacién podemos calcular la expresiéon de la velocidad de
cambio de la temperatura lo cual hacemos despreciando, como en el
capitulo anterior, los términos no lineales en as con lo que resulta

. 23/27(d=1)/2 11 — o2 3as ™12
Clan &)~ —7mya [ 2 (Hm) ~(3) e

(1 - 175) A*ﬂ (4.18)

Introduciendo (4.18) en (4.2) obtenemos la funcién de evolucién
para la temperatura, a falta de una expresién para la evolucién de
az(a, A*). Para obtener ésta operamos de forma similar a como se ob-
tuvo el valor de este coeficiente en el estado estacionario en el capitulo
anterior: multiplicamos la ecuacién (4.14) por ¢ e integramos en c,
consiguiendo una expresién para la evolucién del cuarto momento de
la distribucién, que estd relacionado con ag mediante (3.46) [57]. Tras
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estos cdlculos, directos pero tediosos, se obtiene el sistema de ecua-
ciones

OA* 23/27.(.(0!71)/2
or  d*(d+2)I'(d/2)
dasy 93/2(d—1)/2

or = B+ T A () Aot Bl [0+ ) Biea(n),

[Ao + Alag(’i')], (4.19)

(4.20)
Ao, A%) = (d+2) [1 _20‘2 _ (g)m aA* — A*?] @2
Ara, A¥) = (d1+62) [3(1 3 <) A*Z] , (4.22)

Bo(a, A*) =(2m)Y2(1 + 2d + 3a® + 4A2)aA* — 3+ 4A™ + o? 4 20

—2d(1 — a® — 2A%%) + 2A**(1 + 6a2), (4.23)
1/2 1
Bi(a, A*) = (g) 2 - 2d(1 - a) + Ta + 3a%]A" — {85 + 44"
—18(3 + 202)A*? — (32 + 87 + 3003«
—2d[6A* — (1 + a)(31 — 15a)]}. (4.24)

En las expresiones dadas 7 = Anot y se han despreciado como
es habitual los términos no lineales en as. A partir de las ecuaciones
(4.19) y (4.20) puede obtenerse una ecuacién para az(A*) en la cual
despreciamos los términos no lineales en a9 asi como aquellos propor-
cionales a agdas/OA*, obteniendo:

AT T AA |

day [ 4 4A1+Bl] ) (4 Bo ) (4.25)

A A T AgAr

Esta ecuacion se resuelve numéricamente, distinguiendo los ca-
sos en los que la temperatura inicial (A* inicial) es mayor o menor
que su valor estacionario. Al hacer esto puede observarse como, par-
tiendo de una condicién inicial arbitraria para as, tanto para situa-
ciones de calentamiento como de enfriamiento el coeficiente evoluciona
rapidamente hacia una curva universal. Concluimos que esta curva,
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FIGURA 4.1: Coeficiente as del desarrollo de Sonine de la funcién de dis-
tribucién de velocidades en funcién de A* para o = 0.9. Las curvas de
puntos son soluciones numéricas de la ecuacién (4.25). La curva continua
corresponde a los valores hidrodindmicos ag(a, A*).

a la que denominamos as(a, A*), independiente de las condiciones
iniciales y para la que toda dependencia temporal ocurre a través
de la temperatura T'(t), corresponde a los valores hidrodindmicos del
coeficiente. Esto se representa en la figura 4.1 donde se muestran dis-
tintas soluciones numéricas (puntos) asi como la curva ag(a, A*) a la
que tienden (linea continua). Las distintas trayectorias se recorren de
manera que A* evoluciona monétonamente hacia el valor estacionario.

Para comprobar la validez de nuestras predicciones tedricas se han
realizado simulaciones del sistema con la regla de colision efectiva para
un sistema bidimensional (d = 2) utilizando el método de DSMC. Este
método permite forzar la condiciéon de homogeneidad, y por lo tanto
evitar cualquier posible inestabilidad que pudiese llevar a alterar esta
condicion. En estas simulaciones, para las que utilizamos a = 0.9, se
han utilizado N = 1000 particulas y los resultados se han promediado
sobre 5000 trayectorias. Lo primero que se observa de los resultados de
estas simulaciones es que la temperatura del sistema evoluciona, como
en las soluciones numéricas de la ecuacion (4.25), rapidamente hacia
una curva independiente de las condiciones iniciales, que identificamos
como los valores hidrodinamicos del coeficiente as, resultado que se
muestra en la figura 4.2. En la figura se representan con simbolos dis-
tintas trayectorias obtenidas de las simulaciones para diferentes condi-
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ciones iniciales, incluyendo casos de enfriamiento y calentamiento y
distribuciones de velocidad iniciales gaussianas (simbolos vacios) y
cuadradas (rellenos). Las trayectorias se recorren de manera que A*
tiende al valor estacionario A¥, ~ 0.078. La linea a trazos es la curva
az(a, A*), obtenida anteriormente y mostrada en la figura 4.1, y la
linea continua es la traslacién de esta de forma que el valor estacionario
coincida con el de las trayectorias simuladas. La discrepancia entre los
valores estacionarios se debe probablemente al hecho de que hayamos
despreciado los términos no lineales en as y sus derivadas en nuestros
calculos. Se observa como las trayectorias se ajustan bien a la curva
desplazada en torno al valor estacionario. Podemos apreciar de ambos
métodos que en las situaciones de calentamiento, si nos alejamos lo su-
ficiente del estado estacionario, el coeficiente as crece hasta invalidar
la hipétesis |az| < 1 y por tanto nuestros célculos, resultado que se
observa también para otros valores del coeficiente de restitucién. Por
otro lado, para las situaciones de calentamiento cercanas al valor esta-
cionario de la temperatura y para todas las de enfriamiento, tenemos
que la hipétesis es valida y ademads que los resultados de simulacién
concuerdan en buen grado con los analiticos.

Hemos obtenido también la evolucién de la temperatura del sis-
tema para una situacién de enfriamiento, en la que 7°(0) = 200mA?,
y otra de calentamiento con T'(0) = 10mA? para a = 0.8, utilizando
en ambos casos como distribuciéon de velocidades inicial una gau-
ssiana. Esta se compara con el resultado obtenido mediante inte-
gracién numérica de la ecuacién (4.2) con las mismas condiciones ini-
ciales, resultando un buen acuerdo entre ambos datos en los dos casos
como puede observarse en la figura 4.3 (izquierda) donde los puntos
corresponden a los resultados de simulacion y las lineas continuas a
las soluciones numéricas. Hemos representado también en la figura
4.3 (derecha) la curva de calentamiento obtenida de las simulaciones
(puntos) y la solucién numérica de (4.2) tomando az = 0 (linea con-
tinua). Aunque pequefia, se aprecia claramente la influencia de la
desviacion de la funcién de distribuciéon de velocidades respecto del
comportamiento Gaussiano.
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FIGURA 4.2: Coeficiente ao del desarrollo de Sonine de la funcién de dis-
tribucién de velocidades en funcién de A* para o = 0.9. Las curvas con
simbolos se han obtenido mediante simulaciéon para distintas condiciones
iniciales. La curva a trazos corresponde a la curva hidrodindmica univer-
sal Gz (a, A*) obtenida anteriormente de la solucién numérica de (4.25). La
curva continua es un desplazamiento de la anterior para que coincidan los
valores estacionarios de as y A* obtenidos por ambos métodos.

4.2 Estudio de la validez del modelo

Con vistas a comprobar la validez del modelo bidimensional efec-
tivo para representar el sistema confinado casi-bidimensional, en el
que las velocidades de las particulas cambian en las colisiones de
acuerdo con la regla (3.5), hemos comparado los resultados teéricos
obtenidos para la hidrodinamica homogénea del modelo con simula-
ciones de la evolucion del sistema tridimensional utilizando el método
de Dindmica Molecular. También hemos comparado los resultados
de simulacién con los obtenidos mediante otro modelo considerado
en la bibliografia, concretamente el modelo del termostato estocastico
[58-61], que pasamos a describir brevemente. Como ya se comentd,
este modelo supone que a las particulas se les suple de energia medi-
ante la accién de una fuerza estocastica con ruido blanco que actia so-
bre cada una de ellas independientemente. De este modo, en el limite
diluido y para estados homogéneos, la evolucién del sistema puede
describirse mediante una ecuacién de Boltzmann-Fokker-Planck para
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FIGURA 4.3: Izquierda: Evolucién de la temperatura para o = 0.8 con
condiciones iniciales por encima y por debajo del valor estacionario de ésta.
Los simbolos corresponden a los datos de simulacién y las curvas continuas
a la solucién numérica de (4.2). Derecha: La misma curva de calentamiento
mostrada en la figura de la izquierda. Aqui la curva tedrica se ha obtenido
forzando a, = 0.

la funcién de distribucién de velocidades de una particula [4]:

Oat (vi,1) :J/dVQ/d&G(vlg-&)vlg-c}[a_2b;1(1,2) —1]
& o
X f(vi,t)f(va,t) + ETﬁf(Vl’t)‘ (4.26)

Aqui & es un pardametro del modelo que mide la intensidad de la
fuerza estocastica y b;'(1,2) es el operador de cambio a velocidades
precolisionales que en este caso opera del modo usual para esferas
inelasticas,

1+a( )6
A% -0 )0
20 12 y

1+«
2

byt (1,2)vy = vy —

byt(1,2)ve = vi +

(V12 . &)& (4.27)

Con esto, tomando segundo momento en la ecuacién (4.26) y
aproximando la funcién de distribucién de una particula por una gau-
ssiana, se llega a una ecuacién para la evolucion de la temperatura

orT 1— a7 2no
o = ! m3/2 T3/ 4 mel. (4.28)

400
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Por tanto, la temperatura estacionaria es

é.g 2/3

T =m . 4.29

ot [ﬂl/Q(l — a2)na} (4.29)

Por otra parte, la temperatura estacionaria en el modelo colisional

de Brito, supuesto que la funcién de distribucién es una gaussiana,
viene dada por

71"1’77,042

Ty =
T 41— a2)?

1+4/1+ A% (4.30)

que corresponde a la temperatura obtenida en la ecuacién (3.49) eli-
minando el término proporcional a as.

Nuestro proximo objetivo es comparar los resultados de ambos
modelos con simulaciones del sistema confinado tridimensional. El
método de Dinamica Molecular que usamos para simular el sistema
confinado se presenta en el Apéndice B [62,63]. Las simulaciones del
sistema, confinado se realizan para un sistema en el que las paredes
confinantes estan separadas una distancia h = 1.50 y la celda unidad
es una caja cuadrada con lado L = 1290 y se usan N = 500 particulas,
de modo que la densidad tridimensional es n = 0.020 3. El coeficiente
de restitucion es @ = 0.8 y en las dimensiones no confinadas se han
impuesto condiciones periédicas de contorno.

En primer lugar, hemos estudiado la evolucion de la temperatura,
comparando la prediccién tedrica de cada modelo con la obtenida
de las simulaciones. Para esto necesitamos relacionar los pardmetros
asociados a la inyeccién de energia en los dos modelos, &y y A, con la
velocidad de vibracién de las paredes en las simulaciones del sistema
confinado, de modo que podamos imponer valores de estos parametros
para estudiar trayectorias que den lugar a la misma temperatura esta-
cionaria. Esto lo hemos llevado a cabo obteniendo los valores de &g
en el termostato estocastico y de A en el modelo colisional como
funcién de vy, la velocidad de vibracién de las paredes en el modelo
del sistema confinado, de forma que den lugar a la misma tempe-
ratura estacionaria. Los resultados obtenidos para la relacién entre
los parametros pueden verse en la grafica 4.4.

Una vez obtenida relacién entre los pardmetros de los modelos
tedricos y del sistema vibrado tridimensional, podemos comparar la
evolucion de la temperatura obtenida por los distintos métodos. Los
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FIGURA 4.4: Relaciones entre la intensidad de ruido &, (izquierda) y la
velocidad caracterfstica A (derecha) con la velocidad de vibracién v, de modo
que se obtenga en todos los sistemas la misma temperatura estacionaria. La
recta a trazos en la grafica de A frente a v, se representa Unicamente como
guia, pues la dependencia de A con vy, resulta ser lineal.

resultados se presentan en la figura 4.5 para la que se ha utilizado
el mismo valor de los pardmetros del sistema en las simulaciones de
Dinamica Molecular que en el caso anterior pero solo para los valo-
res de la velocidad de vibracién v, = 1073(T(0)/m)Y? (izquierda)
y v, = 1072(T(0)/m)"/? (derecha), siendo T'(0) la temperatura ini-
cial del sistema. Los resultados de la simulacién se representan con
la linea continua (en negro) mientras que las obtenidas de los mode-
los colisional y estocastico vienen representados por la lineas a trazos
(en rojo) y punto-guién (en azul) respectivamente. En general pode-
mos ver que el modelo colisional representa con aceptable acuerdo
la evolucién de la temperatura del sistema, mientras que el modelo
estocdstico evoluciona sensiblemente mas rapido hacia el estado esta-
cionario. En cualquier caso, se ha comprobado que el modelo del
termostato estocastico lleva en algunos casos a predicciones en buen
acuerdo con los resultados obtenidos para un gas vibrado de esferas o
discos ineldsticos [64,65].

A fin de comprobar la validez de la segunda aproximacién de So-
nine se ha obtenido de las simulaciones de dindmica molecular el valor
del coeficiente as en el estado estacionario mediante la regla

4(c*

d(d +2) (431)

a2 st

0.05
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FIGURA 4.5: Evolucién de la temperatura en un sistema enfridndose
(izquierda) y otro calentdndose (derecha) con o« = 0.8. La curva continua son
los resultados de las simulaciones de dindmica molecular, la linea a trazos es
la que se obtiene del modelo colisional y la punto-guién la correspondiente
al termostato estocastico.

Los resultados obtenidos para o > 0.6 se muestran en la figura
4.6. La principal caracteristica que se deriva es que el coeficiente
toma valores positivos en todo el rango de valores de « estudiado.
Por otra parte, para inelasticidades moderadas, aproximadamente
a > 0.8, az &+ mantiene un valor pequeno mientras que a partir de
éste crece bastante rapido. Esto contrasta de entrada con los resul-
tados obtenidos para el modelo colisional, para el que vimos que este
coeficiente solo tomaba valores negativos y se mantiene con un médulo
moderado. En el modelo del termostato estocastico tenemos que as s
toma valores negativos para a > 0.7, creciendo lentamente para val-
ores menores [28]. En general vemos que ambos modelos fallan a la
hora de reproducir esta caracteristica del sistema, razén por la que no
representamos los valores de estos modelos en las figuras. También se
ha analizado la dependencia de as 5 con la velocidad de vibracién de
la pared vy en el sistema confinado. Los resultados se muestran en la
figura 4.6, y puede verse que ag o parece ser independiente de vy,

Por 1ltimo, se ha estudiado la distribuciéon marginal de velocidades
©z(cz) y se compara con la segunda aproximacién de Sonine utilizando
los valores obtenidos de la propia simulacién. Con esto buscamos com-
probar que no es necesario considerar términos superiores a as y que la
expansion en polinomios de Sonine no diverge [66]. Los resultados se
muestran en la figura 4.7 para a = 0.8, donde los puntos son los datos
obtenidos de las simulaciones, la linea continua es la aproximacion de
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FIGURA 4.6: Izquierda: Valor estacionario del coeficiente as en funcién de
« obtenido mediante simulaciones de dindmica molecular. Derecha: Depen-
dencia del valor de ag s con la velocidad de vibracién de la pared vy.

FIGURA 4.7: Distribucién marginal de velocidades ¢, (c;). Los puntos cor-
responden a los datos de simulacién de dindmica molecular, la linea continua
a la segunda aproximacién de Sonine, utilizando el valor de as s obtenido
de la propia simulaciéon de dindmica molecular, y la linea a trazos con la
distribucién gaussiana.
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Sonine y la linea a trazos la distribuciéon gaussiana. Vemos que, a
pesar de que los modelos no reproduzcan correctamente el valor de
a2 st, la aproximacion es vélida en muy buen grado pudiendo apre-
ciarse claramente la desviacién del comportamiento gaussiano. En
cualquier caso, para valorar los resultados mostrados en la figura hay
que tener en cuenta que el valor del coeficiente de restitucién consider-
ado es relativamente alto y la discrepancia entre los valores predichos
y de simulacién de ag s; no son muy grandes.

4.3 Efecto Kovacs

En general se habla de estados hidrodindmicos cuando podemos
describir el sistema y su evoluciéon en funcién de unos pocos cam-
pos, como la temperatura o la densidad. En el contexto de la teoria
cinética, una descripciéon hidrodinamica se sigue de la existencia de
una soluciéon normal, esto es, una solucién en la que toda la de-
pendencia temporal y espacial tiene lugar a través de los campos
hidrodinamicos. En nuestro caso, en el que el sistema es homogéneo,
el dnico campo macroscopicos que puede variar en el tiempo es la
temperatura, y de hecho hemos visto que existe una curva universal
a2, A*) la cual identificamos con el comportamiento hidrodindmico,
independiente de las condiciones iniciales del sistema. Por otra parte,
el que el estado del sistema venga determinado por los valores de
estos campos contrasta con los efectos de memoria que se observan
en ciertos sistemas macroscopicos, y particularmente en los medios
granulares.

Para comprobar la validez de la solucién normal de nuestro sistema
aplicamos un protocolo como el considerado por Kovacs en sus estu-
dios de polimeros [67]. En estos estudios, estando la muestra en equi-
librio con un bano térmico, se reduce drasticamente la temperatura
del batnio, de modo que la temperatura de la muestra comienza a dis-
minuir. Manteniendo en todo el proceso la presién constante, y mien-
tras la muestra se sigue enfriando, se cambia de nuevo rapidamente la
temperatura del bano al valor que tenga en la muestra en ese instante.
Con esto, si el estado de la muestra estuviese determinado por el valor
de los campos hidrodinamicos, en este caso por la temperatura, el sis-
tema deberia encontrarse en el estado estacionario, y por lo tanto no
evolucionar mas. No es esto sin embargo lo que se observa, sino que
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FIGURA 4.8: Esquema del protocolo utilizado para reproducir el efecto
Kovacs en nuestro sistema.

el volumen de la muestra continta evolucionando, indicando que el
estado del sistema no estd totalmente determinado por los campos
hidrodindmicos.

En el caso del modelo colisional que estamos estudiando el proto-
colo que hemos seguido se representa en la figura 4.8 [68]. Se comienza
con el sistema en estado estacionario homogéneo, y se cambia de forma
instantanea el valor de A desde A7 a Ao, de modo que la temperatura
del sistema empieza a evolucionar hacia el nuevo valor estacionario.
Antes de que se alcance dicho estado, de forma andloga a las experien-
cias de Kovacs, se cambia el valor de la velocidad caracteristica a
Ao de modo que la temperatura que tiene en ese instante el sistema
coincida con el valor estacionario y analizamos su evolucién posterior.
Senalamos en este punto que un estudio similar ha sido realizado para
el modelo del termostato estocdstico [69,70]. En el caso bidimensional
(d = 2), la funcién de distribucién para un estado homogéneo tiene la
forma

fH(Vﬂt) = nUO(wiz(P(c?A*)' (4'32)

Vamos a utilizar la primera aproximacién de Sonine para ¢(c, A*).
Ya hemos comentado que el coeficiente as depende del tiempo a través
de la temperatura, y toma el valor as

Do(a, A* (1)) = T <a, fg) . (4.33)
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Supongamos que tenemos el sistema bidimensional en el estado
estacionario homogéneo con una velocidad caracteristica A = Aj, de
modo que la temperatura viene dada por

A .
— =AY, (4.34)
V0o1,st
con 1/2
2T,
vm,st:(f) . (4.35)

Por la condicion de estado estacionario tenemos

(o, AL) =0, (4.36)
siendo

Ca, A) = (2m)1/2 [12042 (1 N 3a21(6A*)> . (g)l/Q A

— (1 — ‘12(@*)> A*Q} . (4.37)

Si ahora cambiamos la velocidad caracteristica del sistema a otra
Ag < A1 la temperatura estacionaria del sistema pasa a ser

275 o 1/2 Ay Ay (2T 1/2 438
() —mem-(R) . ew
de modo que la temperatura comienza a disminuir mondétonamente
hacia la temperatura 75 4. La funcién de distribucién escalada del
sistema, de acuerdo a la aproximaciéon de Sonine, vendra dada por
(4.17) con

a(t) = ax(a, Ay(t)), (4.39)

(4.40)

Mientras la temperatura disminuye, y por tanto la velocidad de
cambio de la temperatura cumple (*(a, A3) > 0, existe siempre un
valor de la velocidad caracteristica Ay que cumple para un instante
to

Ao

Ty = - (4.41)
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FIGURA 4.9: Valores hidrodindmicos del coeficiente de Sonine as como
funcién de A* para o = 0.8. En la zona I el sistema se encuentra calentandose
mientras que en la IT y IIT enfridandose.

Si se cambia el valor de la velocidad caracteristica, de modo que
To pasa a ser la temperatura estacionaria, la velocidad de cambio de
la temperatura adimensional pasa a tomar el valor

16 2

_ {1 _ ‘L?(Al"%(lt(ﬁ)] A;g} , (4.42)

C* (arto) = (%)1/2{1 —2a2 [1 N 3a2(A§(t0))} W (I)l/Z .

donde se ha tenido en cuenta que la distribucién de velocidades viene
caracterizada inicialmente por @2(A%) debido a que se cambia subita-
mente el valor de A. Utilizando que (*(o, Aj) = (*(a, A¥,) = 0,
podemos escribir (4.42) como

Ci(oz,t()) =

(2m)1/2 [3(1 — a?)
16 [ 2

+ 0] @(85(0) - @(A3)
(4.43)
En esta ecuacion vemos que si az(A3) > ao(A%), (i (o, 1) es po-
sitivo, y negativo en el caso contrario. Si el sistema estaba enfridndose
antes de cambiar la velocidad caracteristica puede observarse en la
figura 4.9 como en esta situacién, que corresponde a la zona I, solo es
posible que el valor inicial de as sea mayor que su valor estacionario,
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FIGURA 4.10: Efecto Kovacs para el caso de enfriamiento (izquierda) y de
calentamiento (derecha). En ambas graficas la linea continua corresponde a
los resultados de simulacién, la linea a trazos con la solucién numeérica del
sistema de ecuaciones (4.19) y (4.20) y la linea horizontal marca el valor
estacionario de la temperatura adimensional. En todos los casos se repre-
sentan los resultados a partir del cambio del valor de A a Ay (¢ > to segin
el protocolo esquematizado en la figura 4.8).

por lo que el sistema continia disminuyendo su temperatura tras el
cambio. Por otra parte, si el sistema se encontraba calentandose
tenemos que distinguir dos casos. Si a2(A3) < a2(A¥,), por lo que
partimos de la zona II, la velocidad de cambio de la temperatura se
mantiene negativa al cambiar el valor de A. En caso de que nos encon-
tremos inicialmente en la zona III, tenemos que la velocidad de cambio
de la temperatura cambia de signo, de modo que se produce un rebote
de la temperatura, que pasa a disminuir durante un cierto periodo de
tiempo. En todos los casos la evolucion del sistema posterior al cam-
bio del valor de la velocidad caracteristica, cuando la temperatura del
sistema coincide con la estacionaria, implica que nuestro sistema, en
particular la funcién de distribucién de velocidades, no viene total-
mente determinado por los campos hidrodinamicos, y por tanto no es
normal. Senalamos en este punto que este efecto depende tinicamente
de la razén Ay/Ag, como puede verse de la ecuacién (4.43) si escribi-
mos az(A3(to)) = a2(A5A2/Ao).

Para contrastar estos resultados se han realizado simulaciones del
sistema efectivo utilizando el método de DSMC. Utilizamos este tipo
de simulaciones en vez de Dinamica Molecular debido a que, como
se puede ver en la figura 4.6, el valor de ao en el sistema confinado
no se corresponde con el del modelo colisional efectivo y, como este
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efecto estd directamente relacionado con el valor de este coeficiente,
utilizamos DSMC, en el que ya se comprobé que se reproducian correc-
tamente estos valores (figura 4.2). Las simulaciones se han realizado
con N = 1000 particulas y promediadas sobre 5 x 10* trayectorias.
En la figura 4.10 se representa la evolucion de la temperatura adi-
mensional T* = T/mA*? frente a la escala adimensional de tiempo
s, proporcional al nimero de colisiones por particula, de modo que
s = 0 cuando se cambia el valor de la velocidad caracteristica al valor
Ag, lo que equivale a representar solo los datos para t > tg segin el
esquema mostrado en la figura 4.8. En ambas figuras, en las que se ha
utilizado o = 0.8, representamos con linea continua los resultados de
simulacién y la linea a trazos corresponde a la solucién numérica de
las ecuaciones (4.19) y (4.20), a partir de las cuales es directo obtener
la temperatura en esta escala de tiempo. La figura de la izquierda
corresponde a una situaciéon inicial de enfriamiento con Ay = 0.54¢
en la que, como esperabamos, no se produce el rebote de la tempe-
ratura y esta continiia disminuyendo temporalmente tras el cambio
de A. En la situacién de la derecha nos encontramos con un sistema
en calentamiento de modo que Ay = 24, encontrandonos inicial-
mente en la zona IIT de la figura 4.9 y por tanto produciéndose un
rebote en la temperatura del sistema al cambiar el valor de la ve-
locidad caracteristica. No se muestra un ejemplo del caso en el que
el sistema se encuentra calentdndose y no se produce rebote pues se
corresponde con un rango de muy poca variacién de ay (zona II en la
figura 4.9) y de acuerdo a (4.43) la nueva velocidad de cambio de la
temperatura es menor en modulo que en los otros casos, siendo mas
complicado distinguirlo del ruido estadistico en las simulaciones. En
general, podemos ver cémo el sistema de ecuaciones obtenido para
la evolucién de la temperatura y el coeficiente de Sonine reproduce
correctamente el andlogo del efecto Kovacs que aparece en el sistema
confinado con la regla de colisién efectiva, al menos de forma cuali-
tativa. Hay que sefialar que en nuestro andlisis tedrico de este efecto
es necesario considerar la desviacién de la funcién de distribucién de
velocidades de la gaussiana, o de otra forma nuestra descripcién del
sistema estaria totalmente determinada por la temperatura.



Capitulo 5

Hidrodinamica en el
modelo colisional y

estabilidad

Ya hemos visto que es posible describir a nivel macroscépico la
evolucién de los estados homogéneos de un sistema confinado de parti-
culas cuya dindmica obedece el modelo colisional efectivo, mediante
el uso de ecuaciones hidrodinamicas. A continuacion, extenderemos
el analisis a estados inhomogéneos, obteniendo ecuaciones para la
evolucién de los campos macroscopicos de densidad, velocidad y tem-
peratura. Esto lo llevamos a cabo mediante el uso de una extensién
del método de Chapman-Enskog para sistemas en los que se puede
perder o ganar energia cinética en las colisiones entre particulas. Una
vez obtenidas dichas ecuaciones, las utilizaremos para analizar la es-
tabilidad lineal de los estados hidrodindmicos homogéneos, y con ello
la posibilidad de que el sistema evolucione expontaneamente a estados
altamente inhomogéneos como los que se observan en los experimentos
de medios granulares vibrados confinados casi-bidimensionalmente.

5.1 Ecuaciones de Navier-Stokes

A partir de la funcién de distribucién de una particula, los campos de
densidad, velocidad y temperatura se definen como:

99
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n(r,t) = /dvf(r,v,t), (5.1)

n(r,t)u(r,t) = /dvvf(r,v,t), (5.2)

d 2
—n(r,t)T(r,t) = dvmv

5 f(r,v,t), (5.3)
siendo V = v — u(r, t) la velocidad de la particula relativa al campo
de velocidades. Para la evolucién de la funcién de distribucién de
una particula hemos obtenido la ecuacién de Enskog (3.27) en la que
aparece la funcién de correlacién de pares en contacto. Tomando
ge[ri,re|n(t)] = 1, resulta la ecuacién de Boltzmann, vélida en el
limite diluido,

0 0 _
(5+v o) st = [ v Talviv s s, (54)

donde Ty(v,v1) es el operador de colisién binaria, dado por
T(](V,Vl) = G'd_l /d&[@(vm -6 — 2A)|V12 -6 — 2A|a_2b;1—

— 9(—V12 . &)‘Vlz . 6’” (5.5)

Tomando diferentes momentos de la velocidad en la ecuacién (5.4)
y utilizando las definiciones de los campos macroscépicos (5.1)-(5.3),
se obtienen las ecuaciones macroscépicas de balance,

on
g?ft—i—u-Vu%—(mn)lV-P—O, (5.7)
or 2
E—FU'VT—F @(P.Vu+VJq) = —(T. (5.8)

Aqui, P es el tensor de presiones y J, el flujo de calor, definidos
como

P(r,t) = m / vV (e, )V (. D) f (. v, 1), (5.9)

m

Jy(r,t) = 5

/de2(r, HV(r,t)f(r,v,t). (5.10)
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En la ecuacién (5.8) parece (, la velocidad de cambio de la tem-
peratura, que surge debido a la variacién de energia cinética en las
colisiones y es el tnico término que diferencia formalmente estas ecua-
ciones de las ecuaciones de balance que se obtienen para fluidos ordi-
narios. La velocidad de cambio de la temperatura viene dada por

2

) = = T na”!

f 1 (5.11)

con la funcional w(f, h] definida para dos funciones f y h arbitrarias
por

(d-1)/2 d—1
w[fa h] = 7r2m—/dVl/dVQf(I‘,Vl,t)h(I',Vg,t)

A27)12 4 WI/ZQAUQ i (1 — 042)’1):132
D(5)  2r(52)  4r(%?)

(5.12)

Para que las ecuaciones (5.6)-(5.8) proporcionen una descripcién
completa de la evolucion del fluido, debemos cerrar de alguna forma
el sistema de ecuaciones para los distintos campos. Para ello supon-
dremos, de acuerdo a la teoria de Chapman-Enskog [71], la existencia
de una soluciéon normal de la ecuacién cinética, en la que toda de-
pendencia espacial y temporal de la funcién de distribucién de una
particula ocurre a través de los campos macroscopicos [73]

f(r,v,t) = f[v|n,u,T]. (5.13)

Ademsds de esta hipotesis es también necesario suponer que las
variaciones espaciales y temporales de los campos son pequenas con
vistas a hacer un desarrollo en sus gradientes. Introduciendo un
parametro formal € acompanando a cada gradiente, desarrollamos la
funcién de distribucion y su derivada temporal en la forma

F=fO4ef®M 4@ (5.14)
0 (0) 1) |, 242
& e O +€at +€ 8t + (515)

Introduciendo este desarrollo en las ecuaciones de balance, y agru-
pando los distintos ordenes en el parametro de uniformidad e, obte-
nemos distintos sistemas de ecuaciones para los distintos ordenes en
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gradientes. Senalamos en este punto que en el método de Chapman-
Enskog no se desarrollan los campos hidrodindmicos, de forma que la
funcién de distribucion de orden cero nos reproduce de forma exacta
dichos campos. De este modo, tenemos que los términos de orden su-
perior de la funcién de distribucién no pueden contribuir a los campos
macroscopicos,

/ dvf@ = / dvv ) = / dvV?f@ =, (5.16)

para ¢ > 1. Procediendo de esta forma, las ecuaciones en orden cero
en gradientes, correspondientes a estados homogéneos, quedan

0%y =0,  0%uy=0 89Ty =-¢OTy. (517

Identificamos estas ecuaciones como las estudiadas en el capitulo
anterior, de modo que podemos aprovechar los resultados ya obtenidos.
Estos incluyen la caracterizacion de la funcién de distribucion en este
orden y la expresién de la velocidad de cambio de la temperatura,
ambas en la primera aproximacién de Sonine. Por otra parte en este
orden el tensor de presiones y el flujo de calor vienen dados por

PO (r,¢) = p(r,t)l = n(r, ) T(x, )], IO, ) =0, (5.18)

con | el tensor unidad en d dimensiones. La ecuaciéon de Boltzmann
en primer orden en estos gradientes queda

af©

O U 4 £fW = g O _y S

(5.19)
siendo L el operador lineal
LfV(r,v,t)=— / dviTo(v,v)[fO (x,v,t) fO(r,vi,t)+
FO v, 0O v, 1) (5.20)
Las ecuaciones de balance macroscépicas en primer orden son
8§1)n+u~Vn+nV-u: 0, (5.21)
oMu+u- Va+ (mn)"'Vp =0, (5.22)

o7
OMT +u.-vT + “Vou= T, (5.23)
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donde la velocidad de cambio de la temperatura en primer orden en
los gradientes de los campos viene dada por

4

M=_ = O £
W = el ) (524)

Utilizando que tanto f(© como (V) son normales, y las ecuaciones
(5.21)-(5.23), podemos reescribir (5.19) como

(0)
(O)f(l)Jrﬁf(l)—aafTQ(I)T:A-VInTJrB Vinn+C: Vu, (5.25)
con
_ TofO v a VO v LOf©
T of©
B(V|n,T) :—Vf(o)—% v (5.27)
) 1 ) © LOF©)
C(V|n,T) = aV(Vf )y — oy (VA +a =11 (5.28)

Al ser la ecuacién (5.25) lineal en los gradientes de los campos
tenemos que su solucién tiene que ser de la forma

O(V|n,T) = A-VInT +B-Vinn+C: Vu, (5.29)

e introduciendo esta expresién en (5.24), y al ser ¢(V) un escalar, te-
nemos que la tinica contribucién no nula a la velocidad de cambio de
temperatura en este orden es del tipo

(W =V, (5.30)

donde el coeficiente de transporte de Euler (;, que no existe en sis-
temas moleculares y es caracteristico de las colisiones ineldsticas [74-
76], tiene la expresion

— 0
(= —an2w[f< ), TrC]. (5.31)
Aqui, Tr C denota la traza del tensor C. Si sustituimos ahora (5.29)

en (5.25) e identificamos los coeficientes de los distintos gradientes,
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resulta un sistema de ecuaciones diferenciales para los distintos coefi-
cientes que aparecen en la expresion de f @

(0)
—C(O)Tg';} - Ta(gT A+LA=A, (5.32)
—¢®a— C(O)Tgl; + LB =B, (5.33)
ac af©
—C(O)Ta—T +LC—T éfT Gl =C. (5.34)

La solucion de esta ecuacion proporciona la correccion de primer
orden en los gradientes de la funcién de distribucién f(). Pasamos
ahora a calcular las contribuciones en este orden al tensor de presiones
y al flujo de calor. Utilizando (5.16) podemos escribir el tensor de
presiones como

PL = m / AV VV O (v) = / dVD(V)fD(V), (5.35)
siendo D la matriz de traza nula
1
D(V)=m (VV — dv2l> : (5.36)

Teniendo en cuenta la isotropia de los tensores involucrados, pode-
mos reescribir el tensor de presiones en este orden como:

P — /dVD(V)C(V) :Vu=—g [Vu +(Vu)" — %V ' u'} ,

(5.37)
con (Vu)" la matriz transpuesta de Vu, y siendo 7 el coeficiente de
viscosidad, cuya expresion es

1
=———— [ dVD(V):C(V). 5.38
=gy [ AVOV) i C(V) (5.39)
Procediendo de forma similar con el flujo de calor, se llega a

I = —kVT — uVn, (5.39)

donde k y p son los coeficientes de conduccién de calor térmico y
difusivo respectivamente, dados por

L
Td

R =

dVS(V) - A(V), (5.40)
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= —% /dVS(V) BV, (5.41)
con . 9
S(V) = ( 2V - d;%) V. (5.42)

Senalamos en este punto que u es un nuevo coeficiente que rela-
ciona el flujo de calor y el gradiente de densidad peculiar de las coli-
siones ineldsticas [77]. Definimos ahora las frecuencias

_ [dVD(V): LC(V)

1= TavD(V) : C(V) (5.43)
_ [dVS(V) - LA(V)

YT TAVS(V) S A(V) (5:44)
_ [dVS(V) - LB(V) (5.45)

YT TAvS(V) - B(V)

Con estas expresiones podemos utilizar las ecuaciones (5.32)-(5.34)
para obtener un sistema de ecuaciones para los coeficientes de trans-
porte [78]

0 1

9 o(1T¢©) 1
~(OT o — v + oz ;T M = 7 | AVS(V)A(V) =
(d+2)nT Jas

2m

0 (OTk 1 (d+2)T?
Op 2 _ _ -
<g Tx uu> L — 7q | AVS(V)B(V) o2

(5.48)
donde también se ha utilizado, a la hora de calcular las distintas in-
tegrales, la segunda aproximacién de Sonine para f ©), Para poder
utilizar estas ecuaciones necesitamos evaluar las distintas frecuencias.
Esto se lleva a cabo en el Apéndice C, resultando las expresiones
(C.7) y (C.8). En las figuras 5.1 y 5.2 se representan las curvas
hidrodindmicas de los distintos coeficientes de transporte, obtenidas
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FIGURA 5.1: Viscosidad (izquierda) y conductividad térmica (derecha)
como funcién de A* para o = 0.9 (linea negra continua) y « = 0.8 (linea
roja a trazos). En ambas graficas los puntos azules representan el estado
estacionario.

de la solucién numérica de las ecuaciones (5.46)-(5.48) para dos valo-
res distintos del coeficiente de restitucién normal. Concretamente
representamos los coeficientes de transporte adimensionales

n K __ nu

nz%, KE/—TO’ = Trg’ (5.49)
con d 9
ny = %F(dﬂ)w_(d_l)ﬂ(mT)l/QJ_(d_l), (5.50)
_ d(d+2)? -2 (T 2 —(d—1)

Estas graficas se obtienen, como en casos anteriores, imponiendo
condiciones iniciales arbitrarias. Se observa como las distintas trayec-
torias tienden a una soluciéon independiente de las condiciones ini-
ciales, que identificamos como las soluciones normales de los coefi-
cientes. En las figuras se representa con linea continua (negro) los
valores correspondientes a @ = 0.9, con la linea a trazos (rojo) los
resultados para a = 0.8 y los puntos senialan el estado estacionario.
Merece la pena senalar en este punto que el hecho de que p pueda
tomar valores negativos no viola a priori ninguna ley fisica ni simetria
fundamental.

En el Apéndice D se obtiene una ecuacién para (;. En la figura
5.2 se muestra la solucién normal de la ecuacién. La curva continua
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FIGURA 5.2: El coeficiente de conduccién difusivo (izquierda) y la primera
correcciéon en gradientes de la velocidad de cambio de la temperatura (i
(derecha) como funcién de A* para a = 0.9 (linea negra continua) y oo = 0.8
(linea roja a trazos). Los puntos azules indican el estado estacionario del
sistema.

(negro) corresponde a la solucién para o = 0.9 y la linea a trazos (rojo)
a a = 0.8, siguiendo el mismo método utilizado para los coeficientes
de transporte.

En el estado estacionario se cumple ¢(%(A¥,az o) = 0, anuldndose
los términos que incluyen a las derivadas de la temperatura en las
diferentes ecuaciones para los coeficientes de transporte y para (i.
De este modo, resulta posible obtener expresiones analiticas para los
coeficientes en este estado:

- 25/2p(d-1)/2
Mgt = m”n (A% azst), (5.52)

A:t 8(12
1+ ags — N (aA*>A*:A*j

-1
~(0)
AW RS
5 (am) . (5.53)
Ar=AY

- 25/2(d — 1)ld-D/2g, ,
st = 4(d+ 2)T(d/2)7, (A%, azsr)

B 25/2(d _ 1)7T(d_1)/2
"t T T d(d + 2)0(d/2)

X | Vn(Dgps azst) +

(5.54)
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FIGURA 5.3: La viscosidad (izquierda) y la conductividad térmica (derecha)
en el estado estacionario como funciones del coeficiente de restitucion normal
Q.

das = 8x(A%)
o =20%, [ 202 A% X 8st)
Cl, t st <8A*>A*A*t Cl( st) {d(d+2)

—1
0
4(a2,8t+1)—A;t<aZi> ” . (5.55)
Ax=A7,

En las expresiones anteriores, las distintas frecuencias adimensio-

+dC, (AY)

nales que aparecen estdn definidas como Vv = —&— (%)1/ . En las
figuras 5.3 y 5.4 representamos estos coeficientes como funcién de
a. Es posible utilizar con buena aproximacién estas expresiones sin
resolver numéricamente la ecuacién (4.25). Notamos que cuando A*
toma valores cercanos al estacionario se cumple |Jay/OA*| < 1 (ver

figura 4.1). Utilizando ésto, podemos escribir a partir de (4.25)
By + 4Ag

25 TR+ 4(Ay + Ay) (5:56)

con Ay, Ay, By y By dados por las ecuaciones (4.21)-(4.24).
Las ecuaciones que se obtienen de (5.6)-(5.8) sustituyendo los flu-
jos por sus expresiones:

P=nTl—n|Vu+ (Vu)* — %v cull, (5.57)

Jy = —rVT — pVn, (5.58)
¢(=¢O+ V-, (5.59)
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FIGURA 5.4: Coeficiente de conduccién difusivo (izquierda) y el coeficiente
asociado con la primera correccién en gradientes de la velocidad de cambio
de la temperatura (derecha) como funcién de .

son las ecuaciones de Navier-Stokes. Se han desarrollado el tensor de
presiones y el flujo de calor hasta primer orden en los gradientes, lo
que lleva a contribuciones de segundo orden en las ecuaciones. Te-
niendo esto en cuenta, lo consistente seria obtener las contribuciones
de la velocidad de cambio de la temperatura también hasta el segundo
orden. Sin embargo, en el nico caso que conocemos en el que se ha
estudiado la contribucién de este orden, ha resultado ser pequena com-
parada con términos similares que ya aparecen en la ecuacién. Debido
a ésto y a que el cédlculo de éste término resulta muy tedioso no lo
consideramos aqui.

5.2 Estabilidad de la hidrodinamica homogénea

Una vez obtenidas las ecuaciones de Navier-Stokes para el sis-
tema bidimensional efectivo, analizaremos la estabilidad lineal de la
hidrodindmica homogénea estudiada en el Capitulo 4. Para ello, con-
sideramos la evoluciéon de las desviaciones escaladas de los campos
hidrodindmicos con respecto a los valores homogéneos. Definimos

p(r,t) = ————, (5.60)
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w(r,t) = 30(;’(2, (5.61)
o(r,1) = L&D = Tu(®) (5.62)

donde n(r,t), u(r,t) y T(r,t) son los campos obtenidos de las ecua-
ciones de Navier-Stokes, ny es la densidad media de particulas y
vop (t) = (2T1rj((t)/m)1/2 la velocidad térmica definida a partir de la
temperatura T (t), cuya evolucién viene dada por la ecuacién (5.17).
Las ecuaciones de evolucion las obtenemos de introducir los campos
hidrodindmicos en funcién de las perturbaciones dadas por (5.60)-
(5.62) en las ecuaciones de Navier-Stokes. También es conveniente
introducir a las variables adimensionales

ds = =2 dt, (5.63)
d
=" (5.64)
1
siendo ¢ = (ngo)~!, proporcional al recorrido libre medio de las

particulas. Pasamos ahora a la representacién de Fourier con la trans-
formada de los campos definida como

pr(t) = /dlexpik'lp(l,t), (5.65)

y similarmente los demas. Por ltimo, suponemos que nos mantene-
mos en un régimen en que las desviaciones con respecto a los campos
homogéneos es pequena, de modo que podemos despreciar los términos

no lineales en p(r,t), w(r,t) y 6(r,t) y sus derivadas. Se llega asi a
las ecuaciones de Navier-Stokes linealizadas para estos campos [79],

op _
% +ik- &y, =0, (5.66)
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ow - ik ~
aisk - % Wk + o (9k + Pk) + Tp@rk® = 0, (5.67)

90, L o~ 0 ~
aisk + (1 Cup )ik - @ + K2 (FOr + Timpr) = —prCoy) — Oxtbn.
(5.68)
Hemos definido:
. m\1/2 (1 —a? 3ag 2
v(a=(3) { 2 <1+16>+<1_16)A
3 9 A*?7 day
—[32(1—04)—1— 16}8A*A}’ (5.69)

vy g, kg v i son las versiones adimensionales de los coeficientes de
transporte,

M= —M __ fy=—A2 i = 2 (5.70)
~ mnglooy’ " nglvoy’ T Tylvor '

La ecuacion de evolucién de la perturbacion del campo de veloci-
dades w puede separarse en sus componentes paralela (DkH y perpen-
dicular w; | al vector de onda k, obteniéndose:

=(0)

dwpi
s 12{ wg | + nHwa_k =0, (5'71)
0Ty W ik~
83” a g gl + = (O + pr) + M@ k* = 0. (5.72)

Debido a la dependencia temporal de A*, que aparece en los distin-
tos coeficientes de transporte, en la velocidad de cambio de la tempera-
tura y en la funcién ¢, la dependencia temporal no puede ser escalada
totalmente de las ecuaciones de evolucion de las perturbaciones. Se
observa que la ecuacion para el campo de velocidades transversal wy, |,
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ecuacién (5.71), estd desacoplada de la del resto de campos, lo que
permite su integracién directa,

Wi, 1 (s) = wg, 1 (0) exp/ ds'\, (), (5.73)
0
donde
Z(U)
Au(s) =25 = k. (5.74)

Del resultado anterior se sigue que los modos cuyo nimero de
ondas k cumpla que k < k, (s), siendo

—(0) 1/2
kyi(s) = (5) : (5.75)
211
crecen en el tiempo. En nuestro sistema, la temperatura puede tanto
aumentar como disminuir en el tiempo. Para las situaciones de ca-
lentamiento homogéneo, en las que la velocidad de cambio de la tem-
peratura es negativa, k| es imaginario y por tanto wy | decrece para
todo k. En los casos en los que el sistema se encuentre enfridandose,
la velocidad de cambio de la temperatura es positiva y por lo tanto
k1 > 0. En consecuencia, los modos con un niimero de onda inferior
a este valor critico aumentan. Este ntimero de onda critico evoluciona
en el tiempo a través de ZHO y ng. Como la viscosidad se mantiene
positiva y finita para todas las temperaturas, tenemos que al anu-

larse Zg) a medida que el sistema se acerca al estado estacionario,
k, también tiende a 0. Por ello, aunque inicialmente haya pertur-
baciones del campo de velocidades transversal que puedan crecer en
el tiempo, a medida que k| decrece, todos los modos con k # 0 ter-
minan decayendo antes o después. En el caso de la perturbacion ho-
mogénea (k = 0), crece monétonamente hasta que el sistema alcanza
el estado estacionario. Este aumento es sin embargo ficticio, pues se
debe tnicamente a la disminucién de vg(7) a medida que el sistema
se enfria, manteniéndose constante en todo momento el campo sin
escalar.

Para el resto de campos no podemos realizar la integracion del sis-
tema en forma analitica, y por tanto no parece factible el andlisis del
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comportamiento de los correspondientes modos. Por ello, hemos pro-
cedido a la integracién numérica del sistema de ecuaciones (5.66),(5.68)
y (5.72) y, a continuacién presentamos los resultados para ciertos va-
lores concretos de los parametros.

En la figura 5.5 se muestra la evoluciéon de las distintas pertur-
baciones de los campos y de la temperatura en un caso de sistema
calentandose, de modo que la perturbacién del campo de velocidades
transversales debe disminuir en el tiempo. El valor del coeficiente de
restitucion es o = 0.9 y el ntimero de onda es k = 0.050~!. Represen-
tamos con linea continua (negra) la perturbacién de la densidad, con
linea discontinua larga (rojo) la de la temperatura, con linea punto
raya (azul) la del campo longitudinal de velocidades y con linea a tra-
zos cortos (verde) la del campo de velocidades transversal. También
se muestra la desviacién de la temperatura del valor estacionario a
través de la funcion AT* = (T'(s) — Ts)/(100Ty;), representada me-
diante circulos (naranja). El valor inicial de la temperatura cumple
que A*(0) =1 > A%, ~ 0.078 y el de las perturbaciones 6 o5 = —1073
Y £0.05 = Wo.05L = Wo.05| = 1073, Como esperdbamos la perturbacién
del campo de velocidades transversal disminuye en el tiempo. El resto
de perturbaciones muestra un comportamiento oscilatorio cuya am-
plitud también decae mondtonamente hasta anularse.

En la figura 5.6 representamos la solucién para un caso de en-
friamiento, que corresponde a una temperatura inicial que cumple
A*(0) = 1073 < A%, Los resultados corresponden a las perturba-
ciones con nimero de onda k = 0.20~!, de nuevo para o = 0.9. Con
este valor de A*(0) el valor inicial de k; dado por la ecuacién (5.75) es
ki ~ 0.757 > k, de modo que, de acuerdo con el anélisis realizado an-
teriormente, se espera que la amplitud de la perturbacién wy, | crezca

inicialmente hasta el instante en el que k; = k. A partir de ese
momento debe de disminuir hasta anularse. Los valores iniciales de
las distintas perturbaciones son o = —1073, poo = Wo.g = 1073y

W21 = 107%. La primera observacién a destacar es que Wy, | muestra
el comportamiento esperado. El resto de perturbaciones exhiben un
comportamiento oscilatorio, aumentando también su amplitud mien-
tras crece la perturbacion del campo de velocidades transversal, y de-
cayendo posteriormente aunque en una escala de tiempo mas rapida.
El comportamiento es similar para otros valores de k, mientras ini-
cialmente sea menor que k| .

En base a los resultados anteriores podemos estar tentados a con-
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FIGURA 5.5: Evolucién temporal de las perturbaciones de los campos
hidrodindmicos con nimero de onda k = 0.050~! para un sistema con
a = 0.9 calentdndose. La escala temporal y los valores iniciales de las per-
turbaciones y de la temperatura se dan en el texto principal.
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FIGURA 5.6: Evolucién temporal de las perturbaciones de los campos
hidrodindmicos con niimero de onda k = 0.20~! para un sistema con a = 0.9
enfridndose. La escala temporal y los valores iniciales de las perturbaciones
se dan el texto.
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cluir que la hidrodindmica homogénea es linealmente estable. Sin
embargo, hay que considerar que las perturbaciones pudieran crecer
lo suficiente como para hacer necesario tener en cuenta el efecto de
las contribuciones no lineales a las ecuaciones de evolucién de los
campos hidrodinamicos. Para estudiar esta posibilidad hemos lle-
vado a cabo simulaciones del sistema bidimensional efectivo, en el que
las particulas interactian con la regla de colisién (3.5), utilizando el
método de Dindmica Molecular. En las simulaciones consideramos
una caja cuadrada de lado L = 2000 con N = 2000 discos duros
inelasticos con a = 0.7, de modo que la densidad numérica media
del sistema es n = 0.050 2. Simulamos el sistema en situaciones de
enfriamiento, en las que hemos visto como las perturbaciones crecen
espontaneamente, partiendo de una temperatura inicial mucho mayor
que la estacionaria, concretamente se cumple Ty = 9.7 x 10737°(0).
Para la velocidad caracteristica tomamos el valor A = 10~%v(0)/v/2.
Los resultados que presentamos corresponden a una unica trayecto-
ria en la que no se imponen perturbaciones iniciales sino que éstas se
producen de forma espontanea en el sistema. Al imponer condiciones
de contorno periddicas en las simulaciones, los valores del nimero de
ondas permitidos cumplen que k = n2L”, siendo n un ndmero entero.
Por otra parte, los modos con un nimero de onda menor son los que
nos interesan, ya que son estos los que mostraran mejor el compor-
tamiento inestable y, al estar asociados a longitudes de onda mayores,
los méas adecuados para al limite de gradientes pequenos que estamos
estudiando. Por ello en nuestro estudio nos centramos en el valor
k = knin = %’T, que es el menor niimero de onda que podemos es-
tudiar en las simulaciones. Las componentes de la transformada de
Fourier de los campos de densidad y velocidad estan definidas salvo
una constante de proporcionalidad como:

N

no) - Z 27Tyz- (5.76)

U L komin — 0 L’ :

=1

—( s 27ry‘

u mzn = Z fl) L 17 <5.77)
=1
N v 2nx

(1 ;. .

uiy‘)‘vkmzn = Z n COS /L’ <5.78)

1 Vo (t) L

i=
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N
~(2) _ Vig . 2T
U | kmin — Z w®) " TL (5.79)
i=1
al 2mx;
ﬁ,giii = Zcos T o (5.80)
i=1
al 2mx;
o =3 sin = (5.81)
i=1

Hay que tener en cuenta que estos no son los campos pr y Wk, ¥
que los valores iniciales de las perturbaciones y del nimero de onda
son distintos a los utilizados para obtener las soluciones numéricas
de las ecuaciones de estabilidad lineal, por lo que la comparacion de
estas simulaciones con los resultados anteriores debe ser cualitativa.
En las figuras 5.7 y 5.8 representamos las transformadas de las veloci-
dades, dadas por las ecuaciones (5.76)-(5.79), en las direcciones x e
y frente a 7, el nimero acumulado de colisiones por particula (pro-
porcional a la escala s introducida en la ecuacién (5.63)), para una
misma trayectoria simulada. Lo primero que se observa es que en la
direccién z la desviacion de las componentes del campo de velocidades
transversales aumenta inicialmente en el tiempo, disminuyendo poste-
riormente, consistentemente con lo que habiamos obtenido del analisis
tedrico de las ecuaciones lineales. Las componentes del campo de ve-
locidades longitudinal muestran un comportamiento oscilatorio con
un maximo en su amplitud, que ocurre al mismo tiempo que el campo
transversal alcanza el suyo. Algo semejante ocurre en la direccién y,
aunque en este caso el campo de velocidades transversal muestra un
comportamiento oscilatorio, la amplitud de éste presenta la misma
evolucién que en la otra direccién al igual que el resto de las compo-
nentes. En general se observa en las simulaciones que cuando en una
direccién el campo de velocidades transversal crece sin oscilar, en la
direccién perpendicular lo hace oscilando.

En la figura 5.9 representamos las transformadas en direcciéon z e
y de las perturbaciones del campo de densidad, para la misma trayec-
toria que en las figuras 5.7 y 5.8, en funcién del nimero acumulado de
colisiones por particula. Se observa que presentan un comportamiento
oscilatorio y, de nuevo, la amplitud de las perturbaciones crece inicial-
mente, alcanzando un maximo en el mismo instante que las pertur-
baciones del campo de velocidad transversal. En la figura 5.10, se
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FIGURA 5.7: Evolucién de las transformadas de las componentes longitu-
dinal y transversal de la componente x del campo de velocidad, dadas por
(5.76)-(5.79), obtenidas de las simulaciones de Dindmica Molecular para una
situacién de calentamiento.
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FIGURA 5.8: Evolucién de las transformadas de las componentes longitu-
dinal y transversal de la componente y del campo de velocidad, obtenidas
de las simulaciones de Dinamica Molecular para la misma trayectoria que se
representa en la figura 5.7.
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FIGURA 5.9: Evolucién de las componentes de la transformada del campo
de densidad en las direcciones x e y. Los resultados corresponden a la misma
trayectoria para la que se ha representado las transformadas del campo de
velocidades.

representa la posicién de todas las particulas en el instante 7 = 22.5,
cuando la amplitud de las perturbaciones alcanza un méaximo. Se
identifica un comportamiento claramente inhomogéneo, con una zona
mas poblada, que es lo que se denomina un agregado de particulas

Nuestro analisis de la evolucién lineal de las componentes del
campo de velocidades transversal resulta dar correctamente el creci-
miento de la amplitud de la perturbacién y su posterior disminucién.
No podemos justificar sin embargo los efectos no lineales como la
aparicion de agregados como los que se observan en la figura 5.10,
o el aumento de la amplitud de las oscilaciones de las perturba-
ciones del campo de densidad, que parece estar acoplado al del campo
de velocidades transversal. Estos efectos no lineales son sin em-
bargo los que conducen finalmente al sistema a alcanzar el estado
homogéneo dependiente del tiempo, por lo que podemos concluir que
este es efectivamente estable. La conclusién es entonces que las ecua-
ciones hidrodindmicas obtenidas para el sistema con la regla de coli-
sién efectiva, no presentan ninguna inestabilidad para los estados
hidrodindmicos homogéneos, incluyendo como caso particular al es-
tado estacionario. Por ello no parece que este modelo pueda describir
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FIGURA 5.10: Imagen de la posicién de las particulas del sistema para
7 = 22.5 en la misma trayectoria para la que hemos representado las trans-
formadas de los campos de densidad y velocidad. El instante elegido coincide
aproximadamente con cuando la amplitud de la transformada del campo de
velocidades transversal alcanza un méaximo.

el régimen bimodal observado en los experimentos de medios granu-
lares vibrados confinados casi-bidimensionalmente. La consecuencia
es que el modelo debe modificarse si se quieren describir los ricos
comportamientos hidrodinamicos observados experimentalmente.






Capitulo 6

Intruso en un medio
granular vibrado confinado

En los capitulos anteriores, hemos comprobado, mediante calculos
analiticos y simulaciones, cémo el modelo colisional efectivo propuesto
en [11] no es capaz de reproducir el comportamiento del sistema gra-
nular vibrado casi bidimensional en lo que se refiere a la existencia de
inestabilidades hidrodindmicas. Por otra parte, el uso de una regla
de colisién efectiva es especialmente atractiva, facilitando el estudio
analitico del sistema al no tener que considerar la interaccion de las
particulas con las paredes confinantes. Por lo tanto resulta interesante
plantearse cuales son los cambios que seria necesario realizar en la
regla de colisién efectiva para que describa correctamente, al menos a
nivel cualitativo, el efecto de la vibracién en el plano perpendicular.

En este sentido, para identificar los factores méds relevantes en la
interaccion entre particulas y analizar como se transfiere la energia en-
tre los grados de libertad paralelos y perpendiculares a la vibracién,
realizamos simulaciones del sistema vibrado confinado mediante el
método de Dindmica Molecular utilizando la dindmica ineléstica ori-
ginal. En estas simulaciones estudiamos distintas propiedades del
sistema confinado en el estado estacionario y cémo varian al intro-
ducir una particula, a la que llamamos intruso, distinta a las dema4s.
El efecto y la dindmica de un intruso han sido ampliamente estu-
diados en el caso de un medio granular en estado de enfriamiento
homogéneo [80-82]. En nuestro sistema vibrado la tnica propiedad
del intruso diferente de las del resto de particulas va a ser su masa,

81
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a la que le damos un valor doble que la de las particulas del bano,
manteniendo el mismo diametro y coeficiente de restitucién. Debido a
que ahora en una colisién las masas de las dos particulas involucradas
pueden ser distintas, es necesario generalizar la regla de colisién con-
siderando esta posibilidad. Para la colisién entre las particulas 7 y j
es

I — v, — (1 L y . -
vi=vi— (I a) (8o,
m;

vi=vi+(1+a) (6-g)o, (6.1)

I m; +my;
siendo m; y m; las masas de cada una de las particulas involucradas.
Esta regla de colisién, que conserva la cantidad de movimiento, es
equivalente a (3.2) cuando se consideran particulas con la misma
masa y solo difiere cuando el intruso se encuentra involucrado en la
colision. En las simulaciones, partiendo de una situacién inicial ar-
bitraria, se deja evolucionar al sistema hasta que alcanza un estado
estacionario, en el cual comenzamos a tomar los datos, que se prome-
dian tipicamente sobre unas 200 trayectorias. Todas las simulaciones
se realizan con N = 586 particulas y un coeficiente de restitucion
a = 0.9. La separacién entre las paredes paralelas confinantes es
h = 1.50, y la celda base del sistema es un cuadrado de lado L. En
concreto, realizamos simulaciones considerando dos valores distintos
para L, uno L = 1000, de modo que la densidad media en el plano es
n ~ 0.060~2 y nos encontramos en el limite diluido, y otro L = 400,
con lo que n ~ 0.370~2. Como referencia, realizamos también en cada
caso simulaciones del sistema homogéneo sin intruso.

6.1 Resultados

Antes de comenzar a presentar los resultados seialamos que, cuando
el sistema se encuentra en el estado estacionario, se observan cambios
ocasionales en su comportamiento para las dos densidades estudiadas.
En estas situaciones, de las que hablaremos al final del capitulo, varias
propiedades de la dindmica del intruso, tales como su frecuencia de
colision con las paredes y con las particulas del bano o su energia
cinética, varfan de forma importante llegando a afectar sensiblemente
la dindmica del banio. Sin embargo, estos cambios son suficientemente
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FIGURA 6.1: Configuracién espacial tipica de las particulas en el sistema
vibrado con intruso para los sistemas diluido (izquierda) y denso (derecha).
En ambas figuras se senala el intruso como el disco de negro. Como ayuda
se indica en el caso diluido con una circunferencia a trazos la posicién del

intruso (centro del circulo).

poco frecuentes y de corta duracién como para poder hablar en ge-
neral de un estado estacionario. Dejando a un lado este fenémeno,
destaca en las simulaciones la diferencia entre ambos sistemas en la
distribuciéon de las particulas en el plano perpendicular a la vibracién
cuando el sistema alcanza el estado estacionario, como puede obser-
varse en la figura 6.1. En nuestro sistema la presencia del intruso de
superior masa hace que éste se vuelva intrinsecamente inhomogéneo
pero, mientras que en el caso menos denso la densidad numérica del
sistema en el plano se mantiene aproximadamente homogénea, para
el sistema mas denso pueden aparecer zonas claramente mas densas
compuestas por particulas del bafio mientras que el intruso se sitta
en la zona mas diluida. Esta diferencia no se produce en los sistemas
sin intruso, en los que la distribucion de las particulas se mantiene
homogénea en ambos casos. Un efecto similar se da en el caso del in-
truso en el medio granular en enfriamiento homogéneo donde, depen-
diendo de la razon entre las velocidades de cambio de la temperatura
del intruso y del fluido, el intruso puede presentar comportamien-
tos muy diferentes pasando por ejemplo de una dindmica difusiva a

balistica [83].

Un primer resultado de las simulaciones es la funcion de correlacién
de pares con la que medimos la razon entre la densidad a una distancia
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FIGURA 6.2: Funcién de correlacién de pares del bano (linea a trazos) y el
intruso (linea continua) asi como la de las particulas del sistema de referencia
sin intruso (linea de puntos y trazos) con n ~ 0.060 2.

r,, siendo r; el médulo de la proyeccion de r en el plano perpendicu-
lar a la vibracidn, y la densidad media del sistema. Aunque en algunas
situaciones el sistema sea claramente inhomogéneo, medimos solo en
funcién de r; dado que las zonas mas densas se deforman y cambian
de posicién constantemente, de modo que no es posible identificar un
agregado permanente que defina una direccién preferente. En la figura
6.2 representamos los resultados del caso menos denso. La linea negra
formada por puntos y guiones corresponde a las particulas del sistema
sin intruso, la linea roja discontinua al bafio y la linea azul continua al
intruso. Vemos como el comportamiento de g(r,) apenas varia para
el bano al introducir el intruso, mientras que para éste muestra una
tendencia diferente, indicando que en su entorno mas cercano se en-
cuentran menos particulas por unidad de area. Las mismas funciones
se muestran en la figura 6.3 para el sistema con n ~ 0.370 2. En este
caso observamos como el comportamiento de las particulas del bano
cambia sensiblemente con respecto a la situacién sin intruso, y el valor
de la funcién de correlacion de pares disminuye con la distancia, in-
dicando que en esta situacién estas particulas tienden a estar méas
juntas. Por otra parte el comportamiento del intruso se mantiene en
la linea del caso anterior aunque el efecto de separacién se vuelve méas
pronunciado como puede apreciarse comparando las escalas verticales.
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FIGURA 6.3: Funcion de correlacién de pares del bafio y el intruso asi como
la de las particulas del sistema de referencia sin intruso con n ~ 0.370 2.
Los datos del sistema sin intruso se representan con la linea negra de puntos
y trazos. En el sistema con intruso las lineas azul continua y roja a trazos
corresponden al intruso y a las particulas del bano respectivamente.

A continuacién presentamos los resultados para las distribuciones
de velocidad en unidades de vy, la velocidad de vibracion de las pare-
des confinantes, de los diferentes tipos de particulas, tanto en la di-
recciéon de la vibracién como en el plano perpendicular. En la di-
reccién perpendicular al vibrado, las simulaciones muestran que el
sistema es isétropo, con esto los datos presentados para v | correspon-
den al promedio de dos componentes perpendiculares de la velocidad
en este plano. Calculamos también, a partir de las distribuciones de
velocidad, la temperatura granular en las diferentes direcciones y el
coeficiente as dado por la ecuacién (3.46), valores que se muestran en
la tabla 6.1. En las figuras 6.4 y 6.5 representamos las distribuciones
correspondientes a las componentes perpendiculares a la direccién de
vibracién para el caso diluido y denso, respectivamente. En éstas, la
linea de puntos y trazos corresponde al sistema sin intruso, mientras
que la linea a trazos y la continua son las distribuciones para el bano y
para el intruso respectivamente. Vemos en las graficas y en los valores
de la temperatura como la distribucién para las particulas del bano
se vuelve mas ancha al introducir el intruso en ambos casos, aunque
menos que la de éste ultimo.
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’ no? ‘ Caso H Tl/mvg ‘ as | ‘ T”/mvg ‘ as)| ‘
0.06 | Sin intruso || 4.5-10% [ 0.04 [ 1.1-10° | 0.07
0.06 Baiio 5.4-10* [ 0.57 [ 1.2-10° | 0.28
0.06 | Intruso 1.7-10° | 1.23 | 2.2-107 | 1.48
0.37 | Sin intruso 554 0.24 | 1.4-10° | 0.91
0.37 Baiio 3.4-10% | 4.87 | 5.5-10% | 2.66
0.37 | Intruso 4.8-107 [ 0.44 [ 1.1-107 | -0.46

TABLA 6.1: Valores estacionarios de la temperatura y el coeficiente as en
las diferentes direcciones, tipos de particulas y casos. La temperatura se da
en unidades de la velocidad de vibracion de las paredes v, y de m, la masa
de las particulas del bano. La masa del intruso es 2m.

Representamos también las distribuciones de velocidad en la di-
reccién del vibrado en las figuras 6.6, para el caso diluido, y 6.7, para
el mas denso. La linea de puntos y trazos corresponde al sistema
sin intruso y la linea a trazos al bano en presencia del intruso, cuya
distribucién se muestra con linea continua. De nuevo la distribucién
del bano se vuelve mas ancha en presencia del intruso aunque es este
quien muestra una mayor diferencia de comportamiento, siendo su
temperatura varios ordenes de magnitud mayor. En las figuras 6.8 y
6.9 se representan las distribuciones para el bano y el intruso de modo
que se puede apreciar mejor la de este ultimo. Para el caso diluido
vemos como las colas decaen mucho més lentamente, senalando como
el intruso puede alcanzar velocidades verticales muy superiores a la de
las particulas del bafio. En el sistema con n ~ 0.370 2 la distribucién
cambia de forma presentando dos maximos, de modo que el intruso
tiene un modulo medio de la velocidad superior al del caso diluido.

A continuacion presentamos las distribuciones de n.y y de dgop, res-
pectivamente el niimero de colisiones con las paredes que experimenta
una particula y la distancia que recorre en el plano perpendicular al
vibrado entre dos colisiones sucesivas con otras particulas. Las figuras
6.10 y 6.11 corresponden al sistema diluido, concretamente las lineas
negras de puntos y trazos son los datos para el sistema sin intruso,
las lineas rojas a trazos los del bano y las azules continuas los del
intruso. La distribucién del nimero de colisiones con las paredes
se mantiene practicamente sin cambios para el bano con respecto al
sistema de referencia mientras para el intruso la distribucién decae
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FIGURA 6.4: Distribuciones de velocidad en el plano perpendicular a la
direccién del vibrado de los distintos tipos de particulas en el caso diluido.
La linea punto-trazo corresponde a los datos del sistema sin intruso, la linea
continua al intruso y la linea a trazos al bano.
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FIGURA 6.5: Distribucién de velocidades en el plano perpendicular a la
direccién del vibrado en el sistema més denso en ausencia de intruso (linea
de puntos y trazos) y, en presencia de este, para el bafio (linea a trazos) y
el intruso (linea continua).
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FIGURA 6.6: Funcién de distribucién de la velocidad vertical en el estado
estacionario para los distintos tipos de particulas en el sistema con n ~
0.060 2. La linea punto-trazo corresponde al sistema sin intruso, la linea a
trazos al bano y la linea continua al intruso.
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FIGURA 6.7: Funcién de distribucién de la velocidad vertical en el estado
estacionario para los distintos tipos de particulas en el sistema con n ~
0.3702. La linea de puntos y trazos corresponde al sistema sin intruso, la
linea a trazos al bano y la linea continua al intruso.
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FIGURA 6.8: Distribucién de la velocidad vertical en el estado estacionario
para el bano (linea a trazos) y el intruso (linea continua) en el caso dilu-
ido. Puede verse como las colas de la distribucion del intruso decaen mas
lentamente.
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FIGURA 6.9: Distribucién de velocidad vertical para el bano (linea a trazos)
y el intruso (linea continua) en el caso denso pudiendo apreciarse como la
distribucién para este tltimo.
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| no? | Caso | (nea) | (deot) |
0.06 | Sin intruso 10.8 5.51
0.06 Bano 10.6 5.52

0.06 Intruso 67.3 5.68
0.37 | Sin intruso 1.1 0.54
0.37 Bafio 0.79 | 0.46
0.37 Intruso 53.3 | 2.23

TABLA 6.2: Numero de medio de colisiones con las paredes y recorrido libre
medio para las distintas situaciones y tipos de particulas.

mas lentamente. Este mayor nimero de colisiones con las paredes
concuerda con que el intruso tenga mayor velocidad en esta direccién
como vimos antes. Por otra parte, las distribuciones de distancias
recorridas son practicamente idénticas para las distintas particulas.

En las figuras 6.12 y 6.13 representamos las mismas distribuciones
para el sistema con n ~ 0.37c72. En el caso de las particulas del
bano el niimero de colisiones con las paredes y la distancia recorrida
entre colisiones disminuyen ligeramente con respecto a los del sistema
de referencia, senalando que estas particulas se encuentran mas cer-
canas entre si. Lo contrario ocurre con el intruso que muestra un
mayor nimero de colisiones con las paredes y una mayor distancia
recorrida, de acuerdo también con el hecho de que, como ya hemos
indicado, el intruso se sitiia en las zonas mas diluidas al formarse las

inhomogeneidades.

En la tabla 6.2 mostramos los valores medios del niimero de coli-
siones con las paredes y de la distancia recorrida entre colisiones entre
particulas, el recorrido libre medio, calculados a partir estas distribu-
ciones. En éstas puede apreciarse como el nimero medio de colisiones
con las paredes aumenta significativamente para el intruso mientras
que su recorrido libre medio solo es superior en el sistema denso,
indicando, junto a la disminucion de este valor para el bano, las inho-
mogeneidades que surgen en este caso.

Por ultimo obtenemos la distribucion de o), relacionada con el
angulo que forman la direccion de la colisién con la del vibrado y por
tanto con la transferencia de velocidad entre los grados paralelos y
perpendiculares a la vibracion. En las figuras 6.14 y 6.15 mostramos
estas distribuciones para el sistema diluido y denso respectivamente.
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FIGURA 6.10: Distribucién del niimero de colisiones con las paredes entre
colisiones con otras particulas para los sistemas diluidos sin intruso (linea
negra de puntos y trazos) y en presencia de éste (linea roja a trazos para el
bano y azul continua para el intruso).
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FIGURA 6.11: Funcién de distribucion de la distancia recorrida entre coli-

siones entre dos particulas para los diferentes tipos de particulas en el sistema
diluido.
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FIGURA 6.12: Distribucién del nimero de colisiones con las paredes entre
colisiones entre particulas. Los datos corresponden a los distintos tipos de
particulas en el sistema denso.
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FIGURA 6.13: Distribuciones de la distancia recorrida entre colisiones con
otras particulas en el sistema denso. La linea negra de puntos y trazos
corresponde al sistema sin intruso, la linea roja a trazos al bano y la linea
azul continua al intruso.
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FIGURA 6.14: Distribucién de o) en el sistema con n ~ 0.0602.

En éstas la linea negra de puntos y trazos representa los resultados del
sistema sin intruso, la linea roja a trazos al bano y la azul continua
al intruso. De nuevo vemos como en el sistema diluido el compor-
tamiento de las particulas del bafio cambia poco al introducir el in-
truso, mientras que para éste la distribucién se deforma aumentando
la probabilidad de colisién con un valor de o|| pequeno. Esta tenden-
cia del intruso se ve més pronunciada en el sistema denso mientras
que, en este caso, el comportamiento del bafio muestra la tendencia
contraria, aumentando ligeramente la probabilidad de las colisiones
mas verticales.

6.2 Analisis del sistema

Hemos visto cémo, a las dos densidades estudiadas, el intruso
tiende a separarse del resto de particulas y tiene una temperatura
granular mayor que la del bafio en ambas direcciones, aunque mas
marcadamente en la direccién del vibrado. Por otra parte, la principal
diferencia que apreciamos entre los dos casos es la apariciéon de zonas
significativamente mas densas en el caso mas denso. Para analizar este
comportamiento descomponemos la regla de colisién para la variacién
de la velocidad de una particula en estas componentes obteniendo:
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FIGURA 6.15: Distribucién de o para los distintos tipos de particulas en
el sistema con mayor densidad.

(1+ a)( 1*Uﬁ&L'gJ_+UHg||)U||v (6.2)

Avi = ——"2 _(14a)(y/1 - 026 g, +oyg))\/1 — 026 1. (6.3)
’ mi + meo I Il

Vemos en estas ecuaciones como para valores pequetios de oy, aten-
diendo a los términos de distinto orden en esta variable, la mayor
variacién se produce en direccién horizontal debido a las componentes
horizontales de la velocidad relativa, seguida por la transmisién de en-
ergia entre los distintos grados de libertad y siendo la variacion vertical
debida a las componentes de la velocidad en esta direccion el efecto
menos relevante. En nuestro sistema confinado se impone una cota
méxima al valor de o) debido a que la separacion entre las paredes es
menor que 20. De este modo, por el efecto del confinado, en nuestro
sistema la disipacién de energia se produce principalmente en el plano
perpendicular a la inyeccién, lo que hace que la temperatura sea su-
perior en la direccién de vibracion. Por otra parte, si la diferencia
entre las velocidades de las particulas antes de la colisién es mayor en
direccion del vibrado que en la perpendicular son mas probables las
colisiones con menor o).
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El hecho de que el intruso tenga una masa superior al resto de
particulas implica, como puede apreciarse en la regla de colisién 6.1,
que su velocidad se ve menos alterada en las colisiones. Esto favorece
el que las particulas del bafio se alejen méas rapido del intruso que de
otras particulas tras una colisién, haciendo que haya menos particulas
en su entorno como se observa en las funciones de correlacion de pares.
En esta situacién, como hemos visto, el intruso choca mas con las
paredes, ganando mas energia en la direccién de vibrado. Ahora,
debido a que para colisiones entre el intruso y el bano la diferencia de
velocidades en esta direccién aumenta mas que en la perpendicular,
se favorecen las colisiones de menor o), como puede observarse en
las figuras 6.14 y 6.15, lo que hace que el intruso tienda a continuar
ganando energia al mismo tiempo que el bafio se calienta debido a las
colisiones con éste.

A partir de este punto la diferencia de comportamientos entre los
sistemas denso y diluido se debe a la respuesta del bano a las colisiones
con el intruso. En el sistema diluido tenemos que el bano no disipa
la energia transmitida por el intruso suficientemente rapido, de forma
que su temperatura y frecuencia de colisién con el intruso aumentan.
Este aumento en las colisiones consigue frenar el crecimiento de la
energia vertical del intruso, alcanzandose el estado estacionario. Por
otra parte, el bafio del sistema denso es capaz de disipar esta energia
aportada por el intruso, de modo que no se produce el aumento de
colisiones. Asi, la energia vertical del intruso continia creciendo hasta
que la transmisién de momento lineal en las colisiones favorece la
aparicién de zonas mas densas en el bano. Estas zonas disipan mas
eficientemente la energia y son méas estables frente a las colisiones
del intruso, siendo en estos choques en los que el intruso pierde mas
energia pudiendo alcanzar el estado estacionario.

Para comprender mejor esta dindmica vamos a comentar los cam-
bios de comportamiento que se observan en el estado estacionario.
Aunque estos cambios se dan en los dos sistemas, se presentan de
forma cualitativamente opuesta. En el sistema mdas denso tenemos que
la energia cinética del intruso disminuye temporalmente, de forma que
el bano se distribuye homogéneamente al tiempo que baja su tempe-
ratura. En el caso diluido lo que se observa es un aumento repentino
de las temperaturas del intruso y del bano, que termina disipandose
sin llegarse a formar inhomogeneidades. Mediante la reproduccién de
los datos de simulacién y el analisis de las curvas de energia cinética
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en el tiempo para ambos tipos de particula, puede verse como es el in-
truso el que inicia estos eventos. En el caso diluido se observa cémo el
intruso experimenta en cierto momento menos colisiones de lo normal
con el bano aumentando su energfa. De esta forma, en las colisiones
posteriores, el bano se calienta y el intruso comienza a experimen-
tar mas colisiones, volviendo al estado anterior. En el sistema maés
denso, si el intruso pierde la suficiente energia en direccién del vi-
brado al chocar con mas particulas de lo normal, se ve ¢cémo, al no
ganar el bafio tanta energia en las colisiones con éste, los aglomerados
desaparecen volviéndose el sistema homogéneo a la vez que disipa la
energia que el intruso le ha transmitido. Esto se mantiene hasta que el
bafio se enfria lo suficiente para que el intruso vuelva a ganar energia.

Aunque hace falta mucho trabajo tedrico y de simulaciéon para
terminar de comprender el comportamiento del sistema vibrado en
presencia del intruso, podemos apreciar del andlisis presentado que,
a la hora de proponer una nueva regla de colisién efectiva que re-
produzca mejor los sistemas vibrados confinados casi bidimensional-
mente, ésta debe introducir el hecho de que la inyeccién de energia en
las colisiones no es constante, incluyendo, entre otros factores, la de-
pendencia de la transmision de energia respecto de o y del nimero de
colisiones con las paredes que ocurren entre dos colisiones particulas.



Capitulo 7

Conclusiones

A continuacién resumimos los resultados més importantes presentados
en esta memoria, asi como algunas de las conclusiones que se siguen
de la investigacién realizada:

1. Se ha formulado en el contexto de una teoria de N cuerpos
un modelo de gas confinado casi-bidimensionalmente de esferas
duras inelasticas propuesto por Brito y colaboradores.

2. En el contexto anterior se formulé la ecuacion de Liouville del
sistema y se analiza la existencia de un estado estacionario, dis-
cutiendo sus propiedades.

3. Se ha mostrado que el sistema presenta una hidrodindmica ho-
mogénea, es decir, en ausencia de gradientes de los campos
macroscopicos. El estudio de esta hidrodindmica restringida es
un paso previo necesario para abordar la derivacién de ecua-
ciones hidrodindmicas al nivel de Navier-Stokes.

4. En el régimen hidrodindmico homogéneo mencionado el sistema
exhibe fenémenos de memoria analogos a los encontrados por
Kovacs en los polimeros. El origen a nivel hidrodindmico de
estos efectos ha sido identificado en forma precisa.

5. Se han deducido las ecuaciones hidrodindmicas en el orden de
Navier-Stokes (primer orden en gradientes de los flujos) del mod-
elo, identificando las expresiones de los coeficientes de transporte
que vienen dados en la forma de ”soluciones normales” de ecua-
ciones diferenciales ordinarias.
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Conclusiones

10.

11.

. Utilizando las ecuaciones anteriores hemos abordado el estu-

dio de la estabilidad lineal hidrodindmica del modelo. Se ha
visto que, aunque son posibles efectos transitorios en los que
una perturbacién crece, los estados hidrodinamicos homogéneos
son todos estables en el limite de tiempos largos.

Todos los resultados tedricos obtenidos se han comparado con
resultados de simulacién utilizando tanto el método de Dindmica
Molecular como el método de simulacién directa de Monte Carlo
(DSMC), éste tltimo en el caso de estudios tedéricos basados en
la ecuacion de Boltzmann.

. En particular, los resultados de Dindmica Molecular han puesto

de manifiesto la formacién de estados transitorios en los que
estan presentes agregados (clusters) de particulas que desapare-
cen para tiempos suficientemente largos.

. Queremos destacar que en las simulaciones se han utilizado al-

goritmos numeéricos originales, es decir, elaborados por este doc-
torando y no paquetes comerciales.

Una de las conclusiones relevantes de esta investigacion es que
el modelo analizado, con una dinamica efectiva bidimensional,
no es capaz de explicar las inestabilidades y los complejos esta-
dos observados experimentalmente. La btsqueda de un modelo
adecuado es, sin duda, una interesante futura linea de investi-
gacion.

Para abordar lo anterior hemos comenzado por investigar la es-
tructura interna del sistema confinado. Para ello se han anal-
izado mediante técnicas de Dindmica Molecular los efectos que
produce la adicién de una particula intrusa en el medio granu-
lar vibrado. La principal consecuencia sacada hasta ahora es la
aparicion de fuertes inhomogeneidades asociadas a fuerzas efec-
tivas de largo alcance. Estos efectos dependen en gran medida
de la densidad media del fluido donde se introduce el intruso.



Apéndice A

Célculo de L

Definimos el pseudo operador de Liouville adjunto L a partir de
la relacién:

[ arBOWRDLADAT) = [ L OBOW{rDIAT)
(A1)
donde, como ya se indic6 en el cuerpo del texto, el pseudo operador
de Liouville tiene la forma:

sz 81‘ + Z Ty (x4,%5). (A.2)

v 1<i<i<N

Comenzamos con el término de evolucién libre, el cual es directo
de reconocer pues, despreciando efectos de superficie, tenemos que:

N
/dI‘Zvi - %[B(F)A(F)] =0= /dFB(F)ZvZ- - 8(:14(1“)4-
i=1 v ; i

al )
+/dr (Z;v - mB(F)) AT) =

:>/dFB(F)‘ ({iA( ) = /dF (—Zvi-éiB(F)> A(T).
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Para el término que incluye al operador de colision T4 (x;,%;), a
partir de la definicién (A.1), el operador adjunto de colisién T (x;, x;)
viene definido por:

/de‘/deF(XhXj)T-i-(Xi?XJ)G(Xi7Xj) =
_ / dvi / Av;G (i, %) T (%0, %) F(xi, %), (AA)

Descomponemos el operador de colisién en una parte real y otra
virtual de modo que T (x;,%;) = TJ(:) (xi,%;5) + TJ(FU) (x4,%;) definidas
como:

T\ (x;, %) = 0471 / d60(—vij - 6)|vij - 616(rij — 6)be(,5), (A.5)

7 xi,%x;) = ¥V [ d60(—v;; - &)|vi; - 6|6(xii — &). A.6
+ J J J J

La identificacién del adjunto de la parte virtual es también directa

/dvz/dvj (x4, x;)T T )(xz,x])G(xi,xj) =

o= 1/dvl/dvj/da'F X, X;)0(—Vij - )

X |vij - ol0(ry; — 0)G(x4, %) =

ot l/dvl/dv]/daF(xl,x] (vij - o)

|VZJ U|5(rw+‘7) (Xuxj)

(A7)

Para la parte real tenemos:
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/dvl/dv] 7 )(x“x])G(xi,xj) =

/dvz / F(x4,%;)0(=v4j - 6)|vij - &

X 6(rij — 0)be(1,7)G (x4, %) = .
o1, / / /d&[bgl(i,j)F(x;XQ)W (nga' - 25)
" Vz‘j o 5(% o)G(x}, x}) =

i1 _2/dv,/dvj/da' (4, §)F (x4,%;)]0 (vij - 6 — 2A)

X |vij -6 —2A](r;j — 6)G (x4, %),
(A.8)

donde x} = {r;, vi}, b (i, j) es el operador que transforma las veloci-
dades a sus valores precolisionales dados por (3.17) y hemos utilizado
que dvidv) = a~ldv;dv;. Con estos resultados podemos entonces
identificar finalmente el operador de colisién adjunto y, junto con el
término de evolucién libre, obtenemos el pseudo operador de Liouville
adjunto:

N
_ 0 _
Li(T)=- Zvi o T Z Ty (xi,x;), (A.9)
i=1 " 1<i<j<N
T+(Xi,Xj :()’d_1 /d&[&(v” o QA)‘V” o 2A|(5(I’l] — a')
2

)
x a2y (i, §) = 0(vij - 6)|vi; - 616(ri; + 6)).
(A.10)






Apéndice B

Simulaciones de dinamica
molecular

El método de dindmica molecular esta basado de forma general en
la integracion de las ecuaciones de Newton para el sistema que estemos
interesados en estudiar. Para sistemas en los que los potenciales de in-
teraccién son continuos, las ecuaciones pueden discretizarse avanzando
el sistema en intervalos de tiempo fijo At mientras que en el caso en el
que el potencial sea discontinuo hay que tener en cuenta que, cuando
las particulas se encuentran a la distancia en la cual se presenta la dis-
continuidad, éstas cambian de velocidad instantaneamente. Debido a
esto utilizamos para nuestro sistema de esferas duras de didmetro o,
un algoritmo de simulacion dirigido por eventos, basandonos princi-
palmente en el propuesto por Allen y Tildesley [62]. En este tipo de
algoritmos, en vez de avanzar la configuracién del sistema a interva-
los de tiempos fijos, se localiza el proximo evento que se produzca, se
mueven las particulas del sistema hasta el instante en el que se produce
y, tras esto, se alteran las velocidades de las particulas involucradas
en dicho evento.

En nuestras simulaciones de sistemas de esferas duras el principal
evento que nos interesa localizar es la colision entre particulas. La
condiciéon para que dos particulas ¢ y j choquen en un instante tg
viene dada por:

[rij(to)| = o, (B.1)

donde r;; es la posicién relativa de las particulas. Debido a que
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en nuestras simulaciones no vamos a estudiar casos en los que las
particulas estén bajo el efecto de ningtin campo externo, tenemos que
entre colisiones su velocidad se mantiene constante. Con esto, si ten-
emos la configuracién del sistema en un instante ¢, el tiempo ¢;; que
tardarian en chocar dos particulas dadas puede calcularse a partir de
la condicién

i (t +ti)| = |rij(t) + vij(t)tis| = o, (B.2)

siendo v;; la velocidad relativa. Se obtiene entonces para el tiempo
de colision

—Tj - Vij — \/(rij “vij)? - UZQJ(TZZJ — )
- o , (B.3)
ij

En general esta ecuacion puede darnos tiempos negativos o imag-
inarios, significando esto que, con su posicién y velocidad relativa,
el par de particulas considerado no va a colisionar. Nos interesan
entonces solo los pares que cumplan la condicién de estar acerciandose

rjj-vij < 0, (B.4)
y tales que el discriminante de la ecuacién (B.3) sea positivo

(rij - Vij)2 — 012](7“22] — 02) > 0. (B.5)

Calculando estos tiempos de colision entre particulas podemos lo-
calizar cual sera el préximo par en chocar. Este método de simulacién
lo utilizamos para estudiar dos tipos de sistemas, el sistema bidimen-
sional efectivo con la regla de colisién del modelo de Brito (3.5), en el
que las particulas interactian inicamente entre ellas de modo que con
(B.3) podemos localizar los sucesivos eventos, y el sistema confinado
tridimensional, en el que la regla de colisién entre particulas es (3.2)
y las particulas también pueden chocar con las paredes confinantes,
por lo que necesitamos calcular los tiempos de colisién con éstas. En
las simulaciones del sistema confinado consideramos éste compuesto
por dos paredes eldsticas y paralelas entre ellas, separadas una dis-
tancia constante h. De estas paredes, una se encuentra en reposo y
la otra vibra en el limite de pequenia amplitud y alta frecuencia, de
forma que se supone que su posicién no varia en el tiempo y que las
particulas siempre se encuentran con ésta moviéndose con velocidad
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vp hacia ellas [84]. Con este modelo del sistema confinado tenemos
entonces que el tiempo de colisién de las particula ¢ con las paredes,
tomando como origen para la posicién en la direccion del vibrado la
posicion intermedia entre las paredes, viene dado por

h—o—2ry 0
TV para vy >0,
tiw = (B.6)
h*O’+2'I’iH
— 5, » Para v < 0,

Por otra parte el efecto de las paredes sobre la componente de la
velocidad perpendicular a ellas es, para la pared estatica

U"| = —v|, (B.7)
y para la pared que vibra
v"‘ =2up — ). (B.8)

En las direcciones perpendiculares al vibrado aplicamos, tanto
para el sistema efectivo como para el confinado, condiciones de con-
torno periédicas en las que si una particula atraviesa una de las fron-
teras se reintroduce a la misma altura por el lado opuesto. Al utilizar
estas condiciones de contorno hay que tener en cuenta que previamente
a una colision las particulas pueden atravesar las paredes, lo que hace
que la posicién relativa a introducir en (B.2) sea distinta si se apli-
can las condiciones de contorno. De este modo un par de particulas
puede no satisfacer en un principio dicha ecuaciéon para ningin in-
tervalo de tiempo real y positivo pero si al considerar que alguna
atraviesa las fronteras. En este sentido en nuestras simulaciones con-
sideramos tUnicamente los casos en los que, para que se dé la colisién,
las particulas atraviesan como maximo una vez los laterales. De este
modo evitamos, salvo en sistemas muy diluidos, pasar por alto algin
evento, lo que puede dar lugar a errores en las simulaciones como el
solapamiento de particulas.

Con esto, partiendo de una condicion inicial véalida, el algoritmo
de simulacion que aplicamos puede resumirse como sigue:

1. Dada la configuracion del sistema se calculan los intervalos de
tiempo necesarios para que ocurran los distintos eventos. Esto
incluye en general los tiempos de colision entre particulas t;;
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para todos los pares de particulas y en el caso confinado también
los tiempos de colisién con las paredes ?; . De estos tiempos
seleccionamos t,,;,, €l menor de ellos y asociado por tanto al
siguiente evento, e identificamos las particulas involucradas.

2. Se mueven todas las particulas libremente durante este tiempo
tmin, aplicando las condiciones de contorno, de modo que la
configuracién espacial resultante es la previa al evento que nos
interesa.

3. Se aplica a las particulas involucradas la regla de colisién que
corresponda, dependiendo del sistema que estemos simulando y
del tipo evento en el caso confinado, completando asi la colision.

De estos pasos, el que requiere mas tiempo de cdlculo es la ob-
tencién de los tiempos de colisién entre particulas. Como hay que
considerar la interaccion de cada particula con el resto, hay que re-
alizar del orden de N? operaciones para obtenerlos todos, siendo N el
numero de particulas en las simulaciones. Para disminuir los calculos
necesarios en este paso se almacenan en una matriz los tiempos de col-
isién tras obtenerlos inicialmente para todas las particulas. Una vez
se localiza y efectia el siguiente evento, en vez de volver a calcular to-
dos los tiempos, se resta en la matriz el tiempo que haya transcurrido,
actualizando asi el tiempo de colisién para todas las particulas salvo
para aquellas involucradas directamente en el evento al alterarse sus
velocidades. De este modo solo hay que volver a realizar los célculos
para las particulas que hayan chocado, reduciéndose las operaciones
necesarias al orden de .



Apéndice C

Calculo de vy, vy y v,

Las frecuencias v,V y v, estan definidas por las ecuaciones (5.43)-
(5.45), y calculamos una expresién en el orden mas bajo en su desar-
rollo en polinomios de Sonine. Teniendo en cuenta que el operador
de rotaciones conmuta con el operador de colisién, y que las frecuen-
cias son escalares, tenemos que tensorialmente A y B deben ser una
funcién isétropa de la velocidad multiplicada por S(V). Por otra
parte solo necesitamos la parte de traza nula del tensor C, que debe
ser el producto de otra funcién isétropa de la velocidad por D(V).
Para las distintas funciones isétropas de la velocidad proponemos un
desarrollo en polinomios de Sonine truncado en el orden mas bajo, que
en este caso es una funcién proporcional a la funcién de distribucién
de Maxwell

fu(V)=n <27:T>d/2 exp (—n;;Q> . (C.1)

De la definicién de las frecuencias vemos que la constante de pro-
porcionalidad resulta irrelevante en todos los casos, de modo que uti-

lizamos
A(V) < far(V)S(V), (C.2)
B(V) < fu(V)S(V), (C.3)
C(V)— gTrC x far(V)D(V). (C.4)
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Introduciendo estas expresiones en las ecuaciones (5.43)-(5.45) se
obtiene

_ JAVD(V) : £[fu(V)D(V)]
1= Tdv i (V)D(V) : D

(V)

_ [ VD, (V) : L[(V)D(V)]
(d—1)(d+2)nT? (C.5)

L, _JAVS(V) - Lfu(V)S(V)]

R [aviia(V)S(V) - S(V)
_2m [ dVS(V) - LIfur(V)S(V)] o)

d(d + 2)nT3

Las integrales restantes se calculan de forma directa, siendo de
ayuda el uso de programas de célculo simbdlico como Mathematica.
Los resultados que se obtienen finalmente son

V2rd ) 200y (T) a
vy = d(d+2)r(d/2)0 [(1+a)(2d+3 - 30) (1~ 3%)
V27 (d — 20) A* — 2 (1 + ‘?5) A*ﬂ : (C.7)
@D 2ped=ly(T) { (1 + a)[512 + 352d — 96a(d + 8)]
YT T Bd(d + 2)T(d)2) 26
L (L )[((5d +4) +3a(d = 4))]ay
26

- \/5[2(1 —d) + a(d + 8)|A*
32(d +8) + 3az(d — 4)A*2} |

25



Apéndice D

Calculo de (;

La expresion para el coeficiente de transporte de Euler (7 se da
en la ecuacién (5.31). A partir de la ecuacién (5.34) obtenemos la
siguiente expresion para la evolucion de la traza de C

oTrC (0) 8f(0) da
_rO)py ol _ __A* 2
¢WT 5T 4+ LTrC T@Tﬁd TrC=-A Day AT (D.1)

Debido a que f) no puede contribuir a los momentos de la ve-
locidad hasta segundo orden tenemos que el desarrollo en polinomios
de Sonine en el orden més bajo para TrC, que es una funcién isétropa
de la velocidad, tiene que ser

boe™

e~ —=
ﬂ-d/20-d—1vg+1

S@ (). (D.2)

Introduciendo esta expresion en la ecuacién (D.1), multiplicdndola

por v* e integrando posteriormente para v, obtenemos una ecuacién

para la dependencia de by en A*

=(0) Ax b2 [,=0) | 8Xx(AY) =
QNPT [sg +7d(d+2) +4dC, (ag + 1)
. Oas _ " Oas
—d¢,A 6A*} by = 20" (D.3)

donde aparecen las funciones
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B —(d+1)/2
(= % - _ MT /dc1 /dcze_cf_‘%[l +a25@(c1))SP ()
2

2 1/2 2 2
A*2ciy 7w aA*d, (1 —a?)dd,

+
r(5h) (%) ar(%?)

, (D.4)

X(AY) = 1/dvv4£TrC ! /dv/dvlf(o)(r,v,t)

_b2vén bgvén
x TrC(v1)To(v, v1)(v* + vf). (D.5)

Tras realizar las integrales obtenemos las siguientes expresiones
para estas funciones

¢ = 217/7‘;;;)(/;/2)[96+9a2—3a2(32+3a2)+A*2(64+30a2)], (D.6)
rld=1)/2
21T (d/2)

— 64(d — 1)a(16 + ag) — 2d(992 + 17az) + 302[928 + 43as

+ 12A*2(32 4 3az) + 10d(32 — az)]

+ 6A*2(288 — 45a5 + 64d + 6das)}

+512¢/TA*2 + Ta + 30 — 2d(1 — )]). (D.7)

X = (V2{300(32 — ag) — 5(544 + Tag) — 4A*2(32 + 15a5)



Lista de publicaciones

Los principales resultados de esta memoria estan contenidos total
o parcialmente en las siguientes publicaciones en revistas interna-
cionales:

e Homogeneous steady state of a confined granular gas, J. J. Brey,
M. I. Garcia de Soria, P. Maynar y V. Buzén, Phys. Rev. E 88,
062205 (2013)

e Homogeneous hydrodynamics of a collisional model of confined
granular gases, J. J. Brey, P. Maynar, M. 1. Garcia de Soria y
V. Buzén, Phys. Rev. E 89, 052209 (2014)

e Memory effects in the relaxation of a confined granular gas, J.
J. Brey, M. I. Garcia de Soria, P. Maynar y V. Buzén, Phys.
Rev. E 90, 032207 (2014)

e Hydrodynamics for a model of a confined quasi-two-dimensional
granular gas, J. J. Brey, V. Buzdén, P. Maynar y M. 1. Garcia de
Soria, Phys. Rev. E 91, 052201 (2015)

e Stability analysis of the homogeneous hydrodynamics of a model
for a confined granular gas, J. J. Brey, V. Buzén, M. 1. Garcia
de Soria y P. Maynar, Phys. Rev. E 93, 062907 (2016)

e Theory of a Confined Quasi-Two-Dimensional Gas of Hard Spheres,
J. J. Brey, V. Buzén, M. 1. Garcia de Soria y P. Maynar, Entropy
19, 68 (2017)

111






Bibliografia

[1] I. S. Aranson, and L. S. Tsimring. Rev. Mod. Phys. 78, 641
(2006)

[2] O. Reynolds, Philos. Mag. 20, 469 (1885)

[3] A. Snezhko, I. S. Aranson, and W. K. Kwok, Phys. Rev. Lett.
94, 108002 (2005)

[4] T.P. C. van Noije and M. H. Ernst, Granular Matter 1, 57 (1998)

[5] J. J. Brey, M. J. Ruiz-Montero y F. Moreno, Phys. Rev. E 55,
2846 (1997)

[6] F. Melo, P. Umbanhowar, and H. L. Swinney, Phys. Rev. Lett.
75, 3838 (1995)

[7] J.S. Olafsen, and J. S. Urbach, Phys. Rev. Lett. 81, 4369 (1998)

[8] A. Prevost, P. Melby, D. A. Egolf, and J. S. Urbach, Phys. Rev.
E 70, 050301 (2004)

[9] J. J. Brey, M. J. Ruiz-Montero, and D. Cubero. Phys. Rev. E 54,
3664 (1996)

[10] P. K. Haff, J. Fluid Mech. 134, 401 (1983)

[11] R. Brito, D. Risso, and R. Soto. Phys. Rev. E 87, 022209 (2013)
[12] E. R. Nowak et al., Phys. Rev. E 57, 1971 (1998)

[13] C. H. Liu, and S. R. Nagel, J. Phys. 6, A433 (1994)

[14] Janssen, Z. Verein Deustch. Ing. 39, 1045 (1895)

[15] H. M. Jaeger, and S. R. Nagel, Rev. Mod. Phys. 68, 1259 (1996)

113



114 BIBLIOGRAFIA

[16] G. Metcalfe et al., Nature 374, 39 (1995)
[17] O. Zik et al., Phys. Rev. Lett. 73, 644 (1994)

[18] K. Choo, T. C. Molteno, and S. W. Morris, Phys. Rev. Lett. 79,
2975 (1997)

[19] Rosato, A., K. J. Strandburg, F. Prinz, and R. H. Swendsen,
Phys. Rev. Lett. 58, 1038 (1987)

[20] E. F.F. Chladni, Entdeckungen ber die Theorie des Klanges (Bey
Weidmanns erben und Reich, Leipzig, 1787)

[21] M. Faraday, Philos. Trans. R. Soc. London 52, 299 (1831)

[22] P. Umbanhowar, F. Melo, and H. L. Swinney, Nature 382, 29
(1996)

[23] J. S. Olafsen, and J. S. Urbach, Phys. Rev. Lett. 81, 4369 (1999)
24] P. Melby et al., J. Phys. 17, $2689 (2005)

[25] D. R. M. Williams, and F. C. MacKintosh, Phys. Rev. E, 54, R9
(1996)

26] A. Puglisi, V. Loreto, U. Marini Bettolo Marconi, y A. Vulpiani,
g
Phys. Rev. E, 59, 5582 (1999)

[27] T. P. C. van Noije, M. H. Ernst, E. Trizac, y I. Pagonabarraga,
Phys. Rev. E, 59, 4326 (1999)

[28] I. Pagonabarraga, E. Trizac, T. C. P. van Noije, and M. H. Ernst,
Phys. Rev. E, 65, 011303 (2001)

[29] A. Barrat, E. Trizac, y J. N. Fuchs, Eur. Phys. J. E, 5, 161 (2001)
[30] J. Liouville, Journ. de Math. 3, 349 (1838)

[31] M. H. Ernst, J. R. Dorfman, W. R. Hoegy, and J. M. J. van
Leeuwen, Physica, 45, 127 (1969)

[32] T. P. C. van Noije, M. H. Ernst y R. Brito, Physica A 251, 266
(1998)

[33] N. N. Bogoliubov, J. Phys. URSS 10, 265 (1946)



BIBLIOGRAFIA 115

[34] J. G. Kirkwood, J. Chem. Phys. 14(3), 180 (1946)

[35] M. Born y H. S. Green, Proc. Roy. Soc. A 188, 10 (1946)
36] J. C. Maxwell, Phil. Trans. R. Soc. Lond. 157, 49 (1867)
[37] J. F. Lutsko, Phys, Rev. Lett. 77, 2225 (1996)

[38] J. J. Brey, J. W. Dufty y A. Santos, J. Stat. Phys. 87, 1051
(1997)

[39] R. Evans, Adv. Phys. 28, 143 (1979)
[40] H. van Beijeren y M. H. Ernst, J. Stat. Phys. 21, 125 (1979)

[41] D. Enskog y K. Svenska, Vetenskaps Akademiens Handl 63, No.
4 (1921)

[42] S. Chapman y T. G. Cowling, The Mathematical Theory of Non-
uniform Gases (University Press, Cambridge, 1960)

[43] J. S. van Zon y F. C. MacKintosh, Phys. Rev. Lett. 93, 038001
(2004)

[44] J. S. van Zon y F. C. MacKintosh, Phys. Rev. E 72, 0513101
(2005)

[45] F. Rouyer y N. Menon, Phys. Rev. Lett 85, 3676 (2000)
[46] A. Barrat y E. Trizac, Phys. Rev. E 66, 051303 (2002)

[47] M. Abramowitz y I. A. Stegun, Handbook of Mathematical Func-
tions (Dover Publications, New York, 1972)

[48] P. Résibois and M. de Leener, Classical Kinetic Theory of Fluids
(John Wiley & Sons, New York, 1977)

[49] J. J. Brey, M. I. Garcia de Soria, P. Maynar y V. Buzén, Phys.
Rev. E 88 062205 (2013)

[50] G. Bird, Molecular Gas Dynamics and the Direct Simulation of
Gas Flows (Clarendon, Oxford, 1994)

[51] A. Garcia, Numerical Methods for Physics (Prentice Hall, Engle-
wood Cliffs, NJ, 2000)



116 BIBLIOGRAFIA

[52] K. Nanbu, en Rarefied Gas Dynamics 15, editado por V. Boffi y
C. Cercignani (B. G. Teubner, Sttugart, 1986), pp. 369-383

[53] J. M. Montanero y A. Santos, en Rarefied Gas Dynamics 19, ed-
itado por J. Harvey y G. Lord (Oxford university Press, Oxford,
1995), pp 899-905, vol. 2.

[54] C. Cercignani y S. Cortese, J. Stat. Phys. 75, 817 (1994)

[55] J. J. Brey, J. W. Dufty, C. S. Kim y A. Santos, Phys. Rev. E 58,
4638 (1998)

[56] J. W. Dufty y J. J. Brey, Math. Model. Nat. Phemon. 6, 19
(2011)

[57] J. J. Brey, P. Maynar, M. I. Garcia de Soria y V. Buzén, Phys.
Rev. E 89 052209 (2014)

[58] V. Garzé y J. M. Montanero, Physica A 313, 336 (2002)

[59] V. Visco, A. Puglisi, A. Barrat, E. Trizac y F. van Wijland, J.
Stat. Phys. 125, 533 (2006)

[60] M. I. Garcia de Soria, P. Maynar y E. Trizac, Mol. Phys. 107,
383 (2009)

[61] P. Maynar, M. I. Garcia de Soria y E. Trizac, Eur. Phys. J. Spec.
Top. 179, 123 (2009)

[62] M. P. Allen y D. J. Tildesley, Computer Simulation of Liquids
(Oxford Science Publications, Bristol, 1987)

[63] T. Poschel y T. Schwager, Computational Granular Dynamics
(Springer, Berlin, 2005)

[64] S. R. Dahl, C. M. Hrenya, V. Garz6 y J. W. Dufty, Phys. Rev.
E. 66, 041301 (2002)

[65] V. Garzd, Europhys. Lett. 75, 521 (2006)
[66] N. V. Brilliantov y T. Péschel, Europhys. Lett 74, 424 (2006)

[67] A. J. Kovacs, Adv. Polym. Sci. (Fortschr. Hochpolym. Forsch.)
3, 394 (1963)



BIBLIOGRAFIA 117

[68]

[69]
[70]
[71]

[72]

[73]

[74]

[75]

[76]

[77]
[78]

[79]

[80]

[81]

[82]

[83]
[84]

J. J. Brey, M. 1. Garcia de Soria, P. Maynar y V. Buzén, Phys.
Rev. E 90 032207 (2014)

A. Prados y E. Trizac, Phys. Rev. Lett. 112, 198001 (2014)
E. Trizac y A. Prados, Phys. Rev. E 90, 012204 (2014)

J. A. McLennan, Introduction to Nonequilibrium Statistical Me-
chanics (Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ, 1989)

P. P. J. M. Schram, Kinetic Theory of Gases and Plasmas
(Kluwer Academic, Dordrecht, The Netherlands, 1991)

J. Ferziger y H. Kaper, Mathematical Theory of Transport Pro-
cesses in Gases (North-Holland, Amsterdam, 1972)

J. W. Dufty, A. Baskaran y J. J. Brey, Phys. Rev. E 77, 031310
(2008)

M. 1. Garcia de Soria, P. Maynar y E. Trizac, Phys. Rev. E 87,
022201 (2013)

V. Garzé, M. G. Chamorro y F. Vega Reyes, Phys. Rev. E 87,
032201 (2013)

J. J. Brey, F. Moreno y J. W. Dufty, Phys. Rev. E 54, 445 (1996)

J. J. Brey, V. Buzén, P. Maynar y M. 1. Garcia de Soria, Phys.
Rev. E 91 052201 (2015)

J. J. Brey, V. Buzén, M. 1. Garcia de Soria y P. Maynar, Phys.
Rev. E 93 062907 (2014)

J. J. Brey, M. J. Ruiz-Montero, R. Garcia-Rojo y J. W. Dufty,
Phys. Rev. E 60, 7174 (1999)

J. W. Dufty, J. J. Brey y J. Lutsko, Phys. Rev. E 65, 051303
(2002)

J. Lutsko, J. J. Brey y J. W. Dufty, Phys. Rev. E 65, 051304
(2002)

A. Santos y J. W. Dufty, Phys. Rev. E 64, 051305 (2001)
S. McNamara y J.-L. Barrat, Phys. Rev. E 55, 7767 (1997)





