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y mis hermanas los ánimos que me han dado en todo momento a lo
largo del doctorado, sin olvidar su paciencia a la hora de escuchar
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los medios granulares se definen como conjuntos de part́ıculas
macroscópicas que interaccionan disipativamente. Debido al tamaño
macroscópico de las part́ıculas, las fluctuaciones causadas por efectos
térmicos no son relevantes en estos sistemas. Además, su carácter
disipativo hace que estén intŕınsecamente fuera de equilibrio. Estas
propiedades dan lugar a que dichos medios presenten una gran canti-
dad de comportamientos peculiares, y hacen de ellos buenos modelos
para el desarrollo de la f́ısica estad́ıstica de no equilibrio. Por otra
parte, estos medios aparecen por doquier en nuestro entorno. Arena,
medicamentos, alimentos..., estos materiales son, después del agua,
los más utilizados por nuestra sociedad, de modo que su estudio es
también de interés práctico, pudiendo ayudar a optimizar su almace-
namiento, transporte o manejo.

En general, más allá de los efectos generales asociados a la disi-
pación y exclusión de volumen propios de estos sistemas, la dinámica
de los granos depende de factores tales como su forma, material del
que están compuestos, propiedades electromagnéticas, presencia de
campos externos..., haciendo que en cada caso el sistema pueda pre-
sentar fenomenoloǵıas muy diferentes [1]. Por ello, dentro de los sis-
temas granulares encontramos varios tipos diferentes, dependiendo de
las propiedades de la interacción entre los granos que los componen
y de éstos con el medio que los rodea. Por ejemplo, en relación a
la interacción entre part́ıculas, podemos distinguir entre materiales
cohesivos y no cohesivos dependiendo de si presentan interacciones
atractivas o no. Con respecto al medio en el que se encuentran, si las
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2 Introducción

part́ıculas están inmersas en un fluido cuya presencia afecta sensible-
mente a la dinámica de éstas hablamos de medios granulares mojados,
y de medios secos en el caso contrario.

El modelo o sistema ideal más sencillo de medio granular es un con-
junto de esferas idénticas, secas y no cohesivas. Este sistema mues-
tra ya distintos comportamientos muy caracteŕısticos que empiezan
por su semejanza con los materiales sólidos y fluidos, dependiendo
de la enerǵıa de los granos. En reposo, las part́ıculas se agrupan es-
tando en continuo contacto entre ellas y el sistema se asemeja a un
sólido. Cuando pueden moverse libremente, aunque las interacciones
de contacto más o menos permanente puedan seguir siendo comunes,
el sistema recuerda a un fluido. Dentro del comportamiento fluido, se
distingue el régimen de flujo rápido, donde las colisiones binarias domi-
nan la interacción y entre las cuales los granos se mueven libremente:
en este ĺımite hablamos de un gas granular. Estas analoǵıas son,
no obstante, de uso limitado, pues estos medios muestran peculiari-
dades que los diferencian de sus análogos moleculares. Por ejemplo,
cuando el sistema recuerda a un sólido aparecen fuerzas distribuidas
heterogéneamente en cadenas a lo largo de las cuales la tensión es
especialmente intensa, la dilatancia de Reynolds [2], que implica que
estos sistemas se expanden al sufrir deformaciones desde el reposo,
y la formación de avalanchas semejantes a los corrimientos de tierra.
También en el caso en el que el medio se asemeja a un fluido surgen
fenómenos peculiares de los medios granulares, siendo un ejemplo los
atascos, en los que el flujo de granos a través de un orificio se ve
interrumpido por la aparición de arcos estables de part́ıculas.

Debido a la disipación intŕınseca, para que un medio granular al-
cance un estado estacionario con enerǵıa cinética no nula, es nece-
sario administrarle enerǵıa continuamente. Esta inyección de enerǵıa
puede hacerse a través de las fronteras del sistema o en todo el volu-
men, dando lugar el primer método t́ıpicamente a inhomogeneidades.
Experimentalmente, un método que aporta enerǵıa en todo el volu-
men es la aplicación de campos electromagnéticos a granos metálicos
dando lugar esta configuración tanto a estados homogéneos como or-
denados [3]. Por otra parte, como modelo teórico para este tipo de
inyección de enerǵıa tenemos el termostato estocástico, donde a las
part́ıculas se les aplica una fuerza estocástica a modo de baño térmico,
y se alcanza un estacionario homogéneo y estable [4]. Como ejemplo de
inyección a través de las fronteras, en el modelo bidimensional de flujo
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de tensiones uniformes (del inglés uniform shear flow) [5], el medio se
encuentra entre dos paredes y una se mueve con velocidad constan-
te arrastrando a las part́ıculas por la fricción con éstas pudiendo dar
lugar a movimientos convectivos.

Uno de los métodos experimentales de inyección de enerǵıa a través
de las fronteras más utilizados en los medios granulares es el vibrado
de las mismas o de parte de ellas, de modo que los granos pueden
ganar enerǵıa en las colisiones con las paredes. Cuando hay muchas
part́ıculas, éstas muestran un comportamiento muy semejante al de
los fluidos ordinarios, incluido la formación de ondas de Faraday en
su superficie [6] aunque, de nuevo, con particularidades como la se-
gregación de diferentes tipos de part́ıculas. Si solo se vibra una capa
fina de part́ıculas, surgen una gran variedad de comportamientos pe-
culiares, incluyendo una fase en la que aparecen de forma duradera
zonas más densas, donde los granos se ordenan compacta y hexago-
nalmente, rodeadas de un gas más caliente [7].

En esta memoria nos centramos en el estudio de una capa fina
de part́ıculas esféricas idénticas, confinadas de modo que la longi-
tud del sistema en la dirección del vibrado es menor que dos veces
el diámetro de éstas. Este tipo de sistema se denomina casi bidi-
mensional pues las part́ıculas no pueden ocupar la misma posición
en el plano perpendicular al vibrado, mostrando un comportamiento
bidimensional efectivo para el cual la inyección de enerǵıa se produce
(prácticamente) en todo el volumen del sistema. Estos sistemas pre-
sentan fases desordenadas tipo gas y también, para altas densidades
y bajas aceleraciones del vibrado, agregados de part́ıculas que pueden
organizarse en distintos patrones dependiendo de los parámetros de
inyección de enerǵıa [8].

Las herramientas para estudiar los medios granulares las encon-
tramos en la teoŕıa cinética y en particular en la ecuación de Boltz-
mann. Esta ecuación integro-diferencial proporciona la evolución de
la función de distribución de un sistema, introduciendo los efectos de
las colisiones entre part́ıculas, si se admite la hipótesis de caos molecu-
lar que admite que las part́ıculas no están correlacionadas antes de su
colisión, lo cual restringe su uso al caso del ĺımite diluido. El modelo
más sencillo para describir los medios granulares consiste en un con-
junto de esferas duras inelásticas idénticas, donde la disipación viene
caracterizada por un coeficiente de restitución normal que, por sim-
plicidad, se toma independiente de la velocidad de las part́ıculas. Este
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coeficiente, definido como la razón entre el módulo de las componentes
normales de la velocidad relativa después y antes de la colisión, puede
tomar valores entre 0 y 1 correspondiendo estos valores a los casos
totalmente inelástico y elástico respectivamente.

Definido el modelo y fijada la regla de colisión entre las part́ıculas,
podemos obtener a partir de la ecuación de Boltzmann las ecuaciones
para la evolución de los campos de densidad, velocidad y enerǵıa del
sistema. Éstas incluyen al tensor de presiones y al flujo de calor como
en los fluidos moleculares habituales, pero también un nuevo término,
la velocidad de enfriamiento, que da cuenta de los efectos de disipación
sobre la evolución de la enerǵıa. Éstos términos vienen dados por
funcionales de la función de distribución del sistema, siendo demasiado
dif́ıcil el análisis matemático directo de estas ecuaciones, de modo que
suele hacerse un desarrollo en gradientes para estudiar el problema.
En el caso libre, en el que no hay aplicados campos externos, el modelo
de esferas duras presenta un estado de referencia homogéneo en el que
los campos de densidad y velocidad son constantes, y la temperatura
granular, definida como la desviación cuadrática media de la velocidad
de las part́ıculas, disminuye en el tiempo de acuerdo con la ley de Haff
[10]. Este estado de enfriamiento homogéneo resulta ser inestable bajo
ciertas condiciones formándose vórtices y terminando con el colapso
de los granos inertes agrupados en agregados [9].

Para poder estudiar teóricamente este sistema confinado sin tener
que introducir las condiciones de contorno de las paredes, lo que com-
plica de forma importante su análisis, se han propuesto reglas de
colisión bidimensionales efectivas, que intentan incluir el efecto del vi-
brado en la interacción entre part́ıculas. Centrándonos en la propuesta
por Brito et al. [11], se parte de la ecuación de Boltzmann para este
sistema y se obtienen las ecuaciones hidrodinámicas. Desarrollándolas
hasta primer orden en los gradientes de los flujos macroscópicos, orden
de Navier-Stokes, y aunque no podamos describir con éstas las fases
densas y ordenadas debido a la limitación a baja densidad, hemos
realizado el estudio de la estabilidad de los estados homogéneos, ana-
lizando la posibilidad de que se den inestabilidades que lleven a situa-
ciones inhomogéneas como las que se observan en el sistema real.

La estructura de la memoria es la siguiente. En el Caṕıtulo 2 hace-
mos una revisión de fenómenos que aparecen en los medios granulares,
poniendo especial hincapié en las distintas fases que se han observado
tanto experimentalmente como mediante simulación en gases vibrados
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y, en particular, en sistemas confinados a casi dos dimensiones.
En el Caṕıtulo 3, presentamos el modelo utilizado para modelar el

efecto de la vibración del sistema, aśı como el desarrollo teórico que
lleva a las ecuaciones hidrodinámicas. Se analiza la existencia de un
estado estacionario homogéneo, y se estudian propiedades del mismo,
tales como su temperatura y la distribución de velocidades.

En el siguiente caṕıtulo, utilizando las ecuaciones hidrodinámicas,
estudiamos la hidrodinámica homogénea asociada a la evolución ma-
croscópica del sistema. En esta dinámica solo puede variar la tempera-
tura al estar fijos de partida los campos de densidad y velocidad del
sistema por la condición de homogeneidad. Se observa una clara dife-
rencia entre el comportamiento del gas en proceso de calentamiento y
de enfriamiento, tanto en la distribución de velocidades aśı como en
los efectos no lineales que muestra, semejantes al efecto Kovacs.

En el Caṕıtulo 5 se obtienen los coeficientes de transporte y las
ecuaciones hidrodinámicas hasta el orden de Navier-Stokes. Ello nos
permite realizar el análisis de la estabilidad lineal de los estados hidro-
dinámicos homogéneos y la posibilidad de una transición de fase de
no equilibrio a un estado inhomogéneo.

Por último, estudiamos mediante métodos de simulación la in-
teracción entre las part́ıculas en un sistema vibrado confinado casi
bidimensionalmente en el que se introduce un intruso de masa supe-
rior. Dependiendo de la densidad se observa como el sistema puede
desarrollar inhomogeneidades debido a la presencia del intruso. Me-
diante el análisis de este sistema buscamos comprender la dinámica
de las part́ıculas en este tipo de sistemas y los mecanismos que llevan
a la distribución inhomogénea de las part́ıculas, viendo como podŕıa
alterarse la regla de colisión efectiva para que esta reproduzca mejor
el comportamiento de este tipo de sistema.

Para concluir, se resumen las principales conclusiones de nuestro
trabajo. Los apéndices recogen distintos cálculos complementarios a
los mostrados en el texto principal.





Caṕıtulo 2

Fenomenoloǵıa de los
medios granulares

Debido a la disipación, los medios granulares no sometidos a una
inyección continua de enerǵıa tienden a asentarse rápidamente debido
al efecto de la gravedad, alcanzando un estado que recuerda al de
un sólido. Por otro lado y como ya hemos comentado, mediante el
suministro de enerǵıa al medio éste puede también asemejarse en su
comportamiento a un fluido. Como ejemplo de comportamiento t́ıpico
de sólido tenemos que al agitar durante un periodo de tiempo y de-
jar reposar después a un conjunto de granos, la fracción de volumen
que éstos ocupan en reposo tiende a alcanzar un valor estacionario,
que depende de la intensidad de la vibración aplicada y también del
estado inicial, de modo que se obtienen diferentes valores al realizar
la experiencia, aumentando o disminuyendo la fuerza. Este compor-
tamiento recuerda a los fenómenos de histéresis observados en vidrios
estructurales [12]. Cuando un medio granular se comporta como un
fluido, puede mostrar flujos y ondas superficiales análogos a los de
un fluido molecular convencional. A pesar de estas semejanzas, los
medios granulares presentan una gran cantidad de fenómenos pecu-
liares, demostrando que son radicalmente diferentes a sus análogos
moleculares. En este caṕıtulo comentamos algunos ejemplos de estos
comportamientos peculiares observados en experimentos.

En los medios granulares en reposo, se observa que las fuerzas
entre los granos presenta una distribución muy heterogénea, apa-
reciendo cadenas o arcos de fuerza a lo largo de las cuales las ten-

7



8 2. Fenomenoloǵıa de los medios granulares

siones son especialmente grandes, como puede verse en la figura 2.1.
Esto hace que el sistema muestre una gran sensibilidad a la posición
exacta de las part́ıculas en procesos como la transmisión de ondas
de presión [13]. Cuando los granos están apilados verticalmente en
un silo o en un recipiente suficientemente ancho, se encuentra que
la presión aumenta con la profundidad hasta que alcanza un valor
máximo y constante [14], en contraste con los fluidos comunes donde
vaŕıa linealmente con la profundidad. Esto es debido a que los arcos
de fuerza hacen que aumente la presión sobre las paredes del contene-
dor, y por tanto las fuerzas de fricción estáticas, de modo que son las
paredes las que sostienen el exceso de peso. Otro ejemplo de compor-
tamiento at́ıpico con respecto a los medios moleculares ocurre al echar
lentamente arena sobre una superficie horizontal de forma que se va
formando una montaña cuya pendiente va aumentando. El proceso
continúa hasta que el ángulo que ésta forma con la horizontal alcanza
un valor máximo, denominado de estabilidad marginal, para el cual se
produce una avalancha de granos que termina al alcanzar este ángulo
un valor de reposo, relacionado con el inicial por la diferencia entre
los coeficientes de fricción dinámicos y estáticos. Este proceso tiene
lugar en una delgada capa superficial del sistema de part́ıculas, de
modo que aunque el movimiento de la capa superior parezca fluido,
la mayor parte del volumen del sistema se encuentra en reposo (ver
figura 2.1).

Los sistemas granulares fluidizados, esto es, a los que se les sumi-
nistra enerǵıa continuamente como para que muestren un compor-
tamiento fluido, pueden también exhibir una gran variedad de com-
portamientos peculiares dependiendo de su configuración y del método
de inyección de enerǵıa utilizado. Por ejemplo, estos medios tienden a
segregar part́ıculas de distinto tamaño, a diferencia de lo que ocurre en
los fluidos convencionales en los que al agitarse se favorece la mezcla
de sus componentes. Otra peculiaridad es que bajo ciertas condiciones
presentan formación de patrones, es decir, estructuras no triviales y no
uniformes espacialmente, que dependen débilmente de las condiciones
iniciales y de contorno.
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FIGURA 2.1: Izquierda: Distribución de tensiones en un sólido granular.
Las zonas más claras corresponden a fuerzas más intensas. Derecha: Avalan-
cha en la que se puede apreciar la delgada capa donde tiene lugar el
movimiento de los granos. Figuras tomadas de la referencia [15].

2.1 Medios granulares fluidizados

La forma en la que se suministra enerǵıa al sistema granular es de
gran importancia en la dinámica y fenómenos que éste muestra. Aśı,
por ejemplo, en las avalanchas, donde el sistema puede aprovechar la
enerǵıa potencial para transformarla en cinética, se ve que su forma
y duración dependen del ángulo de inclinación de la superficie y de la
anchura de la capa involucrada. En sistemas en los que se aplican flu-
jos de aire o agua al medio granular a fin de fluidizarlo, aparecen una
gran variedad de patrones e inestabilidades. Aunque la interacción
fluido-grano es muy relevante, en los sistemas secos y no cohesivos
se observan muchos fenómenos muy similares. En esta tesis nos cen-
tramos en estos medios ya que, a pesar de ser los más simples de
los medios granulares, muestran una rica fenomenoloǵıa, de la que
comentamos algunos ejemplos a continuación.

Una primera posibilidad es suministrar enerǵıa al sistema me-
diante paredes móviles. En contenedores ciĺındricos que rotan, la
enerǵıa se transmite a las part́ıculas a través de la fricción con las pare-
des. Cuando el eje del cilindro se sitúa verticalmente, la configuración
estacionaria, para velocidades de rotación moderadas, consiste en un
movimiento parecido al de sólido ŕıgido en la zona central, y una capa
fluida, cuyo tamaño crece con la velocidad de rotación, formada por las
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part́ıculas cercanas a las paredes. La configuración donde el cilindro
rota alrededor de un eje situado horizontalmente suele utilizarse para
estudiar la segregación en mezclas binarias distinguiéndose dos tipos,
la radial y la axial. En el caso de la segregación radial las part́ıculas
mayores son rápidamente expulsadas hacia las paredes [16]. Por otra
parte, la axial aprovecha este efecto y ordena en capas a lo largo del
eje los distintos tipos de granos en una escala de tiempo mucho más
lenta [17], pudiendo llegar a mostrar estas capas un comportamiento
oscilatorio y ondas viajeras [18].

Un medio granular vibrado verticalmente, si la altura del sistema
es suficiente, presenta movimientos convectivos que, en el caso de un
contenedor ciĺındrico, consisten en un movimiento descendente cerca
de las paredes y ascendente en el centro. Este efecto se debe a que
las colisiones de las part́ıculas con las paredes crean una fina capa
fluida en su cercańıa, de modo que su evolución es más rápida que
la de la zona central. No obstante, mediante el cambio de la forma
del contenedor, puede alterarse el sentido del movimiento que pasa
a ser ascendente en las paredes y descendente en el centro. Este
tipo de inyección de enerǵıa da lugar también a segregación, debida a
distintos mecanismos como el tamizado de las part́ıculas, en el que las
más pequeñas pasan entre los huecos de las mayores, reorganizaciones
locales inducidas en la fase de dilatación del vibrado, o los mismos
movimientos convectivos, que ayudan a transportar a la superficie las
part́ıculas más grandes, como ocurre en el efecto ’nuez de Brasil’ [19].

Los sistemas granulares multicapa vibrados verticalmente mues-
tran una gran variedad de patrones coherentes, observados inicial-
mente por Chladni [20] y Faraday [21], siendo necesario solo un grosor
del sistema de unas 10-30 part́ıculas. Estos patrones guardan ciertas
similitudes con los observados en fluidos ordinarios. Las primeras
experiencias con este sistema se realizaron excitando una membrana
tensa con un arco de vioĺın, y se observó que las part́ıculas se concen-
traban cerca de las ĺıneas nodales de las oscilaciones de la membrana.
El fenómeno observado se conoce como apilamiento, y se debe al efecto
del aire que circula entre los granos y que los arrastra al fluir hacia las
regiones antinodales de la vibración. De hecho, el efecto desaparece al
hacer el vaćıo o aumentar el tamaño de las part́ıculas, siendo éste, por
lo tanto, un ejemplo de un comportamiento peculiar de gas granular
mojado.

En experimentos en vaćıo se ha visto como los sistemas multi-
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FIGURA 2.2: Izquierda: Patrones representativos de capas granulares vi-
bradas verticalmente. Derecha: Diagrama de fases, en función de la ace-
leración y la frecuencia del vibrado, t́ıpico de este tipo de sistemas. Γ es
un parámetro adimensional que introduce la intensidad de la vibración y su
frecuencia. Figuras tomadas de la referencia [6].

capa muestran, a partir de cierta aceleración de la vibración, ondas
estacionarias en su superficie como se muestra en la figura 2.2 [6]. Ini-
cialmente aparecen ondas subarmónicas en la superficie del medio, en
las que valles y crestas se alternan en el tiempo a la mitad de frecuen-
cia que las oscilaciones de la superficie sobre la que se encuentran. Al
aumentar la aceleración del vibrado, aparecen distintas estructuras
que oscilan con la misma frecuencia que las anteriores. En orden cre-
ciente de frecuencia aplicada, aparecen patrones que incluyen redes
cuadradas o hexagonales, oscilones y ĺıneas. Los oscilones son ex-
citaciones localizadas semejantes a los solitones, salvo por su carácter
estacionario, y son semejantes a las que se pueden formar en ĺıquidos
como el agua. Con un comportamiento parecido al de las part́ıculas,
pueden interactuar entre ellas a una distancia del orden del tamaño de
la estructura, de modo que si están en fase se repelen y se atraen en el
caso contrario, pudiendo formar estados ligados (figura 2.3) [22]. Al
seguir aumentando la aceleración del vibrado, y para un amplio rango
de frecuencias, aparece una fase ordenada hexagonalmente, seguida de
otra compuesta por distintas zonas planas que vibran en contrafase,
pudiendo aparecer patrones periódicos en las fronteras entre regiones.
A mayores fuerzas de vibrado vuelven a aparecer los patrones cuadra-
dos, oscilones y ĺıneas, pero vibrando a un cuarto de la frecuencia de
la inyección en vez de a la mitad. Finalmente, al seguir aumentando
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FIGURA 2.3: Oscilones formando diferentes estados ligados. Las zonas más
claras corresponden a zonas más densas y las negras a huecos en el fluido,
puede verse como los oscilones se encuentran en contrafase. Figuras tomadas
de la referencia [1].

la aceleración, el sistema muestra una fase desordenada.

Los sistemas vibrados horizontalmente muestran una menor riqueza
de comportamientos que cuando la inyección es vertical, aunque siguen
mostrando segregación y patrones ortogonales a la dirección de vi-
bración en su superficie.

2.2 Vibrado vertical de sistemas casi
bidimensionales

En lo que sigue nos restringimos a experimentos de submonocapas
de part́ıculas idénticas y esféricas vibradas verticalmente. Hablamos
de una submonocapa en un vibrado cuando las part́ıculas en reposo
sobre la superficie horizontal en configuración hexagonal compacta no
llegan a cubrirla del todo. Si la superficie vibra verticalmente de modo
que la dinámica del gas, ya sea por limitaciones de los parámetros
de la vibración aplicada o por confinamiento de las part́ıculas, tiene
un comportamiendo bidimensional efectivo al no poder saltar unas
sobre otras, decimos que la submonocapa es casi bidimensional. Es-
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tos sistemas se pueden estudiar experimentalmente mediante el uso
de cámaras de alta resolución y alta velocidad de captura, o medi-
ante simulaciones de dinámica molecular, con modelos realistas de
colisiones entre las part́ıculas y de éstas con las fronteras. En los ex-
perimentos, además de poder observar la dinámica del sistema, con
las imágenes obtenidas con las cámaras se pueden obtener resultados
de las trayectorias de todas las part́ıculas y sus velocidades, gracias a
las dimensiones del sistema. Para esto, las cámaras de alta velocidad
tienen que tener una frecuencia de captura mucho mayor que la t́ıpica
entre colisiones, aunque siempre existe una fuente de error al poder
darse más de una colisión entre capturas. Por otro lado, las simula-
ciones sirven, por ejemplo, para comprobar que los efectos dinámicos
observados no se deben a errores de la configuración experimental,
o para estudiar estos sistemas en configuraciones inaccesibles o de-
masiado complejas experimentalmente. También pueden ayudarnos
a identificar los factores de la interacción entre part́ıculas o con las
fronteras más relevantes en la dinámica real del sistema. Finalmente,
son un elemento esencial para contrastar y valorar las hipótesis intro-
ducidas en el desarrollo de nuestra teoŕıa.

Un comportamiento llamativo que tienen las submonocapas vi-
bradas verticalmente es que presentan distintas fases, tanto ordenadas
como desordenadas, y que aparecen para diferentes valores de los
parámetros de vibrado. Dado el tipo de granos, la aparición de los dis-
tintos patrones depende principalmente de la densidad de part́ıculas
y de la dinámica de la superficie. La densidad se suele medir median-
te la fracción de llenado ρ = N/NMax, siendo N es el número de
part́ıculas del experimento y NMax el número máximo de part́ıculas
que caben en la superficie empaquetadas hexagonalmente. Los fac-
tores más relevantes que caracterizan el movimiento de la superficie
vibrante son la amplitud A y la frecuencia angular ω, no siendo muy
relevante la forma espećıfica en la que se realiza la vibración. La onda
sinusoidal es la más t́ıpica en experimentos y simulaciones. En vez de
la amplitud y para introducir el efecto de la gravedad se suele utilizar
la aceleración adimensional Γ = Aω2/g. La relación entre la tempe-
ratura granular y este parámetro es en general directa, de modo que
al aumentar o disminuir la aceleración de vibración también lo hace la
temperatura. En el caso en el que el sistema se confina mediante una
tapa superior, es importante también la distancia reducida h = H−σ,
donde H es la distancia de separación entre las tapas y σ el diámetro
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FIGURA 2.4: Diagrama de fases de una submonocapa de granos no con-
finada y vibrada verticalmente para dos fracciones de llenado diferentes,
ρ = 0.463 en el superior y ρ = 0.839 para la inferior. Para la segunda se
produce una transición a una fase hexagonal ordenada. Figuras tomadas de
la referencia [7].

de las part́ıculas, al estar directamente relacionado con la velocidad a
la que los granos ganan enerǵıa como consecuencia de la vibración.

En ausencia de una tapa que confine verticalmente el sistema,
si la amplitud de la vibración no es muy grande, las part́ıculas no
alcanzan suficiente altura para pasar unas sobre otras y el sistema
presenta un comportamiento casi bidimensional. En estos sistemas,
para densidades bajas las colisiones entre part́ıculas no son suficientes
como para que la enerǵıa transferida a los grados de libertad hori-
zontales supere a la disipada por fricción con la superficie, de modo
que el sistema no muestra ningún movimiento horizontal relevante. Si
la densidad es suficiente como para que no se dé este efecto y para
aceleraciones altas, el sistema se comporta como un gas, mostrando
las part́ıculas un movimiento errático. Para frecuencias bajas, a me-
dida que se disminuye la aceleración empiezan a aparecer pequeños
agregados de unas pocas part́ıculas de diámetro que se disuelven en
cuestión de un cierto tiempo. Al continuar reduciendo la aceleración,
los agregados empiezan a aumentar de tamaño, volviéndose estables y
agrupándose en uno estacionario mayor, que coexiste con un gas for-
mado por part́ıculas con mayor enerǵıa cinética, siendo la transición
semejante a la de condensación que se observa para sistemas mole-
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culares elásticos en equilibrio. En esta fase, denominada de colapso,
las part́ıculas del agregado están ordenadas hexagonalmente, y se en-
cuentran prácticamente en contacto continuo entre ellas y con la base.
Esta configuración es posible gracias a la biestabilidad que surge de la
interacción part́ıcula-superficie de manera que, en esta situación, los
granos pueden mantenerse en reposo sobre la superficie, como pasa
en la zona ordenada, o rebotar periódicamente, como en el gas. Para
fracciones de llenado superiores y a frecuencias altas, aparece al variar
la aceleración de la vibración otra fase ordenada entre la gaseosa y la
de colapso, en la que las part́ıculas también se ordenan con una dis-
posición hexagonal monocapa, pero en este caso el cambio afecta a
todo el sistema, eliminándose la coexistencia de fases. Además, las
part́ıculas se encuentran continuamente en movimiento con respecto
a la superficie (figura 2.4) [7].

Para aceleraciones pequeñas comparadas con la gravedad, la dis-
tribución de velocidades horizontal de las part́ıculas, al escalarla con
una velocidad caracteŕıstica v0 ≡ (2〈v2〉/m)1/2, donde 〈v2〉 es el se-
gundo momento, muestra el mismo comportamiento en todas las fases
con desviaciones respecto a la distribución de Maxwell-Boltzmann.
Por otra parte, se observa una clara diferencia entre las enerǵıas
cinéticas asociadas al movimiento vertical y horizontal, estando esta
última relacionada con el inverso de la densidad [23]. En comparación,
estas distribuciones están más pobladas para velocidades bajas, y
presentan colas proporcionales a exp (−|v|3/2) pero, al aumentar la
aceleración del vibrado, se encuentra que la distribución se acerca
suavemente a la de Maxwell-Boltzmann a la vez que desaparece la
anisotroṕıa en las temperaturas. La función de correlación de pares
del sistema muestra más variación en las distintas fases al dar cuenta
de los efectos de orden, aunque cabe señalar que en la fase gaseosa
encontramos que la distribución es muy parecida a la de un sistema
bidimensional de esferas duras en equilibrio, donde las correlaciones
se deben únicamente a factores geométricos por exclusión de volumen.
A bajas aceleraciones, cuando aparecen las fases ordenadas, la estruc-
tura de la función da cuenta de ellas, aumentando su estructura. Si se
aumenta la aceleración de vibrado muy por encima de la aceleración
de la gravedad, la función de correlación pierde su estructura y cam-
bia a un comportamiento tridimensional, como puede apreciarse en el
aumento de ésta para r < σ en la figura 2.5. Esto se debe a que, al
poder alcanzar alturas mayores, pueden producirse colisiones más ver-
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FIGURA 2.5: Distribución de velocidades (izquierda) y función de corre-
lación de pares (derecha) para una submonocapa vibrada verticalmente para
distintos valores de la aceleración, la leyenda coincide para ambas. Figuras
tomadas de la referencia [23].

ticales entre las part́ıculas y también a una reducción de la densidad
bidimensional efectiva del sistema.

Para eliminar en la medida de lo posible los complicados efec-
tos introducidos por la acción de la gravedad sobre las part́ıculas,
en muchos experimentos se limita la altura del sistema confinándolo
con una tapa superior. Si se sitúa ésta de modo que se encuentre
separada de la base una distancia menor que dos veces el diámetro
de las part́ıculas, se tiene lo que se denomina un sistema confinado
en una geometŕıa casi bidimensional. Para amplitudes de vibración
pequeñas, el sistema se comporta como en el caso sin tapa superior,
pero en esta configuración podemos aumentar la fuerza del vibrado
sin perder el comportamiento bidimensional efectivo, dando lugar a
un mayor número de fases (figura 2.6) [24].

En los sistemas confinados superiormente, a bajas aceleraciones
de vibración, se observa un colapso con las part́ıculas densamente
empaquetadas y en reposo como en la configuración sin tapa e, igual-
mente, al ir aumentando la intensidad de vibración, las part́ıculas se
reordenan en una monocapa hexagonal salvo que ahora ocurre a fre-
cuencias mucho más bajas. Esta diferencia se debe a que, en ausencia
de confinamiento, al aumentar la frecuencia a aceleración constante
las part́ıculas consiguen alturas máximas menores, siendo el compor-
tamiento más semejante al de un gas bidimensional. Al seguir aumen-
tando la aceleración del vibrado, el sistema alcanza un estado fluido
y homogéneo, para un gran rango de frecuencias y empaquetamien-
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FIGURA 2.6: Izquierda: Diagrama de fases para un gas granular confinado
casi bidimensional vibrado verticalmente en función de la fracción de llenado
y la altura reducida. Derecha: Diagrama de fases para un coloide de esferas
duras en equilibrio. Figuras tomadas de la referencia [24].

tos, hasta que empiezan a aparecer pequeños agregados de breve du-
ración. Éstos terminan generando una fase estacionaria, formada por
una bicapa de part́ıculas ordenadas con simetŕıa cuadrada que vibran,
rodeada de un gas con mayor temperatura. Aparece también una fase
denominada buckling a densidades muy altas en la que las part́ıculas se
ordenan en zig-zag. Para diferentes valores de la fracción de llenado, y
variando la altura reducida o la aceleración adimensional, las distintas
fases aparecen coexistiendo entre ellas o con los agregados ordenados
en una o dos capas (figura 2.7), teniendo estos siempre una enerǵıa
cinética mucho menor que el gas circundante [24].

El diagrama de fases de este sistema guarda cierto parecido con
el de los sistemas coloidales de esferas duras en equilibrio para den-
sidades y confinados semejantes (Figura 2.6). Por ejemplo, en los
coloides también aparece la fase de bicapa cuadrada, en este caso de-
bido a que en estos sistemas maximizar la entroṕıa es equivalente a
maximizar el volumen libre, lo que se consigue con esta configuración.
La principal diferencia entre ambos diagramas son las amplias zonas
de coexistencia de fases en el caso de la submonocapa. Ésta se debe a
que en el sistema granular las zonas más densas disipan enerǵıa más
rápidamente, comprimiéndose aśı más los patrones que en el sistema
coloidal y por tanto requiriendo un mayor aumento de la densidad
general del experimento para que la fase pueda abarcar todo el sis-
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FIGURA 2.7: Imágenes obtenidas mediante simulación de distintas fases
que aparecen en las submonocapas confinadas vibradas verticalmente. (A)
Hexagonal monocapa. (B) Hexagonal bicapa en coexistencia con buckling.
(C) Cuadrada bicapa en coexistencia con gas. (D) Hexagonal bicapa en
coexistencia con gas. Figuras tomadas de la referencia [24].

tema.

La distribución de velocidades para la monocapa confinada también
es t́ıpicamente no maxwelliana, además de presentar diferencias en-
tre las temperaturas en las diferentes direcciones como en el sistema
sin confinar, aunque en este caso no se observa la transición a la
distribución de Maxwell para amplitudes de vibración altas, aunque
se observa que la distribución se termina volviendo independiente de
ésta. Como en el caso no confinado, tenemos que la enerǵıa de la fase
ordenada es mucho menor que la del gas y que la enerǵıa asociada
al movimiento vertical es superior a la horizontal, salvo que aqúı el
resultado no se limita a amplitudes de vibración pequeñas.

La estructura de la función de correlación de pares en este caso
es, salvo en las situaciones cercanas al colapso, prácticamente indis-
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tinguible de la de un gas bidimensional de discos duros con la misma
densidad en el plano, lo que indica que las correlaciones se deben
únicamente a efectos de exclusión de volumen entre part́ıculas. Al
igual que la distribución de velocidades, la función de correlación de
pares se vuelve independiente de la aceleración del vibrado para valo-
res altos de ésta, mostrando una mayor estructura cuando se forman
los agregados, como en el sistema no confinado.

Podemos concluir que los medios granulares en general muestran
una gran variedad de comportamientos, yendo desde su comportamien-
to semejante al de sólidos o fluidos moleculares hasta los fenómenos
particulares como los atascos o formación de patrones. En esta ĺınea es
interesante notar como, a pesar de su aparente simplicidad, un medio
granular consistente en un conjunto de esferas idénticas, no cohesivas
y secas, puede mostrar una gran variedad de fases y comportamien-
tos, para las que no existe un modelo matemático consistente hasta
la fecha.





Caṕıtulo 3

Modelo colisional efectivo
y estado homogéneo

3.1 Descripción del modelo

En este caṕıtulo planteamos las bases teóricas para nuestro estudio
del gas granular vibrado confinado casi bidimensionalmente. Como
modelo para el medio granular utilizamos un sistema de esferas duras
idénticas de masa m y diámetro σ, no cohesivas y con un coeficiente
de restitución normal α, de modo que el resultado de la colisión entre
part́ıculas viene caracterizado por la conservación de la cantidad de
movimiento y la relación

v′12 · σ̂ = −αv12 · σ̂. (3.1)

En esta expresión, que no es más que la definición del coeficiente
de restitución normal α, que puede tomar valores entre 0 y 1 corres-
pondiendo este último al caso elástico, σ̂ es el vector unitario que
apunta del centro de la part́ıcula 2 al de la 1 cuando éstas se encuen-
tran en contacto, y v12 y v′12 son las velocidades relativas antes y
después de la colisión respectivamente. En la figura 3.1 se representa
esquemáticamente la descripción de una colisión.

La definición a efectos de la colisión es equivalente a:

21
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FIGURA 3.1: Colisión inelástica entre part́ıculas idénticas con la ley de
reflexión dada en (3.1).

v1 → v′1 = v1 −
1 + α

2
(v12 · σ̂)σ̂,

v2 → v′2 = v2 +
1 + α

2
(v12 · σ̂)σ̂, (3.2)

A partir de aqúı, se obtiene fácilmente que la variación de enerǵıa
cinética ∆e en una colisión viene dada por

∆e = −m1− α2

4
(v12 · σ̂)2, (3.3)

donde podemos ver que para 0 ≤ α < 1 esta variación es negativa. Por
lo tanto, es necesario inyectar enerǵıa al sistema para obtener un es-
tado estacionario no trivial, y tenemos que estudiar cómo afecta a las
part́ıculas el método de inyección de enerǵıa que usemos. Un primer
ejemplo de modelo teórico de inyección de enerǵıa en un sistema de
este tipo es el termostato estocástico, propuesto por Williams y Mac-
Kintosh [25], donde las part́ıculas son calentadas uniformemente por
un baño estocástico que actúa de forma independiente sobre cada una.
Con este método de inyección, se ve que el sistema alcanza un estado
estacionario en el que surgen expontáneamente zonas más densas que,
en general, desaparecen paulatinamente [26–28]. Aunque el modelo
resulta relevante teóricamente al permitirnos estudiar las propiedades
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del sistema en un estado estacionario de no equilibrio, tiene el incon-
veniente de que no conserva la cantidad de movimiento, y, además,
es dif́ıcil de relacionar con los estudios experimentales. Centrándonos
en los sistemas vibrados confinados casi-bidimensionalmente, la trans-
misión de enerǵıa de los grados de libertad paralelos a la vibración a
los perpendiculares ocurre a través de las colisiones entre part́ıculas.
Basándose en ello se ha formulado otro modelo [29] en el que, para
un sistema de part́ıculas que interaccionan según (3.2), se considera
el coeficiente de restitución normal como una variable aleatoria, pu-
diendo tomar valores superiores a 1. De esta forma vemos en (3.3)
que se puede ganar enerǵıa en las colisiones, además de que si, pro-
mediando sobre la distribución de valores de α, se cumple α2 = 1, el
valor medio de la enerǵıa se mantiene constante. Con este modelo,
sin embargo, el sistema carece de una escala intŕınseca de enerǵıa, y
la enerǵıa total del sistema se comporta como un caminante aleatorio,
de modo que no se alcanza un estado estacionario.

En general, si queremos una regla de colisión efectiva que intro-
duzca el efecto de la vibración directamente en las colisiones, ésta
debe reproducir lo más fielmente posible la dinámica del sistema en
el plano perpendicular al vibrado, eliminando además las variables
paralelas a éste. Separando en la regla de colisión (3.2) los grados
de libertad perpendiculares a la dirección del vibrado y los paralelos
para la part́ıcula 1, obtenemos:

v′1⊥ =v1⊥ −
1 + α

2
(1− σ2

‖)(v12⊥ · σ̂⊥)σ̂⊥ −
1 + α

2

√
1− σ2

‖(v12‖σ‖)σ̂⊥,

v′1‖ =v1‖ −
1 + α

2
σ2
‖v12‖ −

1 + α

2

√
1− σ2

‖(v12⊥ · σ̂⊥)σ‖, (3.4)

donde σ⊥ y σ‖ son las componentes de σ̂ perpendicular y paralela a la
dirección del vibrado, cumpliéndose que σ2

⊥ + σ2
‖ = 1. En la regla de

colisión para las distintas direcciones los dos primeros términos son
el análogo, en dimensión menor, a la regla de colisión (3.2) con la
diferencia de los factores que dependen de σ2

‖ en el segundo. El tercer
término es el que corresponde a la transferencia de momento entre la
dirección paralela al vibrado y la perpendicular que, como es lógico,
se anula para colisiones totalmente paralelas u ortogonales al vibrado.
El modelo en el que basamos nuestro estudio, propuesto por Brito et
al. [11], propone la regla de colisión efectiva:
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v
′
1⊥ = v1⊥ −

1 + α

2
(v12⊥ · σ̂⊥)σ̂⊥ + ∆σ̂⊥,

v
′
2⊥ = v2⊥ +

1 + α

2
(v12⊥ · σ̂⊥)σ̂⊥ −∆σ̂⊥, (3.5)

siendo ∆ un parámetro positivo con dimensiones de velocidad. Com-
parando con (3.4) vemos que, a diferencia de en el modelo del coefi-
ciente de restitución aleatorio, en este caso aparecen tanto los términos
de colisión habituales como el término de transmisión de enerǵıa a los
grados de libertad perpendiculares. En estos términos las variables
asociadas a la dirección de vibración, σ‖ y v12‖, son sustituidas por el
parámetro efectivo ∆, que está asociado con la inyección de enerǵıa.
La validez de esta aproximación es dif́ıcil de justificar a priori, aunque
el hecho de que el modelo se formule como un modelo colisional efec-
tivo lo hacen atractivo y apropiado para su estudio teórico mediante
técnicas de mecánica estad́ıstica de no equilibrio y teoŕıa cinética.

Con la regla de colisión (3.5), en la que a partir de ahora ob-
viamos el sub́ındice ⊥ al restringirnos en lo que sigue al movimiento
en el plano, se tiene

v′12 · σ̂ = −αv12 · σ̂ + 2∆, (3.6)

de forma que la velocidad relativa de dos part́ıculas que chocan siem-
pre aumenta en 2∆ en la dirección de la colisión con relación al caso
puramente inelástico (sin inyección de enerǵıa). Por otra parte, la
variación de enerǵıa en una colisión viene dada por

∆e = m

[
∆2 − α∆v12 · σ̂ −

1− α2

4
(v12 · σ̂)2

]
. (3.7)

Puede verse que, con esta regla de colisión, el sistema gana enerǵıa
en aquellas colisiones con v12 · σ̂ < 2∆/(1 − α), perdiéndola en caso
contrario. De este modo es posible alcanzar un estado estacionario.

3.2 Ecuación de Liouville

En esta sección nos centramos en presentar la formulación de Liou-
ville [30] para la dinámica de un sistema de esferas duras e inelásticas
que interaccionan según la regla de colisión (3.5). Como la condición
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para que se dé una colisión entre esferas duras, esto es, la identifi-
cación del cilindro de colisión, es la misma independientemente de la
regla de colisión entre las part́ıculas siempre y cuando la interacción
sea de tipo esfera dura, tenemos que el generador de la dinámica de
un punto del espacio fásico del sistema compuesto por N part́ıculas
Γ ≡ {x1,x2, . . . ,xN}, con xi = {ri,vi}, es el mismo que para un sis-
tema de part́ıculas elásticas [31, 32]. De este modo, la evolución de
una función del espacio fásico A(Γ) viene dada por:

A(Γ, t) ≡ A(Γ(t)) ≡ exptL+(Γ)A(Γ), (3.8)

donde el sistema se encuentra inicialmente en el punto Γ. El generador
de la dinámica, L+, para un sistema de N esferas duras y lisas en d
(2 ó 3) dimensiones tiene la forma:

L+(Γ) =

N∑
i=1

vi ·
∂

∂ri
+

∑
1≤i<j≤N

T+(xi,xj), (3.9)

con

T+(xi,xj) = σd−1

∫
dσ̂θ(−vij ·σ̂)|vij ·σ̂|δ(rij−σ̂)[bσ(i, j)−1]. (3.10)

Aqúı, θ(x) es la función escalón de Heaviside, que vale 1 cuando
el argumento es positivo o nulo y 0 en otro caso, y bσ(i, j) es un
operador que sustituye las velocidades de las part́ıculas i y j por sus
valores postcolisionales, dados en nuestro caso por (3.5), y es el único
punto donde aparecen los detalles de la regla de colisión. En el ope-
rador (3.9), el primer término corresponde al movimiento libre de
las part́ıculas, mientras que el segundo, donde aparece el operador
de colisión T+(xi,xj), describe las interacciones binarias entre ellas.
Aunque esto nos da la evolución general del sistema a partir de una
configuración dada, f́ısicamente es necesario introducir una función
W ({ri}) de modo que entre los estados iniciales no se incluyan con-
figuraciones f́ısicamente imposibles, en que las part́ıculas se solapen.
Esta función se define entonces como:

W ({ri}) =
∏

1≤i<j≤N
θ(rij − σ), (3.11)

de forma que solo tenemos que considerar:

A(Γ, t) ≡W ({ri}) exptL+(Γ)A(Γ). (3.12)
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En general, a partir de la función de distribución del sistema de
N part́ıculas ρ(Γ), el valor medio de una función del espacio fásico se
obtiene mediante:

〈A(t)〉 =

∫
dΓρ(Γ)A(Γ, t) =

∫
dΓρ(Γ)W ({ri}) exptL+(Γ)A(Γ).

(3.13)

Aqúı la dependencia temporal se encuentra en la función A(Γ, t).
Es conveniente hacer que la dependencia temporal se encuentre en la
función de distribución definiendo otro generador L+(Γ) que cumpla:

∫
dΓB(Γ)W ({ri})L+(Γ)A(Γ) =

∫
dΓ[L+(Γ)B(Γ)W ({ri})]A(Γ).

(3.14)

Para funciones arbitrarias A(Γ) y B(Γ). En el Apéndice A se
describen los detalles que llevan a identificar este operador como

L+(Γ) = −
N∑
i=1

vi ·
∂

∂ri
+

∑
1≤i<j≤N

T+(xi,xj), (3.15)

donde ahora aparece el operador de colisión adjunto

T+(xi,xj) =σd−1

∫
dσ̂[θ(vij · σ̂ − 2∆)|vij · σ̂ − 2∆|δ(rij − σ̂)×

× α−2b−1
σ (i, j)− θ(vij · σ̂)|vij · σ̂|δ(rij + σ̂)]. (3.16)

Aqúı b−1
σ (i, j) es el operador inverso de bσ(i, j) y sustituye las

velocidades vi y vj por sus valores precolisionales, v∗i y v∗j :

vi → v∗i = vi −
1 + α

2α
(vij · σ̂)σ̂ +

∆

α
σ̂,

vj → v∗j = v2 +
1 + α

2α
(vij · σ̂)σ̂ − ∆

α
σ̂. (3.17)

Con este nuevo operador podemos pasar la dependencia temporal
a la densidad de probabilidad
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〈A(t)〉 =

∫
dΓρ(Γ)W ({ri}) exptL+(Γ)A(Γ) =

=

∫
dΓ[exptL+(Γ) ρ(Γ)W ({ri})]A(Γ) =

=

∫
dΓρ(Γ, t)A(Γ). (3.18)

En general, trabajando con esta expresión, podemos obviar la
función W ({ri}) y considerarla introducida en la densidad de proba-
bilidad inicial de modo que identificamos:

ρ(Γ, t) = exptL+(Γ) ρ(Γ). (3.19)

Derivando con respecto al tiempo, tenemos que la función de dis-
tribución del espacio fásico obedece la ecuación de pseudo-Liouville:[

∂

∂t
− L+(Γ)

]
ρ(Γ, t) = 0. (3.20)

A continuación pasaremos a una descripción en términos de fun-
ciones de distribución reducidas. Definimos fl (l = 1, . . . , N − 1)
como:

fl(x1, . . . ,xl, t) =
N !

(N − l)!

∫
dxl+1 . . . dxNρ(Γ, t). (3.21)

A partir de la integración de las variables {xl+1, . . . ,xN} en la
ecuación de evolución (3.19) obtenemos la jerarqúıa de ecuaciones
BBGKY [33–35]:

[
∂

∂t
− L+(x1, . . . ,xl)

]
fl(x1, . . . ,xl, t) =

=

l∑
i=1

∫
dxl+1T+(xi,xl+1)fl+1(x1, . . . ,xl+1, t). (3.22)

La primera ecuación de esta jerarqúıa es

[
∂

∂t
+ v1 ·

∂

∂r1

]
f1(x1, t) =

∫
dx2T+(x1,x2)f2(x1,x2, t). (3.23)
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Para obtener una ecuación cerrada para f1(x1, t) necesitamos una
expresión que relacione f2(x1,x2, t) con ella. La aproximación más ha-
bitual es despreciar las correlaciones de velocidad entre dos part́ıculas
en el instante anterior a la colisión, lo que se conoce como hipótesis
de ”caos molecular” [36]. El hecho de que solo haya que tener en
cuenta la contribución precolisional se puede apreciar reescribiendo el
operador de colisión adjunto (3.16) como:

T+(xi,xj) =σd−1

∫
dσ̂δ(rij − σ)[|vij · σ̂ − 2∆|α2b−1

σ (i, j)−

− |vij · σ̂|]Θ(−vij · σ̂), (3.24)

donde se ha utilizado que

θ(vij · σ̂ − 2∆)b−1
σ (i, j) = b−1

σ (i, j)θ(−vij · σ̂), (3.25)

resultado que se obtiene directamente de la acción del operador b−1
σ (i, j).

En esta expresión se observa como, debido al factor δ(rij−σ)Θ(−vij ·
σ̂) que aparece, solo es relevante la información anterior a la colisión.
Con esto, en la teoŕıa revisada de Enskog, para cerrar la ecuación para
f1(x1, t) se utiliza la aproximación [37,38]:

δ(rij − σ)Θ(−vij · σ̂)f2(x1,x2, t) ≈ δ(rij − σ)Θ(−vij · σ̂)×
× gE [r1, r2|n(r, t)]f1(x1, t)f1(x2, t), (3.26)

siendo gE es la función de correlación de pares en equilibrio, que puede
ser determinada en términos de la funcional de enerǵıa libre para un
estado inhomogéneo [39], y n(r, t) el campo de densidad de no equi-
librio en el instante t [40]. Introduciendo (3.26) en (3.23) obtenemos
la ecuación de Enskog [41,42]:

[
∂

∂t
+ v1 ·

∂

∂r1

]
f1(x1, t) =

∫
dx2T+(x1,x2)×

× gE [r1, r2|n(t)]f1(x1, t)f1(x2, t). (3.27)
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3.3 Estado estacionario homogéneo

Una vez hemos obtenido la ecuación de Enskog (3.27), vamos a
analizar si dicha ecuación predice la existencia de un estado esta-
cionario homogéneo y cuales son sus propiedades en caso de existir.
Comenzamos definiendo las variables adimensionales

qi ≡
ri
`
, ωi ≡

vi
∆
, τ ≡ ∆

`
t, (3.28)

donde ` ≡ (nσd−1)−1, siendo n = N/V la densidad media del sis-
tema. De este modo pasamos a trabajar en el espacio fásico Γ̃ ≡
{x̃i, . . . , x̃N}, con x̃i ≡ {qi,ωi}. La función de distribución en el
espacio fásico escalado se relaciona con la anterior mediante

ρ̃(Γ̃, τ) = (`∆)dNρ(Γ, t), (3.29)

y su ecuación de evolución podemos reescribirla como[
∂

∂τ
− L̃+(Γ̃)

]
ρ̃(Γ̃, t) = 0. (3.30)

Ahora el pseudo-operador de Liouville viene dado por

L̃+(Γ̃) = −
N∑
i=1

ωi ·
∂

∂qi
+

∑
1≤i<j≤N

T̃+(x̃i, x̃j), (3.31)

T̃+(x̃i, x̃j) =σ̃d−1

∫
dσ̂[θ(ωij · σ̂ − 2)|ωij · σ̂ − 2|δ(qij − σ̃)×

× α−2b−1
σ (i, j)− θ(ωij · σ̂)|ωij · σ̂|δ(qij + σ̃)]. (3.32)

Nótese que la regla de colisión no cambia con el escalamiento. Con
esto hemos eliminado toda la dependencia en ∆ de las ecuaciones, de
modo que en un posible estado estacionario, la dependencia respecto
de este parámetro del valor medio de una función homogénea de grado
a de la velocidad viene dada por

〈A({vi})〉st = 〈A({∆ωi})〉st = ∆a〈A({ωi})〉st. (3.33)

En un estado homogéneo el campo de densidad vale n en todos
los puntos y, al ser un estado traslacionalmente invariante, podemos
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suponer que estamos en un sistema de referencia en el que el campo
de velocidades es nulo. Finalmente, la temperatura está dada por:

dNTs
2

=〈
N∑
i=1

mv2
i

2
〉 = ∆2

N∑
i=1

∫
dΓ̃
mω2

i

2
ρ̃s(Γ̃) =

=
m∆2

ñd

∫
dω1ω

2
1 f̃1,s(ω1), (3.34)

donde ñ ≡ n`d, ρ̃s(Γ̃) es la función de distribución adimensional del
sistema en el estado estacionario. Las funciones de distribución re-
ducidas se definen a partir de ρN como en la ecuación (3.22), salvo
que utilizando las variables fásicas adimensionales. Por otra parte,
vemos que Tst/∆

2 es una función únicamente de α, de acuerdo al es-
calamiento del sistema realizado anteriormente. Para el valor medio
de ∆2

∑N
i=1

mω2
i

2 tenemos a partir de (3.30) que en el estado esta-
cionario:

N∑
i=1

∫
dΓ̃
mω2

i

2
L̃+(Γ̃)ρ̃s(Γ̃) = 0, (3.35)

lo cual, despreciando efectos de contorno, es equivalente para un es-
tado homogéneo a

∫
dx̃1

∫
dx̃2

{
T̃+(x̃1, x̃2)

[m
2

(ω2
1 + ω2

2)
]}

f̃2,s(x̃1, x̃2) = 0, (3.36)

donde

T̃+(x̃1, x̃2) = σ̃d−1

∫
dσ̂θ(−ωij · σ̂)|ωij · σ̂|δ(q12 − σ̃)[bσ(1, 2)− 1].

(3.37)
Utilizando la aproximación de Enskog en la ecuación (3.36), defi-

niendo
φ(ω) = f̃1,s(x̃)/ñ, (3.38)

y realizando las integrales angulares en σ̂, resulta

∫
dω1

∫
dω2

[
ω12

Γ
(
d+1

2

) +
π1/2αω2

12

2Γ
(
d+2

2

) − (1− α2)ω3
12

4Γ
(
d+3

2

) ]φ(ω1)φ(ω2) = 0.

(3.39)
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Para continuar nuestro estudio, tenemos que proponer una forma
funcional para φ(ω) a fin de realizar las integrales. Definimos la ve-

locidad térmica estacionaria en unidades de ∆ como ω0 ≡
√

2Tst
m∆2 y

escalamos con ésta la función de distribución, obteniendo

ϕ(c) = ωd0φ(cω0), (3.40)

donde c = v/v0,st, con v0,st =
√

2Tst
m , es la velocidad en unidades de la

velocidad térmica estacionaria. Tanto en sistemas granulares aislados
como excitados se ha visto que, en ciertas condiciones, la función de
distribución ϕ(c) no difiere mucho de la distribución gaussiana [43–46].
Suponemos que ésto sigue aplicándose en el estado estacionario de
nuestro sistema. Se trata de una aproximación que tendremos que
comprobar posteriormente a partir de los resultados que obtengamos.
Proponemos entonces un desarrollo de la función de distribución en
polinomios de Sonine S(j)(x), relacionados con los polinomios gene-

ralizados de Laguerre mediante la relación S(j)(x) = L
d/2−1
j (x) [47].

Aśı pues, escribimos:

ϕ(c) = ϕ(0)(c)

∞∑
j=0

ajS
(j)(c2), (3.41)

con

ϕ(0)(c) = π−d/2ec
2
. (3.42)

Los polinomios de Sonine pueden escribirse en la forma [48]

S(j)(x) =

j∑
r=0

Γ(j + d/2)

(j − r)!r!Γ(r + d/2)
(−x)r, (3.43)

y cumplen la relación de ortonormalidad∫
dcφ(0)(c)S(j)(c2)S(j′)(c2) =

Γ(j + d/2)

Γ(d/2)j!
δj,j′ . (3.44)

Por la condición de normalización de la función de distribución
tenemos que ha de ser a0 = 1, y por la definición de la temperatura
ha de ser

〈c2〉 =

∫
dcc2φ(c) =

d

2
, (3.45)
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lo que lleva a que a1 = 0. De este modo el primer coeficiente del desa-
rrollo que no está identificado es a2. Este coeficiente está relacionado
con el cuarto momento de la distribución mediante:

a2 ≡
4〈c4〉

d(d+ 2)
− 1, 〈c4〉 =

∫
dcc4φ(c). (3.46)

Cortando en éste término el desarrollo en polinomios . Utilizamos
en lo que sigue para la distribución de velocidades escalada la llamada
primera aproximación de Sonine:

ϕ(c) ≈ ϕ(0)[1 + a2S
(2)(c2)]. (3.47)

Al haber eliminado toda dependencia expĺıcita de ∆ en la ecuación
(3.39) tenemos que a2 no puede depender de este parámetro, de modo
que para el estado estacionario el valor de dicho coeficiente es una
función únicamente de α. Suponemos en lo que sigue que |a2| � 1,
de modo que en los cálculos despreciamos los términos no lineales en
a2. Hay que tener en cuenta que esta hipótesis tampoco es justifica-
ble a priori, y tendrá que comprobarse su consistencia al obtener los
resultados. Con estas aproximaciones, puede realizarse la integral en
la expresión (3.39) obteniendo:

1− α2

2

(
1 +

3a2

16

)
ω2

0 −
(π

2

)1/2
αω0 − 1 +

a2

16
= 0. (3.48)

A partir de aqúı, podemos expresar ω0 en función de a2 y α.
Reteniendo solo con los términos lineales en a2 se llega a

ω0 ≈
π1/2α

21/2(1− α2)
[A(α) + a2(α)B(α)], (3.49)

con

A(α) = 1 +

[
4− (4− π)α2

πα2

]1/2

(3.50)

y

B(α) = −8(1− α2) + 3πα2

16α

{
1

[4− (4− π)α2]π

1/2
}
− 3

16
. (3.51)

Hace falta otra expresión que relacione ω0 y a2 para poder des-
pejar ambas incógnitas. Para encontrar esta relación operamos de
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forma similar a como hemos encontrado la expresión para ω0. La
ecuación de Enskog para el estado estacionario homogéneo toma la
forma:

∫
dω2

∫
dσ̂[θ(ω12 · σ̂ − 2)(ω12 · σ̂ − 2)α−2bσ(1, 2)−

− θ(ω12 · σ̂)(ω12 · σ̂)]φ(ω1)φ(ω2) = 0. (3.52)

Multiplicando esta ecuación por ω4
1 e integrando para ω1 resulta:

∫
dω1

∫
dω2

∫
dσ̂φ(ω1)φ(ω2)θ(−ω12 · σ̂)×

× |ω12 · σ̂|[bσ(1, 2)− 1](ω4
1 + ω4

2) = 0. (3.53)

Las integrales que aparecen en esta ecuación, se calculan utilizando
de nuevo la primera aproximación de Sonine para la función de dis-
tribución de velocidades y despreciando los términos no lineales en
a2. Con esto, tras unos cálculos directos pero tediosos, se obtiene una
ecuación, lineal en a2 y con diferentes potencias de ω0, que omitimos
debido a su complejidad y a que aporta poco al desarrollo teórico.
Sustituyendo la expresión que tenemos para ω0 en la ecuación y des-
preciando siempre los términos no lineales en a2, se obtiene una ex-
presión para a2(α), la cual introducimos en (3.49) para obtener una
expresión de ω0 como función de α [49]. El resultado obtenido es
matemáticamente complicado y poco puede apreciarse en la expresión
completa de a2, de modo que únicamente presentamos su desarrollo
hasta tercer orden en términos de 1−α2, válido para pequeñas inelas-
ticidades:

a2(α) ≈ p1(1− α2) + p2(1− α2)2 + p3(1− α2)3, (3.54)

donde los coeficientes vienen dados por:

p1 = − 1

4(d− 1)
, (3.55)

p2 =
−24 + d(24− 7π) + 13π

32(d− 1)2π
, (3.56)
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p3 =
−384 + 164π − 49π2 + 2d(384− 130π + π2)

256(d− 1)3π2
+

+
d2(−384 + 96π + 11π2)

256(d− 1)3π2
. (3.57)

Las ecuaciones 3.49 y 3.54 proporcionan una expresión expĺıcita
para la temperatura estacionaria en el ĺımite de bajas inelasticidades.
Para valores pequeños de α, hay que utilizar la expresión completa de
a2(α) obtenida mediante el procedimiento indicado arriba.

3.4 Simulaciones

Para contrastar los resultados obtenidos realizamos simulaciones
del sistema efectivo en dos dimensiones, con la regla de colisión (3.5),
mediante el método desarrollado por Bird de simulación directa de
Monte Carlo (DSMC) [50,51]. El método reproduce la dinámica de un
gas diluido descrito por la ecuación de Boltzmann [52–54] generando
trayectorias t́ıpicas que se dan en el gas a bajas densidades y no la
dinámica Newtoniana del sistema como se hace en dinámica molecu-
lar. En la práctica, esto se consigue dividiendo el sistema en celdas,
de modo que en cada una de ellas se reproduce de forma determinista
el movimiento libre de las part́ıculas, mientras que las colisiones se
tratan de forma estocástica. En concreto, para estas simulaciones se
han utilizado N=1000 part́ıculas, aunque para las simulaciones del
método DSMC esto solo implica una mejora de la estad́ıstica, pues el
ĺımite de baja densidad es inherente al algoritmo. Además, se ha pro-
mediado sobre distintas realizaciones o trayectorias independientes,
yendo el número de éstas desde 10, para obtener los valores de distin-
tos momentos de la velocidad, a 5000, para generar la distribución de
velocidades.

En la figura 3.2 se representa la temperatura del sistema en el es-
tado estacionario para distintos valores de α. Los puntos representan
el cociente entre la temperatura obtenida de las simulaciones y la que
se obtiene teóricamente suponiendo que la distribución de velocidades
de las part́ıculas es gaussiana, la ĺınea discontinua es la predicción
teórica para dicho cociente, obtenido de la ecuación (3.49) utilizando
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FIGURA 3.2: Temperatura estacionaria obtenida con la aproximación de So-
nine, normalizada con la obtenida con una distribución gaussiana, en función
de α. La ĺınea a trazos corresponde a la predicción teórica obtenida y los
puntos a los resultados de simulación.

FIGURA 3.3: Valor estacionario del coeficiente a2 como función de α. Los
puntos corresponden a los resultados de simulación DSMC y la ĺınea continua
es la predicción teórica incluyendo toda la dependencia en α, mientras que
la ĺınea a trazos corresponde a la aproximación dada por la ecuación (3.54).
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FIGURA 3.4: Distribución de velocidad marginal en el estacionario para α =
0.9 (izquierda) y α = 0.5 (derecha). La ĺınea continua (negra) corresponde
a los resultados de simulación, la ĺınea a trazos (negra) a la distribución
de Maxwell y la ĺınea punto-trazo (roja) a la distribución obtenida con la
primera corrección de Sonine (ecuación 3.47).

el valor teórico obtenido para a2(α) (mediante el procedimiento des-
crito en el apartado anterior), y la ĺınea continua solo se representa
como gúıa. Los valores estacionarios de a2, en función de α, se repre-
sentan en la figura 3.3. La ĺınea continua corresponde a la predicción
teórica y los puntos a resultados de la simulación. Se consideran dis-
tintos valores de ∆, poniéndose de manifiesto la independencia de a2

respecto de dicho parámetro. La ĺınea a trazos corresponde al desarro-
llo para bajas inelasticidades dado por (3.54).

Lo primero que observamos, tanto en los resultados anaĺıticos
como de simulación, es que el valor del coeficiente a2(α) en el estado
estacionario cumple, especialmente para valores cercanos al ĺımite
elástico, la condición de ser pequeño para todo el rango de valores
de α. De este modo se valida la hipótesis utilizada en el desarrollo de
la teoŕıa. El acuerdo entre los resultados de simulación y los cálculos
teóricos es bastante bueno para este valor del coeficiente de resti-
tución, al igual que sucede con la temperatura estacionaria. Con
respecto a esta última vemos como, aunque pequeña, la corrección
debida al comportamiento no gaussiano de la distribución de veloci-
dades es claramente identificable.

Con vistas a comprobar también la validez de la aproximación
de Sonine para la distribución de velocidad, se ha obtenido en la
simulación la función de distribución de velocidades marginal para
una componente definida como,
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ϕx(cx) =

∫ ∞
−∞

dcyϕ(c), (3.58)

que en dicha aproximación toma la forma:

ϕx(cx) ≈ ϕ(0)(cx)

[
1 +

a2

2

(
c4
x − 3c2

x +
3

4

)]
. (3.59)

Los resultados se presentan en la Figura 3.4, en la que se com-
paran las distribuciones obtenidas mediante simulación (ĺınea con-
tinua) con la predicción teórica obtenida (ĺınea punto-trazo) y con la
distribución de Maxwell (ĺınea a trazos). De nuevo puede apreciarse
como la función de distribución se separa claramente del compor-
tamiento gaussiano. Se observa también como esta desviación es en
general satisfactoriamente descrita por nuestra aproximación, incluso
para α = 0.5 (derecha), valor aproximado para el cual |a2| es máximo
disminuyendo a priori la validez de nuestro desarrollo. Se trata desde
luego de un valor que corresponde a part́ıculas muy inelásticas.





Caṕıtulo 4

Dinámica homogénea y
efectos no lineales

Una vez caracterizado el estado estacionario homogéneo mediante
el valor de la temperatura y la desviación del comportamiento gau-
ssiano a través del coeficiente a2 del desarrollo en polinomios de So-
nine de la distribución de velocidades, nos centramos en estudiar la
posible existencia de estados homogéneos no estacionarios. En un
fluido ordinario, donde la enerǵıa se conserva, tenemos que en un es-
tado homogéneo los campos de densidad, velocidad y temperatura
quedan determinados por la condición de homogeneidad, y ninguno
de ellos puede depender del tiempo. En un medio granular, en el que
se disipa enerǵıa en las colisiones, śı puede variar la temperatura en el
tiempo en los estados homogéneos, y por lo tanto podemos hablar de
hidrodinámica homogénea. Esta hidrodinámica ha sido estudiada en
el caso de un medio granular libre, no confinado, existiendo un estado
homogéneo de enfriamiento de referencia que resulta ser inestable en
ciertas condiciones [9, 55]. En el caso del sistema bidimensional con
la regla de colisión efectiva que estamos estudiando, al aparecer una
temperatura estacionaria no nula, tenemos que se pueden observar es-
tados homogéneas tanto de calentamiento como de enfriamiento, de-
pendiendo de si el sistema tiene inicialmente una temperatura menor
o superior a la del correspondiente estado estacionario.

39



40 4. Dinámica homogénea y efectos no lineales

4.1 Hidrodinámica homogénea

Como ya hemos comentado, si nuestro sistema se encuentra en
un estado homogéneo, las ecuaciones de balance implican que el único
campo hidrodinámico que puede variar en el tiempo es la temperatura,
que en un estado de este tipo se define como:

T (t) ≡ 1

nd

∫
dv1mv2

1f1(v1, t). (4.1)

Tomando segundo momento de la velocidad en (3.23) obtenemos
la siguiente ecuación para la evolución de la temperatura:

∂T (t)

∂t
= −ζ(t)T (t), (4.2)

donde ζ(t) es la velocidad de cambio de la temperatura, debida a la
ganancia o perdida de enerǵıa en las colisiones, y viene dada por la
expresión:

ζ(t) =− mσd−1

nT (t)d

∫
dv1

∫
dv2

∫
dσ̂θ(v12 · σ̂)|v12 · σ̂|

×
[
∆2 + α∆v12 · σ̂ −

1− α2

4
(v12 · σ̂)2

]
f2(r1,v1, r1 + σ,v2, t).

(4.3)

El término que aparece entre corchetes en el integrando es el cam-
bio de enerǵıa en la colisión por unidad de masa, como puede apre-
ciarse comparando con la ecuación (3.7). Como ya comentamos esta
cantidad puede ser positiva o negativa, dependiendo de la velocidad
relativa de las part́ıculas. Consecuentemente la velocidad de variación
de la temperatura puede ser también positiva o negativa, en contraste
con lo que sucede en sistemas granulares sin inyección de enerǵıa en
los que solo se puede perder enerǵıa y ζ(t) se denomina por lo tanto
velocidad de enfriamiento.

Una condición suficiente para la descripción hidrodinámica del sis-
tema es que éste admita una solución normal, en la que toda depen-
dencia temporal ocurre a través de los campos hidrodinámicos [48,56].
En nuestro caso este campo es la temperatura, al ser el único que vaŕıa.
Introducimos las variables adimensionales:
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q ≡ ri
`
, ci ≡

vi
v0(t)

, ∆∗ ≡ ∆

v0(t)
, (4.4)

siendo ` = (nσd−1)−1 y v0(t) =
√

2T (t)/m. En estas unidades la
densidad de probabilidad del sistema tiene la forma:

ρ∗H({qi, ci},∆∗) = [`v0(t)]NdρH({`qi, v0(t)ci}, t), (4.5)

donde el sub́ındice H indica que nos referimos a un resultado válido
para la hidrodinámica homogénea. Del mismo modo las funciones
de distribución reducidas de l part́ıculas, definidas en (3.22), vienen
dadas en estas unidades por:

f∗l,H({qi, ci},∆∗) = [`v0(t)]ldfl,H({ri,vi}, t). i = 1, . . . , l. (4.6)

Introduciendo la forma adimensional de ρ∗H en la ecuación de
pseudo Liouville obtenemos

∂ρ∗H
∂t

=
ζ∗(α,∆)

2

{∑
i

∂

∂ci
· (ciρ∗H) + ∆∗

∂ρ∗H
∂∆∗

}
= L

∗
+(Γ∗)ρ∗H , (4.7)

donde se ha utilizado que toda la dependencia temporal ocurre a
través de la temperatura y por tanto de las variables c y ∆∗. Definiendo
σ∗ = σ/` y n∗ = n`d, la velocidad de cambio de la temperatura queda:

ζ∗(α,∆∗) ≡ `ζH(t)

v0(t)
= −2σ∗(d−1)

n∗d

∫
dc1

∫
dc2

∫
dσ̂θ(c12 · σ̂)

× |c12 · σ̂|
[
∆∗2 + α∆∗c12 · σ̂ −

1− α2

4
(c12 · σ̂)2

]
× f∗2,H(q1, c1,q1 + σ∗, c2,∆

∗). (4.8)

El pseudo operador de Liouville y el operador de colisión toman
la forma

L
∗
+(Γ∗) = −

∑
i

ci ·
∂

∂qi
+

∑
1≤i<j≤N

T
∗
+(i, j), (4.9)
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T
∗
+(i, j) ≡ σ∗(d−1)

∫
dσ̂[θ(c12 · σ̂ − 2∆∗)(c12 · σ̂ − 2∆∗)δ(qij − σ∗)

× α−2b−1
σ (1, 2)− θ(c12 · σ̂)c12 · σ̂δ(qij + σ∗)].

(4.10)

Por último, el cambio de velocidades en una colisión viene deter-
minado por

b−1
σ c1 = c∗1 = c1 −

1 + α

2α
(c12 · σ̂)σ̂ +

∆∗

α
σ̂,

b−1
σ c2 = c∗2 = c2 +

1 + α

2α
(c12 · σ̂)σ̂ − ∆∗

α
σ̂. (4.11)

A partir de la ecuación de evolución de la densidad de probabilidad
del sistema obtenemos mediante integración la jerarqúıa de ecuaciones
BBGKY para las funciones de distribución reducidas. La primera
ecuación de esta jerarqúıa es:

ζ∗(α,∆∗)

2

{
∂

∂c1
· [c1f

∗
1,H(c1,∆

∗)] + ∆∗
∂

∂∆∗
f∗1,H(c1,∆

∗)

}
=∫

dq2

∫
dc2T

∗
+(1, 2)f∗2,H(q1, c1,q2, c2,∆

∗). (4.12)

Utilizamos para cerrar la ecuación para f∗1,H la aproximación de
Enskog, que en este estado y unidades puede escribirse como

δ(q12 − σ∗)θ(−c12 · σ̂)f∗2,H(q1, c1,q2, c2,∆
∗) ≈

δ(q12 − σ∗)θ(−c12 · σ̂)ge(σ, n)n∗2φ(c1,∆
∗)φ(c2,∆

∗),
(4.13)

donde hemos utilizado que en un estado homogéneo f∗1,H(q, c,∆∗) =
n∗φ(c,∆∗) y ge(σ, n) es la función de correlación de pares homogénea
en contacto y en equilibrio. Introduciendo (4.13) en (4.12), resulta

ζ∗B(α,∆∗)

2

{
∂

∂c
· [cφ∗1,H(c1,∆

∗)] + ∆∗
∂

∂∆∗
φ∗1,H(c1,∆

∗)

}
= n∗JB[c|φ]

(4.14)
Aqúı el sub́ındice B indica que la cantidad se calcula en el ĺımite

diluido de Boltzmann. Para la velocidad de cambio de la temperatura
y el término de colisión obtenemos las expresiones:
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ζ∗B(α,∆∗) = −2

d

∫
dc1

∫
dc2

∫
dσ̂θ(c12 · σ̂)|c12 · σ̂|

×
[
∆∗2 + α∆∗c12 · σ̂ −

1− α2

4
(c12 · σ̂)2

]
φ(c1,∆

∗)φ(c2,∆
∗),

(4.15)

y

JB[c1|φ] =σ∗(d−1)

∫
dc2

∫
dσ̂[θ(c12 · σ̂ − 2∆∗)(c12 · σ̂ − 2∆∗)

× α−2b−1
σ (1, 2)− θ(c12 · σ̂)c12 · σ̂]φ(c1,∆

∗)φ(c2,∆
∗).

(4.16)

Aunque en (4.14) no aparece la función de correlación de pares
cabe señalar que la ecuación ha sido obtenida en la aproximación de
Enskog. Para proseguir necesitamos una expresión para la función
de distribución adimensional φ(c,∆∗). Esperando de nuevo que la
distribución no se desv́ıe mucho de la gaussiana, proponemos un de-
sarrollo en polinomios de Sonine truncado en la primera correción

φ(c,∆∗) ≈ φ(0)(c)[1 + a2(α,∆∗)S(2)(c2)], (4.17)

donde ahora a2 depende de ∆∗, y para ∆∗st debe corresponder al cal-
culado en el caṕıtulo anterior, valido en el estado estacionario. Con
esta aproximación podemos calcular la expresión de la velocidad de
cambio de la temperatura lo cual hacemos despreciando, como en el
caṕıtulo anterior, los términos no lineales en a2 con lo que resulta

ζ∗(α,∆) ≈ 23/2π(d−1)/2

Γ(d/2)d

[
1− α2

2

(
1 +

3a2

16

)
−
(π

2

)1/2
α∆∗−

−
(

1− a2

16

)
∆∗2

]
. (4.18)

Introduciendo (4.18) en (4.2) obtenemos la función de evolución
para la temperatura, a falta de una expresión para la evolución de
a2(α,∆∗). Para obtener ésta operamos de forma similar a como se ob-
tuvo el valor de este coeficiente en el estado estacionario en el caṕıtulo
anterior: multiplicamos la ecuación (4.14) por c4 e integramos en c,
consiguiendo una expresión para la evolución del cuarto momento de
la distribución, que está relacionado con a2 mediante (3.46) [57]. Tras
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estos cálculos, directos pero tediosos, se obtiene el sistema de ecua-
ciones

∂∆∗

∂τ
=

23/2π(d−1)/2

d2(d+ 2)Γ(d/2)
[A0 +A1a2(τ)], (4.19)

∂a2

∂τ
=

23/2π(d−1)/2

d2(d+ 2)Γ(d/2)∆∗(τ)
{[4A0 +B0] + [4(A0 +A1) +B1]a2(τ)},

(4.20)
con

A0(α,∆∗) = (d+ 2)

[
1− α2

2
−
(π

2

)1/2
α∆∗ −∆∗2

]
, (4.21)

A1(α,∆∗) =
(d+ 2)

16

[
3(1− α2)

2
+ ∆∗2

]
, (4.22)

B0(α,∆∗) =(2π)1/2(1 + 2d+ 3α2 + 4∆∗2)α∆∗ − 3 + 4∆∗4 + α2 + 2α4

− 2d(1− α2 − 2∆∗2) + 2∆∗2(1 + 6α2), (4.23)

B1(α,∆∗) =
(π

2

)1/2
[2− 2d(1− α) + 7α+ 3α3]∆∗ − 1

16
{85 + 4∆∗4

− 18(3 + 2α2)∆∗2 − (32 + 87α+ 30α3)α

− 2d[6∆∗2 − (1 + α)(31− 15α)]}. (4.24)

En las expresiones dadas τ = ∆nσt y se han despreciado como
es habitual los términos no lineales en a2. A partir de las ecuaciones
(4.19) y (4.20) puede obtenerse una ecuación para a2(∆∗) en la cual
despreciamos los términos no lineales en a2 aśı como aquellos propor-
cionales a a2∂a2/∂∆∗, obteniendo:

∂a2

∂∆∗
=

[
4

∆∗
+

4A1 +B1

A0∆∗

]
a2 +

(
4

∆∗
+

B0

A0∆∗

)
. (4.25)

Esta ecuación se resuelve numéricamente, distinguiendo los ca-
sos en los que la temperatura inicial (∆∗ inicial) es mayor o menor
que su valor estacionario. Al hacer esto puede observarse como, par-
tiendo de una condición inicial arbitraria para a2, tanto para situa-
ciones de calentamiento como de enfriamiento el coeficiente evoluciona
rápidamente hacia una curva universal. Concluimos que esta curva,
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FIGURA 4.1: Coeficiente a2 del desarrollo de Sonine de la función de dis-
tribución de velocidades en función de ∆∗ para α = 0.9. Las curvas de
puntos son soluciones numéricas de la ecuación (4.25). La curva continua
corresponde a los valores hidrodinámicos a2(α,∆∗).

a la que denominamos a2(α,∆∗), independiente de las condiciones
iniciales y para la que toda dependencia temporal ocurre a través
de la temperatura T (t), corresponde a los valores hidrodinámicos del
coeficiente. Esto se representa en la figura 4.1 donde se muestran dis-
tintas soluciones numéricas (puntos) aśı como la curva a2(α,∆∗) a la
que tienden (ĺınea continua). Las distintas trayectorias se recorren de
manera que ∆∗ evoluciona monótonamente hacia el valor estacionario.

Para comprobar la validez de nuestras predicciones teóricas se han
realizado simulaciones del sistema con la regla de colisión efectiva para
un sistema bidimensional (d = 2) utilizando el método de DSMC. Este
método permite forzar la condición de homogeneidad, y por lo tanto
evitar cualquier posible inestabilidad que pudiese llevar a alterar esta
condición. En estas simulaciones, para las que utilizamos α = 0.9, se
han utilizado N = 1000 part́ıculas y los resultados se han promediado
sobre 5000 trayectorias. Lo primero que se observa de los resultados de
estas simulaciones es que la temperatura del sistema evoluciona, como
en las soluciones numéricas de la ecuación (4.25), rápidamente hacia
una curva independiente de las condiciones iniciales, que identificamos
como los valores hidrodinámicos del coeficiente a2, resultado que se
muestra en la figura 4.2. En la figura se representan con śımbolos dis-
tintas trayectorias obtenidas de las simulaciones para diferentes condi-
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ciones iniciales, incluyendo casos de enfriamiento y calentamiento y
distribuciones de velocidad iniciales gaussianas (śımbolos vaćıos) y
cuadradas (rellenos). Las trayectorias se recorren de manera que ∆∗

tiende al valor estacionario ∆∗st ' 0.078. La ĺınea a trazos es la curva
a2(α,∆∗), obtenida anteriormente y mostrada en la figura 4.1, y la
ĺınea continua es la traslación de esta de forma que el valor estacionario
coincida con el de las trayectorias simuladas. La discrepancia entre los
valores estacionarios se debe probablemente al hecho de que hayamos
despreciado los términos no lineales en a2 y sus derivadas en nuestros
cálculos. Se observa como las trayectorias se ajustan bien a la curva
desplazada en torno al valor estacionario. Podemos apreciar de ambos
métodos que en las situaciones de calentamiento, si nos alejamos lo su-
ficiente del estado estacionario, el coeficiente a2 crece hasta invalidar
la hipótesis |a2| � 1 y por tanto nuestros cálculos, resultado que se
observa también para otros valores del coeficiente de restitución. Por
otro lado, para las situaciones de calentamiento cercanas al valor esta-
cionario de la temperatura y para todas las de enfriamiento, tenemos
que la hipótesis es válida y además que los resultados de simulación
concuerdan en buen grado con los anaĺıticos.

Hemos obtenido también la evolución de la temperatura del sis-
tema para una situación de enfriamiento, en la que T (0) = 200m∆2,
y otra de calentamiento con T (0) = 10m∆2 para α = 0.8, utilizando
en ambos casos como distribución de velocidades inicial una gau-
ssiana. Esta se compara con el resultado obtenido mediante inte-
gración numérica de la ecuación (4.2) con las mismas condiciones ini-
ciales, resultando un buen acuerdo entre ambos datos en los dos casos
como puede observarse en la figura 4.3 (izquierda) donde los puntos
corresponden a los resultados de simulación y las ĺıneas continuas a
las soluciones numéricas. Hemos representado también en la figura
4.3 (derecha) la curva de calentamiento obtenida de las simulaciones
(puntos) y la solución numérica de (4.2) tomando a2 = 0 (ĺınea con-
tinua). Aunque pequeña, se aprecia claramente la influencia de la
desviación de la función de distribución de velocidades respecto del
comportamiento Gaussiano.
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FIGURA 4.2: Coeficiente a2 del desarrollo de Sonine de la función de dis-
tribución de velocidades en función de ∆∗ para α = 0.9. Las curvas con
śımbolos se han obtenido mediante simulación para distintas condiciones
iniciales. La curva a trazos corresponde a la curva hidrodinámica univer-
sal a2(α,∆∗) obtenida anteriormente de la solución numérica de (4.25). La
curva continua es un desplazamiento de la anterior para que coincidan los
valores estacionarios de a2 y ∆∗ obtenidos por ambos métodos.

4.2 Estudio de la validez del modelo

Con vistas a comprobar la validez del modelo bidimensional efec-
tivo para representar el sistema confinado casi-bidimensional, en el
que las velocidades de las part́ıculas cambian en las colisiones de
acuerdo con la regla (3.5), hemos comparado los resultados teóricos
obtenidos para la hidrodinámica homogénea del modelo con simula-
ciones de la evolución del sistema tridimensional utilizando el método
de Dinámica Molecular. También hemos comparado los resultados
de simulación con los obtenidos mediante otro modelo considerado
en la bibliograf́ıa, concretamente el modelo del termostato estocástico
[58–61], que pasamos a describir brevemente. Como ya se comentó,
este modelo supone que a las part́ıculas se les suple de enerǵıa medi-
ante la acción de una fuerza estocástica con ruido blanco que actúa so-
bre cada una de ellas independientemente. De este modo, en el ĺımite
diluido y para estados homogéneos, la evolución del sistema puede
describirse mediante una ecuación de Boltzmann-Fokker-Planck para
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FIGURA 4.3: Izquierda: Evolución de la temperatura para α = 0.8 con
condiciones iniciales por encima y por debajo del valor estacionario de ésta.
Los śımbolos corresponden a los datos de simulación y las curvas continuas
a la solución numérica de (4.2). Derecha: La misma curva de calentamiento
mostrada en la figura de la izquierda. Aqúı la curva teórica se ha obtenido
forzando a2 = 0.

la función de distribución de velocidades de una part́ıcula [4]:

∂

∂t
f(v1, t) =σ

∫
dv2

∫
dσ̂θ(v12 · σ̂)v12 · σ̂[α−2b−1

σ (1, 2)− 1]

× f(v1, t)f(v2, t) +
ξ2

0

2

∂2

∂v2
1

f(v1, t). (4.26)

Aqúı ξ0 es un parámetro del modelo que mide la intensidad de la
fuerza estocástica y b−1

σ (1, 2) es el operador de cambio a velocidades
precolisionales que en este caso opera del modo usual para esferas
inelásticas,

b−1
σ (1, 2)v1 = v1 −

1 + α

2α
(v12 · σ̂)σ̂,

b−1
σ (1, 2)v2 = v1 +

1 + α

2α
(v12 · σ̂)σ̂. (4.27)

Con esto, tomando segundo momento en la ecuación (4.26) y
aproximando la función de distribución de una part́ıcula por una gau-
ssiana, se llega a una ecuación para la evolución de la temperatura

∂T

∂t
= −(1− α2)π1/2nσ

m1/2
T 3/2 +mξ2

0 . (4.28)
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Por tanto, la temperatura estacionaria es

Tst = m

[
ξ2

0

π1/2(1− α2)nσ

]2/3

. (4.29)

Por otra parte, la temperatura estacionaria en el modelo colisional
de Brito, supuesto que la función de distribución es una gaussiana,
viene dada por

Tst =
πmα2

4(1− α2)2

[
1 +

√
1 +

4(1− α2)

πα2

]2

∆2, (4.30)

que corresponde a la temperatura obtenida en la ecuación (3.49) eli-
minando el término proporcional a a2.

Nuestro próximo objetivo es comparar los resultados de ambos
modelos con simulaciones del sistema confinado tridimensional. El
método de Dinámica Molecular que usamos para simular el sistema
confinado se presenta en el Apéndice B [62, 63]. Las simulaciones del
sistema confinado se realizan para un sistema en el que las paredes
confinantes están separadas una distancia h = 1.5σ y la celda unidad
es una caja cuadrada con lado L = 129σ y se usan N = 500 part́ıculas,
de modo que la densidad tridimensional es n = 0.02σ−3. El coeficiente
de restitución es α = 0.8 y en las dimensiones no confinadas se han
impuesto condiciones periódicas de contorno.

En primer lugar, hemos estudiado la evolución de la temperatura,
comparando la predicción teórica de cada modelo con la obtenida
de las simulaciones. Para esto necesitamos relacionar los parámetros
asociados a la inyección de enerǵıa en los dos modelos, ξ0 y ∆, con la
velocidad de vibración de las paredes en las simulaciones del sistema
confinado, de modo que podamos imponer valores de estos parámetros
para estudiar trayectorias que den lugar a la misma temperatura esta-
cionaria. Esto lo hemos llevado a cabo obteniendo los valores de ξ0

en el termostato estocástico y de ∆ en el modelo colisional como
función de vb, la velocidad de vibración de las paredes en el modelo
del sistema confinado, de forma que den lugar a la misma tempe-
ratura estacionaria. Los resultados obtenidos para la relación entre
los parámetros pueden verse en la gráfica 4.4.

Una vez obtenida relación entre los parámetros de los modelos
teóricos y del sistema vibrado tridimensional, podemos comparar la
evolución de la temperatura obtenida por los distintos métodos. Los
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FIGURA 4.4: Relaciones entre la intensidad de ruido ξ0 (izquierda) y la
velocidad caracteŕıstica ∆ (derecha) con la velocidad de vibración vb de modo
que se obtenga en todos los sistemas la misma temperatura estacionaria. La
recta a trazos en la gráfica de ∆ frente a vb se representa únicamente como
gúıa, pues la dependencia de ∆ con vb resulta ser lineal.

resultados se presentan en la figura 4.5 para la que se ha utilizado
el mismo valor de los parámetros del sistema en las simulaciones de
Dinámica Molecular que en el caso anterior pero solo para los valo-
res de la velocidad de vibración vb = 10−3(T (0)/m)1/2 (izquierda)
y vb = 10−2(T (0)/m)1/2 (derecha), siendo T (0) la temperatura ini-
cial del sistema. Los resultados de la simulación se representan con
la ĺınea continua (en negro) mientras que las obtenidas de los mode-
los colisional y estocástico vienen representados por la ĺıneas a trazos
(en rojo) y punto-guión (en azul) respectivamente. En general pode-
mos ver que el modelo colisional representa con aceptable acuerdo
la evolución de la temperatura del sistema, mientras que el modelo
estocástico evoluciona sensiblemente más rápido hacia el estado esta-
cionario. En cualquier caso, se ha comprobado que el modelo del
termostato estocástico lleva en algunos casos a predicciones en buen
acuerdo con los resultados obtenidos para un gas vibrado de esferas o
discos inelásticos [64,65].

A fin de comprobar la validez de la segunda aproximación de So-
nine se ha obtenido de las simulaciones de dinámica molecular el valor
del coeficiente a2 en el estado estacionario mediante la regla

a2,st ≡
4〈c4〉

d(d+ 2)
− 1. (4.31)
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FIGURA 4.5: Evolución de la temperatura en un sistema enfriándose
(izquierda) y otro calentándose (derecha) con α = 0.8. La curva continua son
los resultados de las simulaciones de dinámica molecular, la ĺınea a trazos es
la que se obtiene del modelo colisional y la punto-guión la correspondiente
al termostato estocástico.

Los resultados obtenidos para α ≥ 0.6 se muestran en la figura
4.6. La principal caracteŕıstica que se deriva es que el coeficiente
toma valores positivos en todo el rango de valores de α estudiado.
Por otra parte, para inelasticidades moderadas, aproximadamente
α ≥ 0.8, a2,st mantiene un valor pequeño mientras que a partir de
éste crece bastante rápido. Esto contrasta de entrada con los resul-
tados obtenidos para el modelo colisional, para el que vimos que este
coeficiente solo tomaba valores negativos y se mantiene con un módulo
moderado. En el modelo del termostato estocástico tenemos que a2,st

toma valores negativos para α ≥ 0.7, creciendo lentamente para val-
ores menores [28]. En general vemos que ambos modelos fallan a la
hora de reproducir esta caracteŕıstica del sistema, razón por la que no
representamos los valores de estos modelos en las figuras. También se
ha analizado la dependencia de a2,st con la velocidad de vibración de
la pared vb en el sistema confinado. Los resultados se muestran en la
figura 4.6, y puede verse que a2,st parece ser independiente de vb.

Por último, se ha estudiado la distribución marginal de velocidades
ϕx(cx) y se compara con la segunda aproximación de Sonine utilizando
los valores obtenidos de la propia simulación. Con esto buscamos com-
probar que no es necesario considerar términos superiores a a2 y que la
expansión en polinomios de Sonine no diverge [66]. Los resultados se
muestran en la figura 4.7 para α = 0.8, donde los puntos son los datos
obtenidos de las simulaciones, la ĺınea continua es la aproximación de
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FIGURA 4.6: Izquierda: Valor estacionario del coeficiente a2 en función de
α obtenido mediante simulaciones de dinámica molecular. Derecha: Depen-
dencia del valor de a2,st con la velocidad de vibración de la pared vb.

FIGURA 4.7: Distribución marginal de velocidades ϕx(cx). Los puntos cor-
responden a los datos de simulación de dinámica molecular, la ĺınea continua
a la segunda aproximación de Sonine, utilizando el valor de a2,st obtenido
de la propia simulación de dinámica molecular, y la ĺınea a trazos con la
distribución gaussiana.
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Sonine y la ĺınea a trazos la distribución gaussiana. Vemos que, a
pesar de que los modelos no reproduzcan correctamente el valor de
a2,st, la aproximación es válida en muy buen grado pudiendo apre-
ciarse claramente la desviación del comportamiento gaussiano. En
cualquier caso, para valorar los resultados mostrados en la figura hay
que tener en cuenta que el valor del coeficiente de restitución consider-
ado es relativamente alto y la discrepancia entre los valores predichos
y de simulación de a2,st no son muy grandes.

4.3 Efecto Kovacs

En general se habla de estados hidrodinámicos cuando podemos
describir el sistema y su evolución en función de unos pocos cam-
pos, como la temperatura o la densidad. En el contexto de la teoŕıa
cinética, una descripción hidrodinámica se sigue de la existencia de
una solución normal, esto es, una solución en la que toda la de-
pendencia temporal y espacial tiene lugar a través de los campos
hidrodinámicos. En nuestro caso, en el que el sistema es homogéneo,
el único campo macroscópicos que puede variar en el tiempo es la
temperatura, y de hecho hemos visto que existe una curva universal
a2(α,∆∗) la cual identificamos con el comportamiento hidrodinámico,
independiente de las condiciones iniciales del sistema. Por otra parte,
el que el estado del sistema venga determinado por los valores de
estos campos contrasta con los efectos de memoria que se observan
en ciertos sistemas macroscópicos, y particularmente en los medios
granulares.

Para comprobar la validez de la solución normal de nuestro sistema
aplicamos un protocolo como el considerado por Kovacs en sus estu-
dios de poĺımeros [67]. En estos estudios, estando la muestra en equi-
librio con un baño térmico, se reduce drásticamente la temperatura
del baño, de modo que la temperatura de la muestra comienza a dis-
minuir. Manteniendo en todo el proceso la presión constante, y mien-
tras la muestra se sigue enfriando, se cambia de nuevo rápidamente la
temperatura del baño al valor que tenga en la muestra en ese instante.
Con esto, si el estado de la muestra estuviese determinado por el valor
de los campos hidrodinámicos, en este caso por la temperatura, el sis-
tema debeŕıa encontrarse en el estado estacionario, y por lo tanto no
evolucionar más. No es esto sin embargo lo que se observa, sino que
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FIGURA 4.8: Esquema del protocolo utilizado para reproducir el efecto
Kovacs en nuestro sistema.

el volumen de la muestra continúa evolucionando, indicando que el
estado del sistema no está totalmente determinado por los campos
hidrodinámicos.

En el caso del modelo colisional que estamos estudiando el proto-
colo que hemos seguido se representa en la figura 4.8 [68]. Se comienza
con el sistema en estado estacionario homogéneo, y se cambia de forma
instantánea el valor de ∆ desde ∆1 a ∆2, de modo que la temperatura
del sistema empieza a evolucionar hacia el nuevo valor estacionario.
Antes de que se alcance dicho estado, de forma análoga a las experien-
cias de Kovacs, se cambia el valor de la velocidad caracteŕıstica a
∆0 de modo que la temperatura que tiene en ese instante el sistema
coincida con el valor estacionario y analizamos su evolución posterior.
Señalamos en este punto que un estudio similar ha sido realizado para
el modelo del termostato estocástico [69,70]. En el caso bidimensional
(d = 2), la función de distribución para un estado homogéneo tiene la
forma

fH(v, t) = nv0(t)−2ϕ(c,∆∗). (4.32)

Vamos a utilizar la primera aproximación de Sonine para ϕ(c,∆∗).
Ya hemos comentado que el coeficiente a2 depende del tiempo a través
de la temperatura, y toma el valor a2

a2(α,∆∗(t)) = a2

(
α,

√
2T (t)

m∆2

)
. (4.33)
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Supongamos que tenemos el sistema bidimensional en el estado
estacionario homogéneo con una velocidad caracteŕıstica ∆ = ∆1, de
modo que la temperatura viene dada por

∆1

v01,st
= ∆∗st, (4.34)

con

v01,st ≡
(

2T1,st

m

)1/2

. (4.35)

Por la condición de estado estacionario tenemos

ζ∗(α,∆∗st) = 0, (4.36)

siendo

ζ∗(α,∆∗) = (2π)1/2

[
1− α2

2

(
1 +

3a2(∆∗)

16

)
− α

(π
2

)1/2
∆∗

−
(

1− a2(∆∗)

16

)
∆∗2

]
. (4.37)

Si ahora cambiamos la velocidad caracteŕıstica del sistema a otra
∆2 < ∆1 la temperatura estacionaria del sistema pasa a ser(

2T2,st

m

)1/2

=
∆2

∆∗st
<

∆1

∆∗st
=

(
2T1,st

m

)1/2

, (4.38)

de modo que la temperatura comienza a disminuir monótonamente
hacia la temperatura T2,st. La función de distribución escalada del
sistema, de acuerdo a la aproximación de Sonine, vendrá dada por
(4.17) con

a2(t) = a2(α,∆∗2(t)), (4.39)

y

∆∗2(t) ≡ ∆2

v0(t)
, (4.40)

Mientras la temperatura disminuye, y por tanto la velocidad de
cambio de la temperatura cumple ζ∗(α,∆∗2) > 0, existe siempre un
valor de la velocidad caracteŕıstica ∆0 que cumple para un instante
t0

∆0

v0(t0)
= ∆∗st. (4.41)
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FIGURA 4.9: Valores hidrodinámicos del coeficiente de Sonine a2 como
función de ∆∗ para α = 0.8. En la zona I el sistema se encuentra calentándose
mientras que en la II y III enfriándose.

Si se cambia el valor de la velocidad caracteŕıstica, de modo que
T0 pasa a ser la temperatura estacionaria, la velocidad de cambio de
la temperatura adimensional pasa a tomar el valor

ζ∗+(α, t0) = (2π)1/2

{
1− α2

2

[
1 +

3a2(∆∗2(t0))

16

]
− α

(π
2

)1/2
∆∗st

−
[
1− a2(∆∗2(t0))

16

]
∆∗2st

}
, (4.42)

donde se ha tenido en cuenta que la distribución de velocidades viene
caracterizada inicialmente por a2(∆∗2) debido a que se cambia súbita-
mente el valor de ∆. Utilizando que ζ∗(α,∆∗0) = ζ∗(α,∆∗st) = 0,
podemos escribir (4.42) como

ζ∗+(α, t0) =
(2π)1/2

16

[
3(1− α2)

2
+ ∆∗2st

]
(a2(∆∗2(t0))− a2(∆∗st)).

(4.43)
En esta ecuación vemos que si a2(∆∗2) > a2(∆∗st), ζ

∗
+(α, t0) es po-

sitivo, y negativo en el caso contrario. Si el sistema estaba enfriándose
antes de cambiar la velocidad caracteŕıstica puede observarse en la
figura 4.9 como en esta situación, que corresponde a la zona I, solo es
posible que el valor inicial de a2 sea mayor que su valor estacionario,
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FIGURA 4.10: Efecto Kovacs para el caso de enfriamiento (izquierda) y de
calentamiento (derecha). En ambas gráficas la ĺınea continua corresponde a
los resultados de simulación, la ĺınea a trazos con la solución numérica del
sistema de ecuaciones (4.19) y (4.20) y la ĺınea horizontal marca el valor
estacionario de la temperatura adimensional. En todos los casos se repre-
sentan los resultados a partir del cambio del valor de ∆ a ∆0 (t > t0 según
el protocolo esquematizado en la figura 4.8).

por lo que el sistema continúa disminuyendo su temperatura tras el
cambio. Por otra parte, si el sistema se encontraba calentándose
tenemos que distinguir dos casos. Si a2(∆∗2) < a2(∆∗st), por lo que
partimos de la zona II, la velocidad de cambio de la temperatura se
mantiene negativa al cambiar el valor de ∆. En caso de que nos encon-
tremos inicialmente en la zona III, tenemos que la velocidad de cambio
de la temperatura cambia de signo, de modo que se produce un rebote
de la temperatura, que pasa a disminuir durante un cierto periodo de
tiempo. En todos los casos la evolución del sistema posterior al cam-
bio del valor de la velocidad caracteŕıstica, cuando la temperatura del
sistema coincide con la estacionaria, implica que nuestro sistema, en
particular la función de distribución de velocidades, no viene total-
mente determinado por los campos hidrodinámicos, y por tanto no es
normal. Señalamos en este punto que este efecto depende únicamente
de la razón ∆2/∆0, como puede verse de la ecuación (4.43) si escribi-
mos a2(∆∗2(t0)) = a2(∆∗st∆2/∆0).

Para contrastar estos resultados se han realizado simulaciones del
sistema efectivo utilizando el método de DSMC. Utilizamos este tipo
de simulaciones en vez de Dinámica Molecular debido a que, como
se puede ver en la figura 4.6, el valor de a2 en el sistema confinado
no se corresponde con el del modelo colisional efectivo y, como este
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efecto está directamente relacionado con el valor de este coeficiente,
utilizamos DSMC, en el que ya se comprobó que se reprodućıan correc-
tamente estos valores (figura 4.2). Las simulaciones se han realizado
con N = 1000 part́ıculas y promediadas sobre 5 × 104 trayectorias.
En la figura 4.10 se representa la evolución de la temperatura adi-
mensional T ∗ = T/m∆∗2 frente a la escala adimensional de tiempo
s, proporcional al número de colisiones por part́ıcula, de modo que
s = 0 cuando se cambia el valor de la velocidad caracteŕıstica al valor
∆0, lo que equivale a representar solo los datos para t > t0 según el
esquema mostrado en la figura 4.8. En ambas figuras, en las que se ha
utilizado α = 0.8, representamos con ĺınea continua los resultados de
simulación y la ĺınea a trazos corresponde a la solución numérica de
las ecuaciones (4.19) y (4.20), a partir de las cuales es directo obtener
la temperatura en esta escala de tiempo. La figura de la izquierda
corresponde a una situación inicial de enfriamiento con ∆2 = 0.5∆0

en la que, como esperábamos, no se produce el rebote de la tempe-
ratura y esta continúa disminuyendo temporalmente tras el cambio
de ∆. En la situación de la derecha nos encontramos con un sistema
en calentamiento de modo que ∆2 = 2∆0, encontrándonos inicial-
mente en la zona III de la figura 4.9 y por tanto produciéndose un
rebote en la temperatura del sistema al cambiar el valor de la ve-
locidad caracteŕıstica. No se muestra un ejemplo del caso en el que
el sistema se encuentra calentándose y no se produce rebote pues se
corresponde con un rango de muy poca variación de a2 (zona II en la
figura 4.9) y de acuerdo a (4.43) la nueva velocidad de cambio de la
temperatura es menor en módulo que en los otros casos, siendo más
complicado distinguirlo del ruido estad́ıstico en las simulaciones. En
general, podemos ver cómo el sistema de ecuaciones obtenido para
la evolución de la temperatura y el coeficiente de Sonine reproduce
correctamente el análogo del efecto Kovacs que aparece en el sistema
confinado con la regla de colisión efectiva, al menos de forma cuali-
tativa. Hay que señalar que en nuestro análisis teórico de este efecto
es necesario considerar la desviación de la función de distribución de
velocidades de la gaussiana, o de otra forma nuestra descripción del
sistema estaŕıa totalmente determinada por la temperatura.



Caṕıtulo 5

Hidrodinámica en el
modelo colisional y
estabilidad

Ya hemos visto que es posible describir a nivel macroscópico la
evolución de los estados homogéneos de un sistema confinado de part́ı-
culas cuya dinámica obedece el modelo colisional efectivo, mediante
el uso de ecuaciones hidrodinámicas. A continuación, extenderemos
el análisis a estados inhomogéneos, obteniendo ecuaciones para la
evolución de los campos macroscópicos de densidad, velocidad y tem-
peratura. Esto lo llevamos a cabo mediante el uso de una extensión
del método de Chapman-Enskog para sistemas en los que se puede
perder o ganar enerǵıa cinética en las colisiones entre part́ıculas. Una
vez obtenidas dichas ecuaciones, las utilizaremos para analizar la es-
tabilidad lineal de los estados hidrodinámicos homogéneos, y con ello
la posibilidad de que el sistema evolucione expontáneamente a estados
altamente inhomogéneos como los que se observan en los experimentos
de medios granulares vibrados confinados casi-bidimensionalmente.

5.1 Ecuaciones de Navier-Stokes

A partir de la función de distribución de una part́ıcula, los campos de
densidad, velocidad y temperatura se definen como:

59
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n(r, t) ≡
∫
dvf(r,v, t), (5.1)

n(r, t)u(r, t) ≡
∫
dvvf(r,v, t), (5.2)

d

2
n(r, t)T (r, t) ≡

∫
dv
mV 2

2
f(r,v, t), (5.3)

siendo V = v − u(r, t) la velocidad de la part́ıcula relativa al campo
de velocidades. Para la evolución de la función de distribución de
una part́ıcula hemos obtenido la ecuación de Enskog (3.27) en la que
aparece la función de correlación de pares en contacto. Tomando
gE [r1, r2|n(t)] = 1, resulta la ecuación de Boltzmann, válida en el
ĺımite diluido,(

∂

∂t
+ v · ∂

∂r

)
f(r,v, t) =

∫
dv1T 0(v,v1)f(r,v, t)f(r,v1, t), (5.4)

donde T 0(v,v1) es el operador de colisión binaria, dado por

T 0(v,v1) ≡ σd−1

∫
dσ̂[Θ(v12 · σ̂ − 2∆)|v12 · σ̂ − 2∆|α−2b−1

σ −

− θ(−v12 · σ̂)|v12 · σ̂|]. (5.5)

Tomando diferentes momentos de la velocidad en la ecuación (5.4)
y utilizando las definiciones de los campos macroscópicos (5.1)-(5.3),
se obtienen las ecuaciones macroscópicas de balance,

∂n

∂t
+∇ · (nu) = 0, (5.6)

∂u

∂t
+ u · ∇u + (mn)−1∇ · P = 0, (5.7)

∂T

∂t
+ u · ∇T +

2

nd
(P : ∇u +∇Jq) = −ζT. (5.8)

Aqúı, P es el tensor de presiones y Jq el flujo de calor, definidos
como

P(r, t) ≡ m
∫
dvV(r, t)V(r, t)f(r,v, t), (5.9)

y

Jq(r, t) ≡
m

2

∫
dvV 2(r, t)V(r, t)f(r,v, t). (5.10)
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En la ecuación (5.8) parece ζ, la velocidad de cambio de la tem-
peratura, que surge debido a la variación de enerǵıa cinética en las
colisiones y es el único término que diferencia formalmente estas ecua-
ciones de las ecuaciones de balance que se obtienen para fluidos ordi-
narios. La velocidad de cambio de la temperatura viene dada por

ζ(r, t) ≡ − 2

n(r, t)T (r, t)d
ω[f, f ], (5.11)

con la funcional ω[f, h] definida para dos funciones f y h arbitrarias
por

ω[f, h] ≡ π(d−1)/2mσd−1

2

∫
dv1

∫
dv2f(r,v1, t)h(r,v2, t)

×

[
∆2v12

Γ
(
d+1

2

) +
π1/2α∆v12

2Γ
(
d+2

2

) +
(1− α2)v3

12

4Γ
(
d+3

2

) ] . (5.12)

Para que las ecuaciones (5.6)-(5.8) proporcionen una descripción
completa de la evolución del fluido, debemos cerrar de alguna forma
el sistema de ecuaciones para los distintos campos. Para ello supon-
dremos, de acuerdo a la teoŕıa de Chapman-Enskog [71], la existencia
de una solución normal de la ecuación cinética, en la que toda de-
pendencia espacial y temporal de la función de distribución de una
part́ıcula ocurre a través de los campos macroscópicos [73]

f(r,v, t) = f [v|n,u, T ]. (5.13)

Además de esta hipótesis es también necesario suponer que las
variaciones espaciales y temporales de los campos son pequeñas con
vistas a hacer un desarrollo en sus gradientes. Introduciendo un
parámetro formal ε acompañando a cada gradiente, desarrollamos la
función de distribución y su derivada temporal en la forma

f = f (0) + εf (1) + ε2f (2) + . . . , (5.14)

∂

∂t
= ∂

(0)
t + ε∂

(1)
t + ε2∂

(2)
t + . . . . (5.15)

Introduciendo este desarrollo en las ecuaciones de balance, y agru-
pando los distintos ordenes en el parámetro de uniformidad ε, obte-
nemos distintos sistemas de ecuaciones para los distintos ordenes en
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gradientes. Señalamos en este punto que en el método de Chapman-
Enskog no se desarrollan los campos hidrodinámicos, de forma que la
función de distribución de orden cero nos reproduce de forma exacta
dichos campos. De este modo, tenemos que los términos de orden su-
perior de la función de distribución no pueden contribuir a los campos
macroscópicos,∫

dvf (i) =

∫
dvvf (i) =

∫
dvV 2f (i) = 0, (5.16)

para i ≥ 1. Procediendo de esta forma, las ecuaciones en orden cero
en gradientes, correspondientes a estados homogéneos, quedan

∂
(0)
t nH = 0, ∂

(0)
t uH = 0, ∂

(0)
t TH = −ζ(0)TH . (5.17)

Identificamos estas ecuaciones como las estudiadas en el caṕıtulo
anterior, de modo que podemos aprovechar los resultados ya obtenidos.
Estos incluyen la caracterización de la función de distribución en este
orden y la expresión de la velocidad de cambio de la temperatura,
ambas en la primera aproximación de Sonine. Por otra parte en este
orden el tensor de presiones y el flujo de calor vienen dados por

P(0)(r, t) = p(r, t)I = n(r, t)T (r, t)I, J(0)
q (r, t) = 0, (5.18)

con I el tensor unidad en d dimensiones. La ecuación de Boltzmann
en primer orden en estos gradientes queda

∂
(0)
t f (1) + Lf (1) = −∂(1)

t f (0) − v · ∂f
(0)

∂r
, (5.19)

siendo L el operador lineal

Lf (1)(r,v, t) ≡ −
∫
dv1T 0(v,v1)[f (0)(r,v, t)f (1)(r,v1, t)+

f (1)(r,v, t)f (0)(r,v1, t)]. (5.20)

Las ecuaciones de balance macroscópicas en primer orden son

∂
(1)
t n+ u · ∇n+ n∇ · u = 0, (5.21)

∂
(1)
t u + u · ∇u + (mn)−1∇p = 0, (5.22)

∂
(1)
t T + u · ∇T +

2T

d
∇ · u = −ζ(1)T, (5.23)
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donde la velocidad de cambio de la temperatura en primer orden en
los gradientes de los campos viene dada por

ζ(1) ≡ 4

n(r, t)T (r, t)d
ω[f (0), f (1)]. (5.24)

Utilizando que tanto f (0) como f (1) son normales, y las ecuaciones
(5.21)-(5.23), podemos reescribir (5.19) como

∂
(0)
t f (1)+Lf (1)− ∂f

(0)

∂T
ζ(1)T = A·∇ lnT+B ·∇ lnn+C : ∇u, (5.25)

con

A(V|n, T ) = − T
m

∂f (0)

∂V
+

V

2

∂

∂V
· (Vf (0)) +

V

2
∆∗

∂f (0)

∂∆∗
, (5.26)

B(V|n, T ) = −Vf (0) − T

m

∂f (0)

∂V
, (5.27)

C(V|n, T ) =
∂

∂V
(Vf (0))− 1

d

[
∂

∂V
· (Vf (0)) + ∆∗

∂f (0)

∂∆∗

]
I. (5.28)

Al ser la ecuación (5.25) lineal en los gradientes de los campos
tenemos que su solución tiene que ser de la forma

f (1)(V|n, T ) = A · ∇ lnT + B · ∇ lnn+ C : ∇u, (5.29)

e introduciendo esta expresión en (5.24), y al ser ζ(1) un escalar, te-
nemos que la única contribución no nula a la velocidad de cambio de
temperatura en este orden es del tipo

ζ(1) = ζ1∇ · u, (5.30)

donde el coeficiente de transporte de Euler ζ1, que no existe en sis-
temas moleculares y es caracteŕıstico de las colisiones inelásticas [74–
76], tiene la expresión

ζ1 = − 4

nTd2
ω[f (0),Tr C]. (5.31)

Aqúı, Tr C denota la traza del tensor C. Si sustituimos ahora (5.29)
en (5.25) e identificamos los coeficientes de los distintos gradientes,
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resulta un sistema de ecuaciones diferenciales para los distintos coefi-
cientes que aparecen en la expresión de f (1)

−ζ(0)T
∂A
∂T
− T ∂ζ

(0)

∂T
A + LA = A, (5.32)

−ζ(0)A− ζ(0)T
∂B
∂T

+ LB = B, (5.33)

−ζ(0)T
∂C
∂T

+ LC − T ∂f
(0)

∂T
ζ1I = C. (5.34)

La solución de esta ecuación proporciona la corrección de primer
orden en los gradientes de la función de distribución f (1). Pasamos
ahora a calcular las contribuciones en este orden al tensor de presiones
y al flujo de calor. Utilizando (5.16) podemos escribir el tensor de
presiones como

P(1) = m

∫
dV VVf (1)(V) =

∫
dVD(V)f (1)(V), (5.35)

siendo D la matriz de traza nula

D(V) ≡ m
(

VV− 1

d
V 2I

)
. (5.36)

Teniendo en cuenta la isotroṕıa de los tensores involucrados, pode-
mos reescribir el tensor de presiones en este orden como:

P(1) =

∫
dVD(V)C(V) : ∇u = −η

[
∇u + (∇u)+ − 2

d
∇ · uI

]
,

(5.37)
con (∇u)+ la matriz transpuesta de ∇u, y siendo η el coeficiente de
viscosidad, cuya expresión es

η = − 1

d2 + d− 2

∫
dVD(V) : C(V). (5.38)

Procediendo de forma similar con el flujo de calor, se llega a

J(1)
q = −κ∇T − µ∇n, (5.39)

donde κ y µ son los coeficientes de conducción de calor térmico y
difusivo respectivamente, dados por

κ = − 1

Td

∫
dVS(V) ·A(V), (5.40)
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µ = − 1

nd

∫
dVS(V) ·B(V), (5.41)

con

S(V) ≡
(
mV 2

2
− d+ 2

2
T

)
V. (5.42)

Señalamos en este punto que µ es un nuevo coeficiente que rela-
ciona el flujo de calor y el gradiente de densidad peculiar de las coli-
siones inelásticas [77]. Definimos ahora las frecuencias

νη ≡
∫
dVD(V) : LC(V)∫
dVD(V) : C(V)

, (5.43)

νκ ≡
∫
dVS(V) · LA(V)∫
dVS(V) ·A(V)

, (5.44)

νµ ≡
∫
dVS(V) · LB(V)∫
dVS(V) ·B(V)

. (5.45)

Con estas expresiones podemos utilizar las ecuaciones (5.32)-(5.34)
para obtener un sistema de ecuaciones para los coeficientes de trans-
porte [78]

(
ζ(0)T

∂

∂T
− νη

)
η = − 1

d2 + d− 2

∫
dVD : C(V) = −nT, (5.46)

[
−ζ(0)T

∂

∂T
− νκ +

∂(Tζ(0))

∂T

]
κ =

1

Td

∫
dVS(V)A(V) =

= −(d+ 2)nT

2m

(
1 + 2a2 + T

∂a2

∂T

)
, (5.47)

(
ζ(0)T

∂

∂T
− νµ

)
µ+

ζ(0)Tκ

n
=

1

Td

∫
dVS(V)B(V) = −(d+ 2)T 2

2m
a2,

(5.48)
donde también se ha utilizado, a la hora de calcular las distintas in-
tegrales, la segunda aproximación de Sonine para f (0). Para poder
utilizar estas ecuaciones necesitamos evaluar las distintas frecuencias.
Esto se lleva a cabo en el Apéndice C, resultando las expresiones
(C.7) y (C.8). En las figuras 5.1 y 5.2 se representan las curvas
hidrodinámicas de los distintos coeficientes de transporte, obtenidas
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FIGURA 5.1: Viscosidad (izquierda) y conductividad térmica (derecha)
como función de ∆∗ para α = 0.9 (ĺınea negra continua) y α = 0.8 (ĺınea
roja a trazos). En ambas gráficas los puntos azules representan el estado
estacionario.

de la solución numérica de las ecuaciones (5.46)-(5.48) para dos valo-
res distintos del coeficiente de restitución normal. Concretamente
representamos los coeficientes de transporte adimensionales

η ≡ η

η0
, κ ≡ κ

κ0
, µ ≡ nµ

Tκ0
, (5.49)

con

η0 =
d+ 2

8
Γ(d/2)π−(d−1)/2(mT )1/2σ−(d−1), (5.50)

κ0 =
d(d+ 2)2

16(d− 1)
Γ(d/2)π−(d−1)/2

(
T

m

)1/2

σ−(d−1). (5.51)

Estas gráficas se obtienen, como en casos anteriores, imponiendo
condiciones iniciales arbitrarias. Se observa como las distintas trayec-
torias tienden a una solución independiente de las condiciones ini-
ciales, que identificamos como las soluciones normales de los coefi-
cientes. En las figuras se representa con ĺınea continua (negro) los
valores correspondientes a α = 0.9, con la ĺınea a trazos (rojo) los
resultados para α = 0.8 y los puntos señalan el estado estacionario.
Merece la pena señalar en este punto que el hecho de que µ pueda
tomar valores negativos no viola a priori ninguna ley f́ısica ni simetŕıa
fundamental.

En el Apéndice D se obtiene una ecuación para ζ1. En la figura
5.2 se muestra la solución normal de la ecuación. La curva continua
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FIGURA 5.2: El coeficiente de conducción difusivo (izquierda) y la primera
corrección en gradientes de la velocidad de cambio de la temperatura ζ1
(derecha) como función de ∆∗ para α = 0.9 (ĺınea negra continua) y α = 0.8
(ĺınea roja a trazos). Los puntos azules indican el estado estacionario del
sistema.

(negro) corresponde a la solución para α = 0.9 y la ĺınea a trazos (rojo)
a α = 0.8, siguiendo el mismo método utilizado para los coeficientes
de transporte.

En el estado estacionario se cumple ζ(0)(∆∗sta2,st) = 0, anulándose
los términos que incluyen a las derivadas de la temperatura en las
diferentes ecuaciones para los coeficientes de transporte y para ζ1.
De este modo, resulta posible obtener expresiones anaĺıticas para los
coeficientes en este estado:

ηst =
25/2π(d−1)/2

(d+ 2)Γ(d/2)
ν−1
η (∆∗st, a2,st), (5.52)

κst =
25/2(d− 1)π(d−1)/2

d(d+ 2)Γ(d/2)

[
1 + a2,st −

∆∗st
2

(
∂a2

∂∆∗

)
∆∗=∆∗st

]

×

νκ(∆∗st, a2,st) +
∆∗st
2

(
∂ζ

(0)

∂∆∗

)
∆∗=∆∗st

−1

, (5.53)

µst =
25/2(d− 1)π(d−1)/2a2,st

d(d+ 2)Γ(d/2)νκ(∆∗st, a2,st)
, (5.54)



68 5. Hidrodinámica en el modelo colisional y estabilidad

FIGURA 5.3: La viscosidad (izquierda) y la conductividad térmica (derecha)
en el estado estacionario como funciones del coeficiente de restitución normal
α.

ζ1,st =2∆∗st

(
∂a2

∂∆∗

)
∆∗=∆∗st

ζ1(∆∗st)

{
8χ(∆∗st)

d(d+ 2)

+dζ1(∆∗st)

[
4(a2,st + 1)−∆∗st

(
∂a2

∂∆∗

)
∆∗=∆∗st

]}−1

. (5.55)

En las expresiones anteriores, las distintas frecuencias adimensio-

nales que aparecen están definidas como ν = ν
nσd−1

(
m
2T

)1/2
. En las

figuras 5.3 y 5.4 representamos estos coeficientes como función de
α. Es posible utilizar con buena aproximación estas expresiones sin
resolver numéricamente la ecuación (4.25). Notamos que cuando ∆∗

toma valores cercanos al estacionario se cumple |∂a2/∂∆∗| � 1 (ver
figura 4.1). Utilizando ésto, podemos escribir a partir de (4.25)

a2 ≈ −
B0 + 4A0

B1 + 4(A0 +A1)
, (5.56)

con A0, A1, B0 y B1 dados por las ecuaciones (4.21)-(4.24).
Las ecuaciones que se obtienen de (5.6)-(5.8) sustituyendo los flu-

jos por sus expresiones:

P = nT I− η
[
∇u + (∇u)+ − 2

d
∇ · uI

]
, (5.57)

Jq = −κ∇T − µ∇n, (5.58)

ζ = ζ(0) + ζ1∇ · u, (5.59)
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FIGURA 5.4: Coeficiente de conducción difusivo (izquierda) y el coeficiente
asociado con la primera corrección en gradientes de la velocidad de cambio
de la temperatura (derecha) como función de α.

son las ecuaciones de Navier-Stokes. Se han desarrollado el tensor de
presiones y el flujo de calor hasta primer orden en los gradientes, lo
que lleva a contribuciones de segundo orden en las ecuaciones. Te-
niendo esto en cuenta, lo consistente seŕıa obtener las contribuciones
de la velocidad de cambio de la temperatura también hasta el segundo
orden. Sin embargo, en el único caso que conocemos en el que se ha
estudiado la contribución de este orden, ha resultado ser pequeña com-
parada con términos similares que ya aparecen en la ecuación. Debido
a ésto y a que el cálculo de éste término resulta muy tedioso no lo
consideramos aqúı.

5.2 Estabilidad de la hidrodinámica homogénea

Una vez obtenidas las ecuaciones de Navier-Stokes para el sis-
tema bidimensional efectivo, analizaremos la estabilidad lineal de la
hidrodinámica homogénea estudiada en el Caṕıtulo 4. Para ello, con-
sideramos la evolución de las desviaciones escaladas de los campos
hidrodinámicos con respecto a los valores homogéneos. Definimos

ρ(r, t) ≡ n(r, t)− nH
nH

, (5.60)
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ω(r, t) ≡ u(r, t)

v0H(t)
, (5.61)

θ(r, t) ≡ T (r, t)− TH(t)

TH(t)
, (5.62)

donde n(r, t), u(r, t) y T (r, t) son los campos obtenidos de las ecua-
ciones de Navier-Stokes, nH es la densidad media de part́ıculas y
v0H(t) = (2TH(t)/m)1/2 la velocidad térmica definida a partir de la
temperatura TH(t), cuya evolución viene dada por la ecuación (5.17).
Las ecuaciones de evolución las obtenemos de introducir los campos
hidrodinámicos en función de las perturbaciones dadas por (5.60)-
(5.62) en las ecuaciones de Navier-Stokes. También es conveniente
introducir a las variables adimensionales

ds ≡ v0H(t)

`
dt, (5.63)

dl ≡ dr

`
, (5.64)

siendo ` ≡ (nHσ)−1, proporcional al recorrido libre medio de las
part́ıculas. Pasamos ahora a la representación de Fourier con la trans-
formada de los campos definida como

ρ̃k(t) ≡
∫
dl exp−ik·l ρ(l, t), (5.65)

y similarmente los demás. Por último, suponemos que nos mantene-
mos en un régimen en que las desviaciones con respecto a los campos
homogéneos es pequeña, de modo que podemos despreciar los términos
no lineales en ρ̃(r, t), ω̃(r, t) y θ̃(r, t) y sus derivadas. Se llega aśı a
las ecuaciones de Navier-Stokes linealizadas para estos campos [79],

∂ρ̃k
∂s

+ ik · ω̃k = 0, (5.66)
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∂ω̃k
∂s
− ζ

(0)
H

2
ω̃k +

ik

2
(θ̃k + ρ̃k) + ηHω̃kk

2 = 0, (5.67)

∂θ̃k
∂s

+ (1 + ζ1H)ik · ω̃k + k2(κ̃H θ̃k + µ̃H ρ̃k) = −ρ̃kζ
(0)
H − θ̃kψH .

(5.68)

Hemos definido:

ψ(∆∗) =
(π

2

)1/2
{

1− α2

2

(
1 +

3a2

16

)
+
(

1− a2

16

)
∆∗2

−
[

3

32
(1− α2) +

∆∗2

16

]
∂a2

∂∆∗
∆∗
}
, (5.69)

y η̃H , κ̃H y µ̃H son las versiones adimensionales de los coeficientes de
transporte,

η̃H ≡
ηH

mnH`v0H
, κ̃H ≡

κH
nH`v0H

, µ̃H ≡
µH

TH`v0H
. (5.70)

La ecuación de evolución de la perturbación del campo de veloci-
dades ω̃ puede separarse en sus componentes paralela ω̃k‖ y perpen-
dicular ω̃k⊥ al vector de onda k, obteniéndose:

∂ω̃k⊥
∂s

− ζ
(0)
H

2
ω̃k⊥ + ηHω̃k⊥k

2 = 0, (5.71)

∂ω̃k‖

∂s
− ζ

(0)
H

2
ω̃k‖ +

ik

2
(θ̃k + ρ̃k) + η̃H ω̃k‖k

2 = 0. (5.72)

Debido a la dependencia temporal de ∆∗, que aparece en los distin-
tos coeficientes de transporte, en la velocidad de cambio de la tempera-
tura y en la función ψ, la dependencia temporal no puede ser escalada
totalmente de las ecuaciones de evolución de las perturbaciones. Se
observa que la ecuación para el campo de velocidades transversal ω̃k,⊥,
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ecuación (5.71), está desacoplada de la del resto de campos, lo que
permite su integración directa,

ω̃k,⊥(s) = ω̃k,⊥(0) exp

∫ s

0
ds′λ⊥(s′), (5.73)

donde

λ⊥(s) ≡ ζ
(0)

2
− η̃Hk2. (5.74)

Del resultado anterior se sigue que los modos cuyo número de
ondas k cumpla que k < k⊥(s), siendo

k⊥(s) =

(
ζ

(0)
H

2η̃H

)1/2

, (5.75)

crecen en el tiempo. En nuestro sistema, la temperatura puede tanto
aumentar como disminuir en el tiempo. Para las situaciones de ca-
lentamiento homogéneo, en las que la velocidad de cambio de la tem-
peratura es negativa, k⊥ es imaginario y por tanto ω̃k,⊥ decrece para
todo k. En los casos en los que el sistema se encuentre enfriándose,
la velocidad de cambio de la temperatura es positiva y por lo tanto
k⊥ ≥ 0. En consecuencia, los modos con un número de onda inferior
a este valor cŕıtico aumentan. Este número de onda cŕıtico evoluciona
en el tiempo a través de ζ

(0)
H y η̃H . Como la viscosidad se mantiene

positiva y finita para todas las temperaturas, tenemos que al anu-

larse ζ
(0)
H a medida que el sistema se acerca al estado estacionario,

k⊥ también tiende a 0. Por ello, aunque inicialmente haya pertur-
baciones del campo de velocidades transversal que puedan crecer en
el tiempo, a medida que k⊥ decrece, todos los modos con k 6= 0 ter-
minan decayendo antes o después. En el caso de la perturbación ho-
mogénea (k = 0), crece monótonamente hasta que el sistema alcanza
el estado estacionario. Este aumento es sin embargo ficticio, pues se
debe únicamente a la disminución de v0(T ) a medida que el sistema
se enfŕıa, manteniéndose constante en todo momento el campo sin
escalar.

Para el resto de campos no podemos realizar la integración del sis-
tema en forma anaĺıtica, y por tanto no parece factible el análisis del
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comportamiento de los correspondientes modos. Por ello, hemos pro-
cedido a la integración numérica del sistema de ecuaciones (5.66),(5.68)
y (5.72) y, a continuación presentamos los resultados para ciertos va-
lores concretos de los parámetros.

En la figura 5.5 se muestra la evolución de las distintas pertur-
baciones de los campos y de la temperatura en un caso de sistema
calentándose, de modo que la perturbación del campo de velocidades
transversales debe disminuir en el tiempo. El valor del coeficiente de
restitución es α = 0.9 y el número de onda es k = 0.05σ−1. Represen-
tamos con ĺınea continua (negra) la perturbación de la densidad, con
ĺınea discontinua larga (rojo) la de la temperatura, con ĺınea punto
raya (azul) la del campo longitudinal de velocidades y con ĺınea a tra-
zos cortos (verde) la del campo de velocidades transversal. También
se muestra la desviación de la temperatura del valor estacionario a
través de la función ∆T ∗ ≡ (T (s) − Tst)/(100Tst), representada me-
diante ćırculos (naranja). El valor inicial de la temperatura cumple
que ∆∗(0) = 1 > ∆∗st ' 0.078 y el de las perturbaciones θ̃0.05 = −10−3

y ρ̃0.05 = ω̃0.05⊥ = ω̃0.05‖ = 10−3. Como esperábamos la perturbación
del campo de velocidades transversal disminuye en el tiempo. El resto
de perturbaciones muestra un comportamiento oscilatorio cuya am-
plitud también decae monótonamente hasta anularse.

En la figura 5.6 representamos la solución para un caso de en-
friamiento, que corresponde a una temperatura inicial que cumple
∆∗(0) = 10−3 < ∆∗st. Los resultados corresponden a las perturba-
ciones con número de onda k = 0.2σ−1, de nuevo para α = 0.9. Con
este valor de ∆∗(0) el valor inicial de k⊥ dado por la ecuación (5.75) es
k⊥ ' 0.757 > k, de modo que, de acuerdo con el análisis realizado an-
teriormente, se espera que la amplitud de la perturbación ω̃k,⊥ crezca
inicialmente hasta el instante en el que k⊥ = k. A partir de ese
momento debe de disminuir hasta anularse. Los valores iniciales de
las distintas perturbaciones son θ̃0.2 = −10−3, ρ̃0.2 = ω̃0.2‖ = 10−3 y
ω̃0.2⊥ = 10−4. La primera observación a destacar es que ω̃k,⊥ muestra
el comportamiento esperado. El resto de perturbaciones exhiben un
comportamiento oscilatorio, aumentando también su amplitud mien-
tras crece la perturbación del campo de velocidades transversal, y de-
cayendo posteriormente aunque en una escala de tiempo más rápida.
El comportamiento es similar para otros valores de k, mientras ini-
cialmente sea menor que k⊥.

En base a los resultados anteriores podemos estar tentados a con-
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FIGURA 5.5: Evolución temporal de las perturbaciones de los campos
hidrodinámicos con número de onda k = 0.05σ−1 para un sistema con
α = 0.9 calentándose. La escala temporal y los valores iniciales de las per-
turbaciones y de la temperatura se dan en el texto principal.

FIGURA 5.6: Evolución temporal de las perturbaciones de los campos
hidrodinámicos con número de onda k = 0.2σ−1 para un sistema con α = 0.9
enfriándose. La escala temporal y los valores iniciales de las perturbaciones
se dan el texto.
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cluir que la hidrodinámica homogénea es linealmente estable. Sin
embargo, hay que considerar que las perturbaciones pudieran crecer
lo suficiente como para hacer necesario tener en cuenta el efecto de
las contribuciones no lineales a las ecuaciones de evolución de los
campos hidrodinámicos. Para estudiar esta posibilidad hemos lle-
vado a cabo simulaciones del sistema bidimensional efectivo, en el que
las part́ıculas interactúan con la regla de colisión (3.5), utilizando el
método de Dinámica Molecular. En las simulaciones consideramos
una caja cuadrada de lado L = 200σ con N = 2000 discos duros
inelásticos con α = 0.7, de modo que la densidad numérica media
del sistema es n = 0.05σ−2. Simulamos el sistema en situaciones de
enfriamiento, en las que hemos visto cómo las perturbaciones crecen
espontáneamente, partiendo de una temperatura inicial mucho mayor
que la estacionaria, concretamente se cumple Tst = 9.7 × 10−8T (0).
Para la velocidad caracteŕıstica tomamos el valor ∆ = 10−4v0(0)/

√
2.

Los resultados que presentamos corresponden a una única trayecto-
ria en la que no se imponen perturbaciones iniciales sino que éstas se
producen de forma espontánea en el sistema. Al imponer condiciones
de contorno periódicas en las simulaciones, los valores del número de
ondas permitidos cumplen que k = n2π

L , siendo n un número entero.
Por otra parte, los modos con un número de onda menor son los que
nos interesan, ya que son estos los que mostrarán mejor el compor-
tamiento inestable y, al estar asociados a longitudes de onda mayores,
los más adecuados para al ĺımite de gradientes pequeños que estamos
estudiando. Por ello en nuestro estudio nos centramos en el valor
k = kmin ≡ 2π

L , que es el menor número de onda que podemos es-
tudiar en las simulaciones. Las componentes de la transformada de
Fourier de los campos de densidad y velocidad están definidas salvo
una constante de proporcionalidad como:

ũ
(1)
x,⊥,kmin

=
N∑
i=1

vi,x
v0(t)

cos
2πyi
L

, (5.76)

ũ
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L

, (5.77)

ũ
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cos
2πxi
L

, (5.78)
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ũ
(2)
x,‖,kmin

=
N∑
i=1

vi,x
v0(t)

sin
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L

, (5.79)

ñ
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=
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cos
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L

, (5.80)

ñ
(x,2)
kmin

=

N∑
i=1

sin
2πxi
L

. (5.81)

Hay que tener en cuenta que estos no son los campos ρ̃k y ω̃k, y
que los valores iniciales de las perturbaciones y del número de onda
son distintos a los utilizados para obtener las soluciones numéricas
de las ecuaciones de estabilidad lineal, por lo que la comparación de
estas simulaciones con los resultados anteriores debe ser cualitativa.
En las figuras 5.7 y 5.8 representamos las transformadas de las veloci-
dades, dadas por las ecuaciones (5.76)-(5.79), en las direcciones x e
y frente a τ , el número acumulado de colisiones por part́ıcula (pro-
porcional a la escala s introducida en la ecuación (5.63)), para una
misma trayectoria simulada. Lo primero que se observa es que en la
dirección x la desviación de las componentes del campo de velocidades
transversales aumenta inicialmente en el tiempo, disminuyendo poste-
riormente, consistentemente con lo que hab́ıamos obtenido del análisis
teórico de las ecuaciones lineales. Las componentes del campo de ve-
locidades longitudinal muestran un comportamiento oscilatorio con
un máximo en su amplitud, que ocurre al mismo tiempo que el campo
transversal alcanza el suyo. Algo semejante ocurre en la dirección y,
aunque en este caso el campo de velocidades transversal muestra un
comportamiento oscilatorio, la amplitud de éste presenta la misma
evolución que en la otra dirección al igual que el resto de las compo-
nentes. En general se observa en las simulaciones que cuando en una
dirección el campo de velocidades transversal crece sin oscilar, en la
dirección perpendicular lo hace oscilando.

En la figura 5.9 representamos las transformadas en dirección x e
y de las perturbaciones del campo de densidad, para la misma trayec-
toria que en las figuras 5.7 y 5.8, en función del número acumulado de
colisiones por part́ıcula. Se observa que presentan un comportamiento
oscilatorio y, de nuevo, la amplitud de las perturbaciones crece inicial-
mente, alcanzando un máximo en el mismo instante que las pertur-
baciones del campo de velocidad transversal. En la figura 5.10, se
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FIGURA 5.7: Evolución de las transformadas de las componentes longitu-
dinal y transversal de la componente x del campo de velocidad, dadas por
(5.76)-(5.79), obtenidas de las simulaciones de Dinámica Molecular para una
situación de calentamiento.

FIGURA 5.8: Evolución de las transformadas de las componentes longitu-
dinal y transversal de la componente y del campo de velocidad, obtenidas
de las simulaciones de Dinámica Molecular para la misma trayectoria que se
representa en la figura 5.7.
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FIGURA 5.9: Evolución de las componentes de la transformada del campo
de densidad en las direcciones x e y. Los resultados corresponden a la misma
trayectoria para la que se ha representado las transformadas del campo de
velocidades.

representa la posición de todas las part́ıculas en el instante τ = 22.5,
cuando la amplitud de las perturbaciones alcanza un máximo. Se
identifica un comportamiento claramente inhomogéneo, con una zona
más poblada, que es lo que se denomina un agregado de part́ıculas

Nuestro análisis de la evolución lineal de las componentes del
campo de velocidades transversal resulta dar correctamente el creci-
miento de la amplitud de la perturbación y su posterior disminución.
No podemos justificar sin embargo los efectos no lineales como la
aparición de agregados como los que se observan en la figura 5.10,
o el aumento de la amplitud de las oscilaciones de las perturba-
ciones del campo de densidad, que parece estar acoplado al del campo
de velocidades transversal. Estos efectos no lineales son sin em-
bargo los que conducen finalmente al sistema a alcanzar el estado
homogéneo dependiente del tiempo, por lo que podemos concluir que
este es efectivamente estable. La conclusión es entonces que las ecua-
ciones hidrodinámicas obtenidas para el sistema con la regla de coli-
sión efectiva, no presentan ninguna inestabilidad para los estados
hidrodinámicos homogéneos, incluyendo como caso particular al es-
tado estacionario. Por ello no parece que este modelo pueda describir
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FIGURA 5.10: Imagen de la posición de las part́ıculas del sistema para
τ = 22.5 en la misma trayectoria para la que hemos representado las trans-
formadas de los campos de densidad y velocidad. El instante elegido coincide
aproximadamente con cuando la amplitud de la transformada del campo de
velocidades transversal alcanza un máximo.

el régimen bimodal observado en los experimentos de medios granu-
lares vibrados confinados casi-bidimensionalmente. La consecuencia
es que el modelo debe modificarse si se quieren describir los ricos
comportamientos hidrodinámicos observados experimentalmente.





Caṕıtulo 6

Intruso en un medio
granular vibrado confinado

En los caṕıtulos anteriores, hemos comprobado, mediante cálculos
anaĺıticos y simulaciones, cómo el modelo colisional efectivo propuesto
en [11] no es capaz de reproducir el comportamiento del sistema gra-
nular vibrado casi bidimensional en lo que se refiere a la existencia de
inestabilidades hidrodinámicas. Por otra parte, el uso de una regla
de colisión efectiva es especialmente atractiva, facilitando el estudio
anaĺıtico del sistema al no tener que considerar la interacción de las
part́ıculas con las paredes confinantes. Por lo tanto resulta interesante
plantearse cuáles son los cambios que seŕıa necesario realizar en la
regla de colisión efectiva para que describa correctamente, al menos a
nivel cualitativo, el efecto de la vibración en el plano perpendicular.

En este sentido, para identificar los factores más relevantes en la
interacción entre part́ıculas y analizar cómo se transfiere la enerǵıa en-
tre los grados de libertad paralelos y perpendiculares a la vibración,
realizamos simulaciones del sistema vibrado confinado mediante el
método de Dinámica Molecular utilizando la dinámica inelástica ori-
ginal. En estas simulaciones estudiamos distintas propiedades del
sistema confinado en el estado estacionario y cómo vaŕıan al intro-
ducir una part́ıcula, a la que llamamos intruso, distinta a las demás.
El efecto y la dinámica de un intruso han sido ampliamente estu-
diados en el caso de un medio granular en estado de enfriamiento
homogéneo [80–82]. En nuestro sistema vibrado la única propiedad
del intruso diferente de las del resto de part́ıculas va a ser su masa,

81
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a la que le damos un valor doble que la de las part́ıculas del baño,
manteniendo el mismo diámetro y coeficiente de restitución. Debido a
que ahora en una colisión las masas de las dos part́ıculas involucradas
pueden ser distintas, es necesario generalizar la regla de colisión con-
siderando esta posibilidad. Para la colisión entre las part́ıculas i y j
es

v′i = vi − (1 + α)
mj

mi +mj
(σ̂ · g)σ̂,

v′j = vj + (1 + α)
mi

mi +mj
(σ̂ · g)σ̂, (6.1)

siendo mi y mj las masas de cada una de las part́ıculas involucradas.
Esta regla de colisión, que conserva la cantidad de movimiento, es
equivalente a (3.2) cuando se consideran part́ıculas con la misma
masa y solo difiere cuando el intruso se encuentra involucrado en la
colisión. En las simulaciones, partiendo de una situación inicial ar-
bitraria, se deja evolucionar al sistema hasta que alcanza un estado
estacionario, en el cual comenzamos a tomar los datos, que se prome-
dian t́ıpicamente sobre unas 200 trayectorias. Todas las simulaciones
se realizan con N = 586 part́ıculas y un coeficiente de restitución
α = 0.9. La separación entre las paredes paralelas confinantes es
h = 1.5σ, y la celda base del sistema es un cuadrado de lado L. En
concreto, realizamos simulaciones considerando dos valores distintos
para L, uno L = 100σ, de modo que la densidad media en el plano es
n ' 0.06σ−2 y nos encontramos en el ĺımite diluido, y otro L = 40σ,
con lo que n ' 0.37σ−2. Como referencia, realizamos también en cada
caso simulaciones del sistema homogéneo sin intruso.

6.1 Resultados

Antes de comenzar a presentar los resultados señalamos que, cuando
el sistema se encuentra en el estado estacionario, se observan cambios
ocasionales en su comportamiento para las dos densidades estudiadas.
En estas situaciones, de las que hablaremos al final del caṕıtulo, varias
propiedades de la dinámica del intruso, tales como su frecuencia de
colisión con las paredes y con las part́ıculas del baño o su enerǵıa
cinética, vaŕıan de forma importante llegando a afectar sensiblemente
la dinámica del baño. Sin embargo, estos cambios son suficientemente
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FIGURA 6.1: Configuración espacial t́ıpica de las part́ıculas en el sistema
vibrado con intruso para los sistemas diluido (izquierda) y denso (derecha).
En ambas figuras se señala el intruso como el disco de negro. Como ayuda
se indica en el caso diluido con una circunferencia a trazos la posición del
intruso (centro del ćırculo).

poco frecuentes y de corta duración como para poder hablar en ge-
neral de un estado estacionario. Dejando a un lado este fenómeno,
destaca en las simulaciones la diferencia entre ambos sistemas en la
distribución de las part́ıculas en el plano perpendicular a la vibración
cuando el sistema alcanza el estado estacionario, como puede obser-
varse en la figura 6.1. En nuestro sistema la presencia del intruso de
superior masa hace que éste se vuelva intŕınsecamente inhomogéneo
pero, mientras que en el caso menos denso la densidad numérica del
sistema en el plano se mantiene aproximadamente homogénea, para
el sistema más denso pueden aparecer zonas claramente más densas
compuestas por part́ıculas del baño mientras que el intruso se sitúa
en la zona más diluida. Esta diferencia no se produce en los sistemas
sin intruso, en los que la distribución de las part́ıculas se mantiene
homogénea en ambos casos. Un efecto similar se da en el caso del in-
truso en el medio granular en enfriamiento homogéneo donde, depen-
diendo de la razón entre las velocidades de cambio de la temperatura
del intruso y del fluido, el intruso puede presentar comportamien-
tos muy diferentes pasando por ejemplo de una dinámica difusiva a
baĺıstica [83].

Un primer resultado de las simulaciones es la función de correlación
de pares con la que medimos la razón entre la densidad a una distancia
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FIGURA 6.2: Función de correlación de pares del baño (ĺınea a trazos) y el
intruso (ĺınea continua) aśı como la de las part́ıculas del sistema de referencia
sin intruso (ĺınea de puntos y trazos) con n ' 0.06σ−2.

r⊥, siendo r⊥ el módulo de la proyección de r en el plano perpendicu-
lar a la vibración, y la densidad media del sistema. Aunque en algunas
situaciones el sistema sea claramente inhomogéneo, medimos solo en
función de r⊥ dado que las zonas más densas se deforman y cambian
de posición constantemente, de modo que no es posible identificar un
agregado permanente que defina una dirección preferente. En la figura
6.2 representamos los resultados del caso menos denso. La ĺınea negra
formada por puntos y guiones corresponde a las part́ıculas del sistema
sin intruso, la ĺınea roja discontinua al baño y la ĺınea azul continua al
intruso. Vemos como el comportamiento de g(r⊥) apenas vaŕıa para
el baño al introducir el intruso, mientras que para éste muestra una
tendencia diferente, indicando que en su entorno más cercano se en-
cuentran menos part́ıculas por unidad de área. Las mismas funciones
se muestran en la figura 6.3 para el sistema con n ' 0.37σ−2. En este
caso observamos cómo el comportamiento de las part́ıculas del baño
cambia sensiblemente con respecto a la situación sin intruso, y el valor
de la función de correlación de pares disminuye con la distancia, in-
dicando que en esta situación estas part́ıculas tienden a estar más
juntas. Por otra parte el comportamiento del intruso se mantiene en
la ĺınea del caso anterior aunque el efecto de separación se vuelve más
pronunciado como puede apreciarse comparando las escalas verticales.
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FIGURA 6.3: Función de correlación de pares del baño y el intruso aśı como
la de las part́ıculas del sistema de referencia sin intruso con n ' 0.37σ−2.
Los datos del sistema sin intruso se representan con la ĺınea negra de puntos
y trazos. En el sistema con intruso las ĺıneas azul continua y roja a trazos
corresponden al intruso y a las part́ıculas del baño respectivamente.

A continuación presentamos los resultados para las distribuciones
de velocidad en unidades de vb, la velocidad de vibración de las pare-
des confinantes, de los diferentes tipos de part́ıculas, tanto en la di-
rección de la vibración como en el plano perpendicular. En la di-
rección perpendicular al vibrado, las simulaciones muestran que el
sistema es isótropo, con esto los datos presentados para v⊥ correspon-
den al promedio de dos componentes perpendiculares de la velocidad
en este plano. Calculamos también, a partir de las distribuciones de
velocidad, la temperatura granular en las diferentes direcciones y el
coeficiente a2 dado por la ecuación (3.46), valores que se muestran en
la tabla 6.1. En las figuras 6.4 y 6.5 representamos las distribuciones
correspondientes a las componentes perpendiculares a la dirección de
vibración para el caso diluido y denso, respectivamente. En éstas, la
ĺınea de puntos y trazos corresponde al sistema sin intruso, mientras
que la ĺınea a trazos y la continua son las distribuciones para el baño y
para el intruso respectivamente. Vemos en las gráficas y en los valores
de la temperatura como la distribución para las part́ıculas del baño
se vuelve más ancha al introducir el intruso en ambos casos, aunque
menos que la de éste último.
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nσ2 Caso T⊥/mv
2
b a2,⊥ T‖/mv

2
b a2,‖

0.06 Sin intruso 4.5 · 104 0.04 1.1 · 105 0.07

0.06 Baño 5.4 · 104 0.57 1.2 · 105 0.28

0.06 Intruso 1.7 · 105 1.23 2.2 · 107 1.48

0.37 Sin intruso 554 0.24 1.4 · 103 0.91

0.37 Baño 3.4 · 103 4.87 5.5 · 103 2.66

0.37 Intruso 4.8 · 104 0.44 1.1 · 107 -0.46

TABLA 6.1: Valores estacionarios de la temperatura y el coeficiente a2 en
las diferentes direcciones, tipos de part́ıculas y casos. La temperatura se da
en unidades de la velocidad de vibración de las paredes vb y de m, la masa
de las part́ıculas del baño. La masa del intruso es 2m.

Representamos también las distribuciones de velocidad en la di-
rección del vibrado en las figuras 6.6, para el caso diluido, y 6.7, para
el más denso. La ĺınea de puntos y trazos corresponde al sistema
sin intruso y la ĺınea a trazos al baño en presencia del intruso, cuya
distribución se muestra con ĺınea continua. De nuevo la distribución
del baño se vuelve más ancha en presencia del intruso aunque es este
quien muestra una mayor diferencia de comportamiento, siendo su
temperatura varios ordenes de magnitud mayor. En las figuras 6.8 y
6.9 se representan las distribuciones para el baño y el intruso de modo
que se puede apreciar mejor la de este último. Para el caso diluido
vemos como las colas decaen mucho más lentamente, señalando como
el intruso puede alcanzar velocidades verticales muy superiores a la de
las part́ıculas del baño. En el sistema con n ' 0.37σ−2 la distribución
cambia de forma presentando dos máximos, de modo que el intruso
tiene un modulo medio de la velocidad superior al del caso diluido.

A continuación presentamos las distribuciones de ncol y de dcol, res-
pectivamente el número de colisiones con las paredes que experimenta
una part́ıcula y la distancia que recorre en el plano perpendicular al
vibrado entre dos colisiones sucesivas con otras part́ıculas. Las figuras
6.10 y 6.11 corresponden al sistema diluido, concretamente las ĺıneas
negras de puntos y trazos son los datos para el sistema sin intruso,
las ĺıneas rojas a trazos los del baño y las azules continuas los del
intruso. La distribución del número de colisiones con las paredes
se mantiene prácticamente sin cambios para el baño con respecto al
sistema de referencia mientras para el intruso la distribución decae
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FIGURA 6.4: Distribuciones de velocidad en el plano perpendicular a la
dirección del vibrado de los distintos tipos de part́ıculas en el caso diluido.
La ĺınea punto-trazo corresponde a los datos del sistema sin intruso, la ĺınea
continua al intruso y la ĺınea a trazos al baño.

FIGURA 6.5: Distribución de velocidades en el plano perpendicular a la
dirección del vibrado en el sistema más denso en ausencia de intruso (ĺınea
de puntos y trazos) y, en presencia de este, para el baño (ĺınea a trazos) y
el intruso (ĺınea continua).
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FIGURA 6.6: Función de distribución de la velocidad vertical en el estado
estacionario para los distintos tipos de part́ıculas en el sistema con n '
0.06σ−2. La ĺınea punto-trazo corresponde al sistema sin intruso, la ĺınea a
trazos al baño y la ĺınea continua al intruso.

FIGURA 6.7: Función de distribución de la velocidad vertical en el estado
estacionario para los distintos tipos de part́ıculas en el sistema con n '
0.37σ−2. La ĺınea de puntos y trazos corresponde al sistema sin intruso, la
ĺınea a trazos al baño y la ĺınea continua al intruso.
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FIGURA 6.8: Distribución de la velocidad vertical en el estado estacionario
para el baño (ĺınea a trazos) y el intruso (ĺınea continua) en el caso dilu-
ido. Puede verse como las colas de la distribución del intruso decaen más
lentamente.

FIGURA 6.9: Distribución de velocidad vertical para el baño (ĺınea a trazos)
y el intruso (ĺınea continua) en el caso denso pudiendo apreciarse como la
distribución para este último.
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nσ2 Caso 〈ncol〉 〈dcol〉
0.06 Sin intruso 10.8 5.51

0.06 Baño 10.6 5.52

0.06 Intruso 67.3 5.68

0.37 Sin intruso 1.1 0.54

0.37 Baño 0.79 0.46

0.37 Intruso 53.3 2.23

TABLA 6.2: Número de medio de colisiones con las paredes y recorrido libre
medio para las distintas situaciones y tipos de part́ıculas.

más lentamente. Este mayor número de colisiones con las paredes
concuerda con que el intruso tenga mayor velocidad en esta dirección
como vimos antes. Por otra parte, las distribuciones de distancias
recorridas son prácticamente idénticas para las distintas part́ıculas.

En las figuras 6.12 y 6.13 representamos las mismas distribuciones
para el sistema con n ' 0.37σ−2. En el caso de las part́ıculas del
baño el número de colisiones con las paredes y la distancia recorrida
entre colisiones disminuyen ligeramente con respecto a los del sistema
de referencia, señalando que estas part́ıculas se encuentran más cer-
canas entre śı. Lo contrario ocurre con el intruso que muestra un
mayor número de colisiones con las paredes y una mayor distancia
recorrida, de acuerdo también con el hecho de que, como ya hemos
indicado, el intruso se sitúa en las zonas más diluidas al formarse las
inhomogeneidades.

En la tabla 6.2 mostramos los valores medios del número de coli-
siones con las paredes y de la distancia recorrida entre colisiones entre
part́ıculas, el recorrido libre medio, calculados a partir estas distribu-
ciones. En éstas puede apreciarse cómo el número medio de colisiones
con las paredes aumenta significativamente para el intruso mientras
que su recorrido libre medio solo es superior en el sistema denso,
indicando, junto a la disminución de este valor para el baño, las inho-
mogeneidades que surgen en este caso.

Por último obtenemos la distribución de σ‖, relacionada con el
ángulo que forman la dirección de la colisión con la del vibrado y por
tanto con la transferencia de velocidad entre los grados paralelos y
perpendiculares a la vibración. En las figuras 6.14 y 6.15 mostramos
estas distribuciones para el sistema diluido y denso respectivamente.
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FIGURA 6.10: Distribución del número de colisiones con las paredes entre
colisiones con otras part́ıculas para los sistemas diluidos sin intruso (ĺınea
negra de puntos y trazos) y en presencia de éste (ĺınea roja a trazos para el
baño y azul continua para el intruso).

FIGURA 6.11: Función de distribución de la distancia recorrida entre coli-
siones entre dos part́ıculas para los diferentes tipos de part́ıculas en el sistema
diluido.
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FIGURA 6.12: Distribución del número de colisiones con las paredes entre
colisiones entre part́ıculas. Los datos corresponden a los distintos tipos de
part́ıculas en el sistema denso.

FIGURA 6.13: Distribuciones de la distancia recorrida entre colisiones con
otras part́ıculas en el sistema denso. La ĺınea negra de puntos y trazos
corresponde al sistema sin intruso, la ĺınea roja a trazos al baño y la ĺınea
azul continua al intruso.
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FIGURA 6.14: Distribución de σ‖ en el sistema con n ' 0.06σ−2.

En éstas la ĺınea negra de puntos y trazos representa los resultados del
sistema sin intruso, la ĺınea roja a trazos al baño y la azul continua
al intruso. De nuevo vemos como en el sistema diluido el compor-
tamiento de las part́ıculas del baño cambia poco al introducir el in-
truso, mientras que para éste la distribución se deforma aumentando
la probabilidad de colisión con un valor de σ‖ pequeño. Esta tenden-
cia del intruso se ve más pronunciada en el sistema denso mientras
que, en este caso, el comportamiento del baño muestra la tendencia
contraria, aumentando ligeramente la probabilidad de las colisiones
más verticales.

6.2 Análisis del sistema

Hemos visto cómo, a las dos densidades estudiadas, el intruso
tiende a separarse del resto de part́ıculas y tiene una temperatura
granular mayor que la del baño en ambas direcciones, aunque más
marcadamente en la dirección del vibrado. Por otra parte, la principal
diferencia que apreciamos entre los dos casos es la aparición de zonas
significativamente más densas en el caso más denso. Para analizar este
comportamiento descomponemos la regla de colisión para la variación
de la velocidad de una part́ıcula en estas componentes obteniendo:
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FIGURA 6.15: Distribución de σ‖ para los distintos tipos de part́ıculas en
el sistema con mayor densidad.

∆v‖,1 = − m2

m1 +m2
(1 + α)(

√
1− σ2

‖σ̂⊥ · g⊥ + σ‖g‖)σ‖, (6.2)

∆v⊥,1 = − m2

m1 +m2
(1+α)(

√
1− σ2

‖σ̂⊥·g⊥+σ‖g‖)
√

1− σ2
‖σ̂⊥. (6.3)

Vemos en estas ecuaciones como para valores pequeños de σ‖, aten-
diendo a los términos de distinto orden en esta variable, la mayor
variación se produce en dirección horizontal debido a las componentes
horizontales de la velocidad relativa, seguida por la transmisión de en-
erǵıa entre los distintos grados de libertad y siendo la variación vertical
debida a las componentes de la velocidad en esta dirección el efecto
menos relevante. En nuestro sistema confinado se impone una cota
máxima al valor de σ‖ debido a que la separación entre las paredes es
menor que 2σ. De este modo, por el efecto del confinado, en nuestro
sistema la disipación de enerǵıa se produce principalmente en el plano
perpendicular a la inyección, lo que hace que la temperatura sea su-
perior en la dirección de vibración. Por otra parte, si la diferencia
entre las velocidades de las part́ıculas antes de la colisión es mayor en
dirección del vibrado que en la perpendicular son más probables las
colisiones con menor σ‖.
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El hecho de que el intruso tenga una masa superior al resto de
part́ıculas implica, como puede apreciarse en la regla de colisión 6.1,
que su velocidad se ve menos alterada en las colisiones. Esto favorece
el que las part́ıculas del baño se alejen más rápido del intruso que de
otras part́ıculas tras una colisión, haciendo que haya menos part́ıculas
en su entorno como se observa en las funciones de correlación de pares.
En esta situación, como hemos visto, el intruso choca más con las
paredes, ganando más enerǵıa en la dirección de vibrado. Ahora,
debido a que para colisiones entre el intruso y el baño la diferencia de
velocidades en esta dirección aumenta más que en la perpendicular,
se favorecen las colisiones de menor σ‖, como puede observarse en
las figuras 6.14 y 6.15, lo que hace que el intruso tienda a continuar
ganando enerǵıa al mismo tiempo que el baño se calienta debido a las
colisiones con éste.

A partir de este punto la diferencia de comportamientos entre los
sistemas denso y diluido se debe a la respuesta del baño a las colisiones
con el intruso. En el sistema diluido tenemos que el baño no disipa
la enerǵıa transmitida por el intruso suficientemente rápido, de forma
que su temperatura y frecuencia de colisión con el intruso aumentan.
Este aumento en las colisiones consigue frenar el crecimiento de la
enerǵıa vertical del intruso, alcanzándose el estado estacionario. Por
otra parte, el baño del sistema denso es capaz de disipar esta enerǵıa
aportada por el intruso, de modo que no se produce el aumento de
colisiones. Aśı, la enerǵıa vertical del intruso continúa creciendo hasta
que la transmisión de momento lineal en las colisiones favorece la
aparición de zonas más densas en el baño. Estas zonas disipan más
eficientemente la enerǵıa y son más estables frente a las colisiones
del intruso, siendo en estos choques en los que el intruso pierde más
enerǵıa pudiendo alcanzar el estado estacionario.

Para comprender mejor esta dinámica vamos a comentar los cam-
bios de comportamiento que se observan en el estado estacionario.
Aunque estos cambios se dan en los dos sistemas, se presentan de
forma cualitativamente opuesta. En el sistema más denso tenemos que
la enerǵıa cinética del intruso disminuye temporalmente, de forma que
el baño se distribuye homogéneamente al tiempo que baja su tempe-
ratura. En el caso diluido lo que se observa es un aumento repentino
de las temperaturas del intruso y del baño, que termina disipándose
sin llegarse a formar inhomogeneidades. Mediante la reproducción de
los datos de simulación y el análisis de las curvas de enerǵıa cinética
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en el tiempo para ambos tipos de part́ıcula, puede verse como es el in-
truso el que inicia estos eventos. En el caso diluido se observa cómo el
intruso experimenta en cierto momento menos colisiones de lo normal
con el baño aumentando su enerǵıa. De esta forma, en las colisiones
posteriores, el baño se calienta y el intruso comienza a experimen-
tar más colisiones, volviendo al estado anterior. En el sistema más
denso, si el intruso pierde la suficiente enerǵıa en dirección del vi-
brado al chocar con más part́ıculas de lo normal, se ve cómo, al no
ganar el baño tanta enerǵıa en las colisiones con éste, los aglomerados
desaparecen volviéndose el sistema homogéneo a la vez que disipa la
enerǵıa que el intruso le ha transmitido. Esto se mantiene hasta que el
baño se enfŕıa lo suficiente para que el intruso vuelva a ganar enerǵıa.

Aunque hace falta mucho trabajo teórico y de simulación para
terminar de comprender el comportamiento del sistema vibrado en
presencia del intruso, podemos apreciar del análisis presentado que,
a la hora de proponer una nueva regla de colisión efectiva que re-
produzca mejor los sistemas vibrados confinados casi bidimensional-
mente, ésta debe introducir el hecho de que la inyección de enerǵıa en
las colisiones no es constante, incluyendo, entre otros factores, la de-
pendencia de la transmisión de enerǵıa respecto de σ‖ y del número de
colisiones con las paredes que ocurren entre dos colisiones part́ıculas.
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Conclusiones

A continuación resumimos los resultados más importantes presentados
en esta memoria, aśı como algunas de las conclusiones que se siguen
de la investigación realizada:

1. Se ha formulado en el contexto de una teoŕıa de N cuerpos
un modelo de gas confinado casi-bidimensionalmente de esferas
duras inelásticas propuesto por Brito y colaboradores.

2. En el contexto anterior se formuló la ecuación de Liouville del
sistema y se analiza la existencia de un estado estacionario, dis-
cutiendo sus propiedades.

3. Se ha mostrado que el sistema presenta una hidrodinámica ho-
mogénea, es decir, en ausencia de gradientes de los campos
macroscópicos. El estudio de esta hidrodinámica restringida es
un paso previo necesario para abordar la derivación de ecua-
ciones hidrodinámicas al nivel de Navier-Stokes.

4. En el régimen hidrodinámico homogéneo mencionado el sistema
exhibe fenómenos de memoria análogos a los encontrados por
Kovacs en los poĺımeros. El origen a nivel hidrodinámico de
estos efectos ha sido identificado en forma precisa.

5. Se han deducido las ecuaciones hidrodinámicas en el orden de
Navier-Stokes (primer orden en gradientes de los flujos) del mod-
elo, identificando las expresiones de los coeficientes de transporte
que vienen dados en la forma de ”soluciones normales” de ecua-
ciones diferenciales ordinarias.
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6. Utilizando las ecuaciones anteriores hemos abordado el estu-
dio de la estabilidad lineal hidrodinámica del modelo. Se ha
visto que, aunque son posibles efectos transitorios en los que
una perturbación crece, los estados hidrodinámicos homogéneos
son todos estables en el ĺımite de tiempos largos.

7. Todos los resultados teóricos obtenidos se han comparado con
resultados de simulación utilizando tanto el método de Dinámica
Molecular como el método de simulación directa de Monte Carlo
(DSMC), éste último en el caso de estudios teóricos basados en
la ecuación de Boltzmann.

8. En particular, los resultados de Dinámica Molecular han puesto
de manifiesto la formación de estados transitorios en los que
están presentes agregados (clusters) de part́ıculas que desapare-
cen para tiempos suficientemente largos.

9. Queremos destacar que en las simulaciones se han utilizado al-
goritmos numéricos originales, es decir, elaborados por este doc-
torando y no paquetes comerciales.

10. Una de las conclusiones relevantes de esta investigación es que
el modelo analizado, con una dinámica efectiva bidimensional,
no es capaz de explicar las inestabilidades y los complejos esta-
dos observados experimentalmente. La búsqueda de un modelo
adecuado es, sin duda, una interesante futura ĺınea de investi-
gación.

11. Para abordar lo anterior hemos comenzado por investigar la es-
tructura interna del sistema confinado. Para ello se han anal-
izado mediante técnicas de Dinámica Molecular los efectos que
produce la adición de una part́ıcula intrusa en el medio granu-
lar vibrado. La principal consecuencia sacada hasta ahora es la
aparición de fuertes inhomogeneidades asociadas a fuerzas efec-
tivas de largo alcance. Estos efectos dependen en gran medida
de la densidad media del fluido donde se introduce el intruso.



Apéndice A

Cálculo de L+

Definimos el pseudo operador de Liouville adjunto L+ a partir de
la relación:

∫
dΓB(Γ)W ({ri})L+(Γ)A(Γ) =

∫
dΓ[L+(Γ)B(Γ)W ({ri})]A(Γ),

(A.1)
donde, como ya se indicó en el cuerpo del texto, el pseudo operador
de Liouville tiene la forma:

L+(Γ) =
N∑
i=1

vi ·
∂

∂ri
+

∑
1≤i<j≤N

T+(xi,xj). (A.2)

Comenzamos con el término de evolución libre, el cual es directo
de reconocer pues, despreciando efectos de superficie, tenemos que:

∫
dΓ

N∑
i=1

vi ·
∂

∂ri
[B(Γ)A(Γ)] = 0 =

∫
dΓB(Γ)

N∑
i=1

vi ·
∂

∂ri
A(Γ)+

+

∫
dΓ

(
N∑
i=1

vi ·
∂

∂ri
B(Γ)

)
A(Γ)⇒

⇒
∫
dΓB(Γ)

N∑
i=1

vi ·
∂

∂ri
A(Γ) =

∫
dΓ

(
−

N∑
i=1

vi ·
∂

∂ri
B(Γ)

)
A(Γ).

(A.3)
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Para el término que incluye al operador de colisión T+(xi,xj), a
partir de la definición (A.1), el operador adjunto de colisión T+(xi,xj)
viene definido por:

∫
dvi

∫
dvjF (xi,xj)T+(xi,xj)G(xi,xj) =

=

∫
dvi

∫
dvjG(xi,xj)T+(xi,xj)F (xi,xj). (A.4)

Descomponemos el operador de colisión en una parte real y otra

virtual de modo que T+(xi,xj) = T
(r)
+ (xi,xj) + T

(v)
+ (xi,xj) definidas

como:

T
(r)
+ (xi,xj) = σd−1

∫
dσ̂θ(−vij · σ̂)|vij · σ̂|δ(rij − σ̂)bσ(i, j), (A.5)

T
(v)
+ (xi,xj) = σd−1

∫
dσ̂θ(−vij · σ̂)|vij · σ̂|δ(rij − σ̂). (A.6)

La identificación del adjunto de la parte virtual es también directa

∫
dvi

∫
dvjF (xi,xj)T

(v)
+ (xi,xj)G(xi,xj) =

− σd−1

∫
dvi

∫
dvj

∫
dσ̂F (xi,xj)θ(−vij · σ̂)

× |vij · σ̂|δ(rij − σ̂)G(xi,xj) =

− σd−1

∫
dvi

∫
dvj

∫
dσ̂F (xi,xj)θ(vij · σ̂)

× |vij · σ̂|δ(rij + σ̂)G(xi,xj)

(A.7)

Para la parte real tenemos:
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∫
dvi

∫
dvjF (xi,xj)T

(r)
+ (xi,xj)G(xi,xj) =

σd−1

∫
dvi

∫
dvj

∫
dσ̂F (xi,xj)θ(−vij · σ̂)|vij · σ̂|

× δ(rij − σ̂)bσ(i, j)G(xi,xj) =

σd−1α−1

∫
dv′i

∫
dv′j

∫
dσ̂[b−1

σ (i, j)F (x′i,x
′
j)]θ

(
v′ij · σ̂
α

− 2∆

α

)
×
∣∣∣∣v′ij · σ̂α − 2∆

α

∣∣∣∣ δ(rij − σ̂)G(x′i,x
′
j) =

σd−1α−2

∫
dvi

∫
dvj

∫
dσ̂[b−1

σ (i, j)F (xi,xj)]θ (vij · σ̂ − 2∆)

× |vij · σ̂ − 2∆| δ(rij − σ̂)G(xi,xj),

(A.8)

donde x′i = {ri,v′i}, b−1
σ (i, j) es el operador que transforma las veloci-

dades a sus valores precolisionales dados por (3.17) y hemos utilizado
que dv′idv

′
j = α−1dvidvj . Con estos resultados podemos entonces

identificar finalmente el operador de colisión adjunto y, junto con el
término de evolución libre, obtenemos el pseudo operador de Liouville
adjunto:

L+(Γ) = −
N∑
i=1

vi ·
∂

∂ri
+

∑
1≤i<j≤N

T+(xi,xj), (A.9)

T+(xi,xj) =σd−1

∫
dσ̂[θ(vij · σ̂ − 2∆)|vij · σ̂ − 2∆|δ(rij − σ̂)

× α−2b−1
σ (i, j)− θ(vij · σ̂)|vij · σ̂|δ(rij + σ̂)].

(A.10)





Apéndice B

Simulaciones de dinámica
molecular

El método de dinámica molecular está basado de forma general en
la integración de las ecuaciones de Newton para el sistema que estemos
interesados en estudiar. Para sistemas en los que los potenciales de in-
teracción son continuos, las ecuaciones pueden discretizarse avanzando
el sistema en intervalos de tiempo fijo ∆t mientras que en el caso en el
que el potencial sea discontinuo hay que tener en cuenta que, cuando
las part́ıculas se encuentran a la distancia en la cual se presenta la dis-
continuidad, éstas cambian de velocidad instantáneamente. Debido a
esto utilizamos para nuestro sistema de esferas duras de diámetro σ,
un algoritmo de simulación dirigido por eventos, basándonos princi-
palmente en el propuesto por Allen y Tildesley [62]. En este tipo de
algoritmos, en vez de avanzar la configuración del sistema a interva-
los de tiempos fijos, se localiza el próximo evento que se produzca, se
mueven las part́ıculas del sistema hasta el instante en el que se produce
y, tras esto, se alteran las velocidades de las part́ıculas involucradas
en dicho evento.

En nuestras simulaciones de sistemas de esferas duras el principal
evento que nos interesa localizar es la colisión entre part́ıculas. La
condición para que dos part́ıculas i y j choquen en un instante t0
viene dada por:

|rij(t0)| = σ, (B.1)

donde rij es la posición relativa de las part́ıculas. Debido a que
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en nuestras simulaciones no vamos a estudiar casos en los que las
part́ıculas estén bajo el efecto de ningún campo externo, tenemos que
entre colisiones su velocidad se mantiene constante. Con esto, si ten-
emos la configuración del sistema en un instante t, el tiempo tij que
tardaŕıan en chocar dos part́ıculas dadas puede calcularse a partir de
la condición

|rij(t+ tij)| = |rij(t) + vij(t)tij | = σ, (B.2)

siendo vij la velocidad relativa. Se obtiene entonces para el tiempo
de colisión

tij =
−rij · vij −

√
(rij · vij)2 − v2

ij(r
2
ij − σ2)

v2
ij

. (B.3)

En general esta ecuación puede darnos tiempos negativos o imag-
inarios, significando esto que, con su posición y velocidad relativa,
el par de part́ıculas considerado no va a colisionar. Nos interesan
entonces solo los pares que cumplan la condición de estar acercándose

rij · vij < 0, (B.4)

y tales que el discriminante de la ecuación (B.3) sea positivo

(rij · vij)2 − v2
ij(r

2
ij − σ2) > 0. (B.5)

Calculando estos tiempos de colisión entre part́ıculas podemos lo-
calizar cual será el próximo par en chocar. Este método de simulación
lo utilizamos para estudiar dos tipos de sistemas, el sistema bidimen-
sional efectivo con la regla de colisión del modelo de Brito (3.5), en el
que las part́ıculas interactúan únicamente entre ellas de modo que con
(B.3) podemos localizar los sucesivos eventos, y el sistema confinado
tridimensional, en el que la regla de colisión entre part́ıculas es (3.2)
y las part́ıculas también pueden chocar con las paredes confinantes,
por lo que necesitamos calcular los tiempos de colisión con éstas. En
las simulaciones del sistema confinado consideramos éste compuesto
por dos paredes elásticas y paralelas entre ellas, separadas una dis-
tancia constante h. De estas paredes, una se encuentra en reposo y
la otra vibra en el ĺımite de pequeña amplitud y alta frecuencia, de
forma que se supone que su posición no vaŕıa en el tiempo y que las
part́ıculas siempre se encuentran con ésta moviéndose con velocidad
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vb hacia ellas [84]. Con este modelo del sistema confinado tenemos
entonces que el tiempo de colisión de las part́ıcula i con las paredes,
tomando como origen para la posición en la dirección del vibrado la
posición intermedia entre las paredes, viene dado por

ti,W =


h−σ−2ri‖

2vi‖
, para vi‖ > 0,

−h−σ+2ri‖
2vi‖

, para vi‖ < 0,

(B.6)

Por otra parte el efecto de las paredes sobre la componente de la
velocidad perpendicular a ellas es, para la pared estática

v′‖ = −v‖, (B.7)

y para la pared que vibra

v′‖ = 2vb − v‖. (B.8)

En las direcciones perpendiculares al vibrado aplicamos, tanto
para el sistema efectivo como para el confinado, condiciones de con-
torno periódicas en las que si una part́ıcula atraviesa una de las fron-
teras se reintroduce a la misma altura por el lado opuesto. Al utilizar
estas condiciones de contorno hay que tener en cuenta que previamente
a una colisión las part́ıculas pueden atravesar las paredes, lo que hace
que la posición relativa a introducir en (B.2) sea distinta si se apli-
can las condiciones de contorno. De este modo un par de part́ıculas
puede no satisfacer en un principio dicha ecuación para ningún in-
tervalo de tiempo real y positivo pero śı al considerar que alguna
atraviesa las fronteras. En este sentido en nuestras simulaciones con-
sideramos únicamente los casos en los que, para que se dé la colisión,
las part́ıculas atraviesan como máximo una vez los laterales. De este
modo evitamos, salvo en sistemas muy diluidos, pasar por alto algún
evento, lo que puede dar lugar a errores en las simulaciones como el
solapamiento de part́ıculas.

Con esto, partiendo de una condición inicial válida, el algoritmo
de simulación que aplicamos puede resumirse como sigue:

1. Dada la configuración del sistema se calculan los intervalos de
tiempo necesarios para que ocurran los distintos eventos. Esto
incluye en general los tiempos de colisión entre part́ıculas tij
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para todos los pares de part́ıculas y en el caso confinado también
los tiempos de colisión con las paredes ti,W . De estos tiempos
seleccionamos tmin, el menor de ellos y asociado por tanto al
siguiente evento, e identificamos las part́ıculas involucradas.

2. Se mueven todas las part́ıculas libremente durante este tiempo
tmin, aplicando las condiciones de contorno, de modo que la
configuración espacial resultante es la previa al evento que nos
interesa.

3. Se aplica a las part́ıculas involucradas la regla de colisión que
corresponda, dependiendo del sistema que estemos simulando y
del tipo evento en el caso confinado, completando aśı la colisión.

De estos pasos, el que requiere más tiempo de cálculo es la ob-
tención de los tiempos de colisión entre part́ıculas. Como hay que
considerar la interacción de cada part́ıcula con el resto, hay que re-
alizar del orden de N2 operaciones para obtenerlos todos, siendo N el
número de part́ıculas en las simulaciones. Para disminuir los cálculos
necesarios en este paso se almacenan en una matriz los tiempos de col-
isión tras obtenerlos inicialmente para todas las part́ıculas. Una vez
se localiza y efectúa el siguiente evento, en vez de volver a calcular to-
dos los tiempos, se resta en la matriz el tiempo que haya transcurrido,
actualizando aśı el tiempo de colisión para todas las part́ıculas salvo
para aquellas involucradas directamente en el evento al alterarse sus
velocidades. De este modo solo hay que volver a realizar los cálculos
para las part́ıculas que hayan chocado, reduciéndose las operaciones
necesarias al orden de N .



Apéndice C

Cálculo de νη, νκ y νµ

Las frecuencias νη,νκ y νµ están definidas por las ecuaciones (5.43)-
(5.45), y calculamos una expresión en el orden más bajo en su desar-
rollo en polinomios de Sonine. Teniendo en cuenta que el operador
de rotaciones conmuta con el operador de colisión, y que las frecuen-
cias son escalares, tenemos que tensorialmente A y B deben ser una
función isótropa de la velocidad multiplicada por S(V). Por otra
parte solo necesitamos la parte de traza nula del tensor C, que debe
ser el producto de otra función isótropa de la velocidad por D(V).
Para las distintas funciones isótropas de la velocidad proponemos un
desarrollo en polinomios de Sonine truncado en el orden más bajo, que
en este caso es una función proporcional a la función de distribución
de Maxwell

fM (V ) = n
( m

2πT

)d/2
exp

(
−mV

2

2T

)
. (C.1)

De la definición de las frecuencias vemos que la constante de pro-
porcionalidad resulta irrelevante en todos los casos, de modo que uti-
lizamos

A(V) ∝ fM (V )S(V), (C.2)

B(V) ∝ fM (V )S(V), (C.3)

C(V)− I

d
Tr C ∝ fM (V )D(V). (C.4)
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Introduciendo estas expresiones en las ecuaciones (5.43)-(5.45) se
obtiene

νη =

∫
dVD(V) : L[fM (V )D(V)]∫
dVfM (V )D(V) : D(V)

=

∫
dVDij(V) : L[(V )D(V)]

(d− 1)(d+ 2)nT 2
, (C.5)

νκ = νµ =

∫
dVS(V) · L[fM (V )S(V)]∫
dVfM (V )S(V) · S(V)

=
2m
∫
dVS(V) · L[fM (V )S(V)]

d(d+ 2)nT 3
. (C.6)

Las integrales restantes se calculan de forma directa, siendo de
ayuda el uso de programas de cálculo simbólico como Mathematica.
Los resultados que se obtienen finalmente son

νη =

√
2π(d−1)/2nσd−1v0(T )

d(d+ 2)Γ(d/2)

[
(1 + α)(2d+ 3− 3α)

(
1− a2

32

)
+
√

2π(d− 2α)∆∗ − 2

(
1 +

3a2

32

)
∆∗2

]
, (C.7)

νκ = νµ =
π(d−1)/2nσd−1v0(T )√

2d(d+ 2)Γ(d/2)

{
(1 + α)[512 + 352d− 96α(d+ 8)]

26

+
(1 + α)[((5d+ 4) + 3α(d− 4))]a2

26

−
√
π

2
[2(1− d) + α(d+ 8)]∆∗

−32(d+ 8) + 3a2(d− 4)

25
∆∗2

}
. (C.8)



Apéndice D

Cálculo de ζ1

La expresión para el coeficiente de transporte de Euler ζ1 se da
en la ecuación (5.31). A partir de la ecuación (5.34) obtenemos la
siguiente expresión para la evolución de la traza de C

−ζ(0)T
∂ Tr C
∂T

+ LTr C − T f
(0)

∂T
ζ1d = TrC = −∆∗

∂f (0)

∂a2

∂a2

∂∆∗
. (D.1)

Debido a que f (1) no puede contribuir a los momentos de la ve-
locidad hasta segundo orden tenemos que el desarrollo en polinomios
de Sonine en el orden más bajo para Tr C, que es una función isótropa
de la velocidad, tiene que ser

Tr C ' b2e
−c2

πd/2σd−1vd+1
0

S(2)(c2). (D.2)

Introduciendo esta expresión en la ecuación (D.1), multiplicándola
por v4 e integrando posteriormente para v, obtenemos una ecuación
para la dependencia de b2 en ∆∗

ζ
(0)

∆∗
∂b2
∂∆∗

−
[
3ζ

(0)
+

8χ(∆∗)

d(d+ 2)
+ 4dζ1(a2 + 1)

−dζ1∆∗
∂a2

∂∆∗

]
b2 = −2∆∗

∂a2

∂∆∗
, (D.3)

donde aparecen las funciones

109



110 Cálculo de ζ1

ζ1 ≡
ζ1

b2
=− 4π−(d+1)/2

d2

∫
dc1

∫
dc2e

−c21−c22 [1 + a2S
(2)(c2

1)]S(2)(c2
2)

×

[
∆∗2c12

Γ
(
d+1

2

) +
π1/2α∆∗c2

12

2Γ
(
d+2

2

) − (1− α2)c3
12

4Γ
(
d+3

2

) ] , (D.4)

y

χ(∆∗) ≡ − 1

b2v4
0n

∫
dvv4LTr C =

1

b2v4
0n

∫
dv

∫
dv1f

(0)(r,v, t)

× Tr C(v1)T0(v,v1)(v4 + v4
1). (D.5)

Tras realizar las integrales obtenemos las siguientes expresiones
para estas funciones

ζ1 =
π(d−1)/2

217/2d2Γ(d/2)
[96+9a2−3α2(32+3a2)+∆∗2(64+30a2)], (D.6)

χ =
π(d−1)/2

211Γ(d/2)
(
√

2{30α4(32− a2)− 5(544 + 7a2)− 4∆∗2(32 + 15a2)

− 64(d− 1)α(16 + a2)− 2d(992 + 17a2) + 3α2[928 + 43a2

+ 12∆∗2(32 + 3a2) + 10d(32− a2)]

+ 6∆∗2(288− 45a2 + 64d+ 6da2)}
+ 512

√
π∆∗[2 + 7α+ 3α3 − 2d(1− α)]). (D.7)
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de Soria y P. Maynar, Phys. Rev. E 93, 062907 (2016)

• Theory of a Confined Quasi-Two-Dimensional Gas of Hard Spheres,
J. J. Brey, V. Buzón, M. I. Garćıa de Soria y P. Maynar, Entropy
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