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Introduccion

El propdsito principal de esta memoria es proporcionar un mejor en-
tendimiento del fendmeno de la resonancia no lineal en ecuaciones elipticas.
Para fijar ideas, consideremos el problema de contorno

{ Au+ g(u) = f, en €2, (0.1)
Bu = 0, en 0f2, '
donde 2 es un abierto acotado y regular de R, A denota el operador de
Laplace en 2, f € L*(f2), g : R — R es una funcién continua que repre-
senta la nolinealidad y B son las condiciones de contorno (usualmente,
condiciones de Dirichlet, Bu = u, o de Neumman, Bu = %). Se trata
de estudiar la estructura del conjunto de soluciones de (0.1) cuando la
nolinealidad, g, tiene un comportamiento lineal en infinito, esto es, exis-

ten
- /
Jm g'(u) = a(b).

Este tipo de nolinealidades se conocen en la literatura sobre el tema
como nolinealidades de tipo jumping o de salto. Existen numerosos tra-
bajos dedicados a este tipo de nolinealidades (véase por ejemplo, A-P],
'A-M], [He|, [D1], [Ru2] y las referencias en ellos incluidas).

La estructura del conjunto de soluciones de (0.1) esta intimamente
relacionada con la posicién del par (a,b) en R?, ver [D1]. De hecho, la
existencia de cotas a priori (es decir, la no posibilidad de que existan
ramas de soluciones que provengan del infinito) para las soluciones de
(0.1), que resulta tan 1util a la hora de demostrar que dicho problema
posee solucién, depende de la existencia o no de soluciones no triviales

de

L R
{ Au + au bu 0, en {2, (0.2)

Bu = 0, en 0f2,
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donde u* = max{u,0} y v~ = u™ — u, (ver Lema 2 en [C] para la
demostraciéon de este hecho en el caso escalar, N = 1; la demostracién en
el caso general, se puede realizar de forma similar pero olvidandose del
numero de ceros, teniendo en cuenta la segunda nota después del citado
Lema).

Resulta pues de interés conocer los valores de (a, b) para los que (0.2)
tiene solucion no trivial. El conjunto

¥ = {(a,b) € R?: (0.2) tiene solucién no trivial}

se conoce como espectro de Fucik asociado a dicho problema ya que fue
Fucik quien lo introdujo en 1980 (ver [F]|) para el caso escalar (N = 1).
El estudio de este conjunto es el tema central de la memoria.

Son pocas las propiedades que se conocen de 2 cuando /N > 1 incluso
en casos de dominios concretos y en apariencia sencillos como pueden
ser bolas o cuadrados en R*. En principio, ¥ contiene a todos los pares
(A, A), donde A es un valor propio del problema lineal asociado, esto es,
A es un numero para el que

Au+ Au = 0, en {2,
Bu = 0, en 02,

tiene solucion no trivial; en este sentido, se puede considerar ¥ como una
generalizacion del espectro usual. Ademas, como el primer valor propio,
A1, tiene una funcién propia asociada positiva, las rectas {(A1,b) : b € R}
y {(a, A1) : a € R} estan contenidas en .

Fucik, [F], describié por completo el conjunto ¥ para (0.2) cuando
N = 1, mostrando que si 2 = (0, ), estd formado, ademas de por las
rectas anteriormente citadas, por una uniéon de hipérbolas que pasan
por (n*,n*),n € N, (n > 1, si las condiciones son de Dirichlet). Es
de observar que A\, = n*, n € N,(n > 1, si las condiciones son de
Dirichlet) se corresponde con los valores propios del problema lineal cuya
correspondiente funcion propia cambia de signo.

El conocimiento del espectro de Fucik correspondiente a (0.2) cuando
N > 1 se muestra como un problema complicado. De hecho, no se
conoce la descripcion completa de 2 en ningin caso si N > 1. Sin em-
bargo, existen algunos resultados parciales de gran interés. Destacamos

los siguientes:




Introduccion

eDeFigueiredo y Gossez, en [F-G|, prueban mediante técnicas varia-
cionales la existencia de una primera curva no acotada en X2 que parte de
(A2, A2), siendo A; el segundo valor propio del correspondiente problema
lineal.

eVarios autores (ver, por ejemplo, [G-K], [Ru], [S]) han probado la
existencia de curvas contenidas en X cerca de la diagonal y partiendo de
(A, A), donde A es un valor propio. Sin embargo, no se conoce si estas
curvas son o no las unicas que pasan por (A, A) cuando A no es un valor
propio simple. En esta direccién, Micheletti, [Mi], demuestra que si A es
un valor propio doble entonces, existen dos curvas en X definidas cerca
de la diagonal, pasando por (A, A) y de forma que el conjunto de puntos
de ¥ contenido entre esas dos curvas tiene medida cero.

eDancer, (D3], demuestra que de cada (A, A) con A un valor propio,
parte una componente conexa no acotada de 2. Un problema todavia
sin resolver es si toda componente conexa de X toca la diagonal.

ePor ultimo, Dancer, [D5]|, también demuestra que genéricamente el
interior de X es vacio, es decir, X no contiene conjuntos abiertos. Sin
embargo, no se sabe si esta propiedad genérica es cierta para cualquier
abierto de R”. Resaltar que todos los resultados conocidos hasta ahora
son sobre curvas contenidas en ..

La contribucién de esta memoria al problema del espectro de Fucik se
puede centrar en dos puntos:

elLa descripcion exacta del espectro de Fucik en una gama muy amplia
de problemas escalares con coeficientes variables que engloban a ciertos
problemas de Sturm-Liouville singulares, resultados que se encuentran
recogidos en [A-C2].

e[La utilizacién de los resultados obtenidos en los problemas escalares
para mostrar la estructura de ciertos subconjuntos especiales del espectro
de Fucik en dimensiones superiores.

En este sentido, se utilizan los resultados del caso escalar, por ejemplo,
para describir lo que denominamos espectro de Fucik radial del Laplaciano
en una bola, esto es, el conjunto de pares (a, b) para los que

Au+aut —bu" =0,en B
u=0,en 0B

con B = {z € R" : |z| < R}, siendo |- | la norma euclidea, tiene solucién
no trivial que es radial, es decir, tal que u(z) = u(|z|), ver [A-C1]. En

3
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ningin caso (no escalar) controlamos totalmente el espectro; nuestros
resultados se limitan a describir una parte de X que nunca es el total.

En la bibliografia existen otros resultados acera de Espectros de Fuéik
para otro tipo de operadores. En [P] se efectuan célculos explicitos de
espectros de Fucik para el operador u” con condiciones de contorno no au-
toadjuntas; en [F-R] se estudia el caso periédico para la misma ecuacion
y se da también una descripcién variacional de dicho espectro. En [G-H]
se hace una descripcién para una ecuacion de tercer orden, y por ultimo
en [P] se obtienen algunas propiedades en el caso de la ecuacién de la
viga (operador de cuarto orden).

Volviendo de nuevo a nuestro problema de partida, esto es, al estudio
de la estructura del conjunto de soluciones de (0.1), observamos que el
grado topolégico del operador asociado (ver seccidén 3.2), que esta definido
si (a,b) ¢ L, depende unicamente de la componente conexa de R*\X en
donde se localice el par (a,b). Sin embargo, este control sobre el grado
no es mas que una primera aproximacion. Si consideramos el problema

{ u' +aut —bu” = f, en (0,7),

1{0) = 2ul{n1) =0, (0.3)

pese a conocer explicitamente 2 en este caso, no se tiene una descripcion
completa de la estructura del conjunto de soluciones de (0.3).

Cuando f(t) = sent, Castro, DeFigueiredo y Srikanth,[C-F-S], estu-
dian el conjunto de soluciones de (0.3) para a < A\; < b. Mediante un dia-
grama de bifurcacion, los autores obtienen el niimero exacto de soluciones
de (0.3) dependiendo del niimero de valores propios, A, que atraviesa la
nolinealidad. En concreto, demuestran que si n* < b < (n + 1)?2, (0.3)
tiene exactamente 2n soluciones.

Hay que observar que el conjunto

{(a,b) eR?: b < A\ < a}

no intersecca el espectro de Fucik, 2. Ademas, en este caso el operador
asociado presenta ciertas propiedades de monotonia que ya habian sido
utilizadas por Ambrosetti y Prodi [A-P| y Dancer, [D2], para obtener la
estructura del rango del operador.

1



Introduccion

Cuando (a,b) € (A;,+00) X (A1, +00) la monotonia a la que antes
nos referiamos desaparece y la situacion se muestra diferente. Castro,[C]
intenta continuar los resultados de [C-F-S| en este caso, pero no puede
obtener el numero exacto de soluciones si no que se limita a obtener
estimaciones sobre el numero de soluciones dependiendo de la posicién
del par (a,b) respecto de ¥. La razoén es que el niimero de soluciones no
depende unicamente de la posicién de (a, b) respecto de X. Para ciertos
valores de (a, b), aparecen soluciones degeneradas que el autor no controla
y que influyen también en el niimero de soluciones de (0.3).

En esta linea, la contribucién de esta memoria es el estudio del niimero
de soluciones de (0.3) cuando f(t) =1y (a,b) € (1,+00) x (1,400) (en
este caso A\; = 1). Es de observar que f(f) = 1 no es una funcién
propia del problema lineal asociado (f(¢) = sent si lo es), por tanto, el
comportamiento que cabe esperar es ya distinto incluso para los valores
de (a,b) que estén en la diagonal. Por otro lado, cuando f(t) = sent, la

funcién —= sent es siempre una solucién de (0.3) (a > A\; = 1), solucién

a—1
que permite en [C-F-S] y [C] contar el nimero de soluciones que van
ramificando de esta. En nuestro caso, existen incluso valores de (a, b)

para los que (0.3) no tiene solucién (ver [A-C3]).

La técnica usada es esencialmente el método de tiro, ayudado por el
caracter auténomo de la ecuacién en (0.3). Este método nos permite

ver con claridad la estructura del conjunto de soluciones, mostrando la

existencia de ramas correspondientes a soluciones degeneradas en sen-
tido topoldgico y también en sentido geométrico. (Ver seccién 3.2 para
la definiciéon de solucién degenerada). No conocemos el motivo de la
aparicion de estas ramas; unicamente sabemos que en ellas la ecuacién
variacional (que tiene sentido en este caso, aunque la ecuacién no es
regular) es resonante.

Existen otros resultados en la bibliografia referentes al nimero de solu-
ciones de problemas de contorno para operadores elipticos generales simi-
lares a (0.1). Sin embargo, debido a la poca informacién que se tiene
sobre ¥, todos ellos se reducen a valores de (a,b) cerca de la diagonal
(ver, por ejemplo, [Ru2|, [Ma]). Como veremos en el iltimo capitulo, la
complicaciéon en el nimero de soluciones aparece cuando (a,b) se aleja
de la diagonal.
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En el caso escalar resulta también interesante el estudio de la ecuacidn
W trautT—-bum =1

con condiciones periddicas. La bibliografia sobre este tema es muy am-
plia. Por ejemplo, en [G-L-K], se considera exactamente dicha ecuacién.
Otros muchos autores han continuando en muy diversas lineas con otras
ecuaciones mas generales del tipo

//

u' 4+ au” —buT = f(t)

donde f es T-periddica, ver por ejemplo, [F-R],[L-K], [O] y las referencias
incluidas.

Pasamos ya a la descripcion por capitulos de esta memoria.

Los dos primeros capitulos estan dedicados al estudio del espectro de
Fucik de ciertos problemas de contorno para la ecuaciéon

(p(t)u') + q(t)(au™ —bu™) =0 en (T1,T5), (0.4)

donde —o0 < T} < Ty < 00 y p,q son funciones analiticas en (17, T5),
p(t) > 0, t € (1T1,T3), esto es, el estudio del conjunto

> = {(a,b) € R*/(0.4) tiene solucién no trivial

verificando ciertas condiciones de contorno,}

las condiciones de contorno consideradas se precisan en la seccion 1.2. El
procedimiento para este estudio consiste en ir controlando los sucesivos
cambios de signo de las soluciones de (0.4). Observar que entre dos ceros
consecutivos de una solucion de (0.4), dicha solucién lo es de la ecuacién
lineal

(p(t)u') + Ag(t)u = 0, (0.5)

con A = a, sl u es positiva en el intervalo considerado o A\ = b, si es
negativa. Por ello, dedicamos el primer capitulo al estudio de la ecuacién
lineal (0.5).

Dicho capitulo esta dividido en tres secciones. En la primera seccidn,
siguiendo la idea original de Fucik, [F], estudiamos la funcién que asocia
a cada cero de una solucién de la ecuacién (0.5), el siguiente cero. Esta
funcién no se puede obtener de forma explicita, salvo que los coeficientes

6




Introduccion

p(t) y q(t) sean constantes, pero el estudio de sus propiedades resulta de
gran utilidad para las secciones posteriores. La "funcién de ceros” nos
permite obtener estimaciones de la distancia entre dos ceros consecutivos
de una solucién de (0.5), estimaciones que se pueden considerar como una
generalizaciéon y cuantificaciéon de la conocida Teoria de Sturm (ver por
ejemplo, [C-L}).

En la segunda seccion entran ya en juego las condiciones en frontera.
Se presentan los distintos tipos de condicién en frontera (condicién de
contorno en uno solo de los extremos del intervalo (77,7%)) que vamos a
tratar y se prueba que las soluciones de la ecuacién (0.5) que verifican
una de estas condiciones en frontera quedan caracterizadas (salvo cons-
tantes) por la ubicacién de sus ceros. Veremos también como influyen
las condiciones en frontera sobre las funciones definidas en la seccién
anterior.

La tercera seccion se dedica al problema de valores propios, esto es.
al estudio de los valores de A € R para los que (0.5) tiene solucién no
trivial verificando las condiciones en frontera en los dos extremos. Como
yva hemos dicho, si A es un valor propio, el par (A, A) pertenece al es-
pectro de Fucik correspondiente al problema considerado, por tanto, la
existencia de valores propios superiores al primero se puede obtener como
consecuencia de los resultados en la seccién 2.2. El primer (o primeros,
porque no tiene por qué ser unico) valor propio tiene una funcién propia
asociada que no cambia de signo y, dado que nuestro analisis se basa en
el estudio de los ceros de una solucién de (0.4), esta teoria se muestra in-
suficiente para su estudio. Por esta razon, dedicamos esta ultima seccion
principalmente al primer valor propio.

En el segundo capitulo analizamos ya el problema no lineal asociado a
una ecuacion del tipo (0.4). El capitulo esta dividido en dos secciones. En
la primera seccion obtenemos los teoremas principales sobre el espectro
de Fucik, esto es, sobre el conjunto

> = {(a,b): (0.4)tiene solucién no trivial
verificando las condiciones de contorno exigidas}.
En particular, obtenemos que X es la unién de las rectas {(a, A\) : a € R},
{(A\,b) : b € R} con A un valor propio con funcién propia que no cam-

bia de signo y una coleccion numerable de curvas analiticas, estricta-
mente decrecientes, todas ellas cortando a la diagonal y contenidas en

7
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(A1, +00) X (A1,4+00) donde A; es el maximo de estos valores propios
cuya funcién propia es positiva. Ademas, se estudia el comportamiento
asintotico de dichas curvas y sus posibles intersecciones.

En la segunda seccion se aplican los resultados de la seccion anterior a
diferentes ejemplos escalares, poniendo de manifiesto las peculiaridades
de cada uno de los ejemplos. También se utilizan los resultados anterio-
res para obtener informacién sobre subconjuntos especiales del espectro
de Fucik de algunos problemas no escalares. En concreto, se estudian
subconjuntos del espectro de Fucik del laplaciano en una bola o en una
corona o del operador de Laplace-Beltrami sobre ciertas superficies de
revolucion.

En todos los ejemplos se comprueban las hipdtesis y se hace un anélisis
de los diferentes resultados obtenidos en las distintas lineas, comparando-
los con los resultados ya conocidos.

En el tercer y ultimo capitulo se analiza la estructura del conjunto
de soluciones del problema no homogéneo (0.3). La primera seccién se
dedica esencialmente a la obtencion de resultados técnicos a cerca de
las soluciones de (0.3) cuando f(¢) = 1. En la segunda seccién se es-
tudia la naturaleza de dichas soluciones en el sentido de su estabilidad
frente a pequenas perturbaciones y su comportamiento frente a tales
perturbaciones. En la tercera secciéon se estudia el numero exacto de
soluciones de (0.3) con f(t) = 1, mostrando un método para contarlas.
Por 1ultimo, en la seccion cuarta se analiza el numero de soluciones de
(0.3) con f(t) = g(t) + h con g una funcién dada y A un parametro.

Al final de la memoria se incluye un apéndice en el que obtenemos
algunos resultados de dependencia continua y diferenciabilidad respecto
de condiciones iniciales y parametros para el problema de valores iniciales

u' +au' —bu =1+ puf(t), en (0,),
u(0)="0. u'(0) = s,

donde f € L*(0, ), que son necesarios para el desarrollo del capitulo 3.
Tales resultados parecen claros formalmente. Sin embargo, el hecho de
que la funcién f € L?(0,7) o que la funcién u — au®™ — bu~™ no sea
C', hace que no se deduzcan inmediatamente de los resultados clésicos
de todos conocidos sobre dependencia continua y diferenciabilidad. La
demostracion de la diferenciabilidad de la solucién general respecto a u
y s se ha efectuado siguiendo las lineas de [L-K].

8




Capitulo 1

La ecuacion lineal.

En este capitulo vamos a hacer un estudio detallado de la ecuacion lineal
de segundo orden

(p(t)u') + ag(t)u = 0. (Lq)

donde p,q : (T1,T2) — RT™, son dos funciones analiticas estrictamente
positivas en el intervalo (77,75) que vamos a suponer acotado, es decir
—00 < T < T < 400 y a es un parametro real. A esta ecuacién
diferencial se le anaden condiciones de contorno a las cuales, dado que
no se exige nada acerca del comportamiento asintotico de las funciones
p v g en los extremos, se le imponen ciertas limitaciones que realmente
van a depender del comportamiento asintético de las funciones p y q, y
que se van a expresar en términos de la geometria de las soluciones de
(Ls), que verifican sélo una de las condiciones de contorno (en 77 o bien
en 7o ) .

Nuestro objetivo es analizar cuando las soluciones de la ecuacién (L,)
cambian de signo, como se comportan dichos cambios de signo al variar
el parametro a y como se relacionan estos cambios de signo con la veri-
ficacién de la condicién en frontera. Los ceros de una solucién de (L,)
juegan un papel esencial en esta memoria, pues el caracter no lineal de la
ecuacion estudiada en el segundo capitulo aparece cuando las soluciones
se anulan.

Destacamos que la forma especial de la ecuacién (L,) no es restrictiva,
en el sentido de que cualquier ecuacion del tipo

u” + c(t)u' + ad(t)u = 0,
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puede ser escrita de forma equivalente como una del tipo (L,) siempre
que ¢ y d sean analiticas y d estrictamente positiva. La regularidad que se
impone a las funciones p y g es la que aparece en los ejemplos de la seccion
2.2. No obstante, seria posible partir de hipétesis menos restrictivas sobre
regularidad obteniendo, por supuesto, menos regularidad en las tesis de
los teoremas. Nosotros no nos vamos a preocupar de analizar este tipo
de cuestiones.

Una descripcion de este capitulo es la siguiente:

En la primera secciéon nos vamos a interesar por los cambios de signo
(ceros) de las soluciones de la ecuacién (L, ), olviddndonos de la condicion
en frontera. En la segunda secciéon introducimos las diversas condiciones
en frontera que vamos a considerar. Se trata de condiciones de tipo
Dirichlet, Neumman o de acotacién, que deben de cumplir ciertas condi-
ciones de admisibilidad que garanticen el "buen” comportamiento de las
soluciones de (L,) que verifican una de estas condiciones en uno de los ex-
tremos de intervalo de definicion. Todas estas cuestiones seran precisadas
en dicha seccion

En la tercera y ultima secciéon estudiamos la existencia de solucién de
(L) verificando la condicién de frontera en ambos extremos en lo que se
conoce como el problema de valores propios. Cuando el problema de valo-
res propios tiene estructura variacional, los resultados que se exponen en
esta seccién pueden obtenerse de la teoria variacional de valores propios.
Sin embargo, hemos preferido incluir esta seccién porque, ademas de
mostrar otra forma de obtener los resultados en el caso variacional, las
hipdtesis impuestas, tanto a la ecuacién, como a la condicién en frontera
no parecen en principio implicar la estructura variacional del problema.

1.1 Ceros consecutivos de una solucion.
Sea u(t; a,s) la solucién de (L,) que verifica la condicion inicial
ule;a,8) =0, v'(s;a8)=1. (1.1)

Observamos que la funcién u : (t;a,s) — u(t;a,s) esta definida en
R® y, como consecuencia de los teoremas de dependencia analitica con
respecto a condiciones iniciales y pardmetros (ver [Ha]), es analitica en

todas sus variables.

10
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Capitulo 1. La ecuacion lineal.

Definicion 1.1. Sea €2; el siguiente conjunto
Qr:={(a,s) € R x (T1,T2) / u(-;a,s) se anula en (s,T3)}.
Dado (a, s) € §2; definimos ¢,(s) como
¢a(s) := min{t € (s,T3)/ u(t;a,s) = 0}.

Notas. 1.- Si dos soluciones no triviales de (L,) son linealmente depen-
dientes, entonces tienen los mismos ceros. Por tanto, dado s € (77, 75)
las distintas soluciones de (L,) que se anulan en un punto s, por unicidad
del problema de valores iniciales para la ecuacién lineal, son de la forma
u(t) = Au(t;a,s), con A = u/(s), y por tanto tienen los mismos ceros
que u(t; a, s). Es por ello que esta funcion controla los ceros de cualquier
soluciéon de la ecuacién (L,), pues necesariamente siempre que $; < S
sean dos ceros consecutivos de una solucién no idénticamente nula de
(Lg), se tendra entonces

Qba(Sl) = §9.

Nos referiremos a ella como funciéon de ceros de (L,).

4

S ¢, (s)

Definicién de funcién de ceros asociada a (L,).

2. Los ceros de una solucién u no trivial de (L,) (es el caso de u(-; a, s))
son siempre aislados por la siguiente razén: si en un instante ¢, u(t) = 0,
entonces, u/(t) # 0, pues si u/(t) = 0 la unicidad del problema de valores
iniciales implicaria que u = 0. Ademas observamos que en cualquier cero

11
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de una solucién no trivial de (L,) dicha soluciéon cambia de signo. Notar
que si el cambio de signo es de menos a mas, entonces u'(t) > 0, y si el
cambio de signo es de mas a menos, u'(t) < 0.

Proposiciéon 1.2. El conjunto €2; es un abierto y ¢ : 0y — (11,715) es
una funcion analitica.

Demostracién. Sea (ag, sg) € €21, entonces t = ¢,_(sg) resuelve la ecuacion

u(t;a,8) =0, (1.2)
ademas, dado que u es no trivial

U (ay (S0); @0, o) # 0.

Por el teorema de la funcién implicita aplicado a (1.2), se obtiene un
entorno U de (ag, S0), un entorno V' de ¢q,(so) y una funcién ¢ : U — V
analitica por serlo u, definida por: t = ¢,(s) si y sélo si (¢;a,s) € V x U

h g
u(t; a, s) = 0.

Es posible, dado que bao(S0) = bag(S0) > so, reducir el entorno U
y suponer que ¢,(s) > s, V(a,s) € U. De aqui obtenemos la siguiente
consecuencia: para cualquier (a,s) € U, ¢4(s) es un cero de u(-;a, s) en
(s,T3), por tanto U C Q1 y ¢a(s) < @als), V(a,s) € U.

Se ha demostrado que dado (ag, sg) € §2; existe un entorno U, tal que
(ap, so) € U C €2, esto nos demuestra que €2; es abierto. Para ver que ¢
es una funcién analitica, vamos a ver que ¢ y ¢ coinciden en un entorno
de (ag, sg) y con ello finalizamos la proposicion.

Se va a razonar por reduccién al absurdo. Para ello, supongamos la
existencia de una sucesién (an, s,) € U tendiendo a (ag, So) tal que

Sn < Ba, (8n) < Pa, (Sn).

Usando la continuidad de (:5, es posible suponer (tomando una parcial
si fuera necesario) que ¢, (s,) — L donde L es un punto en el intervalo
(50, Pao(80)]. Si L = ¢ae(s0) € V, a partir de un término ¢, (s,) se
quedaréd en V, y por definiciéon de ¢ se obtiene que ¢, (sn) = ¢a, (Sn),
para n avanzado. Por otro lado, dado que ¢,,, (s,) son ceros de u(-; an, s,),

12
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Capitulo 1. La ecuacion lineal.

por la continuidad de esta ultima funcién en sus tres variables, L es
necesariamente otro cero de u(-;aq, Sg).

Luego solo es posible que L = s3. Veamos que esto tampoco es posible:
por el teorema de Rolle, en el intervalo (s,, ¢, (s,)) existe &, tal que
u'(&n; Gn, Sn) = 0, ademads s, < &, < @q,(S,), y por el criterio de encaje
&, — So, lo que es contradictorio pues u'(&,; an, Sn) — U/ (So; ag, So) = 1,
por dependencia continua.

()

Proposicién 1.3. Sea (a,,s,) € €1, tal que (a,s,) — (ag,Sy), con
(a’OJ 80) g QI: So > Tl: entonces ¢an (Sn) e TQ'

Demostracion. Observamos en primer lugar que si sg = 75 el resultado

es evidente pues
Sn < Pa, (8n) < T3,

por tanto vamos a suponer que 77 < sg < 15. Razonaremos por reduccion
al absurdo suponiendo que ¢, (s,) - 75. Tomando una parcial si es
necesario, podemos suponer que ¢, (s,) — L < T,. Dado que s, <
®a, (Sn) se tiene que sg < L y tomando limite en la expresién

u((ban (Sn); A, Sn) e 0:

obtenemos que u(L;ag, Sp) = 0. Por ultimo, dado que ¢,,(sg) no esta
definida, u(-, ag, sg) no se anula después de sg, con lo que L = s3. Veamos
ahora que esta hipotesis no es posible.

Tenemos ahora una sucesién {(an, Sn) }nen tal que s, y @q, (S,) tienden
al mismo limite sqg € (77,7%). El mismo razonamiento realizado en el
ultimo parrafo de la demostracion anterior nos lleva a una contradiccion.

()

La teoria de Sturm nos proporciona el siguiente resultado.

Proposicién 1.4. Sea (a,s) € §;, entonces si (a,s5) € R x (T1,T5),

verifica a < a, § < s y (a,8) # (a,s) se tiene que: (a,s5) € Q, y
¢=(3) < @pa(s). Ademas, QU C RT x (T1,T3).

13
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Demostraciéon. Si @ > a, el primer teorema de comparacién de Sturm
asegura que toda solucién de (L) tiene un cero en (s, ¢,(s)), por tanto,
dado s < s, u(-;a,s) se anula en dicho intervalo, luego (a,3) € Q; vy
$z(8) < als).

S1 a = a, el segundo teorema de comparaciéon de Sturm asegura que
u(-; a, ) tiene un cero en |s, ¢4(s)). (Si u(-; a, s) es proporcional a u(-; a, s)
entonces se anula en s.) Por tanto, dado que s < s, dicho cero de u(+; a, 3)
es posterior a 3, de donde (a, ) € ;v d.(3) < ¢a(s).

Para ver que {); C R™ x (71,73), observar que si a = 0, existen solu-
ciones constantes y las soluciones de (Lg) tienen a lo sumo un cero.

()

Nota. Dado (a,s) € §; las funciones ¢.(-) y ¢.(s) son estrictamente
monotonas.

Proposicion 1.5. Para cualquier s € (11,75), existe ag tal que (a, s) €
(); para todoa > ag y
lim ¢,(s) = s.

a—0oo

Demostracion. Antes de empezar la demostracién, observamos que el

cambio de variable v = /p(?)u transforma la ecuacioén (L,) en la ecuacién
HrW)%WW%MW}
v 4+ 4a e s - v =0, 1:3
30 () -

Sean s € (11,T3), y € > 0 tales que [s,s+¢] C (T1,T3) y sea ag tal que

q(t) | 2p"(t)p(t) —P()° _ (7’
)+ T =2 (3

para cualquier a > ag, t € [s,s + €]. En estas condiciones si a > ap,

aplicando el primer Teorema de comparacién de Sturm a las ecuaciones
(1.3) y

a (1.4)

.
W+(§)v=m (1.5)

en virtud de (1.4), obtenemos que toda solucién de (1.3) tiene un cero
entre s y s + €, que son ceros consecutivos de v(t) = sen(7=%). En

14
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Capitulo 1. La ecuacién lineal.

particular, \/p(t)u(t; a, s) se anula en el intervalo (s, s+ ¢) luego (a,s) €
Qv s < o.(s) < s+e. Ademas, hemos visto que dado € > 0 existe ag
tal que si a > ag, s < ¢qa(8) < s+ €, es decir,

lim ¢,(s) = s.

(o)
Definicién 1.6. Se define p := inf{a / (a, s) € §2; para algin s }.

Dado que £2; es un abierto contenido en R™ x (731,75), © > 0 y es un
infimo que nunca se alcanza.

Teorema 1.7. Existen
hl: h? : (ﬂ: +OO) _ [TIaTQ]v

tales que

1.- hy es mondtona decreciente,

2.- ho es monotona creciente,

J.~ Shrs= { (a, 8) / a > U, L1228 < hg(a)},

4.- Para cada a > u, la funcion s — ¢,(s) es un difeomorfismo analitico
estrictamente creciente de (11, ho(a)) en (hi(a),T3).

Demostracion. Dado a > u en virtud de las Proposiciones 1.2 y 1.4, el
conjunto

{s € (11, T3) / (a,s) € Q;}

es un abierto no vacio donde uno de los extremos es 77;. Notamos por
ho(a) al extremo superior de este intervalo, es decir

ha(a) :=sup{s € (11,12) / (a,s) € }.
Por otro lado, si a > u el conjunto

{Pal(s) / s € (T1, ha(a))},

es un intervalo abierto pues, como hemos visto, ¢,(:) es continua y es-
trictamente creciente. Sea hj(a) el extremo inferior de dicho intervalo,
es decir

hi(a) := inf{@.(s) / s € (T1,ha(a))}.

15
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Veamos que el extremo superior es T5. En efecto, sea s > h;(a); por
definicién de hi(a), existe s; € (71, ha(a)) tal que ¢,(s1) < s. Por el
segundo teorema de comparacién de Sturm, u(-;a,s) tiene un cero en
(51, Pa(s1)], asi u(+; a, s) tiene ceros anteriores a s. Por fin, eligiendo s3 el
cero inmediatamente anterior a s, tenemos s3 < s son dos ceros consec-
utivos de una soluciéon de (L,), luego

Qf’a(83) = 8.

Hemos visto las tesis 3 y 4 del teorema, veamos las tesis 1 y 2, es decir
la monotonia de dichas funciones.

Sea a < a, entonces por la Proposicién 1.4, si (a,s) € §1;, entonces
(@, s) € 2, luego si s < hy(a), entonces s < hp(a), y tomando s proximo
a ho(a), ho(a) < ho(a), de donde ha(a) es creciente. Por otro lado si
s > hy(a), entonces existe sp tal que ¢,(s0) = s, aplicamos la Proposicién
1.4 y obtenemos que ¢;(So) < ¢a(S0) = s, ahora aplicando la tesis 4 ya
demostrada, hi(a) < ¢a(sg) < s. Estamos en las condiciones de antes,
para cualquier s > hi(a), tenemos hj(a) < s, por tanto hi(a) < hi(a),
luego h; es decreciente.

()

Notas. 1.- Es de resaltar que las funciones h; y ho guardan entre si
cierta simetria. hs(a) es por definicion el supremo de los valores s para
los cuales la funcién t — wu(t;a,s) tiene un cero después de s. Como
puede verse en esta Utima demostracién, la funcién ¢ — u(t;a, s) tiene
un cero antes de s, si s > hj(a). El reciproco es también cierto si la
funcién t — u(t;a,s) se anula antes de s, tomando un cero s; anterior
pero consecutivo, ¢,(s1) = s y por este ultimo teorema s € (h;(a),T3).

2.- Hemos visto en la demostracion de este ultimo teorema que dado
a > 1, el intervalo (77, he(a)) es no vacio. También es no vacio el intervalo
(hi(a),T3), luego hyi(a) # T> y hao(a) # Ti. Es posible que para determi-
nadas ecuaciones se encuentren valores a > u para los que hy(a) = 77 o
bien hs(a) = T3. Sin embargo, imponiendo ciertas hipétesis en la fron-
tera del intervalo a las cuales haremos mencion posteriormente, se obtiene
que para cualquier a > pu, hi(a) y ha(a) son dos nimeros en el intervalo
(T}, T5). Dejamos pendiente esta cuestién hasta la Proposicién 1.13 y el
Teorema 1.22 parte a).
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Capitulo 1. La ecuacion lineal.

Corolario 1.8. Con la notacion del Teorema

lim hl (a) — T],

a—0oC0

lim hg(a) = T2_

a— 00

Demostracién. Por la Proposicién 1.5, dado s € (77, 75) existe ag tal que

si a > ag, ¢a(s) existe y por tanto hg(a) > s. A partir de aqui es facil

obtener que
lim hg(a) — TQ,

a— oo

tomando s proximo a 75. Para el primer limite, observar que también
por la Proposicién 1.5, dado s € (771,75) y € > 0, existe un ag tal que si
a > ag, entonces s < ¢,(s) < s+ ¢, por tanto h;(a) < s + €. Tomando s
proximo a 7137 y haciendo € tender a cero, obtenemos el primer limite.

(o)

Veamos algunas estimaciones en las derivadas de ¢.

Teorema 1.9. Para cualquier (a,s) € {); se verifica:

0
2 6a(s) <0,
d .
5_8- (8)>O

Para demostrar este Teorema vamos a utilizar el siguiente Lema.

Lema 1.10. Sea u(t) = u(t;a,s,xo,vo) la solucion (L,), que verifica la
condicion 1nicial

u(s) =z 2 0
u'(s) = vp.
Sea tg > s tal que u(ty) = 0 y u(t) > 0 en (s, ty), entonces
ou
— 0
(r%( 0) < U,
ou
— 0
da Ak
17
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ademas
ou ,
Eg(to) > 0, siempre que xo = 0,79 > 0,
Y
ou _
8—U(t0) > (0, siempre que xg > 0.
0

Demostracién. Observar que por los Teoremas de dependencia analitica
con respecto a valores iniciales y parametros, u es una funcién analitica
de todas sus variables, por tanto, nos es licito derivar esta funcién con
respecto de cualquiera de sus variables. En toda la demostracion vamos
a evaluar en valores para a, s, xg, vo fijos, sin embargo en la variable
t si va a ser necesario evaluar en distintos puntos, por tanto, vamos a
considerar a u, y todas la funciones que de ella derivan como funcién
solo de t. Para estructurar la demostracion vamos a ver cada una de las
desigualdades por separado.

Primera desigualdad: %"-;—(to) < .

Si suponemos que dicha parcial es positiva u seria creciente como
funcién de ¢t en un entorno de tg pero u en (s,tg) es positiva y u(tg) = 0.
Si %‘f(to) = (, los teoremas de unicidad para la ecuacion lineal nos darian
que u(t) =0, Vt € (T1,T3),en contradiccién con que u(t) > 0 en (s, o).

Segunda desigualdad: %(to) < 1.

Sea w(t) = %E(t)v derivando las expresiones

u(s) = xg, —(8) = vo,

ot

con respecto a a, en este caso se obtiene
w(s) =0 =w'(s),
derivando ahora (L,) también con respecto a s, se obtiene
(p(t)w'(t)) + aq(t)w(t) = —q(t)u(t). (1.6)

18



Capitulo 1. La ecuacion lineal.

Multiplicando (1.6) por u(t), e integrando sobre (s, %y), obtenemos:

to

f:o (p(t)w’(t))’u(t)dt+/sto aqg(Hw(t)u(t)dt = — | q(t)u(t)u(t)dt. (1.7)

Ahora bien, puesto que u(tg) =0y w'(s) = 0,
to

— [ p()w'(t)u'(t)dt,

S

[ ey @) u(t)at

usando ahora que w(s) = 0,

to

Pt/ (D) (t)dt = plto)u (to)w(te) — [ (P(OW/(1)) w(t)dt.

S

to

S

y dado que u es solucién de (L,),

/Sfo (p(t)u'(t)) w(t)dt = — /:0 aq(t)w(t)u(t)dt.

Teniendo es cuenta todas estas igualdades en (1.7) queda

—p(to)u'(to)w(to) = — /q(t)u(t)gdt.

Pero por la primera estimacién u'(tg) < 0, luego w(tg) < 0, que es lo
que necesitamos para esta estimacion.

Tercera desigualdad:%(to) > 0.

Pongamos w(t) = %(t). Derivando la expresion u(s) = xg con respecto
a s, v teniendo en cuenta que u(s) = u(s;a,s,x,vy), obtenemos que
w(s) = —&(s) = —vy < 0, ademds, derivando ahora (L,), w es también
solucién de la misma ecuacién que u, luego dado que u(s) = g = 0 =
u(tp), por el segundo teorema de comparacion de Sturm, obtenemos que
w tiene exactamente un cambio de signo en (s,ty), por tanto w(ty) > 0,

o lo que es lo mismo

Ou
-é—g(to) > 0.
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Cuarta desigualdad:%‘;(to) > 0.
Para demostrar esta estimacién consideramos © como funcién de todas
sus variables, entonces dado v € R, la unicidad de la ecuacion lineal
permite demostrar que

u(t; a, s, xg,v) = u(t;a, s, g, v) + (v — vo)u(t; a, s).

Dado que z, > 0, el segundo teorema de comparacién de Sturm, im-
plica que u(t; a, s, xg, vg) se anula antes que u(t; a, s), y como esta ultima
no se anula en (s,%g), u(tg;a,s) > 0, ahora derivando con respecto a v y
evaluando en v = vg, t = ty se obtiene

ou
Ezg(to) = U(to, a, 8) > 0.

()

Demostracién del Teorema 1.9. Del Lema anterior se tienen las siguientes
tres desigualdades:

%—‘5(%(8); a,s) <0,
3—"‘;(%(8); a,s) >0, (1.8)
5e (9a(8);a,8) <0,
Luego tras derivar la expresion
u(¢a(s);a,s) =0 (1.9)
con respecto a a se obtiene
ou 0 ou
E(éa(s)v a, 8)55¢a(8) ' _a'a(qba(s)a a, 'S) — 03

combinando las estimaciones primera y tercera de (1.8) se obtiene
0
-é-c'l-g[)a(S) < 0.

Derivando (1.9) con respecto a s se obtiene

0 0 0
57 (#a(8):0,8)5-04(s) + 5-(da(s);a,8) = O,

y utilizando la primera y segunda estimacién de (1.8)

%Q‘)a(s) > 0.
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1.2 La condicion en frontera.

En un problema de contorno junto a una ecuacién diferencial, aparecen
condiciones en la frontera, condiciones acerca del comportamiento de las
soluciones en el borde o frontera del abierto en el que se considera la
ecuacion diferencial. Cuando tratamos con problemas escalares, dicha
frontera se reduce a los extremos del intervalo, (77 y 75 en nuestro caso),
y podemos considerar soluciones que sélo verifiquen una condicién en uno
de los extremos. Nos referiremos a estas condiciones como condicién en
frontera y las notaremos F'(77) para la condicién en 77 y F(7T3,) para la
condicion en 75.

El propdsito de esta seccion es estudiar la forma de las soluciones que
solo verifican una de las condiciones en la frontera, F(71) o F(T3). Es
de observar que un razonamiento totalmente simétrico permite trasladar
resultados obtenidos acerca de las soluciones que verifican F'(77) en re-
sultados acerca de las soluciones que verifican F'(75).

A estas condiciones de frontera se le anaden ciertas hipdtesis de admi-
sibilidad y regularidad, hipotesis que permiten una compatibilidad entre
la condicién en frontera y la ecuacion diferencial.

De ahora en adelante, F'(7}) indicara indistintamente una cualquiera
de las siguientes condiciones en frontera:

D(Ty) = lim u(t) = 0= u(7y) =0,

B(Ty) = lim | u(t) |< oo =| u(Th) |< oo,

t—17

N(T)) = lim u'(t) =0

t—T,

’U,!(Tl) ="{).

Las condiciones D(T}) y N(7}) son las que habitualmente se cono-
cen como condiciones de Dirichlet y Neumman, respectivamente. La
condicién B(7};) aparece en la reduccién al caso escalar de ciertos pro-
blemas elipticos no escalares.

Definicién 1.11. Diremos que la condicién en frontera F(T)) es ad-
misible si se verifican las siguientes hipotesis:

1.- Para cada a € R el espacio vectorial de las soluciones de (L,) que
verifican F'(T}), es un espacio vectorial unidimensional.
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2.-Dicho espacio vectorial depende regularmente del parametro a en el
siguiente sentido: para cada a € R, se puede tomar u. : (T1,T5) — R,
solucion no trivial de (L,) verificando la condicion F(T}), de forma que
la funcién R x (T1,T3) — R, (a,t) — u}(t), es analitica cémo funcién de
sus dos variables.

3.- Los ceros de u, (y en consecuencia los de cualquier solucién de (L)
verificando F'(17)) no se acumulan entorno a Tj.

Nota. Se deduce de la definicién que si F'(7}) es admisible, dado a € R,
toda solucién u de (L,) que verifica F(7}) es de la forma

u(t) = g (t) te (T, T

para algin A € R, por tanto tiene los mismos ceros que u} (véase nota

después de Definicién 1.1). No obstante aqui tenemos (al igual que en
la Definicién 1.1) una especie de reciproco. Sea a tal que u} se anula;
entonces u verifica F'(7}) si y s6lo si u se anula en los mismos puntos que

u,, siy sélo si se anula en alguno de los puntos en los que se anula u_.

Definicion 1.12. Dado F'(T)) una condicién de frontera en T, admisi-
ble, a € R, tal que u} se anule en (11, T5), se define

a

Ji(a) := min{t € (T1,Ts)/ u;(t) = 0}.

1
a

Proposicion 1.13. Para todoa > i, u
Ademas se verifica

se anula en el intervalo (T1,75).

Jl(a,) < hl(a).

Demostracién. Sea a > pu, y sea s > ho(a). Por el Teorema 1.7, s y ¢4(s)
son dos ceros consecutivos de una soluciéon de (L,) y por el segundo
Teorema de comparacién de Sturm, u, tiene que anularse en [s, @, (s)].
De aqui obtenemos que u) se anula en (73,75), ademés dado que se
anula en [s, ¢,(s)], y que J1(a) es el primer cero de u., ¢.(s) > J,(a). El
resultado se obtiene ahora, tomando limite cuando s — T3.

(o)
Nota. Como consecuencia de esta Proposicién para cualquier a > pu,
Ty < Ji(a) < hi(a), por tanto hy(a) # 7). Se tiene entonces que si

existe en 7 alguna condicion de frontera admisible para cualquier a > u,
hi(a) € (T1,T3).(Ver nota 2 a continuacién del Teorema 1.7.)
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Definicion 1.14. Dada una condicion en frontera admisible F'(17), dire-
mos que dicha condicion es regular si J; esta definida en una semirrecta
de la forma (a;,4+00), a3 > —oo y J; es una funcion analitica estricta-
mente decreciente con derivada no nula.

Notas. 1.- El que J; este definida en una semirrecta de la forma
(a1, +20), se traduce en que si u, se anula para un cierto valor a = ag,
entonces se anula para cualquier valor a > ag. Ademas, existe un valor
critico a; debajo del cual u! no se anula, es decir, si a < a;, ul(t) #
0, t € (11,T3).

2.- Resultados que demostraremos mas adelante, muestran que en los
casos D(Ty), B(T1), a; = pu. En general, en el caso N(7}) esto no
es clerto; no obstante podemos dar ciertas estimaciones para este caso
particular. Por ejemplo, por la Proposicion anterior , a; < p, ademas en
el caso particular, N(7T}), u es constante y, por tanto, a; > 0.

3.- Se deduce de la demostracion de la Proposicion siguiente que la
admisibilidad de F'(7T}) es suficiente para demostrar que el conjunto donde
J; esta definido es abierto. Sin embargo, no sabemos si, en general, la

admisibilidad por si sola permite demostrar que es un intervalo.

La siguiente Proposicién nos va a ser muy util cuando tratemos de

demostrar la analiticidad de J;; como puede verse bastara que J; sea

monotona.

Proposicién 1.15. Sea F'(7)) una condicion en frontera admisible, tal
que la funcion J, esta definida en una semirrecta y es decreciente en dicha
semirrecta, entonces J, es una funcion analitica.

Demostracion. Esta demostracion es muy semejante a la que se hizo para
demostrar que €2; es abierto y ¢ : €2; — (731,7%) una funcién analitica
dentro de Proposicion 1.2.

Sea ag tal que Jy(ag) esta definido, entonces, al igual que en dicha
Proposicién, tg = J;(ag) resuelve la ecuacién ul(tg) = 0, ahora usamos la
admisibilidad de la condicién en frontera, junto con que Zul(Ji(ag)) # 0,
(u}(t) tiene necesariamente un cambio de signo en J;(a )), aplicamos el
Teorema de la funcién implicita y obtenemos V' y U dos entornos abiertos
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de ag y Ji(ag) respectivamente, y una funcién J : V — U analitica,
definida por t = Ji(a), si y sélo si (a,t) € V x U y u}(t) = 0.

Por tanto, para todo a € V, u, se anula en Ji(a), luego, Ji(a) esta
definido y Ji(a) < Ji(a). De aqui obtenemos que J; esta definido en un
abierto. Veamos que en un entorno de ag dentrode V|, J; y jl coinciden,
con lo cual J; es analitica.

Razonamos por reducciéon al absurdo; supongamos que existe una
sucesion {an}n>1 C V, a, — ap, que podemos suponer monétona, tal
que Ji(a,) < Ji(a,). Necesariamente para que esto ocurra Ji(a,) ¢ U.
Pero como Ji(a,) es mondtona, tendra un limite L, ademas como U es
abierto v Ji(a,) ¢ U, L ¢ U vy, por tanto, L < Jy(ag) = Ji(ag), por
ultimo dado que

utlln(‘]l(a’n)) =

y usando la continuidad de u; se demuestra que L es también un cero de
u,, con lo que se llega a una contradiccién, pues Jj(ag) es el primer cero
de u,.

(o)

Definicion 1.16. El extremo 7 se dira regular para la ecuacién (L,),
si p v g admiten extensiones analiticasp y G : (11 —e,T5) — R™, para un
cierto € > 0.

Proposicion 1.17. Sea F'(T)) una condicién del tipo D(T7) ¢ N(T7).
donde T7 es un extremo regular para la ecuacion (L,), entonces dicha
condicion es admisible regular.

Demostracion. Si F'(7]) es una condicién de tipo D(7} ), entonces tomamos

u,(t) =u(t;a, 1),

1
donde 7 es la solucion de la ecuacion
(P(t)u')" + ag(t)u = 0. (La)

que verifica u(7T1;a,T1) =0, @ (11;a,17) = 1.
Es trivial que toda solucién de (L,) verificando D(77) es un multiplo
de u!. La segunda condiciéon de admisibilidad se obtiene de los Teoremas
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de dependencia analitica con respecto a parametros. La ultima condicién
de admisibilidad se obtiene por la condicién inicial en 77 que verifica %} .

Para ver la regularidad de dicha condicién observar que J;(a) = ¢,(T}),
donde ¢ es la correspondiente funcién de ceros para (L,). El que J; este
definido en una semirrecta es consecuencia de la Proposiciéon 1.4, el que
dicha semirrecta es abierta junto con la analiticidad de J; es consecuencia
de la Proposicion 1.2 y el resto se deduce del Teorema 1.9, todos ellos
aplicados a (L,).

Si tenemos N(71), u} puede tomarse como la solucién del problema
(L,) que verifica

u(Ty) =1, ¥ (Ty) = 0.

La admisibilidad de dicha condicion en frontera es algo totalmente
analogo al caso D(77). Para ver la regularidad de la condicién en frontera

i

es necesario trabajar algo méas. Veamos primeramente que si a > a

y u. se anula, entonces también lo hace u;. Razonamos por reduccién

al absurdo. Supongamos que uj es positiva en [T1, Ji(a)], veamos que

llegamos a contradiccion.

Sean las funciones v,(t) = (";‘li)(;(—)t) y vz(t) = v ﬁ)(t()t) Ambas funciones

estan definidas al menos en |77, Ji(a)), y son, respectivamente, solucién
de los problemas

, P q(1)
= vV —a v(717) = 0,
TN O
/ ﬁf(t) -Q_(t) 2
V= —— - v*, i) = 0.
oM O R
Usando desigualdades diferenciales se obtiene que v;(t) < v,(t), ¢ >
T:. Por otro lado, ul(t) > 0, Vt € (T3, J:(a)), de donde (u})’ (Jl(a))

Combinando estas dos cosas se obtiene

lim wv,(t) = —o0,
t-—-h]l((l)
por tanto,
lim v3(t) = —o0,
t—Ji(a)

y necesariamente
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lo que nos da una contradiccién pues u; es positiva en [T7, Ji(a)].

Como consecuencia de esta demostracion, si J;(a) esta definido, también
lo esta Ji(a), para cualquier a > a, pero también puede observarse que
u; se anula antes de Ji(a), por tanto Ji(a) < Ji(a) y J; es mondétona
decreciente. Aplicamos ahora la Proposicion 1.15 y obtenemos que J; es
una funcién analitica.

Por 1ultimo veamos que Jj(a) < 0, para ello derivamos la expresién
uq(J1(a)) =0,

obteniendo
oul ou}

2 (J1(a)) + 52 (J1(a)) Ty (@) = 0.

Por el Lema 1.10, se tiene que %(Jl(a)) <0y %%(Jl(a)) < 0, con lo
que se obtiene Ji(a) < 0 y se concluye la regularidad de N(T})).

()

Teorema 1.18. Toda condicién en frontera de los tipos D(T}) y B(T})
admisible es regular.

Demostraciéon. Por la Proposiciéon 1.13, para todo a > u, Ji(a) esta
definida y Ji(a) < h;(a). Veamos primeramente que en este caso se puede
demostrar lo siguiente: si a es tal que Ji(a) esta definida, entonces a > u
y hi(a) = Ji(a), con lo cual J; estaria definido en la semirrecta (u, +00),
a1 = u y quedaria que J; = h;.

Sea a tal que u; se anule en un punto del intervalo (77,73), veamos

que a > py que Ji(a) = hi(a). Razonamos por reduccion al absurdo y
elegimos s tal que

Ji(a) < s < hy(a),

si a > u, o simplemente Ji(a) < s < T3, si a < u. En cualquier
caso u(t;a,s) no se anula en (77, s), (véase nota 1 después del Teorema
1.7). Ademds u}(t) no se anula en (73, J;(a)) de donde podemos suponer

a

sin perdida de generalidad que u.(t) > 0, Vt € (Ty,Ji(a)), si no ra-

zonarfamos con —u,.

Sea s; < Ji(a) y sea v(t) = ul(t) + Mu(t;a,s) donde A = ——vals2)

u(si;a,s)’
dado que s < hi(a), u(t;a,s) no se anula en (77, s) y es negativa, luego
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A > 0. Tal y como se ha elegido A, se obtiene que v(s;) = 0, por tanto
aplicando el segundo Teorema de comparacién de Sturm, v no puede
volver a anularse en (77, h1(a)), es decir, v tiene un cambio de signo en s;
y es el unico en (71, Ji(a)), ademas como v(J1(a)) = Au(J1(a);a,s) < 0,
entonces v(t) > 0, Vt € (T11,s;), de donde ul(t) > —Au(t;a,s), t €
(Tla 81)*

Por otro lado usando que u(t; a, s) es negativa en (77, s), —Au(t;a, s) >
0, y para todo t € (71}, s1) tenemos que

0 < —Au(t;a,s) < u.(t).

Esta desigualdad implica que —Au(t;a,s) es también solucién a D(77)
6 B(T7) y esto es una contradicciéon con la admisibilidad pues la tinicas
soluciones a la condicién en frontera son miltiplos de u! y —Au(t;a, s)
no lo es pues u}(s) # 0.

Continuamos con la regularidad de F(7}) y observamos que a con-
secuencia de esta condicion, J; esta definida en el intervalo (u,+o0),
ademas es decreciente pues h; lo era por el Teorema 1.7, luego por la
Proposiciéon 1.15, J;(a) es analitica. Veamos que J;(a) < 0, con lo que
se finaliza la demostracion.

Para ello tomamos ag > p y vamos a demostrar que J;(ag) < 0. Sea
s € (T1, Ji(ap)), sea € > 0 tal que para todo a € (ag—e¢,a9+¢), Ji(a) > s
y sea v(a) = (ug) ()

ug(s) -

. . . . 7 1y/
Lema 1.19. En las condiciones anteriores, la funcion v(a) = %‘}%)ﬂ s

decreciente en (ag — €,a9 + €).

Supuesto cierto este resultado, veamos como se demuestra a partir de
él que Ji(ag) < 0.

Se observa que u_(t) = u(t;a, s, 1,v(a))ul(s), por unicidad de los pro-
blemas de valores iniciales en s, y, por tanto, u(J;(a);a,s,1,v(a)) = 0,
derivando con respecto a a,

ou _, oy OU
Ejl(a) - % v 2 %’U (a) = {).

Por el Lema 1.10, %% < 0, %3 < 0, % > 0y porel Lema 1.19 v'(a) < 0,

de donde Jj(a) < 0, como se queria probar.

()
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Demostraciéon del lema 1.19. Veamos primero lo siguiente

v(a) = inf{v / u(t; a, s, 1,v) tiene un cero en (771, s)}. (1.10)
Sea z(t) = u(t;a,s,1,v(a)), entonces x es proporcional a u;(¢) (como
ya hemos dicho z(t) = r7u,(t)) y verifica la condicién en frontera.

Ademas x no se anula en (77, s). Sea y(t) = u(t;a, s, 1,v), entonces si v >
v(a), '(s) > Y'(s), luego para t < s y proximo a s, y(t) < z(t). Ahora,
observamos que y no puede tener mas cortes con x en (77, s) ya que la
diferencia tendria dos ceros en dicho intervalo pero z en dicho intervalo
no se anula pues es proporcional a u! y s < J;(a). Luego, para que y no
quede atrapada entre 0 y z(%), es necesario que y se anule en (71, s) y por
tltimo observamos que en este tipo de condiciones en frontera (D(7}) y
B(Ty)) la situacién 0 < y(t) < z(t), t € (11, s), implicaria que y verifica
la condicién en frontera, pero, ¥y no es proporcional a z pues y se anula
en s y x no.

Si v < v(a), la situacion seria x(t) < y(t) para t cercano a s y menor
que ¢él. Ademas, como se ha dicho antes, x e y no pueden volver a cortarse
en (711, s), por tanto y(¢) queda por encima de x y no vuelve a anularse.
Queda probado (1.10).

A partir de la estimacién (1.10) es evidente que para ver la tesis del
Lema bastaria ver que el conjunto

{v / u(t;a,s,1,v) tiene un cero en (71, s)}

se hace mas grande cuando el parametro a aumenta, esto es consecuencia
inmediata del Lema de comparacion siguiente, y con esto se acaba la
demostracién del Lema (1.19).

()

Lema 1.20. Para cadai1 = 1 0 2, sea u; solucion de las ecuacion difer-
encial

(p(t)u) + qi(t)u=0, te (a,pP).

Supongamos que existe un to € (a,() tal que ui(tg) = wuz(ty) > O,
u) (to) = uh(to) ¥y ademds ¢, (t) < g2(t), t € (a, 3). Entonces si, uy(t;) = 0,
para un cierto t; € (T1,10), necesariamente existe un t, € (t,,t9) tal que
us(ty) = 0. De forma andloga, si ui(t;) = 0 para un cierto t, € (to,72),
necesariamente existe un ty € (tg,t1) tal que us(ts) = 0.
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Capitulo 1. La ecuacion lineal.

Demostracion. Efectuaremos uiinicamente la demostracién del primer caso;
la del segundo es similar. Razonamos por reduccién al absurdo. Podemos
suponer sin perdida de generalidad que t; es el cero de u; inmediatamente
anterior a tp y vamos a suponer que us es positiva en [t1,%o); asi u; v us
son positivas en (t;,%p). Veamos que llegamos a una contradiccion.

Multiplicamos por us la ecuaciéon diferencial que verifica u; e inte-
gramos por partes en (t;,%y), obteniendo

to

Si repetimos ahora el proceso con ug, es decir, multiplicamos por wu;
la ecuacion diferencial que verifica u; e integramos por partes en (%1, tg),
considerando ahora que u,(t;) = 0, obtenemos

to to

p(to)us(to)us(te) — [ p(s)ur(s)uy(s)ds + [ ga(s)ur(s)uz(s)ds = 0.

t1 5]

Restando estas dos expresiones y considerando la condicién que verifican
en tg, obtenemos

to

p(t)u; (t)us(ts) = = [ (aa(s) = qu(s))ua (s)ua(s)ds.

t1

Ahora bien, u'(t;) > 0, pues u;(t;) =0y ui(t) >0, t € (t1,%5), por tanto

el primer miembro de la igualdad es positivo y el segundo estrictamente
negativo, por tanto llegamos a una contradiccion.

(o)

Nota. Como puede observarse en la demostracién de este Teorema,
cuando tenemos condiciones de tipo D(77) o B(7}), se tiene que a; = u

yjlfhl.

En el resto de la seccién, vamos a ver como se trasladan los resultados
de Tl a TQ.

En 75 se van a admitir por analogia cualquiera de estos tres tipos de
condiciones en frontera:

D(T3) = lim u(t) =0 = u(Ty) =0,

t—1T5

29



Juan Campos Rodriguez.

B(Ty) = lim | u(t) |< oo =| u(T3) |< o0,

t—T5

N(T,) = tl-if% u'(t) =0=4'(T,) = 0.

Definicion 1.21. Sea F'(75) uno cualquiera de estos tres tipos de condicién
en frontera. Diremos que dicha condicion en frontera es admisible si se
verifican las siguientes hipotesis:

1.- Para cada a € R el espacio vectorial de las soluciones de (L,) que
verifican F(T5,), es un espacio vectorial unidimensional.

2.-Dicho espacio vectorial depende regularmente del parametro a en el
siguiente sentido: para cada a € R, es posible tomar u? : (T},T,) — R,
solucion no trivial de (L,) verificando la condicién F(T3) de forma que
la funcién R x (T1,T;) — R, (a,t) — u?%(t), es analitica cémo funcién de
sus dos variables.

3.- Los ceros de u;, (y en consecuencia los de cualquier solucién de (L)
verificando F'(13)) no se acumulan entorno a T5.

Dado F'(15) una condicion de frontera en T, admisible, a € R, tal que

2 se anule en (T1,T5), se define

U‘a

Jg(t’l) = max{t = (Tl,TQ)/ ui(t) —= O}

Dada una condicion en frontera F'(1,) admisible, diremos que dicha
condicion es regular si Jo esta definida en una semirrecta de la forma
(ag, +00), ag > —0o0 y Jo es una funcién analitica estrictamente creciente
con derivada no nula.

Por ultimo, el extremo 13 se dira, regular para la ecuacion (L,), si,
p y q admiten extensiones analiticas p y G : (11,75 + €) — R™, para un
cierto € > 0.

Con estas definiciones vamos a preparar un marco en donde demostraremos
el siguiente Teorema.

Teorema 1.22. a) Para todo a > p, uZ se anula en el intervalo (T}, T5),

ademas se verifica

JQ (a) 2 hg (a) ;

b) Sea F(13) una condicién del tipo D(T3) o N(T3), donde T, es un
extremo regular para la ecuacion (L,), entonces dicha condicién es ad-
misible regular.
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Capitulo 1. La ecuacion lineal.

c) Toda condicién en frontera de los tipos D(T5) y B(7T5) admisible es
regular.

Nota. Resaltamos aqui varias cosas importantes a tener en cuenta en-
torno a la condicién de frontera.

1.- Al igual que en la otra condicién en frontera toda solucién de (L,)
verificando F(73) es un multiplo de u?, y caso de anularse esta ultima,
una solucion de (L,) verifica la condiciéon F'(73) si y sélo si se anula en
alguno (o en todos) los puntos en los que se anula u?.

2.- La primera tesis del Teorema es importante, al igual que la Proposicion
1.13, muestra que ho(a) # T» para cualquier a > u, luego ho(a) € (11, 715).

Demostracion del Teorema 1.22. La demostracion la vamos a hacer me-
diante el cambio de escala t = —t, este cambio lleva una ecuacién diferen-
cial en (77,75) en una ecuacion diferencial (—75, —77). Vamos a compro-
bar como este cambio lleva una condicién en 75 a una condicién en —75,
que es ahora el primer extremo del intervalo. Veamos con mas detalle
el efecto del cambio de variable. Llamando 4(f) = u(—t), entonces 4 es
solucion de

(p(—1)@')" + ag(—t)a = 0. (L.)

Las diversas funciones que aparecen al considerar esta ecuacion las
vamos a notar por -. Es evidente que

asi como

‘Jsa(g) - _(Q‘)a)_l("g)
donde (¢,)~! es la inversa de ¢, en el intervalo (71, ha(a)), inversa que
existe por el Teorema 1.7. Con ello se obtiene que

hu(a) = —ha(a).

hg(a) = -—hl(a).
Respecto a la condiciéon en frontera, observamos. que.una-
en frontera F(7%) se traduce en una cond1C1on F(-T3) que eaalm
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primer extremo, de la forma mas natural: si u verifica F'(75), 4 verifica
F(—-T5).
La admisibilidad de F'(73) se traduce en la admisibilidad de F(—1T3),

considerando 4} (f) = u?(—t), ademas

JQ(CL) = —Jl(a) (1.12)

y la regularidad de F'(7;) equivale a la regularidad de F(—75,). Por
ultimo la regularidad del extremo 75 es equivalente a la regularidad de
—T, como extremo del intervalo donde est4 definida (L,).

Llegado aqui la tesis del Teorema se obtiene al traducir las tesis de las
Proposiciones 1.13 y 1.17 y el Teorema 1.18, para lo cual las férmulas
(1.11), y (1.12) son muy convenientes.

()

Nota. Dentro de la demostracion del Teorema estda implicito que ay, = &4
de donde 0 < as < u. Ademas, al igual que en 77, las condiciones de
frontera D(T3) y B(713) obligan a que as = py Jo = ho.

Para terminar la seccion, damos un resultado acerca del comportamiento
asintotico de estas funciones J;, y Js.

Teorema 1.23. Sean F(T1)) y F(I3) dos condiciones en frontera, ambas
admisibles y regulares, entonces

1.-
lim Jl(a) = TQ, lim Jg(a-) — Tl:

a—Q) a—a?

lim Jl ((1) = T], .«_11_-1_,.123 JQ(G,) — TQ.

a— 00

Demostracién. Los limites en 1) son ambos iguales de demostrar. De-
mostraremos, por ejemplo el primero. Dado que J; es decreciente

lim .]1 ((1),

a—Qi
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existe y es un numero mayor estricto que 73, (al ser decreciente es el
superior de los valores Jj(a) con a > a;). Si dicho limite fuera menor
estricto que 75 al tomar limite en la expresion

uclz(Jl (a’)) = 0,

obtendriamos que dicho limite serfa un cero de u,_, pero esta funcién no
se anula en (73,7%), luego dicho limite debe ser 75.

Los limites en 2) se obtienen al usar las desigualdades que aparecen en
la Proposiciéon 1.13 y el Teorema 1.22 (parte 1) junto con los limites en
el Corolario 1.8.

()

1.3 EIl problema de valores propios.

En esta seccion vamos a estudiar las soluciones que verifican la condicién
en frontera en ambos extremos, o sea dado F'(7}) y F'(713) dos condiciones
en frontera admisibles regulares (no necesariamente del mismo tipo) es-
tudiamos la existencia de valores A € R para los cuales la ecuacién (L))
tiene una solucién no trivial verificando simultaneamente F'(7)) y F(73),
problema que se conoce como problema de valores propios.

Definicion 1.24. Diremos que A € R es un valor propio para el proble-

ma ( (t)uf)f p (t)u ={, T€E (TI;TQ)';
{ Fp(Tl)j F(TQ% (LP)\)

si (LP), tiene una solucion u no trivial. Dicha solucidn, si existe, se
denomina funcion propia asociada al valor propio A.

Si el problema (L P), tiene una estructura variacional, la cual en prin-
cipio no se deduce de las hipdtesis impuestas (salvo casos particulares), la
teoria variacional de valores propios permite demostrar que el conjunto
de los valores propios es una sucesion {\, },>1 estrictamente mond6tona,
que tiende a infinito, ademas cada funcién propia asociada a un valor
propio A\, tiene n — 1 cambios de signo.

Usando las condiciones de admisibilidad y regularidad vamos a de-
mostrar algunos resultados parciales. En concreto vamos a demostrar
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que en las hipdtesis que venimos considerando, el conjunto de valores
propios de (LP), esta compuesto por la unién de un conjunto no vacio
de valores propios para los que hay una funcién propia positiva en (77, 75)
y después una sucesion de valores propios Ao < Az3 < -+ < A, < -+ - ten-
diendo a infinito, caracterizados porque la funcién propia asociada al
valor propio A,, tienen n — 1 cambios de signo. En general, no vamos a
poder demostrar que exista un Unico valor propio cuya correspondiente
funcién propia es positiva.
Nota. Es evidente que si A € R es un valor propio, la correspondiente
funcién propia es simultdneamente proporcional a u} y u%, por tanto, A €
R es un valor propio si y sélo si u} y u3 son linealmente dependientes. Por
otro lado, de la admisibilidad de las condiciones de frontera, se deduce que
la dimensién del espacio de las funciones que verifican (LP,) (dimensién
del espacio propio) es 1.

Empezamos estudiando la existencia de funciones propias que no cam-
bian de signo.

Proposiciéon 1.25. El problema (LP,) tiene al menos un valor propio
A > 0 tal que la correspondiente funcion propia es positiva.

Demostracién. Sea s € (71, 73) un punto auxiliar y sean vi(a) = (ug)'(s)

ul(s) °
va(a) = %@%)ﬂ El valor v;(a) es la pendiente v que hay que poner en
la condicién inicial u(s) = 1, u/(s) = v, para que la solucién de (L,)
que verifique dicha condicién inicial sea proporcional a u} y, por tanto
verifique, F(71), algo muy semejante puede decirse de vs(a).

De esta forma las soluciones de la ecuacion vi(a) = vo(a) nos daran
los valores propios, salvo que ul(s) o uZ(s) sea cero. Dado que buscamos
funciones propias que no se anulen, estamos interesados en que wu,(t) y
u?(t) sean no nulas, para cualquier ¢t € (77, 75). Para nuestra conveniencia
vamos suponer v;(a) definida en todos los valores a tales que u;(t) # 0,
para todo t € (T1,s), y a vo(a) en todos los valores a tal que u2(t) #
0,Vt € (s,T5).

Analizamos v (a). Dicha funcién, como hemos dicho, la vamos a consi-
derar definida en los valores a tales que u,(t) # 0, para todo t € (71, s),
es decir, o bien a < a;, o bien Ji(a) > s. Elijo el valor 3; tal que

J1(51) = s, es de observar que por el Teorema 1.23, J; recorre todo
el intervalo (711,7T3) , luego dicho valor [, existe; ademas, es unico por
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la regularidad de F'(77). Con este valor, v; tiene sentido en (—o0, 3;).
Veamos que v1(0) > 0, y que

lim v;(a) = —o0. (1.13)

a—rﬁl_

Para ver que v;(0) > 0, observar primeramente que si F(77) es una
condicién tipo B(T}) o N(T1), la funcién u es constante y por tanto,
v1(0) = 0, sélo nos quedaria el caso D(7}), para lo cual vamos a ver
que, en este caso, uj(t) no se anula en (71,73) y ademds (ug)’(t) tiene el
mismo signo que uj(t). Observar que con esto tendriamos que v;(0) esté
definido y es positivo.

Primeramente, si para algin ¢, (u})'(t) = 0, por unicidad del problema
de valores iniciales uj tendria que ser constante en todo el intervalo, cosa
que no es posible pues no verificaria D(7T}), luego u; es estrictamente
monotona y por tanto, dado que

lim ug(t) = 0,

t—T)
si uj es estrictamente creciente necesariamente serd positiva y si es estric-
tamente decreciente sera negativa, en cualquier caso, no se anula y tanto
dicha funcién como su derivada tienen el mismo signo como estabamos
buscando.

Ahora vamos a estudiar el comportamiento en a — [3; . Observar que si

a < 1, ul(t) # 0 para todo t € (T3, s) y, por tanto, hay dos posibilidades

semejantes: que sea positiva o que sea negativa. Si u(¢) > 0, el denomi-
nador de vy (a) al acercarse a (31, tiende a cero por nimeros positivos. Por
otro lado en t = s, uj () tiene un cambio de signo de positivo a negativo
por tanto (ug )'(s) < 0 luego el numerador de v;(a), tiende a un nimero
negativo (u,(s) es analitica en sus dos variables), cuando a — (7 y, por
tanto, tenemos (1.13).

Si u,(t) < 0 se cambiard el signo del denominador, pero ademés el
cambio de signo que hay en t = s, va a ser de negativo a positivo, con lo
cual obtenemos la misma conclusion.

Para analizar el comportamiento de vs(a), es conveniente quedarnos
dentro del marco creado para la demostracién del Teorema 1.22. En el

se hace un cambio de escala t = —t pasando a la ecuacién
(p(t)i') +a g(t)a = 0.
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Con este cambio de variable se transforman condiciones de frontera en
T, a condiciones en frontera a 737, con las anotaciones hechas en dicha

demostracion,
() (t) = —ua(—t).
Tomo ahora s = —s como punto auxiliar en L, y obtenemos que (5 = 51
’Ug(a) e _(ug)f(s) o _'_(ﬂtlz)f(g) — d) (a)
u2(s)  ai(3) 1

y aplicando lo que conocemos para v,

’02(0) el 0,

lim ve(a) = +o0.

Por tanto tenemos graficamente la situacion,

|

v,(0

B

v, (0)f

necesariamente hay una solucién de v;(a) = vs(a), como queriamos de-
mostrar.

(o)

Segun acabamos de ver, en principio podria haber casos en que v,(a) =
vo(a) tenga dos o més soluciones. Sin embargo, en los casos que vamos
a considerar, normalmente v, es estrictamente creciente y v, es estricta-
mente decreciente y por tanto el corte es tinico. Por ejemplo:

1.- Si F(T) es de la forma D(7y) 6 B(T}) el Lema 1.19, demuestra que
v; es monotona decreciente, ademas como es analitica y no es constante
es estrictamente decreciente, como consecuencia, y usando que v;(a) =
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—v9(a) obtenemos que caso de tener F'(75) del tipo D(T3) 6 B(T5), v, es
estrictamente creciente.

2.- Si F'(T}) es de la forma N(7}), la admisibilidad y regularidad no va a
ser suficiente (en principio) para asegurar la monotonia de v, sin embargo
puede observarse en la demostracién de la Proposicién 1.17 (cuando se
demuestra la regularidad de N(7})) que en el caso de tener en 77 un
extremo regular, v,(a) es estrictamente decreciente. De igual forma, que
antes si tenemos F'(73) una condiciéon N(73) con T un extremo regular
Vo es una funcion estrictamente creciente.

Por ultimo veamos que en ciertos caso A\; = pu.

Proposicion 1.26. Sean F'(71y) y F(13) condiciones del tipo B(T;) ¢
D(T;), entonces i es el unico valor propio cuya funcion propia es positiva.

Demostracién. Si a > a;, u. se anula por tanto si A es un valor propio

cuya correspondiente funciéon propia no se anula A < a; = u. Para ver
la otra desigualdad vamos a hacer uso de la estimacién (1.10) dentro del
Lema 1.19. Primeramente dado que

(u?)'(s) L - .
u(t;p, 8,1, ——=) = u,,(t)
u?(s) uz(s) *
y que ui no se anula, obtenemos en virtud de la estimacién (1.10) que
uz)'(s)
v - J- . = 3
l(lu) — ui(s) UQ(JU),

esto implicaria que ¢ < A pues p estaria antes del corte de v;(a) con
va(a). (Recordar la demostracién de la Proposicién 1.25)

(o)

Nota. En esta demostracién se ha usado fuertemente la analiticidad
para ver que en los casos D(T;) y B(T;), v1 es estrictamente mondtona y
por tanto u es el unico valor propio. Esto podria pensarse que no seria
facilmente generalizable suponiendo por ejemplo que p y ¢ fueran de
clase infinito. No obstante, en la demostracién original en el apéndice de
[A-C2] se demostré que vi(a) < 0, demostracién que puede generalizarse

a funciones p y ¢ no analiticas.
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Para acabar esta seccion, comentar que el estudio del resto de los
valores propios, es decir, el estudio de los valores propios cuya funcién
propia cambia de signo, sera tratado en la seccién 2.1. En esta seccidon
se demostrara la existencia de una sucesion creciente Ao < A3 < Ay <

. < A\, < --- tendiendo a infinito de valores propios y que cada uno
de los valores \,, se caracteriza por tener una funcién propia con n — 1
cambios de signo. Todos estos resultados se obtienen en la Proposicion
2.7 y seran consecuencia del analisis no lineal que se hara en el Teorema
2.2.

Por tultimo una observacién: si A < max{a;,as}, alguna de las fun-
ciones u} 6 u3 no se anula y A no puede ser un valor propio cuya funcién
propia cambia de signo, si A > min{a;,as} alguna de dichas funciones
se anula y por tanto A no puede ser un valor propio cuya funcién propia
es positiva, luego si A es un valor propio cuya funcién propia es positiva
se tienen las siguientes desigualdades

A < min{al,ag} < max{al,osg} < )\2 < /\3 < )\4 < v (114)

Por tanto, los términos de la sucesiéon {A,},>2 son los Unicos valores
propios en el intervalo (min{a;, as}, +00).
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Capitulo 2

El problema no lineal.

En este capitulo vamos a entrar en el problema no lineal, contiene dos
secciones con contenidos totalmente distintos.

En la primera seccidén, vamos a enunciar y demostrar los Teoremas
principales, para ello hemos preparado el camino en el primer capitulo,
ahora soélo falta contar los ceros de una solucion, aplicar los Teoremas
demostrados en el primer capitulo, y obtener las conclusiones que de
estos se derivan.

En la segunda seccion se aplican los resultados generales demostrados
en la seccion anterior a casos particulares, verificando las hipotesis de ad-
misibilidad y regularidad de la seccién 1.2, ademas se comentan algunas
peculiaridades de los casos particulares y se muestran los problemas que,
aun en los casos particulares, quedan sin resolver.

2.1 Resultados principales.

Sean, como es habitual, p,q : (71,73) — R™ dos funciones analiticas
y estrictamente positivas sobre un intervalo acotado, y sean a y b dos
parametros reales. Consideramos la ecuacién no lineal

(p(t)u') +q(t)(au™ —bu™) =0, te (T1,T3), (Eap)

donde " = max{u,0} y v~ = u™ — u. A esta ecuacién anadimos condi-
ciones de frontera F(77) y F(7,), que vamos a suponer admisibles y
regulares, con lo que tenemos el problema de contorno
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(p(t)u')" + q(t)(au™ —bu™) =0
{ p F(%ﬂl)v F(T3). (FPa,b)

En esta seccién vamos a analizar la regién del plano R?

Y = {(a,b) € R*/ (P,3) tiene solucién no trivial,}

region ¥ que se denomina habitualmente espectro de Fucik del pro-
blema (FP,;). Es de observar que en X es posible encontrar pares (a, b)
para los cuales el problema (F,;) tiene una solucién que no cambia de
signo. En este caso, realmente esa solucién es una solucion de un prob-
lema lineal. Dado que las soluciones que no cambian de signo las tenemos
analizadas (véase la seccion 1.3), vamos a descomponer Y. en tres sub-
conjuntos:

Y={(a,N)/aeR,Ae A}U{(\,b); e A,be R} UZ"

donde

que no cambia de signo.

A= { AeR / (LPy) tiene solucion no trivial }

que cambia de signo

S _ {(a, b) € Rg/ (P, p) tiene solucién no trivial }

En estas condiciones tenemos lo siguiente:

Teorema 2.1. El problema (F,}) tiene solucién no trivial que cambia de
signo, esto es, (a,b) € X* si y solo si se verifican alguna de las ecuaciones

Ji(a) = J2(b); J1(b) = J2(a);
dp(Ji(a)) = J2(a); Ga(J1(b)) = J2(b);
ba(Pe(J1(a))) = J2(b);  Gu(@a(J1(D))) = J2(a);
etc...

Demostracién. En primer lugar observar qhe sl 87 < 8o, son dos ceros
consecutivos de una solucién de (E,), entonces, o bien ¢,(s;) = s,
o bien ¢,(s;) = so, dependiendo de que dicha solucién en (s;,s2) sea
positiva o negativa. Por el Teorema 1.7 tendriamos que sy > hj(a) >
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J1(a) en el primer caso, y so > hi(b) > J1(b) en el segundo caso. Por
tanto, en el intervalo (77; min{J;(a), J1(b)}) no es posible tener dos ceros
consecutivos de una solucién de (E,;), luego los ceros de una solucién
de (E,p) no se acumulan entorno a 7). Razonando simétricamente, y
también por el Teorema 1.7 se obtiene que, o bien s; < hao(a) < Jz(a), o
bien s; < ha(b) < J3(b), de donde en el intervalo (max{J(a), Jo(b)}, T3)
tampoco es posible encontrar dos ceros consecutivos de una solucién de
(Eap) y mucho menos una sucesién tendiendo a 75. Asi, toda solucion
de (E,p) tiene un numero finito de ceros.

Después de esta observacion veamos que la condicién en este Teorema
es necesaria.

Sea u solucién de (F,;) que cambia de signo y sean 77 < §7 < 85 <
... < 8, < T3 los sucesivos ceros de wu.

(L) |

(Lp)

Esquema de una solucion de (P,y).

'Dependiendo del signo de u en (77, s1), tenemos dos posibilidades; veamos

que si u en (77, s;) es positiva entonces verifica una ecuacion de las de
la columna derecha y si es negativa verifica una ecuacién de las de la
izquierda.

Si u en (77,s:) es positiva, por la admisibilidad de la condicién en
frontera, u en dicho intervalo serd multiplo de u, y se anulard en J;(a),
luego Ji(a) = s;. En el siguiente intervalo necesariamente sera negativa y
tenemos dos posibilidades: o bien p = 1, y estamos en el ultimo intervalo,
o bien p > 1 y 87 y s2 son dos ceros consecutivos de una solucién de
la ecuacién (Ly). Sip = 1, u en (s1,73) es un miltiplo de u#, luego
s1 = Jo(b) vy Ji(a) = Jo(b). Sip > 1, so = ¢p(81) = dp(J1(a)) y en el
siguiente intervalo a s9, la funcién u es positiva y, por tanto, solucién de
la ecuacién (L,).

Aqui nos encontramos en la misma situacion, si p = 2 y ss es el ultimo
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cero de u, necesariamente s; = Jj(a) pues u serda multiplo de u? en
(s2,7T5), de donde ¢p(J1(a)) = J2(a).

Si p > 2, al igual que antes, s3 = @4(52) = Pa(Pp(J1(a))) y continua-
riamos analizando la situacion en el siguiente intervalo.

S1 suponemos que u es negativa en (77, s,), los papeles de a y b se inter-
cambian totalmente y la sucesion de cambios de signos sera la opuesta;
con estas consideraciones en mente, el razonamiento es idéntico.

Para ver que las ecuaciones que aparecen en el teorema son suficientes,
elegimos una ecuacion cualquiera de toda la gama y tomamos un par
(a, b) verificando dicha ecuacion.

Vamos a suponer que la ecuacion es una de las de la derecha, en-
tonces construimos u una soluciéon de la siguiente forma: definimos u
en (71, Ji(a)) como un miltiplo de u} positivo (bastard tomar u = u! si
dicha funcién es ya positiva o u = —u, si u} es negativa), es trivial que la
funcién u asi definida es solucién de (E, ) en (77, J1(a)) y prolongamos u
a todo (73,75) imponiendo que sea solucién de (E,;). Por construccién
u es una solucion no trivial que verifica F'(7}), luego si u verifica F(T5)
habremos acabado la demostracion en este primer caso.

Observamos que u en Ji(a) tiene un cambio de signo; por tanto, hasta
el siguiente cero, si este existe, o hasta 75, si no vuelve a anularse, es
solucién de un problema lineal (Lj).

Si se verifica la primera ecuaciéon
Jl(a) = JQ(b),

por el Teorema 1.22 parte a), Ji(a) > hqa(b) y por tanto ¢,(J;(a)) no
estd definido, luego u, que a partir de J;(a) es solucién de (L), no puede
volver a anularse. Ademas, dado que Jy(a) = J2(b), u es una solucién de
(Ly) en (Jo(b),T5) que se anula en J5(b); necesariamente es proporcional
en este intervalo a uj y verifica F(T3). Si se cumple cualquiera de las
restantes ecuaciones ¢(Ji(a)) esta siempre definida y, por definicién.
toda soluciéon de la ecuacién (L) que se anule en Ji(a), se anula en
¢p(J1(a)). En particular, la funcién u construida anteriormente se anula
en ¢,(J1(a)) y cambia de signo en ese punto, por tanto, pasa a ser solucién
de (L,) hasta el siguiente cero si existe, o hasta T5.
Si la ecuacién que se verifica es la segunda,

oo(J1(a)) = Jo(b).
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Entonces, por el Teorema 1.22 parte a), ¢p(J1(a)) > ha(b) y du(ds(J1(a)))
no estd definida, luego u, que a partir de ¢,(J1(a)) es solucién de (L,),
no puede volver a anularse en (¢y(Ji(a)),T3). De esta forma u es una
solucién de (L,) en (J2(a),T3) y se anula en Jy(a), luego es proporcional
a u’ y verifica F'(T;). Si no se verifican ninguna de las dos primeras
ecuaciones (de la derecha) entonces

¢a(¢b(Jl(a)))

siempre esta definida... Reiterando este proceso, en un nimero finito de
pasos llegaremos a la ecuaciéon de partida.

Si la ecuacion es de la izquierda, la solucidon se toma de forma andaloga
(no vamos a entrar en detalles) como la prolongacién de un miltiplo
u de u; que sea negativo en (77, J;(b)). La demostracién de que u asi
construida es solucién de (F, ;) es totalmente andloga.

(o)

Nota. Para que estas expresiones tengan sentido es necesario que el par
(a, b) este dentro del cuadrante (min{ay, as}, +00)? y por tanto, teniendo
en consideracién las desigualdades en (1.14), ¥ N (min{a;, s}, +00)? =
>*.(Recordar que si ¢, (0 ¢3) estd definida entonces a (o b) serd mayor
que p y este ultimo nuimero es siempre mayor o igual que max{a;, as}.)

Por conveniencia vamos a denotar las ecuaciones del Teorema anterior
del siguiente modo:

Ci = Ji(a) = Jo(b); C? = J1(b) = Jo(a);

C; = ¢a(J1(b)) = J2(b); C3 = ¢p(J1(a)) = J2(a);

C3 = ¢a(P(J1(a))) .= Jo(b); C2 = ¢p(¢a(J1())) = Ja(a);

Ci = Ga(@6(da(J1(D)))) = J2(b);  Cf = dp(dal(ds(J1(a)))) = Jo(a);
etc

Definiendo '

Ri(a,b) = Ji(a),
Rpi1(a,b) = @a(Bp(b,a)), p 2 1,

podemos observar que cada ecuacién C? se obtiene c6mo

C, = Rp(a,b) = J(b) C? = Ry(b,a) = Jy(a).
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Nota. El subindice p de cada ecuacion Cg nos da el nimero de cambios
de signo que tiene la correspondiente solucién, ademas j representa el
signo de dicha soluciéon en el ultimo intervalo (1, si es positiva y 2, si es
negativa).

Teorema 2.2. Para cada p € N y j € {1,2}, existen nimeros reales
v, & € Ry y ¢, un difeomorfismo analitico entre los intervalos (7, +00)
y (&), +00) de forma que el conjunto de los pares (a,b) que verifican

la ecuacién C) se expresa como el conjunto de pares (c}(b),b) con b €

Notas. 1.- Este Teorema muestra el espectro de Fu¢ik como una unién
de curvas que se parecen a las ramas de hipérbola que son conocidas
cuando p(t) = q(t) = 1 y F(71), F(T3) condiciones de tipo D(T;) o
N (T;),(Véase [F]| o la seccién 2 de este capitulo).

>

Forma de las soluciones de la ecuacion C'g.

2.- Si el problema tiene una estructura variacional, es decir, si es posible
definir un apropiado "espacio de Sobolev” que incluya la condiciéon de
frontera (observar que la ecuacion diferencial puede tener singularidades
en los extremos), se puede llegar también a demostrar, utilizando un
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resultado en [P| (Teorema 3.3.1), que el espectro estd formado por curvas
aunque con su argumento se obtiene unicamente que las curvas son de
clase 1. El argumento en [P] es general pero no se encuentra ningin
ejemplo no escalar que verifique las hipétesis exigidas en dicho Teorema.

3.- Las ramas C’; y Cg guardan una simetria con respecto a la bisec-
triz del primer cuadrante, lo cual se observa claramente por la ecuacién
que verifican, esto se traduce con nuestra notacién en que c;, y cf, son

difeomorfismos inversos y, por tanto,

e = 8
; &

Antes de pasar a la demostracion del Teorema vamos a demostrar unos
Lemas que vamos a utilizar.

Lema 2.3. Sea (a,b) tal que Rp(a,b) estd definido. Entonces, para
cualquier a > a, b > b, Ry(a,b) esta definido y R,(a,b) < R,(a,b).

Demostracion. Veamoslo por induccién. Si p = 1 la propiedad es evidente

pues viene a decir que si a > a; y a > a, entonces Jy(a) < Ji(a), y esto
se deduce de la regularidad de F'(77).

Suponemos cierto para p y veamos el caso p + 1. Sea (a,b) tal que
R,.1(a,b) estd definida entonces, aplicando la hipétesis de induccién a

(b,a) en R,, obtenemos que Rp(g, a) < R,(b,a). Pero por la Proposicién
1.4, como a > ay ¢q(R,(b,a)) esta definido, se tiene

Ry11(@,b) = ¢a(Rp(b,a)) < ¢a(Ry(b,a)) = Rpia(a,b),
y esto es lo que queriamos probar.
(o)

Lema 2.4. La funcion R, es una funcion analitica definida en un abierto
de R?, y verifica

s, 9,
aRp(G»oabo) < 0, gf(aoabo) 0,

en cualquier punto (ag, by) donde esté definida.
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Demostracién. Veamoslo por induccién. Si p = 1, queda R;(a,b) = Ji(a)
y en este caso R; esta definida en (a1, 4+00) X R, es analitica y verifica

OR;
Oa

(ao, bo) = J{ (ao) <)

por la regularidad de F'(7}) y

OR
_ai)_l-(a’o'; bO) = 0.

Supongamos ahora cierto el resultado para p y veamos que es cierto
para p + 1. Si R,i1(ap,by) estda definido, también lo estd R,(ag,bp);
aplicando la hipoétesis de induccidon, encontramos un entorno V', tal que
R,(a,b) esta definido (es trivial que R,(b,a) estd definido en el abierto
que es la reflexion especular respecto a la bisectriz del primer cuadrante),
ademads por la continuidad de R,, para todo (a,b) € V, (a, R,(a,b)) €
7, va que (ag, R,(bo,ap)) € €2, por estar definido ¢,,(R,(bo,ap)). En
estas condiciones R,.i(a,b) estd definido en V' y dado que (ap, bp) era
general, el recinto donde R, esta definido es un abierto. Por otro lado,
es absolutamente trivial que R,,; es analitica por ser composicion de
analiticas en ese abierto V. Derivando la expresion de R,.; respecto a
las variables a y b obtenemos

et o) = i " 2

6 aa (aO: bO) =, 88 QBGO (RP(bO': aO)) | 888 ¢a0 (pr(b(), a{))) 85 (bOj ao)’
Ry TR .9 E
ob (ag, bO) o s qﬁ’ao(Rp(bOa 0)) (9(1&(607 0).

Usando el Lema 1.9, junto con la hipdtesis de inducciéon se obtienen
facilmente las estimaciones (N6tese que en la primera expresion tenemos
una suma de términos negativos pero el primero es estrictamente nega-
tivo).

(o)
Nota. Se observa que, salvo para p = 1,
0
% (CL, b) < 1.
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Capitulo 2. EI problema no lineal.

Lema 2.5. Sea p € N, {(an, b,) }nen una sucesion convergente a (ag, b)
tal que R,(an,by,) esta definido para todo n € N, pero R,(ag,bg) no esta
definida. Entonces,

lim Rp(an, by)

existe y vale T5.

Demostracion. Veamoslo de nuevo por induccion. En el caso p = 1,

la tinica posibilidad es que a,, — a7 y el resultado es consecuencia del
Teorema 1.23.

Supongamos el resultado cierto para p y veamos el caso p + 1. Sea
(an,bn) la sucesién dada por hipdtesis. Aplicando la hipdtesis de in-
duccién a la sucesién (b, a,, ), puede ocurrir: Si R,(bg, ag) no esté definido,
entonces R, (b, a,) tiende a T, y como

&(bm an) o qban(Rp(bm a’n)) - Rp+l(ambn) < TQ&

se obtiene el resultado.
Si R,(ag,by) estéa definido, entonces aplicando la Proposicién 1.3 con
sn = R,(bn,an), se tiene, dado que sop = R,(bo, ap) € (11,72) y que

Pag (80) = Qa, (R’n(b()s a’O))

no esta definido, ¢, (Rp(bn,an)) — To.

()

Lema 2.6. Sean p € N, {a,} y {b,} dos sucesiones tendiendo a +ox.
Entonces, existe ng € N tal que Ry(a,,b,) esta definido sin > ng y
tiende a 17.

Demostraciéon. Veamoslo también por induccién. Si p = 1 el resultado es
consecuencia del Teorema 1.23.

Si suponemos cierto el resultado para un p € N, obtenemos que si
n > ng, Ry(an,b,) estd definido y tiende a 7;. Sea 77 < s < T3 un
nimero auxiliar. Dado que R,(a,,b,) — 7} existe un n; tal que si
n > ny > ng, Ry(an,b,) < s. Tomamos ahora € > 0; por el Lema
1.5 se obtiene que existe ny tal que si n > ny, @, (s) estd definido y
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¢a, (8) < s+ €. Por tanto, si n > max(ng,n;), en funcién del Lema 1.4,
se obtiene que ¢, (R,(a,,b,)) estd definido y

¢an(R?(ana n)) < @a, (8) < 8+¢,

esto es, si n > max{ni,na}, Ryi1(an, b,) estd definido y ademas

T1 < liminf R, ,1(an, b,) < limsup Ry41(an,bn) < s+ €.

n—0oo

Tomando s préximo a 77 y € proximo a cero, se obtiene facilmente la
tesis del Lema.

()

Pasamos a la demostracion del Teorema 2.2.
Demostraciéon. Dada la simetria entre las ecuaciones C; y C’;‘,’ se observa
que si demostramos que las soluciones de C; son de la forma

{(cp(b),b); 0>},

entonces las soluciones de C’}g son de la forma

{(a,cy(a));a >}

Como c% es un difeomorfismo entre (v,,+o0) y (¢, +00), eligiendo
co(b) = (c,)~"(b), donde (c;)! = (&, +00) = (7, +00), es el difeomor-
fismo inverso, y tomando 7, = (; y ¢ = 7,, es obvio que las soluciones

se obtienen como

{(cp(b),0); b > 7}

Lo primero que vamos a demostrar es que el conjunto de las soluciones
de C’; es no vacio. Para ello vamos a dar un apropiado by para el cual
existen ag,a; tales que R,(ag,by) < Ja(by) < Ry(ai,bp), en virtud de
Lema 2.3, la funcién a — R,(a, by) estd definida en un intervalo, y el re-
sultado es consecuencia del Teorema de Bolzano. Veamos la construccion
de estos numeros.

En principio para cualquier b es posible encontrar a; tal que R,(a;,b) >
Jo(b). En efecto, por el Lema 2.3, la funcién a — Ry(a,b) (b fijo) esta
definida en un intervalo no acotado por la derecha y, como consecuencia
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Capitulo 2. El problema no lineal.

del Lema 2.4, dicho intervalo es abierto, por tanto, es de la forma (a, +00)
(o« por supuesto depende de b). Ademas, por el Lema 2.5,

(11_1}1;11 R,(a,b) =T, > Jo(b)
de donde obtenemos la conclusidn.
Por tanto, el problema se reduce a encontrar (ag, bg) tal que

R,(ag,bo) < J2(bo).

Esto se puede conseguir si ag y by son suficientemente grandes pues,
por el Lema 2.6

lim Rp(a, b) == Tl

a,b—oo

y por el Lema 1.23,
lim Jg(b) — TQ.

b— oo

Con todo esto concluimos que el conjunto de las soluciones de C; es
no vacio.
En principio no siempre dado b es posible encontrar a tal que

Ry(a,b) = J2(b); (2.1)

no obstante, como consecuencia del Lema 2.4, la funcién a — R,(a,b) es
estrictamente decreciente, y la solucién de (2.1), si existe, es Uinica.
Sea I = {b € R/ existe a tal que R,(a,b) = J2(b)}. Hemos visto que

I # () y podemos definir c¢; : I — R dado por la relacién

Ry(ch(b),b) = Ja(b). (2.2)

Como consecuencia del Teorema de la Funcién Implicita junto con el
Lema 2.4 se obtiene que I es un abierto de R y ¢} una funcién analitica.
Ademas, derivando la expresion (2.2)

8R’p 1 1\/ E aRp 1 R
2 (cp(b), b)(cp)' (b) + —5E (cp(b), b) = J5(b)

de donde
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Oda \ P
5 (ch(b), b)

Observar que por la regularidad de F(73), J5(b) > 0 y por el Lema 2.4,
las otras parciales son negativas. En conjunto (c;)'(b) < 0

Nos queda probar que:

1.- El conjunto I es un intervalo no acotado por la derecha.

2.- Si tomamos 7y, = inf(I), entonces

/ __ ORp c!
) - B0 - FG0).H)

1
bl_l_}I’% c,(b) = +00.

Con esto, el nimero &, viene definido por

lim ¢, (b) = &,

b—oo P

que existe puesto que (c,)'(b) < 0 y ¢, es decreciente.
1.- Veamos que I es un intervalo no acotado por la derecha. Sea by € I
y sea by > bp; dado que by € I, existe ap tal que R,(ag,by) = Ja(bo).

Ahora bien, como b; > by, Jo(by) > Jo(bg) y, por Lema 2.3,

R,(ag,bo) > R,(ag, by),

luego

Rp(ao, b1) < Jg(bl)

Ademaés, como hemos visto anteriormente, para cualquier b; es posible
encontrar a; tal que R,(ay,b;) > Ja2(b1), luego existe un valor intermedio
as, tal que R,(asz,b1) = Jo(by) y by € 1.

2.- Veamos que

bll,l?l c,(b) = +o0. (2.3)

En principio, dado que I es un intervalo y (c;)'(b) < 0, c, es estric-
tamente decreciente, luego, caso de no verificarse (2.3), dicho limite e-
xistiria y seria finito. Sea L dicho limite y veamos que esto implica una
contradiccion.

Sea b, — "y; una sucesion monotona estrictamente decreciente, sea

a, = ¢} (bs), observamos que Ry(an,b,) = J2(bn) y que (an, bn) — (L, 7p).
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Capitulo 2. EI problema no lineal.

Entonces, si R,(L,7,) no estd definido, por el Lema 2.5, Ry(an, b,) —
T>. Luego, lim J;(b,) = T3, pero Ja(by,) tiende a Jao(7,), siy, > a2, y a

17, si 'y; = O,
Si R,(L,",) estd definido, J5(b,) tiende a R,(L,~,) que es un niimero
en (T1,T3). Al igual que antes, si v, = ag, J2(bn) — T3, y si v, > ao,

Jg('y;) esta definido y por la continuidad de las funciones implicadas

R,(L,~,) = Ja(,).

de donde 'y; € I, pero esto es imposible pues I es abierto.

()

Una consecuencia de este Teorema es el siguiente resultado. En él
tenemos que recordar el termino ”valor propio” de la Definiciéon 1.24 de
la seccion 1.3, asi como las anotaciones hechas en dicha seccion. Es de
observar que originariamente en |[A-C2]|, este resultado era utilizado para
la demostracion del Teorema 2.2 y tenia que ser probado por otra técnica.

Proposicion 2.7. EI conjunto de los valores A tales que su correspon-
diente funcion propia cambia de signo forman una sucesion As < A3 <
Ay < ... tendiendo a infinito. Ademas la funcién propia correspondiente
al valor propio A, tiene p — 1 cambios de signo.

Demostracién. Si observamos que © = u™ — u~, obtenemos que el prob-
lema (P, ) es el mismo que (PL), y el problema de la existencia de
valores propios cuya correspondiente funciéon propia cambie de signo se
convierte en obtener los cortes de 2* con la bisectriz del primer cuadrante

{(\,\)/\ € R).

Segun la descripcion que tenemos de 2*, cada una de las curvas de solu-
ciones de Cg tiene que cortar a la diagonal en un unico punto. Ademas,
dada la simetria entre C, y C;, el punto de corte entre las correspon-
dientes curvas de soluciones es el mismo, luego existe un unico valor de \
para el cual (LP), tenga una solucién no trivial con p cambios de signo.
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Dado p = 2, 3,4, ... defino A,, como el unico valor A € R tal que (LP),
tiene una solucién con (p — 1) cambios de signo.

I \

De finicion del valor propio A,

Veamos que dicha sucesion es estrictamente creciente y tiende a in-
finito. Para ver que dicha sucesion es creciente vamos a necesitar el
siguiente Lema, el cual se enuncia en condiciones mas generales pues lo
vamos a necesitar de nuevo mas adelante.

Lema 2.8. Sea p un numero natural y a,b dos niimeros reales tales que
R,.1(a,b) esta definido. Entonces, R,(a,b) estd definido y verifica

R,(a,b) < R,+1(a,b).

Demostraciéon. Veamoslo por induccion en p. Para p = 1, tenemos que
probar

Ji(a) = Ri(a,b) < Ra(a,b) = ¢ga(R1(b,a)) = ¢pa(J1(D)).

Pero por la Proposicion 1.13, Ji(a) < hi(a), y por el Teorema 1.7,
hi(a) < ¢.(s) para cualquier s, en particular para s = J;(b), con lo que
se tiene el resultado.
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Si suponemos el resultado cierto para py ademés R, 2(a, b) esta definido,
entonces, por hipétesis de induccién, R,,;(a,b) estd definido y apli-
cando la hipétesis de induccién al par (b,a), R,(b,a) estd definido y
R,(b,a) < Rpy+1(b,a). De la Proposicién 1.4 junto con el hecho de que
¢a(Ry11(b, a)) esté definido, se obtiene

ba(Rp(b,a)) < Ga(Rp+1(b,a)),
que es lo que queriamos probar.
(o)

Como consecuencia de este Lema, vamos a ver que A\,_; < A,. Si
suponemos que A,_; > A, entonces dado que (A, Ap) verifica C

J2(Ap) - Rp+1()‘p= )\p)a

pero por el Lema 2.8

Rp-i-l()\pa Ap) > Rﬂv()\}?? Ap)a

y usando el Lema 2.3,

Rp()\pa ’\p) s Rp()‘p—lr)‘p—l)-
Ahora bien (A,—1, Ap—1) verifica C;_; luego

Rp(Ap—1, Ap-1) = J2(Ap-1)

como F'(7T5) es regular
J2(/\p—-1) 2 J2()‘p)-

Encadenando todas las desigualdades, llegamos a una contradiccion
pues una de las desigualdades es estricta.

Para acabar la demostracion de esta Proposicién supongamos que la
sucesion de valores propios esta acotada, es decir, existe m € R tal
que A\, < m, entonces por el Lema 2.3, R,(m,m) estd definido para
cualquier p. Sea r, = R,(m,m) entonces ¢,,(rp) = rp4+1 Yy por tanto r,
es estrictamente creciente. Dado que para cualquier p € N, ¢,,(r,) esta
definida, de los Teoremas 1.7, 1.22 se obtiene

Tp < hg(m) < Jg(m) < Lo
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luego 7, converge a un punto rp € (71,7%) (en principio rp, > 1, > T1),
lo cual entra en contradiccién con la Proposiciéon 1.3 pues a consecuencia
de ella, si ¢,,(rr) esta definido,

ém(TL) == Tl

y sl no, ¢'m(rp) = Tp41 — 1o

()

Notas. 1.- Hemos dejado el simbolo A;, para el valor propio cuya funcién
propia no cambia de signo que, como hemos visto en la seccién 1.3, suele
ser unico. Recordar que en dicha seccién, en la estimacién (1.14), se
muestra que si A es un valor propio cuya funcion propia es positiva

A< Ao,

2.- Observad que cada )\, se obtiene como la solucién (que es unica) de

p—2 veces

OA(DA(- - P (J1(A))-++)) = J2(A).

Identificando C? con el conjunto de las soluciones de la ecuacién Ry(a,b) =

Jo(b), si j =10 R,(b,a) = J2(a), si 7 = 2, obtenemos el siguiente resul-
tado:

Teorema 2.9. Sean p v g dos numeros naturales distintos y 71,72 €

{1,2}, entonces
C2NCE =0

Demostracién. Para obtener la tesis del Teorema es obvio que es suficiente
demostrar la siguiente afirmacion:

”Sea j1,J2 € {1,2} y p € N; entonces, ’Yf;:_l < ;;;11 y et (b) < ;;21+1(b):

)

para cualquier b > %ﬁ'il-
Dadas las formas de elegir j; y j2 en {1,2} tenemos que analizar 4
casos.
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Primer caso: j; = 1 = j,. Sea b > max{,,V,,1} Y supongamos que
ci(b) > cp.1(b) para algin b. Por definicién de c;

Rpa(chys (0); b) = Ja(b)

Pero por el Lema 2.3,

}{P-l'l(c;a(b)a b) > }?’P'H(C;—}-l(b)a b):

por el Lema 2.8,
Rpe(ch(6),b) > Ry(ch(b),b).
y por definicién de c!

p

R,(c,(b),b) = Ja(b).

Después de encadenar estas desigualdades llegamos a una contradiccion,
pues una de ellas es estricta. Por tanto, para todo b > max{v;,v,,1}.
(intervalo donde ambas estan definidas)

C;(b) < C:H-l (b),

y a partir de ahi se observa que la asintota de c;, esta necesariamente
, 1 1 1
antes de la asintota de ¢, luego g -t o, Y B

Segundo caso: j; = 1, jo = 2. Sea como antes b > max{’y;,fyf}ﬂ} y
supongamos que, para una elecciéon particular de b,

¢ . (b) < c,(b).

p+1

Observamos que c;,(b) esta definido por

Ry, (b, C§+1(b)) i J2(C§+1(b))
de donde, usando el Lema 2.3,.

ftp-i-l (b& C;;(b))

estd definido. Veamos que esta expresion es contradictoria. Por definicién
de Rp+1
Rpi1(b, cp(b)) = du(Ryp(cy(b), 1));
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usando que R,(c,(b),b) = Ja(b), nos queda

Rp41(b, cp(b)) = du(J2(b))

lo cual no tiene sentido, pues ho(b) < Jo(b).
Por ultimo, una vez que hemos demostrado que

C;lJ(b) < C§+1 (b)

para cualquier b > max{~,,7;,,}, razonamos como antes para obtener
b _
f)/p < 7p+1'

Tercer caso: j; = 1, 71 = 2. Este caso se puede reducir al segundo
caso por el siguiente procedimiento. Sea A\ € ('y; .1, +00) entonces

1 2
Cp+1()\) > g}il)—f-l = Yp+1 > 7;

luego ¢;(c,.1(A)) estd definido. Aplicando el caso 2,

C;)(c;la-i—l(/\)) < Cg+1(cé+1()\)) = A,

como cZ(cy(c;,1(A))) esta definida, también cZ()) lo estd (c; esta definida

P p p
en una semirrecta) y usando que cf, es estrictamente decreciente,
cp(A) < p(cp(epri(N)) = cpia (D),

y en particular, para cualquier A € (7y,,,,+00), c5(A), estd definida y por

» Cp
tanto v; < v,

Cuarto caso: j; = 2 = j;. Este caso se reduce al primero por un
procedimiento semejante al que se hizo en el tercer caso.

(o)

Nota. Como puede verse en la demostracion curvas de indice p mas alto
estan por encima de otras de indice mas bajo.

Como consecuencia de los resultados anteriores, el espectro de Fucik
tiene la apariencia representada en la siguiente figura
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1 2
71=§5 e %3
i :
g\ | —C;
1 2 C‘l
e A . ¥ i —
é e ,
R s e ——Ci
" : Cl
L RS RS SOERe— i T — T ]
=5 - S e a=A,
Ay Ay A b

Como hemos dicho en la seccion 1.3, puede ser que el valor A\; no
sea unico. Asi pueden aparecer mas rectas paralelas a las rectas de trazo
grueso que se corresponden con A xR UR XA (A es el conjunto definido al
principio de esta seccién). Por supuesto, si aparecen mas rectas, estaran
necesariamente debajo y a la izquierda de C; 6 C?. La ordenacién de
las curvas es la siguiente: curvas que procedan de valores propios mas
avanzados estaran siempre por encima, pero no se puede decir nada de
curvas que procedan del mismo valor propio. Es posible incluso que las
curvas Cj y C7 sean iguales.

Para acabar la seccién vamos a estudiar los comportamientos asintéticos
de las curvas C? cuando imponemos condiciones de frontera de tipo D(T;)
6 B(T;). En este caso sendas notas hechas después de las demostraciones
de los Teoremas 1.18 y 1.22 nos muestran las siguientes coincidencias

alzagzp,

Jl - hla JQ e hg,

con ellas se simplifica las ecuaciones que aparecen al tomar limite cuando
una de las variables a 6 b tiende a infinito en las ecuaciones C7, y es posible
establecer una relacién entre los numeros 7, £J y los valores propios.
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Teorema 2.10. Sean F(T)) y F(T3) condiciones de tipo D(T;) 6 B(T:).
Entonces, para cualquier p € N,
6%;3-—1 - f)ép—l an gép - AP:
72113 - )\p-!-l-

(A1 = 1 = a3 = oy en este caso.)

Nota. Recordar que como consecuencia de la simetria entre C) y C?,
Y, =&y & = vz, por tanto este Teorema da todos los comportamientos
asintoticos.

Demostracién. Definimos por recurrencia las funciones "

V' (a) Ji(a) = hi(a),
V" (a) da(V"(a)),

esta funcién 1" controla el r-ésimo cero de la solucién de (LP), , verifi-
cando F'(77).

Con estas funciones vamos a demostrar el siguiente Lema.

Lema 2.11. Seap € N, p > 2, sea (an, b,) una sucesion tal que R,(a, b,)
esta definido y R,(ay,b,) - 15

1-Sia, — a € R yb, — o0, entonces

Rp(an, bn) — ¥F55 ] (ao).

2.-Sia, — o0vyb, — by € R, entonces

pr(am bn) - wE[g] (bO)-

(Como es habitual, E'|u| indica la parte entera de w.)

Demostracién. Veamos simultaneamente ambos resultados por induccién.
Sea p = 2 entonces Ry(a,b) = ¢.(h1(b)). Comencemos con la tesis 1

del Lema. Sean a, — a9 € Ry b, — oco. Como h; = J; (ver nota

después de la demostracién del Teorema 1.18), por el Teorema 1.7,

Ji(an) = hi(an) < ¢a,(J1(bn)) = Ra(an, by)
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luego, tomando limite cuando n — oo

hi(ag) = Ji(ag) < liminf Ry (a,, b,).

n—~oo

Para obtener la otra desigualdad, consideramos s € (77, ha(ag)); dado
que (agp,s) € $2;, por la Proposicion 1.2, obtenemos que ¢, (s) esta
definido para n avanzado.

Por otro lado, dado que b,, — o0, por el Teorema 1.22, J5(b,) — T < s,
luego para n avanzado, por la Proposicion 1.4, ¢, (J;(b,)) esta definido

y
(;ban (Jl (bn)) < Cban (8)’

tomando limite en esta expresion

limsup Ra(an, bn) < day (s).

n—00

Como s se puede tomar préximo a 77, del Teorema 1.7 obtenemos

limsup Rz(an, ba) < hi(ao).

n—oo

Continuamos con la segunda tesis del Lema dentro del caso p = 2. Sea
a, — 00y b, — by. Si by = = as, por el Teorema 1.23, J1(b,) — To, y
por tanto

J1(bn) < @a, (J1(bn)) — T3,

es decir, Rq(an,b,) — 15 lo que contradice la hipotesis del Lema.

Luego J;(b,) — Ji(bg), con by € (11,73). Sea s; < Ji(bg) < s2 dos
nimeros en el intervalo (77,75). Aplicando la Proposicién 1.5 y para n
avanzado, ¢, (81) ¥ ¢a, (s2) estan definidas; ademés, por la Proposicion
1.4, obtenemos que

(baﬂ (31) < R2(anjbn) S ¢an(52)a

tomando limite y usando de nuevo la Proposiciéon 1.5

s1 < liminf Ry(an,, b,) < limsup Ra(an,, b,) < so.

i n—00 o

Por tltimo, tomando s; y sp proximos a Ji(bg), obtenemos la tesis del
Lema. Hemos completado la demostraciéon del Lema para p = 2.
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Consideremos que el Lema es cierto para el caso p, y estudiamos su
veracidad para p+1. Comenzamos con la primera parte, sea a,, — ag € R
y b, — 400, entonces

Hﬂ?+1 (a'm bn) - ¢an(R?(bm an))'

Ahora, si R,(b,,a,) tiende a 75, también lo hace R,,;(an,b,), luego
R,(b,a,) - T y aplicando la hipétesis de induccién, R,(b,,a,) tiende
a YFP/%(ay). Ahora tenemos dos posibilidades: si ¢q, (¥FP/?(ag)) no
esta definido, del Lema 1.3, obtenemos que ¢,, (R,(bn,a,)) — T3, cosa
que hemos evitado por hipodtesis.

Si ¢a, (VEP/?(ag)) estd definido, R,.1(an,b,) tenderd a dicho nimero
y por definicién de ¥

(p+1)+1

bao (WP (ag)) = Ve ](ao)-

Veamos ahora la segunda parte del Lema. Sea a, — oo y b, — by.
Si R,(bn,a,) — T» al igual que antes implicaria que Ry11(bn, an) — To.

Si R,(bn,a,) no tiende a T3, por la hipdtesis de induccién, lo hara a
W

(p+1) L
(bg). Sea s; < wE[ 2 ](bo) < 89, dos numeros en (77, 75) entonces
para n avanzado

81 < Rp(bman) < 89.

Combinando las Proposiciones 1.4 y 1.5 obtenemos que si n es sufi-
cientemente avanzado

Cban(sl) < Qba.n (R/p(bn an)) < ¢an (32):

y tomando limite,

liminf R,y (an,bn) <limsup R, (an,b,) < so.

| A\

3

e {pil) .
Basta tomar s; y S, tan préximos a ¢" - ](bg) COmo se quiera para

concluir el resultado.

()

Continuamos ahora con la demostracion del Teorema. Es de observar
que cada valor propio A, (r > 1) viene caracterizado por la ecuacion

P H(A) = ha(A).
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Vamos a estimar en primer lugar los nimeros v,. Para ello, sea b, —

’7;1 b, > ’7;1, V G = C}J(bn), entonces, por el Teorema 2.2, a, — +00, vy

por construcciéon de dichas sucesiones, se verifica

Ro(ay, bp) = Jalby). (2.4)

Si 'yr_l, = g, por el Teorema 1.23, J5(b,) — 11, y si ’y; > g, Jo(by) —
J2(7,) que es un nimero entre 71 y T3, luego en cualquiera de los casos
Jo(by) = Ty y tampoco R,(a,, b,) luego, aplicando el Lema 2.11, si p > 2
se puede tomar limite en (2.4) y obtenemos

PPy = Ja(v;),

(en principio yFP/2 (7,) es un nimero entre 77 y T3 por lo que Ja(b,) -
Iiy 'y; > ) y esta es la ecuacién del valor propio que dice el Teorema
(hg — JQ en este C&SO).

Queda por analizar p = 1, es decir que pasa con v;. En principio la
ecuacién (2.4) se transforma en

J1 (an) = Jo(bn),

v ahora usando el Teorema 1.23, J;(a,) — T3, por tanto Jy(b,) — To,
con lo que necesariamente y; = axo.

Consideremos ahora &;. Sea b, — oo tal que a, = c,(b,) estd definida,

entonces a,, — f;; pretendemos tomar limite en (2.4). Para ello vamos a
demostrar el siguiente resultado:

Lema 2.12. Sea (a,, s,) € € tal que a, — ag > U, @a,(5n) = T2 ¥ ho
es continua, entonces -
Snp — hg(ag)

Demostracién. En primer lugar, como (a,, s,) € §2;, por el Teorema 1.7,

Sn < hg(an).
Tomando limite y utilizando la continuidad de hg,
limsup s, < ho(ag).

n—00
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Ahora bien, si existe una parcial {sy)} con ¢ : N — N estrictamente
monétona, tal que s,n) — so € (11, he(ag)), entonces (ag, so) € 27 y por
la continuidad de ¢,

¢ﬂa(n) (80(”)) — Qag (80)

que es un numero estrictamente entre 77 y T5. Si s,(») — 71 entonces,
tomando § € (71, ha(ap)), se tiene que para n avanzados Sym) < § ¥

¢aﬂ'(ﬂ) (Sg(n)) < qb‘cl"«::v(rw.) (g)’

y al tomar limite se tiene

limsup éag(n)(sa(n)) < qbao (§) < 43

n—00

En ambos casos se obtiene una contradiccion con la hipdtesis de que

¢a,(8n) — T2. Por tanto, existe lim s, = ha(ao).

()

Continuamos con la demostracién del Teorema para p > 3. Los casos
p =1y p=2, los consideraremos més tarde. Si p > 3 la ecuacién (2.4)
se escribe de la siguiente forma

P, (Rp—l (bn,an)) = Jo(bn).

Con esta expresién, veamos que &, > u. Si ) = u entonces, a, — p =
y hs(a,) = Jo(a,) — 11, por el Teorema 1.23. Pero por el Teorema 1.7 ,
como ¢q, (Ry—1(bn,a,)) esta definido,

pr—l(bna an)) < hg(an)a

con lo que R,_1(bn,an)) — T1. Ahora bien, b, — o0 y a, — &, luego,

por el Lema 2.11 si R,(ay, b,) no converge a 75, lo hace a zbE[%: (&) > Th.
Por tanto, necesariamente 511, > 1. Del Teorema 1.23 se obtiene que
Jo(b,) — T, (recordar que b, — o00) y estamos en condiciones de aplicar

el Lema 2.12 pues

0, — &5 > N,
¢aﬂ(Rp—1(bna an)) — J2(bn) e T2:
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con lo que obtenemos

Rp—l(bm an) . h2(‘£;1;)

Por otro lado, como p > 3, p — 1 > 2 y podemos aplicar el Lema 2.11
obteniendo

Ry_1(bn, an) — ¥ELTI(ED),
de donde "
YEPET(€Y) = hy(€D),

que es la ecuacién correspondiente al valor propio que dice el Teorema.
Nos quedan 2 casos: Si p =1 la ecuacién (2.4) queda

Jl(an) = Jg(bn)

si b,, — oo, por el Teorema 1.23, Jo(b,) — T, con lo que Ji(a,) — Ty y
esto implica facilmente por la continuidad de J; que a, — a1 = p = A;.
Si p = 2 la ecuacién (2.4) queda

(ban(']l(bn)) - JQ(bn)a

como, Jao(b,) — 15
Pa, (J1(bn)) — T2

y ahora, si €1 > pu por el Lema 2.12, J;(b,) tenderia a hs(&3), pero por el
Teorema 1.23, lo hace a T5. Tenemos, pues que &3 = u = A;.

(o)

Nota. Si F(Ty) 6 F(T,) 6 ambas son de tipo N(7;) se puede llegar
a la ecuacién que verifican los 7, y &, mediante una técnica similar,
suponiendo una hipétesis adicional: ”h; y hg son funciones continuas y
verifican

lim hy(a) =T

a—u

lim hg(a) = T)”.

a—

Aunque esta hipétesis se verifica en los ejemplos, calcular en general los
comportamientos asintéticos obligaria a considerar muchos mas casos y
muchos de ellos no tienen nada que ver con los valores propios.
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2.2 Ejemplos.

En esta seccion vamos a aplicar los resultados obtenidos en la seccidon
anterior a algunos ejemplos concretos. El conocimiento del espectro de
Fucik para problemas de Sturm-Liouville unidimensionales nos va a per-
mitir obtener informacién sobre como es este espectro para cierto proble-
mas de contorno en dimensiones superiores. Conectaremos los resultados
obtenidos con los ya existentes en la literatura sobre este tema. En
concreto, si A es un valor propio de un problema de contorno para un
operador eliptico, el par (A, A\) pertenece al correspondiente espectro de
Fucik; es conocido (ver [D3]), que del punto (A, \) parte una componente
conexa no acotada del espectro. En general, no se conoce mucho sobre
estas ramas. No se sabe si contienen recintos con interior o si se trata
de curvas regulares. Unicamente se sabe que son curvas regulares en
ciertos cuadrados cerca de la diagonal (ver, por ejemplo [Ru]). En todos
los ejemplos que expondremos a continuacion se observa que , al menos
en una parte del espectro de Fucik del problema considerado (solo en
el caso unidimensional se tiene una descripcién completa) estas compo-
nentes conexas son dos curvas analiticas.

Veremos también en esta seccidon como se obtienen las condiciones de
admisibilidad y regularidad en cada uno de los ejemplos.

El operador de Laplace unidimensional.

Sean p(t) = q(t) = 1 en el intervalo (77,75) = (0, 7) esto es, consider-
amos la ecuacion

u' +aut —bu” =0, te (0,m). (2.5)

Vamos a considerar en primer lugar el problema Dirichlet, es decir, las
condiciones de frontera que vamos a tratar son

ul{0) = u{r) = 0. (2.6)

En este caso tenemos dos condiciones de tipo D(7;) y ademas ambos
extremos son regulares pues p y g son la restriccion de dos funciones
analiticas sobre toda la recta real, por tanto, aplicando la Proposicion
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Capitulo 2. EIl problema no lineal.

1.17 y el Teorema 1.22 parte b), tenemos que las condiciones en frontera
son admisibles y regulares. Podemos pues aplicar los tres teoremas de
las seccion anterior para obtener una descripcion del espectro de Fucik
para este problema.

Dada la sencillez de la ecuacidén es posible obtener explicitamente la
funcion de ceros, en este caso,

Ademads estimando cuando ¢,(s) se queda en (0,7) obtenemos que

n

= 1, hl(a) = %, hg(a) =T — 75.

Respecto a las funciones en frontera, dado que estamos en una condicién
de tipo D(T;) es facil ver que dichas condiciones en frontera son admisi-
bles pues se trata de puntos regulares. No obstante, como conocemos la
funcién de ceros, obtenemos que a; = as = pu =1y Ji(a) = hi(a) = T
JQ(CL) — hg(&) = T — %.

Conociendo ya todas las funciones que entran en juego en el Teorema
2.1 se pueden calcular las ecuaciones que verifican cada curva C7, obte-

niendo, después de simplificar

C%EG%:\}EE 1b:1;
Sas A G e o N e B ud g,
02—‘\/‘:_11[\/5;1}26'2_2\/5I b—lj
C’jz—%-l-:*b:l;CfE—%—i—?Qg:l,
etc...

A estas curvas hay que anadir las rectas a = 1, b = 1 puesto que A\; =1
es en este caso el Unico valor propio cuya funcién propia no cambia de
S1gno.

Con todo lo anterior, el espectro de Fucik para (2.5) y (2.6), es el
representado en la siguiente figura
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0| |

0L |

1o-|

20

30

Si consideramos ahora el problema de Neumman

’

\

al igual que antes, @q(s) = s + —=, pero en este caso tenemos /N (0) y

N(m), por tanto las funciones J y h no tienen porque coincidir. Las
vienen dadas por

2

- 1
funciones u, y u;

v +aut —bum =0,

u'(0) = u/(7) =0,

ug(t) = cos(y/at)
ug(t) = cos(va(t — ))

V 1 = Qg = 1. Las ecuaciones que resultan en este caso son

de donde b
Ji(a) = 2va
Ci{ = C?
Cl=Cs
Ci=Cs
C: = C?

: JQ(CL) = T

m

= L s
_\{E \{B_
i SHET
X
=7 9 =
ete...
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Capitulo 2. FEIl problema no lineal.

Anadiendo las rectas a = 0 y b = 0 que corresponden a los Unicos
valores para los que hay soluciéon que no cambia de signo, nos queda

X

I5H

I0H

Observar que, a diferencia de lo que ocurre en el problema de Dirichlet,
en el que la primera curva del espectro converge a lasrectasa =1y b =1,
respectivamente en este caso aparecen las franjas (0, ) xRT UR* x (0, 3),
que estan libres de espectro.

Estos casos escalares ya habian sido analizados por Fucik en [F].

El operador de Laplace en una bola.

Consideramos primeramente el caso de Dirichlet

{Av—i—av““-—bv‘zo,, en B={zx € R"/|z| <1}, (2.8)

v =0, endB={zecR"/|z|=1,}

(|z| denota la usual norma euclidea, N > 2).Vamos a estudiar la parte
del espectro de Fucik, correspondiente a soluciones radiales, esto es, a
soluciones de (2.8) que sean de la forma v(z) = u(| z |).

Se trata pues de determinar el conjunto

" = {(a,b) € R*/ (2.8) tiene una solucién radial que cambia de signo}.

Haciendo los célculos se observa que v(z) = u(|z|) es una solucién de
(2.8) para todo z # 0 si y sélo si u es solucion de

(tNu) + tV (au™ — bu”) = 0pt-€-(0s1)s-dondet-=-|z}-
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Ademés, para que v sea regular en x = 0, ver [B], basta con que v sea
acotada en un entorno de cero, es decir,

u(0)] < oo.

Por otro lado, la condicién de Dirichlet implica que u(1) = 0, quedando
el prblema de contorno

{ (tNu) + tN (aut — bu™) = 0,
lu(0)] < oo, u(l) =0.

Al analizar la admisibilidad de las condiciones en frontera, observamos
que F'(1) es una condicién de tipo D(73), donde 75 = 1 es un extremo
regular. En virtud del Teorema 1.22 parte b) es admisible y regular.

Para la otra condicién en frontera es conocido que toda solucién del
problema

(V) + at™u = 0,
[u(0)| < oo,

es un multiplo de la funcién

t — t'=7 J,(v/at)

donde ahora J, denota la funcion de Bessel de primera especie y de
indice n = 5—-2_—2 Es facil comprobar la admisibilidad dado que tenemos
controlada la funcién u}, la regularidad se obtiene de la Proposicién 1.17.
Con todo esto concluimos que el conjunto 2" es una unién de curvas como
describen los Teoremas 2.2, 2.9, y 2.10.

Seria interesante determinar también la parte del espectro del problema
(2.8) correspondiente a soluciones no radiales. Es conocido (véase [D3]),
que de cada valor propio no radial parte un continuo no acotado de X.
Sin embargo no se conocen explicitamente ninguna solucién no trivial
con a # b que no sea radial.

Si consideramos el problema de Neumman

Av+avt —bv™ =0 _en B 2.0
g—ﬁ = ) en 0B (2.9)
donde -é% denota la derivada respecto a la normal exterior en 0B, y

volvemos a considerar soluciones que soélo dependan del radio, obtenemos
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la ecuacion

{ (tNu) +tV(aut —bu") =0, te€(0,1),
lu(0)| < oo, u'(1) = 0.

Observamos que se ha cambiado la condicién D(1) por una N(1). La
admisibilidad y regularidad de las condiciones en frontera se obtienen
facilmente pues B(0) es la misma que en el problema de Dirichlet y N (1)
es una condiciéon en un extremo regular, luego, por el Teorema 1.22 parte
b) es admisible y regular. Tenemos por tanto, la descripcion que nos dan
los Teoremas 2.2 v 2.9. Respecto al comportamiento asintético. Es de
notar las diferencias que presenta respecto al caso escalar. El caso de
Dirichlet vy el caso Neumman difieren sélo en la condicién de contorno
F(1), por tanto, las funciones ¢, h;, hs, que sélo dependen de la ecuacion,
y J;, que depende de F'(0), son las mismas que en el caso de Dirichlet.
Luego, i es el primer valor propio (radial y no radial) del problema de
Dirichlet v es necesariamente p > 0, ademads, a; = u, hi(a) = Ji(a), y
h, coincide con la funcién Js, pero para la condicién D(1); con esto, es
facil comprobar que hs es continua y
lim hg(a) — T1 == L},

a— [
Por tultimo A\; = 0, pues es el primer valor propio del problema

{ (tNu') + atNu = 0,
u(0)] < o0, (1) =0,

v la primera funcién propia (radial y no radial) de la ecuacion lineal
correspondiente a (2.9) es contante, y es el tinico valor propio cuya funcién
propia es positiva. Respecto a J» no se puede decir nada aparte de la
teoria general del Teorema 1.22. Vamos a demostrar que as = 0.

Sea u? definido como es usual; en este caso particular, por

(tNu') + atNu =0
(=1 w(l)=4.

En principio por la teorfa general ap, > 0y u? (t) # 0, Vt € (0,1),

luego dado que en 1 es positiva u2, () > 0. Suponemos por reduccién al

absurdo que as > 0. Usando la ecuacién diferencial obtenemos

(t" (uq,) (1) <0

Qa2
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luego la funcién t — t¥ (u%z)’ (t) es estrictamente decreciente y, como
(uZ,)'(1) =0, se tiene que t" (u3,)'(t) >0, t € (0,1), luego (u2,)'(t) > 0
y por tanto u2_ es estrictamente creciente, con lo cual

u? (t) <1, te(0,1).
Segin esto, para cualquier ¢t € (0, 1)
2
0 <ug,(t) <1

y, por tanto, verifica B(0). Esto implicaria que ay es un valor propio cuya
funcion propia es positiva. Esta afirmacion entra en contradiccién con la
teoria general de valores propios puesto que A; = 0 para este problema
de Neumman.

Vamos a hacer a continuacion una descripcion de los comportamientos
asintéticos de las curvas C} y C%, cuando b tiende a infinito (el estudio
para a — 00 es semejante), es decir, vamos a calcular los nimeros &; y
¢4, Empezamos por &;; para ello, usamos la ecuacién

Ji(a) = Jo(b),

si b — 400, por el Teorema 1.23, Jo(b) — T» = 1 luego por el Teorema
2.2, Ji(a) = Ty = 1, cuando a — &;. Esto obliga a que &; sea a;, pues
sino, por la continuidad de J;, Ji(a) tenderia a un nimero J;(£) que
serfa un numero en (0,1). Por tanto, tenemos &] = a;.

Un razonamiento simétrico permite demostrar que £ = ay. Observar
que estas propiedades son generales: &1 = ai, & = ap, y no dependen
de la expresion de las funciones J; v Jo. Con estos comportamientos
tenemos la situacién (a; > 0, ag = 0)
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Ha sido probado en [F-G| que la primera curva del espectro de Fuéik
tiende asintdéticamente a la recta a = A;. En principio no podemos
decir nada de que esta curva C} sea la curva que describen en [F-G], sin
embargo se puede decir que una rama radial también tiende a a = A;.
También es interesante destacar que en este caso C{ y C? no tienen ni
siquiera el mismo comportamiento asintético, es decir, el caso C} = C?
es un caso particular de los problemas escalares.

Espectro de Fucik radial en una corona.

Dado 0 < r < 1 consideramos la corona
C={zeR"/r <|z| <1}

y dado que este abierto es también radial podemos preguntarnos acerca
de la existencia de soluciones radiales no triviales al problema

Au+au™ —bu” =0 en C, (2.10)
que verifiquen condiciones de contorno, de Dirichlet (u = 0 en 9C') o de
Neumman (g—g = 0 en 9C). Al imponer condiciones de Dirichlet queda

un problema equivalente a encontrar una solucién no trivial del

{ (tNu) + tN (aut — bu™) = 0,
u(r) =0 = u(l).

En este caso se pueden aplicar todos los resultados obtenidos en la seccién
anterior (Teoremas 2.2, 2.9, 2.10) pues tenemos dos condiciones de tipo
D(T;) en dos extremos regulares, que por la Proposiciéon 1.17 y el Teorema
1.22 parte b), son admisibles y regulares.

Cuando se trata de condiciones de Neumman, la situacion es muy
semejante. En principio buscar soluciones radiales correspondientes al
problema de Neumman de la ecuacién (2.10) es equivalente a buscar
soluciones no triviales de la ecuacion
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{ V)Y +tVN(aut —bu~) =0, te (r1),
uir) =0= wui(l),

y esta ecuacion tiene dos extremos regulares, con lo cual los teoremas
2.2 y 2.9 se aplican para obtener la descripcion de las zonas radiales del
espectro. Destacar que aqui aparece una separacion entre las rectas a = 0
vy b =0 y el resto del espectro.

Para comprobarlo basta observar que a7 > 0 y as > 0 y dado que cada
curva C} esta contenida en el cuadrante ( min{a;, as}, +00)?, existe una
franja de separacion entre las curvas radiales y las rectas a =0y b = 0.
En efecto, supongamos que a; = 0 (el otro caso es muy semejante). Sea
a, — a1, a, > a; = 0, entonces, por dependencia continua (ver [Hal), se
tendré que u, tiende a ug (t) uniformemente en [r,1] (observar que u}
se puede considerar definido en [0, +00)).

Ademas, dado que u, se anula en un punto Ji(a,) € [r,1] , se ob-
tiene que u,, se anula en un punto de [r,1] (aqui se usa la convergencia
uniforme de u, a u}, )y por tanto u, se anula en [r,1]. Sin embargo
1

u,, (t) = 1 pues a; = 0 y tenemos una condicién de tipo N(1).

Dado que la curva que describen en [F-G| tiende asintéticamente a
a = A = 0, podemos asegurar que, para valores extremos, la curva
que presentan en [F-G| estd formada por pares (a,b) para los que la
correspondiente un solucién no trivial es no radial.

Por otro lado en ciertas dimensiones y cuando la corona es suficiente-
mente ancha (r cercano a cero), es posible que el segundo valor propio
sea radial. Entonces se puede demostrar que la curva de [F-G]| es radial
en un entorno de la diagonal, ya que, segun se deduce de los resultados

en [D4],

”Si A9 es un valor propio radial entonces cualquier soluciéon de
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Au+aut —-bu—=f, C,
& =0, aC,

con f radial y a < A3, b < A3, es necesariamente radial”.
En este caso se tiene,

as
>N S P S o S
; :>curvas radiales
az' .............. Bt et enistalis *.. ......................... i e
.: : — curva de [F-G]
A A3 b

El operador de Laplace-Beltrami sobre una superficie de revo-
lucion.

Sea «(t) una curva analitica regular, (o/(¢) # 0), inyectiva y con imagen
contenida en el plano X Z dentro de R”, vy definida en el intervalo 11, T
(77 < T3). Supongamos ademas que si a(t) = (a;1(t),0, az(t)), entonces
a1(t) > 0 para todo t € (71,75).

Es decir tenemos la situacion
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Consideramos ahora la superficie engendrada al girar sobre el eje Z
dicha curva, esto es, la superficie de revolucién engendrada por «,

')

y queremos estudiar la ecuacion diferencial
Au+au™ —bu” =0 (2.11)

donde A denota el operador de Laplace-Beltrami en dicha superficie.

Como en los dos ejemplos anteriores, vamos a restringirnos a un tipo
especial de soluciones que nos permita aplicar los resultados de la seccién
anterior. En este caso, estudiar la existencia de soluciones no triviales
que sean constantes a lo largo de las circunferencias que resultan al cortar
dicha superficie por planos paralelos a XY . Consideraremos problemas
de Dirichlet y Neumman, pero previamente, hay que hacer las siguientes
consideraciones:

1.- Si a1(T1) = a1(73) = 0, tenemos una superficie cerrada que es
homeomorfa a una esfera pero que puede tener singularidades en los
puntos (0,0, a2(71)), (0,0, a2(73)). Por tanto serd necesario imponer que
los vectores tangente en 77 y 715 sean perpendiculares al eje Z para que
la superficie resultante sea de clase 2.

2.- Si a1(T1) = 0 < a1(73), entonces tenemos una superficie homeo-
morfa a un disco cerrado con una singularidad en (0,0,a2(771)) que, al
igual que antes, se evita suponiendo que el vector tangente en 7; sea
perpendicular al eje Z. Es de observar que el caso a;(73) = 0 < a;(7})
es semejante.
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3.- Si a1(7T7) > 0 < ag(T3) entonces la superficie que obtenemos es
homeomorfa a un anillo.

Para hacer este estudio vamos a utilizar una expresion local de la
ecuacion (2.11). Consideramos la parametrizacion

S(t,0) = (a;(t) cos(f), a;(t) sen(8), as(t)).

Esta parametrizacion va bien en todos los puntos salvo en aquellos
puntos en donde a toca al eje Z que como ya hemos visto son a lo
sumo dos. Con esta parametrizacion obtenemos la expresién local de la
ecuacion (2.11), y suponiendo para simplificar que « esta parametrizada
pOr arco,

O%u ay(t)ou 1 0%u R ¥
577 a:l(t)a " 32 (1) 562 FauT — bu” = 0.

Dado que s6lo vamos a estudiar soluciones que dependan de t queda

la ecuacion
(a1(t)'u) + ai(t)(au™ — bu™) = 0, (2.12)

a la que hay que anadir condiciones de frontera. Dichas condiciones
pueden provenir del propio problema que estamos considerando (condi-
ciones de Dirichlet o Neumman) o de condiciones de regularidad de la
solucién en la superficie puesto que la parametrizaciéon que estamos us-
ando no tiene por que ser regular en algunos puntos.

Comenzamos considerando el primer caso anteriormente expuesto,

al(Tl) w2t ) = Oil(TQ).

Para que la superficie sea regular (de clase C?), es necesario imponer
que

ay(Th)* = & (T2)* = 1.

Al igual que en las soluciones radiales en una bola, la regularidad de las
soluciones de (2.11) que son constantes a lo largo de las circunferencias
que se obtienen al cortar por planos paralelos a XY, se obtiene al imponer
a las soluciones de (2.12) la condicion

|U(T1)] < O |U(T2)| <. 00.
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Veamos que estas condiciones son admisibles; la regularidad se obtiene
a partir de los Teoremas 1.18 y 1.22. Es de observar que aqui no se puede
distinguir entre el problema de Dirichlet y Neumman, pues en este caso
la superficie no tiene borde.

Vamos a estudiar la admisibilidad de la condicién en 73, en 75 es
semejante. Ademads, para simplificar las expresiones, vamos a suponer
que 17 = 0. Tenemos por tanto que estudiar la admisibilidad en cero de
la condicién |u(0)| < oo para la ecuacion

a; (1)
al(t)

sabiendo que a; es una funcién analitica, verificando a;(0) = 0, o4 (0)? =
1. Vamos a aplicar la teoria de puntos singulares (ver, por ejemplo,
[B-N]), para ello, escribimos la ecuacién en la forma

u” + u 4+ au =0,

t*u” + tk(t)u + at*u = 0

donde k(t) = t;x}((:)). Es facil comprobar que x(t) es una funcién analitica

verificando que k(0) = 1. Si escribimos la ecuacién indicial nos queda

con lo cual tenemos dos soluciones, una primera ¢;(t) que es una solucién
analitica verificando ¢;(0) = 1 y una segunda que se obtiene de la forma

P2(t) = ¢1(t) In(t) + (2)

donde (%) es de nuevo una funcién analitica.
De la estructura de estas dos soluciones se observa que cualquier com-
binacion lineal,

L1 + lagpo,

no es acotada entorno a cero a menos que l; = 0. Ademaés como ¢,(0) = 1,
existe un entorno donde es positiva y los ceros no se acumulan en 0.
Queda por ver que dicha funcién ¢; es regular, no sélo como funcién de ¢
sino también como funcién de a; (aunque la ecuacién indicial no dependa
de a la solucién ¢, si lo hace).
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Capitulo 2. EIl problema no lineal.

Para ello vamos a recordar la construcciéon de la funcién ¢;. Observa-
mos que ¢;(t) viene definido por una serie de potencias,

donde wy,(a) es una expresién polinémica en a, es decir

o0

T :
(ﬁl(t) = Z Z wnja’t”.
n=0 57=0
Se observa que, de la propia construccion de los w,,;, se puede demostrar
que esta serie es convergente (vista como serie doble) en un entorno de
la forma R x (—&,¢) donde € es el radio de convergencia de la serie de
potencias en 0 de la funcién k(¢). Tenemos por tanto nuestra funcién
ul(t) = ¢1(t) y sabemos que es analitica en R x (0,€), para ver que es
analitica en Rx(0,75) hacemos el siguiente razonamiento:
Sea u(t; a, s, g, vg) la solucién de
{ u”—l—fwu’—l-auzo,

a(t)
u(s) = xo, u'(s) = vy,

entonces dicha funcién (ya la hemos usado otras veces) es analitica en
sus 5 variables, y

utli(t) = u(t; a, 5& u(];t(a) (uéll)!(_))ﬁ

luego u}(t) es analitica en R x (0,7%).

Con la admisibilidad de las condiciones en frontera se llega a que la
descripciéon del espectro de Fucik, considerando solo soluciones que de-
pendan en el parametro t, viene dada por los Teoremas 2.2, 2.9, 2.10.

Cuando consideramos los otros casos expuestos, observamos que son
superficies con borde, por lo que hay que anadir a la ecuacién (2.11) las
condiciones de contorno. Al pasar a soluciones que dependan solo de t,
en la ecuacion (2.12), dependiendo de la superficie y del problema que
estamos considerando, tenemos los siguientes casos:

oSuperficie abierta por T, y cerrada por 77 (a;(71) =0 < a;3(7%)). En
este caso al igual que en el anterior es necesario imponer que |u(7})| < oo

y con un razonamiento semejante la admisibilidad en este extremo se
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obtiene al imponer que o(7})? = 1. La condicién de frontera en el otro
extremo depende del problema considerado y es u(7,) = 0, en el problema
de Dirichlet, y u'(T5) = 0, en el problema de Neumman. En ambos casos
15 es ahora un extremo regular y la admisibilidad y regularidad de la
condicién en frontera se obtiene del Teorema 1.22.

oSuperficie abierta por ambos lados (a(7}) y a(73) positivos). En este
caso se impone las condiciones u(77) = u(7;) = 0, en el problema de
Dirichlet y /(7T7) = u/'(T3) = 0, en el problema de Neumman. En todos
los casos son extremos regulares, luego la admisibilidad y regularidad se
obtienen de la Proposicién 1.17 y del Teorema 1.22.

Obviamente, en todos estos problemas se aplican los Teoremas 2.2 y
2.9, y el Teorema 2.10 en los casos de Dirichlet.

Por 1ultimo, comentar que si a;(t) = 1, as(t) =t en el intervalo (r, R),
(0 < r < R, son dos parametros reales), es posible tanto para el problema
de Neumman como para el problema de Dirichlet, obtener otra gama
de soluciones que dependen de 6, apareciendo un problema periédico.
Es decir ademéas de estas ramas de soluciones que dependen de ¢, hay
soluciones que dependen sélo de 6, obteniendo que el espectro tiene una
doble gama de curvas analiticas que se pueden calcular. Aun asi no
tenemos una descripcién completa pues existen valores propios (y de
cada valor propio una rama no acotada de espectro, [D3]) para los que
existe una funcién propia que depende de t y 6.

Espectro de Fucik en una esfera N-dimensional.

Sea SV = {z € RV*!/|z| = 1}, y vamos a estudiar la existencia de
soluciones no triviales al problema

Av+avt —bv™ =0, en SV

para que esto tenga sentido se impone que /N > 2 aunque el caso N = 2
ya a sido tratado, (como antes A denota el operador de Laplace-Beltrami

ahora en una variedad).
Estamos interesados en obtener el conjunto de los pares (a, b) para los

que existe solucién no trivial constante en cada paralelo, es decir,

—

v(z) =u(€ z, N >)
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donde N = (0,0,0,...,0,1) es el Norte de la esfera y < > el producto
escalar en RV,

En este caso aparece una ecuacion semejante a la ecuaciéon de Legendre,
con dos condiciones B(T;)

(1 —-t*)u" — Ntu' + aut —bu™ =0
[u(=1)| < o0, |u(1)| < oo

la admisibilidad de dichas condiciones en frontera (la regularidad se ob-
tiene de los Teoremas 1.18 y 1.22) se demuestra por un razonamiento
similar al que se ha hecho en el caso de la superficie de revolucién. All{
se ha utilizado que la ecuacion indicial no depende de a, en este caso, en
ambos extremos la ecuacién indicial es
N L A
2“4 > z = (.

Ademas también se utilizé que la otra solucién linealmente indepen-
diente es no acotada. La teoria de puntos singulares (ver [B-N]) nos da
que existe una unica solucion analitica en un entorno del extremo corre-
spondiente y una segunda solucién que tiene un comportamiento singular
como (t — T)Q__zﬂ o (t— T)'Q;Q‘Pi log |t — T'|, (cada una de estas posibilidades
depende de la paridad de N ), y 7' = £1. El razonamiento para demostrar
la analiticidad de las funciones u! y u2 como funcién de ambas variables,
es el mismo.

Por otro lado, aqui también se pueden considerar las siguientes var-

ledades con borde

{x e R"*'/|z| =1, « 2, N >< R}

O bien '
{ze R"/|z| =1, r <<« z,N >< R}

(=1 < r < R < 1, son dos parametros) al considerar estas variedades hay
que distinguir entre los problemas de Dirichlet y Neumman quedando las
siguientes posibilidades.

u(=1)] < o0, u(R) =0,

O bien
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cuando se tienen condiciones de Dirichlet y

lu(—1)| < oo, ©'(R) =0,

u'(r) =0=14(R)

cuando las condiciones son de Neumman.

En todos los casos se han sustituido condiciones B(T;) por condiciones
D(T;) o N(T;) en un extremo regular.

Se pueden, por tanto, utilizar los Teoremas 2.2 y 2.9 (2.10 para los
problemas de Dirichlet) para describir el correspondiente subconjunto del
espectro de Fuéik para el operador de Laplace-Beltrami sobre SV o sobre
estas variedades con borde con las condiciones de contorno consideradas.

Nota. En todos estos ejemplos no escalares hemos visto que un sub-
conjunto del espectro de Fucik esta formado por curvas analiticas que
cortan a la diagonal y se comportan de forma analoga a las hiperbolas
que aparecen en el problema de Dirichlet o de Neumman para el ope-
rador u”. Sin embargo, como ya hemos dicho, en ninguno de los casos
el espectro estudiado es el total. Quedan, por tanto, abiertos todos los
problemas planteados en la introduccion.
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Capitulo 3

Un problema no homogéneo.

En este capitulo nos vamos a centrar sobre el estudio del siguiente pro-
blema no homogéneo

u(0) = uiw) =0 -1

{ u” + au™ — buT = g(t)
donde g es una funcién en el espacio L*(0, 7) y a, b dos parametros reales.
Esta ecuacion se enmarca dentro de las ecuaciones de tipo

Lu+ N(u) = g(x) (3.2)

donde, L es un operador eliptico autoadjunto definido sobre un subespa-
cio del espacio L?(f2) (£ abierto acotado, regular de R") con valores en
el espacio L*(€2), g una funcién particular en dicho espacio, y N es el
operador de Nemisky asociado a una funcion continua N : R — R, con
un comportamiento asintéticamente lineal, es decir,

= a(b). (3.3)

lim
u—+(—)oo U

Antes de empezar a particularizar sobre el problema (3.1), conviene
tener en cuenta algunas propiedades generales sobre la ecuacién (3.2).
Algunas de ellas necesitan ciertas restricciones sobre el operador L, no
obstante nuestro estudio va dirigido a la ecuacién (3.1) y este es un caso
en donde el operador cumple todas las condiciones necesarias. Sea, por
tanto L un operador ”suficientemente bueno” ( tanto como el operador
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u — u”, definido sobre H}(0,7) N H*(0,7) ; un ejemplo podria ser el
operador de Laplace definido sobre H}(2) N H?*(Q2)).

También son necesarias ciertas restricciones de regularidad sobre la
funcién N : R — R , condiciones que en el caso del problema (3.1), no se
van a verificar pues la funcién N(u) = au™ —bu~ es inicamente continua,
pero sin embargo, usando la forma particular de la funcién N(u) en este
caso, se podrian obtener resultados bastante semejantes.

Es de observar que, caso de tener regularidad, la condicién (3.3) se
sustituye por otra mas fuerte,

lim N'(u) = a(b),

u—+(—)oo

la cual tiene sentido si /N es de clase 1 y también en nuestro caso par-
ticular. Comenzamos pues con la descripcion de los casos simples en la
ecuacién (3.2), asi como de alguna de la abundante bibliografia existente
en el tema. Nos limitaremos a los resultados mas relevantes y aquellos
mas proximos a nuestro estudio.

El problema mas sencillo es cuando a = b y N es lineal. Usando la

teoria lineal de operadores compactos, se obtiene que cuando a = b &
o(L) = {A\1 < A < A3 < ... < A,...}, espectro del operador lineal
L. el problema (3.2) tiene una unica solucién. Sia =b € o(L) (3.2)es
un problema resonante que se resuelve segun la Alternativa de Fredholm
(ver por ejemplo [B]).

Cuando a # b, pero la no linealidad no cruza el espectro, en el sentido
de que el conjunto {N'(u), u € R} no contiene ningiin valor propio, el
problema (3.2) tiene una tnica soluciéon. Este es el caso de que a y b sean
menores que A, o bien exista k € N tal que A\x < a,b < Agq1.

Cuando la no linealidad cruza el espectro del operador L, la situaciéon
se complica. No obstante, si uno de los valores propios que se cruzan es el
primer valor propio, es decir, si b < A\; < a (a < A\; < b es semejante) la
monotonia del operador se combina con técnicas de sub y super-soluciones
y se puede obtener una descripcioén bastante concreta del rango del ope-
rador L + N. Estos resultados fueron obtenidos por Ambrosetti y Prodi
en [A-P] cuando sélo se cruza el primer valor propio, es decir, b < A\; <
a < Ag, (N ademaés de clase 2 y N”(u) > 0) y por Dancer en [D2] cuando
se cruzan mas valores propios. En estos articulos se demuestra que el
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conjunto
{g € C"*(2) /(3.2) tiene exactamente una solucién}

es una hipersuperficie (infinito-dimensional) que divide a C%*(£2) en dos
abiertos A; y A, tales que, para cada g € Aj, (3.2) tiene al menos 2
soluciones y para cada g € Ay, (3.2) no tiene solucién.

El método para demostrar estos resultados es considerar g(z) = f(x)+
hei(z), donde e;(x) es la funcién propia normalizada asociada al primer
valor propio y f € C%*(Q) fija, y se demuestra la existencia de un valor
ho € R tal que el problema (3.2) tiene una solucién si h = hg, al menos
dos si h > hg v ninguna si h < hg. Un estudio efectuado por Costa,
DeFigueiredo y Srikanth en [C-F-S], muestra que cuando b < 1 < k? <
a < (k + 1)*, entonces el problema (3.1) (problema escalar) con g(t) =
f(t) + hsen(t), (f € L*(0,n) fija) tiene exactamente 2k soluciones para
valores h grandes. Observar que sen(t) es la primera funcién propia
para este problema y que la condicion sobre a y b implica el cruce de
exactamente k valores propios (0(L) = {k?/k € N} en este caso). Su
idea es normalizar la ecuaciéon (3.1) dividiendo por h > 0, obteniendo el
problema

/" + - 1
v + av bv sent + +f(t), (3.4)
v(0) = v(m) =0,
ahora este problema lo ven como una perturbaciéon del problema
V" + avt — bvT = sent,
{ v(0) = vin) =0, (3.5)

demuestran que este ultimo problema tiene exactamente 2k soluciones y
que los problemas (3.4) y (3.5) tienen el mismo nuimero de soluciones.
Continuando con el problema (3.2) se observa que cuando (a,b) €
(A1, +00)?, es decir, cuando la no linealidad cruza otros valores propios
y no cruza el primero, el conocimiento del problema (3.2) es escaso. En
principio, uno de los factores a tener en cuenta es el espectro de Fucik,
pero, como ya hemos dicho, no se tiene una descripcion total de dicho
conjunto en ningun caso no escalar. Ademas, es posible la aparicion de
soluciones que son degeneradas y de otro tipo de patologias. No obstante,
existen resultados generales aprovechando el conocimiento del espectro
de Fucik en las zonas cerca de la diagonal. Estos estudios fueron hechos
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por Ruf, [Ru2] y se limitan al caso de que la no linealidad sélo cruza un
valor propio, Ap—1 < a < A < b < Agy1, y ademaés dicho valor propio es
simple.

Para acabar con el problema (3.2) comentar que el caso a o b iguales

a A1 es un caso resonante que parece responder mejor a otro tipo de
técnicas. (Véase [Ro-L] y las referencias incluidas.)

Cuando estudiamos el problema escalar (3.1), nos encontramos con
que en este caso tenemos la descripcion del espectro de Fucik, (ver [F]).
Comentamos como este conocimiento del conjunto 2 nos ayuda al estudio
de (3.1).

En principio, como ya hemos dicho, la existencia de cotas a priori para
la ecuacion (3.1) estd garantizada siempre que el par (a, b) no esté en el
espectro. En estos casos, esta definido el grado en una bola suficiente-
mente grande del espacio L*(0,7). Ademas, dicho grado coincide con el
indice de la solucién u = 0 para la ecuacién (3.1) con g(t) = 0. Con todo
esto, se tiene que si el indice de la solucién u = 0 del problema homogéneo
(g = 0) es no cero, (3.1)tiene solucién para cualquier g € L?(0, 7).

Ess conocido que dicho indice es cero en las zonas entre dos ramas que
vengan del mismo valor propio de la diagonal principal y es distinto de
cero en el resto, ver [D1]. Estas zonas son las zonas sombreadas del
dibujo,
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Capitulo 3. Un problema no homogéneo.

En este capitulo vamos a estudiar el siguiente problema no homogéneo

{ u’ +aut —bu” = f(t) + h, t € (0,7) (3.6)

u(0) = u(w) =0

donde f € L?(0, ), (a,b) € (1,+00)? (recordar que A; = 1 es el primer
valor propio para este problema) y h € R.

En el vamos a estudiar la existencia y multiplicidad de soluciones para
valores de A muy grandes (h — +00) o muy pequenos (h — —o0).
El propdsito de este estudio es mostrar la complejidad del rango del
operador u” + au™ — bu~ con condiciones de Dirichlet para los distintos
pares (a,b) € (1, +00)?.

Vamos a mostrar que el nimero de soluciones para |h| suficientemente
grande, depende, no sélo de la posicion del par (a, b) respecto del espectro
de Fucik, sino también de la posicion del par respecto a unas ramas
de parametros para las que existen soluciones degeneradas que vamos a
mostrar.

Costa en [C] continuando el trabajo de [C-F-S], realiza un estudio para
el problema (3.1) con g(t) = f(t)+ hsent. En él se trata también el caso
(a,b) € (1,+00)?, dado que el autor no controla totalmente las ramas de
bifurcacién, sélo puede obtener el nimero exacto en algunas de las re-
giones. En otras regiones solo se pueden dar estimaciones sobre el nimero
de soluciones, en relacién a su posicion con respecto al espectro de Fucik.
Observar que nosotros estamos trabajando con la funciéon constante 1
que no es una funcién propia.

El estudio de la ecuacién (3.6) para valores grandes de |h| se va a hacer
siguiendo la linea de [C-F-S| y [C].

Sea u solucién de (3.6). Si llamamos v = hu, v es solucién de la
ecuacion ' :
V' +avT —bvT = Ef(t) + 1,
si h es positivo, O
7 + — 1
v+ v — av :Rf(t)'f—l,
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si h es negativo, y por supuesto v(0) = v(m) = 0. Ademads, cuando |h
tiende a infinito, ||+ f||z2 es pequeno. Por tanto vamos a estudiar el
numero de soluciones de la ecuacién

u' +aut —bu" =1
u(0) =u(mr) =0

asi como la persistencia de dichas soluciones frente a pequenas perturba-
ciones del término independiente.

En lo sucesivo y para simplificar la notaciéon, vamos a efectuar un
cambio en la denominacién de los parametros y vamos a trabajar con la
ecuacion

(3.7)

{ u +a*ut —buT = f(t)+h
a(0)y=qi(r) =0,

donde f y h son como en (3.6), y al igual que antes a y b mayores que 1.
Con estos cambios, la ecuacion limite anterior queda

;

u”’ + a*ut - buT =1,
u(0) = u(m) = 0.

(3.8)

\

Nos referiremos al espectro de Fucik X, como el conjunto de pares
a,b > 0 tales que el problema

’

u” + a®*ut — b*u~ =0,

u(0) = u(m) =0, (3.9)

\

tiene soluciéon no trivial. Tras el cambio de parametros se obtiene que
dicho espectro esta compuesto de las hipérbolas

n | n—;—l ok 1}
ntl 42 =1, (3.10)
24 2= 1

donde n = 1,2,3..., junto con las rectas a = 1 y b = 1. Por ultimo

comentar que los cortes con la diagonal (valores propios) tienen lugar en
los nimeros n = 1,2, 3, .. .(ver figura siguiente)
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Con esta reescalaciéon de los parametros conseguimos evitar tratar en
todo momento con raices cuadradas.

3.1 La ecuacion limite.

El propdsito de esta seccidén es estudiar el conjunto de soluciones del
problema (3.8) en funcién de (a,b) € (1,+00)?. En concreto, estamos
interesados en caracterizar la existencia de solucién de (3.8).

Proposicion 3.1. Dada la ecuacion
! +XNu=1, \A>0,

entonces toda solucion que se anule en un punto lo hace en infinitos.
Ademas si t; < ty son dos ceros consecutivos de una solucién u(t) y

s = |u/(t,)| entonces

tg“-tlz{

ademas u'(ty) = —u'(t1).

arctg(As), siu'(t;) < 0.

(m — arctg(As)), siu'(t;) >0

b [ o) [N

i
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Demostracién. Si u(t) = 0, entonces u”(t) = 1, luego los ceros de cualquier
solucion son siempre aislados. Ademas de la solucién general, se obtiene
que las soluciones son 2?'”- periodicas, luego, si una solucién de las ecuacion

anterior se anula en un punto lo hace en infinitos.
Consideremos primeramente que u'(¢;) > 0. Entonces u verifica u(t;) =
0y u'(¢t1) = s, luego necesariamente

u(t) = -;5(1 ~ cos(A(t — 1)) + 5 sen(A(t — t2)).

Sea p >0y 6 €|[0,%) tal que

pcos(f) =
psen(f)

1
VR
s
A )
entonces, usando las formulas de adicion, u se escribe como

1
)2

pcos(A(t —t1) + 6)
y los ceros estan en las soluciones de la ecuacion

At —t = —
cos(A( 1) + 60) SE

Sit=t, u(t;) =0, luego

0 . -0 2x
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asi, la siguiente soluciéon se obtiene cuando
/\(t—tl)+9=2ﬂ'—9

y, por hipdtesis es t. Sustituyendo ¢ = ¢, y despejando,

2m — 0
to — 1 = e
Por ultimo, por construcciéon de 6, se obtiene que
tg(f) = As,

eso, unido a que 6 € [0, 7 ), nos dan la tesis de la Proposicién.

Si estamos en el otro caso, es decir u'(t;) < 0 entonces u(t;) = 0 y

u'(t1) = —s, luego
1
u(t) = -)-\-2—(1 — cos(A(t —1t1))) — Esen()\(t — 1)),
tomando como antes
pcos(f) = 53,
psen(f) = 3,
obtenemos ahora que
1
u(t) = v Acos(A(t —t;) — 6)
y los ceros de u son las soluciones de
1
AMt—t) —0) = —.
cos(A(t = t1) — 6) = —
Al igual que antes, t = t; es solucién, luego
1
| P ol s X
cos(—80) PSR

ahora graficamente
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de donde la siguiente solucién se obtiene cuando
AMt—1t)—0=286.

Sustituyendo ¢t = t5, 6 = arctg(As) y despejando se obtiene la tesis de la
Proposicion.
Por ultimo, usando la expresion de u como

u(t) = % — pcos(A(t —t1) £ 6),

se observa que hay una simetria respecto a la recta t = 8£2, de donde

u'(t) = —u'(t2).

Definicién 3.2. Se definen las siguientes funciones

¢1(a;s) = 2(m — arctg(as)),

¢o(b; s) = g(’ﬂ — arctg(bs)).

En principio ¢1, ¢o : R™ x [0, +00) — R. Con estas funciones vamos a
hacer una descripcién de la forma de las soluciones de la ecuacion

v’ +a’ut —bu” = 1. (3.11)

Si v no se anula nunca entonces tiene que ser positiva, pues, caso de ser
negativa, se obtendria que u”(t) > 0, luego seria convexa y una funcién
convexa no puede permanecer siempre debajo de una recta.

Si u se anula en un punto %y, y ademas u'(tg) = 0, por unicidad del
problema de valores iniciales,

u(t) = = (1 — cos(alt  to)),

teniendo una solucién que se anula en los nimeros % 2’;{”, n € N, entre

cada uno de los ceros tenemos una funcién positiva y en cada uno de los
ceros la gréfica corta tangencialmente al eje.
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Si en algun tg, u(tg) = 0 y v/(¢y) # 0 entonces, por la Proposicién 3.1
vuelve a anularse en un segundo punto ¢; dado por

e to + (251((1; S), S1 Uf(to) >4
) to+ oa(b;s), si u'(tg) < 0,

donde s = |u'(tg)|, pero ademas, u'(t;) = —u'(tg) # 0, con lo que volveria
a anularse en un punto ¢, pero ahora si u'(¢g) > 0 entonces u/(t;) < 0y
viceversa. Ademas, s = |u'(t;)| que es el mismo valor, luego

to = to + @1(a; s) + ¢2(b; s).
Con este razonamiento vamos a tener una sucesion de ceros

v AL Ty X By Byt S Te s o

en todos ellos |u/(t;)| = |u'(tp)| y ademas

" TP S ¢1(a;s), si u'(t;) >0,
T T gy(bys), siow(t) <O,

donde s = |u'(t;)].

Para poder razonar con este tipo de soluciones vamos a hablar en
términos de saltos. Sea t; < t, dos ceros consecutivos de una solucién wu,
se dice que u tiene un salto positivo en (t,,t;) si u(t) > 0, Vt € (1, t2).
esto es equivalente a que u'(¢;) > 0. Se dice que u en (%, t3) tiene un salto
negativo si u(t) < 0, Vt € (¢1,t2); lo que es equivalente a que u/'(t;) < 0.
En virtud de la Proposicién 3.1, la longitud de un salto positivo es ¢;(a; s)
v la longitud de un salto negativo es ¢2(b; s). Ademas, cualquier solucién
de (3.11), o tiene todos los saltos positivos, o bien se intercalan saltos
positivos con saltos negativos.

Para simplificar la notacién ¢, y ¢2 sélo vamos a expresarlas como
funcién de s, los valores a y b se supondran los correspondientes a la
ecuacion que se considere en cada momento.

Con toda esta descripcion el siguiente Lema es evidente.

Lema 3.3. EI problema (3.8) tiene solucién con n > 1 saltos positivos
si y sélo si para algun s se verifica alguna de las siguientes relaciones

1) ng1(s) + (n— 1)ga(s) =7
2) np1(s) + nga(s) =m
3) np1(s) + (n + 1)g2(s) = .
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Notas. 1. Es facil mostrar que (3.8) tiene solucién negativa en (0, ) si
y s6lo si b < 1, es decir fuera del cuadrante (1, +00)? que es la zona en la
cual estamos interesados. Por tanto si (a,b) € (1, +00)?, toda solucién
tiene al menos un salto positivo.

2. Si s > 0 verifica la relacién 1) del Lema entonces la correspondiente
solucion de (3.8) se obtiene al considerar la solucién de la ecuacién (3.11),
verificando

u(0) = 0, u'(0) = s.

Por otro lado si se verifica la relaciéon 3) del mismo Lema la solucién de
(3.8) se obtiene partiendo de la condicién inicial u(0) = 0, ¥/(0) = —s.
Sin embargo, si s > 0 verifica la relaciéon 2) de Lema, las dos soluciones
de la ecuacion diferencial (3.11), cada una de ellas verificando u(0) =
0, ©'(0) = +£s, son soluciones al problema (3.8).

3. S1s = 0, verifica alguna de las ecuaciones 1), 2), 3) entonces verifica
las tres relaciones y la solucién con n saltos positivos es la misma

o) = %(1 Lioon(at)),

ademas esta solucion aparece si y sélo si a = 2n.

3.2 Persistencia de las soluciones.

Como ya hemos dicho vamos a analizar la persistencia frente a pequenas
perturbaciones de las soluciones de (3.8). La herramienta a utilizar es el
grado de Leray-Schauder. Aunque esta teoria es bien conocida, vamos a
concretar algunas definiciones.

Sea G : L*(0,7) — H*(0,7)N H}(0,7), el operador de Green asociado
al problema de Dirichlet para el operador diferencial Lu = —u”, es decir:
dado f € L*(0,7), se define u = G(f) como la solucién del problema de

Poisson
—u" = f(t)*
u(0) = u(w) = 0.

En estas condiciones, el problema

u(0) = u(m) = 0,
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es equivalente a la ecuacion

u = G(a’*u® - b*u™ — f).
Dado que la funcién

u — G(a*ut — b*u™ — f)

vista desde H?(0,7) N H}(0,7) en si mismo es completamente continua,
la funcion

H(u) =u— G(a*u*t — b’*u~ — f)
es de tipo Leray-Schauder y si u € H*(0,7) N H}(0, ), es una solucién

aislada de la ecuacion
H(u) =0, (3.12)

se puede hablar del indice de Leray-Schauder de dicha solucién,

1n<f:i{ex(u).

Este nimero define la persistencia de las soluciones en el sentido de que
si H, es una gama continua de operadores de Leray-Schauder con A € R
o A € I siendo I un intervalo de R, entonces, si para algun Ay tenemos

una solucién ug tal que
index(ug) # 0,

H ),

existe € > 0 tal que para cualquier A € (A\g—¢, A\g+¢) existe uy verificando
HA(‘U,)\) — O,

y ademas

Aan}g u(A) = up.

Para estimar este indice vamos a utilizar el método de tiro:
Sea u(t, s) la solucién del problema de Cauchy

{ u” + a*ut — b*um = f(t)

u(0) = 0, w(0) = s € R, (3.13)

entonces, existe una equivalencia entre las soluciones u de (3.12) y las
soluciones s de la ecuacion

Pl =stwr, 8= (3.14)

Es facil observar que s es una solucién aislada de (3.14), si y sélo si
u(-, s) es una solucién aislada de (3.12), de hecho se demuestra:
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Lema 3.4. Sea s una solucién aislada de (3.14) y sea u = wu(-,s) la
correspondiente solucién (necesariamente aislada) de (3.12). Entonces

1n<}'ljex(3) =% m}i{ex(u)

donde el indice de la izquierda es el usual indice de Brouwer en dimension
finita.

La demostracién de este Lema se deduce de los resultados en [K-Z]

Definicion 3.5. Una solucion de (3.8) se dira que es no degenerada si
alguno de los indices del Lema anterior son distintos de cero.

Lema 3.6. Sea (a,b) € (1,400)* y so > 0 tales que existen n € N y
j € {n—1,n,n + 1} verificando

n¢1(30) -+ j(?f?g(so) —F
2 {0 (s0) + 762(50) }smso 7 0.

Entonces, la funcién u solucién de (3.11) que verifica u(0) = 0, ¥/(0) =
Sg,s1j=n—106n, 6 bien u'(0) = —sgsi j=n 6n+1 es una solucién
no degenerada de (3.8).

Demostracién. Vamos a suponer que j = n—10 7 = n y que u es solucién
de (3.11) verificando u(0) = 0, ©'(0) = so. El otro caso es andlogo. Sea
u(t, s) definido por (3.13), para s > 0. Es trivial que

u(ngi(s) + joz(s),s) =0 (3.15)

pues noi(s) + jda(s) es el (n + j)-ésimo cero de wu.

De los resultados de dependencia continua respecto a condiciones ini-

ou

ciales se tiene %(t,s) existe y es continua (ver [Ha]). Ademds, dada la

forma de las soluciones (véase la descripcién después de la Proposicion
3.1) se obtiene que

ou

E‘(n@(s) + j¢a(s),s) = £s

Por otro lado, %%(t;s) existe y es continua, (ver Teorema A.1 del
apéndice), luego derivando la expresién (3.15) se obtiene

% (ngy(s) + j¢a(s), 8) 2 Andr(s) + jda(s)}+
+84(nes(s) + jba(s),s) = 0,
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y al aplicar la hipdtesis del Lema,

P(s0) = S (m, 50) # 0.

Por tanto, sy es una solucién aislada de (3.14) y

m%ex(so) =l

(o)

Proposicién 3.7. Si a = 2n # b, la solucién u(t) = 2 (1 — cos(2nt))
de (3.8) es no degenerada.

Demostracion. Vamos a estimar P(s) para valores s proximos a cero, para
ello vamos a localizar 7 entre dos ceros consecutivos, sea b < a = 2n, el
caso b > a = 2n es muy semejante. Si b < a = 2n, y s > 0 entonces
u(t, s) tiene dos ceros consecutivos en

t1(s) = ng1(s) + (n — 1)¢a(s)
ta(s) = ne1(s) + nea(s).

Derivando las expresiones y usando que b < a, se comprueba que para
valores s positivos y proximos a cero, t;(s) es estrictamente decreciente
y t2(s) estrictamente creciente, como ademas

obtenemos que para valores s positivos y proximos a cero
ti(s) < ™ < ta(s),

luego estamos en medio de un salto negativo y P(s) < 0.
Si s < 0, entonces 7 se encuentra, por un razonamiento similar, entre

(n — 1)¢1(—8) + nga(—s) < ™ < ne1(—s) + np2(—s),

para valores de s préximos a cero, luego estamos en medio de un salto

positivo y
Pls) >0,
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Se ha probado que s = 0 es una solucién aislada de (3.14) y tiene indice
—1.

()

Nota. Es de destacar la diferencia entre las soluciones no degeneradas de
(3.8) que se obtienen en el Lema 3.6 y la Proposicién 3.7. Una solucién
u no degenerada por el Lema 3.6, se puede ver como una solucién de
(3.12), donde el funcional H que es de clase 1 en un entorno (en el espacio
H?(0,7)) de u, (hay que usar tinicamente que los ceros de u son simples),
y en este caso la diferencial DH, es un isomorfismo, estas soluciones se
llaman soluciones geométricamente no degeneradas.

La solucién no degenerada que nos da la Proposicion 3.7 verifica que
existe DH,, en sentido Gateaux, pero no es un isomorfismo, estas solu-
ciones se diran topologicamente no degeneradas.

Ahora vamos a presentar la existencia de soluciones degeneradas. Sea
n € N,i2 = 1,2,3, denotamos por ¢}(s) : [0,+00) — R, la funcién
definida por

Yl (8) = no1(s) + (n+ i — 2)ga(s).

Vamos a analizar las gréficas de 9.. Sean = 2,3,4,... , y r en el
intervalo (0, ”—;1), definimos
an(r) = 2n + 2 (2 arctg (ot ) — narctg (7—=—2))
b(r) = ralr):

n+1

==, +00 ), definimos

Sea ahoran=1,2,3,...y 7 € (
a™(r) = 2n + £ ( 2L arct " — n arct -
) T\ r ¢ ey, g By o ey
' r) =ra®(r).

Con estas funciones hacemos la siguiente descripcion. Empezamos por

Yn-
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i) Si % > /%=1, entonces v, es estrictamente decreciente con derivada
negativa, y ademas

lim w}l(s) — BT ('r_z—l)n‘ (316)

§— 00 a b

{ Yn(0) = 2%,

1

ii) Si 2 < /2= entonces 1)} tiene un tinico extremo en sy =

y ademas es un minimo que toma el valor

Yn(s0) = — an(r)

donde r = %. Observar que si n = 1, no existe esta posibilidad. Ademas

en este caso también se tienen los valores en los extremos dados en (3.16).
La descripcién de 1?2 es muy simple. Si a # b, ¥2 es estrictamente
mondtona con derivada no nula, si @ = b, entonces 1> es constante, y en

cualquiera de los casos se verifica

{ ¥a(0) = %=,

lim ¥2(s) = nn (% +

T

) | (3.17)

1
8§— 00 b

Por ultimo la funcién ¥? verifica:

i) Si -g-_ e "—j;—l-, entonces 1> es estrictamente creciente con derivada
no nula, ademas

Y (0) = 4%,
{ llm w3(8) — n7 + _(_n+1)7r (318)
s—o0 ' a a
ii) Si % > ”T“H, entonces 12 tiene un Unico punto critico en sy =

—t v es un maximo que alcanza el valor
\/ nb?2—(n+1)a?

¥i(s0) = —a™(r),

donde r = % Ademas se tienen también los valores en los extremos dados
por (3.18).

Con toda esta informacion, el Lema 3.6 y la Proposiciéon 3.7, se observa
que la unica posibilidad de existencia de solucion degenerada es:
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Cuando a = b = 2n, entonces se obtiene la rama

1
~(1 — cos(2nt)) + ssen(2nt) s € R, (3.19)

u(t) = 55

que no es ni siquiera aislada.

O bien, una solucién correspondiente a un valor sy que sea un valor
critico de alguna funcién 7.

En este ultimo caso se observa que si igualamos 17 (sg) = m, obtenemos
quesij=1l,a=an(g)yb=0b(2)osij=3,a=a"(2)yb= b™(2),

por tanto, s6lo en las ramas del plano

{(an(r),ba(r))/r € (0,y/22) } U {(a"(r),b"(r)) /r € ({/2E,00) }

pueden aparecer soluciones degeneradas.

Proposicion 3.8. La correspondiente solucién en este ultimo caso es
efectivamente degenerada.

Demostracion. Veamos que cuando 7 = 1, dicha solucién es degenerada.
Cuando 7 = 3 se razona de forma semejante.

En este caso 1} tiene un minimo estricto en sg, luego si s estd préximo
a sg y es distinto de él,

néy(s) + (n — 1)da(s) > ”a(r).

Ademaés si (a,b) estd en la curva (a,(r), b,(r)) queda

ng1(s) + (n — 1)ga(s) > .

El cero anterior a este de la solucién de (3.11), estd en (n — 1)¢;(s) +
(n — 1)¢2(s) y dado que se verifica

(n = 1)¢1(80) + (n — 1)d2(50) < n1(s0) + (1 — 1)da(s0) =,

para valores s proximos a sg y distintos de él

(n—1)¢1(8) + (n — 1)p2(s) < ™ < ng1(s) + (n — 1)p1(s).
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Asi, si s esta proximo a sg y es distinto de él, m esta en medio de un salto
positivo, luego
u(m,s) >0

y, por tanto,
index{so} = 0.

u(m,-)

La otra demostracion es analoga.

Lema 3.9. Las funciones a,(r) y a™(r) verifican

n )

i) 2n < a™(r) < 2n+1, r € (1/22, +00).

i)2n—1< a,(r) <2n, r € (0, L

n Y

Demostracion. Consideramos la funcion

n — 1

F(n,r) = — - arctg (m) — narctg ( n——-il—nr )

definida en el abierto

{(n,r) € (2,+00) X (0,4+00) /7 < \/anl}

si derivamos F'(n,r) con respecto a n se obtiene

% arcte (=) — arcte (=)

usando que + arctg(rs) > arctg(s) sis > Oyr < 1, se obtiene que F es

estrictamente creciente en n. Al tomar limite cuando n tiende a infinito
a r fijo en F'(n,r), se obtiene cero, luego

F(n,r) <O0.

Para estimar F' inferiormente, dado que es estrictamente creciente en
n, tenemos que analizar el comportamiento de F' en la frontera inferior
del abierto donde esta definida, la cual tiene dos partes

{2,r)/re [0, ] u{(ny22) /n>2}.
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En la primera parte de la frontera,

F(2,r) = %arctg (71:7;) — 2 arctg (7117) ,

y usando de nuevo que 2

~arctg(rs) > arctg(s) si s > 0yr < 1, queda
F(2,r) > — arctg (ﬁ) -,

En el otro caso

F (n’ ﬂ'-;-;f-l) — lim F(p,'r) - 12[ (3/ n(n;—-l)—n)
(p,r)—=(n,y/ 25)

y cuando n = 2

(‘f l)w B e,

Con esto tenemos o

=5 < F(n,r) <0.

y la desigualdad 1) es evidente. La otra demostracion se obtiene de forma
similar.

(o)

3.3 Numero exacto de soluciones.

En esta seccion vamos a contar el nimero de soluciones del problema
(3.8). En virtud del Lema 3.3, el problema (3.8) tiene solucién con n
saltos positivos si y sblo si para algun 2 = 1, 2, 3, existe un s tal que

i(s) = (3.20)

Ademas el problema de determinar el niimero exacto de soluciones de
(3.8), se reduce a determinar, paracadan € Ny ¢ =1,2,3, el nimero
de soluciones en s de la ecuacion (3.20) y observar que:

”Si a = 2p, p € N, la solucién s = 0 de las ecuaciones (3.20) para
i = 1,2,3 y n = p dan la misma solucién de (3.8). Sis # 0y i = 2,
cada solucién de (3.20) se corresponde con dos soluciones u distintas de
(3.8).”
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Vamos a tener también en cuenta cuando las soluciones son o no de-
generadas.

Introducimos la siguiente notacion. Denotamos por Z;, peEN1=1,2
o 3, las siguientes zonas del cuadrante (1, +00) x (1,+00):

Z, = {(a,b) € (1,400)* / existe s > 0 tal que ¢(s) = 7}.

Para simplificar el nimero de casos a considerar, para cada z,y € R,
vamos también a denotar

(z,y) siz <y,
I(l?,y): 0 1 T =Y,
(y,x) six>y.

Con estas notaciones se tiene el siguiente resultado:

Proposiciéon 3.10. Sean € N, ya € (2n—1,2n+1]. Seap € N con
p#n,1=1,2,3, entonces

(a,b) € Z} <> 1€ I (2,2 + 252

Ademds por cada zona Z, con i = 1 6 3, en donde esté contenido
el par (a,b) existe exactamente una solucién de (3.8) y por cada zona
Zg en donde este contenido (a,b), existen exactamente dos soluciones de
(3.8).Todas estas son no degeneradas.

Demostracién. A la vista de la descripciéon que tenemos de las funciones
Y’ se observa que la condicion

mel (28,2 4 ety (3.21)

implica la existencia de una tinica solucién de la ecuacién (3.20), de donde
la implicacién de derecha a izquierda asi como la ultima conclusion de la
Proposicion, son evidentes. Veamos que si

a ’ a b

¢ I(%2, 2 4 22y (3.22)

y la ecuacién (3.20) tiene solucién, entonces p = n. Si i = 2, para que se
verifique (3.22) y (3.20) para algtn s es necesario que a = by ¥2(s) = 2?
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constante, por tanto, (3.20) implica que a = 2p y tal v como se toma a
en (2n — 1,2n + 1], no hay més remedio que a = 2n, luego p = n.

Sit = 1, y se verifica (3.22) junto con (3.20), no hay més remedio, en
funcién de la descripcién de v, que

. . (2pm pm p—1
1 | e
min Yp(s) <7 < mm{ =y e e oo 7r} , (3.23)
luego
s "
= ea — <
~ ap (a) <,
de donde

b
Ay (E) S a.

Por el Lema 3.9, 2p — 1 < a y dado que a < 2n + 1, se obtiene

2p—1<2n+1

luego
p S n.
Volviendo de nuevo a (3.23),
Y. .
a
de donde
a < 2p
y COmMOo

n—1<a<2p

se obtiene que n < p, llegando a n = p, que es una contradiccién. Si
» = 3 la demostracion es muy semejante.

(o)
Nota. Si2n—1<a<2n+1,1=1,2,3y

2 | — 2
1 e I n’nin-l—z )

a a b
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entonces (a,b) € Z'. Ademaés la solucién de (3.20) es tinica y se corres-
ponde con una solucién (o soluciones si ¢ = 2) no degeneradas de (3.8).

Analizamos el numero exacto de soluciones de (3.8). Sea (a,b) €
(1, 4+00)?, siempre se puede encontrar n € N tal que

2n—1<a<2n+ 1.

Vamos a considerar el caso 2n — 1 < a < 2n. El caso a = 2n es un
caso limite a este en el que hay que considerar dos cosas: primero, que

la solucidén s = 0 a las tres ecuaciones

Pi(s)=0i=1,2,3

n

se corresponde con la misma solucién de (3.8), y segundo, que cuando
b = a = 2n aparece un continuo de soluciones dado por la expresion
(3.19). El caso, 2n < a < 2n + 1, tendria un razonamiento similar.
Caso 1. Supongamos que
n n-—1
— A < 1.
a b
Antes de empezar a subdividir en apartados, vamos a hacer las siguien-

tes consideraciones generales:
Directamente de la Proposicion 3.10, se obtiene que

(a,b) & Z}

siempre p<n—2,obienp=n—-—1y 7 =106 2. Por otro lado, usando
la nota después de dicha Proposicion, se obtiene

(a,b) € Z..

Entre todas las zonas comprobadas hemos obtenido exactamente una
solucién. El estudio de las otras zonas dependera de la posicion particular
que presente el par (a,b), sin embargo se puede decir lo siguiente: Es
posible que 12 no sea estrictamente monétona, sin embargo no es posible

que la ecuacion

Ya(s) =,
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nos dé dos soluciones, es decir, que

{2n7r n n+1} T n(b)
JOAX { i | o o} <T<=-—a (-],
a .  a b a a

pues €11 €s€ CasSO

y esto es contradictorio.

Por tanto, en todos los casos que restan, para comprobar que (a,b) €
Z?, solo hay que comprobar que

T € I(zﬂ P4 L’9”“""’“'1)"*).

a ? a b

Con todas estas anotaciones las siguientes estimaciones se reducen a
una comprobacion.

1.1.. .81 2+ 1‘—";1 & -’l—a:l + %, entonces

(a,b) € Z;_ NZ)y (a,b) ¢ Z:UZU | (Z, U Zg g Zj)j

p>n

luego tenemos exactamente dos soluciones de (3.8).

1.2: M1 -"'—:—1 + 2 <1 <242, antonces

(a,b) ¢ Z;_ U ZiuZ)U | (Z,UZIUZ)),

p>n

por tanto tenemos exactamente una solucién de (3.8) ((a,b) € Z}).

1.3. SiexistepeN,p2ntalque s+ £ <] < £4 P—l‘l-, entonces

p—1
(a,b) €e() (ZeNZiNZH)NZ,NZ.

k=n
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(a,b) ¢ Z,_ U |J (ZyuZiuZ)u Z:

k>p

por tanto tenemos exactamente 4(p — n) + 3 soluciones de (3.8).

1.4.- Si existe p € N, p > n tal que £ 4 P“gl <1 < le'l - £, entonces

P
(a,b) € (Ze N ZEN Z})

k=n

(a,b) ¢ Z, U |J (Zx U ZZU Z)

k>p

Por tanto (3.8) tiene exactamente 4(p — n + 1) soluciones.

1.5. Siexiste p € N, p > n tal que pzl | g i d S pj;l | le, entonces

es facil comprobar que a < 2n < b, (de hecho esto es cierto siempre que

n-l4 2 < ] véase nota después de este caso), por tanto 2+ 5= < B4 EXL
luego
p
1 ~ 72 A 73 1
(a,b) € (ZeNZENZ{H)N Z,,,
B=
},

(a,b) ¢ Zp 1 U Z,, U Z,,0 | (ZruZiuZp),

k>p+1

tenemos exactamente 4(p — n + 1) + 1 soluciones de (3.8).

Nota. Si -”a_—l + % < 1, es decir, quitando el caso 1.1 y usando que a < 2n

obtenemos

n?

b > 2 > 2n
n—1

luego a < by, por tanto, no es posible el subcaso

p+l P P -
F-< 1 <=4 .
a b a b
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Caso 2. Supongamos que

n o n- 1 (3.24)
a | b . J. ;
En este caso hay que hacer las siguientes consideraciones: de la Pro-

posicion 3.10, se obtiene facilmente que

1<

(a,b) ¢V (ZhUZ} U Z)

(a,b) € Z3_,.

Vamos a hacer una primera distincién segiin las soluciones de n saltos
positivos. En principio usando 2n — 1 < a y (3.24) se obtiene que b <
2n — 1 < a, luego Y7 y 15 son siempre estrictamente mondtonas y

(a,b) & Z2 U Z2.

Por tanto, esta primera distincion se hara por la posiciéon relativa res-
pecto a Z} que tiene ahora tres partes.

A) Si /2= < ﬁj o bien % < /E2y an(g) > @ entonces la ecuacion
1,0?(8) = T,

no tiene ninguna solucion pues

2nT

LT > o,

e  (n—1) (3.25)
na:rr | n - TF 2 7‘(‘,

que son los valores de Y7 en 0 y en oo, y ademas, caso de que aparezca
un minimo, es decir, -g- < 5‘-'";—1, entonces

. m b
min ¢, (s) = —a.(=) > 7
SERT a a
luego la gréifica de 1 estd siempre por encima de 7. Por tanto no existe
ninguna soluciéon de (3.8) con n saltos.
B) Si a,(2) = a, tenemos un caso muy particular: la funcién ¥} toma el
valor 7 exactamente en su valor minimo, luego tenemos exactamente una
solucién con n saltos positivos y por la Proposicién (3.8) es degenerada.
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C) Si a > a,(%), entonces

. AR
T > —an,(—
" ()
que es el valor minimo de 1}, eso unido a (3.25) que siempre es cierto,

nos dara que la ecuacion
1 e
¢n(3) =%
tiene exactamente dos soluciones, correspondientes a dos soluciones de

(3.8), con n saltos positivos, no degeneradas.
Con estas anotaciones se tienen los casos:

-
VAN
-
IS

+ ”T"l . entonces

- a

(a,b)¢ U (Zluziuzdhuzi ,uZi,.
k<n-—1

(En Z2_,, sabemos que estd.) Entonces tenemos exactamente una solucion

que no tenga n saltos luego
-Si (a, b) verifica (A) existe exactamente una solucién de (3.8).

-Si (a, b) verifica (B) existen dos soluciones (3.8) (una de ellas degene-

rada).
-Si (a, b) verifica (C) existen tres soluciones de (3.8).

2.2. Si existe p < n —1 tal que %1 + &< 1< £ 4%, entonces
n—1
(a,b) € ZyNZN () (ZeNZENZ),
k=p+1

@b ¢U (ZUZUZ)UZ,

luego tenemos 4(n — p) — 1 soluciones de (3.8) que no tengan n saltos
positivos, a estas se anaden las soluciones con n saltos positivos como en

el caso anterior.
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2.3. Si existe p < n — 1 tal que E E P;’l < R %1 + %, entonces

n—1
(@,b)e Z;_,NnZZNZN (| (ZgnNZiNn Zp)

k=p+1

(a,b) ¢ |J (ZrvZiuzi)uz,_,uZ_,UZ,

k<p—1

luego tenemos 4(n — p) soluciones que no tengan n saltos positivos, més
las soluciones con n saltos positivos, como en los casos anteriores.

2.4. Si existe p < n — 1 tal que P;'l | pgl R S %1, entonces
b<2n—1<ay,por tanto, 2 + B2 < B2 4+ 2 Juego

a

n—1
(a,b) € Zg_lﬂ () (Z; N Z¢N Z;)

k=p

(a,b) ¢ | ) (ZguZiuZi)u Zy, 1 UZS_,.

k<p—1

Luego tenemos 4(n — p) + 1, soluciones de (3.8) que no tienen n saltos
positivos mas la o las posibles soluciones con n saltos positivos.

Con estos datos se configura el diagrama

En este dibujo se observa el numero de soluciones de la ecuacién (3.8).
Cada una de las curvas F}J se corresponde con aquella de ecuacion

P 4
-4 ==1.
a: b
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La linea de puntos representa la diagonal y las zonas sombreadas son
los pares (a,b) tales que el grado total es cero.

Para acabar vamos a dar el siguiente grafico, sin demostracién acerca
del nimero exacto de soluciones.

3.4 Estudio asintotico de una ecuacion con
un parametro.

En esta seccidn vamos a estudiar el numero de soluciones de la ecuacion
(3.7). Como ya hemos dicho, al efectuar el cambio v = hu, con A > 0, se
obtiene la ecuacion

v(0) = 0 = v(r). (3.26)

{ V" + a*vt — b*vT =1+ 3 f(t)
Proposicién 3.11. Sea (a,b) tal que:
l-a#ax(2), n=234,...
2.-a# a“(%), n=1,234....
3.~a % 2n, =2 38

4.- (a,b) ¢ ¥, (es decir no verifica (3.10), n=1,2,3,4,...).
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Entonces, existe €g > 0 tal que para cualquier h € R con ‘%‘ < €p, €l

problema (3.26) tiene exactamente el mismo numero de soluciones que
(3.8).

Demostracién. Sea p = 5+ y sea P(s,pu) = u(n,s, u) donde u(t; s, u) es la
solucién del problema de Cauchy

u” + a*ut — b*u~ =1+ ph(t)
u(0) =0, ¥'(0) = s.

(3.27)

Vamos a probar que existe un g9 > 0 tal que para todo p € (—¢&g, &9),
el niimero de soluciones en s de la ecuacion

Plis, p)=0D (3.28)

es el mismo. Vamos a dividir la demostracion en tres etapas.

12. (Existencia de cotas a priori) Existene; > 0y M > 0 tal quesi |u| <
g1, entonces toda solucion s de (3.28) verifica que |s| < M. Razonamos
por reduccion al absurdo. Supongamos que existe una sucesion de valores
t, — 0 vy s, — 400 que son soluciones de la ecuacién (3.28). Sea
un(t) = u(t, pin, Sn), sea vn(t) = =-u,(t). Entonces, v, es solucién del

problema

v + a*vt — b2 = (1 + puaf(t))
wl0) = 0, ¥'{0) = L,
ademas, v,(mr) = 0. Dado que s, — o0, ||—S-i—(1 + pph(t))|lz2 — 0y

tomando limite en la ecuacién, se obtiene que v, — v en C*[0, 7], donde
v es solucién de

v + a2'v+ — b?,U— =0
{ v(0) = 0, v/(0) = 1, v(r) = 0 (3:29)
luego (a,b) € £ y por tanto tenemos una contradiccién.
22 Sean s, So2,...,S, las soluciones de (3.28) para pu = 0, entonces

existe un €, > 0 tal que si || < €4 se verifica que existe un abierto U de R,
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conteniendo a {si, S, ..., S} y funciones s; : (—€9,62) = R, i =1,...,r,
de forma que para cualquier u € (—&9,€2), s1(u),s2(p),...,s-(1) son
las tnicas soluciones de (3.28) en U. (Cada solucién s; ”bifurca” en
exactamente una rama de soluciones).

Para demostrar esta etapa, hay que observar que hemos quitado la posi-
bilidad de existencia de soluciones geométricamente degeneradas, luego
en todas ellas se verifica

0
—P 82‘,0 0.
55 L (8:,0) #

Por otro lado a consecuencia del Teorema A.1 demostrado en el apéndice,
la funcién (s,u) — P(s,u) es de clase 1, en un abierto conteniendo a
los (s;,0), ¢ = 1,..,7. Esto nos permite por el Teorema de la Funcién
Implicita, para cada 2, demostrar la existencia de entornos abiertos U; X

(—e9,€9), de (s;,0), tal que la ecuacién
P(S:ﬂ) = 0, (Sau“) = (_82162)1 (330)

define una funcién s;(u) de clase 1, ademas los pares (s;(u), ) son las
tnicas soluciones de (3.30) en sus respectivos entornos. Tomando U =

; o=
U U; se completa esta etapa.
i=1

32. Existe €3, tal que si || < £3 la ecuacién (3.28) no tiene solucioén si
s € Bp(0)\U. (Las ramas de bifurcacién son las unicas soluciones.)

Esto se deduce de que By (0)\U es compacto y que para u = 0, s; €
U, para cualquierz =1,...,7.

Combinando los resultados anteriores se obtiene la tesis de la Proposicion.

(o)
Notas. Si sélo tomamos las hipétesis 1 y 2 y ademaés (a,b) # (2n,2n)
n=1,2,3,..., entonces todas las soluciones de (3.8) son topolégicamente

no degeneradas y por tanto el nimero de soluciones de (3.26) para |+| <
£o s mayor que el nimero de soluciones de (3.8). Si s6lo imponemos que
(a,b) # (2n,2n), n = 1,2,3,..., entonces sélo puede aparecer a lo mas
una solucién degenerada, luego el nimero de soluciones de (3.26) para
4| < €9, es al menos una menos de las que tiene (3.8).
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Teorema 3.12. Seal < b < a. Entonces existe hg € R tal quesi h > hy,
la ecuacién (3.7) tiene al menos una solucion.

Demostracion. Todo el problema, se reduce a encontrar una solucién
topolégicamente no degenerada de (3.8). Veamos que tal solucién existe:
Si a = 2n, para algin n € N, entonces la solucién nos la proporciona
la Proposicion 3.7. Sea por tanton € Ntalque 2n <a <2(n+1) y
ahora:
ol 2 o ”'gl > 1, entonces facilmente se obtiene que

2n n n-+1
— <1 < —-+
a a b

y por tanto (a,b) € Z3.
o1 4 "—jl < 1, dado que -i— < -}; entonces

n+ 1
a

2(n+1)

2 1<
b

y (a,b) € Z} ., el que dicha solucién es no degenerada se obtiene trivial-
mente del Lema 3.6.

(o)
Teorema 3.13. Sea 1 < b < a tal que existe p € N de forma que
p+1 p p p+1
F=-< 1< =4 .
a b a b 1931,
Y b

entonces existe hg < h; tal que si h > h; el problema (3.7) tiene exacta-
mente dos soluciones y si h < hg ninguna solucion.

Demostracion. Primero vamos a hacer una localizaciéon de los pardmetros:
Tras sustituir unas expresiones en otras se obtiene

2 <p+p(p+1)<b<2p+1 (3.33)
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(p+1)vVp+1
VP

2p+1<a<p-

< 2p+ 2 (3.34)

y empezamos la demostracion.

Para demostrar la existencia de h; vamos a utilizar la Proposicién 3.11,
observar que esta Proposicién nos da este numero de soluciones cuando
h > 0. Empezamos por comprobar las hipdtesis: usando (3.34) y el
Lema 3.9 se observa que la unica posibilidad de no verificarse alguna de
las hipdtesis 1 o 2 de la Proposicion 3.11 es que

Ap+1 (%) = a,

pero esta igualdad no puede darse pues, por (3.32), ap+1(2) no estd
definido. Las hipdtesis 3 y 4 son inmediatas usando (3.34) y (3.31).
Luego para h avanzado (h > h;) el nimero de soluciones de (3.7) coin-
cide con el niimero de soluciones de (3.8), y este caso es el caso estudiado
en 2.1 de la seccién anterior con n = p+ 1; como dijimos entonces, (3.8)
tiene exactamente una solucion.

Para demostrar la existencia de hg necesitamos estudiar el compor-
tamiento de (3.7) cuando h — —oo. Para ello, efectuamos de nuevo el
cambio v = hu, pero ahora con h < 0, obteniendo la ecuacién

1
" + b2t —afvT =1+ —ﬁf(t)

Se observa que se han cambiado los papeles a a y b. Para evitar con-
fusiones sea (a/,b’) = (b,a) entonces en funcién de (3.33) y (3.34) se

obtiene
p<a <2p+1<b <2p+2 (3.35)

ademas las hipotesis del Teorema implican que

Jag < @ <1, (3.36)

Pl petd p+1 »p

| — < 1] b -

a’ b > a’ v

Usando (3.35) y el Lema 3.9 se obtiene ahora que las hipétesis 1 y 2 de
la Proposicién (3.11) sélo pueden fallar cuando

b’ /
@ (%) =2’
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pero, en virtud de 3.36, esta ultima igualdad tampoco es posible. Las
hipotesis 3 y 4 de la Proposicion 3.11 son triviales usando (3.35) y (3.37),
luego en virtud de dicha Proposicién, s6lo quedaria comprobar que

v’ + (a')*ut — (b)%2u~ =1,
u(0) =u/(7) =0,
no tiene solucién si (a’, b’) verifican (3.35), (3.36) y (3.37).
Usando (3.35) y (3.37) se observa que para cualquier k € N, 1 = 1,2, 3

1¢ I (%54 k522, (3.38)

af}af

y de la Proposicion 3.10 se obtiene que (a’,b’') ¢ Zf.:, Vestpyvk=1,223.
Para el caso k = p, (3.38) nos dard que (a,b) ¢ Z7, j = 1,2,3, si
la correspondiente funcion ;] es estrictamente monétona, pero esto es
siempre cierto para j = 2; si j = 1 6 3, nos lo garantiza (3.36).

()

Teorema 3.14. Sea 1 < b < a, al igual que antes. Supongamos que
existe p € N tal que

1 1
g VR PSR % Sk
a b a b

y ademas b < 2p. Entonces, existe un hy € R tal que (3.7) tiene al menos
cuatro soluciones si |h| > hg.

Demostraciéon. Tras efectuar el cambio v = hu, se observa que todo el
problema esta en encontrar cuatro soluciones no degeneradas a los pro-
blemas

V" +a?vt — b =1 2
y / 2,,+ 2
V' + bvT —a‘v =1
{ v(0) = v(7w) = 0. (3.40)

En el caso del problema (3.39) se obtiene sin dificultad que 2p + 2 < a,
luego (a,b) € Z3NZ2 N Z;, . Para (3.40) al igual que antes, poniendo
(a’,b') = (b,a) se obtiene que

a’ <2p,
b NS s e ptl ., p
| b! < 1 < af + bf y)

a’
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Capitulo 3. Un problema no homogéneo.
con lo que (a/,b') € Z; ,NZZ  NZ},,.

()

Notas finales. 1.-Es de observar que las tesis de los Teoremas 3.13 y
3.14 estan hechas sobre pares que verifican la desigualdad

P a b

Esta es la ecuacién de la componente conexa de (1, +00)?\X situada
encima de la diagonal y entre las curvas

p+1,p_1

o " e
h §

a b

que son las dos curvas que vienen del valor propio en la diagonal (2p +
1,2p +1). Como ya hemos dicho anteriormente en esta componente
conexa el grado total del operador que es el mismo que el indice de la
solucién v = 0 del problema (3.9), es cero. Sin embargo el compor-
tamiento seguin el parametro del problema (3.7) en cada Teorema es
diferente.

El comportamiento del Teorema 3.13, se asemeja a los comportamien-
tos de los casos b < A1 < a < Ag dados en [A-P| y [D2], también los
dados en [Ru2], cuando toma g(z) = f(z) + hea(z), donde ez(z) es la
segunda funcién propia. El comportamiento en el Teorema 3.14 se ase-
meja mas al comportamiento dado también en [Ru2| pero cuando toma
g(x) = f(x)+he;(z). Es de notar que la zona de parametros que describe
Ruf en [Ru2] es mas pequena que la zona incluida en la tesis del Teorema
3.13.

En el siguiente dibujo se puede observar la posicion en el plano de
las zonas descritas en los Teoremas, la zona de sombreado oscuro se
corresponde con la tesis del Teorema 3.13 y la zona de sombreado claro

con la zona del Teorema 3.14.
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2.- No seria dificil extender todos los resultados de la seccién 3.4 a una

ecuacion del tipo
u' + N(t,u) =h

donde N(t,u) es una funciéon regular en u y de comportamiento asintético
en u similar a N(u) = a*u™ — b%*u~, nosotros nos hemos limitado a este
tipo particular con la intencién de no complicar la ya de por si enredada
situacion.
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Apéndice

En este apéndice incluimos un resultado de dependencia continua y di-
ferenciabilidad respecto de condiciones iniciales y parametros para la

ecuacion

{ o+ atut — b~ =1+ puf(t), te (0,m) (A1)

u(0) =0; v'(0) = s

donde f es una funcién en el espacio L*(0, ), y a, b, s y i, son pardmetros
reales (aunque los parametros a y b van a ser dos numeros estrictamente
positivos y fijos, los hemos puesto al cuadrado para respetar el cambio de
variable que se hace en el capitulo 3). Aunque el resultado parece claro
formalmente, como f € L?(0,7) y la funcién u — a*u™ — b*u™ no es de
clase 1, dicho resultado no se deduce de la teoria clasica. La demostracion
que se presenta esta hecha segun las lineas de la demostracion del Lema
2.2 en [L-K].

Sea u(t; s, ) la solucién de (A.1), en principio para cada dos valores s
v u de R, u(-;s,u) € H?(0,7) C C*[0,n].

Teorema A.1. Dado § > 0, existen € = €(38) y i = j1(3) tales que

U (t;s, 1)y g—;‘j(t; s, ;) existen y son continuas en Rx (5§—¢, 5+4¢) X (—[i, 1).

Antes de demostrar este Teorema veamos la demostracion de los si-
guientes Lemas:

Lema A.2. Si Sn — S0, Un — HO,

U(t, Sns /—Ln) - U(t, S0 /J’O)
u'(t; Sn, pn) — u(t; So, o)

uniformemente en [0, 7).
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Demostracién. Dado que la funcién u — a?ut — b?u~ es Lipschitziana.
es bien conocido que las aproximaciones sucesivas o iterantes de Picard
para dicha ecuacion convergen en cada punto (%g, sg, o) € [0, 7] x R? a la
solucién del problema (ver [B-N]), ademas se comprueba ficilmente que
dicha convergencia es uniforme en cada compacto de [0, 7] x R2. Dado
que cada una de las iterantes es continua en [0, 7] x R?, deducimos que

la funcién
u(t; s, )
(t,S,p) T ( ' (t: 3:#) )

es continua. De aqui se obtiene la tesis del Lema.

(o)

Lema A.3. Dado sy # 0, existen € = €(sg) y i = j1(sg) tales que si
s — so| < ey |p < @, la solucién u(t;s,u) de (A.1) tiene un niimero
finito de ceros en [0, 7].

Demostracién. Como u(t; sg,0) tiene un nimero finito de ceros, basta
probar que si u(t;sp,0) tiene un tnico cero en [a, 3] C [0, 7], entonces
u(t; s, 1) tiene un tunico cero en |a, ] si |s — so| < €, |u| < L.

Supongamos que esta afirmacion no es cierta; entonces, existiran s, —
So, Un — 0y t, < T, € |a, B] tales que

{Ly; 8a; in) =0 = u(7y; 85, in)

Tomando una subsucesion, si es necesario, se tiene que t,, — tg, 7, — 7o
to, To € |a, (] y, por el Lema A.2,

O = u(tn: Snaﬂn) . U(to; 50, 0)?
0 — U(Tn; Sn s un) —? u(TO'J S0, O)?

luego to y 7o son ceros de u(t;sp,0) en [a, f]. Como wu(t; sp,0) tiene un
tinico cero en |a, B3], to = 7o.

Ahora bien, como u(+; 8n, itn) € C[0, 7], por el teorema de Rolle, existe
Cn € (tn, Ta) tal que u'((n: Sn, n) = 0, luego por el Lema A.2. se tiene
que u’(to; Sp,0) = 0.

Tenemos un valor ¢y tal que u(tp;s0,0) = 0 = u/(tp; 80,0), esto es
contradictorio pues las soluciones para p = 0 de la ecuacion las tenemos
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descritas en la seccion 3.1 y alli se muestra que el valor absoluto de la
pendiente en cada cero de la solucién es constante luego

| 4 (%05 50, 0) |=] v'(0; s0,0) |=]| 80 |# 0.

()

Demostracién del Teorema A.1. Sea ¢ = €(5) y it = [(5) dadas por el
Lema A.3. Sea (so,u) € (8§ —¢€,54¢) x (—a, ). Vamos a probar que
existe 2%(t; so, p1).
Sea s, — Sg vy denotemos por u,(t) = u(t; sp, ) y ug(t) = u(t; so, ).
Definimos
U (t) — uo(t)

‘I’n(t) -tz o g (AQ)

entonces ¥,, € C'[0, 7], ¥” € L*(0,7) y

v + ——{a(u} (6) = ug (1)) — buz (t) = w5 (1)} =0, ae.t € (0,
' 7 (1) < m|U,(8)], ae. t € (0,7). (A.3)
donde
m = max{a®, b*, 1}. (A.4)

Ademaés, ¥,(0) =0y ¥’ (0) =1, luego

W, (t) = /0 "W (s)ds; (1) = 1+ /O "0 (s)ds (A.5)

de donde

W (8)] + (D) < 1+ m [ {[Za(s)] + [T (5)]}ds, ¢ € [0,7],

usando el Lema de Gronwall se obtiene
0, (8)] + | ¥, ()] < e™ , t e 0] (A.6)

y por tanto, {¥,} y {¥’} son uniformemente acotadas en [0, |.

Por otro lado, combinando (A.3) con (A.6), obtenemos que {¥,} y
{¥’}, son equicontinuas. Por el Teorema de Ascoli, existe una parcial,
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(que seguimos denotando igual), y z € C*|0, 7] tal que ¥,, — z en C*[0, ]
(convergencia uniforme de la propia sucesién de funciones junto con sus
derivadas).

Por la eleccion de € y ji, ug(t) tiene un nimero finito de ceros en [0, 7).
Ademas, como u,, — u uniformemente en [0, 7] (Lema A.2), si ug(t) > 0,
un(t) > 0 para n suficientemente grande y si ug(t) < 0, u,(t) < 0, para
n grande luego

()~ ) =8 ) — w0 ®) |, 2y ) + Boguc ) 2(8)

a.e. t € [0,7], donde x denota
1, siz >0
X(x)z{ 0, si:zt_<_0j
Ahora bien,
Uo(t) = [ W, (s)ds

U (1) = 1+/0t V" (s)ds
1< /Ot a®(ut (&) — ug (§)) — b%(u, (§) — ug (£))

Sn — 80

de.

|

Tomando limites en ambas expresiones y teniendo en cuenta (A.5), se

tiene
2(t) = [; 2'(s)ds,

2(t) =1— Jo{a*x(ug) + b*x(ug)}2(t)dt.
Luego z’ es absolutamente continua en [0, 7| y

r

2" +{a’x(ug) + b*x(ug)}2(t) = 0 ae. (0,m),

2(0) = 0; 2/(0) = 1. (A.7)

\

Hemos obtenido que una parcial de ¥, (f) converge uniformemente a
z, la solucién de (A.7), dada la arbitrariedad de la sucesién s,,, es facil
comprobar que es realmente toda la sucesion V¥, (¢) la que converge uni-
formemente a z, y por tanto

0
2(t) = —é—;u(t; S0 14)-



Apéndice

Para demostrar que existe %‘f(t; s, it) razonamos de forma similar. Sea
U, — Mo con (s,ug) € (8§ — 6,5+ ¢) X (=i, z). Denotamos u,(t) =
u(t; s, un); uo(t) = u(t;s, po). Si

Un(t) — uo(t)

Un(t) =
Hn — HO
se obtiene de la ecuacién (A.1)
W5l < m[Wn(t)] + | f(2)] a.e.(0,) (A-8)

}T
v,(0) = 0; ¥ (0) = 0.

Luego, U, (t) = [{ ¥ (s)ds; V. (t) = [; Y2(s)ds, t € [0, 7]. Por tanto,

0o (8)] + W, (0)] < [ Fllrom +m [ {1%a(s)] + [ Za(s)}ds, t € 0,7

Por el Lema de Gronwall,
Wn(t)] + [T, ()] < || flle™, t € [0, 7]

Segin esto, las sucesiones {V,, } y {V/ } son uniformemente acotadas, y al
igual que en la otra parcial, esta ultima desigualdad junto con (A.8), nos
prueba que son equicontinuas. Aplicando de nuevo el Teorema de Ascoli,
existe una parcial que seguiremos denotando {¥,}, y z € C*[0, ], tal
que ¥,, — z en C'[0, 7.

Ahora bien, como

Uo(t) = [ Wi(s)ds

y
v, = | "W (s)ds
¢ 2 . W2, — __ il
0 Hn HO
razonando como en el caso anterior, z es solucion de

2" + {a®x(ug) + b®x(ug)}z = f(t) ae. t € (0,m),
{ 2(0) = 0: #(0) = 0. (A-9)
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Al igual que antes hemos obtenido que ¥, (t) converge en una parcial a
z solucién de (A.9), y como dijimos entonces esto basta para tener que,

2(t) = 52(t;'s, po).
Para demostrar la continuidad de 2% y y 2 a , basta probar que si (s, u,) —
(S0, o) cuando n — oo y si ponemos

'U»n(t) - (t§ Sna#n)a n>0y
pa(t) = (@®x(ul) + b*x(uy))(t), n >0,

y llamamos y,(t) a la solucién de

2"+ pattls =0,
{ 2(0) =0, 2(0) =1,

y y"(t) a la solucién de

{Z”+pn() = f(1),
(0) =0 = z(0),

entonces y,(t) — yo(t), ¥"(t) — y°(¢) uniformemente en [0, 7].

Por el Lema A.2, u,(t) — uo(t) uniformemente en [0, 7], ademés como
los ceros de ug son aislados, obtenemos que p,(t) — po(t) puntualmente
a.e. t € (0,7), dado que dicha sucesién estd acotada, obtenemos que
pn — po en L' (0, 7).

Sea v, (t) = yn(t) — yo(t), n > 1. Entonces
- Up(t) + Pa(t)vn(t) = (Pa(t) — po(t))wo(t), ae. t € (0,m),
val0) =2 (0) =0,

\

Como v,(t) = [yvl(s)ds y v, (t) = [v"(s)ds, de la ecuacién anterior
deducimos que

t
()] < llpo = palsllyollze +m [ fon(t)
y de aqui deducimos

v (t)] + |vn,(8)] < |lpo — Prllrr llyoll L
+m/{\vn )|+ L) }ds, t € [0,7],
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(observar que por definicion m > 1).
Por el Lema de Gronwall,

va(t)] + [Vp(t)] < [P0 — Pall L |lyoll L=€™, t € [0, 7]

Por tanto, v, — 0 (y v/, — 0) uniformemente en [0, 7].
Si ponemos ahora v™(t) = y™(t) — y°(t), se tiene

y la demostracion es la misma.
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