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Introduccion

La modelizacién matematica es una herramienta fundamental a la hora
de analizar y describir los fenémenos ocurridos en la naturaleza o la socie-
dad. El estudio de fenémenos dindmicos comprende diversas areas de las
matematicas, asi como exige un conocimiento profundo de la naturaleza del
fendmeno en estudio. Mediante las herramientas adecuadas es posible enten-
der tanto el funcionamiento de un proceso dindmico, como intentar predecir
con unos margenes minimos posibles evoluciones en el futuro. La aplicacién
de esta metodologia abarca desde la biomedicina hasta las finanzas, pasando,
obviamente, por la fisica y otras ciencias aplicadas al mundo real.

En el contexto particular de los fendmenos de crecimiento, cabe destacar
el interés por el crecimiento de poblaciones, humanas o no, que dio origen a
algunas funciones entendidas como curvas de crecimiento, por expresar estas
la evolucion del nimero de elementos de una poblacién durante un intervalo
de tiempo. Surgieron asi, entre los siglos XVIII y XIX, ejemplos de modelos
de poblaciéon como el de Malthus, de caracter exponencial (véase Malthus
[17]) o el de Verhulst (presentado en Verhulst [33]). El modelo malthussiano
considera un crecimiento poblacional sin limite, lo que lo hace adecuado
para entornos carentes de depredadores y con exceso de alimentos (esto es,
los elementos de la poblacién no eran eliminados ni competian por comida
con otros). Sin embargo, es a todas luces evidente que tal modelo no parece
adecuado para estudiar el crecimiento de la poblacién humana. Surge asi el
modelo de Verhulst, que extiende y mejora al de Malthus en el sentido de
incluir a una cota superior en la cual el crecimiento se equilibra, alcanzando
asi la poblacidn la llamada capacidad mdxima sostenible.

El modelo de Verhulst se conoce como modelo logistico (o curva logistica) y

desde su descubrimiento se ha convertido en una de las curvas sigmoidales mas
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16 INTRODUCCION

sencillas, dotada de un punto de inflexion en el cual se alcanza la mitad de la
capacidad méxima sostenible. Sobre la curva existe un estudio en profundidad
de Feller [9], considerado pionero pues introduce la curva logistica en un
contexto bioldgico mas amplio (recordemos que esta curva, como tantas otras,
surge del intento de estudiar el crecimiento de la poblacién).

La simplicidad y efectividad de la curva logistica hace que se hayan desa-
rrollado numerosas variantes que bien podrian emplearse con los mismos
propdsitos, pero con mayor éxito (numerosos ejemplos pueden consultarse en
el trabajo de Tsoularis y Wallace [30]). Un caso particular de esto lo constituye
la curva hiperboléstica de tipo I, introducida por Tabatabai, Williams y Bursac
[29] y con un interesante desempeiio en el ajuste de datos de tipo sigmoidal.
Las curvas hiperbolasticas (existen de tres tipos) se han aplicado con éxito
en modelos matemadticos relacionados con crecimiento tumoral o de células
madre embrionarias, entre otros (pueden consultarse, respectivamente, los
trabajos de Eby, Tabatabai y Bursac [6] y de Tabatabai et al. [27]).

La caracteristica comun de todas las curvas de tipo logistico radica en la
existencia de una funcién exponencial cuyo argumento es una u otra funcién
del tiempo, dependiente, en general, de uno o mds parametros.

Por otro lado, el uso de modelos deterministas como medio para la descrip-
cién de fenémenos dindmicos, y en particular de fenémenos de crecimiento,
se enfrenta, sin embargo, a un problema evidente. En efecto, la complejidad
inherente al fenémeno implica la consideraciéon de numerosos factores que,
si bien pueden tener un origen fisico, no siempre son conocidos o, caso de
serlo, cuantificables. Esto es, la dindmica del fendmeno a estudio normalmente
consta de elementos que estan fuera del alcance de un modelo matematico
pero que, claramente, ejercen una influencia notable en la evolucién del con-
junto. Por lo tanto, la tinica forma de tomar en consideracion tales efectos
es mediante el uso de modelos estocdasticos entre los que cabe destacar los
procesos de difusion, usados con éxito en numerosas areas de investigacion.

A este respecto, los trabajos de Feller [/, 8] supusieron en su momento
un gran avance en el campo de la modelizaciéon matemadtica pues aunaban
los desarrollos de Kolmogorov en teoria de la probabilidad (sus ecuaciones
adelantada y atrasada, por ejemplo) con las teorias de Volterra sobre dindmica

de poblaciones. En concreto, el objetivo desde aquel momento era conse-
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INTRODUCCION 17

guir procesos estocdsticos a partir de las ecuaciones propias de algin modelo
determinista. Para ello, generalmente se afiadia un ruido a la ecuacion dife-
rencial ordinaria y se estudiaba el comportamiento del proceso resultante, en
la mayoria de casos de expresién inaccesible.

Como ejemplo, pueden consultarse los trabajos de Capocelli y Ricciardi
[4, 5], donde consideran el modelo malthusiano con una tasa de crecimiento
modificada mediante la adiciéon de un ruido blanco (un proceso gaussiano
delta-correlado). La solucién es el proceso de difusion lognormal, en el cual la
media sigue un comportamiento exponencial.

Sin embargo, es el aumento de la variabilidad lo que dificulta la obtenciéon
de procesos de difusién con una tendencia similar a la de los modelos deter-
ministas que los originan. Asi, en el caso de la extension aleatoria del modelo
logistico, los trabajos ya citados de Feller o Capocelli y Ricciardi indican que
las difusiones resultantes presentan un comportamiento adecuado con variabi-
lidades bajas, pero son muy sensibles a altas variaciones de manera que no
se logran modelos estocasticos con funciones media exactamente iguales a
los modelos deterministas de partida. Ademas, para algunos procesos no es
posible disponer de herramientas bdsicas para su estudio, como es el caso de
las densidades de transicion.

Un paso mas en el desarrollo de difusiones con un comportamiento medio
prefijado, lo encontramos en los trabajos de Gutiérrez-Jaimez et al. [ 15], cons-
truyendo un proceso de difusién cuya funcién media es la curva Gompertz,
Roman-Roman, Romero y Torres-Ruiz [22] con un proceso de media la curva
de von Bertalanffy o, en el caso de una difusiéon con media logistica, el trabajo
de Roman-Roman y Torres-Ruiz [23]. La clave para la construccién de estos
procesos de difusidn estd en considerar una media infinitesimal no solo depen-
diente del estado sino también del tiempo, y expresar esta influencia temporal
en funcion de la curva original que se pretende sea la media del proceso final.
El planteamiento de la ecuacién diferencial estocéstica es sencillo, y su solucién
resulta ser el proceso de difusién lognormal con factores exégenos (son estos
factores exdgenos los representados mediante la funcién temporal insertada en
la media infinitesimal). La buena noticia es que este proceso ha sido estudiado
en profundidad, por ejemplo por Gutiérrez et al. [ 14], obteniéndose de manera

explicita tanto las expresiones de su solucion, de la funcién de densidad de
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18 INTRODUCCION

transicion de probabilidad, asi como de otras funciones asociadas. Esto hace
posible otros desarrollos, habida cuenta de la disponibilidad de tales funciones.
Ello conlleva, de forma natural, la consideracion de estudios que requieran
expresiones explicitas como las que proporciona este enfoque metodolégico.

En un contexto eminentemente prdctico, es légico preguntarse por la posibi-
lidad de obtener una difusién a partir de los datos generados por la observacion
de un fendmeno dindmico con un comportamiento de tipo sigmoidal. A este
respecto, parece adecuado lograr, a partir de observaciones de un fenémeno,
los momentos infinitesimales que caracterizan al proceso.

Llegados aqui, y volviendo al plano determinista, surge la cuestion relativa
a si merece la pena el desarrollo de un marco tedrico de caracter estocastico
enfocado tnicamente en un tipo de curva (la curva logistica, en este caso).
Tal y como se ha comentado al inicio de esta introduccién, existen numerosas
variantes de la curva logistica, por lo que la posibilidad de unificar este tipo de
curvas en una misma expresion, sugiere la propuesta de una generalizacién
desde un punto de vista funcional, es decir, considerar un operador que tome
funciones con determinadas caracteristicas y devuelva una curva de tipo
logistico. De esta manera se logra una visiéon general de numerosas curvas
de comportamiento sigmoidal, que puede extenderse a modelos aleatorios,
consiguiendo asi las expresiones genéricas de distintas caracteristicas del
proceso de difusién asociado.

Con todo ello, el resultado es un unico modelo aleatorio mediante el cual
obtener procesos de difusidon que sigan una determinada tendencia de tipo
logistico.

Otra cuestion pendiente, una vez desarrollado el proceso generalizado,
estriba en considerar procedimientos de inferencia para trabajar asi en aplica-
ciones précticas. A tal fin, el método de maxima verosimilitud, ampliamente
usado, resulta adecuado. Sin embargo, el sistema de ecuaciones resultantes
(ecuaciones de verosimilitud) puede llegar a ser de enorme complejidad, como
es el caso de las derivadas del estudio de un proceso de difusién con funcién
media la curva hiperboléstica de tipo I. Para resolverlas y completar asi el
procedimiento de definicion tedrica de un proceso y su adaptacion para un
uso real en aplicaciones, es posible emplear algoritmos metaheuristicos que

permitan minimizar una funcién determinada en un espacio paramétrico defi-
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nido previamente. En efecto, Romadn-Roman et al. [20] emplean el algoritmo
Simulated Annealing como herramienta para proceder con la estimacion de
los pardmetros de un proceso de difusién con media una curva Gompertz. O
también, Roman-Roman y Torres-Ruiz [21] obtienen los parametros de un pro-
ceso con media de tipo Richards mediante el algoritmo Variable Neighborhood

Search.

Objetivos y estructura de la tesis

Con todo esto, podemos ahora establecer claramente los objetivos funda-

mentales de este trabajo, que son:

1. Construccion de procesos de difusién cuya funciéon media sea una cur-
va de tipo logistico y determinacién del mismo a partir de los datos

muestrales suministrados en aplicaciones practicas.

2. Construccion de un proceso de difusién generalizado que permita es-
tudiar diversos patrones de comportamiento sigmoidales derivados de
la curva logistica. En ese sentido, determinar procedimientos generales
para su estudio y particularizacion a curvas concretas de gran aplicacion
hoy dia, como es el caso de las curvas hiperboléasticas, asi como plan-
tear futuras extensiones a curvas de tipo plurisigmoidal u otros tipos de

curvas mediante la aplicacién de la metodologia aqui introducida.

3. Estudiar los problemas de inferencia para los procesos considerados
en los apartados anteriores, abordando la introduccién de métodos
metaheuristicos cuando la dificultad de resolucién de las ecuaciones de

verosimilitud asi lo aconseje.

4. Mostrar la validez de los métodos y procedimientos introducidos me-

diante ejemplos de simulacidn y aplicacién a casos reales.

Y a fin de alcanzar los objetivos propuestos, la tesis se estructura de la
siguiente manera:
En el capitulo 1 se realiza, de forma somera, una introduccién histérica a

la ecuacion logistica y los motivos esgrimidos para su desarrollo, poniendo el

ANTONIO JESUS BARRERA GARCIA TESIS DOCTORAL



20 INTRODUCCION

foco en su solucién, la conocida curva logistica. Posteriormente se consideran
variaciones clésicas de la ecuacidén logistica (véase a este respecto el trabajo
de recopilacién de Tsoularis y Wallace [30]), dando lugar a curvas especificas
para distintos campos de estudio. Una vez presentada la curva logistica, se
analiza su introducciéon en un contexto aleatorio mediante la presentacién
de los avances mds importantes en el desarrollo de procesos estocdsticos de
difusién a partir de la curva logistica, desde los trabajos pioneros de Feller [9],
pasando por Capocelli y Ricciardi [5] y Giovanis y Skiadas [ 13], que trabajan
empleando la estimacién por mdxima verosimilitud desde el muestreo continuo
de las trayectorias. Ademas se consideran los problemas asociados a tales
desarrollos, recurriendo a la literatura existente al respecto. Posteriormente, se
aborda la solucidn al problema relativo a conseguir procesos de difusiéon que
extiendan de manera estocastica la curva logistica (véase el trabajo de Roman-
Roman y Torres-Ruiz [23]). A tal efecto, se introduce la teoria conducente a
un proceso lognormal con factores exdgenos cuya funcién media es la curva
logistica. Finalmente, se analiza en profundidad el caso particular de un
proceso gaussiano con media logistica en un contexto aplicado. Para ello
se discutird la posibilidad de estimacion de sus funciones media y varianza,
aprovechando la condicién de normalidad que permite disponer de distintas
expresiones de manera explicita.

Tomando como punto de partida las numerosas modificaciones que se
han realizado de la curva logistica, y por ende, de su proceso de difusién
asociado, en el capitulo 2 se establece el marco tedrico para la definicién
de un proceso de difusién logistico generalizado. En concreto, se aborda la
introduccion de una generalizacién, desde un punto de vista funcional de
la curva logistica, al contrario de que otras generalizaciones que se situan
en un contexto paramétrico. Se consigue, a este respecto, un operador que
da lugar a distintas curvas de tipo logistico segin acttie sobre una u otra
funcién no acotada superiormente, citando el caso de la curva hiperbolastica
de tipo I (puede consultarse Tabatabai, Williams y Bursac [29]), que sera
punto de partida del ultimo capitulo de este trabajo. Tal enfoque permitira
estudiar las caracteristicas de cualquier curva de tipo logistico en base a la
funcién que la defina dentro del contexto de la curva logistica generalizada.

Con este fin, se obtienen las caracteristicas mas importantes, empleando para
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INTRODUCCION 21

ello resultados tedricos como el de Ricciardi [19]. A todo esto ha de sumarse
la posible extensiéon a un modelo aleatorio cuya funcién media sea la recién
introducida curva logistica generalizada. A tal efecto se aplicara la metodologia
del capitulo anterior, la cual, sin embargo, se encontrard con un problema en el
proceso de estimacién de los pardmetros de la curva logistica generalizada. La
construccién misma de la difusidén nos permitira solventar esta problematica
de manera efectiva.

Finalmente, el capitulo 3 toma como punto de partida una funcién par-
ticular que, siendo argumento del operador definido en el capitulo 2, dard
lugar a la curva hiperbolastica de tipo I, mencionada en el parrafo anterior.
Esta curva es presentada y empleada, con la metodologia apropiada, para
construir un proceso de difusién hiperbolastico de tipo I. A continuacién se
aborda la cuestidén relativa a la inferencia en tal proceso. La complejidad de
las ecuaciones de verosimilitud llevard a considerar un procedimiento de opti-
mizacion mediante algoritmos metaheuristicos. Es aqui donde se introduce
el algoritmo Firefly (sobre el cual puede consultarse el trabajo de Yang [34]),
describiendo su funcionamiento y aplicacion al caso particular de la difusién
hiperboldstica de tipo I recién definida. Con esta herramienta se conseguira
resolver el problema de inferencia, lo que se muestra al final del capitulo con
dos aplicaciones, la primera empleando datos simulados, y la segunda usando

datos reales procedentes del campo de la biologia molecular.

Trabajos derivados de esta tesis

A consecuencia de la persecucion de tales objetivos, ademas de esta memo-
ria, se han obtenido resultados expuestos en congresos nacionales e interna-
cionales, asi como en revistas indexadas en el Journal Citation Reports (JCR),

todos realizados por el autor de esta memoria y sus directores. En concreto:
= Articulos de revistas citadas en el indice JCR

e Fitting dynamic growth models of biological phenomena from sample
observations through Gaussian diffusion processes, publicado en la
revista Biosystems (situada en cuartil Q2), versando sobre la cons-

truccion y ajuste de procesos gaussianos a partir de observaciones.
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e A hyperbolastic type-I diffusion process: parameter estimation by

means of the Firefly algorithm, enviado para su revisién a la revista
Biosystems y donde se construye un proceso de difusion con media
la curva hiperbolastica de tipo I, realizando un estudio de inferencia
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1.1. Introduccion

En el capitulo inicial de este trabajo se presentan los elementos basicos
que conformardn los desarrollos posteriores, incluyendo las dos cuerpos teo-
ricos principales, a saber, curvas de crecimiento y procesos de difusion. Se
consideran su evolucidn histérica y la fusién de ambos al objeto de enfrentar
los problemas relacionados con la dindmica de poblaciones. A tal efecto, en la
segunda seccion se introduce la curva logistica desde su perspectiva natural
determinista, repasando sus origenes y propiedades mdas importantes, ademads
de enumerando aquellas otras curvas derivadas de ella que tengan o hayan
tenido un papel relevante en el estudio de los fendmenos de crecimiento.

Por otro lado, en la secciéon inmediatamente siguiente, entra el concepto
de proceso de difusién, que se convertira en elemento central de esta memo-

ria. Su inclusién en el campo de la dindmica poblacional, por parte de Feller
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24 1. PROCESOS DE DIFUSION DE TIPO LOGISTICO

establece las bases del tratamiento estocastico de fendmenos de crecimiento,
principalmente de cardcter biolégico, atin hoy vigente. La unificacién entre la
teoria de Volterra y los trabajos de Kolmogorov da lugar a numerosos avances
e intentos para introducir modelos estocdasticos que describan fenémenos exhi-
biendo distintos comportamientos, en particular, aquellos de tipo logistico. Sin
embargo, los primeros modelos se encontraban con dificultades tedricas que
limitaban su aplicacién. Por ello, en las dos tltimas secciones se comentan los
avances a este respecto, haciendo especial hincapié en los procesos gaussianos,

que, por su naturaleza, permiten un tratamiento tedrico mas exhaustivo.

1.2. La ecuacidn logistica

El modelo logistico, inicialmente propuesto en Verhulst [33], viene dado

por la ecuacién diferencial

dzgt) - rN(t)(l—M), (1.1)

K

donde N(t) es el tamafio de la poblacion en el instante t, r la ratio de creci-
miento intrinseco y K la capacidad maxima sostenible, parametro relativo al
concepto de nivel de saturacién al que puede llegar una poblacién debido a
factores como la competencia o la escasez de recursos. Fue esta idea la que per-
mitid a Verhulst desarrollar su modelo a partir del exponencial, propuesto por
Malthus [ 17] y con el inconveniente de predecir un aumento de la poblacién
sin restricciones.

La solucion de (1.1), para una poblacion inicial N, = N(t,), es

N(t) :K((%—l)erto e+ 1)

En general, la ecuacion logistica (1.1), para X(t,) = x,, suele escribirse

-1

como la ecuacién de Bernoulli

dx(t) _ 9
T ax(t)—pPx(t)*, (1.2)

donde a = r y a/pB = K segun la notacién original. La solucién se expresa
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1.2. LA ECUACION LOGISTICA 25

entonces como

-1
a a
x()==|1+ (— — 1)e—“(f—fo) : (1.3)
B Bx,

Esta curva presenta, como principales caracteristicas, un comportamiento
creciente para a > f3x, con lim,_, ., x(t) = a/f, asi como una evolucion
decreciente de la ratio de crecimiento relativo x(t)/x(t) segtin aumenta la
poblacién, anulandose cuando x(t) = a/pf.

Ademas, la curva posee un punto de inflexidn en el instante

1 a
t, = t0+—log(——1),
a

Xo

en el cual la poblacién alcanza exactamente la mitad de la capacidad maxima
sostenible, esto es, x(t,) = a/(2f).

a=0.4,3=0.01 a=1.2,p=001 a=2,B=0.01
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Figura 1.1: Curvas logisticas para diversos valores de a y f8.

Estas propiedades hacen del logistico un modelo apropiado y susceptible
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26 1. PROCESOS DE DIFUSION DE TIPO LOGISTICO

de ser aplicado en numerosos campos de investigacién relacionados con el
crecimiento o la evolucién de poblaciones. Asi, constantemente se han sucedido
numerosas variantes en funcion del problema a tratar, resultando en un amplio
espectro de curvas con caracteristicas especificas pero compartiendo un mismo
origen de tipo logistico. Un detallado resumen de muchos de estos modelos y
sus caracteristicas principales, asi como del mismo modelo logistico clasico,
puede encontrarse en Tsoularis y Wallace [30]. En particular, cabe destacar
el de von Bertalanffy, surgido al objeto de introducir en el logistico factores

metabdlicos relacionados con el crecimiento animal, y dado por la siguiente

N _ o (1- (NOY
I =rN(t) (1 ( X ))

Posteriormente, y tratando de describir ciertas pautas del crecimiento vegetal,

ecuacion

esta expresion fue extendida a su vez hasta el conocido modelo de Richards,

dN(t) N()
dt —rN(t)(l—(T) ),

que deriva en la ecuacién logistica cuando 3 = 1.
El creciente numero de modelos derivados de la curva logistica ha llevado
a considerar versiones generalizadas, desde un punto de vista paramétrico,

como, por ejemplo, el visto en Turner et al. [32],

dN(t) — PN()+P0-D) (1 — (M)ﬁ)y )

dt K

paray,f>0cony<1+1/p.

1.3. Procesos de difusion a partir de la ecuaciéon
logistica

El desarrollo de modelos deterministas para la descripciéon de fendme-
nos dinamicos de crecimiento se enfrenta al dilema, desde sus inicios, de la
necesidad que pueda existir de considerar aquellos factores generadores de

incertidumbre, que escapan al control del modelo cldsico, bien sea por una

TESIS DOCTORAL ANTONIO JESUS BARRERA GARCIA



1.3. PROCESOS DE DIFUSION A PARTIR DE LA ECUACION LOGISTICA 27

falta de conocimiento del fenémeno en si, dificultad o imposibilidad tedrica
para incluirlos en las ecuaciones, limitacién o errores en la toma de medidas,
o, simplemente, la misma naturaleza aleatoria de los mismos. Los trabajos
de Volterra sobre dindmica de poblaciones, a principios del siglo XX, hacen
uso de ecuaciones diferenciales ordinarias como las vistas hasta ahora en la
definicién de curvas de crecimiento. Estas modelan fendmenos de nacimiento,
muerte e interaccién de individuos, entendiendo que el mayor tamafio de las
poblaciones es suficiente razén como para ignorar las fluctuaciones aleatorias
o no controlables por el modelo.

Por otro lado, en la misma época, Kolmogorov, en su vasto programa de
formalizacién de la teoria de la probabilidad, plantea de manera rigurosa
la dindmica estocdstica, empleando para ello cadenas de Markov en tiempo
continuo y obteniendo asi las conocidas ecuaciones adelanta y atrasada que
llevan su nombre. Estos trabajos proporcionan las herramientas formales para
el tratamiento de los fenémenos dindmicos basandose en probabilidades y
ampliando asi la capacidad descriptiva de los modelos.

La unificacién de estas dos visiones llega por parte de Feller [ 7], que aplica
la teoria de Kolmogorov a los trabajos de Volterra, sentando asi las bases para
el estudio probabilistico de los fendmenos dindmicos de crecimiento, ain en
la actualidad muy utilizado.

Recordemos que un proceso de difusion se define como un proceso estocas-
tico {X, : ty < t < T}, de Markov, en tiempo continuo y con espacio de estados
continuo, trayectorias continuas casi seguro y con las siguientes propiedades
para todo € > 0 y todo x, siendo F(x, t|y,s) = P(X, < x| X, = y) su funcién
de distribucién de transicién para t > s,

1 (
lim — F(dy,t+h|x,t)=0
hl0 J
ly—x|>e€
Ii L d h
im ) (y —x)F(dy,t+hl|x,t) =A;(x,t)
ly—x|<e
1 ([
lim — (y —x)*F(dy,t +h|x,t) =A,(x,t)
hlo h J
ly—x|<e
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28 1. PROCESOS DE DIFUSION DE TIPO LOGISTICO

para funciones A; y A,, los momentos truncados, por unidad de tiempo, de los
incrementos condicionados (siempre existen).
En el caso particular de tiempo continuo, las condiciones anteriores pueden

simplificarse con la existencia de 6 > 0 tal que para todo x se tiene

’ 1 [ 2+6 —

II}E}E‘) ly —x|*"°F(dy,t+h|x,t)=0

1i L( d h

ﬁf{)lEJ (y —x)F(dy,t +hlx,t) =A,(x,t)
1 (

lim= | (y —x)*F(dy,t+h|x,t) =A,(x,t)

hl0 hJ

donde ahora A; y A, son los momentos, por unidad de tiempo, de los incre-
mentos condicionados, que coinciden con los anteriores y se conocen como

momentos infinitesimales. En efecto, de
.1 n
A (x,t)= }lll_rg - E((X,h—X)" X, =x)
paran = 1,2, se tiene, para un incremento pequefio h,

E X —X | X, =x) A (x, t) h,
E((Xt+h _Xt)z |Xt = X) NAZ(X: t)h,

y entonces

V(Xt+h_Xt|Xt = X) %AZ(X') t)h_Al(XJ t)z h2

1
}ZIII%HV(X[‘-HI _thxt == X) :Az(x, t),

lo que justifica los nombres de media y varianza infinitesimal para A; y A,
respectivamente, que coinciden con los truncados paran =1, 2.

Estas funciones caracterizan al proceso de difusidn, que puede expresarse
en forma de ecuacidén diferencial estocéstica

dX, =A,(X,, )dt + A,(X,, )2dW,,
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donde W, es el proceso estdndar de Wiener. La solucién de esta ecuacion es
Unica bajo condiciones de tipo Lipschitz, siendo un proceso de Markov y, mas
concretamente, una difusion bajo condiciones de continuidad de las funciones
(véase Arnold [2]).

Por otro lado, bajo ciertas condiciones de regularidad, la funcién de densi-
dad de transicién, f := f(x, t|y,s), paras < t, es solucién de las ecuaciones

de Fokker-Planck y Kolmogorov, respectivamente,

_f+_( 1(x, t)f)_ia 2(A2(x t)f)=0
A,(y,s) 02
—f +A(y,5 )—f = 5 =0

Volviendo ahora al citado trabajo de Feller, el autor introduce un ruido
intrinseco en la ecuacién logistica (1.2), estudiando asi la ecuacién diferencial
estocastica

dN, = (aN, — BN?)dt +y+/N,dW,, (1.4)

siendo y > 0 y W el proceso estdndar de Wiener. Sin embargo, las ecuaciones
de Kolmogorov asociadas al proceso de difusion solucion de (1.4) no han sido
resueltas.

Numerosos modelos han sido introducidos desde entonces siguiendo una
metodologia similar. Una version general de la ecuacién diferencial estocastica
asociada al crecimiento logistico aparece en el trabajo de Schurz [25]. Un
resumen de algunos de ellos puede verse en Tuckwell y Koziol [31]. Entre

ellos, cabe destacar el modelo de Capocelli y Ricciardi [5],
dN, =(a—blogN,)N,dt + cN,dW,,

obtenido tras incluir una funcién de regulacién en el modelo Malthusiano.
Aqui consiguen obtener la funcién de densidad de transicion; sin embargo,
el modelo solo exhibe un comportamiento aproximadamente logistico para
variabilidades muy bajas, o exactamente logistico para variabilidad nula.
Como puede observarse, lo que se hace hasta el momento es partir de la
ecuacién (1.2) e introducir una componente de volatilidad asociada a un ruido

(proceso de Wiener). Estos modelos dan soluciones que, para volatilidades
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bajas, se acercan a la curva logistica, pero no asi cuando la variabilidad es alta.
Ademds, en la mayoria de los casos no pueden resolverse las ecuaciones de
Kolmogorov, lo que impide contar con la funciéon de densidad de transicion,
necesaria para procedimientos de inferencia o tiempos de primer paso. Y atin
teniéndola, debe tenerse en cuenta la dificultad que entrafia la obtencién de
la funcién media, por lo que nunca se puede garantizar con certeza absoluta
la cercania al comportamiento logistico.

Dadas las circunstancias, los procedimientos de estimacién empleados
para estos modelos suelen basarse en técnicas de muestreo continuo, como
se observa en Giovanis y Skiadas [ 13], donde consideran la estimacién por
maxima verosimilitud desde el muestreo continuo de las trayectorias.

Ante todo ello, se hace necesario establecer el marco tedrico para definir
procesos con un comportamiento medio de tipo logistico y que ademas per-
mitan desarrollar procedimientos de estimacion adecuados. Los trabajos de
Roman-Roman y Torres-Ruiz [ 23] y Barrera-Garcia, Roman-Roman y Torres-
Ruiz [3] avanzan hacia estos objetivos consiguiendo procesos con media
logistica y caracterizados por funciones que, bajo condiciones de normalidad,
puedan ser estimadas de forma completa desde los datos.

1.4. Proceso de difusiéon con media logistica

El problema referente a la resolucion de las ecuaciones de Kolmogorov
representa una limitacién importante pues condiciona la obtencién explicita
de la funcién de densidad de transiciéon de probabilidad, necesaria en proce-
dimientos de inferencia, como es el caso de la mdxima verosimilitud a partir
del muestre discreto de las trayectorias. Incluso atin cuando se obtiene tal
densidad, suele ocurrir que no se consiga la expresién del valor esperado
de la difusién solucion. Estos inconvenientes apenas han permitido realizar
estudios con un enfoque tedrico o, en el mejor de los casos, abordando una
aplicacion practica basdndose en derivaciones de la ecuacion diferencial es-
tocdstica mediante muestreo continuo o a través de la discretizacién de la
ecuacioén diferencial. Es por ello que se hacia necesario un enfoque distinto
pero de tal manera que se mantuviera la idea de obtener un proceso cuyo

comportamiento se asemejara al de tipo logistico, resultando, sin embargo,
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en unas ecuaciones de Kolmogorov resolubles. A tal efecto, y en el caso de la
curva logistica, encontramos el trabajo de Roman-Roman y Torres-Ruiz [ 23],
donde, siguiendo la metodologia de Gutiérrez-Jaimez et al. [ 15] para la curva
Gompertz y de Roman-Roman, Romero y Torres-Ruiz [22] para la curva de

Von Bertalanffy, parten de la ecuacion de Langevin de un modelo malthusiano
dX, =h(t)X,dt+ oX,dW, (1.5)

con fertilidad h(t) dependiente del tiempo. Tal funcién h(t) se define como
el cociente de la derivada de una curva c(t) y la curva misma, por lo que
se tiene h(t) = ¢(t)/c(t). De la ecuacion (1.5), imponiendo la condicién de
continuidad sobre h(t), (véase, por ejemplo Arnold [2]) se obtiene como
solucién un proceso lognormal con factores exdgenos. Este tipo de procesos
ha sido ampliamente estudiado (véase, por ejemplo, el trabajo de Gutiérrez
et al. [ 14]) debido a las numerosas posibilidades que ofrece para la obtenciéon
de caracteristicas explicitas, como es el caso de la funcién media E (x), que

cumple
t

E(x)= E(Xo)expf h(s)ds

to
para la condicion inicial X, = X, . Nétese ahora que, por la definicién de
h(t), esta funcion media es exactamente la curva c(t). Por otro lado, para el
proceso lognormal con factores exdgenos se puede calcular de manera explicita
su funcién de densidad de transicion, solventando asi el problema de otros
enfoques previos.

Mads en detalle, y antes de la obtencién de la difusién segtin las ideas
expuestas anteriormente, Roman-Roman y Torres-Ruiz [23] proponen una
reformulacién de la curva logistica (1.3), basdndose en la necesidad de conse-
guir una cota dependiente del valor inicial x. Esto se debe a que en numerosas
situaciones de aplicacién real pueden existir individuos cuyas caracteristicas a
estudio exhiban un comportamiento de tipo logistico similar, pero con diferen-
tes estados iniciales y, cabe esperar, capacidades maximas (valores limites).
Por lo tanto, con esta idea, definiendo una versién general de la curva logis-

tica f(t)=a/(1+be*)! paraa,b,c > 0 e imponiendo la condicién inicial
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f(ty) = x,, se llega a la expresion, para t > ¢,

1+be ‘o

HO=x07 e

Esta funcién es similar a (1.3) para b = (a/(Bx,) —1)e*"0 y ¢ = a, verifi-
cando que su cota es ahora dependiente del valor inicial, y conservando la
propiedad inherente a la curva logistica referente a la inflexion, alcanzdndose
esta justo en la mitad del crecimiento total.

Una vez reformulada la curva en el contexto de una cota dependiente del
valor inicial, se propone la metodologia explicada al inicio de la seccién para
obtener un proceso de difusién X, tal que su funcién media condicionada al
valor inicial cumpla E (X X, = xo) = f(t) para todo t en el espacio [t,, T ].

Para ello, se define una funcién h : [t,, T] = R como

_fO_ b
Cf(t)  et+b

h(t)

Partiendo ahora de una generalizacién del modelo de crecimiento de
Malthus, se considera una fertilidad dependiente del tiempo, h(t) + ocW,,
donde o > 0y W, es el proceso estdndar de Wiener, para lograr asi la ecuacion
de Langevin, expresada en la forma de la ecuacién diferencial estocastica
(1.5) con distribucidn inicial X 6, = Xo (degenerada, en el sentido P(Xto =
Xo) = 1) independiente de W, para todo t > t,. La solucion de (1.5), via
integracién en el sentido de It6, es un proceso de difusién lognormal con
factores exdgenos (proceso no homogéneo) con valores en R* y caracterizado
por el drift h(t)x y el coeficiente de difusién o?x?. De Gutiérrez et al. [ 14] se
obtiene la distribuciéon condicionada de tal proceso,

1+be™ o2
T pect ?(f—s);ﬂz(t —5)),

XX, =y)~A (logy +log
donde (X,|X; = y) es la variable X, condicionada a que en el instante s tenga
valor y, esto es, X, =y, paras < t.

La intencidn final de todo este desarrollo es aprovechar la disponibilidad de
la funcion de densidad de transicion, asi como de otros momentos de interés

del proceso, para abordar problemas de inferencia. A tal efecto, considerando
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el método de maxima de verosimilitud, la funcion a estudiar resulta en la

forma
d n
2 2) —
L(u1,03,b,c,0%) = l_[ fl(xil)l_[f(xij: tijlxii1 tia) |
i=1 j=2
para una muestra de d trayectorias en tiempos t;; coni=1,...,d,j=1,...,n

y t;; = t;, observando valores x(t;;) = X;;. En este caso, f; es la densidad de la
variable X, ~ A(u;, o?). Si se considerase una distribucién inicial degenerada,

esto es P (th = xl) =1, se tendria

n

2 2
]L(,ul,O'l,b,C,O' ):l_[ f(xl'j, tijlxij_l, tij—l)‘

i=1 j=2

La funcién de verosimilitud cuenta entonces con los parametros afiadidos
u, y 02, si bien estos dependen tnicamente de los valores iniciales y por tanto
no influyen en la estimacién de los deméds pardmetros b,c y 2.

De esta funcién se obtiene el sistema de ecuaciones de verosimilitud, en
este caso de gran complejidad para su resolucion debido a la naturaliza de
la densidad, la cantidad de parametros y el volumen de datos que pueda
generar la observaciéon del fenémeno. Por ello, es necesario el uso de métodos
numéricos para resolver las ecuaciones y conseguir asi las estimaciones maximo
verosimiles de los parametros. Con este fin, Roman-Roman y Torres-Ruiz [ 23]
proponen trabajar con la expresion del punto de inflexién de la curva logistica

y su relacién con los pardmetros, aprovechando el hecho de que, en ese punto,

y

la poblacién alcanza la mitad de su capacidad méaxima. Definiendo y = e

1n = 1/b, si la inflexién se alcanza en t,, obtienen las relaciones

n=r",

(k )#a
Y= ——1 >
Xo

siendo la cota superior k y el valor inicial x,. De esta manera, estimando un
valor para t, consiguen el de y y de estos el de 7). Para tal estimacion del
punto de inflexién, se proponen, basicamente, dos métodos; bien tomando la

media de los instantes en los que se alcanza la mitad del valor total para cada
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trayectoria, bien considerando una aproximacién de la derivada de la funcién
a partir de la media y calculando el instante en el que se alcanza el mdximo.

A fin de contrastar este modelo, los autores realizan un estudio comparativo
con el propuesto por Giovanis y Skiadas [ 13], exhibiendo un comportamiento
de tipo logistico para variabilidad baja, pero con el inconveniente de carecer
de expresion para la densidad de transicién ni la funcién media, abordando
cuestiones de estimacién mediante técnicas de muestreo continuo.

Mostrando mayor precision en las estimaciones, el modelo propuesto por
los autores es aplicado a datos simulando un cultivo microorgdnico, aprove-
chando asi el hecho conocido de que estos presentan patrones logisticos en su
crecimiento.

1.5. Proceso de difusion gaussiano con media lo-
gistica

Una vez obtenido un proceso de difusiéon de manera que su funcién me-
dia sea la curva logistica y ademads la funcién de densidad de transicion de
probabilidad sea calculable de manera explicita, cabe preguntarse por las
posibilidades practicas de aplicar este tipo de modelos a situaciones reales.
Con ello se podrian realizar estudios propios del campo en el que se aplica
sobre la base de un modelo que describa adecuadamente el comportamiento a
estudio. Ademas, la modelizacién matemadtica permitiria el desarrollo de proce-
dimientos de simulacién que sean de utilidad en las primeras etapas de nuevas
investigaciones. Para alcanzar estos objetivos, los modelos obtenidos mediante
procedimientos tedricos como el mencionado anteriormente, deben ajustarse a
los datos observados, esto es, la tendencia de la difusién debe asemejarse en lo
posible a la tendencia observada en los datos. Esto, sin embargo, requiere de la
identificacion de la tendencia del fenémeno dindmico a estudio, en particular,
del fenémeno de crecimiento susceptible de ser descrito por alguna curva de
crecimiento conocida, como por ejemplo la curva logistica. Tal aproximacién
heuristica no es, desafortunadamente, posible en todos los casos e, incluso
cuando lo es, cabe la posibilidad de encontrar varios modelos aplicables, es

decir, diferentes procesos estocdsticos que se ajusten correctamente a los datos
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observados.

Ademas, el desarrollo de tales procesos se basa en la introduccién de
un ruido en la ecuacion diferencial ordinaria del correspondiente modelo
determinista (por ejemplo, una curva de crecimiento). El resultado es una
ecuacion diferencial estocdstica cuya solucidén es un proceso con varianza
infinitesimal proporcional al cuadrado de la variable de estado, esto es, algo
del tipo 0?x?, que no necesariamente se ajuste a los datos disponibles.

Por lo tanto, ain cuando un modelo puede ser util en la descripcién de un
fenémeno dinamico basandose en su tendencia, el hecho de no controlar el
ajuste de la variabilidad puede incurrir en problemas a la hora de trabajar con
otras caracteristicas de interés como pueden ser los tiempos de primer paso,
donde la variabilidad juega un papel crucial.

Con todo esto en mente, se juzga necesario construir modelos estocds-
ticos que tomen en consideracién toda la informacién disponible a fin de
determinar, de la manera mds aproximada posible, la forma de los momentos
infinitesimales (drift y coeficiente de difusién) que caracterizan al proceso de
difusion.

En esta seccion se construird un proceso de difusion gaussiano a partir de
las observaciones, en diversos instantes, del fendmeno a estudio. La condicion
de normalidad permitira trabajar con numerosas caracteristicas explicitas del
proceso, consiguiendo asi ajustar el mismo adecuadamente a la tendencia y
la variabilidad observadas. Todo ello permitiria abordar problemas de ajuste,

prediccién o tiempos de primer paso, entre otros.

1.5.1. Modelo gaussiano

El modelo dindmico que consideraremos viene definido por la siguiente

ecuacion diferencial estocastica,
dX, =a(t)X,dt+ b(t)dw,, (1.6)

donde a y b son funciones continuas definidas en un intervalo real [ ¢, T ], con
b(t)> 0, t,, T € R*, W, el proceso estandar de Wiener, y la condicién inicial
X,, = Xo €R* (en el sentido de P(X,, = x,) = 1) 0 X, ~ N(ug,0}).
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La solucién de (1.6) es el proceso de difusiéon gaussiano

t t
X, = (Xto +J b(s) e Jpadu dWs) epr a(s)ds, (1.7)
t

0 to

caracterizado por los momentos infinitesimales

A (x, t) = a(t)x,

(1.8)
A,(t) = b(t).

Noétese que el caso relativo a una distribucién inicial degenerada correspon-
deria a la situacidn real en la cual todas las trayectorias del proceso comenzaran

en el mismo valor x.

Caracteristicas del proceso

Al objeto de ajustar el modelo a los datos, debemos abordar dos funciones
clave, a saber, la funcién media y la funcién varianza. Es mds, de cara a obtener
la expresién de la densidad de transicidn de probabilidad, serdn necesarias
las distribuciones finito-dimensionales, y para estas, la funcién de covarianza
habra de ser calculada.

Asi pues, definiendo la funcién media del proceso (1.7) como m(t) :=

E(X,), esta verifica la siguiente ecuacion diferencial ordinaria,
m(t)—a(t)m(t) =0, (1.9)
con la condicién inicial my =E (X to)' Por lo tanto, se tendrd
m(t) = moeffto als)ds,

La funcién varianza, v(t) := V(X,), verifica, por otro lado,

v(t)—2a(t)v(t) = b2(t), (1.10)
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con la condicién inicial v, = V(X to), luego

t
v(t) = RIMLCL Vo +f bz(s)e_szo awdu go | (1.11)
t

0

Por otro lado, para cualesquiera instantes s,t € [t,, T ], la funcion cova-

rianza viene dada por la expresién
s t SAt .
(s, t) = e @ dutfaduf 1y J b2(u)e 20 4 gy |
to

donde s A t = min(s, t).

Ahora, puesto que el proceso de difusion es gaussiano, sabemos que el vec-
tor (X, ,,... ,th)/, para n instantes t,,...,t, € [ty, T], sigue una distribucion
normal multivariante n-dimensional N, (m, C) donde m = (m(t,), ..., m(t,))’
es el vector de medias y C = (cij) es la matriz n x n de covarianzas con
elementos c;; = c(t;, t;) para i,j € {1,...,n}.

Finalmente, de las distribuciones marginales uni y bidimensional, se obtie-

ne, para instantes T < t, la funcién de densidad de transicién

D=

t

t
flx, tly,7)= (27[ RO f e a(e)debz(u)du) X

(x _yef;a(e)de)z

2e2ffo a(6)do th e—zfto a(@)d@bz(u)du

exp | —

1.5.2. Metodologia y ajuste

Supongamos un conjunto de ntimeros reales {x;;}, parai = 1,...,d y
j =1,...,n, resultantes de la observacion, en los instantes t,...,t,, de un
fenémeno dinamico, esto es, la evolucién en el tiempo de una determinada
caracteristica de interés (por ejemplo, el peso de un animal, el volumen de
un tumor, el namero de células con una propiedad concreta, etc.) para una
muestra de d individuos.

El objetivo es construir un proceso de difusién gaussiano que explique la

dindmica del fendmeno haciendo uso de la informacién aportada por los datos
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observados; todo ello sin seleccionar previamente ningtin modelo predetermi-
nado ni hacer restricciones sobre el mismo.

Debido a que la difusion viene completamente caracterizada por sus mo-
mentos infinitesimales, asi como por la distribucién inicial, enfocaremos la
construccion del proceso en la obtencion de las funciones a y b en (1.8). Por

otro lado, los datos iniciales de la muestra determinaran la distribucién inicial.

Aproximacion de la media infinitesimal

De la expresién (1.9) se deduce que la funcion a, siendo m diferenciable y

tal que m(t) # O para todo t, puede expresarse como

_ m(t)

= ) (1.12)

a(t)
Por lo tanto, para calcular a debemos encontrar una funcion diferenciable
que se aproxime a la funcién media del proceso. A tal efecto caben distintas

posibilidades, a saber,

1. Seleccionar, caso de existir, una curva de crecimiento conocida o, de

manera general, una funcién p-paramétrica
m, :[t, T]> R

que describa adecuadamente el patrén de crecimiento del fenémeno a
estudio. Algunos ejemplos serian la curva exponencial, para el caso de
crecimientos rapidos sin acotacion, o las curvas logistica, Gompertz o de
Von Bertalanffy, cubriendo patrones de crecimiento sigmoidal, acotado
y con un punto de inflexién. El parametro p (que puede ser uni o
multidimensional) seria estimado, por ejemplo, mediante regresién por
minimos cuadrados sobre el conjunto de datos disponible, siendo el

valor obtenido p.

2. Desde el conjunto formado por la media de los datos para cada j =
—_ g1y :
1,...,n, esto es, los valores m; = d 21:1 X;;, puede aproximarse una

funcién m, mediante interpolacién.
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Siguiendo entonces (1.12), definimos la aproximacion de a(t) como, para

el primer caso,

Q
*
Il
3 | 3
N e

o, para el segundo caso,

3|F

a,

Aproximacion de la varianza infinitesimal

Una vez obtenida la aproximacion de la funcién a, partimos de la ecuacién
(1.10) con a, y buscamos una aproximacion de la funcién b, cuyo cuadrado
serd la varianza infinitesimal del proceso. A tal fin parece 16gico considerar la
variabilidad aportada por los datos, esto es, la varianza muestral dada por el

conjunto de valores
d
i=1

paraj=1,...,n.

Sin embargo, al contrario que con la media muestral, la varianza de las
observaciones puede presentar un alto grado de fluctuacién por su propia na-
turaleza, condicionando asi la eleccion para el procedimiento de aproximacién
de la funcién v. De hecho, intentar obtener una funcién v,, aproximacién de
v, mediante técnicas de interpolacion desde los valores (1.13) puede llevar a
resultados erréneos si la variabilidad de la muestra es alta. Esto se debe a que
el procedimiento de interpolacién considera una funcién diferenciable, lo que
contrasta con la naturaleza de los datos.

Por todo ello, en el caso de la varianza infinitesimal, es recomendable
seguir el método consistente en buscar una funcién 6-paramétrica, con 6

pardmetro uni o multidimensional,
vg i [te, T]— R"

diferenciable en [ty, T] y cuya forma funcional puede ser sugerida por la
misma disposicién geométrica de los datos en un diagrama de dispersion
estdndar. Como en el caso de la funcién media, los parametros de la funciéon

candidata pueden ser estimados segtin distintos procedimientos al objeto de
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encontrar finalmente la funcidén vy, aproximacién de v. De esta manera, la

aproximacién de b vendria dada por
b,(t) = (vg(t) —2a,(t)vs(8))* . (1.14)

Notese ahora que la funcién v4 seleccionada debe cumplir, para todo t en

el intervalo de observacion [t,, T,
ve(t) > 2a,(t) vy(t). (1.15)

Obviamente, esta condicion es restrictiva en lo que concierne a la aplicacién
de la metodologia propuesta al tipo de datos disponibles. De hecho, puede
condicionar la eleccion de la funcidn sugerida v, (por ejemplo, en el caso de
procesos con tendencia positiva, esta funcidn deberia ser creciente) o incluso
el rango de variacién de los pardmetros involucrados.

Para abordar esta cuestién, supongamos existe un intervalo contenido en
[ty, T] en el cual no se cumple la condiciéon (1.15) para la funcién v,4. En ese

caso, una propuesta inicial seria considerar b, como el valor absoluto
- 3
b, (£) :=[v(t) —2a,(t)vs (1)

Sin embargo, de (1.11) se tiene que

t

v(t) = m2(t) %Jr J b2(w)m~2(w) du |,
0

por lo que, para las funciones finales b,, b, ,m, (con e = p, %, segtn se elija el

*1)

método para aproximar la media), se tiene, para todo t € [t,, T],

f bfl(u)mjz(u)duZJ b?(u)m_?(u) du.

0 to

Es decir, el uso alternativo de la funcion b, puede conducir a un incremento
importante de la variabilidad del proceso, haciéndole perder representatividad.
Para abordar esta cuestién, nos planteamos medir ese incremento y con-

siderar entonces una constante de normalizacién que compense el exceso
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de variabilidad derivado del uso de b, . Notese ahora que, con la desigual-
dad anterior, ya conseguimos el primer objetivo. En efecto, el incremento de

variabilidad viene dado por

T T -1

f bfl(u)mjz(u)du f b2 (wm*(w)du |

to to
por lo que definimos la constante (para cada eleccién de vy, m, y a,),
1 1
T 2 T 2

Ay g = J b*(u)m_*(u)du J bfl (w)m_*(u)du eR. (1.16)

to to

De esta manera, a partir de la expresién (1.14), obtenemos finalmente

b, = Ay pa b, (1.17)

Finalmente, si consideramos los casos de funciones paramétricas m, o v,
para la media y varianza respectivamente, debemos abordar el procedimiento
de estimacién por maxima verosimilitud al objeto de obtener las estimaciones
paramétricas p o 0. Gracias al caracter gaussiano del proceso, teniamos acceso
a la funcién de densidad de transicion, por lo que la funcién de verosimilitud,
definida como

d n
L(p,0) = l_[ l_[f(xij: tijlxij—1s tij—1);
i=1 j=2
para valores {x;;} observados en instantes t;; con j =1,...,nei=1,...,d

para d individuos (trayectorias del proceso), resulta

d n - -
L(p,6) =1_[]_[(2n (vg(tij)—mvg(tﬁ_l)))

Nl=

i=1 j=2 mp(tii—l)
2
_ m(ti;) )
(Xij Xij-1 my (t;j-1)
Xexp| —

m, (t;5)
2 (Ve(fij) - _mp’z_tijil)"G(tii—l))

Este procedimiento, sin embargo, no es recomendable en tanto que, a las
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restricciones tedricas sobre las funciones sugeridas para la media y varianza,
se uniria la complejidad creciente de las ecuaciones de verosimilitud debido
al nimero de parametros involucrados y la misma forma funcional de las
funciones sugeridas.

En el capitulo 3 abordaremos esta cuestién en un caso particular, proponien-

do una metodologia para su resoluciéon mediante algoritmos metaheuristicos.

1.5.3. Aplicaciones

En esta seccién pondremos en practica los desarrollos tedricos anteriores
aplicando la metodologia propuesta a un conjunto de datos simulando el

crecimiento de un cultivo de microorganismos.

Crecimiento de cultivos microorganicos

Los datos considerados aqui proceden de la simulacién realizada por
Romadn-Roman y Torres-Ruiz [ 23] en su estudio del proceso logistico resultante
de (1.5) y comentado ya en este trabajo. Tales datos consisten en medidas
de densidad de poblacion en un cultivo, contando el nimero de individuos x
por mililitro de solucién acuosa al dia durante 50 dias, y considerando una
ratio de crecimiento intrinseco de 0.25 por dia, asi como una densidad de
equilibrio de 1000 individuos por mililitro. Tomando en total 50 cultivos (esto
es, 50 trayectorias del proceso), partiendo todos en un mismo instante inicial
(en dias) t, = O con densidad inicial de 5 individuos por mililitro (es decir,
estableciendo una distribucion inicial degenerada en x, =5 para t, = 0), se
simulan las trayectorias para o = 0.01.

Las grdficas de 1.2 muestran las trayectorias simuladas, asi como la media
y varianza observada.

Claramente, la media observada sugiere, por su forma sigmoidal, el uso de
la funcién logistica como candidata a aproximar la funcién media del proceso.

Por lo tanto, proponemos la funcién
m,(t) =k (1 +b e_“)_l ,

donde p = (k, b, c) es el parametro de dimension 3 para k,a, b € R. Mediante
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estimacion por minimos cuadrados sobre los datos simulados, obtenemos las
estimaciones p = (k, b, &) para k = 981.5475, b = 195.3095 y & = 0.2506. La
figura 1.3a muestra la media observada junto con la funcién propuesta m,
del proceso gaussiano.

Definimos ahora la media infinitesimal del proceso

i (t)
m(t)

LN A AN—1
a,(t)= = bé (e” + b) .
Por otro lado, para obtener b consideramos una aproximacién de v de tipo

exponencial,
3 3
ve(t) = epo 0t — expz 0ty
i=1 i=1

para el parametro 6 = (60,, 6,, 05). En este caso, aplicando un procedimiento
de estimacién por minimos cuadrados sobre los datos simulados, obtenemos
las estimaciones para 6 = (6,, 6,, 9A3) en los valores 6, = 0.4477, 6, = —0.0076
y 05 =3.9924 x 107°.

Ahora, con la funcién v4 comprobamos que, en efecto y como era de
esperar, no se verifica la condicién (1.15) en todo el intervalo temporal. En la
figura 1.3b se muestra la funcién v4(t) —2a,(t)vs(t) en [0,50], donde ya se
aprecian los subintervalos que incumplen la condicién. Siguiendo por tanto la
metodologia, calculamos A, ,, , mediante (1.16) para my, vy y a,, obteniendo

A = 0.3159. Definimos con ello la funcion
1
b,(t) =0.3159 [v5(t) —2 a,(t)vs()] .

Completamos asi el proceso gaussiano con media logistica como soluciéon

de la ecuacién diferencial estocastica
dX, =a,(t)X,dt+ b, (t)dW,,

con condicion inicial X, = x, =5 en el intervalo [0, 50]. En la figura 1.4a se

muestran la varianza observada y la obtenida tras el procedimiento.
Finalmente, para comprobar lo adecuado que es el modelo gaussiano obte-

nido, simulamos trayectorias de este nuevo proceso, presentadas en la figura

1.4b. Puede apreciarse el comportamiento similar al de los datos originales
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(simulaciones mostradas en la figura 1.2). El resultado es pues un modelo

aproximado del patrén de crecimiento mostrado en el fendmeno original.

5000
L

s0 80 1000
2000 3000 4000
L L L

400

200
1000
L

Figura 1.2: Trayectorias simuladas, media observa y varianza observada.

Densidad
600 800 1000
L L L

400
L

Figura 1.3: (a) Media observada y funciéon media ajustada. (b) Funcién vé(t) —
2a,(t)vy(t).
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400
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1000
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Figura 1.4: (a) Varianzas observada y ajustada. (b) Trayectorias simuladas del nuevo
proceso.
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2.1. Introduccion

Buena parte de la importancia de la curva logistica estriba en el gran ntime-
ro de modificaciones que de la misma han ido surgiendo, lo que ha derivado
en una amplia variedad de modelos que aportan descripciones precisas de
fenémenos concretos con un alto grado de sofisticacién. Esto lleva a plantearse,
de manera natural, las posibles generalizaciones de la curva logistica, al objeto
de estudiar todo su potencial y ver algunas de sus modificaciones como casos
particulares. En efecto, las generalizaciones de la curva se han producido en
un sentido paramétrico, esto es, introduciendo nuevos pardmetros en la curva
como forma de extenderla al &mbito mas general posible. Véase a este respecto
el trabajo de Tsoularis y Wallace [30] presentando las curvas de tipo logistico

mas usadas.

45



46 2. PROCESO DE DIFUSION LOGISTICO GENERALIZADO

En este capitulo consideramos, sin embargo, un enfoque funcional de la
generalizacidn. Es decir, procedemos a extender el modelo logistico mediante la
introduccion de una funcidn (paramétrica), en lugar de solo unos parametros.
Algunos casos concretos de esta funcidon daran lugar a curvas particulares

derivadas de la logistica.

2.2. Una generalizacion de la ecuacion logistica

En lugar de una generalizacion paramétrica de la curva logistica, conside-
remos el modelo genérico desde un punto de vista funcional. Para ello, sea

g : [ty, T] — R una funcién continua, integrable en el intervalo de observacién
t

[ty, T] C R para t, > 0y tal que su primitiva verifique f g(u)du — oo cuando
t — o0. Expresamos ahora el modelo de crecimiento cldsico de Malthus me-
diante un parametro referente a la ratio de crecimiento a > 0, un inhibidor
B > 0 (en general se tiene f < a) y la funcién recién definida g. De esta

manera se tiene la ecuacion diferencial ordinaria

dx(t)
dt

(ax(t) — Bx*(t)) g(t) 2.1)

con condicién inicial x(t,) = x, € R. La solucidén a esta ecuacién es la curva

¢ —1
x(t)=%(1+(ﬂixo—1)exp(—ajt g(u)du)) ,

0

creciente solo cuando a > fx,, con limite lim,_, , x(t) = a/p y exhibiendo

un punto de inflexién, si a > fx,, en el instante t, tal que

ty

fg(u)du= %log(ﬁixo—l).

to

Nétese que, para distintas funciones g, se pueden obtener curvas conocidas.

En efecto,

» Sig(t) =06 €R, entonces la curva x(t) es la curva logistica clasica.
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n
= Sig(t)=>.a;x" es un polinomio de grado n con coeficientes q; € R, la
i=0
curva resultante sera multisigmoidal.

1
2

m Sig(t)=06+6 (1 + tz) ,para 6,0 € R, la curva x(t) se convierte en
la curva hiperbolastica de tipo I, introducida por Tabatabai, Williams

y Bursac [29] y que trataremos en el capitulo 3.

Poniendo el foco en la expresién de la curva, y no ya en la ecuacion diferen-
cial ordinaria que la genera, podemos reescribirla, sin pérdida de generalidad,

en la forma
x(t)=a(1+ be‘gm)_1 ,

donde a y b son parametros reales y g(t) := f ' g(u)du es una primitiva de g.
Ahora, lim,_,, x(t) = a y el punto de inflexién se alcanza en el instante t, tal
que

g(t,) =logh.

Podemos introducir ahora el objeto matemadtico con el que trabajaremos.
Para ello, sea 6_, el espacio de funciones reales f con primera derivada y tales
que lim,_, ., f (t) = co. Definimos ahora el operador logistico L,y : €. — €
como

Ly f(£):=a(1+b e_f(f))_1 ,

para cada par de puntos a,b € R y donde € es el espacio de funciones
reales infinitamente derivables. A efectos de notacién, entenderemos

()= L (0= 5L, (O

_
Lab f(t),

Este enfoque basado en operadores funcionales nos permite unificar nota-
cién e identificar claramente cada curva de tipo logistico, caracterizada por los
parametros a y b, asi como por la funcién g que compone con la exponencial

en la expresién general de la curva.

2.3. Difusion logistica generalizada

Siguiendo la metodologia presentada en la seccién 1.4, el objetivo es
obtener un proceso de difusién cuya funcién media sea, en este caso, la curva

ANTONIO JESUS BARRERA GARCIA TESIS DOCTORAL



48 2. PROCESO DE DIFUSION LOGISTICO GENERALIZADO

logistica generalizada. Tal proceso dependerd, por tanto, de la funcién g.

En efecto, definimos la funcién h : [ty, T] — R como
h(t) = Lo, g(t)gig(t) = bg(t) (e*@+b) ", 2.2)

continua en un intervalo real [t,, T'], para b € R. Con esto, consideramos la

ecuacion diferencial estocastica (1.5), esto es,
— g(t) -1
dX, =bg(t)(esV+b) X, dt+oX, dW,

para el pardmetro’ o > 0, W, el proceso de Wiener y condicién inicial X ¢y = Xo>
siendo X, una variable aleatoria positiva e independiente de W, para todo
t > t,. La solucién, recordemos, habida cuenta la continuidad de las funciones
h(t)x y ox, era un proceso de difusion {X, : t, <t < T} en tiempo continuo
y con espacio de estados continuo, en concreto, el proceso lognormal con

factores exdgenos

0.2
X, =Ly g@exp (2= t0) + o (W~ W),

caracterizado por los momentos infinitesimales A;(x, t) = h(t)x y A,(x,t) =

o?x2.

2.3.1. Caracteristicas principales
Funcion de densidad de transicion

Para obtener la funcién de densidad de transicién de probabilidad del
proceso de difusién recién definido, hacemos uso del siguiente resultado

debido a Ricciardi [19], en el que establece las condiciones necesarias para

!Es necesario advertir que la metodologia propuesta en este capitulo pone el foco tnica-
mente en el comportamiento de la tendencia de los datos, sin considerar el apartado relativo
a la variabilidad de los mismos (que se representa en la ecuacion diferencial estocastica
mediante el parametro o).
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exista una transformacién® del tipo

x'=y(x,t), t'=¢(t),
Yy =9,s), s'=¢06),

de manera que

oY (x,t)

3 f'e ty',s), (2.3)
X

flx, tly,s)=

donde f”’ es la conocida funcién de densidad de transicién del proceso estandar

de Wiener,

(x’ —y)z)

f tly',s) = (2n(¢ —s'))_% exp( 20—

El resultado comentado es el siguiente:

Teorema 1 (Ricciardi, 1976). Un proceso de difusion con densidad de transicion
f(x,tly,s) y momentos infinitesimales A,(x,t) y A,(x,t) es transformable al
proceso estdndar de Wiener si y solo si existen funciones arbitrarias C,(t)y C,(t)

tales que

dy

% aAz()’ t)
A, t) = 194, 1)  Ay(x, 1) 0+ J Co(0)A,(y, t) + 22220

dx 2 Az(}’, t)i

b4

En ese caso, la transformacion es

X

, L 4 s N S 4 [ e
x'=(x,t)=kje ‘o Az(y,t)_idy—? C,(s)e ds + k,,

t s
- f Cy(u)du

t’zcl)(t):klje o ds + ks,

ty

donde z es un valor en el intervalo de definicién del proceso, t; € R* y k; son

2En el contexto de este resultado, se usar4 la notacién original empleando el apdstrofo
Gnicamente como distincion entre variables, sin relacién alguna con derivadas o traspuestas.
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constantes arbitrarias bajo la restriccion ky > 0.

Aplicando este teorema se llega a la ecuacion

o’ o xlog >
h(t)x = (? + Ecl(t))x + 2 C,(1),

que se verifica para las funciones

C(t) = —Zho(_t) -0,

C,(t)=0.

Por lo tanto, la transformacion pedida es

t

k 2
v 1ogf—fh(u)du+0—(t—t2) + ks,
o Z 2

ty

¢(t) = ky(t = 1) + k3.

Y(x,t) =

Finalmente, con tales transformaciones y la expresién (2.3), usando la
definicién (2.2), se tiene la funcion de densidad de transicién del proceso de

difusién logistico generalizado,

Loy 8(t) | o 2
(log 5 —log 65 + 5 (t =)

202(t —s)

flx, tly,s)= % (2mo?(t —s))_% exp| —

Por lo tanto, el proceso condicionado (X,|X, = y) para s < t, 1til en proce-

dimientos de inferencia, sigue una distribucién lognormal, esto es,

Lab g(t) _0-_2

— ) 2 —
L. () 2(t s);o4(t s)).

(XX, = y) = A, (logy +log

Distribuciones finito-dimensionales y momentos

Para el estudio de las distribuciones finito-dimensionales, téngase en cuenta
que la eleccion de la distribucion inicial estd condicionada por el hecho de
obtener un proceso lognormal. Esto se asegura, como puede verse en Arnold

[2], mediante una distribucién degenerada o bien lognormal. Suponiendo
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entonces P(X, = x,) = 1, esto es, una distribuci6n inicial degenerada en el

valor x,, la distribucién unidimensional viene dada por la densidad®

f(x7 t) = f(x: t|x03 tO)
x L, o2 2
1 (log £ —log F2£5 + (¢ — to)

= —exp | —
x(2mo2(t —ty))? 202(t —to)

Por la propiedad de Markov, asegurada en este tipo de procesos, la distri-
bucién bidimensional conjunta del par (X,,X;), con s < t, vendra dada por la
densidad

fl,ty,8) = f(y,8)f (x, tly,s)

1 1 1 /
= |24 2 exp (—— (logx —u) =" (logx —u)),
21Xy 2

donde se han definido los vectores
logx = (logx, logy)/,

Loy g(1) o Ly 8(5) 02 ’
%—?(t—to), log x4 +log b —(S—to)) )
ab 0

Labg(to) 2

En general, para cualesquiera s, t, la densidad conjunta seguird una distri-

u= (logxo +log

y la matriz

bucién lognormal bidimensional A,(u, 2) con

t—t tAs)—t
= 0_2 0 ( ) 0 )
Por otro lado, aprovechando estas distribuciones y la funciéon de densidad

de transicion calculada anteriormente, podemos considerar la variable Z, =

3En el caso de una distribucién inicial lognormal, los calculos son posibles, si bien mas com-
plejos que cuando se considera una distribucidn inicial degenerada. Por ello, es recomendable
abordarlo mediante ecuaciones diferenciales estocésticas.
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logX,, que es normal, pues (X,| X;) es lognormal. Por lo tanto,

—_ — . 2 J—
Lo 2T hoe=s)

L t 2
(ztlxs=y)~»N1(logy+log w8t) o )

Asi, el momento condicionado no centrado de orden k viene dado por

E (X X,) =E (eF#¥ | X,)

Lab g(t) + ko-z(t _S)
I—ab g(s) 2

:Xskexp(klog (k—l)),

y con él podemos calcular el momento no centrado de orden k,

E(xF)

t

E(E(X;1X,,))

Ly a() | ko™(t—to) 1))_

=E(x* k1
(x2) s iog 2505 + 5

En particular, la funcién media vendrd dada, para el caso concreto de

distribucién inicial degenerada en x,, esto es, P(X, = x,) =1, por

t

E(X,)= ]E(Xo)expf h(wdu =L, g(t),

to

es decir, la curva logistica generalizada en torno a la cual construimos el
proceso de difusion.

Finalmente, usando E (X tz), calculamos la funcién varianza para t > t,

(L 8(1) 2 o2(t—ty) 2 [ ,o%(t—to)
Ve =(225) VEIe I g0 (0 -).

2.4. Aplicabilidad del modelo

Desde un punto de vista practico, los desarrollos anteriores apenas tienen
utilidad si no se conoce una forma funcional explicita de g o de su primitiva.
Es por ello que el siguiente paso consistird en estudiar la manera de conseguir
tal funcion a partir de los datos observados.

Consideremos una muestra discreta {x;;} parai =1,...,dyj=1,...,nde
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n observaciones de d trayectorias distintas realizadas en instantes de tiempo
t;, exhibiendo un comportamiento susceptible de ser aproximado por una
curva de tipo logistico, esto es, una evolucién en su tendencia de tipo sigmoi-
dal. Supuestas observadas las trayectorias en los mismos instantes t;, puede
calcularse la media de los valores de cada trayectoria para cada instante de

tiempo, de manera que se obtenga el conjunto {m;} de la media observada,
d
— -1
donde, claro es, m; =d _Zixij.
1=
Buscamos entonces una funcién real g, continua en el intervalo [¢;,t,], y

parametros a, b € R, tales que, paratodo j =1,...,n,
Lab g(tj):mj- (24)

Despejando g en (2.4), se obtiene

g(t;) =logh —log(i — 1).
m:

J

Por lo tanto, el conjunto {g(t;)} puede entenderse como una realizacién de
la funcion g. Definamos ahora la funcién continua a-paramétrica p, : (0,a) —

R como
a
Pa(x) = —log(— — 1)-
x
Nétese que p, no es mds que la funcién logit reescalada en el intervalo

(0,a).
Finalmente, introducimos el conjunto de puntos de R? por donde pasaria

&>
D:= {(tj, log b +pa(mj))}j:1 CYg (2.5)

donde ¥g es el grafo de g. Se sigue entonces que una funcion candidata a g

debe ajustarse necesariamente al conjunto D.

2.4.1. Parametros desconocidos

El conocimiento completo de D estd sujeto al conocimiento de los para-
metros a y b de la curva. Con la informacion de la que se dispone, es posible

obtener una estimaciéon a del pardmetro a sabiendo que este representa la
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capacidad méaxima sostenible de la poblacién cuyo crecimiento describe la
curva de tipo logistico. Es decir, a es el limite de la curva cuando t — oo. Por
ello, y con los datos provenientes de las observaciones, basta definir

= s m

Nétese que, atn asi, pueden existir i; € {1,...,d} v j; € {1,...,n} tales
que x; ; = d, es decir, que alguna trayectoria corte a la asintota horizontal
x = 4. Sin embargo, este hecho puede ignorarse debido a que el objetivo es
encontrar una curva de tipo logistico que se ajuste a los valores medios de los
datos observados. Sera suficiente, pues, trabajar con los valores m;.

Esta definicién de @ es puramente tedrica, en el sentido de trabajar con
un supremo. Obviamente, durante la puesta en prdctica del procedimiento,
se consideraria el mdximo de los m; mds una constante ¢ > 0 a fin de evitar
valores nulos para el logaritmo durante el computo de p;,.

La presencia del parametro b, por el contrario, supone un impedimento a la
hora de seguir el desarrollo de la metodologia. En efecto, no existen elementos
que puedan aportar informacién suficiente como para estimar el valor de b,
habida cuenta de que no conocemos siquiera la curva (que se construird al
final, una vez obtenida la funcién g).

Para tratar este inconveniente, sin embargo, no serd necesario ningin
procedimiento de estimacion. Basta con prescindir de b en la definicién del
conjunto D, sin perjuicio por ello.

En efecto, es evidente el hecho de que el procedimiento de ajuste de una
funcién a los datos (independientemente del método usado) es invariante por
traslaciones, esto es, si una funcién z(t) se ajusta a un conjunto S, entonces
z(t)+k, con k constante, se ajustara al conjunto trasladado S+k = {s+k;s € S}.

Sea por tanto k = logb. Si una funcién real paramétrica diferenciable
¢7(t), definida en el intervalo de observacién y con T pardmetro uni o multi-
dimensional, se ajusta al conjunto de puntos C := {(tj, p&(mj))};l:l, es decir,

existe 7 tal que, para todo j,
haciendo minimo el vector de residuos € = (&4,..., €,) del procedimiento de
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estimacidn, entonces la funcion
P =k+¢;

se ajustard a D (reemplazando a por d en (2.5)). Es decir, para todo j,

$*(t) =k+¢(t;) =logh +pa(m;)+ ¢, =logh —log(% - 1) e,
j
Obsérvese, mediante la ecuacién anterior, que la idea de prescindir de b no
significa que no se tenga en cuenta durante el proceso de ajuste. En realidad,
se estd realizando una estimacion implicita de b por medio de la tautologia
b = e!°¢b aplicada en (2.4), es decir, ajustando una funcién ¢ a los puntos C
estamos consiguiendo una estimacion encubierta de b.

Asi, Yt > t, y una hipotética funcién ¢* ajustada a D (para a = &),

L d (0 =a(1+exp(-97(0)) =a(1+bep(-4*(1)) " =Ly d*(0).

Es decir, la curva logistica generalizada es la misma para ¢ * con pardmetros
ay b, que para ¢’ con pardmetros a y 1. Resulta ahora claro que, en la
estimacion de T se incluye la estimacién implicita de b.

Por otro lado, es interesante destacar que, una vez obtenida la funcién

f, podemos calcular el punto de inflexion de la curva logistica generalizada
Lsy ¢F facilmente. En efecto, si t, es el punto de inflexién, entonces, por la
naturaleza logistica, se habrd de alcanzar el valor d/2. Es decir,

Lap @°(t.) = La1 ¢ (t) =

N | Q>

Y de la ultima igualdad podemos deducir entonces que

Pi(t)=0,

es decir, el punto de inflexién anula a la funcién ¢ ;. Ademds, como la curva
coincide con aquella para la aproximaciéon (no obtenida pues dependeria de

b) ¢", podemos afirmar que ambas presentan la misma inflexion.
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El modelo

Con la intencién de definir el modelo de difusion para la curva logistica
generalizada, seguimos ahora la metodologia de Roman-Romdn y Torres-Ruiz
[23] y definimos una funcién de fertilidad h, para el modelo malthusiano,
a la que se aflade un ruido oW,, al objeto de conseguir la ecuacién dife-
rencial estocdstica cuya solucion tenga por funciéon media la curva logistica
generalizada.

Teniendo en cuenta que ¢° = qbf, podemos definir entonces una funciéon

h, : [ty,t,,] = R como

R0 = Ly (07 10,6" (1) = - TogLu b (0 = 610 (1+exp gl (1)

La ecuacion diferencial estocdstica (1.5), con la funcion h,, tiene por so-
lucién un proceso de difusién lognormal con factores exégenos, con funcién

media
E(x.) = xo La ¢f(to)_1 La ¢f(t) =L4y ¢f(f),

atendiendo al hecho de partir de una distribucién inicial degenerada en x,,,

luego se tiene m; = x, y, por lo tanto, ¢ (ty) = pa(x,)-

2.4.2. Influencia de datos redundantes

Como se ha visto hasta ahora, nuestro enfoque practico consiste en capturar
el comportamiento sigmoidal de los datos mediante el ajuste de una funcién
f, con la que posteriormente construir un proceso de tipo logistico. Sin em-
bargo, debido a su propia naturaleza, los datos estan sujetos a perturbaciones
aleatorias que provocan una variabilidad creciente en su comportamiento.
Cabe preguntarse entonces qué influencia tiene esta variabilidad en la me-
todologia descrita y, de ser importante, como tratarla para asegurar buenos
resultados.

En efecto, el cardcter sigmoidal de las observaciones consta de tres fa-
ses claramente diferenciadas, a saber, un crecimiento inicial lento, una fase
de crecimiento exponencial en la que se cruza el umbral de la mitad de la
capacidad maxima sostenible, y una estabilizacidon final que se refleja en el
comportamiento asintético de la curva.
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Es justo ahi donde los datos dejan de aportar informacién para nuestros
propésitos. Puesto que existe una asintota horizontal en a, sabemos que los
valores medios, en ausencia de ruido, evolucionaran acercandose cada vez
mas a a. Sin embargo, la presencia de fluctuaciones aleatorias hace que estos
valores oscilen, alterando la estructura interna del conjunto de observaciones
y afectando al proceso de ajuste de la funcién candidata ¢ .

Por ello, se hace necesario trabajar con un conjunto truncado de observacio-
nes, manteniendo unicamente aquellos puntos que aportan informacién sobre
el comportamiento sigmoidal de los datos. Esto lo conseguimos restringiendo
el intervalo de observacion para asi centrarlo en torno al tiempo de inflexién t,.
En efecto, una propuesta es considerar los indices de aquellos valores m; que

estén por encima de 52, tomar el minimo k y obtener asi el primer instante

t, en el cual la poblacién supera la mitad de su total. Es decir, sea

k= EI}I'H (u:2x,=a—x,), (2.6)

Jeensl

entonces tomaremos el intervalo de observaciéon

[to;tox1] si2k<n,

[top_n,t,] si2k>n.

En efecto, contraemos el intervalo original [t,,t,] por la derecha o la
izquierda, segun exista un exceso de datos, esto es, valores que no aportan
informacién sobre el comportamiento sigmoidal (valores cercanos a un com-
portamiento asintdtico) pero que, en cambio, podrian alterar los procesos de
ajuste propios de la metodologia propuesta.

Una prueba elemental de este procedimiento puede observarse en la figura
2.1.
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Figura 2.1: Comparacién entre datos no truncados y truncados mediante la técnica
descrita (figuras arriba, de izquierda a derecha). Abajo, de izquierda a derecha,
imagenes de los datos originales (truncados y no) por p,. Nétese que los provenientes
de los datos truncados son susceptibles de un ajuste mucho mads sencillo, en este caso,
de tipo lineal.

A pesar de que este procedimiento puede ser aplicado tanto a los valores
iniciales como finales del conjunto de observaciones, el truncamiento en la
parte inicial de los datos no tiene por qué ser tan necesaria como la final.
En efecto, los valores cercanos a t, pueden presentar variaciones debido al
comportamiento asintético de p,, pero la fluctuacion aleatoria tiene menor
influencia en estos puntos que en aquellos del tramo final del intervalo de
observacion, habida cuenta de la variabilidad creciente con la que se define el

modelo estocastico.

2.4.3. Resumen del procedimiento

A continuacidn, y para clarificar lo expuesto en las secciones anteriores, se

resumen los pasos del procedimiento propuesto:
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1. A partir de datos observados {x;;};—; _g4j1,. . S€ calculan los puntos

medios (conjunto de la media observada)

2. Se calcula @ = max;_; ,m;+ € donde € > 0 impide problemas compu-

tacionales en el cdlculo de logaritmos.

3. Mediante la observacion de la grafica de los m; se concluye si es necesario
o no truncar los datos hasta restringirse inicamente a aquellos que
describen un comportamiento sigmoidal, desechando los valores que

redundan en el cardcter asintdtico de la muestra.

a) Sise deciden truncar datos, habra de hacerse segtn el cdlculo de

k=min,_, ,(u:2x,>a—x,)y eligiendo

[tosta—1] si2k <n,

[tog—n, t,] si2k>n.

b) Si no se decide truncar, debe proseguirse con todo el intervalo
[tO: tn]'

4. A partir de los m; se calcula el conjunto {p,(m;)}; donde

pa(m;) =—log (mi — 1) -

J

5. Apartir de la visualizacién del conjunto {p,(m;)}; se sugiere una funcién
paramétrica ¢! que debe ajustarse a los datos mediante cualquier pro-
cedimiento vdlido, sea por ejemplo un ajuste de regresion no lineal por
el método de minimos cuadrados. Con esto se consigue T y se completa
la funcién ¢*.

6. Ahora, la curva de tipo logistico Ly; ¢(t) se ajusta a los datos corres-

pondientes a las medias de las observaciones, {m;};.
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Con ella, definimos la funcién h,(t) = L ¢/ (¢)L;; ¢ (t) en todo el
intervalo de observacion (independientemente de si se han truncado o

no los datos).

Dado un valor o apropiado segun la variabilidad observada del feno-

meno, se establece la ecuacion diferencial estocastica
dX,=h(t)X,dt+oX.dW,

con condicidn inicial X, = x,, donde x, es el valor inicial de los datos,

XO == mlu
La solucidn a tal ecuacion es el proceso de difusion logistico generalizado

A 0'2
X, = Ly (D)ot

de tipo lognormal con factores exégenos.

Entre otras caracteristicas, se tiene, para todo t,

E(X,) =Ly 65 (0).

2.5. Aplicaciones

2.5.1. Modelo con datos sin truncar

Al objeto de aplicar la metodologia descrita, simulamos trayectorias de

un proceso de difusiéon con media logistica del tipo (1.5) con las siguientes

caracteristicas:

200 trayectorias;

Definido en el intervalo [0, 50] con paso 0.1;
Presentando distribucidn inicial degenerada en x, = 0.2;
b =24;

c=0.15;
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= 0 =0.03.

La media de los datos simulados (en este caso, observaciones simuladas)
presenta un comportamiento sigmoidal de tipo logistico. Apliquemos pues
la metodologia descrita en este capitulo al fin de conseguir un proceso de
difusién cuya media se ajuste a la de los datos observados.

Para ello, en primer lugar, definimos la cota superior de esta media, a,

como

a= ]E}éfn m; +0.00001 = 4.8442,
donde el valor 0.00001 se impone para evitar logaritmos en 0 durante el cdlculo
de p;, que se realiza acto seguido, segun la definicion. El conjunto de valores
obtenido {p,(m;)}; puede observarse representado en azul en la segunda
figura superior de 2.2. Como era de esperar, estos valores se distribuirdn segin
un patrdn lineal, habida cuenta de la naturaleza de p, como inversa de la
funcién logistica, siendo los m; valores obtenidos segun tal funcién logistica.

Aun con todo, la variabilidad creciente hace que los valores fluctien en la
parte final del intervalo de observacién, por lo que a la hora de proponer una
funcién que se ajuste a los mismos, no nos limitaremos a una recta, si no a un

polinomio de grado mayor o igual que 1. Esto se traduce en sugerir la funcién
¢f(t) B T] + thTS - thg3 - Tl + thfs,

para el vector paramétrico T = (T4, T, T3). Nétese ahora que podemos reducir

en un parametro este vector, puesto que hemos de imponer la condicién inicial

¢ (to) = pa(xo) = po(my), que resulta en

. a

1, =—log (— — 1) = —3.1451.
my

Podemos ahora ajustar la funcién ¢ para 7,y 75 a los datos {t;, p5(m;)};

mediante regresidn no lineal por minimos cuadrados, por ejemplo. Los resulta-

dos son £, = 0.0963 y £; = 1.1368. La funcién ¢ se ha representado en color

rojo en la gréfica superior derecha de la figura 2.2, donde puede observarse el
ajuste adecuado a los valores p,(m;).

Una vez obtenida la funcién ¢ y comprobada su adecuacién, pasamos a
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Poblacién
logit
5
I
\

Tiempo Tiempo

Poblacion
Poblacion

Tiempo Tiempo

Figura 2.2: De arriba a abajo y de izquierda a derecha: Trayectorias simuladas (rojo);
datos modificados mediante logit (rojo) y ajuste (verde); trayectorias del nuevo
proceso; comparacién de medias (original rojo, nuevo azul).

construir el proceso de difusion. Para ello, definimos la funcién
% ¢ 1A a 1 PN
h,(t) = qbf(t)(l + exp cl)f(t)) =T,T4t" (1 + "1 ) .
Con ella, planteamos la ecuacién diferencial estocastica
dX, =h,(t)X.dt+oX . dW,

para el mismo o, sujeta a la condicion inicial X, = x, = 0.2. La solucion,
como se Vvio en secciones anteriores, es un proceso de difusiéon lognormal
con factores exdgenos cuya funcién media es la curva L4, qbf(t). Simulando
el mismo numero de trayectorias de este proceso, en el mismo intervalo de
tiempo, obtenemos la grdfica inferior izquierda de la figura 2.2, muy similar
a los datos originales (observaciones simuladas), encima en color rojo. De
hecho, tomando la media de los valores simulados del nuevo proceso, podemos
compararla graficamente con la propia de los datos originales, resultando en

la gréfica inferior derecha de la misma figura.
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2.5.2. Modelo con datos truncados

Por otro lado, al objeto de estudiar el desempefio de la metodologia pro-
puesta referente al truncado de datos irrelevantes en cuanto a la tendencia de
tipo sigmoidal del modelo, simulamos ahora trayectorias bajo las siguientes
condiciones:

= 200 trayectorias;

En el intervalo [0, 50] con paso 0.1;

Distribucién inicial degenerada en x, = 0.2;

m b=24,
s c=1.5;
= o =0.03.

Es decir, mantenemos las condiciones del ejemplo anterior, pero cambiando
el pardmetro c por 1.5. Esto hace que la inflexion tenga lugar mucho antes, por
lo que el proceso presenta su comportamiento asintético ya en las primeras
etapas de su evoluciéon. Por ello, solo nos interesan los datos referentes a
esos instantes iniciales, entendiendo que la fase de evolucién asintdtica del
proceso no nos aporta informacién relevante, pudiendo, en cambio, influir
notablemente en el procedimiento de ajuste a los datos p,(m;).

En efecto, el intervalo de observacion consta de 501 instantes t, ..., tsy,-
Asi pues, siguiendo (2.6) y el método disefiado, obtenemos k = 21. Como 2k =
42 < 501, truncamos el intervalo de observacién a [ ¢, t,; ]. Aplicando ahora la
funcién paramétrica ¢ del ejemplo anterior, obtenemos ©, = —3.1067, 1, =
1.5140 y £, = 0.9759.
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Poblacion
4
I
logit
0
I

Tiempo Tiempo

Poblacion
Poblacion

Tiempo Tiempo

Figura 2.3: De arriba a abajo y de izquierda a derecha: datos originales, media
observada via p vs. ajuste, trayectorias del nuevo proceso, comparacion de medias.

2.5.3. Equivalencia paramétrica de modelos logisticos

Una aplicacion préctica de la metodologia descrita consiste en establecer
una equivalencia entre los valores de los pardmetros de un modelo de tipo
logistico y los de otro. Aprovechando la curva logistica generalizada definida
aqui, podemos considerar dos modelos concretos y aplicarles el procedimiento
a cada uno de ellos sobre datos simulados. Estos dos modelos seran:

1

= Modelo M;: c/)fll(t) =7+ T;tfé — Tét(?;

» Modelo M,: ¢fj(t) =12+ 72t + t2arcsenh t — 15t, — 73 arcsenh t,.
El modelo M, es el usado en los ejemplos anteriores, mientras que el M,
genera la curva hiperboldstica de tipo I (véanse a este respecto el capitulo 3 y

Tabatabai, Williams y Bursac [29]).
De la condicién ¢ (t,) = pa(x,) y con @ = 5.0001, se tiene que
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Tras esto, ajustamos la funcién de cada uno de los dos modelos a los datos

pa(m;) para j =1,...,501, obteniendo las estimaciones de la siguiente tabla:

2 P T3
M, —3.1780 0.0695 1.2380
M, —3.1780 0.1895 —0.2134

Tabla 2.1: Estimaciones para dos modelos basados en la curva logistica.

En la figura 2.4 se observan los datos simulados (en el centro en gris), asi
como las funciones de cada modelo ajustadas a los datos transformados por
p (gréfica superior). Una vez hecho esto, se pueden simular dos difusiones
logisticas generalizadas, una para cada modelo, presentando sus trayectorias
en las graficas central y derecha de la franja central de la figura (azul y violeta).
Finalmente, en la grafica inferior, se comparan las medias de estos dos procesos
con la observada (datos simulados).

En resumen, con esta aplicacion es posible definir los rangos paramétricos
respectivos de distintos modelos de base logistica para que se comporten de

igual manera.

—i

Figura 2.4: Ajuste de dos modelos de tipo logistico sobre datos simulados. Franja
central, en gris, datos simulados. Siguiendo la flecha, se llega a la grafica superior:
logit y funciones ajustadas (azul polinomio, violeta hiperbolastico I). Con ellas se
generan dos difusiones respectivas, azul y violeta en el centro. Abajo, comparativa de
medias observada y simuladas.
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2.6. Extension a otros modelos

La metodologia propuesta surge de la necesidad de obtener un proceso
de difusién con media de tipo logistico, que describa el comportamiento de
las observaciones de un fenémeno dindmico de crecimiento. Para superar las
limitaciones de la curva logistica cldsica, consideramos una generalizacion
funcional de la misma, de manera que, bajo determinadas condiciones, pue-
dan obtenerse curvas con caracteristicas especificas pero basando siempre su
comportamiento en el modelo sigmoidal de la logistica.

La metodologia propuesta puede, sin embargo, extenderse a otro tipo de
curvas susceptibles de ser generalizadas mediante el afiladido de una funcién
genérica en las ecuaciones diferenciales que las definen. Tal es el caso de la

curva Weibull, cuya generalizacién obtenemos como solucién de

dx(t)
=(a—x(t t
= (a=x(0)a(t)
para a > 0 y una funcién continua g tal que su primitiva g(t) — oo cuando
t — oo. Es decir,

W,,(£) = a(1—be¢®)

para parametros a, b € R. Definiendo la fertilidad malthusiana
h(6) = W, () W, (0),

la solucién de la ecuacion diferencial estocastica (1.5) es un proceso de difusion
lognormal con factores exdgenos cuya funciéon media es exactamente la curva
de Weibull generalizada W ;.

La aplicacion practica de este modelo se enfrenta a los mismos inconve-
nientes que el estudiado para la curva logistica. En efecto, despejando g se
llega a

g(t) zlogb—log(l—w%(t)),

por lo que, para obtener una realizacién de la funcién y asi ajustar una candi-
data, habria que prescindir del término log b. Con esto, tomando los valores

medios observados m; como puntos de la curva, se deberia ajustar una funcion
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al conjunto de puntos

{(o e (=)},

El procedimiento restante es andlogo al estudiado para la curva logistica

generalizada.
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3.1. Introduccion

La construccion de modelos matematicos como los descritos en este trabajo
puede enfrentarse a distintos problemas asociados, entre los que destacan los
relacionados con la naturaleza del fendmeno cuyo comportamiento pretenden
describir. Uno de ellos es la restriccion que provocan los puntos de inflexién
fijos. Esta propiedad, presente en numerosas curvas de tipo sigmoidal, resta
flexibilidad a las mismas, disminuyendo su capacidad de adaptacién a los
datos.

Un ejemplo de curvas que evitan este problema es el de las curvas hiper-
bolasticas de tipo I, Il y Il (H,,H, y H; respectivamente), habiendo sido la
primera de ellas introducida ya en este trabajo a modo de ejemplo. Desarrolla-
das por Tabatabai, Williams y Bursac [29], estas curvas presentan, como se ha
comentado, inflexiones mdviles que las dotan de mayor capacidad de ajuste a
los datos.

69
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En este sentido, pueden consultarse los trabajos de Eby, Tabatabai y Bursac
[6] sobre crecimiento del carcinoma sélido de Ehrlich bajo determinados
tratamientos, y en el cual obtiene descripciones mas precisas con la curva
H, que con otras cldsicas como Gompertz o Weibull. De la misma forma, se
emplean curvas hiperboldsticas para describir el comportamiento de células
madre embrionarias (en Tabatabai et al. [27]) o para generar modelos més
sofisticados si cabe como el osciloboldstico (véase Tabatabai, Eby y Bursac
[26]) o el modelo T, en Tabatabai et al. [28].

Siguiendo la metodologia de este trabajo, introduciremos a continuacion,
como caso particular para una curva logistica generalizada, el proceso de
difusién hiperboléastico de tipo I (basado pues en la logistica).

Hecho esto, se desarrollardn procedimientos de inferencia para el proceso,
lo que llevara a problemas relacionados con la imposibilidad de resolver,
analitica y numéricamente, las ecuaciones de verosimilitud. Esto nos llevara
a considerar el uso de algoritmos metaheuristicos para resolver el problema,
siendo el algoritmo Firefly el empleado en este caso.

Introducido por Yang [34], este algoritmo se encuentra bajo un importante
desarrollo, apareciendo en aplicaciones de ingenieria u optimizacién (véanse
los trabajos de Alb et al. [ 1] o Kavousi-Fard, Samet y Marzbani [ 16]), ademas
de ser objeto de modificaciones como las de Gandomi et al. [ 12] o Zhang et al.
[36].

En este capitulo introducimos pues la difusién hiperboldstica de tipo I, y
tratamos su procedimiento de inferencia mediante el algoritmo Firefly, reali-
zando finalmente un estudio de simulacién, y aplicando la metodologia a un

caso real procedente de la biologia molecular.

3.2. El modelo

3.2.1. Reformulaciéon de la curva H,
La curva H, es solucién de la ecuacidén diferencial de Bernoulli

dx(t) _

- M x(0)(M —x(1)) (p +%), (3.1)
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parat > t,, 8 € R,y condicién inicial X (t,) = x, > 0. Aqui, x(t) representa el
tamafio de la poblacién en el instante t y M su capacidad maxima sostenible
(carrying capacity), mientras que los pardmetros 6 y p determinan, en conjunto,
la ratio de crecimiento. Nétese que cuando 6 = 0 la expresion resultante es la
conocida ecuacién diferencial logistica. Por otro lado, puede observarse que la
ecuacién (3.1) es de la forma (2.1) paraa=1,=M"'y

s(t)=p+ 0
itz

Es decir, podemos considerar aqui los desarrollos del capitulo 2. En efecto,
la solucién de (3.1) es

-1
x(t)zM(1+a exp(—pt—@arcsenh(t))) , (3.2)

donde
a= xgl(M — X,) €xp (p to+06 arcsenh(to)),

esto es, Ly, g(t), un caso particular de curva logistica generalizada para

g(t)=pt+ 6O arcsenht,

t
donde g(t) = fg(u)du.

Notese que lim,_,, x(t) =M si p > 0, y lim,_,,, x(t) = 0 si p < 0. Luego,
si p > 0, la curva crece hasta la asintota M, mientras que p < 0 conduce a
una evolucién decreciente.

Hemos considerado que la asintota M es independiente del valor inicial,
algo que puede suponer una importante restricciéon para algunas aplicaciones.
En la practica, se dan situaciones en las cuales el fendmeno de crecimiento a
estudio puede mostrar un crecimiento de tipo sigmoidal (susceptible de ser
descrito por una curva H,) para diferentes trayectorias iniciadas en distintos
puntos (por ejemplo, el peso de los individuos en una poblacién). Por esta
razon, y al objeto de modelar situaciones en las cuales el valor limite depende

de los valores iniciales, consideraremos una reformulacion de la curva (3.2).
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En efecto, dados n =1/a, A=e ",y u = e ?, obtenemos

N+ &(to)

x(t) =x, e

(3.3)
parat > t,, 1, u> 0, ydonde E(t) = At ude™ () En lo que sigue, trataremos
con curvas crecientes. Este hecho conduce a establecer las condiciones 0 <
A<1lypu<c(t),Vt=ty, dondec,(t) = A~VT*Z es una funcién creciente
para todo t. Asi, vamos a considerar la condicién u < ¢, (t,).

Otra importante caracteristica de la curva H; es la movilidad de sus in-
flexiones, lo cual la dota de una flexibilidad superior a la de otras curvas
comunes en este campo de estudio. Ello permite un modelado mds preciso de
los fendmenos que exhiban un comportamiento sigmoidal.

En particular, de X(t) = 0 se sigue que las inflexiones de la curva verifican

—2
ot (i oo )
n+&(t) (1+1t2)3/2 V1+t2

3.2.2. El proceso de difusion H,

En esta seccion, vamos a introducir el proceso de difusién asociado a
la curva (3.3). Para ello, siguiendo la metodologia propuesta inicialmente
en la seccion 1.4 y calculando h(t) segun el enfoque de la curva logistica

generalizada (seccién 2.3) en el caso (3.2.1), obtenemos
h(t) = ag(t) (s + a)_1
=a (P +6 (1 + tz)—%) (ept+6arcsenht + a)

=—E(OMm+EEN™,

-1

donde la tltima expresion se establece segtin la reformulacion propuesta (3.3).

Con esta funcién, planteamos, segtin (1.5), la ecuacién diferencial estocastica
dX, =—E()(n+ &) X, dt + oX, dW,

para o > 0.

Teniendo en cuenta que h es continua y acotada, esta ecuacion verifica las
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condiciones para la existencia y unicidad de solucién, que serd un proceso de
difusién continuo, tomando valores en R* y caracterizado por los momentos
infinitesimales (drift y coeficiente de difusién) A;(x, t) = —E()(M+EE)) ™ x
yA,(x) = o2 x>

Ademas, es posible encontrar la forma explicita de la solucién, que resulta

ser
UG .
T+

considerando la condicion inicial X, = x,, independiente de W, para t = ¢,.

0.2
(—?(t—t0)+a(Wt—Wto)), (3.4)

Al ser un caso particular para la curva logistica generalizada, podemos
afirmar que este proceso es un proceso de difusiéon lognormal con factores
exogenos, ampliamente estudiado y ya citado en este trabajo.

Siguiendo ahora la seccién 2.3.1, podemos obtener facilmente las distribu-
ciones finito-dimensionales del proceso, asi como su funcién de densidad de
transicién de probabilidad.

En efecto, tanto si la distribucién inicial es lognormal A, (i, 03) como si
es degenerada en un punto x,, todas las distribuciones finito-dimensionales
serdn normales.

Considerando el caso inicial lognormal, tendremos que para todo n € N
yt; <...<t, el vector (th,...,th)/ sigue una distribuciéon lognormal

A, (¢, %), donde las componentes del vector { y la matriz X son, respectiva-

mente,
n+&(t,) o’
= g+ log IS Oy
y
O'U:O-g'i'o-z((tl/\t])_to),
parai,j=1,...,n.

Por otro lado, la funcién de densidad de transicion se obtiene de la distri-

bucién bidimensional para s < t, siendo

x s o2 2
(log; —log Ziggt% + 5 (¢ —s))

202(t —s)

1
flx, tly,s)= exp | —

x+/2mo2(t —s)
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esto es, la distribucién condicionada es lognormal,

nHED o )

—(t—s);0%(t—s)

X.|X. = A | logy +1
XX, =y)~ 1(0gy ogn+€(t) 5

De aqui era posible obtener los momentos (condicionados o no) no centra-
dos de orden k > 0.
En este caso particular, y a efectos de simplificar notacién, podemos definir

la funcién

k . 2
G (t|z,7) =2 (77))—:-—2((:))) exp (M(t — T)) ,

con lo cual,

E(X;) =G (¢ E(X,,), o).,
E(Xx, =y)=G(tly, 7).

En particular, la funcién media del proceso, asi como la media condicionada

a un valor inicial x, vienen dadas por

_ N+ &(to)
EX,)=E(X,) T
_ _ N+ &(to)
E(thxto _xo)_xo ﬂ+§(t)_’

respectivamente. Nétese que ambas son curvas H; como se describieron pre-
viamente en (3.3). Esto justifica el uso del modelo propuesto, sobre todo con

fines predictivos.

3.3. Estimacion del modelo

Consideremos una muestra discreta del proceso, basada en d trayectorias,

para instantes t;;, (i =1,...,d, j=1,...,n;)con t;; =t;, i =1,...,d. Esto

ij>

es, observamos las variables X, CUyOS valores x = {xi j} , hacen

i=1,....d;j=1,...,n;
a la muestra apropiada para llevar a cabo un estudio inferencial.

Considerando el caso mds general, en el cual la distribucién inicial es
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lognormal, X, ~~ A(u, 0?), el logaritmo de la funcién de verosimilitud L, es

IOgL (,Ul, 1:”:)’ u,o 2) Zlogfl(x11)+zzlogf(x1]; 1]| i,j— 1: i,j— 1)

i=1 j=2

donde f; es la funcion de densidad de la variable X, . Ahora, notando N =
d

E n;, tenemos

i=1

d
logo? — Z log x4

i=1

d
(];_ Z(logxll Ml) _Zzlogxl]__ZZIOgAj
1 i=
d

N d N —
log Lx(nu‘l) O-%: n, A‘; u, 0-2) = _E 10g(277,') - E log O-% -

i=1 j=2 i=1 j=2
2

1
Lyl ( e Za,) 6
202 112 Y 2 Y '

i=

donde

A n+&(t;;1)
Ti”J? M_IOg(—+§(tU) ),

XU

=log

X,Jl

Ajj =t — tija-

De (3.5), las estimaciones méaximo-verosimiles de u, y Gf son

d d
1 L, 1 .
== ;:1: logx, y Oi=7 i§:1(logxi1 — ).

Sin embargo, estimar el resto de parametros conlleva algunas dificultades.
Concretamente, el sistema de ecuaciones resultante (ver apéndice A) es extre-
madamente complejo y no presenta una solucién explicita. Por lo tanto, deben
emplearse procedimientos numéricos para encontrar una solucién aproximada.
Ademads, resultaria imposible llevar a cabo un estudio general del sistema de
ecuaciones al objeto de comprobar las condiciones de convergencia para el

método numérico que se propusiera, ya que este sistema depende de la mues-
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tra de datos elegida, lo que puede llevar a comportamientos impredecibles.
Finalmente, a todo esto habria que afiadir la necesidad de elegir una solucién
inicial.

Por todas estas razones, proponemos el uso del algoritmo metaheuristico
de busqueda local Firefly, con la finalidad de maximizar la funcién de verosimi-
litud. El estudio y desarrollo de los algoritmos de optimizacion metaheuristicos
es un campo de intensa actividad investigadora, por lo que existen numerosos
ambitos de estudio en los que se aplican, incluyendo la estimacién en pro-
cesos de difusion. Por ejemplo, Roman-Roman et al. [20] usan el algoritmo
Simulated Annealing para estimar los pardmetros de un proceso de difusion de
tipo Gompertz (su tendencia sigue esa curva), mientras que Roman-Roméan
y Torres-Ruiz [21] sugieren el algoritmo Variable Neighborhood Search en
combinacién con Simulated Annealing para el estudio de una difusién con
tendencia de tipo Richards.

Una vez hemos obtenido las estimaciones (i, y 62, el objetivo principal
consiste en maximizar la funcién log L, ({4, c“rf, 1, A, u,02). Asi, de (3.5), con-

sideraremos la funcién objetivo

d(N —1) 2

1 1 o?
2~ - oAy, 9O
2 log o 20222A~ (Rij T+ 2 Aij) .

fo()('ﬁ W, 1, O-) =-

3.3.1. Aplicacidén del algoritmo Firefly

El algoritmo Firefly es un algoritmo estocdstico metaheuristico, inspirado
en la naturaleza y basado en poblaciones, que ha sido desarrollado por Yang
[34]. Ha sido aplicado con éxito en numerosos campos de investigacion como
la optimizacién o la ingenieria (véanse los trabajo de Kavousi-Fard, Samet
y Marzbani [ 16] y Niknam, Azizipanah-Abarghooee y Roosta [ 18]) debido a
su eficiencia y la capacidad para tratar con problemas NP-complejos, llegando
a convertirse en una de las herramientas mas importantes en inteligencia
de enjambres (swarm intelligence), un campo de investigacién propio de la
inteligencia artificial, enfocado en el comportamiento colectivo de sistemas
descentralizados y auto-organizados. De hecho, la investigacion sobre el al-
goritmo Firefly y sus aplicaciones se encuentra en un estado de importante

desarrollo. Como ejemplo, pueden consultarse los recientes trabajos de Fister

TESIS DOCTORAL ANTONIO JESUS BARRERA GARCIA



3.3. ESTIMACION DEL MODELO 77

etal. [10] y Yang y He [35], asi como las sofisticadas modificaciones realizadas
por Fister et al. [11] y Gandomi et al. [12].

El algoritmo trabaja sobre subgrupos de la poblacién, consiguiendo asi
tratar, de manera eficiente, problemas de optimizacién no lineal y multimo-
dal. De hecho, el algoritmo Firefly puede verse como una generalizacion de
algoritmos mds conocidos como los Particle Swarm Optmization, Differential
Evolution o Simulated Annealing.

La inspiracion para desarrollar este algoritmo procede de los destellos de
luz que emiten las luciérnagas, producidos por un fenémeno de bioluminiscen-
cia y usados por los insectos para atraerse entre ellos. Por lo tanto, en términos
elementales, podemos considerar n luciérnagas distribuidas aleatoriamente
en el espacio de busqueda, cada una de ellas con una intensidad de luz asocia-
da que resulta ser dependiente de su posicién. Asi, en cada generacién, las
luciérnagas son atraidas (el atractivo se considera directamente proporcional
a la intensidad de luz) por las mas brillantes de su entorno en funcién de la
distancia entre ellas. Es decir, si una luciérnaga brilla con una alta intensidad,
las mas cercanas seran atraidas y volaran hacia ella (su posicion).

Con el movimiento, la atraccién entre luciérnagas se ve alterada debido a
las nuevas distancias e intensidades luminicas de las mismas. De esta manera,
al finalizar cada generacion, se ordenan las luciérnagas de la menos brillante
a la mas brillante. Todo el procedimiento se repite durante un ntimero fijo
de generaciones, en cada una de las cuales se reduce la aleatoriedad de los
movimientos de las luciérnagas (un vuelo menos erratico al haber mayor
seguridad acerca del brillo de aquella que causa la atraccion).

Analizando esto con mds detalle, es obvio que la intensidad luminica, y
por ende el atractivo, varian de acuerdo a la distancia entre luciérnagas, asi
como el medio en el que estas se mueven y las propiedades que presenta
para absorber la luz (por ejemplo, durante un dia de niebla, seria mas dificil
percibir la luz emitida por una luciérnaga vecina). El algoritmo Firefly usa
estas caracteristicas al objeto de buscar los maximos locales y globales de una
funcién dada, definiendo el espacio de biisqueda como el dominio de la funcién
objetivo y la intensidad luminica proporcional al valor de la funcién en ese
punto (ocupado por la luciérnaga). Por lo tanto, las medidas de atraccion entre

luciérnagas debe decrecer cuando la distancia y/o el coeficiente de absorcion

ANTONIO JESUS BARRERA GARCIA TESIS DOCTORAL



78 3. PROCESO DE DIFUSION HIPERBOLASTICO DE TIPO |

(del medio) aumentan. Normalmente, esto se formula como

B(r) = Boexp(—yr?),

donde f3, es el atractivo en el instante t = 0 y y es el coeficiente de absorcién
del medio.
Por lo tanto, si una luciérnaga i detecta la mayor intensidad luminica de la

luciérnaga j a una distancia r;;, entonces se dard un movimiento de i hacia j

j>
segun la expresion’

x,i - xli+/3(rij)(xi—xli)+aek, (3.6)

donde x]i( y xi son las k-ésimas componentes de las posiciones de la i-ésima y
j-ésima luciérnagas, respectivamente, €, es un valor aleatorio de la forma u—%
para u proveniente de una distribucién uniforme (también puede sustituirse por
una distribucién normal o de otro tipo), y a es el parametro de aleatorizacion,
el cual controla la influencia estocdstica en el movimiento, viéndose reducido
de manera recursiva en cada generacion por un factor 6 € (0,1), de la forma
a—oa.

Debe tenerse en cuenta que el algoritmo Firefly estd esencialmente ca-
racterizado por tres parametros, a saber: el pardmetro de aleatorizacion a,
el atractivo inicial 3, y el coeficiente de absorcién luminica y. Esto puede
verse como un comportamiento asintético; en efecto, por ejemplo, si y — O,
esto resulta en un atractivo constante 3 = f3,, que lleva a un caso especial
del algoritmo Particle Swarm Optmization. Y cuando y — 090, el algoritmo
Firefly se convierte en un camino aleatorio, una version paralela al algoritmo

Simulated Annealing.

1Se emplea aqui notacién recursiva.

TESIS DOCTORAL ANTONIO JESUS BARRERA GARCIA



3.3. ESTIMACION DEL MODELO 79

Algoritmo 1 Pseudocddigo del algoritmo Firefly

Definir funcién objetivo f (x) donde x = (x,...,x4)

Asignar valores para v, By, a, 0 y MaxGeneracién (nimero mdaximo de
generaciones)

Generar la poblacién inicial de luciérnagas x; parai =1,2,...,n

Determinar la intensidad luminica I; en x; segun f (x;)
while t < MaxGeneracién do
for i =1 : n todas las n luciérnagas do
for j =1 :i todas las n luciérnagas do
if I; <I; then
Mover luciérnaga i hacia j de acuerdo a (3.6)
end if
Variar el atractivo con la distancia r a través de exp (—yrz)
Actualizar la intensidad luminica evaluando las nuevas soluciones
end for
end for
Ordenar las luciérnagas (desde la de menor hasta la de mayor valor de
la funcién objetivo) y encontrar la mejor (i.e., la tltima)
Actualizar a aplicando el factor de reduccién 6
end while
Procesar los resultados y visualizar

Parametros iniciales y acotacion del espacio paramétrico

En lo que respecta a los pardmetros iniciales del algoritmo, y siguiendo los
comentarios de Yang [34], se pueden realizar las siguientes consideraciones

para cada actor del algoritmo:

a: El pardmetro de aleatorizacién controla el caracter estocdstico del
movimiento de las luciérnagas. Normalmente toma valores entre 0 y 1,

siendo 0.2 un valor recomendado.

= §: Este pardmetro reduce a en cada generacion. Suele tomarse un valor
entre 0.95y 0.99.

= f3,: Dado que el atractivo a distancia r = 0 es habitualmente considerado

de valor 1, 3, = 1 se tomard en la mayoria de casos.

= y: El coeficiente de absorcién del medio es un parametro critico que

influye de manera notable en la velocidad de convergencia del algoritmo.
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Simula las condiciones del entorno en el cual las luciérnagas pueden
detectar la luz. En la mayoria de los casos, los valores apropiados van
de1a10.

n: El numero de luciérnagas puede variar en un amplio rango dependien-
do, por ejemplo, del nimero esperado de maximos locales. Por supuesto,

un valor alto de n asegura un mayor alcance en el espacio paramétrico.

Generaciones: Normalmente un valor entre 50 y 100 es suficiente, aun-
que pueden obtenerse buenos resultados incluso con valores por debajo
de 50.

En cualquier caso, el alto grado de eficiencia del algoritmo Firefly nos

permite aplicarlo con distintos valores iniciales sin incurrir en costes compu-

tacionales excesivos.

Por otro lado, para determinar la poblacién inicial de luciérnagas, deben

seleccionarse, de manera aleatoria, n puntos en el espacio paramétrico. Para

facilitar este proceso, nos proponemos acotar este espacio. Y a tal fin, emplea-

remos la reformulacion de la curva establecida en la seccién 3.2.1, asi como

la informacién proporcionada por las trayectorias muestrales. De esta manera,

para cada parametro tenemos lo siguiente:

= A: Estd entre 0 y 1, al objeto de garantizar el crecimiento estricto de la

curvas consideradas.
ore _ 2 . .
u: Verifica 0 < u < A~V!*% para A previamente establecido.

7: Este pardmetro puede ser acotado teniendo en cuenta la asintota de
la curva, que verifica k = x, (1 + %) De ahi, y si denotamos como k;

al valor maximo de la i-ésima trayectoria, se verifica la expresion

R k —1 5 k —1
E(to)[ max (—'— 1)] << i(to)[ min (—l — 1)] , (3.7
i=1,...d \ X} i=1,...d \_X;o
donde x;, es el valor inicial de la i-ésima trayectoria. En la practica,
cuando t, # 0, el algoritmo debe elegir valores A y i para construir
finalmente un intervalo para 7. De otro modo, en el caso t, = 0, el

intervalo no dependerd de A ni u.
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= o: Con valores altos, las trayectorias presentan una mayor variabilidad
alrededor de la media del proceso, pudiendo resultar en un modelo de
tipo H, inutilizable. Algunas simulaciones llevadas a cabo para distintos
valores de o sugieren que valores entre 0 y 0.5 con aceptables, lo que

puede derivar en trayectorias con un crecimiento de tipo H;.

3.4. Aplicaciones

3.4.1. Aplicacién a datos simulados

En esta seccion realizaremos algunos estudios mediante simulaciones. Esto
ayudara a validar los procedimientos descritos anteriormente, en tanto que se
aplican para estimar los pardmetros del proceso simulado.

El patréon general de simulaciones estd basado en la generacién de 30
trayectorias del proceso de difusiéon H, en el intervalo [0,50] de (3.4). Todas
las trayectorias tienen la misma longitud, y t; = (i—1)-0.1,i=1,...,501
son los instantes en los cuales se han realizado las observaciones. En todos los
ejemplos, este patrén se repetird 50 veces.

Un primer ejemplo de simulacién se desarrolla tomando una distribucién
inicial degenerada en el punto x, = 0.1 y parametros n = 0.5,A =0.8,u = 0.8
y 0 = 0.015. La figura 3.1 muestra las trayectorias simuladas.

035

030

025

020

015

010

Figura 3.1: Trayectorias simuladas del proceso de difusién de tipo H;.

Hemos considerado n = 40 luciérnagas, esto es, 40 4-uplas del espacio

paramétrico, seleccionando cada una como sigue: primero, para A, elegimos
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un valor aleatorio (distribuido de manera uniforme) entre O y 1, y después,
para u, un valor aleatorio en el intervalo (O, %) dado que t, = 0 en este caso.
La 4-upla se completa seleccionando un valor aleatorio para 7 en el intervalo
(0.3562706,0.5612756) (en virtud de (3.7)) y otro para o en el intervalo
(0,0.5).

Por otro lado, con respecto a los pardmetros del algoritmo Firefly, conside-

ramos los siguientes valores:

= 80 generaciones.

= ¢=0.2
= 0=0.97.
n B =1
= y=1
A u n o fo
Valor real 0.8 0.8 0.5 0.015 55554.17

Valor estimado 0.7873909 0.8184537 0.5001565 0.0149564 55554.58
Error relativo abs. 0.0157614 0.0230670 0.0003129 0.0029034 0.0000073

Tabla 3.1: Resultados del algoritmo Firefly sobre datos simulados.

La tabla 3.1 contiene los valores reales y estimados de los pardmetros, asi
como el valor de la funcién objetivo f, en el punto resultante. Como medida
del error de estimacion, hemos incluido el error relativo absoluto, es decir, la
diferencia en valor absoluto entre el valor real y el estimado, dividida por el
valor real. De aqui ya pueden observarse buenos resultados en términos de
valores estimados y errores relativos absolutos.

El comportamiento del algoritmo a lo largo de las generaciones se muestra
con mas detalles en las figuras 3.2 y 3.3. Para cada parametro del proceso,
esto es, cada coordenada de las luciérnagas, cada linea en la figura 3.2 repre-
senta una generacién (de colores grises claro a negro oscuro) mostrando los
valores estimados del parametro para cada luciérnaga. La figura 3.3 muestra,

para cada parametro del proceso, la evolucién de sus valores estimados para
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cada luciérnaga durante las ultimas 60 generaciones. Las lineas verde y roja
representan la evolucion de la estimacién segiin la mejor y peor luciérnaga,
respectivamente.

Debido a que el espacio paramétrico es tetradimensional, resulta imposible
visualizar la evolucién de las trayectorias de las luciérnagas. Por esta razon, en
la figura 3.4 hemos incluido las gréficas de la dindmica de la mejor luciérnaga
en cada generacion, para todos los pares de parametros posibles.

Por otro lado, la figura 3.5a muestra la evolucién de la funcién objetivo
f, para la mejor luciérnaga en cada generacion. Obviamente esta grafica es
creciente, debido a que la mejor luciérnaga de cada generacién mejora el valor
de la funcién objetivo (en el sentido de maximos o minimos locales) respecto
a la generacién anterior. Finalmente, la figura 3.5b muestra la tendencia de
los datos y la funciéon media del proceso de difusiéon H;.
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Figura 3.2: Primer ejemplo de simulacion: evolucién (desde gris claro a negro) de
80 generaciones de 40 luciérnagas para n =0.5, A = 0.8, u=0.8 y 0 = 0.015 (de
izquierda a derecha, y de arriba a abajo). Valores originales, en rojo.
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Figura 3.3: Primer ejemplo de simulacién: evolucién de las luciérnagas a lo largo de
las tltimas 60 generaciones, para cada parametro (en el mismo orden que la figura
anterior). En verde, evolucion de la mejor luciérnaga; en rojo, de la peor.
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e
-

tambda tambda

Figura 3.4: Primer ejemplo de simulacién: para cada par de pardmetros, proyeccién
de la trayectoria bidimensional representando la evolucién de la dltima luciérnaga
(la mejor) durante las generaciones (empezando en el punto de color rojo claro y

acabando en rojo oscuro).

5555458
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Figura 3.5: Primer ejemplo de simulacién: (a): valor de la funcién objetivo para la

mejor luciérnaga. (b): comparacion entre las medias observada y ajustada (en rojo).

Por otra parte, y para observar el comportamiento del algoritmo con di-
ferentes valores de los parametros, simulamos un nuevo conjunto de datos
tomando 1 = 0.0003,A = 0.6,u = 0.8, 0 = 0.025 y x, = 0.000125. Sobre
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estos datos, aplicamos el algoritmo Firefly, variando sus parametros a, Y, 0,
asi como el numero de luciérnagas n, y consideramos 60 generaciones.

Posteriormente, analizamos el comportamiento de los errores absolutos
relativos a cada par de parametros considerados en la aplicacién del algoritmo
Firefly. Estos errores se han calculado tomando la media sobre todos los demds
pardmetros.

La tabla 3.2 muestra tales errores variando a y y. Puede verse que, en
general, el error aumenta cuando lo hace y, independientemente del valor de
a, siendo entre 1y 5 los valores mds apropiados para y. En cambio, para cada
Y, los mayores errores estan asociados a valores extremos de a, siendo 0.2y

0.4 aquellos para los cuales los errores observados son menores.

4
a 1 5 10 20 35

0.1 0.0199 0.0311 0.0295 0.0502 0.0454
0.2 0.0089 0.0095 0.0123 0.0220 0.0395
0.4 0.0073 0.0048 0.0111 0.0270 0.0394
0.6 0.0125 0.0115 0.0142 0.0298 0.0495
0.8 0.0112 0.0160 0.0274 0.0479 0.0642
0.9 0.0126 0.0209 0.0306 0.0459 0.0548

Tabla 3.2: Segundo ejemplo simulado: error relativo absoluto de fo para @ vs. v.

La tabla 3.3 compara los errores relativos absolutos en funcién de a y 6.
Estos dos pardmetros estdn relacionados debido a que marcan el nivel de alea-
toriedad con el cual las luciérnagas de mueven en el espacio. A priori, parece
l16gico pensar que cuando se establece un valor bajo de a (baja aleatoriedad),
este debe disminuir lentamente en las tultimas etapas del algoritmo, lo cual
estd asociado a valores altos de 6. Puede darse la situacion inversa cuando
se toman valores iniciales altos de a, en cuyo caso un 6 pequefio resultaria
apropiado. Estas ideas intuitivas encuentran confirmacién después de observar
esta tabla. De manera mds especifica, la combinaciéon 6éptima viene dada por
a = 0.2 (tal y como sugiere Yang [34]) y 6 = 0.99.

En la tabla 3.4 se consideran los pardmetros 6 y y. Se puede observar
como, en general, para y fijo, los errores crecen cuando lo hace 6. Mds alla del
valor de 8, los errores mds bajos estdn asociados a valores de y entre 1y 5.

Las tablas 3.5 y 3.7 muestran la combinacién entre el nimero de luciérnagas
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o

a 0.9 0.95 0.97 0.99

0.1 0.0331 0.0090 0.0052 0.0079
0.2 0.0167 0.0075 0.0047 0.0043
0.4 0.0115 0.0114 0.0114 0.0254
0.6 0.0109 0.0151 0.0166 0.0442
0.8 0.0135 0.0337 0.0426 0.0748
0.9 0.0099 0.0351 0.0461 0.0767

Tabla 3.3: Segundo ejemplo simulado: error relativo absoluto de fo para a vs. J.

5
y — 09 095 097 0.99
1 00276 0.0229 0.0203 0.0228
5 0.0186 0.0161 0.0252 0.0435
0 0.0243 0.0238 0.0343 0.0489
20 0.0331 0.0364 0.0443 0.0614
35 0.0516 0.0574 0.0494 0.0635

—_

Tabla 3.4: Segundo ejemplo simulado: error relativo absoluto de fo paray vs. 0.

n y otros pardmetros. En todos los casos, se observa que el error siempre
decrece cuando aumenta n, independientemente del resto de pardmetros (lo
cual parece a todas luces 16gico).

Por otro lado, sea cual sea el valor de n, los menores errores estan asociados
a valores centrales de a, en especial @ = 0.2 y a = 0.4, como puede observarse
en la tabla 3.5.

Para un n fijo, la tabla 3.6 muestra que los mejores valores para y son entre
1y 10, con y =1 el mas recomendable. Finalmente, la tabla 3.7 no muestra

grandes diferencias en el error cuando varia .

3.4.2. Aplicacion a datos reales

Con la finalidad de probar la metodologia en una aplicacién practica, con-
sideramos en esta seccidn un caso real en el contexto de la biologia molecular,
en particular de la técnica qPCR (Quantitative Polymerase Chain Reaction). Este
método se emplea para amplificar piezas de ADN o ARN (dcidos nucleicos)

aprovechando para ello las propiedades de la enzima polimerasa.
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n

89

a 5 10

20

40

60

0.1 0.1484 0.0387
0.2 0.0787 0.0167
0.4 0.0687 0.0150
0.6 0.0788 0.0248
0.8 0.0936 0.0331
0.9 0.0795 0.0380

0.0070
0.0031
0.0074
0.0098
0.0187
0.0202

0.0025
0.0014
0.0021
0.0054
0.0116
0.0126

0.0013
0.0013
0.0018
0.0057
0.0094
0.0128

Tabla 3.5: Segundo ejemplo simulado: error relativo absoluto de on para a vs. n.

n

5 10

20

40

60

0.0820 0.0365
0.0831 0.0363
0.0955 0.0399
20 0.1584 0.0545
35 0.1672 0.0747

n ==

—
[«

0.0195
0.0234
0.0191
0.0214
0.0334

0.0075
0.0112
0.0173
0.0148
0.0185

0.0059
0.0103
0.0126
0.0144
0.0113

Tabla 3.6: Segundo ejemplo simulado: error relativo absoluto de fo para y vs. n.

n

o 5 10

20

40

60

0.9 0.0911 0.0362
0.95 0.0843 0.0386
0.97 0.0784 0.0381
0.99 0.1097 0.0568

0.0170
0.0187
0.0259
0.0318

0.0071
0.0080
0.0162
0.0217

0.0038
0.0071
0.0148
0.0201

Tabla 3.7: Segundo ejemplo simulado
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Existen diferentes técnicas qPCR que permiten la amplificacién y cuantifica-
cién simultédnea del producto obtenido. En particular, la PCR cinética (kinetic
PCR) cuantifica el producto desde el ciclo en el cual se alcanza un determinado
umbral de amplicones de ADN (DNA amplicon, fragmentos de ADN origen o
producto de un proceso de amplificacion o replicacién) durante la llamada fase
exponencial. Al objeto de calcular este ciclo, la técnica (asi como otras) emplea
la monitorizacién de la fluorescencia, y considera el primer ciclo en el que esta
sobrepasa un cierto nivel. Rutledge y Cote [24] establecen los criterios para
un desarrollo matemadtico de la técnica kPCR, poniendo el foco en el umbral
del logaritmo de la fluorescencia, log-fluorescencia. La cuantificacion absoluta
se logra empleando una curva estandar construida mediante la amplificacién
de cantidades conocidas de ADN objetivo (target DNA) y representando gra-
ficamente los valores obtenidos para el ciclo C, frente a la concentracién de
ADN.

Como puede verse, la determinacion del ciclo C, es critica. Debido a que
estamos tratando con un fenémeno dindmico, podemos considerar el ajuste
de una difusién de tipo H; al objeto de modelar, en cada instante de tiempo
(en este caso, ciclos), el nivel de fluorescencia.

Los datos (disponibles como material suplementario en la referencia men-
cionada anteriormente) corresponden a los niveles de fluorescencia emitidos
por diferentes amplificaciones replicadas en una concentracién de ADN dada
(de hecho, los autores consideran 6 concentraciones, de las cuales trataremos
la primera de estas) durante 45 ciclos (figura 3.6). Debemos puntualizar que,
dadas las caracteristicas del proceso, los datos considerados aqui serdn los de

la fluorescencia, no sus logaritmos.
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Figura 3.6: Aplicacion real: fluorescencia vs. ciclo.

Con la finalidad de aplicar el algoritmo Firefly para estimar los parametros
del proceso, consideramos, como pardmetros iniciales, una combinacién de
valores sugerida por el estudio de simulacién realizado previamente. En con-
creto, a =0.2,0.4; y=1,5y 6 = 0.9,0.95,0.97,0.99. Ademas, tomaremos
n = 20 luciérnagas durante 110 generaciones.

Los resultados se presentan en la tabla 3.8. Para cada combinacién de
valores iniciales del algoritmo, calculamos los errores relativos absolutos entre
los datos observados de fluorescencia y las correspondientes provenientes del
proceso, una vez estimados sus pardmetros. De esta tabla podemos concluir que
la combinacién éptima de pardmetros iniciales para el algoritmo es a = 0.2,
y=1y 6 =0.99.
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A A

a y o 1 A s o] Error

0.2 0.9 | 0.00031 0.46869 1.89661 0.02499 0.22549
0.95 | 0.00029 0.46847 1.88574 0.02500 0.22092

0.97 | 0.00030 0.46274 1.94778 0.02500 0.23296

0.99 | 0.00030 0.44580 2.27941 0.02500 0.17487

5 0.9 | 0.00030 0.44996 2.05263 0.02500 0.26564

0.95 | 0.00029 0.46062 1.93521 0.02500 0.26507

0.97 | 0.00030 0.47582 1.80397 0.02500 0.22722

0.99 | 0.00032 0.43198 2.45740 0.02499 0.20623

04 1 0.9 | 0.00032 0.46943 1.88993 0.02500 0.23309
0.95 | 0.00029 0.44280 2.26997 0.02499 0.22014

0.97 | 0.00034 0.44229 2.33465 0.02499 0.22091

0.99 | 0.00032 0.45137 2.21121 0.02500 0.19202

5 09 | 0.00028 0.48461 1.66431 0.02489 0.29521

0.95 | 0.00029 0.42797 2.53649 0.02500 0.18941

0.97 | 0.00028 0.46580 1.86436 0.02500 0.29821

0.99 | 0.00031 0.45165 2.17721 0.02500 0.19100

[t

Tabla 3.8: Parametros estimados y errores relativos absolutos de la aplicacién del
algoritmo Firefly a datos reales.

De estos resultados, en la tabla 3.9 se presentan las estimaciones de los

pardmetros del proceso.

A Q 7 &
Valor estimado 0.483548 1.6539 0.0002902 0.025

Tabla 3.9: Aplicacion real: estimaciones de los parametros tras aplicar el algoritmo
Firefly.

En la figura 3.7 se muestra la estabilizacidn de los 4 pardmetros estimados

para la ultima replicacidn.
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Figura 3.7: Aplicacidn real: evolucion de las estimaciones de los pardmetros mediante
el algoritmo Firefly.
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Figura 3.8: Aplicacidn real: (a) Media de la fluorescencia original (gris) vs. fluorescen-
cia simulada (rojo) vs. fluorescencia tedrica ajustada (verde). (b) Log-fluorescencia
de los datos originales (gris) y logaritmo de las trayectorias simuladas del proceso
(rojo).

Una vez se han obtenido las estimaciones de los pardmetros, simulamos

un proceso de difusién de tipo H,, segun la teoria desarrollada en el capitulo
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2, bajo las condiciones del experimento. La figura 3.8a muestra la media de
los valores observados (tendencia de los datos) junto con la funcién media
tedrica (curva H,) y la media de las trayectorias simuladas.

Con este método podemos simular la fluorescencia del procedimiento de
amplificacién ante diferentes reacciones, lo cual nos permite emplear datos
simulados en lugar de reales, con el impacto que ello puede tener en la
reduccion de costes, tanto de tiempo como econdémicos. Aun cuando el proceso
simulado difiere del original en los primeros ciclos, la cuestién clave aqui
es si podemos encontrar los ciclos en los cuales se alcanza el umbral de
fluorescencia predeterminado (véase la figura 3.8b, mostrando los valores de
log-fluorescencia para los datos originales y el logaritmo de las trayectorias
simuladas del proceso estimado). Esta cuestién puede abordarse empleando
técnicas asociadas con el estudio de variables temporales en el contexto de los

procesos de difusion, como puede ser el caso de los tiempos de primer-paso.
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Conclusiones

Este trabajo surge con los objetivos fundamentales de establecer el marco
tedrico para la definicién de un proceso logistico generalizado, esto es, un
proceso de difusién cuya media sea una curva de tipo logistico, expresable
en base a una funcién derivable y no acotada superiormente. Ademas, deben
considerarse las dificultades derivadas de su aplicacién a datos (simulados o
reales) mediante procedimientos de inferencia.

Con todo ello, la memoria agrupa los trabajos realizados para conseguir,
en primer lugar, un proceso de difusién cuya funcién media sea la curva
logistica clasica, asi como la estimacion de los momentos infinitesimales que
lo caracterizan para el caso de un proceso gaussiano.

Una vez conseguido el paso de un modelo determinista a uno estocdstico,
con ciertas garantias para abordar estudios de inferencia, se plantea la cuestién
central del trabajo, y que parte del hecho de tener numerosas variantes de
la curva logistica y la necesidad de agrupar en un solo modelo estocdstico
todos los posibles comportamientos. Para ello, se introduce previamente el
concepto de curva logistica generalizada, desde un enfoque funcional, median-
te un operador definido en un espacio de funciones derivables y no acotadas
superiormente. Con esto se consiguen las expresiones finales de la difusién
en base a las funciones que caracterizan a cada curva de tipo logistico, asi
como sus parametros propios. A partir de ahi se emplea la metodologia de la
primera parte del trabajo para construir el proceso de difusién lognormal con
factores exdgenos, que en este caso dependerd de una funcién que le permitira
adoptar distintas tendencias sigmoidales. El principal obstaculo en este caso
llega a la hora de valorar la aplicabilidad del modelo cuando se dispone de
datos provenientes de observaciones que presenten un comportamiento de

tipo sigmoidal. La solucién propuesta hace uso de una estimacion paramétri-
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ca implicita que permite conseguir otra curva de tipo logistico distinta pero
que, con los pardmetros adecuados, se comporta como la original, que era
inaccesible por constar de un pardmetro imposible de estimar a partir de los
datos.

Finalmente, se considera el caso particular de la curva hiperboldstica de tipo
I para construir la difusién asociada y abordar el estudio de inferencia. En este
caso se enfrenta al problema derivado de la complejidad de las ecuaciones de
verosimilitud, por lo que se introduce un novedoso algoritmo metaheuristico,
el algoritmo Firefly, para resolver el sistema y conseguir asi las estimaciones
maximo-verosimiles de los parametros del proceso.

Lineas futuras

Como cuestiones a tratar en futuras investigaciones, pueden destacarse,
principalmente, el estudio de estimacion para la variabilidad de procesos mas
complejos (aqui se aborda la cuestidon para procesos gaussianos), asi como
el uso de otras varianzas infinitesimales que no dificulten la obtencién de
caracteristicas del proceso (recuérdese que la metodologia aqui estudiada
trata el proceso lognormal con factores exdgenos).

Por otro lado, del dltimo ejemplo del trabajo se puede esperar el estudio
de tiempos de primer paso, y quizds obtener sus expresiones para el proceso
de difusién logistico generalizado, lo que llevaria a obtener resultados depen-
dientes de funciones y, por lo tanto, con un amplio espectro de aplicacién y
estudio.

Ademas, el marco tedrico de la curva logistica generalizada, puede ex-
tenderse a otros modelos siguiendo la misma metodologia. Cabe destacar la
propuesta bésica realizada para el modelo Weibull y presentada por el autor
de esta memoria y sus directores en el congreso COMPSTAT 2014. De igual
manera, seria posible extender a otros modelos y obtener una coleccién de di-
fusiones generalizadas candnicas que engloben la mayoria de comportamientos
dindmicos habituales en la literatura.

Por otro lado, debe tenerse en cuenta la finalidad practica de estas meto-
dologias, es decir, su utilidad en otros campos de investigacion. En efecto, la

modelizacion debe entenderse como una traslacion a un contexto matematico.
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Como afadido final, y solo quizads desde una perspectiva algo mas filoséfica,
obtener modelos matemadticos generalizados permitiria la introduccién de
nuevos enfoques para describir un mismo fendmeno dindmico. Asi, se podria
considerar un conjunto paramétrico sin origen fisico y entonces compararlo,
habida cuenta el sentido fisico del fenémeno, con sus pardmetros originales,

abordando asi cuestiones propias del fenémeno.
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Apéndice A

Calculo de las ecuaciones de
verosimilitud

Del logaritmo de la funcién de verosimilitud (3.5), las estimaciones de

1, A, 4y 02 se obtienen como soluciones del sistema de ecuaciones

d mn _ Al n; n,A.u
S e SIS
71,7@!4 ’I’]},‘M -
i=1 j=2 Aijsij i=1 j=2 S
d n; _ ﬂ,l,.u d n; nlu
AR W
AU nlu
i=1 j=2 Aijsij i=1j S
d n p _ AU d n TMM
P AR W
A STIAH Snku
i=1 j=2 ij ij i=1 j=2
d d n 2 d n TVM,M 2 d n 0,2,
4 in; 2 ij lJle
ot AL +40H N —d)—4 ) —4>" - +8>. =0
i=1 i=1 j=2 l i=1 j=2 1 i=1 j=2 1y
donde

s““-(m&(tl] D + &)

VI = A7 [t E Q)+ E(t) — £ E (e ) + €t 1)) ]

w““ E(t)—E(tj 1)

zp™" = p* [aresenh(t; ;)& (¢ ;-1)(n + E(t;)) — aresenh(t;)E (t)(n + &t ;1))
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Resolviendo la dltima ecuacién para o, tenemos

2

9 _yire
o = nAu
donde
d n; 1
A, i
L= E(RU T “) y  U=4N-— d)+ZAm
i=1 j=2 —ij

Esta expresién depende uinicamente de 1, A y u. Sustituyendo en las otras

ecuaciones, se consigue el sistema

A“’“+U—'r2 v =0, ¢ =W,V,Z,

nAu = F
donde
d m R — M,A,U d n fnlu
AU _ U ij n,A,u A _ _
Af - Z A STI;LH jl] y \Ilf Z ST) A;.U‘ j - W, V’ Z
i=1 j=2 ij°ij i=1 j=

La solucidn del sistema de ecuaciones anterior nos da las estimaciones

(o ;. A A A A _1.3
méximo-verosimiles 7, A y (i, desde las cuales, 6% = 2U 2T,
NAf
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Apéndice B

Cadigo en R para el algoritmo
Firefly

Se aplica a minimizar la funcién objetivo fun.obj asociada al proceso
de difusién hiperboldstico de tipo I, simulando Ntray trayectorias duran-
te gens generaciones (datos en una matriz X) desde x0 para 4 pardmetros
eta,lambda,mu,sigma y parametros del algoritmo

alg.alfa,alg.beta0,alg.beta,alg.delta,alg.gamma.

m <- NULL
for (i in 1:Ntray){

m <- c(m,max(X[,i])/x0 - 1)
}

eta.sol <- ¢(1/max(m) ,1/min(m))
lambda.sol <- c(0,1)
sigma.sol <- ¢(0.001,0.5)

eta.rango <- diff (eta.sol)

lambda.rango <- diff (lambda.sol)

sigma.rango <- diff(sigma.sol)

eta.n <- runif(n) * eta.rango + eta.sol[1]
lambda.n <- runif(n) * lambda.rango + lambda.sol[1]
sigma.n <- runif(n) * sigma.rango + sigma.sol[1]
mu.n <- runif(n) * 1/lambda.n”(sqrt(1+t072))

L.n <- rep(0,n)
for (i in 1:gemns){
F.n <- Vectorize(fun.obj) (eta.n,lambda.n,mu.n,sigma.n)

L.n <- sort(F.n)
index <- order(F.n)
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eta.n
lambda.n
mu.n
sigma.n

eta.o
lambda.o
mu.o
sigma.o

L.o <- L

<-

<-

.n

eta.n[index
lambda.n[in
mu.n[index]
sigma.n[ind

eta.n
lambda.n
mu.n
sigma.n

for (i in 1:n){

}

for

(j in 1:n){

B. CODIGO EN R PARA EL ALGORITMO FIREFLY

]
dex]

ex]

r <- sqrt((eta.n[i] - eta.o[jl)"2 + (lambda.n[i] -
lambda.o[j]) "2 + (mu.n[i] - mu.o[j]) 2 + (sigma
.n[i]l - sigma.o[jl)"2)

if (L.n

for (i in 1:n){

}

alg.alfa

if
if
if
if
if
if
if

if

(eta.n[i] <=
(eta.n[i] >=
(lambda.n[il]
sol[1] }
(lambda.n[il]
sol[2] }
(mu.n[i] <=
(mu.n[i] >=
(sigma.n[i]
}

(sigma.n[i]

}

[i] < L.o[iIN{
alg.betald <- 1
alg.beta <- alg.betal * exp(-alg.gamma*r

~2)

eta.n[i] <- eta.n[i] * (1 - alg.beta) +
eta.o[j] * alg.beta + alg.alfa * (runif
(1) - 0.5)

lambda.n[i] <- lambda.n[i] * (1 - alg.beta
) + lambda.o[j] * alg.beta + alg.alfa *
(runif (1) - 0.5)

mu.n[i] <- mu.n[i]l * (1 - alg.beta) + mu.o
[j1 * alg.beta + alg.alfa * (runif (1) -
0.5)

sigma.n[i] <- sigma.n[i] * (1 - alg.beta) +

sigma.o[j] * alg.beta + alg.alfa * (
runif (1) - 0.5)

eta.sol[1]){ eta.n[i] <- eta.sol[1] }
eta.sol[2]){ eta.n[i] <- eta.sol[2] }
<= lambda.sol[1]){ lambda.n[i] <- lambda.

>= lambda.sol[2]){ lambda.n[i] <- lambda.
mu.sol[1]){ mu.n[i] <- mu.sol[1] }
mu.sol[2]){ mu.n[i] <- mu.sol[2] }

<= sigma.sol[1]1){ sigma.n[i] <- sigma.sol[1]

>= sigma.sol[2]){ sigma.n[i] <- sigma.sol[2]

<- alg.alfa*alg.delta
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