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INTRODUCCION

Uno de los problemas maés cldsicos en Geometria Diferen-
cial, que se remonta casi a su origen, es el estudio de las
superficies del espacio euclideo que tienen curvatura media
constante (para abreviar utilizaremos a veces el acrénimo
cmce). Explicitar los resultados mds relevantes obtenidos en
dicho problema se sale del contexto de esta introduccién y
pueden encontrarse en textos de Geometria Diferencial de
superficies (cf. Do Carmo [dCy76] o Montiel y Ros [MRog].
No obstante, desde nuestro punto de vista es interesante
resaltar algunos por sus repercusiones cientificas posteriores
0 por su conexién con los temas tratados en esta memoria.

H. Hopf [Hop83] en 1951 probd que cualquier esfera de cur-
vatura media constante H inmersa en R3 es, de hecho, una es-
fera redonda de radio 1/|H|. La herramienta fundamental en
la demostracion de este resultado es la existencia de una
diferencial cuadrética holomorfa sobre toda superficie de
curvatura media constante de R? y el hecho de que en las
esferas dichas diferenciales han de anularse.

Posteriormente Alexandrov [Ale56] en 1956 probd que las
1inicas superficies compactas de curvatura media constante de
IR3 que no tienen autointersecciones son las esferas redondas. Su
ingeniosa demostracioén, basada en el uso del principio del
méximo y de las simetrias del espacio IR3, ha sido estandari-
zada posteriormente bajo el nombre de principio de reflexion
de Alexandrov.
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Tras estos dos resultados, la existencia de superficies com-
pactas de curvatura media constante de IR® con topologia
mas complicada se convirtié en un problema interesante.
Una respuesta al mismo no se produjo hasta 1986, cuando
Wente construyd una inmersién de un toro en R3 de curvatura
media constante. La importancia del ejemplo de Wente no
solo reside en dar una respuesta al anterior problema, si no
que su idea ha permitido clasificar todas las inmersiones de
curvatura media constante de un toro en R? (cf. Pinkall y
Sterling [PS89]).

Las superficies de curvatura media constante de R®, conoci-
das como pompas de jabén, aparecen como puntos criticos
de un problema variacional. En 1984, Barbosa y Do Car-
mo [BAC84] probaron que las superficies de curvatura media
constante de R3 son los puntos criticos del funcional drea con la li-
gadura de que el volumen encerrado por la superficie sea constante.
En este contexto es razonable estudiar que puntos criticos,
esto es que superficies de curvatura media constante, tie-
nen menor drea o que superficies son estables, esto es son
minimos locales del area. El primer problema de encontrar
las superficies compactas de menor 4rea de entre las que
encierran un volumen fijo, se conoce con el nombre de pro-
blema isoperimétrico y ya los griegos probaron que las esferas
redondas son las soluciones. Respecto al segundo problema,
clasificar las superficies compactas estables de R*, Barbosa
y Do Carmo también demostraron que las tinicas son las
esferas.

Muchos de los resultados mencionados y no mencionados
han sido extendidos con mayor o menor dificultad al caso en
que el espacio ambiente en donde estd inmersa la superficie
sea la esfera de dimensién tres S3 o el espacio hiperbélico de
dimensi6n tres H3 o incluso a algtin cociente de ellos. En to-
dos estos casos, el que la variedad ambiente tenga curvatura
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constante y una gran cantidad de isometrias ha sido a veces
fundamental para la demostracién de los resultados.

Muy recientemente, en 2004, Abresch y Rosenberg [ARo4]
estudiaron superficies de curvatura media constante en va-
riedades de dimensién tres que no tienen curvatura cons-
tante, concretamente en 3% x R y H? x R. Estas variedades
son espacios homogéneos riemannianos con un grupo de
isometrias de dimensién cuatro. Al igual que en el caso
de R3, consiguieron construir sobre cualquier superficie de
curvatura media constante de 5% x R y H? x R una dife-
rencial cuadrética holomorfa. En dicho trabajo los autores
clasificaron aquellas superficies cuya diferencial cuadratica
es nula, y en particular, clasificaron las esferas de curvatura
media constante probando que son los ejemplos rotacio-
nalmente invariantes obtenidos previamente por Hsiang y
Hsiang [HH89] y Pedrosa y Ritoré [PRgg].

Un afno maés tarde, los mismos autores en [ARo5, Teorema
5] anunciaron la existencia de una diferencial cuadratica
holomorfa para superficies de curvatura media constante en
cualquier espacio homogéneo riemanniano de dimensién 3
con grupo de isometrias de dimensién cuatro. Aparte de los
dos ejemplos citados anteriormente, de entre dichos espacios
homogéneos caben destacar las esferas de Berger (S° con una
familia 2-paramétrica de métricas, ver seccion 2.3[p.20]), el
grupo lineal especial (SI>(R) con una familia 2-paramétrica
de métricas, ver seccion 2.4[p.24|) y el grupo de Heisenberg.
No obstante, la primera vez que dicha diferencial aparece
escrita explicitamente en la literatura es en el trabajo de
Berdinskii y Taimanov [BTos, Corolarios 2 y 4] cuando el
espacio ambiente es el grupo de Heisenberg y el grupo espe-
cial lineal y, mds generalmente cuando el espacio ambiente
es cualquier espacio homogéneo riemanniano con grupo

vii
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de isometrias de dimensién 4, en el trabajo de Ferndndez y
Mira [FMo7].

Durante los dltimos cinco afios las superficies de curvatu-
ra media constante en los espacios homogéneos han sido
profundamente estudiadas. No vamos a exponer detalla-
damente los principales resultados obtenidos, aunque a lo
largo de la memoria mencionaremos aquellos que estan
relacionados con el contenido de la misma (para una reco-
pilaciéon de los mismos ver el libro de Daniel, Hauswirth y
Mira [DHMog]).

Cuando la dimensién de la variedad ambiente donde esta
inmersa la superficie es mayor que uno, la generalizaciéon
natural del concepto de superficie de curvatura media cons-
tante es la superficie de curvatura media paralela, esto es,
superficies cuyo vector curvatura media es paralelo en el
fibrado normal. Aunque hay resultados para codimensién
mayor que dos, los mas relevantes han sido obtenidos para
el caso de codimensién dos. En 1971, Ferus [Fer71] extendi6
el teorema de Hopf probando que una esfera con curvatura me-
dia paralela no nula inmersa en el espacio Euclideo R?, la esfera S*
0 el espacio hiperbélico H* es necesariamente una esfera geodésica.
Dos afios mds tarde Chen [Chey3] y Yau [Yauy4] clasificaron,
de forma independiente, todas las superficies de curvatura
media paralela en dichas variedades de dimensién cuatro,
probando que cualquier superficie de curvatura media paralela de
R*, S* y H* es una superficie de curvatura media constante en
alguna hipersuperficie totalmente umbilical de dichas 4-variedades.
Como las hipersuperficies totalmente umbilicales de estas
variedades vuelven a ser espacios de curvatura constante,
el estudio de las superficies de curvatura media paralela
de estas variedades de dimensién cuatro es trivial. Ambos
resultados se basan en el siguiente hecho: si H es el vector
curvatura media de la superficie, puesto que el fibrado nor-



mal es de dimensién dos, es posible considerar otro vector
paralelo en dicho fibrado, H, ortogonal a H y de la misma
longitud y definir dos diferenciales cuadraticas holomorfas
de Hopf asociadas a H y a H.

En este caso, en el que la variedad ambiente es de dimen-
sién cuatro, y teniendo en cuenta el comportamiento de
la curvatura, la generalizacion natural de los espacios de
curvatura constante, son la superficies de Kdhler de cur-
vatura seccional holomorfa constante, esto es el plano pro-
yectivo complejo y el plano hiperboélico complejo. En 2000,
Kenmotsu y Zhow [KZoo] clasificaron las superficies con
vector curvatura media paralelo en los espacios proyectivo
e hiperbdlico complejo. En este caso, es bien conocido que
no existen hipersuperficies totalmente umbilicales en estas
4-variedades (ver [TT63]), por tanto no existe un método
parecido al usado en los espacios de curvatura seccional
constante para construir superficies de curvatura media pa-
ralela. Los autores no usan la existencia de una diferencial
de Hopf. En su lugar, reducen el teorema de clasificacién,
usando un resultado de Ogata [Ogags], a resolver un siste-
ma de ecuaciones diferenciales ordinarias sobre la superficie.
Usando un método analitico, clasifican estas superficies, pro-
bando que la familia de ejemplos es reducida y tiene un
buen comportamiento respecto de la estructura compleja
del espacio ambiente.

Una primera familia de superficies que pretendemos es-
tudiar en esta tesis doctoral son las superficies con vector
curvatura media paralelo en las variedades de dimensién
cuatro producto de dos esferas o dos planos hiperbdlicos
con la misma curvatura, que normalizaremos como 1 en el
primer caso y —1 en el segundo. Estas variedades son espa-
cios simétricos y desde el punto de vista de su curvatura,
las mas simples después de las mencionadas anteriormente.

ix
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En este caso, aunque existen hipersuperficies totalmente
umbilicales, sélo las totalmente geodésicas (salvo congruen-
cias, 82 x R y H?2 x RR) tienen curvatura media constante
(ver Proposicién 1.1[p.8]). Por tanto, la superficies de curva-
tura media constante de $% x R y H? x R son superficies
con vector curvatura media paralelo en 5% x $% y H? x H?
respectivamente.

Una de las herramientas fundamentales que hemos usado en
esta memoria para su estudio es la construccién de dos diferen-
ciales cuadrdticas holomorfas sobre cualquier superficie de curvatu-
ra media paralela de $* x S? y H? x H? (cf. Definicién 5.3p.o7])
que generalizan a la diferencial de Abresch-Rosenberg en
el sentido siguiente: si una superficie con curvatura media
paralela de S? x S? (respectivamente de H? x H?) factoriza
a través de una superficie de curvatura media constante
de 82 x R (respectivamente de H? x R), entonces ambas
diferenciales son iguales y ademds coinciden (salvo una
constante) con la diferencial de Abresch-Rosenberg (ver Le-
ma 5.1[p.99]). Para la construccién de estas dos diferenciales
se ha usado fuertemente las dos estructuras de variedad de
Kéhler que estas variedades de dimension cuatro poseen. (cf.
Capitulo 1). Conviene poner de manifiesto que el producto
de dos superficies de Riemann de curvaturas constantes
diferentes no es una variedad Einstein lo cual es un gran
obstaculo a la hora de estudiar sus superficies de curvatu-
ra media paralela. Siguiendo las mismas ideas, es posible
construir sobre una superficie de curvatura media paralela
en el producto de dos superficies de curvaturas constantes
diferentes una diferencial cuadrética holomorfa. Cuando
las curvaturas son opuestas, esta diferencial holomorfa fue
definida por de Lira y Vitorio [dLVo8].

Siguiendo el esquema anterior, en Teorema 6.4[p.128] y Co-
rolario 6.1[p.131], clasificamos las superficies con curvatura
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media paralela de 5% x §? y H? x H? cuyas diferenciales
cuadraticas se anulan identicamente, y por tanto las inmer-
siones de una esfera en 5% x $? y H? x H? que tienen cur-
vatura media paralela. Estos resultados pueden resumirse
en

Sea @ : L — S2 x S2 (H? x H?) una immersion
de curvatura media paralela H con diferenciales cua-
drdticas asociadas nulas. Entonces ocurre una de las
siguientes posibilidades:

1. ®(X) es una superficie de curvatura media cons-
tante en S x R (H? x R) con diferencial de
Abresch-Rosenberg nula,

2. 4HP> =1y ©(L) C H? x H? es el producto
de dos hiperciclos de H?,

3. 4HP> < 1y @ es un embebimiento del plano
hiperbélico con curvatura 4H[?2 — 1 en H? x
H2.

Por tanto, si L es una esfera de curvatura media
paralela en S? x S? (H? x H?2), entonces ®(L) es
una esfera de curvatura media constante en S* x
R (H? x R).

Una segunda propiedad importante de las superficies de
curvatura media paralela que abre las puertas de su clasifica-
cién es su estrecha relacién con las superficies de curvatura
media constante de $? x R y H? x IR, como ya se ha pues-
to de manifiesto en el resultado anterior. Esta propiedad,
recogida en el Teorema 6.1p.113] puede resumirse asf:

Dada una superficie riemanniana simplemente co-
nexa (X, g) y salvo congruencias, existe una corres-
pondencia biunivoca entre inmersiones isométricas
® de curvatura media paralela de (£,9g) en S* x
S2 (H? x H?) y pares de inmersiones isométricas

Xt
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con curvatura media constante {®1, D} de (X, g)
en $%2 x R (H? x R) con [H| = [Hq| = |H3|, siendo
H el vector curvatura media de ® y H;,j = 1,2 las
curvaturas medias de ®;,j =1, 2.

Ademds, © factoriza a través de una inmersion con
curvatura media constante de $* x R (H? x R) si y
solo si ®1 y @, son congruentes.

Por tanto encontrar ejemplos no triviales de superficies de
curvatura media paralela de 5% x $2 y H? x H? (esto es
que no factoricen a través de superficies de curvatura media
constante de $? x R y H? x R) equivale a encontrar ejemplos
no rigidos de superficies de curvatura media constate de
S%2 x R y H? x R. Es claro que los ejemplos 2. y 3. dados
anteriormente no factorizan a través de H? x R, pero no es
dificil comprobar que las correspondientes inmersiones @1 y
@, de curvatura media constante asociadas son débilmente
congruentes, esto es existe una isometria G de (%, g) tal que
@7 0G y @) son congruentes.

En el Teorema 6.3(p.121| y Corolario 6.3[p.135), clasificamos las
inmersiones de curvatura media constante débilmente congruentes
en 52 x Ry H? x R que cumplen la hipétesis adicional de tener
las mismas curvaturas seccionales extrinsecas. Estas parejas pro-
ducen superficies no triviales de curvatura media paralela
de S% x % y H? x H? caracterizadas por tener la curvatura
normal extrinseca nula. En la clasificaciéon aparece una fa-
milia 3-paramétrica de nuevos ejemplos que son descritos
en las Proposiciones 5.3[p.104), 6.1[p.133] ¥ 6.2[p.140] y en los
ejemplos 6.1[p.137], 6.2[p.137] y 6.3 [p-138].

Los resultados expuestos anteriormente produjeron un cam-
bio de rumbo en la linea de investigacién induciendo a
estudiar superficies de curvatura media constante, no solo
en las variedades 5% x R y H? x R, sino también en las de
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cualquier espacio homogéneo con grupo de isometrias de
dimensioén 4.

El primer problema interesante que fue abordado fue el
encontrar ejemplos de superficies de curvatura media cons-
tante en las esferas de Berger y el grupo lineal especial, que
eran los espacios ambientes menos estudiados. El capitulo 3
de esta memoria esta dedicado a ello. En la seccién 3.2[p.37]
se describen explicitamente fodos los toros llanos de curvatura
media constante de las esferas de Berger y del grupo lineal especial.
La secciéon 3.3[p41) estd dedicada a construir las superficies de
rotacién con curvatura media constante de las esferas de Berger y
del grupo especial lineal (Teoremas 3.1[p.48] y 3.2[p.62]), dando
una descripcién explicita de las esferas (Corolarios 3.1[p.58)
y 3.2p.68]) y obteniendo el drea de las mismas (Proposi-
cion 3.5p.71]). Como resultados singulares cabe destacar
que, en algunas esferas de Berger y en algunas métricas
homogéneas del grupo lineal especial, existen ejemplos de
esferas de curvatura media constante que tienen autointer-
secciones. Asi mismo, en algunas esferas de Berger existen
ejemplos de toros minimos (esto es que tienen curvatura
media nula) diferentes del toro de Clifford y que no poseen
autointersecciones. Esto prueba el distinto comportamiento
de estas esferas con relacién a la esfera usual, en donde
a excepcion del toro de Clifford, todos los toros minimos
tienen autointersecciones (cf. Kilian y Schmidt [KSog]).

Los ecuadores y el toro de Clifford (convenientemente situa-
dos en $3) no sélo son ejemplos de superficies minimas en
el esfera usual, sino que también son superficies minimas en
cualquier esfera de Berger. En la seccion 3.4[p.72] caracteriza-
mos aquellas superficies minimas de S> que son también minimas
en cualquier esfera de Berger. La familia obtenida es no trivial
y proporciona nuevos ejemplos de superficies minimas en
las esferas de Berger (cf. Teorema 3.3[p.74]).

Xiit
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Un segundo problema que se abord¢ fue la clasificacion de
las superficies de curvatura media constante estables y el
problema isoperimétrico. Los primeros resultados de esta-
bilidad para superficies de curvatura media constante se
deben a Barbosa, do Carmo y Eschenburg [BAC84, BACES88]
donde mostraron que las tinicas superficies compactas esta-
bles del espacio euclideo, la esfera y el espacio hiperbdlico
son las esferas geodésicas (de hecho probaron dicho resulta-
do para hipersuperficies en cualquier dimensién). Mas tarde,
Ritoré y Ros [RR92] trataron el mismo problema para su-
perficies con curvatura media constante de 3-variedades de
curvatura constante mostrando que los toros de curvatura
media constante estables son necesariamente llanos y clasi-
ficando las superficies orientables compactas de curvatura
media constante estables en dicho espacio. Esto les permitié
resolver el problema isoperimétrico en el espacio proyectivo.
Ademads Ros [Roso7] estudi6 la estabilidad de superficies
de curvatura media constante en IR3 /T, siendo I' € R3 un
subgrupo discreto de traslaciones de rango k, probando que
el género de una superficie compacta con curvatura media
constante estable en dicho ambiente es menor o igual que k.
Finalmente Ros [Roso6] mejoré muchos resultados previos
probando que el género de una superficie compacta orien-
table con curvatura media constante estable de cualquier
3-variedad orientable con curvatura de Ricci no negativa es
siempre menor o igual que 3.

Souam [Souo8] estudi6 la estabilidad de las superficies com-
pactas con curvatura media constante de $? x R y H? x RR.
En el caso de 2 x R las clasifico, probando que son ciertas
esferas de curvatura media constante.

En los capitulos 7 y 8 de la memoria estudiamos estabilidad
de superficies compactas con curvatura media constante de
las esferas de Berger, el grupo lineal especial y el grupo
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de Heisenberg. Cuando se intentan abordar problemas de
estabilidad es necesario disponer de apropiadas funciones
test para ser usadas en la forma cuadratica de la segunda
variaciéon del drea, asi como un control de la integral del
cuadrado de la curvatura media. A veces estas funciones
son restricciones a la superficie de funciones del espacio
ambiente, por lo que cuanto més bondadoso sea el espacio
ambiente mayores posibilidades de éxito tendremos. Por tan-
to es interesante ver a nuestras 3-variedades ambiente como
hipersuperfies naturales de 4-variedades con buenas propie-
dades geométricas. Aunque mds o menos esto era un hecho
conocido, no estaba bien escrito en la literatura y por tanto
en el capitulo 2 probamos que las esferas de Berger son las esfe-
ras geodésicas del plano proyectivo complejo y del plano hiperbélico
complejo, que el grupo lineal especial con sus diferentes métricas
homogéneas son los tubos sobre hiperplanos complejos del plano hi-
perbélico complejo y que el grupo de Heisenberg es la horoesfera del
plano hiperbélico complejo (cf. Proposiciones 2.2[p.22|, 2.3[p.26)
y 2.4[p29]). Estas hipersuperficies de los planos proyectivo e
hiperbdlico complejos son exactamente las llamadas hiper-
superficies pseudo-umbilicales (en estos espacios no existen
hipersuperficies umbilicales). Como se pondra de manifiesto
mas adelante, esta manera de ver a los espacios homogéneos
anteriormente citados serd fundamental para obtener los
resultados de estabilidad del capitulo 8.

El capitulo 7 se encarga de estudiar la estabilidad de las su-
perficies compactas de curvatura media constante mas regu-
lares, entendiendo por tal las que deberfan ser las candidatas
a ser las tinicas estables. En concreto en el Teorema 7.1[p.152]
se prueba que todas las esferas con curvatura media constante del
grupo lineal especial y del grupo de Heisenberg son estables, mien-
tras que hay esferas de Berger en las que no todas sus esferas de
curvatura media constante son estables. Esto no resulta sorpren-
dente, pues Souam [Souo8] ya probé que una propiedad
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similar ocurre con las esferas de curvatura media constante
de S? x R. Es interesante destacar que la demostracién de
estos resultados pasa por probar una propiedad general que
dice que la forma cuadrdtica de la sequnda variacion del drea
de cualquier esfera con curvatura media constante de un espacio
homogéneo riemanniano con grupo de isometrias de dimension 6 o
4 es siempre la misma. En particular el indice y la nulidad de
estas formas cuadréticas es siempre 1 y 3 respectivamente
(cf. Proposicién 7.1[p.150]).

En las Proposiciones 7.2[p.157] y 7.3[p.160/, se estudia la esta-
bilidad de los toros llanos con curvatura media constante
de las esferas de Berger y del grupo lineal especial construi-
dos en las Proposiciones 3.2[p.39] y 3.3[p.40). En este caso el
operador de Jacobi de la segunda variacién es un operador
de Schrodinger con funcién potencial constante, y por tanto
el estudio de la estabilidad equivale al ejercicio de conocer
el primer valor propio del Laplaciano de estos toros llanos.
Como novedad mds importante se tiene que hay esferas de
Berger en las que algunos toros llanos son estables, poniéndose
de nuevo de manifiesto la diferencia entre la esfera estandar
y las de Berger. En el caso del grupo lineal especial es interesan-
te constatar que en todas sus métricas homogéneas existen toros
llanos de curvatura media constante estables.

En el capitulo 8 se estudian las superficies compactas esta-
bles de las esferas de Berger, del grupo lineal especial y del
grupo de Heisenberg. Una primera idea para ello es usar
como funcién test sobre nuestra superficie compacta una
funciéon meromorfa sobre ella (en realidad tres funciones
valuadas reales) cuyo grado es controlado por el género de
la superficie y que proporciona la teoria de Brill-Noether.
Por supuesto esta idea ha sido explotada en diferentes si-
tuaciones y en nuestro caso no aportaria ningtin resultado
nuevo sino fuese por el control que se tiene de la integral
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del cuadrado de la curvatura media. Este control nos lo
proporciona el poder considerar a nuestras superficies como
superficies de los planos proyectivo e hiperbélico comple-
jos y un resultado de Montiel y Urbano [MUo2, Teorema
4] que acota el funcional de Willmore de estas superficies.
Todas estas herramientas y manipulaciones de la segunda
férmula de variacién nos conducen al siguiente resultado
(ver Teorema 8.1[p.162] para mas detalles):

1. En ciertas esferas de Berger, cualquier superficie
compacta con curvatura media constante estable
es una esfera o un toro sin autointersecciones.

2. En el grupo de Heisenberg y en el grupo lineal
especial, existe una constante « (dependiente de
la curvatura del ambiente), tal que las superficies
compactas con curvatura media constante H
estables con H? > o han de ser esferas o toros
sin autointercciones.

La segunda idea para estudiar estabilidad ha sido usada
muy recientemente por Ros [Roso6, Roso7]. Las funciones
test usadas se construyen a partir de los campos armoénicos
de la superficie (que siempre existen si el género de la su-
perficie es mayor que cero), viendo estos como funciones
vectoriales en el espacio euclideo, para lo cual necesitamos
que nuestra 3-variedad ambiente admita una razonable in-
mersion isométrica en algtn espacio euclideo. Usando estas
ideas, en la Proposicion 8.17p.171], damos el siguiente criterio
general de estabilidad:

Sea ¥ una superficie compacta, orientable de género
mayor o igual que uno y con curvatura media cons-
tante H de una 3-variedad riemanniana M y X un
campo armdnico sobre L. Supongamos que M admite
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una inmersion isométrica en un cierto espacio euclideo
R™. Si X es estable en M entonces

2
J (4H% + ) [X* dA <J > lole, &) IXI* dA
Z Z

=1

donde D es la curvatura escalar de M, & la sequn-
da forma fundamental de M en R™ y {e1, ez} una
referencia ortonormal sobre L.

Particularizando este criterio al caso en que M es el espacio
euclideo o la esfera estandar (viéndola como hipersuperficie
umbilical de R#), se obtiene una nueva demostracién de los
resultados de Barbosa, Do Carmo y Eschenburg menciona-
dos anteriormente. Usando este criterio cuando M = S x R,
viéndola como hipersuperficie seudo-umbilical de R?, se
obtiene una nueva demostracion del resultado de Souam
mencionado anteriormente.

Nuestras 3-variedades son hipersuperficies de los planos
proyectivo o hiperbélico complejos. Pero el plano proyectivo
complejo admite un embebimiento isométrico en el espacio
euclideo IR® (el conocido como primer embebimiento estan-
dar) con un buen comportamiento de su segunda forma fun-
damental (ver [Ros84] para un estudio de las propiedades
geométricas de dicho embebimiento). Esto nos permite obte-
ner un resultado 6ptimo de estabilidad para ciertas esferas
de Berger que son esferas geodésicas del plano proyectivo
complejo (ver Teorema 8.2[p.173] para més detalles).

En una familia de esferas de Berger clasificamos las
superficies compactas con curvatura media constante
estables, demostrando que siempre son las esferas,
excepto en una esfera de Berger en la que ademds de

las esferas aparece como tinica superficie estable el toro
de Clifford.
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Es de destacar que la familia de esferas de Berger a las
que hace referencia este resultado es una subfamilia de la
referida en el apartado primero del resultado de estabilidad
dado en la pédgina xvii.

Este resultado de estabilidad permite resolver el problema
isoperimétrico en dicha familia de esferas de Berger, provan-
do que las soluciones son las esferas.

Finalmente, en esta memoria también se ha tratado otro
problema clasico de la geometria diferencial como es el es-
tudio de las superficies con curvatura de Gauss constante.
Los teoremas cldsicos de Liebmann [Lieoo], Hilbert [Hilo1]
y Hartman-Nirenberg [HN59] clasifican las superficies com-
pletas de R® con curvatura de Gauss constante. Esta clasi-
ficacion es conocida en la esfera y en el espacio hiperbdli-
co (ver, por ejemplo, Spivak [Spiyg]) y muy recientemente
Aledo, Espinar y Gélvez [AEGoya, AEGoyb] clasificaron
las superficies completas de 52 x R y H? x R que tienen
curvatura de Gauss constante para todos los valores de la
curvatura de Gauss excepto para algunos de ellos en donde
la clasificacion permanece atin abierta.

La contribucién que se hace en esta memoria a este pro-
blem es pequeiia, y basicamente consiste en estudiar super-
ficies compactas de curvatura de Gauss constante en espacios
homogéneos riemannianos con grupo de isometrias de di-
mension cuatro. En primer lugar se obtiene una férmula
integral (4.1) que involucra a la curvatura de Gauss de la
superficie compacta y que es valida incluso en los espa-
cios de curvatura constante. No obstante en estos tltimos
dicha férmula es irrelevante, mientras que en los espacios
homogéneos cuyo grupo de isometrias tiene dimension cua-
tro permite clasificar sus superfices compactas llanas (cf.
Teorema 4.1). Concretamente:
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1. Las superficies compactas llanas de las esferas de
Berger son los toros de Hopf, esto es las preima-
genes en S3 de curvas cerradas de la 2-esfera S*
por la fibracién de Hopf T1:S3 — G2,

2. Las superficies compactas llanas del grupo lineal
especial (con sus métricas homogéneas) son los
toros de Hopf, esto es las preimagenes en Sl (R)
de curvas cerradas en el plano hiperbélico TH?
por la fibracién de Hopf 11 : Sl (R) — H2.

3. No existen superficies compactas llanas en el
grupo de Heisenberg.

Este resultado pone de manifiesto una vez més la diferencia
entre la esfera estdndar y las esferas de Berger, ya que en
la primera existen superficies compactas llanas que no son
toros de Hopf (ver [Weig1])

Finalmente, usando argumentos de naturaleza topolégica,
en el Teorema 4.3 y el Corolario 4.2, estudiamos el comporta-
miento de la curvatura de Gauss de esta clase de superficies
y probamos resultados de no-existencia para superficies com-
pactas con curvatura de Gauss constante en estos espacios
homogéneos riemannianos.
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One of the most classic problems in Differential Geometry
since its origin is the study of the constant mean curvature
surfaces of the Euclidean space (we sometimes will use
the acronym cmc for short). Give a detail list of the most
relevant results obtained in this topic is out of the scope
of this monograph (see, for example, Do Carmo [dC76] or
Montiel and Ros [MRog]). However, we are going to point
out some of them that, from our point of view, are closely
related with the topics treated in this monograph.

In 1951 H. Hopf [Hop83] proved that any constant mean
curvature H sphere immersed in R3 is, in fact, a round sphere of
radius 1/[H|. The main tool used in his proof is the existence
of a holomorphic quadratic differential on any constant
mean curvature surface of R and the fact that on a sphere
such differential must vanish.

Later, in 1956, Alexandrov [Ales6] proved that any compact
constant mean curvature surface without self-intersections must
be a round sphere. His innovative proof uses the maximal
principle and the symmetries of the space R3. In fact, the
method developed in his proof was named Alexandrov reflec-
tion principle and it have been a fruitful tool in many other
results.

The construction of compact constant mean curvature sur-
faces in R® with arbitrary topology became an interested
problem. The first answer appeared in 1986 in the work
of Wente. He constructed an immersion of a constant mean
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curvature torus in R3. The Wente’s example was important
because his idea has allowed to classify all the constant mean
curvature tori in R? (cf. Pinkall and Sterling [PS89]).

The constant mean curvature surfaces of R3, known as
“soup bubbles”, appear as critical points of a variational
problem. In 1984, Barbosa and Do Carmo [BAC84] determi-
ned that constant mean curvature surfaces in R3 are the
critical points of the area functional for variations that leave
constant the volume enclosed by the surface. It is natural
to study, among these critical points, what are the less area
or what surfaces are stable, i.e., are local minima of the area.
The first problem, that is, to found the less area compact
surface among all the surface that enclosed a fixed volume,
is referred to as the isoperimetric problem. The solution to this
problem is the round sphere, as the ancient Greek mathema-
ticians verified. With respect to the second one, that is, to
classify the compact stable constant mean curvature surfaces
of R3, Barbosa and Do Carmo also proved that the solutions
are the round spheres.

Most of the results that we have mentioned have been ex-
tended to the ambient spaces S3  the round 3-sphere, and
H3, the hyperbolic space, or even some of their quotients. In
every case, the fact that the ambient manifold has constant
sectional curvature and a big amount of isometries have
been essential for the proof.

Very recently, in 2004, Abresch and Rosenberg [ARo4] look
into constant mean curvature surfaces in non constant sec-
tional curvature 3-manifolds, more precisely, in the product
spaces 5% x R and H? x RR. These manifolds are examples of
homogeneous Riemannian manifolds with isometry group
of dimension four. As in the R3 case, they constructed a ho-
lomorphic quadratic differential on every constant mean cur-
vature surface of 5% x R and H? x RR. The authors classified
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those constant mean curvature surfaces with vanishing diffe-
rential and, in particular, classified the constant mean curva-
ture spheres showing that they are the rotationally examples
previously obtained by Hsiang and Hsiang [HH89] and
Pedrosa and Ritoré [PRog].

One year later, the same authors in [ARo5, Theorem 5] an-
nounced the existence of a holomorphic quadratic diffe-
rential over constant mean curvature surfaces immersed
in every homogeneous Riemannian 3-manifold with iso-
metry group of dimension four. Besides the two examples
cited above, the Berger spheres (i.e., the round sphere g3
endowed with a 2-parametric family of metrics, cf. sec-
tion 2.3[p.20]), the special linear group (SI; (R) endowed with
a 2-parametric family of metrics, cf. section 2.4[p.24]) and
the Heisenberg group are the most relevant examples of
homogeneous Riemannian 3-manifolds. However, the first
time that the Abresch-Rosenberg differential appeared in the
literature for a homogeneous Riemannian 3-manifold, apart
from the product spaces $? x R and H? x R, is in the work
of Berdinskil and Taimanov [BTos, Corollaries 2 and 4] for
the Heisenberg group and the special linear group and, more
generally, in the work of Fernandez and Mira [FMoy].

During the last five years the study of constant mean cur-
vature surfaces in the homogeneous Riemannian manifolds
has been extensively improved. We are not going to give he-
re a detail list of results. However, along this monograph, we
will mention those results that are closely related with our
work (see the book of Daniel, Hauswirth and Mira [DHMog]
for an up to date compilation of results).

In codimension bigger than one, the natural generalization
of the constant mean curvature surfaces are the parallel mean
curvature surfaces, i.e., surfaces with parallel mean curvature
vector in the normal bundle. Although there exist results
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for codimension bigger than two the most relevant ones
have been obtained in the codimension two case. In 1971, Fe-
rus [Fer71] extended Hopf’s result proving that every parallel
mean curvature sphere in the Euclidean space R*, the sphere S*
or the hyperbolic space H* must be a geodesic sphere. Two years
later, Chen [Che73] and Yau [Yauy4] independently classi-
fied all the surfaces with parallel mean curvature vector in
space forms, proving that they are constant mean curvature
surfaces of three dimensional umbilical hypersurfaces. Now,
as the totally umbilical hypersurfaces of the space forms are
again manifolds with constant sectional curvature, the study
of the parallel mean curvature surfaces in these spaces is
trivial. Both results are based on the following fact: if H is
the mean curvature vector of the surface, as the dimension of the
normal bundle is two, it is possible to consider another parallel
vector field in the normal bundle H orthogonal to H with the same
length and to define two holomorphic Hopf differentials associated
to H and H.

The natural generalization of the space forms are the Kahler
surfaces of constant holomorphic sectional curvature, that
is, the complex projective and hyperbolic plane. In 2000,
Kenmotsu and Zhou [KZoo] classified surfaces with parallel
mean curvature vector in the complex projective and the
complex hyperbolic planes. In this case, it is well known that
there are not umbilical hypersurfaces of these 4-manifolds
(cf. [TT63]), therefore there is not a method like in space
forms to construct surfaces of parallel mean curvature vector.
The authors did not use the existence of Hopf differentials.
Instead, they reduced the classification theorem, using a
result by Ogata [Ogags], to solve an 0.D.E. system on the
surface. Using an analytic method, they classified these
surfaces, proving that there are few of them and they have a
good behaviour with respect to the complex structure of the
ambient space.
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One of the problem that we treat in this monograph is the
study of the parallel mean curvature surfaces in the four
dimensional manifolds product of two spheres or two hy-
perbolic planes with the same curvature 1 or —1 respectively.
This manifolds are symmetric spaces and, from the point
of view of the curvature, the simplest ones apart from the
mentioned above. In this case, although there exist totally
umbilical hypersurfaces, only the totally geodesic (up to
congruences, 52 x R and H? x IR) has constant mean cur-
vature (cf. Proposition 1.17p.8]). Thus, the constant mean
curvature surfaces of 52 x R and H? x R are surfaces with
parallel mean curvature vector in $? x $2 and H? x H?
respectively.

One of the main tools used in this monograph for its study
is the construction of two holomorphic quadratic differentials on
any parallel mean curvature surface of S* x S% and H? x H? (cf.
Definition 5.3[p.97|) that generalized the Abresch-Rosenberg
differential in the following sense: if a parallel mean cur-
vature surface of $% x 52 (respectively H? x H?) factorizes
throughout a constant mean curvature surface of 52 x R (res-
pectively H? x R) then both differentials coincide and, up to
a constant, are equal to the Abresch-Rosenberg differential
(cf. Lemma 5.1[p.99]). The main idea for the construction of
such two differentials is to use the two Kahler structures
that these 4-manifolds have (cf. Chapter 1). The product of
two Riemannian surfaces with different constant curvatures
is not an Einstein manifold and this is a big problem in
order to study its parallel mean curvature surfaces. Follo-
wing the same ideas, it is possible to define a holomorphic
2-differential on any parallel mean curvature surface of the
product of two Riemannian surfaces with constant curvatu-
res. When these curvatures are opposite, this holomorphic
differential was defined by de Lira and Vitorio [dLVo8].
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Theorem 6.4[p.128] and Corollary 6.17p.131] classifies the para-
llel mean curvature surfaces of 52 x $? and H? x H? whose
holomorphic quadratic differentials vanish. In particular, the
parallel mean curvature spheres. Those result can be sum
up as

Let ® : £ — S2 x S? (H? x H?) a parallel mean
curvature H immersion with vanishing quadratic dif-
ferentials. Then one of the following possibilities hap-
pens:

1. O(X) is a constant mean curvature surface of
S2 x R (H? x R) with vanishing Abresch-Ro-
senberg differential,

2. 4H]? = Tand ®(Z) C H? x H? is the product
of two hypercycles of H?,

3. 4/H[?* < 1 and ® is an embedded of an hyperbo-
lic plane with curvature 4/H|> — 1 in H? x H?.

Hence, if X is a parallel mean curvature sphere of
5?2 x S2 (H? x H?), then ®(L) is a constant mean
curvature sphere of $* x R (H? x R).

Another important property of the parallel mean curvature
surfaces that allows us to classify them is their closely rela-
tion with the constant mean curvature surfaces of S% x R
and H? x R. Theorem 6.1[p.113] state this property in the
following way:

Given a Riemannian simply connected surface (X, g)
there exist, up to congruences, a one to one correspon-
dence between isometric immersions O with parallel
mean curvature of (£,g) in S* x S? (H? x H?) and
pair of isometric immersion with constant mean cur-
vature (@1, ®,} of (£, g) in S x R (H? x R) with
[H| = [H1| = [H2|, where H is the mean curvature
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vector of ® and H;, j =1, 2, the mean curvature of
®;,j=1,2
Furthermore, © factorizes throughout a constant mean

curvature immersion of 2 x R (H? x R) if and only
if ©®1 and @, are congruent.

Hence, to find non trivial examples of parallel mean cur-
vature surfaces of $% x $2 and H? x H? (i.e., which do not
factorize throughout constant mean curvature surfaces of
S2 x R and H? x RR) is equivalent to find non rigid examples
of constant mean curvature surfaces of $2 x R and H? x RR.
It is clear that examples 2. and 3. given above do not factori-
ze throughout H? x R, but it is not difficult to check that the
corresponding constant mean curvature immersions ®; and
@, are weakly congruent, that is, there exist an isometry G
of (X, g) such that ®; o G and @, are congruent.

Theorem 6.3[p.121] and Corollary 6.3[p.135] classifies the cons-
tant mean curvature immersions that are weakly congruent in
S2 x R and H? x R which satisfies the additional condition of
having the same extrinsic sectional curvature. This pairs of
surfaces produce non trivial parallel mean curvature sur-
faces of $? x S? and H? x H? characterized by having va-
nishing normal extrinsic curvature. In this classification a
3-parametric family of new examples appears that are des-
cribed in Propositions 5.3[p.104], 6.1[p.133] and 6.2[p.140] and
examples 6.1[p.137), 6.2[p.137] and 6.3[p.138].

The previous results produced a change in our research line
inducing us to study constant mean curvature surfaces, not
only in $? x R and H? x IR, but also in any homogeneous
Riemannian space with isometry group of dimension 4.

The first interested problem that we inquired into was to
find examples of constant mean curvature surfaces in the
Berger spheres and in the special linear group, that were
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the ambient space not treated in the literature. Chapter 3 is
devoted to that. Section 3.2[p.37] describes explicitly all the
flat constant mean curvature tori in the Berger spheres and in the
special linear group.

Section 3.3[p41] is devoted to the construction of rotationally
constant mean curvature surfaces in the Berger spheres and the
special linear group (cf. Theorems 3.1[p48] and 3.2[p.62]). We
give an explicit description of the constant mean curvature
sphere (cf. Corollaries 3.1[p.58] and 3.2[p.68]) and we obtain
the area of them (cf. Proposition 3.5[p.71]). As a consequence
we show that, in some Berger spheres and for some ho-
mogeneous metrics in the special linear group, there exist
constant mean curvatures spheres with self-intersections.
Besides, in some Berger spheres, there exist examples of
minimal tori (that is, zero mean curvature), different from
the Clifford tori, without self-intersections. This shows the
different behaviour of the Berger spheres and the usual sp-
here, where all the minimal tori, except the Clifford one,
have self-intersections (cf. Kilian and Schmidt [KSog]).

The great spheres and the Clifford tori (properly immersed
in §3) are examples of minimal surfaces not only in the
usual sphere, but also minimal in any Berger sphere. Sec-
tion 3.4[p.72| characterizes those minimal surfaces of S3 that are
also minimal in any Berger sphere. The family obtained is not
trivial and produces new examples of minimal surfaces in
the Berger spheres (cf. Theorem 3.3[p.74)).

Another problem that we treated was the classification of
the stable constant mean curvature surfaces and the iso-
perimetric problem. The first stability results for constant
mean curvature surfaces are due to Barbosa, Do Carmo and
Eschenburg [BdC84, BACE88] where they showed that the
stable constant mean curvature surfaces of the Euclidean
space, the sphere and the hyperbolic space are the geodesic
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spheres (in fact, the prove this result for hypersurfaces in
any dimension). Later, Ritoré and Ros [RR92] considered
the same problem in 3-manifolds with constant sectional
curvature showing that stable constant mean curvature tori
are necessary flat and classifying the orientable compact sta-
ble constant mean curvature surfaces in those spaces. This
classification allows them to solve the isoperimetric problem
in the real projective space. In addition, Ros [Rosoy] looked
upon stability of constant mean curvature surfaces in IR3/T,
where I’ C R3 is a discrete subgroup of translations of ran-
ge k, showing that the genus of a compact stable constant
mean curvature surface must be less or equal to k. Finally,
Ros [Roso6] improved many previous results proving that
the genus of any stable compact constant mean curvature
surface in any oriented 3-manifold with non-negative Ricci
curvature is always less or equal to 3.

Souam [Souo8] studied stability of compact constant mean
curvature surfaces of $? x R and H? x R. In the case of
S2 x R he classified the compact stable constant mean cur-
vature surfaces, proving that they are certain constant mean
curvature spheres.

Chapters 7 and 8 deal with stability of compact constant
mean curvature surfaces of the Berger spheres, the special
linear group and the Heisenberg group. In any stability pro-
blem is very important to get suitable test functions to use
in the quadratic form of the second variation of the area
besides any kind of control of the integral of the square
of the mean curvature. Sometimes these functions are the
restriction to the surfaces of functions of the ambient space.
Hence, it is very interested to immerse our ambient mani-
folds as hypersurfaces of 4-manifolds with good geometric
properties.
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In chapter 2 we show that the Berger spheres are the geodesic
spheres of the complex projective plane and the complex hyperbolic
plane, the special linear group with its 2-parametric family of ho-
mogeneous metrics are the tubes over a complex hyperplanes of the
complex hyperbolic plane and the Heisenberg group is the horosp-
here of the complex hyperbolic plane (cf. Propositions 2.2[p.22],

2.3[p-26] y 2.4[p.29)).

Those hypersurfaces of the complex projective and hyperbo-
lic plane are called pseudo-umbilical because the behaviour
of its second fundamental form is the best possible (in these
spaces there are not umbilical hypersurfaces). As we will
point out lately, this embeddings of the homogeneous Rie-
mannian spaces cited above will be fundamental in order to
obtain the stability results of chapter 8.

Chapter 7 deal with the study of the most regular compact
stable constant mean curvature surfaces. More precisely,
Theorem 7.1[p.152) shows that any constant mean curvature
sphere of the special linear group and the Heisenberg group is
stable, while there exist Berger spheres where some constant mean
curvature spheres are unstable. This must not be surprising
because Souam [Souo8] proved a similar property with the
constant mean curvature spheres in $% x R.

The proof of these results is possible because we show that
the quadratic form of the second variation of the area of any cons-
tant mean curvature sphere in any homogeneous Riemannian space
with isometry group of dimension 6 or 4 is always the same. In
particular, the index and the nullity of these quadratic forms
is always 1 and 3 respectively (cf. Proposition 7.17p.150]).

Propositions 7.2[p.157] and 7.3[p.160] study the stability of the
flat constant mean curvature tori of the Berger spheres and
the special linear group constructed in Propositions 3.2[p.39]
and 3.3[p.40). In this case the Jacobi operator associated to
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the second variation is a Schrédinger operator with constant
potential function. Hence, the study of the stability is equi-
valent to the exercise of computing the first eigenvalue of
the Laplacian of these flat tori. We establish that there exist
Berger spheres where some flat constant mean curvature tori are
stable. This states again the differences between the standard
sphere and the Berger spheres. In the special linear group
case we prove that, with respect to any of its homogeneous
metrics, there exist stable flat constant mean curvature tori.

Chapter 8 analyses the stable compact constant mean curva-
ture surfaces of the Berger spheres, the special linear group
and the Heisenberg group. We use as test function a me-
romorphic function, providing by the Brill-Noether theory,
whose degree is controlled by the genus of the surface. This
idea has been used in many other situations and it would
say nothing in our case if we did not have a control of the
integral of the square of the mean curvature. This control is
provided by considering our surfaces immersed in the com-
plex projective and hyperbolic plane and a previous result
by Montiel and Urbano [MUoz, Theorem 4] that bound the
Willmore functional of these surfaces. All these tools and
manipulations of the second fundamental form allow us to
prove the following result (cf. Theorem 8.1p.162]),

1. In some Berger spheres, every compact stable
constant mean curvature surface must be a sp-
here or a torus without self-intersections.

2. In the Heisenberg group and the special linear
group, there exists a constant o (that depends
on the curvature of the ambient space), such that
every compact stable constant mean curvature
H surface with H? > o« must be a sphere or a
torus without self-intersections.
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The second approach to the stability problem has been used
very recently by Ros [Roso6, Rosoy]. The idea is the cons-
truction of the test functions using harmonic vector fields
over the surface (that always exists if the genus is greater
than zero), and consider those test functions as a vectorial
function in the Euclidean space. In order to apply this te-
chnique we have to immerse our ambient space in some
Euclidean space. Proposition 8.1[p.171| gives the following
general stability criterion

Let ¥ a compact oriented surface of genus greater or
equal to one with constant mean curvature H immer-
sed in a 3-manifold M and X a harmonic vector field
over L. Suppose that M admits an isometric immer-
sion in the Euclidean space R™. If L is stable on M
then

2
[ arzapixtar<| 3 iofes e x? da
z z

=1

where p is the scalar curvature of M, & is the se-
cond fundamental form of M in R™ and {e1, ez} isa
orthonormal reference over L.

Using this criterion in the particular case that M is the Eucli-
dean space or the standard sphere (as a umbilical hypersur-
face of R*) we get a new proof of the Barbosa, Do Carmo
and Eschenburg’s result mentioned previously. Moreover,
using this criterion for M = 2 x R as a pseudo-umbilical
hypersurface of R* we get a new proof of Souam’s result.

We showed that certain Berger spheres are embedded in the
complex projective plane. In addition, the complex projecti-
ve plane admits an isometric embedding in the Euclidean
space R® (known as the first standard embedding) with a
good behaviour with respect to its second fundamental form
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(see [Ros84] for a detailed study of the geometric properties
of that embedding). This allows us, with the help of the pre-
vious criterion, to get an optimal stability result for certain
Berger spheres (see Theorem 8.2[p.173| for more details)

We classify, in certain family of Berger spheres, the
compact stable constant mean curvature surfaces sho-
wing that they must be spheres, except in a particular
Berger sphere where, besides the spheres, the Clifford
torus is also stable.

It is important to remark that the above family of Berger
spheres is a subfamily of the referred one in the first item of
the stability result given in page xxxi.

This stability result allows to solve the isoperimetric problem
in that family of Berger sphere, showing that the solutions
are the rotationally constant mean curvature spheres.

Finally we also treat in this monograph another classical
problem in Differential Geometry: the study of the constant
Gaussian surfaces. The classical theorems of Liebmann [Lieoo],
Hilbert [Hilo1] and Hartman-Nirenberg [HN59] classify the
complete constant Gaussian curvature surfaces of R3. This
classification is well know in the sphere and the hyperbo-
lic space (see, for example, Spivak [Spi79]). Very recently,
Aledo, Espinar and Gélvez [AEGoya, AEGoyb] classified the
complete constant Gaussian curvature in $ x R and H? x R
for every value of the Gauss curvature except several special
values where the classification is still open.

The contribution that we made in this monograph to this
problem is small and it basically consists in the study of the
compact constant Gaussian curvature surfaces in homogeneo-
us Riemannian spaces with isometry group of dimension
four. Firstly, we obtain and integral formula (4.1)[p.80] that
involves the Gaussian curvature of the compact surface and

xxxiit
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that it is valid even in the constant sectional curvature spa-
ces. However, in the space forms the formula is irrelevant,
while in the homogeneous spaces with isometry group of
dimension four it allows to classify the compact flat surfaces
(cf. Teorema 4.1[p.82]). More precisely,

1. The flat compact surfaces of the Berger spheres
are the Hopf tori, i.e., the preimage in S of clo-
sed curves in the 2-sphere by the Hopf fibration
m:S3 — 82,

2. The flat compact surfaces of the special linear
group (with its 2-parametric family of homoge-
neous metrics) are the Hopf tori, i.e., the preima-
ge in Sl (R) of closed curves in the hiperbolic
plane by the Hopf fibration TT : Sl,(R) — H?2.

3. There are no compact flat surfaces in the Heisen-
berg group.

This result states one more time the differences between the
Berger spheres and standard sphere, where there exist flat
compact surfaces that they are not Hopf tori (cf. [Weig1]).

Finally, using arguments of topological nature, in Theo-
rem 4.3(p.84] and Corollary 4.2[p.87] we study the behaviour
of the Gauss curvature of this class of surfaces proving
non-existence results for compact surfaces with constant
Gaussian curvature in these homogeneous Riemannian spa-
ces.
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PRODUCTO DE SUPERFICIES

Nunca te fies de las cosas
que no veas demostradas.

1.1 DEFINICIONES Y NOTACION BASICA

M? (k) representara una superficie orientable simplemente
conexa de curvatura de Gauss constante k. Denotaremos
por (, ) ala métrica y V a la conexién de Levi-Civita. De
esta manera M?(1) = S es la esfera unidad con su métrica
estandar de curvatura 1, M?(0) = R? es el plano euclideo
y M?(—1) = H? es el plano hiperbélico con su métrica
estidndar de curvatura —1.

Podemos considerar a M?(k), k # 0 embebida isométrica-
mente en el espacio euclideo R? o en el espacio de Lorentz—
Minkowski R3 (espacio euclideo dotado de la métrica (v, w) =
VIW] +vawy —v3w3), seglin sea el signo de k, de la forma

1
M? (k) = {(x,y,z) cR3: xz—l—yz—i-zz = K}, K >0

1
M? (k) = {(x,y,z) eR3: xz—l—yz—zz = K}, K<0

Por ser M2 (k) una superficie orientable, sobre ella podemos
definir una estructura compleja, que vamos a denotar por J, de
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la siguiente forma: dada {e7, ez} C T, M? (k) base ortonormal
orientada positiva se define

J(e1) = ez, J(e2) = —eq

Geométricamente ] representa el giro de dngulo recto en
el sentido que indica la orientacién. Las propiedades més
destacables de | son:

o J: T, M? (k) — Tp M? (k) es una isometria,

° ]2 = —1d,

o Como consecuencia de lo anterior (Ju,v) = — (u, Jv)

¢ J define un tensor de tipo (1,1) paralelo, esto es, V] =
0.

La 2-forma de Kihler de M?(x), i.e., w(u,v) = (Ju,v), coincide
con la forma de volumen de la superficie.

Vamos a considerar la variedad riemanniana M?(e) x M2 (e),
con € = %1, con la métrica producto (que seguiremos deno-
tando por (, )) y la conexién de Levi—Civita asociada a dicha
métrica que denotaremos por V. Sobre MZ2(e) x M2 (¢€) fi-
jamos la orientacion dada por la 4-forma mjw A 75w, siendo
T M2(e) x M%(e) — MZ2(€),j = 1,2, las proyecciones
sobre cada uno de los factores.

Conviene recordar que T(p,q)Mz( €) x MZ%(e) se identifica
con T, M2 (€) x Tq M?2(e) de la forma

W (d(711) (p,q) (W), d(72) () (W)

Esta identificacién nos permite definir un tensor P de ti-
po (1,1) sobre M?(e) x M?(e) llamado estructura producto,
mediante

P(u,v) = (u,—v), paratodo (u,v) € T(p,q)Mz(e) x M?(€)

Conviene observar que
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e P2 =1d,
e P es una isometria de T(p,q)Mz(e) x M2 (€) para cada
(p,q) € M?(e) x M?(e),

Como consecuencia de lo anterior (Pu,v) = (u, Pv)

P es paralelo, esto es, VP =0
Sobre dicha variedad vamos a considerar dos estructuras
complejas diferentes, J; y J,, definidas por

]] (ulv) = (]LL, IV)I ]Z(ulv) = (]LL,—]\)) (1'1)

para cualesquiera (u,v) € T(p/q)Mz(e) x M?(e). Las 2-formas
de Kédhler asociadas a cada una de estas estructuras comple-
jas vienen dadas por:

w1 =mw+mw, Wy =MW —THWw
Es facil ver que
wi Awy; =—wa2 Awy =2(MwAm;w)

luego, considerando como orientacién asociada a J; la 4-
forma w; A wj, se tiene que J; y J, definen orientaciones
opuestas y la orientacién asociada a J; coincide con la orien-
tacion escogida.

La estructura producto P conmuta con dichas estructuras
complejas y ademds permite relacionarlas mediante la igual-
dad

o=Pli=hP J1=PlL=0LP P==-Ll,=-]h

Finalmente no es dificil comprobar que J; y J, son paralelas,
esto es, V]j = 0 para j = 1,2. De esta manera obtenemos
que:

5
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(Mz(e) x M?(e), (, >,]]—) es una variedad de Kahler,
paraj=1,2

Ademads es claro que si Id : MZ(e) — MZ2(€) es la apli-
cacién identidad y F : MZ(e) — M?2(e) es una isometria
anti-holomorfa, entonces

(Id, F) : M?(e) x M?(e) — M?(e) x M?(¢)

es una isometria holomorfa de (M?(e) x M?(e), (, ),];) so-
bre (M?(e) x M?(e),{,),],), es decir, ambas estructuras
complejas son equivalentes.

Observacién 1.1. Consideraremos, cuando sea necesario, M?(€) x
M?(e) embebida isométricamente en IR? x R = IR® o bien
R3 xR = R§ si e =1 0 e = —1 respectivamente. La mé-
trica de dichos espacios R® y R} asf como la de R® y R§

la denotaremos igualmente por (, ). Ademads, los campos
X, X : M2(e) x M%(e) — R® dados por

X(p,q) = \1@“"‘”' X(p,q) = é(p,—q)

forman una referencia global ortonormal del fibrado normal
de dichos embebimientos.

1.2 CURVATURAS E ISOMETRIAS

Denotemos por R el tensor de curvatura, S el tensor de
Ricci y p la curvatura escalar de MZ2(e) x M?(e). Asi, para
cualesquiera X,Y, Z y W campos diferenciables en M?(e) x
M? (e) es facil comprobar que
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RIX,Y;Z,W) = %[(x, WY (Y, Z) — (X, Z) (Y, W) +

(X, PW) (Y, PZ) — (X, PZ) (Y, PW>}

De esta manera S(X,Y) = e (X,Y) luego M?(e) x M?(e) es
una variedad Einstein y la curvatura escalar es constante
D =4e.

Por otro lado, el grupo de isometrias de M?(e) esIso(M?(e)) =
O(3) (respectivamente O'(3)sie =1 (respectivamente
e=—1).Asi,siFj € Iso(M?(€)),j = 1,2, entonces (Fy,F>) :
MZ(e) x M2(e) — MZ(e) x M?(e) definida por (p,q) —
(F1(p),F2(q)) es una isometria de M?(e) x M?(e). También
es claro que S : MZ(e) x M2(e) — M?2(e) x M?(e) dada
por S(p,q) = (q,p) es una isometria de M?(e) x M?(e).
Finalmente, es facil comprobar que

Iso(Mz(e) X Mz(e)) = {(F1,F2),SO (Fy,F2):

F; € Iso(M2(e)), j = 1,2}

Es interesante notar que las isometrias de MZ(e) x M2 (¢€)
tienen un buen comportamiento respecto a las estructuras
complejas J;, j = 1,2, en el sentido de que cualquier iso-
metria de M?(e) x M?(€) es o holomorfa o antiholomorfa
respecto a J1 o a J. Para ello basta comprobar que:

e (Fy,F2) es holomorfa (resp. antiholomorfa) respecto a
J; si ambas Fj, j = 1,2, son holomorfas (resp. antiholo-
morfas).

e (Fy,F2) es holomorfa (resp. antiholomorfa) respecto
de J, si Fy es holomorfa y F, antiholomorfa (resp. Fy
antiholomorfa y F, holomorfa).
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¢ S es holomorfa respecto de J; pero antiholomorfa res-
pecto de J5.

1.3 SUBVARIEDADES

Como se pondréd de manifiesto en el Capitulo 5/p.91| conocer
las hipersuperficies totalmente umbilicales de curvatura
media constante de M2 (e) x M2 (¢€) serd imprescindible para
construir los primeros ejemplos sencillos de superficies con
curvatura media paralela. El siguiente resultado clasifica
dicho tipo de hipersuperficies.

Proposicién 1.1. Sea ¥ : N — M?(e) x M?(e) una hiper-
superficie totalmente umbilical con curvatura media constante.
Entonces ¥ es totalmente geodésica y es localmente congruente a

la inmersién totalmente geodésica:

e=1 €=—1
S? xR — 8% x G2 H? x R — H? x H?
(p,t) = (p, (cost,sint,0)) (p,t) = (p, (0,sinht, cosht)).

Demostracion. Sea n un vector normal unitario de N en

MZ(e) x M2(e), 6 1a segunda forma fundamental de ¥ y H
la curvatura media. Puesto que ¥ es totalmente umbilical

6(v,w) =H (v,w)n, para cualesquierav,w € TN.
Al ser H constante obtenemos
(V6)(x,v,w) =0, para cualesquiera x,v,w € TN.

Por tanto la ecuacién de Codazzi de ¥ nos asegura, al ser
Vo =0, que

R(x,v,w,n) =0, para cualesquiera x,v,w € TN.
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Seap € Nymnp, = (a,b). Puesto que la diferencial en p de
cualquier componente de ¥ tiene rango menor o igual que
2, existe en p una referencia ortonormal de la forma {e; =
(e} ,0), ez, e3}. Entonces, la ecuacién anterior se transforma
en

0O=e(e),a), j=123

Veamos que dicha ecuacién implica que alguna de las dos
componentes de 1, = (a,b) ha de ser necesariamente nula.
Si a # 0 entonces {q, e}} es una referencia ortonormal de
Ty, (pyM?(€) y la tltima expresion dice que e]] = 0 para
j=2,3ie, ¢ = (0,e2),j =23 Asi 0 = (n,ej) = <b, e].2>,
j = 2,3, lo cual implica que b = 0. De esta manera en
cualquier punto una de las dos componentes de 1 se anula y,
por tanto, localmente y salvo isometrias de MZ2(e) x M2(e),
podemos suponer que 11 = (0,13).

SiV = (¥;,¥,), entonces {¥,¥ = (¥;,—¥,)} son una refe-
rencia ortogonal del fibrado normal de MZ(e) x M?(€) en
R® 0 RS. Asi para cualquier v € TN, teniendo en cuenta que
(¥, (v),n) = —(v,n) =0, obtenemos

N A

Dyn =—Ayv =—Hv.

donde D representa la conexién de Levi-Civita de R® o
IRS. Asi la aplicaciéon 1+ HY : N — R® es constante A =
(A1,Az) € R? xR3 = RS, y por tanto AY, = A4 y N2 +
AY, = A,. Puesto que N es una 3-variedad y ¥ una in-
mersioén, ¥; no puede ser constante luego A = 0 lo cual
implica que ¥ es totalmente geodésica. La segunda ecuacién
afirma que n2 = A, con lo cual (W3, A;) = (¥,n) = 0 con
|A2| = m2| = 1. Esto prueba que ¥, (N) es una geodésica de
S2 0 H? lo que finaliza la prueba. [

9






EsPACIOS HOMOGENEOS RIEMANNIANOS
DE DIMENSION TRES

Para hacer una cuenta
1o es necesario repetirla varias veces
sino hacerla una séla vez, pero bien.

21 INTRODUCCION

Una variedad riemanniana se dice homogénea si el grupo
de isometrias actta transitivamente sobre ella, esto es, para
cada par de puntos existe una isometria que mueve uno en
el otro. El espacio euclideo R3, la 3-esfera S y el espacio
hiperbélico H3 son ejemplos bien conocidos de este tipo de
variedades. Ahora bien, estos son los ejemplos mas regulares
posibles pues, ademds de homogeneidad, poseen isotropia:
las isometrias transforman una referencia ortonormal en el
espacio tangente a un punto en cualquier otra referencia
ortonormal en dicho punto. Ademas, entre las variedades
simplemente conexas, son las tnicas que verifican estas
dos propiedades puesto que la isotropia implica que la
curvatura seccional en un punto es igual para cualquier
plano y la homogeneidad, que ésta no depende del punto,
esto es, la variedad posee curvatura seccional constante. Al
eliminar la isotropia permitimos de alguna manera que halla
direcciones distinguidas.

L
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Los espacios homogéneos de dimension tres simplemente
conexos estan clasificados y, salvo algunos ejemplos excep-
cionales, son grupos de Lie con métricas invariantes a iz-
quierda. La clasificaciéon ha sido una labor de varios autores,
entre los que hay que destacar el trabajo de Milnor [Mil76]
sobre métricas invariante a izquierda sobre grupos de Lie. La
descripcién explicita puede encontrarse en [Patg6] y puede
resumirse asi.

Teorema ([Patg6, Corolario 2.3]). Un espacio homogéneo rie-
manniano de dimension 3 simplemente conexo es isométrico a uno
de los siguientes:

1.

El producto riemanniano de una 2-esfera y de la recta eucli-
dea.

. El producto riemanniano de un plano hiperbdlico real y la

recta euclidea.

Un grupo de Lie no unimodular con una familia 2-paramétrica
de métricas invariantes a izquierda.

SU(2) con una familia 3-paramétrica de métricas invarian-
tes a izquierda.

§12(R), el recubridor universal de Sl (IR), con una familia
2-paramétrica de métricas invariantes a izquierda.

Nils, el grupo de Heisenberg con una familia 1-paramétrica
de métricas invariantes a izquierda.

Sols, el recubridor universal del grupo de transformaciones
del plano de Minkowski que preservan la orientacién tempo-
ral, con una familia 2-paramétrica de métricas invariantes a
izquierda.

E(2), el recubridor universal del grupo de isometrias del
plano euclideo, con una familia 2-paramétrica de métricas
invariantes a izquierda.

Observacién 2.1.
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e Salvo SU(2) y 52 x R, todos los demés espacios son
difeomorfos a R3.

« El espacio euclideo R? es un ejemplo excepcional de
8, mientras que el espacio hiperbélico H? es un caso
limite de 3.

e Los ejemplos 1 y 2 son los tinicos que no son grupos
de Lie y sus grupos de isometrias tienen dimensién 4.

» Los grupos de Lie no unimodulares simplemente co-
nexos de dimensién tres estdn parametrizados por
R, cada uno de ellos tiene una familia 2-paramétrica
de métricas invariante a izquierda y sus grupos de
isometrias son de dimensién 3.

o Las métricas sobre SU(2) incluyen la familia 1-paramé-
trica de métricas estdndar cuyos grupos de isometrias
son de dimensién 6, la familia 2-paramétrica de mé-
tricas de Berger, cuyos grupos de isometrias son de
dimensioén 4. El resto tienen grupo de isometrias de
dimensioén 3.

o Las métricas sobre SI,(R) incluyen una familia 2-pa-
ramétrica de métricas con grupo de isometrias de di-
mension 4 y el resto tienen grupo de isometrias de
dimensién 3.

o Las métricas de Nil3 son homotéticas y con grupo de
isometrias de dimensién 4.

 Todas la métricas en Solz y E(2) tienen grupo de iso-
metrias de dimensién 3.

Los espacios homogéneos riemannianos aparecen también
en la clasificacion de modelos de geometrias hecha por Wi-
lliam P. Thurston (cf. [Thugy, Teorema 3.8.4]). En dicha cla-
sificacién aparecen los espacios simplemente conexos de
curvatura seccional constante R3, $3 y H? cuyo grupo de

13
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isometrfas es de dimensi6n 6; los espacios producto $* x R y
H? x R cuyo grupo de isometrias es de dimensién 4; el gru-
po de Heisenberg Nils y el recubridor universal del grupo
Sl (R) cuyo grupo de isometrias es de dimensién 4 también
y finalmente el grupo Sol3 cuyo grupo de isometrias es de
dimensién 3.

Los espacios homogéneos anteriores cuyo grupo de isome-
trias tiene dimension 4 tienen la propiedad de que admiten
una submersién riemanniana sobre M? (k) con fibra total-
mente geodésica y con curvatura del fibrado T € R. Ademads
estos ntiimeros clasifican al espacio homogéneo en el sentido
que se indica en la Tabla 1.

k>0 | k=0 k<0

T=0|S%2xR| — |HZxR
T#£0| S Nil; | SL(R)

Tabla 1: Espacios homogéneos riemannianos de dimensién 3 sim-
plemente conexos con grupo de isometrias de dimensién
4

La clasificacion de los espacios homogéneos riemannianos
de dimensién 3 no simplemente conexos es un problema
complejo, pues aunque son cocientes de los simplemen-
te conexos, no todo subgrupo del grupo de isometrias de
un espacio homogéneo que acttie de forma propia y dis-
continua sobre él produce un espacio homogéneo, y atin
produciéndolo la dimensién del grupo de isometrias puede
disminuir.

No obstante, de entre los cocientes de los ejemplos de la
Tabla 1 hay algunos espacios homogéneos interesantes pues
siguen teniendo grupo de isometrias de dimensién 4 y como
la submersién anterior se factoriza a través de ellos, admi-
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ten también una submersién riemanniana sobre M2 (k) con
curvatura del fibrado T. Estos son 82 x 8!, H2 x !, el espa-
cio proyectivo real RP3 = Sf, /Z; , 0 més generalmente los
espacios lente S%/Zn, n > 3, SI>(R) o més generalmente
SL(R)/Zw, 1> 2.

Definicién 2.1. E(k, T) representard un espacio homogéneo
riemanniano simplemente conexo de dimensién 4 con grupo
de isometrias de dimensién 4 con curvatura de la base «
y curvatura de la fibra T o bien uno de los cocientes que
hemos considerado en el parrafo anterior.

Como se ha puesto de manifiesto anteriormente existe una
fibracién 1T : E(k,T) — M?(k) cuyas fibras son geodésicas.
Denotaremos por & al campo de Killing unitario y vertical
a dicha fibracién. Puesto que E(k, T) es orientable podemos
definir un producto vectorial /\, de manera que si {e1, ez}
son dos vectores unitarios y ortogonales en el tangente a
un punto entonces {e, ez, e1 /A e2} es una base ortonormal
orientada. Si V denota la conexién de Levi-Civita sobre
E(k, T), las propiedades de & implican (cf. [Danoy])

VvE=1(VAE),

siendo V cualquier campo diferenciable sobre M. Ademads,
teniendo en cuenta la informacién que se tiene sobre la fibra-
cioén es facil obtener las curvaturas de cualquier E(k, T).

Proposicion 2.1 ([Danoy]). Para cualesquiera campos X, Y, Z y
W tangentes a E(k, ) el tensor de curvatura de Riemann R de
E(k, T) viene dado por:

(R(X,Y)Z,W) = (k= 3t2){(Y, Z) (X, W) — (X, Z) (Y, W) } +
+ (k=41 {(X, E) (Z, &) (Y, W) — (Y, £) (Z,&) (X, W) +
<X/ Z> <Y/ E’> <£'/ W> - <Y, Z) <X/ E,> <E,, W>}

15
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La curvatura seccional de cualquier plano T1 con normal N viene
dada por:

K(M) = (N, &) (k= 3t%) + (1= (N, §))7%,
la curvatura de Ricci sobre un campo unitario X como

Ric(X) = k — 2712 + (X, £)% (47% — k) (2.1)
y la curvatura escalar por p = 2(k — ).
A continuacién vamos a describir en detalle modelos para
las esferas de Berger S3, el grupo especial lineal SI;(R) y
el grupo de Heisenberg Nils. En todos casos obtendremos
embebimientos isométricos de dichas 3-variedades en los
espacios proyectivo e hiperbélico complejo como hipersu-
perficie pseudo-umbilicales.

En primer lugar, y para fijar la notacién, vamos a definir bre-
vemente los espacios proyectivo e hiperbélico complejo.

2.2 ESPACIOS PROYECTIVO E HIPERBOLICO
COMPLE]JOS

Espacio proyectivo complejo

Consideramos en C3 el producto hermitico
(z, W) = z2oWo + Z1W7 + 22W,

cuyo producto escalar asociado es (z,w) = Re(z,w) y la
estructura compleja Jz = iz. Dado ¢ > 0 sea $°(2/,/c) C C3
la esfera de radio 2/+/c. Sobre ella actta el grupo S' de la
forma e'9(zg,z1,22) = (1920, €921, e192,).



2.2 ESPACIOS PROYECTIVO E HIPERBOLICO COMPLEJOS |

Definimos el espacio proyectivo complejo como el cociente
S5/ST dotado de la métrica cociente de Fubini-Study. Llama-
remos IT: $° — CIP? la proyeccién al cociente y denotaremos
por [zo,21,22] = (e'9(20,21,22) : @ € R} ala clase de equiva-
lencia de un punto (zo,z1,22) € S°. Es facil comprobar que
ker dIT, = {iAz: A € R}. Asi el espacio tangente a CPP? en
un punto [z] se identifica con

(C]PZ,I), donde ] es la estructura compleja inducida en
el cociente, i.e., Jv = iv, es una variedad de Kihler con
curvatura seccional holomorfa constante ¢, con lo cual su
tensor de curvatura viene dado por

RIX,Y,Z, W) = §{<x, WY (Y, Z) — (X, Z) (Y, W) +
(X, TW) (Y, 12) = (X,]Z) (Y, TW) = 2 (X, ]Y) (Z,]W) }

La curvatura seccional de un plano P C T, CP? gene-
rado por dos vectores ortonormales {e7,e;} viene dada

por K(P) = Z(1 +3<e1,lez>2) y el tensor de Ricci S =
s+1 ().

Espacio hiperbélico complejo

Consideramos en C3 el producto hermitico
(z, W) = —zoWo +z1W1 +22W;

cuyo producto escalar asociado es (z, w) = Re((z, w)).

17
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Dado ¢ < 0 sea

H3 <\/2_7> = {ze C3: (z2) = i}

Sobre dicha hipersuperﬁcie actua el grupo S' de la forma
e*(z0,21,22) = (€'%20,€%21,¢'%2,).

Definimos el espacio hiperbélico complejo como el cociente
H3/S! dotado de la métrica cociente que es definida positiva.
Llamaremos T : 8> — CH? la proyeccién al cociente y
denotaremos por [z, z1,22] = (e'9(20,21,22) : € Rlala
clase de equivalencia de un punto (zo,z1,22) € H?. Es facil
comprobar que ker dIT, = {iAz : A € R}. Asi el espacio
tangente a CH? en un punto [z] se identifica con

T[d(IZ]I—I2 =veC3: (v,z) = (v,iz) =0} =
=fveC3: (v,z)=0

(CH?, J), donde | es la estructura compleja inducida, i.e.,
Jv = 1v, es una variedad de Kéahler con curvatura seccional
holomorfa constante ¢, con lo cual su tensor de curvatura
viene dado por

RIX,Y,Z, W) = %{<x, WY (Y, Z) — (X, Z) (Y, W) +

O IW) (Y, 1Z) = (X,1Z) (Y, W) = 2 (X, TY) (Z, W) }.

La curvatura seccional de un plano P C T, ;CH? gene-
rado por dos vectores ortonormales {e,e;} viene dada
por K(P) = £(1 —|—3<e1,]e2>2) y el tensor de Ricci S =
Sm+1)(,).

A H?U ) se le conoce como espacio anti-De Sitter. Se trata de una variedad
lorentziana de curvatura constante —1
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En general denotaremos por CMZ(C), ¢ # 0, al plano pro-
yectivo complejo CIP?(c) de curvatura seccional holomorfa
constante c si ¢ > 0 y al plano hiperbélico complejo CH?(c)
de curvatura seccional holomorfa constante c si ¢ < 0, i.e.

c 4
CM?(c) = {[Zo,ZhZz] 1z €C, H|Zo|2 + 211 + 22l = c}'

Superficies pseudo-umbilicales

Es bien conocido que los espacios proyectivo e hiperbélico
complejo no poseen hipersuperficies umbilicales (ver, por
ejemplo, [TT63]). Es natural preguntarse entonces por aque-
llas hipersuperficies cuya segunda forma fundamental tenga
el comportamiento mas parecido al de las hipersuperficies
umbilicales: estds son las llamadas pseudo-umbilicales

En general una hipersuperficie de CM?(c) se llama pseudo-
umbilical si el operador de Weingarten asociado a un campo
normal y unitario 1 a la hipersuperficie tiene dos curva-
turas principales constantes A y pu de multiplicidades 2 y
1 respectivamente y Jn es un vector propio asociado a y,
siendo J la estructura compleja de CM?(c). Takagi [Takys5],
cuando el ambiente es CIP™, y Montiel [Mon85], cuando el
ambiente es CIH", clasificaron las hipersuperficies umbilica-
les obteniendo el siguiente resultado, que enunciamos para
n=2

Teorema ([Mon85, Taky5]). Las esferas geodésicas en CIP?(c),
las esferas geodésicas, las horoesferas y los tubos sobre hiperpla-
nos complejos en CH? (c) son las tinicas hipersuperficies pseudo-
umbilicales de Cle(c). Ademds, en todos los casos, Jn es un
campo de Killing unitario sobre la hipersuperficie, siendo n un
vector normal unitario y J la estructura compleja de CIM?(c).
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Conviene destacar que, al igual que ocurre en el espacio
hiperbélico, todas las horoesferas de CH?(c) son congruen-
tes.

2.3 LAS ESFERAS DE BERGER

Las esferas de Berger se obtienen deformando la métrica
usual de la 3-esfera de manera que la fibracién de Hopf siga
siendo una submersién riemanniana sobre la 2-esfera pero
modificando la longitud de la fibra.

Sea C? = {(z,w) : z,w € C} el plano complejo con su
producto escalar usual y consideramos 83 ={(z,w) € C%:
|z|2 + \wl2 = 1} la esfera unidad. Como sabemos existe una
base global de campos sobre S que viene dada, en cada
punto (z,w) € S3, por

V = (iz,iw), E;=(-—W,z), E;=(-iw,iz).

Sean k, T > 0, definimos sobre la esfera la siguiente métrica:

a(X,Y) = % [(X,Y> + (4';2 _ 1> X, V) <Y,V)] . (22)

donde X,Y € TS3.

Observacion 2.2.

1. Con esta definicion:

4 .
g(EllE)) :Eéij/ 11121/2/

1672
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2. Si k = 47?% la métrica g coincide con las métricas es-
tdndar de la esfera. Puesto que estamos considerando
espacios homogéneos riemannianos con grupo de iso-
metrias de dimensién 4 vamos a considerar en adelante
K # 412,

3. Aunque la familia de métricas de Berger es dos para-
métrica, salvo homotecias es posible considerar tinica-
mente un parametro.

(S3, g) es un espacio homogéneo riemanniano cuyo grupo de
isometrias es el grupo unitario U(2) (siempre que 412 # k).
Denotaremos por S%(K, T) 0 simplemente S% a(S39) y la
llamaremos esfera de Berger.

La aplicacion 1T : (S$3,9) — S?(k) (esfera de radio 1/y/k)
dada por

2 1
Mz w) = 7 <zw,2(|z|2 - w|2)>
es una submersion riemanniana llamada fibracion de Hopf .
Las fibras son circulos totalmente geodésicos y el campo
vertical de la fibracion es V, con lo cual el campo de Killing
vertical unitario viene dado por & = (k/4T)V.

Si V denota la conexién de Levi-Civita asociada a la métrica
g tenemos que:

472

21

Ve, E1 =0, Ve,E1 =V, VvE = <.< —z> E,

— — — 412
Ve B =-V,  Vg,E =0, VvEs=— (=2
_ 412 _ 412 _

Ve,V = %Ez, VEZV:—%EL VvV =0

(2.3)

)
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Gracias a que tenemos expresada la métrica g en términos de
la métrica usual de la esfera podemos relacionar las conexién
de ambas variedades riemannianas facilmente obteniendo,
para cualesquiera campos diferenciables X e Y sobre S3,

2
VY = VY + (“T - 1) 0, VY OX)T (%, V) ()T, (2.4)

donde V es la conexién asociada a la métrica g, V es la
conexiéon asociada a la métrica estdindar de S3 de curva-
tura constante 1, ] es la estructura compleja de C? y OF
representa la parte tangente a S3.

La esfera de Berger como esfera geodésica

En esta seccién vamos a ver un modelo para las esferas de
Berger como hipersuperficies de los espacios proyectivo e
hiperbélico complejo.

Proposicién 2.2. Sea F: S%(K, 1) — CM?(k —472) Ia aplica-
cion dada por

Flz,w) = = [h ,z,w] |

VK | V=42

Entonces F es un embebimiento isométrico de la esfera de Berger
S3 en CM?(k —41%) y

F(S3) = 4 [z0,21,22] € CM~(k —417) : |20|" = ———-
K |k — 472

es la esfera geodésica de CM? (k —472) de centro [2/+/|k — 472],0, 0]
y radio v, siendo
. 2 arc cos(2t/+/K) o 1o 2 arccosh(2t/+/k)
VK — 412 412
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seqiin sea k — 4t positivo o negativo respectivamente.

Ademds JF..& es un campo normal y unitario a F y las curvaturas
principales respecto de dicho normal, con multiplicidades 2 y
1 respectivamente, vienen dadas por Ty (81> — k) /41. Asi, si
& representa la sequnda forma fundamental de la inmersion F
entonces

412

(6(v, W), JFLE) = tg(v, W) + i

S (v, £)g(w, &), (2.5)

para cualesquiera vectores v, w tangentes a 83 donde (, ) denota
la métrica en CM? (x — 472).

Demostracion. Es facil ver que F estd bien definida y es in-
yectiva. Por otro lado, teniendo en cuenta la identificacion
hecha del espacio tangente a CM?(k — 47?), tenemos que la
diferencial de F en un punto (z, w) sobre un vector tangente
(w,v) € T(2w)S; viene dada por:

(F) oy (19) = = 10,91

K — 412 o 2it L.
E— Im(uz4+w) | ——, iz, iw

Ik — 4712

de donde se deduce facilmente que F es una inmersién
isométrica. Finalmente

2T (k —472)

F*E = = "%, W :X 7
hem (zwm ) Fizm)

es un campo normal a F(S% ), siendo X el campo en CM?(k —

(k—472)
412

dificil comprobar entonces que el operador de Weingar-

ten respecto de JF.& se escribe en la referencia ortonormal

472) dado por X(zoz1,20) = T ( zo,—z1,—zz>. No es

23
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ﬂ

[VEFEr = %500, ~22,71], Yo F.Ey = 1%5[0, ~Z2, 1], F.E) de
la forma

T 0 0
A]F*E =10 7 0
0 0 82—«
4T
lo que finaliza la demostracién. [

Observemos que las esferas de Berger S3 con k — 412 > 0
son esferas geodésicas del plano proyectivo complejo, mien-
tras que las esferas de Berger con k —41% < 0 son esferas
geodésicas del plano hiperbélico complejo. En algunos tex-
tos se hace una distinciéon entre ambos casos nombrandolas
esferas de Berger de primer y sequndo tipo, respectivamente.

2.4 EL GRUPO ESPECIAL LINEAL

Para nuestros propésitos va a ser mds conveniente dar la
siguiente descripcion del grupo especial lineal

SL(R) ={(z,w) € C2: [z]* —|w|* =1}

Es facil comprobar que la transformacion

(¢ 3) =3+ dvito—cl o +ifa—a),

con ad —bc = 1, es un difeomorfismo de Sl,(IR) sobre la
hipersuperficie de C? dada por {(z,w) € C2: |z? —w|)* =

1}
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Sobre SI;(IR) vamos a considerar una referencia global de
su fibrado tangente que viene dada, en cada punto (z,w) €
S (R), por:

V=(iz,iw), E1=(W3z), E»=(iw,iz)

Definimos entonces una familia 2-paramétrica de métricas
sobre Sl (IR) mediante:

1672

4
g(F—l/E)) = ?61]'/ g(vlv) = 7/ g(vl E]) = 0/

parai,j =1,2, donde k < 0.

(SI2(R), g), que denotaremos por Sl (R)(k, T) o simplemen-
te SIz(R), es una 3-variedad riemanniana homogénea cuyo
grupo de isometrias es el grupo unitario indefinido U'(2).

La aplicacién IT: SI; (R) — H?(k), definida por

2 [ 2P+ wf?
M(z,w) = T (zw, 2) ,
es una submersion riemanniana por circulos de (SI;(RR), g)
sobre el plano hiperbdlico de curvatura constante k. Por
analogia al caso de las esferas de Berger llamaremos a dicha
aplicacién la fibracién de Hopf de Sl;(R) sobre H?(k). El
campo vertical de la fibracién es V, con lo cual el campo de
Killing vertical y unitario viene dado por & = (—«/41)V.

La conexiéon de Levi—Civita asociada a la métrica g viene
dada por:

412
VE1E1 :O/ VE2E1 :—V, VVE1 = T_z EZ

47?2
VE1E2 :V, VEZEZ :O, Vsz = — T—Z E]

4 2 4 2
Ve,V = %Ez, Ve,V = —%Eh VvV =0

(2.6)
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El grupo especial lineal como hipersuperficie del plano
hiperbélico complejo

Al igual que ocurre con las esferas de Berger es posible em-
beber isométricamente el grupo especial lineal en el espacio
hiperbdlico complejo.

Proposicién 2.3. Sea G : (SI;(R), g) — CH?(x —472) In apli-
cacién dada por
2T }

= z,wW,
V=K { 412 —k

Entonces G es un embebimiento isométrico de Sl (R) en CIH? (k —
412) y

2
G(S2(R)) = {[20,21,22] € CH2 (x —47?) : |zl = ‘&}
K(k —472)

es el tubo de radio v = 2 arcsinh(2t/+/—«x)/V4712 — K sobre el
hiperplano complejo {[zo,z1,0] € CH?(k —472)}.

Ademds ]G & es un campo normal y unitario a G y las curvaturas
principales respecto de dicho normal, con multiplicidades 2 y 1
respectivamente, son Ty (8t% — k)/4t. Asi la sequnda forma

fundamental & de G viene dada por
2

4t

4 K
(6(v,w),]G.&) = Tg(v, W) + 9(v,&)g(w, &) (2.7)
para cualesquiera vectores tangentes v y w a Sl (R), siendo (, )
la métrica sobre CH? (k — 472)

Demostracién. Es inmediato que la aplicaciéon G estd bien
definida y es inyectiva. Ademads, teniendo en cuenta la
identificacién hecha del espacio tangente a CH?(k — 412),
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su diferencial en un punto (z,w) sobre un vector (u,v) €
T(zw)S12(R) viene dada por:

(G (19) = —o={ (9,04

V=K
K — 472 N S 2iT
+ Im(—uz+w) | iz,iw, ———
K 472 —k

de donde se deduce facilmente que G es una inmersién
isométrica. Finalmente

2T 412 —k
* - 7 7 A~ :X z,wW
JG.& (ZW e ) G(zw)

es un campo normal unitario a G(SI2(IR)), siendo X el campo

42
No es dificil comprobar entonces que el operador de Wein-
garten respecto de JG.& se escribe en la referencia ortonor-
mal {@G*E1 = g[ipio, 0l, @G*Ez = i\/TiiK[ZhZo, 0],
G.&) de la forma

en CH? (k — 412) dado por X(z,2,,2,) =T <zo, z1, 4T2_Kzz).

T 0 0
Ajg,e=|0 T 0
872
00 T4T <
lo que finaliza la demostracion. [

2.5 EL GRUPO DE HEISENBERG

Como hemos puesto de manifiesto en la introduccion el
grupo de Heisenberg, esto es, el grupo de Lie de las ma-
trices 3 x 3 nilpotentes con una familia uniparamétrica de
métricas invariantes a izquierda, es un espacio homogéneo
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riemanniano con grupo de isometrias de dimensién 4. Di-
cho grupo es difeomorfo a R? y la familia de métricas, que
denotaremos por g, se expresa, en términos de la curvatura
de la fibra T, como

gr = dx? + dy? + (t(xdy —ydx) + dt)2

siendo (x,y, t) las coordenadas usuales de R3. Asi denotare-
mos a (R3, g.) por Nils (1) o simplemente Nils.

Sobre R3 vamos a considerar los campos

0 0 0 Gl 0
E; —a*"fya/ EZ—@—TXa, E—a

Es facil comprobar que
(E,E5) =08y, (Ej,&)=0,j=12y > =1.

La aplicacién T : Nil3 — R? dada por (x,y,t) — (x,y) es
una submersién riemanniana cuyas fibras son lineas rectas.
El campo vertical a dicha submersién es &, que es un campo
de Killing.

Dadas dos constantes Ty T y los correspondientes grupos de
Heisenberg con métricas asociadas g y g+ la aplicacién

3 Tz 3
A (]R ,%ZQT) - (]R /9”%)
T
(X/ U/ t) = % (X/ y/ t)
es una isometria. De esta forma, salvo una homotecia y una

isometria, podemos fijar la constante 1. Usualmente se usa
la normalizacién T = 1/2.
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El grupo de Heisenberg como hipersuperficie del plano
hiperbdlico complejo

Al igual que ocurre con las esferas de Berger y el grupo espe-
cial lineal, Nil3 puede identificarse con una hipersuperficie
pseudo-umbilical de CH?, en este caso con la horoesfera.

Proposicién 2.4. Sea H : Nil3 — CH?(—472) Ia aplicacion
dada por
. 1 T, 2 .. T, 2 .
H(x,y,t) = [T+2z —1it, 5 [zl 1t,Z] ,

donde z = x + iy. Entonces H es un embebimiento isométrico de
Nil; en CH? (—12) y

1
H(Nilz) = {[20,21,22] € CH?(—1%): zo —z1* = Tz}

es la horoesfera de radio v = 1/7.

Ademds JH..& es un campo normal y unitario a H y las curvaturas
principales respecto de dicho normal, con multiplicidades 2 y 1
respectivamente, son Ty 27. Asi, la sequnda forma fundamental
& de G viene dada por

(6(v,w), JTHLE) =T (v, W) +T(v, &) (W, &) (2.8)

para cualesquiera vectores tangentes v y w a Nils.

Demostracién. Es inmediato que la aplicacién H es inyec-
tiva y estd bien definida. Ademads, teniendo en cuenta la
identificacion hecha del espacio tangente a CH?(—412), su
diferencial en un punto (z,t) sobre un vector (w = u+1iv, A)
viene dada por:

(H) (z,0)(w,A) =(TRe(zw) — i), TRe(zw) — i\, w)+

—it? (1 —Im(zw)> H(z,t)

29
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con lo cual la métrica inducida en Nilz por H viene dada

por
9z (W), (v, 1)) = Re(wv) + 17 (% —Im(zw)) (% —Im(zv))

Ahora es facil comprobar que dicha métrica coincide con la
definida en Nil3 luego H es un embebimiento isométrico.

Finalmente el campo

2 2
T T
JHL(8) = |—— [zI® +itt, 1 — —

3 3 |z|2 +itt, —1z| = Xy (1)

es un campo normal y unitario a H(Nil3), siendo X el cam-
po en H(Nil3) dado por X, ,, .,1 = —7lz1,221 — 20, z2]. No
es dificil comprobar entonces que el operador de Wein-
garten respecto a JH.& se escribe en la referencia orto-
normal {H.E; = 7[z3,Z>,Zo — Z1], H:E2 = JH.E{, HLE =
i1(z1,2271 — 29, z2]} de la forma

T 0 0
A]H*é =10 © O
0 0 2t

lo que finaliza la demostracién. |



Parte II

SUPERFICIES EN ESPACIOS
HOMOGENEOS






SUPERFICIES DE CURVATURA MEDIA
CONSTANTE

jPues no haberte metido a matemdtico,
haberte metido a historiador!

3.1 INTRODUCCION

Nuestro propésito es presentar de forma muy breve las
propiedades bésicas de una superficie de curvatura media
constante inmersa en un espacio homogéneo con grupo de
isometrias de dimensién 4, E(k, T) (véase [DHMog] para una
visién més amplia y puesta al dia).

Sea entonces @ : ¥ — E(k, T) una inmersién de una super-
ficie orientable £ y N un vector normal unitario a dicha
inmersién. Denotaremos por H la funcién curvatura media
asociada al normal N. Definimos la funcion dngulo v : L — R
por

v=(N,§).

Observacion 3.1.

e vZ<ly{pel:vi(p)=1}={peL:&(p)==N(p)}
tiene interior vacio siempre que T # 0 pues en dicho
caso la distribucién ortogonal a & en E(k,T) no es
integrable.

33
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e arccosvV es el &ngulo que forman el vector normal N
a la superficie con la direccién vertical &.

e En los casos S%, SI;(R) y Nilz la funcién angulo v
no es mds que la funcién de Kéhler de la superficie
T en CM?(k — 4712) (o la opuesta, segtn la orienta-
cién fijada). En efecto, la funcién de Kéhler de una
superficie orientable X en CM?(k — 472) viene dada
por C = (Jey, ez), siendo {er, ez} una base ortonor-
mal orientada o, equivalentemente, por (JN,n), sien-
do {N,n} una base ortonormal orientada del fibrado
normal. Puesto que en dichos tres casos 1 = J& es
el normal a Ssb, SI;(R) y Nils en CM? (x —472) (cf.
Proposiciones 2.2[p.22], 2.3[p.26], 2.4[p.29]) tenemos que
v =(N,& = (JN,J&) = (JN,n) = C como afirméaba-
mos.

Por otro lado, la ecuacién de Gauss de @ viene dada por (cf.
[Danoy])
DT 2142
K =2H —T-I-T + (k—417)v (3.1)
donde K es la curvatura de Gauss de la superficie & y o es
la segunda forma fundamental de la inmersién ©.

Consideremos sobre L un parametro conforme z = x + iy
de manera que la métrica inducida sobre X por @ se escribe
de la forma e?" | dzlz. Denotaremos por 9, = (0x —10y)/2y
0z = (0x +10y)/2.

Definicién 3.1. La 2-diferencial de Abresch-Rosenberg, @ ar,
asociada a una inmersién de curvatura media constante
@ : L — E(k,T) respecto de un pardmetro conforme z viene
dada por:

(k —472)

Oar(z) = <<U(az,az)/N> - m

(., a>2> d2)? (32)
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siempre que H # 0 o T # 0.
Observacion 3.2.

e Podriamos haber definido la diferencial de Abresch-
Rosenberg como 2(H 4 iT)®Ar de manera que fuese
valida incluso para el caso H = T = 0 pero, puesto
que no trataremos dicho caso, nos serd mas util la
definicién dada.

e Si bien aqui hemos definido la diferencial de Abresch-
Rosenberg para inmersiones de curvatura media cons-
tante es posible hacerlo para cualquier inmersién © :
~ — E(k, ), aunque en dicho caso dicha diferencial no
es necesariamente holomorfa. En ciertos espacios ho-
mogéneos, dicha diferencial es holomorfa si, y sélo si,
la inmersion tiene curvatura media constante. En con-
creto dicho resultado es cierto para el grupo de Heisen-
berg y fue probado por Berdinskii y Taimanov [BTos].
Maés tarde Fernandez y Mira [FMoy, Teorema 1.1] pro-
baron que también es cierto en las esferas de Berger
verificando k — 8712 < 0 y ademas, en el caso de Sl (R)
y H? x R, mostraron que aparecen nuevos ejemplos
de inmersiones con diferencial de Abresch-Rosenberg
holomorfa que no son de curvatura media constante.
El problema permanece abierto en $? x R y en las
esferas de Berger con k — 812 > 0.

Para comprobar facilmente que la diferencial de Abresch-
Rosenberg es holomorfa vamos a introducir en la siguiente
proposicién las ecuaciones de compatibilidad de una inmersién
de curvatura media constante. Estas fueron deducidas por
Daniel en [Danoy]. Ahora bien, las que presentamos aqui son
la versién conforme de las mismas obtenidas por Fernandez
y Mira [FMoy].
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Proposicién 3.1 ([Danoy, FMoy]). Sea ® : ¥ — E(k, T) una
inmersion de una superficie orientable ¥ con curvatura media cons-
tante H y z = x + 1y un pardmetro conforme con factor conforme
asociado e*. Entonces se verifican las siguientes ecuaciones:

eZu _
pzr=—(k — 41 )WA, v, =—(H—1it)A —2e 2“Ap

2u 2u
Az:eT(HnLiT)v, |A\Z:QT(1—V2)

(3:3)
donde p = (0(0,,0,),N) y A = (D, &).

Reciprocamente siu,v: L — Rconv? <1yp,A: L — Cson
funciones diferenciables sobre una superficie simplemente conexa
Y cumpliendo (3.3) entonces existe, salvo congruencias, esto es,
salvo isometrias de E(k,T), una tinica inmersion @ : £ — E(k, T)
de curvatura media constante H.

A la vista de esta definicion es licito llamar a la tupla
(u,v,H, A,p) los datos fundamentales de una inmersién @ :
Y — E(k,T) de curvatura media constante H.

Por otro lado, teniendo en cuenta la notacién introducida
en la Proposicién 3.1, la diferencial de Abresch-Rosenberg
asociada a una inmersion de curvatura media constante
puede escribirse como

a2
Oprlz) <p _ M#) (dz)2 (3.4)

De esta manera, usando (3.3), se deduce facilmente que ©ar
es holomorfa.
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32 TOROS LLANOS DE CURVATURA MEDIA CONS-
TANTE

Como hemos puesto de manifiesto en el Capitulo 2[p.11]
las esferas de Berger y el grupo de Lie SI;(IR) son hiper-
superficies pseudo-umbilicales de los espacios proyectivo e
hiperbélico complejo. Es bien conocido que en dichas varie-
dades existe una familia 2-paramétrica de toros lagrangianos
llanos de curvatura media paralela que vienen dados por

2
Trorim, = Uzo,21,22]1 € CM?(c) @ |zo* =13,

2 2 2 2
1z1]” = 1, 1z2|” = Tz},
con 1o, T1 y T2 nimeros reales positivos cumpliendo

Sririend= 65
Mads adelante vamos a comprobar (cf. secciones 3.2.1y 3.2.2)
que, en virtud de las Proposiciones 2.2[p.22| y 2.3[p.26/, cada
toro de dicha familia de CIP?(c) est4 embebido en una esfera
de Berger apropiada y cada toro de dicha familia de CH? (c)
estd embebido simultdineamente en una esfera de Berger y
un Sl (R) para pardmetros k y T apropiados.

Por ser Ty, 1, r, lagrangiano en CM?(k — 412) tenemos que
la funcién de Kihler es idénticamente nula. Ahora bien,
dicha funcién coincide con la funcién dngulo v (cf. Observa-
cién 3.1) visto el toro como superficie de la esfera de Berger
o el grupo especial lineal. Asiv =0, i.e., el campo de Killing
es tangente al toro. Por tanto, el toro 7, +, r, es la preima-
gen por la submersién riemanniana IT: E(k, T) — M?(k) de
una curva cerrada (a este tipo de superficies las llamaremos
toros de Hopf, cf. Definicién 4.17p.79/). Ademads dicha curva
es un circulo geodésico puesto que el toro es una superficie
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de curvatura media constante de S% o SI>(R) al ser una
superficie de curvatura media paralela en CM?(c).

A continuacion vamos a describir en detalle esta familia de
toros embebidos en S% y SL2(R).

321 Toros llanos de curvatura media constante en S3

Dado un toro Ty, r,,r, €n CM? (c) podemos escoger un tni-
co ntmero positivo r de manera que dicho toro esté con-
tenido en una esfera geodésica de radio r. Ahora bien, la
Proposiciéon 2.2[p.22] identificaba las esferas geodésicas de
CM?(c) con las esferas de Berger. De esta manera podemos
elegir de forma apropiada k y T tales que el toro Ty, r,
esté contenido en S% (k,T) via la identificaciéon hecha. Mas
concretamente, fijados k y T cumpliendo

1672

=k—41*, =——— :
c=k—41°, 71§ PP (3.6)

tenemos que T, r, r, estd contenido en Sf; (k,T) (vista como
esfera geodésica de CM? (k — 412)).

Ahora bien, la curvatura media constante de dicho toro
como superficie de S{’, (k, T) viene dada, en términos de los
radios 1o, 71 y T2, por
2 .2y2
_ (3 —17)
T Ap202(12 42
drirs(ry +7135)

2

pero, puesto que 1o, T1 y T2 estdn sujetos a la restriccion (3.5)
y teniendo en cuenta las relaciones (3.6) resulta que

r24<]+H > rzfi—rz
" k\2 T Veranz) 2 ‘
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De esta manera, teniendo siempre presente la identificacion
entre S%) (k,T) y la esfera geodésica de CM? (k — 472) hecha
en la Proposicién 2.2[p.22|, podemos enunciar el resultado
siguiente.

Proposicién 3.2. Para H > 0 existe, salvo congruencias, un
inico toro llano embebido de curvatura media constante H en
S3 (k,T) que viene descrito por:

Tien (H) ={(z,w) € S3(k,T) : 21> = 1§, wl* =1 —18)

donde
5 1 H
=5+ —m
2 k+4H?

Observacion 3.3.

¢ La unicidad de dicho toro serd demostrada en el Teo-
rema 4.1[p.8z|.

¢ Fijado k y para cualquier 7 el toro T, r)(H) es el mis-
mo subconjunto de 3 y como tal tiene curvatura me-
dia constante H en cualquier esfera de Berger 8139 (k,T).

Ademas, para H = 0 todos los toros T, )(0) son el
toro de Clifford

1
T (0) = {(Z,w) €83 zP =w)? = 2}‘

que es, por tanto, una superficie minima en cualquier
esfera de Berger.

3.2.2 Toros llanos de curvatura media constante en Sl (IR)

Dado un toro T+, ,r, podemos considerar un tubo de ra-
dio r sobre un hiperplano apropiado de CH?(c) de manera
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que dicho toro esté contenido en él. Puesto que la Proposi-
cién 2.3[p.26] nos ha permitido identificar tal hipersuperficie
de CH?(k —47?) con el grupo especial lineal deducimos en-
tonces que es posible elegir k y T de manera que T, v, r, €sté
contenido en Sl,(IR) via dicha identificacién. En concreto,
basta seleccionar k y T de forma que

1672

ka7 (3-7)

c=k—41%, 15=
Ahora bien la curvatura media H del toro 7;,+, , como
hipersuperficie de Sl (IR) viene dada, en términos de los
radios 7,11 y T2, por:

2 (5 +rp)?
4T%r%(r% —1‘%)

Puesto que 1o, 11 y T2 estan sujetos a la restriccion (3.5) y
teniendo en cuenta las relaciones (3.7) resulta que

—«\2 varztk) ' T«

De esta manera, teniendo siempre presente la identificacion
entre SI;(R) y el tubo sobre un hiperplano en CH?(k —
47?) hecha en la Proposicion 2.3[p.26, y las consideraciones
anteriores obtenemos:

2 _
To =

Proposicion 3.3. Para H > /—«/2 existe, salvo congruencias,
un vnico toro llano embebido de curvatura media constante H en
SI, (R) que viene descrito por:

A

('T(K,T)(H) ={(z,w) € SIL(R) : \Z|Z — TZH,|W\Z _ _r‘z_l 1

donde

1 H
o=+

2 k+4H?
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Observacion 3.4. La unicidad de dicho toro serd demostrada
en el Teorema 4.1[p.82].

3.3 EJEMPLOS DE ROTACION

En esta seccién vamos a estudiar las superficies de curvatura
media constante mds simples, esto es, aquellas que son inva-
riantes por un grupo 1-paramétrico de isometrias de la varie-
dad ambiente. Este tipo de superficies suelen tener buenas
propiedades geométricas y entre ellas se suelen encontrar las
superficies mds regulares desde un punto de vista geométri-
co. Abresch y Rosenberg [ARo4] probaron que una superficie
completa de curvatura media constante en $2 x R y H? x R
con diferencial de Abresch-Rosenberg nula debe ser inva-
riante por un grupo 1-paramétrico de isometrias de E(k, T).
Mas atin, Do Carmo y Fernandez [FDCog, Teorema 2.1] mos-
traron que, incluso localmente, cualquier superficie cmc in
S2 x R o H? x R con diferencial de Abresch-Rosenberg nula
debe ser invariante por un grupo 1-paramétrico de isome-
trias. Finalmente, Espinar y Rosenberg [ERog] para cualquier
E(k, T), probaron que cualquier superficie cmc con diferen-
cial de Abresch-Rosenberg nula debe ser invariante por un
grupo 1-paramétrico de isometrias.

Las superficies de curvatura media constante invariantes
por un grupo T-paramétrico de isometrias han sido estudia-
das en los espacios producto S x R y H? x R por Hsiang
and Hsiang [HH89] y Pedrosa y Ritoré [PRgg]. También,
en el grupo de Heisenberg, el estudio fue llevado a cabo
por Tomter [Tomg3], Figueroa, Mercuri y Pedrosa [FMPgg]
y Caddeo, Piu y Ratto [CPRg5]. Tomter describi6é explicita-
mente en [Tomg3] las esferas de curvatura media constante
calculando su volumen y &rea para dar una cota superior

4
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al perfil isoperimétrico del grupo de Heisenberg. Los au-
tores en [FMPgg] estudiaron no sélo el caso invariante por
rotacion, sino las superficies invariante por cualquier gru-
po 1-paramétrico de isometrias del grupo de Heisenberg, y
organizaron la mayoria de los resultados que habian apa-
recido en la literatura. En el grupo especial lineal Sl (IR)
la clasificaciéon fue obtenida por Gorodski [Goro1] y, muy
recientemente, la clasificaciéon ha sido hecha en el recubridor
universal del grupo especial lineal por Espinoza [Espog].

A continuacién vamos a clasificar (cf. Teorema 3.1) las su-
perficies de curvatura media constante invariantes por un
grupo l-paramétrico de isometrias que deja fija una curva,
esto es, superficies invariantes por rotacion, en las esferas de
Berger. En esta clasificacion pondremos de manifiesto que
las esferas cMc no siempre son embebidas (ver figura 2) con-
tradiciendo el resultado anunciado por Abresch y Rosenberg
en [ARos5, Teorema 6]. Ademads, obtenemos nuevos ejemplos
de superficies cmc similares a las superficies de Dealunay
en R3. Finalmente veremos que algunas superficies de tipo
Delaunay dan lugar, en algunas esferas de Berger, a toros mi-
nimos embebidos que no son el toro de Clifford, probando
que la conjetura de Lawson no es cierta en algunas esferas
de Berger (ver Observacion 3.6)

Usando las mismas técnicas clasificamos igualmente las su-
perficies cMmc invariantes por rotacién en Sl; (IR), obteniendo
una descripcién explicita de las esferas cmc que muestra
que no siempre son embebidas. Aunque la clasificacién en
SI>(R) fue hecha por Gorodski, existe un error en [Goro1,
Teorema 2.(b)] donde se afirma que para cualquier H > 0
existe una esfera de curvatura media constante H, algo que
he hecho es falso (ver Observacioén 3.7).
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3.3.1  Superficies de rotacién en las esferas de Berger

Como ya pusimos de manifiesto al hablar de las esferas de
Berger su grupo de isometrias es U(2). Puesto que estamos
interesados en clasificar las superficies de curvatura media
constante invariantes por un grupo 1-paramétrico de iso-
metrias es necesario en primer lugar conocer cudntos tipos
distintos de esta clase de grupos existen en U(2). El siguien-
te resultado clasifica, salvo conjugacién y reparametrizacion,
los grupos 1-paramétricos de U(2).

Proposicién 3.4. Un grupo 1-paramétrico de U(2), salvo con-
jugacion y reparametrizacion, debe ser de uno de los siguientes
tipos:

. 1 0
ora={(} &) ven)

.. etet 0
(ii) {( 0 e“) : te]R},con o € R\ {0}

Demostracién. Todos los grupos 1-paramétricos de U(2) es-
tdn generados, via la aplicaciéon exponencial, por un elemen-
to de su algebra de Lie

ia xelY
u(2) = {(—xeiy b ) :a,b,x,ye IR}

Vamos a reducir los posibles grupos 1-paramétricos por con-
jugacion. Es claro que dada A € u(2) y D € U(2) entonces

Ay D.A.D~! son conjugados. Asi, si A = ( ia, xe® ),

—xe W {b
1 0

0eW

1 0 ia xely 1 0 _(la x
0 el —xe W ib 0 eWw) " \—x 1ib

Entonces tomando D = ( ) se sigue que
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Luego podemos suponer que, salvo conjugacién, y = 0,
ie, A= (1‘; l’il) En primer lugar, si a = b, considerando
D= % (} :1) deducimos que

05 DG D= i)

Por otro lado si a # b entonces tomando D = <7”l )

donde A, € R son tales que A4t =1 y Ap(a—Db
x(A? — u?), tenemos

A ip ia x =\ ip)
—ip A \—x ib) \—-ip A )

B i(aA? 4+ bu? + 2xAp) 0
- 0 i(ap? + A2 — 2xAp)

De esta forma, podemos siempre suponer que, salvo conjuga-
cién, cualquier grupo 1-paramétrico de U(2) estd generado
por (& 1% ) con a, B € R. Observemos que podemos inter-

cambiar & y 3 por conjugacion. via la aplicaciéon exponencial
itx

este grupo se transforma en t — ( € 0 oith

Finalmente si « = 3 = 0 entonces obtenemos el grupo trivial,
si B # 0 podemos reparametrizar por t — t/f3 obteniendo
(i) si « = 0y (ii) si @ # 0. Ambos grupos (i) y (ii) no son
conjugados puesto que sus determinantes no coinciden. W

De entre los dos tipos de grupos descritos en la anterior
proposiciéon el tnico que deja fija una curva es Rot. Con-
cretamente deja fijo el circulo maximo £ = {(z,0) € $3} que
llamaremos en lo que sigue el eje de rotacion. El otro tipo de
grupo (i) es, para « = 1, la traslacion a lo largo de la fibra y,
para « # 1, la composicién de una rotacién y una traslacién
a lo largo de la fibra.
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Sea ®: %X — S% (k,T) una inmersién de una superficie orien-
table de curvatura media constante ¥ invariante por Rot.
Entonces podemos identificar 3 (k, T)/Rot con $? y, por tan-
to, Z es ' (y) para cierta curva diferenciable y C S2. Es
suficiente considerar que y estd en el hemisferio superior
de la esfera y que esta parametrizada por el arco en S?, i.e.,
v(s) = (cosx(s)eW(s),sinx(s)), con cosx(s) > 0y x'(s)? +
y’/(s)%sin?x(s) =1 para todo s € I. Entonces podemos escri-
bir la inmersion como @ (s, t) = (cosx(s)e'V(s) sinx(s)e't).
Un vector normal unitario a lo largo de ® viene dado por

t )
N =~ {—TRe [( an o —|—itanx> e‘(tﬂ’)} EL+
Cos X

t .
—1Im [( amx —Htanx) e‘(t+y)] EZ + KVq;} ,
COS X

4t

donde « es una funcién auxiliar definida por cos x(s) =
/
x'(s),y

cos x(s) cos a(s)

v(s) =

\/cos2 «(s)[cos? x(s) + % sin” x(s)] + % sin? (s)
es la funcién angulo de la inmersién ®. Observemos que
los puntos singulares de %, si los hay, aparecen en el eje de

rotacion £.

Ahora, mediante un cdlculo directo teniendo presente como
se escribe la conexion de la esfera de Berger en términos de la
base {Eq, E2, V} (cf. (2.3)[p.21]), obtenemos la curvatura media
H de X respecto al normal N definido anteriormente:

2 cos> accos’ x 472
S T "H=(cos?x+ —sin?x | o'+

Tv3 K
sin o 412 472

+ [(1—) coszxcoszoc—i—ﬂ—tanzx)]
tanx K K

Asi tenemos el siguiente resultado:
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Lema 3.1. La curva generatriz y(s) = (cosx(s)e¥(s),sinx(s))
de una superficie £ de S} invariante por el grupo Rot satisface el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

x’ = cos «,
,  sino
cosx’
, 1 2cos® acos> x
- 2 42 . 2 3 H+
(cos=x + = sin” x) v

: 4 2 4 2
_sme [(1 - Z) cos® x cos? & + %(1 —tanzx)}}

tanx
(3-8)

donde H es la curvatura media de ¥ con respecto al normal definido
anteriormente. Ademds, si H es constante entonces la funcion:

Tvsinx tan « — Hsin? x (3.9)

es una constante £ que llamaremos la energia de la solucion.

Observaciéon 3.5. De la unicidad de la solucién de (3.8) para
una condicién inicial dada es posible probar que si (x,y, «)
es una solucién entonces:

(i) Podemos trasladar la solucién a lo largo del eje y, i.e.,
(x,Y + Yo, ®) es una solucién para cualquier yo € R.

(ii) Reflejar la curva solucién a lo largo de una recta y =
Yo es una solucién con signo opuesto de H, esto es,
(x,2yo —y, —a) es una solucién para —H.

(iif) Cambiar el pardmetro arco de orientacién produce
una nueva solucién con signo opuesto de H, esto es,
(x(Zso —5),Yy(2sg —s), x(2sp —s) + 7r) es una solucién
para —H.

(iv) Si (x,y,«) esta definida para s €lsp — ¢, 50 + €[ con
x’(sp) = 0 entonces la solucién puede continuarse re-
flejando a lo largo de y = y(so).
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Asi, gracias a las anteriores propiedades, siempre podemos
considerar una solucién (x,y, «) con curvatura media positi-
va y condiciones iniciales (x¢,0, xp) en s = 0.

Lema 3.2. Sea (x(s),y(s), x(s)) una solucion de (3.8) con ener-
gla E. Entonces la energia E satisface

“H- %m <2E<—H+ %\/4H27+:< (3.10)

y x(s) € [x1,x2] donde x; = arcsin \/ﬂ, j=1,2, siendo

k —8HE — \/k2 — 16kE(H + E)

t= 2(4HZ + ) ‘
G K —8HE + /% — 16KE(H + E)
2= 2(4H2 1 k) ‘

Ademds x'(s) = cos a(s) = 0 si, y sélo si, x(s) es exactamente
X1 0 X2.

Demostracién. En primer lugar de (3.9) obtenemos

] [~ a2
sinocZE(E—f—Hsinzx) 1+%tan2x,
- (3.11)
1 . \/ 4 (E + Hsin” x)?2
cosot = —Tsinx| |1 — ———5—5—
p K sin” x cos? x

donde p = \/TZ sin? x + (1 — %) (E + Hsin? x)2. Para que

cos « esté bien definido debe ser

4
E(E + Hsin? x)? —sin? x cos? x < 0,

2

esto es, p(sin” x) < 0, donde p es el polinomio

2
p(t) = <1+4H )tz— <1—8HE>t+4E2
K K K
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Puesto que p(t) debe ser negativo o nulo, el vértice de dicha
pardbola debe ser negativo o cero también, lo cual se traduce
en que

8 \? 1 4H?
(1 — E) _Top2 (1 + ) >0 (3.12)
K K K

lo que prueba (3.10) y ademés sin® x(s) € [t1,t,] donde t;
y t2 son las raices de p. Finalmente, ya que cosx(s) > 0
puesto que hemos supuesto que la curva y estd contenida
en el hemisferio norte, debe ser x(s) € [0,71/2] y, por tanto,
x(s) € [x1,%2] donde x; = arcsin \/1;,j = 1,2. [ |

Ahora describimos las soluciones completas de (3.8) en tér-
minos de H y E.

Teorema 3.1. Sea L una superficie conexa, completa, invariante
por rotacion con curvatura media constante H y energia E en
S3 (k,T). Entonces £ debe ser uno de los siguientes tipos:

(i) Si E = 0 entonces L es una 2-esfera 8, .(H) (posiblemente
inmersa, ver Corolario 3.1). Ademds, si H = 0 también
entonces X es la esfera ecuatorial {(z,w) € 3 : Im(z) = 0}
que es siempre embebida.

(ii) Si E = J(—2H =+ V4HZ + k) entonces X es el toro de Hopf
de radio r%[ = % + ﬁ, estoes, T () (H) = {(z,w) €
S3 . \z\z = r,ﬂ, |w|2 =1 —r%{} (cf. Proposicion 3.2).

(iii) Si E > 00 E < —H (y diferente del caso (ii)) entonces L es
una supetficie de tipo unduloide (ver figura 3).

(iv) Si —H < E < 0 entonces X es una superficie de tipo nodoide
(ver figura 4).

(v) Si E = —H entonces L estd generada por una union de
circulos que se cortan en el polo norte (ver figura 5).
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Las superficies de tipo (iii)—(v) son compactas si, y sélo si,

x2  (E+Hsin?x)4/1 —|—4—:2tanzx
T(H,E) ZJ

3 fr\/sinz X COSZ X — %(E + Hsin? x)2

(3-13)

dx

es un miuiltiplo racional de 1 (ver Lema 3.2 para la definicion de
xj, j = 1,2). Ademds, las superficies del tipo (iii) son compactas y
embebidas si, y solo si, T = 2n/k con k € Z.

Observacion 3.6.

1. El anterior resultado también es vélido para el caso k =
472 i.e., en la esfera redonda. El estudio de este tipo
de superficies fue hecho por Hsiang [Hsi82, Teorema
3]. El caso subriemanniano, que puede considerarse al
fijar k =4 y tomar T — oo, fue estudiado por Hurtado
y Rosales [HRo8, Teorema 6.4].

2. Puesto que T(H, E) es una funcién continua no cons-
tante sobre un conjunto no vacfo de IR? (ver (3.10) para
las restricciones de E), existen valores de H y E tales
que T(H, E) es un mdltiplo racional de 7t y, por tanto,
las correspondientes superficies de tipo (iii)—(v) son
compactas.

De entre todos estos ejemplos compactos, las superfi-
cies minimas s6lo aparecen en el tipo (iii) y, de (3.10),
para 0 < E2 < k/16. Para k =4 y T = 0,4, la figura 1
muestra que existe un valor de E tal que T(0, E) = 2,
esto es, la correspondiente superficie es embebida y
compacta luego se trata de un toro minimo embebido
que no es el toro de Clifford. Esta superficie es un
contraejemplo a la conjetura de Lawson en la esfera
de Berger S% (4,0,4).
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Parece existir un valor limite 1o ~ 0,57 tal que para
T < To siempre existen ejemplos de toros minimos
embebidos (superficies de tipo unduloide) mientras
que para T > Tp no existen. Estas superficies serfan
contraejemplos a la conjetura de Lawson en las esferas
de Berger con k =4y T < Tp.

T

Figura 1: El periodo T(0,E) (cf. (3.19)) de una superficie
minima de tipo unduloide en términos de la ener-
gia E para tres valores diferentes de T fijando
k = 4. Hemos dibujado tnicamente el periodo
para0 < E < 1/2.

Demostracién. En primer lugar vamos a obtener algunas
férmulas utiles. Sustituyendo (3.11) en la tercera ecuacién
de (3.8) obtenemos

2 tan x(s) q(sin” x(s)) (3.14)

«'(s) =

p3 cosx(s)\/cos2 x(s) + 2 sin? x(s)

K
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donde p es la funcién dada en la demostracion del Lema 3.2
y q(t) es el polinomio dado por:

q(t) = E(K — 472 (4H? + )3+

KZ
2EH?
+ ]E(K—4T2) <1

12HE? (k — 472)
+ 2 +2E+H | t+

—(E+ 2H)> t24
(3.15)

4E3 (k —471?%)
+——>5—~--E
K

(i) En primer lugar si H = 0 entonces por (3.11) obtenemos
que sinx =0, i.e.,, x(s) = s +xo y y(s) = 0. Asi la superficie
Y es la 2-esfera ecuatorial {(z,w) € S%(K, T) : Im(z) = 0}
En segundo lugar, si H > 0 entonces, gracias al Lema 3.2,
sin? x(s) € [0, k/(4HZ + k)], i.e., tan? x(s) € [0, k/4H?] y po-
demos asumir que tanx(s) € [0, /k/2H]. Por (3.11) cos & > 0
en dicho intervalo con lo cual podemos expresar y como
funcién de x. Teniendo en cuenta (3.8) y (3.11) un célculo
sencillo muestra que

14+ —tan?x
, xe]

VK
0, arctan M

Podemos integrar la anterior ecuacién haciendo el cambio
de variable dado por

\/1—4':2 tanZ x
u= )
\/1+%tan2x
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Finalmente obtenemos que
y(x) = —arctan (EA(X)> + w(x) (3.16)
A
donde

H vk — 412 VK — 472
—————arctanh [ ———=A(x)
T V4H2 +k VAHZ 4+«

H V412 —«k Vit —«
————arctan [ ———=A(x)
T V4HZ +k VAHZ 4+«

seglin k — 472 sea positivo o negativo y

\/1 —#tamzx
Alx) = .

1—1—4—’;2tan2x

Observemos que y (arctan(\/E / ZH)) = 0 donde se encuentra
con el eje de rotacion £ ortogonalmente e y es una funcién
de x estrictamente creciente para x en |0, arctan(y/k/2H)[.
Entonces y alcanza su minimo en x = 0. La funcién y sélo
genera la mitad de la esfera, pero se puede obtener la otra
mitad reflejando la solucién a lo largo de la recta x = 0.
Entonces es fécil ver que la esfera es embebida si, y sélo si,
y(0) > —m. En otro caso la esfera es inmersa (ver figura 2).

(ii) Si E = %(—ZH + v4H? + k) el lema previo afirma en-

tonces que t; = t; y por tanto x(s) debe ser constante
X1 = X2 = arcsin \/ %(1 F \/é%). Podemos integrar la so-
lucién para obtener que ®(s,t) = (rets/™, /1 —r,ﬂe“)
donde
1 H
T124 ==-=x

2 AHZ +«k
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H

Esferas cMC
embebidas

Esferas cMc
no embebidas

N

0,04

Figura 2: Regién de esferas cMc no embebidas en S% (4,7) en
términos de su curvatura media H

i.e.,, X es un toro de Hopf.

[(iii), caso E > 0]. Supongamos ahora que no se da la igual-
dad en (3.12) y que E > 0. Consideremos la solucién maxi-
mal de (3.8) con condiciones iniciales (x1,0,7t/2) (veremos
maés adelante que esto no supone ninguna restriccién) y
podemos suponer, por la condicién de maximalidad, que
existe s, tal que «(s2) = m/2.

Vamos a analizar el signo de o’ usando (3.14). Para ello es
suficiente estudiar el signo del polinomio g en (3.15) entre t;
y t2 (ver Lema 3.2). Una computacion directa muestra que q
es estrictamente creciente y que q(t1)q(t2) < 0. Asi existe un
unico s; tal que a’(s1) = 0. De esta manera « es una funcién
estrictamente creciente en |0, s1[, estrictamente decreciente
en Jsy,s2[y s1 es un maximo absoluto. Ahora bien, puesto
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que sin ¢ > 0 podemos expresar x como funcién de y y, por
tanto, de (3.8) tenemos

dx

H =cosxcota >0 (3-17)
luego x(y) es una funcién estrictamente creciente y, al ser
cos x(s2) =0, debe ser x(y(s2)) = x2. En particular, la solu-
cién x toma todos los valores en el intervalo [x7,x;] luego,
por la unicidad de solucién, cualquier solucién maximal con
condiciones iniciales (xg,0, &g) con xg necesariamente en
[x1,x2] debe ser una reparametrizacién de ésta. Finalmente,
teniendo en cuenta la anterior ecuacion, la tercera férmula
en (3.8) y (3.11), obtenemos

d?x —1%sinx cos x
dy?z 2 . 2 )
Y (cos2 x + 4= sin? x) (E +Hsin% x)3

4 2
{cos2 x q(sin® x) + (cos2 X+ % sin? x) (E + Hsin? x)-

. <Cos2 x sin? x — %(E + Hsin? x)zﬂ
(3.18)

Es inmediato comprobar que d?x/dy? tiene un dnico cero
y1 en el intervalo |0, y(s2)[ y que x es convexa en ]0,y(s1)[
y céncava en lyi,y(s2)[. Mediante sucesivas reflexiones a lo
largo de las lineas verticales donde x(y) alcanza sus puntos
criticos, obtenemos la solucién completa que es similar a un
unduloide (ver figura 3).
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< T2

7(0) T

Figura 3: Curva y(s) para E > 0

El periodo de este unduloide viene dado por

T(H,E) = 2y(s2) = zrzy’(x) dx

X1

ZJ'Xz (E+ Hsin? x)4/1 —l—%tanzx (3.19)

X1 fr\/sin2 x cosZ x — %(E + Hsin? x)2

Asi, si (3.19) es un multiplo racional de 7 entonces la super-

ficie es compacta. Més atn, la superficie es embebida si, y
s6lo si, T = 2mt/m para m € IN.

[(iii), caso E < —H]. En este caso sin &« < 0 luego podemos
expresar x como funcién de y y un argumento similar al del

caso previo es suficiente para comprobar que la superficie
debe de ser un unduloide (ver figura 3).

(iv) Si —H < E < 0 consideremos la solucién maximal
con condiciones iniciales (x;,0,7/2). Observemos que en
este caso sinx puede cambiar de signo: sinx < 0 para
sin’x € [t;,—E/H] y sinx > 0 para sin’x €] — E/H, ta.
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Por (3.14) o’ > 0 luego « es una funcién estrictamente cre-
ciente. Sean 0 < s < s tal que «(s1) =y «(s2) = 3m/2
(luego x(s2) = x1). Entonces « €]n/2, [ sobre ]0,s1[ y
o €]m, 37/2[ sobre ]s1,s2[. Ahora podemos expresar la so-
lucién y en 0, s;[ como dos grafos de la funcién x(y) que
se encuentran en la recta y = y(s7). En primer lugar usan-
do (3.17) obtenemos que x(y) es una funcién estrictamente
decreciente sobre ]0,y(s1)[ y estrictamente creciente sobre
lu(s2),u(s1)l. En segundo lugar teniendo presente (3.18)
x(y) es estrictamente céncava en ]0,y(s1)[ y estrictamente
convexa en Jy(s2),y(s1)[. Puesto que y =0 e y = y(s2) son
lineas de simetria al ser x’(0) = x’(s2) = 0, podemos reflejar
sucesivamente y para obtener la solucién completa, que es
similar a un nodoide (ver figura 4). También en este caso
la solucién produce una superficie compacta si (3.19) es un
multiplo racional de 7 aunque en este caso la superficie
siempre es inmersa.

T
\\\\\\\\ T2
\)(”
-
\\ /l xl
V(s2)

Y

Figura 4: Curva y(s) paraE <0y E # —H

(v) Finalmente vamos a estudiar el caso E = —H # 0. Ahora

sinx € [2H/v4H? 4k, 1] luego la curva puede aproximarse
al polo norte pn de la 2-esfera. Consideremos la solucién ma-
ximal con condiciones iniciales (arcsin(2H/v4HZ + k), 0, 37t/2)



3.3 EJEMPLOS DE ROTACION |

y sea sy el primer nimero tal que «(s1) = 2m, esto es, la
primera vez que la curva y pasa por el polo norte. Pode-
mos expresar x como una funcién de y sobre cada com-
ponente conexa de vy \ {pn} puesto que sinx < 0 fuera
de pn. Usando (3.14) obtenemos que o’ > 0y, por tanto,
« € [3n/2,2n]. Asi, teniendo presente (3.17) y (3.18), dedu-
cimos que x(y) es una funcién estrictamente decreciente y
convexa en Jy(sq),0[.

Continuamos la curva solucién para obtener otra rama del
grafo de la funcién x(y) que se corta en el polo norte. Ob-
servemos ahora que

%(s) =x(2s1 —s), G(s) =2y(s1) +m—y(2s1 —s),
&(s) =3m— (281 —s), s€l[sq,2s1]
es una solucién de (3.8) con energia E = —H. Esto es, la

otra rama de la solucién se obtiene simplemente reflejando
la funcién x(y) con respecto a la recta y = y(s1) + /2.
Mediante sucesivas reflexiones en cada punto critico de x
obtenemos la solucién completa (ver figura 5).

T

v(s1) ! v(s1) r
g 2
E arcsin <L>
SO TG VA
y(s1) y(sl)l + g y(s1) +m Yy

Figura 5: Curva y(s) = (x(s),y(s)) para E = —H
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Ahora bien, si y(s1) = —m/2 entonces la recta de reflexiéon
correspondiente al punto critico coincide con la recta de re-
flexién que produce la nueva rama de la solucién con lo cual
la solucion serd embebida. Usando la siguiente expresién

/2
= | yx)de=
V4H2 1k
J'Tr/Z (E+Hsin?x)y/1+ %tanzx
/T T\/SiHZXCOSZX— 4(E + Hsin? x)2

es posible comprobar numéricamente que para T suficiente
pequeiio y H apropiado se tiene que y(s1) = —m/2 y, por
tanto, la solucién es un toro embebido. Mds atn, 'y es cerrada
(con lo cual la superficie L que genera es compacta) si, y
s6lo si, y(s1) es un multiplo racional de 27t |

Corolario 3.1. Sea @ :] — a, a[x] — 7, 7{[— S%(K, T) la inmer-
sién dada por:

Ol t) (cos(x + a)etV >+ sin(x + a)elt), six <0
X, t) = . _ . ,
(cos(a—x)e~W(ax) gin(a—x)e'), six >0

donde a = arctan(\/k/2H) e y es la funcion definida en (3.16).
Entonces @ define una inmersion de una esfera con curvatura
media constante H. Ademds @ es un embebimiento si, y solo si,
y(0) > —mt (ver figura 2).

3.3.2 Superficies de rotacidon en Sl (R)

Al igual que en la seccién precedente estamos interesados
en clasificar las superficies de curvatura media constante in-
variantes por un grupo 1-paramétrico de isometrias que deje
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fija una curva en el grupo especial lineal Sl (RR). Para ello
nos valdremos de las técnicas desarrolladas anteriormente
con lo cual muchas de las demostraciones serdn simplemen-
te un esquema.

Definimos entonces, en analogia con el caso de las esferas
de Berger, el grupo 1-paramétrico Rot dado por

1 0
= {() &) eenl

Entonces Rot deja fija la curva { = {(z,0) € SI;(R)} que es
un circulo al que llamaremos eje de rotaciéon y podemos
identificar Sl (IR)/Rot con el conjunto O ={(z,a) € C x R:
z]* — a2 =1).

Sea @ : L — SI>(R)(k,T) una inmersién de una superficie
orientada X de curvatura media constante invariante por
Rot. Entonces £ = v ' (y) para cierta curva diferenciable
v C O siendo IT: SI;(R) — O la proyeccién al cociente.

Sea y(s) = (coshx(s)eV(s) sinhx(s)), podemos suponer
que

x'(s)? +y’(s)? cosh? x(s) = 1

y llamaremos « a la funcién auxiliar definida por x’(s) =
cos «(s).

Entonces podemos escribir la inmersiéon ® de la forma
®(s,t) = (coshx(s)e¥s), sinhx(s)e't).

Un vector normal a lo largo de @ viene dado por

N=v {—TRG K fan o —itanhx) ei(”y)} Eb+
cosh x

t .
—1Im AMX _ itanhx ) elltty)| — LVq)
coshx 41
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donde
cos o(s) cosh x(s)

\/cos2 «(s)[cosh? x(s) — % sinh? x(s)] — % sin? «(s)

v(s) =

es la funcién dngulo de la inmersién ©.

Ahora, mediante un célculo directo teniendo presente la
conexién de Sl (IR)(k,T) con respecto a la base {Eq, E;, V}
(cf. (2.6)), obtenemos la curvatura media H de I respecto
del normal N definido anteriormente:

2 cos3 acosh? x

2
H= <cosh2 X — 4 sinh? x> o'+
K

i 472
+ S [(1 — K) cos? o cosh? x+

TVv3

tanh x

2
—1—4%(2cos2 « —1)(1 + tanh? x)]

Asi, obtenemos el siguiente resultado

Lema 3.3. La curva generatriz y(s) = (coshx(s)e¥(s) sinhx(s))
de una superficie L invariante por el grupo Rot satisface el siguien-
te sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

x' = cos «,
,  sina
Y = oshx’
, 1 2 cos® a cosh x
@ = 2. 4% 1.2 3 H+
(cosh” x — #== sinh” x) tC (3.20)
sin o 412
o 1 2 hZ
tanhx [( < )cos ocosh” x+
42
—l-%(Zcoszoc—])U ~|—tanh2x)]}
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donde H es la curvatura media de X con respecto al normal definido
anteriormente. Ademds, si H es constante entonces la funcion

v sinh x tan & — H sinh? x (3.21)
es una constante £ que llamaremos energia de la solucién.
La Observacion 3.5 es también cierta para este sistema luego

siempre es posible considerar una solucién (x,y, «) con
curvatura media positiva y condicién inicial (xo,0, xg).

Lema 3.4. Sea (x(s),y(s), «(s)) una solucién de (3.20) con ener-
gia E. Entonces:

(i) Si 4HZ + k > 0 entonces debe ser 4E < 2H — V4H2 + k.
Ademds sinh? x(s) € [tq, t2] donde

~ —8HE —k — /16kE(H—E) + K2

t 24HZ + ) ‘
o —8HE — k + /16KE(H — E) + k2
2= 2(4H2 + k) '

Mis aiin, x'(s) = cos «(s) = 0 si, y sélo si, sinh? x(s) es
exactamente t1 o t;.

(ii) Si 4H2 + k < 0 entonces sinh? x(s) € [t1,+ool. Ademds,
x'(s) = cos «(s) = 0 si, y sélo si, sinh? x(s) = t;.

(iii) Si4H? +« = 0 entonces E < H/Zysinh2 x(s) € [E2/H(H—
2E), +ool. Ademds, x'(s) = coswa(s) = 0 si, y sdlo si,
sinh? x(s) = E2/H(H — 2E).

Demostracién. Usando (3.21) se tiene que

1 412
sin o = u(E—i—Hsinhzx)\/] — %tanhzx,

1 4 (E + Hsinh? x)2 522
Cosoc:TsinhX\/l—f—( —|—2s1n ;() ,
38 K cosh” x sinh” x
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donde
p? =12 sinh? x+

2
+ (E 4 Hsinh? x)? [1 _Ae (tanhzx— 12)} .
K cosh” x

De la férmula anterior para cos « se deduce que p (sinh? x) >
0, donde

4H2\ 8HE 4E2

El resultado se sigue del estudio del signo del polinomio
parat > 0. [ |

Ahora describimos las soluciones completas de (3.20) en
términos de la curvatura media H y la energia E.

Teorema 3.2. Sea ¥ una superficie conexa, completa, invariante
por rotacion con curvatura media constante H y energia E en
SIz (R)(k, T). Entonces L debe ser uno de los siguientes tipos:

1. Si 4H? + k > 0 entonces
(a) Si E =0 entonces L es una 2-esfera 8, . (H) (posible-
mente inmersa, ver Corolario 3.2).
(b) Si E > 0 entonces ¥~ es una supetficie de tipo unduloide.

(c) Si E < 0 entonces X es una supetficie de tipo nodoide,
que es siempre inmersa.

Ademds, las superficies de los tipos 1.(b) y 1.(c) son compac-
tas si, y solo si,

x2 (E + Hsinh? x)4/1 —%tanhzx
T(H,E) = ZJ

X1 ’r\/sinh2 x cosh? x + LE+H sinh? x)2
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es un muiltiplo racional de 7, donde x; = arcsinh \/E,
j =1,2 (ver Lema 3.4.(i)). Mds aiin, las superficies de tipo
1.(b) son compactas y embebidas si, y sélo si, T = 2rt/m
conm € Z.

2. Si 4H? 4+« < 0 entonces L es inmersa y no compacta.
Ademds la curva 'y que genera la superficie £ es uno de los
tipos de la figura 7 si E = 0, figura 8 si E > 0 y figura 9 si
E<O.

Observacion 3.7.

1. Este teorema fue enunciado por primera ver por Go-
rodski [Goro1] para k = —4 y T = 1. Sin embargo, no
tuvo en cuenta que para 4H? + k < 0 no existen esfe-
ras de curvatura media constante (en otro caso, por
la correspondencia de Daniel [Danoy], seria posible
construir una esfera cMc en HZ x R con 4H% —1 < 0
lo cual es una contradiccién por [NRo6, Corolario 5.2]).

2. Todos los ejemplos descritos en el anterior teorema
pueden ser levantados al recubridor universal. Puesto
que la fibra en el recubridor universal es una recta,
no un circulo, todas las esferas de curvatura media
constante son embebidas alli. Mds atin, para E > 0 las
superficies son embebidas también por la misma razén.
Esta clasificacion ha sido obtenida recientemente por
Espinoza [Espog].

Demostracién. En primer lugar vamos a analizar el caso
4H? + k > 0 puesto que es muy similar al estudio hecho pa-
ra las esferas de Berger. En este caso, teniendo en cuento el
anterior lema y que H > 0, x(s) se mueve entre dos valores
x1 = —arcsinh /t2 y x, = —arcsinh \/t;. Si E = 0 entonces
x2 = 0y, por tanto, la curva y podria cortar al eje de rotacion
€. Puesto cos o > 0 para x(s) €]x; = —arctanh(y/—«/2H), 0[
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podemos expresar y como funcién de x. Usando ahora (3.22)

deducimos
Htanhxy/1— % tanh? x

/
y(x) =
T\/1 + #tanhzx

Podemos integrar explicitamente dicha ecuacién para obte-
ner

y(x) = arctan (%p(x)) +

donde

\/1+#tanhzx

p(x) - :
v/ 1— 4%‘camhzx

Observemos que y(x7) = 0 donde corta ortogonalmente el
eje de rotacioén e y(x) es estrictamente creciente y estricta-
mente convexa. La funcién y(x) sélo describe la mitad de
la esfera, pero podemos obtener la otra mitad reflejando la
solucion a lo largo de la recta x = 0. Es facil ver que la esfera
es embebida si, y solo si, y(0) > —m (ver figura 6).

Ahora, si E > 0 entonces sin o« > 0 gracias a (3.22) lo que
nos permite expresar x como funcién de y. Un argumento
similar al usado en el caso de las esferas de Berger para
E > 0 es suficiente para comprobar que la superficie debe
de ser de tipo unduloide (ver figura 3). Finalmente, si E < 0
entonces sin « puede cambiar de signo. Razonando como en
el caso de las esferas de Berger para —H < E < 0 podemos
expresar la curva (x(s),y(s)) como dos grafos de la funcién
x(y). Asi, es inmediato comprobar que la situacién es la
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Esferas cMmc ‘
no embebidas ||
‘ Esferas cmc
‘ embebidas

T

Figura 6: Regién para las esferas cMc no embebidas en SI; (IR).

misma que en la figura 4 y que la superficie debe de ser de
tipo nodoide. En ambos casos la superficies compacta si, y
sélo si,

X2

T(H,E) = J y'(x)dx =

X1

ZJXZ (E+Hsinh2x)\/1—%tanh2x

x1 ’r\/sinh2 x cosh? x + %(E + Hsinh? x)2

(3.24)

es un multiplo racional de 7, donde x; = arcsinh |/t;, j =
1,2 (ver Lema 3.4).

Por otro lado la situacién para 4H? + k < 0 es diferente de
la anterior y no tiene un analogo en el caso de las esferas
de Berger. En primer lugar observemos, en virtud del Lema
anterior, que en este caso x(s) no se mueve entre dos valores
reales. Unicamente estd acotado superiormente por una
constante que depende de H y s6lo se anula cuando E =0
luego la solucién corta al eje de rotacién sélo en dicho

65



66

| SUPERFICIES DE CURVATURA MEDIA CONSTANTE

caso. Ademas, puesto que x’(s) = cos x(s) s6lo se anula
una dnica vez la solucién no puede ser peridédica. Vamos a
distinguir entre E =0, E > 0 y E < 0 y definimos para los
tres casos x; = —arcsinh \/t; cuando 4H? +k < 0 y X1 =
—arcsinh(|E| /\/H(H — 2E)) cuando 4H? + k = 0. Puesto que
hemos elegido H > 0 debe ser x(s) €] — oo, x1].

Si E = 0 entonces consideremos la solucién maximal con
condicién inicial (0,0,7t). En este caso cosx(s) < 0 para
cualquier s luego podemos expresar y como funcién de x.
De esta manera

dy Hsinhxwﬂ—%“ztanhzx

= <0
dx \/1+#tanhzx

luego la funcién y es estrictamente decreciente. Ademas
d?y/dx? > 0 luego la funcién y es estrictamente convexa.
En la figura 7 podemos ver las dos posibles situaciones para
E=0.

x
Yy
4H? 4+ k>0
4H?2 4+ k=0
4H? + £ <0

Figura 7: Diferentes soluciones para E = 0 dependiente del signo
de 4H? +«

En el segundo caso, esto es para E > 0, consideremos la
soluciéon maximal con datos iniciales (x1,0,7t/2). Entonces
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existe s; > 0 tal que a’(s1) =0, «’ es positiva para s < s1y
negativa para s > s1. Asi, usando que cos @ < 0 y sino > 0
por (3.22), obtenemos que «(s) €]m/2, nt[. Podemos expresar
x en funcién de y puesto que sin x > 0 por (3.22) y

d
CTZ = cotxcoshx < 0 (3-25)

deducimos que x es una funcién estrictamente decreciente
dey (ver figura 8).

/ v(s1)

Figura 8: Curva y(s) para 4H? + k <Oy E > 0

Finalmente cuando E < 0 consideremos la solucién maximal
con condicién inicial (x1,0,37/2). En este caso sin « puede
anularse luego no podemos expresar x como funcién de
y. Puesto que «’ es siempre negativa sea s; > 0 tal que
a(s1) = 7. Entonces « €], 3m/2[ sis €]0,s1[y « €]n/2, [ si
s > 871 puesto que cos «(s) no se anula nunca mas. Vamos a
expresar la soluciéon y como dos grafos de la funcién x(y)
que se encuentran en la recta y = y(s7). En primer lugar
usando (3.25) x(y) es una funcién estrictamente creciente
en el intervalo Jy(sy),0[ y estrictamente decreciente en el
intervalo Jy(s1), +ool. Asi la solucién debe ser similar a la
curva mostrada en la figura 9. [
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x

Figura 9: Curva y(s) para 4H2 4+ <0 yE<O

Corolario 3.2. Sea 4H?> +k > 0y @ ;] —a,a[x] — 7, 7t[—
SIz (R)(k, T) la inmersion dada por:

O(x 1) = (cosh(x + a)etVx*4) sinh(x+a)e't), six <0
"7 | (cosh(a—x)e~t(a%) sinh(a—x)e't), six >0

donde a = arctanh(\/—«/2H) ey es la funcién definida en (3.23).
Entonces @ define una inmersion de una esfera de curvatura
media constante H. Mds aiin, © es un embebimiento si, y solo si,
y(0) > —mt (ver figura 6).

3.3.3 Area de las esferas cmc

Las parametrizaciones explicitas para las esferas de curva-
tura media constante inmersas en 813) y SI>(R) dadas en los
Corolarios 3.1 y 3.2 nos permiten calcular el drea de dichas
superficies. Ahora bien, es posible, utilizando un argumento
mas general, obtener el drea de cualquier esfera cMc inmer-
sa en cualquier E(k, 7). Para ello precisaremos el siguiente
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lema, de interés por si s6lo y que nos serd de utilidad més
adelante (cf. Proposicién 7.1[p.150]).

Lema 3.5. Sea ® : C — E(k,T) una inmersion de una esfera
de curvatura media constante H. Entonces existe un pardmetro
conforme global z sobre C tal que la funcién dngulo v puede
escribirse como

2 _
> +17

Ademds, los datos fundamentales de dicha inmersién son:

Ale) — “2(H+i7)z
O )P+ M2+ ) (2 102
(k —412)
P = s M) (3:26)
e2ulz) _ M\A(z)lz.
|z|

Demostracion. Sea @ : C — E(k,T) una inmersién de una
esfera con curvatura media constante H y z un pardmetro
conforme cualquiera. Entonces la diferencial de Abresch-
Rosenberg se anula y por tanto, de las ecuaciones (3.3), es
facil obtener

— i 2 2 A2V (1 A2
vz—4(H+m[4(H +717) + (k—417) (1 =v7)],
_eZu,v (3'27)
V- [4(H? 4+ %) + (k —472) (1 = v3))?

32(H2 +12)

Puesto que [4(H? +12) + (k —41?)(1 — C?)] > 0 (es inmedia-
tosi k—41% >0 y en otro caso, i.e., K — 472 < 0, tenemos que
[4(H? +12) + (k —47%)(1 — C?)] > 4H? + k > 0 ya que se tra-
ta de una esfera) los tnicos puntos criticos de la funcién an-
gulo v son aquellos en los que A se anula, esto es, vZ(p) = 1.
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Ademés el Hessiano de C viene dado por (H? +12)? el cual
(excepto para las esferas minimas en $? x R) es siempre
positivo. De esta manera todos los puntos criticos son no
degenerados y v es una funcién de Morse sobre C con lo
cual tiene s6lo dos puntos criticos p y g que son el maximo
y el minimo absolutos de dicha funcién. Usando de nuevo
las ecuaciones de integrabilidad (3.3) es posible comprobar
que la funcién log /(1 +v)/(1 —~v) es armoénica con singu-
laridades en p y q. Asi existe un pardmetro conforme global,
que seguiremos llamando z, sobre la esfera tal que

1 T+v log |2

og/—— =loglz

&\ 1~ &

con lo cual la funcién v se escribe, para cualquier esfera
de curvatura media constante inmersa en cualquier espacio
homogéneo con grupo de isometrias de dimensién 4, como
2’ 1
T
2 + 1

v(z) = zeC

Ademads esta funcién v es suficiente para recuperar la in-
mersion, esto es, dadav : C — R por la férmula anterior,
H una constante real no negativa definimos las funciones
A,p:C — Cyu:C — R por (3.26). Entonces dichas funcio-
nes satisfacen las condiciones de integrabilidad (3.3) y, por
tanto, existe una inmersién conforme ® : C — E(k,T) con
curvatura media constante H. |

Sea @ : C — E(k,T) una inmersién de una esfera de curva-
tura media constante y z el parametro conforme dado en
el Lema 3.5. Consideramos entonces el nuevo parametro
conforme w = x + iy dado por e = z. Asi la funcién v
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se transforma en v(x,y) = tanhx y la métrica inducia en
ey \dwlz, donde

2u(x) 16(H2 + 12) cosh? x

e = 5
[(K — 472) + 4(H2 4 12) cosh? x

Ahora, para obtener el drea de las esferas de curvatura media
constante basta con integrar la anterior funcién para x € R
ey € [0, T], donde T debe ser 27t puesto que, por el Teorema
de Gauss—-Bonnet,

47t—JKdA—TJ' eZu(x)de_—TJ u”(x)dx = 2T.
C R R

Asi, el area de cualquier esfera S de curvatura media cons-
tante viene dada por:

27t
A(S) = J J e2ux) qx dy = 27‘[J e2u(x) qx
o Jr R

y una computacion directa nos permite obtener el siguiente
resultado.

Proposicién 3.5. El drea de una esfera S de curvatura media
constante H inmersa en E(k, T) viene dada por:

8n 4(H? +12) arctanh VK —412
AlS) 4H? 4+« VAHZ + k/ — 412 VAHZ 1 ¢ )|’
S) =
8 4(H? +12) Arctan 7\/4TZ—K
AHZ +k | VAHZ /A2 —x VAHZ 1 ) |

segiin sea k — 4t positivo o negativo respectivamente.

Observacion 3.8. La misma formula fue obtenida para esferas
de curvatura media constante en el grupo de Heisenberg
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con kK = 0y T =1 por Tomter [Tomg3, Proposicién 5] y
en M?(k) x R por Pedrosa [Pedog] cuando k = 1 y por
Hsiang y Hsiang [HH89] cuando k = —1. Es importante
notar que en [Tomg3, Pedoy] la curvatura media es la traza
de la segunda forma fundamental mientras que aqui la
curvatura media es la mitad de ella.

3.4 SUPERFICIES MINIMAS EN LAS ESFERAS
DE BERGER.

Como hemos puesto de manifiesto en la Observacién 3.3 y en
el Teorema 3.1 el toro de Clifford {(z, w) € C?: |z|2 = le2 =
1/2} y la esfera {(z,w) € C? : Im(z) = 0} son superficies
minimas en cualquier esfera de Berger Sf, (k, T). Este hecho,
ademas de resultar sorprendente, nos hace preguntarnos
si éstas son las dos tnicas superficies que cumplen dicha
propiedad o bien existe una clase mas amplia de superficies
que la verifican.

En esta seccién vamos a dar respuesta a dicha cuestion. Para
ello, dada una superficie & C 33 el siguiente lema trata
de relacionar las curvaturas medias considerando en S3 la
métrica estdndar y cualquier métrica de Berger.

Lema 3.6. Sea @ : £ — S3 una inmersién de una superficie X.
Entonces las curvaturas medias Hy H® de @ en la esfera redonda
(S3,(, Ny S%(K, T) estdn relacionadas mediante la férmula:

1

ﬁ (1 K ) <VVO,V>
VR

~ 4x2

2[1-(1-32) vl

HP = H+

472

donde vy = (N, V).
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Demostracién. En primer lugar es facil comprobar que si N
y NP son dos normales a @ en S y S} respectivamente
entonces estdn relacionados mediante la igualdad:

/R
NP 2\/1 T é[N—v0(1—4TKZ)V]

donde vp = (N, V).

Teniendo en cuenta la relacién existente entre las conexio-
nes V de la esfera redonda y V de la esfera de Berger
(cf. (2.4)p-22]) y la relacién entre los vectores normales de-
ducimos que:

b 4t
4f9(v€1N ) (K_]) el/ <€],IN>

— A [61] + <4T—1> e,V <e),V>]
— <421) (&5, V) ei(vo),

donde {e1, 2} es una base ortonormal para (, ) que diagona-
liza a AN, A; son las curvaturas principales y hemos llamado
por comodidad

e
z\/1 (1— 35) V2

Asi, puesto que —2H = Zfda gvg(Ve,Nb, ¢;), mediante
un célculo directo obtenemos el resultado. [ |

A la vista de dicho resultado, una superficie de S* es mini-
ma respecto de cualquier métrica de Berger (en particular
respecto de la métrica usual de la 3-esfera) si, y sélo si,
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(Vvo, V) = 0. Es facil ver que el toro de Clifford T, .(0) (cf.
Proposicién 3.2) cumple dicha propiedad luego es, como ya
sabfamos, minima en cualquier esfera de Berger. Por otro la-
do la esfera {(z,w) € C? : Im(z) = 0} también verifica dicha
propiedad. Como vamos a ver a continuacién no son las tini-
cas superficies, sino que existe una familia 2-paramétrica de
superficies que son minimas en cualquier esfera de Berger.

Teorema 3.3. Sea @ : £ — S3 una inmersion de una superficie
simplemente conexa. Supongamos dicha inmersién es minima con
respecto a cualquier métrica de Berger, en particular es minima
respecto a la métrica usual de la esfera. Entonces @ es congruente
a una de las inmersiones ® 41, : R? — S3 dadas por

Dgpls,t) = (cos(s)eiat, sin(s)eibt>

con a,b € R no simultdneamente nulas.
Observacion 3.9.

o Para a = 0 obtenemos la esfera minima {(z, w) € C? :
Im(z) = 0}.

o Las superficies @41, son invariantes por el grupo 1-
paramétrico de isometrias de U(2) dado por

eiat 0
{( ; eibt>:te]R}

e Para a,b € Z obtenemos los ejemplos compactos T4,
construidos por Lawson [Law?yo, Seccién 7, p. 350].
Conviene observar que (cf. [Lawyo, Teorema 3]):

- A cada par de enteros positivos a, b primos re-
lativos le corresponde una superficie compacta
distinta de caracteristica de Euler cero.

— Tq,b €S una es una botella de Klein si, y sélo si,
ab es un ndmero par.
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- 11,1 es el toro de Clifford y es la tnica superficie
de este tipo que es embebida. En efecto, salvo un
movimiento de U(2), tenemos

L 1 i _ L i(t+s) ,i(t—s)

Demostracion. Sea L una superficie minima en cualquier
esfera de Berger. En virtud del Lema 3.6 debe ser (Vvp, V) =
0 donde recordemos que vo = (N, V) con N un normal a *
en la esfera redonda. Vamos a renombrar vo = v pues en
este caso no hay posibilidad de confusién.

Ahora bien, sea z = x + iy un pardmetro conforme sobre
T con factor conforme asociado e?*. Usando las ecuacio-
nes de compatibilidad (3.3) para k =4 y T = 1 (caso que
corresponde con el de la esfera redonda) tenemos que:

pz=0, v, =iA —2e 2“Ap
2u 2u
Az:ieTv, A< :67(1 —?)

Puesto que la 2-diferencial © = p(dz)? es holomorfa pode-
mos normalizarla por Ai, con A € R. La condicién (Vv, V) =
0 se transforma entonces en

0 =v,A +vzA = —4Ae 2“Im(A?)

Ahora bien, si A = 0 entonces L es una superficie minima
totalmente umbilical en $3, lo que implica que debe ser una
esfera totalmente geodésica, que se corresponde con el caso
particular a = 0 (ver observacién anterior).

Supongamos entonces que A # 0. La dltima ecuacién nos
permite suponer que A es imaginario puro y, usando la
ecuacién de compatibilidad para el médulo de A, debe ser

u

A=iEV1-42

2
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En dicho caso de la ecuacién para v, tenemos

1T —~v2

3 (e“ +2Ae™™)

Vy, = —
de donde deducimos que v, = 0, esto es, v = v(x). Asi,
usando de nuevo la anterior ecuacion debe ser también
u = u(x).

Es bien conocido que las superficies minimas de la esfera
redonda estdn controladas por la ecuaciéon de sinh-Gordon.
Puesto que en este caso hemos probado que el factor confor-
me puede escribirse en una sola variable tenemos que debe
verificar la ecuaciéon

u’ 4 (2t —4re 2y =, (3.28)
cuya integral primera es

(W)? + (™ —4r%e ") = E (3-29)

La ecuacién (3.28) ha sido estudiada profundamente en la
literatura. Sus soluciones pueden escribirse en términos de
funciones elipticas de Jacobi. En concreto en [Cas] puede
encontrarse una descripcioén de todas ellas asi como una in-
tegracion explicita de las inmersiones minimas como sigue:

1 .
Yoy = ——— ( e2ul(x) _ p2et(bF(x)+ay)
ac—b
az_ezu(x)ei(ae(x>+by))
donde
x P(eZu(t)) x P(eZu(t))
F(x) = JO S gy 4t Gl = JO S At

P(eZu(t)) — (az _ eZu(t))(eZu(t) . bZ) o eZu(t)u/(t)Z
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y u(x) es una solucién de (3.28) para A2 = a?b?/4 y energia
E=a’+b2

Ahora bien, de entre todas las soluciones de dicha ecua-
cién las tinicas que cumplen la condicién (Vv, V) = 0 son
precisamente @y, lo que finaliza la demostracion. [
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CURVATURA DE GAUSS CONSTANTE

Yo para que quiero un programa
de ordenador que lo tinico que
integra es lo que yo sé hacer a mano!

4.1 SUPERFICIES DE HOPF

Nuestro principal objetivo en este capitulo es estudiar las
superficies compactas de curvatura de Gauss constante in-
mersas en un espacio homogéneo riemanniano con grupo
de isometrias de dimensién 4, E(k, 7).

Puesto que existe una submersioén riemanniana IT: E(k, 1) —
M2 (k), podemos construir superficies llanas en E(k,t) de
la siguiente manera: dada una curva regular vy en M?(e),
=" (y) es una superficie en E(k, T) que tiene al campo ver-
tical £ como vector tangente, i.e., v = 0. Puesto que & es
un campo de Killing en E(k, T) se sigue que ¢ restringido a
la superficie TT~'(y) es un campo paralelo y, por tanto, la
superficie es llana.

Definicién 4.1. Llamaremos a TT~1(y) una superficie de Hopf.
Si v es una curva cerrada, entonces TT~ ' (y) es un cilindro
llano y, més atin, si IT es una submersién por circulos, enton-
ces T () es un toro llano, que llamaremos toro de Hopf.
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4.2 SUPERFICIES COMPACTAS LLANAS

Comenzamos clasificando las superficies compactas llanas.
Para ello sera crucial la siguiente férmula integral para
superficies compactas inmersas en E(«, T).

Proposicién 4.1. Sea © : ¥ — E(k,T) una inmersion de una
superficie compacta L. Entonces

J K(1 3v2)dA+2(K4T2)J vidA =0. (4.1)
X x

Demostracion. Sea @ : L — E(k,T) una inmersién de una
superficie orientable y compacta £, N un normala £y X la
componente tangente a L del campo de Killing &, i.e.,

X=&—-vN

Entonces, puesto que V& = t(uA§) y para cualquier
vector tangente u sobre L obtenemos:

VuX =1v(uAN)+vAu, (4-2)

donde V representa la conexién sobre L. De la anterior
ecuacion se tiene que

divX =2vH, d(X*)(u,w)=2tv{uAN,wW), (4.3)

donde div es el operador divergencia y X! es la 1-forma
asociada a X, i.e., Xf(u) = (X, u).

La férmula de Bochner nos asegura que

div(VxX) = KIX|? + (V(div X), X) +[VX[*+

2
+ Z d(Xﬁ)(VG‘LX’ ei),

i=1
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donde {eq, e2} es una base ortonormal en TX. Usando (4.2)
y (4.3) esta ecuacion se convierte en

div(VxX) = K(1 =v?) + (V(div X), X) ++v? |o]? — 212v2.
De nuevo usando (4.3) deducimos
div(2vHX) = div(div X) = (V(div X), X) + (div X)?.
Las dos dltimas ecuaciones junto a (4.3) producen
div(VxX —2vHX) = K(1 —v?) —4H*v? +~?|o]? — 212V,

Usando la ecuacién de Gauss (3.1)[p.34] en la formula ante-
rior, tenemos que

div(VxX — 2vHX) = K(1 — 3v?%) 4 2(k — 412 ™.

En dltimo lugar, aplicando el teorema de la divergencia en
la tltima ecuacién obtenemos (4.1) para cualquier superficie
compacta y orientable de E(«k, T).

Finalmente, aunque la funcién v sélo estd bien definida
para superficies orientables, es claro que v2 esté bien defi-
nida siempre. Asi la férmula (4.1) es cierta para cualquier
superficie compacta de E(k, 7). [

Observacion 4.1. La férmula (4.1) es cierta también para su-
perficies compactas en otras 3-variedades. De hecho, supon-
gamos que X es una superficie compacta de M? x R o bien
M2 x S1, donde M? es cualquier superficie orientable. En
este caso IT: M? x R — M? es la submersién trivial y, por
tanto, & = (0, 1) es un campo paralelo. Siguiento la demos-
tracién de la Proposicién 4.1, si X es la parte tangente de
£enZ, ie, X = &—+vN, entonces divX = 2vH, dX! = 0
y div(VxX —2vHX) = K(1 —3v?2) + 2Kv*, donde K es la
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curvatura de Gauss de la superficie M2. El teorema de la
divergencia nos asegura ahora que:

J (K(1=3v2) +2KvH) dA = 0.
by

Esta féormula nos permitird (cf. Observacién 4.2) obtener
un resultado para superficies compactas llanas de M? x R
siguiendo el mismo espiritu que en el Teorema 4.1.

Teorema 4.1. Las tinicas superficies compactas llanas de E(x, T)
son los toros de Hopf. En particular:

e En M?(k) xR, k # 0, el grupo de Heisenberg Nilz y
Sl (IR), no existen superficies compactas llanas.

o En M?(x) xS', k # 0 las unicas superficies compactas
llanas son los productos y x S, donde y es cualquier curva
cerrada de M2 (k).

e En las esferas de Berger, SI;(R) y sus cocientes Ly, y
SI>(R)/Z+, las superficies compactas llanas son los toros
de Hopf (cf. Proposiciones 3.2[p.39] Y 3.3[p.40]).

Observacion 4.2. Este resultado para el caso de las esferas
de Berger contrasta con el caso de la esfera redonda don-
de, ademads de los toros de Hopf, existen mads toros llanos
(ver [Weig1]).

Demostracion. Si K =0, (4.1) se transforma en

(K—4TZ)J v¥dA =0,
b

lo que implica que la funcién dangulo v = 0 sobre X. Esto
implica que el campo de Killing & es tangente a . Asi, por
ser £ el campo vertical a la fibracion TT: E(k,T) — M?(k) y
Y compacta tenemos que T1(Z) es una curva y cerrada en
M2 (k) y, por tanto, M '(y) DL lo que prueba que X es el
toro de Hopf T~ (y). |
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Teniendo en cuenta la Observacién 4.1 y siguiendo la de-
mostracion del Teorema 4.1 es posible probar el siguiente
resultado:

Teorema 4.2. Sea M? una superficie orientable con curvatura de
Gauss K > 0 0 K < 0. Entonces:

1. No existen superficies compactas llanas en M? x R.

2. Las inicas superficies compactas llanas de M? x S son los
productos y x 8! donde y es una curva cerrada en M2,

Corolario 4.1. Las tinicas superficies compactas en E(k,T) con v
constante y v> < 1 son los toros de Hopf, para los cuales v = 0.

Observacion 4.3.

1. Este resultado no es cierto para superficies no com-
pactas. De hecho, Leite [Leioy] construy6 para cada
Ko €] —1,0[ un embebimiento de curvatura media
constante del plano hiperbdlico con su métrica estan-
dar de curvatura constante negativa Ky en H? x R,
con funcién dngulo constante v = —Ko.

2. Parav? = 1 es bien conocido, incluso sin la hipétesis
de compacidad, que T = 0 y que la superficie es el
embebimiento totalmente geodésico de M?(k) como
M?(k) x {to) € M?(k) xR, to € R.

Demostracién. Puesto que v? < 1, la componente tangente
del campo de Killing & es un campo de vectores sobre X sin
ceros. Asi, la caracteristica de Euler-Poincare x(X) = 0y, por
tanto, [y KdA = 0. Ahora bien, puesto que v es constante,
la férmula (4.1) se transforma en

(k — 4% )v* Area (Z) =0,

y, como conclusién, v = 0. Para finalizar usamos el mismo
argumento que en la demostraciéon del Teorema 4.1. |
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4.3 RESULTADOS DE NO EXISTENCIA

Teorema 4.3.

a) No existen superficies compactas en E(x,T) con curvatura de
Gauss K < min{0, k — 412}.

b) Sea ® : £ — E(k,T) una inmersion de una superficie compacta
X con curvatura de Gauss K.

(1) Si k—41% > 0y 0 < K < max{k — 41?12} entonces
K =0y X es un toro de Hopf.

(2) Si k —41% < K < 0 entonces K = 0 y £ es un toro de
Hopf.

(3) Si k—41% < 0 < K < k— 372 (x debe ser positivo)
entonces K =0y X es un toro de Hopf.

Demostracién. Considerando el recubridor orientable de dos
hojas si fuese necesario, podemos asumir que L es orientable.
Supongamos entonces que @ : ¥ — E(k, T) es una inmersion
de una superficie orientable y compacta, N es un campo
normal a X y X es la parte tangente a £ del campo de Killing
& ie, X=§&—vN.

En primer lugar probaremos (a). Supongamos entonces que
I tiene curvatura de Gauss K < min{0, k — 4t2}. De V& =
T(uA &) deducimos que:

T(uAX) =0o(u, X)+ (Vv,u)N,
y, por tanto,

Vv =1(XAN)—-AX (4-4)
Es claro que los puntos p con vZ(p) =1, esto es, Xp =0, son
puntos criticos de v. Supongamos que p es un punto critico
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de v con v? < 1. Como en este caso X, # 0, la ecuacién (4.4)

nos asegura que AX, = T(X, ANp) yasidetA(p) = —2.

La ecuacién de Gauss (3.1)[p.34) implica que K(p) = (k —
472)v2(p). Puesto que 0 < vi(p) < 11a hipétesis hecha
sobre la curvatura de Gauss afirma que tal punto critico p
de v no puede existir. Asi todos los puntos criticos de v con
aquellos con vZ(p) =1.

De (4.2) y (4.4) no es dificil comprobar que el hessiano de
v en un punto critico p, donde v2(p) = 1y X, = 0, viene
dado por:

(V2v)(u,w) = —v(p) <Azu,w> —Tzv(p) (WANp, WwWAN)
—v(p) (AuAW+AWA U, N,),

donde v,w son vectores tangentes sobre L en p. Asi, si
{e1,e2} es una base ortonormal de T,X con Ae; = Ajej,
j =1,2, el determinante del hessiano de v en p es

det(V?v)(p) = (MA2 +12)? = (K(p) — (k —41?))? > 0.

Lo que significa que v es una funcién de Morse sobre X
que soélo tiene maximos y minimos absolutos como puntos
criticos. La teoria elemental de Morse nos asegura entonces
que X debe de ser una esfera. Puesto que K es negativa esto
contradice el teorema de Gauss-Bonnet lo que prueba (a).

Vamos a ver ahora la prueba de (b).

Supongamos en primer lugar que o bien k —41t> <K <00
0 <K< k-4t

Sea p un cero del campo X definido por X = & —vN. En-
tonces, siguiendo [Mil6s, Capitulo 6], si (VX), : T,Z — T, X
denota la derivada de X en el punto p, entonces p es un cero
no degenerado de X si det (VX),, # 0.
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De (4.2), si {e1, ez} es una base ortonormal de T, X, entonces
(Ve X, e5) =v(p) (Aei, e5) —tv(p) (es Aej, N(p)),

y, por tanto, teniendo en cuenta la ecuacion de Gauss (3.1)[p.34/,
det(VX), = detA(p) + % =XK(p) — (k —47?%). Usando la hi-
potesis hecha para la curvatura de Gauss, esto prueba que
tal cero p de X es no degenerado y por tanto aislado. Como
L es compacta, X tiene un ntimero finito de ceros.

Puesto que el indice de X en cualquier cero no degenerado
es 1 (respectivamente —1) si det(VX),, > 0 (respectivamente
det(VX), < 0), tenemos que si K > k — 472 todos los ceros
de X (si existen) tienen indice 1, y entonces el teorema de
Poincare-Hopf afirma que la caracteristica de Euler-Poincare
X(Z) es 2 si X tiene ceros o x(X) = 0 si X no tiene ningtn
cero. Puesto que en este caso K < 0, el teorema de Gauss-
Bonnet afirma que debe ser K = 0 y el Teorema 4.1 prueba
que X es un toro de Hopf. Esto finaliza (2).

Si K < k — 472, entonces todos los ceros de X (si existen) tie-
nen indice —1, y como consecuencia el teorema de Poincare-
Hopf afirma que x(Z) es negativa si X tiene ceros o x(X) =0
si X no tiene ceros. Puesto que en este caso K > 0, el teorema
de Gauss-Bonnet nos asegura de nuevo que K =0y asi X es
un toro de Hopf gracias al Teorema 4.1.

Supongamos ahora que k — 412 >0y 0 < K < 12,

La ecuacién de Gauss de @ afirma que
> K=detA+1%+ (k—412)v? > detA + 1%

Asi det A < 0 sobre L y por tanto si A7 > A, son las curva-
turas principales de X asociadas a N, entonces A; < 0 < Aq
y asi el fibrado tangente TX es la suma directa de dos sub-
fibrados de rango 1 sobre L, TX = D7 @ D, definidos por
Dj(p) ={v € T,Z: Av = Aj(p)v}, j = 1,2. Puesto que la



43 RESULTADOS DE NO EXISTENCIA |

esfera no admite campos de vectores sin ceros ni recubrido-
res de dos hojas, tal descomposicién no es posible si X es
una esfera. Asi, x(X) < 0. Puesto que K > 0, el teorema de
Gauss-Bonnet nos dice que X es llana y el Teorema 4.1 que
Z debe de ser un toro de Hopf. Esto prueba (1).

Finalmente supongamos que k —41? < 0 < K < k —372. En
este caso, puesto que v2 < 1, tenemos

k—312 > K = detA + 12 + (k —472)v? > detA + k — 372

Asi detA < 0 sobre L y el anterior razonamiento prueba
de nuevo que K = 0y X es un toro de Hopf. Esto prueba

(3)- ]

Corolario 4.2. Sea ® : £ — E(k,T) una inmersion de una
superficie compacta L con curvatura de Gauss constante K.

1. Sik—412 >0 y K €] — oo, max{k — 472, 1%}, entonces
K =0y X es un toro de Hopf.

2. Sik—412 <0< K—3T2yK €] — 0o, kK — 3T2[, entonces
0 bien K = 0y £ es un toro de Hopf o bien K = k — 472

3. Sik—41% < Oy Ke]—o00,0], entoncesobien K=0y L
es un toro de Hopf o bien K = k — 412,

Observacion 4.4. Cuando T = 0, este corolario fue proba-
do en [AEGo7a, AEGo7b]. De hecho, los autores clasifican
las superficies completas de curvatura de Gauss constante
de M?(k) xR, k # 0, excepto para ciertos valores de la
curvatura K.

87






Parte III

SUPERFICIES DE CURVATURA MEDIA
PARALELA






DIFERENCIALES HOLOMORFAS

Si tii tienes esperanza,
la tenemos los dos.

5.1 DEFINICION Y ECUACIONES DE COMPA-
TIBILIDAD

Sea @ : £ — M?(e) x M?(¢e) una inmersién de una superfi-
cie orientable . Si T' X representa el fibrado normal a @,
entonces podemos descomponer ortogonalmente

O*T(M?(e) x M?(e)) =TE® TLL.

Representaremos también por V a la conexi6n sobre O*T(MZ(e) x
M?(e)) inducida por la conexion de Levi—Civita de M2 (e) x
M?(e) y sea V = V + V+ la correspondiente descompo-
sicién. Si {e7, ez, e3,e4} es una referencia local ortonormal
orientada sobre ®*T(M?2(e) x M?(¢e)) de manera que {ey, ez}

es una referencia orientada sobre TX, entonces definimos la
curvatura normal K+ de la inmersién @ por

K+ =R*(e1,e2,e3,e4),

donde R~ es el tensor de curvatura de la conexién normaLl
V1. También definimos la curvatura normal extrinseca K
como la funcién sobre X dada por

—L _
K :R(e1162/ €3, 64)/
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donde R es el tensor de curvatura asociado a V.

Definicién 5.1. Sea @ : £ — M?(e) x M?(e) una inmersién.
Diremos que @ tiene vector curvatura media paralelo no nulo o
también que ® es una inmersion con curvatura media paralela,
en adelante escribiremos simplemente que ® es una inmer-
sién pmct, si VEH =0 y H es no nulo. En dicho caso, [H| es
una constante positiva.

Sea @ = (¢, ) : T — M?(e) x M?(e) una inmersién PMC
de una superficie orientable L. Las funciones de Kihler sobre
Y asociadas a cada una de las estructuras complejas J; y J5,
que denotaremos por C1,C; : L — R, se definen como

(D*w] :C]'(UZ, j:1/2/

donde ws esla 2-forma de drea de X. Es inmediato que Cj2 <

1y los puntos donde Cj2 = 1 son los puntos complejos de
® con respecto a la estructura compleja J;, j = 1,2. Ademas
el conjunto {p € Z: C{(p) =1}, j = 1,2, tiene interior vacio
puesto que en caso contrario su interior es una superficie
compleja no vacia y por tanto es minima, lo cual contradice
que |H| sea una constante positiva (ver definicién 5.1). Asi

Zg) ={pel: Cjz(p) < 1} es un abierto denso sobre Z,j = 1,2.
(5.1)

Es interesante observar que Cj2 estd bien definido incluso si
la superficie X no es orientable.

Es facil comprobar que el jacobiano de ¢ y 1 viene dado
por:

_C1+C2
==

1 de las siglas en inglés Paralle] Mean Curvature

G -C

Jac () Jac () = = ===, (52)
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y que la curvatura seccional extrinseca, definida por K =
R(ey,ez,e2,e1) siendo {e7,e;} una referencia ortonormal
sobre TZ, y la curvatura normal extrinseca vienen dadas, en
términos de las funciones de Kéhler, por:

_ C?+CZ: CZ-C3
K:ei12 2 X 26712 2, (5.3)

Consideremos sobre L un pardmetro conforme z = x + iy
cuyo factor conforme asociado sea e?'*. Asi tenemos que

2u

(@, @) = (P2, bz) + (W2, ¥2) =0, |(Dz|2 = 67

Podemos definir otro vector normal paralelo H como el tni-
co que verifica IH| = |H| y {H, H} define la misma orientacién
en el fibrado normal que {e3, e4}. Puesto que H es paralelo,
K+ = 0y por tanto la ecuacién de Ricci de @ viene dada
por:

=1
HI?K™ = ([An, Apler, ez),

siendo A¢ el endomorfismo de Weingarten asociado a un
vector normal &. Con la orientacién escogida en M2 (€) x
M2 (e), {Dy, (Dy,F{, H} es una referencia orientada en el fi-
brado tangente. Denotemos por

1
&= m(Hle)/

luego se cumple que )2 =1, (£,8) =0, VIE =0y {§ &}
es una referencia global del fibrado normal complexificado.
Ademas, es claro que,

J1 @, =iC1 @, +v1E+ 51§
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con y; = 61 = 0 sobre L\ Zé (cf. (5.1)). Ahora bien, sobre
Zg) podemos definir una referencia local ortonormal {e3, e4}
del fibrado normal mediante la igualdad:

J1 @x = C1Dy +e*y/1—Ci ey,
]1 (Dy :—C1(Dx+€u\/] —C% es,

que define la misma orientacién que {H,H} puesto que
J; respeta la orientacién elegida y, por tanto, e; —iez =
e (H—1iH)/ \/ﬂ para cierta funcién 6. De esta manera las
anteriores ecuaciones se transforman en

ety/1— C% 0
I q)z:iC](Dz‘i’i\/z etvE,
Asi 67 = 0 sobre Z(]) también y, por tanto, ;7 = 0 sobre X.

Un argumento similar para la otra estructura compleja nos
permite obtener

J1 @, =iC1 @, +v1&, J; &= —2e "y, @, —iCi§,

. = . (5-4)
@, =1Co®, +v2&, J,&=—2e My,@; +1iCy¢,

para ciertas funciones complejas v, j = 1,2 las cuales satis-
facen h/]-|2 = e?(1-C7)/2.

Si @ := (¢, —), entonces {®, ) es una referencia ortogonal
a lo largo de @ del fibrado normal de MZ(e) x M%(€e) en R
sie=1yen IRS si e =—1, con |d)|2 = ]CT)]Z = 2e. Ademas,

de (5.4), se sigue que

b, =—J11, 0, = C1C2®, +2e Yy 17,07 —1Cry1£—iCry2E.
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Usando la anterior informacién es posible deducir las ecua-
ciones de Frenet de la inmersiéon pmc O@:

Y1Y2 2

(Dzz = Zuz(Dz + f] E‘i' fzz— € 7 (D/
|H‘eZu |H|62u7 eZu eZu .
D,z = (E—e— D0 —e—C1C0,
H| . iCiv2 4 >3
fe=—2®,—2e 0z +e—2d,
V2 ’ 2
< [H]| 2 iCay1
E,=——=D, —2e U105+ € D,
\/z z 1V¥zZ 2

donde fj, j = 1,2, son las funciones complejas dadas por
f1 = <®ZZIE> , fa= <q)zz, E) .

Definicién 5.2. Llamaremos los datos fundamentales de la
inmersién @ a la upla (u, Cj,v;,f5:§=1,2).

Esta nomenclatura quedard clara a la luz de la Proposi-
cién 5.1. Estas funciones satisfacen ciertas ecuaciones que
vamos a deducir a continuacion.

Derivando con respecto a z y z en (5.4) y teniendo en cuenta
las anteriores ecuaciones obtenemos facilmente que

H|

— . 1|H|C] ezu
Yj —1ﬁ%' s

(Cj). = 2ie 21 7

(vj)z =

Ahora, de la componente en & de la ecuacion @,z = Oz,
obtenemos

De forma reciproca tenemos el siguiente resultado:
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Proposicién 5.1. Sea X una superficie de Riemann simplemente
conexa, N una constante positiva, u,C; : ¥ — IR con Cj2 <ly
v, fj : Z — C,j = 1,2, funciones diferenciables verificando:

. ue— . A ieedu
(Cj )z = 2ie zuf]”}/j —1—=Yi/ (f] )Z = 7Cj’}/j,
V2 . (5.6)
(Vi) = iACje” | .‘Z_M >
Yjlz = N Yi| = 2 .

Entonces existe, salvo congruencias, una iinica inmersion PMC
@ : L~ — M?(e) x M?(e) con [H| = A cuyos datos fundamentales
son (LL, Cj,’]/j,fj : ] = 1,2).

Demostracién. Puesto que {p € L : v;(p) # 0} es un abierto
denso de X gracias a las ecuaciones (5.6), podemos traba-
jar en aquellos puntos donde y; no es cero, j = 1,2. La
existencia de una inmersién @ : £ — M?(e) x M?(e) es-
td garantizada siempre que exista una solucién a (5.5) lo
que equivale a que se verifiquen las ecuaciones de integra-
bilidad de dicho sistema ®@,,z = ®,z, y &,z = &z,. Ahora
bien, mediante un cdlculo directo dichas condiciones pueden
escribirse como

C2+C3 _
%) —4e 2 (|f112 + f2)*) =0,

(Gauss)
ee®(ly2l* C3 — Iy1[* C3) — 4(If1 > — [f21%) = 0, (Ricci)
(viv2)z +i(¥1Caf1 +7,Cif2) =

A,z + e?(H? + ¢

2u 5
:eT ((C1Cz)z+l|\/}%|(vzc1 +’Y1Cz)), (I1)
s 520
(v =¥i¥at2) = S5 (71 C2)e + (12C1)z), (12)
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a las que hay que afiadir ademads las ecuaciones (5.6). Basta
comprobar, por tanto, que (5.6) son suficientes. En primer
lugar (I1) e (I2) son consecuencia inmediata de (5.6). Ahora
bien derivando respecto de z en la ecuacién para el médulo
de v; y usando tinicamente (5.6) obtenemos

h’i‘ (vi)z = h’l‘ (2uzy; — 2iG5f5)
de donde podemos simplificar |v;|,
de manifiesto al inicio de la demostracién, y deducir (I3).
Ahora derivando respecto de z en la ecuacién que acaba-
mos de deducir y usando nuevamente (5.6) obtenemos las
ecuaciones

(Zuzz + —

Q2u
2

de donde, tras simplificar y;, sumando para j = 1,2 deduci-
mos la ecuaciéon de Gauss y restando obtenemos la ecuacion
de Ricci sin més que tener en cuenta la ecuacioén para el
modulo de y;. n

(H* +€eC§) —4e —Zu\fj\z):o, i=1,2,

5.2 DIFERENCIALES HOLOMORFAS

Definicién 5.3. Sea @ : £ — M?(e) x M?(e) una inmersién
rMC de una superficie orientable X. Definimos dos diferen-
ciales de Hopf como:

O1(z) = (2<G(aZ/ 9;.),H +1H> 4‘H|2

0,(z) = <2<U(621 az)/H_iFw 4|H\2

donde o representa la segunda forma fundamental de @ y z
es un parametro conforme de X.

0y ., H+ i) ) (dz)?
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Es claro que ©;, j = 1,2, estdn bien definidas, i.e., son in-
variantes por un cambio conforme de parametro. Ademas
ambas 2-diferenciales son holomorfas como asegura el si-
guiente resultado

Proposicién 5.2. Sea @ : L — MZ(e) x M2(e) una inmersion
PMC de una supetficie orientable L. Entonces ©;, j = 1,2, son
holomorfas.

Demostracion. Usando los datos fundamentales de la inmer-
sion @, podemos escribir las diferenciales de Hopf ©j, j =
1,2, como

€ .
O = (z\fz\mfj n iyf) (dz)?, j=1,2. (5.7)

Un célculo directo teniendo en cuenta (5.6) nos permite

obtener (4\/2\H|fj + 61/52)7 = 0, lo que concluye la demos-
z

tracion. ]

Observacién 5.1. De (5.4) se tiene que (J; @, &) = (J, @, &) =
0, y por tanto las diferenciales de Hopf pueden escribirse
también como

O1(z) = <z<a(az, 9.),H+iH) — i<]1 @,, H>2> (dz)?,

Oy(2) — <z<o(az, 9.), H—iFl) — S

5.3 EJEMPLOS DE SUPERFICIES PMC
531  Superficies cmc de $2 x R y H? x R

Para obtener los primeros ejemplos sencillos de superfi-
cies PMC basta tener en cuenta el siguiente hecho trivial:
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si X es una superficie cMC de una hipersuperficie totalmente
umbilical con curvatura media constante de M?(e) x M2 (e), en-
tonces L tiene vector curvatura media paralelo como superficie de
M?(e) x M?(e). Ahora bien, gracias a la Proposicion 1.1[p.s],
sabemos que la tnicas hipersuperficies de M?(e) x M?(¢)
totalmente umbilicales y de curvatura media constante son,
salvo congruencias, $* x R y H? x RR.

Como consecuencia de lo anterior obtenemos

Las superficies de curvatura media constante de MZ(e) x
IR son superficies de MZ(e) x M2(€) con vector cur-
vatura media paralelo.

Vamos a obtener ahora los datos fundamentales de cualquier
inmersion de este tipo en términos de sus datos fundamen-
tales como superficie cMc de M?(e) x R y asf relacionar
las dos diferenciales de Hopf con la diferencial de Abresch-
Rosenberg que dichas superficies poseen.

Lema 5.1. Sea @ : £ — M?(e) x R — M?(e) x M?(e) una
inmersion de curvatura media constante. Entonces:

e Dado un pardmetro conforme z sobre X los datos fundamen-
tales de ® como inmersién pMc de M?(e) x M?(e) (cf.
Definicion 5.2) vienen dados por

. P .
(wHQ:%%:ﬂ%Mﬁ:vQJ:LO
siendo (u, H,v, A, p) los datos fundamentales de * como
superficie cmc de M2 (€) x R (cf. Proposicién 3.1[p.36)). En
particular las funciones de Kihler C1 y C de la inmersion
coinciden con la funcién dngulo v, luego, en virtud de (5.3),

K™ =o.
o ©1 =0, = 20aR, siendo Oar la diferencial de Abresch-
Rosenberg asociadaa © : £ — MZ(e) x R.
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Demostracién. Es claro que, en este caso, ¢ = (0,(0,0,1))
(respectivamente ¢ = (0, (1,0,0))) si € = 1 (respectivamen-
te € = —1) es un vector normal a la inmersién totalmente
geodésica MZ(e) x R < M?2(e) x M?(e) dada en la Proposi-
ci6n 1.1. Asi H = |H|(. Si 6 es la segunda forma fundamental
de £ en M?(e) x IR, entonces & = ¢ y por tanto

(0(9,,0,), H+iH) = (6(9,,9,),H—1iH) = (5(d,,0,), H).

de donde f; = p/V2,5=1,2. Ademds, si ® = (¢,n) : Z —
M?(€e) x R entonces, teniendo en cuenta la Proposicién 1.1,
la correspondiente inmersiéon © : £ — MZ(e) x M2(€) es
O = ($,)) donde

P = (cosm,sinn,0), sie=1,
P = (0,sinhn,coshn), sie=—1.

Ahora, mediante un célculo directo, deducimos que (J; @, H) =
Hm, y (J, @, H) = —[Hn,, luego v; = —iv2n, = —iV2A,
j=1,2

Finalmente, de la segunda expresion de ©; (ver observa-
cién 5.1) y (3.4)[p36], deducimos

©1 =0, = (2(5(92,0.), H) — e(n2)?) (dz)* = 2O ar.

Conviene observar que, en este caso, las funciones que apa-
recen en las ecuaciones de Frenet satisfacen f1 = {5, v1 =v2.
Ademas, puesto que y; = —iv/2A tenemos que

eZu 5 eZu

S 1= =y =2AF = —-(1-+7),

y, por tanto, eligiendo convenientemente el normal, C; =
Cz =V. [ |
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5.3.2 Producto de curvas

Otros ejemplos de superficies pMc de M?(e) x M?(e) pue-
den construirse de la siguiente manera: dadas dos curvas
regulares ot : I — M?(€) yp:1I'— M?(e) entonces

O:IxI" — M?(e) x M?(¢)
D(t,s) = (ee(t), B(s))

es una inmersion de la superficie I x I’ cuyo vector curvatura
media viene dado por

ke
2

siendo ’ (respectivamente °) la derivada con respecto a t
(respectivamente s), ko ¥ kg las curvaturas de las curvas o y
B y donde hemos asumido que |&'| = | B| = 1. Asi obtenemos
que O tiene vector curvatura media paralelo si, y sélo si, x y 3 son
curvas de curvatura constante. En dicho caso, 4/H|> = k2, + k3,
y por tanto @ es una inmersién minima, esto es, H =0 si, y
s6lo si, oc y B son ambas geodésicas de M?(e). Es interesante
remarcar que la métrica inducida sobre I x I’ es llana.

H= "2 ar,0 4 % 0,18),

Teniendo en cuenta cuales son las curvas de curvatura cons-
tante de S y H2, los ejemplos anteriores son, salvo con-
gruencias, trozos abiertos de la siguiente familia de superfi-
cies PMC completas y embebidas:

Ejemplo 5.1. Si € = 1, el toro producto de dos circulos geodésicos
Ta,ﬁ :{(X,y) € Sz X Sz 1 X3 =a,ys = ﬁ}’

con0 < a<a<lya®+a? >0, cuya curvatura media

. 2 42
satisface 4|H|2 = St
Si € = —1 obtenemos tres familias de ejemplos topolégica-

mente distintos:
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(i) el toro producto de dos circulos geodésicos

A

Toa={(xy) eH*xH?: x3=q,y3 =4}, 1<a<a,

cuya curvatura media cumple 4/H|? = a?i] + a?i:
H*>1/2,

(ii) el cilindro producto de un circulo geodésico y un hiperciclo

Cap ={(x,y) €EH*xH?*: x3=qa,y1 =b}, b>0,a>1,
cuya curvatura media satisface 4 HI? = a?: + % y
[HI2 > 1/4,

y el cilindro producto de un circulo geodésico y un horociclo

Co={xy) eH*xH*: x3=q,y1—y3 =1, a>1,

cuya curvatura media satisface 4 |H|2 = 2ac122:11 y \HI2 >
1/2.

(iii) y finalmente el plano producto de dos hiperciclos

Pop ={(xy) e H*xH?: x; =b,y; =b}, b,b>0,bb#0
cuya curvatura media verifica 4 [H* = bqu + BE’; y
M2 <172,

el plano producto de un hiperciclo y un horociclo

Pp={(xy) €eH*xH?*:x; =b,y;1—y3 =1}, b>0,

cuya curvatura media cumple 4 H? = zbb;fﬂ y 1/4 <
M <172,
y el plano producto de dos horociclos

P={xy) e H*xH?: x; —x3=1,y1 —y3 =1},

cuya curvatura media satisface \H\z =1/2.
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Lemas.2. Sea ®:1x1" — M?(e) x M?(e) el producto de dos
curvas ®(t,s) = («(t), B(s)) de curvaturas constantes kK y kp
respectivamente. Entonces:

e Dado el pardmetro conforme z = t +1is, los datos fundamen-
tales de la inmersion © vienen dados por:

_ (k(x_ik[?))
u=0,C =0,v1 = =,
< j Y1 =72 ZﬁlH\

rd (koc_ik(i)z . >
fr=F,=—> P 5_12
1 2 8ﬁ|H| )

o Las diferenciales de Hopf vienen dadas por:

e +4/H|?

@ =T
) 16/H|?

(koo + (—1)ikp)? (d2)?, j=1,2.

Demostracién. Es inmediato que z = t+1is, con t y s el
pardmetro arco de las curvas « y 3 respectivamente, es un
pardmetro conforme con factor conforme asociado e?t =1,
luego u = 0. Asi, teniendo en cuenta que la curvatura media
es 2H = (kqJo/, kpJB), luego 2H = (kgJa’, —k«JB), es facil
deducir el primer punto. El segundo punto es consecuencia
inmediata del primero y la expresion (5.7). |

Observacion 5.2. A la vista de este resultado los dos tipos
de ejemplos de inmersiones de curvatura media paralela
presentados hasta ahora tienen ambas diferenciales nulas,
©; =0,j=1,2,5i, y s6lo si, o bien se trata de una superficie
cMcC con Oar = 0 en el primer caso o bien se trata de un
producto de curvas con 4 H? +e=0 (ya que no pueden
ser simultdneamente ko = kg = 0 pues en dicho caso la
inmersion seria minima, caso que no estamos considerando).
Esto implica que e = -1y 4 |H|2 = 1. Ahora bien, teniendo
presente el Ejemplo 5.1, tenemos dos posibilidades:
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¢ la inmersién debe ser producto de un horociclo y una
geodésica, con lo cual factorizaria a través de M?2(€) x
IR como una inmersion de curvatura media constante
o bien

e el producto de dos hiperciclos apropiados.

5.3.3 Familia con K =0

En la siguiente proposicion vamos a definir, en términos de
las soluciones de cierta ecuacion diferencial, una nueva fami-
lia de inmersiones de curvatura media paralela. La principal
caracteristica de dicha familia es que la curvatura normal ex-
trinseca de cada ejemplo es siempre cero. La importancia de
esta familia se vera mds adelante (ver Teorema 6.3 [p.121]).

Proposicioén 5.3. Sean a,b,c niimeros reales con b > 0y h :
I ¢ R — R una solucién no constante de la E.D.O.

(h)%(x) = (a—h*(x)) ((a—h?*(x)) — eb(1 + (h(x) — ¢)?)),
(5.8)
cumpliendo e€(a — h?(x)) >0, para cualquier x € L
Sea P(x,y) = P(x) la curva en M?(e) tal que

eb(a—h?(x))
WP/ (x)3

siendo ky, la curvatura. Definimos ¢ : 1 x R — M?(e) por

W/ )P =b(1+(h(x)—c)?) ¥ kylx)=—

1. Sia >0,

dx,y) = = (\/ela—h2(0) cos(v/ay),
\ela—h2(x))sin(Vay), h(x) ),

B
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2. Sia <0 (loque zmplzca que € = —1),

dlx,y) = ( ), v/ — asinh(v/—ay),
\/h2(x) — acosh(v/—ay) )

3. Si a =0 (lo que implica que € = —1),

dlx,y) = ((y? = 1)h?(x) +1,2yh?(x),

1
2h(x)
(Y2 +Dh2(x) +1).

Entonces ® = (b, ) : I x R — M2(e) x M2(€) es una inmer-
sion de curvatura media paralela.

Todos los ejemplos descritos anteriormente satisfacen que 4/H|?> =
b, C; = Cz con C3 = %, son inmersiones conformes cuya

métrica inducida es €(a —h(x)?)(dx? + dy?) y las diferenciales
de Hopf vienen dadas por:

Q; = Z—b(a—|—1 —c?+2(=1)ic)(dz)?, j=1,2.

Observacion 5.3.

1. Siguiendo la Proposicién 5.3, las soluciones constan-
tes de la ecuacion (5.8) que satisfacen e(a — h?) > 0
producen inmersiones pmc de M?(e) x M?(e) con
Cy; = C, =01i.e, gracias a (5.2), el jacobiano de cada
una de las componentes de la inmersién es nula y, por
tanto, la inmersién es un producto de curvas que estd
descrito en el Ejemplo 5.1.

2. Todas las inmersiones descritas en la proposicién an-
terior son invariantes por un grupo 1-paramétrico de
isometrias {I(0) x Id, 8 € R} de M?(e) x M?(¢), don-
de 1(0) : M?(e) — MZ(€) es la isometria dada, segin
el signo de a, por:
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a>0 a<0
cos® —sin® O 1 0 0
sin® cos® O 0 cosh® sinh©
0 0 1 0 sinh©® cosh©
a=0
2 2
- 0 &
—0 1 0
92 92
-5 0 1+5

Demostracién. En primer lugar es facil comprobar que, en
los tres casos,

xl? = ella=h?) —eb(1+ (h—c)?)], [dyl* =e(a—h?)

<¢X/ d)y) - 0/ <d)x, (I)xy> - 0/ <d)yr (bxy) = _ehhl

y, por tanto, |®|> = |®,|> = e(a —h?) y (D, Dy) =0, lo

cual nos asegura que @ es una inmersiéon conforme. Ahora,
mediante un cdlculo directo, tenemos

bh/(h—c)

Wd)x —e(lbxl* + “by‘z)dl

¢xx+¢yy = -

Ademas, la descripcién de la curva 1 nos asegura que

bh/(h—c) ~ eb(a—h?)
W l? * W l?

Pxx +Wyy =xx = Jx — elbx|*.

Ahora bien, ya que @ es conforme, podemos expresar

(@rx + Dyy) "

H =
2¢e(a—h2%) 7

donde ()T denota la parte tangente a M?(e) x M?(e). Usan-
do las férmulas anteriores obtenemos

- 1 _bh'/(h—c) ~ bh/(h—c) ~ ebla—h? >
H‘ze(a—h2)< 02 P T E T T g
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De esta ecuacién la norma de H es |H|? = b/4 y, tras un
calculo directo, obtenemos

b(a—ch)
2(a—h?)

bh(h—c¢)

o n__ bh(h—c)
Vo 2(a—hZ) ¥

O, Vo H=

lo que prueba que H es paralelo en el fibrado normal.

Finalmente, para calcular las diferenciales de Hopf de la
inmersién @, lo tnico que necesitamos es que

H=

1 < bh’ bh

Zela—12) o2 P T

|2
n

Ahora vamos a analizar las soluciones de la ecuacion (5.8).
Puesto que el grado del polinomio que aparece en ella es
menor que 5, las soluciones son funciones elipticas que
pueden ser obtenidas conociendo las raices del polinomio.
Es claro que cualquier solucién h de (5.8) no tiene por qué
cumplir la condicién e(a —h?) > 0, qué es necesaria para
definir la inmersién rMmc (sin singularidades).

Si denotamos por
p(t) =a—t>, q(t) =—(1+eb)t>+2ebct—eb(1+c*) +aq,

la ecuacién (5.8) se transforma en (h/)2 = p(h)q(h). La
condicién e(a —h?) > 0 implica que ep(h) > 0y, por tan-
to, debe ser eq(h) > 0 al menos en cierto intervalo de R.
Esta desigualdad del polinomio q(h) nos proporciona las
siguientes restricciones:

(1+b)(a—b) =bc?  sie=+I

be? > (b—1)(a+b) sie=—1y4H?>=b>1 (5.9)
cAOora<—1 sie:—1y4\H|2:b:1
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sobre los pardmetros a, b y c. Por otro lado, es posible obte-
ner todas las soluciones de la ecuacién (5.8) en términos de
funciones elipticas de Jacobi (ver [BFy1]) y un profundo ana-
lisis de las mismas muestra que las condiciones que aparecen
en (5.9) son también suficientes para obtener soluciones de
la ecuacién (5.8) cumpliendo e(a —h?) > 0. Asi

Las soluciones h de la ecuacion (5.8) verifican e(a —
h2) > 0si, y s6lo si, los pardmetros a,b y c de dicha
ecuacion satisfacen las restricciones (5.9).

La integracion de la ecuacién (5.8) no es complicada pero
da lugar a muchos tipos distintos de soluciones puesto que
las raices del polinomio que aparece en ella son de diferente
naturaleza dependiendo de los valores de los pardmetros a,
b y c. Para ilustrar la integracién vamos a hacerla en un caso
particular puesto que la soluciéon producird una bella familia
1-paramétrica de inmersiones rMcC de MZ(e) x M2 (e).

Ejemplo 5.2. Consideremos, en la ecuacién (5.8), € = —1,
c=0,b=1y,de(59) a < —1.En este caso (5.8) se transfor-
ma en

(h)?(x) = (a+1)(a—h?(x))
cuya solucién con h(0) =0 es
h(x) = v/—asinh(y/—(1 + a)x).

Asi e(a—h?) = —acosh?(v/=(1+ a)x) > 0 para todo x, y
denotando por A = /—(1+ a) se obtiene, de la Proposi-
cion 5.3, que para cualquier A > 0, Oy = (P,)) : R? —
H? x H? dada por

b(x,y) = (sinh(?\x),cosh(?\x) sinh(v/ 14 A2y),

cosh(Ax) cosh(v/ 1+ ?\ZU))



5.4 ALGUNAS PROPIEDADES INTERESANTES |
y W(x,y) =1P(x) la curva en H? parametrizada por
W' =14 (14 A?) sinh? (Ax)
y con curvatura ky, = —V/1+A? cosh?(Ax) /'3 es un em-
bebimiento conforme pMcC de la superficie completa (R?, (1 +
A2) cosh? (Ax)(dx? + dy?)) condH? =1,01 =0, = }‘Tz(dz)z.
La curvatura de Gauss viene dada por K(x) = —A2/ cosh*(Ax).

Cuando A =0, esto es, a = —1, @y es el producto de una
geodésica y un horociclo, i.e. Py en el Ejemplo 5.1.

5.4 ALGUNAS PROPIEDADES INTERESANTES

De (5.6) y las ecuaciones de Gauss y Ricci podemos obtener
algunas propiedades y férmulas acerca de las inmersiones
PMC que nos serdn de utilidad més adelante.

Primero, de las ecuaciones de Gauss y Ricci junto con 4u,z =

—Ke?" es facil deducir
2 e4u

6" =5

(HP —K+eC), j=1,2. (5-10)
Esta ecuacion nos asegura ademds que

K<IHP?+1,sie=1

y la igualdad se alcanza en un punto p si, y sélo si, ocurre
que fj(p) =0y C#(p) =1,j =1,2. Ademds

K <|H?, sie=—1

y la igualdad se alcanza en un punto p si, y sélo si, ocurre
que fj(p) =0y Cj(p) =0,j=1,2.
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En segundo lugar, usando (5.6), Gauss, Ricci y (5.10) obtene-
mos la siguiente relacién entre |©; ‘2 and |VC; |2

VG ‘2 +4ee ‘@5‘2 =
€(1 —Cjz)
4

(5.11)

:(1—cj2+4e|H|2)< —I—IHZ—i—eC]-Z—K),

paraj =1,2.

Por otro lado, de (5.6), Gauss y Ricci, es facil calcular el
laplaciano de las funciones de Kéahler Cj, obteniendo

AC; =—C; (4HP = 2K+e(1+CP)), j=1,2 (5.12)

Esta dltima ecuaciéon quiere decir que Cj satisface (A +
F)Cj =0siendo F =4 \HI2 —2K+¢€e(1+ C).z). De esta manera,
usando resultados clasicos de la teoria eliptica (véase, por
ejemplo, [Che76]), deducimos que o bien C; = 0 o el conjun-
to{p € Z: Cj(p) =0} es una unién de curvas. En particular
su interior es vacio.

Bajo ciertas restricciones de la curvatura de la superficie,
podemos obtener mas propiedades de los conjuntos I},

i=1,2,(ct. (5.1)).

Proposicién 5.4. Sea @ : L — MZ(e) x M2(e) una iﬁmersién
pmc. Si K(p) # € para cualquier p € L, entonces L\ Zz) ={pe
P C]-Z (p) =1}, 5 = 1,2, son conjuntos de puntos aislados.

Demostracién. Puesto que los puntos p con C]-2 (p) = 1 son
puntos criticos de la funcién Cj, vamos a estudiar cuando
son degenerados.
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Sea entonces pp un punto con C; (po)?> =1, conj € {1,2).
Entonces v;j(po) = 0y, de las ecuaciones (5.6), Gauss y Ricci,
se obtiene

(Cj)zz(po) = —2V2[HIf;(po)C;(po),
Cj(po)e?uPo) [H?
2
—4C;(po)e 24P) || (po).

(Cj)zz(po) =

Un célculo directo nos muestra que el determinante del
hessiano de C; en pg es

e upo) (e2ulPoly2 _ ge—2ulpolf; (Do)\z)z

lo cual, por (5.10), es igual a (K(po) — e)2 y, por tanto, pp es
degenerado si, y solo si, K(pg) = €. Puesto que los puntos
criticos no degenerados son aislados finalizamos la demos-
tracion. n
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RESULTADOS PRINCIPALES

Hay veces que es mejor tener poca fe
por si las cosas no salen.

6.1 RELACION ENTRE CMC Y PMC

Las condiciones de integrabilidad dadas en el capitulo an-
terior (ver Proposicion 5.1[p.g6]) nos permiten relacionar,
al menos en el caso simplemente conexo, inmersiones de
curvatura media paralela de MZ(e) x M?(€) con pares de
inmersiones de curvatura media constante en M?(e) x R
con la misma métrica inducida y el mismo médulo de la
curvatura media. Puesto que esta relacién s6lo depende de
la clase de congruencia de una inmersién es conveniente
denotar por [®] al conjunto de inmersiones congruentes a @,
esto es, @ € [@] si existe una isometria del espacio ambiente
F tal que Fo @ = @.

Teorema 6.1. Dada una superficie riemanniana simplemente cone-
xa (X, g), existe una correspondencia biunivoca, (@] < ([@1], [D2]),
entre clases congruentes de inmersiones isométricas de curvatura
media paralela @ : (X, g) — MZ(e) x M2(¢) y pares de clases
de congruencia de inmersiones isométricas de curvatura media
constante ®1, D5 : (X, g) — M?(e) x R con [H| = [Hq| = [H2|,
siendo H el vector curvatura media de ® y H;, j = 1,2, son
respectivamente las curvaturas medias de @;,j =1,2.
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Las diferenciales de Abresch-Rosenberg 81\12 asociadas al par de
inmersiones cMcC @j, j = 1,2, y las dos diferenciales de Hopf ©;,
j = 1,2, asociadas a la inmersiéon pmc O© estdn relacionadas por
20, =65,j=1,2.

Ademds, [©1] = [D3] si, y solo si, existe una inmersion en la clase
de equivalencia de [®] que factoriza de la forma

®:% — M?(e) x R — M?(e) x M%(¢)

a través de una inmersion cMc en M2 (e) x R.

Demostracion. Para probar el resultado vamos a usar las
ecuaciones de integrabilidad (5.6)p.96| para inmersiones con-
formes de curvatura media paralela dadas en el capitulo
anterior y las correspondientes ecuaciones de integrabilidad
para inmersiones conformes de curvatura media constante
en M?(e) x R descritas en (3.3)[p.36).

Sea @ : (X, g) — M?(e) x M?(e) una inmersién isométrica
de una superficie orientable simplemente conexa X y z un
pardmetro conforme de manera que la métrica inducida se
escriba de la forma e?" | dzlz. Consideramos entonces el par
de datos fundamentales

2%

V2

De (5.6)[p.96], se sigue que estos datos satisfacen (3.3)[p.36
para k = € y T = 0, y por tanto existen dos inmersiones
de curvatura media constante @; : (X, g) — M?(e) x R con
Myl = Hl, 5 =1,2.

(wHy =[H,v; = Cj, Ay = —2,py = V2j), j=1,2. (6.1)

Mas aun, si ® es congruente a ¥, entonces las correspon-
dientes inmersiones asociadas @; y ¥;, j = 1,2, son también
congruentes ya que tienen los mismos datos fundamentales.
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Reciprocamente, sea @; = (dj,1;) : (£, g) — MZ(e) x R dos
inmersiones cmc con [Hj| = [H2| y z un pardmetro conforme
con g = e2%|dz|?. Podemos suponer, componiendo con una
isometria apropiada si fuese necesario, que Hy = H, > 0.
Consideramos entonces los datos

<u,|H| =H; =Hy, Cj =v;,v; = —iV2A,fj = % tj= 1,2>
(6.2)

donde en este caso A = (D, &) = 1,. De (3.3)[p36], se si-
gue que estos datos satisfacen (5.6)[p.06], y, por tanto, existe
una inmersién de curvatura media paralela @ : (X, g) —
M?(e) x M?(€) con [H| = |H;| = [Ha|.

Al igual que antes, si @ son congruentes a ¥j, j = 1,2,
entonces las correspondientes inmersiones pmc @ y ¥ son
también congruentes pues tienen los mismos datos funda-
mentales.

Por otro lado, puesto que la diferencial de Abresch-Rosenberg
para superficies de curvatura media constante puede expre-
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sarse, gracias a (3.4)[p.36), como @ = ([H;p; — $((n;)2)?)(dz)?

y las diferenciales de Hopf para superficies PMcC como ©; =
(2\/Z|H|f)‘ + %yf) (dz)?, usando las anteriores relaciones

entre los datos fundamentales de las inmersiones se obtiene
que 20, =0;,j=1,2.

Finalmente, supongamos que [@1] = [D;], esto es, O, D, :
(£,9) — M?(e) x R son dos inmersiones isométricas cum-
pliendo ®; = Fo @ para cierta isometria F de M?(e) x R.
Entonces, dado un parametro conforme z podemos consi-
derar, posiblemente salvo congruencias, que los datos fun-
damentales de ®; cumplen [Hq| = [H2|, p1 = p2, vi =
vy and 17 = 13. De esta manera la inmersién pmMc ® =
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(b, ) : (Z,g9) — M?(e) x M?(e) asociada a dicho par cum-
ple f1 = f2, vy1 = v2 y C1 = C,. Ahora bien, puesto que
—iv2H = [H| (§ — ), de las ecuaciones de Frenet (5.5)[p.os)
obtenemos que la derivada de la funcién H: £ — R® (o R$)
viene dada por

- iH|

H, (EZ_EZ) =0.

S

Por tanto H = W para cierto vector fijo W € R® (o RS)
con W| = [H| > 0 con lo cual 0 = (®,H) = (O,W) y
0 = (&,H) = (&, W). Ahora si llamamos ® = (¢, V)
y W = (W;,W;), obtenemos finalmente que (¢, W;) =
(P, W) =0. Si W, =0, tenemos que W # 0y, por tanto,
Jac($p) = 0, ie., C; = —Cy. Asi C; = C, = 0 con lo cual
Jac(dp) = Jac() = 0, esto es, la inmersién es producto de
dos curvas o y 3. Teniendo en cuenta la demostracién del
Lemma 5.2[p.103].(2) y que, en este caso, Y1 = Y2 deducimos
que y1 =Y, esto es, Imy; =0, pero

1
LN

lo cual implica que kg = 0, i.e., J estd contenida en una
geodésica de M?2(e). Si W5 # 0, puesto (1, W>) = 0, estd
contenida en una geodésica de MZ(e) también.

(koc - 1kf5 )/

De esta manera la inmersiéon @ factoriza a través de una
hipersuperficie totalmente geodésica de M?(e) x R como
una superficie de curvatura media constante.

Reciprocamente, dada una inmersién pmMc @ : (X, g) —
MZ(e) x M2(e) tal que O factorice a través de una hipersu-
perficie totalmente geodésica de M?(€e) x R entonces, de la
demostracioén del Lema 5.2[p.103).(1), tenemos que sus datos
fundamentales satisfacen f1 = f2, y1 = v2 y C1 = C,. Asi,
los correspondientes datos fundamentales de @ y @, son
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los mismos y, por tanto, son inmersiones congruentes, i.e.,
[@q] = [D3]. [ ]

Observacion 6.1. Consideremos una inmersion @ : I x I’ —
MZ(e) x M2(¢) producto de dos curvas @(t,s) = (oc(t), [5(5))
de curvaturas constante ky y kg con |a/| = Bl =1. Siguien-
do la demostracién del Teorema 6.1 y del Lema 5.2[p.103), los
datos fundamentales de @7 y @, vienen dados por

u; =0, ZHi:\/kgﬂrsz vi =0, p2=";

_LY._i(ka—l-(—])jikB) i—12
V2 2 12 T
V2 2,k +¥3

Puesto que A; = —A7, p2 = P; vy la aplicacion G(x,y) =
(—x,y) es una isometria de la métrica inducida g = dx? +
dy? entonces es ficil convencerse que @7 o G es una inmer-
sién cMc con los mismos datos de Frenet que @, y, por tanto,
®; 0 G y @, son congruentes. Ademas, ya que la funcién
angulo vq asociada a @7 es idénticamente cero sabemos que
la inmersién debe ser un cilindro sobre una curva en M?(e)

de curvatura constante , /kZ + k% al ser @ una inmersion

cmc con 2H = /K3 + k5.

Aj

6.2 SUPERFICIES PMC LAGRANGIANAS

Los ejemplos 5.1[p.101| de productos de curvas de curvaturas
constantes satisfacen que C; = C; = 0. En particular se trata
de superficies lagrangianas respecto de las dos estructuras
complejas J; y J, que M?(e) x M?(e) posee (véase (1.1)[p.5)).
Conviene recordar que una superficie lagrangiana de una
4-variedad compleja es una superficie para la cual la funcién
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de Kéhler es idénticamente nula o, equivalentemente, que |
define un isomorfismo entre el plano tangente y el normal a
la superficie.

El siguiente resultado clasifica, incluso localmente, aquellas
superficies de curvatura media paralela de M?(e) x M?(e)
que son lagrangianas con respecto a alguna de las estructu-
ras complejas.

Teorema 6.2. Sea @ : £ — M?(e) x M?(e) una inmersién con
curvatura media paralela de una superficie L. Si © es lagrangiana
con respecto a alguna de las estructuras complejas J1 o ], entonces
®(X) es un conjunto abierto de alguna de las superficies descritas
en el Ejemplo 5.1[p.101].

Observacién 6.2. Este resultado es una generalizacién de [CUoy,
Teorema 1], donde los autores lo prueban para € =1, i.e,,
cuando el espacio ambiente es S x S y la superficie es
compacta.

Demostracién. Tomando el recubridor orientable de dos ho-
jas si fuese necesario podemos asumir que L es orientable.
Ademas, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
® es lagrangiana con respecto a J;,i.e.,, C; =0. AsiJ; Hes
un campo paralelo tangente a X con lo cual I es llana, i.e.,
K =0.

Nuestro objetivo es probar que la otra funcién de Kahler
C, se anula igualemente y para ello vamos a considerar
la diferencial holomorfa ©,. Distinguiremos entonces dos
casos: que O sea idénticamente cero o bien que ©; tenga
ceros aislados.
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En el primer caso de (5.11)[p.110, (5.12)[p.110] y puesto que

K = 0 se obtiene

e(1— C%)
4

ACy = —Co(4H]? + e(1+C3)).

Dichas ecuaciones afirman que la funcién C; es isoparamé-
trica, esto es, [VC2|? = f(C>) y AC, = g(C;) para ciertas
funciones reales f, g. Seguimos entonces un argumento es-
tdndar: vamos a trabajar en el abierto U donde VC; #0y
nuestro objetivo es probar entonces que U = ¢ luego C;
serfa constante. Puesto que K = 0, la férmula de Bochner
afirma que

IVCal* = (1—C3 +4e[H?) < +H? + eC%>,

2
1
SAIVCal? = (VC3, V(AC2)) + ) IV VCaP,
i=1
siendo {e1, e2} una referencia ortonormal sobre U. Tenien-
do ahora en cuenta que C; es isoparamétrica y tomando
e1 = VC,/|VC;| no es dificil comprobar que la férmula de
Bochner se transforma en

119

0 = (4H]* +€(1—C3))(3e(e+4[H|*)* —18(e +4[H|*)C3 —eC3)

Asi C; satisface sobre U un polinomio no trivial y, por tanto,
debe ser constante en cada componente conexa de U lo cual
es una contradiccién puesto que VC; # 0 sobre U. Hemos
probado entonces que U = ¢ con lo cual C; es constante.
Pero la ecuaciéon (C,), = 0 implica que V2(1 — C%)fz =
|Hh/%. De ahi y (5.10)[p.109] se obtiene que C% =eK =0. Asi
nuestra inmersién es también lagrangiana con respecto a J,.

En el segundo caso, i.e., si @, tiene sus ceros aislados, de
las ecuaciones de integrabilidad (5.6)[p.06] se sigue que la
1-diferencial

Y(z) = y1(2) (dz) = V%HU]@Z,HHW dz,
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que estd bien definida puesto que es invariante por un cam-
bio conforme de pardmetro, es también holomorfa y sin
ceros. Asi ©,/Y? es una funcién holomorfa. Sea P un punto
con O, (p) # 0. Entonces en un entorno conexo U del punto
p podemos normalizar dicha funcién holomorfa de la forma

Ch .
Wz?\, A e R

Asi |©;,]2 = A?|Y]*. Ahora, gracias a las ecuaciones de inte-
grabilidad (5.6)[p.96), (5.11)[p.110], (5.12)[p.110] V¥ el hecho de
que C; =0y K = 0 obtenemos

e(1 —C%)
4
ACy = —Co(4H* + e(1+C3)).

[VCaf* = (1 —C3 +4eH?) ( +HP? + ec§> —eN?,

En este segundo caso las dos ecuaciones anteriores nos ase-
guran también que la funcién C; es también isoparamétrica
sobre L.

Asi, siguiendo un argumento similar al del primer caso,
obtenemos que C, = 0 sobre U. Puesto que esto se cumple
en cualquier punto de I excepto sobre los ceros de ©;,
que sabemos que son aislados, deducimos en este segundo
caso que nuestra inmersiéon @ es también lagrangiana con
respecto a J,.

Como consecuencia de (5.2)[p.92] tenemos que Jac(dp) =
Jac(\p) = 0 y la inmersién @ es el producto de dos cur-
vas. Puesto que la curvatura media es paralela obtenemos el
resultado. |
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63 SUPERFICIES PMC CON CURVATURA NOR-
MAL EXTRINSECA NULA

Como se estableci6 en la demostracién del Lema 5.2[p.103],
las superficies PMc de M?(e) x M?(e) que provienen de su-
perficies cMc de M2 (e) x R tienen C; = C» y, en particular,

su curvatura normal extrinseca Kt = e(C% — C%) /2 se anula.
Por otro lado los ejemplos 5.1[p.101] de productos de curvas
de curvaturas constantes satisfancen que C; = C; = 0 luego
también tienen su curvatura normal extrinseca es nula. Es
por tanto natural preguntarse si éstas son las tinicas superfi-
cies pmc cumpliendo dicha propiedad. El Teorema 6.3 las
clasifica mostrando que, ademds de los anteriores ejemplos,
aparece unicamente la familia de superficies rmc descrita
en la Proposicién 5.3[p.104].

Teorema 6.3. Sea @ : £ — M?(e) x M?(e) una inmersion
de curvatura media paralela de una superficie L. Entonces la
—1 , .
curvatura normal extrinseca se anula, K~ =0, si, y sélo si, O es
localmente congruente a:
1. una superficie de curvatura media constante de MZ(e) x R,
2. uno de las superficies descritas en el Ejemplo §.1[p.101],

3. uno de las superficies descritas en la Proposicion 5.3[p.104].

Observacién 6.3. Aunque K" s6lo esta bien definida para

.. . . L
superficies orientables, la ecuacion K™ = 0, que se traduce en
la igualdad C4 = C3, tiene sentido incluso para superficies
no orientables.

Demostracién. En primer lugar, es claro que los ejemplos

dados en (1) y (2) cumplen K- =o. Ademas, de la Proposi-
cién 5.3[p.104), los ejemplos dados en (3) también cumplen

Kt =o.

121



122

| RESULTADOS PRINCIPALES

. —1 .
Reciprocamente, supongamos que K~ = 0, i.e.,, C3 = C3.
Tomando, si fuese necesario, el recubridor de dos hojas
orientable de X, podemos asumir que X es orientable.

De (5.12)[p.110] tenemos que
(A+F)(Cy —C2) =0,

donde F = 4[H|? — 2K + €(1 4+ C%) = 4[H|> — 2K + e(1 + C3).
Ahora, usando resultados cldsicos de la teoria de funciones
elipticas (ver, por ejemplo, [Che76]), obtenemos que o bien
Ci =Coo0A={peZ:Cip) = Calp) es un conjunto
de curvas en I. Asi, puesto que C3 = C3 deducimos que
Cy +C2 = 0 sobre Z\ A y por tanto sobre L. De nuevo
tenemos dos posibilidades: C; = C, o C; = —C;. Es claro
que las superficies con C; = —C;, pueden obtenerse como
imagen de las superficies con C; = C, mediante la isometria
F: M2(e) x M2(e) — MZ(e) x M?%(e) dada por F(p,q) =

(d,p).

De esta manera, podemos asumir que C; = C;. Asi, usando
las ecuaciones de integrabilidad (5.6)[p.o6] obtenemos que la
1-diferencial

Q(z) = (v2(z) =v1(2))(dz) =

1 ) N
= g (02 =102 ) =2+ 1)@ 7 ) (),

que estd bien definida puesto que es invariante por cambios
conformes del pardmetro, es holomorfa. Por tanto, o bien
Q =0 o Q tiene sus ceros aislados. En el primer caso tene-
mos que y1 =72 y usando que (C1); = (C2)z y (5.1) poz]
obtenemos f; = f,. Ahora, usando el mismo argumento que
en la demostracion del Teorema 6.1, se sigue que @ factoriza
a través de una inmersién cMmc de M?(e) x R, con lo cual
obtenemos el caso (1).
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Veamos qué ocurre si la diferencial Q) no es idénticamente
nula. Fuera de sus ceros podemos normalizarla como vy, —
v1 = 2v/2|H|. Puesto que C; = C, tenemos entonces que
hv1l? = hy2l? y por tanto Re(y1) = —v2[H|. Asi

vi=—V2H+1ig, v2=-¥,

para cierta funcion g :  — R. Ahora, usando las ecuaciones
de integrabilidad (5.6)[p.96] obtenemos que gz = —%IHIC 1,
lo que implica que g(x,y) = g(x) y ademds que

o' =—V2e®HIC,,

donde ' representa 0/0y. Asi, de esta ecuacién junto con
e?u(1— C%) = 2(2|HJ?> + g?) se deduce que 1y C; también
satisfacen u(x,y) = u(x) y C1(x,y) = Cy(x).

Puesto que (v;). = (vj)z, j = 1,2, teniendo en cuenta
de nuevo las ecuaciones de integrabilidad obtenemos que
u'y; — 2iCif; = —%IHICj, j = 1,2. Ademas de C; =
C2 v Y2 = —¥;, las anteriores ecuaciones implican que
C1(f1 —f2) = 0. Por tanto tenemos queobien C; =C, =0
y @ es el producto de dos curvas de curvaturas constantes y
obtenemos (2) o bien CT] ({0}) es un conjunto de curvas y,
por tanto, f; = f, sobre £\ Cf] ({0}) de donde también es
cierto sobre X.

Estudiemos finalmente el tercer caso, i.e,, C;1 = C; nonulay
f1 = f2. Puesto que C; depende sélo de x y (A+F)(Cy) =0,
los ceros de Cj son aislados. Ademds ya que y§ = v3,
f1 = 1, y las diferenciales de Hopf son holomorfas, se
deduce que ©7 = w(dz)? y 0, = f(dz)? para cierto namero
complejo p. Esto nos asegura que

2V2HIf; + gy% _—
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En esta situacion, no es dicicil comprobar que, a partir
de (I3)[p.96 ],

Im(p) L9
2H2 V2 (6.3)

e?W(1—C%) =4/H]? +2¢%, ¢’ =—V2e*"“H|C;.

u':C1(

Procedemos ahora a integrar las ecuaciones de Frenet en
este caso. En primer lugar, de (5.4)[p.o4] se tiene que J; @, —
J, @, = 2Re(y1£) y J; @, +J, @, = 2iC; @, + 2iTm(y1 ).
Asi, teniendo en cuenta las definiciones de J;, se tiene que

(0,Jz) =Re(v1&) y (J$pz,0) =iCi @, +ilm(y1&). De esta
manera

Jhy =0, ie. Y(x,y) =(x), y Jdx = C1dy. (6.4)

Por otro lado, puesto que f; = f,, de las ecuaciones de
Frenet se tiene

Zu]i 2 R
e ™ ( C])(D

D,, :ul®z+2%(f1 &) +e 4 ’

lo cual implica, considerando la parte imaginaria de dicha
ecuacion, que @, = u’®,,. Esta ecuacion es irrelevante para
la componente 1, pero para la componente ¢, la ecuaciéon
Gxy = u’'¢y puede ser integrada para obtener

¢(x,y) = e F(y) + G(x), (6:5)
para ciertas funciones vectoriales F y G.

De (6.4) y puesto que @ es conforme se sigue que

[bxl? = CFe?™, |dpyl> =e®™ v (dy, dy) =0.



—1
6.3 SUPERFICIES PMC coN k™ =0 |

Entonces, teniendo en cuenta que ¢yy = u'dy, es facil
obtener

U./
(byy + F(bx + €ezu¢ - O
1

Esta ecuacién junto a (6.5) asegura que la funcién F satisface
la siguiente E.D.0.

u/(x)? 2u(x) ~

5 *)F G(x) =0,

para cierta funcién vectorial G. De aqui, y derivando respec-

F'(y) + (

’ 2
to ay y ax, se obtiene que 0 = ( g]((’;))z + ee?4(X)’F/(y). Pero
et = Id)yl2 = \cbylz = e?Y|F|2,lo que implica que [F/|2 =1.
De las anteriores ecuaciones obtenemos finalmente que

u/(x)z

Cy(x)?

para todo (x,y) € Z, con lo cual F cumple la siguiente E.D.0.
F”’(y) + aF(y) — Go = 0.

La solucién a dicha ecuacién viene dada, en términos de la
constante a, por

+ eeZu(x) —ac R/ G(X) = —GO (S RS (R?)/ (66)

. G
F(y) = cos(v/ay)H; + sin(v/ay)Hz + 70 a>0,

G
F(y) = cosh(v—ay)Hj + sinh(v/— y)Hz—l—?O, a <o,
2

Fly) = %Go 4+yH;+Hy, a=0.

donde
Hy[? = |H2/? =1/a, (Hy,H2)=0, a>0,

Hi[? = —[Hal> =1/a, (H;,Hz) =0, a<0,
Hi[?2 =1,1Gol =0, (H;,Go)=0, a=0.
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Observemos que esto implica que el caso a < 0 sélo es
posible si € = —1. Usando esta informacién en (6.5) se
obtiene

d(x,y) = e*™ cos(vay)Hy + e*™ sin(v/ay)Hz + G(x),

d(x,y) = e*) cosh(v—ay)H; + e“™) sinh(v—ay)Ha + G(x),
2

d(x,y) = e %Go +etMyH; + G(x),

dependiendo de si a es positivo, negativo o nulo respectiva-
mente y para cierta funcion vectorial G.

Ya que ($, dy) =0, se deduce de las anteriores ecuaciones
que

o (G(x),H;) =0,j=1,2sia#0,
o (G(x),H1) =0y (G(x),Go) = —e*™) sia=0.

Observemos que el caso a = 0 es sélo posible si € = —1
puesto que |Go2 =0y (G(x), Go) # 0.

Ahora bien, salvo isometrias de R® o R} podemos elegir
Hy = (1/v/@,0,0), Hy = (0,1/y/a,0) y G = h(x)(0,0,1/V/a)
sia >0 Hy =(0,0,1/v=a), H; = (0,1/v/=a,0) y G =
h’(x)(]/\/_alolo) sia< O/ y H1 = (01110)/ GO = (11011)

A 1-hZ%(x) 1—h?(x)
y G =( Th(x) /0, Th(x)
funcién h. En consecuencia, las anteriores ecuaciones se

transforman en

Blx,y) = () cos(v/ay), ¢4 sin(v/ay), h(x)),

+ev(¥))sia =0, para cierta

\/a
() = = (hlx), e sinh(y/=ay), ") coshiv=ay)),
B eu(x) 2 ]*hz(X) u(x)
d>(x,y)—< 7 YV Y T ¢ Y
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donde h(x)2 4 ee?*(¥) = q y seglin sea a positivo, negativo
0 cero respectivamente.

Para estudiar la curva \(x), de (6.4) y puesto que |dp,|* =
e\ se tiene

[sl? = e —[hx|* = e — [Jul* = e — Cily|* =
(1 —C?) = 4/H? 4+ 2¢°.
De hecho, teniendo en cuenta la ecuacién de Frenet para
®,z y (5.4)[p.o4) se obtiene:

(W, JOx) = (4D 7, (0, Ty )) = 2e*™(H, (0, hy)) =

eZu‘H|
V242

_ AHP?
_ C2HP 2y |2 =

con lo cual ky(x) = —4|H|2€2u/|1|)x|3.

= V2 HI(E+E, (0, Jy)) = (Y1 +¥1) (Tbx, Jx) =

1

m)xwz = —4[H? e

Para comprobar que estos ejemplos son los dados en la
Proposicién 5.3[p.104], basta con obtener la E.D.0. que cumple
h. De (6.6) y ya que h? + ee?" =

con lo cual (6.3) implica que h = + <€2|j}(ﬁz) + \/ZQ‘H‘ > De (6.3)

de nuevo se tiene que h/ = Fe?“C; y usando una vez
mas (6.3) se deduce

( ) CZ 4u eZu(eZu_4|H‘2 _292) —

~ 2
= (a—h?) [a—hZ_e4|H|2 (1 + <h3F €2J|$1u)2> )] .

3(
€2
mos que h satisface la ecuacion (5.8)[p.104] ¥ la curva P(x)

cumple

Ahora bien, si definimos b = 4|H|? yc= ‘2, obtene-

eb(a —h?)

W2 =pu? =b(1+(h—c)?) y ky=-— G
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Asi, en este tercer caso la superficie es uno de los ejem-
plos descritor en la Proposicién 5.3[p.104) lo que concluye la
demostracion. [ |

64 SUPERFICIES PMC CON DIFERENCIALES DE
HOPF NULAS

Teorema 6.4. Sea @ : ¥ — M?(e) x M?(e) una inmersion
de curvatura media paralela de una superficie orientable X. Las
diferenciales de Hopf se anulan, i.e. ©1 = @2 = 0, si, y sdlo si,
ocurre una de las tres posibilidades siguientes:

1. ®(X) estd contenida en M?(e) x R como supetficie de cur-
vatura media constante con diferencial de Abresch-Rosenberg
nula,

2. € = —1,4/H|?> = 1 y localmente ® es el producto de dos
hiperciclos oy B de H? con curvaturas k2, + ké =1,

3. e = —1,4HP? < 1 y localmente @ es @y = (do, Vo) :
| —7/2,m/2[xR — H? x H?, donde

Polx,y) = (sinx, sinhy, coshy),
Cos X
2 / _ 2[H|
y o es la curva en IH* dada por (p(§(x)| = VAT
y con curvatura Ko(x) = —Cz‘l’sH"‘

Observacién 6.4. @¢ es un embebimiento conforme y la mé-
trica inducida

1 1 P P
cosZ x ((1 —4|H\2)dx +dy )

es completa y con curvatura 4/H|?> — 1. Ademés C? = C3 =
T—4H%.
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En [ARog4, Leioy] Abresch, Rosenberg y Leite describieron,
para IH|2 < 1/4, un embebimiento ® g1 de una inmersién
isométrica de curvatura media constante de una superfi-
cie completa simplemente conexa con curvatura constante
4HIZ—TenH? xR y con diferencial de Abresch-Rosenberg
nula. Asi @y y @ ar1, consideradas como superficies PMC en
H? x H?, son dos embebimientos isométricos de curvatura
media paralela no congruentes (ya que la segunda compo-
nente de @ no es una geodésica) de una superficie completa
simplemente conexa con curvatura constante 4HI” —1 en
H? x H2.

Demostracién. Supongamos que @1 = ©; = 0. Entonces
tenemos que 32|H|2|f]- |2 = lvjl, i = 1,2, lo que significa que

(1-C})?

H[? 2 K=—
HI7 G T6H2

ji=1,2. (6.7)

De esta ecuacion se sigue que
(CT—C3) (16€[H* + (1 —C7) + (1 - C3)) =0.

Si e = 1, de la ecuacién anterior se obtiene que CZ = C3.
Si € = —1, sobre el conjunto abierto O ={p € L: C%(p) #+
C%(p)}, se tiene

CI+C3=201-8HP). (6.8)

Pero sobre O, C1VC1 = —C,VCy, luego usando (5.11)[p.110]
y (6.7) obtenemos

CT(1—CH(1—Cf—4[H*)? = C5(1—C3)(1 - C3 —4[H*)%.

Usando ahora (6.8) se deduce que Cj, j = 1,2, son las raices
de un polinomio no trivial de grado 8, lo que implica que
Cj,j = 1,2, son constantes en cada componente conexa de
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O. Pero, usando de nuevo (5.11)[p.110], se obtiene que o bien
Cj2 =lol-— C].Z = 4[H|? sobre cada componente conexa de
O. Esto contradice (6.8) sobre O, y por tanto O = ¢ con lo
cual, en este caso (e = —1), también tenemos que C? = C%.

En consecuencia K= = 0 y del Teorema 6.3 se tienen tres
posibilidades. En el primer caso, ®(X) estd contenido en
M?(e) x R como superficie cMC y, del Lema 5.2[p.103], tiene
diferencial de Abresch-Rosenberg nula.

En el segundo caso, C;; = 0,j = 1,2, y ® es localmente
uno de las superficies del Ejemplo 5.1[p.101]. Puesto que
07 = 0, =0, la Observacién 5.2[p.103] nos asegura que la
inmersioén es o bien un producto de dos hiperciclos apropia-
dos o el producto de un horociclo y una geodésica, pero lo
altimo es un caso particular de (1). Asi tenemos (2).

Finalmente, en el tercer caso se tiene una de las superficies
rMc descritas en la Proposicion 5.3[p.104) con ®; =0,j =1,2.
Pero entonces debe ser a = —1y ¢ =0, lo que implica que
€ = —1. En este caso, la ecuacién (5.8)[p.104] se convierte en

(W)? = (1—4H?)(1+h?)?,
de donde 4/H|? < 1.

Si 4/H|?> = 1, entonces h es constante y @ es congruente o
bien al producto de una geodésica y un horociclo si h =0
o al producto de dos hiperciclos apropiados si h # 0. El
primer caso, salvo congruencias, estd incluido en (1) y el
segundo, en (2).

Si 4/H|? < 1, la solucién de la anterior ecuacién viene dada

por h(x) = tan(y/1—4/H]?’x) con =5 < /1 —4[H]’x < Z.

Ahora bien, reparametrizando la inmersién por (x,y) —
\/1—4H]?(x,y), la inmersién pPmc asociada a h en la Pro-
posicién 5.3[p.104] es precisamente @y. Por tanto obtenemos

(3)-
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El reciproco es claro. n

Corolario 6.1. Sea @ : L — M?(e) x M?(€) una inmersion
de curvatura media paralela de una esfera X. Entonces, salvo
congruencias, © es una esfera de curvatura media constante cMC
en M?(e) x R.

Los ejemplos descritos en el Teorema 6.4.(3) y los ejemplos
obtenidos por [ARo4, Leioy] pueden caracterizarse de la
siguiente forma:

Corolario 6.2. Sea @ : £ — M?(e) x M?(e) una inmersién de

curvatura media paralela de una superficie orientable ~. Entonces
P . 7. 1wt

la curvatura extrinseca y normal extrinseca Ky K™ son constantes

si, y s6lo si, ocurre una de las dos siguientes posibilidades:

1. K=K =0 y © es localmente congruente a alguna de las
supetficies descritas en el Ejemplo 5.1[p.101],

2. K = 4H]? -1, Kt = 0, y © es localmente congruente
o bien al ejemplo dado en el Teorema 6.4.(3) o el ejemplo
descrito por Leite en [Leioy].

. . 7wl .
Demostracion. En primer lugar K y K™ son constantes si, y

s6lo si, en virtud de (5.3)[p.93], Cj son constantes, j = 1,2.

Ademés, las superficies del Ejemplo 5.1[p.101] cumplen que
C; =0,j=1,2y los ejemplos del Teorema 6.4.(3) y el dado
por Leite satisfacen C].2 =1 —4/HJ? ye=—1.

Por otro lado, si Cj, j = 1,2, son constantes, de las ecuaciones
de integrabilidad (5.6)[p.06] deducimos que V2(1— Cjz)f,- =
IHh/jz, j = 1,2, y en consecuencia, calculando médulos y
teniendo en cuenta (5.10)[p.109], C% = C% = eK. Asi o bien
C; =0,j=1,2y obtenemos (1) o C; = C, es una constante
no nula. En el segundo caso, de (5.12)[p.110] se tiene que € =
—ly Cj2 =1—4[H|?,j =1,2. Usando toda esta informacién
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podemos comprobar que O; = 0, j = 1,2. El resultado es
entonces consecuencia del Teorema 6.4 y [Leioy]. |

65 NUEVOS EJEMPLOS DE SUPERFICIES CMC
EN PRODUCTOS

Siguiente el Teorema 6.1, los ejemplos de superficies de
curvatura media paralela de MZ(e) x M?(e) descritos en la
Proposicion 5.3[p.104) tienen asociados pares de superficies
de curvatura media constantes de M2 (e) x R. Puesto que
dichas superficies PMc no factorizan a través de superficies
cmc de M?(e) x R, los pares de superficies cMC no son
congruentes.

Sea @ : I xR — M?2(e) x M?(€) una superficie cMc asocia-
da a la solucién h de (5.8)[p.104] en la Proposicién 5.3(p.104].
Siguiendo la demostracién del Teorema 6.3, los datos funda-
mentales asociados a esta inmersion son

u(z) =log/e(a—h?(x)), Ci(z) =Cy(z) = Ca(2),

fa(z) = 12(z) = 1(2),
v1(2) = —¥,(2z) = V2HI(1 +i(h(x) — c)).
Asf los datos fundamentales del par (©1, @) de superficies
cMc de M?(e) x R (ver la demostracién del Teorema 6.1)
vienen dados por
u(z), vi(z) =vi(z) =v2(z),
p2(z) =p2(2) =P1(2), Ai(z) =Az(z)

Puesto que la aplicacion G : I x R — I x R definida por
G(z) = z es una isometria de la métrica inducida g = e(a —
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h?(x))(dx? 4+ dy?), es facil comprobar que @70 G es una
superficie cmc con los mismos datos fundamentales que
®,, y por tanto @7 o G y @, son inmersiones congruentes,
ie., @1y @, son débilmente congruentes. De esta manera
s6lo hay una inmersién cMmc asociada a cada inmersién rmc
de la Proposicién 5.3[p.104). En este caso también es posible
integrar las ecuaciones de Frenet de dichas inmersiones,
obteniendo la siguiente familia de ejemplos.

Proposicién 6.1. Sean a,b,c niimeros reales con b > 0y h :
I € R — R una solucién no constante de la ecuacion (5.8)[p.104]
cumpliendo e€(a — h?(x)) > b, para cualquier x € 1.

Sean(x,y) = Vb (y —|—f:0 (h(t) —c)dt) yb:IxR — M?(e)
dada por

1. SSE=a—€eb >0
Plxy) = k < e(E — h(x)?) cos( VES),
e(E — h(x)2) sin(VEF), h(x))

2. Si E <0 (lo que implica que € = —1)

w(X/U) = \/1—7}3 (h(X), \/ h’(x)z - ESlnh(\/jEf)/
h(x)2 — Ecosh(ﬁf)>

3. Si E =0 (lo que implica que € = —1)

_ N R - S | ]
b(x,y) =hix) <f 2 g o f Jr4+h(><)2>
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Entonces ¥ = (P,1) : I x R — M?(e) x R es una inmersion
cMc , donde en los tres casos

f(x,y) =y —I—JX ble—h(t)) dt

xo €(E—h2(t))

Todos los ejemplos descritos anteriormente satisfacen 4/H|? = b,
son inmersiones conformes con métrica inducida dada por €(a —
h?(x))(dx? + dy?) y su diferencial de Abresch-Rosenberg estd
dada por

OAr = % (a+1—c?—2ic) (dz)?

Observacion 6.5.

1. Puesto que e(a—h?(x)) > b > 0 los pardmetros a,
b y ¢ deben de cumplir (5.9)[p.107|. Reciprocamente,
si a, b y c verifican (5.9)[p.107] entonces existe una
solucién no constante h: I — R con e(a —h?(x)) > 0.
De (5.8)[p.104) €(a—h?(x)) —b > 0 con lo cual, puesto
que h no es constante, existe I’ C I tal que e(a —
h2(x)) —b > 0. Como consecuencia €(a —h?(x)) > b
(para cierto intervalo I’ apropiado) si, y sélo si, a, by
¢ cumplen (5.9)[p.107].

2. Todos estos ejemplos son invariantes por un grupo
1-paramétrico de isometrias {I(0) x 19, 0 € R} de
MZ(e) x R, donde T9 : R — R es T9(t) = t +6vDb
(para a # 0), To(t) = t+ 9@ (para a = 0) e I(0) :
MZ(e) — M2(e) es la isometria descrita en la observa-
cién 5.3[p.105).(2), i.e., se trata de ejemplos helicoidales,
esto es, invariantes por un grupo 1-paramétrico de iso-
metrfas de M?(e) x R que no deja fijo punto a punto
el factor R.
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Demostracién. En primer lugar, es facil comprobar que, en
los tres casos,
[Wl* = e(a—h*(x)) —b(h(x) —¢)?,
[Pyl = ela—h?(x)) =D,
<1I)XI 1py> —b(h(x) —c),
<ll)xr ll)xy> =0, <1|)yrll)xy> = —€h(X)h/(X).

Luego, teniendo en cuenta la definicion de n y que ¥ =
(\,n), se deduce

W, > = W, > = ela—h?(x)), (W, W,)=0,

esto es, ¥ es una inmersién conforme con factor conforme
e(a —h?(x)). Por tanto su vector curvatura media viene
dado por H = (Wyy —I—‘l’yy)T/Ze(a—hz(x)), siendo ()T la
parte tangente a M?(¢e) x R. De esta manera, mediante un
calculo directo se tiene
Hix,y) = Vb < Vb

! 2 \ h(x)

h/
((c = h(x) 1y _ﬂ)y)’e(a—(}g(x))>

De ahi se deduce que ¥ es una inmersién cMc con [H|? = b/4
y es inmediato comprobar que la diferencial de Abresch-
Rosenberg es:

20ar(2) = %b (a+1—c?—2ic)(dz)?

[
Del Teorema 6.1 y el Teorema 6.3 se obteiene el siguiente
resultado de rigidez para superficies cmc de M?(e) x R.

Corolario 6.3. Sean ®1,®; : (X, g) — M?(e) x R dos inmer-
siones isométricas de curvatura media constante no congruentes
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de una superficie simplemente conexa L con la misma curvatura
media Hy = Hy y las mismas curvaturas seccionales extrinse-
cas Ky = Ky. Entonces ®1 y @, son débilmente congruentes,
i.e., existe una isometria G de (X, g) tal que ®10G y O, son
congruentes, y

o @ es uno de los ejemplos de la Proposicion 6.1 o bien

o @1 es un cilindro sobre una curva de curvatura constante
de M2 (e).

Demostracion. Del Teorema 6.1, sea @ : (X, g) — M?(e) x
M?2 (€) una inmersién isométrica PMc asociada al par (O, Dy).
Entonces su curvatura normal extrinseca viene dada por
K" = €(C2—C2) = (K; —Ky) = 0. Asi, puesto que @1 y
@, no son congruentes, el Teorema 6.3 afirma que @ es o
bien uno de los ejemplos de la Proposicién 5.3[p.104] 0 el
producto de dos curvas de curvaturas constantes. Al inicio
de esta seccioén se ha probado que, en el primer caso, @7 y
@, son débilmente congruentes y @7 es uno de los ejemplos
de la Proposicién 6.1. En el segundo caso, la observacién 6.1
finaliza la demostraciéon [

Observacion 6.6. El problema de rigidez para superficies in-
mersas en los espacios homogéneos riemannianos con grupo
de isometrias de dimensién 4 fue tratado en un contexto més
general del presentado en el anterior resultado por Galvez,
Martinez y Mira [GMMOo8]. La principal contribucién en este
caso particular de superficies de curvatura media constante
es la clasificacién de las superficies de la Proposicién 6.1
que, como se afirma en la Observacioén 6.5, se trata de su-
perficies de tipo helicoidal, i.e., invariantes por un grupo
T-paramétrico de isometrfas de M?(e) x R que no deja fijo
el eje vertical punto a punto.
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De entre los ejemplos descritos en la Proposicién 6.1 existen
unos que son de interés particular y que vamos a describir
a continuacion.

Ejemplo 6.1. Consideremos la familia 1-paramétrica de in-
mersiones cMcC de la Proposicion 6.1 asociada a la inmersion
rMcC dada en el Ejemplo 5.2 (¢ = —1,c =0, b = 1). Siguiendo
la misma notacién, para cada A > 0, ¥a = (Pa,ma) : R? —
H? x R, donde:

m( coshy
x,y) = ——— [ sinh x,coshxsinhy + —,
bAboy) =5 VTR
sinhy )
coshxcoshy + —
YTV

:
m(x,y) = X(y +1/1+A2coshx),

es un embebimiento isométrico conforme cMmc de la superficie
completa

2
<1R2, 1 ;:27\ cosh? x(dx? + dy2)>
en H? x R con H = 1/2. Su diferencial de Abresch-Rosenberg
viene dada por @ag = (dz)?/8.

Ejemplo 6.2. Consideremos la inmersién cmc de la Proposi-
cién 6.1 asociada al ejemplo @ del Teorema 6.4. Siguiendo
la misma notacién, para cada nimero real 0 < H < 1/2,
Yo = (Po,Mo) ] — /2, 1/2[xR — H? x R dada por

1 sinhy 5
Yolx,y) = ——= ,—— +2H“e Y cosx,
1 —4H2
h
COSY _ IH2ev cos x)
COS X
2H

(y—logcosx),

xXY) = ——————
mot) = e
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es un embebimiento isométrico conforme cMC con curvatura me-
dia H del plano hiperbélico (] —m/2,m/2[xR,1/(1 —4H?) cos? x)
con curvatura 4H? — 1 en H? x R. Su diferencial de Abresch-
Rosenberg es nula y se trata de una reparametrizacién con-
forme del ejemplo de Leite [Leioy].

Ejemplo 6.3. Vamos a obtener ahora ejemplos de toros de
curvatura media constante en S? x S'. Para ello, es pre-
ciso obtener en primer lugar soluciones periddicas de la
E.D.O. (5.8)[p.104]. Sea e =1, ¢ = 0y, de (5.9)p.107], a > b.
Entonces la ecuacién (5.8)[p.104] se transforma en

(h)?(x) = (a—h*(x)) (a—b— (1 +b)h?*(x)) = q(h).

Puesto que las raices del polinomio q son

a—Db
+ )
\/a/ -]+b/

la férmula 219.00 en [BF71] afirma que la soluciéon h : R — R
de la anterior ecuacién con h(0) =0 es

h(x) = :: sn(+/a(1+b)x)

donde sn es la funcién de Jacobi seno amplitud de médulo
m? = (a—b)/a(1+b). Estas soluciones son periédicas con
periodo 4K(m)/+/a(1 4+ b) siendo K(m) la integral eliptica
completa de primera especie.

En este caso
e(a—h?(x)) = a(l—m?sn?(/a(1+b)x))
= adnz( a(l+b)x) >0,

para todo x € R, donde dn es la funcién de Jacobi delta
amplitud. Mas adn, e(a —h?(x)) > b puesto que el minimo
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de la funcién dn es v/1 —m? y es facil comprobar que a(1 —
m?) > b si, y s6lo si, a > b.

Ahora bien, la funcién f que aparece en la Proposicion 6.1
viene dada por

f(x,y) =y + ] arctan cn{y/a(l +b)x)
’ Va—b vadn(y/a(T+b)x) )’

donde cn es la funcién de Jacobi coseno amplitud. Asi, salvo
. 2 1 . 2
la reparametrizacion (x,y) — NCGED] (x,y), la inmersién

cmc asociada @ p = (Gab,Mab) : R? — 52 x R viene dada
por:

(I)a,b(X,y) = (\/aanCOS(my) _CnXSin(my)

v1+a ’
yadnxsin(my) +cnxcos(my) snx )
Vita "V1+b
Vb Vb
ab(x,y) = ——=1log(dnx —maenx) + ———v.
Na,b (X%, Y) N gl ) a(]+b)y

:va—b
Consideremos la isometria local t € R — Vb _ it €

s \/\%) y la inmersién cmc

d\)(l,b - ((I)a,b/ﬁa,b) 31R2 — SZ X S](

A = afbl d _ i
donde na,b(x,y) = \/Libel A log(dnx mcnx]e1my.

a—

Es claro que @ es invariante bajo el grupo G, 1, de transfor-
maciones de R? generado por

(x,y) = (x +4K(m),y), (xy) — (x,y i f:) |
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Si Tap = R?/Gqp es el toro asociado y P: R? — Top la
proyeccién, entonces la inmersién inducida

. Vb .

Pap:Tap =8 xS (==, Py)— Daplxy),
define una inmersién conforme cMc del toro Ty, en 82 x
1)

a—b’’

Vamos a ver que @, es un embebimiento. De hecho, si
B (Px,y)) = Bap(P(%,0)), con x,& € [0,4K(m)[, y,0 €
[0,27t/m[, entonces se tiene que snx = snX y por tanto
o bien x =% or x,% € [0,2K(m)] y x +% = 2K(m) o x,k €
[2K(m),4K(m)] y x + % = 6K(m). En el primer caso, teniendo
en cuenta como es la inmersién obtenemos que y = {. En los
otros dos casos, cnk = —cnx y dn®k = dnx. Asfi, teniendo en
cuenta de nuevo cémo es la inmersién obtenemos facilmente
que

adn?x —cn? x

cosmj—my)=————,
adn?x +cnZx

Vab
A dnx —kenx Vite
cos(m§ —my) = coslog dnx + kenx

De estas ecuaciones obtenemos x = K(m) o x = 3K(m), lo
que implica que X = x. De nuevo, y =7, y asf la inmersiéon
es de hecho un embebimiento.

El anterior argumento queda recogido en la siguiente pro-

posicion

Proposicién 6.2. Para cada par de niimeros reales a y b con
; P 2., gl(_Vb ;

0 <b<a lainmersion Oqp : Tqp — S xS (\/%) descri-

ta anteriormente es un embebimiento conforme cMc de un toro
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rectangular T, p, con curvatura media H = /b /2. Su diferencial
Abresch-Rosenberg es
b(1+a)

AR = m(dz)z-

Observacién 6.7. Es claro que t: Tgqp — Tq,p definida por
T
(Pl y) =P (—xy+ )
m

es una isometria de T, p con  =1d. Ya que

Qap(TP(x,y)) = —DPap(P(x,y))

para cualesquiera (x,y) € R?, @}, induce un embebimien-
to cMmc de la botella de Klein Bqp, = Tqp/(T) en RIP? x
RP'(vb/va—b), donde RP? denota el plano proyectivo
real de curvatura constante 1y RP'(vb/va—b) denota la
recta proyectiva real de curvatura constante v/a — b/v/b.

6.6 SUPERFICIES PMC COMPACTAS

En esta secciéon vamos a probar algunas propiedades de
las superficies de curvatura media paralela compactas de
MZ(e) x M%(e).Sea @ : £ — M2 (e) x M2 (e) una inmersién
rMC de una superficie orientable X. Definimos dos campos
de vectores Xj, j = 1,2, tangentes a £ como las componentes
tangentes de J; H,

]1H:X1+C1H, ]Z]:{:XZ—CzH.

En particular tenemos que \lez = [HJ*(1 — C].Z), j=1,2.
Derivando en dichas ecuaciones y tomando parte tangente
se sigue que

VX1 = C1 Apv—CiJ5Apy, ViyXz = —C2 Apgv—CaJ"Apv

(EY
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para cualquier vector tangente v, donde J* es la estructura
compleja de la superficie de Riemann X. De ahi, obtenemos
que la divergencia de Xj y la diferencial exterior de la 1-
forma oi (v) = (X;,v) vienen dadas por

divX; = (=1)F12CH?, daXi =0,j=1,2.  (6.9)

Usando las anteriores propiedades junto con |X; 12 = H*(1—
Cjz), la férmula de Bochner se transforma en

IVX;?

1 .
SA(1=CF) =K(1=C7) + (1Y F12(VC;, X;) + Tz

2

para j = 1,2. Finalmente, teniendo en cuenta la expresién
para la derivada covariante de X; se deduce que

1A(1 —CH) =K =CH+ (=1YT12VC;, X))+

2 (6.10)

+2C5(eCf +2HI* — ),

Por otro lado, puesto que A(1 — C].z) = —2C;AC; — ZIVC]-IZ,
j=1,2,de (5.12)[p.110] y (6.10), obtenemos

VG2 = (1—-C)(eCF —K) + (—1V2(VCy,X;), j=1,2.
(6.11)

De estas formulas es posible deducir las siguientes conse-
cuencias cuando la superficie es compacta.

Proposicién 6.3. Sea ® = (¢, ) : L — M?(e) x M?(e) una
inmersion con curvatura media paralela de una superficie compacta
y orientable. Entonces:

1. [ CGdA=0,j=1,2.

2. Si e =1, entonces los grados de ¢ y 1\ son cero.
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3. Si K > 0, entonces o bien ®(X) es una esfera cMc de
M?(e) x R con 4H]?> > 1 cuando e = 1y [H> > 1si
€ =—1,0 ®(X) es un toro del Ejemplo 5.1[p.101].

4. Existe un puntop con K(p) > 0sie =1y K(p) > —1si
e=—1.

5. Sialguna de las diferenciales de Hopf ©5, j = 1,2, se anula,
entonces también se anula la otra y, por tanto, ®(X) es una
esfera cmc de M?(e) x R.

Demostracién. Integrando la primera ecuaciéon de (6.9) se
prueba (1). Si € = 1, entonces ¢, : £ — S? son aplicaciones
tales que (ver (5.2)[p.92))

_C1+C2

" -G
2 X =

d*w Vrw 5

ws,

lo que prueba (2) usando (1).

Si K > 0, entonces o bien L es una esfera y el Corolario 6.1
prueba que es una esfera cmc de M?(e) x R, 0 I es un toro
llano. En el primer caso (6.7) se transforma en

K =H?+ev? — (1—v2)2.

L
16H2

Pero de (3.3)[p36] y usando que n tiene un maximo y un

minimo obtenemos que v siempre toma los valores 1y —1.

Si € =1y p un punto con v(p) = 0 entonces, teniendo en
cuenta la anterior ecuacién, K(p) > 0 implica 4H? > 1. Si
e = —1 y p un punto con vZ(p) = 1 entonces, teniendo

en cuenta la anterior ecuaciéon, K(p) > 0 implica HZ > 1.

Reciprocamente, si A4H2 > 1sie=1 y HZ>1sie=-1,1a
ecuacion previa afirma que K > 0.
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En el segundo caso, de (6.9) tenemos que

b z (6.12)
T (1)”‘2H|2J CydA,
b

lo cual, junto con la integracién de (6.10), produce
0 :L(KU —3C§) +2eC)) dA. (6.13)

Puesto que X es llana, obtenemos que C; =0,j = 1,2, y por
tanto ®(X) es un toro del Ejemplo 5.1[p.101].

Ahora probaremos (4). De (6.11), si p es un punto critico
de C; entonces o bien C)-Z(p) =1oK(p) = eC)-Z(p). Sie=1
yK<00e= -1y K < -1 la segunda posibilidad no
puede ocurrir con lo cual todos los puntos criticos cumplen
C?(p) = 1. Teniendo en cuenta la Proposicién 5.4[p.110/, la
funcién Cj es una funcién de Morse sélamente con maximos
y minimos como puntos criticos. Asi la superficie debe de
ser una esfera, pero el teorema de Gauss-Bonnet produce en
dicho caso una contradiccién lo que prueba (4).

Finalmente si alguna de las diferenciales de Hopf se anulan,
i.e., ©®1 =0, entonces de (5.11)[p.110], (6.11) y (6.12) se tiene
que

16|H|2J KdA :J (4H> + ¢(1—C%))? dA.
x x

En particular [y KdA > 0y de nuevo o bien X es una es-
fera y, por tanto, @, = 0 0 £ es un toro llano y de (6.13)
C; =0,j=1,2, luego se trata de uno de los toros del Ejem-
plo 5.1[p.101]. Pero en dicho caso la ecuacién anterior implica
que 4 IH\2 + € = 0 lo cual, en virtud del Ejemplo 5.1[p.101],
es imposible. [ |
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ESTABILIDAD DE SUPERFICIES DE
CURVATURA MEDIA CONSTANTE






ESTABILIDAD DE LAS ESFERAS Y LOS
TOROS DE HoOPF

Las cosas se escriben
COMO SON.

7.1 INTRODUCCION

Las superficies de curvatura media constante y mds concreta-
mente las superficies minimas aparecen de forma natural co-
mo puntos criticos de un problema variacional. En concreto,
una inmersién @ : £ — (M3, g) de una superficie' compacta
I tiene curvatura media constante H si, y sé6lo si, es pun-
to critico del funcional drea A para cualquier variacién de
soporte compacto que preserve el volumen. Por variacién en-
tendemos una aplicacién diferenciable @ : £ x [—¢, €] — M3
tal que @y = ®(—,t) : £ — M3 es inmersién para todo
t €l—¢€,ely @y = O(—,0) es la inmersién original. La
condicién preservar el volumen se traduce en términos de la
variacién en la propiedad

J fdA =0
px

Aunque la exposicién que presentamos aqui es cierta para hipersuperfi-
cies de variedades de dimensién arbitraria no necesariamente compacta
nos hemos cefiido, con el fin de clarificar, al caso de superficies compactas
puesto que es el que nos ocupa.

147



148

| ESTABILIDAD DE LAS ESFERAS Y LOS TOROS DE HOPF

siendo f la parte normal del campo variacional 0®/0dt|¢—o,

esto es,
N)
t=0

oD
f= < —=
donde N es un normal unitario a la superficie.

ot

Cuando la superficie estd embebida en R3 este concepto
equivale a que el volumen encerrado por cualquier superficie
de la variaciéon permanece constante. En el caso general di-
cha interpretaciéon no tiene sentido. Ahora bien, la diferencia
de volumen encerrado por la inmersién @y y @+ podemos
calcularla mediante la integral

V(t) = J d*wdA,
[0,t]x X

siendo w la 3-forma de volumen de M. Es posible comprobar
entonces que

V/(0) = L fdA,

Observemos que dicha expresion tiene sentido incluso si la
la superficie no estd embebida en IR3 con lo cual es natural
tomarla como definicién en este caso.

Definicién 7.1. Una superficie de curvatura media constante
diremos que es estable si es un minimo local del funcional
drea para variaciones que preservan el volumen, esto es,
A’(0) es no negativa para variaciones @ : £ — M3 tales
que f): f =0, siendo A(t) el drea de (X, ®}g), ' la derivada
respecto de t y f la parte normal del campo variacional
asociado a Oy.

Ahora bien, es bien conocido que

A’(0) = —J fAf + (Jo]? + RicN)f2 dA
b
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siendo A el laplaciano de la métrica inducida sobre X, o la
segunda forma fundamental de la inmersién, Ric el tensor
de Ricci de M3, N un vector normal unitario y f la parte
normal del campo de variacién. Al operador

L =A+|of* +Ric(N)

se le llama operador de Jacobi. Representaremos por Q a la
forma cuadréatica asociada a L, esto es,

Q(f) = —L fLf = A”(0).

X es estable si Q(f) > O para cualquier funcion dife-
renciable f con [y fdA = 0.

Nuestro estudio va a centrarse en la estabilidad de las su-
perficies de curvatura media constante inmersas en ciertos
espacio homogéneo riemanniano con grupo de isometrias
de dimensioén 4. En este caso particular el operador de esta-
bilidad L se escribe, gracias a la ecuacién de Gauss (3.1)[p.34)
y a la expresion del tensor de Ricci (2.1)[p.16], como:

L=A—2K+4H? +k+ (k —472)v? (7.1)

donde H representa la curvatura media y K la curvatura de
Gauss de la superficie.

En este capitulo vamos a estudiar la estabilidad de las esfe-
ras de curvatura media constante de las esferas de Berger, el
grupo de Heisenberg Nil3 y el grupo SI;(R) (Teorema 7.1).
La idea principal de la demostracién es constatar que la
forma cuadrética de la segunda variacién del drea de cual-
quier esfera con curvatura media constante de un espacio
homogéneo riemanniano con grupo de isometrias de dimen-
sién 6 o 4 es siempre la misma (Proposicién 7.1). Ademas
vamos a estudiar la estabilidad de los toros de Hopf (cf.
Seccién 3.2 [p.37]).
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7-2 ESTABILIDAD DE LAS ESFERAS CMC

Como se puso de manifiesto en el Capitulo 3 (cf. Teore-
mas 3.1[p.48] ¥ 3.2[p.62]) las esferas de curvatura media cons-
tante inmersas en las esferas de Berger y en SI>(R) son
superficies invariantes por un grupo uniparamétrico de iso-
metrias. Ademds mostramos que:

e Para cualquier nimero real H > 0 existe, salvo con-
gruencias, una unica esfera de curvatura media cons-
tante H, 8, +)(H), inmersa en S{’) (k,T) (cf. Teorema 3.1[p.48).

o Para cada ntimero real H tal que 4H? + k > 0 exis-
te, salvo congruencias, una tnica esfera de curvatura
media H, 8y (k,T), inmersa en Sl (R)(k, T) (cf. Teore-
ma 3.2[p.62)).

e Para cada ntimero real H > 0 existe, salvo congruen-
cias, una unica esfera S;(H) inmersa en Nils(t) (cf.

[Tomg3]).

La siguiente proposicion relaciona las formas cuadréticas
asociadas a la segunda variacién del funcional drea de cual-
quier esfera cmc de cualquier espacio E(k, T).

Proposicion 7.1. La forma cuadrdtica asociada al operador de
Jacobi de cualquier esfera de curvatura media constante H inmersa
en E(k,T) (cf. Definicién 2.1[p.15) es independiente de x, Ty H.
En particular su indice es uno, su nulidad es tres y [fdA =0
para cualquier funcién de Jacobi.

Demostracién. Sean @ : C — E(k,T) una inmersién de una
esfera de curvatura media constante H en E(k, 7). Conside-
remos para esta inmersion el pardmetro conforme z dado en
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el Lema 3.5[p.69]. Respecto de dicho parametro el operador
de Jacobi L se escribe de la forma

Se—Zu(z)

L:A+q, siendo q(Z):m,

sin mds que tener presente la descripcién de L dada en (7.1),
la expresion para el factor conforme e?" en dicho sistema
de coordenadas (3.26)[p.69| y que K = —e Uy,

Supongamos entonces que @ : C — E(g,t) es otra inmersién
con curvatura media constante H. Entonces, gracias a lo
anterior, su operador de Jacobi puede escribirse como [ =
A+ 4§, donde §(z) = 8¢ 2%(2) /(|z]2 +1)2. Puesto que ge?t =
qe’" y e?UA = Ay = e2UA, siendo Ag el laplaciano asociado
a la métrica estandar de R?, las formas cuadréaticas Q y Q
de ® y ® cumplen

C C

= J —f(e* A f + qe**f)dz = Q(f),
C

para cualquier funcién diferenciable f : C — R. Asi cual-
quier esfera de curvatura media constante inmersa en cual-
quier E(k, T) tiene asociada la misma forma cuadrética para
la segunda variacion del funcional drea. En particular, todas
tienen el mismo indice y la misma nulidad. Puesto que la
anterior propiedad se mantiene para una esfera de curvatura
media constante inmersa en la esfera redonda S3, cuyo indi-
ce es 1 y sunulidad es 3 obtenemos la primera afirmacién
de la proposicion.

Para finalizar la demostraciéon, puesto que E(k,T) tiene 4
campos de Killing linealmente independientes y las esferas
de curvatura media cosntante son invariantes por un grupo
uniparamétrico de isometrias, entonces todas las funciones
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de Jacobi provienen de campos de Killing del ambiente, i.e.,
si Lf = 0 entonces existe un campo de Killing X en E(x, T)
tal que f = (N, X), siendo N el normal a la esfera. Ahora
es claro que si X' denota la componente tangente de X,
entonces div X' = 2Hf y por tanto [fdA = 0 si la esfera
no es minima. En el caso minimo es f4cil probar la misma
propiedad. Esto finaliza la demostracion. n

Ahora bien, de entre las superficies cMmc con indice 1, Koi-
so en [Koio2, Teorema 1.3, afirmacién (III-B)] (ver también
[Souo8, Teorema 2.1]) obtuvo el siguiente criterio de estabili-
dad:

Teorema ([Koioz2, Souo8]). Sea @ : £ — M3 una inmersion
cMcC de una superficie compacta y orientable L en una 3-variedad
riemanniana M3. Supongamos que X tiene indice 1y [ fdA =0
para cualquier funcién de Jacobi f, i.e., cualquier funcion cum-
pliendo Lf = 0. Entonces existe una iinica funcion w € ker L+
con Lw = 1. Mds aiin L es estable si, y sélo si, fz w > 0.

Puesto que, en virtud de la proposicién anterior, las esferas
cMc inmersas en cualquier E(k, T) satisfacen las hipétesis
del anterior resultado, podemos aplicar dicho criterio para
probar el siguiente teorema.

Teorema 7.1.

1. Existe una constante xy €10, 1[ (xo ~ 0,121) tal que:
e para 472/ > o las esferas {8, )(H) : H > 0} son
estables en S (x, 1),
e para 472/ < oo, existe H(k,T) > O tal que 8, -y(H)
es estable en S%(K,T) si y sélo si, H > H(xk, T). (ver
figura 10).

2. Para cada H tal que 4H? + « > 0 la inica esfera de curva-
tura media H en Sl (R)(x, T) es estable.
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3. Para cada H > 0 la iinica esfera de curvatura media cons-
tante H en el grupo de Heisenberg Nil3 (1) es estable.

Demostraciéon. Sea @ : C — E(k,T) una inmersién de una
esfera de curvatura media constante H y L su operador
de jacobi asociado a la segunda variacién del funcional
area. Gracias al resultado de Koiso y la Proposicion 7.1
existe w € (ker L)+ con Lw = 1. Es claro que cualquier
otra funcién f con Lf = 1 viene dada por f = w + fy con
fo € ker L y por tanto [y fdA = [, wdA. Asi, para el
criterio de estabilidad podemos usar cualquier funcién f con
Lf=1.

Para obtener una solucién explicita de la ecuacién Lf =
1, es conveniente considerar sobre la esfera el parametro
conforme z dado en el Lema 3.5[p.69| y reparametrizar por
e? = z. Asi, si 2 = x + 1y, la funcién v se transforma en
v(x,y) = tanh x y la métrica inducida en ey Idilz, donde

Q2ulx) _ 16(H? + 7%) cosh? x -
[(K — 4712) + 4(H2 + 12) cosh? x}

Un célculo sencillo muestra que la ecuacién Lf = 1 se escribe
de la forma

2(x) (H? +712) cosh?(x)
cosh? x [(H2 +12) cosh? (x) + } (k —4T2)] ?

7 (x) + =0

Es inmediato comprobar que si

h(x) = 7”“(_4#‘ tanh x
- VAHZ 1k ’
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entonces una solucién a dicha ecuacién viene dada por:

2 . ,

f(x) = 4H22+ ~ [1 —h(x)arctanh h(x)], sik—4t=>0
T2 o i 2

a2 o [ H RO arctanh(x)],  sik—4t? <0

La integral de dicha funcién sobre la superficie viene dada

por:

-

seglin sea k — 412 positivo o negativo respectivamente.

- 2(2(H2+72)— (k—472)) Ve aa
(4HZ+k)2 [3 VAHZ +kVk—412 arCtanh(\/4H2+'<)

. 2(2(H2412) — (k—472)) o
(@242 [3+ VAR T /AT x arcm(w—z— T 'K)

0.371,

Esferas cMmC |

inestables\:*

0 0.121 2
Esfera redonda 7

Figura 10: Region de estabilidad de las esferas cmc inmersas en
$°(4,7)

Observemos que para el caso k — 412 < 0 dicha integral es
siempre positiva lo que prueba (1) y (2) gracias al resultado
de Koiso; mientras que para k —41? > 0 dicha integral
cambia de signo, siendo positiva en la regiéon mostrada en la
figura 10 (donde hemos normalizado k = 4) donde la curva
frontera tiene por ecuacién [y fdA = 0. Fijada la esfera
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S{’) (4, o), el valor especial o es la solucion de o a la anterior
ecuacién para H = 0. Ahora bien, puesto que S (k,T) y
Sf; (4, x) poseen métricas homotéticas cuando elegimos & =
472 /k y la estabilidad es invariante por homotecias de la
métrica obtenemos el resultado. [ |

Observacion 7.1.

e Aunque hemos enunciado el anterior resultado pa-
ra las esferas cmc inmersas en las esferas de Berger,
Nil3 y SI;(R) la demostraciéon presentada es valida
para cualquier E(k,T). En particular redemuestra el
resultado de estabilidad obtenido por Souam [Souo8,
Teorema 2.2] para las esferas cmc de $2 x R y H? x R.

o Puesto que hemos obtenido explicitamente en la Propo-
sicién 3.5[p.71] el drea de cualquier esfera cMc inmersa
en E(k,T) podriamos dar una prueba alternativa al
anterior resultado simplemente estudiando cuando
dA/dH < 0. Esto se debe a que (cf. [Souo8, Demostra-
cion del Teorema 2.2, p. 6])

dA

dH(H):ZHJ wdA

(k) (n)

donde w es una funcién que verifica que Lw =1, y al
criterio de Koiso junto con la Proposicién 7.1.

7-3 ESTABILIDAD DE LOS TOROS DE HOPF

Como pusimos de manifiesto en el Capitulo 37p.33] (cf. Propo-
siciones 3.2[p.39] ¥ 3.3[p.40)) existe una familia 1-paramétrica
de toros llanos de curvatura media constante inmersos en
las esferas de Berger y Sl>(IR). Dichos toros son toros de
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Hopf (cf. Definicién 4.17p.79)), i.e., preimagen mediante la
proyeccioén TT : E(k, 1) — M?Z(k) de una curva cerrada de
curvatura constante. En esta seccion pretendemos estudiar
la estabilidad de dicha familia de toros. Puesto que K = 0
y v = 0 tenemos, de (7.1), que el operador de Jacobi de
Tk (H) C S%(K,T) y ‘j'(K,T)(H) C Sl (IR) se escribe como

L=A+4H? +«. (7.2)

Al ser 4H? + « constante, el estudio de la estabilidad equivale
a calcular el primer valor propio no nulo del laplaciano A.

Para calcular el espectro del laplaciano de un toro llano,
seguiremos un método estdndar que puede encontrarse
en [BGMy1]. Vamos a tratar el caso de las esferas de Berger
y SI2(R) por separado.

7.3.1  Estabilidad de toros de Hopf en las esferas de Ber-
ger

Vamos a estudiar el espectro del laplaciano del toro T ) (H)
(cf. Proposicién 3.2[p.39]). Para ello consideremos la siguien-
te parametrizacién de dicho toro @ : R? — S3 dada por

D(t,s) = (ruett, /1 —r%leis). La métrica inducida viene
dada por g = (gij) con

2
an =2 1+ (o) )
2
u&g%+@i0m@@,

4 (47?2
912 =021 = <K —1> H(1—18).

RS

922 =

A~
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Asi, el toro T, r)(H) viene dado intrinsecamente como
R?/A, donde A es el reticulo en R? generado por 2mv;
y 2mv; donde

v —ir Z—Tr 1—12
1= \/E H \/E H, H 7
2 2T
VZZW 1—1‘]2_{ <\/E 1—T}2_l,—‘rH).

Ahora la base dual estd generada por

v*_\/E ﬁ 1—rﬁ Ve [V —Tth

*
1= 5 | V2=

2 |\ 2t 2\t 42 )
y por tanto el espectro de T, .)(H) viene dado por

{lmvy +nv§|2 :m,m e Z}.

Observemos que uno de los valores propios, el correspon-
dientea m =1y n = —1, es 4H? + k. Puesto que el primer
valor propio de L, en virtud de (7.2), es A — (4H? + k), siendo
A el primer valor propio no nulo del Laplaciano, tenemos
que el toro T ) (H) seré estable si, y s6lo si, el primer valor
propio no nulo del laplaciano es precisamente 4H? + k. Es
facil comprobar que esto ocurre sélo si

V(K —1272%)
8tV Kk — 812

Obtenemos asi el siguiente resultado:

k—1212>0 y H<Z

Proposicién 7.2.

1. En las esferas de Berger S3 (x,T) con k — 1272 < 0 todos
los toros llanos de curvatura media constante T - (H) (cf.
Proposicién 3.2[p.39]) son inestables.
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2. En las esferas de Berger Sy (x,T) con k — 1212 > 0 un toro
llano de curvatura media constante T, )(H) (cf. Proposi-
cion 3.2[p.39]) es estable si, y sélo si,

W< VK(k—1272%)
T 8tVk— 812

En la figura 11 se encuentra representada la regién de esta-
bilidad para los toros T4 )(H) en términos de Ty H.

H

Toros llanos
CMC inestables
Toros llanos
CMC estables

N

1/3 2

1 T
Esfera redonda
Figura 11: Regi6n de estabilidad para los toros T4 ) (H)

Observacion 7.2. Para cada esfera de Berger S%(K, T) con
k— 1212 > 0, el toro de Clifford T(,r)(0) es estable y en
‘5% (1272, 1) es el tnico toro llano de curvatura media cons-
tante estable.

7.3.2 Estabilidad de toros llanos cmc en Sl (IR)

Al igual que en la secciéon precedente vamos a estudiar
el espectro del laplaciano del toro ﬁ( «r)(H) (cf. Proposi-
cioén 3.3[p.40)). Para ello consideremos la siguiente para-
metrizacién de dicho toro @ : R? — Sl;(R) dada por
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@(t,s) = (rne't, \/rf, —1e'*). La métrica inducida viene

dada por g = (gi;) donde:
450, 412
—4 42
022 = k=11 [rh = (- ),

4 4?2
912 =921 = (1 —K> i (= 1),

Asi, el toro ‘j'( «r)(H) viene dado intrinsecamente como
R?/A, donde A es el reticulo en R? generado por 27mv;
y 27tv, donde

v—ZTH zir 2 —1
]_\/jK \/TKH/ H 7

2. /2 —
2yrh 2t 2 =114 ).
vk NV

La base dual de dicho reticulo estd generada por

V) =

/A \/TK—T%{—1

ViT=7 2t TH !
V* — \/jK \/jK —TH
2 2 2 [2

H

Puesto que el espectro del laplaciano de J, )(H) viene
dado por {\mv’f + nvﬁ\ : m,n € Z} tenemos que, para m =
—n =1, 4H? + « es un valor propio de A. Asi, puesto que
el primer valor propio de L es A — (4H? + k) gracias a (7.2),
siendo A el primer valor propio no nulo del laplaciano,
tenemos que el toro ‘j’( «r)(H) serd estable si, y sélo si, el
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primer valor propio no nulo del laplaciano es precisamente
4H? + k. Es inmediato comprobar que esto ocurre s6lamente
si

H<\/—K 1212 —k
T2 4t/812 —«

Obtenemos asi el resultado siguiente.

Proposicioén 7.3. Para cada H tal que

H<\/—K 1212 —k
T2 4v/812 —«

el toro ‘f( «,r) (H) es estable en Sl (R) como superficie cMC . En
cualquier otro caso es inestable.

En la figura 12 se encuentra representada la region de esta-
bilidad para los toros 74 r)(H) en términos de Ty H.

H
Toros cMC rForos CMC
estables inestables
>
1
H=—-
2

T

Figura 12: Regioén de estabilidad para los toros ‘3'(4,,() (H)



SUPERFICIES COMPACTAS ESTABLES

Esto es el
Totum Revolutum.

8.1 RESULTADOS PRINCIPALES

En este capitulo vamos a presentar dos resultados de es-
tabilidad para superficies compactas de curvatura media
constante de las esferas de Berger, el grupo especial lineal y
el grupo de Heisenberg. Los resultados 6ptimos seran obte-
nidos en ciertas esferas de Berger (cf. Teorema 8.2), en donde
clasificaremos completamente las superficies compactas cmc
estables. El presentar dos resultados se debe fundamental-
mente a que las técnicas usadas para sus demostraciones
son diferentes.

En el primer resultado vamos a probar que, bajo ciertas
restricciones, las superficies compactas de curvatura media
constante estables de las esferas de Berger, el grupo especial
lineal SI;(IR) y el grupo de Heisenberg han de ser esferas
o toros embebidos. Las herramientas clave para ello sera la
existencia de ciertas funciones meromorfas ¢ : £ — SZ con
grado controlado, el hecho de que dichas 3-variedades estan
embebidas isométricamente en los espacios proyectivo e hi-
perbélico complejo y la siguiente férmula integral obtenida
por Montiel y Urbano en [MUo2].

161



162

| SUPERFICIES COMPACTAS ESTABLES

Teorema ([MUo2, Teorema 4]). Sea & : £ — CM?(c) una in-
mersion de una superficie compacta y w su mdxima multiplicidad.
Si H es el vector curvatura media de ® y C la funcién de Kihler,
entonces

J (‘H|2+E+@\C\)dA>47{p (8.1)
T 22
Ademds la igualdad se cumple sélo para ciertas superficies de

género cero.

Observacion 8.1. Aunque en [MUoz2] los autores sélo pro-
baron explicitamente dicho resultado cuando el espacio
ambiente es el plano proyectivo complejo, pequefias mo-
dificaciones de la demostracién, como se indica en dicho
articulo, permiten probarlo también en el plano hiperbdlico
complejo.
Teorema 8.1.
(i) Sea X una superficie orientable, compacta de curvatura media
constante H estable inmersa en S{;(K, T). Existe una cons-

tante oo ~ 0,217 tal que si xo < 412 /x < 4/3 entonces L
es una esfera o un toro embebido.

(ii) Sea X una superficie orientable, compacta de curvatura media
constante H estable inmersa en Sl (R)(k,T). Existe una
constante o ~ 0,1 tal que

si —41%/k > Bosz > 312 —«ko
si —412/x < Boy H?2 > Hp
donde

2 2 4
Ho K { n 88t n 80T

~ 12812 2t

2872 2412 1127%
1— 1— -
K K K

entonces L es una esfera o un toro embebido.
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(iii) Sea ¥ una superficie orientable, compacta de curvatura media
constante H estable inmersa en una Nilz(t). Si H2 > 312,
entonces L es o bien una esfera o bien es un toro embebido.

Observacion 8.2. En el caso (ii) la hipotesis sobre la curvatura
media se hace cada vez més restrictiva al hacer T — 0 puesto
que en dicho caso Hy — +o0.

Demostracién. Vamos a usar un argumento conocido, prove-
niente de la teoria de Brill-Noether (cf. [GH78]), para obte-
ner funciones test con el objetivo de estudiar la estabilidad.
Usando dicha teorfa, podemos obtener una aplicacién mero-
morfa no constante ¢ : £ — S? de gradod < 1+ [(g+1)/2],
donde [] representa la funcién parte entera y g el género
de la superficie X. Aunque la aplicacién ¢ no tenga media
cero, usando un argumento de Yang y Yau [YY80], pode-
mos encontrar un aplicacién holomorfa F : $ — S? tal que
|+ (Fod)dA =0y, por tanto, la estabilidad de Z implica que
0 < Q(Fod) = Ty Q([Fo dly), donde [Fodly, j =1,2,3,
son cada una de sus componentes. Asi, de (7.1)[p.149] Y pues-
to que [Fo d* =1se sigue que

J IV(Fod)?dA > J (4H? + k — K+ (k —41%)v?) dA,
> z

Pero

J IV(Fod)?dA = 8ndeg(Fo ¢) = 8mdeg(d) <
b3

o [5])

Asi, teniendo en cuenta lo anterior y usando el teorema de
Gauss-Bonnet, la desigualdad previa se transforma en

27 <2—g~|— [9—21-1]> >L(H2+Z—|—(Z—T2>VZ)dA.
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(8.2)

Por otro lado, consideremos, en virtud de las Proposicio-
nes 2.2[p.22), 2.3p.26] ¥ 2.4[p.29, los espacios homogéneos
riemannianos S%, SI>(R) y Nil3, que vamos a represen-
tar conjuntamente por M3, embebidos isométricamente en
CM?(k —472). Sea H la curvatura media de £ como superfi-
cie de CM? (k — 412). Puesto que en los tres casos la segunda
forma fundamental & de M3 en CIM?(k — 412) se escribe

como (cf. (2.5)[p-23), (2.7)[p-26] y (2.8)[p-29])
’tz — K
41

ﬁ%w)%M%WH- mwamWiﬂn

es facil comprobar entonces que H y H estan relacionadas
mediante la igualdad

‘l:l‘z = H?+ 64]?(121’2 —k— (47% — K)V2>2

De esta manera la desigualdad (8.1) se transforma en

42
J[H2+“:;T)U+€WD+
= (8.3)

1 2
+@<12T2 —k— (477 — K)‘Vz> } dA > 4mu
donde e representa el signo de k — 47?2, u la maxima mul-
tiplicidad de £ y ademds hemos tenido en cuenta que la
funcion de Kahler C de £ en CM? (k — 4712) coincide con la

funcién dngulo v de £ en M3 (cf. Observacion 3.1[p.33)).
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De esta manera, la ecuaciéon (8.2) se transforma en

g 1 2 K K 2 2
T —qg—+ |— > H +—-—4+=-—7 v >

H?  « K 5\ 5. (k—412)
> 4= - _ _
/L{z+4+(4 T)V) —(1+e)
B 1
12872

2
(12’(2 —k— (47 — K)Vz) } dA + 2

donde hemos usado (8.3) previamente divida por 2.

Reordenando dicha expresién llegamos a

165

g+1 H? « K 5\ 2
2n(2—g— 1] > —+ - - —
(rmoowe 5] L[5 G
— 472 1
—(K47T)(1+€h/|)— 17872 (]ZTZ—K—(4T2—K)V2> ] dA

desigualda vélidad para cualquier superficie cMcC estable en
uno de los espacios homogéneos S%, Sl (IR) o Nils. Conviene
observar que si la parte de la derecha de dicha desigualdad
no es negativa entonces 2 —g—p+I[(g+1)/2] > 0. Esta
daltima desigualdad implica que, ademds de género cero,
s6lo las siguientes posibilidades pueden ocurrir: g =1, u < 2
0g=23,u=1. Peroexceptoenelcasog=1yp=1enel
resto de posibilidades se alcanza la igualdad, en particular,
se alcanza la igualdad en la desigualdad de Montiel-Urbano
lo cual es imposible puesto que en dichos casos el género
debe ser cero. Asi, si ~ no es una esfera debe ser un toro
embebido.

A continuacién vamos a tratar por separado cada uno de
dicho espacios y, en cada caso, daremos condiciones para las
que la parte de la derecha de la desigualdad (8.4) no sea ne-
gativa y podamos aplicar entonces el anterior razonamiento.
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Caso (i): S::’)(K, 7). Podemos considerar la esfera de Berger
S3 (4, o) puesto que basta hacer una homotecia de la métrica
por 4/k y tomar « = 412/ para recuperar el caso general
S%(K, 7). En dicho caso la desigualdad (8.4) se transforma

en
2
i <2—g—|,t—|— [TD >L <1+F”8(;)> dA (8.5)

donde F, («) es el polinomio dado por:

Fv(x) = A(v)a? + B(v)a+ C(v)
con A, By C los polinomios dados por A(t) = —(t* +2t? —
8elt|+1), B(t) =2(t* —4elt| +3) y C(t) = —(1 —t2)2.

A continuacién vamos a ver para qué valores de « el polino-
mio Fy es positivo para cualquier t € [0, 1] (recordemos que
0<v2 <.

El polinomio F¢ tiene dos propiedaes importantes:

1. F¢(1) =4 para cualquier t € [0, 1],

2. el discriminante de F¢ es 32(t — €)2(1 +t2) y, por tanto,
para cada t € [0, 1], F¢ tiene dos raices excepto cuando
t=1lye=1

En primer lugar trataremos el caso € = —1,i.e, @ > 1. En
este caso A(t) < 0 para cualquier t € [0,1] y la raiz r(t) del
anterior polinomio dada por

At 34 2(14+1)/2(1 +t2)

t

r(t) th+2t2 + 8t +1

es siempre mayor que 1. Asi, paracadat € [0,1], Fy > 0 si
1 < o < 1(t). De esta manera si & < mingcpoq77(t) =4/3

entonces Fy > 0 para cualquier t € [0, 1].
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En segundo lugar consideremos € =1, i.e,, « < 1. En este
caso tenemos que existe un tnico ty €]0,1[ (to ~ 0,1292)
con A(tp) = 0. Mds atin, si 0 < t < to (respectivamente
to <t < 1) entonces A(t) < 0 (respectivamente A(t) > 0).
Las raiz r(t), t # to de F dada por

P —4t4+3-2(1—1)/2(1 +t2)
t4 4+ 212 —8t+1

r(t) =

satisface 0 < r(t) < 1. Asi, para cada 0 < t < tp, y puesto
que en este caso A(t) < 0, sesigueque Fy > 0sir(t) < ax < 1.
Ademés, si tp <t < 1 es facil ver que la otra raiz de dicho
polinomio

P —4t+ 34201 —1)/2(1 +t2)

1) =
s(t) 22— 8t+ 1

cumple s(t) < r(t) y, por tanto, puesto que en este caso
A(t) > 0, se sigue también que Fx > 0sir(t) < < 1.

Asi F¢ > 0 para cualquier t € [0,1] siempre que x >
maxie(o,1) T(t) = 0,217,

El andlisis anterior nos permite afirmar que F, (x) > 0 para
o ~ 0,217 < o« < 4/3, esto es, considerando el caso general
S{;(K, 1), Fy (412 /k) = 0 para xp < 472 /x < 4/3. En dicho ca-
so la férmula (8.5) nos asegura que 2—g—pu+[(g+1)/2] >
0. Un razonamiento anterior nos permite concluir que o bien
Z es una esfera o es un toro embebido.

Caso (ii): SI>(R). Al igual que en el caso anterior podemos
considerar Sl (R)(—4, B) y recuperar el caso general toman-
do p = —41%/k y haciendo una homotecia a la métrica de
razoén —4/k. En dicho caso la desigualdad (8.4) se transforma

en
2
2n<2—g—u—|— [QZ—H}> >J <];+ GS[(;)> dA (8.6)
b
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donde Gg(t) es el polinomio dado por:

Gp(t) =— (T+p)*t* —2(B> = t? —8B(B + 1)t+
—(14+6B+p?)

En este caso vamos a seguir un razonamiento diferente al
hecho en (ii). Vamos a calcular el valor minimo G, del
polinomio Gg en el intervalo t € [0, 1]. Asi, para H tal que
HZ + Gp(v)/4p > H? + Gmin/4B > 0 tendremos que, en
virtud de (8.6), la superficie X es o bien una esfera o bien un
toro embebido.

Los puntos criticos de Gg son

1 (1 LV —6[5—7[32>

o=l =g (1+B)

Ahora bien, si 1 —6p —7p2 < 0,i.e., p > 1/7 entonces Gpg no
tiene ningdn punto critico en [0, 1]. Asi, puesto que en dicho
caso, G(’3 (t) < 0 tenemos que el minimo de Gg se alcanza
en el extremo superior del intervalo, i.e., Gmin = Gg(1) =
—4p3(4 +3p3) para B > 1/7.

Por otro lado, si B < 1/7 entonces Gg tiene dos puntos
criticos t4 y t— en el intervalo [0, 1]. Basta comparar enton-
ces los valores del polinomio Gg en dichos puntos y los
extremos de dicho intervalo para determinar que el valor
minimo en este caso es Gmin = Gg(1) = —4B(4 + 3p3) si
Bo =~ 0,0991064 < B < 1/7 o bien

Gumin = Gp(t_) = %1(1 +22B+5p%+(1—7B)v/1—6p —7[32)

si B < 0. De esta manera obtenemos finalmente que

o _]ATA+3B), siBo<p
T Gelto), si B < Bo
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Si H?2 > —Gmin/4p obtenemos el resultado. Ahora bien,
para recuperar el caso general Sl (IR)(k,T) debemos ele-
gir p = —472 /k y hacer una homotecia de razén 4/k. De
esta manera la condicién anterior se transforma en H? >

_( Kz/] 6)Gmin/4T2-

Caso (iii): Nils. En este caso k = 0 luego la desigualdad (8.4)
se transforma en

1 H? 2
2n(2—g—p+ Chll >J ——T—(1—|—8M+2\/2—|—v4)
2 r 2 8
1.
> EArea()Z)(H2 —37?),

donde hemos acotado v por su valor maximo 1. De esta
manera si H? > 312 y gracias a un razonamiento anterior o
bien g =0y X esunaesferaobieng=1yp=1yXesun
toro embebido. [ |

En el segundo resultado se clasifican las superficies orien-
tables compactas de curvature media constante estables de
ciertas esferas de Berger. Obviamente esta familia de esferas
de Berger estd contenida en la correspondiente al Teore-
ma 8.1. Como mencionamos en la introduccién la idea es
usar funciones test que provienen de campos armoénicos de
la superficie, técnica ya usada por Ros en [Roso6, Roso7].

La idea que vamos a aplicar nos va a permitir dar una
nueva demostracién de los teoremas de Barbosa y Do Car-
mo [BdC84] para R3, Barbosa, Do Carmo y Eschenburg
[BACES88] para s3 y de Souam [Souo8] para 52 x R. Antes
de abordar el resultado vamos a dar una breve descripcion
de los campos armoénicos sobre una superficie de Riemann
I y sus propiedades mas importantes pues serdn la clave de
la demostracion.
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Dada una superficie riemanniana X el laplaciano para 1-
formas se define como

A =56d+dy,

donde d es la diferencial exterior y & es la codiferencial,
esto es, el operador adjunto de d. Pues bien, una 1-forma «
se dice armodnica si estd en el ntcleo de A. Esta propiedad
equivale, cuando la superficie es compacta, a que dx = dx =
0. Ademas, cuando la superficie es también orientable y |
es la estructura compleja de Z, Jx es otra 1-forma armonica

y
dimker A = 2g,

donde g representa el género de X.

Puesto que sobre X existe una métrica riemanniana tenemos
una forma de relacionar los campos con las 1-formas. Asi
un campo X se dice armdnico si la 1-forma asociada a él
X!, ie., XH(V) = (V,X), es arménica. En concreto, usando
dicha identificacion y la definicién anterior, un campo X es
armonico si, y solo si,

divX=0 y (VvX,W)=(VwX,V)
para cualesquiera V'y W campos tangentes a X.

Finalmente si X es un campo arménico y A* el laplaciano
actuando sobre campos, i.e.,

2
A™X =) Ve VeX—Vy, X

i=1
donde {e1, ez} es una base ortonormal de TX de las propie-
dades anteriores es facil deducir que

AFX =KX, (8.7)

siendo K la curvatura de Gauss de la superficie X.
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Proposicién 8.1. Sea ¥ una superficie compacta, orientable de
género mayor o igual que uno y con curvatura media constante H
de una 3-variedad riemanniana M y X un campo arménico sobre
L. Supongamos que M admite una inmersion isométrica en un
cierto espacio euclideo R™. Si X es estable en M entonces

2
| ez ans | 3 ol e? X da @
z x

i,j=1

donde D es la curvatura escalar de M, & la sequnda forma funda-
mental de M en R™ y {e1, ez} una referencia ortonormal sobre
2.

Demostracion. Sea X un campo armoénico sobre X (tenemos
garantizada su existencia puesto que el género de X es mayor
o igual que 1 por hipétesis). Consideremos ¥ inmersa en
R™ via ®. De esta manera, dado un vector fijo a € R™,
div((®,a)X) = (X, a) al ser X armonico. Asi, la funcién
(X, a) cumple

L (X,a) dA =0,

luego podemos considerar dichas funciones como test para
la estabilidad, i.e., vamos a usar X : £ — R™ como funcién
vectorial test.

Nuestro objetivo es entonces calcular

n

QUX) = 3~ QU(X,a)) == | (X, 40%) + (lof* + Rie(N) X

=1 =

donde {aj, ay,...,an} es una referencia ortonormal de R™

y

2
AoX =) D¢DeX—Dp, X

i=1
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siendo D la conexiéon en R™ y {e7, ez} es una referencia
ortonormal de TZ.

En primer lugar, dada {ej, ez} una referencia ortonormal
sobre X tenemos que

DeiX = veiX + O—(ell X) + 6(61,X)

donde V la conexién sobre ¥ y o la segunda forma funda-
mental de £ en M3. Usando la anterior ecuacion, y gracias
a (8.7), es facil ver que

2
(AoX, X) = (ATX,X) = > [lo(es, X)I* +5(ei, X))
i=1
2
=KIXI* = [lo(ei, X)I* +5(ei, X)I%].

i=1

Por otro lado, X* = JX es otro campo arménico con |X*| =
IX| y, fuera de los ceros de X, {X/[X|, X*/|X|} forman una
base ortonormal de TX. Usando el célculo anterior para X*
obtenemos facilmente que

2

* * ~ 2
(AoX, X) + (AoX*, X*) = 2K [XI* —[ol* X = XI* D [5(ei, ¢))]
i,j=1

Con lo cual

Q(X) + Q(X*) = — L X2 (2K + o + 2Ric(N) +

Finalmente, usando la ecuacion de Gauss de £ en M3,

2
o]

K =K(er,ez,e2,e1) +2H? — 2
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y que 2R(ey,e2,e2,e7) +2Ric(N) = p, representando p la
curvatura escalar de M3, se deduce que

2
Q) +QIX) = | | 3 fates e —ar? —5 | Ix:.

1j=1

Puesto que Q(X) + Q(X*) > 0 ya que I es estable obtenemos
el resultado. [ |

Teorema 8.2. Sea X una superficie orientable, compacta de curva-
tura media constante H inmersa en una 3-variedad riemanniana
M. Entonces:

(i) [BAC84] Si M =IR3, L es estable si, Yy s6lo si, es una esfera
geodésica.

(ii) [BACES88] Si M. = 83, X es estable si, Yy s6lo si, es una esfera
geodésica.

(iii) [Souo8] Si M = S2 x R, L es estable si, y sélo si, es g2 x
{to}, to € R, si H = 0 0 bien una esfera de revolucién con
H > Hy, siendo Hp una constante positiva (Ho ~ 0,18).

(iv) Si M = S%(K,T) con 1/3 < 41%/k < 1, X es estable si,
y sélo si, es o bien una esfera 8 )(H) o bien el toro de
Cliﬁ‘ord 7(12’172,’[) (O)

Demostracién. Vamos a aplicar la proposicion anterior a cada
uno de los casos y mantendremos la notacién usada en la
misma.

[Caso (i)] Es claro que una esfera geodésica de IR3 es estable
como superficie de curvatura media constante. Reciproca-
mente, si el género de X es cero entonces el teorema de Hopf
nos dice que X es una esfera geodésica. Por otro lado, si
el género de L es mayor o igual que 1, considerando R3
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embebido en si mismo & = 0 y usando la Proposicién 8.1
deducimos entonces

J —4HZ X? > 0
>

2 . .
lo que nos conduce a que H? [X|” =0, lo cual es imposible al
ser X no nulo y no existir superficies compactas minimales.

[Caso (ii)] Al igual que en el caso anterior es claro que
una esfera geodésica de S es estable como superficie de
curvatura media constante. Reciprocamente, si el género
de I es cero el teorema de Hopf afirma de nuevo que la
superficie es una esfera geodésica. Supongamos entonces
que el género es mayor o igual que 1 y consideramos la
esfera S3 embebida de forma totalmente umbilical en R*. Es
facil comprobar entonces que

pP=6, Z ‘5(&,6]‘)‘2 =2
=1

de donde la desigualdad (8.8) se transforma en
J —4(1+H2)X* >0
b

lo que nos lleva a una contradiccién.

[Caso (iii)] En virtud de [Souo8, Teorema 2.2] una esfera de
curvatura media constante en $% x R es estable si, y so6lo si,
o bien es una esfera minima $? x {tp}, to € R, o bien es una
esfera de revolucién con curvatura media H > Hyp, donde
Hp es una constante positiva (Hp =~ 0, 18).

Supongamos entonces que el género es mayor o igual que
1y consideramos $% x R embebida en R3 x R = R*. El
normal a dicha inmersién en el punto (p,t) viene dado por

N=(p,0) e R*xR.Enestecasop=2y
((ei, e5),N) = 835 — (e, &) (e5, &)
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siendo & el campo de Killing vertical en G2 x R. Asi

2
Z !6(61, e]-)‘2 =1+v?
ij=1

donde v es la funcién angulo. De esta manera la desigual-
dad (8.8) se transforma en este tercer caso en

J (—(1 =" —4H2) IX* > 0
z

lo que implica que [(1 —v*) +4H?] \X\z =0yasi H=0y
v2 =1, esto es, L es 5% x {to} lo cual es imposible.

Caso (iv) De nuevo si X tiene género cero debe ser una es-
fera cMmc de rotacion que es estable (cf. Teorema 7.1[p.152)).
Supongamos entonces que la superficie tiene género mayor
o igual que 1. En dicho caso consideramos S3 (k, T) embebi-
da isométricamente en CIP?(k — 412) mediante la aplicacién
F dada en la Poposicion 2.2[p22) y CIP?(k — 412) embebido a
su vez en R® mediante el primer embebimiento esténdar. En
este caso sabemos que p = 2(k —1%) y & = 6 + 0, donde & es
la segunda forma fundamental de S{’J (k,T) en CPP?(k — 412)
y 0 es la segunda forma fundamental del primer embebi-
miento estandar de CIP?(k —412) en R8. Asi

2

i [slev e = Y {

Lj=1 =1

ey, ej)}z + |o(es, ej)‘z}

Ahora bien, en virtud de la Proposicién 2.2[p.22],

(] —’\/2)2+4T2_ K

Por otro lado, las propiedades geométricas del primer embe-
bimiento estdndar de CIP?(k —412) en R® fueron estudiadas
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por Ros [Ros84]. En concreto, la segunda forma fundamental
de dicho embebimiento cumple:

K 2
7 =) (%) (vw) +

=) | ow) (W) + (o) (,w) +

(@(x,y), (v, w)) =2

(e ) (w, V) + G, 19) (. Tw)

para cualesquiera vectores tangentes x,y,v,w a C]PZ(K —
412), donde J es la estructura compleja de CIP? (k — 472) y
(, ) representa la métrica en R8. De esta manera

2
(o, o2 (K _ 2\ g _ L2
Z ‘G(el,e])] —2<4 T ) [5—v4]
i,j=1
donde hemos tenido en cuenta que la funcién angulo coin-
cide con la funcién de Kihler de I en CPP?(k — 412) (cf.
Observaciéon 3.1[p.33]). Con lo cual obtenemos finalmente

que

(k —412)2

Tt —v?)?

2
Z |5(es, e]-)‘2 = —61° + 2k +
ii=1

Usando ahora la Proposicién 8.1 tenemos que

r _422
0< —4H2—4T2+u(1—v2) 1X|? dA <
Js 1672
[ 1 /k K
< a2 (k5 2 (k2 2 <
\JJ4H += (5 3T><4+T):||X| dA <
G
JX

ya que v2 > 0y, por hipétesis, & — 312 < 0. Esta cadena de
desigualdades implica que H =0, k/4 —31> =0y ~v =0, lo
que en particular nos asegura que I es llana. Asi, gracias
a la Proposicién 3.2[p.39/, L debe ser el toro de Clifford
T(1272,x)(0) en la esfera de Berger S3 (1272, 7). [
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82 APLICACION AL PROBLEMA ISOPERIME-
TRICO EN LAS ESFERAS DE BERGER

El problema isoperimétrico puede enunciarse de la forma

Dada una esfera de Berger S3 (x,T) y un niimero V
con 0 <V < vol(S3 (k, 7)) = 32tn? /2, encontrar
la superficie compacta y embebida de menor drea que
encierra un dominio de volumen V.

En este ambiente (Sfj (k,T) es compacta) el problema tiene
siempre una solucién diferenciable y compacta, que se trata
de una superficie de curvatura media constante estable.

Puesto que en el Teorema 8.2 hemos clasificado las superfi-
cies orientables, compactas y estables de curvatura media
constante en ciertas esferas de Berger, podemos resolver el
problema isoperimétrico en dicho caso.

Corolario 8.1. Las soluciones del problema isoperimétrico en
S%(K, T) con 5 < < 2 son las esferas de curvatura media
constante.

Demostracién. En primer lugar, del Teorema 8.2 y el comenta-
rio anterior se desprende que para 5 < T2 < % el resultado
es cierto. Ahora bien, si 1212 = k entonces, ademads de las
esferas de curvatura media constante, el toro de Clifford es
también estable. Dicho toro divide a la esfera en dos domi-
nios del mismo volumen 161%7? /. De entre las esferas cMc
de S3b(12’r2, T) tnicamente la esfera minima determina dos
dominios de igual volumen. Finalmente, puesto que el drea
del toro de Clifford es A1 = 2712 /31/372, el 4rea de la esfera
minima es

- 8
27 122

1 V2
1+ % arctanh (\@>]
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y A7 > A, obtenemos el resultado en este caso. [ |

Para k —41% < 0 creemos que las esferas cMc no son sélo
las soluciones al problema isoperimétrico sino las tinicas
superficies compactas estables de curvatura media constante
de Sf, (k,T).

Cuando k — 1272 > 0 el problema parece ser muy diferente,
puesto que por un lado existen esferas de curvatura media
constante inestables y por otro lado hay ejemplos de toros de
curvatura media constante estables. Para ilustrar el problema
isoperimétrico en este caso vamos a comparar el drea de
las esferas cMmc con el drea de los toros en términos del
volumen.

Por una parte, el drea y el menor volumen encerrado por el
toro T, )(H) vienen dados por

¢ 4t 4
Area(T H))= ——,
( (K,T)( )) K \/m
l6m?t 2H
T ) = 5 (1 i)

Por otro lado, ya conocemos cudl es el drea de las esferas cmc
en cualquier E(k, T) (cf. Proposicién 3.5[p.71]), en particular
en las esferas de Berger y ademds la parametrizaciéon de la
esfera de curvatura media constante H inmersa en S% (x,7T)
dada en el Corolario 3.17p.58) nos va a permitir calcular
el volumen encerrado por ella. En efecto, usando dicha
parametrizacion, definimos el dominio interior de 8, +)(H)
como

Qn ={(z,w) € 83 : —y(arccos|z|) < arg(z) < y(arccos |z|)}

De esta manera, uno de los volimenes determinado por
8 (k1) (H) es vol(Qp) (observemos que no tiene por qué ser
el menor).
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Lema 8.1. El volumen de Qv viene dado por:

lTent < kH
7 <2arctan (%) — m—l—
+ parctanh (7““‘”2)) ,

vollQH) = § 167 KP?HZJFK
—— | 2arctan (%) — —+5——+
K2 H7 0 1(4H2 4+ k)

VatZ—k
+ parctan (m» ,

segiin sea k — 4t positivo o negativo y donde
 2H (k —47%)(2H? 4 k) — 27%(4H? + )

T V412 — k|(4HZ 4 «)3/2

Demostracién. En primer lugar, debido a la simetria de la
esfera, podemos restringirnos al dominio Q]Jfl ={(z,w) €
83 : arg(z) < y(arccos|z|)} luego vol(Qy) = 2V01(Qﬁ). En
segundo lugar, la forma de volumen wy, de 3 (k,T) y w de
83 estan relacionadas de la forma wy = 1K62Tw. Asi, basta
calcular el volumen de Qf, con respecto a la métrica estandar

de la esfera.

Vamos a aplicar la férmula de la co-drea para la funcién
f(z,w) = arccos |z| que asigna al punto (z, w) la distinta a la
curva £ = {(z,0) € S3}, que recordemos es el eje de rotacion
del grupo 1-paramétrico de isometrias que deja invariante a
la esfera (cf. Seccion 3.3.1[p.43]). Asi

2
Vol(QH)zzj wb:3;J w =
K= Jo

+ +
Qy H

32t
K= R \JrenQy,

donde wy es la restriccién de la forma w al conjunto 't =
f=1({t) y donde hemos tenido en cuenta que |Vf| = 1. Aho-
ra, podemos parametrizar It N Qﬁl mediante ¢ : [0,y(t)] x
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0,2t] — TN Qﬁ, dada por ¢(u,0) = (cos tely, sinteie).
Observemos que I ﬂQﬁ = ¢ para t > arctan(y/k/2H) o
t < 0. De esta manera, la anterior integral puede reescribirse
como sigue

) arctan(+/k/2H)
vol(Qp) = > J

—5 <J (P*(wt)> dt
K= Jo [0,y (t)]x[0,27]

167t arctan(/k/2H)
_ 4J

5 sint costy(t)dt
K 0

Finalmente, un cdlculo directo nos permite obtener el resul-
tado. n

En la figura 13 hemos dibujado el drea de las esferas 84 -)(H)
y los toros T4 .)(H) en S% (4,T) en términos del volumen en-
cerrado por dichas superficies para cuatro esferas de Berger
diferentes.

A A

7 =0.244 \ T=0.374 \%

7= 0.407 \Y% 7=0.5 A%

Figura 13: Area de las esferas (linea continua) y los toros (linea
discontinua) de curvatura media constante en términos
del volumen en las esferas de Berger S} (4,7) para
diferentes valores de T.
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Para simplificar hemos fijado en todos los casos k = 4. Asf,
a la vista de la figura 13 podemos afirmar que, para T = 0,5,
las esferas 84,0 5)(H) son los mejores candidatos a ser solu-
cién del problema isoperimétrico. Pero podemos encontrar
una esfera de Berger, la correspondiente a T ~ 0,407, de ma-
nera que la esfera minima 84,9 407)(0) y el toro de Clifford
T(«,7)(0), que dividen a la esfera en dos dominios de igual
volumen, tienen la misma &4rea. Asi ambos son candidatos
a ser solucién del problema isoperimétrico correspondiente
al volumen mitad. Para T = 0,374 todas las esferas cmc son
estables (cf. Teorema 7.1[p.152]), pero existe un intervalo de
voltiimenes centrado en el volumen mitad 7%t para el cual
los toros T4 .)(H) son los candidatos a ser soluciéon del pro-
blema isoperimétrico. Finalmente, para T = 0,244 (en este
caso existen esferas inestables), los toros T4 .)(H) son de
nuevo candidatos a ser solucién del problema isoperimétrico
para volimenes cercanos a la mitad. En este dltimo caso
existen esferas cMC no congruentes que encierran el mismo
volumen.
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A

GLOSARIO

Descripciéon
= (D, §&), siendo @ : & — E(k,T) una inmersion
isométrica y z un pardmetro conforme sobre X, 36
Endomorfismo de Weingarten asociado a un vector
normal &, 93

Plano hiperbolico complejo de curvatura seccional
holomorfa constante ¢ < 0, 18

Funciones de Kihler asociadas a una inmersién
@ : L — M2(e) x M2(e) relativas a cada una de las
estructuras complejas ]]-, i=1,2,092

Plano proyectivo complejo o plano hiperbdlico com-
plejo de curvatura seccional holomorfa constante c,
segun c sea positivo y negativo, 18

Superficies de curvatura media constante, v
Funcioén de Jacobi coseno amplitud, 139

Plano proyectivo complejo de curvatura seccional
holomorfa constante ¢ > 0, 18

Conexién de Levi-Civita de IR® o RS, 9
Diferencial exterior, 170

Codiferencial, 170

Funcién de Jacobi delta amplitud, 138
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Notacion
E(k,T)

Id
Im(z)

Ji
Iz

A~

Descripcién

Espacio homogéneo riemmaniano con grupo de iso-
metria de dimensién 4 simplemente conexo o bien
ciertos cocientes de éstos que respetan la fibracion
sobre M?(k), 15

Recubridor universal del grupo de isometrias del
plano euclideo, 12

Plano hiperbélico real con su métrica estindar de
curvatura constante —1, 3

Espacio hiperbélico real con su métrica de curvatu-
ra seccional constante —1, 11

Aplicacién identidad, 4
Parte imaginaria del namero complejo z, 23

Estructura compleja sobre una superficie orientable,
3

Estructura compleja sobre M?(e) x M?(e) dada por
]] (u,v) = (]u/ IV)/ 5

Estructura compleja sobre M?(e) x M?(e) dada por
]z(u,\)) = (]LL, _]v)l 5

Curvatura seccional extrinseca de una inmersién
® : I — M?2(e) x M?(€). Se define como K =
R(ey,ez,e2,e1), siendo {e7, e2} una referencia orto-
normal de TZ, 92

Curvatura normal de wuna inmersion @

I — MZ(e) x M2(e). Se define como K+ =
R+ (eq, ez, e3,e4), siendo {e1, e2, €3, €4} una referen-
cia ortonormal orientada de ®*T(M?(e) x M2 (¢)),
donde {eq, e>} es una base ortonormal orientada de
TL, 91
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Descripcién

Curvatura normal extrinseca de una inmersién
®: % — M2(e) x M2(e). Se define como K~ =
R(eq, ez, e3,e4), siendo {e7, ez, e3,e4) una referen-
cia ortonormal orientada de ®*T(MZ(e) x M2(¢)),
donde {e1, e2} es una base ortonormal orientada de

TL, 91

Operador de Jacobi de una superficie £ cMmc estable
en una 3-variedad riemanniana M. Se define como
L=A+|of*+ Ric(N), siendo A el laplaciano sobre
z, 0 la segunda forma fundamental, N un normal
unitario y Ric el tensor de Ricci de M, 149

Superficie orientable simplemente conexa de curva-
tura de Gauss constante k, 3

Grupo de las matrices nilpotentes de orden 3, tam-
bién conocido con grupo de Heisenberg, 12
Funcién dngulo. Para una inmersion de una super-
ficie orientable en E(k,T) con normal N se define
comov = (N, &), 33

Forma de Kéahler asociada a la estructura compleja
J; sobre M?(e) x M?(e), 5

Estructura producto, 4

= (0(9,,02),N), siendo o la segunda forma fun-
damental, N un normal a una inmersién @ : ¥ —
E(k, T) y z un pardmetro conforme sobre la superfi-
cie X, 36

Operador diferencial definido por = (9« +19dy)/2
siendo z = x + iy un pardmetro conforme sobre
una superficie de Riemann X, 34
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02

PMC

()

Ve
A

]R3
Re(z)

Ric

RJ_

Descripcién

Operador diferencial definido por = (0x —10y)/2
siendo z = x + iy un parametro conforme sobre
una superficie de Riemann X, 34

Superficies de curvatura media paralela, 91
Meétrica, 3

Tensor de curvatura, 6

Espacio euclideo, 11

Parte real de un niimero complejo z, 16

Curvatura de Ricci de un espacio homogéneo rie-
manniano E(k,T), 16

Tensor de curvatura asociado a la conexién normal
V4, 91

Tensor de Ricci, 6

Esfera unidad con su métrica estdndar de curvatura
constante 1, 3

3-esfera con su métrica estandar de curvatura sec-
cional constante 1, 11

Esfera de Berger, 21

Esfera de Berger con curvatura de la base k >0y
curvatura de la fibra T, 21

Curvatura escalar, 6

Esfera de curvatura media H inmersa en el espacio
homogéneo E(k,T). Debe ser 4H? + k > 0, 48, 62
Grupo especial lineal de orden 2, 12

Grupo especial lineal con una métrica homogénea
que depende de k < 0y T #0, 25

Anadlogo a los espacios lente para Sl (R), 14
Funcién de Jacobi seno amplitud, 138

Recubridor universal del grupo de transformacio-
nes del plano de Minkowski que preservan la orien-
tacion temporal, 12



Notacion
S/ Zn
SU(2)

Xt

Glosario | 187

Descripcién
Espacio lente con la métrica de Berger inducida, 14
Grupo especial unitario de orden 2, 12

Diferencial de Abresch-Rosenberg, 34

Toro de Hopf de curvatura media constante H em-
bebido en Sl (R), 40

Toro de Hopf de curvatura media constante H em-
bebido en la esfera de Berger S%(K, T), 39

Fibrado normal a una superficie X, 91

Tangente a una variedad M en un punto p, 3

Producto vectorial en una 3-variedad orientable, 15

Campo de Killing unitario y vertical a la fibracién
de un espacio homogéneo sobre M? (), 15

Dado un campo diferenciable X, Xt representa la
1-forma asociada al campo, i.e., Xt (u) = (u, X), 8o
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