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Nota
i�on utilizadaTodas las variables est�an en 
ursiva. Adem�as:a) Ve
tores en min�us
ula y negrita. Eje: w(n), v(n), h(n), et
.b) Matri
es en may�us
ula y negrita. Eje: �(n), K(n), et
.
) Las 
omponentes de un ve
tor se dan entre 
or
hetes [℄.d) La transpuesta se nota por el super��ndi
e t.e) La transpuesta 
onjugada se nota por el super��ndi
e H .f) Una norma 
onvenientemente de�nida se nota por k � k.g) Todos los ve
tores son 
olumna.h) Las referen
ias a e
ua
iones de otros 
ap��tulos: (
ap��tulo.no e
.).i) La parte real de un n�umero 
omplejo se nota por <f�g.j) La parte imaginaria de un n�umero 
omplejo se nota por =f�g.
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Introdu

i�on
El objetivo en un problema de tratamiento de se~nal es pro
esarun n�umero �nito de muestras de datos y extraer la informa
i�on quepueda estar `es
ondida' en la misma. A esa serie de muestras sele denomina se~nal y puede venir generada por un sistema f��si
o ofen�omeno que se desea estudiar. Por ejemplo, el hombre, desdesiempre ha 
onvivido 
on fen�omenos peri�odi
os que ha estudiadoy as�� ha podido 
onstruir 
alendarios, prede
ir mareas, fases de laluna, et
.Quiz�as la estima
i�on lineal fue uno de los primeros problemas quese desarrollaron dentro del 
ampo del pro
esado de se~nal. El impul-so prin
ipal lo re
ibi�o de los estudios astron�omi
os del movimientode planetas y 
ometas a partir de datos tomados 
on el teles
opio.Los 
omienzos de la teor��a de estima
i�on se pueden atribuir a Ga-lileo Galilei en 1632, el 
ual intent�o minimizar varias fun
iones deerror. Sin embargo, el origen de la teor��a de la estima
i�on lineal sepuede atribuir a Gauss quien, a la edad de 18 a~nos en 1795, invent�oel m�etodo de m��nimos 
uadrados para estudiar el movimiento de
uerpos 
elestes [Gau09℄. Sin embargo, a 
omienzos del siglo XIX,hab��a 
onsiderable 
ontroversia a
er
a del verdadero inventor delm�etodo de m��nimos 
uadrados. La 
ontroversia se desat�o porqueGauss no publi
�o su des
ubrimiento en 1795. M�as bien, fue Legen-dre, que invent�o independientemente el m�etodo, quien lo publi
�o en1810 [Leg10℄.Sin embargo, el problema que auspi
i�o la inven
i�on de una delas herramientas m�as �utiles del pro
esado de se~nal, la transforma-da de Fourier, se estudiaba desde ha
��a mu
hos siglos antes. FuePit�agoras el que primero estable
i�o emp��ri
amente una rela
i�on entrexxiii



xxiv INTRODUCCI �ONla periodi
idad de una vibra
i�on sinusoidal pura de notas musi
alesprodu
ida por una tensi�on 
onstante y un n�umero representativode la longitud de las 
uerdas. Daniel Bernoulli (1738) resolvi�o lae
ua
i�on de onda 
orrespondiente a una 
uerda musi
al vibrante,en
ontrando un desarrollo en serie de fun
iones arm�oni
as. Euler,en 1755, en
ontr�o las expresiones para los 
oe�
ientes del desarro-llo, que se llamar�an posteriormente series de Fourier. M�as tarde, elmismo Fourier, en sus estudios sobre el 
alor, extendi�o el desarro-llo anterior para 
ualquier fun
i�on in
luso 
on un n�umero �nito dedis
ontinuidades. Determinar los 
oe�
ientes de Fourier para unafun
i�on dada se 
ono
i�o 
omo an�alisis arm�oni
o.El uso de los 
oe�
ientes de Fourier disfrut�o de gran fama durantebastantes a~nos debido a la gran abundan
ia de fen�omenos naturalesque presentan alg�un tipo de periodi
idad y a que estos 
oe�
ienteseran 
apa
es de determinar una fun
i�on 
ontinua a partir de un
onjunto �nito de par�ametros. Sin embargo su utilidad era limitadaen el 
aso de se~nales 
ontaminadas por alg�un tipo de ruido o queno presentasen una periodi
idad mani�esta. Casi en los 
omienzosdel siglo XX, S
huster introdujo el periodograma para analizar elespe
tro de poten
ia de una serie temporal [S
h98℄. El periodogramase de�ne 
omo el m�odulo 
uadrado de la transformada dis
reta deFourier de la serie temporal, y fue la �uni
a herramienta num�eri
adisponible para el an�alisis espe
tral hasta los trabajos de Yule en1927, estos trabajos 
onsiguieron eliminar en parte las limita
iones
omentadas del an�alisis basado en los 
oe�
ientes de Fourier.Yule propuso su nuevo m�etodo a ra��z de su estudio de periodi-
idades en series temporales 
on espe
ial orienta
i�on al problemadel n�umero de man
has solares de Wolfer [Yul27℄. De he
ho, Yule
re�o un modelo esto
�asti
o 
on realimenta
i�on en el 
ual la muestrapresente de la serie se asum��a que 
onsist��a en una 
ombina
i�on li-neal de muestras pasadas m�as un t�ermino de error. Este modelo se
ono
e 
omo autorregresivo y el m�etodo de an�alisis espe
tral basadoen tal modelo se 
ono
e 
omo an�alisis espe
tral autorregresivo.Los primeros estudios a
er
a de la estima
i�on por m��nima media
uadr�ati
a de pro
esos esto
�asti
os fueron llevados a 
abo por Kol-mogorov, Krein y Wiener durante el �nal de la d�e
ada de 1930 ytoda la d�e
ada de 1940 [Kol39, Kre45, Wie49℄. En 1947 Levinson



xxvformula el problema del �ltrado Wiener para series dis
retas, quetoma una forma matri
ial. Para entradas esta
ionarias la matriz(de 
orrela
i�on ) tiene una forma espe
ial 
ono
ida 
omo Toeplitz,as�� llamada en honor al matem�ati
o O. Toeplitz. Explotando laspropiedades de una matriz Toeplitz, Levinson deriv�o un pro
edi-miento re
ursivo muy elegante para resolver el problema [Lev47℄.En 1960 Durbin redes
ubri�o el pro
edimiento re
ursivo de Levin-son 
omo una manera de ajustar modelos autorregresivos a seriestemporales [Dur60℄. Aqu�� se pone de mani�esto que herramientasoriginariamente empleadas en un 
ampo del pro
esado de se~nal sereutili
en en otro, dando lugar a un enrique
imiento mutuo. Esteenrique
imiento ser�a mayor 
uanto mayor sea el n�umero de �areasque exploten los algoritmos del pro
esado de se~nal. Con la llegadade los ordenadores y dem�as 
omponentes ele
tr�oni
os digitales lasapli
a
iones de los m�etodos propios del tratamiento de se~nales sehan disparado.Hasta aproximadamente 1970 todo el pro
esado de se~nal se lleva-ba a 
abo mediante equipamiento anal�ogi
o. Las �uni
as ex
ep
iones,ya evidentes en 1950, fueron en 
ampos donde las t�e
ni
as ne
esa-rias eran de una gran 
omplejidad. �Este era el 
aso, por ejemplo,del an�alisis de datos geof��si
os que se grababan en 
intas para unposterior pro
esado. Este tipo de problemas son uno de los prime-ros ejemplos en los 
uales se emplean 
omputadoras digitales parael tratamiento de se~nales. De todas maneras no se pod��a llevar a
abo en tiempo real, ya que requer��a de minutos o in
luso horas elpoder pro
esar unos po
os segundos de 
inta.Tambi�en por esa �epo
a se fue popularizando la simula
i�on de sis-temas de pro
esado de se~nal en ordenadores antes de implementarloen hardware anal�ogi
o. Esto permit��a estudiar 
on detalle el sistemay ajustar los par�ametros antes de emplear tiempo y re
ursos en la
onstru

i�on del �ltro anal�ogi
o.De todas maneras, debido a la lentitud de los ordenadores deaquella �epo
a, ninguna tarea se pod��a llevar a 
abo en tiempo real ylos ordenadores se 
onsideraban s�olo �utiles 
omo simuladores o apro-ximadores de 
omponentes anal�ogi
os. Pero debido a esto, al exten-derse el uso de ordenadores, se fueron 
reando algoritmos pensadosex
lusivamente para sistemas digitales, na
iendo as�� el pro
esado



xxvi INTRODUCCI �ONdigital de se~nales, aunque 
omo se ha indi
ado s�olo se 
onsidera-ban ideas interesantes pero impr�a
ti
as. Aporta
iones de este tipofueron el 
epstrum y el �ltrado homom�or�
o que ya no ten��an equi-valente en sistemas 
ontinuos y que dotaban al pro
esado digital deidentidad propia.El gran empuj�on para la redu

i�on de la 
arga 
omputa
ional delos algoritmos fue la inven
i�on de la transformada r�apida de Fourieren 1965, ya que mu
has tareas de pro
esado de se~nal requer��an laestima
i�on del espe
tro. Esto permiti�o el desarrollo de algoritmosdigitales 
on un tiempo de eje
u
i�on que admit��a la intera
i�on 
onel sistema y mu
hos de los algoritmos que se hab��an 
onsiderado
omo po
o pr�a
ti
os empezaron a utilizarse. Dada la superioridaden algunos aspe
tos del tratamiento digital de se~nales 
on respe
toal empleo de �ltros anal�ogi
os, se empezaron a 
onstruir los primerossistemas 
ompletamente digitales.Con el tremendo avan
e experimentado en la velo
idad de 
�al
ulode los pro
esadores, que permite llevar a 
abo tareas de pro
esadode se~nal 
ada vez m�as so�sti
adas a un 
oste 
ada vez menor, la 
an-tidad de 
ampos donde se apli
an las t�e
ni
as del pro
esado digitalde se~nales in
luyen a los 
l�asi
os del pro
esado de se~nal y ampl��a aotros nuevos, 
omo pueden ser las 
omuni
a
iones digitales.Ya se ha 
omentado que una de las herramientas m�as utilizadasen el tratamiento de se~nales es el an�alisis espe
tral. Este an�alisis 
on-siste en determinar la energ��a aso
iada a 
ada 
omponente arm�oni
ade la que est�a 
ompuesta la se~nal. Normalmente se lleva a 
abo me-diante transformadas dis
retas de Fourier para series peri�odi
as otransformadas Z si la serie no es peri�odi
a. Sin embargo no se pue-de pro
eder de esta manera para un tipo de se~nales important��simo,para las se~nales aleatorias, que debido a su naturaleza requieren eluso de alg�un tipo de promedio al llevar a 
abo el an�alisis. Como sere
ordar�a S
huster ya propuso promediar el periodograma, aunqueexisten de�ni
iones alternativas al espe
tro en fun
i�on de la se
uen-
ia de auto
orrela
i�on, que al ser una fun
i�on determinista permiteun an�alisis tal y 
omo el des
rito en las l��neas anteriores.La se
uen
ia de auto
orrela
i�on da 
uenta de la dependen
ia exis-tente entre dos instantes temporales de una se~nal y se 
al
ula 
omo



xxviiel valor esperado del produ
to de ambos: promediando el valor espe-rado del produ
to de ambos para distintas realiza
iones. El espe
trode poten
ia se de�ne 
omo la transformada de Fourier de la se
uen-
ia de auto
orrela
i�on. La utiliza
i�on del espe
tro de poten
ia y lafun
i�on de auto
orrela
i�on ha sido la base de lo que se 
ono
e 
omoan�alisis espe
tral 
l�asi
o. Un desarrollo detallado de este an�alisisespe
tral 
l�asi
o basado en estad��sti
a de segundo orden se puedeen
ontrar en numerosos libros y art��
ulos 
omo los es
ritos por S.L. Marple, M. S. Kay y otros [Kay88℄, [Mar87℄, [Gar88℄, [Chi78℄,[Kes86℄ y [Hay83℄.En la estima
i�on del espe
tro de poten
ia, el pro
eso bajo 
onsi-dera
i�on se trata 
omo una superposi
i�on de 
omponentes arm�oni
osestad��sti
amente de
orrela
ionados. A 
ontinua
i�on se estima la dis-tribu
i�on de energ��a entre estas 
omponentes de fre
uen
ia. Comotal, las rela
iones de fase entre 
omponentes de fre
uen
ia se supri-men [HKGD71℄. La informa
i�on 
ontenida en el espe
tro de poten-
ia est�a 
ontenida esen
ialmente en la se
uen
ia de auto
orrela
i�on;esto ser��a su�
iente para una des
rip
i�on estad��sti
a 
ompleta de unpro
eso gaussiano de media 
ono
ida. Sin embargo, hay situa
ionesde inter�es donde se deber��a mirar m�as all�a del domino de la auto-
orrela
i�on para obtener informa
i�on a
er
a de la desvia
i�on respe
-to a la gaussianidad y a
er
a de la presen
ia de no-linealidades. Elespe
tro de orden superior de�nido en t�erminos de la estad��sti
a deorden superior, 
onsistente en tomar valor esperado del produ
to dem�as de dos variables aleatorias, 
ontiene esa informa
i�on.En general, hay tres motiva
iones detr�as del uso de la estad��sti
ade orden superior [NR87℄. Estos son: en primer lugar, suprimir ruidogaussiano de 
ara
ter��sti
as espe
trales des
ono
idas en problemasde dete

i�on, estima
i�on de par�ametros y 
lasi�
a
i�on; segundo, re-
onstruir la respuesta en fase y en fre
uen
ia de se~nales y sistemas; yter
ero, dete
tar y 
ara
terizar no linealidades en series temporales.La primera motiva
i�on se basa en la propiedad de que solamentepara pro
esos gaussianos, todos los 
umulantes de orden mayor quedos son id�enti
amente nulos. Si una se~nal no gaussiana se re
ibejunto 
on ruido aditivo gaussiano, una transforma
i�on al dominiode los 
umulantes de alto orden eliminar�a (en teor��a) el ruido. Portanto, en estas situa
iones de pro
esado de se~nal, existir�an 
iertas



xxviii INTRODUCCI �ONventajas para dete
tar y/o estimar par�ametros de se~nales a partirde 
umulantes de los datos observados.La segunda motiva
i�on se basa en el he
ho de que los 
umulantesy momentos de alto orden preservan la verdadera fase de las se~nales.En el modelado de series temporales en problemas de pro
esado dese~nal, se utiliza 
asi ex
lusivamente la estad��sti
a de segundo ordenporque es normalmente el resultado de 
riterios de optimiza
i�on dem��nimos 
uadrados. Sin embargo, el dominio de la auto
orrela
i�onsuprime informa
i�on de fase. Una re
onstru

i�on ade
uada de lafase en el dominio de la auto
orrela
i�on s�olo se puede 
onseguir si lase~nal es de fase m��nima. Por otro lado, re
onstru

i�on de se~nales defase no m��nima se puede 
onseguir en el dominio de la estad��sti
ade alto orden debido a su 
apa
idad de preservar tanto informa
i�onde la magnitud 
omo de la fase, sea m��nima o no.En ter
er lugar, la introdu

i�on de la estad��sti
a de alto ordenes bastante natural 
uando se intenta analizar la no linealidad deun sistema operando bajo una entrada aleatoria. Se han estudiado
on bastante detalle rela
iones generales para datos aletorios, esta-
ionarios y arbitrarios que alimenten sistemas lineales arbitrarios,durante mu
hos a~nos. En prin
ipio, la mayor��a de las rela
iones sebasan en un 
riterio de ajuste de la auto
orrela
i�on. Por otro lado,no se dispone de rela
iones generales para datos aleatorios, esta
io-narios y arbitrarios que alimenten sistemas no lineales arbitrarios.En su lugar, se ha investigado 
omo un 
aso espe
ial 
ada tipo de nolinealidad. La estad��sti
a de alto orden puede tener un papel fun-damental en la dete

i�on y 
ara
teriza
i�on del tipo de no linealidad,presente en un sistema, a partir de su salida.El pro
esado de se~nal, en general, tiene una historia muy ri
a,y su importan
ia es evidente en 
ampos tan diversos 
omo inge-nier��a biom�edi
a [Bru01℄, [CL93℄, a
�usti
a, sonar, r�adar [BRAC01℄,[BRAC02a℄, [BRAC02b℄, [RBAC99b℄, [RBAC00℄, [RBC99℄, seismo-log��a, 
omuni
a
iones de voz [OM00℄, 
omuni
a
iones de datos, te
-nolog��a nu
lear y mu
hos otros. En mu
has apli
a
iones, 
omo, porejemplo en sistemas para la transmisi�on y re
ono
imiento de voz, sedesea extraer algunos par�ametros 
ara
ter��sti
os. Alternativamen-te, se puede desear eliminar de la se~nal interferen
ias tales 
omoruido, o modi�
ar la se~nal para presentarla en una forma en la 
ual



xxixsea m�as f�a
ilmente interpretada por un experto. Consid�erese otroejemplo, una se~nal transmitida por un 
anal de 
omuni
a
iones quesufre perturba
iones por in�nidad de me
anismos, 
omo distorsi�ondebida al 
anal, la in
lusi�on de ruido de fondo y p�erdida de la se~naldebido a interferen
ias destru
tivas. Uno de los objetivos del re
ep-tor es redu
ir al m�aximo los efe
tos de estas altera
iones. En 
ada
aso se requiere el pro
esado de la se~nal.Los problemas del pro
esado de se~nal no est�an restringidos, porsupuesto, a se~nales unidimensionales. Mu
has apli
a
iones del pro-
esado de im�agenes requieren el empleo de t�e
ni
as de pro
esado dese~nal bidimensionales. Este es el 
aso del an�alisis de fotos a�ereaspara la dete

i�on de in
endios forestales o da~nos en los 
ultivos,el an�alisis de fotos metereol�ogi
as v��a sat�elite y la poten
ia
i�on delas transmisiones de televisi�on emitidas por sondas lunares y delespa
io exterior. Tambi�en utilizan t�e
ni
as de pro
esado de se~nalmultidimensional el an�alisis de datos s��smi
os 
omo se requiere paraexplota
i�on petrol��fera, la medida de terremotos y el seguimiento detest nu
leares.En parti
ular, en el �area del pro
esado de se~nales mediante es-tad��sti
a de alto orden, se han publi
ado en los �ultimos 40 a~nosimnumerables art��
ulos 
on apli
a
iones en o
eanograf��a, geof��si
a,radioastronom��a, pro
esado de im�agenes, me
�ani
a de 
uidos, seriese
on�omi
as temporales, f��si
a de plasmas, datos de man
has solares,et
.Para llevar a 
abo tales apli
a
iones se han tenido que desarrollart�e
ni
as que resolvieran una gran 
antidad de problemas. M�etodospara la estima
i�on del espe
tro, tanto 
onven
ionales 
omo el perio-dograma de S
huster [S
h98℄ o m�as `modernos' 
omo el modeladoparam�etri
o autorregresivo de Yule [Yul27℄, junto 
on in�nidad deotras t�e
ni
as desarrolladas al efe
to. Formaliza
i�on de los �ltroshomom�or�
os [Opp69℄ y el 
epstrum [BHT63℄ 
omo 
aso parti
u-lar, junto 
on un estudio de todas sus posibles apli
a
iones a re-
onstru

i�on de se~nales de fase no m��nima y de
onvolu
i�on [TJ99℄,entre otras. T�e
ni
as basadas en estad��sti
a de alto orden, no pa-ram�etri
as, para la re
onstru

i�on de se~nales, para re
uperar su fase,su magnitud o ambas [Bri77℄, [MU84℄, [Pet90℄ y [PN91℄. Modeladoparam�etri
o de una se~nal dada, tanto mediante modelado autorre-



xxx INTRODUCCI �ONgresivo AR [Tug87℄, de media m�ovil MA [Gia87℄, [ZZ94℄ o autorre-gresivo de media m�ovil ARMA [SM92℄, [ZSL96℄; y sus imnumerablesapli
a
iones a estima
i�on espe
tral, identi�
a
i�on de sistemas, pre-di

i�on, re
onstru

i�on de series, et
. T�e
ni
as para la estima
i�ondel tiempo de retraso a partir de medidas de dos sensores [ZR91℄,determina
i�on de la dire

i�on en la que se en
uentra una fuente, es-tima
i�on de par�ametros de exponen
iales amortiguadas, dete

i�onde se~nales transitorias [Hin90℄, ... Dete

i�on y 
ara
teriza
i�on de nolinealidades en series temporales, 
omo ya se 
oment�o previamente,mediante el uso de estad��sti
a de alto orden y modelado de Volterra[S
h80℄ y [KP88℄, dete

i�on de a
oplos de fase [RBAC99a℄, entreotros.Toda la teor��a desarrollada para resolver los problemas antesmen
ionados 
onstituye toda una formula
i�on matem�ati
a. Estaformula
i�on matem�ati
a requiere de una implementa
i�on pr�a
ti
aque luego se apli
ar�a a se~nales reales. La implementa
i�on pr�a
ti
aes sumamente importante porque puede dotar al m�etodo resultantede 
ara
ter��sti
as que de por s�� la formula
i�on matem�ati
a no ten��a.Sup�ongase que la estad��sti
a del problema 
ambia 
on el tiempo,por ejemplo porque los 
oe�
ientes que de�nen al sistema lineal nosean esta
ionarios. La llegada de un nuevo dato lleva informa
i�onsobre 
�omo va variando di
ha estad��sti
a y debe ser aprove
hadopara a
tualizar el 
ono
imiento que hasta ese momento se ten��a delsistema. Se ne
esita por tanto un m�etodo que se vaya adaptando alos 
ambios que se van produ
iendo y que no requiera resolver denuevo todo el problema a la luz del nuevo dato; esta tarea la llevana 
abo los algoritmos adaptativos. La e
ua
i�on alrededor de la quegiran el resto de e
ua
iones en un algoritmo adaptativo es la de a
-tualiza
i�on de los par�ametros in
�ognita del problema, que tiene laforma gen�eri
a siguiente:par�ametros nuevos = par�ametros antiguos + a
tualiza
i�ondonde la `a
tualiza
i�on' es fun
i�on de los nuevos datos re
ogidos.Existen dos familias prin
ipales de algoritmos adaptativos: los al-goritmos de m��nima media 
uadr�ati
a (Least Mean-Square, LMS),pertene
ientes al tipo de algoritmos de gradiente esto
�asti
o y los al-



xxxigoritmos re
ursivos de m��nimos 
uadrados (Re
ursive-Least-Squares,RLS). Los primeros trabajos a
er
a de los algoritmos adaptativos sepueden en
ontrar en los �ultimos a~nos de la d�e
ada de 1950, duran-te ese tiempo gran 
antidad de investigadores estaban trabajandoindependientemente en distintas apli
a
iones de �ltros adaptativos.Desde esta fe
ha, el algoritmo LMS surgi�o 
omo un m�etodo simpley a la vez efe
tivo para el fun
ionamiento de �ltros transversalesadaptativos. El algoritmo LMS fue dise~nado por Widrow y Ho� en1959 en sus estudios de un esquema de re
ono
imiento de patrones,
ono
ido 
omo elemento lineal adaptativo, 
ono
ido 
omunmenteen la literatura 
omo Adaline (Adaptive Linear Element) [WH60℄,[Wid70℄. El LMS es un algoritmo de gradiente esto
�asti
o porqueitera 
ada uno de los 
oe�
ientes del �ltro transversal, en la dire

i�ondel gradiente del m�odulo 
uadrado de una se~nal de error 
on respe
-to a los 
oe�
ientes. Como tal, el algoritmo LMS est�a ��ntimamenterela
ionado 
on el 
on
epto de aproxima
i�on esto
�asti
a desarrolla-do por Robbins y Monro (1951) en estad��sti
a para resolver 
iertosproblemas de estima
i�on se
uen
ial de par�ametros. La prin
ipaldiferen
ia entre ellos es que el algoritmo LMS usa un par�ametrodel tama~no del paso �jo para 
ontrolar la 
orre

i�on (a
tualiza
i�on)apli
ada a 
ada 
oe�
iente de una itera
i�on a otra, mientras que enm�etodos de aproxima
i�on esto
�asti
a el par�ametro del tama~no delpaso se ha
e inversamente propor
ional al tiempo n o a una poten
iade n.En 1981, Zames introdujo la norma H1 (o 
riterio minimax) 
o-mo un ��ndi
e robusto de 
omportamiento para resolver problemasen estima
i�on y 
ontrol, y 
on �el el 
ampo de 
ontrol robusto tom�ouna nueva dire

i�on de investiga
i�on. En este 
ontexto, mere
e es-pe
ialmente men
ionar que Hassibi et al. [HSK96℄ han demostradoque el LMS es �optimo bajo el 
riterio H1. As��, por primera vez,se han presentado pruebas te�ori
as del 
omportamiento robusto delalgoritmo LMS.Volviendo a la familia de algoritmos RLS de algoritmos de �ltra-do adaptativo, el art��
ulo original sobre el algoritmo RLS est�andarpare
e ser el de Pla
kett [Pla50℄, aunque se debe de
ir que mu
hosotros investigadores han derivado y rederivado el algoritmo RLS.En 1974, Godard us�o la teor��a de Kalman de �ltros para derivaruna variante del RLS, que se 
ono
e a ve
es en la literatura 
o-



xxxii INTRODUCCI �ONmo algoritmo Godard [God74℄. Aunque antes de esa fe
ha, variosinvestigadores hab��an apli
ado la teor��a de Kalman de �ltros pararesolver el problema del �ltrado adaptativo, la aproxima
i�on de Go-dard fue ampliamente a
eptada 
omo la apli
a
i�on de mayor �exitode la teor��a de Kalman de �ltros por un periodo de dos d�e
adas.Depu�es, Sayed y Kailath [SK94℄, v�ease tambi�en [Joh95℄, publi
aronun art��
ulo en el 
ual se dibuj�o por primera vez la rela
i�on exa
taentre el algoritmo RLS y la teor��a de Kalman de �ltros, estable-
iendo por tanto las bases de 
�omo explotar la ampl��sima literaturasobre �ltrado Kalman en la resolu
i�on de problemas de �ltrado linealadaptativo.El �ltrado adaptativo se ha empleado 
on �exito en una gran 
anti-dad de apli
a
iones, desta
ando entre ellas la identi�
a
i�on de siste-mas, modelado de las 
apas de la tierra, de
onvolu
i�on, e
ualiza
i�on,e
ualiza
i�on 
iega, modula
i�on, estima
i�on espe
tral, dete

i�on dese~nales, supresi�on de ruido, 
an
ela
i�on de e
o, et
. V�ease [Hay96℄y referen
ias all�� 
itadas.Re
apitulando lo expuesto hasta ahora se puede a�rmar que sia la 
re
iente velo
idad de los mi
ropro
esadores se le une la 
exi-bilidad de los algoritmos adaptativos, el abani
o de posibles apli
a-
iones del pro
esado de se~nal se abre hasta l��mites ampl��simos y degran importan
ia a
tual. Pi�ensese en la ne
esidad de e
ualiza
i�onque presentan las 
omuni
a
iones m�oviles en nuestros d��as. Por ello,
omprender en profundidad 
�omo fun
ionan los algoritmos adapta-tivos de los que se dispone es de una prioridad absoluta, por lo 
ualbuena parte de esta Memoria analizar�a algunos algoritmos adapta-tivos que 
are
��an de an�alisis y 
ompletar�a el an�alisis par
ial queexist��a de otros.Esta Memoria 
omienza en el 
ap��tulo 1 repasando algunos 
on-
eptos y m�etodos ne
esarios para el posterior desarrollo de la mis-ma. En mu
hos 
asos supone una expli
ita
i�on 
uantitativa de loexpuesto en esta introdu

i�on: sistemas lineales y se~nales dis
retasque ser�an analizados mediante la transformada Z, en parti
ular setratar�a sobre la important��sima 
ondi
i�on de fase m��nima, momentosy 
umulantes de alto orden 
on sus propiedades m�as �utiles, t�e
ni
asparam�etri
as de identi�
a
i�on de sistemas, bases de los algoritmosadaptativos LMS y RLS y �nalizar�a 
on una peque~na apli
a
i�on al



xxxiii
ampo de las 
omuni
a
iones.En la parte I se aborda el estudio de la familia de algoritmos RLS.El algoritmo RLS est�andar ya se ha estudiado ampliamente en labibliograf��a, su an�alisis se presenta en el 
ap��tulo 2 para familiari-zarse 
on �el y 
on las t�e
ni
as m�as usuales empleadas en su estudio.La adapta
i�on del algoritmo RLS al empleo de estad��sti
a de ordensuperior se denomina algoritmo re
ursivo de variable instrumental(Re
ursive Instrumental Variable, RIV). Las propiedades de 
on-vergen
ia de este algoritmo fueron estudiadas por Swami [Swa96℄para situa
iones esta
ionarias, 
omo aporta
i�on de esta Memoria sein
luye un an�alisis de RIV para situa
iones no esta
ionarias y elefe
to que produ
e el ruido de estima
i�on. Tanto el an�alisis de Swa-mi 
omo la aporta
i�on de esta Memoria se detallan en el 
ap��tulo 3junto 
on la obten
i�on del algoritmo. Sin embargo hay situa
ionesen las que la formula
i�on matem�ati
a propor
iona sistemas 
on m�ase
ua
iones que in
�ognitas, en las 
uales ni el algoritmo RLS ni elRIV pueden operar. Para solventar este problema se deriv�o el al-goritmo RIV sobredeterminado, ORIV (Overdetermined Re
ursiveInstrumental Variable). Este algoritmo se presenta en el 
ap��tulo4 junto 
on un 
ompleto an�alisis de su 
onvergen
ia, siendo di
hoan�alisis aporta
i�on propia de esta Memoria. Dos 
onse
uen
ias prin-
ipales se pueden obtener de �el: las 
ondi
iones bajo las 
uales seprodu
e un seguimiento �optimo de la evolu
i�on de los par�ametros(tra
king 
apabilities) y la obten
i�on de una 
ondi
i�on ne
esaria pa-ra 
onvergen
ia (
ondi
i�on de ortogonalidad) v�alida para problemassobredeterminados y que in
luyan estad��sti
a de alto orden.Dado que el algoritmo ORIV es el m�as 
ompleto de los anali-zados hasta ahora, en el 
ap��tulo 5 se apli
ar�a al problema de laidenti�
a
i�on 
iega de sistemas. La identi�
a
i�on 
iega de sistemas,
omo parte integrante del pro
esado de se~nal, se bene�
ia de unagran 
antidad de m�etodos existentes en esta �area 
omo puede ser laestima
i�on param�etri
a del espe
tro, di
ha estima
i�on param�etri
ase puede adaptar sin problemas para resolver la identi�
a
i�on desistemas. Pero tambi�en se puede bene�
iar de otros 
ampos 
omo elde la teor��a de 
ontrol, a trav�es del modelado Kalman, p.e. Adem�as,est�a intimamente rela
ionado 
on el interesant��simo problema de lasepara
i�on 
iega de fuentes, 
on el que 
omparte aspe
tos 
omunes[Hay00℄, [Cru99℄, [CC99℄. En este 
ap��tulo la identi�
a
i�on de sis-



xxxiv INTRODUCCI �ONtemas se realizar�a mediante un modelado param�etri
o MA, para lo
ual en primer lugar se rederivar�an en el dominio del tiempo, por unlado la 
ono
ida e
ua
i�on de Giannakis-Mendel y por otro se propo-ne una generaliza
i�on de ella empleando ex
lusivamente estad��sti
ade orden superior [ARBC02b℄, [ARBC02a℄. Los resultados obteni-dos mediante el algoritmo ORIV se expli
an satisfa
toriamente a laluz del an�alisis llevado a 
abo en el 
ap��tulo anterior. Finalmente,para a
abar esta primera parte, en el 
ap��tulo 6 se 
ompara minu-
iosamente el algoritmo RIV 
on el ORIV, tanto te�ori
amente 
omomediante simula
iones.Como se apre
ia, la familia RLS 
ubre una gran 
antidad de pro-blemas, tanto sobredeterminados 
omo 
on estad��sti
a de alto orden.No o
urre lo mismo para la familia del LMS, donde s�olo existen al-goritmos adaptados al empleo de estad��sti
a de alto orden, 
omo elLMS generalizado o GLMS, pero no hay ninguno 
apaz de resolversistemas sobredeterminados ya sea 
on estad��sti
a de segundo ordeno de alto orden. En la parte II se 
ubren estas de�
ien
ias, 
onnuevas 
ontribu
iones. En primer lugar, tal y 
omo se pro
edi�o enla parte de la familia RLS, aqu�� tambi�en se presenta en el 
ap��tulo7 el algoritmo LMS junto 
on un an�alisis de su 
onvergen
ia, por
ompletitud y por presentar las t�e
ni
as e hip�otesis m�as empleadasen el estudio de este tipo de algoritmos. El hilo 
ondu
tor del restode esta parte es el Prin
ipio de Ortogonalidad Sobredeterminado yGeneralizado dedu
ido en la parte I. De �el se obtienen tres algorit-mos distintos propuestos en esta Memoria. El primero de ellos, elGLMS, se rederiva dentro de este nuevo formalismo en el 
ap��tulo 8y se analiza mediante teor��a y simula
iones en profundidad, an�alisisno realizado anteriormente. En el 
ap��tulo 9 se analizan los otros dosalgoritmos, los algoritmos Sobredeterminados y Generalizados tipoLMS, OGLMS (Overdetermined and Generalized LMS) 1 y 3. Sedemuestra que el algoritmo OGLMS1 presenta mejores propiedadesen 
onvergen
ia que OGLMS3 y por tanto se sele

iona para redu
irsu 
arga 
omputa
ional y as�� asemejarse al t��pi
o LMS, dando lugara un nuevo algoritmo. Este nuevo algoritmo, el algoritmo promedia-do OGLMS, AOGLMS (Averaged OGLMS) se analiza en el 
ap��tulo10 junto 
on unas breves simula
iones que 
on�rmen su buen 
om-portamiento. Para �nalizar esta segunda parte en el 
ap��tulo 11 sepresentan nuevas versiones del algoritmo GLMS, 
on un peque~no



xxxvan�alisis de su 
onvergen
ia tanto te�ori
o 
omo experimental.La �ultima parte de esta Memoria se 
entra ex
lusivamente en elproblema de la identi�
a
i�on 
iega, dejando a un lado los algoritmosadaptativos. El prin
ipal objetivo es bene�
iarse todo lo posible delos m�etodos basados en estad��sti
a de segundo orden, que propor
io-nan estimadores menos ruidosos 
on menor 
antidad de datos quelos estimadores obtenidos 
on estad��sti
a de alto orden. As��, en los
ap��tulos 12 y 13 se obtienen las expresiones expl��
itas que rela
io-nan los 
oe�
ientes de la respuesta impulso de un sistema lineal, deorden 1 y 2 respe
tivamente, 
on la auto
orrela
i�on de la salida delmismo. Dado que de esta manera s�olo se pueden obtener los siste-mas que 
ompartan el espe
tro de poten
ia, ya que estas t�e
ni
as nollevan informa
i�on sobre la fase, en el 
ap��tulo 14 se propone un nue-vo m�etodo que modi�
a ligeramente las expresiones obtenidas en los
ap��tulos 12 y 13 de forma que in
luya la informa
i�on justa sobre lafase para que la solu
i�on tenga adem�as la fase 
orre
ta. Este m�etodo
ontrasta 
on los m�etodos tradi
ionales, en los 
uales se llevaba a 
a-bo un pro
eso de b�usqueda del sistema 
orre
to dentro del 
onjuntode sistemas espe
tralmente equivalentes. Esta b�usqueda a ve
es selleva a 
abo mediante un ajuste de los 
umulantes reales (estimados)
on los 
umulantes de los sistemas 
andidatos. En el 
ap��tulo 15 se
ompara mediante simula
iones el nuevo m�etodo 
on estos m�etodosbasados en ajustes por 
umulantes (
umulant mat
hing).Para �nalizar se presentan las 
on
lusiones m�as relevantes obte-nidas en la Memoria.
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Cap��tulo 1
Fundamentos
Introdu

i�onEste primer 
ap��tulo est�a dedi
ado a presentar los 
on
eptos y t�e
ni
as quese emplear�an en el resto de la Memoria. Su prin
ipal objetivo es expli
ar losfundamentos de 
ada una de las partes que 
onstituyen el problema a tratar:la identi�
a
i�on 
iega y adaptativa de sistemas lineales mediante estad��sti
a dealto orden. Por este motivo es ne
esario, en primer lugar, de
ir qu�e se en-tiende por sistemas lineales y enumerar sus propiedades. La 
ara
teriza
i�on desistemas lineales 
uenta 
on la transformada Z 
omo una herramienta muy po-derosa, en parti
ular permite 
lasi�
ar de forma instant�anea a los sistemas 
omode fase m��nima, m�axima y mixta, 
on todas las impli
a
iones que eso 
onllevapara poder de�nir sistemas estables y 
ausales. Dado que los sistemas estar�analimentados por pro
esos aleatorios es impres
indible 
ontar 
on herramientasque permitan identi�
ar su estad��sti
a; en este 
ap��tulo se presentan tanto los
l�asi
os momentos de la distribu
i�on, 
omo los menos 
l�asi
os 
umulantes, in-
luyendo sus propiedades y utilidad a la hora de trabajar 
on sistemas de faseno m��nima.Los modelos param�etri
os permiten de�nir un sistema lineal 
on
reto a partirde un 
onjunto �nito de par�ametros. Los modelos param�etri
os m�as usuales sonlos de media m�ovil MA, los autorregresivos AR y los autorregresivos de mediam�ovil ARMA. Para 
ada uno de ellos existen algoritmos 
apa
es de estimar lospar�ametros que de�nen a los modelos param�etri
os a partir de la estad��sti
ade la entrada y la salida. En el 
aso de que s�olo se tenga a

eso a la salidadel sistema se debe llevar a 
abo lo que se 
ono
e 
omo identi�
a
i�on 
iega.Adem�as, la forma de resolver un problema 
on
reto se puede implementar deforma que 
on la llegada de nueva informa
i�on, una nueva muestra de la salida1



2 CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOSdel sistema por ejemplo, se a
tuali
en los estimadores de los par�ametros; estatarea la realizan los algoritmos adaptativos.Un �area en el que la adaptatividad del algoritmo y la ne
esidad de llevar a
abo una identi�
a
i�on 
iega (para una e
ualiza
i�on posterior) son ineludibleses en 
omuni
a
iones. Adem�as, 
omo se ver�a, el empleo de 
umulantes en estatarea reporta imnumerables bene�
ios.Este 
ap��tulo est�a estru
turado de la siguiente manera. En el apartado 1.1se introdu
en los sistemas lineales y sus propiedades, los 
uales se estudian en elapartado 1.2 mediante la transformada Z. El apartado 1.3 de�ne los momentosy 
umulantes de pro
esos aleatorios y deriva sus propiedades. En parti
ular los
umulantes ser�an la base para los algoritmos de identi�
a
i�on de sistemas, quese presentan en el apartado 1.4, para modelos param�etri
os. Los algoritmosadaptativos se dis
uten en el apartado 1.5 y 
omo punto �nal en el apartado 1.6se des
ribe el problema de la e
ualiza
i�on de un 
anal de 
omuni
a
iones 
omoejemplo en el que 
on
urren todos los aspe
tos des
ritos a lo largo del 
ap��tulo.1.1 Sistemas lineales y se~nales dis
retasEn la teor��a de los sistemas dis
reto-temporales se est�a interesado en elpro
esamiento de se~nales que vienen representadas por series. Una serie den�umeros x, en el 
ual el n�umero n-�esimo de la serie se denota por x(n), sees
ribe formalmente 
omox = fx(n)g; �1 < n <1Normalmente a x(n) se le 
ono
e 
omo muestra n-�esima y por simpli�
ar lanota
i�on se suele hablar de la serie x(n). Adem�as hay que tener en 
uenta quen es un n�umero entero, para n�umeros no enteros la serie no est�a de�nida.Un ejemplo muy �util de serie es el de serie impulso dis
reta Æ(n) o simple-mente impulso: Æ(n) = (0 n 6= 01 n = 0su relevan
ia se ver�a m�as adelante.La suma y el produ
to de series se de�nen muestra a muestra, a saberx � y = fx(n)y(n)gx+ y = fx(n) + y(n)gUna se
uen
ia y se di
e que es una versi�on retrasada o trasladada de la serie xsi y toma los valores y(n) = x(n� n0)



1.1. SISTEMAS LINEALES Y SE~NALES DISCRETAS 3donde n0 es un entero. Seg�un estas de�ni
iones, una serie arbitraria se puedeexpresar 
omo suma de series impulsos:x(n) = 1Xk=�1 x(k)Æ(n� k)Matem�ati
amente se de�ne un sistema 
omo un operador que rela
iona unaserie de entrada x(n) 
on una serie de salida y(n). Esto se nota pory(n) = T[x(n)℄y se suele representar 
omo apare
e en la �gura 1.1.x(n) y(n)T[�℄Figura 1.1 Representa
i�on gr�a�
a usual de un sistemaLas 
lases de sistemas dis
retos se de�nen imponiendo restri

iones a latransforma
i�on T[�℄. Dada su f�a
il 
ara
teriza
i�on matem�ati
a y porque se pue-den dise~nar de forma que lleven a 
abo tareas de pro
esado �utiles, la 
lase desistemas lineales invariantes bajo trasla
iones se va a estudiar en profundidad.La 
lase de sistemas lineales se de�ne a partir del prin
ipio de superposi-
i�on. Si y1(n) e y2(n) son las respuestas 
uando x1(n) y x2(n) son las entradasrespe
tivas, el sistema es lineal si y s�olo siT[ax1(n) + bx2(n)℄ = aT[x1(n)℄ + bT[x2(n)℄ = ay1(n) + by2(n)para 
ualesquiera es
alares 
onstantes arbitrarios a y b. Uniendo esta propiedada la representa
i�on de una serie 
omo 
ombina
i�on de impulsos retrasados sepuede dedu
ir que un sistema lineal se puede 
ara
terizar 
ompletamente por surespuesta impulso. En parti
ular, sea hk(n) la respuesta del sistema a Æ(n� k),una muestra unitaria en el instante n = k. Por tanto,y(n) = T" 1Xk=�1 x(k)Æ(n� k)#y por la linealidad de T[�℄y(n) = 1Xk=�1x(k)T[Æ(n� k)℄ = 1Xk=�1x(k)hk(n) (1.1)



4 CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOSPor tanto, de a
uerdo 
on (1.1) la respuesta del sistema se puede expresar ent�erminos de la respuesta del sistema a Æ(n � k). Si s�olo se impone linealidad,hk(n) depender�a de n y k, en tal 
aso la utilidad 
omputa
ional de la expresi�on(1.1) ser�a limitada. Se obtiene una expresi�on mu
ho m�as �util si se impone laligadura adi
ional de invarianza trasla
ional.La 
lase de sistemas invariantes bajo trasla
iones se 
ara
teriza por la pro-piedad de que si y(n) es la respuesta a x(n), entones y(n � k) es la respuestaa x(n � k), donde k es un entero negativo o positivo. Cuando el ��ndi
e n est�aaso
iado al tiempo, invarianza trasla
ional se 
orresponde 
on invarianza tempo-ral. La propiedad de invarianza trasla
ional impli
a que si h(n) es la respuestaa Æ(n), enton
es la respuesta a Æ(n� k) es simplemente h(n� k). Por tanto, laexpresi�on (1.1) se 
onvierte eny(n) = 1Xk=�1 x(k)h(n� k) (1.2)En de�nitiva, 
ualquier sistema lineal invariante temporal est�a 
ompletamente
ara
terizado por su respuesta impulso h(n).A la e
ua
i�on (1.2) se le llama normalmente suma 
onvolutiva. Si y(n) esuna serie 
uyos valores est�an rela
ionados a los valores de dos se
uen
ias h(n)y x(n) 
omo indi
a la e
ua
i�on (1.2), se di
e que y(n) es la 
onvolu
i�on de x(n)
on h(n) y se nota por y(n) = x(n) � h(n) (1.3)Esta nueva opera
i�on es 
onmutativa.1.1.1 Estabilidad y 
ausalidadSe ha visto que las ligaduras de linealidad e invarianza temporal de�nenuna 
lase de sistemas que vienen representados por la suma 
onvolutiva. Lasligaduras adi
ionales de estabilidad y 
ausalidad de�nen una 
lase de sistemaslineales invariantes temporales m�as restri
tiva de importan
ia pr�a
ti
a.Sistemas establesSe de�ne un sistema estable 
omo uno para el 
ual toda entrada a
otadaprodu
e una salida a
otada. Los sistemas lineales invariante temporales (LTI)son estables si y s�olo si: S � 1Xk=�1 jh(k)j <1 (1.4)



1.2. LA TRANSFORMADA Z 5Que se puede demostrar 
omo sigue. Si la expresi�on (1.4) es 
ierta y x est�aa
otada, es de
ir, jx(n)j < M 8 n, enton
es a partir de la e
ua
i�on (1.2) sepuede poner quejy(n)j = ����� 1Xk=�1h(k)x(n � k)����� �M 1Xk=�1 jh(k)j <1En 
onse
uen
ia y est�a a
otada. La impli
a
i�on inversa se prueba mostrandoque si S = 1, enton
es se puede en
ontrar una entrada a
otada que generar�auna salida no a
otada. Una serie de entrada tal tiene valores:x(n) = ( h�(�n)jh(�n)j h(n) 6= 00 h(n) = 0donde h�(n) es el 
omplejo 
onjugado de h(n). Claramente x(n) est�a a
otada.El valor de la salida para n = 0 esy(0) = 1Xk=�1x(�k)h(k) = 1Xk=�1 jh(k)j2jh(k)j = SY por tanto si S =1, la serie de salida no est�a a
otada.Sistemas 
ausalesUn sistema 
ausal es aquel para el 
ual la salida para 
ualquier n = n0depende s�olo en la entrada para n � n0. Un sistema LTI es 
ausal si y s�olo sila respuesta impulso es 
ero para n < 0.1.2 La transformada ZEn la teor��a de sistemas 
ontinuos en el tiempo la transformada de Lapla
ese puede 
onsiderar 
omo una generaliza
i�on de la transformada de Fourier. Demanera similar es posible generalizar la transformada de Fourier de sistemasy se~nales dis
retas, resultando en lo que se 
ono
e 
omo transformada Z. Latransformada Z juega un papel importante en el an�alisis y representa
i�on desistemas dis
retos LTI.La transformada Z X(z) de una serie x(n) se de�ne 
omoX(z) = 1Xn=�1x(n)z�n (1.5)



6 CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOSdonde z es una variable 
ompleja. Tambi�en es �util a ve
es notar la transformadaz de una serie x(n) 
omo Z [x(n)℄.Expresando la variable 
ompleja z en forma polar 
omo z = reiw , la e
ua
i�on(1.5) se puede interpretar en t�erminos de la transformada de Fourier. Con zexpresado de esta manera (1.5) se 
onvierte en:X(reiw) = 1Xn=�1x(n)r�ne�iwn (1.6)Por tanto, de a
uerdo 
on esta expresi�on la transformada Z se puede interpretar
omo la transformada de Fourier de x(n) multipli
ada por una serie exponen
ial.Para r = 1, es de
ir, jzj = 1, la transformada Z es igual a la transformada deFourier de la serie 
onsiderada.Teniendo en 
uenta que la 
onvergen
ia de la transformada de Fourier exigeque la serie sea absolutamente sumable, seg�un la expresi�on (1.6), la transformadaZ 
onverger�a para aquellos valores 
omplejos 
uyos m�odulos r veri�quen que:1Xn=�1 jx(n)r�nj <1 (1.7)Una 
lase importante de transformadas Z son aquellas para las 
uales X(z)es una fun
i�on ra
ional. Las ra��
es del polinomio del numerador son aquellosvalores de z para los 
uales X(z) = 0 y se les llama 
eros de X(z). Los valoresde z para los 
uales X(z) es in�nito se llaman polos de X(z). Los polos de X(z)para valores �nitos de z son las ra��
es del polinomio del denominador. Adem�aslos polos pueden darse en z = 0 y z =1. Para las transformadas Z ra
ionaleshay un buen n�umero de rela
iones importantes entre la lo
aliza
i�on de los polosde X(z) y la regi�on de 
onvergen
ia de la transformada.Las propiedades de la serie x(n) determinan la regi�on de 
onvergen
ia deX(z). Para ver 
�omo se rela
ionan la regi�on de 
onvergen
ia y la serie, es
onveniente 
onsiderar algunos 
asos espe
iales:Series de longitud �nitaSup�ongase que s�olo un n�umero �nito de valores de la serie no son nulos, deforma que X(z) = n2Xn=n1 x(n)z�n (1.8)donde n1 y n2 son enteros �nitos. La 
onvergen
ia de esta expresi�on requiresimplemente que jx(n)j < 1 para n1 � n � n2. Enton
es z puede tomar



1.2. LA TRANSFORMADA Z 7
ualquier valor ex
epto z =1 si n1 < 0 y z = 0 si n2 > 0. Por tanto, las seriesde longitud �nita tienen una regi�on de 
onvergen
ia que 
omprende al menos0 < jzj <1, y puede in
luir o z = 0 o z =1.Series no nulas por la dere
haUna serie no nula por la dere
ha es aquella para la 
ual x(n) = 0 paran < n1. La transformada Z de una serie tal esX(z) = 1Xn=n1 x(n)z�n (1.9)La regi�on de 
onvergen
ia de esta serie es el exterior de un 
��r
ulo. Para 
om-probar que esto es 
ierto, sup�ongase que la serie es absolutamente 
onvergentepara z = z1, de forma que 1Xn=n1 jx(n)z�n1 j <1 (1.10)Si se 
onsidera la serie P1n=n1 jx(n)z�n1 j < 1, se desprende que si n1 > 0,enton
es para jzj > jz1j, 
ada t�ermino es m�as peque~no que en la serie de laexpresi�on (1.10), y por tanto1Xn=n1 jx(n)z�nj <1 para jzj > jz1jEn el 
aso de que n1 < 0, la serie se puede expresar 
omo1Xn=n1 jx(n)z�nj = �1Xn=n1 jx(n)z�nj+ 1Xn=0 jx(n)z�nj (1.11)La primera serie del miembro de la dere
ha de (1.11) es �nita para 
ualquiervalor �nito de z. La segunda serie por el argumento anterior 
onverge parajzj > jz1j. Por tanto si Rx� es el valor m�as peque~no de jzj para el 
ual la seriede la e
ua
i�on (1.9) 
onverge, enton
es la serie 
onverge paraRx� < jzj
on la ex
ep
i�on de z = 1 si n1 < 0. Por tanto si la serie es 
ausal, latransformada Z 
onverger�a tambi�en para z =1.Series no nulas por la izquierdaUna serie no nula por la izquierda es una para la 
ual x(n) = 0 para n > n1.Cambiando el ��ndi
e de la sumatoria de n = �m se puede 
on
luir que los



8 CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOSresultados para series no nulas por la dere
ha se pueden apli
ar a este 
aso 
onn reemplazado por �n y 
on z reemplazado por z�1. La regi�on de 
onvergen
iase puede demostrar que es interior a un 
��r
ulo jzj < Rx+ ex
epto z = 0 sin2 > 0. Si la transformada Z de la serie no nula por la izquierda 
onverge paraz = 0, enton
es la serie es nula para n � 0.Series no nulas por izquierda y por la dere
haLas series no nulas por la izquierda y por la dere
ha se extienden desden = �1 a n = +1. En general se puede es
ribirX(z) = 1Xn=�1x(n)z�n == 1Xn=0x(n)z�n + �1Xn=�1x(n)z�n (1.12)La primera serie es no nula por la dere
ha y 
onverge para Rx� < jzj; la segundaserie es no nula por la izquierda y 
onverge para jzj < Rx+. Si Rx� < Rx+, hayuna regi�on 
om�un de 
onvergen
ia de la formaRx� < jzj < Rx+ (1.13)Si Rx� > Rx+ no hay regi�on 
om�un de 
onvergen
ia, y por tanto la serie (1.12)no 
onverge.1.2.1 Propiedades m�as �utiles de la transformada ZA 
ontinua
i�on se enumeran las propiedades de la transformada Z que ser�ande utilidad en el desarrollo del resto de 
ap��tulos de esta Memoria.Regi�on de 
onvergen
ia de transformadas Z ra
ionalesComo se ha 
omentado previamente, para una serie 
on una transformadaZ ra
ional la regi�on de 
onvergen
ia no puede 
ontener ning�un polo y se puede
omprobar que est�a a a
otada por polos o por 
ero o in�nito. En general laregi�on de 
onvergen
ia es una regi�on 
onexa, de forma que dada una distribu
i�onde polos en el plano 
omplejo son distintas las op
iones que hay para elegir lazona de 
onvergen
ia y por tanto la serie de la que se origin�o la transformadaZ ra
ional (serie no nula por la izquierda, por la dere
ha o por ambos lados).



1.2. LA TRANSFORMADA Z 9LinealidadEs sen
illo 
omprobar queZ [ax(n) + by(n)℄ = aX(z) + bY (z)y la regi�on de 
onvergen
ia es al menos la interse

i�on de las regiones de 
on-vergen
ia de 
ada transformada individual.Trasla
i�on de una serieConsid�erese la serie x(n) tal queZ [x(n)℄ = X(z); Rx� < jzj < Rx+Para una serie 
uyos valores sean x(n+ n0), se tieneZ [x(n+ n0)℄ = zn0X(z) Rx� < jzj < Rx+Las regiones de 
onvergen
ia de x(n) y x(n + n0) son id�enti
as, 
on la posibleex
ep
i�on de z = 0 o z =1.Convolu
i�on de seriesSi w(n) es la 
onvolu
i�on de dos series x(n) e y(n), enton
es la transformadaZ de w(n) es el produ
to de las transformadas Z de x(n) e y(n). La regi�on de
onvergen
ia se 
onstruye 
omo la interse

i�on de las regiones 
onstituyentes.1.2.2 La fun
i�on del sistemaUn sistema LTI se puede des
ribir en t�erminos de la transformada Z de larespuesta impulso. Con x(n), y(n) y h(n) denotando la entrada, salida y larespuesta impulso respe
tivamente y X(z), Y (z) y H(z) sus transformadas Z,se sigue de los apartados anteriores que dado quey(n) = h(n) � x(n)enton
es Y (z) = X(z)H(z) (1.14)Como o
urre 
on la transformada de Fourier, la rela
i�on entrada-salida paraun sistema LTI se 
orresponde a la multipli
a
i�on de la transformada Z de laentrada y de la respuesta impulso.



10 CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOSLa transformada Z de la respuesta impulso se suele llamar fun
i�on del sis-tema. La fun
i�on del sistema evaluada en el 
��r
ulo unidad es la respuesta enfre
uen
ia del sistema.Ya se ha mostrado que una 
ondi
i�on ne
esaria y su�
iente para que unsistema sea estable es que su respuesta impulso sea absolutamente sumable. Laregi�on de 
onvergen
ia de la transformada Z est�a de�nida por aquellos valores dez para los 
uales h(n)z�n es absolutamente sumable. Por tanto, si la regi�on de
onvergen
ia de la fun
i�on de un sistema in
luye el 
��r
ulo unidad, el sistema esestable y vi
eversa. Lo que es m�as, se puede a�rmar que para un sistema 
ausaly estable, la regi�on de 
onvergen
ia in
luir�a el 
��r
ulo unidad y la totalidad delplano 
omplejo fuera del 
��r
ulo unidad, in
luido z =1. Cuando el sistema sepuede des
ribir por una e
ua
i�on en diferen
ias 
on 
oe�
ientes 
onstantes deltipo pXk=0 aky(n� k) = qXr=0 brx(n� r)la fun
i�on del sistema es un fun
i�on ra
ional de la formaH(z) = Pqr=0 brz�rPpk=0 akz�k (1.15)Como se 
omprueba f�a
ilmente tomando transformada Z en la e
ua
i�on en di-feren
ias y apli
ando las propiedades ya estable
idas de la transformada.La e
ua
i�on (1.15) no indi
a la regi�on de 
onvergen
ia de la fun
i�on del sis-tema. Para la fun
i�on del sistema de la e
ua
i�on (1.15) existe una variedadde ele

iones para la regi�on de 
onvergen
ia 
onse
uentes 
on los requisitos deque sean regiones anulares a
otadas por, pero no 
onteniendo a, polos. Para un
o
iente dado de polinomios, 
ada posible ele

i�on para la regi�on de 
onvergen-
ia 
ondu
ir�a a una respuesta impulso diferente. Si se supone que el sistemaes estable, enton
es se debe elegir la regi�on anular que in
luya el 
��r
ulo uni-dad. Si se supone que el sistema es 
ausal, enton
es se debe elegir la regi�onde 
onvergen
ia que sea exterior a un 
��r
ulo que pase por el polo de H(z) queest�e m�as alejado del origen. Si el sistema es tambi�en estable, enton
es, porsupuesto, todos los polos deben quedar dentro del 
��r
ulo unidad y la regi�on de
onvergen
ia in
luir�a al 
��r
ulo unidad. Por este motivo es 
onveniente, 
uandose des
riben las fun
iones del sistema en t�erminos de un diagrama 
eros y polosen el plano 
omplejo, dibujar el 
��r
ulo unidad para que quede 
laro si los polos
aen dentro o fuera de �el.1.2.3 Condi
i�on de fase m��nimaLa transformada Z de una serie 
ausal se puede re
uperar de su parte real oimaginaria en el 
��r
ulo unidad. A 
ontinua
i�on se va a analizar qu�e 
ondi
iones



1.2. LA TRANSFORMADA Z 11deben de darse para poder re
uperarla a partir de su magnitud o de su fase:dada la magnitud re
uperar la fase o vi
eversa.Sup�ongase que H(z) = jH(z)jei arg[H(z)℄por lo que tomando logaritmo 
omplejoĤ(z) = log[H(z)℄ = log jH(z)j+ i arg[H(z)℄Se puede 
onsiderar que Ĥ(z) es la transformada Z de una serie ĥ(n). Por tanto,log jH(z)j y arg[H(z)℄ ser�an transformados Hilbert el uno del otro si y s�olo siĥ(n) es real, 
ausal y estable.Ĥ(z) diverge en los 
eros y polos de H(z). Como se desea que Ĥ(z) sea latransformada Z de una serie 
ausal, estable y real, debe tener sus polos dentrodel 
��r
ulo unidad. Por tanto, H(z) debe tener sus polos y 
eros dentro del
��r
ulo unidad.Supuesto 
ierto lo anterior (ĥ(n) real, estable y 
ausal), se puede es
ribirque la rela
i�on entre la magnitud y la fase de H(z) es:log jH(eiw)j = ĥ(0)� 12�P Z ��� arg[H(ei�)℄ 
ot�� � w2 � d�arg[H(ei�)℄ = 12�P Z ��� log jH(eiw)j 
ot�� � w2 � d� (1.16)donde P indi
a valor prin
ipal de Cau
hy. T�engase en 
uenta que sin el 
o-no
imiento de ĥ(0), jH(ejw j viene dado salvo por una 
onstante multipli
ativapor arg[H(eiw)℄. Esta expresi�on se veri�
a dado que log jH(eiw)j y arg[H(ei�)℄son una pareja de transformadas Hilbert, 
ondi
i�on que se 
ono
e 
omo de fasem��nima.Para que H(z) veri�que la 
ondi
i�on de fase m��nima, no puede tener ni 
erosni polos fuera del 
��r
ulo unidad. Por tanto tiene inversa 
ausal y estable.Un sistema se dir�a de fase m��nima 
uando su respuesta en fre
uen
ia sea defase m��nima. De igual modo, una serie se dir�a de fase m��nima si su transformadade Fourier es de fase m��nima. Es importante re
al
ar que un sistema puede ser
ausal de fase no m��nima. Sin embargo, todos los sistemas estables de fasem��nima son 
ausales. Un sistema estable y 
ausal tiene los polos dentro del
��r
ulo unidad, los 
eros donde sea.Por tanto, dada la magnitud de la fun
i�on del sistema su respuesta en faseest�a perfe
tamente determinada si el sistema es de fase m��nima. Como 
ualquierre
exi�on de los 
eros 
on respe
to al 
��r
ulo unidad 
onserva la respuesta enfre
uen
ia pero altera la respuesta en fase, si el sistema no es de fase m��nima se



12 CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOStiene un amplio rango de posibilidades de respuesta en fre
uen
ia 
ompatibles.Para mostrar esto �ultimo se pro
ede de la siguiente manera: Cualquier sistemase puede poner 
omo la 
as
ada de un sistema de fase m��nima y un sistemapasa todo Hpt(eiw), donde por de�ni
i�on jHpt(eiw)j = 1 8 w. Un pasa todo deprimer orden se puede expresar 
omoHpt(z) = z�1 � a�1� az�1apare
iendo los 
eros y polos en parejas inversa 
onjugadas.Sup�ongase un sistema de fase no m��nima 
on, por ejemplo, un 
ero fuera del
��r
ulo unidad en z = 1=z0 jz0j < 1, y 
on el resto de polos y 
eros dentro del
��r
ulo unidad. Enton
es H(z) = H1(z)(z�1 � z0) 
on H1(z) de fase m��nima.Equivalentemente se puede es
ribir:H(z) =H1(z)(z�1 � z0)1� z�0z�11� z�0z�1 ==H1(z)(1� z�0z�1) z�1 � z01� z�0z�1 = Hmin(z) z�1 � z01� z�0z�1 (1.17)Hmin(z) se diferen
ia de H(z) en que tiene el 
ero re
ejado dentro del 
��r
ulounidad 1=z0 ! z�0 . Este ejemplo se puede generalizar para abar
ar sistemasgenerales de fase no m��nima 
on fun
iones del sistema ra
ionales. Se puede
on
luir, por tanto, que 
ualquier fun
i�on del sistema H(z) ra
ional, que 
orres-ponda a un sistema 
ausal, se puede poner de la formaH(z) = Hmin(z)Hpt(z)donde Hmin(z) es de fase m��nima y Hpt(z) es un pasa todo.An�alogamente, de un sistema de fase m��nima se puede obtener otro de faseno m��nima, re
ejando 
eros fuera del 
��r
ulo unidad.1.3 Momentos y 
umulantesHasta ahora no se ha di
ho nada a
er
a de la naturaleza de las variablesque forman la serie dis
reta. Dada la naturaleza de los problemas a trataren esta Memoria se supondr�a que las variables son aleatorias y por tanto seha
e ne
esario de�nir magnitudes que 
ara
teri
en su estad��sti
a: �estas son susmomentos y 
umulantes.Dado un 
onjunto de n variables aleatorias reales fx1; x2; :::; xng, sus
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onjuntos de orden r = k1 + k2 + :::+ kn vienen dados porMom[xk11 ; xk22 ; :::; xknn ℄ �E[xk11 xk22 :::xknn ℄ ==(�i)r �r�(w1; w2; :::; wn)�wk11 �wk22 :::�wknn �����w1=w2=:::=wn=0 (1.18)donde �(w1; w2; :::; wn) � E[exp(i(w1x1 + w2x2 + ::: + wnxn))℄ es su fun
i�on
ara
ter��sti
a 
onjunta. E[�℄ denota el operador valor esperado. Por ejemplo,para dos variables aleatorias fx1; x2g se tienen los momentos de orden dos:Mom[x1; x2℄ = E[x1x2℄, Mom[x21℄ = E[x21℄ y Mom[x22℄ = E[x22℄.Otra forma de la fun
i�on 
ara
ter��sti
a 
onjunta se de�ne 
omo el logaritmonatural de �(w1; w2; :::; wn), es de
ir,~	(w1; w2; :::; wn) � ln(�(w1; w2; :::; wn)) (1.19)Los 
umulantes 
onjuntos, tambi�en llamados semi-invariantes, de orden r, Cum[xk11 ; xk22 ; :::; xknn ℄, del mismo 
onjunto de variables aleatorias, se de�nen
omo los 
oe�
ientes de la expansi�on en serie de Taylor de la segunda fun
i�on
ara
ter��sti
a alrededor del 
ero,Cum[xk11 ; xk22 ; :::; xknn ℄ � (�i)r �r ~	(w1; w2; :::; wn)�wk11 �wk22 :::�wknn �����w1=w2=:::=wn=0 (1.20)Por tanto, los 
umulantes 
onjuntos se pueden expresar en t�erminos de momen-tos 
onjuntos de un 
onjunto de variables aleatorias. Por ejemplo, los momentosm1 = Mom[x1℄ = E[x1℄ m2 = Mom[x1; x1℄ = E[x21℄m3 = Mom[x1; x1; x1℄ = E[x31℄ m4 = Mom[x1; x1; x1; x1℄ = E[x41℄
de la variable aleatoria fx1g est�an rela
ionados 
on sus 
umulantes por
1 =Cum[x1℄ = m1
2 =Cum[x1; x1℄ = m2 �m21
3 =Cum[x1; x1; x1℄ = m3 � 3m2m1 + 2m31
4 =Cum[x1; x1; x1; x1℄ = m4 � 4m3m1 � 3m22 + 12m2m21 � 6m41 (1.21)

Para variables de media nula 
2 = m2, 
3 = m3 y 
4 = m4 � 3m22.



14 CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOSRela
i�on entre momentos y 
umulantesLa rela
i�on general entre los momentos de fx1; x2; :::; xng y los 
umulantes
onjuntos Cum[x1; x2; :::; xn℄ de orden r = n est�a dada porCum[x1; x2; :::; xn℄ =X(�1)p�1(p� 1)!E[Yi2s1 xi℄E[Yi2s2 xi℄:::E[Yi2sp xi℄ (1.22)donde los produ
torios se extienden sobre todas las parti
iones (s1; s2; :::; sp),p = 1; 2; :::; n del 
onjunto de enteros (1; 2; :::; n). Por ejemplo, el 
onjuntode enteros (1; 2; 3) se puede parti
ionar enp = 1 s1 = f1; 2; 3gp = 2 s1 = f1g s2 = f2; 3gs1 = f2g s2 = f1; 3gs1 = f3g s2 = f1; 2gp = 3 s1 = f1g s2 = f2g s3 = f3gy por tanto (1.22) se 
onvierte enCum[x1; x2; x3℄ =E[x1x2x3℄� E[x1℄E[x2x3℄� E[x2℄E[x1x3℄�� E[x3℄E[x1x2℄ + 2E[x1℄E[x2℄E[x3℄ (1.23)Claramente la expresi�on (1.23) es id�enti
a a 
3 de (1.21) para x1 = x2 = x3. Porotro lado, para un 
onjunto de 4 variables aleatorias de media nula, pro
ediendode igual manera, se obtiene:Cum[x1; x2; x3; x4℄ =E[x1x2x3x4℄� E[x1x2℄E[x3x4℄�� E[x1x3℄E[x2x4℄� E[x1x4℄E[x2x3℄ (1.24)La rela
i�on (1.22) impli
a que en el 
�al
ulo de 
umulantes 
onjuntos de orden rse requiere el 
ono
imiento de todos los momentos hasta orden r.1.3.1 Propiedades de momentos y 
umulantesLas propiedades de momentos y 
umulantes se pueden resumir 
omo sigue:1. Mom[a1x1; a2x2; :::; anxn℄= a1:::anMom[x1; :::; xn℄ y Cum [a1x1; a2x2;:::; anxn ℄ = a1 ::: an Cum [x1; :::; xn℄ donde (a1; a2; :::; an) son
onstantes. Esto se obtiene dire
tamente de (1.18) y (1.22)2. Los momentos y 
umulantes son fun
iones sim�etri
as de sus argumentos,por ejemplo, Cum[x1; x2; x3℄ = Cum[x2; x1; x3℄ = Cum[x3; x2; x1℄ yas�� su
esivamente.



1.3. MOMENTOS Y CUMULANTES 153. Si las variables aletorias fx1; x2; :::; xng se pueden dividir en dos o m�asgrupos que son estad��sti
amente independientes, su 
umulante n-�esimo esid�enti
amente 
ero, es de
ir, Cum[x1; x2; :::; xn℄ = 0 mientras que engeneral Mom[x1; x2; :::; xn℄ 6= 0. Por ejemplo, si los grupos independien-tes son fx1; x2; :::; xpg y fxp+1; xp+2; :::; xng, su fun
i�on 
ara
ter��sti
a
onjunta es �(w1; w2; :::; wn) = �(w1; :::; wp)�(wp+1; :::; wn). Por otrolado, su segunda fun
i�on 
ara
ter��sti
a 
onjunta es ~	(w1; w2; :::; wn) =~	(w1; :::; wp) + ~	(wp+1; :::; wn). La prueba de esta propiedad se puede
ontinuar f�a
ilmente si se sustituye ~	(w1; w2; :::; wn) y �(w1; w2; :::; wn)en (1.20) y (1.18) respe
tivamente.4. Si los 
onjuntos de variables aleatorias fx1; x2; :::; xng y fy1; y2; :::; yngson independientes, enton
es, Cum[x1 + y1; x2 + y2; :::; xn + yn℄ = Cum[x1; x2; :::; xn℄+ Cum[y1; y2; :::; yn℄ donde en general esto mismo no se
umple para los momentos.Sin embargo, para el 
onjunto de variables aleatorias fy1; x1; :::; xngse tiene que Cum[x1 + y1; x2; :::; xn℄ = Cum[x1; x2; :::; xn℄+ Cum[y1; x2; :::; xn℄ y Mom[x1 + y1; x2; :::; xn℄ = Mom[x1; x2; :::; xn℄+Mom[y1; x2; :::; xn℄.5. Si el 
onjunto de variables aletorias es 
onjuntamente gaussiano, enton
estoda la informa
i�on sobre su distribu
i�on est�a 
ontenida en los momentosde orden menor que dos. Por tanto, todos los momentos de orden mayorque dos no tienen informa
i�on nueva que suministrar. Esto 
ondu
e alhe
ho de que todos los 
umulantes 
onjuntos de orden mayor que dos sonidenti
amente nulos para ve
tores aleatorios gaussianos. En 
ierto sentido,los 
umulantes de orden mayor que dos miden la no gaussianidad de unaserie temporal.Momentos y 
umulantes de pro
esos esta
ionariosSi fx(k)g 
on k = 0; �1; �2; ::: es un pro
eso real aleatorio y esta
ionarioy sus momentos hasta orden n existen, enton
esMom[x(k); x(k + �1); :::; x(k + �n�1)℄ = E[x(k)x(k + �1):::x(k + �n�1)℄s�olo depender�a de las diferen
ias temporales �1; �2; :::; �n�1 donde �i es entero8 i. Por tanto, los momentos de un pro
eso aleatorio esta
ionario se es
riben
omo: mxn(�1; �2; :::; �n�1) � E[x(k)x(k + �1):::x(k + �n�1)℄ (1.25)De manera similar, los 
umulantes de orden n-�esimo de fx(k)g son fun
iones dedimensi�on n� 1 que se es
riben en la forma:
xn(�1; �2; :::; �n�1) � Cum[x(k); x(k + �1); :::; x(k + �n�1)℄ (1.26)



16 CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOSCombinando las expresiones (1.22), (1.25) y (1.26) se obtienen las siguientesrela
iones entre las se
uen
ias de momentos y 
umulantes de fx(k)g, en parti-
ular para variables de media nula. Los 
umulantes de orden 2 y 3 son id�enti
osa los momentos de orden 2 y 3 respe
tivamente. Sin embargo, para generar el
umulante de 
uarto orden, se ne
esitan 
ono
er los momentos de orden 4 y 2,en parti
ular:
x4(�1; �2; �3) =mx4(�1; �2; �3)�mx2(�1)mx2(�3 � �2)��mx2(�2)mx2(�3 � �1)�mx2(�3)mx2(�2 � �1) (1.27)Varianza, fa
tor de asimetr��a y 
urtosisLos siguientes 
umulantes (supuestas variables de media nula) poseen nom-bres espe
iales 
x2 =E[x2(k)℄ = 
x2(0) varianza
x3 =E[x3(k)℄ = 
x3(0; 0) fa
tor de asimetr��a
x4 =E[x4(k)℄� 3[
x2 ℄2 = 
x2(0; 0; 0) 
urtosis (1.28)La 
urtosis normalizada se de�ne 
omo 
x4 =[
x2 ℄2.Pro
esos de ruido blan
o no gaussianosSi fw(k)g es un pro
eso esta
ionario no gaussiano 
on E[x(k)℄ = 0 y 
on unase
uen
ia de 
umulantes de orden n dada por
wn (�1; �2; :::; �n�1) =Cum[w(k); w(k + �1); :::; w(k + �n�1)℄ ==
wn Æ(�1; �2; :::; �n�1) (1.29)donde 
wn es una 
onstante y Æ(�1; �2; :::; �n�1) es la fun
i�on delta de Krone
kerde dimensi�on n� 1, enton
es se di
e que fw(k)g es blan
o de orden n.Pro
esos 
omplejosSi un pro
eso dado fx(k)g es 
omplejo, su se
uen
ia de 
umulantes de ordenn tiene m�as de una de�ni
i�on dependiendo d�onde se 
olo
a el operador 
onjugado`*'. Por ejemplo, la se
uen
ia de 
umulantes de ter
er orden se puede de�nir
omo: 
(1)3 (�1; �2) �Cum[x(k); x(k + �1); x(k + �2)℄
(2)3 (�1; �2) �Cum[x(k); x�(k + �1); x(k + �2)℄
(3)3 (�1; �2) �Cum[x(k); x�(k + �1); x�(k + �2)℄ (1.30)
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. En general hay 2n de�ni
iones diferentes de 
umulantes 
omplejos.Cumulantes de la salida de sistemas LTISup�ongase que un sistema LTI 
on respuesta impulso fh(k)g k = �L2; :::; L1est�a ex
itado por una serie 
ompuesta por variables aleatorias independientese id�enti
amente distribuidas (i.i.d) fx(k)g i = 1; 2; :::. Enton
es se veri�
a lasiguiente rela
i�on entre los 
umulantes de la salida del sistema fy(k)g y la seriei.i.d de entrada:
yn(�1; :::; �n�1) = 
xn L1Xk=�L2 h(k)h(k + �1):::h(k + �n�1)Esta expresi�on se obtiene f�a
ilmente empleando la propiedad de linealidad delos 
umulantes y 
onstituye una generaliza
i�on para la 
ono
ida rela
i�on parala estad��sti
a de segundo orden.1.3.2 Sistemas LTI de fase no m��nimaLo que ha
e a los momentos y 
umulantes de orden mayor que 2 �utiles enla identi�
a
i�on de sistemas de fase no m��nima es su habilidad para 
onservarinforma
i�on sobre la fase (ex
epto, 
laro est�a, por el t�ermino de fase lineal). Estapropiedad se muestra mediante un ejemplo sen
illo. Consid�erese un sistema derespuesta impulso �nita (FIR) de segundo orden, ex
itado por ruido blan
o nogaussiano de media nula fw(k)g. Dependiendo de la lo
aliza
i�on de los 
erosdel sistema respe
to al 
��r
ulo unidad, pueden o
urrir los siguientes 
asos:Sistema de fase m��nimaEn este 
aso la salida del sistema viene dada pory1(k) = w(k) � (a+ b)w(k � 1) + abw(k � 2)y por tanto la fun
i�on del sistema esH1(z) = (1� az�1)(1� bz�1)donde a y b son 
onstantes 
on 0 < a < 1 y 0 < b < 1. Este es el 
aso en el queambos 
eros 
aen dentro del 
��r
ulo unidad.



18 CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOSSistemas de fase m�aximaAhora se tiene quey2(k) = w(k) � (a+ b)w(k + 1) + abw(k + 2)
on su fun
i�on del sistema 
orrespondienteH2(z) = (1� az)(1� bz)Ambos 
eros se en
uentran fuera del 
��r
ulo unidad en 1=a y 1=b.Sistemas de fase no m��nima o fase mixtay3(k) = �aw(k + 1) + (1 + ab)w(k)� bw(k � 1)o H3(z) = (1� az)(1� bz�1)donde uno de los 
eros 
ae dentro del 
��r
ulo unidad b y el otro fuera 1=a.Las tres series de salida fy1(k)g, fy2(k)g y fy3(k)g tienen id�enti
a se
uen
iade auto
orrela
i�on dadas por
y2(0) =1 + a2b2 + (a+ b)2
y2(1) =� (a+ b)(1 + ab)
y2(2) =ab
y2(�) =0 para � > 2 (1.31)lo que impli
a que tienen id�enti
o espe
tro de poten
ia:Cy2 (w) = jY (z)j2 = 
w2 jH1(z)j2 = 
w2 jH2(z)j2 = 
w2 jH2(z)j2para z = exp iw. Los sistemas H1(z), H2(z) y H3(z) son por tanto espe
tral-mente equivalentes.Este es un resultado esperado porque el m�odulo 
uadrado de la fun
i�on detransferen
ia de un sistema LTI no diferen
ia entre un 
ero z0 de su re
��pro
o
onjugado 1=z�0 . Por otro lado, las series de salida fy1(k)g, fy2(k)g e fy3(k)gtienen diferentes 
umulantes de orden n-�esimo. Las tablas 1.3 y 1.4 muestranlos 
umulantes de ter
er orden de 
ada una de las series de salida.Fase m��nima Fase m�aximaH(z) (1� az�1)(1� bz�1) (1� az)(1� bz)
y2(0; 0) 1� (a+ b)2 + (ab)3 a3b3 � (a+ b)3 + 1
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y2(1; 1) (a+ b)2 � (a+ b)a2b2 ab(a+ b)2 � (a+ b)
y2(2; 2) a2b2 ab
y2(1; 0) �(a+ b) + (a+ b)2ab �a2b2(a+ b) + (a+ b)2
y2(2; 0) ab a2b2
y2(2; 1) �(a+ b)ab �ab(a+ b)Tabla 1.3 Cumulantes de ter
er orden de sistemas espe
tralmenteequivalentes. 1a parte.Fase no m��nima I Fase no m��nima IIH(z) (1� az)(1� bz�1) (1� az�1)(1� bz)
y2(0; 0) �a3 + (1 + ab)3 � b3 �b3 + (1 + ab)3 � a3
y2(1; 1) �a(1 + ab)2 + (1 + ab)b2 �b(1 + ab)2 + (1 + ab)a2
y2(2; 2) �ab2 �ba2
y2(1; 0) a2(1 + ab)� (1 + ab)2b b2(1 + ab)� (1 + ab)a
y2(2; 0) a2(�b) �b2a
y2(2; 1) a(1 + ab)b ab(1 + ab)Tabla 1.4 Cumulantes de ter
er orden de sistemas espe
tralmenteequivalentes. 2a parte.
1.4 Identi�
a
i�on de sistemasIdenti�
ar un sistema es determinar las propiedades del mismo que sean deinter�es para el problema 
on
reto a tratar, ya sea la respuesta en fase, en fre
uen-
ia, et
. Existen imnumerables m�etodos para llevar a 
abo este 
ometido, tales
omo los m�etodos 
l�asi
os de estima
i�on del espe
tro, m�etodos param�etri
os
on estad��sti
a de segundo orden, m�etodos param�etri
os 
on estad��sti
a de altoorden, et
. En esta Memoria se van a emplear profusamente los m�etodos pa-ram�etri
os 
on estad��sti
a de alto orden, por tanto se introdu
en a 
ontinua
i�on.1.4.1 Modelos param�etri
osUna de las t�e
ni
as m�as empleadas en la identi�
a
i�on de sistemas ha sidola 
onstru

i�on de un modelo LTI ex
itado mediante ruido blan
o, a partir



20 CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOSde una realiza
i�on de una se~nal aleatoria. Si el ruido de ex
ita
i�on se suponegaussiano, un sistema de fase no m��nima se identi�
ar�a 
omo fase m��nima 
uandola entrada es ina

esible. Por tanto, la prin
ipal motiva
i�on detr�as del he
hode usar modelos param�etri
os ex
itados por ruido blan
o no gaussiano parala identi�
a
i�on de sistemas es re
uperar tanto la respuesta en fase 
omo larespuesta en fre
uen
ia del sistema.Consid�erese el pro
eso ARMA fx(k)g real y estable de�nido porpXi=0 a(i)x(k � i) = qXj=0 b(j)w(k � j) (1.32)donde fw(k)g son variables aletorias i.i.d, independientes de fx(m)g param < k,
on media 
ero yCum[w(k); w(k + �1); :::; w(k + �n�1)℄ = 
wn Æ(�1; :::; �n�1) (1.33)es de
ir, fw(k)g es blan
o de orden n. N�otese que tanto fw(k)g 
omo fx(k)gson no gaussianos.Para problemas 
l�asi
os de identi�
a
i�on de sistemas, se usa 
asi ex
lusiva-mente la estima
i�on por m��nimos 
uadrados porque dan estimadores de m�aximaverosimilitud de los par�ametros de sistemas ex
itados por ruido blan
o gaussia-no y porque las e
ua
iones que se obtienen est�an en forma lineal 
onteniendovalores de la se
uen
ia de auto
orrela
i�on. Sin embargo, los m�etodos de m��nimos
uadrados no pueden identi�
ar 
orre
tamente un sistema de fase no m��nima apartir de su salida ex
lusivamente ya que se basan en medidas de la auto
orre-la
i�on.La identi�
abilidad de la respuesta en fre
uen
ia y en fase de un sistema apartir de medidas de la salida solamente (identi�
a
i�on 
iega), pedendiendo desi fw(k)g es gaussiano o no, se determina 
omo sigue:1. Si fw(k)g es gaussiano y el sistema es de fase m��nima, los m�etodos basadosen la auto
orrela
i�on pueden determinar tanto la respuesta en fase 
omoen fre
uen
ia.2. Si fw(k)g es gaussiano y el sistema es de fase no m��nima, ning�un m�etodopuede identi�
ar 
orre
tamente la respuesta en fase.3. Si fw(k)g es no gaussiano y el sistema es de fase no m��nima, los m�etodosbasados en la auto
orrela
i�on s�olo pueden determinar 
orre
tamente larespuesta en fre
uen
ia.4. Si fw(k)g es no gaussiano y el sistema es de fase no m��nima, los m�etodosbasados en estad��sti
a de alto orden pueden determinar tanto la respuestaen fase 
omo en fre
uen
ia, sin un 
ono
imiento de la verdadera distribu-
i�on de fw(k)g.



1.4. IDENTIFICACI �ON DE SISTEMAS 21En el resto de este apartado se presentar�an algunas t�e
ni
as de identi�
a
i�on demodelos param�etri
os 
on estad��sti
a de alto orden, por lo que se supone que elsistema es de fase no m��nima, aunque 
omo se ver�a la estad��sti
a de alto ordentambi�en se puede utilizar por otros motivos (p.e. elimina
i�on de ruido aditivogaussiano).1.4.2 Modelos de media m�ovil MALa e
ua
i�on que de�ne un pro
eso fx(k)g de media m�ovil de orden q MA(q)se puede obtener de (1.32) �jando p = 0, esto esx(k) = qXi=0 b(i)w(k � i) (1.34)El problema de identi�
a
i�on en las 
ondi
iones estable
idas ne
esita que lospar�ametros se estimen a partir de 
umulantes de ter
er orden o superiores. Por
onvenien
ia se �ja b(0) = 1. Algunas t�e
ni
as para estimar los 
oe�
ientes deun modelo MA son las siguientes.Solu
iones 
omo expresiones 
erradasConsid�erese el modelo y(k) = x(k) + n(k) (1.35)donde x(k) viene dado por (1.34) y n(k) es ruido gaussiano blan
o, indepen-diente de w(k). Bajo la hip�otesis de que w(k) es ruido blan
o de ter
er orden,los 
umulantes de ter
er orden de y(k) se pueden es
ribir 
omo
y3(�; �) = 
w3 1Xi=0 b(i)b(i+ �)b(i+ �) (1.36)Evaluando (1.36) para � = q y � = k se obtiene
y3(q; k) = 
w3 b(k)b(q) (1.37)Y para k = 0, (1.37) se 
onvierte en
y3(q; 0) = 
w3 b(q) (1.38)Combinando (1.37) y (1.38) y suponiendo que 
w3 6= 0 (es de
ir, que w(k) noest�a distribuida sim�etri
amente), se obtieneb(k) = 
y3(q; k)
y3(q; 0) (1.39)
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ua
i�on (1.39) rela
iona la respuesta impulso del modelo MA 
on los 
u-mulantes de ter
er orden de la salida del sistema. Se 
ono
e 
omo la f�ormula
(q; k) y fue introdu
ida por primera vez por Giannakis [Gia87℄. La f�ormula
(q; k) propor
iona una solu
i�on 
errada para el problema de la estima
i�on delos par�ametros MA, sin embargo, requiere 
ono
imiento exa
to del orden delmodelo MA y dado que s�olo usa dos 
umulantes para la estima
i�on de b(k)no suaviza ni elimina los efe
tos del ruido aditivo en los estimadores de los
umulantes.M�etodos de optimiza
i�onConsid�erese la rebanada diagonal de los 
umulantes de ter
er orden del pro-
eso y(k) des
rito en (1.35),
y3(�; �) = 
w3 qXi=0 b(i)b2(i+ �); � = �q; :::; 0; :::; q (1.40)Lii y Rosenblatt [LR82℄ sugirieron dos m�etodos para la estima
i�on de los 
oe�-
ientes MA basados en (1.40): una aproxima
i�on no lineal por m��nimos 
uadra-dos y una aproxima
i�on por programa
i�on lineal. Ambos m�etodos estiman los
umulantes de ter
er orden 
̂y3(�; �) y despu�es prosiguen de la siguiente manera:Aproxima
i�on no lineal por m��nimos 
uadrados Este m�etodo estima lospar�ametros b(i) minimizando la fun
i�on 
osteqX�=�q "
̂y3(�; �) � 
w3 qXi=0 b(i)b2(i+ �)#2 (1.41)
on respe
to a las q+1 in
�ognitas b(i); i = 1; :::; q y 
w3 donde b(0) = 1. A estem�etodo tambi�en se le denomina ajuste por 
umulantes o 
umulant mat
hing.Aproxima
i�on de programa
i�on lineal En esta aproxima
i�on se empleaprimero un m�etodo basado en la se
uen
ia de auto
orrela
i�on para estimar los
oe�
ientes MA que re
ejan ade
uadamente la estru
tura de segundo orden delos datos, sea fb(2)(k)g. La fun
i�on de transferen
ia resultante para el modeloser�a B(z) = qXk=0 b(2)(k)z�k (1.42)
on ra��
es rj ; j = 1:::q tales que jrj j < 1 (fase m��nima).Un estimador ade
uado de la distribu
i�on de las ra��
es se puede obtenertomando el re
��pro
o 
onjugado de un n�umero apropiado de rjs. El m�etodo
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i�on lineal bus
a en
ontrar el 
onjunto de ra��
es y por tanto los
oe�
ientes fb(k)g que minimiza (1.41).Los m�etodos que parten del sistema equivalente de fase m��nima suelen re
ibirel 
ali�
ativo de m�etodos SEMP (Spe
trally Equivalent Minimum Phase) yuna representa
i�on de ellos se analizar�a 
on detalle en la �ultima parte de estaMemoria.El m�etodo de Giannakis-Mendel GMEn 1989 Giannakis y Mendel [GM89℄ presentaron un m�etodo novedoso ba-sado en estad��sti
a de segundo y ter
er orden para la identi�
a
i�on de sistemasMA. Su m�etodo es 
ono
ido 
omo el algoritmo GM.Consid�erese el modelo (1.35), donde w(k) es i.i.d, de media 
ero, no gaussianoy n(k) es de media 
ero i.i.d 
on fun
i�on densidad de probabilidad sim�etri
ae independiente de x(k). Se puede demostrar (v�ease el apartado 5.2) que se
umple:
x2(�) + qXi=1 b2(i)
x2(� � i) = �"
x3(�; �) + qXi=1 b(i)
x3(� � i; � � i)# (1.43)donde � = 
w2 =
w3 . Ha
iendo variar � = �q; :::; 0; :::; q las e
ua
iones queresultan de (1.43) se pueden es
ribir en forma matri
ial 
omoR� = r (1.44)donde � = [�b(1); :::; �b(q); b2(1); :::; b2(q)℄t y el resto se de�nen sin problemaa partir de �esta.La solu
i�on por m��nimos 
uadrados del sistema de e
ua
iones sobredetermi-nado es �MC = (RtR)�1RtrUna forma adaptativa de resolverla, propuesta por Friedlander y Porat [FP89℄se analiza en profundidad en la primera parte de esta Memoria.1.4.3 Modelos autorregresivos ARSe han propuesto varios m�etodos para la determina
i�on de los 
oe�
ientesdel modelo AR pXi=0 a(i)x(k � i) = w(k) (1.45)



24 CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOSdonde fw(k)g es de media nula, no gaussiano 
on 
w2 6= 0 y 
w3 6= 0. Si el modeloAR es 
ausal y estable (lo m�as normal) y por tanto de fase m��nima, enton
es
ualquier m�etodo basado en estad��sti
a de segundo orden se puede emplear para
al
ular los 
oe�
ientes AR. La apli
a
i�on de estad��sti
a de alto orden se ha
eimpres
indible para modelos AR no 
ausales, que no se van a tratar en estaMemoria.Sin embargo, el empleo de 
umulantes para la identi�
a
i�on de sistemas ARen presen
ia de ruido aditivo gaussiano puede mejorar los estimadores de last�e
ni
as que 
ontengan estad��sti
a de segundo orden. Es por ello por lo que seemplear�an en esta Memoria.M�etodo de la re
ursi�on de ter
er orden TORSup�ongase el modelo AR de orden p de la e
ua
i�on (1.45), donde 
omo antesw(k) est�a 
ompuesto de variables i.i.d, no gaussianas, 
on media nula, varianza�2w y 
urtosis 
3w no nula. Adem�as x(k) es independiente de w(l) para k < l.Dado que w(k) es esta
ionaria de ter
er orden, x(k) tambi�en lo ser�a asumiendoque el AR sea estable. Para el modelo de (1.45) se puede 
omprobar que
x3(�k;�l) + pXi=1 a(i)
x3(i� k; i� l) = 
3wÆ(k; l) k; l > 0 (1.46)propuesto por Raghuveer y Nikias [RN85℄, donde Æ(k; l) es la fun
i�on impulsobidimensional. Partiendo de (1.46), a la que se le llamar�a e
ua
i�on de re
ursi�onde ter
er orden (Third order re
ursion TOR), se sigue que los 2p+1 valores de
x3(k; l) a lo largo de la diagonal k = l satisfa
en la e
ua
i�on matri
ialRa = rdonde a � [1; a(1); :::; a(p)℄t, b � [
3w; 0; :::; 0℄t y la de�ni
i�on de la matriz R est�a
lara a partir de estas dos.E
ua
iones de este tipo se pueden generalizar a 
ualquier orden de 
umulan-tes, tal y 
omo se lleva a 
abo en el apartado 8.10.Otros m�etodosAlgunos m�etodos espe
���
os para la identi�
a
i�on de modelos AR no 
ausalesson los siguientes:El m�etodo de Huzii [Huz81℄ Este m�etodo se apoya en el sistema de fasem��nima equivalente, 
al
ulado a partir de la estad��sti
a de segundo orden. A
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abo re
exiones en los 
eros, 
onstruye sistemas 
andi-datos. Entre los 
andidatos se elige 
omo sistema verdadero aquel 
uyo inverso(un MA) d�e la salida m�as blan
a al �ltrar los datos x(k). La blan
ura de lase~nal se 
omprueba mediante estad��sti
a de alto orden.Solu
iones basadas en 
umulantes Fueron propuestas por Tugnait [Tug87℄,es una parti
ulariza
i�on del m�etodo de ajuste por 
umulantes a los modelos ARno 
ausales. En primer lugar se 
al
ula el AR de fase m��nima equivalente. Losdistintos modelos obtenidos mediante re
exi�on de los 
eros se someten a un
riterio de error 
onsistente en 
omparar el 
umulante estimado experimental-mente 
on el te�ori
o obtenido a partir de los 
oe�
ientes AR 
andidatos. El
andidato que minimi
e la fun
i�on 
oste es elegido 
omo sistema verdadero.Otros m�etodos 
on 
umulantes se en
uentran en [BRAC00℄.1.4.4 M�etodos para modelos ARMAEste tipo de modelos no se van a emplear en esta Memoria por lo que en este
ap��tulo s�olo se men
ionar�an algunos m�etodos empleados en su identi�
a
i�on.Estima
i�on de los 
oe�
ientes ARMA a partir de la fun
i�on del siste-maDado un 
onjunto de datos fx(k)g primero se estima su espe
tro de poten
ia.A 
ontinua
i�on se 
al
ula la respuesta en fase a partir de 
ualquiera de losm�etodos 
onven
ionales no param�etri
os existentes. En ter
er lugar, la respuestaimpulso ARMA(p; q) se genera 
omo una transformada inversa de la fun
i�onde transferen
ia usando una transformada inversa de Fourier. Finalmente lospar�ametros del modelo se obtienen de la fun
i�on de transferen
ia empleandounos aproximantes ra
ionales de Pad�e [Lii82℄.Series temporales residualesGiannakis y Mendel [GM89℄ desarrollaron un m�etodo que estima los par�a-metros ARMA usando la auto
orrela
i�on y 
umulantes de ter
er o 
uarto orden.La idea b�asi
a de su m�etodo es estimar los 
oe�
ientes AR primero y despu�esformar una serie residual MA a partir de la 
ual los par�ametros MA se puedenobtener por 
ualquiera de los m�etodos des
ritos anteriormente.



26 CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOSEl algoritmo 
(q; k) dobleDe�niendo las 
antidadesa3(i; j) = pXk=0 a(k)a(k + i)a(k + j)y b3(i; j) = qXk=0 b(k)b(k + i)b(k + j)Giannakis y Mendel mostraron que se veri�
apXi=�p pXj=�p 
x3(m� i; n� j)a3(i; j) = (0 (m;n) 62 S(q)
3wb3(m;n) (m;n) 2 S(q) (1.47)donde S(q) = f0 � m � q; n � mg es la regi�on no redundante de soportede b3(m;n). Usando los 
umulantes de orden 3 de x(k) y la aproxima
i�onde m��nimos 
uadrados [GS90℄, los a3(m;n) se pueden determinar de (1.47)a.Enton
es, usando los 
al
ulados a3(m;n) y los 
umulantes de ter
er orden dex(k) se obtienen los b3(m;n) mediante (1.47)b.Algoritmo de la rebanada QEs un algoritmo propuesto por Swami y Mendel [SM90℄ que se puede 
on-siderar 
omo la generaliza
i�on a modelos ARMA del m�etodo 
(q; k) para laidenti�
a
i�on de modelos MA, de ah�� su nombre. Los detalles se dan en elart��
ulo referen
iado.1.5 Algoritmos adaptativosEn la gran mayor��a de problemas que apare
en en el 
ampo del tratamientode se~nales se des
ono
e la estad��sti
a de la misma, 
on lo 
ual se ha
e ne
esarioestimarla. Como normalmente las muestras van llegando paulatimente 
onfor-me se realiza el muestreo, ser��a 
onveniente 
ontar 
on algoritmos que 
on lallegada de nuevas muestras a
tualizaran de la manera m�as e�
iente posible lainforma
i�on que se tiene sobre el problema. Este tipo de algoritmos re
iben elnombre de algoritmos adaptativos.Los algoritmos adaptativos se ha
en impres
indibles en situa
iones donde laestad��sti
a del problema 
ambie 
on el tiempo, ya que 
omo su propio nombreindi
a son 
apa
es de adaptarse a los 
ambios que sufran las 
ondi
iones del
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onveniente e
ua
i�on de a
tualiza
i�on de las in
�ognitas.Tras su
esivas itera
iones el algoritmo 
onverge a la solu
i�on �optima si trabaja ensitua
iones esta
ionarias o lleva a 
abo un rastreo de la evolu
i�on del problemaen situa
iones no esta
ionarias.La formula
i�on de la gran mayor��a de algoritmos adaptativos se basa en laminimiza
i�on de una fun
i�on 
oste, 
uyo m��nimo es la solu
i�on �optima del pro-blema. Para la b�usqueda de ese m��nimo se suele re
urrir al m�etodo de m�aximapendiente, basado en la sen
illa idea de que para al
anzar el m��nimo de unafun
i�on basta 
on avanzar en la dire

i�on del gradiente pero en sentido opues-to. Otros algoritmos adaptativos emplean rela
iones algebrai
as y matri
ialespara imponer la 
ondi
i�on de m��nimo. En este apartado se va a presentar unalgoritmo de 
ada tipo, los 
uales 
onstituyen los algoritmos b�asi
os de dos delas familias m�as importantes de algoritmos adaptativos: el 
uadrado de mediam��nima (Least-Mean Square) y de m��nimos 
uadrados (Least Squares).1.5.1 Algoritmos del 
uadrado de media m��nimaEl objetivo primordial de estos algoritmos es el de estimar una variablealeatoria dada d(n) a partir de la 
ombina
i�on lineal de p variables aleatoriasx(n),x(n�1),...,x(n�p+1) para 
ada instante n. La fun
i�on 
oste a minimizares el error 
uadr�ati
o medio, donde este error es el error de estima
i�on e(n) =d(n) � wtx(n), siendo w el ve
tor de 
oe�
ientes de la estima
i�on lineal yx(n) = [x(n); x(n� 1); :::; x(n� p+ 1)℄ el ve
tor de datos a tiempo n.Derivando el error 
on respe
to al ve
tor de 
oe�
ientes se obtiene el gra-diente, que igualado a 
ero 
onstituye la 
ondi
i�on de m��nimo:E[x(n)e(n)℄ = 0O equivalentemente, empleando la de�ni
i�on de error de estima
i�on, el ve
torde 
oe�
ientes �optimos seg�un este 
riterio esw0 = R�1rsiendo R = E[x(n)xt(n)℄ la matriz de auto
orrela
i�on del ve
tor de datos yr = E[x(n)d(n)℄ el ve
tor de 
orrela
i�on 
ruzada entre el ve
tor de datos y larespuesta deseada.A partir de estas magnitudes se puede al
anzar el m��nimo de la fun
i�on 
oste
omo sigue.



28 CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOSAlgoritmo de m�axima pendienteTal y 
omo se 
oment�o en p�arrafos pre
edentes si en la itera
i�on n � 1 sedispone de una solu
i�on dada por w(n� 1), la siguiente re
ursi�on avanza en ladire

i�on de m�axima pendiente des
endiente,w(n) = w(n� 1) + �E[x(n)e(n)℄donde � es el tama~no del paso que se da en el sentido 
ontrario al gradiente.Esta expresi�on es equivalente aw(n) = w(n� 1) + �[r �Rw(n� 1)℄Esta expresi�on deteminista requiere del 
ono
imiento de la estad��sti
a del pro-blema (R y r), requisito que 
asi nun
a se 
umple. El siguiente algoritmo salvaeste in
onveniente.El algoritmo LMSEste algoritmo es la versi�on tipo gradiente esto
�asti
o del anterior. Su nom-bre se debe a que dada la imposibilidad de 
ono
er el gradiente de la fun
i�on
oste, propone estimarlo mediante el valor instant�aneo: r̂(n) = x(n)e(n) 
onlo que la e
ua
i�on de a
tualiza
i�on del nuevo algoritmo queda:w(n) = w(n� 1) + �x(n)e(n)Esta expresi�on 
onstituye el 
oraz�on del algoritmo del 
uadrado 
on mediam��nima o Least-Mean Square (LMS) [WH60℄. Una des
rip
i�on m�as detalla-da del mismo junto 
on su an�alisis de 
onvergen
ia se presentan en el 
ap��tulo7.1.5.2 Algoritmos re
ursivos de m��nimos 
uadradosEl problema se plantea de forma pare
ida al del LMS pero en una situa
i�ondeterminista: se pretende aproximar una serie d(n) a partir de la 
ombina
i�onlineal de p muestras de una serie de datos. La fun
i�on 
oste a minimizar sede�ne 
omo: �(n) = nXi=1 �(i; n)je(i; n)j2es de
ir, una 
ombina
i�on lineal de errores de estima
i�on al 
uadrado siendoe(i; n) = d(i)�wt(n)x(i) el error que se 
ometer��a 
on los datos a tiempo i si seemplease el estimador 
ono
ido en la itera
i�on n-�esima. El 
oe�
iente �(i; n) esun fa
tor de olvido que disminuye el peso de los errores a itera
iones pasadas y
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ia los errores a
tuales. Normalmente se suele emplear un fa
tor de olvidoexponen
ial dado por �(n; i) = �n�i 
on 0 < � < 1.Derivando de nuevo esta fun
i�on 
oste 
on respe
to al ve
torw se obtiene quelos 
oe�
ientes �optimos son aquellos que 
umplen la siguiente e
ua
i�on matri
ial:R(n)w(n) = r(n) (1.48)donde R(n) = nXi=1 �n�ix(i)xt(i)r(n) = nXi=1 �n�ix(i)d(i)que 
omo se puede apre
iar son la matriz de auto
orrela
i�on del ve
tor de datosy el ve
tor de 
orrela
iones 
ruzadas entre el ve
tor de datos y la respuestadeseada, en versi�on determinista.Empleando el lema de inversi�on matri
ial (v�ease ap�endi
e A) en la e
ua
i�on(1.48) se puede obtener una e
ua
i�on de a
tualiza
i�on para las in
�ognitas:w(n) = w(n� 1) + k(n)e(n)donde e(n) = d(n)�wt(n� 1)x(n) es el error de estima
i�on y k(n) es el ve
torde ganan
ia, de�nido 
omok(n) = ��1P (n� 1)x(n)1 + ��1xt(n)P (n� 1)x(n)donde P (n) es la inversa de la matriz de auto
orrela
i�on R(n).Los detalles de este algoritmo as�� 
omo un 
ompleto an�alisis de su 
onver-gen
ia se presentan en el 
ap��tulo 2. Se le denomina algoritmo re
ursivo dem��nimos 
uadrados RLS (Re
ursive Least Squares), y fue propuesto en [Pla50℄.1.5.3 Algoritmos adaptativos y estad��sti
a de alto orden.Generaliza
ionesLos algoritmos adaptativos sus
intamente presentados en los apartados an-teriores son dos de los algoritmos adaptativos m�as extendidos y 
ono
idos.A partir de ellos se han derivado imnumerables versiones [BBCC88℄, [BM89℄,[KCM84℄, [MD95℄, [MT91℄, ya sea para mejorar su 
omportamiento (velo
idadde 
onvergen
ia, error en los estimadores), bien para redu
ir su 
arga 
omputa-
ional o bien para adaptarlos a nuevos problemas.



30 CAP�ITULO 1. FUNDAMENTOSEn lo que respe
ta a este �ultimo punto, los algoritmos adaptativos se hanmodi�
ado para que puedan introdu
ir estad��sti
a de alto orden y se bene�
iende ella. En las partes I y II de esta memoria se presentan algunos miembros delas familias LMS y RLS respe
tivamente. En parti
ular se enrique
e la familiadel algoritmo LMS 
on la obten
i�on de nuevos algoritmos dentro del formalismodel prin
ipio de ortogonalidad.1.6 Apli
a
i�on: Canales de 
omuni
a
ionesUna de las posibles apli
a
iones que presentan los algoritmos de identi�
a-
i�on de sistemas estudiados y propuestos en esta Memoria es el de e
ualiza
i�onde 
anales de 
omuni
a
iones. De todas maneras, no todas las simula
ionespresentadas se podr��an rela
ionar dire
tamente 
on este problema.1.6.1 Comuni
a
i�on digitalDurante el pro
eso por el 
ual la informa
i�on llega de un emisor a un re-
eptor, �esta experimenta varias modi�
a
iones [Hay88℄ para 
onseguir un mejor
omportamiento del sistema (l�ease velo
idad de transmisi�on, mayor �abilidad,ne
esidad de una menor energ��a, et
.).A
tualmente ya no hay duda sobre las ventajas de utiliza
i�on de formatosdigitales sobre los formatos anal�ogi
os. Por tanto, se supone que la informa
i�ona enviar est�a en di
ha forma. En 
aso de no estarlo se deber��a usar un 
onversoranal�ogi
o-digital . Entre estas ventajas se en
uentra la mayor �abilidad en latransmisi�on (se ve menos afe
tada por el ruido), la posibilidad de en
riptar elmensaje (seguridad en las 
omuni
a
iones), et
.1.6.2 Conversi�on Anal�ogi
o-DigitalPor lo 
omentado anteriormente se entiende f�a
ilmente que el primer paso adar en el env��o de 
ualquier informa
i�on es su 
onversi�on a formato digital, en
aso de estar en forma anal�ogi
a.Di
ha 
onversi�on se 
ompone de tres pasos (�gura 1.2):1. Muestreo: la fun
i�on 
ontinua ini
ial se 
onvierte en una serie de es
ala-res, 
uyos valores 
oin
iden 
on el de la fun
i�on en instantes de tiempoequiespa
iados. El muestreo se lleva a 
abo 
on una 
ierta fre
uen
ia f0.



1.6. APLICACI �ON: CANALES DE COMUNICACIONES 312. Cuantiza
i�on: los es
alares de la serie as�� obtenida se aproximan por suvalor m�as 
er
ano dentro de un 
onjunto dis
reto de valores.3. Codi�
a
i�on: los valores muestreados y 
uantizados sufren una primera
odi�
a
i�on. Pasan de estar expresados en sistema de
imal a binario.Se~nal Anal�ogi
a Muestreo Cuantiza
i�on Codi�
a
i�on Se~nal digitalFigura 1.2 Pro
eso de 
onversi�on anal�ogi
o-digitalUna vez realizados estos pro
esos ya se est�a en 
ondi
iones de introdu
ir lase~nal digital dentro del sistema de 
omuni
a
iones digital. Las partes de di
hosistema se detallan en la siguiente se

i�on.1.6.3 Componentes de un sistema de 
omuni
a
i�on digitalLa mayor��a de las modi�
a
iones que sufre la se~nal digital de entrada vanen
aminadas a mejorar el 
omportamiento del sistema y a volver a 
onvertirlaen anal�ogi
a para su transmisi�on por el 
anal f��si
o elegido (
able 
oaxial, �bra�opti
a, mi
roondas, sat�elite, et
.).La primera opera
i�on que se eje
uta es la 
odi�
a
i�on de la fuente (sour
e
oding) 
on el objeto de eliminar redundan
ias en la se~nal digital introdu
ida,redu
iendo as�� su longitud. Cons�ultese la �gura 1.3.A 
ontinua
i�on sufre una segunda 
odi�
a
i�on (
odi�
a
i�on del 
anal / 
han-nel 
oding) 
on el objeto de ade
uar la serie obtenida en el paso anterior a las
ara
ter��sti
as del 
anal 
on
reto. Aqu�� se in
luye ya la ele

i�on del tipo demodula
i�on elegida (PAM, PSK, ASK, FSK, et
.), que da 
omo resultado una
onstela
i�on de s��mbolos 
on
reta.Seguidamente la se~nal 
odi�
ada pasa por el modulador 
on objeto de 
on-vertirla en una se~nal 
ontinua de nuevo (no tiene nada que ver 
on la se~nalanal�ogi
a primera).Esta se~nal 
ontinua pasa por el 
anal dando lugar a la se~nal 
ontinua desalida.Con la se~nal 
ontinua de salida se alimenta el dete
tor (demodulador) paraobtener la 
onstela
i�on de s��mbolos de salida. Al 
onjunto de modulador, 
analy dete
tor se le denomina 
anal dis
reto, ya que tanto su entrada 
omo salidason dis
retas.
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Usuario De
od.fuente De
od.
anal Dete
tor
Canal digital

Se~nal digital Cod.fuente Cod.
anal Modulador

Canal dis
retoFigura 1.3 Componentes de un sistema de 
omuni
a
iones digitalFinalmente se invierten las 
odi�
a
iones realizadas anteriormente. Primerose realiza la de
odi�
a
i�on del 
anal y a 
ontinua
i�on la de
odi�
a
i�on de lafuente 
on lo que se obtiene la se~nal digital �nal para el usuario.El objetivo es 
entrar el estudio en el 
anal dis
reto. Es de
ir, se supondr�auna 
onstela
i�on de s��mbolos de entrada, que depender�a de la modula
i�on quese 
onsidere, se �ltrar�a por un 
anal dis
reto y se obtendr�a una 
onstela
i�on desalida.1.6.4 Formula
i�on del problemaEn la �gura 1.4 [Hay94℄ se muestra el diagrama de bloques de un sistema de
omuni
a
iones digital s��n
rono y baseband, sujeto a interferen
ia intersimb�oli
a(la salida a tiempo n 
ontiene nuestras pasadas de la entrada adem�as de laentrada a tiempo n) y ruido aditivo gaussiano.Canalh(k) E
ualizadoru(k)x(k) y(k) ~x(k)w(k)+Figura 1.4 Modelo equivalente de un sistema de 
omuni
a
iones digital



1.6. APLICACI �ON: CANALES DE COMUNICACIONES 33Se asume que la serie re
ibida, tras ser demodulada, �ltrada por un paso-bajay muestreada s��n
ronamente (a una velo
idad 1=T ) se puede es
ribir 
omo:y(k) = h(k) � x(k) + w(k) = L1Xi=�L2 h(i)x(k � i) + w(k) (1.49)La serie de datos de entrada fx(k)g es, en general, un pro
eso 
omplejo nogaussiano i.i.d. Usualmente, tiene una fun
i�on de densidad de probabilidadsim�etri
a y por tanto tiene media y fa
tor de asimetr��a nulos. Por ejemplo,fx(k)g podr��a ser la serie 
ompleja equivalente baseband de una se~nal modula-da por amplitud de 
uadratura re
tangular (re
tangular quadrature amplitudmodulated Q.A.M). El ruido aditivo fw(k)g es de media nula, gaussiano, gene-ralmente 
oloreado (no blan
o) y estad��sti
amente independiente de la entrada.La respuesta impulso del 
anal fh(k)g es, en general, de fase no m��nima y da
uenta del �ltro de transmisi�on, el 
anal y el �ltro re
eptor. Adem�as se asumeque fh(k)g 
ambia lentamente 
on el tiempo y se puede 
onsiderar 
onstantepara un n�umero grande de muestras. Finalmente, la serie fy(k)g es la entradaal e
ualizador 
iego.El objetivo del e
ualizador 
iego 
on fun
i�on de transferen
ia U(z) es re
u-perar la serie de entrada fx(k)g salvo posiblemente un retraso 
onstante d yun desfase �. Suponiendo que f~x(k)g es la salida del e
ualizador, �esta se puedeexpresar 
omo sigue en el dominio de la transformada Z:~X(z) = X(z)z�dei� (1.50)Ignorando el ruido aditivo en la �gura 1.4, la expresi�on (1.50) se puede rees
ribir
omo sigue U(z)H(z)X(z) = X(z)z�dei� (1.51)El restraso des
ono
ido d no afe
ta a la re
upera
i�on del mensaje original, mien-tras que � se puede eliminar adjustando ade
uadamente la fase de la portadoraantes o despu�es de la e
ualiza
i�on. Por tanto, en lo que sigue, se supondr�a qued y � son nulos. Enton
es, de (1.51) se obtieneU(z) = 1H(z) (1.52)En 
onse
uen
ia, el e
ualizador debe primero identi�
ar y aproximar las pro-piedades del 
anal inverso para 
an
elar la interferen
ia intersimb�oli
a. Esto se
ono
e 
omo el 
riterio de e
ualiza
i�on zero-for
ing.Es 
onveniente 
onsiderar lo siguiente:1. Los m�etodos adaptativos 
l�asi
os de e
ualiza
i�on se basan 
asi ex
lusi-vamente en estad��sti
a de segundo orden, y por tanto fallan al intentar
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ualizar 
orre
tamente 
anales de fase no m��nima 
uando la se~nal de en-trada es ina

esible. Esto se debe a la imposibilidad de la estad��sti
a desegundo orden para distinguir entre la informa
i�on de fase m��nima y fasem�axima.2. No hay solu
i�on al problema 
uando la entrada es gaussiana y el 
anal esde fase no m��nima.3. En la mayor��a de los enla
es de 
omuni
a
iones digitales, los datos trans-mitidos son series no gaussianas y los 
anales lineales distorsionadores son,en general, de fase no m��nima.4. Para 
onseguir la e
ualiza
i�on 
iega de 
anales de fase no m��nima, se debeemplear estad��sti
a de orden mayor que dos. Esto se debe a la 
apa
idadde la estad��sti
a de alto orden para preservar el verdadero 
ar�a
ter de lafase de las se~nales. Ciertamente, todos los e
ualizadores 
iegos propuestos,indire
tamente a trav�es de transforma
iones no lineales o dire
tamente,utilizan estad��sti
a de alto orden.



Parte I
Algoritmos adaptativos dem��nimos 
uadrados 
onestad��sti
a de alto orden.An�alisis y apli
a
i�on aidenti�
a
i�on 
iega
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Introdu

i�on
En esta parte de la Memoria se van a analizar varios algoritmos representa-tivos del grupo de algoritmos re
ursivos de m��nimos 
uadrados [GBT99℄. Estegrupo surge 
omo resultado de minimizar una fun
i�on 
oste de�nida 
omo ladistan
ia eu
l��dea entre una serie de referen
ia y su estimador lineal para unn�umero N de instantes temporales. Equivalentemente esta distan
ia puede en-tenderse 
omo el error 
ometido en la estima
i�on.Al minimizar esta fun
i�on 
oste se obtiene una 
ondi
i�on de m��nimo que sepuede interpretar 
omo imponer ortogonalidad entre el error de estima
i�on y elve
tor de datos empleados en la estima
i�on, utilizando un produ
to es
alar par-ti
ular. Esta equivalen
ia entre los algoritmos re
ursivos de m��nimos 
uadradosy el prin
ipio de ortogonalidad ser�a muy �util para dotar a esta familia de unformalismo que permita apli
arlo a m�as problemas.Estimar una serie de referen
ia (o deseada) mediante otra dada siguiendo un
riterio de m��nimos 
uadrados, equivale, si las series son aleatorias, a re
urrira la estad��sti
a de segundo orden para resolver el problema. Pro
ediendo deesta manera seguramente habr�a informa
i�on que se es
apa al estar 
ontenidaen estad��sti
a de orden superior. Esta falta se puede solventar si dentro delformalismo del prin
ipio de ortogonalidad se sustituye el ve
tor de datos por otrove
tor, de�nido 
onvenientemente normalmente 
omo fun
i�on de �este, llamadode variable instrumental.Apli
ar 
ualquiera de estos algoritmos a la identi�
a
i�on 
iega supone 
ontar
on alg�un tipo de e
ua
i�on (matri
ial) que rela
ione los 
oe�
ientes que de�nenal sistema 
on alg�un tipo de medida a
er
a de la salida, tal 
omo sus momentoso 
umulantes. Adem�as tal e
ua
i�on debe poder expresarse 
omo una 
ondi
i�onde ortogonalidad.Como es 
ono
ido, para llevar a 
abo una identi�
a
i�on 
iega 
ompleta esne
esario 
ono
er informa
i�on a
er
a de la fase, que s�olo se en
uentra 
ontenidaen la estad��sti
a de alto orden, de manera que hay que re
urrir a algoritmos
apa
es de manejar una variable instrumental. M�as a�un, si la e
ua
i�on matri-37
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ial aso
iada a la 
ondi
i�on de ortogonalidad es sobredeterminada, el algoritmodeber�a tener en 
uenta adem�as esta 
ontingen
ia.Todas las situa
iones des
ritas est�an 
ubiertas en la a
tualidad por alg�un al-goritmo 
on
reto. El algoritmo base del 
ual se 
onstruyen todos los dem�as es elre
ursivo de m��nimos 
uadrados RLS (re
ursive least squares) 
apaz de resolversistemas de e
ua
iones 
uadradas que involu
ren estad��sti
a de segundo orden.Si apare
e estad��sti
a de alto orden hay que re
urrir al algoritmo re
ursivo devariable instrumental RIV (re
ursive instrumental variable). Pero si adem�as essobredeterminado hay que emplear el algoritmo sobredeterminado re
ursivo devariable instrumental ORIV (overdetermined re
ursive instrumental variable).Los objetivos primordiales de esta parte de la memoria son:1. Presentar un an�alisis te�ori
o de los 3 algoritmos des
ritos anteriormente
on el �n de 
omprender mejor su fun
ionamiento.2. Apli
ar los dos �ultimos al problema de la identi�
a
i�on 
iega mediante eluso de 2 sistemas de e
ua
iones. El primero rela
iona 
umulantes de orden2 y 3 
on los 
oe�
ientes del sistema y el segundo lo ha
e 
on 
umulantesde orden 3 y 4. Con esto se pretende dis
utir las ventajas de un m�etodobasado ex
lusivamente en estad��sti
a de alto orden.3. Veri�
ar que los resultados obtenidos mediante ORIV son mejores que losobtenidos mediante RIV, de forma que se muestre la ventaja de trabajar
on sistemas sobredeterminados.En el desarrollo de estos 3 puntos se ha aportado 
omo 
ontribu
i�on original deesta memoria lo siguiente:1. Se ha 
ompletado el an�alisis de RIV realizado por Swami [Swa96℄ parasistemas no esta
ionarios y se han obtenido las 
ondi
iones �optimas detrabajo.2. Se ha realizado un an�alisis 
ompleto (te�ori
o y mediante simula
iones) deORIV.3. Se ha derivado en el dominio del tiempo una expresi�on general de la 
ualse puede obtener tanto la e
ua
i�on de GM que involu
ra 
umulantes deorden 2 y 3 
omo su generaliza
i�on a orden 3 y 4.4. Se ha 
omparado te�ori
amente y mediante simula
iones RIV 
on ORIV.El 
ontenido de esta primera parte se ha estru
turado de la siguiente manera.En el 
ap��tulo 2 se analiza (te�ori
amente) el algoritmo RLS para que sirva detoma de 
onta
to de las t�e
ni
as a utilizar en los siguientes 
ap��tulos. El an�alisis



39llevado a 
abo por Swami se expone y se 
ompleta para ambientes no esta
io-narios en el 
ap��tulo 3. Paralelamente a este �ultimo 
ap��tulo, en el 
ap��tulo 4 sepresenta un an�alis 
ompleto de ORIV. Este an�alisis se 
ontrasta mediante simu-la
iones involu
rando estad��sti
a mixta y de alto orden en el 
ap��tulo 5, dondese muestra la superioridad de la segunda en ambientes ruidosos. Finalmente enel 
ap��tulo 6 se plantea la previsible superioridad de ORIV sobre RIV mediantean�alisis te�ori
o y atrav�es de las simula
iones realizadas.
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Cap��tulo 2
El algoritmo re
ursivo dem��nimos 
uadrados RLS
Introdu

i�onEn este 
ap��tulo se pretende 
ara
terizar lo mejor posible el algoritmo re-
ursivo de m��nimos 
uadrados RLS. La prin
ipal propiedad de este algoritmoes que es adaptativo y que por tanto es 
apaz de propor
ionar una solu
i�ona
tualizada a partir de la antigua 
on la llegada de un nuevo dato, 
on 
arga
omputa
ional peque~na. Conforme m�as datos se tengan mejor ser�a el estimadorobtenido, de forma que determinar 
�omo se produ
e la 
onvergen
ia del estima-dor es de 
apital importan
ia. Cuando el par�ametro verdadero evolu
iona 
onel tiempo esta 
onvergen
ia progresiva del estimador ha
ia �el se 
onvierte en unrastreo 
ontinuo.Como 
ara
terizar un estimador es dar al menos su sesgo y su varianza,para 
ara
terizar a RLS hay que estudiar la 
onvergen
ia en media y en media
uadr�ati
a tanto en ambientes esta
ionarios 
omo no esta
ionarios.La t�e
ni
a re
urrida para llevar a 
abo este an�alisis es la t�e
ni
a del pro-mediado dire
to, que 
omo su propio nombre indi
a 
onsiste en sustituir, all��donde sea 
onveniente y apropiado, una variable aleatoria por su valor medio.Su uso 
on
reto se detallar�a en el 
uerpo de este 
ap��tulo.La totalidad de este 
ap��tulo se basa en [Hay96℄ pero sin 
onsiderar el posible
ar�a
ter 
omplejo de las series. El algoritmo se obtiene en el apartado 2.1y se analiza su 
onvergen
ia en media y en media 
uadr�ati
a para ambientesesta
ionarios en el apartado 2.2. Igualmente la 
apa
idad de rastreo se analiza41



42 CAP�ITULO 2. EL ALGORITMO RLSen el apartado 2.3.2.1 Motiva
i�on y obten
i�on del algoritmoUno de los usos tradi
ionales y m�as dire
tos de los algoritmos adaptativoses el de la estima
i�on de una serie dada fd(n)g mediante 
ombina
iones linea-les, de�nidas por un ve
tor w0, de otra serie 
ono
ida fx(n)g; los par�ametrosin
�ognita son los 
oe�
ientes de la 
ombina
i�on lineal y dado que esta opera
i�onse puede implementar f�a
ilmente mediante un �ltro transversal, a ve
es re
ibenel nombre de 
oe�
ientes o pesos del �ltro.Para series deterministas este objetivo se puede 
onseguir mediante la mini-miza
i�on de la siguiente fun
i�on 
oste, tipo m��nimos 
uadrados:�(n) = nXi=1 �(n; i)je(i;n)j2 (2.1)donde e(i;n) = d(i) � wt(n)x(i) es el error 
ometido en la estima
i�on 
on losdatos 
ono
idos a tiempo i pero introdu
iendo el ve
tor de 
oe�
ientes estimadoa tiempo n. T�engase en 
uenta que w(n) = [w1(n); :::; wq(n)℄t y x(n) =[x(n); x(n� 1); :::; x(n� q + 1)℄t. Asimismo, el fa
tor �(n; i) se 
ono
e 
omofa
tor peso ya que da distinta importan
ia a los errores 
ometidos para distintostiempos; el m�as utilizado tiene la forma �(n; i) = �n�i 
on � < 1 y su fun
i�ones la de 
onsiderar m�as aquellos errores 
ometidos a tiempos i m�as 
er
anos ala
tual n. De esta manera la expresi�on a minimizar es�(n) = nXi=1 �n�ije(i;n)j2 (2.2)y la e
ua
i�on que deben 
umplir los 
oe�
ientes del �ltro que la minimi
en es:�(n)w(n) = z(n) (2.3)
ono
ida 
omo e
ua
i�on normal. En ella, las distintas magnitudes est�an de�ni-das 
omo: �(n) = nXi=1 �n�ix(i)xt(i) (2.4)z(n) = nXi=1 �n�ix(i)d(i) (2.5)N�otese que las series 
ono
idas se suponen nulas para tiempos n = 0 y anteriores,de ah�� que las sumatorias empie
en todas por i = 1. Es de
ir, se ha asumido
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ierta forma de preventaneado. La forma m�as dire
ta de resolver la e
ua
i�on(2.3) es la de invertir la matriz �(n) :w(n) = ��1(n)z(n) (2.6)lo 
ual requerir��a, 
on una inversi�on usual de matri
es, del orden de q3 opera-
iones. Obviamente, si la longitud del �ltro aumenta, el n�umero de opera
ionesaumenta m�as todav��a. Si adem�as se pretende resolver el sistema 
on la lle-gada de nuevos datos, d(n) y x(n), la 
arga 
omputa
ional puede llegar a serinsoportable.El objetivo del algoritmo RLS (Re
ursive Least Squares) es el de 
al
ularla expresi�on (2.6) de una manera re
ursiva y lo m�as e�
ientemente posible. El
ar�a
ter re
ursivo se lo otorga el empleo de las e
ua
iones de a
tualiza
i�on de�(n) y z(n): �(n) = ��(n� 1) + x(n)xt(n) (2.7)z(n) = �z(n� 1) + x(n)d(n) (2.8)La e�
a
ia la 
onsigue mediante la apli
a
i�on del lema de inversi�on matri
ial(v�ease ap�endi
e A) a la expresi�on (2.7). Para ello se identi�
an las magnitudesempleadas tal y 
omo sigue: A = �(n) (2.9)B�1 = ��(n� 1) (2.10)C = E = x(n) (2.11)D = 1 (2.12)resultando, tras apli
ar el lema:��1(n) = ��1��1(n� 1)� ��2��1(n� 1)x(n)xt(n)��1(n� 1)1 + ��1xt(n)��1(n� 1)x(n) (2.13)Como se apre
ia, una vez 
ono
ida la inversa de �(n � 1), para 
al
ular lainversa de �(n) la �uni
a inversi�on ne
esaria es la de un es
alar.Para simpli�
ar la nota
i�on es 
onveniente de�nir:k(n) = ��1��1(n� 1)x(n)1 + ��1xt(n)��1(n� 1)x(n) (2.14)que re
ibe el nombre de ve
tor de ganan
ia por razones que se dar�an m�as ade-lante. Con esto la e
ua
i�on (2.13) se puede rees
ribir 
omo:��1(n) = ��1��1(n� 1)� ��1k(n)xt(n)��1(n� 1) (2.15)Para obtener la e
ua
i�on de a
tualiza
i�on de los pesos se sustituye la expresi�on(2.8) en la e
ua
i�on (2.6) resultando:w(n) = ���1(n)z(n� 1) +��1(n)x(n)d(n) (2.16)
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ontinuar es 
onveniente ha
er notar quek(n) = ��1(n)x(n) (2.17)lo 
ual se 
omprueba reordenando la expresi�on (2.14) para dark(n) = [��1��1(n� 1)� ��1k(n)xt(n)��1(n� 1)℄x(n) (2.18)y teniendo en 
uenta que la expresi�on entre 
or
hetes equivale a ��1(n). Unavez demostrada esta igualdad se puede emplear en (2.16),w(n) = ���1(n)z(n� 1) + k(n)d(n) (2.19)que se puede seguir modi�
ando teniendo en 
uenta la expresi�on de a
tualiza
i�on(2.15) dandow(n) = ��1(n� 1)z(n� 1)�k(n)xt(n)��1(n� 1)z(n� 1)+k(n)d(n) (2.20)Teniendo en 
uenta ahora la igualdad (2.6) se puede es
ribir:w(n) = w(n� 1)� k(n)xt(n)w(n� 1) + k(n)d(n) (2.21)llegando �nalmente a: w(n) = w(n� 1) + k(n)�(n) (2.22)donde �(n) es el error de estima
i�on a priori de�nido por�(n) = d(n)�wt(n� 1)x(n) (2.23)Con las expresiones dadas hasta aqu�� se puede 
errar el 
i
lo re
ursivo de RLS; enla tabla 2.1 se muestran los pasos ne
esarios para llevar a 
abo este algoritmo.Condi
iones ini
iales��1(0) = Æ�1I Æ =
onstante positiva peque~naw(0) = 0Cuerpo del algoritmok(n) = ��1��1(n�1)x(n)1+��1xt(n)��1(n�1)x(n)�(n) = d(n)�wt(n� 1)x(n)w(n) = w(n� 1) + k(n)�(n)��1(n) = ��1��1(n� 1)� ��1k(n)xt(n)��1(n� 1)Tabla 2.1 Pasos del algoritmo RLS



2.2. CONVERGENCIA EN AMBIENTES ESTACIONARIOS 45La ini
ializa
i�on indi
ada es la que se 
ono
e 
omo ini
ializa
i�on 
on ligadurasuave, aunque tambi�en es posible ini
ializarlo de manera exa
ta.2.2 An�alisis de la 
onvergen
ia en ambientes es-ta
ionariosEn este apartado se van a estudiar las propiedades del algoritmo RLS refe-rentes a su 
onvergen
ia, en parti
ular se van a 
onsiderar la 
onvergen
ia enmedia y en media 
uadr�ati
a. Para llevar a 
abo este an�alisis se va a suponer quela respuesta deseada d(n) est�a generada mediante un modelo lineal de regresi�onm�ultiple determinado por los 
oe�
ientes w0 m�as 
ierto error de medi
i�on:d(n) = wt0x(n) + e0(n) (2.24)En lo que sigue se supondr�a que el error de medi
i�on es un pro
eso blan
o demedia nula y varianza �20 . Asimismo, y por ahora, el ve
tor w0 se supondr�a
onstante lo que equivale a trabajar 
on sistemas esta
ionarios de forma tal queel fa
tor de olvido pueda ser la unidad; de esta forma se tienen en 
uenta todaslas muestras en el promedio dado en las de�ni
iones (2.4) y (2.5) y no s�olo lasm�as a
tuales 
omo o
urrir��a si � fuese menor que la unidad.2.2.1 Convergen
ia en mediaTeniendo en 
uenta (2.24) en la de�ni
i�on de z(n) dada en la e
ua
i�on (2.5)se obtiene z(n) = �(n)w0 + nXi=1 x(i)e0(i) (2.25)por lo que la e
ua
i�on (2.6) arroja el siguiente valor para los 
oe�
ientes del�ltro en este 
aso: w(n) = w0 +��1(n) nXi=1 x(i)e0(i) (2.26)Debido al 
ar�a
ter aleatorio1 de las series involu
radas y al modelo empleadopara d(n), la solu
i�on 
al
ulada mediante el algoritmo RLS presenta una partedeterminista igual al ve
tor 
onstante utilizado 
omo regresor m�as una 
ompo-nente aleatoria debida al ruido de medi
i�on. Es interesante resaltar que si noexistiera este ruido la solu
i�on obtenida mediante el RLS ser��a la exa
ta, siempre1C�omo es posible tratar series aleatorias 
on un planteamiento del problema puramentedeterminista se detalla en el apartado 4.2.1 
uando se analiza el algoritmo ORIV.



46 CAP�ITULO 2. EL ALGORITMO RLSy 
uando se 
ontase 
on un n�umero de datos mayor que la longitud del regresor(para que existieran las inversas 
orrespodientes).En media el algoritmo tiende a:E[w(n)℄ = w0 +E[��1(n) nXi=1 x(i)e0(i)℄ (2.27)y teniendo en 
uenta que e0(i) es independiente del ve
tor de entrada x(i) paratodo i el valor esperado del miembro de la dere
ha es nulo al ser el error demedi
i�on de media nula. Por lo que resulta:E[w(n)℄ = w0 n � q (2.28)Es de
ir, el algoritmo RLS 
onverge en media siempre y 
uando se 
uente 
onm�as datos que in
�ognitas.2.2.2 La desvia
i�on en media 
uadr�ati
aPara que la 
onvergen
ia en media anterior sea signi�
ativa es ne
esarioasegurarse de que tambi�en se produ
e 
onvergen
ia en media 
uadr�ati
a de los
oe�
ientes del �ltro. Es por tanto ne
esario estudiar 
�omo se 
omporta la
antidad D(n) = E[�wt(n)�w(n)℄ donde �w(n) = w(n)�w0 es el ve
tor deerror en los pesos. A D(n) se le 
ono
e 
omo desvia
i�on en media 
uadr�ati
aMSD (mean squared deviation).Para 
omenzar se tiene en 
uenta que el ve
tor de error en los pesos, 
on laayuda de (2.6) y (2.24) se puede rees
ribir 
omo�w(n) = ��1(n) nXi=1 x(i)e0(i) (2.29)y 
on �el se puede 
onstruir su matriz de auto
orrela
i�on K(n):K(n) = E24��1(n) nXi=1 nXj=1 x(i)e0(i)e0(j)xt(j)��1(n)35 (2.30)Teniendo en 
uenta de nuevo que e0(n) es independiente del resto de variablesaleatorias que aqu�� apare
en y que proviene de un pro
eso de ruido blan
o devarianza �20 , resulta:K(n) = �20E"��1(n) nXi=1 x(i)xt(i)��1(n)# (2.31)



2.2. CONVERGENCIA EN AMBIENTES ESTACIONARIOS 47por lo que tras realizar la sumatoria indi
ada y simpli�
ar se llega a:K(n) = �20E ���1(n)� (2.32)Para 
al
ular este valor esperado se re
urre a nuevas hip�otesis de independen
ia:1. Los ve
tores de entrada x(1); x(2); :::; x(n) son independientes entre s��y est�an id�enti
amente distribuidos.2. Los ve
tores de entrada x(1); x(2); :::; x(n) pertene
en a un pro
esoesto
�asti
o 
on una distribu
i�on gaussiana multivariada de media 
ero ymatriz de 
orrela
i�on R.Seg�un estas hip�otesis la matriz � sigue una distribu
i�on de probabilidad tipoWishart. Para este tipo de matri
es se puede 
omprobar que:E[��1(n)℄ = 1n� q � 1R�1 n > q + 1 (2.33)a partir de esto se llega sin di�
ultad a:D(n) = TrfK(n)g = �20n� q � 1 qXi=1 1�i (2.34)donde �i son los autovalores de la matriz de auto
orrela
i�on R. A partir deesta expresi�on se pueden ha
er los siguientes 
omentarios:1. El MSD viene determinado por el menor autovalor, por tanto, problemasmal 
ondi
ionados pueden tener malas propiedades en 
onvergen
ia.2. El MSD de
ae linealmente 
on el tiempo n.2.2.3 Curva de aprendizajeAdem�as de 
omprobar que el ve
tor de los pesos del �ltro 
onverge tanto enmedia 
omo en media 
uadr�ati
a, es interesante asimismo estudiar 
�omo evolu-
iona la diferen
ia entre la se~nal deseada d(n) y la se~nal estimada. Con objetode simpli�
ar las opera
iones matem�ati
as que apare
er�an a 
ontinua
i�on, estadiferen
ia vendr�a representada por el error a priori �(n), que teniendo en 
uentael modelo regresivo utilizado se puede rees
ribir 
omo�(n) =e0(n)� [wt(n� 1)�wt0℄x(n) ==e0(n)��wt(n� 1)x(n) (2.35)



48 CAP�ITULO 2. EL ALGORITMO RLSCon esto, la 
urva de aprendizaje, o el error 
uadr�ati
o medio, de�nida 
omoJ(n) = E[j�(n)j2℄ toma la forma:J(n) = E[je0(n)j2℄+E[xt(n)�w(n� 1)�wt(n� 1)x(n)℄��2E[�wt(n� 1)x(n)e0(n)℄ (2.36)El valor de 
ada uno de los tres sumandos del miembro de la dere
ha es:1. El primer valor esperado no es m�as que la varianza del ruido de medi
i�on�20 .2. El segundo de ellos se puede modi�
ar, obteni�endose:E[xt(n)�w(n� 1)�wt(n� 1)x(n)℄ ==TrfE[x(n)xt(n)℄E[�w(n� 1)�wt(n� 1)℄g ==TrfRK(n� 1)g (2.37)3. Para determinar el valor del ter
er sumando se re
urre al he
ho de quetanto x(n) 
omo e0(n) son independientes de �w(n � 1) a la luz de laship�otesis de independen
ia ya enun
iadas 
on anterioridad. Por tanto elvalor esperado bajo estudio se des
ompone en dos:E[�wt(n� 1)x(n)e0(n)℄ = E[�wt(n� 1)℄E[x(n)e0(n)℄ (2.38)Teniendo en 
uenta el prin
ipio de ortogonalidad se 
on
luye que este valoresperado es 
ero.Antes de 
ontinuar mere
e la pena ha
er un 
omentario: El an�alisis detallado eneste 
ap��tulo, 
omo ya es 
ono
ido, se basa en lo expuesto por Haykin [Hay96℄.Cuando estudiaba la 
onvergen
ia en media supuso que e0(n) era independientede x(i) 8 i, sin embargo ahora a�rma que e0(n) no es independiente de x(n)tal y 
omo se puede apre
iar si se reordena la expresi�on (2.24), por eso tiene quere
urrir al prin
ipio de ortogonalidad. Aparte de esta 
ontradi

i�on (proveniente
on toda probabilidad de usar fuentes distintas) tambi�en se puede desta
ar quemientras que en el estudio de la 
onvergen
ia en media s�olo emplea herramientaspropias de m��nimos 
uadrados, aqu�� mez
la herramientas provenientes de laestima
i�on de series aleatorias 
omo es el prin
ipio de ortogonalidad.Por tanto, teniendo en 
uenta los puntos 1-3 anteriores se llega a:J(n) = �20 +E[RK(n� 1)℄ (2.39)y teniendo en 
uenta las expresiones (2.32) y (2.33):J(n) = �20 + q�20n� q � 1 (2.40)A partir de esta expresi�on se pueden ha
er los siguientes 
omentarios:
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ae 
omo 1=n a su valor en 
onvergen
ia �20 . Este valor en
overgen
ia es el m��nimo valor posible Jmin ya que proviene del error demedi
i�on y este no se puede eliminar. A la diferen
ia entre J(n) y Jminse le 
ono
e 
omo error 
uadr�ati
o medio de ex
eso Jex
(n); pues bien, elalgoritmo RLS no presenta MSE de ex
eso en 
onvergen
ia. N�otese queotro algoritmo muy utilizado, el de m��nima media 
uadr�ati
a LMS (leastmean squares) s�� presenta este t�ermino de ex
eso.2. La 
onvergen
ia del MSE para el algoritmo RLS no depende de la disper-si�on de autovalores de la matriz R.2.3 An�alisis de la 
onvergen
ia en ambientes noesta
ionariosEn este apartado se supondr�a que la respuesta deseada es la salida de un �ltrotransversal lineal 
uyos 
oe�
ientes no son 
onstantes. Bajo estas 
ir
unstan
iasel algoritmo adaptativo no s�olo tiene que 
onseguir la 
onvergen
ia del problemasino tambi�en tiene que ser 
apaz de seguir las varia
iones temporales del �ltro.Por tanto d(n) viene ahora dada por:d(n) = wt0(n� 1)x(n) + e0(n) (2.41)La forma en la que 
ambian los 
oe�
ientes viene determinada por un modelode Markov de orden 1: w0(n) = aw0(n� 1) + !(n) (2.42)donde a es un par�ametro �jo del modelo y !(n) es el ve
tor de ruido del pro
esoque se supone de media 
ero y matriz de 
orrela
i�on Q. El par�ametro a sesupondr�a lo su�
ientemente 
er
ano a 1 y el ruido del pro
eso 
on varianzasu�
ientemente peque~na 
omo para que la evolu
i�on temporal del sistema sealenta y pueda ser rastreada por el algoritmo adaptativo.Como viene siendo habitual se a
eptan unas hip�otesis de independen
ia 
onel �n de ha
er la matem�ati
a m�as tratable:1. El ve
tor de ruido del pro
eso !(n) es idependiente tanto del ve
tor deentrada x(n) 
omo el ruido de medi
i�on e0(n).2. El ve
tor de entrada y el ruido de medi
i�on son independientes el uno delotro.3. El ruido de medi
i�on es blan
o de media 
ero y varianza �20 .He
has estas a
lara
iones se puede pro
eder 
on el an�alisis propiamente di
ho.



50 CAP�ITULO 2. EL ALGORITMO RLS2.3.1 Capa
idad de rastreoLa e
ua
i�on de partida es la que a
tualiza el ve
tor de los pesos del �ltro,reprodu
ida aqu�� por 
onvenien
ia:w(n) = w(n� 1) +��1(n)x(n)�(n) (2.43)Restando w0(n) a ambos miembros se puede 
onstruir el ve
tor de error en lospesos:�w(n) =[I ���1(n)x(n)xt(n)℄�w(n� 1) +��1(n)x(n)e0(n)++(1� a)w0(n� 1)� !(n) (2.44)Tal y 
omo se 
oment�o a � 1 de manera que el t�ermino (1 � a)w0(n � 1) sepuede despre
iar, quedando la siguiente e
ua
i�on en diferen
ias que des
ribe el
omportamiento del modelo:�w(n) =[I ���1(n)x(n)xt(n)℄�w(n� 1) +��1(n)x(n)e0(n)�� !(n) (2.45)Antes de 
ontinuar es ne
esario en
ontrar una aproxima
i�on a la matriz ��1(n)que haga posible proseguir 
on el an�alisis. La matriz �(n) est�a de�nida porla expresi�on (2.4) de manera que si las series x(i) son aleatorias tambi�en loser�a ella. Como magnitud aleatoria se puede des
omponer en una 
omponentedeterminista, dada por su media, m�as una 
omponente aleatoria que modela lasdesvia
iones instant�aneas respe
to de la media:�(n) = R1� � +Re(n) (2.46)donde la media R=(1� �) se ha obtenido de apli
ar el operador valor esperadoa (2.4) (suponiendo que los x(i) son esta
ionarios) y Re(n) 
onstituye la 
om-ponente aleatoria men
ionada. La igualdad anterior se 
umplir�a m�as f�a
ilmente
onforme mayor sea n siempre y 
uando se supongan series erg�odi
as2. Llegar�apor tanto un momento en el que la 
omponente aleatoria sea muy peque~na 
om-parada 
on la determinista, por lo que la aproxima
i�on puede llegar un po
om�as lejos y suponer que �(n) � R1� � (2.47)
on lo que un valor aproximado de su inversa podr��a ser:��1(n) � (1� �)R�1 (2.48)Utilizando esta �ultima aproxima
i�on en (2.45) queda�w(n) =[I � (1� �)R�1x(n)xt(n)℄�w(n� 1)++(1� �)R�1x(n)e0(n)� !(n) (2.49)2El 
on
epto de ergodi
idad se dis
ute en el apartado 5.3.1 en la p�agina 98.
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ua
i�on en diferen
ias se va a re
urrir al he
ho de que 
omo� � 1 el fa
tor 1� � es pr�a
ti
amente nulo. Esto quiere de
ir que el 
oe�
ienteque multipli
a a �w(n�1) tiene una 
omponente aleatoria muy peque~na y portanto es l��
ito apli
ar la t�e
ni
a del promediado dire
to, ya que la solu
i�on a lae
ua
i�on en diferen
ias se 
omportar�a de forma muy similar a la solu
i�on de lasiguiente e
ua
i�on:�w(n) = ��w(n� 1) + (1� �)R�1x(n)e0(n)� !(n) (2.50)donde el fa
tor entre 
or
hetes se ha sustituido por su media, de ah�� el nombrede promediado dire
to. A partir de ella se puede 
al
ular la 
orrespondientee
ua
i�on en diferen
ias para la matriz de 
orrela
i�on de �w(n) utilizando las
ono
idas hip�otesis de independen
ia:K(n) = �2K(n� 1) + (1� �)2�20R�1 +Q (2.51)Hay que tener en 
uenta que 
uando 
omienza expresamente la fase de rastreo es
uando la 
onvergen
ia ha
ia el estado esta
ionario ha 
on
luido. Para estudiarpor tanto el MSD debido a la no esta
ionariedad del sistema es ne
esario resolverla e
ua
i�on anterior para nmuy grandes. Una forma de 
onseguir esto es suponern!1 
on lo que se obtieneK(1) = 1� �2 �20R�1 + 12(1� �)Q (2.52)Aunque esta solu
i�on es extri
tamente v�alida en el l��mite espe
i�
ado, se puedesuponer a
eptable para n su�
ientemente grandes:K(n) = 1� �2 �20R�1 + 12(1� �)Q (2.53)Como se re
ordar�a la MSD, D(n), se obten��a sin m�as que 
al
ular la traza deesta matriz: D(n) = 1� �2 �20TrfR�1g+ 12(1� �)TrfQg (2.54)El primer sumando es el MSD 
ausado porque el ruido de estima
i�on no se puedeeliminar en ambientes no esta
ionarios al trabajar 
on una memoria �nita � < 1. El segundo sumando se debe a la varia
i�on temporal de los 
oe�
ientes del�ltro. Es de resaltar que mientras que la primera 
ontribu
i�on es fun
i�on de(1� �) la segunda lo es de 1=(1� �), es de
ir, el ruido de la varia
i�on temporalde los 
oe�
ientes afe
ta mu
ho m�as que el ruido de medi
i�on. Como era deesperar si se intenta redu
ir la primera (ha
iendo � = 1) la segunda diverge:son dos situa
iones en
ontradas. La situa
i�on �optima de m��nimo MSD se obtiene
uando el fa
tor de olvido toma el valor,�opt = 1���20TrfQgTrfR�1g�1=2 (2.55)



52 CAP�ITULO 2. EL ALGORITMO RLSDe forma similar se puede pro
eder para 
al
ular el desajuste. Re
u�erdese queel desajuste M(n) se de�n��a 
omo:M(n) = J(n)� JminJmin (2.56)y ya que en este 
aso Jmin = �20 resulta, utilizando (2.39):M(n) = TrfRK(n� 1)g�20 (2.57)Por tanto, para 
al
ular el desajuste, es ne
esario multipli
ar la expresi�on (2.53)por la izquierda por R:RK(n� 1) = 1� �2 �20I + 12(1� �)RQ (2.58)Por lo que el desajuste queda:M(n) = 1� �2 q + 12(1� �)�20 TrfRQg (2.59)A la vista de esta e
ua
i�on se pueden 
omentar 
iertos aspe
tos de 
ada suman-do:Primer sumando: Este es el desajuste debido al ruido de medi
i�on. N�otese queaumenta linealmente 
on el n�umero de in
�ognitas q y 
on el fa
tor 1� �.Segundo sumando: Es el desajuste debido a la evolu
i�on temporal de los 
oe-�
ientes del �ltro. Est�a normalizado por el ruido de medi
i�on y por elfa
tor 1� �.Como se puede apre
iar de nuevo, elegir el fa
tor de olvido de manera que dismi-nuya un sumando espe
���
o del desajuste ha
e autom�ati
amente que aumenteel otro, ya que dan 
uenta de fen�omenos opuestos. De nuevo es posible 
al
ularel fa
tor de olvido que produ
e el desajuste m��nimo:�opt = 1��TrfRQg�20q �1=2 (2.60)Lo que es m�as a�un, el fa
tor de olvido que ha
e m��nimo el desajuste no 
oin
ide
on el que ha
e m��nimo el MSD. Una 
osa es intentar identi�
ar los 
oe�
ientesdel �ltro lo mejor posible y otra distinta es intentar que la diferen
ia entre lase~nal deseada y la estimada sea la menor posible.



Cap��tulo 3
El algoritmo re
ursivo devariable instrumental RIV
Introdu

i�on

La prin
ipal limita
i�on de RLS es que su uso est�a restringido a situa
ionesdonde la matriz del sistema de e
ua
iones a resolver sea la matriz de auto-
orrela
i�on de 
ierto ve
tor. Esto redu
e su apli
abilidad puesto que en algunassitua
iones tales 
omo en el problema de identi�
a
i�on 
iega, surjen matri
esque son la 
orrela
i�on 
ruzada entre dos ve
tores. En estos 
asos se apli
a elalgoritmo re
ursivo de variable instrumental RIV. Que es una generaliza
i�on aestas situa
iones del RLS.En el apartado 3.1 se obtiene el algoritmo RIV y se analiza en ambientesesta
ionarios en el apartado 3.2 donde se estudia su 
onvergen
ia en media yen media 
uadr�ati
a. Un an�alisis an�alogo para ambientes no esta
ionarios selleva a 
abo en el apartado 3.3 donde adem�as se 
omplementa 
on un estudioa
er
a de las 
ondi
iones bajo las 
uales el error 
uadr�ati
o medio es �optimo enambientes no esta
ionarios ruidosos.Las aporta
iones propias en este 
ap��tulo son las siguientes: en primer lugarel an�alisis de la 
onvergen
ia de la desvia
i�on en media 
uadr�ati
a en presen
iade ruido en ambientes esta
ionarios, y no esta
ionarios sin ruido; en segundolugar, 
onjugando todo lo desarrollado, se estudia el problema de la 
onvergen
ia�optima. 53



54 CAP�ITULO 3. EL ALGORITMO RIV3.1 Obten
i�on del algoritmoEl prin
ipal objetivo que se persigue 
on los algoritmos que se est�an prese-tando en esta primera parte de la Memoria es el de resolver 
iertas e
ua
ionesmatri
iales 
on una estru
tura bien de�nida. Por ahora no interesa 
�omo hansurgido estas e
ua
iones o qu�e problema resuelven.El algoritmo RLS era 
apaz de obtener, de una manera e�
iente, la solu
i�onde �(n)w(n) = z(n) (3.1)donde la matriz �(n) era la auto
orrela
i�on de 
ierto ve
tor de datos y z(n)es la 
orrela
i�on entre ese ve
tor de datos y 
ierta se~nal `deseada'. Esta es-tru
tura a~nad��a mu
ha simetr��a a las magnitudes impli
adas lo 
ual fa
ilitabala resolu
i�on algebrai
a del problema. Sin embargo, en otras situa
iones puedeque se ne
esite resolver un sistema pare
ido pero donde la matriz �(n) sea la
orrela
i�on 
ruzada entre el ve
tor de datos y un ve
tor auxiliar y el ve
tor z(n)sea la 
orrela
i�on entre el ve
tor auxiliar y la respuesta deseada. Esta nueva si-tua
i�on, aun presentando mu
has simetr��as, requiere de una resolu
i�on distinta,que generali
e la tarea del RLS. A tal �n se propone el algoritmo re
ursivo devariable instrumental RIV derivado a 
ontinua
i�on (las bases de este 
ap��tulose pueden en
ontrar en [Swa96℄).Seg�un lo 
omentado, se de�nen�(n) = nXi=1 �n�i~x(n)xt(n) (3.2)z(n) = nXi=1 �n�i~x(n)d(n) (3.3)donde los ve
tores se 
onstruyen de la siguiente manera: ~x(n) = [~x(n); ~x(n �1); :::; ~x(n� q + 1)℄t y x(n) = [x(n); x(n� 1); :::; x(n� q + 1)℄t que 
omo sepuede apre
iar tienen la misma longitud y dan lugar a una matriz de 
orrela
i�on
ruzada 
uadrada. El objetivo ya 
ono
ido es, dadas las series f~x(n)g, fx(n)gy fd(n)g, obtener el ve
tor w(n). De las expresiones (3.2) y (3.3) se obtienendire
tamente las e
ua
iones de a
tualiza
i�on 
orrespondientes:�(n) = ��(n� 1) + ~x(n)xt(n) (3.4)z(n) = �z(n� 1) + ~x(n)d(n) (3.5)Al igual que para el algoritmo RLS, para el RIV el lema de inversi�on matri
ial(ap�endi
e A) juega un papel primordial. Se puede apli
ar a la expresi�on (3.4)



3.1. OBTENCI �ON DEL ALGORITMO 55llevando a 
abo las siguientes identi�
a
iones:A = �(n)B�1 = ��(n� 1)C = ~x(n)D = 1E = x(n)
on lo que resulta:��1(n) = ��1��1(n� 1)� ��2��1(n� 1)~x(n)xt(n)��1(n� 1)1 + ��1xt(n)��1(n� 1)~x(n) (3.6)Esta �ultima expresi�on ser�a de ayuda para en
ontrar la e
ua
i�on de a
tuliza
i�onde w(n). En primer lugar, de la e
ua
i�on (3.1) se obtiene sin m�as que:w(n) = ��1(n)z(n) (3.7)donde se ha supuesto que la matriz �(n) es de rango 
ompleto. Si se sustituyela expresi�on (3.5) en esta �ultima e
ua
i�on se obtiene:w(n) = ��1(n)�z(n� 1) +��1(n)~x(n)d(n) (3.8)Para 
ontinuar se sustituye el valor de ��1(n), s�olo en el primer sumando, porsu equivalente dado en (3.6):w(n) =���1��1(n� 1)� ��2��1(n� 1)~x(n)xt(n)��1(n� 1)1 + ��1xt(n)��1(n� 1)~x(n) ��z(n� 1) +��1(n)~x(n)d(n) (3.9)Realizando el produ
to indi
ado y teniendo en 
uenta la e
ua
i�on (3.1) la ex-presi�on anterior se puede rees
ribir 
omo sigue,w(n) =w(n� 1) +��1(n)~x(n)d(n)�� ��1��1(n� 1)~x(n)1 + ��1xt(n)��1(n� 1)~x(n)xt(n)w(n� 1) (3.10)Para 
ontinuar ser��a 
onveniente en
ontrar una expresi�on alternativa para elprodu
to ��1(n)~x(n), la 
ual se obtiene multipli
ando por la dere
ha ambosmiembros de (3.6) por ~x(n):��1(n)~x(n) =��1��1(n� 1)~x(n)�� ��2��1(n� 1)~x(n)xt(n)��1(n� 1)~x(n)1 + ��1xt(n)��1(n� 1)~x(n) (3.11)y sa
ando fa
tor 
om�un en el miembro de la dere
ha se puede es
ribir que��1(n)~x(n) = ��1��1(n�1)~x(n) �1� ��1xt(n)��1(n� 1)~x(n)1 + ��1xt(n)��1(n� 1)~x(n)� (3.12)



56 CAP�ITULO 3. EL ALGORITMO RIVy una vez realizada la resta dentro del 
or
hete se llega a la expresi�on bus
ada:��1(n)~x(n) = ��1��1(n� 1)~x(n)1 + ��1xt(n)��1(n� 1)~x(n) (3.13)Teniendo en 
uenta esta expresi�on se puede retomar la e
ua
i�on (3.10) pararees
ribirla tal y 
omo sigue:w(n) = w(n� 1) +��1(n)~x(n)[d(n)� xt(n)w(n� 1)℄ (3.14)o en forma m�as 
ompa
ta y familiar:w(n) = w(n� 1) + k(n)e(n) (3.15)en fun
i�on de un ve
tor de ganan
ia k(n) y del 
orrespondiente error a priori,de�nidos de la siguiente manera:k(n) = ��1(n)~x(n) (3.16)e(n) = d(n)� xt(n)w(n� 1) (3.17)La expresi�on (3.16) indi
a que los dos miembros de la e
ua
i�on (3.13) no sonm�as que dos de�ni
iones equivalentes del ve
tor de ganan
ia. Por tanto tambi�ense puede a�rmar quek(n) = ��1��1(n� 1)~x(n)1 + ��1xt(n)��1(n� 1)~x(n) (3.18)La expresi�on (3.18) permite rees
ribir la e
ua
i�on de a
tualiza
i�on de la inversade la matriz �(n), e
ua
i�on (3.6), de la siguiente manera,��1(n) = ��1��1(n� 1)� ��1k(n)xt(n)��1(n� 1) (3.19)Con las expresiones dadas hasta aqu�� se puede 
onstruir un m�etodo re
ursivopara el 
�al
ulo del ve
tor w(n) una vez 
ono
ido w(n � 1) y 
on la llegada denuevos datos ~x(n), x(n) y d(n). Este m�etodo re
ursivo se 
ono
e 
omo RIV yse resume en la tabla 3.1. Condi
iones ini
iales��1(0) = Æ�1I Æ =
onstante positiva peque~naw(0) = 0Cuerpo del algoritmok(n) = ��1��1(n�1)~x(n)1+��1xt(n)��1(n�1)~x(n)e(n) = d(n)�wt(n� 1)x(n)w(n) = w(n� 1) + k(n)e(n)��1(n) = ��1��1(n� 1)� ��1k(n)xt(n)��1(n� 1)



3.2. CONVERGENCIA EN AMBIENTES ESTACIONARIOS 57Tabla 3.1 Pasos del algoritmo RIV
Como se puede apre
iar en la tabla 3.1 la �uni
a diferen
ia 
on el algoritmoRLS, presentado en la tabla 2.1, es que en el 
�al
ulo del ve
tor de ganan
ia k(n)apare
e la variable instrumental ~x(n).Una vez derivado el algoritmo RIV se pro
eder�a, en los pr�oximos aparta-dos, al estudio de su 
onvergen
ia tanto en ambientes esta
ionarios 
omo noesta
ionarios.3.2 Convergen
ia en ambientes esta
ionariosEl primer paso importante en el an�alisis del algoritmo RIV es el de estudiarsus propiedades en ambientes esta
ionarios. Por esta
ionario se entiende que laestad��sti
a de las series f~x(n)g, fx(n)g y fd(n)g no 
ambia 
on el tiempo. Elan�alisis 
onsiste en el estudio de la 
onvergen
ia en media y en media 
uadr�ati
a,tanto en presen
ia de ruido 
omo sin �el. Se 
omenzar�a 
on el estudio de la
onvergen
ia en media.3.2.1 Convergen
ia en media. Efe
to de las 
ondi
ionesini
ialesUna 
uesti�on importante es determinar a qu�e valor 
onverge, en el pro
esore
ursivo, la serie w(1); w(2); :::; w(n) y 
omprobar que ese valor es efe
tiva-mente el que se est�a bus
ando.Obviamente la 
onvergen
ia se obtiene en el l��mite n!1 y es en este l��mite
uando hay que estudiar el 
omportamiento de la e
ua
i�on (3.7). Una de susprin
ipales 
ara
ter��sti
as es que tanto �(n) 
omo z(n) est�an de�nidas 
omopromedios temporales, de manera que 
uanto m�as datos se 
onoz
an, su valorse aproximar�a m�as al de su valor esperado, es de
ir, se pueden es
ribir 
omo:�(n) = 11� �R~xx +Re~xx(n) (3.20)z(n) = 11� �r~xd + re~xd(n) (3.21)



58 CAP�ITULO 3. EL ALGORITMO RIVdonde R~xx = E[~x(n)xt(n)℄ y r~xd = E[~x(n)d(n)℄. Los otros sumandos adi
io-nales que apare
en Re~xx(n) y re~xd(n) se pueden modelar 
omo de media nula eindependientes del resto de variables aleatorias involu
radas y dan 
uenta delruido de estima
i�on. Es de esperar que 
onforme el n�umero de datos disponiblessea mayor, el promedio temporal fun
ionar�a mejor 
omo estimador del operadorvalor esperado y por tanto los ruidos de estima
i�on sean menores:kRe~xx(n)k << kR~xxk (3.22)A una matriz 
uya des
omposi
i�on en parte determinista y aleatoria 
umplaesta 
ondi
i�on se le denomina 
uasideterminista. Lo mismo se le puede apli
aral ve
tor z(n).La inversa de la expresi�on (3.20) es:��1(n) = (1� �)[1 + (1� �)R�1Re(n)℄�1R�1 (3.23)donde se han eliminado los sub��ndi
es, 
omo se har�a de aqu�� en adelante siemprey 
uando no haya lugar a 
onfusi�on. Teniendo en 
uenta que �(n) es 
uaside-terminista: ��1(n) = (1� �)[1� (1� �)R�1Re(n)℄R�1 (3.24)Teniendo en 
uenta las expresiones (3.24) y (3.21) en (3.7) se llega a:w(n) = (1� �)[1� (1� �)R�1Re(n)℄R�1 � 11� �r + re(n)� (3.25)realizando los produ
tos indi
ados:w(n) =R�1r + (1� �)R�1re(n)� (1� �)R�1Re(n)R�1r�� (1� �)2R�1Re(n)R�1re(n) (3.26)Como se apre
ia en esta expresi�on, el estimador w(n) se 
omporta para n su-�
ientemente grandes 
omo el ve
tor R�1r m�as otras 
ontribu
iones aleatoriasde media nula. En de�nitiva, en media, se puede a�rmar queE[w(n)℄ �n!1w0 (3.27)donde el ve
tor w0 es la solu
i�on a la e
ua
i�onRw0 = r (3.28)Como 
onse
uen
ia de todo este 
omentario se puede a�rmar que resolver lae
ua
i�on (3.1) es equivalente, bajo las 
ondi
iones de n grande y tomando valormedio, a resolver la e
ua
i�on (3.28). Ve�amos pues 
�omo afe
ta, a la 
onvergen
iade la serie fE[w(n)℄g obtenida mediante RIV, las 
ondi
iones ini
iales �jadaspara este algoritmo.
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to de las 
ondi
iones ini
ialesSe parte de la e
ua
i�on de a
tualiza
i�on de los pesos w(n) dada en (3.14) y
omplementada por (3.17):w(n) = w(n� 1) +��1(n)~x(n)e(n) (3.29)El error a priori de (3.17) se puede rees
ribir 
omoe(n) =d(n)� xt(n)w(n� 1) ==e0(n) + xt(n)w0 � xt(n)w(n� 1) (3.30)donde se ha supuesto que la respuesta deseada d(n) se puede modelar 
omo lasalida de un �ltro linear dado por los 
oe�
ientes w0, 
on entrada fx(n)g y
ontaminado por ruido e0(n) de media nula. Esta hip�otesis est�a fundamentadaen el he
ho de que la mayor parte de las apli
a
iones de los algoritmos adaptati-vos 
onsisten en estimar la respuesta d(n) mediante fx(n)g mediante regresi�onlineal. El t�ermino e0(n) 
onstituir��a de he
ho una espe
ie de ruido de medi
i�on,ya que impide la perfe
ta estima
i�on de d(n) mediante el modelo de regresi�on.Por tanto, 
ombinando (3.29) 
on (3.30), se obtiene�w(n) = [I ���1(n)~x(n)xt(n)℄�w(n� 1) +��1(n)~x(n)e0(n) (3.31)donde el ve
tor de error en los pesos se ha de�nido 
omo �w(n) = w(n)�w0.Si se multipli
a por la izquierda toda la expresi�on por �(n), teniendo en 
uenta(3.4), queda: �(n)�w(n) = ��(n� 1)�w(n� 1) + ~x(n)e0(n) (3.32)que 
onstituye una e
ua
i�on en diferen
ias para el fa
tor �(n)�w(n) 
on un 
o-e�
iente 
onstante e igual a � y un t�ermino independiente aleatorio. Su solu
i�ones: �(n)�w(n) = �n�(0)�w(0) + nXi=1 �n�i~x(i)e0(i) (3.33)o despejando para el ve
tor de error en los pesos:�w(n) = �n��1(n)�(0)�w(0) +��1(n) nXi=1 �n�i~x(i)e0(i) (3.34)Para 
ontinuar se toma 
omo v�alida la aproxima
i�on dada en (3.24) resultando�w(n) =�n(1� �)[1� (1� �)R�1Re(n)℄R�1�(0)�w(0)++ (1� �)[1� (1� �)�R�1Re(n)℄R�1 nXi=1 �n�i~x(i)e0(i) (3.35)Si se toma valor esperado y se tiene en 
uenta que:



60 CAP�ITULO 3. EL ALGORITMO RIV1. La matriz Re(n) es de media nula e independiente del resto de variablesaleatorias.2. El valor esperado E[~x(n)e0(n)℄ equivale a la diferen
ia Rw0 � r y portanto es nulo. Esta a�rma
i�on se puede 
onsiderar 
omo una expresi�ongeneralizada del prin
ipio de ortogonalidad.se llega �nalmente aE[�w(n)℄ = �n(1� �)R�1�(0)�w(0) (3.36)En primer lugar esta e
ua
i�on 
on�rma que para n!1 
on � < 1 y w0 �jo se
umple efe
tivamente que, en media, el algoritmo 
onverge a w0. Re
u�erdeseque el fa
tor de olvido desempe~na su 
ometido en ambientes no esta
ionarios,en este 
aso ya que se trata 
on ambientes esta
ionarios deber��a ser la unidady el t�ermino (1��) deber��a 
ambiarse por 1=n para mantener la normaliza
i�onen (3.2) y (3.3). Con este 
ambio el efe
to de las 
ondi
iones ini
iales tiende a
ero 
omo 1=n.3.2.2 Convergen
ia en media 
uadr�ati
a 
on ruido de es-tima
i�onComo es ne
esario en un an�alisis de este tipo, no basta 
on estudiar la
onvergen
ia en media sino que hay que 
omprobar que los estimadores tienenvarianza �nita, es de
ir, hay que estudiar la 
onvergen
ia en media 
uadr�ati
a.Adem�as, esta vez tambi�en hay inter�es en 
omprobar 
�omo afe
ta el ruido deestima
i�on al error 
uadr�ati
o medio.Para empezar se multipli
an ambos miembros de la e
ua
i�on (3.32) por��1(n) y se va a 
onsiderar que ��1(n)�(n � 1) � I . Esta aproxima
i�ones m�as 
ierta 
onforme mayor es n de forma que ambos promedio temporales seasemejan m�as a promedios en realiza
iones. Con todo (3.32) queda:�w(n) = ��w(n� 1) +��1(n)~x(n)e0(n) (3.37)El error en media 
uadr�ati
a se suele de�nir 
omo q(n) = E[�wt(n)Q�w(n)℄donde Q es 
ualquier matriz de�nida positiva. Con la expresi�on (3.37) y a
ep-tando 
omo v�alida la aproxima
i�on de (3.24) se puede 
onstruir el siguienteprodu
to:�wt(n)Q�w(n) = �2�wt(n� 1)Q�w(n� 1)++ 2�(1� �)�wt(n� 1)Q[1� (1� �)R�1Re(n)℄R�1~x(n)e0(n)++ (1� �)2e20~xt(n)R�t[1� (1� �)R�1Re(n)℄tQ[1� (1� �)R�1Re(n)℄R�1~x(n) (3.38)



3.2. CONVERGENCIA EN AMBIENTES ESTACIONARIOS 61Al tomar valor esperado hay que tener en 
uenta lo siguiente respe
to al miembrode la dere
ha:Primer sumando: No es m�as que �2q(n� 1).Segundo sumando: Aqu�� hay que suponer que el ve
tor de error en los pesos atiempo n� 1 es independiente de ~x(n) por lo que al tomar valor esperadoeste t�ermino es nulo por el prin
ipio de ortogonalidad.Ter
er sumando: Para este sumando hay que re
ordar la independen
ia de e0(n)y de Re(n) del resto de variables aleatorias, adem�as de que sus mediasson nulas. Con esto se llega a:Ter
er sumando!E[�℄(1� �)2�20�Q + (1� �)4�20Ve (3.39)donde se han de�nido las siguientes 
antidades:�Q = TrfR�tQR�1R~x~xg (3.40)Ve = TrfR�tE[Ret(n)R�tQR�1Re(n)℄R�1R~x~xg (3.41)Teniendo en 
uenta estos tres puntos, el valor esperado de (3.38) se puede es
ribir
omo q(n) = �2q(n� 1) + (1� �)2�20�Q + (1� �)4�20Ve (3.42)Esta e
ua
i�on en diferen
ias 
on 
oe�
ientes 
onstantes tiene un valor en 
on-vergen
ia dado por la siguiente expresi�on (suponiendo � � 1):q(1) = 1� �2 �20�Q + (1� �)32 �20Ve (3.43)Las 
ontribu
iones a la desvia
i�on en media 
uadr�ati
a en 
onvergen
ia se de-ben a dos fuentes. La primera de ella proviene del ruido de medi
i�on y est�apesada por el t�ermino �Q, que al depender de la variable instrumental se puede
ontrolar su 
ontribu
i�on 
on una ele

i�on ade
uada de la misma. En ambientesesta
ionarios tiende a 
ero 
omo 1=n.La segunda fuente se debe al ruido de estima
i�on, aunque tambi�en depen-de de la variable instrumental. Para n grandes tiende a 
ero (en situa
ionesesta
ionarias) por dos motivos: porque depende de 1=n3 y porque 
onforme sedisponga de m�as datos en la estima
i�on el ruido debe disminuir.Tal y 
omo se a
aba de 
omentar, para ambientes esta
ionarios, el MSDtiende a 
ero. Es s�olo en situa
iones no esta
ionarias, 
on � < 1 donde hay
ierta varianza en los estimadores de los pesos. Esto se debe a que para unalongitud de la memoria �nita los efe
tos de los ruidos de medi
i�on y estima
i�onnun
a se podr�an eliminar.



62 CAP�ITULO 3. EL ALGORITMO RIV3.2.3 Convergen
ia en media 
uadr�ati
a 
on ruido de es-tima
i�on IIEn este apartado se van a repetir los 
�al
ulos del apartado anterior peroteniendo en 
uenta otra aproxima
i�on distinta. Para empezar se retomar�a lae
ua
i�on (3.31) que se veri�
a exa
tamente:�w(n) = [I ���1(n)~x(n)xt(n)℄�w(n� 1) +��1(n)~x(n)e0(n) (3.44)Como el inter�es se 
entra en magnitudes en 
onvergen
ia es l��
ito suponer nsu�
ientemente grande 
omo para a
eptar la aproxima
i�on de (3.24), 
on lo quela expresi�on anterior queda�w(n) =[I � (1� �)[1� (1� �)R�1Re(n)℄R�1~x(n)xt(n)℄�w(n� 1)++ (1� �)[1� (1� �)R�1Re(n)℄R�1~x(n)e0(n) (3.45)que 
onstituye una e
ua
i�on en diferen
ias de orden 1 
on el 
oe�
iente aleatorio.Este 
oe�
iente aleatorio est�a formado por una parte determinista (un 1) m�asla parte aleatoria propiamente di
ha afe
tada por el fa
tor (1 � �). Comonormalmente el fa
tor de olvido est�a pr�oximo a uno, la os
ila
i�on de la partealeatoria ser�a muy peque~na 
on lo que se puede aproximar todo el 
oe�
iente porsu valor medio. Con esta aproxima
i�on es de esperar que la solu
i�on obtenidaest�e muy 
er
ana a la de la e
ua
i�on original. Esta t�e
ni
a se 
ono
e 
on elnombre de promediado dire
to y ya apare
i�o en el tema anterior.Apli
ando promediado dire
to a (3.45) se obtiene�w(n) = ��w(n� 1)+(1� �)R�1~x(n)e0(n)��(1� �)2R�1Re(n)R�1~x(n)e0(n) (3.46)que es exa
tamente la misma expresi�on que se utiliz�o en el apartado 3.2.2 paraobtener la expresi�on (3.38), por lo que la desvia
i�on en media 
uadr�ati
a obte-nida aqu�� 
oin
idir�a 
on la all�� dada. En parti
ular la expresi�on re
ursiva parael MSD es: q(n) = �2q(n� 1) + (1� �)2�20�Q + (1� �)4�20Ve (3.47)Re
u�erdese que las 
antidades �Q y Ve est�an de�nidas en (3.40) y (3.41). En
onvergen
ia toma el valor:q(1) = 1� �2 �20�Q + (1� �)32 �20Ve (3.48)Por tanto hay que resaltar que a pesar de emplear aproxima
iones distintas enel apartado 3.2.2 y en este, los resultados obtenidos son id�enti
os. Es de
ir,suponer que ��1(n)�(n� 1) � I equivale a apli
ar promediado dire
to. Comoes sabido la validez de ambas aproxima
iones aumenta al aumentar n.



3.3. CONVERGENCIA EN AMBIENTES NO ESTACIONARIOS 633.3 Convergen
ia en ambientes no esta
ionariosUna de las prin
ipales 
ara
ter��sti
as de los algoritmos adaptativos es su
apa
idad de seguir la evolu
i�on de los par�ametros que identi�
a 
uando estos
ambian 
on el tiempo. En los apartados que siguen se va a suponer que elve
tor w0 ya no es 
onstante sino que es una 
ierta fun
i�on del tiempo w0(n).Este 
ambio puede ha
er, dependiendo de la apli
a
i�on 
on
reta, que las seriesaleatorias involu
radas tengan una estad��sti
a no esta
ionaria. En estos ambien-tes es 
uando se ha
e impres
indible la existen
ia de un fa
tor de olvido, qued�e m�as importan
ia a las muestras presentes, de manera que los estimadores sevayan adaptando progresivamente a los valores a
tuales.3.3.1 Capa
idad de rastreoA 
ontinua
i�on se va a estudiar si el algoritmo RIV es 
apaz de seguir, enmedia, las varia
iones que experimente el ve
tor w0(n). Para esto se parte dela e
ua
i�on de a
tualiza
i�on de w(n) dada en (3.29) y reprodu
ida aqu�� por
onvenien
ia, w(n) = w(n� 1) +��1(n)~x(n)e(n) (3.49)Teniendo en 
uenta que la respuesta deseada se expresa ahora 
omo d(n) =e0(n) + xt(n)w0(n), el error a priori se puede rees
ribir 
omoe(n) = e0(n) + xt(n)w0(n)� xt(n)w(n� 1) (3.50), 
on lo que la expresi�on anterior se 
onvierte enw(n) = [I ���1(n)~x(n)xt(n)℄w(n� 1) +��1(n)~x(n)xt(n)w0(n)++��1(n)~x(n)e0(n) (3.51)La 
apa
idad de rastreo es una propiedad que se ha
e patente 
uando los efe
tostransitorios debido a las 
ondi
iones ini
iales han desapare
ido, por tanto, si sequiere estudiar ser�a ne
esario suponer que n es muy grande. Adem�as, para
entrarnos en este aspe
to de la 
apa
idad de rastreo se ignorar�a el ruido deestima
i�on. Con estas 
ondi
iones se puede dar un paso m�as y simpli�
ar laexpresi�on (3.24) a: ��1(n) = (1� �)R�1(n) (3.52)Donde se ha in
luido la posible dependen
ia temporal de R al estar trabajando
on series 
uya estad��sti
a puede no ser esta
ionaria. Teniendo en 
uenta estaaproxima
i�on en (3.51), al tomar valor esperado resultaE[w(n)℄ = �E[w(n� 1)℄ + (1� �)w0(n) (3.53)donde se ha tenido en 
uenta la independen
ia de w(n�1) 
on ~x(n) y 
on x(n)y que E[~x(n)e0(n)℄ = 0. La expresi�on (3.53) es una e
ua
i�on en diferen
ias



64 CAP�ITULO 3. EL ALGORITMO RIVno homog�enea 
on 
oe�
ientes 
onstantes. Tiene una solu
i�on general de lahomog�enea aso
iada dada porE[w(n)℄ = �nE[w(0)℄ (3.54)y una solu
i�on parti
ular de la no homog�enea que se puede obtener apli
andola transformada Z a ambos miembros de (3.53):E[w(Z)℄ = �z�1E[w(Z)℄ + (1� �)w0(Z) (3.55)por lo que E[w(Z)℄ = 1� �1� �z�1w0(Z) (3.56)o expres�andola en el dominio del tiempo:E[w(n)℄ = (1� �) nXi=0 �iw0(n� i) (3.57)Aunque para obtener una expresi�on 
on
reta es ne
esario tener una expresi�ondeterminada paraw0(n), se puede a�rmar que 
uanto menor es � (menos memo-ria) se produ
e menos 
ontamina
i�on en E[w(n)℄ debida a tiempos anterioresde w0(n). Por tanto, una memoria 
orta es impres
indible para una buena
apa
idad de rastreo.3.3.2 Convergen
ia en media 
uadr�ati
aEn este apartado se va a suponer una forma fun
ional sen
illa para el ve
torsolu
i�on dada por w0(n) = np (3.58)donde p es un ve
tor 
onstante, que 
ontiene las pendientes de 
ada 
omponentede la varia
i�on lineal. Con esta expresi�on para w0(n), el ve
tor de error a priorise puede rees
ribir, siguiendo 
on (3.50), de la siguiente manera:e(n) = e0(n)� xt(n)�w(n� 1) + xt(n)p (3.59)donde 
omo es habitual el ve
tor de error en los pesos se de�ne 
omo �w(n) =w(n) �w0(n). Con esta expresi�on para e(n) la e
ua
i�on para la a
tualiza
i�onde los pesos (3.29) se puede rees
ribir 
omo:w(n) =w(n� 1)���1(n)~x(n)xt(n)�w(n� 1)++��1(n)~x(n)e0(n) +��1(n)~x(n)xt(n)p (3.60)Restando w0(n) a 
ada miembro y teniendo en 
uenta (3.58), se llega a:�w(n) =[I ���1(n)~x(n)xt(n)℄�w(n� 1)��[I ���1(n)~x(n)xt(n)℄p+��1(n)~x(n)e0(n) (3.61)



3.3. CONVERGENCIA EN AMBIENTES NO ESTACIONARIOS 65Como las 
ondi
iones de trabajo son las mismas que en el apartado anterior, esde
ir, inter�es ex
lusivo en el periodo tras la 
onvergen
ia e ignorar el ruido deestima
i�on, se puede volver a adoptar la aproxima
i�on (3.52) 
omo v�alida y trasapli
ar promediado dire
to la expresi�on anterior se 
onvierte en:�w(n) =��w(n� 1)� [I � (1� �)R�1(n)~x(n)xt(n)℄p++ (1� �)R�1(n)~x(n)e0(n) (3.62)Aunque en este apartado se estudia la 
onvergen
ia en media 
uadr�ati
a, esinteresante estudiar, a partir de esta expresi�on, la 
onvergen
ia en media, porlo que tomando valor esperado y 
onsiderando las hip�otesis de independen
iausuales junto 
on la ortogonalidad de ~x(n) y e0(n),E[�w(n)℄ = �E[�w(n� 1)℄� �p (3.63)dando un valor en 
onvergen
ia deE[�w(1)℄ = ��1� �p (3.64)Como se apre
ia el ve
tor de error en los pesos no tiende a 
ero sino a un valor
onstante no nulo. Si se adopta este valor 
omo v�alido no s�olo en el l��miten!1 sino tambi�en para n grandes, se puede es
ribir:E[w(n)℄ = w0(n)� �1� �p (3.65)o teniendo en 
uenta (3.58)E[w(n)℄ = w0�n� �1� �� (3.66)es de
ir, en media el algoritmo RIV sigue la evolu
i�on de w0(n) pero 
on untiempo de retraso � dado por � = �1� � (3.67)Este tiempo de retraso puede ser idealmente 
ero si el fa
tor de olvido fuesenulo, 
on una memoria de una sola muestra. Por el 
ontrario, si la memoriafuese in�nita (� = 1) el tiempo de retraso tambi�en ser��a in�nito, es de
ir, notendr��a ninguna 
apa
idad de rastreo.Con el �n de retomar la 
onvergen
ia en media 
uadr�ati
a se 
onstruye,teniendo en 
uenta la expresi�on (3.62), el siguiente produ
to es
alar�wt(n)�w(n) = �2�wt(n� 1)�w(n� 1)�� 2��wt(n� 1)[I � (1� �)R�1(n)~x(n)xt(n)℄p++ 2�(1� �)�wt(n� 1)R�1(n)~x(n)e0(n)++pt[I � (1� �)R�1(n)~x(n)xt(n)℄t[I � (1� �)R�1(n)~x(n)xt(n)℄p��2(1� �)pt[I � (1� �)R�1(n)~x(n)xt(n)℄tR�1(n)~x(n)e0(n)++ (1� �)2e20(n)~xt(n)R�t(n)R�1(n)~x(n) (3.68)



66 CAP�ITULO 3. EL ALGORITMO RIVTomando valor esperado, teniendo en 
uenta las hip�otesis de independen
iausuales, la expresi�on (3.65) y el prin
ipio de ortogonalidad, resulta:D(n) =�2D(n� 1) + �2(1� �)(1 + �)� 5 + 21� ��ptp++ (1� �)2ptH(n)p+ (1� �)2�20�0(n) (3.69)donde el fa
tor entre 
or
hetes se ha expresado 
omo fun
i�on de (1��) y (1+�)para poder fa
ilitar las simpli�
a
iones venideras y donde se han de�nido:D(n) = E[�wt(n)�w(n)℄ (3.70)H(n) = E[x(n)~xt(n)R�t(n)R�1(n)~x(n)xt(n)℄ (3.71)�0(n) = TrfR�t(n)R�1(n)R~x~x(n)g (3.72)n�otese que �0(n) es el equivalente en ambientes no esta
ionarios de �I ( �Q 
onQ = I). Igualmente se ha utilizado D(n) en vez de q(n) para simpli�
ar lanota
i�on.La solu
i�on a la e
ua
i�on en diferen
ias (3.69) esD(n) =�2nD(0) + �2(1� �)(1 + �)� 5 + 21� �� n�1Xi=0 �2iptp++ (1� �)2 n�1Xi=0 �2i �ptH(n� i)p+ �20�0(n� i)� (3.73)que en 
onvergen
ia toma el valor:D(1) = �2(1� �)(1 + �)� 5 + 21� �� 11� �2 ptp++ 1� �2 ptHp+ 1� �2 �20�0 (3.74)donde H � 2(1� �) limn!1 n�1Xi=0 �2iH(n� i) (3.75)�0 � 2(1� �) limn!1 n�1Xi=0 �2i�0(n� i) (3.76)Se ha in
luido el fa
tor 2(1��) en estas de�ni
iones para que 
uando se trabajeen ambientes esta
ionarios se 
umpla que �Q = �0.Teniendo en 
uenta que � � 1 la expresi�on (3.74) se puede es
ribir �nalmente
omo: D(1) = 1(1� �)2 ptp�52 1(1� �)ptp+ 2ptp+ 1� �2 ptHp++ 1� �2 �20�0 (3.77)



3.3. CONVERGENCIA EN AMBIENTES NO ESTACIONARIOS 673.3.3 Convergen
ia �optimaSi en la expresi�on (3.77) se tiene tambi�en en 
uenta el ruido de estima
i�on,obtenido en la expresi�on (3.43), se obtiene una expresi�on para la media 
ua-dr�ati
a en 
onvergen
ia que in
luye todos los fa
tores estudiados hasta ahora:D(1) = 1(1� �)2 ptp�52 1(1� �)ptp+ 2ptp+ 1� �2 ptHp++ 1� �2 �20�0 + (1� �)32 �20V 0e (3.78)lo �uni
o a tener en 
uenta es que V 0e se de�ne 
omo Ve de (3.41) ha
iendo Q = Iy d�andole el mismo tratamiento que a �0 en la e
ua
i�on (3.76), es de
ir, se
onsidera su naturaleza no esta
ionaria y se introdu
e en la sumatoria.Los t�erminos m�as in
uyentes son los debidos a la no esta
ionariedad delsistema, desta
ando 1(1��)2 ptp, que disminuye su valor 
onforme m�as peque~noes el fa
tor de olvido (menor memoria impli
a mejor 
apa
idad de rastreo). A
ontinua
i�on apare
e el t�ermino debido al ruido de medi
i�on (1��)2 �20�0, quedisminuye para grandes memorias. Finalmente hay que 
onsiderar el ruido deestima
i�on (1��)32 �20V 0e , el que menos in
uye en 
ondi
iones normales.Para en
ontrar el valor de � que ha
e m��nimo D(1) se pueden 
onsiderarlos t�erminos m�as representativos de 
ada 
ontribu
i�on, sin 
onsiderar ruido deestima
i�on: D(1) ' 1(1� �)2ptp+ 1� �2 �20�0 + 1� �2 ptHp (3.79)El �ultimo sumando se ha introdu
ido porque es del mismo orden que el t�erminodel ruido de medi
i�on y por tanto `
ompite' dire
tamente 
on �el. Ha
iendo laderivada 
orrespondiente se obtiene que:�opt = 1�� 4ptp�20�0 + ptHp�1=3 (3.80)Es muy ilustrativo dis
utir los dos 
asos siguientes:1. Cuando la varia
i�on lineal sea muy peque~na, p ! 0 y se dedu
e que elfa
tor de olvido �optimo en este 
aso es 1, es de
ir, memoria in�nita.2. Cuanto menor sea el ruido de medi
i�on o mayor sea la varia
i�on lineal,menor se ha
e a su vez �opt, de manera que se requiere menos memoria.
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Cap��tulo 4
El algoritmosobredeterminado re
ursivode variable instrumentalORIV
Introdu

i�on

En mu
has o
asiones no basta 
on poseer herramientas 
apa
es de resolverde manera e�
iente un sistema de e
ua
iones t��pi
o de RIV sino que se ha
ene
esario ampliar las posibilidades in
luyendo el 
aso en el que la matriz seasobredeterminada. Para tales 
ir
unstan
ias se dise~n�o el algoritmo sobredeter-minado re
ursivo de variable instrumental ORIV.Este algoritmo se obtiene en el apartado 4.1 y su an�alisis tanto en ambien-tes esta
ionarios 
omo no esta
ionarios se presenta en los apartados 4.2 y 4.3respe
tivamente. En ellos se estudia la 
onvergen
ia en media, el error 
ua-dr�ati
o medio, la in
uen
ia del ruido de estima
i�on, et
. Todo este an�alisis sepuede 
onsiderar 
ondensado en el apartado 4.4 donde se dedu
en las 
ondi
io-nes �optimas para el rastreo. El 
ap��tulo �naliza mostrando, en el apartado 4.5,la equivalen
ia de las dos aproxima
iones utilizadas en el an�alisis anterior: lat�e
ni
a del promediado dire
to y el suponer que el algoritmo ha evolu
ionadosu�
ientemente. 69



70 CAP�ITULO 4. EL ALGORITMO ORIV4.1 Obten
i�on del algoritmoRe
u�erdese que el algoritmo re
ursivo de variable instrumental RIV era 
apazde resolver, de forma e�
iente, el sistema de e
ua
iones�(n)w(n) = z(n) (4.1)donde la matriz �(n) es 
uadrada ya que las longitudes del ve
tor de datos x(n)y el de variable instrumental ~x(n) eran id�enti
as. Re
u�erdese que�(n) =� ~x(n);x(n) �= nXi=1 �n�i~x(i)xt(i) (4.2)y que z(n) =� ~x(n); d(n) �= nXi=1 �n�i~x(i)d(i) (4.3)Sin embargo, en mu
hos problemas es posible plantear sistemas 
on m�as e
ua-
iones que in
�ognitas, de forma que se 
uente 
on m�as informa
i�on. En estos
asos la matriz �(n) tiene m�as �las que 
olumnas y por tanto la solu
i�on de(4.1) no se obtiene mediante una simple inversi�on, ya que es ne
esario de�nirla solu
i�on 
omo aquel ve
tor que minimiza la distan
ia k�(n)w(n) � z(n)k2dando 
omo resultadow(n) = ��t(n)�(n)��1�(n)tz(n) (4.4)El algoritmo sobredeterminado re
ursivo de variable instrumental ORIV [Fri84℄es 
apaz de 
al
ular la expresi�on (4.4), tal y 
omo su propio nombre indi
a, demanera re
ursiva una vez 
ono
ido w(n � 1) y los nuevos datos x(n), ~x(n) yd(n); el pro
eso a seguir se detalla a 
ontinua
i�on.En primer lugar se hallan las e
ua
iones de a
tualiza
i�on de las magnitudesimpli
adas, obtenidas dire
tamente de sus de�ni
iones (4.2) y (4.3):�(n) = ��(n� 1) + ~x(n)xt(n) (4.5)z(n) = �z(n� 1) + ~x(n)d(n) (4.6)Donde ~x(n) = [~x(n); ~x(n�1); :::; ~x(n�l+1)℄ y x(n) = [x(n); x(n�1); :::; x(n�q + 1)℄ 
on l > q al ser un sistema sobredeterminado. Adem�as, dado quese utilizar�a profusamente en los pr�oximos apartados, es 
onveniente de�nir elprodu
to �(n) = �t(n)�(n) (4.7)a partir del 
ual y teniendo en 
uenta (4.5) se puede dedu
ir f�a
ilmente su leyde a
tualiza
i�on �(n) = �2�(n� 1) +X(n)��1(n)Xt(n) (4.8)



4.1. OBTENCI �ON DEL ALGORITMO 71donde se ha he
ho uso de las siguientes de�ni
iones,X(n) = ��t(n� 1)~x(n) x(n)� (4.9)��1(n) = �0 �� ~xt(n)~x(n)� (4.10)Apli
ando el lema de inversi�on matri
ial (ver ap�endi
e A) a (4.8) se obtiene�2��1(n) = ��1(n� 1)� ��1(n� 1)X(n)[�2�(n)++Xt(n)��1(n� 1)X(n)℄�1Xt(n)��1(n� 1) (4.11)donde se apre
ia que es posible llevar a 
abo la inversi�on de la matriz �(n),de dimensiones q � q, invirtiendo s�olo una matriz 2� 2. Para 
ontinuar 
on laderiva
i�on del algoritmo ORIV son ne
esarias dos rela
iones adi
ionales:1. Primera rela
i�on: teniendo en 
uenta las e
ua
iones de a
tualiza
i�on (4.6)y (4.5) junto 
on �t(n)z(n) = �(n)w(n) (peque~na modi�
a
i�on de (4.4))se obtiene sin di�
ultad que:�t(n)z(n) = �2�(n� 1)w(n� 1) + ��t(n� 1)~x(n)d(n)++ x(n)~xt(n)~x(n)d(n) + �x(n)~xt(n)z(n� 1) (4.12)2. Segunda rela
i�on. Considerando la expresi�on (4.8) se obtiene, sin m�as quemultipli
ar por ��1(n) y reagrupando t�erminos, la siguiente rela
i�on:��1(n)�(n� 1) = 1�2 [I � ��1(n)X(n)��1(n)Xt(n)℄ (4.13)Para obtener la e
ua
i�on de a
tualiza
i�on deseada del ve
tor in
�ognita w(n) semultipli
a (4.11) 
on (4.12) y se tienen en 
uenta (4.13) y (4.6):w(n) = ��1(n)�t(n)z(n) == [I � ��1(n)X(n)��1(n)Xt(n)℄w(n� 1)++ ��1(n)[��t(n� 1)~x(n)d(n) + x(n)~xt(n)z(n)℄ (4.14)O en forma m�as 
ompa
ta, en analog��a 
on el RLS y el RIV, se puede es
ribirde la siguiente manera w(n) = w(n� 1) +K(n)�(n) (4.15)donde las nuevas magnitudes est�an de�nidas 
omo sigueK(n) = ��1(n)X(n)��1(n) p� 2 (4.16)�(n) = v(n)�Xt(n)w(n� 1) 2� 1 (4.17)v(n) = �~xt(n)z(n� 1)d(n) � (4.18)



72 CAP�ITULO 4. EL ALGORITMO ORIVComo es habitual a la matriz K(n) se le 
ono
e 
omo matriz de ganan
ia y alve
tor �(n) 
omo error a priori. Las e
ua
iones presentadas hasta ahora sonsu�
ientes para estable
er todo el pro
eso re
ursivo de ORIV y poder a
tualizar,
on la llegada de nuevos datos, el estimador w(n).Para ha
er m�as 
ompa
tas estas e
ua
iones es 
onveniente notar la siguienteigualdad:K(n) = ��1(n� 1)X(n)[�2�(n) +Xt(n)��1(n� 1)X(n)℄�1 (4.19)demostrada a 
ontinua
i�on. La e
ua
i�on (4.13) se puede rees
ribir en fun
i�onde la matriz de ganan
ia, siendo dire
to que��1(n)�(n� 1) = 1�2 [I �K(n)Xt(n)℄ (4.20)y despejando ��1(n) queda��1(n) = 1�2 [I �K(n)Xt(n)℄��1(n� 1) (4.21)Teniendo esta expresi�on en 
uenta en (4.16) y reagrupando t�erminosK(n) �I + 1�2Xt(n)��1(n� 1)X(n)��1(n)� == 1�2��1(n� 1)X(n)��1(n) (4.22)multipli
ando ambos miembros por la dere
ha por �2�(n) y despejando la ma-triz de ganan
ia se obtiene la expresi�on bus
ada (4.19). Con esta nueva expre-si�on paraK(n), la e
ua
i�on de a
tuliza
i�on de la matriz ��1(n) (4.11), se puederees
ribir de la siguiente manera:��1(n) = 1�2 [��1(n� 1)�K(n)Xt(n)��1(n� 1)℄ (4.23)Teniendo en 
uenta las expresiones derivadas en �ultimo lugar, en la tabla 4.1 sepresenta el pro
eso re
ursivo paso a paso.Condi
iones ini
iales�t(0) = Æ[Iq�q j0q�l�q ℄�(0) = 1Æ2 Iq�qÆ = es
alar arbitrariow(0) = 0z(0) = 0



4.1. AN �ALISIS PARA SISTEMAS ESTACIONARIOS 73Cuerpo del algoritmo�(n) = ��(n� 1) + ~x(n)xt(n)X(n) = ��t(n� 1)~x(n) x(n)��2�(n) = ��~xt(n)~x(n) �� 0�K(n) = ��1(n� 1)X(n)[�2�(n) +Xt(n)��1(n� 1)X(n)℄�1��1(n) = 1�2 [��1(n� 1)�K(n)Xt(n)��1(n� 1)℄v(n) = �~xt(n)z(n� 1)d(n) ��(n) = v(n)�Xt(n)w(n� 1)z(n) = �z(n� 1) + ~x(n)d(n)w(n) = w(n� 1) +K(n)�(n)Tabla 4.1 Pasos del algoritmo ORIVLa ini
ializa
i�on utilizada aqu�� es la 
ono
ida 
omo `ini
ializa
i�on 
on liga-dura suave' (en la literatura inglesa apare
e 
on el nombre de `soft 
onstrainedinitialization'). De todas maneras es tambi�en posible ini
ializar el algoritmo demanera exa
ta. Para ello se toman r datos, 
on r > q para evitar que la matriz�(r) sea de rango de�
iente (sus 
olumnas1 no sean linealmente dependientes) ypermitir la existen
ia de las inversas ne
esarias para el algoritmo, para 
onstruirdi
ha matriz junto 
on z(r). A partir de la primera se obtiene �(r) y despu�esw(r). Con estas magnitudes ya se puede 
omenzar el pro
eso re
ursivo indi
adoen la tabla 4.1.4.2 An�alisis de la 
onvergen
ia para sistemas es-ta
ionariosEn los apartados que siguen a 
ontinua
i�on se va a pro
eder al estudio de la
onvergen
ia de ORIV 
uando trabaja 
on sistemas esta
ionarios. M�as adelantese tratar�a el 
aso de sistemas no esta
ionarios. Como se ha 
omentado 
onanterioridad las propiedades a estudiar son la 
onvergen
ia en media y en media
uadr�ati
a tanto 
on ruido de estima
i�on 
omo sin �el. El an�alisis se ha enfo
adode forma an�aloga al realizado a
er
a del RIV.1Re
ordar que esta matriz tiene m�as �las que 
olumnas, por lo que sus �las nun
a podr�anser linealmente independientes.



74 CAP�ITULO 4. EL ALGORITMO ORIV4.2.1 Convergen
ia en mediaLa posibilidad de resolver problemas que involu
ren series aleatorias median-te e
ua
iones pensadas para situa
iones deterministas, re
urriendo a la ergodi-
idad, ya ha apare
ido 
uando se analizaron RLS y RIV. De nuevo el prin
ipalobjetivo ser�a resolver un sistema de e
ua
iones tal y 
omo esteR~xxw0 = rd~x (4.24)donde R~xx = E[~x(n)xt(n)℄ y rd~x = E[~x(n)d(n)℄. Es por tanto ne
esario deter-minar bajo qu�e 
ondi
iones resolver (4.1) es equivalente a resolver (4.24).Una op
i�on posible es 
al
ular (4.4) para n su�
ientemente grande utilizandodistintas series num�eri
as y luego promediar los resultados obtenidos para esasdistintas series. Esto es equivalente a dejar que ORIV evolu
ione su�
ientemente
on el tiempo para varias series de datos y luego tomar valor esperado. Estepro
edimiento produ
e el siguiente efe
to.Como las series aleatorias 
on las que se trabaja se suponen erg�odi
as, lospromedios temporales tienden a 
omportarse 
omo promedios en realiza
iones.Bajo esta hip�otesis se puede a
eptar que para n!1 se veri�
a que:�(n) � R~xx1� � +Re~xx(n) (4.25)z(n) � r~xd1� � + re~xd(n) (4.26)Es de
ir, las magnitudes 
al
uladas 
omo promedios temporales se des
omponenen un sumando determinista igual a su valor esperado m�as otro sumando enforma de ruido. Las 
omponentes de ruido ( Re~xx(n) y re~xd(n) ) se puedenmodelar 
onvenientemente 
omo de media nula e independientes del resto devariables aleatorias (ver 
omentarios rela
ionados en el ap�endi
e C). Bajo estas
ondi
iones la expresi�on (4.4) toma la formaw(n) � [Rt~xxR~xx + (1� �)Rt~xxRe~xx(n) + (1� �)Ret~xx(n)R~xx++ (1� �)2Ret(n)Re(n)℄�1[Rt~xxr~xd + (1� �)Rt~xxre~xd(n)++ (1� �)Ret~xx(n)r~xd + (1� �)2Ret(n)re(n)℄ (4.27)A partir de ahora se eliminar�an los sub��ndi
es all�� donde no haya lugar a 
onfun-si�on. Al ser � del orden de la unidad, se tomar�a el fa
tor (1��) 
omo par�ametroperturbativo. Adem�as, se 
onsiderar�a que la matriz �(n) es 
uasideterministapara n grandes, es de
ir, kRe(n)k << kRk donde k�k es una norma 
onvenientepara las matri
es. Con esto, la inversa que apare
e en el primer fa
tor de (4.27)se puede aproximar quedando una expresi�on tal y 
omo sigue:w(n) � [I � (1� �)(RtR)�1RtRe(n)� (1� �)(RtR)�1Ret(n)R)℄(RtR)�1[Rtr + (1� �)Rtre(n) + (1� �)Ret(n)r℄ (4.28)



4.2. AN �ALISIS PARA SISTEMAS ESTACIONARIOS 75Trabajando a primer orden en (1� �) y tomando valor esperado queda queE[w(n)℄ � (RtR)�1Rtr = w0 (4.29)Por tanto se ha 
omprobado que si se resuelve (4.1) 
on series aleatorias, sedeja evolu
ionar el algoritmo su�
ientemente y se toma valor esperado, es 
omoresolver (4.24). �Este es un pro
edimiento pr�a
ti
o para resolver e
ua
iones tales
omo (4.24).Hay que re
al
ar una 
uesti�on importante: w(n) 
umple que< ~x(n); e(n) >=0 8 n en m��nimos 
uadrados por 
onstru

i�on. Sin embargo, si se de�ne e0(n) =d(n) �wt0x(n) se 
umple que < ~x(n); e0(n) >6= 0 ya que hay que tomar valoresperado: E[~x(n)e0(n)℄ = 0 (4.30)Efe
to de las 
ondi
iones ini
ialesUna vez a
larado que, debido a la ergodi
idad, es posible en
ontrar solu-
iones a problemas que involu
ran magnitudes aleatorias mediante e
ua
ionesdestinadas a magnitudes deterministas, se pro
eder�a a 
omprobar 
u�al es elefe
to de las 
ondi
iones ini
iales 
uando la e
ua
i�on (4.1) se resuelve medianteORIV.Partiendo de la e
ua
i�on (4.15), utilizando para la matriz de ganan
ia laexpresi�on dada en (4.16), y restando w0 a ambos miembros queda�w(n) = �w(n� 1) + ��1(n)X(n)��1(n)�(n) (4.31)donde �w(n) = w(n) �w0. Si se multipli
a ahora por �(n) y se utiliza (4.8)se llega a�(n)�w(n) = �2�(n� 1)�w(n� 1)++ �x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w0℄ +�t(n)~x(n)e0(n) (4.32)una e
ua
i�on en diferen
ias 
uya solu
i�on es�(n)�w(n) = �2n�(0)�w(0) + nXj=1 �2(n�j)�t(j)~x(j)e0(j)++ nXi=1 ��2(n�i)x(i)~xt(i)[z(i� 1)��(i� 1)w0℄ (4.33)Para seguir 
on los 
�al
ulos es ne
esario ha
er una hip�otesis, que se puede enmar-
ar dentro de las 
ono
idas 
omo hip�otesis de independen
ia HI (ver ap�endi
eC):



76 CAP�ITULO 4. EL ALGORITMO ORIVHI1 �(n) y z(n) son independientes entre s�� y del resto de variables aleatoriasinvolu
radas.Tomando valor esperado, teniendo en 
uenta el 
omentario despu�es de la e
ua-
i�on (4.29) y 
onsiderando HI1 se llega aE[�(n)�w(n)℄ = �2n�(0)�w(0) (4.34)Para poder des
omponer el valor esperado que en ella apare
e se tiene en 
uentaque lo que interesa es estudiar la 
onvergen
ia, por lo que n se puede 
onsiderarsu�
ientemente grande, lo 
ual permite utilizar la expresi�on (B.1) y a�rmar que�(n) es independiente de �w(n). Siguiendo tambi�en a (B.1) es dire
to queE[�(n)℄ = (1� �)�2RtR +E[Ret(n)Re(n)℄ (4.35)y por tanto su inversa esE[�(n)℄�1 == (1� �)2[I + (1� �)2(RtR)�1E[Ret(n)Re(n)℄℄�1(RtR)�1 �� (1� �)2(RtR)�1 (4.36)donde de nuevo para ha
er la aproxima
i�on se ha 
onsiderado � del orden de launidad y la matriz �(n) 
uasideterminista. Con todas estas aproxima
iones sepuede retomar la e
ua
i�on (4.34) y es
ribirla 
omo:E[�w(n)℄ = �2n(1� �)2(RtR)�1�(0)�w(0) (4.37)A la vista de este resultado se puede 
omentar lo siguiente:1. La in
uen
ia de las 
ondi
iones ini
iales, �(0) y �w(0), de
ae exponen-
ialmente 
on �2n.2. E[w(n)℄! w0 para n grandes, 
omo ya se sab��a.3. Si � = 1 hay que 
ambiar (1��) por 1=n para poder asegurar la 
orre
tanormaliza
i�on de �(n) en (4.2) y de z(n) en (4.3).4. La expresi�on (4.33) se puede es
ribir de forma m�as 
ompa
ta 
omo�(n)�w(n) = �2n�(0)�w(0) + nXi=1 �2(n�i)X(i)��1(i)�0(i) (4.38)donde �0(n) = v(n)�Xt(n)w0 (4.39), que se puede interpretar 
omo la generaliza
i�on del error de medi
i�one0(n) para sistemas sobredeterminados. Por lo que (4.34) impli
a queE[X(n)��1(n)�0(n)℄ = 0 (4.40)
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uenta que para sistemas esta
ionarios esta 
antidades a su vez esta
ionaria, es de
ir,E[X(i)��1(i)�0(i)℄ = 
te 8 i (4.41)La importan
ia de la e
ua
i�on (4.40) es que se puede 
onsiderar 
omo lageneraliza
i�on de (4.30) para sistemas sobredeterminados.4.2.2 Error 
uadr�ati
o medioEn este apartado se hallan expresiones para estudiar la evolu
i�on de la mag-nitud q(n) � E[�wt(n)Q�w(n)℄ donde Q es 
ualquier matriz de�nida positiva(m�etri
a), es de
ir, se va a 
al
ular la desvia
i�on en media 
uadr�ati
a de losestimadores w(n) de los pesos. Para ello se 
omienza 
on la expresi�on (4.32)es
rita en forma 
ompa
ta:�(n)�w(n) = �2�(n� 1)�w(n� 1) +X(n)��1(n)�0(n) (4.42)Dado que se quiere 
al
ular, en parti
ular, el error 
uadr�ati
o medio en 
onver-gen
ia, es l��
ito tomar n muy grande de manera que ��1(n)�(n � 1) = I . Deforma que si se despeja �w(n) en la expresi�on anterior se puede es
ribir queaproximadamente se veri�
a�w(n) = �2�w(n� 1) + ��1(n)X(n)��1(n)�0(n) (4.43)bas�andose en esta e
ua
i�on en diferen
ias se puede 
onstruir la siguiente igualdad�wt(n)Q�w(n) = �4�wt(n� 1)Q�w(n� 1)++ 2�2�wt(n� 1)Q��1(n)X(n)��1(n)�0(n)++ [X(n)��1(n)�0(n)℄t�̂Q(n)[X(n)��1(n)�0(n)℄ (4.44)donde �̂Q(n) � ��t(n)Q��1(n). Para 
ontinuar se 
al
ula el valor esperado de
ada sumando del miembro de la dere
ha:Primer sumando: �Este no es m�as que �4q(n� 1).Segundo sumando: Aqu�� hay que tener en 
uenta la expresi�on (B.3), ya que nose quiere tener en 
uenta ning�un tipo de ruido de estima
i�on, junto 
onotra hip�otesis de independen
ia (ver ap�endi
e C):HI2 w(n� 1) es independiente de X(n)��1(n)�0(n).As�� que se puede a�rmar que este sumando es nulo usando (4.40)
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er sumando: De nuevo se re
urre a la simpli�
a
i�on para ��1(n) dada en(B.3) 
on lo que el valor esperado de este sumando es:3er sumando!E[�℄(1� �)4TrfV X�0�Qg (4.45)donde V X�0 = E[X(n)��1(n)�0(n)(X(n)��1(n)�0(n))t℄ (4.46)�Q = (RtR)�tQ(RtR)�1 (4.47)Dado que el fa
tor X(n)��1(n)�0(n) es de media nula, V X�0 se puede inter-pretar 
omo su matriz de varianza.Por tanto, teniendo en 
uenta el valor de todos los sumandos, se llega a:q(n) = �4q(n� 1) + (1� �)4TrfV X�0�Qg (4.48)v�alido para n su�
ientemente grande. Esta e
ua
i�on en diferen
ias tiene unvalor en 
onvergen
ia de:q(1) = (1� �)3(1 + �2)(1 + �)TrfV X�0�Qg (4.49)A partir de aqu�� se pueden ha
er las siguientes 
onsidera
iones:1. Para sistemas esta
ionarios, 
omo es el 
aso que nos o
upa, el fa
tor deolvido � debe ser la unidad y por tanto (1��) hay que 
ambiarlo de nuevopor 1=n. De esta forma q(1)! 0.2. Los dos fa
tores que apare
en en (4.49) dependen de la variable instru-mental ~x(n). La MSD en 
onvergen
ia se podr��a redu
ir mediante unaele

i�on ade
uada.3. Los 
�al
ulos previos realizados tomando (1 � �) 
omo par�ametro pertur-bativo no son realmente v�alidos, porque V X�0 tiene dependen
ia en �el
omo se ver�a en el siguiente apartado.4. Combinando las expresiones (4.48) y (4.49) se puede obtener la siguientee
ua
i�on: q(n) = q(1) + �4(n�n0)[q(n0)� q(1)℄ (4.50)donde n > n0 >> 1. Esto signi�
a que el efe
to de las 
ondi
iones ini
iales
ae a 
ero 
omo �4n. Adem�as, la velo
idad de 
onvergen
ia s�olo dependede � y no de la dispersi�on de autovalores de R, 
omo es usual en otrosalgoritmos.Sin embargo, a pesar del punto 4 anterior, no se elimina la posibilidad de que si elproblema est�a mal 
ondi
ionado, aparez
an problemas num�eri
os que a
arreanproblemas de estabilidad y una mala 
onvergen
ia.
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uadr�ati
o medio en presen
ia de ruidoCuando las series 
on las que se trabajen sean ruidosas, las 
omponentes alea-torias Re(n) y re(n) en (4.25) y (4.26) 
obran 
ada vez m�as y m�as importan
iade manera que hay que tenerlas en 
uenta a la hora de ha
er las aproxima
ionesen los 
�al
ulos anteriores. En esta se

i�on se 
onsidera la in
uen
ia de estas
omponentes en los fa
tores que apare
en en (4.48):i) �Q = E[��t(n)Q��1(n)℄. Se utilizar�a la aproxima
i�on dada en (B.2).Con esta aproxima
i�on se apre
ia que en el t�ermino que se estudia, la 
om-ponente aleatoria apare
e siempre `normalizada' por R, es de
ir, apare
esiempre en la forma `t�ermino de Re=R', el 
ual es despre
iable 
omparado
on los t�erminos en los que Re aparez
a s�olo, simplemente porque �(n)es 
uasideterminista.ii) V X�0 . Utilizando en la expresi�on (4.46) que de�ne a V X�0 las expresiones(4.9), (4.10) y (4.39) que de�nen a sus 
omponentes se puede observar quelos t�erminos en Re no est�an normalizados por R aqu��, por lo que no esposible por tanto omitir la 
omponente aleatoria.En de�nitiva, la in
uen
ia del ruido es mayor para V X�0 que para �Q, demanera que el 
aso ii) hay que 
onsiderarlo en detalle.Desarrollando seg�un la de�ni
i�on de sus 
omponentes se tiene queX(n)��1(n)�0(n) == �x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w0℄ +�t(n)~x(n)e0(n) (4.51)
onsiderando n su�
ientemente grande y teniendo en 
uenta el 
omentario des-pu�es de (4.29) resulta:X(n)��1(n)�0(n) �n!1� �x(n)~xt(n) � r1� � + re(n� 1)� R1� �w0 �Re(n� 1)w0�++ Rt1� � ~x(n)e0(n) +Ret(n)~x(n)e0(n) == �x(n)~xt(n)[re(n�1)�Re(n�1)w0℄+ Rt1� � ~x(n)e0(n)+Ret(n)~x(n)e0(n)(4.52)El valor esperado de esta expresi�on es 
ero 
omo es 
ono
ido para el 
aso ge-neral, aqu�� se ha demostrado para n grandes. Continuando 
on los 
�al
ulos se
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onstruye el siguiente produ
to:X(n)��1(n)�0(n)[X(n)��1(n)�0(n)℄t == f�x(n)~xt(n)[re(n� 1)�Re(n� 1)w0℄++ (1� �)�1Rt~x(n)e0(n) +Ret(n)~x(n)e0(n)gf�x(n)~xt(n)[re(n� 1)�Re(n� 1)w0℄++ (1� �)�1Rt~x(n)e0(n) +Ret(n)~x(n)e0(n)gt (4.53)Realizando los produ
tos indi
ados y tomando valor esperado, teniendo en 
uen-ta que Re(n), re(n) y e0(n) son de media 
ero e independientes del resto devariables aleatorias, resulta:V X�0 !n!1�2V X + �20 � A(1� �)2 + V R� (4.54)dondeV X = E[x(n)~xt(n)fV re +E[Re(n)w0wt0Ret(n)℄g~x(n)xt(n)℄ (4.55)V re = E[re(n)ret(n)℄ (4.56)�20 = E[e20(n)℄ (4.57)V R = E[Ret(n)R~xxRe(n)℄ (4.58)A = RtR~xxR (4.59)De esta forma la expresi�on (4.49) se puede 
omplementar 
on (4.54), teniendoen 
uenta tambi�en que � � 1:q(1) = (1� �)�20 Trf�QAg4 +(1� �)3 ��20Trf�QV Rg4 + Trf�QV Xg4 � ��q0(1) + qe(1) (4.60)donde qe(1) tiene toda la dependen
ia en los estimadores de R y r y portanto aumentar�a su valor 
onforme disminuya la SNR; sin embargo q0(1) nodepender�a de ella. Para situa
iones esta
ionarias q0(1) de
re
e 
omo 1=n yqe(1) 
omo 1=n3. Esto es, el ruido de medi
i�on e0(n) es m�as importante que elruido de estima
i�on. Adem�as, el t�ermino V X se ve afe
tado por el ruido aditivogaussiano (se supone que la variable instrumental se dise~na de manera que R yr no se vean).Los resultados se han dado 
omo una serie perturbativa en (1� �). Se de-ber��an ir ha
iendo las mismas aproxima
iones en todos los t�erminos de (4.44) ala vez, para agrupar los sumandos que sean del mismo orden en el par�ametroperturbativo. En el desarrollo que se ha seguido aqu�� se han tratado por separa-do la matriz �(n) primero y despu�es V X�0 despre
iando posibles intera

iones
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tores. Sin embargo, 
�al
ulos m�as 
uidadosos muestran que la
ontribu
i�on de 
ada t�ermino es del mismo orden que la aqu�� dada. Es de
ir,el ruido de medi
i�on 
ontribuye 
omo (1� �), el ruido en los estimadores 
omo(1� �)3 y no apare
e ning�un t�ermino en (1� �)2.4.2.4 MSD en ambientes ruidosos IIEn este apartado se 
onsiderar�a el efe
to del ruido aditivo en la 
onvergen
iadel MSD; es el an�alisis que se realiz�o en el apartado anterior pero utilizandootra aproxima
i�on. A partir de ahora la desvia
i�on en media 
uadr�ati
a de losestimadores de los pesos se 
al
ular�a mediante D(n) = E[�wt(n)�w(n)℄, es
omo q(n) pero ha
iendo Q = I por simpli�
ar.Combinando (4.15) y (4.16) se puede obtener la siguiente expresi�on:w(n) = w(n� 1) + ��1(n)X(n)��1(n)�(n) (4.61)que desdoblando sus 
omponentes seg�un sus de�ni
iones respe
tivas 
ondu
e aw(n) = w(n� 1) + ��1(n)f�t(n)~x(n)e0(n) + �x(n)~xt(n)[z(n� 1)���(n� 1)w(n� 1)℄+�t(n)~x(n)xt(n)[w0 �w(n� 1)℄g (4.62)
on la 
ual se puede 
onstruir una e
ua
i�on en diferen
ias para el ve
tor de erroren los pesos �w(n) = w(n)�w0,�w(n) = [I � ���1(n)x(n)~xt(n)�(n� 1)����1(n)�t(n)~x(n)xt(n)℄�w(n� 1) + ��1(n)�t(n)~x(n)e0(n)++���1(n)x(n)~xt(n)z(n� 1)� ���1(n)x(n)~xt(n)�(n� 1)w0 (4.63)Las aproxima
iones a utilizar se fundamentan en las 
ondi
iones bajo las quese quieren obtener los resultados. Interesa el MSD en 
onvergen
ia y en pre-sen
ia de ruido de estima
i�on, por tanto se supone n grande y se in
luyen enel desarrollo los primeros t�erminos que 
ontengan informa
i�on sobre ruido deestima
i�on:��1(n) � (1� �)2(RtR)�1�� (1� �)3(RtR)�1[RtRe(n) +Ret(n)R℄(RtR)�1 (4.64)�(n) � 11� �R+Re(n) (4.65)z(n) � 11� �r + re(n) (4.66)Teniendo en 
onsidera
i�on estas aproxima
iones y apli
ando promediado dire
to,
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ua
i�on (4.63) se 
onvierte en:�w(n) = �2�w(n� 1) + (1� �)(RtR)�1Rt~x(n)e0(n)++(1� �)2(RtR)�1Ret(n)~x(n)e0(n)��(1� �)2(RtR)�1[RtRe(n) +Ret(n)R℄(RtR)�1Rt~x(n)e0(n)��(1� �)3(RtR)�1[RtRe(n) +Ret(n)R℄(RtR)�1Ret(n)~x(n)e0(n)��(1� �)2�(RtR)�1x(n)~xt(n)[Re(n� 1)w0 � re(n� 1)℄++(1� �)3�(RtR)�1[RtRe(n) +Ret(n)R℄(RtR)�1x(n)~xt(n)[Re(n� 1)w0�re(n� 1)℄ (4.67)
onstruyendo a partir de esta expresi�on el produ
to es
alar �wt(n)�w(n), to-mando valor esperado y despre
iando por el momento t�erminos en (1 � �)4 seobtiene: D(n) = �4D(n� 1) + (1� �)2�20~
 (4.68)donde s�olo los efe
tos del error de medi
i�on se han in
luido. Los t�erminos en(1 � �)4 son los que 
ontienen informa
i�on sobre el ruido de estima
i�on y seagrupar�an bajo los t�erminos Ve y �e dando �nalmenteD(n) = �4D(n� 1) + (1� �)2�20~
 + (1� �)4�20Ve + (1� �)4�2�e (4.69)donde las magnitudes involu
radas se de�nen 
omo~
 = TrfR(RtR)�2RtR~x~xg (4.70)Ve =E[~xt(n)Re(n)(RtR)�2Ret(n)~x(n)℄��2E[~xt(n)Re(n)(RtR)�1[RtRe(n) +Ret(n)R℄(RtR)�2Rt~x(n)℄��2E[~xt(n)Re(n)(RtR)�2[RtRe(n) +Ret(n)R℄(RtR)�1Rt~x(n)℄++E[~xt(n)R(RtR)�1[RtRe(n) +Ret(n)R℄(RtR)�2[RtRe(n) +Ret(n)R℄(RtR)�1Rt~x(n)℄ (4.71)�e = E[(wt0Ret(n� 1)� ret(n� 1))~x(n)xt(n)(RtR)�2x(n)~xt(n)(Re(n� 1)w0 � re(n� 1))℄ (4.72)Si se 
onsidera que � � 1 se obtiene un valor en 
onvergen
ia deD(1) = (1� �)�20 ~
4 + (1� �)3�20 Ve4 + (1� �)3 �e4 (4.73)en 
ompleta similitud 
on la expresi�on (4.60), donde se estudia la misma situa-
i�on desde otra aproxima
i�on, si se tienen en 
uenta las siguientes rela
iones:~
 $ Trf�QAg, Ve $ Trf�QV Rg y �e $ Trf�QV Xg. Ambos grupos de mag-nitudes est�an de�nidos teniendo en 
uenta los mismos 
ontenidos pero tratadosde distinta manera.
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onvergen
ia para sistemas noesta
ionariosAl igual que se ha llevado a 
abo hasta ahora un an�alisis suponiendo que los
oe�
ientes del �ltro w0 permane
��an 
onstantes en el tiempo, en los pr�oximosapartados se llevar�a a 
abo un estudio an�alogo pero sin esta restri

i�on. Apartir de ahora los 
oe�
ientes del �ltro pueden evolu
inar temporalmente seg�undetermina la serie w0(n).4.3.1 Convergen
ia en mediaEl primer punto importante es 
omprobar que la solu
i�on w(n) dada porORIV en 
ada instante de tiempo sigue de he
ho la evolu
i�on de los par�ametrosdel �ltro w0(n). Esta propiedad es lo que se 
ono
e 
omo 
apa
idad de rastreo.Para estudiar la 
apa
idad de rastreo se partir�a de la e
ua
i�on (4.61) en la
ual el ve
tor de error a priori se puede es
ribir 
omo:�(n) = v(n)�Xt(n)w(n� 1) == �~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄d(n)� xt(n)w(n� 1) � == � 0e0(n)�+�~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄xt(n)[w0(n)�w(n� 1)℄ � (4.74)Usando la expresi�on (4.74) 
onjuntamente 
on (4.9) y (4.10) tras un po
o de�algebra se llega a:X(n)��1(n)�(n) == �t(n)~x(n)e0(n) + �x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄++�t(n)~x(n)xt(n)[w0(n)�w(n� 1)℄ (4.75)En este estudio parti
ular s�olo interesa el 
omportamiento de ORIV 
uando lospar�ametros in
�ognita 
ambian seg�un la serie fw0(n)g (solu
i�on no esta
ionaria).Por tanto se van a despre
iar el resto de 
ontribu
iones, 
omo por ejemploel ruido en los estimadores. Adem�as, 
omo s�olo interesa la 
onvergen
ia, sesupondr�an n grandes y es l��
ito suponer que ��1(n) = (1� �)2(Rt(n)R(n))�1,z(n) = (1 � �)�1r(n) y �(n) = (1 � �)�1R(n). N�otese que ahora, debido aque los 
oe�
ientes del �ltro var��an 
on el tiempo, la estad��sti
a de los pro
esosinvolu
rados puede ser tambi�en variante 
on el tiempo.
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ulando el valor esperado de (4.75) se obtiene:E[X(n)��1(n)�(n)℄ = 11� �Rt(n)R(n)[w0(n)� E[w(n� 1)℄℄++ �1� � [Rt(n)r(n� 1)�Rt(n)R(n� 1)E[w(n� 1)℄℄ (4.76)Volviendo ahora a la expresi�on (4.61) y tomando valor esperado teniendo en
uenta la expresi�on (4.76) 
on r(n� 1) reemplazado por R(n� 1)w0(n� 1) sellega a:E[w(n)℄ = E[w(n� 1)℄ + �(1� �)[w0(n� 1)� E[w(n� 1)℄℄++(1� �)(w0(n)� E[w(n� 1)℄) == �2E[w(n� 1)℄ + (1� �)w0(n) + �(1� �)w0(n� 1) (4.77)donde se ha asumido que [Rt(n)R(n)℄�1Rt(n)R(n�1) = I , o equivalentementeque el sistema evolu
iona su�
ientemente lento 
omo para poder ha
er estaaproxima
i�on. La expresi�on (4.77) es una e
ua
i�on en diferen
ias que tiene
omo solu
i�on parti
ular,E[w(z)℄ = w0(z)� � 1� z�11� �2z�1w0(z) (4.78)o equivalentementeE[w(z)℄ = w0(z)� �(1� z�1) 1Xi=0 �2iz�iw0(z) (4.79)que se puede rees
ribir en fun
i�on del tiempo 
omo sigue,E[w(n)℄ = (1� �)w0(n) + 1� �2� 1Xi=1 �2iw0(n� i) (4.80)La solu
i�on general de la e
ua
i�on homog�enea 
orrespondiente a la e
ua
i�on(4.77) es E[w(n)℄g = �2nE[w(n)℄ que tiende a 
ero para n grandes. El tiempode 
onvergen
ia para la solu
i�on de la parte homog�enea se puede de�nir 
omosigue: E[w(�)℄ = E[w(0)℄e ! 2� ln� = �1 (4.81)lo 
ual signi�
a, asumiendo � � 1, que� = 12(1� �) (4.82)Cuanto mayor sea �, m�as tiempo requiere la solu
i�on en 
onverger a la solu
i�onparti
ular. A su vez, la solu
i�on parti
ular a tiempo n presenta menos 
ontri-bu
iones de tiempos anteriores de w0(n) 
uanto menor es �; esto signi�
a que
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tor de olvido peque~no mejora las 
apa
idades de rastreo. Como ejemplosup�ongase que w0(n) = np donde p es un ve
tor 
onstante. En este 
aso laexpresi�on (4.80) impli
a que w(n) = w0(n � �=(1 � �2)) lo 
ual quiere de
irque la solu
i�on esta
ionaria est�a retrasada respe
to de la solu
i�on verdadera untiempo igual a �=(1��2). T�engase en 
uenta que se han dis
utido dos aspe
tosdistintos: uno es el tiempo que tarda la solu
i�on general de la homog�enea enanularse y el otro es el tiempo de retraso que presenta la solu
i�on esta
ionariarespe
to a la verdadera.Como 
omproba
i�on de (4.80), si se toma w0(n) = w0 se obtiene queE[w(n)℄ = w0 
omo ya se dedujo en el an�alisis en ambientes esta
ionarios.4.3.2 Desvia
i�on en media 
uadr�ati
a en ambientes no es-ta
ionariosEn este apartado se supondr�a, por razones operativas, que los par�ametros delsistema tienen una dependen
ia temporal lineal, 
omo en el ejemplo pre
edente:w0(n) = np (4.83)Pro
ediendo de igual manera que en el apartado anterior se llega f�a
ilmente aque �w(n) = [I � �(1� �)(Rt(n)R(n))�1x(n)~xt(n)R(n� 1)��(1� �)(Rt(n)R(n))�1Rt(n)~x(n)xt(n)℄�w(n� 1)++(1� �)(Rt(n)R(n))�1Rt(n)~x(n)e0(n)++(1� �)(Rt(n)R(n))�1Rt(n)~x(n)xt(n)p� p (4.84)una e
ua
i�on en diferen
ias no homog�enea 
on un 
oe�
iente aleatorio. Debidoa que � � 1 las os
ila
iones del 
oe�
iente aleatorio son peque~nas y se puede
onsiderar que se 
omporta 
omo su valor medio. Es de
ir, volvemos a re
urrira la t�e
ni
a del promediado dire
to, 
on lo que la e
ua
i�on anterior se 
onvierteen �w(n) = �2�w(n� 1) + (1� �)(Rt(n)R(n))�1Rt(n)~x(n)e0(n)��[I � (1� �)(Rt(n)R(n))�1Rt(n)~x(n)xt(n)℄p (4.85)Construyendo el produ
to �wt(n)�w(n), tomando valor esperado y teniendoen 
uenta que e0(n) es independiente del resto de variables aletorias y de media
ero, se llega f�a
ilmente a que:D(n) =�4D(n� 1)� 2�2E[�wt(n� 1)℄�p+ ptp� 2(1� �)ptp++(1��)2�20Tr[R(n)(Rt(n)R(n))�2Rt(n)R~x~x(n)℄++(1��)2ptE[x(n)~xt(n)R(n)(Rt(n)R(n))�2Rt(n)~x(n)xt(n)℄p (4.86)



86 CAP�ITULO 4. EL ALGORITMO ORIVAntes de 
ontinuar es 
onveniente ha
er la siguiente 
onsidera
i�on: tomandovalor esperado en (4.85) se obtieneE[�w(n)℄ = �2E[�w(n� 1)℄� �p (4.87)y para su valor en 
onvergen
iaE[�w(1)℄ = � �1� �2p (4.88)Si esta expresi�on tambi�en se 
onsidera v�alida para n grandes (no s�olo estri
ta-mente en 
onvergen
ia), se puede a
eptar queE[w(n)℄ = w0(n)� �1� �2p n >> 1 (4.89)de forma que esta solu
i�on tiene un tiempo de retraso aso
iado igual aE[w(n)℄ = w0(n� � 0) � 0 = �1� �2 (4.90)Este tiempo de retraso es el mismo obtenido despu�es del 
omentario a
er
a dela e
ua
i�on (4.82) para este mismo ejemplo, 
omo era de esperar.Teniendo en 
uenta la expresi�on (4.89), la e
ua
i�on (4.86) se puede rees
ribir
omo D(n) =�4D(n� 1) + 2�4 � 2�3 + �2 + 2�� 11� �2 ptp++ (1� �)2�20~
(n) + (1� �)2ptH(n)p (4.91)donde ~
(n) = Tr[R(n)(R(n)R(n))�2Rt(n)R~x~x(n)℄ (4.92)H(n) = E[x(n)~xt(n)R(n)(Rt(n)R(n))�2Rt(n)~x(n)xt(n)℄ (4.93)La matriz H y el es
alar ~
 dependen del ��ndi
e temporal n porque el sistemano es esta
ionario. Re
u�erdese asimismo que esta e
ua
i�on s�olo es v�alida paran grandes. La e
ua
i�on en diferen
ias (4.91) 
onverge aD(1) = 1(1� �)2 ptp4 + 72 ptp4 + (1� �)�20 ~
4 + (1� �)ptHp4 (4.94)donde se ha 
onsiderado que � es muy pr�oximo a uno y se han empleado lassiguientes de�ni
iones:H � 4(1� �) limn!1 n�1Xi=0 �4iH(n� i) (4.95)~
 � 4(1� �) limn!1 n�1Xi=0 �4i~
(n� i) (4.96)



4.4. CONDICIONES �OPTIMAS PARA EL RASTREO 87Los sumandos que intervienen en el valor en 
onvergen
ia se han ordenado enimportan
ia de
re
iente. Obs�ervese que lo que m�as in
uye es la no esta
iona-riedad del sistema en estudio y sin embargo el ruido de medi
i�on o
upa el ter
erlugar. La �uni
a 
ontribu
i�on que no se ha tenido en 
uenta es el ruido de esti-ma
i�on de R y r que ya se estudi�o en los apartados 4.2.3 y 4.2.4. Estri
tamentehablando s�olo el an�alisis llevado a 
abo en 4.2.4 es 
ompletamente paralelo, en
uanto a hip�otesis, del realizado aqu�� ya que en el otro apartado se utiliz�o otroplanteamiento. La equivalen
ia te�ori
a y pr�a
ti
a entre ambos planteamientosse demuestra en el apartado 4.5.4.4 Condi
iones �optimas para el rastreoComplementando los aspe
tos estudiados en la e
ua
i�on (4.73) 
on los dela e
ua
i�on (4.94) (ambos estudiados bajo las mismas hip�otesis) se puede obte-ner una e
ua
i�on para el MSD en 
onvergen
ia que englobe todos los fa
toresestudiados hasta ahora:D(1) = 1(1� �)2 ptp4 + 72 ptp4 + (1� �)�20~
4 ++ (1� �)ptHp4 + (1� �)3 �20Ve + �e4 (4.97)Donde a Ve y a �e hay que darle un tratamiento an�alogo al dado a ~
 en laexpresi�on (4.96) (que se puede 
onsiderar 
omo su de�ni
i�on en ambientes noesta
ionarios).En [MB91℄ se obtiene un resultado an�alogo para RLS: el ruido de medi
i�on
ontribuye 
omo (1 � �) y el sumando debido a la no esta
ionariedad 
omo(1� �)�2.Una 
uesti�on importante se plantea al estudiar esta expresi�on, >Cu�al es el� �optimo que da un D(1) m��nimo? Minimizando (4.97) 
on respe
to a �,suponiendo por sen
illez que Ve y �e son nulos, resulta�opt = 1� � 2ptp�20~
 + ptHp�1=3 (4.98)A la vista de la 
ual es interesante dis
utir tres 
asos parti
ulares:1. Cuando la pendiente de la varia
i�on lineal del modelo no esta
ionario quese rastrea se ha
e muy grande, �opt de
re
e.2. Por el 
ontrario, 
omo ya es 
ono
ido, si la pendiente se ha
e 
ada vezm�as peque~na el fa
tor de olvido tiende a la unidad:limp!0 �opt = 1 (4.99)



88 CAP�ITULO 4. EL ALGORITMO ORIV3. Asimismo 
uando el ruido de medi
i�on aumenta �opt tambi�en tiende ala unidad, porque se requiere una memoria larga para 
onseguir buenosestimadores.La expresi�on (4.97) representa el valor en 
onvergen
ia para el error 
ua-dr�ati
o medio teniendo en 
uenta las dos posibles fuentes de error. La primera,e
ua
i�on (4.73), in
luye el error 
uadr�ati
o medio debido a que la memoria �nita(� 6= 1) del algoritmo aumenta la varianza de los estimadores de las magnitudesimpli
adas en la resolu
i�on de (4.1). La segunda, e
ua
i�on (4.94), da 
uentadel error 
uadr�ati
o medio debido a la estima
i�on de sistemas no esta
ionarios.Se sabe que (4.73) es el MSD en estado esta
ionario debido a que � 6= 1. Siel fa
tor de olvido fuese la unidad se tendr��a que (1� �) pasa a ser 1=n y esta
ontribu
i�on se anular��a para n grandes. Sin embargo (4.94) apare
e al tenerque rastrear sistemas no esta
ionarios (en parti
ular en este 
aso sistemas 
onevolu
i�on temporal lineal) y l�ogi
amente, para (1��)! 1=n diverger��a, ya quesi � = 1 se elimina la posibilidad de rastreo. Como se ve, los puntos 1 y 3anteriores presentan situa
iones opuestas, de las 
uales (4.98) sopesa ambas yda la �optima. Las impli
a
iones que a
arrea 
ada 
aso se entender�an mejor a lavista de las simula
iones que se presentan m�as adelante en esta memoria.4.5 Equivalen
ia de las aproxima
iones utiliza-dasEn las dedu

iones realizadas en este 
ap��tulo se han empleado dos e
ua
io-nes de partida distintas, en este apartado se 
omprueba que ambas aproxima-
iones son equivalentes bajo las hip�otesis empleadas.1a aproxima
i�onSe parte de (4.15) junto 
on la de�ni
i�on de K(n) dada en (4.16) que dalugar a w(n) = w(n� 1) + ��1(n)X(n)��1(n)�(n) (4.100)Si se le resta w0 a ambos miembros queda�w(n) = �w(n� 1) + ��1(n)X(n)��1(n)�(n) (4.101)y si ahora se multipli
an ambos miembros por �(n) y se usa (4.8) resulta:�(n)�w(n) = �2�(n� 1)�w(n� 1) +X(n)��1(n)�(n) (4.102)donde 
omo ya es 
ono
ido �0(n) = v(n) �Xt(n)w0. Hasta aqu�� el 
�al
uloha sido exa
to, es de
ir, sin aproxima
iones. Si ahora se multipli
a ��1(n) a



4.5. EQUIVALENCIA DE LAS APROXIMACIONES UTILIZADAS 89ambos miembros y se supone que ��1(n)�(n� 1) = I para n grandes, se llega�nalmente a�w(n) = �2�w(n� 1) + ��1(n)X(n)��1(n)�(n) (4.103)que es el punto de partida de los apartados 4.2.2 y 4.2.3.2a aproxima
i�onPartiendo de la expresi�on (4.100) y teniendo en 
uenta que�(n) = v(n)�Xt(n)w(n� 1) =v(n)�Xt(n)w0 �Xt(n)�w(n� 1) ==�0(n)�Xt(n)�w(n� 1) (4.104)se obtiene:w(n) = w(n� 1)���1(n)X(n)��1(n)Xt(n)�w(n� 1)++��1(n)X(n)��1(n)�0(n) (4.105)
on lo que restando w0 a ambos miembros se llega a:�w(n) =[I � ��1(n)X(n)��1(n)Xt(n)℄�w(n� 1)++��1(n)X(n)��1(n)�0(n) (4.106)Hasta aqu�� el 
�al
ulo es exa
to. Para 
ontinuar se re
urrir�a a la t�e
ni
a delpromediado dire
to que 
onsiste en sustituir el fa
tor entre 
or
hetes por suvalor medio. Esta aproxima
i�on est�a justi�
ada suponiendo que esta 
anti-dad aleatoria se desv��a po
o de su valor medio, 
on lo que no se 
omete granerror. Adem�as, si se supone que los 
omponentes que integran este fa
tor sonestad��sti
amente independientes, lo 
ual es v�alido para n grande, es ne
esariosaber 
�omo se 
omportan las siguientes 
antidades:X(n)��1(n)Xt(n) =�x(n)~xt(n)�(n� 1) +�t(n)~x(n)xt(n)!E[�℄!1 + �1� �RtR (4.107)��1(n)!E[�℄(1� �)2(RtR)�1 (4.108)que teni�endolas en 
uenta en (4.106) lo 
onvierten en:�w(n) = �2�w(n� 1) + ��1(n)X(n)��1(n)�0(n) (4.109)Las e
ua
iones (4.103) y (4.109) son id�enti
as de manera que ambas aproxi-ma
iones son equivalentes. La segunda 
onsiste en apli
ar promediado dire
to



90 CAP�ITULO 4. EL ALGORITMO ORIVa (4.100), que es el m�etodo empleado en los apartados 4.2.4 y 4.3.1. Estob�asi
amente signi�
a que suponer que ��1(n)�(n � 1) = I (lo 
ual se 
umplemejor para n grandes ) es equivalente a apli
ar la t�e
ni
a del promediado di-re
to, lo 
ual es l�ogi
o atendiendo a la propiedad de ergodi
idad de las seriesinvolu
radas.En 
onse
uen
ia, aunque se han obtenido diferentes 
ontribu
iones a D(n)mediante diferentes aproxima
iones, ahora no es de extra~nar que los resultadossean an�alogos.



Cap��tulo 5
Identi�
a
i�on 
iega desistemas MA
Introdu

i�onTal y 
omo se ha ido exponiendo en los 
ap��tulos anteriores el algoritmoORIV es el m�as 
ompleto y general de los tres presentados, es por ello por loque se ha elegido para ser estudiado mediante simula
iones.Se va a apli
ar al problema de la identi�
a
i�on 
iega de modelos de mediam�ovil (MA), mediante el empleo de e
ua
iones que rela
ionan los 
oe�
ientesdel sistema 
on 
umulantes de la salida del mismo.Todos los aspe
tos estudiados te�ori
amente se van a analizar mediante si-mula
iones in
idiendo asimismo en la in
uen
ia que el orden de los 
umulantesempleados tiene en los resultados �nales y en el pro
eso de la 
onvergen
ia. Dosobjetivos se persiguen por tanto en este 
ap��tulo:1. Analizar el 
omportamiento del algoritmo ORIV de forma que 
ompleteel an�alisis te�ori
o.2. Estudiar las ventajas de emplear ex
lusivamente estad��sti
a de alto ordenen la identi�
a
i�on 
iega de sistemas MA.Las hip�otesis bajo las 
uales se va a pro
eder a resolver el problema de la iden-ti�
a
i�on 
iega se exponen en el apartado 5.1, 
on ellas se pueden dedu
ir e
ua-
iones que rela
ionan los 
oe�
ientes 
on los 
umulantes de la salida, tarea que91



92 CAP�ITULO 5. IDENTIFICACI �ON CIEGA DE SISTEMAS MAse realizar�a en el apartado 5.2. La dedu

i�on se har�a tanto en el dominio deltiempo 
omo mediante transformada Z. Posteriormente se detallar�a 
�omo sepuede emplear el algoritmo ORIV para resolver las e
ua
iones propuestas en elapartado 5.3, donde se introdu
ir�a el 
on
epto de ergodi
idad. Antes de pro-
eder a mostrar los resultados experimentales es ne
esario �jar 
on
eptos tales
omo la rela
i�on se~nal-ruido, el error 
uadr�ati
o medio, et
. Estos 
on
eptosse de�nir�an en el apartado 5.4. Los resultados y el an�alisis de las simula
ionesllevadas a 
abo en ambientes esta
ionarios ruidosos se exponen en el aparta-do 5.5, en el apartado 5.6 se mostrar�an y analizar�an los resultados obtenidosen ambientes no esta
ionarios, donde los 
oe�
ientes del sistema experimentantanto una evolu
i�on temporal lineal 
omo aleatoria. Finalmente en el apartado5.7 se 
omplementan los resultados anteriores trabajando en ambientes no esta-
ionarios 
on ruido, adem�as se dis
ute el interesante fen�omeno del seguimientol��mite.5.1 Hip�otesis de partida para la identi�
a
i�on
iegaLa ne
esidad de identi�
ar y modelar sistemas mediante un 
onjunto depar�ametros apare
e al plantear in�nidad de problemas tal y 
omo se puso demani�esto en la introdu

i�on general de esta memoria. En la mayor��a de lasve
es es m�as que su�
iente 
on modelar el sistema mediante una ley lineal, lo
ual fa
ilita el problema matem�ati
amente hablando enormemente. Tambi�enes 
ono
ido de 
ap��tulos pre
edentes que un sistema lineal viene perfe
tamentede�nido por su respuesta impulso y por tanto el objetivo primordial de 
ualquieridenti�
a
i�on es determinar �esta.Para evitar problemas indeseables 
on el modelo obtenido en el pro
eso deidenti�
a
i�on, tales 
omo falta de estabilidad del mismo, es usual optar por unmodelo 
on respuesta impulso �nita de orden q, donde los par�ametros que lode�nen son fb0; b1; :::; bqg, es de
ir,x(n) = qXi=0 biw(n� i) (5.1)tambi�en 
ono
ido 
omo un modelo de media m�ovil ( moving average) MA(q),donde fw(n)g es la se
uen
ia de ex
ita
i�on del sistema. Esta se
uen
ia es ave
es a

esible, al igual que la salida fx(n)g, 
on lo que la identi�
a
i�on se llevaa 
abo sin grandes problemas.Hay, sin embargo, situa
iones m�as 
omplejas en las que s�olo la salida es
ono
ida y 
on ella hay que llevar a 
abo la identi�
a
i�on. M�as a�un, mu
hasve
es �esta se en
uentra 
ontaminada 
on ruido aditivo v(n) y es la salida ruidosa



5.2. IDENTIFICACI �ON CIEGA MEDIANTE CUMULANTES 93y(n) la que ha de emplearse. T�engase en 
uenta quey(n) = x(n) + v(n) (5.2)Como ya es sabido este nuevo problema re
ibe el nombre de identi�
a
i�on 
ie-ga y para resolverlo, de aqu�� en adelante, se tendr�an en 
uenta las siguientessuposi
iones [Rui95℄:A) La se
uen
ia de ex
ita
i�on del modelo fw(n)g no es a

esible y es un pro-
eso aleatorio no gaussiano de media 
ero, independiente e id�enti
amentedistribuido 
on al menos 0 < j
kwj < 1 y 0 < j
k�1wj < 1 
on k > 3,siendo 
kw el 
umulante (para intervalos temporales nulos) de orden k-�esimo de la variable aleatoria w(n).B) El ruido aditivo fv(n)g es un pro
eso gaussiano, blan
o o 
oloreado, in-dependiente de la se~nal de entrada fw(n)g, y en 
onse
uen
ia de la salidafx(n)g.C) El sistema MA es 
ausal e invariante en el tiempo, posiblemente de faseno m��nima, 
on bq 6= 0.Empleando estas hip�otesis, en el pr�oximo apartado, se van a obtener e
ua
ionesque liguen los 
umulantes de la salida del sistema 
on los par�ametros que lodeterminan. Cada e
ua
i�on que se derive tendr�a sus propiedades parti
ulares,la importan
ia de las 
uales se pondr�a de mani�esto en posteriores simula
iones.5.2 Identi�
a
i�on 
iega mediante 
umulantesYa se ha puesto de mani�esto 
on anterioridad en esta memoria la idoneidadde usar 
umulantes en vez de momentos. Sus 
ara
ter��sti
as los ha
en muy �utilesa la hora de resolver 
iertos problemas y para la identi�
a
i�on 
iega no es unaex
ep
i�on (v�ease por ejemplo [CN90℄, [DL01℄, [HOS00℄, [JK92℄, [Kai99℄, [PF91℄),siendo las m�as importantes las siguientes [Men91℄:1. Son operadores lineales, de manera que 
ualquier 
umulante de la sumade dos 
onjuntos de variables aleatorias independientes equivale a la sumade ese mismo 
umulante de 
ada una de las variables por separado:C[x1 + y1; x2 + y2; :::; xn + yn℄ = C[x1; x2; :::; xn℄ + C[y1; y2; :::; yn℄ (5.3)2. Los 
umulantes de orden mayor que 2 de 
ualquier pro
eso gaussiano, de
ontenido espe
tral arbitrario, son nulos.



94 CAP�ITULO 5. IDENTIFICACI �ON CIEGA DE SISTEMAS MA3. Los 
umulantes llevan informa
i�on sobre la fase del sistema de forma quepueden identi�
ar sistemas de fase no n��mima.La prin
ipal 
onse
uen
ia de los puntos 1 y 2 es que el 
umulante de la salida
ontaminada y(n) 
oin
ide 
on el 
umulante de la salida sin 
ontaminar x(n)siempre y 
uando el 
umulante tenga orden mayor que dos:
ky(�1; :::; �k�1) = 
kx(�1; :::�k�1) (5.4)n�otese que las series se suponen esta
ionarias de orden k por lo que los 
umu-lantes s�olo dependen de las diferen
ias entre los tiempos estudiados, tal y 
omomuestra la nota
i�on empleada.Por tanto, para resolver el problema de la identi�
a
i�on 
iega en la situa
i�ondes
rita en los �ultimos p�arrafos lo que queda es en
ontrar rela
iones entre los
umulantes de la salida del sistema y los 
oe�
ientes del modelo MA. Existendiversas formas de en
ontrar di
has rela
iones, en esta memoria se derivar�ansiguiendo dos 
aminos distintos: mediante el empleo de la transformada Z ymediante rela
iones temporales entre 
umulantes.5.2.1 Obten
i�on de e
ua
iones mediante la transformadaZEn este apartado se van a en
ontrar rela
iones entre 
umulantes de orden k yk�1-�esimo. La forma de rela
ionarlos va a ser mediante 
ombina
iones linealesde los mismos donde los 
oe�
ientes son 
iertas fun
iones de los par�ametrosdel modelo. Para obtener tales rela
iones se parte ([Rui95℄, [CRGM95℄) de lassiguientes se
uen
ias:s1(�1; �2; :::; �k) = 
kx(�1; �2; :::�k�1)Æ(�k) (5.5)s2(�1; �2; :::; �k) = 
k�1x(�1; �2; :::�k�2)Æ(�k�1)Æ(�k � �k�2) (5.6)Tomando transformada Z a ambas igualdades resulta:S1(z1; z2; :::; zk) = Ckx(z1; z2; :::; zk�1) == 
kwB(z1)B(z2):::B(zk�1)B((z1z2:::zk�1)�1) (5.7)S2(z1;z2; :::; zk) = Ck�1x(z1; z2; :::; zk�2zk) == 
k�1wB(z1)B(z2):::B(zk�3)B(zkzk�2)B((z1z2:::zk)�1) (5.8)Donde se ha empleado la siguiente expresi�on debida a Brillinger y a Rosenblatt[BR67℄: 
kx(�1; �2; :::�k�1) = 
kw qXi=0 bibi+�1 :::bi+�k�1 (5.9)



5.2. IDENTIFICACI �ON CIEGA MEDIANTE CUMULANTES 95v�alida para el modelo MA(q) de�nido en la e
ua
i�on (5.1). Combinando a
ontinua
i�on las expresiones (5.7) y (5.8) se puede obtener que
k�1wB(zkzk�2)B((z1z2:::zk)�1)Ckx(z1; z2; :::; zk�1) == 
kwB(zk�2)B(zk�1)B((z1z2:::zk�1)�1)Ck�1x(z1; z2; :::; zk�2zk) (5.10)Tomando la transformada Z inversa de orden k se obtiene la rela
i�on equivalenteen el dominio del tiempo:
k�1w qXi=0 bib�k+i
kx(�1 + i; �2 + i; :::; �k�2 � �k; �k�1) == 
kw qXi=0 bib�k�2��k+ib�k�1+i
k�1x(�1 + i; �2 + i; :::; �k�3 � i; �k) (5.11)Esta e
ua
i�on general se parti
ularizar�a a dos 
asos 
on
retos que ser�an losempleados en las simula
iones posteriores. Como se puede apre
iar, 
ono
ien-do los 
umulantes de la salida x(n) del modelo MA se pueden determinar los
oe�
ientes del modelo.Parti
ulariza
i�on primera. Cumulantes de orden 2 y 3Si en la expresi�on (5.11) se ha
e k = 3, �2 = 0 y �1 = m se obtiene lasiguiente rela
i�on:qXk=0 b2k
2x(m� k) = �2w
3w qXk=0 bk
3x(m� k;m� k) (5.12)que tiene sentido 
uando �q � m � 2q. Es una expresi�on que rela
iona 
umu-lantes de orden 2 y 3 
on los par�ametros del sistema, fue obtenida por primeravez por Giannakis y Mendel [GM89℄ y por este motivo se le suele 
ono
er 
omoe
ua
i�on GM.Parti
ulariza
i�on segunda. Cumulantes de orden 3 y 4Si en la expresi�on (5.11) se ha
e k = 4, �4 = �3 = �2 = 0 y �1 = m se puedellegar, tras alguna modi�
a
i�on, a:qXk=0 b3k
3x(m� k;m� k) = 
3w
4w qXk=0 b2k
4x(m� k;m� k;m� k) (5.13)que rela
iona los 
umulantes de orden 3 y 4 de la salida del sistema 
on lospar�ametros que lo de�nen. Esta e
ua
i�on fue propuesta de forma independienteen [Rui95℄ y [NKSK95℄.



96 CAP�ITULO 5. IDENTIFICACI �ON CIEGA DE SISTEMAS MA5.2.2 Obten
i�on de e
ua
iones en el dominio del tiempoTambi�en es posible obtener una expresi�on que generaliza la e
ua
iones (5.12)y (5.13) en el dominio del tiempo. Para ello el punto de partida es la e
ua
i�onde Brillinger-Rosenblatt (5.9), gra
ias a la 
ual es posible es
ribir queqXi=0 bki 
kx(0; (k�2)::: ; 0 i�m) = 
kw qXi;l bki bk�1l bl+i�m (5.14)realizando s�olamente la sumatoria en i y teniendo en 
uenta de nuevo la expre-si�on (5.9) queda:qXi=0 bki 
kx(0; (k�2)::: ; 0; i�m) = 
kw
k+1w qXl bk�1l 
k+1x(0; (k�1)::: ; 0 ; l�m) (5.15)Renombrando l 
omo i y teniendo en 
uenta las simetr��as de los 
umulantes, sellega �nalmente a la expresi�on deseada.qXi=0 bki 
kx(m� i; (k�1)::: ; m� i) = 
kw
k+1w qXi bk�1i 
k+1x(m� i; (k)::: ; ;m� i) (5.16)A partir de ella es dire
to obtener la expresi�on (5.12) ha
iendo k = 2 y laexpresi�on (5.13) ha
iendo k = 3 (ya derivada en el dominio del tiempo en[ARBC02a℄).5.2.3 Cara
ter��sti
as de las e
ua
iones obtenidasLas 
ara
ter��sti
as de las expresiones (5.12) y (5.13) se pueden dedu
ir de lasenun
iadas para los 
umulantes en la p�agina 93. B�asi
amente se pueden resumiren dos: inmunidad al ruido gaussiano a~nadido y 
apa
idad para determinar lafase del sistema. La inmunidad al ruido se re�ere al he
ho de que en (5.12) y(5.13) se pueden sustituir los 
umulantes de x(n) por los 
umulantes de y(n) taly 
omo sugiere la expresi�on (5.4), por lo que las expresiones a utilizar �nalmenteser�an: qXk=0 b2k
2y(m� k) = �2w
3w qXk=0 bk
3y(m� k;m� k) (5.17)qXk=0 b3k
3y(m� k;m� k) = 
3w
4w qXk=0 b2k
4y(m� k;m� k;m� k) (5.18)La importan
ia de este resultado radi
a en que in
luso re
urriendo a los 
umu-lantes de la salida ruidosa y(n) del sistema, se puede estable
er una rela
i�on 
on
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oe�
ientes del sistema, de manera que es posible llevar a 
abo la identi�-
a
i�on sin sesgo. En realidad esto no es totalmente 
ierto ya que para k = 2 laexpresi�on (5.4) no es v�alida y por tanto tampo
o es totalmente 
ierta la e
ua-
i�on (5.17); sin embargo, debido a que en mu
has 
ir
unstan
ias el �uni
o dato
ono
ido es la salida 
ontaminada por ruido, se a
eptar�a di
ha e
ua
i�on (asu-miendo sus limita
iones) y en las simula
iones posteriores se analizar�a 
�omo leafe
ta a su falta de inmunidad el ruido aditivo gaussiano.Sin embargo ambas e
ua
iones llevan informa
i�on sobre la fase del sistemaya que in
luyen 
umulantes de orden mayor que dos. La e
ua
i�on GM in
luye
umulantes de orden 3 y la expresi�on (5.18) in
luye 
umulantes de orden 3 y 4,por tanto ser�an perfe
tamente 
apa
es de identi�
ar sistemas de fase no m��nima.La autor��a de la e
ua
i�on de GM pare
e no tener duda y en la literaturaespe
ializada siempre apare
e 
on ese nombre debido a Giannakis y a Mendel[GM89℄. Sin embargo la autor��a de la e
ua
i�on (5.18) no se le puede adjudi
arf�a
ilmente a ning�un autor porque se tiene 
ono
imiento de su obten
i�on tantopor Ruiz [Rui95℄ 
omo por Y.J. Na et al. [NKSK95℄ mediante transformadaZ, simult�aneamente. La obten
i�on de la e
ua
i�on 
on 
umulantes de orden 3 y4 se realiz�o en [ARBC02a℄ en el dominio del tiempo y en esta memoria se hapresentado en la e
ua
i�on (5.16) una expresi�on obtenida asimismo en el dominiodel tiempo que generaliza tanto �esta 
omo la de GM, ya que rela
iona 
umulantesde orden k y k + 1, 8 k.Estas propiedades te�ori
as deben 
ompletarse 
on las propiedades de susestimadores, ya que 
omo es 
ono
ido los 
umulantes ne
esarios hay que es-timarlos ya que no suele ser habitual 
ono
er perfe
tamente la estad��sti
a delas series involu
radas. Este segundo 
onjunto de propiedades se dis
utir�a m�asadelante en lo referente al an�alisis de los resultados de las simula
iones.5.3 Resolu
i�on mediante el algoritmo ORIVUna vez obtenidas las e
ua
iones ne
esarias para identi�
ar de forma 
iegalos sistemas MA, que son el 
ulmen y resumen de un 
onjunto de hip�otesis yde
isiones sobre las herramientas a utilizar, es ne
esario dar un paso m�as y elegirla forma de resolver di
has e
ua
iones.Los m�etodos que trabajan 
on lotes de datos suelen dar resultados m�asexa
tos, pero son po
o �utiles en situa
iones donde el sistema evolu
ione 
on eltiempo porque resolver las e
ua
iones para 
ada instante de tiempo requiere gran
arga 
omputa
ional. Para ese tipo de situa
iones se dise~naron los algoritmosadaptativos y 
on ellos se resolver�an las e
ua
iones presentadas anteriormente.En parti
ular, de los tres algoritmos estudiado, RLS, RIV y ORIV se elegir�a



98 CAP�ITULO 5. IDENTIFICACI �ON CIEGA DE SISTEMAS MAeste �ultimo por dos motivos:1. Su formalismo permite el uso de una variable instrumental, ne
esaria 
omose ver�a un po
o m�as adelante para resolver e
ua
iones que involu
renestad��sti
a de alto orden.2. Permite tratar mayor 
antidad de informa
i�on ya que es 
apaz de resolversistemas de e
ua
iones sobredeterminados.Tambi�en se han desarrollado algoritmos ORIV r�apidos [BSN00℄. En los pr�oximosapartados se detalla 
�omo es posible adaptar el algoritmo ORIV para resolvere
ua
iones del tipo de (5.17) y (5.18), para ello es ne
esario 
ono
er 
�omo seestiman los momentos y 
umulantes re
urriendo a la ergodi
idad.5.3.1 Ergodi
idadTal y 
omo se ha a�rmado antes es ne
esario re
urrir a estimadores de los
umulantes. Como es habitual estos se 
al
ular�an mediante promedios tempo-rales porque la serie y(n) se supondr�a erg�odi
a. Una serie de variables aleatoriasse dir�a que es erg�odi
a 
uando los promedios llevados a 
abo en las distintasvariables de la serie 
oin
idan 
on promedios en realiza
iones. Como ejemplosup�ongase que se quiere 
al
ular el siguiente valor esperado E[s1s2℄ donde s1 y s2son dos variables aleatorias pertene
ientes a una serie dada por fs1; s2; :::; sNg.Sup�ongase adem�as que se dispone de una realiza
i�on de di
ha serie dada porfr1; r2; :::; rNg. Seg�un la propiedad de ergodi
idad, se puede aproximarE[s1s2℄ = 1N � 1 NXi=2 riri�1 (5.19)Para el 
aso m�as 
on
reto que ahora nos o
upa, el ��ndi
e utilizado en las series
on las que se trabaja es el tiempo, por lo que la propiedad de ergodi
idad setradu
e ahora en a�rmar que los promedios temporales igualan a promediosen realiza
iones. De todas formas esta equivalen
ia se da 
ompletamente s�oloen el 
aso de que se 
onoz
an in�nitas muestras temporales; 
omo esto no esposible, en la pr�a
ti
a mediante promedios temporales no se 
onsigue m�as queestimadores de los promedios en realiza
iones. Es de
ir, s�olo es posible estimarlos momentos de las series aleatorias involu
radas. De forma gen�eri
a, si se
ono
en L datos de la salida del sistema fy(1); y(2); :::; y(L)g, los momentos deorden k se estiman mediante la siguiente expresi�on:m̂ky(�1; �2; :::; �k�1) = 1L LXi=0 y(i)y(i+ �1)y(i+ �2):::y(i+ �k�1) (5.20)



5.3. RESOLUCI �ON MEDIANTE EL ALGORITMO ORIV 99El s��mbolo ^ se ha in
luido para indi
ar que es un estimador. A partir de losmomentos se pueden estimar los 
umulantes seg�un su de�ni
i�on.T�engase en 
uenta que si una serie es erg�odi
a enton
es tambi�en es esta
io-naria (desde el punto de vista estad��sti
o): si la serie no es esta
ionaria tienepo
o sentido utilizar, por ejemplo, las parejas y(1)y(2) y y(14)y(15) para es-timar el valor esperado E[y1y2℄. De todas formas, 
atalogar a una serie 
omoesta
ionaria depende del intervalo de observa
i�on. Si la estad��sti
a de una serie
ambia po
o 
on el tiempo y el intervalo no es muy grande, esta serie se puedesuponer 
omo esta
ionaria.Estima
i�on adaptativa de momentosEn el 
aso de pro
esos no esta
ionarios la argu
ia usada m�as 
om�unmentees la introdu

i�on de un fa
tor de olvido (forgetting fa
tor), notado en estamemoria por �, que d�e menos peso a las muestras m�as antiguas y mayor a lasnuevas. Por ejemplo, para la varianza de la serie fy(n)g se puede proponer:~�2(n) = nXi=1 �n�iy2(i) (5.21)En esta idea se basa tambi�en ORIV para estimar los 
umulantes de ter
er y
uarto orden, mediante las de�ni
iones (4.2) y (4.3) teniendo en 
uenta (5.31)y (5.37) seg�un la e
ua
i�on a resolver.Ser��a 
onveniente introdu
irle alg�un tipo de normaliza
i�on1 al estimadoranterior. Se propone la siguiente: suponiendo que se trabaja en un entornoesta
ionario y tomando valor esperado resulta que (5.21) se 
onvierte en:E[~�2(n)℄ = nXi=1 �n�i�2y = 1� �n1� � �2y (5.22)Por lo que pare
e natural de�nir el estimador de la siguiente manera:�̂2(n) = 1� �1� �n nXi=1 �n�iy2(i) (5.23)Por su utilidad es 
onveniente derivar su e
ua
i�on de a
tualiza
i�on, obtenida sindi�
ultad:�̂2(n+ 1) = 1� �n1� �n+1��̂2(n) + 11� �n+1 (1� �)y2(n+ 1) (5.24)1Esta normaliza
i�on apare
e en el 
uerpo de ORIV y s�olo es ne
esario introdu
irla para
al
ular la varianza en (5.37). En el resto de valores esperados no ha
e falta introdu
irlaporque se trabaja 
on igualdades entre ellos y por tanto la normaliza
i�on no in
uye.



100 CAP�ITULO 5. IDENTIFICACI �ON CIEGA DE SISTEMAS MAComo el fa
tor de olvido est�a 
omprendido entre 0 y 1, si se 
onsidera n >> 1,la e
ua
i�on de a
tualiza
i�on anterior se redu
e a:�̂2(n+ 1) = ��̂2(n) + (1� �)y2(n+ 1) (5.25)En [FP89℄ se propone la utiliza
i�on de (5.25), mientras que en esta Memoriase propone la a
tualiza
i�on dada en (5.24) ya que es m�as exa
ta. Posteriormentese ver�a la diferen
ia de 
omportamiento entre ambos 
asos.5.3.2 Apli
ando ORIV a e
ualiza
i�on 
iegaUna vez determinado 
�omo se estimar�an los 
umulantes se puede pro
edera detallar 
�omo se pueden resolver las e
ua
iones (5.17) y (5.18) mediante elalgoritmo ORIV. Comen
emos por la primera de ellas.Para 
entrar ideas se puede a�rmar que en la e
ua
i�on (5.17) apare
en ele-mentos que se pueden englobar dentro de tres 
lases distintas:1. Estad��sti
a de la salida del sistema, es de
ir, 
umulantes diagonales deorden 2 y 3 de la serie fy(n)g.2. Estad��sti
a de la ex
ita
i�on del modelo, en parti
ular los 
umulantes paraintervalos temporales nulos de orden 2 y 3 de la serie fw(n)g.3. Los par�ametros que de�nen al sistema, que apare
en en diversas formasfun
ionales no lineales.De estos tres grupos s�olo se puede tener a

eso dire
to al primero de ellos, yaque s�olo se 
ono
e la salida (
ontaminada) del sistema y 
on ella se puedenestimar los 
umulantes 
orrespondientes. De forma que los otros dos grupos
onstituyen las in
�ognitas del problema.En prin
ipio el 
onjunto de las in
�ognitas es f�2w; 
3w; b1; :::; bqg, re
u�erdeseque b0 � 1. Pero si se quiere resolver mediante ORIV se est�a en la obliga
i�onde expresar la e
ua
i�on en forma de una e
ua
i�on matri
ial y por tanto debe serlineal en las in
�ognitas. Una forma de 
onseguir esto es rees
ribir la e
ua
i�on(5.17) tal y 
omo sigue: �(n)w(n) = z(n) (5.26)donde se de�ne: �(n) = ��1(n) j �2(n)� (5.27)
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�1(n) =

0BBBBBBBBBBBBBB�

̂3(�q;n) 0 : : : 0
̂3(�q + 1;n) 
̂3(�q;n) : : : 0... ... . . . ...... ...
̂3(q;n) 
̂3(q � 1;n) : : : 
̂3(0;n)0 . . .... . . .0 : : : : : : 
̂3(q;n)

1CCCCCCCCCCCCCCA 3q + 1� q + 1
�2(n) =

0BBBBBBBBBBBBB�
0 : : : : : : 0
̂2(�q;n) : : : : : : 0
̂2(�q + 1;n) 
̂2(�q;n) : : : 0... ... ... ...... ... ... ...
̂2(q;n) 
̂2(q � 1;n) : : : 
̂2(1;n)...0 : : : : : : 
̂2(q � 1;n)

1CCCCCCCCCCCCCA 3q + 1� q
(5.28)w(n) = (�(n); �b1(n); :::; �bq(n);�b21(n); :::;�b2q(n))t � = �2w
3w (5.29)z(n) = (
̂2(�q;n); 
̂2(�q + 1;n); :::; 
̂2(q;n); 0; :::; 0)t (5.30)Donde la nota
i�on utilizada ha sido que 
̂k(m;n) es el estimador del 
umulantediagonal 
ky(m;m; :::(k�1);m) empleando n datos, o equivalentemente, a tiem-po n. Como las magnitudes 
ono
idas dependen de n tambi�en lo har�an lasin
�ognitas y as�� se ha indi
ado.Hay que resaltar que las in
�ognitas son fun
iones no lineales de los par�ametrosdel sistema, pero este es el pre
io que hay que pagar por expresarlas en formamatri
ial. Ser��a posible resolver las e
ua
iones teniendo en 
uenta estas depen-den
ia, pero enton
es la matem�ati
a se 
ompli
ar��a enormemente.Para resolver el problema, por tanto, lo primero que se podr��a intentar es,una vez obtenidas n muestras de la serie de salida (
ontaminada) y(n) 
al
ularlos 
umulantes de segundo y ter
er orden ne
esarios, 
on ellos 
onstruir la matriz�(n) y el ve
tor z(n) y resolver la e
ua
i�on matri
ial 
orrespondiente 
al
ulan-do la pseudoinversa. Sin embargo este m�etodo no ha
e uso de la estru
turaparti
ular de la matriz ni del ve
tor.Una forma sen
illa de estimar los 
umulantes ne
esarios es de�niendo las



102 CAP�ITULO 5. IDENTIFICACI �ON CIEGA DE SISTEMAS MAsiguientes 
antidades:~x(n) = [y(n); :::; y(n� 3q)℄tx(n) = [y2(n� q); :::; y2(n� 2q)jy(n� q � 1); :::; y(n� 2q)℄td(n) = y(n� q) (5.31)
y notando que, 
on ellas, la matriz �(n) de�nida en (4.2) 
oin
ide 
on la ma-triz �(n) aqu�� de�nida y que, analogamente, el ve
tor z(n) de�nido en (4.3)
oin
ide 
on el ve
tor z(n) de�nido aqu��. Esto impli
a que ORIV, dado en latabla 4.1 y utilizando las de�ni
iones de (5.31), es 
apaz de resolver la e
ua
i�on(5.26). Debido a las propiedades ya 
ono
idas de ORIV la resolu
i�on impli
ar�aun ahorro 
omputa
ional 
on respe
to a una inversi�on matri
ial 
onven
ional,adem�as de que 
on la llegada de una nueva muestra de la salida y(n + 1), noes ne
esario volver a estimar de nuevo la matriz y repetir el pro
eso sino que elmismo ORIV se en
arga de a
tualizar los estimadores w(n). Una vez obtenidoslos estimadores w(n) se pueden obtener los estimadores de los pesos del �ltroutilizando la expresi�on (5.29).Tambi�en hay que resaltar que aunque la matriz �(n) tenga en teor��a ele-mentos que son nulos, 
uando se estiman esos elementos no ser�an exa
tamenteigual a 
ero puesto que tomar�an el valor de un estimador de un 
umulante quedebe ser nulo. Este efe
to tendr�a in
uen
ias 
ada vez menores 
onforme m�asdatos se 
ono
en y aumenta la 
alidad de los estimadores.Una dis
usi�on pare
ida se puede realizar para la resolu
i�on de la e
ua
i�on(5.18) que rela
iona 
umulantes de ter
er y 
uarto orden 
on los par�ametros delsistema. Se puede es
ribir en forma de una e
ua
i�on matri
ial:�(n)w(n) = z(n) (5.32)donde se de�ne: �(n) = ��1(n) j �2(n)� (5.33)
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�1(n) =

0BBBBBBBBBBBBBB�

̂4(�q;n) 0 : : : 0
̂4(�q + 1;n) 
̂4(�q;n) : : : 0... ... . . . ...... ...
̂4(q;n) 
̂4(q � 1;n) : : : 
̂4(0;n)0 . . .... . . .0 : : : : : : 
̂4(q;n)

1CCCCCCCCCCCCCCA 3q + 1� q + 1
�2(n) =

0BBBBBBBBBBBBB�
0 : : : : : : 0
̂3(�q;n) : : : : : : 0
̂3(�q + 1;n) 
̂3(�q;n) : : : 0... ... ... ...... ... ... ...
̂3(q;n) 
̂3(q � 1;n) : : : 
̂3(1;n)...0 : : : : : : 
̂3(q � 1;n)

1CCCCCCCCCCCCCA 3q + 1� q
(5.34)w(n) = (�(n); �b21(n); :::; �b2q(n);�b31(n); :::;�b3q(n))t � = 
3w
4w (5.35)z(n) = (
̂3(�q;n); 
̂3(�q + 1;n); :::; 
̂3(q;n); 0; :::; 0)t (5.36)Y puede ser resuelta mediante ORIV si los ve
tores de entrada, instrumental yrespuesta deseada se de�nen 
omo:~x(n) = [y(n); :::; y(n� 3q)℄tx(n) = [y3(n� q); :::; y3(n� 2q)jy2(n� q � 1); :::; y2(n� 2q)℄t�� 3�̂2(n)[y(n� q); :::; y(n� 2q)j0; :::; 0℄td(n) = y2(n� q) (5.37)donde �̂2(n) es un estimador de la varianza de la serie de salida y(n).En de�nitiva, las e
ua
iones (5.17) y (5.18) junto 
on el algoritmo ORIV
onstituyen dos m�etodos de identi�
a
i�on 
iega y adaptativa de sistemas MA,de aqu�� en adelante se designar�an por ORIV-C2C3 y ORIV-C3C4 respe
tiva-mente; propuestos, aunque no analizados, en [FP89℄ y [KJYS97℄. De di
hosm�etodos se 
ono
e el 
omportamiento te�ori
o de ORIV y el 
omportamientote�ori
o de los estimadores de los 
umulantes que apare
en en las e
ua
iones(5.17) y (5.18), lo 
ual da el 
omportamiento te�ori
o global del m�etodo. Este
omportamiento esperado se 
onstatar�a mediante simula
iones [ARBC02b℄ enlos pr�oximos apartados.



104 CAP�ITULO 5. IDENTIFICACI �ON CIEGA DE SISTEMAS MA5.4 Introdu

i�on al an�alisis experimental reali-zadoUna vez a
larados todos los aspe
tos te�ori
os del problema se ha
e ne
esario
omprobarlos mediante simula
iones [RABC00℄. Tanto el sistema a identi�
ar
omo la salida del mismo y el resto de elementos se han generado mediante unordenador personal, siguiendo las dire
tri
es espe
i�
adas en los siguientes apar-tados. Esta forma de a
tuar permite 
ontrolar perfe
tamente los par�ametros delsistema de forma que se fa
ilita en gran medida su an�alisis posterior.5.4.1 Aspe
tos generales de los modelos a identi�
arLos sistemas bajo estudio se modelan 
omo sistemas MA(q) ex
itados me-diante una serie fw(n)g seg�un la expresi�on que se reprodu
e a 
ontinua
i�on por
omodidad: x(n) = qXi=0 biw(n� i) (5.38)donde los par�ametros fb0; :::; bqg son espe
���
os de 
ada 
aso parti
ular a estu-diar y se determinar�an en su momento. Asimismo, y 
omo es 
ono
ido, en lasitua
i�on m�as general posible la salida estar�a 
ontaminada 
on ruido v(n), deforma que los datos a

esibles sony(n) = x(n) + v(n) (5.39)Las 
ara
ter��sti
as 
omunes a todos los 
asos a estudiar son:1. El pro
eso fw(n)g es i.i.d 
on FDP exponen
ial de media nula, varianzaunidad, fa
tor de asimetr��a 2 y 
urtosis 6.2. El ruido aditivo fv(n)g se obtiene �ltrando ruido gaussiano blan
o por un�ltro ARMA de�nido por AR= [1 �2:2 1:77 �0:52℄ y MA=[1 �1:25℄.3. Los 
oe�
ientes fb0; :::; bqg son todos reales 
on b0 = 1.5.4.2 Algunos 
on
eptos �utilesPara �jar ideas y la nota
i�on, en las siguientes l��neas se de�nen algunos
on
eptos que ser�an ne
esarios tanto para espe
i�
ar 
ompletamente el sistemay el ambiente, 
omo para estudiar el 
omportamiento de los m�etodos.



5.4. INTRODUCCI �ON AL AN�ALISIS EXPERIMENTAL REALIZADO 105Rela
i�on se~nal ruidoLa rela
i�on se~nal ruido o SNR (signal to noise ratio), se de�ne 
omo el
o
iente entre la poten
ia de la salida x(n) del sistema lineal y la poten
ia delruido v(n) a~nadido, en de
ibelios:SNR = 10 log �2x�2v (5.40)A menor SNR mayor es la importan
ia del ruido aditivo.Error 
uadr�ati
o medioEl error 
uadr�ati
o medio MSE (mean square error) permite medir la bon-dad de los estimadores obtenidos mediante los m�etodos bajo estudio. En estamemoria se de�nir�a 
omo la desvia
i�on en media 
uadr�ati
a de los ve
toresin
�ognita respe
to a sus valores verdaderos, tambi�en in
luyen un t�ermino pormotivos de normaliza
i�on:MSE(n) = E[(w(n)�w0)t(w(n)�w0)℄wt0w0 �� 1Nr NrXr=1 (w(r)(n)�w0)t(w(r)(n)�w0)wt0w0 (5.41)En este 
aso el valor esperado se ha sustituido por un promedio en lasNr realiza-
iones disponibles. T�engase en 
uenta que el super��ndi
e r indi
a la realiza
i�on
orrespondiente.Para los m�etodos ORIV-C3C4 y ORIV-C2C3 los ve
tores de in
�ognitas ver-daderos son, respe
tivamente, los siguientes:w0 = [�; �b21; :::; �b2q;�b31; :::;�b3q ℄t � = 
3w
4w (5.42)w0 = [�; �b1; :::; �bq;�b21; :::;�b2q ℄t � = �2w
3w (5.43)Como se puede apre
iar en las de�ni
iones respe
tivas, el MSE 
oin
ide 
onD(n) y q(n) salvo normaliza
i�on o rees
alado de 
omponentes. En lo que sigueno se distinguir�an unos de otros.Curva de aprendizajeComo se apre
ia en la de�ni
i�on (5.41) el error 
uadr�ati
o medio dependedel tiempo, ya que se dispone de un estimador para 
ada instante de tiempo. A



106 CAP�ITULO 5. IDENTIFICACI �ON CIEGA DE SISTEMAS MAla representa
i�on del MSE en fun
i�on de n se le 
ono
e 
omo 
urva de aprendi-zaje y es algo 
ara
ter��sti
o de los algoritmos adaptativos. Como se sabe de los
ap��tulos respe
tivos al an�alisis te�ori
o presenta una primera parte de 
onver-gen
ia ha
ia un valor esta
ionario (steady state) y luego una parte horizontalrelativa a di
ho valor de 
onvergen
ia. El tiempo que tarda en 
onverger alestado esta
ionario se 
ono
e 
omo tiempo de 
onvergen
ia, aunque no debe
onfundirse 
on la 
apa
idad que tiene un algoritmo adaptativo para seguir laevolu
i�on din�ami
a del sistema a identi�
ar. La 
onvergen
ia es una propiedadtransitoria y el rastreo es esta
ionaria una vez a
abada la primera. Un algoritmopuede tener un tiempo de 
onvergen
ia muy peque~no pero rastrear muy mal lossistemas.Tipos de estimadores de los �ltrosEl m�etodo ORIV-C2C3 da estimadores del ve
tor (5.43) 
on lo que a partirde �el se pueden obtener dos estimadores distintos de los pesos del �ltro, dadosrespe
tivamente por: b̂(1)i (n) = wi+1(n)w1(n) i = 1:::q (5.44)b̂(2)i (n) = signofb̂(1)i (n)gq�wi+q+1(n) i = 1:::q (5.45)De forma an�aloga se pueden obtener dos estimadores de los pesos del �ltromediante el m�etodo ORIV-C3C4 y re
urriendo a (5.42):b̂(1)i (n) = signofb̂(2)i (n)gswi+1(n)w1(n) i = 1:::q (5.46)b̂(2)i (n) = 3q�wi+q+1(n) i = 1:::q (5.47)
5.5 Los m�etodos ORIV-C2C3 y ORIV-C3C4 enambientes esta
ionarios ruidososEn este apartado se van a llevar a 
abo una serie de simula
iones 
on el �n deestudiar el 
omportamiento de los m�etodos ORIV-C2C3 y ORIV-C3C4 en am-bientes esta
ionarios ruidosos. En estas simula
iones se supondr�a que los pesosdel �ltro no 
ambian 
on el tiempo y que se 
uenta 
on 5000 muestras (ruidosas)de la salida del mismo. Se han generado 1000 series distintas (realiza
iones) y
on ellas se ha llevado a 
abo la identi�
a
i�on. Los resultados que se muestran



5.5. AMBIENTES ESTACIONARIOS CON RUIDO 107son promediados de ella, y tambi�en se ha 
al
ulado la desvia
i�on est�andar delos mismos. Adem�as se han estudiado diversas rela
iones se~nal ruido: 20, 10, 5,0, �5 y �10 dB.En lo que respe
ta a los par�ametros que quedan libres del algoritmo en s�� sehan elegido de la siguiente manera. Se ha optado por una ini
ializa
i�on exa
ta,de forma que las matri
es y ve
tores ini
iales se 
al
ulan 
on un tratamiento porlotes 
ono
idos los 3q + 1 primeros datos y el ve
tor in
�ognita ini
ial se 
al
ulamediante m��nimos 
uadrados a partir de ellos. Por otro lado, ya que se trabajaen un ambiente esta
ionario se ha �jado el fa
tor de olvido 
omo la unidad 
onel �n de minimizar los efe
tos del ruido de medi
i�on y estima
i�on en la mayormedida posible.5.5.1 Resultados de las simula
ionesPara estas 
ondi
iones de trabajo se han estudiado 5 modelos diferentes,tomados de [Nan94℄, que se detallan a 
ontinua
i�on:Modelo ER1Como primer modelo se 
onsidera un modelo MA de fase m��nima y par�ametrosMA= [1 � 0:8℄. La media de los estimadores a tiempo n = 5000 se muestranen las tablas 5.1 y 5.2 para los m�etodos ORIV-C2C3 y ORIV-C3C4 junto 
onsu desvia
i�on est�andar. Apare
en tanto los estimadores tipo 1 
omo los tipo 2.Asimismo, y dada la importan
ia de una 
urva de aprendizaje para un al-goritmo adaptativo, en las gr�a�
as 5.1 y 5.2 se representan para ORIV-C2C3 yORIV-C3C4 respe
tivamente.La equivalen
ia entre s��mbolo y SNR en las gr�a�
as anteriores es la siguiente:} SNR= 20 dBO SNR= 10 dBX SNR= 5 dB+ SNR= 0 dB* SNR= �5 dB- SNR= �10 dB Tipo 1 Tipo 2SNR (dB) b1 var b1 b1 var b120 -0.787 0.031 -0.799 0.02310 -0.732 0.042 -0.784 0.0285 -0.933 0.128 -0.580 0.043



108 CAP�ITULO 5. IDENTIFICACI �ON CIEGA DE SISTEMAS MA0 0.437 139.606 0.000 0.663-5 4.960 40.505 0.000 0.229-10 2.747 27.990 0.202 0.967Tabla 5.1 Media y varianza de los estimadores. ORIV-C2C3, modelo ER1Tipo 1 Tipo 2SNR (dB) b1 var b1 b1 var b120 -0.798 0.023 -0.796 0.03510 -0.797 0.030 -0.797 0.0425 -0.796 0.041 -0.793 0.0630 -0.789 0.113 -0.779 0.129-5 -0.297 1.288 -0.504 0.571-10 0.129 1.599 0.067 0.898Tabla 5.2 Media y varianza de los estimadores. ORIV-C3C4, modelo ER1Modelo ER2Se analiza ahora el modelo MA= [1 � 1:25℄ que es de fase no m��nima. Lamedia y varianza de los 1000 estimadores obtenidos se presentan en las tablas5.3 y 5.4 para los m�etodos ORIV-C2C3 y ORIV-C3C4 respe
tivamente. Adem�asen las gr�a�
as 5.3 y 5.4 se representan las 
urvas de aprendizaje respe
tivas delos m�etodos men
ionados. Tipo 1 Tipo 2SNR (dB) b1 var b1 b1 var b120 -1.271 0.047 -1.250 0.03610 -1.621 0.115 -1.181 0.0365 -11.014 325.968 0.436 0.6180 0.390 0.191 0.000 0.068-5 0.419 0.220 0.000 0.190-10 1.519 14.154 0.157 0.888Tabla 5.3 Media y varianza de los estimadores. ORIV-C2C3, modelo ER2



5.5. AMBIENTES ESTACIONARIOS CON RUIDO 109Tipo 1 Tipo 2SNR (dB) b1 var b1 b1 var b120 -1.250 0.035 -1.250 0.05310 -1.250 0.048 -1.250 0.0675 -1.270 0.074 -1.230 0.1000 -1.450 1.230 -1.100 0.237-5 -0.763 2.440 -0.480 0.648-10 -0.017 2.160 0.034 0.815Tabla 5.4 Media y varianza de los estimadores. ORIV-C3C4, modelo ER2
Modelo ER3El modelo ter
ero se 
orresponde 
on un modelo MA de orden 2 dado porlos par�ametros MA= [1 � 1:1314 0:6400℄ que es de fase m��nima. Al igual quepara modelos anteriores se presenta la media y varianza de los estimadores, enla tabla 5.5 para ORIV-C2C3 y en la tabla 5.6 para el m�etodo ORIV-C3C4.Asimismo se representa la 
urva de aprendizaje en las gr�a�
as 5.5 y 5.6 paraestos mismos m�etodos.Estimadores tipo 1 Estimadores tipo 2SNR b1 b2 var b1 var b2 b1 b2 var b1 var b220 -1.048 0.671 0.051 0.060 -1.126 0.626 0.036 0.05710 -0.706 0.938 0.101 0.092 -1.021 0.381 0.051 0.1825 -1.015 1.603 0.783 0.678 -0.701 0.012 0.089 0.2240 -1.386 2.339 32.081 34.660 -0.089 0.008 0.382 0.773-5 0.400 0.752 6.340 10.233 0.069 0.251 0.834 0.517-10 -0.051 0.172 14.166 17.574 0.049 0.290 1.015 0.755Tabla 5.5 Media y varianza de los estimadores. ORIV-C2C3, modelo ER3Estimadores tipo 1 Estimadores tipo 2SNR b1 b2 var b1 var b2 b1 b2 var b1 var b220 -1.129 0.541 0.045 0.336 -1.135 0.563 0.058 0.28610 -1.128 0.429 0.065 0.464 -1.136 0.510 0.079 0.4185 -1.086 0.277 0.211 0.556 -1.116 0.519 0.149 0.5390 -0.707 0.212 1.052 0.987 -0.813 0.730 0.494 0.559



110 CAP�ITULO 5. IDENTIFICACI �ON CIEGA DE SISTEMAS MA-5 -0.249 0.368 2.436 2.171 -0.353 0.573 0.739 0.645-10 -0.233 0.289 1.879 2.013 -0.525 0.258 0.708 0.771Tabla 5.6 Media y varianza de los estimadores. ORIV-C3C4, modelo ER3
Modelo ER4El modelo ER4 tambi�en se o
upa de un modelo MA de orden 2 
on 
o-e�
ientes MA= [1 � 2:333 0:667℄ pero esta vez de fase no m��nima. Parael m�etodo ORIV-C2C3 se presentan los estimadores en la tabla 5.7 y para elm�etodo ORIV-C3C4 en la tabla 5.8. Las 
urvas de aprendizaje aso
iadas serepresentan en las gr�a�
as 5.7 y 5.8 para ORIV-C2C3 y ORIV-C3C4.Estimadores tipo 1 Estimadores tipo 2SNR b1 b2 var b1 var b2 b1 b2 var b1 var b220 -2.715 0.596 0.291 0.189 -2.218 0.719 0.185 0.10 1.381 0.567 0.628 0.263 1.089 0.671 0.127 0.1865 -0.013 0.208 0.222 0.263 0.039 0.222 0.461 0.4480 -0.481 0.533 0.185 0.117 0.000 0.686 0.156 0.184-5 -0.948 0.603 0.455 0.133 0.000 0.909 0.297 0.089-10 -8.641 1.187 204.839 15.725 0.003 0.708 0.625 0.627Tabla 5.7 Media y varianza de estimadores. ORIV-C2C3, modelo ER4Estimadores tipo 1 Estimadores tipo 2SNR b1 b2 var b1 var b2 b1 b2 var b1 var b220 -1.926 -0.037 4.671 2.350 -0.952 0.125 1.335 0.93810 -1.513 0.285 6.748 2.604 -0.805 0.268 1.296 0.9345 -0.648 0.543 3.282 1.898 -0.661 0.397 1.112 0.8730 -0.211 0.754 2.600 1.944 -0.600 0.402 0.871 0.853-5 -0.090 0.700 2.110 1.253 -0.733 0.500 0.559 0.684-10 -0.053 0.501 1.731 1.706 -0.518 0.398 0.733 0.688Tabla 5.8 Media y varianza de estimadores. ORIV-C3C4, modelo ER4



5.5. AMBIENTES ESTACIONARIOS CON RUIDO 111Modelo ER5El �ultimo modelo es un modelo MA de orden 3 de fase no m��nima y 
on
oe�
ientes MA= [1 � 0:9 0:385 � 0:771℄. Las tablas 5.9 y 5.10 
ontienen losestimadores, tipo 1 y 2 respe
tivamente, del m�etodo ORIV-C2C3 y las tablas5.11 y 5.12 las del m�etodo ORIV-C3C4. Por otro lado las 
urvas de aprendizajese muestran en las gr�a�
as 5.9 y 5.10.SNR (dB) b1 b2 b3 var b1 var b2 var b320 -0.912 0.301 -0.754 0.113 0.123 0.06610 -1.368 -0.109 -0.669 0.172 0.175 0.0835 -2.958 -0.957 -1.069 1.055 0.529 0.3410 -2.238 -0.180 -1.008 144.330 38.776 42.881-5 0.689 -0.672 -1.421 58.744 40.570 40.029-10 -0.541 -0.126 -0.211 20.797 11.560 25.179Tabla 5.9 Media y varianza de estimadores tipo 1. ORIV-C2C3, modelo ER5SNR (dB) b1 b2 b3 var b1 var b2 var b320 -0.900 0.271 -0.724 0.067 0.181 0.05510 -0.814 0.000 -0.332 0.080 0.575 0.1725 -0.731 0.000 -0.077 0.122 0.249 0.2440 -0.117 0.000 -0.041 0.502 0.936 0.539-5 0.000 0.003 -0.167 0.649 0.917 0.883-10 -0.013 0.039 -0.132 0.913 0.851 0.901Tabla 5.10 Media y varianza de estimadores tipo 2. ORIV-C2C3, modeloER5SNR (dB) b1 b2 b3 var b1 var b2 var b320 -0.900 0.040 -0.761 0.078 0.414 0.11210 -0.884 0.053 -0.750 0.106 0.419 0.1875 -0.813 0.038 -0.629 0.224 0.471 0.4570 -0.516 0.027 -0.184 0.533 0.726 0.812-5 -0.192 0.044 -0.006 1.585 1.798 1.962-10 -0.243 -0.067 0.253 1.448 1.724 1.574



112 CAP�ITULO 5. IDENTIFICACI �ON CIEGA DE SISTEMAS MATabla 5.11 Media y varianza de estimadores tipo 1. ORIV-C3C4, modeloER5SNR (dB) b1 b2 b3 var b1 var b2 var b320 -0.891 0.134 -0.750 0.075 0.442 0.10510 -0.903 0.148 -0.730 0.091 0.494 0.1555 -0.930 0.183 -0.624 0.135 0.597 0.3460 -0.943 0.264 -0.256 0.305 0.717 0.631-5 -0.516 0.165 -0.012 0.677 0.739 0.691-10 -0.531 -0.146 0.227 0.665 0.736 0.710Tabla 5.12 Media y varianza de estimadores tipo 2. ORIV-C3C4, modeloER5
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Figura 5.1 Modelo ER1.ORIV-C2C3
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Figura 5.3 Modelo ER2.ORIV-C2C3
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Figura 5.5 Modelo ER3.ORIV-C2C3
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Figura 5.2 Modelo ER1.ORIV-C3C4
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Figura 5.4 Modelo ER2.ORIV-C3C4
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Figura 5.6 Modelo ER3.ORIV-C3C4
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Figura 5.7 Modelo ER4.ORIV-C2C3
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Figura 5.9 Modelo ER5.ORIV-C2C3
−1 −0.5 0 0.5 1 1.5

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Parte real

P
ar

te
 im

ag
in

ar
ia

Figura 5.11 Diagrama 
ero-polo.Modelo ER1
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Figura 5.8 Modelo ER4.ORIV-C3C4
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Figura 5.10 Modelo ER5.ORIV-C3C4
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ero-polo.Modelo ER2



5.5. AMBIENTES ESTACIONARIOS CON RUIDO 1155.5.2 An�alisis de las simula
ionesDe los resultados num�eri
os y gr�a�
os presentados en los apartados anterio-res se pueden extraer 
onse
uen
ias referentes a distintos puntos y aspe
tos delproblema. Estos puntos se 
omentan a 
ontinua
i�on.Informa
i�on sobre la faseEn las simula
iones pre
edentes se veri�
a un he
ho que se esperaba desdeel punto de vista te�ori
o: tanto ORIV-C2C3 
omo ORIV-C3C4 identi�
an sinproblemas sistemas de fase no m��nima, v�ease por ejemplo el modelo ER2, yaque 
ontienen estad��sti
a de orden 3 o superior. Todos los algoritmos basadosen estad��sti
a de segundo orden hubieran 
onfundido el modelo [1 � 1:25℄ 
onsu equivalente de fase m��nima [1 � 0:8℄, ya que di
hos algoritmos no llevaninforma
i�on de la fase. Por equivalente se entiende aquel que tiene el mismoespe
tro de poten
ia pero distinta respuesta en fase. Se obtiene por inversiony 
omplejo 
onjugando los 
eros de la fun
i�on de transferen
ia. Los 
eros de lafun
i�on de transferen
ia del modelo [1 � 0:8℄ se muestran en la �gura 5.11 ypara [1 � 1:25℄ en 5.12 mediante un peque~no 
��r
ulo.An�alisis del estado esta
ionarioEn general, los estimadores tipo 1 presentan mayor varianza que los tipo 2, yaque para obtenerlos hay que dividir por el estimador de � que viene a
ompa~nadode su 
orrespondiente error.Otra 
ausa del aumento de la varianza de los estimadores de los pesos esla disminu
i�on de la SNR. Teniendo en 
uenta la des
omposi
i�on utilizada en(4.25) y (4.26) para la matriz �(n) y el ve
tor z(n):�(n) � R~xx1� � +Re~xx(n)z(n) � r~xd1� � + re~xd(n)y que al aumentar el ruido aditivo los estimadores de esta matriz y este ve
toraumentan su varianza, resulta que las 
omponentes Re~xx(n) y re~xd(n) tienen m�asimportan
ia. Translad�andolo a la e
ua
i�on (4.60), impli
a que al disminuir laSNR, aumenta el MSE(1). Re
u�erdese que aqu�� se identi�
a el MSE(n) 
on elq(n) y el D(n) del 
ap��tulo 4 por mantener la nota
i�on empleada en la literatura[Hay96℄, [Swa96℄.Esto impli
a, para ORIV-C3C4, que la inmunidad te�ori
a que se preve��aante el ruido gaussiano no se da en la pr�a
ti
a. Esto es debido a que no se
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umulantes verdaderos sino de estimadores de los mismos. Estosestimadores de los 
umulantes, al menos para un n�umero de datos �nito, s�� sonsensibles al ruido gaussiano.Es de resaltar que la in
uen
ia de la SNR en ORIV-C3C4 es mu
ho menorque para ORIV-C2C3, tanto en la varianza 
omo en el sesgo. Inspe

i�onesepor ejemplo las tablas 5.2 y 5.1. De la primera se desprende que ORIV-C3C4presenta un resultado a
eptable, en varianza y en sesgo, hasta los 0 dB. Sinembargo, de la segunda, se 
on
luye que ORIV-C2C3 empieza a fallar ya 
asia los 10 dB y falla 
laramente a los 5 dB. Este 
omportamiento era de espe-rar, ya que 
omo se vio en el apartado 5.2.3 la e
ua
i�on (5.17) no es 
ierta sifx(n)g est�a 
ontaminada por ruido 
omo es el 
aso presente. Por tanto, aunqueORIV-C3C4 no sea estri
tamente inmune al ruido gaussiano, s�� mejora amplia-mente los resultados del algoritmo que in
luye estad��sti
a de segundo orden.Estos 
omentarios extra��dos del an�alisis de resultados para el 
aso 1 se puedengeneralizar para todos los 
asos estudiados.Cuando el nivel de ruido a~nadido es bajo, el valor del MSE al que 
onvergeORIV-C2C3 es menor que para ORIV-C3C4. Mientras que el ruido no distor-sione mu
ho las medidas realizadas, los estimadores de los 
umulantes de ter
erorden presentan menor varianza (Re~xx(n) y re~xd(n)) que los de 
uarto. Estavarianza de los estimadores de los 
umulantes se tradu
e en varianza en lasin
�ognitas 
al
uladas y por tanto en MSE. Cuando el nivel de ruido aumenta,aumenta la varianza de los 
umulantes de 
uarto, ter
er y segundo orden, lo quepasa es que a la vez aumenta el sesgo de los estimadores de los 
umulantes desegundo orden ya que estos no son te�ori
amente inmunes a �el. En 
onse
uen
ia,el algoritmo que se ve m�as afe
tado 
on SNR bajos es ORIV-C2C3 y es ORIV-C3C4 el que da mejores resultados. >Para qu�e SNR superar�a ORIV-C3C4 aORIV-C2C3 dando un menor MSE esta
ionario? En el momento en que losefe
tos del ruido sobre los 
umulantes de segundo orden, hagan que estos seanmenos apropiados para utilizarlos en e
ua
iones del tipo (5.17) y (5.18) que losde ter
ero y 
uarto, debido al aumento tanto de varianza 
omo de sesgo.Como 
onse
uen
ia de todo lo dis
utido en el p�arrafo anterior es de esperarque para SNR bajo, aunque empeoren los resultados de ORIV-C3C4, lo haganen 
uanto a varianza se re�ere, siendo la media de los estimadores relativamente
er
ana al par�ametro verdadero. Esto puede verse en la tabla 5.2. En ella seobserva 
�omo la media de los estimadores 
asi no 
ambia al disminuir la SNR,y sin embargo la varianza s�� aumenta de forma signi�
ativa. Si se estudia ahorala tabla 5.1 se puede observar que la degrada
i�on de los resultados es paralelaen sesgo y varianza: media m�as desviada del valor real del par�ametro y mayorvarianza. Para niveles de ruido alt��simos todo lo dis
utido anteriormente dejaya de tener validez ya que los resultados est�an ex
esivamente afe
tados por elnivel de ruido.Otro he
ho desta
able y que es general para todos los algoritmos de iden-
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a
i�on de sistemas es que los resultados empeoran 
onforme se aumenta eln�umero de in
�ognitas a determinar. Una desventaja que presenta ORIV es quetrata 
omo independientes todas las 
omponentes de w(n) (es de
ir, 
onsideraque no hay ninguna rela
i�on fun
ional entre las in
�ognitas del sistema). Estono es 
ierto y para 
omprobarlo basta ver las de�ni
iones de w(n) en 
ada 
aso(e
ua
iones (5.42) y (5.43)). Para optimizar el resultado ser��a 
onveniente re-solver el problema 
on alguna ligadura que tuviera en 
uenta esta 
ir
unstan
ia;lo que o
urrir��a en este 
aso es que el sistema ya no ser��a lineal y su resolu
i�ones mu
ho m�as 
ompli
ada.An�alisis de la etapa no esta
ionariaA 
ontinua
i�on se 
omentan las 
on
lusiones que se pueden obtener a partirdel estudio de la evolu
i�on temporal del MSE. Como se puede suponer, todas lasdiferen
ias que se indiquen entre ORIV-C2C3 y ORIV-C3C4 est�an ��ntimamenterela
ionadas 
on el orden de la estad��sti
a que usan. As�� por ejemplo, en las�guras 5.1 y 5.2 se observa que ORIV-C2C3 
onverge antes, b�asi
amente en3000 itera
iones para SNR altos y en 1000 itera
iones para SNR bajos, y queORIV-C3C4 pr�a
ti
amente est�a empezando a 
onverger en 5000 itera
iones. Elmotivo de este 
omportamiento est�a en que se ne
esitan mu
hos menos datospara estimar 
orre
tamente los 
umulantes de segundo y ter
er orden que losde ter
ero y 
uarto. Cuanto mayor sea el orden de la estad��sti
a a estimar,mayor debe ser el n�umero de datos fy(n)g 
ono
idos. Tambi�en pare
e haber
ierta rela
i�on entre el n�umero de in
�ognitas y el tiempo de 
onvergen
ia: si seaumenta el n�umero de par�ametros a estimar, el algoritmo va a ne
esitar m�astiempo para 
onverger.Con
lusiones generalesPara 
ompletar lo 
omentado anteriormente 
abe resaltar tambi�en que lasdiferen
ias en el 
omportamiento de un mismo algoritmo al 
ambiar el SNR sonmenores para ORIV-C3C4 que para ORIV-C2C3. El m�etodo ORIV-C2C3 semuestra ex
esivamente sensible a la SNR dando resultados muy buenos paravalores altos y muy malos para valores bajos; ORIV-C3C4 se mantiene en unt�ermino medio, mejorando a ORIV-C2C3 a SNR bajos.En la pr�a
ti
a, y a la vista de las simula
iones, se puede a�rmar que ORIV-C3C4 da un MSE esta
ionario mejor que ORIV-C2C3 para SNR de 5 dB omenores. Se ha 
omprobado que ORIV-C3C4 es �able hasta en ambientes de 0dB.
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ondi
ionadosEl modelo ER4 mere
e un an�alisis m�as detallado. Comp�arese la �gura 5.6
on la �gura 5.8 y la �gura 5.5 
on la �gura 5.7. En prin
ipio deber��an darresultados pare
idos, ya que tienen todos los posibles par�ametros, dis
utidoshasta ahora y que in
uyen en su 
omportamiento, similares. Tienen el mismon�umero de in
�ognitas y trabajan en ambientes 
on el mismo nivel de ruido. Sinembargo, los resultados del modelo ER4 son mu
ho peores. ORIV-C3C4 (en la�gura 5.8) no 
onverge en absoluto y ORIV-C2C3 (en la �gura 5.7) fun
ionabastante peor que en una situa
i�on pare
ida (
omo en la �gura 5.5).El motivo de esta situa
i�on an�omala es algo ya 
omentado brevemente 
onanterioridad: el mal 
ondi
ionamiento de la matriz de 
umulantes usada en(5.26) y en (5.32). Para este modelo 
on
reto, MA= [1 � 2:333 0:667℄, tantola matriz que hay que 
onstruir para resolver ORIV-C3C4 
omo ORIV-C2C3tienen un n�umero de 
ondi
ionamiento muy bajo. La dispersi�on de autovalores2de estas matri
es in
uye negativamente en su 
onvergen
ia: si el 
o
iente entreel autovalor mayor y el menor es muy grande (varios �ordenes de magnitud), eltiempo de 
onvergen
ia observado aumenta 
onsiderablemente.El an�alisis realizado de la 
onvergen
ia de MSE(n) y 
ontenido en la e
ua-
i�on (4.50) no da indi
ios de una ralentiza
i�on de la 
onvergen
ia, en 
asos demal 
ondi
ionamiento. En prin
ipio s�olo depende del fa
tor de olvido. Lo queprovo
a la mala 
onvergen
ia en estos 
asos es un problema de 
�al
ulo num�eri
o:la inversi�on de una matriz mal 
ondi
ionada puede llevar a inversas lejanas dela inversa verdadera. Esto puede llegar in
luso a invalidar el an�alisis te�ori
ollevado a 
abo.De todo lo anterior la idea fundamental que se obtiene es que al resolversistemas mal 
ondi
ionados 
on ORIV se espera una velo
idad de 
onvergen
iabastante menor, pero adem�as para asegurar la 
onvergen
ia se deben utilizaralgoritmos m�as robustos num�eri
amente hablando.Una alternativa interesante es el algoritmo ORIV de ra��z 
uadrada [PF89℄.Es m�as robusto porque asegura mejores propiedades num�eri
as de las matri
esinvolu
radas, no porque 
al
ule mejor la inversa (RtR)�1. Para el modelo ER4los resultados reobtenidos mediante este algoritmo para la e
ua
i�on (5.18) (elequivalente a ORIV-C3C4) se presentan en la tabla 5.13 (
onvergen
ia en mediay varianza) y la 
orrespondiente 
urva de aprendizaje en 5.13.Estimador tipo 1 Estimador tipo 2modelo b1 b2 var b1 var b2 b1 b2 var b1 var b22S�olo se puede hablar de autovalores de matri
es 
uadradas, aqu�� se re�ere a los autovaloresde las submatri
es 
uadradas, que se pueden obtener, 
onvirtiendo el sistema en determinadoen vez de sobredeterminado.
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Figura 5.13 Modelo ER4 resuelto mediante ORIV de ra��z 
uadrada

orre
to -2.333 0.667 0.000 0.000 -2.333 0.667 0.000 0.000C3C4 -2.512 -0.044 0.927 0.760 -2.184 0.310 0.427 0.812Tabla 5.13 Media y varianza de estimadores. ORIV-C3C4 de ra��z 
uadradapara el modelo ER4Esta simula
i�on se ha llevado a 
abo para 500 realiza
iones y 
on SNR=1,es de
ir, sin ruido ya que lo que prin
ipalmente interesaba era 
omprobar side verdad el algoritmo ORIV de ra��z 
uadrada solventaba el problema del mal
ondi
ionamiento.Como se puede 
omprobar, en este tipo de situa
iones, a medida que aumentael tiempo aumenta la irregularidad y disminuye la suavidad en la evolu
i�ontemporal del MSE. En 
ualquier instante de tiempo el resultado del algoritmopuede verse afe
tado por esta situa
i�on, es de
ir, por las 
ara
ter��sti
as delproblema: b�asi
amente se est�a ante un problema num�eri
o [Ste73℄.Tambi�en se puede desta
ar que para este 
aso se ha dejado que evolu
ionehasta la itera
i�on 50000, 10 ve
es mayor que en las simula
iones anteriores. Deeste modo se ha 
onseguido que muestre 
ierta tenden
ia 
onvergente, lo 
ual nose 
onsegu��a 
on el ORIV est�andar. De todas maneras, 
omo ya se men
ionaba
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onvergen
ia es muy grande, apenas llega a �7 dB de MSEen 50000 itera
iones.5.6 Los m�etodos ORIV-C2C3 y ORIV-C3C4 enambientes no esta
ionariosEn este apartado se va a analizar el 
omportamiento de los m�etodos ORIV-C2C3 y ORIV-C3C4 
uando los 
oe�
ientes del sistema a identi�
ar 
ambian
on el tiempo. Hay que resaltar el he
ho de que estos m�etodos resuelven lase
ua
iones (5.17) y (5.18) respe
tivamente y que di
has e
ua
iones se deriva-ron para sistemas esta
ionarios. Si los sistemas no son esta
ionarios deber��an
al
ularse los 
umulantes involu
rados para 
ada instante de tiempo y resolverel sistema para 
ada instante de tiempo. Pre
isamente esto �ultimo es lo queha
e un algoritmo adaptativo 
omo ORIV, resolver la e
ua
i�on para 
ada ins-tante de tiempo teniendo en 
uenta la �ultima a
tualiza
i�on de los datos, y poreso los m�etodos derivados de �el tienen la propiedad de seguir las evolu
ionestemporales.Para 
onseguir que esta 
apa
idad de rastreo sea efe
tiva hay que realizarun peque~no ajuste en los m�etodos ORIV-C2C3 y ORIV-C3C4 
on respe
to aapartados anteriores: el fa
tor de olvido � debe ser estri
tamente menor quela unidad. De esta manera los estimadores de los 
umulantes se pueden iradaptando a los 
ambios de los 
umulantes verdaderos, tal y 
omo se expli
�o enel apartado 5.3.1 dedi
ado a la ergodi
idad.En las simula
iones que se van a presentar a 
ontinua
i�on se ha supuesto queel 
omportamiento din�ami
o del sistema puede venir des
rito de dos maneras:1. Evolu
i�on temporal lineal. La pendiente de di
ha varia
i�on ser�a 
lave paraanalizar los resultados.2. Evolu
i�on temporal aleatoria mediante un pro
eso de Markov de orden 1.A 
ontinua
i�on se pro
ede a la presenta
i�on de los resultados.5.6.1 Resultados de las simula
iones 
on varia
i�on tempo-ral linealPara estos an�alisis se han utilizado series de la salida 
ontaminada del sistemafy(n)g 
on 2000 muestras de longitud y para 1000 realiza
iones distintas. La



5.6. AMBIENTES NO ESTACIONARIOS 121ley lineal general que siguen los 
oe�
ientes del sistema es:b(n) = b0 + np (5.48)donde b0 es el ve
tor de 
oe�
ientes del sistema en el estado ini
ial y p es elve
tor 
uyas 
omponentes son las pendientes de la varia
i�on lineal de 
ada unode los 
oe�
ientes. N�otese que 
omo b0 � 1 8 n la primera 
omponente de p esnula.Esta ley empieza a apli
arse a partir de 
ierto instante temporal t
ambio ydurante un intervalo 
uya dura
i�on la determina l
ambio.En estas 
ir
unstan
ias se han estudiado 3 modelos distintos.Modelo NEL1Se trata de un modelo de orden 2, 
on 
oe�
ientes ini
iales b0 = [1 �1 0:75℄y ve
tor de pendiente p = [0 � 1=8000 � 1=8000℄. Adem�as t
ambio = 10 yl
ambio = 1989. Finalmente 
omo fa
tor de olvido se ha elegido � = 0:9985.Para sistemas no esta
ionarios resulta ilustrativo representar la evolu
i�on dela media de los estimadores. Las �guras 5.14-5.17 muestran esta evolu
i�on junto
on la evolu
i�on real para los estimadores tipo 1, 
oe�
ientes b1 y b2, y paralos estimadores tipo 2, 
oe�
ientes b1 y b2, respe
tivamente, para el m�etodoORIV-C2C3. Asimismo, y 
omo es habitual, tambi�en se representa el MSE, eneste 
aso en la �gura 5.18.Para el m�etodo ORIV-C3C4 se pro
ede de forma an�aloga: la evolu
i�on delos 
oe�
ientes b1 y b2 obtenidos mediante los estimadores tipo 1 se presentanen las �guras 5.20 y 5.21, para los estimadores tipo 2 en las �guras 5.22 y 5.23.El MSE para este m�etodo se presenta en la �gura 5.19.Como otra medida del 
omportamiento, en la tabla 5.14 se muestran lamedia y la varianza de los estimadores de los dos tipos a tiempo n = 2000(�ultima itera
i�on) y para los dos m�etodos.Estimadores tipo 1 Estimadores tipo 2b1 b2 var b1 var b2 b1 b2 var b1 var b2
 �1.249 0.999 0 0 �1.249 0.999 0 0C2C3 �1.183 0.942 0.115 0.132 �1.184 0.933 0.078 0.085C3C4 �1.178 0.929 0.091 0.093 �1.188 0.922 0.113 0.133Tabla 5.14 Estimadores de la �ultima itera
i�on. M�etodos ORIV-C2C3 yORIV-C3C4, modelo NEL1. (
=
orre
to)



122 CAP�ITULO 5. IDENTIFICACI �ON CIEGA DE SISTEMAS MAModelo NEL2Este modelo di�ere del anterior s�olamente en dos puntos: el fa
tor de olvidovale ahora 0.9975 y el ve
tor de las pendientes es p = [0 � 1=4000 1=4000℄.Los resultados se presentan de forma similar al modelo NEL1. Para elm�etodo ORIV-C2C3 la evolu
i�on de los par�ametros se puede observar en las�guras 5.26-5.29, para b1 y b2, tipos 1 y 2 respe
tivamente. Las gr�a�
as 5.30-5.33 re
ogen la misma informa
i�on pero para el m�etodo ORIV-C3C4.La 
urva de aprendizaje se re
oge en la �gura 5.24 para el m�etodo ORIV-C2C3 y en la �gura 5.25 para ORIV-C3C4. La tabla 5.15 re
oge toda la infor-ma
i�on de los estimadores en la �ultima itera
i�on.Estimadores tipo 1 Estimadores tipo 2b1 b2 var b1 var b2 b1 b2 var b1 var b2
 �1.498 1.248 0 0 �1.498 1.248 0 0C2C3 �1.435 1.233 0.419 0.835 �1.421 1.167 0.142 0.159C3C4 �1.394 1.160 0.471 0.485 �1.315 1.057 0.396 0.364Tabla 5.15 Estimadores de la �ultima itera
i�on. M�etodos ORIV-C2C3 yORIV-C3C4, modelo NEL2. (
=valores 
orre
tos).
Modelo NEL3De nuevo se 
onsidera el modelo NEL1 
on una peque~na modi�
a
i�on. Eneste 
aso se utiliza la expresi�on (5.25) para a
tualizar la varianza, paso ne
esariopara apli
ar el m�etodo ORIV-C3C4 (no as�� el ORIV-C2C3). Como siempre, laevolu
i�on de los par�ametros apare
e en las �guras 5.34-5.37 y el MSE en la�gura 5.38.Para ha
er la 
ompara
i�on m�as f�a
il entre el m�etodo ORIV-C3C4 empleando(5.24) y empleando (5.25) (modelo NEL1) en la siguiente tabla se muestran losestimadores de los par�ametros del �ltro, obtenidos en la itera
i�on �nal:Estimadores tipo 1 Estimadores tipo 2b1 b2 var b1 var b2 b1 b2 var b1 var b2
 �1.249 0.999 0 0 �1.249 0.999 0 0Con (5.24) �1.178 0.929 0.091 0.093 �1.188 0.922 0.113 0.133Con (5.25) �1.156 0.909 0.282 0.272 �1.154 0.904 0.240 0.222
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i�on de los estimadores de la �ultima itera
i�on entre el m�etodoORIV-C3C4 
on la e
ua
i�on (5.24) y (5.25).(
=valores 
orre
tos).
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Figura 5.14 Modelo NEL1,estimador de b1 tipo 1. ORIV-C2C3
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Figura 5.16 Modelo NEL1,estimador de b1 tipo 2. ORIV-C2C3
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Figura 5.18 Modelo NEL1. Curvade aprendizaje de ORIV-C2C3
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Figura 5.15 Modelo NEL1,estimador de b2 tipo 1. ORIV-C2C3
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Figura 5.17 Modelo NEL1,estimador de b2 tipo 2. ORIV-C2C3
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Figura 5.19 Modelo NEL1. Curvade aprendizaje de ORIV-C3C4



5.6. AMBIENTES NO ESTACIONARIOS 125
0 500 1000 1500 2000

−1.2

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

Iteracion

E
vo

lu
ci

on
 d

el
 p

ar
am

et
ro

Figura 5.20 Modelo NEL1,estimador de b1 tipo 1. ORIV-C3C4
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Figura 5.22 Modelo NEL1,estimador de b1 tipo 2. ORIV-C3C4
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Figura 5.24 Modelo NEL2. Curvade aprendizaje de ORIV-C2C3
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Figura 5.21 Modelo NEL1,estimador de b2 tipo 1. ORIV-C3C4
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Figura 5.23 Modelo NEL1,estimador de b2 tipo 2. ORIV-C3C4
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Figura 5.25 Modelo NEL2. Curvade aprendizaje de ORIV-C3C4
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Figura 5.26 Modelo NEL2,estimador de b1 tipo 1. ORIV-C2C3
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Figura 5.28 Modelo NEL2,estimador de b1 tipo 2. ORIV-C2C3
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Figura 5.30 Modelo NEL2,estimador de b1 tipo 1. ORIV-C3C4
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Figura 5.27 Modelo NEL2,estimador de b2 tipo 1. ORIV-C2C3
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Figura 5.29 Modelo NEL2,estimador de b2 tipo 2. ORIV-C2C3
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Figura 5.31 Modelo NEL2,estimador de b2 tipo 1. ORIV-C3C4
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Figura 5.32 Modelo NEL2,estimador de b1 tipo 2. ORIV-C3C4
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Figura 5.34 Modelo NEL3,estimador de b1 tipo 1. ORIV-C3C4
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Figura 5.36 Modelo NEL3,estimador de b1 tipo 2. ORIV-C3C4
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Figura 5.33 Modelo NEL2,estimador de b2 tipo 2. ORIV-C3C4
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Figura 5.35 Modelo NEL3,estimador de b2 tipo 1. ORIV-C3C4
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Figura 5.37 Modelo NEL3,estimador de b2 tipo 2. ORIV-C3C4



128 CAP�ITULO 5. IDENTIFICACI �ON CIEGA DE SISTEMAS MA5.6.2 An�alisis de las simula
iones 
on evolu
i�on temporallinealMu
has de las 
ara
ter��sti
as que son apre
iables en estas simula
iones sepueden expli
ar 
on los 
omentarios realizados a tenor de las simula
iones lle-vadas a 
abo en el apartado 5.5, por lo que aqu�� no se dis
utir�an en detalle, sinoque simplemente se indi
ar�an.Como ya se sabe de las simula
iones en ambientes esta
ionarios realizados enel apartado 5.5, los algoritmos adaptativos, in
luso en esos ambientes, ne
esitanun tiempo de aprendizaje. Este tiempo de aprendizaje es el tiempo que tardael MSE en llegar a su valor esta
ionario de 
onvergen
ia. En ambientes noesta
ionarios, 
omo es el 
aso de las simula
iones que se estudian ahora, estetiempo de aprendizaje se ha
e patente en las representa
iones gr�a�
as de laevolu
i�on temporal de los estimadores, v�eanse p.e. las �guras 5.14- 5.17. Enestas gr�a�
as se muestra, adem�as de di
ha evolu
i�on, la evolu
i�on temporal realde los par�ametros que se han introdu
ido en las simula
iones, que 
omo se hadi
ho es de tipo lineal. Los estimadores ne
esitan 
ierto tiempo para a
er
arsea la re
ta que mar
a la evolu
i�on real. El algoritmo va aprendiendo po
o a po
o
u�ales son los valores verdaderos de los par�ametros a 
ada instante de tiempo.Hay que re
ordar la diferen
ia important��sima que existe entre 
onvergen
iaen media y 
onvergen
ia en media 
uadr�ati
a. Como sus propios nombres indi-
an, la primera pretende que la media para todas las realiza
iones del estimador
onverja al par�ametro verdadero. Es lo que se muestra en las gr�a�
as de evo-lu
i�on temporal de estimadores, es de
ir evolu
i�on din�ami
a de la media de losestimadores. La segunda ata~ne a la 
onvergen
ia de la varianza de los estimado-res, supuesta 
omo media el valor real del par�ametro. Coin
ide 
on la de�ni
i�onde MSE, que se adopta en este trabajo, salvo un fa
tor de normaliza
i�on y est�arela
ionada 
on las gr�a�
as de la evolu
i�on temporal del MSE.Seg�un este �ultimo p�arrafo, no es de extra~nar que el tiempo de 
onvergen
iaobtenido por simple inspe

i�on de la �gura 5.14 no 
oin
ida 
on el de la �gura5.18 , ya que el tiempo de 
onvergen
ia en media no es igual al de 
onvergen
ia enmedia 
uadr�ati
a. Esto se 
omprueba r�apidamente examinando las e
ua
iones(4.77) y (4.91), que dan 
omo tiempo ne
esario para que se anule la solu
i�on dela homog�enea los siguientes valores:�med = 11� �2 ��!1 12(1� �)�mse = 11� �4 ��!1 14(1� �) (5.49)por lo que seg�un esta expresi�on, deber��a 
onverger antes el MSE que la mediade los estimadores. Esto no o
urre as�� porque la solu
i�on parti
ular de la no ho-mog�enea tambi�en tiene un tiempo de 
onvergen
ia. Este tiempo de 
onvergen
ia
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a parti
ular del sistema en estudio.Una vez dejado 
laro la existen
ia del tiempo de aprendizaje en ambientesno esta
ionarios, es de notar tambi�en la existen
ia de un tiempo de retraso oretardo. Si 
ierto par�ametro del sistema ha evolu
ionado en 
ierto instante nhasta un valor 
, el estimador, en media, llegar�a a �el pasado un 
ierto intervalo�n 
ontado a partir de n. A �n se le llama en este trabajo tiempo de retraso eindi
a que los estimadores siempre ir�an detr�as, din�ami
amente hablando, de losvalores verdaderos de los par�ametros. Este 
on
epto ya apare
i�o en el an�alisiste�ori
o y se 
on
ret�o en la e
ua
i�on (4.89) para varia
iones temporales lineales.El tiempo de retraso se apre
ia por ejemplo en las �guras 5.14- 5.17.Se ha indi
ado anteriormente la existen
ia de un tiempo de 
onvergen
ia.Di
ho tiempo de 
onvergen
ia tiene una de�ni
i�on 
lara en ambientes esta
io-narios, sin embargo, para modelos no esta
ionarios la idea no es 
lara ya quenun
a llega a valer, el estimador 
orrespondiente, un valor 
onstante, sino quetambi�en 
ontin�ua rastreando la evolu
i�on del sistema inde�nidamente. Convie-ne por tanto matizar que por tiempo de 
onvergen
ia se quiere indi
ar el tiempone
esario que tiene que trans
urrir para que los estimadores logren un tiempode retardo 
te. Es de
ir, que la solu
i�on general de la e
ua
i�on homog�enea aso-
iada a la e
ua
i�on (4.77) sea pr�a
ti
amente nula. En este apartado, donde lavaria
i�on de los par�ametros 
on el tiempo es lineal, el tiempo de 
onvergen
iaexperimental para los estimadores de los par�ametros se puede determinar 
omoaquel a partir del 
ual la evolu
i�on de di
hos estimadores sea lineal 
on la mismapendiente que presentan los par�ametros reales. Por ejemplo, de la �gura 5.17 sepodr��a de
ir que el tiempo de 
onvergen
ia para ORIV-C2C3 en esta simula
i�ones de 300 itera
iones. La e
ua
i�on (4.82) da un valor te�ori
o, para � = 0:9985,de 333 itera
iones.La existen
ia del tiempo de retardo tiene f�a
il expli
a
i�on dada la forma defun
ionamiento del algoritmo ORIV. �Este estima para 
ada itera
i�on los 
u-mulantes ne
esarios para resolver las e
ua
iones (5.17) y (5.18). En prin
ipiodeber��an ser los 
umulantes a tiempo n, si es que estamos 
al
ulando los estima-dores de los par�ametros a tiempo n. Pero 
omo esta estima
i�on de 
umulantesse lleva a 
abo mediante promedios temporales, los estimadores de los 
umu-lantes arrastran informa
i�on de tiempos pre
edentes, aunque el fa
tor de olvidointenta eliminarlos, 
on lo 
ual lo que se tiene es un estimador del 
umulantepero a un tiempo ligeramente anterior a n.Tambi�en se observa que los estimadores tipo 1 tienen un 
omportamientotemporal m�as irregular a la vez que presentan mayor varianza.Las 
on
lusiones que se pueden obtener del estudio de la evolu
i�on del MSE(�guras 5.18 y 5.19, p.e.), son similares a los realizados en el 
aso de ambientesesta
ionarios. El m�etodo ORIV-C2C3 
onverge antes y a un valor de MSEesta
ionario m�as bajo que para ORIV-C3C4.
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ontinua
i�on se dis
uten algunos de los fa
tores que in
uyen en la 
apa
i-dad de rastreo de los algoritmos. ORIV es mu
ho m�as sensible a los 
ambios delfa
tor de olvido � que a 
ualquier otra variable de la que dependa. La misi�on de� es quitarle peso a las muestras antiguas en el promedio temporal que se ha
epara estimar los momentos y 
umulantes. Por ejemplo su uso para la varianzaes: �̂2(n) = 1� �1� �n nXi=1 �n�iy2(i) (5.50)Como el valor de � se en
uentra 
omprendido entre 0 y 1, en el 
aso de quevalga 1, todas las muestras tienen igual importan
ia en la suma y se di
e quetrabajamos 
on memoria in�nita, 
uanto menor sea su valor, s�olo las muestrasm�as re
ientes tendr�an un papel importante en la suma y trabajaremos 
onmemorias 
ada vez m�as 
ortas. Ser��a interesante 
uanti�
ar 
�omo de larga es lamemoria o 
u�an larga es la longitud efe
tiva, entendiendo 
omo tal el n�umerode muestras pasadas que se 
onsidera que juegan un papel importante en elpromedio. Para eso vamos re
urrir a la expresi�on (5.25) que es m�as sen
illamatem�ati
amente, �̂2(n+ 1) = ��̂2(n) + (1� �)y2(n+ 1) (5.51)que es una e
ua
i�on en diferen
ias no homog�enea. Lo que se bus
a es la solu
i�onde la homog�enea, que tiende a 
ero. Di
ha solu
i�on es �2(n) = �n�2(0) =�2(0) exp(n ln�), si se supone que la longitud efe
tiva es aquella para la 
ual lasolu
i�on de la homog�enea ha 
a��do hasta 1/e de su valor ini
ial, se tiene quetefe
t ln� = �1 ) tefe
t = �1ln� = �1ln(1� (1� �)) � 11� � (5.52)donde se ha supuesto que � es 
er
ano a la unidad, 
omo o
urre en la mayor��ade los 
asos. De la de�ni
i�on de longitud efe
tiva, se 
omprueba efe
tivamenteque para fa
tores de olvido iguales a la unidad, se tiene longitud in�nita, esde
ir memoria in�nita y que 
onforme m�as peque~no es, menor es la longitudefe
tiva.Para obtener buenos estimadores, sin sesgo y po
a varianza, se ne
esitaaumentar el n�umero de muestras que se van a promediar; es de
ir se ne
esitauna longitud efe
tiva grande, 
uanto m�as grande mejor, idealmente in�nito. Sinembargo, si la serie aleatoria de la que se 
al
ulan los 
umulantes no tiene unaestad��sti
a esta
ionaria, para 
al
ular los estimadores a 
ierto tiempo s�olo sepueden tener en 
uenta las muestras m�as 
er
anas al instante temporal 
onsi-derado; lo que supone longitud efe
tiva �nita. Cuanto mayor sea la varia
i�onde la estad��sti
a 
on el tiempo, menor longitud efe
tiva se puede utilizar paraestimar los 
umulantes a un tiempo dado.Si se extrapolan las ideas anteriores al ejemplo que ahora se trata, 
uantomayor sea la pendiente de la varia
i�on lineal que se imponga a la evolu
i�on real de
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esitar un � m�as peque~no (menos memoria) paraque se adapte antes el algoritmo y pueda seguir los 
ambios. En 
ontrapartida, altener menos memoria los estimadores de los momentos presentan mayor varianzay por tanto se tendr�a un mayor MSE. Como muestra 
omp�arense los modelosNEL1 y NEL2:Modelo NEL1: p � 1=8000 � = 0:9985 tefe
t = 667Modelo NEL2: p � 1=4000 � = 0:9975 tefe
t = 400La longitud efe
tiva en 
ada 
aso se obtuvo realizando varias simula
iones yeligiendo la que propor
ionaba los resultados m�as satisfa
torios. Experimental-mente, por tanto, se 
omprueba lo dis
utido anteriormente: el modelo NEL2tiene mayor varia
i�on lineal por lo que ne
esita un � menor y por tanto menorlongitud efe
tiva. O
urre lo 
ontrario en el modelo NEL1. Y efe
tivamente seobtiene menor MSE en el modelo NEL1 que en el modelo NEL2. (Ver �guras5.18 y 5.24, p.e.).Ya se ha 
omentado tambi�en que es ne
esario 
ierta longitud efe
tiva paraestimar bien los 
umulantes. Si p es muy grande se ne
esita, en teor��a, un �muy peque~no para poder seguir la varia
i�on temporal. Pero enton
es tendr��auna longitud efe
tiva 
orta y por tanto malos estimadores que a la larga impidenseguir el 
omportamiento 
on el tiempo del sistema. Como muestra, en el modeloNEL2 se apre
ia 
ierta divergen
ia tanto en la evolu
i�on de los par�ametros(�guras 5.32 y 5.33) 
omo en el 
omportamiento del MSE (�gura 5.25).Resumiendo se puede de
ir que existe un 
ompromiso entre rastrear pro
esosque 
ambien r�apidamente 
on el tiempo, que ne
esitan � peque~na, y obtenerbuenos estimadores ya que se ne
esita � � 1. Por tanto, est�a limitada la `velo
i-dad' de 
ambio del modelo MA que ORIV puede seguir. Como 
onse
uen
ia deestas ne
esidades 
ontrapuestas apare
e un valor de � que da un valor m��nimode MSE dada una velo
idad de 
ambio, es de
ir, existe un �opt 
uya expresi�onse obtuvo en el 
ap��tulo 4, e
ua
i�on (4.98).Hasta ahora s�olo se han des
rito 
omportamientos generales de ORIV sinatender al sistema lineal de e
ua
iones que resuelve. Pero a la vista de todolo 
omentado hasta este punto es f�a
il dedu
ir el porqu�e de la diferen
ia de
omportamiento entre los m�etodos ORIV-C2C3 y ORIV-C3C4.Ya se ha di
ho que el m�etodo ORIV-C2C3 logra en menos tiempo un menorMSE esta
ionario. El motivo ya se 
oment�o en el apartado 5.5. Adem�as lograun menor tiempo de 
onvergen
ia y un menor tiempo de retardo en el segui-miento de los par�ametros MA, en igualdad de 
ondi
iones, 
omo se 
ompruebaobservando las �guras 5.17 y 5.23. El motivo es an�alogo al dado para el 
asoesta
ionario. Aunque no se trabaje 
on memoria in�nita, sino �nita, siempre setendr�an mejores estimadores de ter
er orden 
on ese n�umero de datos (longitud
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tiva) que de 
uarto y adem�as, por la misma raz�on los estimadores de la tabla5.14 presentan menor varianza para ORIV-C2C3 que para ORIV-C3C4.>Qu�e pasa si se aumenta la velo
idad de la varia
i�on lineal (pendiente) y portanto es ne
esario redu
ir la longitud efe
tiva? Si se redu
e paulatinamente lamemoria, llegar�a un momento en que no ser�a lo su�
ientemente extensa 
omopara 
onseguir estimadores de 4o orden de su�
iente 
alidad, 
on lo que elalgoritmo divergir�a para el m�etodo ORIV-C3C4, siendo posible sin embargoque fun
ione para el m�etodo ORIV-C2C3. Este 
omportamiento puede versepor ejemplo en las �guras 5.24 y 5.25 relativas al modelo NEL2.De todo lo dis
utido hasta aqu�� la superioridad de ORIV-C2C3 sobre ORIV-C3C4 es absoluta en todos los frentes: menor tiempo de 
onvergen
ia, menortiempo de retardo, menor MSE, menor varianza... Sin embargo no se debeolvidar que se est�a trabajando en ambientes libres de ruido y que ha sido enambientes ruidosos donde ORIV-C3C4 ha mostrado su superioridad para siste-mas esta
ionarios. Se estudiar�an modelos no esta
ionarios en ambiente ruidosoen el apartado siguiente.Todav��a queda por 
omentar una peque~na 
uesti�on que es ajena a la 
om-para
i�on entre ORIV-C2C3 y ORIV-C3C4 y que afe
ta en general al fun
io-namiento de ORIV. Es relativa al uso de las e
ua
iones (5.24) �o (5.25) en laa
tualiza
i�on de la varianza de fy(n)g, 
�al
ulo que hay que realizar s�olo en el
aso de que el sistema lineal que se desea resolver mediante ORIV involu
re es-tad��sti
a de 4o orden, 
omo o
urre si se trabaja 
on el m�etodo ORIV-C3C4. Lassimula
iones presentadas hasta ahora han he
ho uso de (5.24) por ser una expre-si�on m�as exa
ta, sin embargo Friedlander [FP89℄ propuso el uso de (5.25). Paraver las diferen
ias de 
omportamiento se 
onsidera de nuevo el modelo NEL1y se repiten los 
�al
ulos pero usando (5.25), dando lugar al modelo NEL3. Enla tabla 5.16 se muestran los estimadores a tiempo 2000 en ambos 
asos; lae
ua
i�on de a
tualiza
i�on utilizada en este trabajo se muestra superior tanto ensesgo 
omo en varianza, por lo que tambi�en es de esperar que o
urra lo mismoen la evolu
i�on del MSE (ver �guras 5.19 y 5.38) 
omo as�� o
urre. Por tanto, engeneral, los resultados son mejores utilizando la e
ua
i�on (5.24) que la e
ua
i�on(5.25).5.6.3 Resultados de las simula
iones 
on varia
i�on tempo-ral aleatoriaOtra posible forma de modelar la varia
i�on temporal de los 
oe�
ientes del�ltro a identi�
ar es mediante un pro
eso de Markov. Un pro
eso de Markovde orden 1 viene de�nido por la siguiente expresi�on:b(n) = ab(n� 1) + u(n) (5.53)
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Figura 5.38 Modelo NEL3. Curva de aprendizaje de ORIV-C3C4es de
ir, un pro
eso donde el estado a 
ierto tiempo n depende del estado atiempo anterior n�1 mediante un es
alar multipli
ativo a menor que la unidady 
ontiene 
ierto ruido expresado por el ve
tor u(n).A u(n) se le 
ono
e 
omo ve
tor de ruido del pro
eso, de naturaleza aleatoria,que se tomar�a de media nula y matriz de auto
orrela
i�on m�ultiplo de la iden-tidad. La fun
i�on densidad de probabilidad de 
ada 
omponente se supondr�a
onstante y de varianza �2u.Suponiendo una evolu
i�on de este tipo se han estudiado diversos modelos.La identi�
a
i�on de modelos de Markov empleando el algoritmo RLS apare
een [AJS99℄.Modelo NEA1Como primer modelo se ha intentado identi�
ar un sistema que evolu
ionaseg�un un pro
eso de Markov de orden 1 
on a = 0:9998, �2u = 0:04 y 
ondi
i�onini
ial b(0) = [1 �1 0:75℄. Para 
ada una de las 1000 realiza
iones promediadasse dispon��a de 3000 muestras y el fa
tor de olvido tomaba el valor 0.9985. Aligual que para la evolu
i�on temporal lineal, el 
ambio en los pesos del �ltroempezaba a produ
irse a partir de un 
ierto t
ambio, �jado en este 
aso 
omon = 10.Como la evolu
i�on de los par�ametros verdaderos es aleatoria y ruidosa, deuna representa
i�on gr�a�
a no se podr��a obtener mu
ha informa
i�on visual sobreel rastreo por parte de los par�ametros estimados. Por este motivo la �uni
ainforma
i�on �util es la 
urva de aprendizaje, representada en la �gura 5.39(a)para el m�etodo ORIV-C2C3 y en la �gura 5.39(b) para el m�etodo ORIV-C3C4.
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(b) ORIV-C3C4Figura 5.39 Modelo NEA1. Curva de aprendizaje
Modelo NEA2Para este segundo modelo el �uni
o fa
tor que 
ambia es � que se �ja ahora
omo 0.9975. La 
urva de aprendizaje para el m�etodo ORIV-C2C3 se presentaen la �gura 5.40(a) y para ORIV-C3C3 en la �gura 5.40(b).
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(b) ORIV-C3C4Figura 5.40 Modelo NEA2. Curva de aprendizaje
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iones 
on evolu
i�on temporalaleatoriaCon estas simula
iones se pone de mani�esto que los m�etodos ORIV-C2C3 yORIV-C3C4 son 
apa
es de seguir la evolu
i�on temporal aleatoria de un sistemalineal.La mayor��a de las 
on
lusiones que se pueden obtener en este apartado, est�anya in
luidas en apartados anteriores, ya que presenta mu
hos elementos 
omu-nes. Por ejemplo, ORIV-C2C3 produ
e un menor MSE en 
onvergen
ia queORIV-C3C4 (ver �guras 5.39(a) y 5.39(b)). De la de�ni
i�on de MSE se sabeque es una medida tanto del sesgo de los estimadores 
omo de la varianza delos mismos. En ambientes sin ruido, SNR= +1, 
omo es este 
aso, ambos 
on-juntos de e
ua
iones (5.17) y (5.18) produ
en estimadores no sesgados siempreque los estimadores de los 
umulantes involu
rados no lo sean. Si se supone quelos 
umulantes est�an 
orre
tamente estimados (aunque se trabaje 
on sistemasno esta
ionarios), el mayor MSE de ORIV-C3C4 se debe a una mayor varianzade los estimadores de los par�ametros del sistema. El motivo se en
uentra enel aumento de varianza que experimentan los estimadores de los 
umulantes alir subiendo el orden de la estad��sti
a, y basarse ORIV-C3C4 en estad��sti
a deorden superior a ORIV-C2C3. Pero adem�as puede haber otro motivo para elaumento de MSE en ORIV-C3C4: puede que los 
umulantes estimados a tiempon est�en sesgados ya que se ne
esita 
ierto intervalo temporal para poder realizarel promedio para la obten
i�on de estos estimadores. Como tambi�en se ha 
o-mentado previamente, este intervalo temporal, o longitud efe
tiva, es ne
esarioque sea mayor para estad��sti
a de 
uarto orden que de ter
er orden; una vez �-jada la longitud efe
tiva, es de
ir, una vez �jada �, ORIV-C2C3 se en
uentra enventaja frente a ORIV-C3C4. Estos dos se pueden 
onsiderar 
omo los motivosprin
ipales por los que ORIV-C3C4 da peor MSE en 
onvergen
ia.En lo referente al tiempo de 
onvergen
ia, 
abe volver a re
al
ar que ORIV-C2C3 
onverge antes, ya que la estad��sti
a en la que se basa ne
esita mu
homenos tiempo para ser estimada.Finalmente se analiza la in
uen
ia del fa
tor de olvido, �, en el 
omporta-miento del algoritmo. En el modelo NEA1 se trabaja 
on � = 0:9985 (tefe
t =666:67), en el modelo NEA2 
on � = 0:9975 (tefe
t = 400), lo que signi�
a queel segundo es 
apaz de seguir m�as r�apido las varia
iones temporales pagando elpre
io de mayor varianza y sesgo. Esto se tradu
e en menor tiempo de 
onver-gen
ia, pero mayor MSE en 
onvergen
ia. Adem�as, en prin
ipio, el m�etodo quese va a ver m�as afe
tado por este 
ambio va a ser ORIV-C2C3 ya que ne
esi-ta menor n�umero de datos para estimar su estad��sti
a y si le imponemos queuse m�as le estamos restando 
apa
idad de rastrear el sistema, lo que impli
aun aumento de MSE en 
onvergen
ia. Sin embargo, para ORIV-C3C4, aunqueestime mejor los 
umulantes de 
uarto orden 
on 666 datos que 
on 400 in
uye



136 CAP�ITULO 5. IDENTIFICACI �ON CIEGA DE SISTEMAS MAel he
ho de que tiene menos 
apa
idad de rastreo, por lo que son dos efe
tos quese 
ontraponen y por tanto su 
omportamiento global no se ve muy afe
tado.En 
onse
uen
ia, se pueden 
omparar las �guras 5.39(b) y 5.40(b), en la del mo-delo NEA1 se apre
ia ligeramente un MSE menor y un tiempo de 
onvergen
ialigeramente superior al del modelo NEA2, pero sin grandes diferen
ias.Por �ultimo, y 
ompar�andolo 
on el apartado 5.6.1 en el que la varia
i�ontemporal era lineal, a�un 
abe un peque~no 
omentario. En los resultados de lassimula
iones en sistemas 
on evolu
i�on temporal aleatoria no se apre
ia ni lam�as m��nima tenden
ia de divergen
ia 
omo apare
��a por ejemplo en el modeloNEL2 del apartado 5.6.1. Sin entrar en la dis
usi�on de si esto es debido a lamenor varia
i�on del modelo aleatorio o no (quiz�as fuese 
onveniente de�nir ungrado de no esta
ionariedad para ganar en objetividad3), lo que 
abe desta
ares la forma en la que var��an los resultados para 
ada din�ami
a. Para din�ami
alineal los resultados van aumentando su diferen
ia 
on el valor ini
ial 
onformepasa el tiempo, si el algoritmo no puede seguirla 
ada vez dar�a peor resultadoy a
abar�a divergiendo. Sin embargo, en el 
aso aleatorio la estima
i�on puedeos
ilar alrededor de un punto 
on
reto, o di
ho de otro modo, su evolu
i�onno tiene porqu�e llevarnos a un punto en el espa
io de par�ametros lejano al departida, 
on lo que el algoritmo no tiene porqu�e divergir por este motivo.5.7 Los m�etodos ORIV-C2C3 y ORIV-C3C4 enambientes no esta
ionarios ruidososYa se ha analizado el problema de la identi�
a
i�on 
iega en dos ambientesdistintos: uno in
lu��a ruido a las muestras disponibles y el otro in
lu��a la posibi-lidad de que los pesos del �ltro evolu
ionaran 
on el tiempo. En esta se

i�on se
ombinan ambos para analizar el problema en la situ
i�on m�as general posible,esto es, sistemas no esta
ionarios 
ontaminados por ruido.Es 
ono
ido del an�alisis te�ori
o del 
ap��tulo 4 que la in
uen
ia del ruido sepuede minimizar en los estimadores si el fa
tor de olvido est�a muy pr�oximo auno. Sin embargo este requisito limita la 
apa
idad de rastreo del algoritmo.Debido a esta oposi
i�on `elimina
i�on del ruido'{`
apa
idad de rastreo' apare
eel 
on
epto de velo
idad l��mite que se analizar�a mas adelante.5.7.1 Resultados de las simula
ionesEl ruido aditivo se va a suponer gaussiano 
oloreado, obtenido de igual ma-nera que en el apartado 5.5 pasando ruido gaussiano blan
o por un �ltro ARMA3Ma

hi lo hizo en [Ma
95℄.
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oe�
ientes AR= [1 � 2:2 1:77 � 0:52℄ y MA= [1 � 1:25℄, 
on unos nivelesde SNR de 20, 10, 5, 0, �5 y �10 dB. La evolu
i�on temporal se supondr�a li-neal, 
on 2000 muestras 
ono
idas y un fa
tor de olvido � = 0:9985, aunque las
ara
ter��sti
as espe
���
as de 
ada modelo estudiado se detallan a 
ontinua
i�on.Los 
oe�
ientes del sistema empiezan a evolu
ioanar a partir de t
ambio = 10.Modelo NER1El modelo MA de partida es b(0) = [1 �1 0:75℄, que evolu
iona en el tiemposeg�un la pendiente p = [0 � 1=8000 1=8000℄ 
on b0 = 1 8 n. Los estimadoresde los 
oe�
ientes del �ltro en la itera
i�on �nal para el m�etodo ORIV-C2C3 semuestran en la tabla 5.18, apare
iendo tanto su media 
omo su varianza paralos distintos niveles de ruido estudiados. La misma informa
i�on 
ontiene latabla 5.19 referente al m�etodo ORIV-C3C4. En la �gura 5.41(a) se muestranlas 
urvas de aprendizaje para ORIV-C2C3 y en 5.41(b) para ORIV-C3C4. Els��mbolo aso
iado a 
ada SNR es:} = 20 dB + = 0 dBO = 10 dB � = �5 dB� = 5 dB - = �10 dBEstimadores tipo 1 Estimadores tipo 2SNR b1 b2 var b1 var b2 b1 b2 var b1 var b2
 �1.249 0.999 0 0 �1.249 0.999 0 020 �1.081 0.949 0.131 0.144 �1.179 0.931 0.085 0.09110 �0.500 1.022 0.190 0.221 �1.137 0.895 0.175 0.1355 0.497 0.811 26.106 38.722 �0.143 0.587 0.919 0.4080 0.047 0.831 6.109 6.540 0.144 0.277 0.624 0.619�5 12.430 �0.985 293.859 38.775 0.102 0.294 0.811 0.638�10 �2.774 1.350 79.502 49.263 0.042 0.343 0.877 0.720Tabla 5.18 Media y varianza de los estimadores (
=valores 
orre
tos), modeloNER1. M�etodo ORIV-C2C3Estimadores tipo 1 Estimadores tipo 2SNR b1 b2 var b1 var b2 b1 b2 var b1 var b2
 �1.249 0.999 0 0 �1.249 0.999 0 020 �1.181 0.927 0.086 0.126 �1.183 0.918 0.121 0.15610 �1.182 0.870 0.209 0.400 �1.135 0.846 0.227 0.3335 �1.026 0.741 1.034 0.907 �0.844 0.701 0.580 0.5020 �0.436 0.402 1.871 1.764 �0.410 0.423 0.730 0.689�5 �0.253 0.160 1.998 1.850 �0.462 0.104 0.740 0.797



138 CAP�ITULO 5. IDENTIFICACI �ON CIEGA DE SISTEMAS MA�10 �0.435 0.265 4.074 5.088 �0.602 0.179 0.710 0.791Tabla 5.19 Media y varianza de los estimadores (
=valores 
orre
tos), modeloNER1. M�etodo ORIV-C3C4
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(b) ORIV-C3C4Figura 5.41 Modelo NER1. Curva de aprendizajeModelo NER2Este segundo modelo es una MA(3) 
on 
oe�
ientes ini
iales MA= [1 �0:9 0:385 � 0:771℄ y 
on pendiente de su varia
i�on lineal dada por p = [0 �1=8000 1=8000 � 1=8000℄. La media y varianza de los estimadores de las tablas5.20 y 5.21 se obtuvieron 
on el m�etodo ORIV-C2C3 para los estimadores tipo 1y 2 respe
tivamente y los de las tablas 5.22 y 5.23 
on ORIV-C3C4. Igualmente5.42(a) muestra la 
urva de aprendizaje para ORIV-C2C3 y 5.42(b) para ORIV-C3C4.SNR b1 b2 b3 var b1 var b2 var b3
 �1.149 0.634 �1.020 0 0 020 �1.197 0.546 �0.924 1.718 2.627 1.40610 �1.955 0.169 �0.580 1.951 2.337 0.8265 �2.434 �1.038 �0.850 92.336 30.621 22.8760 1.470 �1.492 0.890 62.523 44.972 18.504�5 �1.010 0.404 �1.481 45.103 33.955 38.534



5.7. AMBIENTES NO ESTACIONARIOS RUIDOSOS 139�10 18.662 �40.400 32.016 544.708 1258.038 1012.649Tabla 5.20 Media y varianza de los estimadores tipo 1 (
=valores 
orre
tos),modelo NER2. M�etodo ORIV-C2C3SNR b1 b2 b3 var b1 var b2 var b3
 �1.149 0.634 �1.020 0 0 020 �1.065 0.152 �0.835 0.198 0.554 0.19210 �0.969 �0.035 �0.313 0.298 0.707 0.3995 �0.703 �0.005 �0.191 0.548 0.919 0.5480 �0.052 0.002 0.070 0.726 1.036 0.821�5 0.005 0.026 �0.008 0.825 0.900 0.906�10 0.009 0.104 0.050 0.857 0.796 0.817Tabla 5.21 Media y varianza de los estimadores tipo 2 (
=valores 
orre
tos),modelo NER2. M�etodo ORIV-C2C3SNR b1 b2 b3 var b1 var b2 var b3
 �1.149 0.634 �1.020 0 0 020 �1.102 �0.074 �0.874 0.329 0.744 0.35110 �1.054 �0.137 �0.763 0.673 0.846 0.6455 �0.923 �0.078 �0.577 1.384 1.653 1.7600 �0.662 0.053 �0.168 6.185 5.273 3.150�5 �0.281 �0.118 0.216 2.660 2.959 2.712�10 �0.328 �0.114 0.282 1.856 1.956 1.829Tabla 5.22 Media y varianza de los estimadores tipo 1 (
=valores 
orre
tos),modelo NER2. M�etodo ORIV-C3C4SNR b1 b2 b3 var b1 var b2 var b3
 �1.149 0.634 �1.020 0 0 020 �1.020 0.125 �0.845 0.197 0.682 0.33510 �1.002 0.086 �0.737 0.297 0.752 0.4785 �0.927 0.078 �0.504 0.442 0.816 0.6440 �0.508 0.014 �0.181 0.746 0.811 0.735



140 CAP�ITULO 5. IDENTIFICACI �ON CIEGA DE SISTEMAS MA�5 �0.435 �0.289 0.073 0.688 0.707 0.753�10 �0.658 �0.197 0.259 0.606 0.772 0.731Tabla 5.23 Media y varianza de los estimadores tipo 2 (
=valores 
orre
tos),modelo NER2. M�etodo ORIV-C3C4
Modelo NER3Por �ultimo, este y el siguiente modelo estudian las ventajas de emplear lae
ua
i�on de a
tualiza
i�on (5.24) frente a (5.25), para lo 
ual se retoman losmodelos anteriores. En parti
ular este modelo NER3 es an�alogo al modeloNER1 pero utilizando (5.25) al resolverlo mediante ORIV-C3C4.La media y varianza de los estimadores se muestran en la tabla 5.24 y la
urva de aprendizaje en la �gura 5.43(a).Estimadores tipo 1 Estimadores tipo 2SNR b1 b2 var b1 var b2 b1 b2 var b1 var b2
 �1.2486 0.9986 0 0 �1.2486 0.9986 0 020 �1.157 0.896 0.275 0.294 �1.148 0.882 0.258 0.27810 �1.099 0.893 0.498 0.392 �1.029 0.860 0.382 0.2875 �1.044 0.806 0.947 0.831 �0.802 0.762 0.491 0.4150 �0.242 0.469 1.592 1.424 �0.292 0.480 0.735 0.638�5 �0.480 0.248 10.465 4.009 �0.371 0.099 0.735 0.768�10 �0.179 0.311 2.705 2.259 �0.584 0.130 0.686 0.794Tabla 5.24 Media y varianza de los estimadores (
=valores 
orre
tos), modeloNER3. M�etodo ORIV-C3C4
Modelo NER4Este �ultimo modelo retoma el modelo NER2 pero a
tualiza la varianza defy(n)g ne
esaria para la de�ni
i�on (5.37) mediante (5.25). En las tablas 5.25 y5.26 se re
ogen los estimadores y en la �gura 5.43(b) la evolu
i�on temporal delMSE.



5.7. AMBIENTES NO ESTACIONARIOS RUIDOSOS 141SNR b1 b2 b3 var b1 var b2 var b3
 �1.149 0.634 �1.020 0 0 020 �1.086 �0.082 �0.848 0.409 0.736 0.43310 �1.077 �0.191 �0.737 0.562 0.846 0.6275 �0.969 �0.158 �0.548 1.185 1.301 1.1320 �0.529 �0.078 �0.316 2.348 1.943 2.130�5 �0.101 �0.035 0.040 2.008 1.793 2.021�10 �0.204 �0.050 0.270 2.069 2.084 2.081Tabla 5.25 Media y varianza de los estimadores tipo 1 (
=valores 
orre
tos),modelo NER4. M�etodo ORIV-C3C4SNR b1 b2 b3 var b1 var b2 var b3
 �1.149 0.634 �1.020 0 0 020 �1.019 0.129 �0.840 0.231 0.684 0.35710 �0.996 0.009 �0.738 0.285 0.754 0.4865 �0.902 �0.053 �0.498 0.491 0.852 0.6700 �0.512 �0.048 �0.274 0.758 0.845 0.712�5 �0.314 �0.282 �0.015 0.734 0.734 0.736�10 �0.664 �0.208 0.274 0.583 0.764 0.713Tabla 5.26 Media y varianza de los estimadores tipo 2 (
=valores 
orre
tos),modelo NER4. M�etodo ORIV-C3C4
5.7.2 An�alisis de las simula
ionesLa diferen
ia de las simula
iones llevadas a 
abo en este apartado 
on res-pe
to a las del apartado 5.6 est�a en la adi
i�on de ruido gaussiano 
oloreado.Por tanto, la dis
usi�on se limitar�a aqu�� a ver 
�omo in
uye este nuevo fa
tor enlos resultados, 
ompletando de esta manera los 
omentarios de di
ho aparta-do. Antes de pasar a dis
utir las diferen
ias entre los m�etodos ORIV-C2C3 yORIV-C3C4, se pasa a 
omentar las 
ara
ter��sti
as que son 
omunes a ambosm�etodos.Tanto la varianza 
omo el sesgo de los estimadores de los par�ametros delmodelo MA, aumentan al disminuir la SNR, lo 
ual es l�ogi
o ya que 
ada vez lase~nal llega envuelta en mayor nivel de ruido, lo que ha
e m�as dif��
il la estima-
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(b) ORIV-C3C4Figura 5.42 Modelo NER2. Curvas de aprendizaje
i�on. Por el mismo motivo anterior el MSE de 
onvergen
ia va aumentando aldisminuir la SNR.Como ya se ha 
omentado varias ve
es, y es algo dire
to de ver, el 
omporta-miento de las e
ua
iones (5.17) y (5.18) depende en gran medida de la 
apa
idadde ORIV para estimar los 
umulantes que 
ada sistema de e
ua
iones ne
esi-ta. El primero depende s�olo de 
umulantes de segundo y ter
er orden, 
on lo
ual, en presen
ia de ruido aditivo gaussiano, los de 2o orden ser�an sesgados.El sesgo ser�a mayor 
onforme aumente el nivel de ruido, no as�� la varianza, yaque el 
umulante de 2o orden simplemente ver�a una se~nal fy(n)g 
ompuestade fx(n)g y fv(n)g, por lo que el 
umulante ser�a la suma de los 
umulantesde fx(n)g y fv(n)g, al ser independientes. Cuanto mayor sea el ruido, mayorser�a el 
umulante de fv(n)g y por tanto, el 
umulante de la suma m�as separadoestar�a del 
umulante de inter�es, es de
ir, el de fx(n)g. Esto viene a 
orroborarlo ya expresado 
on anterioridad, en el sentido de que el sistema de e
ua
iones(5.17) se ve fuertemente afe
tado de ruido 
oloreado. La in
uen
ia de lo 
omen-tado sobre los resultados es 
lara: al aumentar el nivel de ruido, los estimadoresde los 
umulantes de 2o orden aumentan su sesgo, aumentando por tanto elsesgo de los estimadores de los par�ametros, pero no su varianza. Adem�as dedepender de los 
umulantes de 2o orden, la e
ua
i�on (5.17) tambi�en dependede 
umulantes de ter
er orden. Estos 
umulantes son, te�ori
amente, inmunesal ruido gaussiano sea 
ual sea su 
ontenido en fre
uen
ia. En la pr�a
ti
a, sinembargo, 
uando la SNR disminuye, los estimadores se ven afe
tados por unamayor varianza, no in
uyendo en prin
ipio en su sesgo. Si se une el aumentode sesgo 
ausado por los 
umulantes de 2o orden, 
on el aumento de varianza
ausado por los de ter
ero, se llega a la obten
i�on de estimadores de par�ametros
uyo sesgo y varianza aumentan al disminuir la SNR, tal y 
omo se apre
ia en
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(b) modelo NER4Figura 5.43 Curvas de aprendizaje de los modelos NER3 y NER4 paraORIV-C3C4las tablas (ver p.e. tabla 5.18).Por otro lado, la e
ua
i�on (5.18) depende de 
umulantes de ter
er y 
uartoorden. Los estimadores de estos 
umulantes, in
luso en presen
ia de ruido 
o-loreado, son no sesgados; la �uni
a in
uen
ia del ruido est�a en el aumento de lavarianza. >Qu�e 
abe esperar por tanto de sus resultados? Los par�ametros esti-mados mediante la e
ua
i�on (5.18) deber��an ser no sesgados y 
on una varianzaque aumentase 
onforme aumente el nivel de ruido. Inspe

ionando la tabla5.19 se observa que esto es 
ierto hasta los 5 dB aproximadamente, de 0 dBhasta los -10 dB el sesgo se ha
e tambi�en importante. El motivo de la apari
i�ondel sesgo es que las 1000 realiza
iones ya no son su�
ientes para obtener unabuena media del estimador 
uando el ruido es demasiado alto, es de
ir, la SNRes baja.Todo lo 
omentado hasta ahora se trat�o en la apartado 5.5, en el 
ontextode modelos esta
ionarios en presen
ia de ruido. Para sistemas no esta
ionariossigue siendo igualmente v�alido tal y 
omo se ha visto aqu��. La in
uen
ia de lavaria
i�on temporal del sistema en la estima
i�on est�a en un peque~no aumento delMSE debido al tiempo de retardo, que impli
a mayor sesgo en los estimadorespara 
ada instante de tiempo. La in
uen
ia del tiempo de retardo y del fa
torde olvido en modelos esta
ionarios se vio en el apartado 5.6.1.Las 
on
lusiones que se pueden obtener de estas simula
iones ser��an un 
om-pendio de las extra��das en los apartados 5.5 y 5.6. Se puede a�rmar que elm�etodo ORIV-C3C4, en general, mejora los resultados obtenidos por el m�etodoORIV-C2C3 para SNR<10 dB, es de
ir 
uando el sesgo y la varianza de los



144 CAP�ITULO 5. IDENTIFICACI �ON CIEGA DE SISTEMAS MAestimadores de los 
umulantes de orden 2 y 3 es mayor que la varianza de losestimadores de orden 3 y 4.En de�nitiva, los resultados obtenidos en este apartado 
on
uerdan 
on losobtenidos en apartados anteriores, tanto en fun
i�on del nivel de ruido 
olorea-do 
ontaminante 
omo para la normaliza
i�on utilizada en la estima
i�on de lavarianza de fy(n)g.5.7.3 Resultado de las simula
iones rela
ionadas 
on elseguimiento l��miteSe 
ontin�ua 
on el estudio de sistemas no esta
ionarios y en parti
ular aque-llos que presentan evolu
i�on temporal lineal. En las simula
iones llevadas a 
aboen esta se

i�on se va a 
omprobar que para un fa
tor de olvido dado el algorit-mo no puede seguir varia
iones en los par�ametros generadas por una pendientemayor que una 
ota dada. Este fen�omeno se ha llamado seguimiento l��mite ovelo
idad l��mite en esta Memoria.Los modelos estudiados se basan en un MA(2) 
on 
oe�
ientes ini
iales MA=[1 �1 0:75℄ del que se 
ono
en 5000 muestras ruidosas de su salida. La evolu
i�ontemporal lineal tendr�a efe
to a partir de t
ambio = 10. Los detalles 
on
retos de
ada modelo son los siguientes:
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(b) ORIV-C3C4Figura 5.44 Curvas de aprendizaje del modelo SL1



5.7. AMBIENTES NO ESTACIONARIOS RUIDOSOS 145Modelo SL1Para este primer modelo el ve
tor pendiente de la varia
i�on lineal es p = [0 �1=8000 1=8000℄, la media y varianza de los estimadores obtenidos en la �ultimaitera
i�on por medio del m�etodo ORIV-C2C3 se presentan en la tabla 5.27 y pormedio de ORIV-C3C4 en la tabla 5.28. Las 
urvas de aprendizaje respe
tivas semuestran en las �guras 5.44(a) y 5.44(b). Asimismo resulta ilustrativo mostrarla 
onvergen
ia en media de los estimadores, para lo 
ual se han elegido losestimadores tipo 2 del m�etodo ORIV-C3C4 que apare
en en las �guras 5.46(a)y 5.46(b). Estimadores tipo 1 Estimadores tipo 2SNR b1 b2 var b1 var b2 b1 b2 var b1 var b2
 �1.624 1.374 0 0 �1.624 1.374 0 020 �1.424 1.315 0.164 0.227 �1.568 1.320 0.159 0.18010 �0.694 1.747 0.540 4.295 �1.340 1.045 0.410 0.4125 �3.681 �3.757 81.486 105.76 �0.039 0.308 0.891 0.6340 �2.666 0.144 79.413 31.379 0.160 0.170 0.593 0.661�5 1.050 1.507 28.379 24.850 0.128 0.254 0.739 0.631�10 �1.007 0.254 11.263 13.111 0.048 0.320 0.859 0.731Tabla 5.27 Media y varianza de los estimadores (
=valores 
orre
tos), modelo SL1.M�etodo ORIV-C2C3Estimadores tipo 1 Estimadores tipo 2SNR b1 b2 var b1 var b2 b1 b2 var b1 var b2
 �1.624 1.374 0 0 �1.624 1.374 0 020 �1.541 1.340 0.756 0.758 �1.337 1.100 0.501 0.44210 �1.455 1.307 1.691 1.628 �1.087 0.915 0.643 0.5485 �1.112 1.100 2.041 1.901 �0.798 0.720 0.664 0.5310 �0.562 0.585 2.499 2.459 �0.634 0.508 0.606 0.585�5 �0.304 0.220 1.921 1.992 �0.562 0.227 0.658 0.735�10 �0.223 0.207 1.462 1.538 �0.611 0.134 0.689 0.775Tabla 5.28 Media y varianza de los estimadores (
=valores 
orre
tos), modelo SL1.M�etodo ORIV-C3C4Modelo SL2Para este modelo la pendiente se ha �jado en p = [0 � 1=16000 1=16000℄ ylos resultados obtenidos para �el se presentan 
omo sigue: la media y varianza de



146 CAP�ITULO 5. IDENTIFICACI �ON CIEGA DE SISTEMAS MAlos estimadores en la �ultima itera
i�on en las tablas 5.29 y 5.30 para los m�etodosORIV-C2C3 y ORIV-C3C4 respe
tivamente; las 
urvas de aprendizaje en las�guras 5.45(a) y 5.45(b) para ORIV-C2C3 y ORIV-C3C4 respe
tivamente y�nalmente la 
onvergen
ia en media de los estimadores tipo 2 para ORIV-C3C4en las �guras 5.47(a) y 5.47(b) para los 
oe�
ientes b1 y b2 respe
tivamente.Estimadores tipo 1 Estimadores tipo 2SNR b1 b2 var b1 var b2 b1 b2 var b1 var b2
 �1.312 1.062 0 0 �1.312 1.062 0 020 �1.160 1.030 0.126 0.142 �1.272 1.026 0.086 0.09110 �0.544 1.093 0.196 0.254 �1.229 0.982 0.194 0.1545 �0.005 1.336 1.732 4.592 �0.015 0.622 0.988 0.4260 0.100 1.508 13.764 12.897 0.133 0.293 0.605 0.624�5 0.476 �0.316 26.326 16.795 0.131 0.301 0.772 0.616�10 �0.826 0.257 22.741 9.294 0.058 0.341 0.863 0.718Tabla 5.29 Media y varianza de los estimadores (
=valores 
orre
tos), modelo SL2.M�etodo ORIV-C2C3
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(b) ORIV-C3C4Figura 5.45 Curvas de aprendizaje del modelo SL2. La tenden
ia divergentese ha perdido.



5.7. AMBIENTES NO ESTACIONARIOS RUIDOSOS 1475.7.4 An�alisis de los resultados obtenidos rela
ionados 
onel seguimiento l��miteEstas simula
iones 
ompletan las presentadas en el apartado 5.7.1. En �el,se simul�o el mismo modelo que en el modelo SL1 que se trata ahora, pero s�olopara una longitud de 2000 datos. Para ese n�umero de itera
iones el algoritmopare
��a que hab��a 
onvergido a sus valores esta
ionarios, y nada ha
��a pensarque pudiera empezar a divergir. Sin embargo, 
on el modelo SL1 se demuestralo 
ontrario: despu�es de llegar a un m��nimo en el MSE, los valores empiezan a
re
er, en prin
ipio inde�nidamente. Esta tenden
ia tambi�en se puede observar
laramente en las �guras 5.46(a) y 5.46(b), donde se apre
ia la divergen
ia dela media de los estimadores de los par�ametros del modelo.Estimadores tipo 1 Estimadores tipo 2SNR b1 b2 var b1 var b2 b1 b2 var b1 var b2
 �1.312 1.062 0 0 �1.312 1.062 0 020 �1.274 1.028 0.185 0.160 �1.266 0.999 0.210 0.19010 �1.243 1.010 0.458 0.399 �1.160 0.915 0.415 0.3155 �1.061 0.849 1.584 1.704 �0.853 0.728 0.576 0.4540 �0.555 0.533 4.054 4.292 �0.451 0.422 0.727 0.678�5 �0.361 0.220 2.533 2.073 �0.496 0.116 0.708 0.765�10 �0.276 0.249 2.258 2.875 �0.600 0.113 0.703 0.811Tabla 5.30 Media y varianza de los estimadores (
=valores 
orre
tos), modelo SL2.M�etodo ORIV-C3C4Si se tienen en 
uenta los 
omentarios de los apartados pre
edentes, se pueden
lasi�
ar en dos tipos los fa
tores que afe
tan al 
omportamiento del algoritmo:los propios 
oe�
ientes que 
ontrolan el fun
ionamiento del algoritmo, y queen este 
aso s�olo es el fa
tor de olvido, y los 
oe�
ientes que determinan ladin�ami
a del sistema lineal, que para evolu
i�on temporal lineal s�olo depende dela pendiente elegida. Ya se 
ono
en las restri

iones propias impuestas sobreel fa
tor de olvido. Tiene que ser lo su�
ientemente grande 
omo para poderestimar 
onvenientemente los 
umulantes. Por tanto, una vez �jado este fa
tor,queda estudiar hasta qu�e punto el algoritmo as�� de�nido es 
apaz de seguir laevolu
i�on del sistema. Pero tambi�en se 
ono
e la respuesta; si el fa
tor de olvidoes grande, no podr�a seguir 
ambios temporales muy brus
os, tal y 
omo o
urreaqu��. Se tiene por tanto que redu
ir la pendiente. Eso es lo que se ha he
ho enel modelo SL2, donde no se apre
ia divergen
ia en el MSE ni en los estimadoresde los par�ametros, 
orrobor�andose los 
omentarios anteriores.
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(b) Par�ametro b2Figura 5.46 Evolu
i�on en media de los estimadores tipo 2 del modelo SL1para ORIV-C3C4, SNR= 20
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(b) Par�ametro b2Figura 5.47 Evolu
i�on en media de los estimadores tipo 2 del modelo SL2para ORIV-C3C4, SNR= 20



Cap��tulo 6
Estudio 
omparativo de losalgoritmos RIV y ORIV
Introdu

i�onEl estudio te�ori
o sobre el 
omportamiento del algoritmo ORIV llevado a
abo en el 
ap��tulo 4 expli
�o satisfa
toriamente el 
omportamiento observadoen las simula
iones sobre este mismo algoritmo en el 
ap��tulo 5. Ya que ORIV es
apaz de resolver sistemas de e
ua
iones sobredeterminados se puede 
onsiderar
omo una generaliza
i�on de RIV y en prin
ipio debe dar mejores resultados, porlo que debe 
onstituir un tope superior en 
uanto a 
omportamiento.Este efe
to que se espera desde un punto de vista l�ogi
o se 
on�rma medianteel empleo de las expresiones anal��ti
as obtenidas en los 
ap��tulos 3 y 4 y es
on�rmado mediante simula
iones tanto en ambientes esta
ionarios 
omo noesta
ionarios. La mejora que supone el uso de ORIV frente a RIV requiereel pago de 
ierto pre
io: un aumento de la 
arga 
omputa
ional. El prin
ipalobjetivo de este 
ap��tulo es pues responder a la pregunta >Mere
e la pena el
oste 
omputa
ional que a
arrea el uso de un algoritmo sobredeterminado?La 
ompara
i�on te�ori
a entre ambos algoritmos se lleva a 
abo en el apartado6.1 donde se analiza la diferen
ia tanto en ambientes esta
ionarios 
omo noesta
ionarios, repasando todos y 
ada uno de los puntos analizados en 
ap��tulosanteriores: 
onvergen
ia en media, en media 
uadr�ati
a, 
ontribu
i�on al MSDpor ruido de medi
i�on, et
. La validez de di
ho an�alisis te�ori
o se lleva a 
aboen el apartado 6.2 donde de nuevo se distingue entre ambientes esta
ionarios yno esta
ionarios y se analizan 
on detalle tanto la 
urva de aprendizaje 
omo el149



150 CAP�ITULO 6. COMPARATIVA RIV-ORIVsesgo y varianza de los estimadores y la 
onvergen
ia en media 
uando pro
eda.6.1 Compara
i�on te�ori
aEn este primer apartado se van a analizar las diferen
ias de 
omportamientoentre los algoritmos RIV y ORIV mediante las expresiones te�ori
as dedu
idasen 
ap��tulos anteriores. Para ello se intentar�a re
uperar RIV a partir de ORIVpara des
ubrir de manera m�as profunda las diferen
ias entre las expresionesobtenidas para uno y otro. Todos los aspe
tos estudiados apuntan a la misma
on
lusi�on, tal y 
omo se des
ribir�a a 
ontinua
i�on.6.1.1 Cuadro 
omparativoPara dar una visi�on general de las diferen
ias entre los algoritmos RIV yORIV se ha querido mostrar, en la tabla 6.1 de forma 
onfrontada, las expre-siones obtenidas para uno y otro para 
ada uno de los aspe
tos estudiados:
onvergen
ia en media y en media 
uadr�ati
a para ambientes esta
ionarios yno esta
ionarios, 
on ruido y sin �el. T�engase en 
uenta que hay magnitudesque 
omparten el nombre en el an�alisis de RIV y ORIV, por tanto dependiendodel algoritmo del que se trate tendr�an una de�ni
i�on u otra. Tampo
o se hanindi
ado todas las de�ni
iones en la tabla sino que desde aqu�� se remite a los
ap��tulos 3 y 4 donde se estudiaron.Se ha querido 
ondensar todo el 
ono
imiento que se tiene de ambos al-goritmos. Para ello basta dar la evolu
i�on temporal de la media y la media
uadr�ati
a de los estimadores, en 
ada uno de los ambientes estudiados, para lo
ual basta dividir en ambientes esta
ionarios y no esta
ionarios.Las e
ua
iones obtenidas en ambientes esta
ionarios eran e
ua
iones en di-feren
ias de primer orden 
on 
oe�
ientes no homog�eneos 
onstantes, 
on lo
ual la solu
i�on viene perfe
tamente 
ara
terizada por las 
ondi
iones ini
ialesm(0), el 
oe�
iente de la homog�enea 
 y el valor en 
onvergen
ia m(1). En elap�endi
e D se muestra que para una e
ua
i�on en diferen
ias 
omo la des
rita:m(n) = 
m(n� 1) + a (6.1)la solu
i�on viene dada por la siguiente expresi�on:m(n) = m(1) + 
n[m(0)�m(1)℄ (6.2)De forma que 
ono
iendo la parte homog�enea de la e
ua
i�on en diferen
ias yel valor en 
onvergen
ia de la magnitud estudiada, se puede 
onstruir perfe
ta-mente la evolu
i�on temporal. All�� donde el valor en 
onvergen
ia sea la suma
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Propiedad RIV ORIV

Esta
ionarios
Conv.media (Efe
to 
ond.ini.) E[�w(n)℄ = �n(1� �)R�1�(0)�w(0) E[�w(n)℄ = �2n(1� �)2(RtR)�1�(0)�w(0)MSD e
.homog�enea q(n) = �2q(n� 1) q(n) = �4q(n� 1)MSD(1) medi
i�on I q(1) = 1��2 �20�Q q(1) = 1��4 �20Trf�QAgMSD(1) estima
i�on I q(1) = (1��)32 �20Ve q(1) = (1��)34 ��20Trf�QV Rg+Trf�QV Xg�MSD(1) medi
i�on II q(1) = 1��2 �20�Q q(1) = 1��4 �20~
MSD(1) estima
i�on II q(1) = (1��)32 �20Ve q(1) = (1��)34 [�20Ve + �e℄

Noesta
iona. Conv.media(Sol. parti
ular) E[w(n)℄ = (1� �)w0(n)+ E[w(n)℄ = (1� �)w0(n)++(1� �)Pni=1 �iw0(n� i) + (1��2)� Pni=1 �2iw0(n� i)tiempo de retraso �r = �=(1� �) �r = �=(1� �2)MSD(1) rastreo q(1) = 1(1��)2ptp� 52 11��ptp+ D(1) = 14(1��)2ptp� 78ptp++2ptp+ 1��2 ptHp + 1��4 ptHp�opt 1� [4ptp=(�20�Q + ptHp)℄1=3 1� [2ptp=(�20~
 + ptHp)℄1=3Tabla 6.1 Cuadro 
omparativo RIV-ORIV



152 CAP�ITULO 6. COMPARATIVA RIV-ORIVde varias 
ontribu
iones, �estas se han espe
i�
ado por separado (ejemplo: MSDdebido al ruido de estima
i�on o de medi
i�on).En ambientes no esta
ionarios no es tan sen
illo 
ara
terizar la evolu
i�on delas magnitudes, ya que en este 
aso los 
oe�
ientes de la parte no homog�eneadependen del tiempo y habr��a que 
ono
erlos en todo los instantes. Es de
ir, eneste 
aso la e
ua
i�on en diferen
ias ser��a:m(n) = 
m(n� 1) + a(n) (6.3)y la solu
i�on ya no se puede es
ribir en la forma de la expresi�on (6.2). Lasolu
i�on a este tipo de e
ua
iones se puede 
onsultar igualmente en el ap�endi
eD pero para el estudio a llevar a 
abo en esta se

i�on no es ne
esaria. En la tabla6.1, en el 
aso de ambientes no esta
ionarios, s�olo se muestran las magnitudesque van a ser de utilidad.6.1.2 An�alisis te�ori
o de 
ada fa
eta. Ambientes esta
io-nariosLas diferen
ias entre RIV y ORIV en 
uanto a evolu
i�on te�ori
a de las mag-nitudes que determinan su 
omportamiento son:Convergen
ia en media. Efe
to de las 
ondi
iones ini
ialesAl estudiar la 
onvergen
ia en media se obtuvo para el algoritmo RIV lasiguiente expresi�on: E[�w(n)℄ = �n(1� �)R�1�(0)�w(0) (6.4)y para ORIV: E[�w(n)℄ = �2n(1� �)2(RtR)�1�(0)�w(0) (6.5)Es 
ono
ido que tanto una 
omo otra expresi�on tienden a 
ero en el l��miten ! 1 por tanto lo que importa es determinar 
u�al de los dos 
onverge m�asr�apido. El tiempo de 
onvergen
ia, 
omo ya es 
ostumbre, se tomar�a 
omo aquelne
esario para que la magnitud estudiada, en este 
aso la media del ve
tor deerror, 
aiga a 1/e de su valor ini
ial. Operando 
omo ya es habitual se obtiene,para RIV: � = 11� � (6.6)y para ORIV: � = 12(1� �) (6.7)Por tanto, el tiempo de 
onvergen
ia para ORIV es la mitad que para RIV.
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ua
i�on homog�enea aso
iada a la evolu
i�on del MSDComo se 
oment�o en el ap�endi
e D la solu
i�on de una e
ua
i�on homog�eneatiende a 
ero bajo 
ierta 
ondi
i�on. Una vez que llega a 
ero, la parte transi-toria de la evolu
i�on de la magnitud estudiada se termina y empieza el estadoesta
ionario 
ara
terizado por el valor en 
onvergen
ia. Cono
er por tanto lahomog�enea aso
iada es importante para determinar la velo
idad 
on la que seal
anza el estado esta
ionario (steady state).Para RIV es: q(n) = �2q(n� 1) (6.8)y para ORIV: q(n) = �4q(n� 1) (6.9)Al igual que antes se pueden 
al
ular los tiempos de 
onvergen
ia aso
iados:Para RIV: � = 12(1� �) (6.10)Y para ORIV: � = 14(1� �) (6.11)Estos tiempos indi
an el tiempo que tiene que pasar para que la solu
i�on de lahomog�enea sea menos importante que en las primeras itera
iones, de maneraque la din�ami
a la di
ta la solu
i�on parti
ular de la no homog�enea, que 
omo sunombre indi
a es 
ara
ter��sti
a (parti
ular) de 
ada algoritmo. Notar que ahoratambi�en el de ORIV es la mitad que el de RIV. A 
ontinua
i�on se estudian lost�erminos no homog�eneos.T�ermino debido al ruido de medi
i�on en el MSDLa primera 
ontribu
i�on al MSD que se estudiar�a es debida al ruido demedi
i�on. Re
u�erdese que esta 
ontribu
i�on se obtuvo mediante dos aproxima-
iones diferentes en 
ap��tulos anteriores y que los resultados mediante ambaseran id�enti
as para RIV. Las expresiones obtenidas fueron: Para RIV (aproxi-ma
iones I y II, usadas en los apartados 3.2.2 y 3.2.3 respe
tivamente):q(1) = 1� �2 �20�Q (6.12)para ORIV aproxima
i�on I (apartado 4.2.2):q(1) = 1� �4 �20Trf�QAg (6.13)



154 CAP�ITULO 6. COMPARATIVA RIV-ORIVy aproxima
i�on II (apartado 4.2.4):q(1) = 1� �4 �20~
 (6.14)En primer lugar notar que re
ordando las siguientes de�ni
iones:�Q = (RtR)�tQ(RtR)�1 (6.15)A = RtR~x~xR (6.16)~
 = TrfR(RtR)�2RtR~x~xg (6.17)se tiene que ~
 = Trf�QAg 
on Q = I . Por tanto resulta que ambas aproxi-ma
iones son tambi�en id�enti
as para ORIV. Por tanto, para 
omparar RIV yORIV se pueden 
omparar, por ejemplo, las expresiones (6.12) y (6.14).ORIV por 
onstru

i�on es un algoritmo que generaliza a RIV para sistemasde e
ua
iones sobredeterminados. Para ver mejor el motivo de la diferen
iaentre uno y otro es 
onveniente intentar reobtener la expresi�on (6.12) a partirde (6.14). En primer lugar si la matriz R que apare
e en el an�alisis de ORIVfuese 
uadrada1 , su inversa existir��a, y se podr��a es
ribir que:~
 = TrfR(RtR)�1(RtR)�1RtR~x~xg == TrfR�tR�1R~x~xg  ! �Q 
on Q = I (6.18)En este l��mite 
oin
idir��an las expresiones (6.12) y (6.14) salvo por un fa
tor1=2. Ver el origen de este fa
tor ne
esita un pro
eso m�as elaborado:Primero es ne
esario re
ordar que provienen de las expresiones (3.42) y (4.69)al 
al
ular sus respe
tivos valores en 
onvergen
ia y simpli�
ar en los denomi-nadores, para � � 1, las expresiones:Para RIV: 1� �2 � 2(1� �)Para ORIV: 1� �4 = (1 + �2)(1 + �)(1� �) � 4(1� �)Por tanto, que aparez
a un 2 o un 4 en el denominador depende de la e
ua
i�onhomog�enea aso
iada a las e
ua
iones (3.42) y (4.69):Para RIV: q(n) = �2q(n� 1)Para ORIV: D(n) = �4D(n� 1)1La diferen
ia entre la matriz R que apare
e en RIV y la que apare
e en ORIV no es m�asque las dimensiones, ya que ambas son la 
orrela
i�on 
ruzada de los mismos ve
tores salvo 
onel ve
tor de variable instrumental 
on distinta longitud en 
ada 
aso; se emplear�a la mismanota
i�on para ambas salvo 
uando haya lugar a 
onfusi�on.



6.1. COMPARACI �ON TE�ORICA 155Segundo, esta forma de las e
ua
iones en diferen
ias para q(n) depende dela e
ua
i�on homog�enea aso
iada a la evolu
i�on del ve
tor de error en los pesos�w(n):Para RIV: �w(n) = ��w(n� 1)Para ORIV: �w(n) = �2�w(n� 1)que son 
onse
uen
ia de apli
ar promediado dire
to a las e
ua
iones en diferen-
ias originales para �w(n), e
ua
i�on (3.31) para RIV y e
ua
i�on (4.63) paraORIV.Ter
ero, estas e
ua
iones en diferen
ias originales se obtuvieron partiendode la e
ua
i�on de a
tualiza
i�on del ve
tor in
�ognita, e
ua
i�on (3.29) para RIVy e
ua
i�on (4.61) para ORIV y teniendo en 
uenta que los respe
tivos erroresse pod��an rees
ribir 
omo sigue:Para RIV: e(n) = e0(n)� xt(n)[w(n� 1)�w0℄Para ORIV: �(n) = � 0e0(n) �+� ~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄xt(n)[w0 �w(n� 1)℄ �La diferen
ia entre ambos est�a en que para RIV se 
umple exa
tamente que�(n)w(n)= z(n), pero no para ORIV en el que k�(n)w(n)�z(n)k es m��nima,ya que se resuelve mediante m��nimos 
uadrados. Por tanto, la diferen
ia�(n)w(n)� z(n)que apare
e en �(n) es una 
ontribu
i�on m�as al error en ORIV.Cuarto, para re
uperar RIV a partir de ORIV hay que suponer que estenuevo error es 
ero, por lo que la expresi�on (4.63) se 
onvierte en:�w(n) = [I � ��1(n)�t(n)~x(n)xt(n)℄�w(n� 1)++��1(n)�t(n)~x(n)e0(n) (6.19)y ahora suponer que la matriz �(n) es 
uadrada y que por tanto ��1(n) =��1(n)��t(n), 
on lo que la expresi�on anterior queda 
omo:�w(n) = [I ���1(n)~x(n)xt(n)℄�w(n� 1)+��1(n)~x(n)e0(n) (6.20)que efe
tivamente es la e
ua
i�on en diferen
ias de partida (3.31) para RIV.Por tanto, que aparez
a un �2 
omo 
oe�
iente en la e
ua
i�on homog�eneaaso
iada en ORIV (tras apli
ar promediado dire
to) y no un �, es debido a
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omponente adi
ional del error. Esto ha
e que 
onverja m�as r�apido (por-que 
uenta 
on m�as informa
i�on) pero adem�as que haya m�as t�erminos no ho-mog�eneos.Una vez a
larado el origen de ese fa
tor 1=2 extra hay que plantear la pre-gunta fundamental: >Cu�al de las expresiones (6.12) y (6.14) da un q(1) menor?.Como a grosso modo tanto �Q 
omo ~
 son de la forma R~x~x=R2, la prin
ipaldiferen
ia al tomar la traza va a ser la dimensi�on de las matri
es. Sup�ongaseque hay q in
�ognitas y l es la longitud del ve
tor de variable instrumental paraORIV. La aproxima
i�on siguiente est�a basada en suponer que la traza se tomaa matri
es diagonales m�ultiplo de la identidad:�Q � qb (6.21)~
 � lb (6.22)
on lo que los valores en 
onvergen
ia para el MSD se pueden es
ribir 
omo:Para RIV: q(1) = 1��2 qbPara ORIV: q(1) = 1��4 lbN�otese que la de�ni
i�on de �Q para RIV est�a en la e
ua
i�on (6.18). A partirde los 
uales se puede dedu
ir, bajo esta hip�otesis tan burda, que el MSD en
onvergen
ia para ORIV ser�a menor que para RIV siempre y 
uando 2q > l, esde
ir, si el n�umero de e
ua
iones no dobla al n�umero de in
�ognitas.T�ermino debido al ruido de estima
i�onLas expresiones que se obtuvieron para estos t�erminos para 
ada algoritmofueron:Para RIV (aproxima
iones I y II, usadas en los apartados 3.2.2 y 3.2.3 respe
-tivamente): q(1) = (1� �)32 �20VePara ORIV (aproxima
i�on I, usada en el apartado 4.2.3):q(1) = (1� �)34 �20Ve + (1� �)34 �ePara ORIV (aproxima
i�on II, usada en el apartado 4.2.4):q(1) = (1� �)34 �20Trf�QV Rg+ (1� �)34 Trf�QV Xg
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uadrados apare
en, 
omo ya se ha 
omentado,nuevos t�erminos no homog�eneos en la e
ua
i�on en diferen
ias para �w(n) quea
arrea nuevos t�erminos no homog�eneos en q(n) y por tanto 
ontribu
ionesnuevas en q(1). Por esto, en prin
ipio ORIV debe tener m�as q(1) 
ausadopor el ruido de estima
i�on pero 
omo la 
ontribu
i�on al q(1) total es del ordende (1 � �)3 puede que no in
uya mu
ho y se siga 
umpliendo que el MSD en
onvergen
ia para ORIV es menor que para RIV.La diferen
ia entre el fa
tor 1=2 y 1=4 se expli
a 
omo antes.6.1.3 An�alisis te�ori
o de 
ada fa
eta. Ambientes no esta-
ionariosA 
ontinua
i�on se extienden los 
omentarios realizados a ambientes no esta-
ionarios.Convergen
ia en media. Solu
i�on general de la homog�eneaA diferen
ia de lo que o
urr��a para ambientes esta
ionarios la e
ua
i�on endiferen
ias que rige la 
onvergen
ia en media es no homog�enea. La e
ua
i�onhomog�enea aso
iada a 
ada algoritmo es:Para RIV: E[w(n)℄ = �nE[w(0)℄Para ORIV: E[w(n)℄ = �2nE[w(0)℄Como se sabe la informa
i�on que se puede obtener de aqu�� es el tiempo ne
e-sario para al
anzar el estado esta
ionario. Repitiendo 
�al
ulos similares a losrealizados 
on anterioridad se obtienen los respe
tivos tiempos de 
onvergen
ia:Para RIV: � = 11��Para ORIV: � = 12(1��)De nuevo el menor tiempo de 
onvergen
ia para ORIV se debe al error dem��nimos 
uadrados, que in
orpora mayor informa
i�on en el error a priori �(n)que en e(n).Convergen
ia en media. Solu
i�on parti
ular de la no homog�eneaLas expresiones de inter�es son, en este 
aso:



158 CAP�ITULO 6. COMPARATIVA RIV-ORIVPara RIV: E[w(n)℄ = (1� �)w0(n) + (1� �)Pni=1 �iw0(n� i)Para ORIV: E[w(n)℄ = (1� �)w0(n) + (1��2)� Pni=1 �2iw0(n� i)La 
ontribu
i�on a la media de los estimadores por parte de w0(n) es la mismapara 
ada algoritmo, pero no as�� las 
ontribu
iones debidas a instantes anterioresw0(n � i) i > 0. Una forma de 
omprobar para 
u�al de los dos esta segunda
ontribu
i�on (indeseada) es m�as importante es 
al
ulando el tiempo de retardopara alguna situa
i�on parti
ular sen
illa.Este tiempo de retardo ya se 
al
ul�o para el 
aso en el que las in
�ognitasverdaderas 
ambiaran 
on el tiempo seg�un una evolu
i�on temporal lineal. Te-niendo esto en 
uenta las expresiones anteriores, se obtienen unos tiempos deretraso dados por:Para RIV: � = �1��Para ORIV: � = �1��2Como el tiempo de retraso para ORIV es menor que para RIV (siempre y 
uando� < 1), la in
uen
ia de pesos a tiempos anteriores al a
tual n son menores enel primero que en el segundo.MSD en 
onvergen
ia debido a la no esta
ionariedadLa �ultima 
ontribu
i�on que faltaba por analizar del MSD(1) es la siguiente:Para RIV: q(1) = 1(1��)2ptp� 52 11��ptp+ 2ptp+ 1��2 ptHpPara ORIV: D(1) = 14(1��)2 ptp� 78ptp+ 1��4 ptHpRe
u�erdese que la de�ni
i�on de la matriz H difer��a en uno y otro algoritmo.Para RIV era de la forma:H = 2(1� �) limn!1 n�1Xi=0 �2iH(n� i) (6.23)donde H(n) = E[x(n)~xt(n)R�t(n)R�1(n)~x(n)xt(n)℄ (6.24)y para ORIV era de la forma:H = 4(1� �) limn!1 n�1Xi=0 �4iH(n� i) (6.25)



6.1. COMPARACI �ON TE�ORICA 159donde H(n) = E[x(n)~xt(n)R(n)(Rt(n)R(n))�2Rt(n)~x(n)xt(n)℄ (6.26)En primer lugar, para estudiar la equivalen
ia RIV-ORIV t�engase en 
uenta quesi la matriz R es 
uadrada, la matriz H(n) 
oin
ide tanto en su versi�on RIV
omo ORIV. Para ha
er 
oin
idir las de�ni
iones de H es ne
esario re
urrir ala regla de sustituir los fa
tores 2 por 4 y los �2 por �4 al pasar de RIV a ORIV.De esta manera se logra perfe
ta equivalen
ia para los t�erminos que dependende H , el resto de t�erminos proviene de una simpli�
a
i�on m�as laboriosa para� � 1.Aunque no es algo propio de la 
ompara
i�on RIV-ORIV, 
onviene ha
ernotar aqu�� que para in
luir el resto de 
ontribu
iones a MSD(1) (es de
ir, porruido de medi
i�on y de estima
i�on) en ambientes no esta
ionarios, hay que teneren 
uenta la dependen
ia temporal de las magnitudes y darles un tratamientosimilar al dado aqu�� a H(n) para reexpresarla 
omo H . Se pueden tener en
uenta las mismas expresiones que para ambientes esta
ionarios pero 
ambiando,por ejemplo, ~
(n) (de�nida por la expresi�on (4.92)) por~
 = 4(1� �) limn!1 n�1Xi=0 �4i~
(n� i) (6.27)ya de�nida en (4.96). N�otese que hay que tener en 
uenta si la magnitud est�aaso
iada a RIV o a ORIV para in
luir los fa
tores y exponentes ade
uados.Asimismo t�engase en 
uenta que las distintas 
ontribu
iones a MSD(1)tienen la misma dependen
ia en (1 � �) para RIV que para ORIV, por lo quedado el fa
tor 4 en el denominador de los sumandos para ORIV 
ontra el fa
tor2 para RIV, es de esperar que el MSD debido a rastreo sea tambi�en menor paraORIV que para RIV.Fa
tor de olvido �optimoPara terminar 
on el an�alisis te�ori
o se analizar�a el fa
tor de olvido �optimopara 
ada algoritmo:Para RIV: �opt = 1� � 4ptp�20�Q+ptHp�1=3Para ORIV: �opt = 1� � 2ptp�20 ~
+ptHp�1=3Por simpli�
ar se supondr�a de nuevo que �Q � qb y que ~
 � lb, y se dis
utir�andos 
asos:



160 CAP�ITULO 6. COMPARATIVA RIV-ORIV1. Si el error de medi
i�on es muy grande:Para RIV: �opt � 1��4ptp�20qb�1=3 (6.28)Para ORIV: �opt � 1��2ptp�20 lb �1=3 (6.29)Y por tanto resulta que el fa
tor de olvido �optimo para RIV es menor quepara ORIV, es de
ir, ne
esita menos memoria para operar de forma qued�e un MSD en 
onvergen
ia m��nimo.2. Si la varia
i�on lineal es muy grande:Para RIV: �opt � 1�� 4ptpptHp�1=3 (6.30)Para ORIV: �opt � 1�� 2ptpptHp�1=3 (6.31)Y tambi�en resulta que el fa
tor de olvido �optimo para RIV es menor quepara ORIV.En 
on
lusi�on, ORIV siempre ne
esita un � mayor para trabajar en 
ondi
iones�optimas.6.1.4 Con
lusiones del an�alisis te�ori
oA la vista de todo lo dis
utido en este 
ap��tulo hasta ahora es de esperar queORIV 
onverja antes en media y en media 
uadr�ati
a, 
on un valor de q(1)
ompuesto de ruido de estima
i�on y medi
i�on menor (aunque en parti
ular elde estima
i�on sea mayor.). Adem�as presenta menor tiempo de retraso y menorq(1) debido a la no esta
ionariedad.En de�nitiva, para � �jo ORIV es mejor. Sin embargo ser��a a�un 
onve-niente 
omparar el qmin(1) de ambos algoritmos. Para lo 
ual es 
onveniente
onsiderar las siguientes expresiones 
omo representativas del q(1) para 
adaalgoritmo:Para RIV: q(1) = 1(1��)2ptp+ 1��2 ptHp+ 1��2 �20�Q.Para ORIV: q(1) = 14(1��)2 ptp+ 1��4 ptHp+ 1��4 �20�Q.En ellas se ha eliminado la 
ontribu
i�on del ruido de estima
i�on y se han dejadola m�as in
uyente del ruido debido a rastreo junto 
on la debido al ruido de
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i�on, (y otra del mismo orden debido al ruido de rastreo por mantener elequilibrio en la aproxima
i�on).Si en ellas se sustituye el valor de � por el de �opt, se obtiene el MSD en
onvergen
ia m��nimo:Para RIV: qmin(1) = 22=3 34 (�20�Q + ptHp)2=3(ptp)1=3 .Para ORIV: qmin(1) = 21=3 38 (�20~
 + ptHp)2=3(ptp)1=3Para estudiar las 
ondi
iones bajo las 
uales el algoritmo ORIV dar�a un MSDen 
onvergen
ia �optimo q(O)min(1) menor que RIV, se supondr�a que �20 es su�-
ientemente grande y de nuevo que �Q � qb y que ~
 � lb. Con esto se tieneque: q(R)minq(O)min � 2 � 21=3 �ql �2=3 (6.32)Y por tanto q(O)min ser�a menor que el equivalente para RIV si 22q > l, es de
ir,mientras que el n�umero de e
ua
iones sea menor que 4 ve
es el n�umero dein
�ognitas.Que qmin(1) sea menor para ORIV que para RIV es 
onse
uen
ia parti
ularde lo que se a�rmaba 
on anterioridad de que ORIV, a � �jo, da menor q(1)que RIV.Todas las ventajas 
on las que 
uenta ORIV sobre RIV se deben, o as�� se hade suponer, a que 
uenta 
on mayor informa
i�on. Esta mayor informa
i�on ha
eque 
onverja antes, aunque 
on m�as ruido de estima
i�on; por suerte este ruidode estima
i�on es dos �ordenes inferior que el ruido de medi
i�on y por tanto noafe
ta muy negativamente.Como 
omplemento, en el ap�endi
e E se muestra que tras la elimina
i�on deesa informa
i�on adi
ional, lo que aqu�� se ha llamado error de m��nimos 
uadrados,y tras 
onsiderar sistemas 
on matri
es 
uadradas, el algoritmo RIV se puedere
uperar del ORIV.6.2 Compara
i�on experimentalLa 
ompara
i�on te�ori
a llevada a 
abo en el apartado anterior ha predi
houn superior 
omportamiento de ORIV respe
to al de RIV. Con el �n de 
om-probar experimentalmente este extremo, en este apartado se llevar�an a 
abosimula
iones para la identi�
a
i�on de sistemas tanto en ambientes esta
ionarios
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omo no esta
ionarios. Por un lado se ha 
onstruido de nuevo el m�etodo ORIV-C3C4 y por otro se ha pro
edido de forma an�aloga 
on RIV para 
onstruir elm�etodo RIV-C3C4. Re
u�erdese que el primero no es m�as que ORIV apli
ado ala resolu
i�on de la e
ua
i�on (5.18).6.2.1 Compara
i�on en ambientes esta
ionariosEl sistema identi�
ado es un MA de orden 2, denominado ERO, 
on 
o-e�
ientes MA= [1 � 1:1314 0:6400℄, bajo las mismas 
ondi
iones que ensimula
iones anteriores: misma se~nal de ex
ita
i�on, misma forma de generar elruido aditivo gaussiano, et
., salvo que ahora las series tienen 30000 muestras.Las rela
iones se~nal-ruido estudiadas son 20, 10, 5, 0 y �5 dB.Los resultados obtenidos se re
ogen en las gr�a�
as de aprendizaje, en las�guras 6.1(b) y 6.1(a) para ORIV-C3C4 y RIV-C3C4 respe
tivamente, y en lastablas que muestran la media y la varianza de los estimadores obtenidos en la�ultima itera
i�on, tablas 6.3 y 6.2 respe
tivamente. De ellos se puede obtener lasiguiente informa
i�on:Puntos a desta
ar a partir de la 
urva de aprendizajeComo se apre
ia 
laramente en las gr�a�
as 
orrespondientes, el m�etodoORIV-C3C4 
onverge bastante m�as r�apido que el RIV-C3C4 y adem�as lo ha
ea valores m�as bajos de MSD. Esto 
orrobora lo dedu
ido 
on las expresioneste�ori
as, aunque quiz�as la diferen
ia entre uno y otro m�etodo sea mayor de loesperado: en este 
aso 
on
reto ORIV-C3C4 
uenta 
on 2 e
ua
iones m�as queRIV-C3C4 que 
uenta 
on 5 e
ua
iones, teniendo ambos 5 in
�ognitas. Estas 2e
ua
iones extra y, 
omo se dijo en teor��a, la forma de resolverlo por m��nimos
uadrados mejoran enormemente los resultados.Tambi�en se apre
ia 
omo 
uanto menor es la SNR mayor diferen
ia hay entreuno y otro m�etodo, siempre a favor de ORIV-C3C4. La MSD tan alta de RIV-C3C4, >ser�a 
omo 
onse
uen
ia del sesgo o de la varianza de los estimadores?Puntos a desta
ar a partir del sesgo y varianza de los estimadoresComo se puede apre
iar de las tablas el gran MSD para RIV-C3C4 se de-be al sesgo en el estimador del segundo par�ametro y a la varianza de ambospar�ametros, tanto en los estimadores tipo 1 
omo tipo 2. Aunque quiz�as lo quem�as destaque sea la gran varianza observada.
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(b) ORIV-C3C4Figura 6.1 Curvas de aprendizaje. Modelo ERO. } =20 dB, O=10 dB,� =5 dB, +=0 dB y *= �5 dB.Seg�un apuntaba el MSD, para 5 dB RIV-C3C4 ya no da ning�un tipo deinforma
i�on. Estimadores tipo 1 Estimadores tipo 2SNR b1 b2 var b1 var b2 b1 b2 var b1 var b220 �1.1267 0.4085 0.0689 0.4875 �1.1341 0.5167 0.0628 0.402410 �1.1278 0.1188 0.1292 0.6525 �1.1272 0.3698 0.1170 0.66315 �0.7720 0.2405 1.2512 1.2056 �0.9156 0.1579 0.7905 1.12390 �0.3877 0.0982 1.4087 1.4031 �0.9718 0.7356 1.2253 1.3947�5 �0.0129 0.2192 1.4803 1.6341 �0.4786 0.9939 1.5628 1.1496Tabla 6.2 Media y varianza de los estimadores de RIV-C3C4. Modelo ERO.Estimadores tipo 1 Estimadores tipo 2SNR b1 b2 var b1 var b2 b1 b2 var b1 var b220 �1.1313 0.6384 0.0160 0.0278 �1.1328 0.6363 0.0229 0.053910 �1.1311 0.6303 0.0232 0.1037 �1.1330 0.6236 0.0329 0.11165 �1.1298 0.5173 0.0371 0.3640 �1.1315 0.5606 0.0566 0.30330 �1.0526 0.3200 0.2936 0.5443 �1.0836 0.5807 0.1475 0.4924�5 �0.4523 0.2956 1.7727 1.6404 �0.6078 0.8320 0.5773 0.4734Tabla 6.3 Media y varianza de los estimadores de ORIV-C3C4. Modelo ERO.



164 CAP�ITULO 6. COMPARATIVA RIV-ORIV6.2.2 Compara
i�on en ambientes no esta
ionariosEn este 
aso el sistema a identi�
ar es tambi�en un MA de orden 2, denomi-nado NERO, pero 
on par�ametros ini
iales MA= [1 � 1 0:75℄, que sufre unaevolu
i�on temporal lineal 
on pendiente dada por p = [0 � 1=16000 1=16000℄.La longitud de las series estudiadas es de 5000 datos no estando 
ontaminadasde ruido aditivo. El resto de par�ametros de la simula
i�on se �jan de formaan�aloga a las ya realizadas 
on anterioridad.La informa
i�on obtenida ahora se presenta en las 
urvas de aprendizaje,�guras 6.7 y 6.6 para ORIV-C3C4 y RIV-C3C4 respe
tivamente, en las 
urvasde evolu
i�on de la media de los estimadores, �guras 6.8- 6.11 para ORIV-C3C4y 6.2-6.5 para RIV-C3C4, y en la tabla 6.4 que re
oge el sesgo y la varianzade los estimadores en la �ultima itera
i�on. De toda esta informa
i�on se puedededu
ir lo siguiente:Puntos a desta
ar de la 
urva de aprendizajeIgual que su
ed��a en ambientes esta
ionarios, ORIV-C3C4 
onverge antes ya un MSD menor. El 
omportamiento para RIV-C3C4 es muy irregular y a
aba
on una 
lara tenden
ia divergente; 
omo se 
omprobar�a al analizar la media yla varianza, esto se debe a la gran varianza de los estimadores. Hay que desta
arque en general, en todas las representa
iones gr�a�
as, RIV-C3C4 presenta un
omportamiento muy irregular y ruidoso.Puntos a desta
ar de las gr�a�
as de la evolu
i�on de la mediaTal y 
omo se esperaba del an�alisis te�ori
o ORIV-C3C4 
onverge al estadoesta
ionario (steady state) antes que RIV-C3C4. Sin embargo ORIV-C3C4 tienemenor tiempo de retraso para los estimadores tipo 1 pero mayor para los tipo 2.En parti
ular la media de los estimadores tipo 2 de RIV-C3C4 reprodu
e 
asiexa
tamente el 
omportamiento real de los par�ametros.No se apre
ia ni la menor tenden
ia divergente por lo que el motivo de ladivergen
ia del MSD debe ser un aumento progresivo de la varianza.Puntos a desta
ar de las tablas de media y varianzaComo ya se ha 
omentado los estimadores no presentan sesgo apre
iable, sinembargo la varianza de los estimadores tipo 1 es un tanto elevada y la del tipo2 ya es ex
esiva para RIV. Esto �ultimo debe ser la 
ausa del alto MSD.



6.2. COMPARACI �ON EXPERIMENTAL 165Estimadores tipo 1 Estimadores tipo 2b1 b2 var b1 var b2 b1 b2 var b1 var b2C �1.3118 1.0618 0.0000 0.0000 �1.3118 1.0618 0.0000 0.0000O �1.2794 1.0297 0.0897 0.0987 �1.2882 1.0147 0.1441 0.1398R �1.2691 1.0030 0.1647 0.2406 �1.3062 1.0331 0.5025 0.4849Tabla 6.4 Media y varianza de los estimadores de ORIV-C3C4 y RIV-C3C4.Modelo NERO.(
= valores 
orre
tos de los 
oe�
ientes, O=ORIV, R=RIV)En de�nitiva, los resultados experimentales 
orroboran los resultados te�ori
osen 
uanto a tiempo de 
onvergen
ia de la media y del MSD, asimismo 
on�r-man que ORIV-C3C4 al
anza un menor MSD en todos los ambientes. Seg�un elan�alisis te�ori
o RIV-C3C4 deb��a tener, asimismo, un tiempo de retraso mayor,este es el �uni
o punto no 
on�rmado experimentalmente.La falta de la informa
i�on adi
ional en RIV ha
e que sus estimadores nosean de la 
alidad de los de ORIV, desta
ando sobre todo por su gran varianza.Menos 
ari
atures
a, aunque sigue los mismos patrones dados en los �ultimos
omentarios, resulta la 
ompara
i�on RIV-ORIV 
on un modelo de orden 1.A modo ilustrativo se presenta la media y varianza de los estimadores, en laitera
i�on 30000, de los 
oe�
ientes del modelo ERO2 de�nido 
omo MA(2)=[1 � 1:25℄, en la siguiente tabla:M�etodo RIV-C3C4 M�etodo ORIV-C3C4Tipo 1 Tipo 2 Tipo 1 Tipo 2SNR b1 var b1 b1 var b1 b1 var b1 b1 var b120 �1.250 0.014 �1.252 0.023 �1.251 0.014 �1.251 0.02210 �1.251 0.018 �1.252 0.031 �1.251 0.018 �1.250 0.0265 �1.250 0.028 �1.247 0.052 �1.253 0.026 �1.246 0.0390 �1.258 0.063 �1.251 0.140 �1.278 0.063 �1.214 0.082�5 �0.545 1.311 �0.581 1.758 �1.718 9.819 �0.878 0.309Tabla 6.5 Media y varianza de los estimadores. Modelo ERO2.
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Figura 6.2 Evolu
i�on de b1 tipo 1.Modelo NERO. RIV-C3C4
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Figura 6.4 Evolu
i�on de b1 tipo 2.Modelo NERO. RIV-C3C4
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Figura 6.6 Curva de aprendizaje.Modelo NERO. RIV-C3C4
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Figura 6.3 Evolu
i�on de b2 tipo 1.Modelo NERO. RIV-C3C4
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Figura 6.5 Evolu
i�on de b2 tipo 2.Modelo NERO. RIV-C3C4
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Figura 6.7 Curva de aprendizaje.Modelo NERO. ORIV-C3C4
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Figura 6.8 Evolu
i�on de b1 tipo 1.Modelo NERO. ORIV-C3C4
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Figura 6.10 Evolu
i�on de b1 tipo 2.Modelo NERO. ORIV-C3C4
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Figura 6.9 Evolu
i�on de b2 tipo 1.Modelo NERO. ORIV-C3C4
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Figura 6.11 Evolu
i�on de b2 tipo 2.Modelo NERO. ORIV-C3C4
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Parte II
Algoritmos adaptativos dem��nimo error 
uadr�ati
omedio 
on estad��sti
a dealto orden. An�alisis yapli
a
i�on a identi�
a
i�on
iega

169





Introdu

i�on
Esta segunda parte de la Memoria 
omparte en su estru
tura mu
hos de lospuntos de la primera parte. Ahora el problema de la estima
i�on lineal se resuelveminimizando una fun
i�on 
oste distinta, el error 
uadr�ati
o medio. Debido aesta diferen
ia los algoritmos empleados para obtener la solu
i�on tienen unaspropiedades distintas.El m��nimo error 
uadr�ati
o medio se al
anza tras un pro
eso de b�usqueda a lolargo de una traye
toria en el espa
io de par�ametros de�nida en 
ada punto porla dire

i�on del gradiente y sentido opuesto. Dado que se des
ono
e la fun
i�ondensidad de probabilidad se ha
e ne
esario estimar el gradiente, normalmenteadopta el valor que toma en la realiza
i�on en la que se est�a trabajando (estimadorinstant�aneo). De esta manera se 
onstruye el algoritmo de gradiente esto
�asti
om�as difundido, el LMS o algoritmo del 
uadrado de media m��nima (Least-MeanSquare).El gradiente se anula una vez al
anzado el m��nimo, esta 
ondi
i�on tiene unanaturaleza tal que permite ser interpretada 
omo una 
ondi
i�on de ortogonalidadentre el ve
tor de datos empleados en la estima
i�on y el error de estima
i�on. Asu vez esta 
ondi
i�on se puede reexpresar 
omo un sistema de e
ua
iones linealesdonde las in
�ognitas son los 
oe�
ientes de la estima
i�on lineal.El algoritmo LMS es 
apaz de imponer la 
ondi
i�on de ortogonalidad 
uan-do la matriz aso
iada es 
uadrada. Adem�as, dada la naturaleza del problema(estima
i�on lineal 
on fun
i�on de 
oste 
uadr�ati
a) la estad��sti
a impli
ada esde segundo orden. La prin
ipal ventaja 
on respe
to al RLS (que trabaja enid�enti
as 
ondi
iones) es su redu
ida 
arga 
omputa
ional, aunque presenta un
omportamiento algo m�as pobre. Por tanto, si se desean algoritmos adaptativos
on baja 
arga 
omputa
ional hay que re
urrir a los de gradiente esto
�asti
o.De igual manera que si se ne
esitaba introdu
ir estad��sti
a de alto orden enel problema, el RLS deb��a ser sustituido por el RIV, en la misma 
ir
unstan
ia elLMS se debe sustituir por el LMS generalizado o GLMS. La prin
ipal desventajaque presenta este nuevo algoritmo es que si la matriz aso
iada no es de�nida,171



172 INTRODUCCI �ONno es 
apaz de 
onverger y por tanto no permite resolver el problema.Con estos ante
edentes los objetivos perseguidos en esta parte de la Memoriason:i) Solventar el problema del algoritmo GLMS de manera que pueda 
onverjer
on matri
es no de�nidas.ii) En
ontrar un algoritmo equivalente a ORIV tipo gradiente esto
�asti
o. Esde
ir, que trabaje bien en problemas 
on matri
es sobredeterminadas quein
luyan estad��sti
a de alto orden.El 
umplimiento de estos objetivos se fundament�o s�olidamente en el an�alisis delalgoritmo ORIV presentado en la primera parte. As�� las aporta
iones prin
ipalesde esta parte son:1. A partir de una 
ondi
i�on de ortogonalidad derivada en el 
ap��tulo 4 serederiv�o el algoritmo GLMS, dot�andole de base, en 
ontra de su obten
i�onad-ho
 en [AAM96℄.2. Se ha llevado a 
abo un an�alisis riguroso del ya existente algoritmo GLMSen ambientes esta
ionarios, mediante el empleo de diversas aproxima
io-nes.3. El an�alisis te�ori
o del GLMS se ha 
ontrastado 
on resultados simulados,apre
i�andose muy buena 
on
ordan
ia.4. A partir de la misma e
ua
i�on de ortogonalidad se 
onstruyen dos nue-vos algoritmos, OGLMS1 y OGLMS3, 
omo equivalentes del ORIV en lafamilia del gradiente esto
�asti
o.5. Se analizan los algoritmos OGLMS1 y OGLMS3. De este an�alisis se des-prende el mejor 
omportamiento del primero por lo que se elegir�a paraper�lar a�un m�as sus propiedades.6. Como 
onse
uen
ia de ese resultado de depura
i�on, el OGLMS1 genera elalgoritmo AOGLMS, punto �nal de la b�usqueda. Este algoritmo 
umplelas propiedades requeridas de trabajar 
on matri
es sobredeterminadas,
on sus redu
idas 
uadradas no de�nidas e involu
rando estad��sti
a dealto orden.7. Por �ultimo se proponen tres nuevos algoritmos: CGLMS, A1GLMS yel PNGLMS. El �ultimo es una versi�on normalizada del GLMS; los dosprimeros son un intento sen
illo de solventar el problema de matri
es node�nidas y donde haya m�as e
ua
iones que in
�ognitas. Se in
luye unan�alisis de todos ellos.



173En de�nitiva, toda esta parte est�a orientada a en
ontrar un algoritmo robus-to, tipo gradiente esto
�asti
o que trabaje en la situa
i�on m�as general posible.El resultado es el AOGLMS.La presente parte se estru
tura de la siguiente manera. En el 
ap��tulo 7 sesientan las bases del problema a resolver presentando el algoritmo LMS y suan�alisis 
orrespondiente 
on el �n de ir ha
iendo m�as familiares las hip�otesisutilizadas. En el 
ap��tulo 8 se presenta el Prin
ipio de Ortogonalidad Sobre-determinado y Generalizado 
omo fuente de los algoritmos GLMS, OGLMS1 yOGLMS3 y se analiza el primero de ellos 
on bastante profundidad ya que esun algoritmo existente en la literatura que 
are
��a de un an�alisis riguroso. Enel 
ap��tulo 9, tras un an�alisis te�ori
o se de
ide proseguir mejorando el OGLMS1en detrimento del OGLMS3. Con �el, en el 
ap��tulo 10 se 
onstruye �nalmente elalgoritmo AOGLMS donde un apropiado an�alisis te�ori
o 
on�rma su 
onvergen-
ia, 
orroborada por resultados de simula
iones. Para 
on
luir, en el 
ap��tulo 11se presentan los algoritmos CGLMS, A1GLMS y PNGLMS junto 
on un brevean�alisis que informe de su 
onvergen
ia y 
orroborado mediante resultados desimula
iones.
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Cap��tulo 7
El algoritmo del 
uadradode media m��nima LMS
Introdu

i�onAntes de 
omenzar 
on la presenta
i�on de algoritmos nuevos y 
on el an�alisisde otros ya existentes, es 
onveniente, para �jar un m�etodo de trabajo, in
luirel algoritmo LMS junto 
on el estudio de su 
onvergen
ia por ser temas profun-damente tratados en la bibliograf��a y 
on s�olidos fundamentos.Este 
ap��tulo se en
uentra estru
turado en los siguientes apartados. Enel apartado 7.1 se des
ribe el problema de la estima
i�on lineal de variablesaleatorias y su solu
i�on �optima mediante un �ltrado Wiener. A partir de estabase se 
onstruye el algoritmo LMS de forma natural gra
ias al m�etodo dem�axima pendiente, en el apartado 7.2. Las t�e
ni
as e hip�otesis que se suelenemplear en el an�alisis de este tipo de algoritmos est�an re
ogidas en los apartados7.3 y 7.4 donde se estudia la 
onvergen
ia en media y en media 
uadr�ati
a delLMS respe
tivamente.7.1 Estima
i�on lineal de variables aleatorias. Fil-trado WienerEl problema de la estima
i�on de variables aleatorias es uno de los m�as im-portantes dentro del 
ampo de la estad��sti
a [Pap84℄. Consiste en 
onstruir, a175
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x(n) fwig i = 1:::q y(n) d(n)

e(n)Figura 7.1 Estima
i�on lineal de una respuesta deseada
partir de una variable 
ono
ida, otra de forma que se aproxime lo m�as posiblea una variable dada. La nueva variable as�� 
onstruida se denomina estimador.Por `aproximarse' se quiere indi
ar que se ajusta al 
riterio de sele

i�on estable-
ido; �este puede ser el de menor error 
uadr�ati
o medio, menor valor absolutodel error o simplemente menor media del error de estima
i�on. En general, elproblema se enun
ia de la siguiente manera: Dada una variable aleatoria y,se bus
a el mejor estimador ŷ = 
(x), que minimi
e la fun
i�on f(e) del errore = y� ŷ. La variable aleatoria x es 
ono
ida y lo que queda por determinar esla fun
i�on 
() una vez espe
i�
ado el 
riterio de error (fun
i�on f()).En parti
ular en este apartado se va a estudiar el 
aso de estima
i�on linealbasada en un 
riterio de menor error 
uadr�ati
o medio: dada una variable alea-toria y, se bus
a el estimador ŷ = ax que minimi
e E[(y � ŷ)2℄, siendo a unes
alar. La 
ondi
i�on de m��nimo se al
anza para aquel valor de a que veri�queE[(y � ŷ)x℄ = 0, que es lo que se 
ono
e 
omo prin
ipio de ortogonalidad paraestima
i�on lineal de menor error 
uadr�ati
o medio. Se puede interpretar di
ien-do que el error es ortogonal a los datos (variable 
ono
ida). Dos variables demedia 0 se di
en ortogonales si no est�an 
orrela
ionadas.A 
ontinua
i�on se generaliza el problema de estima
i�on al 
aso de 
ontar
omo datos 
on un 
onjunto fx(n):::x(n � p)g de variables aleatorias, pertene-
ientes a un pro
eso, para generar una se~nal de salida d(n).El prin
ipio de ortogonalidad se estable
e 
omo una 
ondi
i�on, dedu
ida apartir de imponer 
ierto 
riterio de minimiza
i�on, en el problema de estima
i�on.Normalmente lo que se minimiza es el error 
uadr�ati
o medio, tal y 
omo o
urreen el �ltrado Wiener, donde el error se de�ne 
omo la diferen
ia entre la salidadel �ltro wiener y(n) y la se~nal de referen
ia a estimar d(n) (v�ease la �gura 7.1).El objetivo perseguido es en
ontrar un �ltro w0 que sea 
apaz de produ
ir 
omosalida la se~nal de referen
ia, teniendo 
omo entrada la serie 
ono
ida x(n).



7.1. ESTIMACI �ON LINEAL. FILTRADO WIENER 177Los 
oe�
ientesw0 del �ltro se de�nen 
omo aquellos que minimizan el MSE:MSE = E[jd(n)�wt0x(n)j2℄o equivalentemente, 
omo aquellos que veri�
an la 
ondi
i�on de ortogonalidad:E[x(n)(d(n)�wt0x(n))℄ = 0, E[x(n)e0(n)℄ = 0 (7.1)Es sumamente interesante interpretar esta 
ondi
i�on desde un punto de vistaestad��sti
o. Se puede suponer que la respuesta a estimar es d(n) = wt0x(n) +e0(n), donde e0(n) es ruido independiente del resto de variables aleatorias. Todala informa
i�on que pueda llevar x(n) sobre d(n) est�a en w0; imponer (7.1) esextraer di
ha informa
i�on. Que dos variables aleatorias est�en de
orrela
ionadassigni�
a que no 
omparten informa
i�on en el sentido de la predi

i�on lineal:que una no se pueda estimar linealmente 
ono
iendo la otra. El prin
ipio deortogonalidad lo que asegura por tanto es que en el error de estima
i�on noquede ninguna informa
i�on que pueda ser aportada por los datos 
ono
idosx(n) = [x(n):::x(n � p)℄t.Una expli
a
i�on 
uantitativa podr��a ser la siguiente. De (7.1) se obtiene quew0 = E[x(n)xt(n)℄�1E[x(n)d(n)℄ (7.2)Si E[x(n)d(n)℄ = 0, es de
ir, si la se~nal a estimar y los datos 
on los que se
uenta no est�an 
orrela
ionados, si x(n) no 
ontiene ninguna informa
i�on a
er
ade d(n), resulta que w0 = 0 y el mejor estimador de d(n) es el 0 
on un errorde estima
i�on E[(d(n)�wt0x(n))2℄ = E[d2(n)℄ = �2d que no di
e nada desde unpunto de vista de la estima
i�on lineal en media 
uadr�ati
a. Se sigue teniendo elmismo des
ono
imiento de d(n).El prin
ipio de ortogonalidad tambi�en posee una interpreta
i�on geom�etri
a,re
ibiendo en este 
aso el nombre de teorema de proye

i�on. Consid�erese el es-pa
io ve
torial de las variables aleatorias, junto 
on el produ
to es
alar de�nido
omo el valor esperado: < y; x >= E[yx℄El estimador de d(n) est�a 
ontenido en el subespa
io generado por fx(n):::x(n�p)g, minimizar el MSE signi�
a minimizar la distan
ia entre d y su estimador:La distan
ia m�as 
orta se produ
e 
uando e(n) es ortogonal a di
ho subespa
io,es de
ir, 
uando se veri�
a el prin
ipio de ortogonalidad. Como se apre
ia en la�gura 7.2 el estimador �optimo es la proye

i�on de d(n) sobre el subespa
io, deah�� el nombre de teorema de proye

i�on.El 
riterio aqu�� dado para estimador �optimo est�a rela
ionado 
on el error
uadr�ati
o medio y por tanto 
on la estad��sti
a de segundo orden de x(n) y la
orrela
i�on entre x(n) y d(n). Si se eligiera la minimiza
i�on de otra fun
i�on deerror que involu
rase poten
ias de mayor orden, apare
er��a estad��sti
a de ordensuperior y por tanto la de�ni
i�on de `informa
i�on' ser��a distinta.



178 CAP�ITULO 7. EL ALGORITMO LMS
x(n)

e(n)d(n)
wtixi(n)

Figura 7.2 Representa
i�on gr�a�
a del Teorema de Proye

i�on7.2 El algoritmo LMSUna manera de a
er
arse al m��nimo de una fun
i�on es ir, una vez situado enun punto 
on
reto, en la dire

i�on 
ontraria a la que mar
a el gradiente. Portanto, si se quiere minimizar el MSE 
omo fun
i�on de los 
oe�
ientes del �ltro,se puede proponer la siguiente e
ua
i�on para determinar el 
amino a seguir enla b�usqueda del m��nimo:w(n) = w(n� 1) + �E[e(n)x(n)℄re
u�erdese que, seg�un lo visto en el apartado anterior, el gradiente del MSEen el punto w(n � 1) se puede es
ribir 
omo r = �E[e(n)x(n)℄ donde e(n) =d(n) � wt(n � 1)x(n). Teniendo en 
uenta estas de�ni
iones la e
ua
i�on dea
tualiza
i�on anterior se puede rees
ribir 
omo:w(n) = w(n� 1) + �[r �Rw(n� 1)℄ (7.3)donde r es el ve
tor de 
orrela
i�on entre la respuesta deseada y el ve
tor deentrada y R es la matriz de auto
orrela
i�on del ve
tor de entrada.El espa
io en el que se avanza en la dire

i�on del gradiente viene 
ontroladapor el fa
tor � y por tanto re
ibe el nombre de tama~no del paso. Una vez �jadoun valor ini
ial w(0) y un tama~no del paso, la re
ursi�on anterior 
onverge alve
tor w0 dado por la e
ua
i�on de Wiener (7.2). Este algoritmo re
ibe el nom-bre de m�axima pendiente, ya que el gradiente indi
a en 
ada punto la dire

i�onde mayor varia
i�on de una fun
i�on. Para 
onsultar las propiedades de la 
on-vergen
ia de este algoritmo v�ease por ejemplo [Hay96℄. Lo que s�� 
abe desta
ares que una vez ha 
onvergido a w0 el valor del MSE toma su valor m�as bajo;este valor m��nimo es MSEmin = E[e20(n)℄.



7.3. CONVERGENCIA DE LA MEDIA 179La prin
ipal desventaja del algoritmo de m�axima pendiente es que parapoder apli
ar la re
ursi�on dada en la expresi�on (7.3) es ne
esario 
ono
er exa
-tamente la estad��sti
a de x(n) y de d(n) para poder 
onstruir las 
orrela
ionespertinentes. Este 
ono
imiento no se tiene en la mayor��a de las o
asiones y portanto se ha
e pre
iso estimar di
has 
antidades. Una posible op
i�on es emplearun estimador instant�aneo, de forma que la re
ursi�on quedase 
omow(n) = w(n� 1) + �e(n)x(n) (7.4)La prin
ipal diferen
ia es que este algoritmo 
uenta 
on un gradiente esto
�asti
oy por eso se di
e que pertene
e a la familia de los algoritmos de gradienteesto
�asti
o, re
ibiendo el nombre de algoritmo del 
uadrado de media m��nimao Least-Mean-Square (LMS) [WH60℄.En lo que resta de 
ap��tulo se va a pro
eder a analizar la 
onvergen
ia delalgoritmo LMS1 en ambientes esta
ionarios. Una expresi�on que ser�a muy �utilen lo su
esivo se obtiene restando w0 a ambos miembros de (7.4) de maneraque se puede es
ribir que�w(n) = [I � �x(n)xt(n)℄�w(n� 1) + �e0(n)x(n) (7.5)donde el ve
tor de error en los 
oe�
ientes del �ltro se de�ne 
omo �w(n) =w(n)�w0.7.3 Convergen
ia de la mediaPara que el algoritmo 
onverja a w0 es ne
esario, aunque no su�
iente, queE[�w(n)℄! 0 
uando n!1. A este tipo de 
riterio se denomina en [Hay96℄
onvergen
ia de la media, y 
oin
ide 
on lo que siempre se ha llamado 
omo
onvergen
ia en media en la parte de esta Memoria relativa a los algoritmosRLS, RIV y ORIV. En [Hay96℄ la 
onvergen
ia en media tiene que ver 
on la
onvergen
ia del valor esperado de la norma del ve
tor de error: E[k �w(n) k℄,
riterio este su�
iente para asegurar la 
onvergen
ia.Para estudiar la 
onvergen
ia de la media se toma valor esperado a ambosmiembros de la expresi�on (7.5), quedando:E[�w(n)℄ = E[[I � �x(n)xt(n)℄�w(n� 1)℄ + 0 (7.6)El segundo sumando es nulo por el prin
ipio de ortogonalidad. Falta 
al
ular elvalor esperado E[x(n)xt(n)�w(n � 1)℄ para lo 
ual se re
urrir�a a las hip�otesisde independen
ia, ya enun
iadas para los algoritmos tipo Least Squares y quepara el LMS estable
en que:1M�ultiples art��
ulos tratan a
er
a de la 
onvergen
ia del LMS: [Bit83℄, [FW85℄, ...



180 CAP�ITULO 7. EL ALGORITMO LMSHip�otesis de independen
ia1. Los ve
tores de entrada x(1); x(2); :::; x(n) 
onstituyen una serie deve
tores estad��sti
amente independientes.2. A tiempo n, el ve
tor de entrada x(n) es estad��sti
amente independien-te de todas las muestras previas de la respuesta deseada, esto es, ded(1); d(2); :::; d(n� 1).3. A tiempo n, la respuesta deseada d(n) depende del ve
tor de entrada
orrespondiente x(n), pero es estad��sti
amente independiente de todas lasmuestras previas de la respuesta deseada.4. Los pro
esos de entrada y de respuesta deseada, x(n) y d(n), 
onsistenen variables aleatorias distribuidas mutuamente de forma gaussiana paratodo n.A la vista de la e
ua
i�on (7.5) se puede a�rmar que �w(n) es fun
i�on defx(n); x(n� 1); :::; x(1); d(n); d(n� 1); :::; d(1)g y de �w(0). Teniendo en
uenta las hip�otesis de independen
ia 1 y 2 resulta que el ve
tor �w(n) (y portanto w(n)) es independiente de x(n + 1). En 
onse
uen
ia, el valor esperadoque se estaba 
al
ulando toma un valor de:E[x(n)xt(n)�w(n� 1)℄ = E[x(n)xt(n)℄E[�w(n� 1)℄Con este resultado la expresi�on (7.6) se puede es
ribir 
omo una e
ua
i�on endiferen
ias E[�w(n)℄ = [I � �Rxx℄E[�w(n� 1)℄ (7.7)El sub��ndi
e de Rxx se eliminar�a siempre que no haya lugar a 
onfusi�on. Lasolu
i�on de la e
ua
i�on (7.7) se puede obtener m�as f�a
ilmente si se trabaja en labase en la que R es diagonal, en ella se obtiene que la 
omponente i-�esima delvalor esperado del ve
tor de error en los pesos evolu
iona seg�un la expresi�on:E[�w(n)℄i = [1� ��i℄E[�w(n� 1)℄iy si se sustituye n ve
es en s�� mismaE[�w(n)℄i = [1� ��i℄nE[�w(0)℄iy esta 
omponente del ve
tor tender�a a 
ero sij1� ��ij < 1Re
u�erdese que 
omo R es una matriz de�nida positiva �i > 0 y por tanto la
ondi
i�on anterior es equivalente a0 < � < 2�i
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omponentes del ve
tor deben tender a 
ero, esta 
ondi
i�on debe
umplirse para 
ada uno de los autovalores de la matriz de auto
orrela
i�on delve
tor de entrada.Bajo esta 
ondi
i�on se asegura la 
onvergen
ia de la media, 
omo es 
ono
idono es su�
iente para a�rmar que el algoritmo 
onverge. T�engase en 
uentaadem�as que s�olo se han empleado las 2 primeras hip�otesis de independen
ia, elresto se emplear�an en los pr�oximos apartados donde su utilidad se har�a m�aspatente.Estas hip�otesis de independen
ia simpli�
an enormemente la matem�ati
a.Se han he
ho algunos esfuerzos para poder relajarlas y llevar a 
abo un an�alisism�as riguroso, v�ease p.e. [Ma
95℄, [BM91℄, [DM94℄, [Dou95℄, [RZ99℄ y [Sol97℄.7.4 Convergen
ia en media 
uadr�ati
aPara asegurar que los estimadores de los pesos tienen una varianza �nita seha
e ne
esario 
omprobar que E[k �w(n) k2℄ no diverge, a esta 
antidad se lesuele notar por D(n) y 
omo se sabe se llama desvia
i�on del error (de los pesos)al 
uadrado (squared error deviation o Mean-Square Deviation, MSD).Como el algoritmo LMS surje 
omo solu
i�on al problema de estimar la res-puesta deseada d(n) mediante la se
uen
ia de datos x(n), otro 
riterio �util ylleno de signi�
ado para la 
onvergen
ia en media 
uadr�ati
a esJ(n) = E[je(n)j2℄M�as adelante se demostrar�a la equivalen
ia entre la 
onvergen
ia de J(n) yD(n): si uno no diverge, el otro tampo
o.Sin embargo, y tal 
omo se vio en el an�alisis de RIV o ORIV, J(n) no tienesiempre sentido 
omo aqu��. Por tanto se estudiar�a primero la 
onvergen
ia deD(n) y despu�es la de J(n).7.4.1 Convergen
ia de D(n)Para 
onstruir una e
ua
i�on re
ursiva para D(n) se tiene en 
uenta queD(n) = TrfE[�w(n)�wt(n)℄g por lo que primero se estudiar�a la evolu
i�ondin�ami
a de la matriz de 
orrela
i�on del error en los pesos R�(n) = E[�w(n)�wt(n)℄.



182 CAP�ITULO 7. EL ALGORITMO LMSRetomando la expresi�on (7.5),�w(n) = [I � �x(n)xt(n)℄�w(n� 1) + �e0(n)x(n) (7.8)resulta que la evolu
i�on de �w(n) viene regida por una e
ua
i�on en diferen
iasde orden 1 
on 
oe�
iente aleatorio. Resolver este tipo de e
ua
iones es muy
omplejo por lo que se re
urrir�a a apli
ar la t�e
ni
a del promediado dire
to.�Esta 
onsiste en suponer que si � es muy peque~no la 
omponente aleatoria va aser despre
iable y por tanto todo �el se 
omportar�a 
omo su valor medio.Con todo esto se puede a�rmar que la solu
i�on de (7.8) ser�a muy pare
ida ala solu
i�on de: �w(n) = [I � �R℄�w(n� 1) + �e0(n)x(n) (7.9)Estri
tamente hablando estos ve
tores �w(n) son distintos a los de la e
ua
i�on(7.8) pero se ha preferido mantener la nota
i�on por no 
ompli
arla.A partir de (7.9) se 
onstruye el siguiente produ
to:�w(n)�wt(n) =(I � �R)�w(n� 1)�wt(n� 1)(I � �R)++ �(I � �R)�w(n� 1)xt(n)e0(n)++ �e0(n)x(n)�wt(n� 1)(I � �R)++ �2e20(n)x(n)xt(n) (7.10)Tomando ahora valor esperado queda:R�(n) = (I � �R)R�(n� 1)(I � �R) + �2�20R (7.11)Donde se ha tenido en 
uenta lo siguiente:a) En el valor esperado del segundo sumando apara
e el t�ermino E[�w(n �1)xt(n)e0(n)℄ donde e0(n) = d(n)�wt0x(n).Tras las hip�otesis de independen
ia se a�rm�o, usando la primera y lasegunda, que �w(n) es independiente de x(n + 1); empleando tambi�enahora la ter
era se puede a�rmar que tambi�en es independiente de d(n+1).Uniendo ambas se puede 
on
luir que �w(n�1) es independiente de e0(n)y por tanto se tiene queE[�w(n� 1)xt(n)e0(n)℄ = E[�w(n� 1)℄E[xt(n)e0(n)℄ = 0debido al prin
ipio de ortogonalidad.Lo dis
utido en este punto tambi�en es apli
able al ter
er sumando.b) El �ultimo sumando proviene del valor esperadoE[e0(n)e0(n)x(n)xt(n)℄
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uenta la 
uarta hip�otesis de independen
ia y la de�ni
i�onde e0(n) se puede apli
ar el teorema de fa
toriza
i�on gaussiana [Ree62℄,que junto 
on el prin
ipio de ortogonalidad dan 
omo resultado el segundosumando de (7.11).Para resolver la e
ua
i�on (7.11) se trabajar�a de nuevo en la base en la queR es diagonal. En esta base la matriz R� viene representada por R0�, pero
omo el operador traza es invariante bajo 
ambios de base resulta que D(n) =TrfR�(n)g = TrfR0�(n)g y por tanto el inter�es se 
entra ahora en 
al
ular loselementos diagonales de R0�(n):R0�ii(n) =(Æil � �Æil�i)R0�lm(n� 1)(Æmi � �Æmi�m) + ��20�i ==(1� ��i)2R0�ii(n� 1) + �2�20�i (7.12)y 
omo se puede observar los elementos diagonales se han desa
oplado. Lae
ua
i�on en diferen
ias obtenida se puede resolver f�a
ilmente siguiendo las indi-
a
iones del ap�endi
e D.R0�ii(n) = (1� ��i)2n[R0�ii(0)�R0�ii(1)℄ + R0�ii(1) (7.13)donde R0�ii(1) = �2� ��i �20En de�nitiva, el operador traza 
ondu
e a queD(n) = qXi=1(1� ��i)2n[R0�ii(0)�R0�ii(1)℄ + qXi=1 R0�ii(1)Para que D(n) no diverja es ne
esario que j1� ��ij < 1 8 �i, lo 
ual 
ondu
e ala siguiente 
ondi
i�on 0 < � < 2�i 8 �ique 
oin
ide 
on lo exigible para que 
onverja la media. Bajo esta 
ondi
i�onD(n)!D(1) donde D(1) = qXi=1 �2� ��i �20 (7.14)7.4.2 Convergen
ia de J(n)Como se re
ordar�a J(n) = E[e2(n)℄, es de
ir, la media del 
uadrado delerror de estima
i�on. Esta expresi�on se puede rees
ribir en fun
i�on del error deestima
i�on e0(n) 
ometido si se utilizasen los �ltros wiener �optimos, para ello



184 CAP�ITULO 7. EL ALGORITMO LMSbasta tener en 
uenta que d(n) = wt0x(n) + e0(n) y que e(n) = d(n) �wt(n �1)x(n) 
on lo que se obtiene:J(n) = E[(e0(n) +wt0x(n)�wt(n� 1)x(n))2℄ = E[(e0(n)��wt(n� 1)x(n))2℄Si se desarrolla el 
uadrado y se tienen en 
uenta las hip�otesis de independen
iausuales junto 
on el prin
ipio de ortogonalidad, esta expresi�on se simpli�
a a:J(n) = Jmin +E[xt(n)w(n� 1)wt(n� 1)x(n)℄El segundo sumando que aqu�� apare
e a�un se puede expresar de otra manera:E[xt(n)w(n� 1)wt(n� 1)x(n)℄ =TrfE[w(n� 1)wt(n� 1)x(n)xt(n)℄g =TrfR�(n� 1)Rg (7.15)donde en la �ultima igualdad se han vuelto a emplear las hip�otesis de indepen-den
ia.Resulta por tanto queJ(n) = Jmin +TrfR�(n� 1)RgDado que tanto la matrizR�(n�1) 
omoR son de�nidas positivas, su produ
totambi�en lo es y por tanto su traza es siempre positiva. Esto quiere de
ir queJ(n) dado por el algoritmo LMS est�a siempre por en
ima del obtenido medianteel �ltrado Wiener Jmin. A esta 
antidad extra se le denomina error 
uadr�ati
omedio de ex
eso Jex
:Jex
 = J(n)� Jmin = TrfR�(n� 1)RgRe
ordando de nuevo las propiedades de la traza,Jex
 = TrfR0�(n� 1)R0g = R0�ii(n� 1)�ique junto 
on la expresi�on (7.13) 
ondu
e a:Jex
(n) = qXi=1 �i(1� ��i)2n[R0�ii(0)�R0�ii(1)℄ + qXi=1 �iR0�ii(1) (7.16)De la 
ual se puede 
on
luir que el valor en 
onvergen
ia del error 
uadr�ati
omedio de ex
eso vale:Jex
(1) = �20 qXi=1 ��i2� ��i � Jmin qXi=1 ��i2� ��i (7.17)



7.4. CONVERGENCIA EN MEDIA CUADR�ATICA 185El desajusteSe de�ne 
omo el 
o
iente entre el error 
uadr�ati
o medio de ex
eso en
overgen
ia y el error 
uadr�ati
o medio m��nimo. Se designa por la letraM:M = Jex
JminDa una idea de 
�omo de 
er
a el 
omportamiento de LMS se en
uentra del
omportamiento �optimo. De la e
ua
i�on (7.17) es inmediato que:M = qXi=1 ��i2� ��iComentarioSi el tama~no del paso � es peque~no, el desajuste se puede aproximar porM� �2 qXi=1 �iPor otro lado, la parte que depende de n en (7.16) son exponen
iales de
re
ientesde la forma (1� ��i)2n. Estas expresiones (
omo las del tipo (7.12)) tienen untiempo de 
onvergen
ia aso
iado dado por�i = 11� (1� ��i)2 = 1��i 12� ��i�nalmente el tiempo de 
onvergen
ia se puede aproximar por�i ' 12��iPor tanto, 
onseguir un M bajo ( es de
ir, trabajar 
on un � peque~no),lleva aso
iado unos tiempos de 
onvergen
ia grandes y vi
eversa. No se pueden
onseguir ambos objetivos a la vez.
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Cap��tulo 8
El Prin
ipio deOrtogonalidadSobredeterminado yGeneralizado. El algoritmoLMS generalizado
Introdu

i�onEn este 
ap��tulo se dar�a un paso adelante en la 
rea
i�on de varios algorit-mos del tipo gradiente esto
�asti
o, sirvi�endose de una e
ua
i�on derivada en el
ap��tulo 4 y que ha re
ibido el nombre de Prin
ipio de Ortogonalidad Sobrede-terminado y Generalizado.El primer fruto de esta 
ombina
i�on m�axima pendiente-prin
ipio de orto-gonalidad es la reobten
i�on del algoritmo LMS generalizado, GLMS. De estamanera el GLMS apare
e 
omo miembro de una familia de algoritmos que 
om-parten el mismo formalismo. Los otros dos miembros de la familia son los al-goritmos LMS sobredeterminados y generalizados 1 y 3, OGLMS1 y OGLMS3.Todos los miembros de esta familia pueden trabajar 
on estad��sti
a de alto orden( de ah�� lo de `generalizados') pero s�olo los dos �ultimos son 
apa
es de in
luirmatri
es sobredeterminadas. Dado que el GLMS es un algoritmo existente seanalizar�a primero, siendo esto 
ontribu
i�on propia de esta Memoria. El restode algoritmos se deja para el 
ap��tulo siguiente.187



188 CAP�ITULO 8. EL Po DE ORTO. SOBREDET. Y GENERAL.El Prin
ipio de Ortogonalidad Sobredeterminado y Generalizado se repro-du
e en el apartado 8.1 donde se propone un nuevo algoritmo llamado OGLMS.Este algoritmo, tras 
omprobar que 
onverge en media en el apartado 8.2 dalugar a los tres algoritmos, ya 
omentados anteriormente, en el apartado 8.3.De ellos se elegir�a el GLMS, apartado 8.4, para analizar su 
onvergen
ia enmedia en el apartado 8.5. Para la 
onvergen
ia en media 
uadr�ati
a se empleanvarias aproxima
iones que se pueden agrupar en dos 
ategor��as: aquellas quetrabajan a orden �2 (siendo � el tama~no del paso que 
ontrola al algoritmo),en el apartado 8.6, y aquellas que trabajan a orden �, en el apartado 8.7. Paratener una visi�on m�as general en el apartado 8.8 se uni�
an los resultados ob-tenidos 
on las diversas aproxima
iones que 
ulmina 
on una expresi�on generalpara el MSD en el apartado 8.9. Para 
omprobar las expresiones obtenidas sepropone la apli
a
i�on del GLMS a un problema 
on
reto en el apartado 8.10 ysu implementa
i�on num�eri
a ampliamente 
omentada en el apartado 8.11.8.1 El Prin
ipio de Ortogonalidad Sobredeter-minado y GeneralizadoEn el 
ap��tulo 7 se 
oment�o que partiendo del prin
ipio de ortogonalidadpara estima
i�on lineal, gra
ias a que era 
onse
uen
ia de imponer el m��nimo delMSE (una fun
i�on 
oste), se pod��a 
onstruir el algoritmo LMS. Tambi�en 
omo se
oment�o all��, si el razonamiento anterior se generaliza, dada 
ualquier 
ondi
i�onde ortogonalidad entre un ve
tor 
ono
ido y el error de estima
i�on, se puede
onstruir un algoritmo tipo gradiente esto
�asti
o que resuelva tal problema.Matem�ati
amente se puede de
ir que si la solu
i�on a 
ierto problema se 
onsigueimponiendo que E[f(x(n); e(n))℄ = 0la siguiente re
ursi�on 
onverge a la solu
i�on:w(n) = w(n� 1) + �f(x(n); e(n)) (8.1)A 
ontinua
i�on se sigue este pro
edimiento para obtener un nuevo algoritmotipo LMS.En el 
ap��tulo 4 se demostr�o (e
ua
i�on (4.40)) que el algoritmo ORIV imponela 
ondi
i�on: E[X(n)��1(n)�0(n)℄ = 0 (8.2)que se puede 
onsiderar 
omo un prin
ipio de ortogonalidad sobredeterminadoque generaliza a (7.1). El 
ar�a
ter de sobredeterminado se lo 
on�ere el problemadel que proviene, ya que esta expresi�on se obtuvo en el an�alisis del algoritmoORIV que resuelve sistemas de e
ua
iones sobredeterminados. La matriz X(n)es la matriz de datos, el ve
tor �0(n) el ve
tor de error y la matriz ��1(n) ha
e



8.1. EL Po DE ORTOGO. SOBREDETERMINADO GENERALIZADO 189de uni�on entre ambas magnitudes. El ve
tor de error toma la forma 
ono
idade una diferen
ia: �0(n) = v(n)�Xt(n)w0donde las distintas magnitudes se de�nen de la siguiente manera:X(n) = [�t(n� 1)~x(n) x(n)℄��1(n) = �0 �� ~xt(n)~x(n)�v(n) = �~xt(n)z(n� 1)d(n) �que dependen del ve
tor de datos x(n), ve
tor de variable instrumental ~x(n),respuesta deseada d(n), la matriz �(n) de 
orrela
i�on entre x(n) y ~x(n) yel ve
tor de 
orrela
i�on entre ~x(n) y d(n), z(n). El signi�
ado de todas lasmagnitudes se detalla en el 
ap��tulo 4.A tenor de lo dis
utido anteriormente se podr��a proponer una e
ua
i�on re-
ursiva de a
tualiza
i�on de los par�ametros, que 
onverge a la solu
i�on dada porORIV, del tipo: w(n) = w(n� 1) + �X(n)��1(n)�(n) (8.3)donde el ve
tor de error que aqu�� apare
e est�a 
al
ulado usando w(n�1). Di
hare
ursi�on resolver��a el sistema de e
ua
iones sobredeterminado:E[�(n)℄w0(n) = E[z(n)℄ (8.4)de forma adaptativa. El planteamiento de di
ho problema, junto 
on su resolu-
i�on mediante ORIV se dis
uti�o en el 
ap��tulo 4 y ejemplos pr�a
ti
os donde seresuelven e
ua
iones tipo (8.4) mediante ORIV se presentaron en el 
ap��tulo 5.El algoritmo resultante, que tiene 
omo e
ua
i�on fundamental (8.3), se resu-me en la tabla 8.1. Se denominar�a algoritmo sobredeterminado y generalizado dem��nima media 
uadr�ati
a o en ingl�es, por mantener la nomen
latura existente,Overdetermined and Generalized Least-Mean-Square algorithm, OGLMS.Ini
ializa
i�onw(0) = 0 �(0) = 0 z(0) = 0Con la llegada de x(n); ~x(n) y d(n) ha
erConstruir los ve
tores x(n) y ~x(n)X(n) = [�t(n� 1)~x(n) x(n)℄��1(n) = �0 �� ~xt(n)~x(n)�



190 CAP�ITULO 8. EL Po DE ORTO. SOBREDET. Y GENERAL.v(n) = �~xt(n)z(n� 1)d(n) ��(n) = v(n)�Xt(n)w(n� 1)w(n) = w(n� 1) + �X(n)��1(n)�(n)�(n) = ��(n� 1) + ~x(n)xt(n)z(n) = �z(n� 1) + ~x(n)d(n)Tabla 8.1 Pro
eso iterativo del algoritmo OGLMS
8.2 Convergen
ia en media de OGLMSA 
ontinua
i�on se 
omprobar�a que el algoritmo des
rito 
onverge en mediaa la solu
i�on de (8.4) 
on la ayuda del prin
ipio de ortogonalidad sobredetermi-nado. Para ello se parte de la e
ua
i�on (8.3) y se le restan a ambos miembrosw0(n):�w(n) = [I � �X(n)��1(n)Xt(n)℄�w(n� 1) + �X(n)��1(n)�0(n)donde tambi�en se le ha sumado y restado al miembro de la dere
ha �X(n)��1(n)Xt(n)w0. Si a 
ontinua
i�on se toma valor esperado teniendo en 
uenta laship�otesis de independen
ia usuales para ORIV dadas en el ap�endi
e C, junto
on (8.2), resulta:E[�w(n)℄ = [I � �E[X(n)��1(n)Xt(n)℄℄E[�w(n� 1)℄ (8.5)Para 
al
ular el valor esperado que apare
e entre los 
or
hetes se desarrollaprimero el produ
to seg�un la de�ni
i�on de sus 
omponentes, resultando:X(n)��1(n)Xt(n) = �x(n)~xt(n)�(n� 1) +�t(n)~x(n)xt(n)si ahora se toma valor esperado 
onsiderando las hip�otesis de independen
iausuales y que se trabaja en ambientes esta
ionarios (� = 1), se llega aE[�w(n)℄ = [I � 2�nRtR℄E[�w(n� 1)℄Por simpli�
ar las expresiones es 
onveniente rede�nir � 
omo �=n de maneraque desaparez
a el n 
omo fa
tor en el 
oe�
iente de la e
ua
i�on en diferen
ias.Otra op
i�on es normalizar la matriz �(n) si el sistema es esta
ionario. Elsiguiente paso es ver si esta e
ua
i�on en diferen
ias 
onverge y a qu�e valor. Paradesa
oplar las e
ua
iones para las distintas 
omponentes de �w(n) se trabajaen la base en la que RtR es diagonal, en ella:E[�wi(n)℄ = (1� 2��i)E[�wi(n� 1)℄



8.3. ALGUNAS VARIANTES DE OGLMS 191Donde �i es el autovalor i-�esimo de RtR. Si se sustituye esta e
ua
i�on n ve
esen s�� misma, resulta: E[�wi(n)℄ = (1� 2��i)nE[�wi(0)℄Para que la media del ve
tor de error en los pesos tienda a 
ero se debe 
umplirque j1� 2��ij < 1de manera que debe veri�
arse que0 < � < 1�i (8.6)donde se ha tenido en 
uenta que los autovalores �i son siempre positivos. Siesta 
ondi
i�on se 
umple se tiene queE[�w(n)℄ !n!1 0lo que viene a de
ir que el algoritmo propuesto 
onverge en media a los valoresverdaderos de los pesos del �ltro bus
ado, 
uando n se ha
e su�
ientementegrande.8.3 Algunas variantes de OGLMSEn vez de seguir 
on el estudio del 
omportamiento del algoritmo OGLMS, eneste apartado se va a simpli�
ar 
omputa
ionalmente dando lugar a 4 versionesdistintas del mismo. Una de las 
uales ser�a el algoritmo GLMS desarrolladoen [AAM96℄, de ah�� el nombre de OGLMS dado al algoritmo dedu
ido en este
ap��tulo.Para realizar la simpli�
a
i�on se desarrolla el t�ermino de gradiente de (8.3),responsable de la 
onvergen
ia del algoritmo:X(n)��1(n)�(n) = �x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄++�t(n)[~x(n)d(n) � ~x(n)xt(n)w(n� 1)℄ (8.7)el miembro de la dere
ha de esta expresi�on est�a formado por dos sumandos, 
adauno de los 
uales vale 
ero al tomar valor esperado 
on n su�
ientemente grande
uando w(n) = w0. Es de
ir, se podr��a usar solamente uno 
omo t�ermino degradiente, simpli�
ando por tanto la re
ursi�on.En 
onse
uen
ia, se pueden proponer 
uatro op
iones distintas:1a Op
i�on: Se toma 
omo t�ermino de gradiente el primer sumando,r(n) = �x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄



192 CAP�ITULO 8. EL Po DE ORTO. SOBREDET. Y GENERAL.2a Op
i�on: Como la parte que lleva informa
i�on sobre la proximidad a la solu-
i�on es la diferen
ia, se proponer(n) = z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)La prin
ipal novedad respe
to a las versiones anteriores es que ya no re-suelve un problema sobredeterminado (por 
uesti�on de homogeneidad dedimensiones en (8.1)), por lo que habr�a que redimensionar las 
antidades�(n) y z(n) redu
iendo el n�umero de e
ua
iones que tendr�a el sistema dee
ua
iones a resolver (8.4).Esta expresi�on 
ondu
e a la formula
i�on generalizada del problema dem��nimos 
uadrados 
uando se introdu
e una variable instrumental. Esde
ir, si se tienen en 
uenta las de�ni
iones de z(n) y �(n), se llega a:r = n�1Xi=0 �n�i�1~x(i)e(i; n� 1)que se puede 
onsiderar 
omo el prin
ipio de ortogonalidad para seriesdeterministas. Esta e
ua
i�on impone la ortogonalidad entre la variableinstrumental y el error a tiempo i 
al
ulado 
on el estimador a tiempon� 1 dado por e(i; n� 1) = d(i)� xt(i)w(n� 1) [GBT99℄.3a Op
i�on: Se toma 
omo t�ermino de gradiente el segundo sumando,r(n) = �t(n)[~x(n)d(n)� ~x(n)xt(n)w(n� 1)℄4a Op
i�on: Si simplemente se 
onserva la parte de la diferen
ia que lleva infor-ma
i�on su�
iente,r(n) = ~x(n)(d(n) � xt(n)w(n� 1))De nuevo el problema deja de ser sobredeterminado y adem�as se re
uperael algoritmo GLMS. El prin
ipal problema de este algoritmo 
omo se ver�am�as adelante, tal y 
omo le o
urre a la 2a op
i�on, es que no siempre 
on-verge, ya que ne
esita que la matriz R sea de�nida (positiva o negativa).Las op
iones 1a y 3a no sufren este problema, al igual que el algoritmooriginal OGLMS tal y 
omo se observa en la 
ondi
i�on (8.6).Como se puede apre
iar esta forma de a
tuar mediante la 
ual se 
onstru-yen algoritmos esto
�asti
os tipo m�axima pendiente a partir de 
ondi
iones deortogonalidad se ha mostrado muy fru
t��fera. No s�olo se reobtiene el algoritmoGLMS d�andole un fundamento te�ori
o sino que se proponen tres nuevos. Laspropiedades de estos �ultimos se estudiar�an en un tema posterior, ya que se hapreferido estudiar el algoritmo ya existente, el GLMS, para que sirva de puntode 
ompara
i�on, en primer lugar.



8.5. CONVERGENCIA DE LA MEDIA 1938.4 El algoritmo GLMSEn el resto del 
ap��tulo se va a estudiar [ARBC02
℄ el algoritmo generaliza-do de m��nima media 
uadr�ati
a, o Generalized Least-Mean-Square, GLMS. Seanalizar�a su 
onvergen
ia en media y en media 
uadr�ati
a tanto mediante teor��a
omo mediante simula
iones.La e
ua
i�on fundamental de este algoritmo se presentaba en la op
i�on 4aanterior, que junto 
on los pasos detallados en la tabla 8.2 
ontituyen todo elpro
eso iterativo ne
esario. Ini
ializa
i�onw(0) = 0Con la llegada de x(n); ~x(n) y d(n) ha
erConstruir los ve
tores x(n) y ~x(n)e(n) = d(n)�wH(n� 1)x(n)w(n) = w(n� 1) + �~x(n)e�(n)Tabla 8.2 Pro
eso iterativo del algoritmo GLMS
Como se puede apre
iar requiere de una 
arga 
omputa
ional muy baja poritera
i�on y la �uni
a diferen
ia 
on el algoritmo LMS es la introdu

i�on de lavariable instrumental ~x(n) lo 
ual le permite trabajar 
on estad��sti
a de altoorden. El nombre GLMS le viene pre
isamente de generalizar al LMS.Adem�asse va a 
onsiderar la posibilidad de que las magnitudes que intervienen en �el sean
omplejas. Hay que tener en 
uenta que dadas las simpli�
a
iones realizadas enla 
ondi
i�on de ortogonalidad generalizada y sobredeterminada (8.2), el prin
ipiode ortogonalidad para GLMS toma la forma:E[~x(n)e�(n)℄ = 0 (8.8)8.5 Convergen
ia de la mediaEn primer lugar se desea 
omprobar que el pro
eso iterativo presentado en latabla 8.2 efe
tivamente 
onverge en media a w0. De la e
ua
i�on de a
tualiza
i�on



194 CAP�ITULO 8. EL Po DE ORTO. SOBREDET. Y GENERAL.de los pesos que all�� apare
e se sigue sin di�
ultad que:w(n)�w0 =w(n� 1)�w0 + �~x(n)d�(n)� �~x(n)xH(n)w(n� 1)++ �~x(n)xH(n)w0 � �~x(n)xH(n)w0 (8.9)por lo que resulta�w(n) = [I � �~x(n)xH(n)℄�w(n� 1) + �~x(n)e�0(n) (8.10)siendo �w(n) = w(n)�w0. Que 
onstituye una e
ua
i�on en diferen
ias no ho-mog�enea 
on 
oe�
ientes aleatorios. Interesa ver qu�e forma tiene di
ha e
ua
i�onen valor medio, para ello se ha
e uso de las hip�otesis de independen
ia1:Hip�otesis de independen
ia1. Los ve
tores de entrada x(1); x(2); :::; x(n) 
onstituyen una serie deve
tores estad��sti
amente independientes.2. Los ve
tores de variable instrumental ~x(1); ~x(2); :::; ~x(n) 
onstituyenuna serie de ve
tores estad��sti
amente independientes.3. Los es
alares de respuesta deseada d(1); d(2); :::; d(n) 
onstituyen unaserie de es
alares estad��sti
amente independientes.4. Las series de ve
tores fx(n)g y f~x(n)g son 
onjuntamente esta
ionarias.5. El error de medi
i�on e0(n) es independiente del resto de variables a tiemposanteriores y de media nula2.6. Las variables x(n), ~x(n) y d(n) son 
onjuntamente gaussianas.A la vista de la e
ua
i�on (8.10) se desprende que w(n) s�olo depende demuestras fd(n)g; fx(n)g y f~x(n)g hasta tiempo n y que por tanto es indepen-diente de fd(n + 1)g; fx(n + 1)g y f~x(n + 1)g por las 3 primeras hip�otesis deindependen
ia.Por tanto, tomando valor esperado en (8.10) y teniendo en 
uenta (8.8):E[�w(n)℄ = [I � �R℄E[�w(n� 1)℄esta e
ua
i�on en diferen
ias homog�enea y determinista tiene una solu
i�on quese 
al
ula r�apidamente si se sustituye n ve
es en s�� misma:E[�w(n)℄ = [I � �R℄nE[�w(0)℄1Suponen una adapta
i�on de las hip�otesis de independen
ia para LMS y son an�alogas a lasya usadas en la parte de la Memoria relativa a ORIV.2La interpreta
i�on �nal de e0(n) depende del problema 
on
reto a resolver. Depende portanto de la de�ni
i�on de x(n) y de d(n).



8.6. CONVERGENCIA EN MEDIA CUADR�ATICA A ORDEN �2 195si se trabaja en la base en la que R es diagonal, las 
omponentes del ve
torde error en los pesos �w(n) se ver�an desa
opladas en la expresi�on matri
ialanterior: E[�wi(n)℄ = [1� ��i℄nE[�wi(0)℄
onvirti�endose en una expresi�on es
alar. Lo que ser��a deseable es que di
hasolu
i�on tendiese a 0 
uando n se ha
e muy grande, lo 
ual se 
onseguir�a sij1 � ��ij < 1 8 �i autovalor de R. Esta 
ondi
i�on sobre el tama~no del pasoequivale a de
ir:i) Si <f�ig > 0 enton
es se debe 
umplir que 0 < � < 2<f1=�ig.ii) Si <f�ig < 0 enton
es se debe 
umplir que 0 > � > 2<f1=�ig.Como para que todo el ve
tor de error en los pesos 
onverja a 
ero lo tienenque ha
er 
ada una de sus 
omponentes, es ne
esario que la matriz <fRg tengasigno de�nido. As��, si es de�nida positiva se ne
esita un � > 0 y si es de�nidanegativa se ne
esita un � < 0.Esta 
ondi
i�on es important��sima e impone una restri

i�on bastante fuertesobre los sistemas que pueden ser resueltos mediante GLMS tal y 
omo est�aformulado aqu��. Pero adem�as de imponer que 
onverja la media, es ne
esario,que el ve
tor de error en los pesos 
onverja en media 
uadr�ati
a: es ne
esario quelos estimadores tengan una varianza �nita para que sean �utiles. En el siguienteapartado se ver�a qu�e restri

iones impone esta segunda 
ondi
i�on.8.6 Convergen
ia en media 
uadr�ati
a a orden�2Como se 
oment�o al analizar el algoritmo LMS, una forma de asegurar su
onvergen
ia era imponiendo que la 
antidad D(n) = E[�wH(n)�w(n)℄, lla-mada desvia
i�on del error al 
uadrado, que representa la varianza de los estima-dores de los pesos, 
onvergiera. Por tanto el inter�es se 
entra ahora en ver 
�omoevolu
iona D(n) 
on el tiempo y en parti
ular 
al
ular el valor al que 
onverge.La prin
ipal hip�otesis utilizada hasta el momento, no enun
iada expresa-mente pero que puede englobar al resto, ha sido la de suponer el tama~no delpaso � peque~no3. Por tanto, ser��a admisible que 
ualquier 
�al
ulo que se haga,se tomara 
omo un desarrollo en serie en torno a � = 0.Como se ver�a a 
ontinua
i�on, en el estudio de la 
onvergen
ia en media
uadr�ati
a, s�olo apare
en t�ermino en � y �2. A la vista del 
omentario anterior y3Esto se ver�a m�as 
laro en los 
omentarios al �nal de 
ap��tulo.



196 CAP�ITULO 8. EL Po DE ORTO. SOBREDET. Y GENERAL.para adquirir un mejor 
ono
imiento del fun
ionamiento de GLMS, se trabajar�aa orden �2 en los tres siguientes apartados y a orden � en el apartado 8.7.8.6.1 Convergen
ia en media 
uadr�ati
a. Promediado di-re
toSe parte de la e
ua
i�on (8.10) reprodu
ida aqu�� por 
onvenien
ia:�w(n) = [I � �~x(n)xH(n)℄�w(n� 1) + �~x(n)e�0(n) (8.11)
omo ya se ha 
omentado 
onstituye una e
ua
i�on en diferen
ias no homog�enea
on 
oe�
iente aletorio. Al tener los 
oe�
ientes no deterministas, su resolu
i�onse ha
e m�as 
ompli
ada. Se puede obviar esta di�
ultad apli
ando una simpli-�
a
i�on 
ono
ida 
omo m�etodo de promediado dire
to. Di
ho m�etodo 
onsiste,re
u�erdese, en suponer que la varia
i�on de la 
omponente esto
�asti
a va a serpeque~na entorno a la media (en este 
aso equivale a de
ir que � es peque~na),por lo que se puede sustituir por su valor medio. Con esto (8.11) se 
onvierteen: �w(n) = [I � �R℄�w(n� 1) + �~x(n)e�0(n)Para 
al
ular D(n) se 
onstruye, 
omo siguiente paso, la matriz de 
orrela
i�ondel error de los pesos:�w(n)�wH(n) = [I � �R℄�w(n� 1)�wH(n� 1)[I � �R℄H++[I � �R℄�w(n�1)�e0(n)~xH(n) + �~x(n)e�0(n)�wH(n� 1)[I � �R℄H++ �2je0(n)j2~x(n)~xH(n) (8.12)Teniendo en 
uenta las hip�otesis de independen
ia y el prin
ipio de ortogonali-dad (8.8), siguiendo un razonamiento paralelo al realizado en el an�alisis de LMSpara obtener la e
ua
i�on (7.11), se llega sin di�
ultad a:R�(n) = [I � �R℄R�(n� 1)[I � �RH ℄ + �2�20R~x~x (8.13)donde �20 = E[je0(n)j2℄ (8.14)R�(n) = E[�w(n)�wH(n)℄ (8.15)R~x~x = E[~x(n)~xH(n)℄ (8.16)La estad��sti
a de f~x(n)g es esta
ionaria, pero no as�� la de f�w(n)g y as�� se haindi
ado en sus matri
es de auto
orrela
i�on 
orrespondientes, donde se muestraexpl��
itamente su dependen
ia temporal.Como se sabe, para la obten
i�on del �ultimo sumando �2�20R~x~x se ha apli
adola hip�otesis de que las variables son 
onjuntamente gaussianas. En algunos
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on
retos esto no ser��a ne
esario ya que e0(n) ser��a independiente delresto de variables, por ejemplo en un modelo AR 
on la SNR=1.La expresi�on (8.13) representa una e
ua
i�on en diferen
ias no homog�enea,por lo 
ual no tendr�a 
omo solu
i�on R�(n) = 0. Es de
ir, aunque el ve
tor deerror en los pesos tienda a 
ero en media, presenta peque~nas os
ila
iones. Parael algoritmo LMS, Bu
klew demostr�o que di
has os
ila
iones eran de naturalezagaussiana [BKS93℄.Se pro
eder�a ahora a resolver (8.13). Trabajando en la base en la que R esdiagonal, los elementos diagonales de la matriz de auto
orrela
i�on del error enlos pesos evolu
ionan seg�un la siguiente expresi�on:R�ii(n) = [1� ��i℄[1� ���i ℄R�ii(n� 1) + �2�20R~x~xiiValor en 
onvergen
iaLos par�ametros m�as importantes de esta e
ua
i�on en diferen
ias se pueden
al
ular 
on la ayuda del ap�endi
e D. Siguiendo las indi
a
iones all�� dadas sellega a que el valor en 
onvergen
ia vale:R�ii(1) = �2<f�ig � �j�ij2�20R~x~xiiA partir de aqu�� ya se puede 
al
ular la magnitud de inter�es. Re
ordando quela traza de una matriz es invariante ante 
ambios de base, se 
umple que:D(1) = �2�20 pXi=1 R~x~xii<f�ig � �2 j�ij2 == �2�20Tr( R~x~x<fR)� �2RHR) (8.17)
Tiempos de 
onvergen
iaDe forma an�aloga, siguiendo las indi
a
iones del ap�endi
e D, se pueden 
al-
ular los tiempos de 
onvergen
ia aso
iados a la parte homog�enea de la e
ua
i�onen diferen
ias anterior o a toda ella. En este 
ap��tulo ser�a de utilidad el segundode ellos, 
uya expresi�on viene dada en (D.6) y se reprodu
e aqu�� adaptada a estasitua
i�on por 
onvenien
ia:�i = ln�R�ii(1)=e�R�ii(1)R�ii(1)�R�ii(1) �ln j1� ��ij2 + 1 (8.18)



198 CAP�ITULO 8. EL Po DE ORTO. SOBREDET. Y GENERAL.Esta es la 
onstante de tiempo aso
iada al elemento diagonal R�ii, la 
onstantede tiempo aso
iada a la magnitud D(n), � , se puede 
al
ular 
omo un promediode ella. Obviamente para aquellos problemas en los que s�olo haya una in
�ognitalas expresiones para D(1) y � se simpli�
an enormemente:D(1) = �2<f�g � �j�j2 �20�2~x (8.19)� = ln�D(1)=e�D(1)D(1)�D(1) �ln j1� ��j2 + 1 (8.20)8.6.2 Convergen
ia en media 
uadr�ati
a. Hip�otesis degaussianidadSe parte de (8.11), que es exa
ta ya que no se ha he
ho ninguna aproxima
i�onpara llegar a ella, y se 
onstruye la matriz de auto
orrela
i�on del ve
tor de erroren los pesos R�. Primero el produ
to externo:�w(n)�wH(n) =[I � �~x(n)xH(n)℄�w(n� 1)�wH(n� 1)[I � �x(n)~xH(n)℄++ �2je20(n)j2~x(n)~xH(n)++ �[I � �~x(n)xH(n)℄�w(n� 1)~xH(n)e0(n)++ �e�0(n)~x(n)�wH(n� 1)[I � �x(n)~xH(n)℄ (8.21)y ahora se toma valor esperado, teniendo en 
uenta las hip�otesis de independen-
ia. Seg�un estas hip�otesis, los dos �ultimos sumandos son 
ero. Esto se puedejusti�
ar desde dos puntos de vista:1. Por ser e0(n) independiente del resto y de media nula, 
omo en los modelosAR.2. Como �w(n � 1) es independiente del resto, al tomar valor esperado ydejar evolu
ionar el algoritmo tiende a 
ero, ya que 
omo se demostr�o 
onanterioridad E[�w(n� 1)℄! 0El resto de t�erminos 
ondu
e a:R�(n) =R�(n� 1)� �RR�(n� 1)� �R�(n� 1)RH++ �2E[~x(n)xH(n)�w(n� 1)�wH(n� 1)x(n)~xH(n)℄++ �2�20R~x~x (8.22)Para 
al
ular el valor esperado aqu�� indi
ado se supondr�a que la variable alea-toria [~xH (n)jxH(n)℄H es 
onjuntamente gaussiana (�ultima hip�otesis de indepen-den
ia). En general no lo ser�a, pero puede suponer una primera aproxima
i�on
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ualquier otro tipo de dependen
ia. Con esta hip�otesis, se tiene para elelemento ik-�esimo 
on �w(n � 1)j = �j :E[~xix�j�j��l xl~x�k℄ =E[~xix�jxl~x�k℄R�jl ==(E[~xix�j ℄E[xl~x�k℄ + E[~xi~x�k℄E[x�jxl℄)R�jl ==(RijRHlk +R~x~xikRxjl)R�jl (8.23)Donde se ha apli
ado el teorema de fa
toriza
i�on gaussiana. Por tanto:R�(n) =R�(n� 1)� �RR�(n� 1)� �R�(n� 1)RH++�2RR�(n� 1)RH + �2TrfRxxR�(n� 1)℄R~x~x++�2�20R~x~x (8.24)que supone la apari
i�on de un nuevo t�ermino en rela
i�on 
on la aproxima
i�on depromediado dire
to. Este nuevo t�ermino impedir�a que los elementos diagonalesdeR�(n) se desa
oplen en la base en la queR es diagonal y di�
ulta la obten
i�onde una expresi�on 
ompa
ta para la evolu
i�on de D(n) y para D(1).Para el 
aso en el que se tenga una sola in
�ognita, se obtiene inmediatamente:D(n) = [1� 2�<f�g+ �2j�j2 + �2�2x�2~x℄D(n� 1) + �2�2~x�20de esta e
ua
i�on en diferen
ias se puede obtener la informa
i�on habitual:Valor en 
onvergen
ia.Re
urriendo de nuevo a las expresiones del ap�endi
e D y teniendo en 
uentala e
ua
i�on en diferen
ias anterior, se llega a:D(1) = ��2~x2<f�g � �j�j2 � ��2x�2~x�20Tiempo de 
onvergen
ia.Con este valor de D(1) se 
onstruye la 
onstante de tiempo 
orrespondiente,empleando tambi�en las expresiones del ap�endi
e D:� = ln�D(1)=e�D(1)D(1)�D(1) �ln(1� 2�<f�g+ �2j�j2 + �2�2x�2~x) + 1



200 CAP�ITULO 8. EL Po DE ORTO. SOBREDET. Y GENERAL.8.6.3 Convergen
ia en media 
uadr�ati
a. Ter
era aproxi-ma
i�onEn este apartado se obtendr�a la evolu
i�on del MSD y su valor de 
onvergen
iasin tener en 
uenta las t�e
ni
as anteriores de promediado dire
to o fa
toriza
i�ongaussiana. El pro
edimiento es el mismo que el llevado a 
abo en el apartadoanterior y 
omparte los pasos hasta la e
ua
i�on (8.22). Una vez ah��, se 
al
ular�ael valor esperado de forma exa
ta:R�(n) = R�(n� 1)� �RR�(n� 1)� �R�(n� 1)RH++�2R�(n� 1)� + �2�20R~x~x (8.25)donde se ha de�nido �klij = E[~xix�kxl~x�j ℄y el siguiente produ
to(R�(n� 1)�)ij = R�(n� 1)kl�klijex
eptuando las hip�otesis de independen
ia usuales dadas en el apartado 8.5,esta aproxima
i�on es la exa
ta, porque no in
orpora ninguna nueva hip�otesissimpli�
atoria. El problema que 
onlleva es an�alogo al del enun
iado anterior:los elementos diagonales de R�(n) no se desa
oplan en la base en la que R esdiagonal, 
on lo que el 
�al
ulo de D(n) se 
ompli
a enormemente.Obviamente el 
aso m�as sen
illo es aqu�el en el que s�olo se tuviera una solain
�ognita. Enton
es quedar��a:D(n) = (1� 2�<f�g+ �2�)D(n� 1) + �2�20�2~xy la informa
i�on que se obtiene de ella es:Valor en 
onvergen
ia. D(1) = ��2~x2<f�g � ���20Tiempo de 
onvergen
iaDe igual modo 
omo se pro
ed��a en los apartados anteriores, se obtiene que� = ln�D(1)=e�D(1)D(1)�D(1) �ln(1� 2�<f�g+ �2�) + 1
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ia en media 
uadr�ati
a a orden�Las tres aproxima
iones anteriores tienen en 
om�un los t�erminos en � del
oe�
iente de la e
ua
i�on en diferen
ias. Si se trabajase a orden �, se tendr��a lamisma e
ua
i�on din�ami
a en los tres 
asos. El otro t�ermino del mismo orden,�2�20R~x, no se puede despre
iar porque es muy importante en la din�ami
a dela evolu
i�on de R� ya que es el t�ermino independiente.Por tanto, simpli�
ando (8.13) se tieneR�(n) = R�(n� 1)� �RR�(n� 1)� �R�(n� 1)RH + �2�20R~x~xDe esta �ultima e
ua
i�on se partir�a ahora para dis
utir un par de aspe
tosm�as. Trabajando de nuevo en la base en la 
ual R es diagonal:R�ii(n) = R�ii(n� 1)� ��iR�ii(n� 1)� ���iR�ii(n� 1) + �2�20R~x~xiio equivalentementeR�ii(n) = [1� 2�<f�ig℄R�ii(n� 1) + �2�20R~x~xii (8.26)para que la solu
i�on de la parte homog�enea de la e
ua
i�on anterior se anule (yno diverja) a tiempos grandes, es ne
esario imponer (ver ap�endi
e D)j1� 2�<f�igj < 1que se tradu
e en la siguiente 
ondi
i�on sobre el valor del tama~no del paso:i) Si <f�ig > 0 ) 0 < � < 1<f�igii) Si <f�ig < 0 ) 0 > � > 1<f�igNotar que la 
onvergen
ia en media impone distintas 
ondi
iones sobre � quela 
onvergen
ia de la desvia
i�on del error al 
uadrado.Bajo estas 
ondi
iones la e
ua
i�on en diferen
ias anterior al
anza un valoren 
onvergen
ia y un tiempo de 
onvergen
ia dado por:Valor en 
onvergen
iaCada uno de los elementos de la diagonal de R�(n) 
onverge a:R�ii(1) = ��202 R~x~xii<f�ig



202 CAP�ITULO 8. EL Po DE ORTO. SOBREDET. Y GENERAL.la suma de todos estos valores 8 i es la desvia
i�on del error al 
uadrado en
onvergen
ia: D(1) = ��202 pXi=1 R~x~xii<f�ig
omo la traza no depende de la base en que se tome, si se desha
e el 
ambio debase que diagonaliz�o a R, la expresi�on anterior equivale aD(1) = ��202 TrfR~x~x(<fRg)�1g (8.27)Para el 
aso parti
ular en el que x(n) = ~x(n) 2 R, 
omo o
urre en el LMS 
onvariables reales, se llega a D(1) = �p2�20que viene a de
ir que la varianza de los estimadores de w0 en 
onvergen
ia,aumentan 
on el ruido de medi
i�on y 
on el n�umero de par�ametros a estimar.As��mismo, indi
a que un tama~no del paso peque~no disminuye di
ha varianza.Este resultado se puede obtener del an�alisis del LMS ya realizado en el temaanterior, ha
iendo � peque~na en la expresi�on (7.14).Tiempo de 
onvergen
iaEl tiempo aso
iado a 
ada uno de los elementos de la diagonal de R�(n) es:�i = ln�R�ii(1)=e�R�ii(1)R�ii(1)�R�ii(1) �ln(1� 2�<f�ig) + 1El tiempo de 
onvergen
ia para D(n) se podr��a obtener promediando los tiemposde la expresi�on anterior 8 i.8.8 Uni�
a
i�on de resultadosUna vez que se han obtenido las expresiones que rigen el 
omportamientodin�ami
o de D(n) (o en su 
aso el de R�ii(n) ), y se ha 
ara
terizado su solu
i�on,se van a presentar en este apartado de manera 
onjunta para poder llevar a 
abouna 
ompara
i�on de manera m�as sen
illa.Lo que sigue se ha extra��do del ap�endi
e D. En las distintas aproxima
ionesutilizadas se ha llegado a una e
ua
i�on en diferen
ias de orden 1 no homog�enea:m(n) = 
m(n� 1) + a (8.28)
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uya solu
i�on tiene una expresi�on expl��
ita dada porm(n) = 
n[m(0)�m(1)℄ +m(1) (8.29)
on m(1) = 11� 
a (8.30)y m(0) es la 
ondi
i�on ini
ial.Adem�as de m(1), se suele tomar 
omo par�ametro importante de un algo-ritmo adaptativo su tiempo de 
onvergen
ia. El tiempo de 
onvergen
ia � sede�ne 
omo el tiempo ne
esario para que m(n) 
aiga a 1=e de su valor ini
ial:
� [m(0)�m(1)℄ +m(1) = m(0)edespejando dire
tamente se obtiene:� = ln�m(1)=e�m(1)m(1)�m(1) �ln(
) + 1 (8.31)normalmente el tiempo de 
onvergen
ia es mu
ho mayor que 1, por lo que sepuede despre
iar el segundo sumando.Por tanto, tal y 
omo se ha he
ho en los apartados anteriores, dada unae
ua
i�on en diferen
ias y por 
onsiguiente los par�ametros 
 y a 
orrespondien-tes, se puede obtener la evolu
i�on de la magnitud estudiada mediante (8.29), elvalor al que 
onverge mediante (8.30) y el tiempo de 
onvergen
ia 
orrespon-diente mediante (8.31). Como ya es 
ono
ido, el valor de 
 y a depende de laaproxima
i�on utilizada. La tabla 8.3 re
oge los valores de los par�ametros 
 y aobtenidos en las distintas aproxima
iones empleadas.
 aorden �2promediado dire
to 1� 2�<f�ig+ �2j�ij2 �2�20R~x~xiifa
toriza
i�on gaussiana 1� 2�<f�g+ �2j�j2 + �2�2x�2~x �2�20�2~xaprox. exa
ta 1� 2�<f�g+ �2� �2�20�2~xorden �aproxima
i�on a orden � 1� 2�<f�ig �2�20R~x~xTabla 8.3 Par�ametros 
ara
ter��sti
os de las aproxima
iones utilizadas en elan�alisis de la 
onvergen
ia en media 
uadr�ati
a
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iones donde se ha 
onseguidodesa
oplar la evolu
i�on temporal de 
ada elemento de la diagonal de R�, seha notado expresamente el autovalor i-�esimo y el elemento diagonal de R~x~x
orrespondiente. En el resto se ha 
onsiderado que s�olo se tiene una in
�ognita.A la vista de la tabla 8.3 se puede a�rmar que D(1) es propor
ional a�. Cuando tienda a 
ero, �este tambi�en tender�a a 
ero. Por tanto, se podr�adespre
iar respe
to a D(1) en (8.31) (suponiendo que ahora la magnitud m(n)sea D(n)) y el denominador se podr�a aproximar por ln(
) = 
� 1. En de�nitivase tendr��a: � = 11� 
 (8.32)esta expresi�on simpli�
ada se puede tomar 
omo v�alida 
uando el tama~no delpaso sea muy peque~no, es de
ir, 
uando est�e justi�
ado trabajar a orden �. Enese 
aso, se tendr��a que R�ii tiene un tiempo de 
onvergen
ia dado por�i = 12�<f�ig (8.33)que tiene la forma t��pi
a de los tiempos de 
onvergen
ia dada para otros algo-ritmos 
omo el LMS. Y ex�a
tamente 
omo a �el le pasaba, si se quiere 
onseguir
on el GLMS un D(1) peque~no, el tiempo de 
onvergen
ia ser�a grande.8.9 Evolu
i�on temporal de la desvia
i�on del erroral 
uadradoEl prin
ipal objetivo de este apartado es 
ara
terizar la evolu
i�on din�ami
ade D(n) 
uando se est�a en el 
aso de trabajar 
on m�as de una in
�ognita. Con lovisto en el apartado anterior s�olo se estaba en disposi
i�on de dar esta evolu
i�onen el 
aso de tener una sola in
�ognita o 
omo mu
ho de dar la evolu
i�on de loselementos diagonales de R�. Ya que son estos elementos diagonales los que s��veri�
an la e
ua
i�on (8.28). Cada uno de ellos 
onverger�a a su 
orrespondientevalor en el in�nito y tendr�a su propio tiempo de 
onvergen
ia. La suma de todosellos (por de�ni
i�on el MSD), tender�a a la suma de los valores en 
onvergen
iaindividuales y el tiempo de 
onvergen
ia ser�a un promedio de los tiempos de
onvergen
ia individuales.Se trabajar�a, ex
lusivamente y a t��tulo de ejemplo, 
on las expresiones ob-tenidas trabajando a orden �. Seg�un se vio, el valor de 
onvergen
ia para MSDven��a dado por (8.27), y seg�un la dis
usi�on del p�arrafo anterior junto 
on (8.33),se puede aproximar el tiempo de 
onvergen
ia total por:� = 12� 1p pXi=1 1<f�ig



8.10. APLICACI �ON DE GLMS 205O lo que es lo mismo: � = 12� 1pTrf<fRg�1)gPor regla general se suele tomar w(1) = 0, por lo que D(1)= wH0 w0. Conestos datos y suponiendo una forma fun
ional tal y 
omo (8.29), ha
iendo usode (8.32), se llega a que la evolu
i�on temporal de D(n) se rige por la siguienteexpresi�on: D(n) = D(1) + (D(1)�D(1))(1 � 1=�)n�1y sustituyendo los valores 
orrespondientes:D(n) =�wH0 w0 � ��202 TrfR~x~x(<fRg)�1g��1� 2� pTrf(<fRg)�1g�n�1++ ��202 TrfR~x~x(<fRg)�1g (8.34)re
u�erdese que s�olo es v�alida para valores de � peque~nos. Un tratamientoan�alogo se puede ha
er para el 
aso de la aproxima
i�on de promediado dire
to,donde las 
omponentes de R�(n) tambi�en se desa
oplan.Con este pro
edimiento lo que se ha 
onseguido es obtener una expresi�onpara la evolu
i�on din�ami
a del MSD para el 
aso de tener varias in
�ognitas (i.e.p > 1). El 
aso p = 1 se resuelve de forma dire
ta. Quedan sin solu
i�on, sinembargo, la aproxima
i�on de fa
toriza
i�on gaussiana y la aproxima
i�on exa
tapara el 
aso de p > 1.8.10 Apli
a
i�on de GLMSComo ejemplo de fun
ionamiento de este algoritmo se va a identi�
ar unmodelo AR 
ono
iendo s�olo la salida del sistema. Se tomar�a 
omo modelo AR
omplejo aquel que venga de�nido por la siguiente e
ua
i�on en diferen
ias:x(n) = � pXi=1 a�i x(n� i) + w(n) (8.35)Este sistema se 
ara
terizar�a por su estad��sti
a de 
uarto orden (i.e. 
umulan-tes de 
uarto orden). Los 
umulantes de 
uarto orden para se~nales 
omplejasadmiten distintas de�ni
iones, aqu�� se ha optado4porC4x(�1; �2; �3) = Cum[x�(n); x(n+ �1); x(n+ �2); x(n+ �3)℄4Siguiendo la nota
i�on de [NP93℄ en su 
ap��tulo 2 (p.e e
ua
i�on (2.8)).
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ir, 
omplejo 
onjugando s�olo la primera variable aleatoria.Se pretende, por tanto, obtener una e
ua
i�on que rela
ione los 
umulantesde orden 4 de la salida 
on los 
oe�
ientes del modelo AR. Para ello 
onsid�ereseel 
umulante C4x(�t; �t; �t) y sustit�uyase la variable que est�a 
omplejo 
on-jugada por su expresi�on (8.35), es de
ir:C4x(�t; �t; �t) = Cum[x�(n); x(n� t); x(n� t); x(n� t)℄ == �Cum[ pXi=1 aix�(n� i) + w(n); x(n� t); x(n� t); x(n� t)℄ (8.36)Utilizando primero la propiedad de linealidad de los 
umulantes y despu�es sa-biendo que w(n) es independiente de x(n�t) (por tanto C4x[w(n); x(n�t); x(n�t); x(n� t)℄ = 0), se obtiene� pXi=1 aiC4x(t� i) = C4x(t) t > 0 (8.37)donde C4x(t) = C4x(�t; �t; �t) = mom[x�(n)x3(n� t)℄��3mom[x�(n)x(n� t)℄mom[x2(n� t)℄ �� mom[x�(n)x3(n� t)℄� 3�
2xmom[x�(n)x(n� t)℄ (8.38)Si se quiere resolver (8.37) mediante GLMS hay que 
onstruir un sistema dee
ua
iones a partir de ella que se pueda poner en la forma de (8.8). Para ellobasta 
on de�nir de la siguiente manera las variables involu
radas:~x(n) = [x3(n� 1); x3(n� 2); :::; x3(n� p)℄T��3�
2x[x(n� 1); x(n� 2); :::; x(n� p)℄T (8.39)x(n) = [x(n� 1); x(n� 2); :::; x(n� p)℄T (8.40)d(n) = x(n) (8.41)donde �
2x = E[x(n)x(n)℄ se puede 
al
ular aparte 
on los datos disponibles.Con estas de�ni
iones se veri�
a que �E[~x(n)xH(n)℄a = E[~x(n)d�(n)℄.Compar�andolo 
on el desarrollo te�ori
o de GLMS:1. w0 = �a 
on a = [a1; a2; :::; ap℄T .2. e0(n) = d(n) �wH0 y(n) = w(n).Aqu�� se entiende un po
o mejor porqu�e a d(n) se le llama respuesta deseada, esde
ir, respuesta que se quiere obtener 
omo 
ombina
i�on lineal de los elementosde x(n). Y porqu�e a e0(n) se le suele llamar error de medi
i�on.
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a
i�on num�eri
a. EjemploSea el modelo AR= [1 0:4+0:4i℄ = [1 a1℄, por lo que s�olo habr�a que estimarun par�ametro (aunque 
omplejo), por tanto p = 1. El modelo se ex
itar�amediante una serie, w(n), i.i.d de variables aleatorias, donde 
ada una de ellas
onstituye una 
onstela
i�on 4-QAM de valores [1+2i, 1�2i, �1+2i, �1�2i℄ demedia nula.En este 
aso la e
ua
i�on (8.37) se redu
e a �a1C4x(0) = C4x(1) y en
onse
uen
ia R = C4x(0) es una matriz 1x1, 
on autovalor � = C4x(0) =29:6887� 3:0401i. El resto de par�ametros ne
esarios son:1. �2~x = E[~x(n)~x�(n)℄ = 908:3912. �2x = E[x(n)x�(n)℄ = 9:615.3. �2w = �20 = 5.4. � = E[x(n)~x�(n)~x(n)x�(n)℄ = 1:2e4.Este ejemplo se va a estudiar desde el punto de vista te�ori
o 
on las 4 apro-xima
iones presentadas anteriormente. El prin
ipal objetivo es reprodu
ir laevolu
i�on de MSD 
on el tiempo, para ello se utilizar�an las expresiones (8.28),(8.29), (8.30) y la tabla 8.3. Como apli
a
i�on parti
ular se intentar�a reprodu
irel tiempo de 
onvergen
ia experimental mediante (8.31) y el valor en 
onver-gen
ia de MSD mediante (8.30).8.11.1 Presenta
i�on de los resultados. Evolu
i�on de MSD
on el tiempoMediante Promediado Dire
to (PD)Por ser el primer 
aso a tratar se har�a 
on un po
o m�as de detalle. De (8.29),(8.30) y la tabla 8.3 resulta:D(n) = D(1) + (D(0)�D(1))(1� 2�<f�g+ �2j�j2)n�1donde D(1) = ��2~x2<f�g � �j�j2 �20re
u�erdese adem�as que seg�un la ini
ializa
i�on usada en el algoritmo (tabla 8.2),resulta que D(0)= j � 0:4 + 0:4ij2. Los valores num�eri
os de 
ada 
antidad sehan dado previamente. Con esta expresi�on se obtiene la evolu
i�on del MSD en
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i�on del tama~no del paso �. La 
ompara
i�on, para � = 8e� 4; 4e� 4; 2e�4; 8e� 5; 5e� 5; y 2e� 5, 
on las simula
iones realizadas 
on el ordenador sepueden observar en la �gura 8.1(a) (las simuladas son las m�as irregulares).Notar que en la gr�a�
a se ha representado el MSD experimental de�nido y
al
ulado de la siguiente manera:MSD(n) = 1noreali. noreali.Xr=1 jw(r)(n)�w0j2jw0j2donde w(r)(n) es el estimador obtenido en la itera
i�on n-�esima de la realiza
i�onr-�esima, por tanto, seg�un las de�ni
iones dadas aqu�� se 
umple que 
oin
ide 
onMSD(n)= D(n)/D(0), ya que se ha tomado D(0)= jw0j2 (re
ordad la ini
ializa-
i�on dada en la tabla 8.2). Donde D(n) es la 
antidad 
al
ulada te�ori
amente.En todas las simula
iones realizadas (y mientras no se diga lo 
ontrario), eln�umero de realiza
iones ha sido de 1000 y la longitud de las series estudiadasde 10000 (
omo se apre
ia en la gr�a�
a).El MSE(n)5 presenta una primera parte en la que se produ
e la 
onvergen
ia,
onforme va aprendiendo, en la que va disminuyendo hasta al
anzar su valor m�asbajo 
onstante: su valor en 
onvergen
ia, lo que se 
ono
e por D(1). Se observaque 
onforme va disminuyendo el tama~no del paso, tarda m�as en 
onverger perollega a un valor de D(1) menor; los detalles espe
���
os de este 
omportamientose dis
utir�an m�as adelante.
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toriza
i�on Gaussiana (FG)Se vuelve a re
urrir a las e
ua
iones dadas en (8.29) y (8.30), pero utilizandolos par�ametros de la segunda l��nea de la tabla 8.3. As�� se obtiene la evolu
i�onte�ori
a del MSD, dada en la �gura 8.1(b) junto 
on la evolu
i�on obtenida en lassimula
iones. En un primera inspe

i�on pare
e muy similar a la �gura 8.1(a) yas�� lo es. Las `peque~nas' diferen
ias se estudiar�an m�as adelante.Mediante la aproxima
i�on exa
ta (AE)Para trabajar 
on la �ultima aproxima
i�on a orden �2 se utilizan los par�ametrosde la ter
era l��nea de la tabla 8.3, junto 
on las e
ua
iones dadas en (8.29) y(8.30). Las representa
iones gr�a�
as 
orrespondientes a los distintos valores de� y los resultados obtenidos en las simula
iones, se muestran en la �gura 8.2(a).Mediante la aproxima
i�on a orden � (OMU)Finalmente se utiliza la �ultima l��nea de la tabla 8.3. De nuevo se repre-sentan 
onjuntamente las gr�a�
as te�ori
as y experimentales, para fa
ilitar las
ompara
iones, en la �gura 8.2(b).
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i�on de los resultados. Tiempo de 
onver-gen
iaMediante Promediado Dire
toDe igual manera se puede obtener el tiempo de 
onvergen
ia te�ori
o 
on lasexpresiones (8.31) y (8.30) y primera l��nea de la tabla 8.3. La 
ompara
i�on 
onel experimental se muestra en la �gura 8.3(a) para distintos valores de �. �Estese ha 
al
ulado tomando la itera
i�on, en gr�a�
as similares a las de las �guras8.1(a) a 8.2(b) para varios valores del tama~no del paso, para la 
ual el MSEval��a �4:34 dB= 10 � log(1=e), es de
ir, 1/e ve
es su valor ini
ial (que es de 0dB). Los resultados de la simula
i�on se representan mediante 
uadrados y loste�ori
os mediante una l��nea 
ontinua.La tenden
ia es 
lara. Cuanto mayor es el tama~no del paso �, mayor esla velo
idad de 
onvergen
ia. En prin
ipio la 
on
ordan
ia teor��a-simula
i�ones ex
elente, pero se ver�a m�as adelante que presenta 
iertas pe
uliaridades quemere
en ser 
omentadas.
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(b) Aproxima
i�on FGFigura 8.3 Varia
i�on del tiempo de 
onvergen
ia 
on el tama~no del paso
Mediante FG, AE y OMUPara 
al
ular el tiempo de 
onvergen
ia mediante el resto de aproxima
ionesse utilizan los par�ametros espe
i�
ados en la tabla 8.3, donde a 
ada apro-xima
i�on le 
orresponde una l��nea distinta 
onvenientemente indi
ada, y las
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ua
iones (8.31) y (8.30). Los resultados te�ori
os junto 
on los experimentalesse muestran en las �guras 8.3(b) a 8.4(b).Con este grado de detalle no se apre
ian diferen
ias esen
iales entre las apro-xima
iones utilizadas. S�olo quiz�as se entrevean para � grande, aunque ya se
omentar�a m�as adelante donde 
orresponda.Como se apre
ia en las gr�a�
as, los datos experimentales se 
ortan para� = 10�3, lo 
ual quiere de
ir que para � mayores no llega nun
a a los �4.34dB que mar
an que se ha llegado al tiempo de 
onvergen
ia. En 
uanto a loste�ori
os, se ha dibujado el tiempo de 
onvergen
ia para todos los valores de �que ha
��an que la expresi�on (8.31) fuese positiva (es de
ir, diera un tiempo de
onvergen
ia fa
tible). Obviamente esta � de 
orte depende de la aproxima
i�onutilizada. M�as tarde se 
ontinuar�a 
omentando sobre esto.
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(b) Aproxima
i�on OMUFigura 8.4 Varia
i�on del tiempo de 
onvergen
ia 
on el tama~no del paso
8.11.3 Presenta
i�on de los resultados. MSD en 
onver-gen
iaMediante Promediado Dire
toLa e
ua
i�on (8.30) da el valor al que 
onverge la re
ursi�on (8.28), que es elvalor que al
anza el MSD 
uando ha 
onvergido, valor que interesa ahora paraestudiarlo. Este valor depende de las variables 
 y a, que para el 
aso parti
ularde promediado dire
to tienen su expresi�on en la primera l��nea de la tabla 8.3,
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omo ya se sabe de apartados anteriores. Esta vez s�olo se han 
al
ulado losvalores te�ori
os para valores de � de los que se dispomen resultados de lassimula
iones.De esta manera se 
al
ula el valor te�ori
o; el experimental (simulado) se haobtenido promediando los �ultimos 500 datos de las gr�a�
as experimentales paraMSE 
omo las que apare
en en las �guras 8.1(a) a 8.2(b) para un amplio rangode valores de �. Ambos resultados, te�ori
o y simulado, se muestran en la �gura8.5(a) en fun
i�on de �.Como se puede observar en la gr�a�
a los resultados de las simula
iones (re-presentados por 
uadrados) muestran una dependen
ia 
asi lineal entre MSE(1)y el tama~no del paso. Las predi

iones te�ori
as siguen muy de 
er
a esta tenden-
ia, aunque presenta algunas dis
repan
ias 
on las simula
iones que se dis
utir�aen pr�oximas se

iones.
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(b) Aproxima
i�on FGFigura 8.5 Varia
i�on del MSD en 
onvergen
ia 
on el tama~no del paso
Mediante FG, AE y OMUUtilizando de nuevo la e
ua
i�on (8.30), junto 
on el valor 
orrespondientede las variables 
 y a para 
ada aproxima
i�on a utilizar, se han obtenido lasgr�a�
as 
orrespondientes de la varia
i�on de MSE(1) en fun
i�on de �. Adem�asse han vuelto a representar los resultados de las simula
iones para fa
ilitar las
ompara
iones. Todo ello se muestra en las �guras 8.5(b) a 8.6(b).El 
omportamiento general de los resultados te�ori
os 
oin
ide, a grandes
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on el des
rito en el apartado anterior. Las diferen
ias que pudieranexistir se 
omentar�an m�as adelante.
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i�on del MSD en 
onvergen
ia 
on el tama~no del paso
8.11.4 Comentario y dis
usi�onEvolu
i�on din�ami
a de D(n)En este apartado se dis
utir�a 
ualitativamente 
�omo de bien se ajustan losresultados te�ori
os a los experimentales. La dis
usi�on 
uantitativa se har�a enlos apartados siguientes mediante dos magnitudes que 
ara
terizan el 
omporta-miento de D(n): una referente al 
omportamiento din�ami
o propiamente di
ho(el tiempo de 
onvergen
ia) y otra referente a la fase esta
ionaria (el MSE(1)).En general y para todas las aproxima
iones te�ori
as utilizadas la 
on
ordan-
ia 
on los resultados simulados es bastante buena, seg�un puede desprendersede una inspe

i�on visual de las �guras 8.1(a) a 8.2(b). De todas maneras, y parapoder ha
er una dis
usi�on 
on un po
o m�as de fundamento, ser��a 
onveniente�jarse 
on un po
o m�as de detalle en aquellas zonas de D(n) que pudieran serinteresantes. Para ello se representa gr�a�
amente D(n), para todas las aproxi-ma
iones utilizadas y los valores de � espe
i�
ados, en su zona de 
onvergen
iay las primeras itera
iones 
uando ha 
onvergido, �gura 8.7 y �gura 8.8. N�otenselas diferen
ias de es
ala.Lo primero que 
abe des
atar es que el ajuste teor��a-simula
iones no es
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Figura 8.7 Detalles ampliados de la evolu
i�on del MSD. Aprox. PD(izq) yFG(d
ha). Primera �la � = 8e� 4, segunda �la � = 2e� 4 y ter
era �la� = 5e� 5.tan bueno 
omo podr��a pensarse antes y que ahora empiezan a notarse 
iertosmati
es que 
abe la pena des
atar. En general, independientemente de la apro-xima
i�on, la 
on
ordan
ia es mejor 
onforme disminuye el tama~no del paso, demanera que para � = 5e � 5 se podr��a de
ir que es 
asi perfe
ta para todasellas. El motivo de tal 
omportamiento hay que bus
arlo en los pasos 
omunesque se han dado para obtener las aproxima
iones. Los pasos 
omunes se dan alprin
ipio, y el m�as fundamental de todos es la utiliza
i�on de las hip�otesis de in-dependen
ia, apartado 8.6. M�as 
on
retamente interesa 
omentar la 
on
lusi�onque se obtiene de ellas y que �guraba en el apartado 8.5, reprodu
ida aqu�� por
onvenien
ia:`A la vista de (8.10) se desprende que w(n) s�olo depende de muestras fd(n)g,fx(n)g y f~x(n)g hasta tiempo n y que por tanto es independiente de x(n+ 1),~x(n+ 1) y d(n+ 1) por las 3 primeras hip�otesis de independen
ia'.No 
abe duda que esta 
onse
uen
ia de las hip�otesis de independen
ia se hamostrado sumamente �util para simpli�
ar matem�ati
amente todos los 
�al
ulos.Pero las 3 primeras hip�otesis de independen
ia no siempre se 
umplen exa
ta-mente porque siempre existir�a 
ierta dependen
ia entre las variables involu
ra-das en el problema y por tanto, las expresiones que se han obtenido basadas en
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Figura 8.8 Detalles ampliados de la evolu
i�on del MSD. Aprox. AE(izq) yOMU(d
ha). Primera �la � = 8e� 4, segunda �la � = 2e� 4 y ter
era �la� = 5e� 5.ellas no son plenamente exa
tas.El mayor o menor grado de dependen
ia de las variables que intervienen enel problema no se puede modi�
ar porque viene dado, el �uni
o par�ametro que setiene de libre ele

i�on es el tama~no del paso. Pues bien, si se ha
e su�
ientementepeque~no, gra
ias a la expresi�on (8.10) se puede 
onseguir `arti�
ialmente' quese 
umpla mejor la independen
ia de w(n) 
on el resto de variables aleatorias.Si se veri�
an mejor las hip�otesis utilizadas en la obten
i�on de las e
ua
iones,mejores resultados dar�an. Por tanto, al disminuir el tama~no del paso mejor
on
ordan
ia teor��a-simula
i�on se obtiene.A la vista de la dis
usi�on anterior no 
abe duda de que el par�ametro � vaa ser 
ru
ial en la interpreta
i�on de todos los resultados que se obtengan. Sise han estudiado las expresiones te�ori
as 
omo un desarrollo en torno a �, esde esperar por tanto que aquellas que in
luyan un mayor n�umero de �ordenesden un resultado m�as a
ertado. A 
ontinua
i�on se analiza esto �ultimo: lasaproxima
iones a orden � dan peor resultado que las de orden �2. Que AE yFG dan mejor resultado que OMU no tiene dis
usi�on, pero a simple vista pare
eque PD y OMU dan igual resultado. Todos los resultados te�ori
os dan un MSEligeramente menor que el verdadero (simulado), si el que da PD es mayor que



216 CAP�ITULO 8. EL Po DE ORTO. SOBREDET. Y GENERAL.el que da OMU, el primero ser�a una mejor aproxima
i�on. Para 
omprobaresto se ha representado la diferen
ia MSE(OMU) 
on MSE(PD), el resultadose muestra en la �gura 8.11.4 para � = 8e � 4. Al ser la diferen
ia negativa,MSE(PD) es mayor y en 
onse
uen
ia es mejor aproxima
i�on. En de�nitiva seha 
omprobado que es m�as exa
to trabajar 
on las aproxima
iones a orden �2,al menos en lo que a la evolu
i�on de D(n) se re�ere.
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IteracionFigura 8.9 Diferen
ia entre el valor del MSD para OMU y PD en lasprimeras itera
ionesDe todas maneras las diferen
ias entre las aproxima
iones utilizadas dismi-nuyen al disminuir el tama~no del paso 
omo era previsible.Se 
ontin�ua ahora 
on el estudio del subgrupo de aproxima
iones a orden �2m�as espe
���
amente: afortunadamente se obtienen mejores resultados 
onformem�as elaborada es la aproxima
i�on utilizada. Las 
osas salen 
omo 
ab��a espe-rar. Como primera aproxima
i�on se opt�o por sustituir parte de la 
omponenteesto
�asti
a por una determinista (su media), 
onstituyendo el PD. El pro
edi-miento anterior se mejor�o suponiendo variables 
onjuntamente gaussianas, me-jorando ostensiblemente los resultados, FG. Por �ultimo se 
al
ulan exa
tamentelos valores esperados que apare
en y quedan 
omo �uni
as hip�otesis simpli�
a-doras las hip�otesis de independen
ia. A la vista de las gr�a�
as se puede a�rmarlo siguiente: FG supone una gran mejora respe
to a PD, pero es un po
o peorque AE, es de
ir, AE mejora menos a FG en propor
i�on que FG a PD. Pa-ra � peque~nas la diferen
ia desapare
e y hay gran 
on
ordan
ia entre teor��a ysimula
iones. En de�nitiva: resultados l�ogi
os y dentro de lo que 
ab��a esperar.Con todas las aproxima
iones utilizadas se ha llegado a que el MSE tieneuna forma fun
ional dada por,D(n) = D(1) + (D(0)�D(1))
n�1 (8.42)
on D(1) = a1� 




8.11. APLICACI �ON NUM�ERICA. EJEMPLO 217D(0) es la 
ondi
i�on ini
ial, independiente de la aproxima
i�on utilizada. 
 y a sonlos par�ametros que determinan la fun
i�on; su valor depende de la aproxima
i�on(ver tabla 8.3).Por tanto, no hay libertad en la forma fun
ional sino s�olo en los par�ametrosque la de�nen. Esta restri

i�on en la forma viene impuesta por la mism��simae
ua
i�on que de�ne la re
ursi�on de a
tualiza
i�on de los pesos de la tabla 8.2, esde
ir, 
omo e
ua
i�on en diferen
ias. El mayor o menor �exito que se tenga en lapredi

i�on de los datos de las simula
iones va a depender en la posibilidad de
onvertir (8.21) en una e
ua
i�on en diferen
ias una vez tomado valor esperado.Es de
ir, si (8.42) 
omo e
ua
i�on en diferen
ias que es va a ser un buen modelode (8.21). Para poder 
onvertir (8.21) ha
en falta dos 
osas:a) Que el primer miembro de la parte dere
ha de (8.21) se pueda poner 
omoun 
oe�
iente que multipli
a a R�(n� 1).b) Que se puedan eliminar los dos �ultimos miembros de la parte dere
ha de(8.21).La 
ondi
i�on a) se puede 
umplir exigiendo que �w(n) sea independientedel resto de variables aleatorias, o equivalentemente que lo sea w(n). Sobre estoya se ha hablado anteriormente.En prin
ipio la 
ondi
i�on b) es dire
ta al trabajar en la identi�
a
i�on demodelos AR, ya que e0(n) 
oin
ide 
on el ruido de ex
ita
i�on del modelo AR quees independiente del resto de variables que apare
en y de media 0. Por tanto, altomar valor esperado deber��a anularse 
omo se indi
a en el 
omentario despu�esde (8.21). Sin embargo, en la pr�a
ti
a, los valores esperados se implementanmediante promedios (es de
ir, se estima el valor esperado) y puede que no sea0 exa
tamente. Si no es 
ero exa
tamente habr�a que tener en 
uenta el resto defa
tores que apare
en en estos miembros, en parti
ular �w(n), el error en lospesos. Este error va disminuyendo 
onforme se 
ono
en m�as datos al avanzarlas itera
iones, pero en los primeros pasos es 
omparativamente m�as grande,lo que 
ontribuir�a a engordar los miembros men
ionados. En de�nitiva no se
onseguir�a una e
ua
i�on en diferen
ias. Idealmente, �w(n) tiende a 
ero 
uandon es su�
ientemente grande, 
on lo que en ese 
aso los miembros se anulan. Elproblema por tanto est�a en las primeras itera
iones, ya que se usa un estimadordel valor esperado, por lo que en prin
ipio 
uantas m�as itera
iones promediemejor estimador tendr�e. Para 
omprobar esto �ultimo se ha llevado a 
abo unasimula
i�on en la que se promedian 5000 realiza
iones para � = 8e�4 
on la ideade que los datos simulados se a
erquen m�as a los esperados te�ori
amente. Lagr�a�
a (no reprodu
ida aqu��) resultante 
omo evolu
i�on de D(n) sigue el mismotrazado que para el 
aso en el que se promediaron 1000 realiza
iones, pero unpo
o m�as suave. No pare
e por tanto que los dos �ultimos miembros de (8.21)sean los 
ulpables de la diferen
ia teor��a-simula
i�on.



218 CAP�ITULO 8. EL Po DE ORTO. SOBREDET. Y GENERAL.En de�nitiva se puede 
on
luir que las 
ondi
iones a) y b) rese~nadas an-teriormente se 
umplir�an peor para � grande y en las primeras etapas de la
onvergen
ia. Este he
ho se 
onstata por mera inspe

i�on de las �guras 8.7 y8.8.
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(b) Aproxima
i�on FGFigura 8.10 Error relativo 
ometido al reprodu
ir el tiempo de 
onvergen
ia

8.11.5 Tiempo de 
onvergen
iaEn apartados anteriores, 
uando se presentaron los resultados de las simula-
iones 
orrespondientes al tiempo de 
onvergen
ia se a�rm�o que eran ajustados
on bastante exa
titud por las expresiones te�ori
as obtenidas. Ahora es el mo-mento de 
uanti�
ar 
�omo de bien lo ajustan. No debe extra~nar que 
onforme seaumente el grado de detalle se des
ubran aspe
tos nuevos, pero pro
�edase pasoa paso. En primer lugar se mostrar�a el error relativo 
ometido en la estima
i�ondel tiempo de 
onvergen
ia, para los valores de � de los que se disponga datosde las simula
iones y para todas las aproxima
iones, �guras 8.10(a) a 8.11(b).El error relativo se ha de�nido tomando 
omo valor `verdadero'de la magnitudel valor obtenido de las simula
iones, es de
ir:"r = �(te�ori
o)� �(exper.)�(exper.) � 100El 
omportamiento del error relativo en los 
uatro 
asos es an�alogo: error 
a-si nulo para tama~nos del paso peque~nos, aumentando progresivamente, hastael 70%, 
onforme aumenta el tama~no del paso 
on un 
omportamiento muy
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ia no debe extra~nar demasiado a la luz de los 
omenta-rios he
hos en el apartado anterior: se esperan mejores resultados 
uanto m�aspeque~no sea �.
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(b) Aproxima
i�on OMUFigura 8.11 Error relativo 
ometido al reprodu
ir el tiempo de 
onvergen
iaPara 
omparar las distintas aproxima
iones se va a tomar 
omo valor repre-sentativo de 
ada una su error relativo m�as alto. De esta manera se tienen lossiguientes valores: PD 78%.FG 68%.AE 64%.OMU 86%.Es de
ir, sigue la misma tenden
ia observada en la evolu
i�on de D(n), losresultados mejoran 
onforme se mejora la aproxima
i�on te�ori
a. Y adem�as enla misma propor
i�on: el paso 
uantitativamente m�as grande se da entre PD yFG (que rebaja el error relativo m�aximo en un 10 %).Se puede inspe

ionar 
on m�as detalle la zona de inter�es mediante las �guras8.12(a) a 8.13(b). Estas �ultimas �guras, adem�as de 
on�rmar el distan
iamientoentre teor��a y simula
iones al aumentar el tama~no del paso, son muy ri
as enmati
es y mere
e la pena detenerse en ellas un po
o m�as. Pero antes ser��a
onveniente, en este apartado y para el tiempo de 
onvergen
ia, volver a lapregunta >Por qu�e se obtiene un error tan grande para � altas? Por dos motivos,el primero de los 
uales es 
ono
ido y 
omentado previamente: 
uanto mayor es� peor se veri�
an las hip�otesis de independen
ia, ya que, seg�un la expresi�on de
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tualiza
i�on de los pesos de la tabla 8.2, m�as dependen
ia habr�a entrew(n) y elresto de variables aleatorias involu
radas. Por otro lado, � es evidentemente unamagnitud din�ami
a, en tanto que para su 
�al
ulo se ne
esita que las e
ua
ioneste�ori
as utilizadas se 
umplan en los primeros pasos de 
onvergen
ia. En estospasos e(n)6 es grande y por tanto no se 
umplen las hip�otesis de independen
ia
omo se ha indi
ado antes. En resumen, 
omow(n) = w(n� 1) + �~x(n)e�(n) (8.43)para obtener una buena independen
ia el segundo sumando de (8.43) tiene queser lo m�as peque~no posible. Esto se puede 
onseguir o ha
iendo � peque~nao ha
iendo e(n) peque~na (dejando evolu
ionar el algoritmo su�
ientemente demanera que empie
e a aprender y disminuya el error).
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(b) Aproxima
i�on FGFigura 8.12 Zona de inter�es al reprodu
ir el tiempo de 
onvergen
iaResumiendo, en las primeras itera
iones donde hay que 
al
ular � , se pre-sentan 2 fa
tores que ha
en que la independen
ia de w(n� 1) 
on ~x(n) y x(n)no se 
umplan: e(n) es grande y (posiblemente) � es grande. Y por tanto lasexpresiones para � pueden no ser apropiadas.Con todo lo 
omentado en este y en el anterior apartado, es bueno re
al
ary uni�
ar las 
on
lusiones en una sola frase: Las hip�otesis de independen
ia se
umplen mejor 
uando � es peque~no y n grande7.A 
ontinua
i�on se dis
utir�an las 
ara
ter��sti
as del tiempo de 
onvergen
ia6Es similar a de
ir que �w(n) es grande, 
omo se 
oment�o en la p�agina 217 a tenor de las
ondi
iones a) y b).7Ser��a 
onveniente dar alg�un tipo de intervalo dentro del 
ual esto se veri�que.
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iarse del estudio de las �guras 8.12(a) a 8.13(b): el � de 
ortey el tiempo de 
onvergen
ia m��nimo.Las aproxima
iones a orden �2 no s�olo mejoran a la de orden � 
uantita-tivamente sino tambi�en 
ualitativamente, ya que son 
apa
es de dar respuestay reprodu
ir algunas 
ara
ter��sti
as del 
omportamiento de � en fun
i�on de �,
omo es el � de 
orte. Primero se des
ribir�a qu�e se entiende por � de 
orte:
onforme se aumenta el tama~no del paso la velo
idad de 
onvergen
ia aumenta,es de
ir, disminuye el tiempo de 
onvergen
ia tal y 
omo puede observarse en el
onjunto de �guras 8.3(a) a 8.4(b) y 8.12(a) a 8.13(b). Pero a la vez que estoo
urre el valor al que 
onverge se va ha
iendo 
ada vez m�as grande (
omo sedis
utir�a en el pr�oximo apartado), 
on el riesgo de que llegue un momento en elque para 
ierto valor de �MSE(n) no al
an
e los �4:34 dB, es de
ir, no llegue al1/e de su valor ini
ial y por tanto no se tenga de�nido el tiempo de 
onvergen
ia
orrespondiente. Pues bien, a este valor del tama~no del paso se le denomina �de 
orte, �
. Seg�un las simula
iones para este ejemplo 
on
reto se obtiene que�
 = 1e� 3. Ser��a muy deseable por tanto que las expresiones te�ori
as que sehan obtenido fuesen 
apa
es de reprodu
ir este valor. Te�ori
amente se 
al
ula
omo aquel valor de � a partir del 
ual todos los � mayores dan un tiempo de
onvergen
ia negativo o 
omplejo (distinto de un real positivo). Pre
isamente loque se ha dibujado (�guras 8.12(a) a 8.13(b)) para 
ada aproxima
i�on, para elrango de � estudiado, son todos los tiempo de 
onvergen
ia que son f��si
amenterealizables. Se observa que mientras OMU a
epta 
omo v�alidos valores menoresque 1e � 3 para el tama~no del paso, PD, FG y AE no y adem�as 
oin
iden elvalor de �
 
al
ulado 
on el simulado. Tambi�en hay que resaltar que aunquese sea 
apaz de reprodu
ir este valor, no 
oin
iden el tiempo de 
onvergen
iate�ori
o y simulado para �
, 
omo ya se sabe de 
omentarios anteriores.Otra pe
uliaridad de la fun
i�on �(�) mere
e ser des
atada ahora. Se hadi
ho 
on anterioridad que es una fun
i�on de
re
iente, o al menos para ha
erlos 
omentarios nos ha bastado 
on eso. De todas maneras se 
omprueba porsimple inspe

i�on de la �gura 8.12(a) (p.e.) que hay un m��nimo, es de
ir, no pormu
ho aumentar el tama~no del paso se va a 
onseguir que 
onverja m�as r�apido,hay un valor �m a partir del 
ual ese aumento se ve penalizado8. S�olo FG yAE son 
apa
es de reprodu
ir esta 
ara
ter��sti
a y dar un m��nimo, adem�as enel sitio 
orrespondiente.8.11.6 Error 
uadr�ati
o medio en 
onvergen
iaComo ya es 
ono
ido, el algoritmo adaptativo ir�a dando, 
onforme 
ono
em�as datos (
onforme aumentan las itera
iones) un MSE menor, hasta que llegaun momento en el que deja de aprender (
uando ha 
onvergido). Este MSE8Otro fen�omeno no lineal ya estudiado para LMS es la existen
ia de un m��nimo en MSE(1)
omo fun
i�on de � [RZ99℄.
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(b) Aproxima
i�on OMUFigura 8.13 Zona de inter�es al reprodu
ir el tiempo de 
onvergen
iaen 
onvergen
ia, o MSE(1) es lo que est�a representado en las �guras 8.5(a) a8.6(b). Para 
uanti�
ar un po
o qu�e aproxima
i�on es mejor se ha pro
edido,igual que en el apartado anterior, a 
al
ular el error relativo de la misma manera.Di
ho error se muestra en las �guras 8.14(a) a 8.15(b).Lo primero que hay que ha
er notar es la diferen
ia de es
ala entre estas�guras y las �guras 8.10(a) a 8.11(b), ya que el error relativo es mu
ho menorpara el intervalo de � estudiado. Esto en prin
ipio era de esperar ya que se est�atrabajando en una zona donde se supone que las hip�otesis de independen
ia severi�
an mejor, en la zona de 
onvergen
ia donde por de�ni
i�on n es grande(idealmente in�nito).Los 
omentarios de los resultados en fun
i�on de la aproxima
i�on utilizadason iguales a los del apartado anterior y una aproxima
i�on mejora a la otra enel mismo orden: OMU, PD, FG y AE.Lo que m�as extra~na es que el error relativo no dependa de una manera 
larade �. En prin
ipio se podr��a esperar que disminuyera al disminuir el tama~no delpaso a tenor de todos los 
omentarios he
hos hasta ahora. Es de
ir, se podr��aesperar un 
omportamiento pare
ido en forma al error relativo para el tiempode 
onvergen
ia, porque en de�nitiva ambas expresiones (la de � y la de D(1)) se derivan de la misma expresi�on te�ori
a.Algunas posibles expli
a
iones:a) La fun
i�on D(n) simulada es irregular en 
onvergen
ia y no mientras 
on-



8.11. APLICACI �ON NUM�ERICA. EJEMPLO 223verge, por lo tanto va a existir 
ierto error en datos experimentales paraD(1) y no para el tiempo de 
onvergen
ia.b) D(1), 
omo su propia nota
i�on indi
a, es el valor de la fun
i�on D(n)
uando n ! 1. Obviamente mediante simula
iones no `se al
anza elin�nito nun
a', s�olo es posible aproximarse a �el. El problema es que elin�nito a ve
es est�a 
er
a y otras ve
es est�a lejos: para situa
iones donde� sea grande, 
omo 
onverger�a r�apido, el in�nito est�a 
er
a (dentro dell��mite de 10000 itera
iones que 
ontemplan las simula
iones he
has aqu��),pero 
uando sea peque~no estar�a m�as lejos (
laramente m�as lejano que las10000 itera
iones que mar
an el l��mite del horizonte). De nuevo, por tanto,se tienen datos experimentales no todo lo exa
tos que deber��an ser parapoder poner un po
o de orden en las 
a�oti
as gr�a�
as de error relativoaqu�� mostradas.A la vista de estas dos expli
a
iones pare
e que se est�a e
hando la 
ulpaa los datos de las simula
iones, 
omo si fueran los �uni
os responsables. No esque las expresiones te�ori
as obtenidas den resultados exa
tos, simplemente seespera ver alguna tenden
ia en los errores relativos, algo que no su
ede. Detodas maneras 
onsid�erese que la tenden
ia tendr��a que ser muy sutil ya que loserrores relativos 
aen en un intervalo 
on unas po
as unidades (entre el 1% yel 9%), de tal manera que 
asi se podr��a de
ir que es 
onstante 
omparado 
onel rango que presenta para el tiempo de 
onvergen
ia (del 1% al 90%). Quiz�asse est�e pidiendo demasiado y esos efe
tos se vean s�olo si se trabaja 
on seriesmu
ho m�as largas (>104 �o 105 datos?) y m�as realiza
iones que promediar (>5000quiz�as?), pero eso llevar��a varios meses para un PC a
tual.

−5.5 −5 −4.5 −4 −3.5 −3 −2.5
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

log(µ)

er
ro

r 
re

la
tiv

o 
(%

)

(a) Aproxima
i�on PD −5.5 −5 −4.5 −4 −3.5 −3 −2.5
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

log(µ)

er
ro

r 
re

la
tiv

o 
(%

)

(b) Aproxima
i�on FGFigura 8.14 Error relativo al reprodu
ir el MSD en 
onvergen
ia



224 CAP�ITULO 8. EL Po DE ORTO. SOBREDET. Y GENERAL.Si se 
on
luye que el error relativo, para todas las aproxima
iones, paraD(1) es 
onstante, >Por qu�e lo es? Se podr��a aventurar que se 
ontrarrestandos efe
tos. Por un lado est�a la tenden
ia que se viene defendiendo de que siel tama~no del paso disminuye tambi�en disminuye el error. Y por otro est�a elnuevo efe
to que se ha apuntado para el MSE en 
onvergen
ia de que 
omo lelleva mu
ho m�as a MSE 
onverger efe
tivamente a � peque~nas, no se 
uenta
on datos realmente �ables en ese rango (no queda m�as remedio que dis
utir enfun
i�on de las simula
iones de las que se disponen).Hasta ahora, en este apartado, s�olo se han he
ho 
omentarios generales queafe
tan a las 4 aproxima
iones a la vez; simplemente se ha di
ho que la tenden
iaes la 
ono
ida de apartados anteriores: 
uanto m�as elaborada es la aproxima
i�on,mejor resultados da. Y aqu�� s�� es verdad que 
onforme aumenta � AE da mu
homejor resultado que OMU (por ejemplo y 
omo era de esperar). Simplemente
omentar un aspe
to m�as. Los resultados de las simula
iones para D(1) 
omofun
i�on de �, en un primera inspe

i�on, pare
e que siguen una ley lineal, pero noes as��. Cuando aumenta el tama~no del paso hay un punto en el que la pendienteaumenta ligeramente, de manera que D(1) de
re
e m�as r�apidamente en fun
i�onde �. Pues bien, esto s�olo es 
apaz de reprodu
irlo FG y AE 
omo se puede
omprobar en las �guras 8.5(a) a 8.6(b).
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ir el MSD en 
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8.11. APLICACI �ON NUM�ERICA. EJEMPLO 2258.11.7 Comentario �nalSe podr��a intentar sa
ar un po
o de ventaja en la utiliza
i�on del algoritmoGLMS en fun
i�on de todo lo dis
utido en los apartados anteriores. Por ejemplo,ahora que se sabe que existe �m quiz�as se pretenda usarlo siempre de maneraque el algoritmo 
onverja lo m�as r�apidamente posible. Esto, que supone unaventaja en 
uanto a velo
idad de 
onvergen
ia, no lo es en 
uanto a D(1) yaque normalmente �m es un valor alto que ha
e que D(1) tambi�en lo sea. Engeneral: D(1) = A�B � 
�� � 1�y o
urre lo siguiente:a) Si el tama~no del paso es grande, el tiempo de 
onvergen
ia es peque~no yD(1) grande.b) Si el tama~no del paso es peque~no, el tiempo de 
onvergen
ia es grande yD(1) peque~no.Apare
e por tanto la 
ono
ida oposi
i�on que se da en LMS. Hay que elegir,en fun
i�on de la apli
a
i�on, entre � bajo o D(1) bajo, pero no pueden serpeque~nos los dos a la vez.
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Cap��tulo 9
An�alisis de los algoritmossobredeterminados ygeneralizados tipo LMS,OGLMS
Introdu

i�onLa prin
ipal motiva
i�on de este 
ap��tulo es 
omprobar que los algoritmosdenominados en el 
ap��tulo 8 
omo OGLMS1 y OGLMS3 no sufren la fuertelimita
i�on de GLMS de no poder trabajar 
on sistemas 
uya matriz R~xx aso-
iada no sea de�nida. Una vez 
on�rmado este punto se analizar�an estos dosalgoritmos y se elegir�a el que mejor propiedades presente para profundizar en suestudio y seguir modi�
�andolo para mejorar a�un m�as sus propiedades. Se puede
onsiderar por tanto �este 
omo un 
ap��tulo de transi
i�on, que justi�
a por qu�ese ahonda en el estudio de uno y no otro algoritmo. Con lo 
ual se presentar�anunos resultados te�ori
os sin simula
iones.En este punto de la Memoria ser��a 
onveniente 
omentar la equivalen
iaentre los algoritmos tipo m��nimos 
uadrados y m��nima media 
uadr�ati
a. Porequivalen
ia se quiere indi
ar la rela
i�on que se puede estable
er entre algoritmosde un tipo y otro pensados para resolver un problema 
on
reto:1. LMS y RLS. Ambos son 
apa
ez de imponer la 
ondi
i�on de ortogonalidadentre el ve
tor de datos y el error de estima
i�on. La matriz aso
iada a227



228 CAP�ITULO 9. AN �ALISIS DE LOS ALGORITMOS OGLMSeste problema es 
uadrada y de�nida positiva al ser una matriz de auto-
orrela
i�on.2. GLMS y RIV. Esta vez la 
ondi
i�on de ortogonalidad se estable
e entreel ve
tor de variables intrumentales y el error de estima
i�on. La matrizaso
iada sigue siendo 
uadrada pero no tiene porqu�e ser de�nida, portanto el algoritmo GLMS puede no fun
ionar 
orre
tamente.3. OGLMS y ORIV. La situa
i�on es pare
ida a la anterior pero ahora seintrodu
en m�as variables intrumentales que in
�ognitas tiene el problema.La matriz aso
iada por tanto es sobredeterminada.Dentro de 
ada punto se pueden abrir m�as posibilidades versionando los algo-ritmos base, existiendo por ejemplo algoritmos LMS normalizados [Ber86℄, RLSr�apidos [BM89℄ y [KCM84℄, los OGLMS1 y OGLMS3 a estudiar en este 
ap��tulo,et
.El algoritmo que se estudia en primer lugar ser�a el OGLMS1 en el apartado9.1, donde se analizar�a su 
onvergen
ia en media y en media 
uadr�ati
a tantoen ambientes esta
ionarios 
omo no esta
ionarios. El an�alisis del algoritmoOGLMS3 se deja para el apartado 9.2.9.1 An�alisis del algoritmo de gradiente esto
�asti
obasado en la 1a op
i�on, OGLMS1Seg�un se dis
uti�o en el 
ap��tulo 8, 
on ayuda de los resultados obtenidos enel an�alisis de OGLMS, la siguiente re
ursi�on resuelve el sistema (8.4):w(n) = w(n� 1) + �n� 1x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄Esta expresi�on forma el n�u
leo de un algoritmo tipo gradiente esto
�asti
o, 
uyospasos se detallan en la tabla 9.1, que se 
onstruye a partir de ella tal y 
omo sehizo en el 
ap��tulo anterior a partir del prin
ipio de ortogonalidad sobredeter-minado. Condi
iones ini
ialesw(0) = 0 �(0) = 0 z(0) = 0Con la llegada de nuevos x(n); ~x(n) y d(n) ha
erConstruir los ve
tores x(n) y ~x(n)w(n) = w(n� 1) + �n�1x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄�(n) = ��(n� 1) + ~x(n)xt(n)



9.1. AN �ALISIS DEL ALGORITMO OGLMS1 229z(n) = �z(n� 1) + ~x(n)d(n)Tabla 9.1 Pro
eso iterativo del algoritmo OGLMS1
En los siguientes apartados se analizar�a este algoritmo, su 
onvergen
ia tantoen media 
omo en media 
uadr�ati
a en ambientes esta
ionarios y no esta
iona-rios.9.1.1 Convergen
ia en media. Ambientes esta
ionariosSiguiendo pasos an�alogos a los realizados para el an�alisis de OGLMS, lae
ua
i�on anterior se puede rees
ribir de la siguiente manera:�w(n) = [I � �n� 1x(n)~xt(n)�(n� 1)℄�w(n� 1)++ �n� 1x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w0℄ (9.1)Como lo que se va a estudiar son propiedades en 
onvergen
ia se puedeasumir en la expresi�on anterior que n es grande, de manera que sea v�alida lahip�otesis de que z(n) y �(n) son 
uasideterministas. Es de
ir, re
ordando lase
ua
iones (4.25) y (4.26): �(n) � n[R~xx +Re~xx(n)℄z(n) � n[rd~x + red~x(n)℄donde las 
omponentes de Re(n) y re(n) son ruido blan
o de media 0 e inde-pendientes del resto de variables aleatorias involu
radas en el problema. Por loque teniendo en 
uenta R~xxw0 = rd~x se veri�
a que:�w(n) =[I � �n� 1x(n)~xt(n)�(n� 1)℄�w(n� 1)++ �x(n)~xt(n)se(n� 1) (9.2)se ha de�nido se(n) = re(n)�Re(n)w0 que 
ontiene la informa
i�on referente alruido de estima
i�on de las magnitudes r y R. Es de media nula e independientedel resto de variables aleatorias al serlo las variables a partir de las 
uales sede�ne.



230 CAP�ITULO 9. AN �ALISIS DE LOS ALGORITMOS OGLMSTomando valor esperado y teniendo en 
uenta las hip�otesis de independen
ia:E[�w(n)℄ = [I � �RtR℄E[�w(n� 1)℄Si se trabaja en la base en la que RtR es diagonal se pueden desa
oplar las
omponentes del ve
tor de error en los pesos:E[�wi(n)℄ = [1� ��i℄E[�wi(n� 1)℄ (9.3)esta e
ua
i�on en diferen
ias tiende a 
ero si j1� ��ij < 1, es de
ir, si0 < � < �i2 (9.4)donde se ha tenido en 
uenta que la matriz RtR es de�nida positiva1 y portanto sus autovalores son positivos.Para ver mejor la in
uen
ia de los autovalores en la 
onvergen
ia del algo-ritmo, es 
onveniente estudiar la solu
i�on de (9.3). Si se sustituye n ve
es en s��misma, se llega a: E[�wi(n)℄ = [1� ��i℄nE[�wi(0)℄
uanto m�as 
er
ana a 
ero sea la diferen
ia 1 � ��i menos itera
iones ser�anne
esarias para que la 
omponente i-�esima del ve
tor de error en los pesos sea
ero. La velo
idad de 
onvergen
ia para una 
omponente del ve
tor se puedeelevar 
on una ade
uada ele

i�on del tama~no del paso �. El problema est�a enque una buena ele

i�on para que una 
omponente 
onverja r�apido puede seruna mala ele

i�on para otra 
omponente (otro autovalor), in
luso puede que no
onverja si no se 
umple (9.4). Si el valor de todos los autovalores estuviera
omprendido en un intervalo peque~no se podr��a elegir un valor del tama~no delpaso que asegurara una r�apida 
onvergen
ia para todas las 
omponentes. Sila dispersi�on de autovalores es grande, la disparidad en 
uanto a velo
idadesde 
onvergen
ia entre 
omponentes ser�a grande y la velo
idad de 
onvergen
iatotal del ve
tor vendr�a dada por la velo
idad de la 
omponente que 
onverjam�as despa
io.Este problema no se da en el algoritmo ORIV estudiado en el 
ap��tulo 4.Para ese algoritmo la 
onvergen
ia en media se reg��a por la siguiente expresi�on(e
ua
i�on (4.37)):E[�w(n)℄ = �2n(1� �)2(RtR)�1�(0)�w(0)para ade
uarla a ambientes esta
ionarios, donde no es ne
esario el fa
tor deolvido, se ha
e �! 1 teniendo en 
uenta que (1� �)! 1=n:E[�w(n)℄ = 1n2 (RtR)�1�(0)�w(0) (9.5)1En verdad lo �uni
o que se puede asegurar es que es semide�nida positiva. Para que fuesede�nida positiva R deber��a ser de rango 
ompleto y eso depende del problema 
on
reto quese est�e resolviendo.



9.1. AN �ALISIS DEL ALGORITMO OGLMS1 231En esta expresi�on se apre
ia 
laramente que la velo
idad de 
onvergen
ia nodepende de ninguna 
antidad (p.e. autovalores deRtR) ni de ning�un par�ametrolibre del algoritmo (porque ORIV no tiene al ser ambientes esta
ionarios). Esde
ir, no se ve afe
tado por la dispersi�on de autovalores de RtR. El ve
tor deerror en los pesos tiende a 
ero 
omo 1=n2.La forma en la que se ha 
onseguido redu
ir la 
arga 
omputa
ional en losalgoritmos presentados aqu�� tipo OGLMS, ha sido la de eludir el 
�al
ulo de lamatriz �(n). Esta matriz 
onsigue eliminar en el algoritmo ORIV 
ualquierdependen
ia en los autovalores 
omo se ha puesto de mani�esto 
on las e
ua
io-nes anteriores. Re
u�erdese, sin embargo, que en problemas mal 
ondi
ionadosORIV no fun
ionaba todo lo bien que deb��a, no ya por un problema estru
-tural, que se apre
ia que no tiene (9.5), sino por un problema estri
tamentenum�eri
o de inversi�on de matri
es, es de
ir, un problema num�eri
o en el 
�al
ulode �(n). Ser��a muy interesante por tanto 
omparar el 
omportamiento de ORIVy OGLMS mediante simula
iones para problemas mal 
ondi
ionados.9.1.2 Convergen
ia en media 
uadr�ati
a. Ambientes esta-
ionariosSe parte de la e
ua
i�on (9.2) reprodu
ida aqu�� por 
omodidad:�w(n) =�I � �n� 1x(n)~xt(n)�(n� 1)��w(n� 1)++ �x(n)~xt(n)se(n� 1) (9.6)Para simpli�
ar los 
�al
ulos se va a despre
iar el ruido de estima
i�on Re(n)respe
to a R en la des
omposi
i�on de la matriz �(n), aunque no as�� se(n�1) yaque lleva informa
i�on importante en el t�ermino independiente. A 
ontinua
i�onse 
onstruye el produ
to es
alar del ve
tor de error en los pesos:�wt(n)�w(n) == �wt(n� 1)[I � �Rt~x(n)xt(n)℄[I � �x(n)~xt(n)R℄�w(n� 1)++ �2set(n� 1)~x(n)xt(n)x(n)~xt(n)se(n� 1)++ 2 t�erminos de media 0 (9.7)y tomando valor esperado resulta2:D(n) = Trf(I � 2�RtR+ �2RtR~xxx~xR)R�(n� 1)g++�2TrfR~xxx~xRs(n)g (9.8)donde se han utilizado las siguientes de�ni
iones:D(n) = E[�wt(n)�w(n)℄2Se ha tenido en 
uenta que vtMv = TrfMvvtg 
omo se 
omprueba f�a
ilmente.



232 CAP�ITULO 9. AN �ALISIS DE LOS ALGORITMOS OGLMSR = E[~x(n)xt(n)℄R~xxx~x = E[~x(n)xt(n)x(n)~xt(n)℄R�(n) = E[�w(n)�wt(n)℄Rs(n) = E[se(n)set(n)℄La e
ua
i�on (9.8) no tiene una forma sen
illa para su resolu
i�on, 
omo las e
ua-
iones en diferen
ias de los 
asos anteriores. Se puede dis
utir algo sobre ellasuponiendo que s�olo hay una in
�ognita:D(n) = (1� 2��+ �2�R~xxx~x)D(n� 1) + �2R~xxx~x�2s(n) (9.9)Hay que tener 
uidado porque aqu�� � ha
e referen
ia al autovalor (al valor) deRtR y no al fa
tor de olvido introdu
ido en el produ
to es
alar. A la vistade esta e
ua
i�on tambi�en llama la aten
i�on la in
uen
ia de di
ho autovaloren la velo
idad de 
onvergen
ia del algoritmo en media 
uadr�ati
a. Al igualque o
urr��a 
on la 
onvergen
ia en media es de esperar que una apli
a
i�on 
onuna gran dispersi�on de autovalores 
onverja m�as lentamente. Igualmente, lain
uen
ia de la dispersi�on de autovalores es nula para el algoritmo ORIV en loreferente a su 
onvergen
ia en media 
uadr�ati
a. V�ease por ejemplo la e
ua
i�on(4.50) donde el �uni
o par�ametro que 
ontrola la velo
idad de 
onvergen
ia es elfa
tor de olvido.El valor al que 
onverge la e
ua
i�on en diferen
ias (9.9) esD(1) = � 1�� �R~xxx~x2� �R~xxx~x�2s(1)del 
ual 
abe des
atar la propor
ionalidad que existe entre D(1) y:a) La varianza del ruido de estima
i�on, �s(1). Conforme se van 
ono
iendom�as datos los estimadores van disminuyendo en varianza. Sin embargola varianza no se ha
e 
ero nun
a sino que tiende a un valor 
onstante.Es una fuente de ruido para los estimadores de los pesos obvia: si las
antidades usadas en el 
�al
ulo de los pesos presentan ruido, tambi�en lotendr�an ellos.b) El tama~no del paso �. Cuanto menor sea, menor error 
uadr�ati
o medioen 
onvergen
ia habr�a.Es posible rees
ribir esta �ultima expresi�on de la siguiente manera:D(1) = �R~xxx~x� 12� �R~xxx~x�2s (1)y 
omo � se suele elegir bastante peque~no:D(1) = �12 R~xxx~xRtR �2s(1) (9.10)



9.1. AN �ALISIS DEL ALGORITMO OGLMS1 233donde se ha preferido poner � 
omo su forma equivalente RtR. Esta �ultimaexpresi�on es m�as f�a
il de interpretar. El t�ermino genuino de ruido (el ruido deestima
i�on) est�a modi�
ado por tres fa
tores:1. El fa
tor 1/2.2. El tama~no del paso, ya dis
utido anteriormente.3. El 
o
iente R~xxx~x=RtR que 
ontiene informa
i�on a
er
a de la estad��sti
adel problema: la varianza de ~x(n)x(n) dividida por la media al 
uadrado.N�otese 
omo aspe
to important��simo que la �uni
a 
ausa de error 
uadr�ati
omedio es el ruido de estima
i�on, y sin embargo no apare
e el ruido de medi
i�on
omo es usual en 
asi todos los algoritmos adaptativos: por ejemplo el fa
tor �20en la e
ua
i�on (4.60). Esto puede que le bene�
ie 
uando se 
ompare 
on otrosalgoritmos.Situa
iones donde haya m�as de una in
�ognitaPara obtener una expresi�on v�alida en el 
aso de tener varias in
�ognitasse siguen los pasos dados en este apartado 
on anterioridad, pero en vez de
onstruir el produ
to es
alar dado en (9.7) se 
onstruye el produ
to externo�w(n)�wt(n) y tomando valor esperado resulta:R�(n) =R�(n� 1)� �RtRR�(n� 1)� �R�(n� 1)RtR++�2E[x(n)~xt(n)RR�(n� 1)Rt~x(n)xt(n)℄ + �2E[x(n)~xt(n)Rs(n)~x(n)xt(n)℄(9.11)A 
ontinua
i�on se pro
eder�a 
omo en p�aginas pre
edentes para desa
oplar las
omponentes diagonales de R�(n), es de
ir, se eliminar�a el t�ermino en �2 (noel independiente) y se trabajar�a en la base en la que RtR es diagonal,Di(n) = [1� 2��i℄Di(n� 1) + �2Rsxjii(n)donde se ha de�nido la matriz3Rsx(n) = E[x(n)~xt(n)Rs(n)~x(n)xt(n)℄suponiendo que se 
uenta 
on un n�umero su�
iente de datos de forma que elruido de estima
i�on ya no dependa sustan
ialmente del tiempo, es de
ir, paraun n su�
ientemente grande:Di(n) = [1� 2��i℄Di(n� 1) + �2Rsxjii(1)3El 
ar�a
ter no esta
ionario a su estad��sti
a se lo da el ruido de estima
i�on se(n).
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onvergen
iaDi(1) = � 12�iRsxjii(1)El error 
uadr�ati
o medio total ser�a la suma de todas las 
omponentes (esla traza de la matriz R�):D(1) = �12 qXi=1 1�iRsxjii(1)la sumatoria equivale a la traza del 
o
iente entre la matriz Rsx y RtR en labase en la que esta �ultima es diagonal; pero 
omo la traza no depende de base,
oin
ide 
on la traza de di
ho 
o
iente en 
ualquier base:D(1) = �12Tr�Rsx(1)RtR �que es la expresi�on bus
ada.9.1.3 Convergen
ia en media. Ambientes no esta
ionariosPara trabajar en ambientes no esta
ionarios hay que realizar un peque~no
ambio en la re
ursi�on que a
tualiza los pesos, ya que es ne
esario introdu
ir elfa
tor de olvido �. Quedando por tanto de la siguiente manera, por motivos denormaliza
i�on:w(n) = w(n� 1) + �(1� �)x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄y tomando valor esperado,E[w(n)℄ = E[w(n� 1)℄ + �Rt(n)[r(n� 1)�R(n� 1)E[w(n� 1)℄℄donde 
abe desta
ar que al trabajar ahora en ambientes no esta
ionarios las
antidades r y R son fun
i�on de n, 
omo se indi
a expl��
itamente. Re
ordandoahora que por 
onstru

i�on R(n)w0(n) = r(n)es de
ir, la serie fw0(n)g determina la evolu
i�on real de los par�ametros delsistema, se puede poner queE[w(n)℄ =[I � �Rt(n)R(n� 1)℄E[w(n� 1)℄++�Rt(n)R(n� 1)w0(n� 1) (9.12)si se 
onsideran sistemas que no 
ambien mu
ho 
on el tiempo de manera queRt(n)R(n � 1) = Rt(n)R(n) y se trabaja en la base en la que Rt(n)R(n)



9.1. AN �ALISIS DEL ALGORITMO OGLMS1 235sea diagonal, las 
omponentes de w(n) se desa
oplan en la e
ua
i�on anterior,quedandoE[wi(n)℄ = [1� ��i(n)℄E[wi(n� 1)℄ + ��i(n)w0i(n� 1) (9.13)donde por el mismo motivo anterior los autovalores dependen del instante tem-poral 
onsiderado. �Esta es la e
ua
i�on en diferen
ias bus
ada; es una e
ua
i�onen diferen
ias no homog�enea 
on 
oe�
ientes no 
onstantes. El t�ermino no ho-mog�eneo ha
e que la solu
i�on no tienda a 
ero, lo 
ual evita que los pesos enmedia tiendan al valor nulo, 
omo debe ser. Debido a que los 
oe�
ientes noson 
onstantes hallar la solu
i�on se 
ompli
a enormemente y m�as al no 
ono
erla expresi�on de los autovalores 
omo fun
i�on de n, de forma que la expresi�onpara la solu
i�on que se halle deber�a 
ontener a todos �i(1), ..., �i(n). Esteproblema no apare
��a en el algoritmo ORIV ya que debido a la existen
ia dela matriz �(n), desapare
e la dependen
ia en los autovalores, quedando 
omo�uni
o par�ametro que 
ontrola la evolu
i�on de los pesos el fa
tor de olvido � (vere
ua
i�on (4.77) ). Como se puede apre
iar a la vista de todos los 
omentariosrealizados hasta ahora en 
ada uno de los an�alisis realizados, el 
omportamientodel algoritmo OGLMS se ve afe
tado de manera notable por los autovalores,bien ralentizando la 
onvergen
ia en 
aso de problemas mal 
ondi
ionados obien 
ompli
ando la resolu
i�on de las e
ua
iones en diferen
ias que apare
en endi
ho an�alisis. Aunque ORIV ne
esite m�as opera
iones por itera
i�on e invo-lu
re m�as 
antidades intermedias, a la larga le bene�
ia porque en el an�alisisde su 
omportamiento a
aban apare
iendo e
ua
iones m�as sen
illas de resol-ver4 (e
ua
iones en diferen
ias 
on 
oe�
ientes 
onstantes) y su 
onvergen
ia esindependiente de 
ualquier variable externa al algoritmo (autovalores).A 
ontinua
i�on se pro
ede a resolver la e
ua
i�on (9.13). En el ap�endi
e D seresuelve una e
ua
i�on en diferen
ias 
on 
oe�
ientes no 
onstantes. Apli
�andoloa la e
ua
i�on de inter�es ahora, resulta, para n su�
ientemente grandes paraeliminar la 
ontribu
i�on de la solu
i�on de la homog�enea:E[wi(n)℄ = w0i(n)� 1 + n�1Xl=1 nYk=l+1[1� ��i(k)℄!�w0idonde se ha supuesto que la evolu
i�on de los pesos del sistema es lineal 
on eltiempo: w0(n) = w0(n� 1) + �w0 (9.14)Por lo que se desprende que la media de los estimadores presenta un retrasodado por: �i = limn!1(1 + n�1Xl=1 nYk=l+1[1� ��i(k)℄)4Se puede esperar intuitivamente que problemas bien planteados y resueltos de forma
onsistente permitan ser des
ritos mediante e
ua
iones sen
illas. Cuando la matem�atia se
ompli
a es que el formalismo empleado no es el m�as ade
uado.



236 CAP�ITULO 9. AN �ALISIS DE LOS ALGORITMOS OGLMSComo se apre
ia el retraso var��a seg�un la 
omponente i estudiada y es fun
i�ondel autovalor 
orrespondiente. El valor exa
to de los autovalores en fun
i�on deltiempo se des
ono
e, por lo que no es posible dar una expresi�on m�as expl��
itadel tiempo de retardo.Para que las 
ondi
iones ini
iales tiendan a 
ero, es de
ir, para que tienda a
ero la solu
i�on de la homog�enea, es ne
esario que se veri�que (ver ap�endi
e D): j1� ��i(n)j < 1 8 i; nO equivalentemente, para que se anule la solu
i�on de la homog�enea para todaslas 
omponentes: j1� �maxi f�i(n)gj < 1 8 n (9.15)Esta 
ondi
i�on se veri�
ar�a dependiendo del valor que se le d�e al tama~no delpaso y de en qu�e situa
i�on se trabaje:a) El sistema 
ambia po
o 
on el tiempo. Bien porque el intervalo tempo-ral estudiado sea peque~no o porque la velo
idad de 
ambio sea peque~na.Enton
es la 
ondi
i�on se veri�
a �jado un � 
onstante en el tiempo 8 npertene
iente al intervalo de inter�es.b) Si no se est�a en el 
aso anterior es ne
esario que el tama~no del paso 
ambie
on el tiempo para que la 
ondi
i�on (9.15) se veri�que en todo el intervalotemporal durante el 
ual se reali
e el rastreo del sistema.9.1.4 E
ua
i�on para 
ontrolar la evolu
i�on de �Imponer (9.15) es equivalente a imponer,0 < � < 2maxif�i(n)g 8 npor lo tanto hay que asegurarse que esta 
ondi
i�on se 
umple para todo instantede tiempo. Para ello se proponen dos m�etodos distintos expli
ados a 
ontinua-
i�on:1a Propuesta:Como �i(n) � �max(n) � TrfRt(n)R(n)g, al trasladarlo a los estimadores,resulta que �̂max(n) � (1 � �)2Trf�t(n)�(n)g por lo que se propone que eltama~no del paso debe veri�
ar la 
ondi
i�on:0 < �(n) < 2(1� �)2Trf�t(n)�(n)g
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ipal problema que presenta es que el 
�al
ulo del produ
to de matri
esindi
ado requiere de lq2 produ
tos lo que aumenta la 
arga 
omputa
ional delalgoritmo. Re
u�erdese que la matriz �(n) es l � q. Esto no interesa ya queuna propiedad deseable de 
ualquier algoritmo adaptativo es que ne
esite po
asopera
iones por itera
i�on. De todas maneras, 
omo al �nal lo que interesa esla traza del produ
to, s�olo ha
e falta 
ono
er los elementos diagonales. Para
al
ular los elementos diagonales se requieren lq produ
tos, que es del mismoorden que la 
arga 
omputa
ional requerida para ha
er produ
tos de matri
es yve
tores, 
omo los que apare
en en el algoritmo, por lo que no aumenta la 
arga
omputa
ional en un nuevo orden.Tambi�en se puede estimar dire
tamente la traza, sin tener que estimar pre-viamente el produ
to mediante la estima
i�on previa de las matri
es. Para ellot�engase en 
uenta en primer lugar que se puede estimar dire
tamente el valoresperado Ê[�t(n)~x(n)xt(n)℄ utilizando la re
ursi�on:Ê[�t(n)~x(n)xt(n)℄jn = �Ê[�t(n)~x(n)xt(n)℄jn�1 + [�t(n)~x(n)℄xt(n) (9.16)esta a
tualiza
i�on requiere lq + q2 produ
tos y tiende aÊ[�t(n)~x(n)xt(n)℄ !n!1 1(1� �)2Rt(n)R(n)Por lo que la 
ondi
i�on sobre el tama~no del paso quedar��a:0 < �(n) < 2(1� �)2TrfÊ[�t(n)~x(n)xt(n)℄jngAprove
hando la forma de la re
ursi�on (9.16) se puede estimar, 
omo se anun-
iaba anteriormente, dire
tamente la traza bus
ada:T̂rfE[�t(n)~x(n)xt(n)℄gjn = �T̂rfE[�t(n)~x(n)xt(n)℄gjn�1 + xt(n)�t(n)~x(n)que requiere lq+ l produ
tos. An�alogamente al 
aso anterior la 
ondi
i�on sobreel tama~no del paso ser��a:0 < �(n) < 2(1� �)2T̂rfE[�t(n)~x(n)xt(n)℄gjn2a Propuesta:Sea �,� un produ
to es
alar. Se veri�
a la desigualdad de Cau
hy-S
hwarz:j � a; b � j2 �� a; a �� b; b �Si a y b son variables aleatorias, el valor esperado de su produ
to es un pro-du
to es
alar. Apli
�andolo a este problema se puede es
ribir que Rij(n) =



238 CAP�ITULO 9. AN �ALISIS DE LOS ALGORITMOS OGLMSE[~xi(n)xj(n)℄ �pE[~xi(n)~xi(n)℄E[xj(n)xj(n)℄ 
on lo 
ual:TrfRt(n)R(n)g = Rtij(n)Rji(n) = E[xi(n)~xj(n)℄E[~xj(n)xi(n)℄ �� E[xi(n)xi(n)℄E[~xj(n)~xj(n)℄ == E[xt(n)x(n)℄E[~xt(n)~x(n)℄ (9.17)Para 
al
ular los valores esperados indi
ados, 
omo se est�a trabajando en am-bientes no esta
ionarios, es pre
iso utilizar la re
ursi�on 
ono
ida:Ê[xt(n)x(n)℄jn = �Ê[xt(n)x(n)℄jn�1 + xt(n)x(n)Por tanto, la 
ondi
i�on sobre �(n) es:0 < �(n) < 2(1� �)2Ê[xt(n)x(n)℄jnÊ[~xt(n)~x(n)℄jnEl n�umero de produ
tos requerido por este m�etodo es q+l+1 y aunque es el m�asbajo de todos presenta el in
onveniente de que no es inmune al ruido aditivogaussiano 
uando se utili
e OGLMS para resolver e
ua
iones que involu
ren
umulantes de alto orden, 
omo se ver�a en las simula
iones.Ejemplo: Apli
a
i�on pr�a
ti
a al 
aso de las e
ua
iones de Giannakis-MendelEstas e
ua
iones para la identi�
a
i�on 
iega de sistemas MA se introdujeronen el 
ap��tulo 5, donde tambi�en se detall�o 
�omo utilizar el algoritmo ORIVpara resolverlas. Para resolverlas mediante OGLMS se de�nen las variablesimpli
adas de forma id�enti
a. En parti
ular:x(n) = [y2(n� q):::y2(n� 2q)jy(n� q � 1):::y(n� 2q)℄t~x(n) = [y(n):::y(n� 3q)℄tSe propone 
ontrolar el valor del tama~no del paso mediante la 2a propuesta.Para ello hay que 
al
ular los siguientes valores esperados:E[xt(n)x(n)℄ = (q + 1)m4y(0; 0; 0;n) + q�2y(n)E[~xt(n)~x(n)℄ = (3q + 1)�2y(n) (9.18)Donde hay que tener en 
uenta varios aspe
tos. El primero es que 
omo setrabaja en ambientes no esta
ionarios la estad��sti
a 
ambia 
on el tiempo, as�� seha indi
ado 
on el ��ndi
e n en los momentos impli
ados. Aunque en los valoresesperados que se han 
al
ulado deber��a apare
er los momentos desde tiempo nhasta n�3q, se ha supuesto que hay po
a diferen
ia entre ellos y se han tomadoigual al momento a tiempo n por simpli
idad, tal y 
omo se apre
ia en (9.18).
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ontinua
i�on se 
al
ula 
u�al es la dependen
ia en el tiempo de estos mo-mentos, para lo 
ual se va a suponer que los par�ametros del sistema evolu
ionande igual forma a lo espe
i�
ado en la e
ua
i�on (9.14) para el 
ambio del ve
torin
�ognita5. O equivalentemente:b(n) = b0 + npPor tanto:�2y(n) =�2w qXi=0 b2i (n) = �2w qXi=0(b0i + npi)2 =�2w  qXi=0 b20i + 2n qXi=0 b0ipi + n2 qXi=0 p2i! = �2y(0) + n��2y(n) (9.19)donde ��2y(n) = �2w qXi=0(2b0ipi + p2in)lo importante es resaltar que la varianza es un polinomio de segundo orden ennpi. An�alogamente para el momento de orden 4:m4y(0; 0; 0;n) =
4y(0; 0; 0;n) + 3�2y(n)�2y(n) ==
4w qXi=0(b0i + npi)4 + 3(�2y(0) + n��2y(n))2 (9.20)que resulta ser un polinomio de orden 4 en npi. En de�nitiva se puede 
on-
luir que el produ
to E[xt(n)x(n)℄E[~xt(n)~x(n)℄ es un polinomio de orden 6en npi. Si el sistema evolu
iona durante tiempo su�
iente o la evolu
i�on esr�apida, npi > 1 y predomina el sumando 
on la poten
ia sexta, di
ho sumandoes �2w
4wPqi=1(npi)2Pqi=1(npi)4 por lo que la 
ondi
i�on que debe veri�
ar eltama~no del paso es:0 < �(n) < 2�2w
4wPqi=0(npi)4Pqi=0(npi)2 (9.21)Como apli
a
i�on num�eri
a 
onsid�erese un modelo MA de orden 1 
on par�a-metros ini
iales [1 � 1:25℄ y una pendiente p = [1 � 1=10℄. En la �gura 9.1se 
ompara el autovalor m�aximo de la matriz RtR para este ejemplo 
on dos
otas superiores estudiadas en estas �ultimas lineas: su traza y la 
ota dada enla 2a propuesta y 
on
retada en (9.21).Como se puede apre
iar la traza sobreestima 
laramente el valor del auto-valor mayor, 
omo se sab��a de antemano. Aunque la 
ota dada por la segunda5Como se sabe del 
ap��tulo 5, no 
oin
iden los par�ametros del sistema 
on el ve
torin
�ognita, sino que el segundo es una fun
i�on de los primeros (v�eanse las expresiones (5.42) y(5.43)).
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Figura 9.1 Cotas para el m�aximo autovalor: } Tr[RtR℄; O Autovalorm�aximo; � 2a propuestapropuesta deber��a tomar los mismos valores que la 
ota debida a la traza, noes as�� ya que se han eliminado t�erminos y retenido solamente el que presentabauna mayor poten
ia en el ��ndi
e temporal n. Por este motivo se en
uentra bas-tante por debajo de �el, justo 
oin
idiendo 
on el valor real del autovalor. Estoes m�as 
ierto 
onforme mayor es el valor del produ
to np. Para este ejemplo seha elegido un valor realmente alto para la pendiente de la varia
i�on lineal de lospar�ametros del sistema; tan alto que el algoritmo no podr��a, seguramente, seguirla evolu
i�on. Se han elegido estos valores 
omo ilustra
i�on en este ejemplo.Si se apli
ase el mismo m�etodo para en
ontrar una 
ota al tama~no del paso,en el 
aso de que se resolviesen las e
ua
iones basadas en 
umulantes de ter
ery 
uarto orden mediante el algoritmo OGLMS, se podr��a esperar un resultadodel tipo: 0 < �(n) < 2�2w
6wPqi=0(npi)6Pqi=0(npi)2Llamando K(n) a la 
ota superior para el tama~no del paso que estable
en
ada una de las aproxima
iones anteriores, se puede asignar a di
ho tama~no delpaso el siguiente valor: �(n) = 
K(n)donde 
 es una 
onstante menor que la unidad, 
uyo valor 
on
reto depender�adel problema en 
uesti�on y de los objetivos perseguidos (mayor velo
idad, menorerror 
uadr�ati
o medio, et
.).
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ia en media. Ambientes no esta
ionariosIIDel modelado que se ha he
ho anteriormente, de la varia
i�on de los par�ametrosdel sistema 
omo una fun
i�on lineal en el tiempo, podr��a dedu
irse que talespar�ametros se van separando 
ada vez m�as de sus valores ini
iales, aumentando
ada vez m�as su m�odulo. Sin embargo, ser��a m�as plausible suponer que di
hospar�ametros evolu
ionan aleatoriamente a partir de sus valores ini
iales, des
ri-biendo un 
amino aleatorio en el espa
io de par�ametros. Una forma de modelareste 
omportamiento es suponer que siguen la evolu
i�on mar
ada por un pro
esode Markov de orden 1: w0(n) = aw0(n� 1) + g(n)donde g(n) es el ve
tor aleatorio del ruido del pro
eso 
on media nula y matrizde 
orrela
i�on Q.El an�alisis de la 
onvergen
ia se lleva a 
abo de manera an�aloga a 
omo serealiz�o en los apartados anteriores. Se parte de la re
ursi�on para w(n):w(n) = w(n� 1) + �(1� �)x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄
omo se est�a interesado en el 
omportamiento 
er
a de y en 
onvergen
ia, sepueden ha
er las aproxima
iones 
orrespondientes a 
onsiderar n grande:z(n� 1) = 11� �r(n� 1) = 11� �R(n� 1)w0(n� 1)�(n� 1) = 11� �R(n� 1) (9.22)Hay que tener en 
uenta que en este ambiente hay dos fuentes de aleatoriedad enlas magnitudes. La primera es la usual debido a que la ex
ita
i�on del sistema esesto
�asti
a. La segunda es debida a que los par�ametros del sistema evolu
ionanseg�un un pro
eso de Markov de orden 1. Es por esto por lo que las 
antidadesr(n � 1) y R(n � 1) que apare
en en (9.22) son esto
�asti
as (puede que seam�as 
orre
to poner E[w0(n � 1)℄ en (9.22)). Realizando estas sustitu
iones lae
ua
i�on anterior queda:w(n) = [I��x(n)~xt(n)R(n�1)℄w(n�1)+�x(n)~xt(n)R(n�1)w0(n�1) (9.23)tomando valor esperado y trabajando en la base en la que Rt(n)R(n) es diago-nal, la e
ua
i�on en diferen
ias para una 
omponente queda:E[wi(n)℄ = [1� ��i(n)℄E[wi(n� 1)℄ + ��i(n)E[w0i(n� 1)℄
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omo solu
i�on:E[wi(n)℄ =E[w0i(0)℄ nYj=1(1� ��i(j)) + ��i(n)E[w0i(n� 1)℄++ E[w0i(0)℄ n�1Xj=1 aj�1��i(j) nYk=j+1(1� ��i(k)) (9.24)Una 
ondi
i�on su�
iente para que las 
ondi
iones ini
iales E[w0(0)℄ se anulenpara n grandes es que se veri�que:j1� ��i(n)j < 1 8 n; i
ondi
i�on ya 
ono
ida 
on anterioridad. En el segundo sumando, el fa
toraj�1 nYk=j+1(1� ��i(k))aten�ua la in
uen
ia de muestras pasadas. Por tanto, rees
ribiendo (9.24) paran grandes:E[wi(n)℄ =E[w0i(n� 1)℄��i(n)++ E[w0i(0)℄ n�1Xj=1 aj�1��i(j) nYk=j+1(1� ��i(k)) (9.25)Es de
ir, el algoritmo en media 
onverge al valor verdadero E[w0i(n � 1)℄afe
tado por el fa
tor ��i(n) m�as un t�ermino responsable del retraso que pre-senta el algoritmo en el seguimiento de la evolu
i�on real. El fa
tor que regula elretraso es n�1Xj=1 aj�1��i(j) nYk=j+1(1� ��i(k))En el 
aso en que se es
oja �(n)�i(n) � 1 8 n se obtiene el mejor rastreoposible, ya que enton
es se veri�
ar��a:E[wi(n)℄ ' E[w0i(n� 1)℄es de
ir, se elimina el retraso eligiendo el tama~no del paso lo mayor posible.Cuanto m�as r�apido rastree menor retraso presenta. Adem�as, en el 
aso en queel sistema sea esta
ionario6 a = 1, y este fa
tor no apare
e en la e
ua
i�onanterior 
omo debe ser.6N�otese que el ve
tor de los pesos del �ltro sigue afe
tado por una 
omponente aleatoria,pero esta es de media nula y por tanto no in
uye en la 
onvergen
ia en media.
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ia en media 
uadr�ati
a en ambientes noesta
ionariosPara llevar a 
abo este an�alisis se parte de la e
ua
i�on (9.23),w(n) = [I � �x(n)~xt(n)R(n� 1)℄w(n� 1) + �x(n)~xt(n)R(n� 1)w0(n� 1)
on la que es sen
illo, suponiendo que los pesos del �ltro evolu
ionan seg�un unpro
eso de Markov de orden 1, llegar a:w(n)�w0(n) =[I � �x(n)~xt(n)R(n� 1)℄[w(n� 1)�w0(n� 1)℄�� g(n) + (1� a)w0(n� 1) (9.26)Suponiendo que el 
oe�
iente a � 1, que el 
ambio es peque~no en los pesosdel �ltro, el �ultimo sumando se puede despre
iar. Con esta simpli�
a
i�on, si se
onstruye el produ
to �w(n)�wt(n) se obtiene:�w(n)�wt(n) =g(n)gt(n) + t�erminos de media nula++[I � �x(n)~xt(n)R(n� 1)℄�w(n� 1)�wt(n� 1)[I � �Rt(n� 1)~x(n)xt(n)℄(9.27)tomando valor esperado,R�(n) =R�(n� 1) + �2E[x(n)~xt(n)R(n� 1)R�(n� 1)Rt(n� 1)~x(n)xt(n)℄���R�(n� 1)Rt(n� 1)R(n)� �Rt(n)R(n� 1)R�(n� 1) +Q (9.28)Por sen
illez se tomar�a n � n� 1, se trabajar�a en la base en la que Rt(n)R(n)es diagonal y se despre
iar�a el t�ermino en �2. Enton
es, llamando Di(n) a loselementos diagonales de R�(n), queda:Di(n) = [1� 2��i(n)℄Di(n� 1) +QiiComo en el resto de e
ua
iones en diferen
ias estudiadas hasta ahora, si sedesea que los efe
tos de las 
ondi
iones ini
iales se anulen 
onforme evolu
ionael algoritmo, es ne
esario imponerj1� 2��i(n)j < 1 8 n; iEsta 
ondi
i�on se extrae f�a
ilmente de la expresi�on general para Di(n):Di(n) = nYj=1[1� 2��i(j)℄Di(0) + 241 + n�1Xj=1 nYk=j+1[1� 2��i(k)℄35Qiiy en 
onvergen
ia, una vez eliminados los efe
tos de las 
ondi
iones ini
iales,Di(1) = 241 + 1Xj=1 1Yk=j+1[1� 2��i(k)℄35Qii
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omo se apre
ia, apare
en dos sumandos. La in
uen
ia de uno de ellosse puede minimizar 
on la ade
uada ele

i�on del tama~no del paso, pero a�un enel mejor 
aso quedar�a una 
ontribu
i�on igual a Qii. El error 
uadr�ati
o mediototal ser�a la suma de 
ada una de las 
omponentes.9.2 Algoritmo de gradiente esto
�asti
o basadoen la 3a op
i�on, OGLMS3Utilizando 
omo t�ermino de gradiente el propuesto 
omo 3a op
i�on en el
ap��tulo anterior, la re
ursi�on para la a
tualiza
i�on de los pesos queda de lasiguiente manera:w(n) = w(n� 1) + �n�t(n)[~x(n)d(n) � ~x(n)xt(n)w(n� 1)℄En los siguientes apartados se va a pro
eder a analizar el algoritmo resultantetanto en media 
omo en media 
uadr�ati
a. El objetivo primordial ser�a 
ompa-rarlo 
on el basado en la 1a op
i�on para elegir el de mejor 
omportamiento.9.2.1 Convergen
ia en mediaSe supondr�an ambientes esta
ionarios y libres de ruido. Partiendo de lae
ua
i�on anterior, sumando y restando los t�erminos ade
uados, de forma 
om-pletamente an�aloga al an�alisis realizado para la 1a op
i�on, se llega a:�w(n) = hI � �n�t(n)~x(n)xt(n)i�w(n� 1)++�n�t(n)~x(n)[d(n) � xt(n)w0℄ (9.29)Como el inter�es se 
entra en estudiar la 
onvergen
ia, es l�ogi
o aproximarla expresi�on (9.29) por su equivalente una vez supuestos n grandes. La �uni
asustitu
i�on que se puede ha
er es:�(n) = nRUna vez realizada di
ha sustitu
i�on y re
ordando queE[~x(n)e0(n)℄ = 0 
on e0(n) = d(n)� xt(n)w0que es la rela
i�on de ortogonalidad que se impone entre datos e in
�ognitas,e
ua
i�on a resolver durante todas estas p�aginas, se llega, tomando valor esperadoa: E[�w(n)℄ = [I � �RtR℄E[�w(n� 1)℄ (9.30)



9.2. AN�ALISIS DEL ALGORITMO OGLMS3 245que es la misma e
ua
i�on en diferen
ias que se obtuvo en el an�alisis de la 
on-vergen
ia en media del algoritmo basado en la 1a op
i�on. Por tanto, en lo querespe
ta al 
omportamiento en media no hay diferen
ia entre una y otra op
i�on.9.2.2 Convergen
ia en media 
uadr�ati
a. Ambientes esta-
ionariosSe parte de la e
ua
i�on dedu
ida anteriormente (9.29) donde se supone ahoran grande�w(n) = [I � �Rt~x(n)xt(n)℄�w(n� 1) + �Rt~x(n)[d(n) � xt(n)w0℄y a partir de ella se 
onstruye la siguiente matriz�w(n)�wt(n) =�2Rt~x(n)~xt(n)R[d(n)� xt(n)w0℄2+[I � �Rt~x(n)xt(n)℄�w(n� 1)�wt(n� 1)[I � �x(n)~xt(n)R℄++ dos t�erminos 
uya media tiende a 0 (9.31)los t�erminos 
uya media tiende a 
ero son aquellos que 
ontienen E[w(n � 1)℄al tomar valor esperado y apli
ar hip�otesis de independen
ia, ya que por (9.30)en 
ondi
iones de 
onvergen
ia se anulan.Tomando valor esperado:R�(n) =R�(n� 1)� �RtRR�(n� 1)� �R�(n� 1)RtR++ �2RtE[~x(n)xt(n)R�(n� 1)x(n)~xt(n)℄R++ �2RtE[~x(n)[d(n)� xt(n)w0℄2~xt(n)℄R (9.32)en una primera aproxima
i�on se eliminar�a el t�ermino en �2 (no independiente)ya que se suele trabajar 
on valores del tama~no del paso peque~nos, que a lavez fa
ilita que se veri�quen las hip�otesis de independen
ia (Ap�endi
e C). Laelimina
i�on de ese t�ermino permite desa
oplar las 
omponentes diagonales deR�(n) en la base en la que RtR es diagonal y por tanto fa
ilitan su resolu
i�on:Di(n) = (1� 2��i)Di(n� 1) + �2F ii (9.33)donde se ha de�nido la matriz F :F = RtR~xeRR~xe = E[~x(n)[d(n)� xt(n)w0℄2~xt(n)℄A partir de la e
ua
i�on (9.33) se puede obtener la velo
idad de 
onvergen
iay el valor en 
onvergen
ia, tal y 
omo se ha he
ho en o
asiones anteriores. Con



246 CAP�ITULO 9. AN �ALISIS DE LOS ALGORITMOS OGLMSel �n de 
omparar la 
onvergen
ia en media 
uadr�ati
a de las op
iones 1a y 3ase va a analizar di
ho aspe
to de forma an�aloga a 
omo se hizo para la primera.Es de
ir, se 
onstruye,�wt(n)�w(n) =�2~xt(n)RRt~x(n)[d(n)� xt(n)w0℄2+�wt(n� 1)[I � �x(n)~xt(n)R℄[I � �Rt~x(n)xt(n)℄�w(n� 1)++ dos t�erminos 
uya media tiende a 0 (9.34)tomando valor esperado:D(n) =Trf[I � 2�RtR+ �2E[x(n)~xt(n)RRt~x(n)xt(n)℄R�(n� 1)g++ �2TrfRRtE[~x(n)[d(n)� xt(n)w0℄2~xt(n)℄g (9.35)que se pod��a haber obtenido dire
tamente de (9.32) tomando trazas a ambosmiembros. Esta expresi�on es bien distinta a su an�aloga para la primera op-
i�on (9.8). Para dis
utir algo sobre ella sup�ongase de nuevo que s�olo hay unain
�ognita: D(n) = [1� 2��+ �2�R~xxx~x℄D(n� 1) + �2��2x~e (9.36)donde se han usado las siguientes de�ni
iones:R~xxx~x = E[~x(n)x(n)x(n)~x(n)℄�2~xe = E[~x(n)~x(n)[d(n)� x(n)w0℄2℄Si se 
ompara (9.36) 
on (9.9) se puede apre
iar que ambas e
ua
iones endiferen
ias van a presentar el mismo tiempo de 
onvergen
ia, pero distinto valoren 
onvergen
ia. En parti
ular, �esta 
onverge a:D(1) = �2� �R~xxx~x�2~xey tomando el tama~no del paso su�
ientemente peque~no:D(1) = �12�2~xeLo primero que llama la aten
i�on al 
ompararla 
on (9.10) es que no 
ontieneun t�ermino que dependa dire
tamente de la estad��sti
a del problema (aunquepara el 
aso de m�as de una in
�ognita s�� que lo tiene). En segundo lugar llamala aten
i�on el origen del t�ermino de error:1a op
i�on: s�olo hay ruido de estima
i�on de R y r 
ontenido en �s.3a op
i�on: apare
e ruido debido a la e
ua
i�on de partida de resolu
i�on del pro-blema �~xe. Es de
ir, si se impone la 
ondi
i�onE[~x(n)e0(n)℄ = 0



9.2. AN�ALISIS DEL ALGORITMO OGLMS3 247se resuelve el problema, pero su matriz de auto
orrela
i�on no es nulaE[~x(n)~xt(n)e20(n)℄ 6= 0y di
ha matriz de auto
orrela
i�on apare
e en el an�alisis de la 3a op
i�on,pero no en el de la primera, ya que en esta �ultima se evita realizando unpromedio temporal.Debido a que ya se 
ontaba en la 3a op
i�on 
on esta fuente de error, nose ha in
luido el error de estima
i�on que sin duda apare
e. Por tanto, estaop
i�on presenta una fuente adi
ional de error que le llevar�a a un valor del error
uadr�ati
o medio mayor. Esta propiedad har�a que de ahora en adelante se dejea un lado el algoritmo OGLMS3 para estudiar 
on m�as detalle el OGLMS1.
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Cap��tulo 10
El algoritmo promediado ygeneralizado de m��nimamedia 
uadr�ati
a,AOGLMS. Obten
i�on yan�alisis
Introdu

i�onEn el 
ap��tulo 8 se deriv�o un 
onjunto de algoritmos, basados en la idea delgradiente esto
�asti
o, a partir del prin
ipio de ortogonalidad sobredeterminadoy generalizado, formulado a ra��z del an�alisis del algoritmo ORIV. Dentro de este
onjunto desta
a el GLMS, rederivado de forma diferente a 
omo se ha
e en labibliograf��a [AAM96℄, y los algoritmos OGLMS1 y OGLMS3, que al 
ontrariode lo que le o
urr��a a aqu�el son 
apa
es de trabajar en situa
iones generalesdonde la matriz aso
iada al problema sea sobredeterminada y no ne
esariamentede�nida. La prin
ipal desventaja que presentaban es que requer��an del ordende lq opera
iones por itera
i�on, donde q es el n�umero de in
�ognitas y l es lalongitud del ve
tor de variables intrumentales. Esta desventaja disminuye unpo
o el gran poten
ial que presenta en 
uanto a espe
tro de apli
abilidad enproblemas 
on
retos.El siguiente paso l�ogi
o ser��a intentar disminuir esa 
arga 
omputa
ional,de manera que se asemeje m�as y m�as al tradi
ional algoritmo LMS. Lo ideal249



250 CAP�ITULO 10. EL ALGORITMO AOGLMSser��a 
onseguir un n�umero de opera
iones por itera
i�on del orden de l + q, yeso es lo que se ha
e en este 
ap��tulo, proponiendo una ligera modi�
a
i�ona OGLMS1, que se ha 
omprobado anal��ti
amente que tiene mejor 
ompor-tamiento que OGLMS3. Hay que desta
ar que este algoritmo modi�
ado sedenominar�a Averaged Overdetermined Generalized Least Mean Square Algo-rithm, AOGLMS; el adjetivo de Averaged para este algoritmo proviene de queen su e
ua
i�on de a
tualiza
i�on de los pesos apare
e un promedio temporal queha
e las ve
es de estimador de un valor esperado.Como en todos los 
ap��tulos en los que se des
ribe un algoritmo, en �estetambi�en se analizar�an sus propiedades de 
onvergen
ia. Hay que desta
ar quelo que m�as interesa es 
omprobar que de verdad el algoritmo dise~nado posee laspropiedades que se le exigieron 
uando se le dise~n�o. Para AOGLMS eso signi�
a
omprobar que resuelve sistemas sobredeterminados 
uya matriz de 
umulantesno es de�nida, aparte de los exigibles a 
ualquier algoritmo basado en estad��sti
ade alto orden, prin
ipalmente su inmunidad al ruido aditivo gaussiano. Estean�alisis se va a llevar a 
abo desde dos puntos de vista: el primero supone que elestimador del valor esperado que apare
e en la e
ua
i�on de a
tualiza
i�on tienetodas las propiedades de un valor esperado real, lo 
ual simpli�
a enormementelas 
osas. El segundo punto de vista estudia 
on m�as detalle la intera

i�on(dependen
ia o independen
ia) del estimador del valor esperado 
on el resto devariables aleatorias, 
omo variable aleatoria a su vez que es. De todas formasno se espera reprodu
ir exa
tamente los resultados experimentales, ya que eneste 
ap��tulo no es la prioridad.Este 
ap��tulo se puede 
onsiderar 
omo aquel en el que se 
umplen objetivosde la Memoria, ya que es el �nal de un pro
eso l�ogi
o-
onstru
tivo que se ini
i�oen el 
ap��tulo 4 
on el an�alisis del algoritmo ORIV.Este 
ap��tulo est�a dividido de la siguiente manera. En primer lugar se derivael algoritmo AOGLMS en el apartado 10.1 para posteriormente pro
eder a suan�alisis: la 
onvergen
ia en media 
on la aproxima
i�on extrema en el apartado10.2, la 
onvergen
ia en media 
uadr�ati
a mediante promediado dire
to en el10.3, mediante la segunda aproxima
i�on se analiza la 
onvergen
ia en media y enmedia 
uadr�ati
a en los apartados 10.4 y 10.5 respe
tivamente. Los fundamentosde la segunda aproxima
i�on se dis
uten en el apartado 10.6 y �nalmente se
ompleta el an�alisis de la 
onvergen
ia en media 
on todo lo presentado en elapartado 10.7. Para 
on
luir, la 
onvergen
ia del algoritmo y su superioridadsobre GLMS se 
on�rman mediante simula
iones en el apartado 10.8.



10.1. EL ALGORITMO AOGLMS 25110.1 El algoritmo AOGLMSComo el problema a resolver es el mismo de los 
ap��tulos anteriores aqu�� no sevolver�a a enun
iar. Adem�as se respetar�a la nota
i�on utilizada hasta ahora. Portanto, si se re
uerda la e
ua
i�on de a
tualiza
i�on para el algoritmo OGLMS1,reprodu
ida aqu�� por 
onvenien
iaw(n) = w(n� 1) + �n� 1x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄ (10.1)se puede observar que la mayor parte de la 
arga 
omputa
ional est�a 
on
entradaen el 
�al
ulo de la matriz � y en el produ
to de esta matriz 
on el ve
tor dein
�ognitas, ambas de orden lq. Si se quiere redu
ir el n�umero de opera
ionespor itera
i�on no hay m�as remedio que sustituir estas opera
iones por otrasequivalentes. Una posible op
i�on es en
ontrar una e
ua
i�on de a
tualiza
i�onsimpli�
ada para el error promediado �e(n) = z(n)��(n)w(n), pro
ediendo dela sigiente manera.En primer lugar se emplean las e
ua
iones de a
tualiza
i�on de las magnitudesinvolu
radas para rees
ribirla 
omo:�e(n) =�z(n� 1) + ~x(n)d(n)��[��(n� 1) + ~x(n)xt(n)℄[w(n� 1) + �x(n)~xt(n)�e(n� 1)℄ (10.2)reagrupando t�erminos y re
ordando la expresi�on para el error a priori se llegaa: �e(n) = [���(n)�x(n)~xt(n)℄�e(n� 1) + ~x(n)e(n)Esta e
ua
i�on, que es la de a
tualiza
i�on de �e(n), quiere de
ir que �e(n) es unaversi�on �ltrada, promediada, de ~x(n)e(n). El �ltro es un AR de orden 1 
on
oe�
iente matri
ial y aleatorio.Si se quiere simpli�
ar este pro
eso de a
tualiza
i�on, esta matriz debe pasara ser un es
alar y par�ametro libre del algoritmo:�e(n) = f�e(n� 1) + (1� f)~x(n)e(n)lo 
ual quiere de
ir que el error promediado viene de�nido por�e(n) = 1� fn1� f nXi=1 fn�i~x(i)e(i) (10.3)o equivalentemente �e(n) = Ê[~x(n)e(n)℄Por tanto se propone 
omo e
ua
i�on fundamental del nuevo algoritmow(n) = w(n� 1) + �x(n)~xt(n)�e(n) (10.4)



252 CAP�ITULO 10. EL ALGORITMO AOGLMSy al nuevo algoritmo se le llamar�a algoritmo promediado y sobredeterminado dem��nima media 
uadr�ati
a, AOGLMS (averaged and overdetermined generalizedleast mean square algorithm). N�otese que ya no es ne
esario dividir � por n yaque �e(n) se ha de�nido 
onvenientemente normalizado. Adem�as, all�� donde sea
onveniente por motivos de interpreta
i�on, en vez de es
ribir �e(n) se es
ribir�asu equivalente Ê[~x(n)e(n)℄.El algoritmo AOGLMS se presenta en la tabla 10.1Ini
ializa
i�onw(0) = 0�e(0) = 0Con la llegada de un nuevo dato:
onstruir ~x(n), x(n) y d(n)e(n) = d(n)�wt(n� 1)x(n)�e(n) = f�e(n� 1) + (1� f)~x(n)e(n)w(n) = w(n� 1) + �x(n)~xt(n)�e(n)Tabla 10.1 Pro
eso iterativo del algoritmo AOGLMS
Diferen
ia entre el algoritmo AOGLMS y OGLMS1Sus diferen
ias se 
entran en sus respe
tivas e
ua
iones de a
tualiza
i�on. Loque diferen
ia las e
ua
iones (10.1) y (10.4) es el t�ermino entre 
or
hetes de laprimera y el estimador de la segunda. Para 
ompararlas desarrollemos por unlado el estimador seg�un su de�ni
i�on:Ê[~x(n)e�(n)℄ = 1� f1� fn nXi=1 fn�i~x(i)e�(i) == 1� f1� fn nXi=1 fn�i[~x(i)d�(i)� ~x(i)xt(i)w(i� 1)℄ (10.5)y por el otro las 
antidades z(n) y �(n) seg�un las de�ni
iones respe
tivas,z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1) = n�1Xi=1 [~x(i)d�(i)� ~x(i)xt(i)w(n� 1)℄ (10.6)Se pueden des
atar los siguientes puntos:



10.1. EL ALGORITMO AOGLMS 2531. El l��mite superior de la suma se podr��a modi�
ar sin problema para queno hubiera diferen
ia.2. Para problemas donde las estad��sti
as 
onjuntas de ~x(n) y d(n) por unlado y ~x(n) y x(n) por otro sean esta
ionarias, las de�ni
iones de z(n) y�(n) no requieren, ni es 
onveniente, el uso de un fa
tor de olvido. Ensitua
iones donde estas estad��sti
as no sean esta
ionarias, s�� es ne
esarioun fa
tor de olvido, lo que lleva aso
iado un fa
tor de normaliza
i�on (1��)=(1 � �n). Por tanto, en ambientes esta
ionarios existe una diferen
iaadi
ional entre (10.5) y (10.6) debido al fa
tor de olvido y su normaliza
i�onaso
iada. Esto no es as�� en ambientes no esta
ionarios.3. El promedio temporal (10.5) in
luye valores del ve
tor de in
�ognitas paratiempos anteriores a n � 1, lo 
ual ha
e que la suma promedio arrastreinforma
i�on de itera
iones pasadas, de valores 
ada vez m�as alejados delvalor de 
onvergen
ia. Aunque el fa
tor de olvido est�a ah�� pre
isamentepara intentar eliminar esta 
ontribu
i�on no deseable, es de esperar que(10.1) tenga un mejor 
omportamiento que (10.4). Este es el pre
io a pagarpor un algoritmo 
on un menor n�umero de opera
iones por itera
i�on.Siempre que se redu
e la 
arga 
omputa
ional partiendo de un algoritmo dadopara dar lugar a algoritmos m�as sen
illos, empeora alguna de las propiedadesde di
hos algoritmos. Si la dispersi�on de autovalores no afe
taba la velo
idadde 
onvergen
ia de ORIV, al eliminar el 
�omputo de ��1(n), que era quien
ontrarrestaba el efe
to de los autovalores, se obtiene un 
onjunto de algoritmos,OGLMS y variantes, sensibles a di
ha dispersi�on. Y si en un paso m�as desimpli�
a
i�on se sustituye el 
�al
ulo de las matri
es del algoritmo por promediosve
toriales, no hay m�as remedio, en aras de la simpli
idad, que arrastrar valoresdel ve
tor in
�ognita desde ��ndi
es temporales muy anteriores ralentizando as�� la
onvergen
ia.En un prin
ipio podr��a pare
er muy sutil la diferen
ia entre AOGLMS yOGLMS1 pero ya se ha dis
utido 
ualitativamente para ilustrar su verdaderadimensi�on. Donde se apre
iar�a 
uantitativamente ser�a en el an�alisis de la 
on-vergen
ia, no s�olo en el resultado, sino en todo el desarrollo hasta llegar a �el.Ah�� se ver�a que los 
�al
ulos se 
ompli
an enormemente, debido a la intera

i�ondel estimador del valor esperado, �e(n), 
on el resto de variables aleatorias paratodos los ��ndi
es temporales.Una vez 
onstituido el algoritmo AOGLMS 
omo un algoritmo distinto, pordere
ho propio y 
omo �n de un pro
eso de b�usqueda, se pro
eder�a a realizar elan�alisis de su 
onvergen
ia. En primer lugar se llevar�a a 
abo un an�alisis m�assen
illo debido a que las hip�otesis a utilizar son m�as fuertes. Un an�alisis m�asdetallado se llevar�a a 
abo en subsiguientes apartados.



254 CAP�ITULO 10. EL ALGORITMO AOGLMS10.2 Convergen
ia en media. Aproxima
i�on ex-tremaSe supondr�an dos hip�otesis de partida:1. La primera es a
eptar que el estimador del valor esperado se 
omporta
omo un verdadero valor esperado.2. La segunda es una hip�otesis de independen
ia, a
eptar que el ve
tor dein
�ognitas (ve
tor de los pesos) a tiempo n s�olo depende de las variablesinvolu
radas hasta tiempo n.Con esto se puede es
ribir:Ê[~x(n)xt(n)w(n� 1)℄ = Ê[~x(n)xt(n)℄Ê[w(n� 1)℄Re
ordando la expresi�on (10.4) y ha
iendo uso de la de�ni
i�on de error apriori queda w(n) =w(n� 1) + �x(n)~xt(n)Ê[~x(n)e(n)℄ == w(n� 1)� �x(n)~xt(n)Ê[~x(n)xt(n)℄Ê[w(n� 1)℄ + �x(n)~xt(n)Ê[~x(n)d(n)℄(10.7)A 
ontinua
i�on se 
onstruye el ve
tor de error en los pesos 
omo ya es habitual.Se resta a ambos miembros el ve
tor w0 y al miembro dere
ho se le suma y sele resta �x(n)~xt(n)Ê[~x(n)xt(n)℄Ê[w0℄ por lo que se llega a�w(n) =�w(n� 1)� �x(n)~xt(n)Ê[~x(n)xt(n)℄Ê[�w(n� 1)℄++ �x(n)~xt(n)Ê[~x(n)e0(n)℄ (10.8)Siguiendo 
on la misma t�e
ni
a desarrollada en el 
ap��tulo 4 para el an�alisis deORIV, aqu�� se aproximar�an los estimadores por una 
omponente determinista,igual a su valor medio, m�as una 
omponente esto
�asti
a, t�ermino de ruido deesta estima
i�on 
on
reta, que se supondr�a de media 
ero e independiente delresto de variables aleatorias:Ê[~x(n)x(n)t℄ = R+Re(n)Ê[~x(n)e0(n)℄ = 0 + rez(n)Ê[�w(n� 1)℄ = E[�w(n� 1)℄ +we(n)Con lo que la expresi�on anterior queda�w(n) =�w(n� 1)� �x(n)~xt(n)(R +Re(n))(E[�w(n� 1)℄ +we(n))++ �x(n)~xt(n)rez(n) (10.9)



10.2. CONVERGENCIA EN MEDIA CUADR�ATICA. PD 255Si �nalmente se toma valor esperadoE[�w(n)℄ = [I � �RtR℄E[�w(n� 1)℄Para estudiar 
�omo evolu
iona esta e
ua
i�on en diferen
ias se trabajar�a en labase en la que RtR sea diagonal. En ella, 
omo se 
omprueba f�a
ilmente, lasdistintas 
omponentes del ve
tor de error en los pesos se desa
oplan y se veri�
apara la 
omponente i-�esima:E[�wi(n)℄ = (1� ��i)E[�wi(n� 1)℄donde �i es el autovalor i-�esimo de RtR. Esta es una e
ua
i�on en diferen
iashomog�enea, por lo que su solu
i�on tender�a a 
ero siempre y 
uando se veri�queque: j1� ��ij < 1o lo que equivale a de
ir que: 0 < � < 2�iSi se quiere, 
omo es el 
aso, que todas las 
omponentes tiendan a 
ero, es de
ir,no tener sesgo en los estimadores de los pesos, es ne
esario imponer la 
ondi
i�onanterior para todo autovalor de RtR.Por tanto, respe
to a la 
onvergen
ia en media, se podr��an ha
er los siguien-tes 
omentarios:- La evolu
i�on de la media de los errores de los pesos no se ve afe
tada porla adi
i�on de ruido aditivo gaussiano, al depender ex
lusivamente de losautovalores de RtR, siempre y 
uando esta matriz R sea una matriz de
umulantes de orden mayor que 2.- No importa que la matriz R no sea de�nida1, ya que lo que importa sonlos autovalores de la matriz RtR que ya s�� es de�nida.- La 
onvergen
ia se ve afe
tada por la dispersi�on de autovalores. En 
on-
reto, 
uanto mayor sea el n�umero de 
ondi
inamiento �max=�min m�aslenta ser�a su 
onvergen
ia. En el 
ap��tulo 8 se 
omprob�o que GLMS seve afe
tado tambi�en por la dispersi�on de autovalores pero de la versi�on
uadrada de R, lo 
ual impli
a que es un po
o menos sensible a estefa
tor. En 
ierto sentido es 
omo si trabajara 
on la ra��z 
uadrada deln�umero de 
ondi
ionamiento para AOGLMS, porque AOGLMS trabaja
on el produ
to de matri
es R.1T�engase en 
uenta que ahora esta matriz no es 
uadrada. En los 
ap��tulos dedi
ados aGLMS y variantes se trabaja 
on matri
es 
uadradas.



256 CAP�ITULO 10. EL ALGORITMO AOGLMS10.3 Convergen
ia en media 
uadr�ati
a. Pro-mediado dire
toEn este apartado se 
al
ular�a la desvia
i�on en media 
uadr�ati
a (Mean Squa-re Deviation, MSD), o lo que es lo mismo, la 
onvergen
ia en media 
uadr�ati
a delos errores de los pesos. Como una primera aproxima
i�on se apli
ar�a la t�e
ni
adel promediado dire
to a la e
ua
i�on de partida, e
ua
i�on (10.9), quedando:�w(n) =�w(n� 1)� �RtRE[�w(n� 1)℄�� �x(n)~xt(n)(R +Re(n))we(n) + �x(n)~xt(n)rez(n) (10.10)y a partir de ella se puede 
onstruir el produ
to externo,�w(n)�wt(n) = �w(n� 1)�wt(n� 1)� ��w(n� 1)E[�wt(n� 1)℄RtR�� �RtRE[�w(n� 1)℄�wt(n� 1)++ �2RtRE[�w(n� 1)℄E[�wt(n� 1)℄RtR++ �2x(n)~xt(n)(R +Re(n))we(n)wet(n)(Rt +Ret(n))~x(n)xt(n)++ �2x(n)~xt(n)rez(n)retz (n)~x(n)xt(n)++ t�erminos de media nula (10.11)En todos los an�alisis realizados del MSD se ha tomado n su�
ientemente grande,ya que lo que interesan son las propiedades 
er
a de la 
onvergen
ia del algo-ritmo. En esta 
ir
unstan
ia siempre se ha despre
iado E[�w(n� 1)℄ ya que elalgoritmo 
onverge en media. Si se supusiese ahora, al tomando valor esperadoquedar��a: R�(n) = R�(n� 1) + �2(t�erminos de ruido) (10.12)Para que la solu
i�on de esta e
ua
i�on en diferen
ias no diverja para n ! 1,no tiene que ha
erlo en parti
ular la solu
i�on de la homog�enea. Por tanto,las ra��
es del polinomio 
ara
ter��sti
o tienen que ser menores o iguales que launidad. En este 
aso el polinomio 
ara
ter��sti
o es x � 1 = 0 y tiene 
omo�uni
a solu
i�on x = 1 y por tanto en prin
ipio no diverje. El problema est�aen que el t�ermino debido a ruido es es
ri
tamente positivo y por tanto ha
eque la re
ursi�on anterior diverja 
laramente. Para verlo de otra manera, si sesupone que el algoritmo ha 
onverjido y se ha
e R�(n) = R�(n� 1) = R�(1)en (10.12), se llega a la 
on
lusi�on de que `t�erminos de ruido'= 0, es de
ir, nopuede haber ning�un t�ermino independiente.Si se quiere imponer 
onvergen
ia, manteniendo el t�ermino independiente, esne
esario que la ra��z del polinomio 
ara
ter��sti
o sea es
ri
tamente menor que launidad. Esto no se 
onsigue ni introdu
iendo los t�erminos de E[�w(n� 1)℄, yaque lo que realmente habr��a que introdu
ir son t�erminos en E[�w(n�1)�wt(n�1)℄.
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i�on el algoritmo diverge en MSD. Esto no esproblema de haber apli
ado promediado dire
to, es 
onse
uen
ia dire
ta de do-tar al estimador del valor esperado de las mismas propiedades que un aut�enti
ovalor esperado y por tanto apare
e el t�ermino E[�w(n� 1)℄ fuente de todos losproblemas.10.4 Convergen
ia en media. Segunda aproxi-ma
i�onEn este apartado se estudiar�a la 
onvergen
ia en media del algoritmo 
onsi-derando los estimadores 
omo lo que son, una suma de variables aleatorias. Por
omodidad se retomar�an aqu�� las expresiones que van a ser �utiles. En primerlugar, re
u�erdese que la e
ua
i�on en diferen
ias que serv��a 
omo a
tualiza
i�onde los pesos es (10.4):w(n) = w(n� 1) + �x(n)~xt(n)Ê[~x(n)e(n)℄ (10.13)y a partir de (10.5) se puede 
ontinuar dedu
iendo que:Ê[~x(n)e(n)℄ = 1� f1� fn nXi=1 fn�i~x(i)e(i) == 1� f1� fn nXi=1 fn�i[~x(i)d(i)� ~x(i)xt(i)w(i� 1)℄ == Ê[~x(n)d(n)℄ � Ê[~x(n)xt(n)w(n� 1)℄ (10.14)que sustituida en (10.13), restandow0 a ambos miembros y sumando y restandoÊ[~x(n)xt(n)w0℄ 
ondu
e a la e
ua
i�on de partida para el an�alisis subsiguiente(
omp�arese 
on (10.8)):�w(n) =�w(n� 1)� �x(n)~xt(n)Ê[~x(n)xt(n)�w(n� 1)℄++ �x(n)~xt(n)Ê[~x(n)e0(n)℄ (10.15)Para empezar 
on el an�alisis de la 
onvergen
ia en media se toma valoresperado sobre la expresi�on anterior. Se supondr�a por ahora que el estimadordel valor esperado, aunque es una variable aleatoria, es independiente del restode variables aleatorias. M�as adelante se dis
utir�a lo a
ertado de esta hip�otesis.Con ella se puede es
ribir:E[�w(n)℄ =E[�w(n� 1)℄� �E[x(n)~xt(n)℄E[Ê[~x(n)xt(n)�w(n� 1)℄℄++ �E[x(n)~xt(n)℄E[Ê[~x(n)e0(n)℄℄ (10.16)



258 CAP�ITULO 10. EL ALGORITMO AOGLMSPara 
ontinuar es ne
esario 
al
ular los siguientes valores esperados:E[Ê[~x(n)xt(n)�w(n� 1)℄℄ = 1� f1� fn nXi=1 fn�iE[~x(i)xt(i)�w(i� 1)℄ == 1� f1� fnR nXi=1 fn�iE[�w(i� 1)℄ (10.17)y E[Ê[~x(n)e0(n)℄℄ = 1� f1� fn nXi=1 fn�iE[~x(i)e0(i)℄ = 0Para obtener la primera de ellas se ha dado por v�alida la hip�otesis de indepen-den
ia que di
e que w(n) s�olo depende del resto de variables aleatorias hastatiempo n, es de
ir, de ~x(1), ...,~x(n), x(1), ..., x(n), d(1), ..., d(n). Para lasegunda se ha utilizado el prin
ipio de ortogonalidad, fundamento del problemade estima
i�on de una variable aleatoria mediante la 
ombina
i�on lineal de otras.Con esto, (10.16) se 
onvierte en:E[�w(n)℄ = E[�w(n� 1)℄� �RtR 1� f1� fn nXi=1 fn�iE[�w(i� 1)℄es de
ir, en una e
ua
i�on en diferen
ias homog�enea de orden n, donde n vaaumentando en prin
ipio inde�nidamente. Posteriormente se ver�a que el fa
torde olvido ha
e que el orden de esta e
ua
i�on en diferen
ias sea �nito y puedaser resuelto por los m�etodos tradi
ionales.Al ser una e
ua
i�on en diferen
ias homog�enea se tiene asegurado que susolu
i�on, en 
aso de que no diverja, tiende a 
ero. La homogeneidad se la ha
onferido el he
ho de haber supuesto que el estimador del valor esperado esindependiente del resto de variables aleatorias y por tanto se pudo apli
ar elprin
ipio de ortogonalidad.La e
ua
i�on en diferen
ias anterior se desa
opla para 
ada 
omponente delve
tor de error en los pesos trabajando en la base en la que la matriz RtR esdiagonal. Para 
ada 
omponente vuelve a quedar otra e
ua
i�on en diferen
iasque se resuelve suponiendo una solu
i�on del tipo E[�wi(n)℄ = xni . Lo que
ondu
e al polinomio 
ara
ter��sti
o siguiente 
uyas ra��
es es ne
esario 
al
ular:xni =xn�1i � ��i 1� f1� fn n�1Xk=0 fn�1�kxki ==xn�1i � ��i 1� f1� fn xni � fnxi � f (10.18)Como el fa
tor de olvido, para realizar esta fun
i�on, va a ser menor que launidad, para n su�
ientemente grandes se pueden despre
iar los t�erminos en fn



10.4. CONVERGENCIA EN MEDIA. SEGUNDA APROXIMACI �ON 259frente a 1: xni = xn�1i � ��i(1� f) xnixi � fReagrupando t�erminos se puede es
ribir:xn�1i �xi �1 + ��i 1� fxi � f �� 1� = 0que tiene 
omo solu
iones la trivial por un lado xi = 0 y los 
eros de la siguienteexpresi�on: 1 + ��i 1� fxi � f = 1xiEsta expresi�on presenta las siguientes 
ara
ter��sti
as:a) No depende del instante temporal n gra
ias al fa
tor de olvido f , 
on loque las ra��
es de esta expresi�on ser�an v�alidas para 
onstruir a partir deellas la solu
i�on de la e
ua
i�on en diferen
ias para todo tiempo.b) En ella apare
en todos los fa
tores de los que depende el sistema, el tama~nodel paso, el fa
tor de olvido y los autovalores de la matriz de auto
orrela-
i�on.
) Es una e
ua
i�on de segundo orden:x2i + [��i(1� f)� (1 + f)℄xi + f = 0 (10.19)Esta �ultima e
ua
i�on tiene 
omo solu
i�on:xi = 1 + f � ��i(1� f)�p[��i(1� f)� (1 + f)℄2 � 4f2 (10.20)Como se puede apre
iar, las ra��
es del polinomio 
ara
ter��sti
o son fun
i�on delprodu
to tama~no del paso-autovalor y del fa
tor de olvido x = x(��i; f). Re-presentando gr�a�
amente esta fun
i�on se pueden apre
iar las zonas donde lasolu
i�on de la e
ua
i�on en diferen
ias 
onverge a 
ero (zonas donde el m�odulode las ra��
es es menor que la unidad). Cuanto m�as 
er
ana a la unidad sea lara��z, m�as lento 
onverger�a y 
uanto m�as 
er
ana a 0 est�e la ra��z m�as r�apido
onverger�a. Como son posibles dos valores para la ra��z (10.20), en la �gura 10.1se ha representado la ra��z 
on mayor m�odulo para 
ada par de valores (��i; f).Como se puede apre
iar en la �gura, existe una regi�on bastante amplia dondela ra��z 
asi no depende del valor del fa
tor ��i, siendo �uni
amente fun
i�on delfa
tor de olvido. Esta regi�on se expande en la zona de f 
er
anos a la unidad.Para el 
aso parti
ular f ! 1, la ra��z tiende a su vez a 1 lo 
ual quiere de
ir quelos algoritmos 
on memoria in�nita2 no 
onvergen en media, ya que no puedenolvidar los valores ini
iales.2Re
u�erdese que la memoria o longitud efe
tiva del algoritmo se hab��a de�nido en el 
ap��tulo5 en la p�agina 130 
omo L = 1=(1 � f).



260 CAP�ITULO 10. EL ALGORITMO AOGLMSAn�alogamente, si el tama~no del paso se ha
e muy peque~no se le est�a quitandoal algoritmo 
apa
idad de evolu
ionar, por lo que de nuevo se espera que la ra��ztienda a uno, 
omo as�� o
urre.

Figura 10.1 Ra��z de mayor m�oduloEn el extremo opuesto, si se 
onsidera el l��mite de fa
tor de olvido muypeque~no, 
ero por ejemplo, se llega a la expresi�on del algoritmo CGLMS quese estudiar�a en 
ap��tulos posteriores 
omo modi�
a
i�on del GLMS, adem�as sededu
ir�a a partir de otras motiva
iones. Como se ver�a en di
ho 
ap��tulo, lae
ua
i�on de a
tualiza
i�on de los pesos viene dada por:w(n) = w(n� 1) + �x(n)~xt(n)~x(n)e(n)Las 
ara
ter��sti
as 
on
retas de este nuevo algoritmo no interesan por ahora,salvo la 
onvergen
ia en media. Se demostrar�a expresamente que la ra��z (�uni
a),sin tener en 
uenta la trivial, es: xi = 1� ��i (10.21)esta expresi�on tambi�en se puede obtener 
omo l��mite para fa
tor de olvido nulode (10.20). A partir de ella se puede llegar a una 
on
lusi�on llamativa. Si se elige��i = 1 resulta3 que xi = 0, es de
ir, el algoritmo 
onverge en un s�olo paso!!.Esta 
onse
uen
ia te�ori
a no se puede llevar a la pr�a
ti
a ya que el tama~no delpaso toma un valor �jo y por tanto no se puede imponer la 
ondi
i�on anteriorpara todos los autovalores. A�un en el 
aso de que se tuviera un s�olo autovalor,y el an�alisis hasta aqu�� realizado garantizara la 
onvergen
ia en media, nada sesabe de la 
onvergen
ia en media 
uadr�ati
a. Adem�as en el l��mite f ! 0 se3V�ease en la �gura 10.1 el punto (��i = 1; f = 0).
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has de las propiedades de estos algoritmos que son deseables, entreellas la independen
ia al ruido, tal y 
omo se ver�a m�as adelante.En de�nitiva, AOGLMS 
onverge en media bajo 
iertas 
ondi
iones dandoestimadores no sesgados. El 
ar�a
ter no sesgado de los estimadores se lo ha
on
edido el he
ho de 
onsiderar el estimador del valor esperado 
omo indepen-diente del resto de variables aleatorias. Suponer f = 0 elimina di
ho estimador(algoritmo CGLMS), dando lugar a estimadores sesgados bajo 
iertas 
ondi
io-nes.
10.5 Convergen
ia en media 
uadr�ati
a. Segun-da aproxima
i�onPara 
al
ular la desvia
i�on en media 
uadr�ati
a hay que partir de la e
ua
i�onde a
tualiza
i�on del error de los pesos, que por 
omodidad se reprodu
e aqu��:�w(n) =�w(n� 1)� �x(n)~xt(n)Ê[~x(n)xt(n)�w(n� 1)℄++ �x(n)~xt(n)Ê[~x(n)e0(n)℄ (10.22)

Ya se ha podido 
omprobar en los apartados anteriores, que gran parte de la
omplejidad de los an�alisis que se van a llevar a 
abo, est�a en ver qu�e tratamien-to se le puede dar al estimador del valor esperado. Es 
onveniente que sea lom�as sen
illo posible para fa
ilitar la matem�ati
a posterior, pero 
on la su�
ienteriqueza en 
ontenido de informa
i�on 
omo para que d�e resultados a
eptables.En el apartado 10.3 se puso de mani�esto que no es posible aproximar el es-timador por el valor verdadero (un aut�enti
o valor esperado), ya que enton
esapare
��a el fa
tor E[�w(n� 1)℄ que daba 
omo resultado unas e
ua
iones parael MSD divergentes. Por tanto, la posible (y real ) dependen
ia del estimadorde E[~x(n)xt(n)�w(n� 1)℄ 
on el resto de variables aleatorias es 
r��ti
a en estean�alisis.Lo que se propone a 
ontinua
i�on es una primera aproxima
i�on para resolvereste problema. Se va a tratar al estimador 
omo lo que es: una suma de variablesaleatorias y se va a ha
er uso de las hip�otesis de independen
ia. Por tanto, si



262 CAP�ITULO 10. EL ALGORITMO AOGLMSse estudian los t�erminos 
on
i
tivos se puede es
ribir:Ê[~x(n)xt(n)�w(n� 1)℄ = 1� f1� fn nXi=1 fn�i~x(i)xt(i)�w(i� 1) == 1� f1� fn  ~x(n)xt(n)�w(n� 1) + n�1Xi=1 fn�i~x(n)xt(n)�w(i� 1)! == 1� f1� fn ~x(n)xt(n)�w(n� 1) + 1� fn�11� fn f Ê[~x(n� 1)xt(n� 1)�w(n� 2)℄(10.23)donde se ha extra��do la parte del estimador que m�as interesa, ya que es la quem�as dependen
ia presenta 
on el resto de miembros de la e
ua
i�on en diferen-
ias. Una vez he
ho esto se pueden volver a apli
ar las hip�otesis simpli�
atoriasanteriores; en parti
ular se va a tratar el estimador 
omo un aut�enti
o valor es-perado y 
omo se va a suponer n su�
ientemente grande, dado que el algoritmo
onverge en media, se tomar�a E[�w(n� 1)℄ = 0. Es de
ir,Ê[~x(n)xt(n)�w(n� 1)℄ �n!1(1� f)~x(n)xt(n)�w(n� 1)++ fR n�1Xi=1 fn�1�iE[�w(i� 1)℄ == (1� f)~x(n)xt(n)�w(n� 1) (10.24)Aunque parez
a una aproxima
i�on muy radi
al, la de
isi�on �nal sobre si es a
er-tada o no la dar�an los resultados que 
on ella se deriven. La interpreta
i�on deesta aproxima
i�on es bastante 
lara: idealmente el estimador del valor esperadoes igual al valor esperado de la variable aleatoria que se 
onsidere; di
ho va-lor esperado, en este 
aso, en virtud de la hip�otesis de independen
ia y de la
onvergen
ia en media del algoritmo es 0,Ê[~x(n)xt(n)�w(n� 1)℄ = E[~x(n)xt(n)�w(n� 1)℄ = RE[�w(n� 1)℄ !n!1 0pero el estimador, 
omo tal, presenta una 
omponente aleatoria que es la querepresenta el t�ermino dado en (10.24). Se podr��a dis
urrir de la misma manerapara llegar al resultado an�alogo,Ê[~x(n)e0(n)℄ �n!1(1� f)~x(n)e0(n) (10.25)
on el mismo signi�
ado de la aproxima
i�on anterior: su valor medio (
ero eneste 
aso tambi�en) m�as su 
orrespondiente 
omponente aleatoria por ser unestimador.Por tanto, 
on lo dis
utido hasta ahora, se puede poner que la e
ua
i�on endiferen
ias que 
ontrola la evolu
i�on del ve
tor de la desvia
i�on de los pesos es,�w(n) =[I � �(1� f)x(n)~xt(n)~x(n)xt(n)℄�w(n� 1)++ �(1� f)x(n)~xt(n)~x(n)e0(n) (10.26)
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ua
i�on an�aloga a la del CGLMS pero 
on el tama~no del pasomultipli
ado por el fa
tor (1 � f). A 
ontinua
i�on se estudia 
�omo afe
ta estoal 
omportamiento de AOGLMS. Con las hip�otesis usuales de independen
ia sepuede es
ribir inmediatamente,R�(n) =R�(n� 1)� �(1� f)�R�(n� 1)� �(1� f)R�(n� 1)�++ �2(1� f)2E[ 1(n)R�(n� 1) 1(n)℄ + �2(1� f)2E[e2o(n) 2(n)℄(10.27)
on  1(n) = x(n)~xt(n)~x(n)xt(n);  2(n) = x(n)~xt(n)~x(n)~xt(n)~x(n)xt(n) y� = E[ 1(n)℄. A la vista de esta nueva expresi�on se puede ha
er una simpli-�
a
i�on m�as, dado que el tama~no del paso suele ser peque~no y que el fa
torde olvido es 
er
ano a la unidad, se puede tomar el produ
to �(1 � f) 
omopar�ametro perturbativo para despre
iar el 
uarto sumando del segundo miem-bro. El �ultimo sumando no se despre
ia porque 
umple la fun
i�on de t�erminoindependiente, 
uyo 
on
urso es muy importante en la e
ua
i�on en diferen
iasya que ha
e que la solu
i�on nula no sea una posible solu
i�on de ella.Si adem�as se trabaja en la base en la que � es diagonal4, las distintas 
om-ponentes diagonales D0i(n) de R0�(n) se desa
oplan, quedando para 
ada unade ellas, D0i(n) = [1� 2�(1� f)��i℄D0i(n� 1) + �2(1� f)2	0eiidonde ��i es el autovalor i-�esimo de la matriz � y 	0eii es el elemento (i,i)dela matriz 	0e = E[e20(n) 2(n)℄. Llegando a una e
ua
i�on en diferen
ias paraes
alares f�a
ilmente resoluble, a partir de la 
ual se pueden estudiar aspe
tostales 
omo 
ondi
iones de 
onvergen
ia, su tiempo de 
onvergen
ia o el valor en
onvergen
ia.A) La solu
i�on general de la homog�enea no diverger�a siempre y 
uando se
umpla que j1� 2�(1� f)��ij � 1. Lo que equivale a de
ir que0 < �(1� f) < ��iB) El tiempo de 
onvergen
ia, dentro de la aproxima
i�on utilizada de tama~nodel paso peque~no, vale �i = 12�(1� f)��iC) La 
omponente diagonal i-�esima, es de
ir la (i,i), 
onverge al valor,D0i(1) = �(1� f)2 	0eii��i4La prima 0 indi
a 
antidades en una base distinta.



264 CAP�ITULO 10. EL ALGORITMO AOGLMSLa inten
i�on de este apartado es 
al
ular la desvia
i�on en media 
uadr�ati
a,MSD, D(n) = TrfR�(n)g y en parti
ular su valor en 
onvergen
ia y el tiempoque tarda. El valor en 
onvergen
ia se puede 
al
ular dire
tamente a partir delapartado C) anterior:D(1) = TrfR�(1)g = TrfR0�(1)g = qXi=1 D0i(1) = �(1� f)2 qXi=1 	0eii��i == �(1� f)2 qXi=1(�0�1	0e)ii = �(1� f)2 Trf�0�1	0eg == �(1� f)2 Trf��1	eg (10.28)Y el tiempo de 
onvergen
ia total se puede 
al
ular 
omo el tiempo de 
onver-gen
ia promedio de todas sus 
omponentes:� = 12�(1� f) 1q qXi=1 ��1�i = 12�(1� f) 1qTrf�0�1g == 12�(1� f) 1qTrf��1g (10.29)Como se puede apre
iar a la vista de estos tres apartados y los resultados �nales,el 
omportamiento en media 
uadr�ati
a de AOGLMS depende, en referen
iaa los par�ametros 
ontrolables externamente, del produ
to �(1 � f). A estepar�ametro se le puede dar el mismo papel que se le daba a � solo, en algoritmostipo LMS: al aumentar disminuye el tiempo de 
onvergen
ia, pero en 
ontra seobtiene un valor en 
onvergen
ia mayor. Hay intereses 
ontrapuestos entre untiempo de 
onvergen
ia peque~no y valor en 
onvergen
ia peque~no, o se 
onsigueuna 
osa u otra, pero no ambas: o algoritmos que evolu
ionen r�apidamente opor el 
ontrario algoritmos que aun yendo m�as despa
io, den menos error deestima
i�on.10.6 Fundamentos de la segunda aproxima
i�onRe
ordemos que la segunda aproxima
i�on se utiliz�o en el apartado anterior yse 
onstruy�o extrayendo del t�ermino 
on
i
tivo, el estimador de E[~x(n)xt(n)e(n)℄,la parte que estad��sti
amente 
onten��a t�erminos m�as dependientes 
on el restode variables que apare
en en la e
ua
i�on de a
tualiza
i�on de los pesos, es de
ir,la informa
i�on a tiempo n. Por tanto, los estimadores quedaron de la siguientemanera:̂E[~x(n)xt(n)�w(n� 1)℄ �n!1(1� f)~x(n)xt(n)�w(n� 1)Ê[~x(n)e0(n)℄ �n!1(1� f)~x(n)e0(n) (10.30)



10.6. FUNDAMENTOS DE LA SEGUNDA APROXIMACI �ON 265En este apartado se pretende estudiar las 
onse
uen
ias de usar estas apro-xima
iones. Es de
ir, se 
omparar�an las e
ua
iones obtenidas sin ninguna sim-pli�
a
i�on 
on las del apartado anterior, basadas en las aproxima
iones (10.30),para poder dis
utir bajo qu�e 
ondi
iones ambas e
ua
iones ser��an id�enti
as: sise ha asumido impl��
itamente alguna otra hip�otesis.10.6.1 En el 
�al
ulo de E[�w(n)℄:Si se tiene en 
uenta la e
ua
i�on de a
tualiza
i�on del ve
tor de error en lospesos (10.15), junto 
on la de�ni
i�on para el estimador del valor esperado dadaen (10.3), se llega a�w(n) =[I � � 1� f1� fnx(n)~xt(n)~x(n)xt(n)℄�w(n� 1)�� � 1� f1� fn n�1Xi=1 fn�ix(n)~xt(n)~x(i)xt(i)�w(i� 1)++ � 1� f1� fnx(n)~xt(n)~x(n)e0(n)++ � 1� f1� fn n�1Xi=1 fn�ix(n)~xt(n)~x(i)e0(i) (10.31)
Normalmente siempre se han a
eptado 
omo v�alidas las hip�otesis de indepen-den
ia, aunque s�olo sea por 
uestiones pr�a
ti
as, aqu�� no se har�a una ex
ep
i�on.Las utilizadas aqu�� son:1. La serie de ve
tores fx(m)g y f~x(m)g son independientes e id�enti
amentedistribuidos.2. La variable aleatoria �w(n) s�olo depende de los elementos de las seriesfx(m)g y f~x(m)g hasta tiempo n.Con las que se llega, tomando valor esperado aE[�w(n)℄ =�I � � 1� f1� fn��E[�w(n� 1)℄�� � 1� f1� fnRtR n�1Xi=1 fn�iE[�w(i� 1)℄++ � 1� f1� fnE[x(n)~xt(n)~x(n)e0(n)℄ (10.32)



266 CAP�ITULO 10. EL ALGORITMO AOGLMSPor otro lado, si se hubiesen utilizado las aproxima
iones de (10.30) se habr��allegado a:E[�w(n)℄ = [I � �(1� f)�℄E[�w(n� 1)℄� �(1� f)E[x(n)~xt(n)~x(n)e0(n)℄(10.33)En 
onse
uen
ia, las aproxima
iones (10.30) eliminan la sumatoria de (10.32) ymantienen el t�ermino independiente de la e
ua
i�on en diferen
ias, lo que lleva aresaltar las dos 
uestiones siguientes:i) Asumir (10.30) impli
a eliminar una parte importante de la din�ami
a dela e
ua
i�on en diferen
ias para la 
onvergen
ia en media al suprimir lost�erminos del ve
tor de error en los pesos para tiempos anteriores a n� 1.La existen
ia de estos t�erminos ha
e que se modi�quen aspe
tos de la
onvergen
ia en media 
omo las 
ondi
iones bajo las 
uales se produ
e lamisma, 
omo puede apre
iarse en el estudio llevado a 
abo en el apar-tado 10.4 y resumido en la �gura 10.1. B�asi
amente esta aproxima
i�onsupone suprimir la memoria del estimador del valor esperado, algo quepuede pare
er parad�oji
o porque lo que se pretende 
on este algoritmo espre
isamente introdu
ir tal memoria. De todas formas no hay que perderde vista que esta aproxima
i�on se dedujo para utilizarla en el an�alisis dela 
onvergen
ia en media 
uadr�ati
a, para el 
ual lo que importa prin
i-palmente son las posibles fuentes de ruido, las os
ila
iones de las variablesaleatorias respe
to de su media. Esto s�� se tiene en 
uenta, para n su�-
ientemente grandes en (10.30) y en 
onse
uen
ia dio resultados a
eptablespara la 
onvergen
ia en media 
uadr�ati
a (
on�rma la 
onvergen
ia). Ende�nitiva, (10.30) no es a
eptable para estudiar la din�ami
a de la 
onver-gen
ia en media, pero se presenta lo su�
ientemente v�alido para la media
uadr�ati
a (al menos es la primera aproxima
i�on que da 
onvergen
ia enmedia 
uadr�ati
a).ii) Tanto en la aproxima
i�on m�as realista (10.32) 
omo en (10.33) apare
e unt�ermino independiente que 
ondu
e irremediablemente a un sesgo en losestimadores de los pesos. De todas maneras, en 
ondi
iones de 
onver-gen
ia usuales, 
on el fa
tor de olvido 
er
ano a la unidad, el sesgo ser�abastante peque~no.La ne
esidad de que el fa
tor de olvido sea 
er
ano a la unidad para redu
irel sesgo es un punto a favor para 
onservar el t�ermino de la sumatoria en (10.32),responsable de la evolu
i�on del algoritmo. Si en (10.33) se hi
iese f � 1, el algo-ritmo 
onverger��a muy lento en media, la existen
ia de m�as t�erminos anterioresal tiempo de estudio en la e
ua
i�on en 
onvergen
ia, favore
en una din�ami
am�as a
tiva.Ser��a deseable que al ser un algoritmo basado en estad��sti
a de alto or-den fuese inmune al ruido aditivo gaussiano, para ello es ne
esario que todaslas magnitudes que apare
en en (10.32) lo fuesen. La matriz R est�a formada
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umulantes de orden mayor que 2, sin embargo la matriz � y el ve
torE[x(n)~xt(n)~x(n)e0(n)℄ no, por lo que estos �ultimos se ver�an afe
tados por elruido. Que � dependa del ruido afe
ta al tiempo de 
onvergen
ia que se puede
orregir mediante una ele

i�on ade
uada del tama~no del paso, pero el ve
tormen
ionado afe
ta dire
tamente al sesgo del estimador del ve
tor de los pesos,
osa nada deseable; la ventaja de este algoritmo es que el fa
tor de olvido aten�uaeste efe
to.De esta dis
usi�on anterior se puede dedu
ir que el estimador del valor espe-rado 
umple su fun
i�on:1. Permite la resolu
i�on de problemas sobredeterminados.2. Tiene una 
arga 
omputa
ional por itera
i�on baja.3. No es estri
tamente inmune al ruido aditivo, pero es 
apaz de redu
ir suefe
to al m�aximo.4. La inmunidad asint�oti
a al ruido no le ha
e ir in�nitamente lento en 
uantoa 
onvergen
ia, es de
ir, tiene un tiempo de 
onvergen
ia �nito.Re
u�erdese no obstante que se ha demostrado que en el l��mite f � 1 eltiempo de 
onvergen
ia tiende a in�nito (la ra��z del polinomio 
ara
ter��sti
otiende a 1, ver �gura 10.1). Es de
ir, la inmunidad total al ruido se 
onsigue a
ambio de una 
onvergen
ia in�nitamente lenta, en 
ompleto paralelismo 
on lafamilia de algoritmos de m�axima pendiente aunque el me
anismo que 
onsigueeste efe
to sea distinto: 
on
eptualmente no es lo mismo el tama~no del paso queel fa
tor de olvido.Las 
ondi
iones normales de trabajo se sit�uan en un t�ermino medio: entreun fa
tor de olvido nulo (CGLMS) y un fa
tor de olvido que tiende a la unidad (situa
i�on impr�a
ti
a). Se tendr�a un tiempo de 
onvergen
ia a
eptable a 
ambiode un peque~no sesgo.En de�nitiva, si se a
eptase (10.33) en vez de (10.32) no se estar��an in
lu-yendo hip�otesis nuevas sino que se estar��an simpli�
ando las expresiones pormotivos de sen
illez matem�ati
a, pero esas simpli�
a
iones llevar��an a e
ua
io-nes donde se pierde una gran 
antidad de informa
i�on que es f�a
ilmente extra��ble
omo se vio en el apartado 10.4.10.6.2 En el 
�al
ulo de E[�w(n)�wt(n)℄.Se parte de la e
ua
i�on en diferen
ias para la a
tualiza
i�on del ve
tor deerror en los pesos, planteada seg�un se re
oge en (10.31) y reprodu
ida aqu�� por
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onvenien
ia�w(n) = 1 + 2 + 3 + 41 = [I � � 1� f1� fnx(n)~xt(n)~x(n)xt(n)℄�w(n� 1)2 = ��1� fn�11� fn x(n)~xt(n)f Ê[~x(n� 1)xt(n� 1)�w(n� 2)℄3 = � 1� f1� fnx(n)~xt(n)~x(n)e0(n)4 = �1� fn�11� fn x(n)~xt(n)f Ê[~x(n� 1)e0(n� 1)℄ (10.34)
A 
ontinua
i�on se 
onstruir�a el produ
to �w(n)�wt(n) dis
utiendo t�erminoa t�ermino las hip�otesis que hay que realizar para, una vez tomado valor esperado,obtener (10.27) reprodu
ida a 
ontinua
i�on:R�(n) =R�(n� 1)� �(1� f)�R�(n� 1)� �(1� f)R�(n� 1)�++ �2(1� f)2E[ 1(n)R�(n� 1) 1(n)℄ + �2(1� f)2E[e2o(n) 2(n)℄(10.35)T�ermino 1 1 t:Una vez realizado el produ
to indi
ado y tomando valor esperado, da lugara los t�erminos que 
ontienen a R�(n� 1) en (10.35).T�ermino 1 2 t:Si adem�as de suponer que f~x(n)g y fx(n)g son i.i.d se supone que tambi�enlo es fw(n)g, al tomar valor esperado queda una 
ombina
i�on de E[�w(i)℄ 
oni = 0:::n � 2. La estrategia usual es redu
ir el 
ampo de trabajo al 
aso de ngrandes, estudiando valores en 
onvergen
ia, de manera que este valor esperadotiende a 
ero. Eso es posible para n grandes, pero no para��ndi
es i que tambi�ense mueven en el intervalo ini
ial de tiempos, pero estos sumandos est�an afe
tadospor el fa
tor de olvido fn�1�i, que 
onsigue pre
isamente eso, que se puedanolvidar (despre
iar).N�otese que �w(n � 1) depende5 de ~x(i) y de x(i), por lo que no se puedede
ir sin m�as que se tiene el fa
tor E[�w(n � 1)℄ que tiende a 
ero para ngrandes. Hay que re
urrir al razonamiento del p�arrafo anterior.5 En esta dependen
ia el tama~no del paso � juega el papel de un fa
tor de olvido (v�ease(10.4)).
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ontribuye.T�ermino 1 3 t:Ahora s�� se puede re
urrir al he
ho de que w(n � 1) es independiente delresto de variables aleatorias que apare
en en este t�ermino, y que al tomar valoresperado se obtendr�a el fa
tor E[�w(n� 1)℄, que tiende a 
ero para n grandes.Por tanto este t�ermino tampo
o 
ontribuye.T�ermino 1 4 t:Tiende a 
ero por dos motivos: por el mismo que en el 
aso anterior y porqueel estimador de E[~x(n� 1)e0(n� 1)℄ es independiente del resto y al tomar valoresperado vale 
ero id�enti
amente.Por tanto no 
ontribuye.T�ermino 2 2 t:En prin
ipio no saldr��a 
ero sino2 2 t = f2�2E[x(n)~xt(n)M ~x(n)xt(n)℄ (10.36)donde la matrizM viene de�nida por la siguiente expresi�onM = E[Ê[~x(n� 1)xt(n� 1)�w(n� 2)℄Ê[�wt(n� 2)x(n� 1)~xt(n� 1)℄℄si se utiliza la de�ni
i�on de estimador de valor esperado para desarrollar estaexpresi�on, se puede es
ribir lo siguienteM = � 1� f1� fn�1�2Xij fn�1�ifn�1�jE[~x(i)xt(i)�w(i� 1)�wt(j � 1)x(j)~xt(j)℄ == � 1� f1� fn�1�2 n�1Xi=1 f2(n�1�i)E[~x(i)xt(i)R�(i� 1)x(i)~xt(i)℄ (10.37)donde se ha empleado que la serie f�w(n)g es i.i.d y el he
ho de que aunquew(n) dependa de las variables x(k) y ~x(k) para k = 1:::n, esta dependen
ia vadisminuyendo 
onforme m�as se alejan temporalmente la primera de las �ultimas,



270 CAP�ITULO 10. EL ALGORITMO AOGLMSdebido a que el tama~no del paso es peque~no ( ver de nuevo nota a pie de p�agina5). Lo importante de las expresiones (10.36) y (10.37) est�a en que 
onforman elequivalente al t�ermino de la sumatoria en (10.32) para la 
onvergen
ia en me-dia: in
luye informa
i�on de la in
�ognita en la e
ua
i�on en diferen
ias a tiempospasados, 
onvirti�endola en una e
ua
i�on en diferen
ias de orden n. Este t�erminoes 
onse
uen
ia dire
ta de la no independen
ia del estimador del valor esperado
on el resto de variables aleatorias (in
luido �el mismo).Volviendo a tener en 
uenta la de�ni
i�on de estimador de valor esperado, lae
ua
i�on anterior se puede rees
ribir 
omoM = (1� f)E[Ê[~x(n� 1)xt(n� 1)R�(n� 2)x(n� 1)~x(n� 1)℄jf2 ℄Obviamente, si se desea re
uperar (10.35) es ne
esario despre
iar este t�ermino.Es un t�ermino en �2, 
on lo 
ual hay que respetarlo al igual que se han respetadootros del mismo orden. Bien es verdad que la in
uen
ia de los R�(n� i) i > 1va de
ayendo a 
ero 
on f2(n�i) pero 
omo hay n ! 1 t�erminos el efe
to esapre
iable (�nito).En prin
ipio este t�ermino 
ontribuye.T�ermino 2 3 t:Aqu�� s�� se puede suponer, gra
ias a las hip�otesis de independen
ia, que elestimador del valor esperado es independiente del resto. Por tanto, al tomarvalor esperado apare
er�a el fa
tor E[�w(n)℄ que tiende a 
ero para n grandes.Por tanto este t�ermino no 
ontribuye.T�ermino 2 4 t:En prin
ipio los dos estimadores que apare
en en este fa
tor son dependien-tes; su valor esperado esE[Ê[~x(n� 1)xt(n� 1)�w(n� 2)℄Ê[~xt(n� 1)e0(n� 1)℄℄ == � 1� f1� fn�1�2Xij fn�1�ifn�1�jE[~x(i)xt(i)�w(i� 1)~xt(j)e0(j)℄(10.38)Para analizar este t�ermino se �ja, por ejemplo, un valor de i arbitrario i0 y apartir de �el se puede a�rmar que:
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on j > i0 son 
ero pues en ellos el fa
tor ~x(j)e0(j) esindependiente del resto y su valor esperado es nulo en virtud del prin
ipiode ortogonalidad.2. Los t�erminos 
on j = i0 son nulos pues en ellos los �w(i0 � 1) son inde-pendientes y su valor esperado tiende a 
ero 
onforme n tiende a in�nto.3. Los t�erminos 
on j < i0 toman el siguiente valor:E[Ê[~x(n� 1)xt(n� 1)�w(n� 2)℄Ê[~xt(n� 1)e0(n� 1)℄℄ == � 1� f1� fn�1�2Xi Xj<i fn�1�ifn�1�jRE[�w(i� 1)~xt(j)e0(j)℄(10.39)Re
u�erdese que se ha mantenido este t�ermino por la dependen
ia que �w(i�1)presenta en las variables aleatorias ~x(k) y x(k) para k = 1:::i�1. Pero tambi�ense 
oment�o 
on anterioridad que la dependen
ia va de
ayendo 
onforme aumentala separa
i�on temporal entre ellas, por tanto la expresi�on anterior se aproximar�ade la siguiente maneraE[Ê[~x(n� 1)xt(n� 1)�w(n� 2)℄Ê[~xt(n� 1)e0(n� 1)℄℄ == � 1� f1� fn�1�2 f n�1Xi=1 f2(n�1�i)RE[�w(i� 1)~xt(i� 1)e0(i� 1)℄(10.40)esta sumatoria se puede rees
ribir 
omo sigueE[Ê[~x(n� 1)xt(n� 1)�w(n� 2)℄Ê[~xt(n� 1)e0(n� 1)℄℄ == � 1� f1� fn�1�2 1� f2(n�1)1� f2 fRE[Ê[�w(n� 2)~xt(n� 2)e0(n� 2)℄jf2 ℄(10.41)donde se ha indi
ado expl��
itamente que este estimador del valor esperado utiliza
omo fa
tor de olvido f2. Para n su�
ientemente grandes, 
ondi
i�on bajo la 
ualse ha obtenido la expresi�on anterior, quedaE[Ê[~x(n� 1)xt(n� 1)�w(n� 2)℄Ê[~xt(n� 1)e0(n� 1)℄℄ == 1� f1 + f fRE[Ê[�w(n� 2)~xt(n� 2)e0(n� 2)℄jf2 ℄ �� 12(1� f)fRE[Ê[�w(n� 2)~xt(n� 2)e0(n� 2)℄jf2 ℄ (10.42)En el �ultimo paso se ha 
onsiderado f � 1. Con este resultado se puede a�rmarque el t�ermino 2 4 t es de orden �2f3(1�f), es de
ir, le o
urre algo pare
ido a lo
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urre al t�ermino 2 2 t donde al anularse varios sumandos en el produ
tode dos estimadores de valores esperados apare
e un fa
tor global (1� f).Por tanto este t�ermino tambi�en 
ontribuye.T�ermino 3 3 t:Este t�ermino tambi�en 
ontribuye, siendo su 
ontribu
i�on,3 3 t = �2(1� f)2E[x(n)~xt(n)~x(n)~xt(n)~x(n)xt(n)e20(n)℄T�ermino 3 4 t:En este 
aso el estimador del valor esperado es independiente del resto porlas hip�otesis de independen
ia y su valor esperado es nulo por el prin
ipio deortogonalidad.Por tanto este t�ermino no 
ontribuye.T�ermino 4 4 t:La parte m�as 
on
i
tiva de este t�ermino esE[Ê[~x(n� 1)e0(n� 1)℄Ê[~xt(n� 1)e0(n� 1)℄℄ == � 1� f1� fn�1�2Xij fn�1�ifn�1�jE[~x(i)~xt(j)e0(i)e0(j)℄ == � 1� f1� fn�1�2Xi f2(n�1�i)E[~x(i)~xt(i)e20(i)℄ (10.43)donde este valor esperado no depende del tiempo al ser las variables involu
radas
onjuntamente esta
ionarias6, y se le denominar�a R~xe. Suponiendo de nuevo nsu�
ientemente grande y f 
er
ano a la unidad, resultaE[Ê[~x(n� 1)e0(n� 1)℄Ê[~xt(n� 1)e0(n� 1)℄℄ == 12(1� f)Rx~e (10.44)6Esto no siempre es as�� ya que, por ejemplo, en problemas de identi�
a
i�on 
iega de sistemasno esta
ionarios, estas variables no son 
onjuntamente esta
ionarias.
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on lo que el t�ermino 4 4 t 
ompleto quedar��a4 4 t = 12�2f2(1� f)E[x(n)~xt(n)Rx~e~x(n)xt(n)℄Este t�ermino, por tanto, tambi�en 
ontribuye.Suma de las 
ontribu
iones de todos los t�erminosCon todo lo 
omentado hasta aqu��, la e
ua
i�on que rige la evolu
i�on deR�(n) quedar��a:R�(n) =R�(n� 1)� �(1� f)�R�(n� 1)� �(1� f)R�(n� 1)�++ �2(1� f)2E[ 1(n)R�(n� 1) 1(n)℄++ �2f2(1� f)E[x(n)~xt(n)Ê[~x(n� 1)xt(n� 1)R�(n� 2)x(n� 1)~xt(n� 1)℄jf2~x(n)xt(n)℄�� �2f3 1� f2 E[x(n)~xt(n)RÊ[�w(n� 2)~xt(n� 2)e0(n� 2)℄jf2~x(n)xt(n)℄++ �2(1� f)2E[ 2(n)e20(n)℄++ �2f2 1� f2 E[x(n)~xt(n)R~xe~x(n)xt(n)℄
(10.45)

Las prin
ipales diferen
ias 
on (10.35) son:1. En la pr�a
ti
a se 
onvierte en una e
ua
i�on en diferen
ias de orden n,aunque la in
uen
ia de R�(n�i) 
ae 
omo f2i. (En teor��a, si el estimadorse 
omportase 
omo un verdadero valor esperado, es de orden 2).2. Apare
en t�erminos en Ê[�w(n�2)~xt(n�2)e0(n�2)℄ los 
uales desdibujanla expresi�on que ya no es una e
ua
i�on en diferen
ias. Los sumandos deeste Ê tambi�en van 
ayendo 
omo f2i.3. Apare
e un t�ermino independiente nuevo, de orden (1 � f) y por tantom�as importante que el de (10.35).Por tanto, en (10.35) obtenida 
on la segunda aproxima
i�on, se han elimi-nado todos los t�erminos debidos al rastro que deja el Ê[℄ y ha 
onservado elprimer sumando de Ê[℄. De todas maneras su prop�osito era ser una primeraaproxima
i�on que diera 
onvergen
ia para R�(n) despu�es del primer intentofallido.



274 CAP�ITULO 10. EL ALGORITMO AOGLMSComentarioTodo este an�alisis, m�as o menos minu
ioso, se debe a que es la primera vezque apare
e en el estudio de un algoritmo adaptativo un fa
tor 
omo el estimadorde un valor esperado. Debido a este motivo, se ha
e ne
esario en
ontrar alg�untipo de aproxima
i�on que agili
e los 
�al
ulos y que, a la vez, d�e resultados 
onla su�
iente informa
i�on 
omo para des
ribir el 
omportamiento del algoritmo.En 
ap��tulos anteriores, al analizar por ejemplo el GLMS, se pudo re
urrirsin m�as a mu
has t�e
ni
as utilizadas extensamente en la literatura para algo-ritmos de la misma familia ( enti�endase el LMS) tales 
omo las hip�otesis deindependen
ia o el promediado dire
to. En este 
ap��tulo hay que estable
er lasbases de las nuevas t�e
ni
as a utilizar en an�alisis de algoritmos, que 
omo elAOGLMS, integren t�erminos del estilo del Ê[℄.10.7 Convergen
ia en media utilizando la segun-da aproxima
i�onSe parte de la e
ua
i�on de a
tualiza
i�on del ve
tor de error en los pesos(10.15), la 
ual estable
��a que�w(n) =�w(n� 1)� �x(n)~xt(n)Ê[~x(n)xt(n)�w(n� 1)℄++ �x(n)~xt(n)Ê[~x(n)e0(n)℄ (10.46)que utilizando las aproxima
iones propuestas en (10.24) y (10.25) 
ondu
e a�w(n) =�w(n� 1)� �(1� �)x(n)~xt(n)~x(n)xt(n)�w(n� 1)++ �(1� f)x(n)~xt(n)~x(n)e0(n) (10.47)y tomando valor esperado se llega a la e
ua
i�on bus
ada:E[�w(n)℄ =[I � �(1� f)�℄E[�w(n� 1)℄++ �(1� f)E[x(n)~xt(n)~x(n)e0(n)℄ (10.48)En esta expresi�on se puede apre
iar un po
o mejor lo que signi�
a ha
er estaaproxima
i�on. Por un lado elimina la in
uen
ia de los ve
tores de error en lospesos a nuestras pasadas, que ya se ha 
omprobado que in
uye bastante en la
onvergen
ia del algoritmo en media 
omo pone de mani�esto la �gura 10.1. Sinembargo, pare
e a
ertada su sustitu
i�on en el segundo miembro, puesto que alestar evaluando un valor esperado (estimador) de unas variables 
onjuntamenteesta
ionarias7, se puede a�rmar que di
ho estimador se a
er
a al valor verdadero7Aqu�� est�a la 
lave. Si Ê[a℄ es independiente del resto y `a' es esta
ionaria, enton
es sepuede a�rmar que Ê[a℄ = E[a℄ 
on bastante aproxima
i�on.
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onforme aumenta el n�umero de datos. S�olo permane
e el primer sumando deeste estimador que es 
laramente dependiente de las variables aleatorias quea
ompa~na, pero 
orregido por el fa
tor (1� f).A la vista de lo 
ual se puede 
on
luir, teniendo en 
uenta el 
omentariodel p�arrafo anterior, que la expresi�on m�as exa
ta para la 
onvergen
ia en mediaviene dada por:E[�w(n)℄ =[I � �(1� f)�℄E[�w(n� 1)℄++�(1� f)RtR n�1Xi=1 fn�iE[�w(i� 1)℄ + �(1� f)E[x(n)~xt(n)~x(n)e0(n)℄(10.49)que re
oge las dos propiedades 
omentadas anteriormente:a) In
luye los ve
tores de error en los pesos para todos los tiempos que in
u-yen en la e
ua
i�on.b) Apare
en `los restos' del t�ermino independiente. Aunque no son deseablesya que produ
en un sesgo en los estimadores.El sesgo en los estimadores viene dado por E[�w(1)℄. Este valor se pue-de obtener de (10.49), 
omo es habitual, suponiendo que se ha llegado a la
onvergen
ia y despejando:E[�w(1)℄ = (1� f) I(1� f)��RtRE[x(n)~xt(n)~x(n)e0(n)℄Como se sab��a el sesgo es un in�nit�esimo de orden (1� f) y no depende de �.Para que la solu
i�on 
onverja efe
tivamente a esta solu
i�on esta
ionaria esne
esario que las ra��
es del polinomio 
ara
ter��sti
o sean menores que 1. Elproblema es que aqu�� las 
omponentes no se desa
oplan en la base en la queRtR es diagonal. Para tener una idea del intervalo de valores �; �� y �R enel 
ual se produ
e la 
onvergen
ia se estudiar�a el 
aso de una �uni
a in
�ognita.Para esta situa
i�on la e
ua
i�on homog�enea aso
iada toma la forma:E[�w(n)℄ = [1� �(1� f)��℄E[�w(n � 1)℄� �(1� f) n�1Xi=1 �Rfn�iE[�w(n� i)℄El polinomio 
ara
ter��sti
o se 
onstruye suponiendo que la solu
i�on es de laforma E[�w(n)℄ = xn:xn = [1� �(1� f)��℄xn�1 � �(1� f)�Rf xn�1 � fn�1x� f



276 CAP�ITULO 10. EL ALGORITMO AOGLMSY dado que f < 1 para n su�
ientemente grandes se puede rees
ribir 
omo:xn�1 �x� 1 + �(1� f)�� + � (1� f)f�Rx� f � = 0que aparte de la solu
i�on trivial x = 0 tiene 
omo solu
iones las ra��
es de:x2 + [�(1� f)�� � (1 + f)℄x+ f [1� �(1� f)(�� � �R)℄ = 0donde ha
iendo �� = �R se re
upera la expresi�on dada en (10.19) 
omo era deesperar.Las solu
iones de esta e
ua
i�on 
uadr�ati
a son:x =1 + f � �(1� f)��2 �� p(1 + f � �(1� f)��)2 � 4f [1� �(1� f)(�� � �R℄2 (10.50)ahora, al introdu
ir un nuevo par�ametro en el an�alisis, x es fun
i�on de x =x(��R; ���; f) y por tanto no es posible realizar una representa
i�on gr�a�
a
omo la de la �gura 10.1. Sin embargo s�� es posible dis
utir algunos aspe
tos:a) Cuando f ! 1 se sigue que x! 1 y no hay 
onvergen
ia.b) Cuando el fa
tor de olvido tiende a 
ero, se 
umple que x = 1 � ���(aparte de la solu
i�on trivial). Esta solu
i�on se en
ontrar�a en el an�alisisdel CGLMS 
omo se adelant�o en la p�agina 260 aunque esta de aqu�� sea laexpresi�on 
orre
ta al apare
er �� y no �R, all�� s�olo se quiso presentar elresultado para poder ampliar el 
omentario.10.8 Simula
ionesUna vez estudiado el algoritmo AOGLMS y 
omprobado te�ori
amente que
onverge, es el momento de veri�
arlo mediante simula
iones. A tal �n se hanideado tres 
onjuntos de simula
iones: en el primero se intenta 
orroborar queefe
tivamente el AOGLMS 
umple el prin
ipal requisito que se le exigi�o 
uandose dise~no, es de
ir, que fun
ione 
uando la matriz aso
iada no sea de�nida; en elsegundo se presenta una idea del 
omportamiento del algoritmo en la identi�
a-
i�on de modelos de diversos �ordenes y 
on distintos niveles de ruido; �nalmentese detalla una apli
a
i�on de AOGLMS en la e
ualiza
i�on 
iega de una 
onstela-
i�on 4-Q.A.M transmitida por un modelo AR. Es 
onveniente desta
ar en estepunto que no se pretende ha
er un estudio mediante simula
iones pormenoriza-do, 
omo se hizo para el algoritmo ORIV, sino simplemente mostrar por en
imalas propiedades del nuevo algoritmo. El prin
ipal trabajo en esta parte de laMemoria ha sido su dedu

i�on te�ori
a.
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Figura 10.2 Convergen
ia de AOGLMS 
on una matriz no de�nida10.8.1 Comportamiento de AOGLMS 
uando la matrizaso
iada no es de�nidaSe 
onsidera un modelo AR de orden 2 
on 
oe�
ientes 
omplejos [1 � 1 +0:9i 0:04 � 0:44i℄ que se pretende identi�
ar mediante las e
ua
iones norma-les de orden 4, tal y 
omo se des
ribieron en el apartado 8.10. El pro
eso deex
ita
i�on es un 4-Q.A.M formado por variables i.i.d 
on distribu
i�on de pro-babilidad 
onstante y 
on posibles valores f1 + 2i; 1� 2i; �1 + 2i; �1� 2ig.El algoritmo AOGLMS se implementar�a 
on el mismo n�umero de e
ua
ionesque de in
�ognitas, por lo que la matriz aso
iada a este problema 
on
reto tiene
omo autovalores �1 = �105 � 99i y �2 = 8:75 � 6:2i y por tanto su partereal no es de�nida. Contar�a 
on series de 40000 datos 
ada una y se llevar�an a
abo 200 realiza
iones. Los par�ametros libres del algoritmo se han �jado 
omo� = 8 � 10�10 y f = 0:99.Seg�un el an�alisis te�ori
o llevado a 
abo, el algoritmo GLMS no es 
apaz de
onverger en estas 
ir
unstan
ias. El 
omportamiento del AOGLMS se muestraen la �gura 10.2, en ella se puede apre
iar que la velo
idad de 
onvergen
ia esmuy lenta pero que de he
ho 
onverge. Sin embargo, tal y 
omo se esperaba elGLMS no puede 
onverger. Para mostrar esto �ultimo se han elegido dos fa
toresde olvido muy peque~nos de distinto signo, 
omo se observa en las gr�a�
as 10.3(a)y 10.3(b) diverge en ambos 
asos. Al ser el autovalor de mayor peso (el demayor valor absoluto) el de signo negativo, para un tama~no del paso negativola 
omponente aso
iada a este autovalor empieza a 
onverger, sin embargo, en
uanto las itera
iones van aumentando, la 
omponente aso
iada al autovalorpositivo diverge 
laramente 
on lo que el resultado neto es una divergen
ia
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(a) � = �5 � 10�7, 40000 datos y 200realiza
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(b) � = 5 � 10�11, 5000 datos y 200 rea-liza
ionesFigura 10.3 Constata
i�on de la no 
onvergen
ia de GLMS 
on R no de�nidageneral. Para este 
aso se han tenido que emplear un mayor n�umero de datos yun tama~no del paso ligeramente mayor para poder apre
iarlo 
laramente; si sehubiesen empleado s�olo 5000 datos 
on � = 5 � 10�11 se habr��a observado una
onvergen
ia (
ausada por la 
omponente aso
iada al mayor autovalor) muylenta, ya que la fase divergente empezar��a mu
ho m�as all�a de los 5000 datos.Una vez 
onstatada la 
onvergen
ia del AOGLMS se puede ha
er que 
on-verja a valores m�as bajos siempre y 
uando se disminuya el tama~no del paso. Siesto se llevara a 
abo el n�umero de itera
iones ne
esarias ser��a desorbitante.El gran n�umero de itera
iones ne
esarias es debido a la dispersi�on de autova-lores de la matrizRtR. Como se ver�a m�as adelante en situa
iones no patol�ogi
asel n�umero de itera
iones ne
esarias disminuye hasta valores m�as razonables.10.8.2 Identi�
a
i�on 
iega de modelos MA en ambientesruidosos mediante AOGLMSEl segundo grupo de simula
iones, que se van a llevar a 
abo para dar unaidea del 
omportamiento del algoritmo AOGLMS, 
onsiste en identi�
ar siste-mas MA mediante la e
ua
i�on de Giannankis-Mendel. Este mismo problema setrat�o en el an�alisis del algoritmo ORIV y aqu�� se volver�an a emplear los mismosmodelos. En la tabla 10.2 se presentan los 
oe�
ientes de los modelos empleadosy la dispersi�on de la matriz aso
iada, teniendo en 
uenta los siguientes puntos:
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(b) Modelo A, � = 10�4 f = 0:999
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(
) Modelo B, � = 10�4:5 f = 0:999 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
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(d) Modelo B, � = 10�4 f = 0:999Figura 10.4 Evolu
i�on del MSD para los modelos A y B1. Se va a implementar la modalidad de AOGLMS sobredeterminado, deforma que se puedan emplear las 3q+1 e
ua
iones, que propone la e
ua
i�onGM, para identi�
ar las 2q + 1 in
�ognitas8 del problema.2. Para resolver el problema basta de�nir las variables ~x(n), x(n) y d(n) queapare
en en la tabla 10.1 tal y 
omo se de�nieron para el algoritmo ORIVen el apartado 5.3.3. De esta manera el 
omportamiento del algoritmo viene determinado porla dispersi�on de autovalores de la matriz RtR donde R = E[~x(n)xt(n)℄.8V�ease el apartado 5.2.
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ientes Dispersi�onA [1 � 0:8℄ 3.2211B [1 � 1:25℄ 13.3117C [1 � 1:1314 0:6400℄ 41.3750D [1 � 2:33 0:6400℄ 3048E [1 � 0:9 0:385 � 0:771℄ 279Tabla 10.2 Modelos MA identi�
ados mediante AOGLMS
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(b) GLMS, � = 10�3:5Figura 10.5 Evolu
i�on del MSD del modelo CLos modelos MA se ex
itan mediante pro
esos i.i.d formados por variables
on una fun
i�on densidad de probabilidad exponen
ial por un lado, de media 0,varianza 1, fa
tor de asimetr��a 2 y 
urtosis 6. Se dispone de series de 40000 y100000 muestras ruidosas y los resultados se promedian sobre 200 realiza
iones.El ruido a~nadido se ha generado �ltrando ruido blan
o gaussiano a trav�es de un�ltro ARMA 
on 
oe�
ientes MA= [1 � 1:25℄ y AR= [1 � 2:2 1:77 � 0:52℄ ylos niveles de ruido estudiados han sido 20, 15, 10, 5 y 0 dB (aunque para 0 dBno 
onverge nun
a).Los resultados que se muestran a 
ontinua
i�on se han elegido 
omo los mejo-res dentro de un pro
eso de b�usqueda: para 
ada modelo y SNR se ha
��a variarel tama~no del paso seg�un la fun
i�on � = 10ex donde ex = �6; �5:5; �5;...,�3:5 y el fa
tor de olvido f tomaba los valores f = 0:9; 0:99 y 0:999. En la�gura 10.4(a) se muestra la evolu
i�on del MSD para el modelo A y los nivelesde ruido indi
ados, 
uando � = 10�4:5 y f = 0:999. La le
tura de la gr�a�
a
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erse atendiendo a las siguientes aso
ia
iones:}...20 dB�...15 dBo...10 dB� ...5 dBAn�alogamente, en la �gura 10.4(b) se representan los resultados para elmodelo A pero 
on � = 10�4 y f = 0:999. En ambas �guras (n�otese la diferen
iade es
alas) se pueden apre
iar aspe
tos 
omunes a los algoritmos tipo m�aximapendiente y a aquellos que trabajan 
on estad��sti
a de alto orden, 
omo porejemplo que 
uanto menor es el tama~no del paso tienden a un valor de D(1)menor pero tardan m�as en 
onverger; a su vez son menos sensibles a la SNRque otros algoritmos del mismo tipo pero basados en estad��sti
a de segundoorden. De todas maneras el prin
ipal objetivo de estas gr�a�
as es mostrarque AOGLMS de he
ho 
onverge para estos modelos, aspe
to important��simopuesto que GLMS no es 
apaz de identi�
ar estos modelos 
omo se dis
utir�am�as adelante.La evolu
i�on del MSD para el modelo B y para los mismos pares de valores delos par�ametros � y f que para el modelo A se presentan en las �guras 10.4(
) y10.4(d). Al ser su dispersi�on de autovalores mayor, el 
omportamiento observadoes peor. En parti
ular para � = 10�4 es m�as inestable.
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(b) Modelo E, � = 10�4:5 f = 0:999Figura 10.6 Evolu
i�on del MSD para los modelos D y EPara el modelo C las simula
iones dan resultados a
eptables para � = 10�4:5y f = 0:999 y se detallan en la �gura 10.5(a). Tal y 
omo ya se sab��a delan�alisis de ORIV y de los 
omentarios pre
edentes, al tener el modelo D una



282 CAP�ITULO 10. EL ALGORITMO AOGLMSdispersi�on tan elevada los algoritmos tienen grandes di�
ultades en al
anzar la
onvergen
ia, la evolu
i�on para � = 10�5:5 y f = 0:999 se presenta en la �gura10.6(a); 
omo se observa el tiempo de 
onvergen
ia es enorme. Finalmente sepresentan los resultados para el modelo E 
on � = 10�4:5 y f = 0:999 en la�gura 10.6(b), y dado que su dispersi�on no es muy elevada da resultados 
onuna desvia
i�on en media 
uadr�ati
a a
eptable, t�engase en 
uenta que se est�anestimando 7 par�ametros.Se quiere 
omparar el 
omportamiento des
rito del AOGLMS 
on el deGLMS en la misma situa
i�on, en la identi�
a
i�on 
iega de sistemas MA me-diante la e
ua
i�on de GM. Lo primero que hay que ha
er notar es que GLMS nopuede tratar 
on sistemas sobredeterminados, por lo que la longitud de la varia-ble instrumental hay que a
ortarla hasta igualar la del ve
tor de datos x(n), as��se 
onsigue tener el mismo n�umero de e
ua
iones que de in
�ognitas. Por otrolado, la 
onvergen
ia del algoritmo viene determinada por los autovalores de lamatriz R = E[~x(n)xt(n)℄, 
uadrada por tanto en este 
aso. La dispersi�on de laparte real de los autovalores para 
ada modelo se detalla a 
ontinua
i�on:modelo A ... -0.8611modelo B ... -1.0213modelo C ... 20.9897modelo D ... 29.6193modelo E ... -2.4734Para aquellos modelos 
uya dispersi�on sea negativa no es posible la 
onver-gen
ia mediante GLMS, ya que indi
an la existen
ia de autovalores positivos ynegativos, por lo que R no es de�nida. Si los autovalores son 
omplejos, paraque haya 
onvergen
ia es ne
esario que sus partes reales tengan el mismo signo:los modelos C y D 
umplen este requisito. Sin embargo 
omo el modelo D tieneun autovalor de valor 0:2652+ 0:4062i y su parte real es muy peque~na, la 
on-vergen
ia se ha
e muy dif��
il, ya que al trabajar 
on estimadores de la matrizR, puede que a ve
es este autovalor presente un estimador 
on la parte realnegativa que impedir��a la 
onvergen
ia. La evolu
i�on del MSD para el modeloC se presenta en la �gura 10.5(b) junto 
on la evolu
i�on de la MSD del mismomodelo obtenida mediante el algoritmo AOGLMS (�gura 10.5(a)). No se bus
auna 
ompara
i�on rigurosa, sino una mera ilustra
i�on; ambos algoritmos tardanunas 40000 itera
iones en al
anzar el estado esta
ionario para una SNR=20 dB,sin embargo, para este 
aso AOGLMS mejora en 10 dB el MSD(1) de GLMS,adem�as de mejorar por varios dB para otras SNRs.



10.8. SIMULACIONES 28310.8.3 Apli
ando el algoritmo AOGLMS a e
ualiza
i�on
iegaEl �ultimo grupo de simula
iones presenta una apli
a
i�on del AOGLMS a lae
ualiza
i�on de un pro
eso 4-Q.A.M que ha sido transmitido (�ltrado) por unmodelo AR= [1 � 0:4+ 0:4i℄. La e
ualiza
i�on se llevar�a a 
abo en dos fases, enprimer lugar se identi�
a el modelo AR siguiendo el mismo m�etodo que en lassimula
iones del apartado 10.8.1, y en segundo lugar se �ltra la se~nal de salidapor un �ltro MA, de 
oe�
ientes los estimados para el AR en el primer paso.Se supone que el ambiente no es ruidoso.La longitud de la se~nal es de 10000 muestras y tras promediar 200 realiza-
iones el estimador del 
oe�
iente del modelo AR es �0:3961+ 0:3953i 
on unadesvia
i�on estandar de 0.0349, habiendo �jado � = 5�10�7 y f = 0:99. Parailustrar gr�a�
amente el problema en la �gura 10.7(a) se presentan 50 mues-tras de la salida del 
anal para una realiza
i�on arbitraria y en la �gura 10.7(b)la misma salida e
ualizada; 
omo se puede apre
iar se re
upera 
laramente laestru
tura de la 
onstela
i�on 4-Q.A.M aunque 
on un peque~no sesgo.
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(b) Salida e
ualizadaFigura 10.7 E
ualiza
i�on 
iega mediante AOGLMS
10.8.4 Con
lusi�onTal y 
omo se ha podido 
onstatar mediante simula
iones, el algoritmoAOGLMS tiene un 
omportamiento mejor al de GLMS 
on la ventaja de que es
apaz de fun
ionar en situa
iones donde el segundo no puede. En de�nitiva, se



284 CAP�ITULO 10. EL ALGORITMO AOGLMSha estable
ido la superioridad del nuevo algoritmo 
on respe
to al ya existente,a falta de llevar a 
abo un an�alisis m�as riguroso.



Cap��tulo 11
Algunas versiones dire
tasdel algoritmo GLMS
Introdu

i�onEl prin
ipal objetivo del �ultimo 
ap��tulo de esta parte de la Memoria espresentar tres nuevas versiones del algoritmo GLMS. Estas versiones, en 
iertamanera, 
ompletan el 
uadro formal que se ha ido 
reando desde el 
omienzode la Memoria 
on el algoritmo ORIV.S�olo se pretende motivar un po
o la 
rea
i�on de estos algoritmos y a~nadir unm��nimo an�alisis que 
erti�que el 
orre
to fun
ionamiento de los mismos tantoen media 
omo en media 
uadr�ati
a. La 
onvergen
ia se 
orroborar�a mediantesimula
iones.El primer algoritmo que se propone intenta, mediante la 
orre
ta ele

i�on dela fun
i�on 
oste, solventar el problema del GLMS de no 
onverger 
on matri
esno de�nidas. Apare
e sin embargo un peque~no sesgo en los estimadores obteni-dos 
on este nuevo algoritmo. Para evitar este problema se propone un segundoalgoritmo 
ompletamente ad-ho
. El ter
er algoritmo se sale un po
o de la l��neaanterior ya que lo que 
onstituye es una versi�on del GLMS normalizado.El algoritmo CGLMS se presenta en el apartado 11.1 donde adem�as se in-
luye un an�alisis de su 
onvergen
ia en media y en media 
uadr�ati
a. An�alogotratamiento re
iben los algoritmos A1GLMS y PNGLMS en los apartados 11.2y 11.3 respe
tivamente. Para 
on�rmar su 
onvergen
ia en el apartado 11.4 semuestran los resultados de algunas simula
iones. Para 
on
luir, en el apartado11.5, se presenta un 
uadro resumen 
on los algoritmos de las partes primera y285



286 CAP�ITULO 11. VERSIONES DEL GLMSsegunda de la Memoria.11.1 El algoritmo GLMS 
uadr�ati
o, CGLMSEn la mayor��a de los problemas de estima
i�on lineal se suele bus
ar 
omosolu
i�on aquella que minimi
e el error 
uadr�ati
o medio MSE=E[e2(n)℄. Sin em-bargo en el problema 
entral de esta Memoria lo que se pretende es imponer queE[~x(n)e(n)℄ = 0 , por lo que una posible manera de 
onseguirlo es minimizandola siguiente 
antidad k E[~x(n)e(n)℄ k2.No se debe perder de vista que lo que se bus
a es un algoritmo del tipogradiente esto
�asti
o y, 
omo tal, pres
indir�a de 
ualquier tipo de operador`valor esperado' en su formula
i�on. Por tanto, en vez de minimizar el 
riterioanterior, se mimizar�a la siguiente fun
i�on de 
oste esto
�asti
a:f̂(n) =k ~x(n)e(n) k2Dado que e(n) = d(n)� xt(n)w(n� 1) se 
umple quer̂i(n) = �f̂(n)�wi(n� 1) = �2xi(n)~xt(n)~x(n)e(n)Re
ordando adem�as la estru
tura general de los algoritmos de gradiente es-to
�asti
o, se propone 
omo e
ua
i�on 
entral del nuevo algoritmo la siguiente:w(n) = w(n� 1) + �x(n)~xt(n)~x(n)e(n) (11.1)Esta e
ua
i�on es la base del algoritmo GLMS 
uadr�ati
o o CGLMS, des
rito ensu totalidad en la tabla 11.1. Ini
ializa
i�on:w(0) = 0Con la llegada de un nuevo dato:
onstruir x(n), ~x(n) y d(n)e(n) = d(n)� xt(n)w(n� 1)w(n) = w(n� 1) + �x(n)~xt(n)~x(n)e(n)Tabla 11.1 Pro
eso iterativo del algoritmo CGLMS



11.1. EL ALGORITMO GLMS CUADR�ATICO, CGLMS 287Como se puede 
omprobar la �uni
a diferen
ia 
on el algoritmo GLMS seen
uentra en el t�ermino del gradiente que en este 
aso est�a multipli
ado porla matriz x(n)~xt(n). La ventaja de in
luir esta matriz es que de esta manerael algoritmo es 
apaz de resolver problemas sobredeterminados, aunque la ver-dadera motiva
i�on de elegir esta fun
i�on 
oste (y por tanto in
luir esta matrizextra) es 
onseguir que el algoritmo 
onverja aunque la matriz R aso
iada nosea de�nida. Esto se ha bus
ado ha
iendo que la fun
i�on f̂(n) sea 
uadr�ati
ade forma que el gradiente siempre apunta a un m��nimo estable. Otra 
uesti�ona dis
utir es 
omprobar que ese m��nimo de verdad es la solu
i�on bus
ada.11.1.1 Convergen
ia en mediaDe nuevo se supondr�a que d(n) = wt0x(n)+e0(n). Re
u�erdese que la solu
i�onw0 es tal que E[~x(n)e0(n)℄ = 0 (11.2)Partiendo de la e
ua
i�on (11.1) se puede es
ribir que�w(n) =[I � �x(n)~xt(n)~x(n)xt(n)℄�w(n� 1)++ �x(n)~xt(n)~x(n)e0(n) (11.3)Por ahora s�olo se asumir�a la siguiente hip�otesis de independen
ia:HI1 El ve
tor w(n) s�olo depende de las variables x(i), ~x(i) y d(i) hasta tiempon, es de
ir, i = 1:::n.Con esto resulta que:E[�w(n)℄ = [I � ��℄E[�w(n� 1)℄ + �E[x(n)~xt(n)~x(n)e0(n)℄Donde � = E[ 1(n)℄ siendo  1(n) = x(n)~xt(n)~x(n)xt(n). Como se puedeapre
iar, esta e
ua
i�on no arroja 
onvergen
ia en media del algoritmo debidoa la permanen
ia del t�ermino independiente. S�olo 
on la e
ua
i�on (11.2) no essu�
iente, se ha
e ne
esario introdu
ir alguna 
ondi
i�on o hip�otesis m�as. Estahip�otesis 
onsiste en suponer que:HI2 La variable e0(n) es independiente del resto de pro
esos aleatorios y es demedia nula.Es una hip�otesis estri
tamente 
ierta en algunos problemas, 
omo identi�
a
i�on
iega de modelos AR y 
ontiene a la 
ondi
i�on (11.2) 
omo 
aso parti
ular.



288 CAP�ITULO 11. VERSIONES DEL GLMSCon esta nueva hip�otesis se obtiene el resultado deseado:E[�w(n)℄ = [I � ��℄E[�w(n� 1)℄Trabajando en la base en la que � es diagonal,E[�wi(n)℄ = [1� ���i℄E[�wi(n� 1)℄esta re
ursi�on tender�a a 
ero siempre y 
uando:j1� ���ij < 1 ) 0 < � < 2��i (11.4)Como se puede apre
iar la matriz � es de�nida positiva por lo que ��i > 0y por tanto se puede en
ontrar un valor de � que veri�que (11.4) 8 ��i. Nole o
urre lo mismo que al algoritmo GLMS; sin embargo, � se ve afe
tada porruido aditivo gaussiano y R no.11.1.2 Convegen
ia en media 
uadr�ati
aA partir de la expresi�on (11.3) se puede 
onstruir el produ
to externo,�w(n)�wt(n) = [I � �x(n)~xt(n)~x(n)xt(n)℄�w(n� 1)�wt(n� 1)[I � �x(n)~xt(n)~x(n)xt(n)℄++ �2x(n)~xt(n)~x(n)~xt(n)~x(n)xt(n)e20(n)++ 2[I � �x(n)~xt(n)~x(n)x(n)℄�w(n� 1)~xt(n)~x(n)xt(n)e0(n) (11.5)Debido a HI1 y a la 
onvergen
ia en media del algoritmo, el 3er sumandodel miembro de la dere
ha tiende a 0 una vez tomado valor esperado. El restode sumandos 
ondu
e a:R�(n) =R�(n� 1)� ��R�(n� 1)� �R�(n� 1)�++ �2E[ 1(n)R�(n� 1) 1(n)℄ + �2�20� (11.6)donde � = E[x(n)~xt(n)~x(n)~xt(n)~x(n)xt(n)℄.Para proseguir 
on el an�alisis se tomar�a � � 0 y se despre
iar�a el 
oe�
ientede R�(n � 1) en �2. Bajo esta 
ondi
i�on y trabajando en la base en la que �es diagonal: Di(n) = (1� 2���i)Di(n� 1) + �2�20�iisiendo Di(n) = R�ii(n).



11.2. EL ALGORITMO A1GLMS 289Como siempre, a partir de esta expresi�on se obtendr�a informa
i�on a
er
adel tiempo de 
onvergen
ia y del valor en 
onvergen
ia. Para el tiempo de
onvergen
ia resulta:Di(�i)Di(0) = 1e ) �i = �1ln(1� 2���i) ���0 12���iSi �este es el tiempo de 
onvergen
ia para la 
omponente i-�esima, se puede de�niruno total 
omo promedio de ellos:�i = 1qXi �i = 12�qTrf��1gdonde q es el n�umero de in
�ognitas.En lo que respe
ta al valor en 
onvergen
ia:Di(1) = �2�20 �ii��iy dado que MSD=TrfR�g resulta:MSD(1) = �2�20Trf��1�g11.2 El algoritmo A1GLMSEste algoritmo se propone, 
ompletamente ad-ho
 partiendo de CGLMS,para eliminar el sesgo que CGLMS presenta bajo HI1. La solu
i�on se basa ena
eptar otra hip�otesis de independen
ia ya 
ono
ida y menos restri
tiva queHI2:HI3 Los ve
tores x(n) y ~x(n� i) son independientes para i 6= 0, adem�as de seri.i.d.Bajo esta nueva hip�otesis se propone 
omo e
ua
i�on de a
tualiza
i�on de lospesos: w(n) = w(n� 1) + �x(n+ 1)~xt(n+ 1)~x(n)e(n) (11.7)n�otese que la diferen
ia estriba en que la matriz x(n+1)~xt(n+1) est�a de�nidaa tiempo n + 1 y no a tiempo n. La in
uen
ia de esta modi�
a
i�on quedar�a
lara en el an�alisis subsiguiente. El algoritmo que se 
onstruye a partir de estae
ua
i�on re
ibe el nombre de `CGLMS aumentando en 1 el instante temporal'o A1GLMS. Los pasos requeridos por el algoritmo A1GLMS se detallan en latabla 11.2.



290 CAP�ITULO 11. VERSIONES DEL GLMSIni
ializa
i�on:w(0) = 0Con la llegada de un nuevo dato:
onstruir x(n+ 1), ~x(n+ 1) y d(n+ 1)e(n) = d(n)� xt(n)w(n� 1)w(n) = w(n� 1) + �x(n+ 1)~xt(n+ 1)~x(n)e(n)Tabla 11.2 Pro
eso iterativo del algoritmo A1GLMS
11.2.1 Convergen
ia en mediaSiguiendo el mismo pro
edimiento empleado mu
has ve
es ya en esta Me-moria, se llega, partiendo de la e
ua
i�on (11.7), a la siguiente expresi�on para elve
tor de error en los pesos:�w(n) =[I � �x(n+ 1)~xt(n+ 1)~x(n)xt(n)℄�w(n� 1)++ �x(n+ 1)~xt(n+ 1)~x(n)e0(n) (11.8)Tomando valor esperado, teniendo en 
uenta HI1 y HI3, se obtiene,E[�w(n)℄ = [I � �RtR℄E[�w(n� 1)℄ + �RtE[~x(n)e0(n)℄Pero por el prin
ipio de ortogonalidad el segundo sumando del miembro de ladere
ha es nulo, 
on lo 
ual se puede es
ribir queE[�w(n)℄ = [I � �RtR℄E[�w(n� 1)℄Como siempre, para estudiar esta e
ua
i�on, si se trabaja en la base en la queRtR es diagonal, se dedu
e que 
onverge a 
ero la solu
i�on si0 < � < 2�i 8 �iEs de
ir, en esta situa
i�on los estimadores ser�an no sesgados.



11.3. EL ALGORITMO PNGLMS 29111.2.2 An�alisis de la 
onvergen
ia en media 
uadr�ati
aPara seguir los pasos habituales en primer lugar se 
onstruye el produ
to�w(n)�wt(n) = [I � �x(n+ 1)~xt(n+ 1)~x(n)xt(n)℄�w(n� 1)�wt(n� 1)[I � �x(n)~xt(n)~x(n+ 1)xt(n+ 1)℄++ �[I � �x(n+ 1)~xt(n+ 1)~x(n)xt(n)℄�w(n� 1)~xt(n)~x(n+ 1)xt(n+ 1)e0(n)++ ( )t++ �2x(n+ 1)~xt(n+ 1)~x(n)~xt(n)~x(n+ 1)xt(n+ 1)e20(n) (11.9)Considerando que se trabaja en 
ondi
iones bajo las 
uales se produ
e 
onver-gen
ia en media, asumiendo que n!1 y bajo HI1 y HI3 el segundo y el ter
ersumando de la expresi�on se anulan una vez tomado valor esperado. El resto det�erminos dan:R�(n) =R�(n� 1)� �RtRR�(n� 1)� �R�(n� 1)RtR++ �2E[x(n+ 1)~xt(n+ 1)~x(n)xt(n)R�(n� 1)x(n)~xt(n)~x(n+ 1)xt(n+ 1)℄++ �2N (11.10)dondeN = E[x(n+1)~xt(n+1)E[~x(n)~xt(n)e20(n)℄~x(n+1)xt(n+1)℄. Se obtendr�ainforma
i�on de esta e
ua
i�on trabajando en la base en la que la matriz RtR esdiagonal. Adem�as se despre
iar�a el 
oe�
iente en �2 de R�(n� 1):Di(n) = (1� 2��i)Di(n� 1) + �2Nii (11.11)An�alogamente al algoritmo CGLMS, de (11.11) se obtiene un tiempo de
onvergen
ia para el MSD dado por:� = 1� 12qTrf(RtR)�1gy un valor para el error 
uadr�ati
o medio en 
onvergen
ia de:MSD(1) = �12Trf(RtR)�1Ng11.3 El algoritmo PNGLMSEste algoritmo se basa en el GLMS estudiado 
on anterioridad. Por 
onve-nien
ia se retomar�an algunas de sus expresiones. La e
ua
i�on de a
tualiza
i�onde los pesos del �ltro ven��a dada por:w(n) = w(n� 1) + �~x(n)e�(n) (11.12)



292 CAP�ITULO 11. VERSIONES DEL GLMSdonde e(n) = d(n) � wH(n � 1)x(n) se denomina error a priori, w(n) es elestimador de w0 a tiempo n y el fa
tor � (real) re
ibe el nombre de tama~no delpaso (step size).Se puede de�nir un nuevo error de la siguiente manera ep(n) = d(n) �wH(n)x(n), denominado error a posteriori, ya que utiliza el estimador de w0a tiempo n, en vez de a tiempo n � 1. Es de esperar por tanto, que lleve m�asinforma
i�on que el error a priori, ya que 
uenta 
on los datos obtenidos a tiempon. La e
ua
i�on de a
tualiza
ion (11.12) se ver�a bene�
iada por el uso de esteerror y, en de�nitiva, se propone esta nueva expresi�on:w(n) = w(n� 1) + �~x(n)e�p(n) (11.13)Para que esta e
ua
i�on sea �util, ser��a 
onveniente en
ontrar una expresi�on quepermita 
al
ular el error a posteriori sin utilizar (ya que no se dispone de �el)w(n). De (11.13) se obtiene f�a
ilmente:d(n)�wH(n)x(n) = d(n)�wH(n� 1)x(n)� �ep(n)~xH(n)x(n)y de aqu�� es dire
to que ep(n) = e(n)1 + �~xH(n)x(n)Por lo que �nalmente se obtiene quew(n) = w(n� 1) + �1 + �xH(n)~x(n) ~x(n)e�(n) (11.14)Esta re
ursi�on para la a
tualiza
ion de los pesos del �ltro adaptativo, tiene elaspe
to de las utilizadas en los 
ono
idos 
omo algoritmos normalizados tipoLMS. En este 
aso, se estar��a trabajando, por tanto, 
on una versi�on de unalgoritmo normalizado para GLMS, basado en el uso del error a posteriori.Se denomina por tanto Posteriori Normalized Generalized Least Mean SquareAlgorithm (PNGLMS). Los pasos del pro
eso iterativo que de�ne se detallan enla tabla 11.3. Ini
ializa
i�on:w(0) = 0Con la llegada de un nuevo dato:
onstruir x(n), ~x(n) y d(n)e(n) = d(n)�wH(n� 1)x(n)w(n) = w(n� 1) + �1+�xH (n)~x(n) ~x(n)e�(n)Tabla 11.3 Pro
eso iterativo del algoritmo PNGLMS



11.3. EL ALGORITMO PNGLMS 293La motiva
i�on que di�o lugar al algoritmo LMS normalizado es minimizar ladistan
ia entrew(n�1) y w(n) en 
ada itera
i�on, sujetos a una 
ierta 
ondi
i�on.La misi�on del denominador en (11.14) ser��a 
ontrarrestar las posibles os
ila
ionespuntuales tanto de ~x(n) 
omo de x(n); as��, si 
ambia mu
ho ~x(n) en un instantedado, no tiene porqu�e ha
erlo w(n).11.3.1 Convergen
ia en media.Partiendo de (11.14) y sumando y restando a 
ada miembro los t�erminosade
uados se obtiene sin di�
ultad,�w(n) =�I � �1 + �xH(n)~x(n) ~x(n)xH(n)��w(n� 1)++ �1 + �xH(n)~x(n) ~x(n)e�0(n) (11.15)donde e0(n) = d(n)�wH0 x(n).Antes de 
ontinuar se re
uerdan las hip�otesis de independen
ia usuales, re-produ
idas aqu�� por 
onvenien
ia:a) Los ve
tores de entrada x(1), x(2), ..., x(n) 
onstituyen una serie deve
tores estad��sti
amente independientes.b) Los ve
tores de variable instrumental ~x(1), ~x(2), ..., ~x(n) 
onstituyen unaserie de ve
tores estad��sti
amente independientes.
) Los es
alares de respuesta deseada d(1), d(2), ..., d(n) 
onstituyen unaserie de es
alares estad��sti
amente independientes.d) Las series de ve
tores fx(n)g y f~x(n)g son 
onjuntamente esta
ionarias.A la vista de (11.14) se desprende que w(n) s�olo depende de muestras fd(n)g,fx(n)g y f~x(n)g hasta tiempo n y que por tanto es independiente de x(n+1),~x(n+ 1) y d(n+ 1) por las 3 primeras hip�otesis de independen
ia.Tomando valor esperado en (11.15)E[�w(n)℄ =�I � E � �1 + �xH(n)~x(n) ~x(n)xH(n)��E[�w(n� 1)℄++ E� �1 + �xH(n)~x(n) ~x(n)e�0(n)� (11.16)Por su utilidad es 
onveniente 
onsiderar el siguiente 
omentario: Se desea 
al-
ular el valor esperado del produ
to de dos variables aleatorias A y B, una de



294 CAP�ITULO 11. VERSIONES DEL GLMSlas 
uales, por ejemplo A, var��a muy lentamente respe
to de la otra. Se puedesuponer por tanto que se mantiene en torno a su valor medio mientras la otra
ambia. Es de
ir, se puede a
eptar que son independientes:E[AB℄ = E[A℄E[B℄Suponiendo que � es muy peque~na y tomando 
omo base el razonamientoanterior, los valores esperados de (11.16) se pueden aproximar porE� �1 + �xH(n)~x(n) ~x(n)xH(n)� ��E� 11 + �xH(n)~x(n)�E[~x(n)xH(n)℄ ����x~x(�)R (11.17)E� �1 + �xH(n)~x(n) ~x(n)e�0(n)� � �E� 11 + �xH(n)~x(n)�E[~x(n)e�0(n)℄ = 0(11.18)Llegando por tanto aE[�w(n)℄ = [I � ��x~x(�)R℄E[�w(n� 1)℄ (11.19)El 
�al
ulo exa
to de �y~x(�) es muy laborioso, y adem�as, aunque se llevara a
abo, al estar suponiendo un tama~no de paso peque~no, s�olo interesar��an losprimeros t�erminos de su desarrollo en torno a � � 0, ya que s�olo estos ser��anlos signi�
ativos. Se har�a por tanto el 
orrespondiente desarrollo en serie deTaylor:�x~x(�) = E � 11 + �xH(n)~x(n)� = E[1� �xH(n)~x(n)℄ + �(�2) == 1� �TrfRH ℄ + �(�2) (11.20)Si se 
ortase por el primer t�ermino del desarrollo, es de
ir, por el 1, se estar��aen el 
aso del GLMS. Para ver lo que aporta novedoso el algoritmo PNGLMShay que ir un paso m�as all�a y 
ortar a orden �; enton
es (11.19) se 
onvierte en:E[�w(n)℄ = [I � �R+ �2TrfRHgR℄E[�w(n� 1)℄El an�alisis de la 
onvergen
ia de esta e
ua
i�on es el estable
ido para este tipode 
asos, 
omo se hizo por ejemplo 
on el GLMS. Trabajando en la base en laque R es diagonal se desa
oplan las distintas 
omponentes del ve
tor de errorde los pesos. Por ejemplo, para la 
omponente i-esima se tendr��a:E[�w(n)℄i = [1� ��i + �2Tr[RH ℄�i℄E[�w(n� 1)℄iLa solu
i�on de la e
ua
i�on en diferen
ias anterior 
onverger�a a 
ero si se veri�
aque j1� ��i + �2TrfRHg�ij2 < 1



11.3. EL ALGORITMO PNGLMS 295lo que equivale a imponer que, a orden �2,�1<b) 1� 2�<(�i) + �2j�ij2 + 2�2<(�iTrfRHg)<a) 1A 
ontinua
i�on se estudia qu�e restri

iones imponen las desigualdades anteriores:An�alisis de la desigualdad en a)Esta desigualdad es equivalente a:�(�2<(�i) + �j�ij2 + 2�<(�iTrfRHg)) < 0o expresado de otra manera �f(�) < 0 donde f(�) = �2<(�i) + �j�ij2 +2�<(�iTrfRHg). Es de
ir, � y f(�) deben tener distinto signo, lo 
ual indi-
a que el intervalo v�alido para � es aquel para el 
ual la representa
i�on de f(�)en fun
i�on de � se en
uentra en el 2o o 4o 
uadrante . La fun
i�on f(�) tiene
omo propiedades 
ara
ter��sti
as:
ero en �0 = 2<(�i)j�ij2 + 2<(�iTrfRHg)pendiente m = j�ij2 + 2<(�iTrfRHg)Es ne
esario distinguir 4 
asos dependiendo de los signos del 
ero y de la pen-diente:i) m > 0 y �0 > 0: En este 
aso f se mantiene en el 4o 
uadrante para valoresde � 
omprendidos entre 0 y �0.ii) m < 0 y �0 > 0: son v�alidas dos situa
iones, bien para � < 0 o para� > �0.iii) m > 0 y �0 < 0: f se mantiene en el 2o 
uadrante para �0 < � < 0.iv) m < 0 y �0 < 0: vuelven a ser v�alidas dos situa
iones, para � > 0 y� < �0.An�alisis de la desigualdad en b)Imponer la desigualdad b) es lo mismo a imponer que:0 < 2� 2�<(�i) + �2j�ij2 + 2�2<(�iTrfRHg) � f2(�)Es ne
esario por tanto que esta nueva fun
i�on f2(�) sea positiva.



296 CAP�ITULO 11. VERSIONES DEL GLMSPara saber el intervalo de valores de � para el 
ual f2(�) es positiva, es
onveniente 
al
ular sus 
eros:�1;2 = <(�i)�p�j�ij2 + 2<(�iTrfRHg)donde � � <2(�i)�2[j�ij2+2<(�iTrfRHg℄. A partir de aqu�� se pueden dis
utirlos siguientes 
asos:1. � < 0. Lo 
ual impli
a dos 
osas: primero, que los 
eros de la fun
i�on son
omplejos y por tanto no 
orta a los ejes; y segundo, que 0 < <2(�i) <2[j�ij2 + 2<(�iTrfRHg℄ y por tanto:lim�!1 f2(�) = +1Uniendo ambas se llega a la 
on
lusi�on de que f2(�) es positiva 8 �.2. � > 0. Siguiendo un razonamiento an�alogo al 
aso anterior se puedea�rmar que: primero, los 
eros son reales y por tanto la fun
i�on 
ortaa los ejes en dos puntos; y segundo, que dependiendo del signo de g =j�ij2 + 2<(�iTrfRHg) el l��mite de la fun
i�on ser�a +1 �o -1 y por tanto:(a) Si signo(g) > 0 f2(�) ser�a positiva en los intervalos � < �1 y � > �2(b) Si signo(g) < 0 f2(�) ser�a positiva en el intervalo �1 < � < �2En de�nitiva, el intervalo de valores para � v�alido ser�a la interse

i�on de losintervalos que se obtengan de a) y b) m�as la imposi
i�on de que sea peque~no1.Caso parti
ularSupongase que R es una matriz 1� 1, 
on autovalor �, y <(�) > 0.>Qu�e impone a)? que m = 3j�j2 > 0. Estando por tanto en el 
aso i), lo
ual impli
a que debe veri�
arse que:0 < � < 23<� 1�� (11.21)>Qu�e impone b)? que � = �5<2(�) � 6=2(�) < 0. Por tanto, todo valordel tama~no del paso es v�alido.Uniendo las restri

iones impuestas por a) y b), se llega a que el tama~no delpaso debe 
umplir la 
ondi
i�on espe
i�
ada en (11.21).1Todo el an�alisis se basa dire
ta o indire
tamente en que � sea muy peque~no, ya sea aldespre
iar t�erminos, ya al apli
ar hip�otesis de independen
ia, et
.
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ia en media 
uadr�ati
aSe parte de la e
ua
i�on (11.15), reprodu
ida aqu�� por 
onvenien
ia.�w(n) =�I � �1 + �xH(n)~x(n) ~x(n)xH(n)��w(n� 1)++ �1 + �xH(n)~x(n) ~x(n)e�0(n) (11.22)Como � es peque~na se apli
ar�a la t�e
ni
a del promediado dire
to y la aproxi-ma
i�on des
rita en (11.17), por lo que la expresi�on anterior se modi�
a paraobtener,�w(n) = [I � ��x~x(�)R℄�w(n� 1) + �1 + �xH(n)~x(n) ~x(n)e�0(n)�Esta ser�a la e
ua
i�on de partida para 
onstruir el MSD. Si se 
onstruye lamatriz w(n)wH(n), se toma valor esperado y se tienen en 
uenta las hip�otesisde independen
ia, junto 
on (11.18), resulta,R�(n) = [I � ��x~x(�)R℄R�(n� 1)[I � ���x~x(�)RH ℄ + �2�2x~x(�)Re~xdonde se han de�nido las siguientes 
antidades:Re~x = E[~x(n)~xH(n)je0(n)j2℄�2x~x = E"���� 11 + �xH(n)~x(n) ����2#A la vista de los resultados obtenidos para PNGLMS, 
abe resaltar que sepueden obtener los 
orrespondientes a GLMS ha
iendo (1+�xH(n)~x(n))�1 � 1.Para estudiar las 
ondi
iones de 
onvergen
ia de la solu
i�on y en su 
aso aqu�e 
onverge, se trabajar�a en la base en la que R es diagonal. Por lo que lae
ua
i�on que rige la evolu
i�on din�ami
a de los elementos diagonales de la matrizde auto
orrela
i�on del ve
tor de error en los pesos es:Di(n) = j1� ��x~x(�)�ij2Di(n� 1) + �2�2e~x�2x~x(�) (11.23)De esta manera se obtienen las mismas 
ondi
iones para la 
onvergen
ia enmedia 
uadr�ati
a que las ne
esarias para la 
onvergen
ia en media.Suponiendo 
onvergen
ia en (11.23), es de
ir, Di(n) = Di(n� 1) = Di(1),resulta, Di(1) = �21� j1� ��x~x(�)�ij2�2x~x(�)�2e~x (11.24)Para en
ontrar una expresi�on un po
o m�as operativa se tiene, exa
tamen-te igual que antes, que al ser � peque~na, basta 
on la aproxima
i�on (1 +



298 CAP�ITULO 11. VERSIONES DEL GLMS�xH(n)~x(n))�1 = 1 � �xH(n)~x(n). As�� �x~x(�) toma la forma des
rita en(11.20) y para la nueva 
antidad queda, en el orden m�as bajo en �:�2x~x(�) � E[j1� �xH(n)~x(n)j2℄ � 1� 2�<(TrfRHg)Con estas aproxima
iones la expresi�on (11.24) queda:Di(1) = �2<(�i)� �[2<(�iTrfRHg) + j�ij2℄�2e~x[1� 2�<(TrfRHg)℄obviamente es una 
orre
i�on a orden � del resultado para GLMS. Sin embargoen el an�alisis realizado para el GLMS se sol��an despre
iar los t�erminos en � deldenominador por ser muy peque~nos. Aqu�� no se ha
e porque en ellos radi
a ladiferen
ia entre GLMS y PNGLMS.Tiempos de 
onvergen
iaSer��a 
onveniente tener una estima
i�on del tiempo que se ne
esita para que lasolu
i�on de la homog�enea de (11.23) tienda a 0. Pro
ediendo 
omo se ha he
ho
on el resto de e
ua
iones en diferen
ias de esta Memoria, se puede a�rmar que(v�ease ap�endi
e D),�i = �1ln(j1� ��x~x(�)�ij2) ���0 �i = 11� j1� ��x~x(�)�ij2 (11.25)A la vista de esta expresi�on, (11.24) se puede reformular para es
ribirse 
omoDi(1) = �i�2�2x~x(�)�2e~x (11.26)Esta expresi�on puede pare
er po
o l�ogi
a, ya que viene a de
ir que 
uanto mayorsea el tiempo de 
onvergen
ia, mayor ser�a el MSD en 
onvergen
ia. Es de
ir,que 
uanto m�as r�apido 
onverja, menor varianza tendr�an los estimadores de lospesos. Esto va en 
ontra de los resultados del an�alisis de todos los algoritmosadaptativos.Sin embargo, no se puede perder de vista que el �uni
o par�ametro libre que
ontrola el algoritmo es el tama~no del paso �. Por tanto, 
omo el tiempo de 
on-vergen
ia �i depende de �el tambi�en, el fa
tor 
lave en (11.26) es el produ
to �i�2.Y este produ
to se 
omporta linealmente 
on el tama~no del paso. B�asi
amentese puede a�rmar que Di(1) � � (11.27)Ret�omese el razonamiento anterior a la vista de este resultado. Si aumenta eltiempo de 
onvergen
ia es porque disminuye el tama~no del paso (ver (11.25)) ypor tanto, disminuye el MSD en 
onvergen
ia (ver (11.27)). Este resultado s�� esel que 
ab��a esperar, 
ono
ido el 
omportamiento de algoritmos 
omo el LMS,GLMS y variantes.
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ionesCon las simula
iones que se van a presentar en este apartado se pretendesolamente justi�
ar las versiones 
readas del algoritmo GLMS, un estudio m�asriguroso, tanto te�ori
o 
omo experimental, se deja para posteriores trabajos deinvestiga
i�on.11.4.1 Algoritmo CGLMSPara mostrar la 
onvergen
ia de este algoritmo, junto 
on su propiedad de
onvergen
ia in
luso 
uando la matriz R aso
iada es no de�nida, se ha elegidoprobarlo en la identi�
a
i�on 
iega del mismo modelo AR(2) del apartado 10.8.1
on el mismo pro
eso de ex
ita
i�on 4-Q.A.M.En esta o
asi�on se dispone de 30000 muestras y se promedian los resulta-dos de 200 realiza
iones. El tama~no del paso de CGLMS se ha tomado 
omo� = 5 � 10�11. La evolu
i�on din�ami
a del MSD se muestra en la gr�a�
a 11.1.Como se apre
ia la 
onvergen
ia es m�as que satisfa
toria. Mirando 
on detalle a
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Figura 11.1 Convergen
ia de CGLMS 
on R no de�nidasla e
ua
i�on de a
tualiza
i�on del algoritmo CGLMS en la tabla 11.1 se puede ad-vertir que este algoritmo es una espe
ie de LMS 
on tama~no del paso variable2e igual a �~xt(n)~x(n); a la vista de lo 
ual no es de extra~nar su buen 
om-portamiento. Ser��a sumamente interesante probar este algoritmo en ambientesruidosos para determinar en qu�e medida aumenta el sesgo de sus estimadores.2Otras versiones 
on � variable se pueden en
ontrar en [AB01℄, [GWK99℄ y [HTL00℄, entreotros.



300 CAP�ITULO 11. VERSIONES DEL GLMS11.4.2 Algoritmo A1GLMSLa prin
ipal motiva
i�on de este algoritmo fue poder tratar situa
iones dondela matriz aso
iada no fuera de�nida y se plante�o 
on la hip�otesis de independen-
ia 
omo base. Tras un an�alisis mediante simula
iones bastante extenso no se hapodido 
onseguir que este algoritmo 
onverja m�as all�a de los �1 dB 
on 40000muestras para el 
ono
ido sistema AR= [1 � 1 + 0:9i 0:04� 0:44i℄. Por tantoeste algoritmo no tiene 
omportamiento a
eptable. La prin
ipal 
onse
uen
iade este an�alisis es 
lara: aunque es 
ono
ido que la hip�otesis que a�rma que lasseries de ve
tores ~x(n) y x(n) son i.i.d no es 
ierta, permite obtener expresionesanal��ti
as sen
illas para la evolu
i�on de las magnitudes de un algoritmo (tales
omo MSD(n)), pero no son �utiles a la hora de formular un nuevo algoritmobasado en ellas.11.4.3 Algoritmo PNGLMSLa motiva
i�on de este algoritmo no fue m�as que intentar mejorar el 
om-portamiento de GLMS 
on la in
lusi�on del error a posteriori en su e
ua
i�on dea
tualiza
i�on. Para determinar en primer lugar si PNGLMS de he
ho 
onvergey en segundo lugar si mejora los resultados de GLMS, se ha pro
edido a la iden-ti�
a
i�on del modelo AR(1)= [1 � 0:4+ 0:4i℄, ex
itado por la ya anteriormentemen
ionada 
onstela
i�on 4-Q.A.M., mediante ambos algoritmos.En esta o
asi�on se emplearon series de 10000 muestras de longitud y sepromediaron 200 realiza
iones; tanto para PNGLMS 
omo para GLMS se tom�o� = 3 � 10�5. La evolu
i�on din�ami
a del MSD se detalla en las �guras 11.2(a) y11.2(b) respe
tivamente.Al ser PNGLMS una 
orre

i�on en orden � a GLMS el resultado no puedeser muy diferente por lo que no se puede apre
iar en las �guras anteriores, loque se podr��a esperar es una peque~na mejora. Para 
onstatar esta mejora enla �gura 11.3 se representa la evolu
i�on de la diferen
ia de los MSD de ambosalgoritmos en la fase de 
onvergen
ia. Como era de esperar PNGLMS 
onsigueun MSD ligeramente menor al trabajar 
on el error a posteriori.11.5 Diagrama resumenPara 
on
luir este 
ap��tulo y esta segunda parte ser��a 
onveniente re
apitularlo he
ho en toda esta segunda parte y 
�omo se ha llegado a derivar el algoritmoAOGLMS y las versiones dire
tas del GLMS. En la �gura 11.4 se muestra todo elpro
eso seguido, que 
omenz�o en primer lugar 
on el an�alisis de la 
onvergen
ia
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(b) Resultado del GLMSFigura 11.2 Compara
i�on PNGLMS y GLMS 
on el mismo tama~no del pasode ORIV en la primera parte de la Memoria. Este an�alisis posibilit�o enun
iarel Prin
ipio de Ortogonalidad Sobredeterminado y Generalizado, mediante el
ual y la idea de los algoritmos de m�axima pendiente, se pudo proponer elalgoritmo OGLMS. Des
omponiendo el ve
tor gradiente utilizado en la e
ua
i�onde a
tualiza
i�on de los pesos para este algoritmo se pod��an derivar dos nuevosalgoritmos, el OGLMS1 y el OGLMS3. El primero de ellos result�o tener mejorespropiedades de 
onvergen
ia y fue elegido para ir siendo mejorado, llegando ala formula
i�on del algoritmo AOGLMS; el segundo de ellos se emple�o para, enun segundo paso de simpli�
a
i�on, re
uperar el ya existente algoritmo GLMSque en
uentra 
abida natural en este esquema formal.El algoritmo GLMS es el primer algoritmo de todos los men
ionados hastaahora que no es 
apaz de 
onverger 
uando la matriz R aso
iada al problemaque est�a resolviendo no es de�nida. Sin embargo, esta desventaja se puede salvarintrodu
iendo modi�
a
iones a GLMS para proponer las versiones 
ono
idas 
o-mo CGLMS y A1GLMS, que adem�as tambi�en son 
apa
es de 
onverger 
uandola matriz es sobredeterminada. En general, los algoritmos sobredeterminadosno sufren esta limita
i�on.No obstante, la motiva
i�on del algoritmo PNGLMS, versi�on del GLMS, fuela de mejorar su 
onvergen
ia trabajando 
on el error a posteriori (en la faseesta
ionaria el error a priori y a posteriori 
oin
iden) y por tanto no es sobre-determinado.Finalmente, el 
i
lo presentado en los p�arrafos anteriores se puede 
erraral tener en 
uenta la siguiente 
onsidera
i�on: el algoritmo CGLMS se puede
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i�on PNGLMS y GLMS en la fase de 
onvergen
ia
onsiderar 
omo una aproxima
i�on esto
�asti
a extrema del algoritmo AOGLMS.En efe
to, si en la e
ua
i�on de a
tualiza
i�on de los pesos del segundo se sustituyeel operador valor esperado por el estimador instant�aneo, se re
upera el primero.
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Caso parti
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No sobredeterminadosFigura 11.4 Diagrama resumen de la rela
i�on entre los algoritmos estudiados en la segunda parte
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Parte III
Identi�
a
i�on 
iega 
onestad��sti
a de segundoorden. M�etodos de ele

i�onde la fase
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Introdu

i�on
En esta parte se 
ontin�ua 
on el estudio del problema de la identi�
a
i�on
iega de sistemas ini
iada en partes anteriores. La prin
ipal diferen
ia 
on ellases que aqu�� buena parte de la resolu
i�on utiliza estad��sti
a de segundo orden ypor tanto no se basa ex
lusivamente en estad��sti
a de alto orden. Como es 
ono-
ido, de esta manera se requerir�a 
ompletar la t�e
ni
a que identi�
a al sistemade forma que 
onste al menos de dos pasos. Si en un primer paso se 
al
ulan los
oe�
ientes del sistema, empleando estad��sti
a de segundo orden de su salida, seobtendr�an 
omo solu
i�on sistemas que 
ompartan el espe
tro de poten
ia 
on elsistema problema, pero no se tiene la 
erteza de que 
ompartan tambi�en la res-puesta en fase porque la se
uen
ia de auto
orrela
i�on no 
ontiene informa
i�onsobre la misma. De he
ho se puede 
omprobar que de la estad��sti
a de segun-do orden se pueden obtener todos los sistemas espe
tralmente equivalentes delsistema a identi�
ar.Como segundo paso queda por tanto elegir el sistema 
on la fase 
orre
ta,para lo 
ual hay que re
urrir a usar otras herramientas, 
omo por ejemplo el usode 
riterios basados en la optimiza
i�on de fun
iones, estad��sti
a de alto orden,et
.Obviamente, el m�etodo as�� des
rito, que 
onsta de 2 pasos, sufre de la des-ventaja de tener que soportar m�as 
arga 
omputa
ional prin
ipalmente por dosmotivos:1. Tiene que 
al
ular todos los sistemas espe
tralmente equivalentes a pesarde s�olo interesar uno.2. Pre
isamente por esto tiene que llevar a 
abo un pro
eso de b�usquedadentro del 
onjunto espe
tralmente equivalente para sele

ionar al sistema
orre
to.A este tipo de m�etodos se le 
ono
e en la literatura 
omo m�etodos basadosen el sistema espe
tralmente equivalente de fase m��nima (Spe
trally Equivalent307



308 INTRODUCCIONMimimum Phase SEMP), porque a partir del SEMP 
al
ulan todo el 
onjuntoespe
tralmente equivalente y despu�es llevan a 
abo el pro
eso de b�usqueda.Son varios los objetivos que se persiguen en esta parte de la Memoria:1. Obtener expresiones que rela
ionen expl��
itamente los 
oe�
ientes del sis-tema lineal 
on la estad��sti
a de segundo orden de su salida.2. Analizar las propiedades de estas expresiones: valores que toman las so-lu
iones, sensibilidad a errores de estima
i�on, et
.3. Bas�andose en el estudio de los puntos anteriores derivar un nuevo m�etodoque evite el pro
eso de b�usqueda y que por tanto tenga menor 
omplejidad
omputa
ional.4. Estudiar diversos 
riterios para la ele

i�on del sistema 
on la fase 
orre
-ta, justi�
ando ade
uadamente los resultados obtenidos 
on ellos en lassimula
iones.Las expresiones y el an�alisis para los sistemas de primer y segundo orden sedetallan en los 
ap��tulos 12 y 13 respe
tivamente. En el 
ap��tulo 14 se proponeun nuevo m�etodo, inspirado en el estudio de los 
ap��tulos anteriores, que 
al
ulalos 
oe�
ientes del sistema usando prin
ipalmente estad��sti
a de segundo orden,pero 
omplementada m��nimamente 
on estad��sti
a de orden superior. Por estemotivo se la ha denominado m�etodo de Identi�
a
i�on Ciega mediante estad��sti
ade Segundo orden y M��nima de Alto ICSMA. En este mismo 
ap��tulo 14 sepropone una solu
i�on iterativa basada en ICSMA para sistemas de ter
er orden.Finalmente, en el 
ap��tulo 15, se des
riben m�etodos de ele

i�on de la faseya des
ritos en la bibliograf��a pero no estudiados 
on 
ierta profundidad. A tal�n se de�nen magnitudes nuevas que permiten justi�
ar te�ori
amente el 
om-portamiento observado en las simula
iones: M��nima Diferen
ia Relativa MDR,Diferen
ia Relativa Promedio DRP, et
. Esta justi�
a
i�on tambi�en se lleva a
abo 
lasi�
ando a los modelos estudiados seg�un 
on
eptos 
omo 
alidad, riesgo,et
.



Cap��tulo 12
Sistemas de primer orden
Introdu

i�on

La estru
tura de este primer 
ap��tulo de la parte III se puede 
onsiderar
omo un modelo a seguir para el resto, ya que presenta en un sistema de pri-mer orden, donde la matem�ati
a es sen
illa, el planteamiento b�asi
o utilizado.Primero se hallan expresiones para los 
oe�
ientes del �ltro en fun
i�on de lase
uen
ia de auto
orrela
i�on de la salida. Como ya es 
ono
ido las solu
ionesobtenidas son espe
tralmente equivalentes al sistema problema. Debido a queestas expresiones se utilizar�an 
on estimadores de la se
uen
ia de auto
orrela-
i�on, se ha
e re
omendable llevar a 
abo un estudio de la propaga
i�on de loserrores de estima
i�on, y ver en qu�e situa
iones esta propaga
i�on puede llevara un aumento del error nada despre
iable. Este an�alisis permite hablar de lasensibilidad aso
iada a un sistema dado, fa
tor fundamental en el 
ap��tulo 15que presenta los resultados de las simula
iones.En el apartado 1 se expone el problema a resolver m�as detalladamente; enel apartado 2 se presenta la rela
i�on entre la estad��sti
a de segundo orden ylos 
oe�
ientes del sistema; para las expresiones derivadas en este apartado, seestudia la sensibilidad a peque~nas varia
iones de la se
uen
ia de auto
orrela
i�onen el apartado 3. Finalmente, en el apartado 4, para 
ara
terizar situa
ionesdonde el error propagado sea muy elevado, se presenta la lo
aliza
i�on de los
eros para problemas mal 
ondi
ionados.309



310 CAP�ITULO 12. SISTEMAS DE PRIMER ORDEN12.1 Exposi
i�on del problemaConsid�erese un sistema lineal de�nido por su respuesta impulso, que se su-pondr�a �nita y real fh(n)g, ex
itado mediante un pro
eso aleatorio, indepen-diente e id�enti
amente distribuido i.i.d fw(n)g de estad��sti
a 
ono
ida 
on va-rianza �2w y 
urtosis 
4w no nula. La salida del �ltro se puede es
ribir 
omox(n) = qXi=0 h(i)w(n� i) (12.1)donde q es el orden del modelo. En general la salida puede estar 
ontaminadapor ruido aditivo gaussiano blan
o fv(n)g de varianza 
ono
ida. De esta manerala salida total del sistema es y(n) = x(n) + v(n) (12.2)El problema es determinar los 
oe�
ientes del �ltro mediante medidas solamentede la salida del sistema bajo las hip�otesis anteriores. En primera instan
ia s�olose utilizar�a la informa
i�on 
ontenida en la estad��sti
a de segundo orden. En loque sigue la se
uen
ia de auto
orrela
i�on rxx(m) = E[x(n)x(n+m)℄ de la salidano 
ontanimada se 
onsidera 
ono
ida. Bajo la hip�otesis de i.i.d de la entradaqueda rm = �2w qXi=0 hihi+m (12.3)donde por simpli�
ar la nota
i�on hi = h(i) y rm = rxx(m).12.2 Rela
i�on entre estad��sti
a de segundo or-den y 
oe�
ientes del sistemaSea el sistema de primer orden de�nido por el ve
tor de 
oe�
ientes h =[h0 h1℄, de manera que la rela
i�on entre la se
uen
ia de auto
orrela
i�on de lasalida y estos 
oe�
ientes es r0 = �2w(h20 + h21) (12.4)r1 = �2wh0h1 (12.5)En lo que sigue se supondr�a que la se
uen
ia de auto
orrela
i�on ha sido nor-malizada por la varianza de fw(n)g, o equivalentemente que se trabaja 
onvarianza unidad. No es dif��
il demostrar que los 
oe�
ientes del �ltro satisfa
enlas siguientes e
ua
iones: ĥ20 = r0 �pr20 � 4r212 (12.6)ĥ1 = r1ĥ0 (12.7)



12.2. RELACI �ON ESTAD�ISTICA-COEFICIENTES DEL SISTEMA 311As�� que hay 4 solu
iones diferentes al problema: 2 provienen de la op
i�on � en laexpresi�on (12.6) para h20 y 2 m�as debido a la libertad existente en el signo una vezse toma ra��z 
uadrada a h20. Basi
amente hay 2 solu
iones, las otras 2 se obtienen
ambiando el signo a las dos primeras. Si la se~nal de entrada es sim�etri
a, no haymanera de distinguir entre un �ltro y su opuesto 
orrespondiente, porque sussalidas son estad��sti
amente equivalentes, de manera que s�olo se 
onsiderar�anvalores positivos para h0. Como ya es sabido esta variedad de solu
iones sedebe a que se trabaja 
on estad��sti
a de segundo orden, por ese motivo se le hapuesto sombrero a las 
oe�
ientes 
al
ulados a partir de ella, para indi
ar quesu valor no es �uni
o.Denotando por h+0 (h�0 ) el resultado de evaluar la expresi�on (12.6) tomandoel signo +(�), y h+1 (h�1 ) el resultado de (12.7) usando h+0 (h�0 ), es sen
illodemostrar que h+1 h�1 = r1, de manera queh�1 = r1h+1 = r1 h+0r1 = h+0 (12.8)y analogamente h+1 = h�0 (12.9)Esta propiedad permite resolver el sistema y a�rmar que las solu
iones son lasque se muestran en la tabla 12.1.1er 
oe�
iente 2 o 
oe�
iente1 a op
i�on h0 h12 a op
i�on h1 h0Tabla 12.1 Sistemas espe
tralmente equivalentes para un sistema de primerorden
Esta tabla muestra que s�olo es ne
esrio 
al
ular un 
onjunto de los posiblesvalores de (12.6) - (12.7) , el otro 
onjunto se obtiene de ellos. Una aproxi-ma
i�on pare
ida se utilizar�a para sistemas de orden superior para simpli�
arel problema. La estru
tura de la tabla 12.1 tambi�en se podr��a haber obtenidore
ejando el 
ero del �ltro de la primera op
i�on 
on respe
to al 
��r
ulo unidad,manteniendo la misma poten
ia de salida. Como se esperaba las solu
iones a lae
ua
iones (12.4)- (12.5) son todos sistemas espe
tralmente equivalentes ya quetodos 
omparten el mismo espe
tro de poten
ia (estad��sti
a de segundo orden),pero tienen diferente respuesta en fase porque sus estad��sti
as de alto orden noson las mismas.



312 CAP�ITULO 12. SISTEMAS DE PRIMER ORDEN12.2.1 Cara
ter��sti
as de la solu
i�onUsando las de�ni
iones de r0 y r1, dadas en (12.4) y (12.5), en la expresi�onpara ĥ0, dada en (12.6), resultaĥ20 = h21 + h20 �p(h20 + h21)2 � 4h20h212 = h21 + h20 �p(h20 � h21)22 (12.10)donde, volvemos a in
idir, el sombrero en h0 indi
a que puede ser 
ualquierade los estimadores dentro de las op
iones v�alidas para �el. De a
uerdo 
on estaexpresi�on el radi
ando ser�a 
er
ano a 
ero si h20 � h21 y un estimador de esta
antidad puede f�a
ilmente ser negativo, de manera que el 
oe�
iente del �ltropuede ser 
omplejo in
luso si el valor verdadero es un n�umero real. Evitar estasitua
i�on por este motivo pare
e un argumento d�ebil. Es m�as instru
tivo a�rmarque la degenera
i�on aumenta, ya que tienden a 
oin
idir dos solu
iones, y es m�asdif��
il distinguir entre sistemas (solu
iones).Utilizando la expresi�on (12.10) se puede 
omprobar de manera alternativaque las solu
iones para (12.4)-(12.5) son efe
tivamente las que se muestran en latabla 12.1. Est�a 
laro que dependiendo del signo elegido en (12.10) los posiblesvalores para ĥ20 son h20 y h21. Aqu�� de nuevo se pone de mani�esto la imposibilidadde determinar los signos de los 
oe�
ientes del �ltro. A partir de los valores paraĥ0 los valores para ĥ1 son h1 y h0, 
on�rmando lo a�rmado.12.3 Sensibilidad de las solu
iones a peque~nasvaria
iones en la se
uen
ia de auto
orrela-
i�onEn apli
a
iones reales la se
uen
ia de auto
orrela
i�on tiene que ser estimadaa partir de la salida del 
anal. Cuantas m�as muestran est�en disponibles, mejorser�an los estimadores, pero en 
ualquier 
aso, habr�a algunas diferen
ias entre losvalores estimados y te�ori
os. En este apartado se estudiar�a la in
uen
ia sobrela solu
i�on de esta (peque~na) diferen
ia. Se llevar�a a 
abo mediante derivadaspar
iales de las expresiones (12.6) y (12.7).12.3.1 Sensibilidad del 
oe�
iente h0Debido a que este 
oe�
iente depende expl��
itamente de las variables r0 y r1se ha
e ne
esario estudiar por separado la sensibilidad proveniente de 
ada unade ellas.



12.3. SENSIBILIDAD DE LAS SOLUCIONES 313Varia
iones respe
to a r0La derivada par
ial de ĥ0 
on respe
to a r0 es�ĥ0�r0 = p24 "1� r0pr20 � 4r21 # 1�r0 �pr20 � 4r21�1=2 (12.11)Si esta derivada par
ial tomase un valor elevado en alguna situa
i�on, impli-
ar��a que un peque~no error en r0 dar��a un gran error en ĥ0, provo
ando unaampli�
a
i�on del mismo. Estas situa
iones 
r��ti
as pueden pasar si:Caso a) r20 � 4r21 , que ha
e que el primer fa
tor de (12.11) diverja. >Qu�e 
on-di
iones imponen sobre los 
oe�
ientes del �ltro? Usando de nuevo las rela
ionesdadas en (12.4)-(12.5), se sigue que esta 
ondi
i�on equivale a �h20 + h21�2 � 4h20h21o lo que es lo mismo �h20 � h21�2 � 0 que 
ondu
e a jh0j � jh1j. Bajo esta 
on-di
i�on la e
ua
i�on (12.11) toma la forma�ĥ0�r0 � 14 h1� r0� i p2(r0 � �)1=2 � 14 h1� r0� i p2pr0 (12.12)donde � � 0. La �uni
a forma de evitar que el primer fa
tor diverja es asignandoa r0 un valor 
er
ano a 
ero, pero este arreglo tambi�en provo
a que el segundofa
tor diverja, de manera que la divergen
ia es inevitable. Adem�as, si r0 es
er
ano a 
ero deben serlo tambi�en h0 o h1, que bajo la 
ondi
i�on anteriorimpli
a que ambos deben ser 
er
anos a 
ero a la vez, de manera que no quedasistema distinto del trivial [ 0 0 ℄.Caso b) La segunda situa
i�on que hay que 
onsiderar es aquella en la quer0 � �pr20 � 4r21 , es de
ir, 
uando ĥ0 est�a 
er
ano a 
ero (ver e
ua
i�on (12.6) ).Esto se puede dar bien 
uando h0 o h1 son pr�a
ti
amente nulos (ver tabla 12.1),lo 
ual signi�
a a su vez que r1 es tambi�en 
asi nulo, situa
i�on efe
tivamentebajo la 
ual se veri�
a la primera 
ondi
i�on dada al 
omienzo de este 
aso b.Bajo esta 
ondi
i�on la e
ua
i�on (12.11) toma la siguiente forma�ĥ0�r0 �r1�0 14 �1��1 + 2r21r20�� p2pr0p1� (1� 2(r1=r0)2) (12.13)donde se ha empleado el desarrollo en serie de Taylor de p1 + x y de (1+x)�1.Caso b.1) Eligiendo el signo + la expresi�on anterior se redu
e a�ĥ0�r0 � 12 1pr0 (12.14)



314 CAP�ITULO 12. SISTEMAS DE PRIMER ORDENQue es �nito siempre y 
uando r0 no est�e pr�oximo a 
ero, 
osa que s�olo o
urre
uando ambos 
oe�
ientes son 
er
anos a 
ero que vuelve a 
ondu
ir a unasitua
i�on trivial.Caso b.2) Eligiendo el signo � la expresi�on (12.13), queda�ĥ0�r0 = �12 r1r3=20 (12.15)que 
omo se puede apre
iar de nuevo no presenta ning�un problema de diver-gen
ia a menos que r0 sea muy peque~no que vuelve a 
ondu
ir a una situa
i�ontrivial.Varia
iones respe
to a r1En este apartado la magnitud que interesa es la derivada par
ial de ĥ0 
onrespe
to a r1, que tiene la siguiente expresi�on:�ĥ0�r1 = � r1pr20 � 4r21 p2�r0 �pr20 � 4r21�1=2 (12.16)A 
ontinua
i�on se detallan las situa
iones en las que se puede dar divergen
iade la expresi�on previa.Caso a) r20 � 4r21, usando de nuevo el mismo pro
edimiento que para el 
asoa anterior nos lleva a que esta 
ondi
i�on se puede dar si jh0j � jh1j y 
ondu
e aque la e
ua
i�on (12.16) se pueda rees
ribir 
omo�ĥ0�r1 � �r1� p2(r0 � �)1=2 � �r1� p2pr0 (12.17)donde de nuevo � � 0. Para evitar la divergen
ia la �uni
a op
i�on es ajustar r1
er
ano a 
ero, pero bajo la 
ondi
i�on dada para este 
aso tambi�en impli
ar��aque r0 tiene que ser 
er
ano a 
ero y se llegar��a a un 
aso trivial.Caso b) Es 
omo el 
aso b anterior, si r1 � 0 el segundo fa
tor divergepero el primero tiende a 
ero, 
on lo que este 
aso ne
esita un an�alisis en pro-fundidad. Bajo esta 
ondi
i�on y utilizando expansiones en serie de Taylor, laexpresi�on (12.16) se 
onvierte en:�ĥ0�r1 �r1�0� r1r0 � 2r21=r0 p2(r0 � (r0 � 2r21=r0))1=2 (12.18)De nuevo apare
en dos situa
iones dependiendo del signo elegido:



12.3. SENSIBILIDAD DE LAS SOLUCIONES 315Caso b.1) Si se elige el signo + en el denominador del segundo fa
tor, lae
ua
i�on anterior se 
onvierte en�ĥ0�r1 / r1r0 � 2r21=r0 1pr0 � r21=r0 (12.19)no habiendo divergen
ia por muy peque~no que sea el 
oe�
iente r1.Caso b.2) Si se elige el signo menos en el denominador del segundo fa
tory tras ha
er un po
o de �algebra se llega a:�ĥ0�r1 / pr0r0 � 2r21=r0 (12.20)no presentando tampo
o divergen
ia aunque r1 sea nulo.12.3.2 Sensibilidad del 
oe�
iente h1El mismo estudio que se ha llevado a 
abo para el 
oe�
iente h0 se va allevar a 
abo en este apartado para el 
oe�
iente h1. De nuevo son de inter�eslas derivadas respe
to de las variables de las que depende: r0 y r1.Varia
iones respe
to a r0Teniendo en 
uenta la expresi�on (12.7), la derivada de ĥ1 
on rela
i�on a r0es �ĥ1�r0 = �r1�ĥ0=�r0ĥ20 (12.21)Esta derivada par
ial puede diverger si se da alguna de las 
ondi
iones siguientes:Caso a) 
uando lo haga �ĥ0=�r0, esto es, 
uando h20 � h21. En este 
aso,usando la de�ni
i�on de r1 dada en la e
ua
i�on (12.5), se llega a�ĥ1�r0 / �ĥ0�r0 (12.22)de manera que la divergen
ia o
urre bajo esta 
ondi
i�on.



316 CAP�ITULO 12. SISTEMAS DE PRIMER ORDENCabo b) Cuando ĥ0 � 0. En este 
aso �ĥ0=�r0 es �nita y r1 � 0. Si de nuevose usa la e
ua
i�on (12.5) para r1 se puede llegar a�ĥ1�r0 = �h1h0�ĥ0=�r0ĥ20 (12.23)Es 
laro que ĥ0 ser�a 
ero si alguno de sus posibles op
iones es 
ero, es de
ir, sih0 o h1 son 
ero. Esto har��a que se 
an
elase uno de ellos en el numerador 
onun ĥ0 en el denominador, quedando todav��a otro que provo
ar��a la divergen
iapara este 
aso.Varia
iones 
on respe
to a r1Teniendo en 
uenta la expresi�on (12.7) la derivada de ĥ1 
on respe
to a r1es �ĥ1�r1 = ĥ0 � r1�ĥ0=�r1ĥ20 (12.24)Para esta expresi�on las posibles 
ausas de divergen
ia son:Caso a) Cuando diverja �ĥ0=�r1, esto es, 
uando h20 � h21. Si se quiereevitar esta divergen
ia habr��a que ha
er r1 lo m�as 
er
ano a 
ero, pero bajoesta 
ondi
i�on impli
ar��a que ambos 
oe�
ientes del �ltro deber��an ser 
ero y sellegar��a a un �ltro trivial. De manera que aqu�� la divergen
ia es inevitable.Caso b) Cuando ĥ0 � 0. Usando de nuevo el mismo argumento que en el 
asob anterior, se puede 
on
luir que la divergen
ia bajo esta 
ondi
i�on tampo
o sepuede evitar.Para resumir, en la tabla 12.2 se han re
ogido todas las situa
iones en lasque un peque~no error en la estima
i�on de la se
uen
ia de auto
orrela
i�on puededar lugar a grandes desvia
iones de los 
oe�
ientes estimados del �ltro respe
toa los verdaderos. Estas situa
iones se des
riben en fun
i�on de los valores realesde los 
oe�
ientes del �ltro tal y 
omo se ha he
ho en el an�alisis llevado a 
aboen p�aginas anteriores. �=� h0 h1r0 h20 � h21 h20 � h21ĥ0 � 0r1 h20 � h21 h20 � h21ĥ0 � 0
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iones de alta sensibilidad para la estima
i�onN�otese que ĥ0 se ha in
luido en la tabla en vez de h0 porque es este estimadorel que juega un papel en la estima
i�on de h1 usando la e
ua
i�on (12.5). De estaforma, la 
ondi
i�on sobre ĥ0 se divide en dos para los 
oe�
ientes del �ltro, esde
ir, h0 � 0 o h1 � 0, v�ease la tabla 12.1.12.4 Lo
aliza
i�on de los 
eros para problemasmal 
ondi
ionadosLas 
ondi
iones enun
iadas en la tabla 12.2 tienen una interpreta
i�on pr�a
ti
a.Que ĥ0 � 0 signi�
a que el sistema que se supon��a ten��a dos 
oe�
ientes tieneen realidad s�olo uno, por lo que la salida es s�olo la entrada multipli
ada porun fa
tor 
onstante y 
are
e de inter�es. La segunda 
ondi
i�on es m�as ri
a eninforma
i�on, porque h20 � h21 signi�
a que el 
ero del sistema est�a muy 
er-
a del 
��r
ulo unidad, as�� que es m�as dif��
il distinguir entre los dos sistemasespe
tralmente equivalentes (fase m��nima o m�axima).



318 CAP�ITULO 12. SISTEMAS DE PRIMER ORDEN



Cap��tulo 13
Sistemas de segundo orden
Introdu

i�on

Este 
ap��tulo es una generaliza
i�on del 
ap��tulo anterior a sistemas de segun-do orden, los pasos y an�alisis dados en �el se generalizan aqu�� por lo que lo �uni
oque representa es una peque~na 
omplejidad matem�ati
a a~nadida. Una vez quese obtienen las solu
iones para sistemas de este tipo, se ha
e ne
esario estudiarsu estru
tura 
on detalle, ya que ser�a fundamental para proponer el m�etodo deidenti�
a
i�on 
iega mediante estad��sti
a de segundo orden y m��nima de alto en
ap��tulos posteriores. Igualmente importante es determinar los sistemas que sepueden 
onsiderar 
omo sensibles en este 
aso.De nuevo en el apartado 1 se presenta la rela
i�on entre la estad��sti
a desegundo orden y los 
oe�
ientes del sistema, adem�as se dis
ute esta solu
i�on yse estudian las 
ara
ter��sti
as estru
turales. En el apartado 2 se 
omprueba quelas solu
iones obtenidas en el apartado anterior 
onstituyen todo el 
onjuntode sistemas espe
tralmente equivalentes. La sensibilidad de las solu
iones apeque~nas varia
iones de la se
uen
ia de auto
orrela
i�on se estudia en el apartado3, el porqu�e de tales situa
iones de sensibilidad se presenta en el apartado 4.Finalmente la sensibilidad de la lo
aliza
i�on de los 
eros a peque~nas varia
ionesde los 
oe�
ientes del �ltro se da en el apartado 5.319



320 CAP�ITULO 13. SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN13.1 Rela
i�on entre estad��sti
a de segundo or-den y 
oe�
ientes del sistemaSup�ongase ahora que el 
anal de inter�es es un sistema lineal, invariantetemporal, de segundo orden, de�nido por su respuesta impulso h = [h0 h1 h2℄.La e
ua
i�on que rela
iona estos 
oe�
ientes 
on la estad��sti
a de segundo ordende la salida es rm = �2w 2Xi=0 hihi+m (13.1)o de forma expl��
ita para 
ada valor de mr0 = �2w �h20 + h21 + h22� (13.2)r1 = �2w (h0h1 + h1h2) (13.3)r2 = �2w (h0h2) (13.4)Re
u�erdese que rm = rxx(m). De nuevo, y tal y 
omo se hi
iera para los sistemasde orden 1, se supondr�a que el pro
eso de entrada tiene varianza unidad (o quela se
uen
ia de auto
orrela
i�on est�a normalizada por la varianza de la entrada).El problema es 
al
ular los 
oe�
ientes del �ltro una vez 
ono
ida la se
uen
iade auto
orrela
i�on.Los 
oe�
ientes se pueden 
al
ular 
omo sigue. Partiendo de (13.4) es dire
tode ver que ĥ2 = r2ĥ0 (13.5)que junto 
on (13.3) 
ondu
e aĥ1 = r1ĥ0 + r2=ĥ0 (13.6)Como se apre
ia, para 
al
ular ĥ1 y ĥ2 se ne
esita ĥ0. �Este se puede 
al
ularusando (13.5) y (13.6) en (13.2) para darr0 = ĥ20 + r21ĥ20�ĥ20 + r2�2 + r22ĥ20 (13.7)Cal
ulando h0 a partir de (13.7) y sustituyendo su valor en (13.5) y (13.6) todoel sistema puede llegar a ser identi�
ado. El problema es que dis
utir las posiblessolu
iones utilizando (13.5)-(13.7) no es nada sen
illo ni dire
to, de manera queser��a m�as satisfa
toria otra expresi�on para los 
oe�
ientes del �ltro. Para tal �nse pro
ede de la siguiente manera. Consid�erese el 
uadrado de (13.3)r21 = h20h21 + h21h22 + 2h21h0h2 = h21(r0 � h21 + 2r2) (13.8)



13.1. RELACI �ON ESTAD�ISTICA-COEFICIENTES DEL SISTEMA 321donde se han empleado (13.2) y (13.4). Despejando para h1 daĥ21 = r2 + r0=2�q(r2 + r0=2)2 � r21 (13.9)una vez que ĥ1 es 
ono
ida, la expresi�on (13.6) se puede usar para 
al
ular ĥ0,resultando ĥ0 = r1 �qr21 � 4ĥ21r22ĥ1 (13.10)y �nalmente, (13.5) se puede emplear para obtener ĥ2 a partir del valor de ĥ0.13.1.1 Dis
usi�on de la solu
i�onPara pro
eder al an�alisis de la solu
i�on obtenida para un sistema de segundoorden, se utilizar�a el 
onjunto de expresiones derivado en segundo lugar (13.9)-(13.10) junto 
on (13.5). De la e
ua
i�on (13.9) se pueden obtener 2 valoresdiferentes de h21 que generar�an, debido a la ra��z 
uadrada, dos valores 
ada uno,diferiendo en el signo. Estos 
uatro valores se notar�an por h11, h12, �h11 y�h12 
orrespondiendo a la ele

i�on de + o � en (13.9) y a la ele

i�on de + o �una vez que se toma la ra��z 
uadrada para 
al
ular h1 a partir de h21.De ellos se pueden 
al
ular 8 valores diferentes para h0 usando (13.10), dospor 
ada valor previo de h1. Pero debido a la estru
tura de (13.10), 4 son losopuestos de los otros 4 tal y 
omo se muestra en la tabla 13.1.Valores de h1 Valores obtenidos para h0h11 h01 y h02h12 h03 y h04�h11 �h01 y �h02�h12 �h03 y �h04Tabla 13.1 Valores de h0 obtenidos de los de h1
An�alogamente, de 
ada valor de h0 se obtiene, usando (13.5), un valor parah2 donde de nuevo la mitad de ellos son los opuestos de la otra mitad. De estadis
usi�on se puede dedu
ir que las solu
iones al sistema de e
ua
iones (13.2)-(13.4) son 8 
anales diferentes, donde la mitad de ellos iguala a la otra mitadsalvo en el signo global. Tal y 
omo se 
oment�o en el 
ap��tulo anterior, sila entrada presenta distribu
i�on de probabilidad sim�etri
a no hay manera dedistinguir entre un sistema dado y su opuesto, as�� que s�olo las 
uatro primeras
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iones (las `positivas' ) se 
onsiderar�an de aqu�� en adelante. Debido a laposibilidad que presenta 
ada 
oe�
iente 
al
ulado a partir de la se
uen
ia deauto
orrela
i�on de tomar m�as de un valor, se ha in
luido el `sombrero' en las
antidades anteriores. En la �gura 13.1 se esquematiza lo 
omentado en estep�arrafo. Se
uen
ia de auto
orrela
ion h12 h04h03 h24h23h11 h02h01 h22h21
Figura 13.1 Diversidad de la solu
i�on. Caminos posibles para 
onstruir unsistema
13.1.2 Cara
ter��sti
as de la solu
i�onComo se 
oment�o previamente todas las magnitudes involu
radas se suponenreales. En este apartado se intentar�a en
ontrar expresiones anal��ti
as expl��
itaspara las solu
iones en fun
i�on de los 
oe�
ientes del �ltro, n�otese que ahora se
ono
en en fun
i�on de la se
uen
ia de auto
orrela
i�on. El estudio que se va allevar a 
abo ser�a de vital importan
ia en 
ap��tulos posteriores para proponerun nuevo m�etodo para la identi�
a
i�on 
iega de sistemas.Posibles valores para ĥ1 Usando las rela
iones entre la se
uen
ia de auto-
orrela
i�on y los 
oe�
ientes del �ltro dados en (13.2)- (13.4), la expresi�on (13.9)se puede es
ribir 
omoĥ21 = 12 �(h0 + h1)2 + h21 �q((h0 + h2)2 � h21)2� (13.11)de la 
ual se puede obtener bastante informa
i�on. Dos puntos mere
en serdesta
ados:1. Sup�ongase que para el sistema en estudio se veri�
a que (h0 + h2)2 � h21,es de
ir, que el radi
ando que apare
e en la expresi�on anterior sea muy
er
ano a 
ero. Cuando las magnitudes tienen que ser estimadas, es posibleque este radi
ando tome un valor negativo dando lugar a valores 
omplejospara ĥ1 
uando se esperan reales. Esta situa
i�on es mejor evitarla.2. Si se realizan las opera
iones indi
adas en (13.11) se obtienen dos solu
io-
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ado y el porqu�e de su valor se analizar�a m�as adelante.Posibles valores para ĥ0 Usando de nuevo las rela
iones dadas en (13.2)-(13.4), el estimador del 
oe�
iente h0 se puede es
ribir 
omo sigue a partir de(13.10) ĥ0 = h0h1 + h1h2 �q(h0h1 � h1h2)2 � 4ĥ21h0h22ĥ1 (13.14)Como se apre
ia, en esta �ultima expresi�on, apare
e ĥ1 que puede tomar dosvalores distintos dados en (13.12) y (13.13). Para poder evaluarla totalmentehay que sustituir ambos.Si se sustituye por el primero de ellos resultaĥ0 = h0h1 + h1h2 �p(h0 � h2)2h212h1 (13.15)donde de nuevo se pueden resaltar dos puntos:1. De nuevo hay m�as op
iones de obtener un valor 
omplejo si el radi
andoes 
er
ano a 
ero. Esto o
urre si h0 � h2. Hay que ha
er notar que si estasitua
i�on se da hay un efe
to m�as no
ivo que el simple he
ho de obtenervalores 
omplejos. Este efe
to 
onsiste en la elimina
i�on de op
iones po-sibles para el 
andidato que se est�e estudiando, en este 
aso ĥ0, ya que siel radi
ando es 
asi nulo, las dos solu
iones posibles tienden a degeneraren una sola y es mu
ho m�as dif��
il distinguirlas.2. Los valores posibles de ĥ0 para este valor de ĥ1 sonĥ01 = h0 (13.16)ĥ02 = h2 (13.17)Si se sustituye por el segundo resultaĥ0 = h1 �ph21 � h0h22 (13.18)En esta o
asi�on los puntos a resaltar son los siguientes:
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ondi
i�on sobre los 
oe�
ientes del �ltro que ha
en m�as probable unvalor 
omplejo o una degenera
i�on en las solu
iones es h1 = 2ph0h22. Los nuevos valores para ĥ0 sonĥ03 = h1 +ph21 � h0h22 (13.19)ĥ04 = h1 �ph21 � h0h22 (13.20)Posibles valores para ĥ2 Usando la expresi�on (13.5) se pueden obtener los
uatro valores para ĥ2 a partir de los 
uatro valores de ĥ0, estos son respe
ti-vamente: ĥ21 = h2 (13.21)ĥ22 = h0 (13.22)ĥ23 = h1 �ph21 � h0h22 (13.23)ĥ24 = h1 +ph21 � h0h22 (13.24)Para resumir este apartado, en la tabla 13.2 se re
ogen los 
uatro sistemasespe
tralmente equivalentes de uno dado, de�nido por h = [h0 h1 h2℄.ĥ0 ĥ1 ĥ21a Op
i�on h0 h1 h22a Op
i�on h2 h1 h03a Op
i�on h1�ph21�h0h22 h0 + h2 h1+ph21�h0h224a Op
i�on h1+ph21�h0h22 h0 + h2 h1�ph21�h0h22Tabla 13.2 Sistemas espe
tralmente equivalentes de un sistema de segundoorden
13.2 Sistemas espe
tralmente equivalentesEn este apartado se van a 
al
ular expresiones anal��ti
as expl��
itas de los
oe�
ientes de los sistemas espe
tralmente equivalentes de uno dado. Se 
om-probar�a que 
oin
iden 
on las expresiones expuestas en la tabla 13.2. Comoes sabido, espe
i�
ado un sistema lineal se puede 
onstruir otro espe
tralmente



13.2. SISTEMAS ESPECTRALMENTE EQUIVALENTES 325equivalente re
ejando uno de sus 
eros respe
to al 
��r
ulo unidad. Suponiendoque los 
eros son a y b, la fun
i�on de transferen
ia del sistema se puede es
ribir
omo H(z) = (1� az�1)(1� bz�1) = 1� (a+ b)z�1 + abz�2 (13.25)o en un 
aso m�as general, donde no est�e normalizado su primer 
oe�
iente,H(z) = h0 � h0(a+ b)z�1 + h0abz�2 � h0 + h1z�1 + h2z�2 (13.26)Obviamente, los 
eros en fun
i�on de los 
oe�
ientes del sistema sona = �h1 +ph21 � 4h0h22h0 (13.27)b = �h1 �ph21 � 4h0h22h0 (13.28)n�otese que el papel de a y b es inter
ambiable.Invirtiendo el primer 
ero a, la e
ua
i�on (13.26) 
ondu
e al siguiente valorde h1: h01 = �h0 2h0�h1 +ph21 � 4h0h2 + �h1 �ph21 � 4h0h22h0 ! (13.29)realizando la suma indi
ada el resultado esh01 = �2h0(h0 + h2)�h1 +ph21 � 4h0h2 (13.30)y para el 
oe�
iente h2h02 = h0 2h0�h1 +ph21 � 4h0h2 � �h1 �ph21 � 4h0h22h0 ! (13.31)que tras simpli�
ar queda 
omoh02 = h0�h1 �ph21 � 4h0h2�h1 +ph21 � 4h0h2 (13.32)Al invertir uno de los 
eros se ha obtenido un sistema espe
tralmente equiva-lente. Se pueden obtener m�as sistemas de este tipo si se invierte el otro 
ero osi se invierten ambos a la vez. El resultado de todos estos pro
esos se muestraen la tabla 13.3.Se re
eja... 1er Coe�
iente 2o Coe�
iente 3er 
oe�
ientening�un 
ero h0 h1 h2
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ero h0 �2h0(h0+h2)�h1+ph21�4h0h2 h0�h1�ph21�4h0h2�h1+ph21�4h0h22o 
ero h0 �2h0(h0+h2)�h1�ph21�4h0h2 h0�h1+ph21�4h0h2�h1+ph21�4h0h2ambos 
eros h0 h0 h1h2 h0 h0h2Tabla 13.3 Sistemas resultantes en el pro
eso de inversi�on de 
eros
En una primera inspe

i�on las tablas 13.2 y 13.3 pare
en tener muy po
o en
om�un, 
uando se espera que sean id�enti
as. Es 
ierto que tomado un sistemaen la tabla 13.2 otro sistema 
on los mismos 
eros se puede en
ontrar en latabla 13.3, la �uni
a diferen
ia es pues un problema de normaliza
i�on: todos lossistemas en ambas tablas deber��an tener la misma ganan
ia. Los sistemas de latabla 13.2 ya 
umplen esta 
ondi
i�on porque satisfa
en la e
ua
i�on (13.2), perono es el 
aso para los de la tabla 13.3.Sea n el fa
tor de normaliza
i�on requerido y 
onsid�erese el �ultimo sistemade esta �ultima tabla, resultado de invertir ambos 
eros. Si ha de tener la mismaganan
ia que el sistema original es ne
esario que se veri�que:n2h20 + n2h20h21h22 + n2h20h20h22 = h20 + h21 + h22 (13.33)que se puede 
onseguir �jando n = h2=h0. Apli
ando este fa
tor a este sistemase obtiene que el sistema equivalente es h = [h2 h1 h0℄, que es el mismo que eldado en la op
i�on segunda de la tabla 13.2.De forma an�aloga se pueden en
ontrar fa
tores de normaliza
i�on para elresto de sistemas, resultandon2 = h1 �ph21 � 4h0h22h0 (13.34)n3 = h1 +ph21 � 4h0h22h0 (13.35)para el segundo y ter
er sistema de la tabla 13.3 respe
tivamente. Despu�es deesta normaliza
i�on todos los sistema de ambas tablas 
oin
iden 
omo era deesperar. Esto signi�
a que las solu
iones al sistema de e
ua
iones (13.2)-(13.4)est�an rela
ionadas mediante la re
exi�on de 
eros respe
to al 
��r
ulo unidad,
omo es 
ono
ido de la teor��a de �ltros.
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ionesDe manera an�aloga al estudio que se llev�o a 
abo para sistemas de primerorden, en esta se

i�on se analizar�an los efe
tos que peque~nos errores en la es-tima
i�on de la se
uen
ia de auto
orrela
i�on pueden tener sobre los estimadoresde los 
oe�
ientes del �ltro 
al
ulados mediante (13.9), (13.10) y (13.5).13.3.1 Sensibilidad del 
oe�
iente h1Como es sabido, lo que interesa 
al
ular ahora son las derivadas par
iales delos 
oe�
ientes del �ltro en fun
i�on de la se
uen
ia de auto
orrela
i�on. Comoen las expresiones que se han adoptado 
omo solu
i�on se debe 
al
ular h1 enprimera instan
ia, es por �el por el que se empezar�a el an�alisis.Varia
iones respe
to a r0Por 
onvenien
ia se reprodu
e en la siguiente l��nea la e
ua
i�on de partidaĥ21 = r2 + r0=2�q(r2 + r0=2)2 � r21 (13.36)
uya derivada par
ial 
on respe
to al 
oe�
iente r0 es�ĥ1�r0 = �14 �p(r2 + r0=2)2 � r21 � (r2 + r0=2)�1=2p(r2 + r0=2)2 � r21 (13.37)Esta derivada puede tomar un valor elevado o diverger en una �uni
a situa
i�on:Cuando (r2+r0=2)2 � r21 , que trasladado a una 
ondi
i�on sobre los 
oe�
ientesdel �ltro signi�
a que (h0 + h2)2 � h21. Bajo esta 
ondi
i�on la e
ua
i�on (13.37)toma la siguiente forma: �ĥ1�r0 � (�� (r2 + r0=2))1=2� (13.38)
on � � 0. Como se puede apre
iar esta divergen
ia es inevitable.



328 CAP�ITULO 13. SISTEMAS DE SEGUNDO ORDENVaria
iones 
on respe
to a r1La derivada par
ial de inter�es en este apartado es�ĥ1�r1 = �12 r1p(r2 + r0=2)2 � r21 �r2 + r0=2�pr2 + r0=2)2 � r21�1=2 (13.39)Y las situa
iones aso
iadas a ella en las que puede tomar valores elevados sonCaso a) Como el 
aso a anterior (r2 + r0=2)2 � r21 , que trasladado a los
oe�
ientes del sistema impli
a que (h0 + h2)2 � h21. Bajo esta 
ondi
i�on lae
ua
i�on anterior se 
onvierte en�ĥ1�r1 = �12 r1� (r2 + r0=2� �)1=2 (13.40)Los efe
tos de tener un fa
tor muy peque~no en el denominador se pueden 
on-trarrestar imponiendo r1 � 0, lo que 
ual signi�
a que h1 � 0 o h0 + h2 � 0.Pero esta nueva 
ondi
i�on tiene que ser 
onsistente 
on la anterior as�� que h1 yh0 + h2 tienen que estar pr�oximas a 
ero a la vez. Con esta 
ondi
i�on total, elfa
tor r2 + r0=2 = 1=2[(h0 + h2)2 + h21℄ en el denominador es tambi�en 
ero 
onlo que la divergen
ia no se puede evitar.Caso b) De igual manera es posible que (13.39) diverja si el segundo fa
torque apare
e en el denominador se a
er
a a 
ero, es de
ir, 
uando o
urre quer2 + r0=2 � p(r2 + r0=2)2 � r21 � 0. Teniendo en 
uenta la expresi�on (13.36),quiere de
ir que ĥ1 � 0, que se puede 
umplir bien si h1 � 0 o si h0 + h2 � 0,en de�nitiva, si r1 � 0. Si r1 es muy peque~no la expresi�on (13.39) se puedeaproximar por�ĥ1�r1 =� 12 r1(r2 + r0=2� r21=(r2 + r0=2)) �� 1(r2 + r0=2� (r2 + r0=2� r21=(r2 + r0=2)))1=2 (13.41)Dependiendo del signo elegido en el denominador pueden surgir dos 
asos dife-rentes:Caso b.1) Tomando la primera op
i�on en los signos queda�ĥ1�r1 = +12 r1(r2 + r0=2� r21=(r2 + r0=2)) (2r2 + r0 � r21=(r2 + r0=2))1=2 (13.42)



13.3. SENSIBILIDAD DE LAS SOLUCIONES 329que no diverge salvo que r2 + r0=2 = ((h0 + h2)2 + h21)=2 � 0, que impli
a quelas dos 
ondi
iones rela
ionadas 
on este 
aso b tienen que darse a la vez h1 � 0y h0 + h2 � 0. Como se apre
ia esto es un situa
i�on parti
ular del 
aso a, que
omo se sabe provo
a divergen
ia ineludible.Caso b.2) Tomando la segunda op
i�on en los signos:�ĥ1�r1 = 12 r1(r2 + r0=2� r21=(r2 + r0=2)) (r21=(r2 + r0=2))1=2 (13.43)y simpli�
ando un po
o queda�ĥ1�r1 = 12 pr2 + r0=2(r2 + r0=2� r21=(r2 + r0=2)) (13.44)Re
u�erdese que r1 es muy peque~no aqu��. La �uni
a situa
i�on que puede provo
arla divergen
ia de esta expresi�on es la misma que para el sub
aso b.1 y de he
hoprovo
a una divergen
ia ineludible 
omo es 
ono
ido. N�otese que el 
aso b es unasitua
i�on parti
ular 
ontenida en el 
aso a, por lo que no se a~nade informa
i�onnueva al an�alisis.Varia
i�on 
on respe
to a r2La derivada par
ial de ĥ1 
on respe
to a r2 es�ĥ1�r2 = �12 �p(r2 + r0=2)2 � r21 � (r2 + r0=2)�1=2p(r2 + r0=2)2 � r21 (13.45)que es id�enti
a, salvo un fa
tor 1=2, a �ĥ1�r0 de forma que la dis
usi�on 
onsiguientees id�enti
a y no se repetir�a aqu��.13.3.2 Sensibilidad del 
oe�
iente h0La expresi�on rela
ionando el 
andidato ĥ0 para el 
oe�
iente h0, 
on la se-
uen
ia de auto
orrela
i�on y el 
andidato ĥ1, se rees
ribe aqu�� por 
onvenien
ia:ĥ0 = r1 �qr21 � 4ĥ21r22ĥ1 (13.46)En los siguientes apartados se analizan las derivadas par
iales de esta expresi�onrespe
to de las variables de las que depende.
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i�on 
on respe
to a r0La derivada par
ial de ĥ0 
on respe
to a r0 es�ĥ0�r0 = �242(�ĥ21=�r0)r2qr21 � 4ĥ21r2 ĥ1 + �ĥ1�r0 �r1 �qr21 � 4ĥ21r2�35 12ĥ21 (13.47)Las posibles situa
iones en las que esta expresi�on puede diverger son:Caso a) r21 � 4ĥ21r2 � 0, de manera que el primer sumando del 
or
hete tomaun valor muy grande. Seg�un el valor que tome el 
andidato ĥ1 la expresi�onanterior se puede es
ribir de dos maneras en fun
i�on de los 
oe�
ientes del�ltro:Caso a.1) Fijando ĥ1 = h1 la expresi�on anterior se 
onvierte en h21(h0 +h2)2 � 4h21h0h2 � 0 o equivalentemente h21(h0 � h2)2 � 0. Esto se puede 
on-seguir 
on h1 � 0 o h0 � h2. El siguiente paso en el an�alisis es 
omprobar siesta situa
i�on de divergen
ia se puede 
ontrarrestar 
on 
ondi
iones adi
ionalessobre los 
oe�
ientes del �ltro. Bajo las 
ondi
iones enun
iadas hasta ahora lae
ua
i�on (13.47) se 
onvierte en�ĥ0�r0 = �"2(�ĥ21=�r0)r2� h1 + �ĥ1�r0 (r1 � �)# 12h21 (13.48)Como lo que interesa es evitar la divergen
ia es su�
iente estudiar el primersumando de esta expresi�on:�ĥ0�r0 � � (�ĥ21=�r0)r2� 1h1 (13.49)Si r2 � 0 ambos 
eros se podr��an anular. Para ha
er r2 � 0 bien h0 o bien h2tienen que estar 
er
anos a 
ero. Ahora bien, si se ha llegado a (13.49) porqueh1 � 0 el h1 del denominador refuerza la divergen
ia. Por otro lado, si se hallegado a (13.49) porque h0 � h2, imponiendo a�un m�as que h0 o h2 sea zerolleva a que h0 y h2 est�en ambos 
er
anos a 
ero, dejando el sistema 
on un s�olopar�ametro (un sistema de orden nulo). Por tanto, salvo para el 
aso extremopatol�ogi
o 
omentado, en el 
aso a.1 la divergen
ia no se puede evitar.Caso a.2) Si el 
andidato se elige 
omo ĥ1 = h0 + h2, la 
ondi
i�on es-table
ida en el 
aso a se 
onvierte en h21(h0 + h2)2 � 4(h0 + h2)2h0h2 � 0 oequivalentemente (h21 � 4h0h2)(h0 + h2)2 � 0. Esto se puede 
onseguir bien



13.3. SENSIBILIDAD DE LAS SOLUCIONES 331imponiendo que h0 � �h2 o bien que h1 = 2ph0h2. Sea 
omo fuere, bajo esta
ondi
i�on la e
ua
i�on (13.47) se 
onvierte en una similar a (13.48)�ĥ0�r0 = �"2(�ĥ21=�r0)r2� (h0 + h2) + �ĥ1�r0 (r1 � �)# 12(h0 + h2)2 (13.50)y de nuevo la �uni
a forma de evitar la divergen
ia es ha
iendo �nito el primerfa
tor: �ĥ0�r0 � � (�ĥ21=�r0)r2� 1h0 + h2 (13.51)El 
ero en el denominador se podr��a evitar ha
iendo r2 � 0, pero en este 
asosigni�
ar��a que h0 o h2 son 
ero, llevando a un sistema de orden 1 
arente deinter�es aqu��. En de�nitiva, para el 
aso a.2 tambi�en hay divergen
ia.Caso b) La e
ua
i�on (13.47) puede diverger tambi�en si �ĥ21=�r0 diverge, estoes, 
uando h21 � (h0 + h2)2. Para que esto no o
urra se podr��a intentar �jarr2 � 0 (relativo al primer fa
tor) y r1 � �qr21 � 4ĥ21r2 (relativo al segundofa
tor). N�otese que no se puede ha
er ĥ1 � 0 para evitar la divergen
ia delprimer fa
tor porque el t�ermino 
om�un reforzar��a la divergen
ia. La primera deestas �ultimas 
ondi
iones impone que h0 � 0 o h2 � 0 y la segunda impone queĥ21r2 � 0, que a su vez se divide en r2 � 0, 
omo la 
ondi
i�on anterior, y ĥ1 � 0.Como se ha 
omentado no se puede �jar ĥ1 � 0, porque lleva a divergen
iaigualmente, de forma que hay que ha
er h0 � 0 o h2 � 0 lo que 
ondu
ir��a aun sistema de primer orden, no de segundo, y se deber��a apli
ar el an�alisis quepara ese tipo de sistemas se desarroll�o en el 
ap��tulo anterior. Por tanto, en este
aso b la divergen
ia es inevitable, 
omo es l�ogi
o, ya que si ĥ1 se emplea para
al
ular ĥ0, 
uando ĥ1 est�e mal estimado tambi�en lo estar�a ĥ0.Varia
iones 
on respe
to a r1La derivada par
ial de ĥ0 
on respe
to a r1 es�ĥ0�r1 = 12ĥ1 0�1� r1 � 2(�ĥ21=�r1)r2qr21 � 4ĥ21r2 1A�� �ĥ1�r1 �r1 �qr1 � 4ĥ21r2� 12ĥ21 (13.52)Las 
ondi
iones bajo las 
uales esta expresi�on puede tomar valores elevados son:
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omo en el 
aso a anterior, que ha
e que esta expresi�onse 
onvierta en�ĥ0�r1 = " 1� r1 � 2(�ĥ21=�r1)r2� ! ĥ1 � �ĥ1�r1 (r1 � �)# 12ĥ21 (13.53)Como se puede observar la divergen
ia o
urre en el primer sumando y es �el elque hay que estudiar: �ĥ0�r1 � r1 � 2(�ĥ21=�r1)r2� 12ĥ1 (13.54)Si se quiere evitar la divergen
ia hay que �jar a la vez dos valores:1. r1 � 0, es de
ir, que h1 � 0 o que h0 + h2 � 02. r2 � 0, es de
ir, que h0 � 0 o que h2 � 0.Para poder 
umplir el segundo punto es ne
esario que el sistema, que se supon��ade orden 2, sea de orden 1, por lo que se 
onvierte desde el punto de vista desistemas de segundo orden en una situa
i�on trivial. Por tanto la divergen
ia eneste 
aso a no se puede evitar. Por �ultimo pre
isar que a esta situa
i�on se puedellegar por dos v��as:Caso a.1) h1 � 0 o h0 � h2.Caso a.2) h0 � �h2 o h1 = 2ph0h2.Caso b) Que diverja �ĥ21=�r1 o �ĥ1=�r1, es de
ir, que h21 � (h0 + h2)2, y es
ompletamente an�alogo al 
aso b anterior 
on una dis
usi�on id�enti
a: la �uni
aforma de evitar la diveren
ia de (13.52) bajo esta 
ondi
i�on es �jar r2 � 0 parael primer fa
tor y ĥ21r2 � 0 para el segundo fa
tor. Por tanto, para 
ontenerla divergen
ia del primer fa
tor es ne
esario redu
ir el sistema a uno de primerorden, situa
i�on trivial.Varia
i�on 
on respe
to a r2La derivada par
ial de ĥ0 
on respe
to a r2 es�ĥ0�r2 = 24�r2�ĥ21=�r2 + ĥ21qr21 � 4ĥ21r2 ĥ1 � �ĥ1�r2 0�r1 �qr21 � 4ĥ21r22 1A35 1̂h21 (13.55)Las posibles 
ausas de divergen
ia de esta expresi�on son:
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omo ya es 
ono
ido de los 
asos a anteriores. Bajoesta 
ondi
i�on la e
ua
i�on (13.55) se 
onvierte en:�ĥ0�r2 = "�r2�ĥ21=�r2 + ĥ21� ĥ1 � �ĥ1�r2 �r1 � �2 �# 1̂h21 (13.56)E igualmente el t�ermino dominante en este l��mite es el primero:�ĥ0�r2 � �r2�ĥ21=�r2 + ĥ21� 1̂h1 (13.57)Para 
ontrarrestar el 
ero en el denominador, r2 y ĥ21 tienen que estar pr�oximosa 
ero. Pero nada de esto se puede 
onseguir porque el primero har��a que elsistema fuese de primer orden y el segundo reforzar��a el 
ero en el denominador(ver el fa
tor 
om�un). De manera que la divergen
ia es ineludible. Re
u�erdeseque a esta situa
i�on se puede llegar por dos 
aminos:Caso a.1) h1 � 0 o h0 � h2.Caso a.2) h0 � �h2 o h1 = 2ph0h2.Caso b) Si divergen �ĥ21=�r2 o �ĥ1=�r2. Para evitarlo, entre otras a

ioneshabr��a que ha
er r2 � 0 y se obtendr��a de nuevo un sistema de primer orden.Por tanto, en esta situa
i�on tenemos divergen
ia.Caso 
) Si ĥ1 � 0. Bajo esta 
ondi
i�on la e
ua
i�on (13.55) queda de lasiguiente forma:�ĥ0�r2 = "�r2�ĥ21=�r2 + �2� �� �ĥ1�r2 ��� �2 �# 1�2 (13.58)donde se ha tenido en 
uenta que si ĥ1 es un in�nit�esimo, r1 es un in�nit�esimodel mismo orden. El inter�es se 
entra en evitar la divergen
ia si es posible.Consid�erese por separado el primer sumando:�ĥ0�r2 � �r2�ĥ21=�r2�2 (13.59)Como es sabido no se puede 
ontrarrestar el 
ero del denominador ha
iendor2 � 0 porque lleva a un sistema de primer orden. Y en este l��mite de ĥ1 � 0la par
ial que apare
e no se ha
e nula (ver e
ua
i�on (13.37)) 
on lo que ladivergen
ia es inevitable.



334 CAP�ITULO 13. SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN13.3.3 Sensibilidad del 
oe�
iente h2Para 
on
luir el an�alisis que se est�a llevando a 
abo, de la sensibilidad delos estimadores de los 
oe�
ientes del �ltro a errores en la se
uen
ia de auto-
orrela
i�on, se estudiar�a el 
oe�
iente h2. Este 
oe�
iente es el �ultimo que se
al
ula tal y 
omo se ha propuesto la solu
i�on del problema. Re
u�erdese que laexpresi�on de inter�es en este apartado es:ĥ2 = r2ĥ0 (13.60)Varia
i�on 
on respe
to a r0Teniendo en 
uenta la expresi�on anterior se dedu
e que la derivada par
ialde ĥ2 
on respe
to a r0 es: �ĥ2�r0 = �r2 �ĥ0=�r0ĥ20 (13.61)Las posibles situa
iones en las que puede apare
er divergen
ia son:Caso a) Que ĥ0 est�e 
er
ano a 
ero. Se puede 
onseguir bien ha
iendo h0 oh2 
er
anos a 
ero; de 
ualquier manera se obtiene un sistema de primer ordeny es el an�alisis de di
hos sistemas el que hay que 
onsiderar.Caso b) Que �ĥ0=�r0 diverja. En este 
aso s�olo se podr��a evitar ha
iendor2 � 0 pero de nuevo se llegar��a a un sistema de primer orden y por tanto ladivergen
ia es inevitable.Varia
i�on 
on respe
to a r1Se obtiene una expresi�on an�aloga a la �ultima:�ĥ2�r1 = �r2 �ĥ0=�r1ĥ20 (13.62)y por tanto apare
en los mismos 
asos para dis
utir 
on las mismas 
on
lusiones.
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i�on 
on respe
to a r2En este 
aso la derivada par
ial de inter�es es�ĥ2�r0 = ĥ0 � r2�ĥ0=�r0ĥ20 (13.63)y las 
ausas de divergen
ia aso
iadas son:Caso a) Si ĥ0 tiende a 
ero. La divergen
ia es 
laramente inevitable en este
aso.Caso b) Si �ĥ0=�r2 diverge, toda la expresi�on diverge.En la tabla 13.4 se re
ogen todas las situa
iones de alta sensibilidad estu-diadas en los 
asos anteriores. Por sensibilidad se entiende que los errores deestima
i�on en la se
uen
ia de auto
orrela
i�on se pueden magni�
ar al 
al
ularlos 
oe�
ientes de los �ltros.�=� h0 h1 h2r0 (h0 + h2)2 � h21 h0 � 0h1 � 0 h2 � 0h1 � 2ph0h2 h1 � 0h2 � �h0 h1 = 2ph0h2(h0 + h2)2 � h21 h2 � �h0(h0 + h2)2 � h21r1 (h0 + h2)2 � h21 h0 � 0h1 � 0 h2 � 0h1 � 2ph0h2 h1 � 0h2 � �h0 h1 = 2ph0h2(h0 + h2)2 � h21 h2 � �h0(h0 + h2)2 � h21r2 (h0 + h2)2 � h21 h0 � 0h1 � 0 h2 � 0h1 � 2ph0h2 h1 � 0h2 � �h0 h1 = 2ph0h2(h0 + h2)2 � h21 h2 � �h0(h0 + h2)2 � h21Tabla 13.4 Resumen de las situa
iones de alta sensibilidad



336 CAP�ITULO 13. SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN13.4 Interpreta
i�on de las situa
iones de sensi-bilidadLa tabla 13.4 
ontiene todas las situa
iones posibles en las que se puede dardivergen
ia para 
ualquiera de los valores de los 
andidatos. Esto signi�
a quealgunas situa
iones afe
tan s�olo 
uando ĥ1 = h1 y otras 
uando ĥ1 = h0 + h2.Quiz�as sea una buena idea 
lasi�
ar las situa
iones de divergen
ia atendiendo aqu�e valor 
on
reto tome 
ada 
andidato.N�otese tambi�en que las 
ondi
iones bajo las que se produ
e divergen
ia en ĥ0
ontienen a aquellas para ĥ1 y las 
ondi
iones de divergen
ia para ĥ2 
ontienena las de ĥ0.13.4.1 Interpreta
i�on para ĥ1Un sistema est�a perfe
tamente 
ara
terizado, salvo un fa
tor de es
ala, porla lo
aliza
i�on de sus 
eros. Puede ser instru
tivo tradu
ir las 
ondi
iones an-teriores sobre los 
oe�
ientes a 
ondi
iones sobre la lo
aliza
i�on de los 
eros.Para ello re
u�erdese que si a y b son los 
eros del sistema, sus 
oe�
ientes est�anrela
ionados 
on ellos de la siguiente manera:h0 = h0 (13.64)h1 = �h0(a+ b) (13.65)h2 = h0ab (13.66)donde h0 ha
e el papel del fa
tor de normaliza
i�on. Teniendo en 
uenta estasrela
iones, la 
ondi
i�on bajo la 
ual es posible una mala estima
i�on de ĥ1 serees
ribe 
omo: (h0 + h2)2 � h21 ) (1 + ab)2 � (a+ b)2 (13.67)Tomando ra��z 
uadrada se obtienen dos 
ondi
iones sobre los 
eros:1. 1 + ab � a+ b lo 
ual impli
a que a � 1 y b puede tomar 
ualquier valor.2. O 
onsiderando que los miembros de (13.67) tienen distinto signo 1+ab ��(a+ b) que lleva a b � �1 
on a tomando 
ualquier valor.De manera que esta 
ondi
i�on llevada a los 
eros signi�
a que ninguno de ellosdeber��a estar 
er
ano a �1. Lo 
ual signi�
a que si los 
eros son reales no puedenestar 
er
a del 
��r
ulo unidad. Si los 
eros fuese 
omplejos el �uni
o 
aso que sepuede dis
utir aqu�� es 
uando son una pareja 
omplejo 
onjugada ya que s�oloas�� los 
oe�
ientes del �ltro ser��an reales. Re
u�erdese que las e
ua
iones se han
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aso la 
ondi
i�onquedar��a: (1 + jaj2) � (2<fag)2 ) (1� ar)2 � �a2i (13.68)Donde <fag indi
a la parte real de a, siendo a = ar + iai 
omplejo. La �uni
asolu
i�on posible es ha
iendo ai = 0 y ar = �1. Es de
ir, que el 
ero sea real
on la misma restri

i�on anterior. Esto pare
e indi
ar que si es 
omplejo notiene porqu�e estar lejos del 
��r
ulo unidad, lo 
ual va un po
o 
ontra lo quese esperaba. Cuando un 
ero est�a 
er
a del 
��rulo unidad m�as dif��
il es, alestimarlo, de
idir si est�a dentro o fuera de �el. T�engase en 
uenta sin embargo lasiguiente observa
i�on: un sistema de segundo orden 
uyos 
eros sean 
omplejos
onjugados no puede ser de fase mixta (o est�an los dos dentro o est�an fuerasimplemente por el he
ho de ser 
onjugados). Seg�un esta observa
i�on debe serm�as sen
illo identi�
ar los sistemas porque elimina posibilidades, al haber s�olodos 
andidatos, es por tanto menos sensible.13.4.2 Interpreta
i�on para ĥ0Re
u�erdese que este estimador se 
al
ula utilizando ĥ1 y por tanto sus 
ausasde divergen
ia dependen de si el valor de ĥ1 es h1 o su equivalente h0 + h2.Caso 1) Si se ha estimado 
omo h1. Hay dos posibles situa
iones en las queapare
e la divergen
ia:1. h1 � 0. De a
uerdo 
on la e
ua
i�on (13.65) esto signi�
a que los 
eros sonel opuesto uno de otro a � �b.2. h0 � h2. De nuevo utilizando la e
ua
i�on (13.65) signi�
a que los 
erosson el inverso uno de otro a � 1=b.Caso 2) Si se ha estimado 
omo h0+h2. Tambi�en hay dos posibles 
ondi
ionesbajo las 
uales puede apare
er la divergen
ia:1. h0 + h2 � 0, o equivalentemente h0 � �h2. Que impone que los 
eros nodeben ser inversos y opuestos a � �1=b.2. h21 � 4h0h2 que trasladado a los 
eros impli
a que no deben ser iguales.Los dos sub
asos del 
aso 1 junto 
on los dos sub
asos del 
aso 2 dan un totalde 4 situa
iones de sensibilidad que se 
orresponden 
on los 
uatro valores quepuede tomar ĥ0: por 
ada grado de libertad apare
e una posible divergen
ia.



338 CAP�ITULO 13. SISTEMAS DE SEGUNDO ORDENPor esta misma raz�on, no siempre que alguna de estas situa
iones se 
umpletiene que dar ne
esariamente malos estimadores; bajo una 
ierta 
ondi
i�on seobtiene un mal estimador si esta 
ondi
i�on se ha derivado para el 
aso parti
ularen el que el 
andidato toma ese valor. Por ejemplo, si el valor real de ĥ1 es h1,ninguno de los sub
asos de 2 pueden afe
tar al resultado. Lo que es m�as, paraeste valor parti
ular de ĥ1 se pueden obtener dos valores 
on
retos de ĥ0, 
adauno de los 
uales se ver�a afe
tado s�olo por un sub
aso de 1. En 
ierto sentido,
ada 
amino (ver diagrama 13.1) seguido para 
onstruir la solu
i�on exa
ta sever�a afe
tado por un 
onjunto de 
ondi
iones. Este 
onjunto no afe
tar�a a lasolu
i�on si el 
amino seguido es otro. Por 
amino se entiende una 
ombina
i�ondada de [ĥ0 ĥ1 ĥ2℄.En general se requiere 
ono
er todo el 
onjunto de sistemas espe
tralmenteequivalentes, de manera que si alguna 
ondi
i�on de sensibilidad se veri�
a sepuede estar seguro que afe
tar�a a alguno de los sistemas equivalentes y portanto a los m�etodos que se basen en ellos.Aparte de estas posibles 
ausas de divergen
ia, hay que a~nadir un 
aso adi-
ional debido al he
ho de que ĥ0 se 
al
ula a partir de ĥ1. Si este �ultimo est�amal estimado tambi�en lo estar�a el primero, de manera que la 
ondi
i�on para lamala estima
i�on de ĥ1 hay que tenerla en 
uenta aqu��.13.4.3 Interpreta
i�on para ĥ2La 
ausa propia de divergen
ia para ĥ2 es que ĥ0 � 0, que puede su
edersi h0 � 0 o si h2 � 0. Pero esta situa
i�on 
ondu
e a un sistema de primerorden y se ha estudiado usando el an�alisis de ese tipo de sistemas. De nuevoĥ2 puede estar mal estimado si lo est�a ĥ0, de forma que las 
ondi
iones de altasensibilidad de este �ultimo hay que in
luirlas en las del primero.13.4.4 Rela
i�on entre sensibilidad y degenera
i�on de lassolu
ionesLa situa
i�on m�as favorable que se podr��a en
ontrar es aquella en las quelos 4 sistemas obtenidos a partir de la estad��sti
a de segundo orden fuesen lom�as distintos posible. De esta manera las medidas que se hagan sobre ellospermitir��an diferen
iarlos f�a
ilmente y 
ompararlos mejor respe
to a uno dereferen
ia, por ejemplo. El otro 
aso extremo es en
ontrarse 
on que todos lossistemas son id�enti
os, dando a entender que la solu
i�on al problema, in
luso
on este tipo de estad��sti
a, es �uni
a, siendo por tanto una situa
i�on favorable.El problema apare
e 
uando los distintos sistemas obtenidos se asemejan
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ir
unstan
ia las posibles opera
iones y modi�
a
iones que sele reali
en a los �ltros 
andidatos 
on el �n de analizarlos no dar�an resultadosdistintivos, llevando a 
onfundirlos. Esto se ver�a m�as 
laro en el 
ap��tulo 15
uando se analiza la fase de estos sistemas.De lo dis
utido en estos p�arrafos queda 
laro que es 
onveniente estudiarlas situa
iones en las que se est�a pr�oximo a la degenera
i�on en las solu
iones.La degenera
i�on se produ
e 
uando solu
iones que se suponen toman distintovalor no lo ha
en. Estas situa
iones son, atendiendo al 
oe�
iente 
al
ulado, lassiguientes:1. La expresi�on para ĥ1 se da en la e
ua
i�on (13.9). Habr�a degenera
i�on si(r2 + r0=2)2 � r21 o 
omo ya es sabido 
uando (h0 + h2)2 � h212. La expresi�on para ĥ0 se da en la e
ua
i�on (13.10). Siguiendo los pasosdados en an�alisis anteriores, esta 
ondi
i�on impli
a que h21(h0 � h2)2 � 0,o equivalentemente que h1 � 0 o h0 � h2.Como se apre
ia, las 
ondi
iones para la degenera
i�on de las solu
iones est�an
ontenidas en las 
ondi
iones bajo las 
uales la sensibilidad de las mismas esalta. La sensibilidad impide obtener buenos estimadores de los 
andidatos y ladegenera
i�on impide distinguirlos 
orre
tamente; ambas enturbian la resolu
i�ondel problema. Sus or��genes son distintos, pero las situa
iones bajo las que sedan son 
oin
identes. Por tanto es 
onveniente rehuir de tales situa
iones en loposible.13.5 Sensibilidad de la lo
aliza
i�on de los 
erosa peque~nas varia
iones de los 
oe�
ientesdel �ltroPuede darse la situa
i�on en la que a pesar de estar razonablemente bienestimados los 
oe�
ientes del �ltro, sus 
eros var��en signi�
ativamente de los delsistema verdadero. Esto puede llegar a 
onfundir la fase del sistema identi�
andoun sistema de fase m��nima 
omo de m�axima o situa
iones similares. En esteapartado se llevar�a a 
abo un an�alisis an�alogo al de apartados pre
edentes perorelativo a la posi
i�on de los 
eros en fun
i�on de los 
oe�
ientes del sistema.Sea la transformada Z de un sistema de segundo ordenH(z) = h0 + h1z�1 + h2z�2 (13.69)



340 CAP�ITULO 13. SISTEMAS DE SEGUNDO ORDENde manera que sus 
eros satisfa
en la siguiente expresi�on:z0 = �h1 �ph21 � 4h0h22h0 (13.70)De nuevo en el an�alisis son ne
esarias las derivadas par
iales de la magnitud
uya sensibilidad se desea estudiar respe
to de las variables de las que depende.Varia
iones respe
to de h0La derivada par
ial de z0 respe
to de h0 es�z0�h0 = " �2h2h0ph21 � 4h0h2 + h1 �qh21 � 4h0h2# 14h20 (13.71)que lleva aso
iada unas posibles 
ausas de divergen
ia:Caso a) h21 � 4h0h2, que signi�
a que los 
eros est�an muy pr�oximos.Caso b) h0 � 0, que 
ondu
e a un sistema de orden 1.Varia
iones respe
to de h1La derivada par
ial para este 
aso es:�z0�h1 = 12h0 "�1� h1ph21 � 4h0h2# (13.72)que lleva a las mismas 
ondi
iones de sensibilidad anteriores.Varia
iones respe
to de h2Finalmente para el 
oe�
iente h2 la derivada es�z0�h2 = �1ph21 � 4h0h2 (13.73)que toma valores elevados si h21 � 4h0h2, esto es, si ambos 
eros est�an juntos.Para resumir, la lo
aliza
i�on de los 
eros es m�as sensible a peque~nas varia-
iones en los 
oe�
ientes del �ltro 
uando h21 � 4h0h2.



Cap��tulo 14
El m�etodo de identi�
a
i�on
iega de sistemas usandoestad��sti
a de segundoorden y m��nima de alto
Introdu

i�onEn este 
ap��tulo se utilizar�a el an�alisis de la estru
tura de las solu
iones delos 
ap��tulos anteriores para proponer un nuevo m�etodo de identi�
a
i�on 
iegainspirado en el sistema SEMP. Entre sus prin
ipales ventajas se en
uentran:1. Elimina el pro
eso de b�usqueda del sistema 
on la fase 
orre
ta, inherentea todos los m�etodos existentes que 
omparten esta �losof��a.2. Se basa 
asi ex
lusivamente en estad��sti
a de segundo orden, dejando enmanos de la estad��sti
a de orden superior una simple de
isi�on binaria.3. Presenta propiedades t��pi
as de t�e
ni
as basadas en estad��sti
a de segundoorden 
omo peque~no n�umero de muestras requerido, menor varianza, et
.y las ventajas de la de orden superior 
omo informa
i�on a
er
a de la fase.La forma de 
onstruir este nuevo m�etodo se ilustrar�a en primer lugar para unsistema de primer orden donde se expondr�a el fundamento. El prin
ipal requisitoes 
ontar 
on expresiones expl��
itas para los 
oe�
ientes del �ltro en fun
i�on de341



342 CAP�ITULO 14. EL M�ETODO ICSMAla se
uen
ia de auto
orrela
i�on. Por este motivo tambi�en se puede extendera sistemas de segundo orden sin el mayor problema. Las trabas 
omienzan
uando no se dispone de tales expresiones tal y 
omo o
urre para sistemas deter
er orden; para ellos es ne
esario bus
ar algunas modi�
a
iones al m�etodode manera que no sean ne
esarias las expresiones expl��
itas sino que bastenrela
iones impl��
itas resueltas mediante un pro
eso iterativo.En el apartado 1 se ilustra el m�etodo para sistemas de primer orden y parasistemas de segundo en el apartado 2. Finalmente se propone una aproxima
i�ona la solu
i�on de los sistemas de ter
er orden en el apartado 3.14.1 Ilustrando el m�etodo para sistemas de pri-mer ordenEn los 
ap��tulos pre
edentes se obtuvieron expresiones expl��
itas de los 
o-e�
ientes de un sistema lineal en fun
i�on de la se
uen
ia de auto
orrela
i�on dela salida del mismo. As��mismo se 
omprob�o que no existe solu
i�on �uni
a, sinotodo un 
onjunto que 
ontiene todos los sistemas espe
tralmente equivalentes,EE, del sistema dado. Normalmente en ese 
onjunto de sistemas EE se lleva a
abo una b�usqueda para elegir el que tiene la fase 
orre
ta.Ser��a muy �util poder evitar este pro
eso de b�usqueda 
on el �n de ahorraropera
iones y tiempo. En este 
ap��tulo se propone un nuevo m�etodo [AMC02℄que 
onsigue este objetivo. Se ilustrar�a identi�
ando un sistema de primerorden.Re
u�erdese que las expresiones para los 
oe�
ientes de un �ltro de primerorden en fun
i�on de la se
uen
ia de auto
orrela
i�on son:ĥ20 = �r0 �qr20 � 4r21�� 2 (14.1)ĥ1 = r1ĥ0 (14.2)Si en (14.1) se sustituye la se
uen
ia de auto
orrela
i�on por sus valores en fun-
i�on de los 
oe�
ientes del �ltro (ver e
ua
iones (12.4) y (12.5)) resultaĥ20 = �h20 + h21 �q(h20 � h21)2�� 2 (14.3)De aqu�� es f�a
il de ver que los dos posibles valores para el estimador del primer
oe�
iente del �ltro son h0 y h1, dependiendo de la ele

i�on de signo que se hagajusto antes de la ra��z 
uadrada. De forma que la ele

i�on 
orre
ta de este signopuede 
ondu
ir dire
tamente a la respuesta deseada h0. La ele

i�on se puedeha
er de la siguiente manera:



14.1. ILUSTRANDO EL M�ETODO EN SISTEMAS DE ORDEN 1 343a) Si h20 > h21, la expresi�on (14.3) se 
onvierte, una vez tomada la ra��z 
uadra-da, en ĥ20 = �h20 + h21 � (h20 � h21)� =2 (14.4)y a partir de aqu�� pueden apare
er dos situa
ionesa.1) Eligiendo el signo + se obtiene ĥ0 = h0.a.2) Eligiendo el signo � se obtiene ĥ0 = h1.b) Si h20 < h21 la expresi�on (14.3) se 
onvierte ahora enĥ20 = �h20 + h21 � (h21 � h20)� =2 (14.5)b.1) Eligiendo el signo + queda ĥ0 = h1.b.2) Eligiendo el signo � queda ĥ0 = h0.Considerando todas las situa
iones des
ritas aqu��, la solu
i�on deseada se puedeobtener siempre si la expresi�on (14.1) se sustituye porĥ20 = �r0 + sqr20 � 4r21�� 2 (14.6)donde s = signo[h20 � h21℄ (14.7)Para resolver el problema por 
ompleto ya s�olo queda 
al
ular el signo s. Resulta
laro que 
ono
er este signo es equivalente a 
ono
er la fase del 
anal: si jh0j >jh1j el 
anal es de fase m��nima y es de fase m�axima si jh1j > jh0j. De maneraque no se puede estimar usando estad��sti
a de segundo orden de la salida porquees 
iega a fase. Una op
i�on posible es el uso de 
umulantes porque propor
ionanuna forma sen
illa de realizar esta tarea.Primero hay que notar que s se puede es
ribir equivalentemente 
omo:s = signo[1� �h21℄ (14.8)donde �h1 � h1=h0. Con la ayuda de la expresi�on de Brillinger-Rosenblatt [BR67℄es dire
to 
omprobar que: �h1 = 
4x(0; 1; 1)
4x(0; 0; 1) (14.9)Se deber��an ha
er algunos 
omentarios a
er
a de (14.9):



344 CAP�ITULO 14. EL M�ETODO ICSMA1. Se han elegido los 
umulantes de 
uarto orden para que la expresi�on sepueda apli
ar in
luso en el 
aso de se~nales de entrada 
on distribu
i�on deprobabilidad sim�etri
as, que produ
en se~nales de salida sim�etri
as.2. Esta expresi�on se puede 
onsiderar 
omo un 
aso parti
ular de las f�ormulasde la rebanada q (q-sli
e ) para 
oe�
ientes normalizados.3. Se pueden generalizar para 
ualquier orden de 
umulante y �ltros de 
ual-quier orden.Una vez que ĥ0 se ha estimado 
orre
tamente, la expresi�on (14.2) da el valor
orre
to para ĥ1.N�otese que la informa
i�on ne
esaria obtenida de la estad��sti
a de alto ordenEAO es simplemente un signo, as�� que no se espera que el m�etodo sufra de las
ono
idas desventajas de EAO: ne
esidad de longitudes de datos grandes, granvarianza en sus estimadores, et
. Adem�as, la �uni
a 
ondi
i�on que se ne
esitapara que este m�etodo se pueda apli
ar es que la se~nal de entrada sea blan
a. Nose ne
esita ninguna informa
i�on adi
ional sobre su estad��sti
a, salvo la varian-za. Debido a las 
ara
ter��sti
as del m�etodo des
rito se le denominar�a m�etodode Identi�
a
i�on Ciega de sistemas mediante estad��sti
a de Segundo orden yM��nima de Alto ICSMA.14.2 Apli
a
i�on de ICSMA a modelos de segun-do ordenLa t�e
ni
a que se a
aba de des
ribir se puede generalizar a �ltros de 
ualquirorden siempre y 
uando se disponga de expresiones expl��
itas de los 
oe�
ien-tes en fun
i�on de la se
uen
ia de auto
orrela
i�on. Para ilustrar este punto seapli
ar�a este m�etodo a sistemas de segundo orden.Re
u�erdese que las solu
iones para los 
oe�
ientes del �ltro sonĥ21 = r2 + r0=2�q(r2 + r0=2)2 � r21 (14.10)ĥ0 = r1 �qr21 � 4ĥ21r22ĥ1 (14.11)ĥ2 = r2ĥ0 (14.12)De nuevo la ele

i�on de los signos en (14.10) y (14.11) es 
ru
ial para llegar al�ltro verdadero. Para ver qu�e signo es el que se va a es
oger es 
onveniente
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ribir (14.10) en fun
i�on de los 
oe�
ientes verdaderos:ĥ21 = �(h0 + h2)2 + h21 �q(h21 � (h0 + h2)2)2�� 2 (14.13)en la que pueden apare
er dos situa
iones:a) Si h21 > (h0 + h2)2 la expresi�on (14.13) se puede es
ribir 
omoĥ21 = 12 �(h0 + h2)2 + h21 � �h21 � (h0 + h2)2�� (14.14)y dependiendo del signo elegido pueden su
eder dos posibilidades:a.1) Si se elige el signo +, el resultado es ĥ1 = h1.a.2) Por otro lado, si se elige el �, queda ĥ1 = h0 + h2b) Pero si h21 < (h0 + h2)2 la expresi�on (14.13) se 
onvierte enĥ21 = 12 �(h0 + h2)2 + h21 � �(h0 + h2)2 � h21�� (14.15)y las dos posibilidades son:b.1) Si se elige el +, ĥ1 = h0 + h2b.2) Si se elige el �, ĥ1 = h1Considerando todas estas situa
iones, el valor verdadero del segundo 
oe�
ientedel �ltro se puede obtener si la expresi�on (14.10) se modi�
a a:ĥ21 = r2 + r0=2 + s1q(r2 + r0=2)2 � r21 (14.16)donde s1 = signo[h21 � (h0 + h2)2℄ (14.17)A partir de ĥ1 el siguiente 
oe�
iente ĥ0 se puede 
al
ular usando (14.11). Paraeste �n (14.11) se es
ribe en fun
i�on de los verdaderos 
oe�
ientes del �ltroasumiendo que ĥ1 ha sido 
orre
tamente estimado y por tanto es igual a h1,ĥ0 = h1(h0 + h2)�ph21(h0 � h2)22h1 (14.18)Y siguiendo la t�e
ni
a 
ono
ida,



346 CAP�ITULO 14. EL M�ETODO ICSMAa) Si h1(h0 � h2) > 0 la expresi�on (14.18) se puede rees
ribir 
omoĥ0 = h1(h0 + h2)� h1(h0 � h2)2h1 (14.19)a.1) Usando el signo +, el estimador toma el valor ĥ0 = h0.a.2) Con el signo �, ĥ0 = h2.b) Si h1(h0 � h2) < 0 la expresi�on (14.18) se 
onvierte enĥ0 = h1(h0 + h2)� h1(h2 � h0)2h1 (14.20)b.1) Eligiendo el signo + resulta ĥ0 = h2.b.2) Eligiendo el signo � resulta ĥ0 = h0.Considerando todas estas posibles situa
iones, la expresi�on (14.11) se puedemodi�
ar para dar siempre el valor del verdadero h0,ĥ0 = r1 + s2qr21 � 4ĥ21r22ĥ1 (14.21)donde s2 = signo[h1(h0 � h2)℄ (14.22)Finalmente, a partir de ĥ0 el �ultimo 
oe�
iente ĥ2 se puede estimar usando(14.12).Todav��a queda el problema de la estima
i�on de los signos s1 y s2. Unaaproxima
i�on sen
illa 
onsiste en es
ribir ambos en fun
i�on de los 
oe�
ientesnormalizados, s1 = signo ��h21 � (1 + �h2)2� (14.23)s2 = signo ��h1(1� �h2)� (14.24)donde los 
oe�
ientes normalizados est�an de�nidos 
omo �hi � hi=h0 y se pueden
al
ular usando la siguiente expresi�on:�hi = 
4x(0; i; 2)
4x(0; 0; 2) (14.25)
omo se puede 
omprobar f�a
ilmente mediante la expresi�on de Brillinger-Rosenblatt.
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er ordenEl problema para �ordenes inferiores ya es 
ono
ido 
on anterioridad, se tratade obtener los 
oe�
ientes del �ltro h = [h0 h1 h2 h3℄ a partir de la se
uen
iade auto
orrela
i�on de la salida, usando, en este 
aso, el siguiente sistema dee
ua
iones: r0 = h20 + h21 + h22 + h23 (14.26)r1 = h0h1 + h1h2 + h2h3 (14.27)r2 = h0h2 + h1h3 (14.28)r3 = h0h3 (14.29)Donde 
omo siempre se ha tomado �2w = 1 o la se
uen
ia de auto
orrela
i�onse ha normalizado. Las e
ua
iones son no lineales y la solu
i�on no es tan di-re
ta 
omo para sistemas de �ordenes inferiores. Se sabe que hay 8 solu
ionesdiferentes 
orrespondiente a las 23 posibles 
ombina
iones de los tres 
eros de h
uando se re
ejan 
on respe
to al 
��r
ulo unidad, de manera que si se en
uentrauna expresi�on anal��ti
a y expl��
ita para alguno de los 
oe�
ientes puede ser lasolu
i�on para una e
ua
i�on de orden o
tavo. Si se re
uerda la solu
i�on para unsistema de 2o orden, el 
oe�
iente h1 era la solu
i�on a una e
ua
i�on 
uadr�ati
a yno la solu
i�on a una de 
uarto orden porque 2 de las solu
iones espe
tralmenteequivalentes 
ompart��an el mismo h1, esto es, hab��a 
ierta simetr��a que simpli-�
aba el problema. Con el �n de en
ontrar e
ua
iones m�as manejables aqu��, esde
ir, e
ua
iones de menor orden, ser��a �util estudiar la estru
tura del 
onjuntode solu
iones espe
tralmente equivalentes en bus
a de alguna de tales simetr��as.Con el uso de un programa de simula
i�on se puede 
al
ular el 
onjuntoespe
tralmente equivalente re
ejando los 
eros de un sistema dado y se puedenestudiar los 
oe�
ientes. La �uni
a simetr��a que se en
ontr�o fue que el produ
toh1h2 apare
e por parejas, esto es, hay 
uatro valores diferentes para el produ
toh1h2, as�� que quiz�as sea una buena idea el de�nir una nueva variable � = h1h2y despejarla en el sistema. Para mantener la homogeneidad de las in
�ognitas sede�nen m�as variables; una ele
i�on obvia es llamar r3 = h0h3 y el resto se es
ogende manera aleatoria 
omo � = h1h0 y 
 = h0h2. Las e
ua
iones (14.26)-(14.29)se 
onvierten en: r2 = 
 + �r3
 (14.30)r1 = � + �+ �r3� (14.31)r0 = �
� + ��
 + �
� + �r23�
 (14.32)La e
ua
i�on (14.32) asegura que el �ltro tiene la poten
ia 
orre
ta bajo la es-tru
tura de�nida por (14.30) y (14.31). Este sistema 
onsta de tres in
�ognitas�, � y 
 y de tres e
ua
iones (14.30)-(14.32).



348 CAP�ITULO 14. EL M�ETODO ICSMAPartiendo de la e
ua
i�on (14.30) es f�a
il 
omprobar que
 = 12 �r2 �qr22 � 4�r3� (14.33)y de (14.31) � = 12 �r1 � ��p(r1 � �)2 � 4�r3� (14.34)Si � fuera 
ono
ida, el problema estar��a resuelto. El siguiente paso l�ogi
o essustituir 
 y � por sus expresiones 
omo fun
i�on de � ((14.33) y (14.34)) en(14.32) y despejar �. Desgra
iadamente la e
ua
i�on resultante es demasiado
ompli
ada para en
ontrar solu
iones anal��ti
as.14.3.1 Una solu
i�on iterativa basada en ICSMALa e
ua
i�on (14.32) se puede rees
ribir 
omo una e
ua
i�on 
uadr�ati
a para� 
omo sigue: � r23�
 + �
 + 
� ��2 � r0�+ �
 = 0 (14.35)
on su solu
i�on� = 12 h r23�
 + �
 + 
� i "r0 �sr20 � 4�
� r23�
 + �
 + 
��# (14.36)Siguiendo un pro
edimiento similar al seguido para sistemas de �ordenes infe-riores, el signo 
orre
to en (14.33), (14.34) y (14.36) se puede 
al
ular de lasiguiente manera: s1 = signo[�h2 � �h1�h3℄ (14.37)s2 = signo[�h1 � �h2�h3℄ (14.38)s3 = signo ���h21 + �h22 + �h23�� 1� (14.39)respe
tivamente y las expresiones rees
ritas 
omo
 = 12 �r2 + s1qr22 � 4�r3� (14.40)� = 12 �r1 � �+ s2p(r1 � �)2 � 4�r3� (14.41)� = 12 h r23�
 + �
 + 
� i "r0 + s3sr20 � 4�
� r23�
 + �
 + 
��# (14.42)Estas e
ua
iones estilo ICSMA se van a resolver mediante un pro
eso iterativo.El pro
eso 
omienza 
on la estima
i�on de los signos (14.37)-(14.39) mediante
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oe�
ientes normalizados en fun
i�on de los
umulantes de 
uarto orden. Una vez que se 
ono
en estos signos el pro
esoiterativo se ini
ializa �jando un valor ini
ial para �, usando, por ejemplo:� = 
4x(1; 2; 3)
4r3 (14.43)Este valor de � se utiliza en (14.40) y (14.41) para obtener valores ini
iales de 
y �, que a su vez se usan para 
al
ular un nuevo valor de � via (14.42) y enton
esel 
i
lo se repite. La parte m�as importante del pro
eso es la ini
ializa
i�on de�, malos estimadores ini
iales pueden llevar a que el pro
eso 
onverja a unos
oe�
ientes distintos de los del �ltro original.Comproba
i�on pr�a
ti
aPara 
omprobar el fun
ionamiento del pro
eso iterativo presentado, se hallevado a 
abo una simula
i�on en una situa
i�on favorable. En primer lugar sehan supuesto 
ono
idos los 
oe�
ientes verdaderos para el 
�al
ulo de s1, s2 ys3 y la se
uen
ia de auto
orrela
i�on. A 
ontinua
i�on se da un valor ini
ial a� ad ho
 
er
a del valor verdadero (normalmente 
on un error relativo menordel 10%). El modelo estudiado fue un MA=[2.000 9.2000 12.7700 5.4672℄, elverdadero valor de � es 115.1854 y es ini
ializado 
omo 126. En la �gura 14.1se muestra la evolu
i�on de � y su verdadero valor. Despues de 2000 itera
ioneslos 
oe�
ientes del �ltro estimados se ajustan perfe
tamente a los verdaderos.Esta simula
i�on veri�
a que te�ori
amente fun
iona la t�e
ni
a iterativa pro-puesta. Desafortunadamente no es el 
aso 
uando se emplean estimadores en elpro
eso de ini
ializa
i�on, aunque se ne
esitan m�as simula
iones para 
omprobareste punto.
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Figura 14.1 Evolu
i�on de � en el m�etodo ICSMA iterativo



Cap��tulo 15
An�alisis de los m�etodos deele

i�on de la fase
Introdu

i�on

En este 
ap��tulo se presentan m�etodos de ele

i�on de la fase, en este 
aso seapli
an al 
onjunto de sistemas espe
tralmente equivalentes, y algunas herra-mientas y observa
iones �utiles para su an�alisis. Los m�etodos se pueden 
lasi�
arentre basados en el e
ualizador y no basados en el e
ualizador, pero 
asi todosellos se basan en el 
riterio de ajuste por 
umulantes, salvo el nuevo m�etodo pro-puesto y otro basado en el 
riterio del m�odulo 
onstante. En total se analizan10 m�etodos diferentes apli
ados a 12 modelos distintos.En el apartado 1 se 
omentan algunos detalles a
er
a de la estima
i�on de lase
uen
ia de auto
orrela
i�on para justi�
ar los resultados experimentales; 
oneste mismo �n tambi�en se de�ne una nueva magnitud, la m��nima diferen
iarelativa en el apartado 2. En el apartado 3 se des
riben los m�etodos estudiadosy se presenta un primer an�alisis esperado de ellos en el apartado 4. Los modelosestudiados, junto 
on el an�alisis de los resultados obtenidos, se presentan en losapartados 5 y 6 respe
tivamente. 351



352 CAP�ITULO 15. AN�ALISIS DE M�ETODOS DE ELECCI �ON DE FASE15.1 A
er
a de la estima
i�on de la se
uen
ia deauto
orrela
i�onRe
u�erdese que el sistema lineal h a identi�
ar rela
ionaba la entrada y lasalida seg�un la siguiente expresi�on:x(n) = qXi=0 hiw(n� i) (15.1)donde el pro
eso w(n) es una serie de variables aleatorias independientes eidenti
amente distribuidas. La salida de los sistemas est�a 
ontaminada porruido gaussiano blan
o fv(n)g, independiente de la entrada y de varianza �2v
ono
ida. De manera que las muestras disponibles tienen la forma:y(n) = x(n) + v(n) (15.2)El problema que tratamos en este apartado es el de estudiar los fa
tores queafe
tan la estima
i�on de la se
uen
ia de auto
orrela
i�on de fx(n)g dada en(15.1), suponiendo 
ono
ida la varianza del ruido y teniendo s�olo a

eso a mues-tras de fy(n)g en (15.2). Di
ha sequen
ia se estimar�a, 
omo es habitual, 
o-mo un promedio temporal: dadas N muestras, y(1); : : : ; y(N), el estimador deryy(m) = E[y(n)y(n+m)℄ esr̂yy(m) = 1N �m N�mXi=1 y(i)y(i+m) (15.3)Usando (15.1) y (15.2) la expresi�on anterior se puede expresar 
omor̂yy(m) = 1N �m N�mXi=0 24 qXk;l=1 bkblw(i� k)w(i+m� l)++ qXk=0 bkw(i� k)v(i+m)++ qXl=0 blw(i+m� l)v(i) + v(i)v(i+m)# (15.4)
que se puede rees
ribir en fun
i�on de los estimadores de la auto
orrela
i�onr̂yy(m) = qXk;l=0 bkblr̂ww(m+ k � l)++ qXk=0 bk[r̂wv(m+ k) + r̂wv(m� k)℄ + r̂vv(m) (15.5)



15.1. ESTIMACI �ON DE LA SECUENCIA DE AUTOCORRELACI �ON 353Los estimadores de la auto
orrela
i�on del miembro de la dere
ha tienen el valoresperado siguiente E[r̂ww(m)℄ = �2wÆ(m) (15.6a)E[r̂wv(m)℄ = 0 (15.6b)E[r̂vv(m)℄ = �2vÆ(m) (15.6
)y ya que son no sesgados, estos son los valores que estamos bus
ando. Dondeapare
en las varianzas 
ono
idas de los pro
esos involu
rados. Usando (15.6a)-(15.6
), el valor esperado de (15.5) (o su 
omportamiento asint�oti
o) esryy(m) = �2w qXk bkbk+m + �2vÆ(m) (15.7)o equivalentemente ryy(m) = rxx(m) + �2vÆ(m) (15.8)de manera que sabiendo la poten
ia del ruido, la sequen
ia de auto
orrela
i�onde x(n) se puede obtener de la de y(n):rxx(m) = ryy(m)� �2vÆ(m) (15.9)Si en vez de utilizar el valor real de la auto
orrela
i�on de y(n) en (15.9) seutiliza el estimador de (15.4), diferentes 
ausas pueden ha
er que est�e lejos desu valor verdadero. �Estas se pueden obtener mediante una inspe

i�on de (15.5):1. Si r̂ww se diferen
ia mu
ho de su valor esperado (15.6a).2. Si r̂wv se desv��a mu
ho de 0, su valor esperado en (15.6b).3. Si r̂vv est�a lejos de su valor esperado (15.6
).Suponiendo que los �uni
os par�ametros libres son los 
oe�
ientes del �ltro yla SNR |es de
ir, la poten
ia del ruido|, los puntos anteriores afe
tan m�as alvalor de (15.5) si,1. Cuanto mayor sean los 
oe�
ientes del �ltro, mayor ser�a la in
uen
ia delsegundo sumando en el miembro de la dere
ha en (15.5).2. Cuando menor sea la SNR, mayor ser�a la desvia
i�on de r̂wv de 0.



354 CAP�ITULO 15. AN�ALISIS DE M�ETODOS DE ELECCI �ON DE FASE15.2 Una magnitud nueva: M��nima Diferen
iaRelativaComo es 
ono
ido, la estad��sti
a de alto orden lleva informa
i�on sobre lafase de un pro
eso aleatorio dado. En mu
has o
asiones se utilizan los 
umu-lantes 
omo herramienta para identi�
ar a un sistema lineal totalmente, tantosu respuesta en magnitud 
omo su respuesta en fase; pi�ensese por ejemplo en lat�e
ni
a 
ono
ida 
omo ajuste de 
umulantes (
umulant mat
hing).Si se tiene un 
onjunto de sistemas lineales 
omo posibles 
andidatos delsistema real que se quiere identi�
ar, se puede elegir 
omo 
andidato �optimo,o 
andidato v�alido aquel 
uyos 
umulantes se a
erquen m�as a los 
umulantesestimados 
on las muestras medidas a la salida del sistema. Pi�ensese por elmomento que se va a utilizar un solo 
umulante, en parti
ular de la diago-nal prin
ipal, para llevar a 
abo la ele

i�on. Sea por ejemplo 
4x(m;m;m) el
umulante en 
uesti�on, notado 
omo 
4x(m) por simpli
idad. Si los distintos
umulantes, 
ada uno 
orrespondiente a los distintos sistemas 
andidatos, est�anmuy 
er
a unos de otros, ser�a m�as dif��
il elegir entre ellos el que m�as se a
er
aal 
umulante verdadero. En las pr�oximas l��neas se expresa matem�ati
amente enuna nueva magnitud esta idea sen
illa.Sea �(m) = f
(1)4x (m); : : : ; 
(P )4x (m)g el 
onjunto formado por los P 
u-mulantes 
orrespondientes a los P sistemas 
andidatos, ordenados de menor amayor. A 
ontinua
i�on se 
oge el primer elemento y se le substrae al siguiente,dividiendo por el primero por motivos de normaliza
i�on. De esta manera se 
al-
ula la primera diferen
ia relativa. Para 
al
ular la segunda diferen
ia relativase sigue el pro
eso anterior 
on el segundo elemento del 
onjunto. Esto se repi-te hasta 
al
ular las P � 1 diferen
ias relativas. La m��nima diferen
ia relativa[AMGR02℄ para este 
umulante MRD(
4x(m)) es la menor de todas ellas y dauna idea del grado de di�
ultad en el pro
eso de sele

i�on del sistema 
andidatoverdadero bas�andose en ajuste por 
umulantes. Cuanto m�as peque~no sea suvalor, m�as dif��
il ser�a diferen
iar entre los posibles 
andidatos aquel 
uyo 
umu-lante se a
erque m�as al 
umulante verdadero. Si se usan todos los 
umulantesdiagonales en el pro
eso de sele

i�on, la MRD se 
al
ula 
omo el promedio deMRD(
4x(m)) para todos los valores de m para los 
uales el 
umulante no seanulo.15.2.1 MRD para sistemas espe
tralmente equivalentesUna situa
i�on donde se suele utilizar la t�e
ni
a de ajuste por 
umulantespara la identi�
a
i�on de sistemas, es en el pro
eso de elegir el sistema que tie-ne la fase 
orre
ta entre todos los sistemas que 
omparten el mismo espe
trode poten
ia. En 
ap��tulos anteriores se han obtenido todos los sistemas espe
-



15.2. UNA MAGNITUD NUEVA: M�INIMA DIFERENCIA RELATIVA 355tralmente equivalentes de uno dado, para sistemas de orden 1 y 2. �Estos seobtuvieron mediante la re
exi�on de 
ada uno de los 
eros respe
to al 
��r
ulounidad. El mismo resultado se obtuvo al intentar identi�
ar el sistema a partirde la se
uen
ia de auto
orrela
i�on de la salida: no hab��a solu
i�on �uni
a, 
omoya es sabido. Por tanto, el pro
eso de identi�
a
i�on 
iega se debe 
ompletar 
onalguna t�e
ni
a que elija la fase 
orre
ta entre todos los posibles 
andidatos. Unaop
i�on posible es el uso de ajuste por 
umulantes tal y 
omo se ha expli
ado enp�arrafos pre
edentes.Dadas las simetr��as de 
umulantes por un lado y sistemas espe
tralmenteequivalentes por otro, se 
umple la siguienteProposi
i�on 15.2.1 La m��nima diferen
ia relativa (MDR) de un 
onjunto desistemas espe
tralmente equivalentes de segundo orden presenta las siguientespropiedades:1. MDR(
4x(m))=MDR(
4x(�m))2. MDR(
4x(0))=0Demos.- La propiedad 1 se demuestra f�a
ilmente teniendo en 
uenta que dadoun sistema de�nido por sus 
oe�
ientes h=[h0 h1 h2℄, se puede obtener otroespe
tralmente equivalente 
on 
oe�
ientes h0=[h2 h1 h0℄, estando por tantoagrupados por parejas seg�un este 
riterio. Por otro lado, teniendo en 
uentala expresi�on para los 
umulantes de la salida de un sistema lineal dada porBrillinger y Rossenblat [BR67℄
kx(�1; : : : ; �k�1) = 
kw qXi=0 hihi+�1hi+�k�1 (15.10)se tiene que 
(h)4x (m) = 
(h0)4x (�m) (15.11)por lo que �(m) = �(�m) y por tanto la m��nima diferen
ia relativa obtenidade 
ada 
onjunto es la misma. No ha
e falta re
urrir a la expresi�on (15.10)para obtener (15.11), basta re
urrir al he
ho de que bajo estad��sti
a esta
iona-ria, 
ambiar los intervalos temporales m, en momentos y 
umulantes, por susopuestos �m equivale a invertir el orden de los 
oe�
ientes que de�nen el �ltro.La propiedad 2 se obtiene parti
ularizando (15.10) al 
aso k = 4 y �1 = : : : =�3 = 0 
4x(0; 0; 0) = qXi=0 h4i (15.12)
on lo que es dire
to 
omprobar que 
(h)4x (0) = 
(h0)4x (0) y por tanto MRD(
4x(0))=0.Que tambi�en se puede ver 
omo un 
aso espe
ial de (15.11) para m=0.
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iones te�ori
as de la MDRLa proposi
i�on 15.2.1 tiene 
onse
uen
ias importantes en lo que respe
taa la ele

i�on de la fase ade
uada en un 
onjunto de sistemas espe
tralmenteequivalentes. �Estas 
onse
uen
ias son dos:Conse
uen
ia 1: Es indistinto emplear el 
umulante 
4x(m) o el 
4x(�m) ya quees de esperar que la di�
ultad en
ontrada para identi�
ar el sistema seala misma 
on ambos.Conse
uen
ia 2: T�e
ni
as que utili
en ex
lusivamente la 
urtosis dar�an resul-tados err�oneos siempre, ya que al menos hay dos sistemas espe
tralmeneequivalentes 
on la misma 
urtosis y por tanto no es posible diferen
iarlosatendiendo a ella.15.3 Des
rip
i�on de los m�etodos estudiadosEn 
ap��tulos anteriores se ha tratado el problema de la identi�
a
i�on de siste-mas utilizando estad��sti
a de segundo orden de la salida del mismo. Como ya es
ono
ido la solu
i�on al problema planteado de esta manera no es �uni
a, sino quese obtiene todo el 
onjunto de sistemas espe
tralmente equivalentes al sistemaproblema. Como tambi�en se ha ido insinuando anteriormente, una segunda par-te ne
esaria para la 
ompleta identi�
a
i�on del sistema es la determina
i�on desu fase 
orre
ta, es de
ir, elegir dentro del 
onjunto de sistemas espe
tralmenteequivalentes aquel 
uya fase 
oin
ida 
on la fase del sistema problema.Esta ele

i�on se puede llevar a 
abo utilizando una gran variedad de t�e
ni
as;las utilizadas en este trabajo las podemos 
lasi�
ar dentro de dos 
ategor��asgenerales: basadas en el e
ualizador y no basadas en el e
ualizador o dire
tas.Todas estas t�e
ni
as, 
omo ya se ha indi
ado, de
iden la fase a posteriori. Laherramienta utilizada para llevar a 
abo di
ha ele

i�on debe estar basada enestad��sti
a de alto orden, ya que la estad��sti
a de segundo orden es 
iega afase seg�un re
ejan los 
ap��tulos anteriores. En de�nitiva, estas t�e
ni
as utilizanestad��sti
a de alto orden a posteriori. Hay, sin embargo, la posibilidad de extraerla informa
i�on ne
esaria mediante estad��sti
a de alto orden antes de 
al
ular el
onjunto de sistemas espe
tralmente equivalentes (antes de apli
ar la estad��sti
ade segundo orden), tal y 
omo se demostr�o en el 
ap��tulo 14. A este �ultimotipo de t�e
ni
as se le llamar�an t�e
ni
as 
on estad��sti
a de alto orden a priori,estando in
luido en �el el m�etodo de Identi�
a
i�on Ciega basado en estad��sti
ade Segundo orden 
on M��nima de Alto (ICSMA). Las t�e
ni
as 
on estad��sti
a dealto orden a posteriori se des
riben a 
ontinua
i�on, el m�etodo a priori se deriv�oen el 
ap��tulo 14.
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ni
as basadas en el e
ualizadorEste tipo de t�e
ni
as 
al
ulan el e
ualizador de 
ada uno de los sistemas
andidatos estimados, y junto 
on la se~nal de salida del sistema, obtienen la se~nalde entrada al 
anal e
ualizada. Una de las prin
ipales ventajas que presentanestos m�etodos es que a la par que se lleva a 
abo la identi�
a
i�on, tambi�ense lleva a 
abo la e
ualiza
i�on. Obviamente vienen penalizados por un mayorn�umero de opera
iones y el riesgo de que los errores se vayan a
umulando en elpro
eso de 
al
ular el e
ualizador. Como la distribu
i�on de la se~nal de entradaes 
ono
ida, ya s�olo resta ver qu�e 
andidato da la se~nal e
ualizada m�as 
er
anaa la verdadera. La forma de ver la 
er
an��a entre ambas se~nales depende del
riterio 
on
reto a apli
ar.Criterio del m�odulo 
onstante (MC)Consiste en imponer que las muestras de la se~nal e
ualizada est�en lo m�as
er
a posible de tener m�odulo �jo. Est�a inspirado en el 
ono
ido algoritmo dem�odulo 
onstante de Godard [God74℄, uno de los pioneros en el �ambito de laidenti�
a
i�on y e
ualiza
i�on 
iega. Resulta l�ogi
o pensar que este 
riterio fun
io-nar�a mejor si de he
ho la se~nal primigenia ten��a m�odulo 
onstante, 
omo su
edeen el 
aso aqu�� analizado ya que se utiliza una se
uen
ia binaria f+1; �1g. Sino fuera as��, la 
onstante R a la que deber��a a
er
ase el m�odulo de la se~nale
ualizada se obtendr��a de minimizarf(R) = E[(jweq(n)j2 �R)2℄ (15.13)resultando R = E[jw(n)j4℄=E[jw(n)j2℄. Obviamente, para la se
uen
ia binariaanterior R = 1.Criterio de 
urtosis pr�oxima (CP)Adem�as de tener en 
uenta una propiedad de inspira
i�on geom�etri
a 
omo esel m�odulo, tambi�en es posible 
onsiderar 
riterios puramente estad��sti
os. Comola estad��sti
a de la se~nal de entrada es 
ono
ida, una op
i�on v�alida es elegir 
omo
andidato perfe
to aqu�el que presente esta misma distribu
i�on. Una forma de
omprobar la similitud de distribu
iones es mediante el empleo de sus momentosy 
umulantes, ya que el pleno 
ono
imiento de estos a todos los �ordenes la
ara
terizan 
ompletamente. Como por 
uestiones pr�a
ti
as no es fa
tible usartodos, hay que elegir aquellos que se utilizar�an para esta tarea. En primerlugar se emplear�an los 
umulantes, en vez de los momentos, por los motivosya 
omentados en varios puntos de esta Memoria. El orden de los mismos esotro punto importante, ya que a mayor orden m�as di�
ultosa es su estima
i�on.Lo mejor ser��a emplear los 
umulantes de ter
er orden, pero al ser de orden
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uando las variables aleatorias involu
radas tienen una fun
i�onde densidad de probabilidad par, 
omo es el 
aso aqu�� estudiado. Por tanto hayque re
urrir a los 
umulantes de 
uarto orden. Al ser la se~nal de entrada iid,el �uni
o 
umulante de 
uarto orden no nulo es la 
urtosis y ser�a �este el que seemplear�a para elegir al 
andidato 
on la fase 
orre
ta: la 
urtosis estimada para
ada una de las se~nales e
ualizadas 
on los diferentes 
andidatos se 
ompar�a 
onla 
urtosis verdadera 
ono
ida de la se~nal de entrada real. El 
andidato 
uyoe
ualizador d�e la se~nal 
on la 
urtosis m�as 
er
ana a la verdadera ser�a elegido.Criterio de la 
urtosis pr�oxima modi�
ado (CPM)El 
riterio anterior se ve fortale
ido imponiendo adem�as que los 
umulantesdiagonales ( distintos de la prin
ipal |
urtosis| ) sean lo m�as pr�oximos a 
ero.En parti
ular se ha tomado 
4weq (1; 1; 1).15.3.2 M�etodos dire
tosEste tipo de m�etodos utilizan dire
tamente la salida del sistema y(n)paradeterminar 
u�al de los sistemas 
andidatos tiene la fase 
orre
ta. Presentanla ventaja prin
ipal de que son m�as sen
illos y por tanto requieren un menorn�umero de opera
iones por lo que se espera que sean menos sensibles a la a
u-mula
i�on de errores.Ajuste por 
umulantes (AC)Este m�etodo ya se ha esbozado en el apartado 15.2 que trataba sobre la MDRy en el subapartado 15.3.1 anterior. En este 
aso se 
omparan las estad��sti
asestimadas y te�ori
a de la salida del sistema por medio de los 
umulantes dia-gonales de 
uarto orden. S�olo se utilizan las se

iones diagonales porque se hainformado en la literatura que el resultado no mejora respe
to al as�� obtenidosi se in
luyeran todos los 
umulantes de 
uarto orden posibles [ZMM93℄. Aligual que en el subapartado 15.3.1 los 
umulantes estimados se obtienen de losmomentos estimados. Como es habitual el estimador del operador valor espe-rado se implementa mediante un promedio temporal. Los 
umulantes te�ori
osse 
al
ulan mediante (15.10), 
ono
ida la 
urtosis de la se~nal de entrada y los
oe�
ientes de los distintos �ltros 
andidatos. De esta manera el sistema elegidoh� es aquel que 
umpleh� = minh2& 2Xm=�2 ����� qXi=1 
4whih3i+m � 
̂4x(m;m;m)�����2 (15.14)



15.4. EL COMPORTAMIENTO ESPERADO DE LOS M�ETODOS 359A PRIORIICSMAA POSTERIORIBasados en e
ualizadorMCCPCPMDire
tosACACSFigura 15.1 M�etodos de ele

i�on de fasedonde & es el 
onjunto de sistemas espe
tralmente equivalentes y el sombreroindi
a que la magnitud ha sido estimada.Ajuste por 
umulantes, versi�on simpli�
ada (ACS)En el apartado anterior se emplean todos los 
umulantes diagonales parade
idir el sistema 
on la fase ade
uada. En esta se

i�on se propone el uso deun �uni
o 
umulante diagonal para llevar a 
abo di
ha identi�
a
i�on. Seg�un elintervalo temporal m 
onsiderado en 
4x(m) el m�etodo se llamar�a ACS m.15.4 El 
omportamiento esperado de los m�etodosUna vez des
ritos los m�etodos que se van a emplear para 
omplementar laidenti�
a
i�on de los sistemas, es posible dis
utir a priori 
u�al es el 
omporta-miento que van a presentar. Para tener una visi�on m�as general de los distintostipos de t�e
ni
as, en la �gura 15.1 se muestran por 
ategor��as. Por el mo-mento, dos ideas b�asi
as ser�an su�
ientes para ha
er una primera 
lasi�
a
i�onatendiendo a la 
alidad del resultado esperado:1. Cantidad de informa
i�on utilizada.2. Sen
illez del m�etodo, tradu
ida en bajo 
oste 
omputa
ional.Seg�un la idea 2 los m�etodos basados en el e
ualizador son los que dar�an los peoresresultados, ya que 
omo se 
oment�o al presentarlos los posibles errores originados
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i�on de fase ordenados de peor a mejor
omportamiento (de arriba a abajo)en la estima
i�on de los 
oe�
ientes del �ltro pueden verse in
rementados duranteel pro
eso del 
�al
ulo del �ltro inverso (utilizado aqu�� 
omo e
ualizador). Dentrode ese grupo, y atendiendo a la idea 1, es de esperar que CPM mejore losresultados de CP ya que utiliza m�as 
umulantes para ha
er la ele

i�on. Adem�as,dada la naturaleza aleatoria de la se~nal de entrada, es m�as 
onveniente 
on�aren las t�e
ni
as que usan medidas estad��sti
as a las que usan otras, 
omo porejemplo 
riterios geom�etri
os; por tanto MC dar�a los peores resultados.El resto de m�etodos, tanto los que utilizan estad��sti
a de alto orden a priori
omo los a posteriori dire
tos est�an a la par en lo que respe
ta a la sen
illez delm�etodo, 
on lo que las posibles diferen
ias surgir�an bajo el punto 1. No 
abeduda que es m�as l�ogi
o esperar mejores resultados de AC que de ACS ya quees m�as f�a
il 
omparar estad��sti
as 
onforme m�as 
umulantes se 
onoz
an. Portanto, y por ahora, el mejor m�etodo que se presenta es AC. El �uni
o m�etodoa priori utilizado ICSMA, 
uenta 
on la informa
i�on justa y ne
esaria de altoorden antes de 
al
ular, en �ultima instan
ia, los 
oe�
ientes usando estad��sti
ade segundo orden; estima, por tanto, m�as informa
i�on que el resto de m�etodosy es tan sen
illo o m�as que AC y ACS, 
on lo que su 
omportamiento debe ser,al menos, tan bueno 
omo AC.La �gura 15.2 re
oge los m�etodos estudiados de peor a mejor 
omportamien-to esperado. La justi�
a
i�on �nal de si las ideas 1 y 2 son su�
ientes 
omo paraexpli
ar la a
tua
i�on de las t�e
ni
as empleadas la dar�an las simula
iones presen-tadas en el pr�oximo apartado. Sin embargo, dada la gran 
antidad de fa
tores1que intervienen en todo el pro
eso, as�� 
omo que 
ada t�e
ni
a 
onsta de variospasos, es de esperar una gran riqueza en 
uanto a fen�omenos observados en lassimula
iones. Tal variedad no es probable que se pueda expli
ar tomando 
omobase las ideas anteriores. >Ser�a posible obtener mejores resultados utilizandos�olo un 
umulante diagonal que todos ellos?1estima
i�on de estad��sti
a de segundo y alto orden, sensibilidad de las expresiones para los
oe�
ientes del �ltro, et
.



15.5. DESCRIPCI �ON DEL ENTORNO Y MODELOS 36115.5 Des
rip
i�on del entorno y de los modelosutilizadosSe han llevado a 
abo simula
iones donde se estudian 12 �ltros de segundoorden. Cada uno viene de�nido por un ve
tor de 
oe�
ientes h = [h0 h1 h2℄de a
uerdo 
on la expresi�on (15.1) donde el pro
eso w(n) sigue una se
uen
iabinaria f+1;�1g siendo 
ada valor equiprobable. La estad��sti
a del pro
eso deentrada es la siguiente rww(m1) = �2wÆ(m1) (15.15a)
3w(m1;m2) = 0 (15.15b)
4w(m1;m2;m3) = 
4wÆ(m1)Æ(m2)Æ(m3) (15.15
)donde 
kw(m1; : : : ;mk�1) denota los 
umulantes de orden k-�esimo del pro
esofw(n)g, �2w = 1 y 
4w = �2. La tabla 15.1 re
oge los 
oe�
ientes h de losmodelos estudiados junto 
on la lo
aliza
i�on de los 
eros z1 y z2 de 
ada uno.h0 h1 h2 z1 z2modelo 1 1 1.3 0.4 �0.8 �0.5modelo 2 1 0.05 �0:455 �0.7 0:65modelo 3 1 1.5 0.54 �0.9 �0.6modelo 4 1 �0:05 �0:765 0:9 �0.85modelo 5 1 1.35 0.455 �0.7 �0.65modelo 6 1 1.85 0.855 �0.9 �0.95modelo 7 1 2.5 1 �0.5 �2modelo 8 1 �0:5 �1:04 �0.8 1:3modelo 9 1 2 0.99 �0.9 �1.1modelo 10 1 2.9 1.8 �0.9 �2modelo 11 1 3.8 3.45 �2.3 �1.5modelo 12 1 �0:1 �1:32 �1.1 1:2Tabla 15.1 Coe�
ientes de los modelos estudiados y 
orrespondientelo
aliza
i�on de los 
eros.La varianza del ruido aditivo gaussiano se rees
ala atendiendo a la rela
i�onse~nal ruido (SNR) deseada, donde la SNR (en dB) se de�ne 
omoSNR = 10 log �2x�2v (15.16)Aqu�� los niveles de ruido 
onsiderados ser�an �20; �15; �10; �5, 0, 5, 10, 15,20 y 25 dB.
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ter��sti
as de los modelosLos modelos presentados en la tabla 15.1 se han elegido ex-profeso para
ubrir la mayor 
antidad de situa
iones interesantes posibles. Ya es 
ono
idode an�alisis llevados a 
abo en el 
ap��tulo 13 que la lo
aliza
i�on de los 
erosdel sistema in
uye de manera 
on
luyente en la 
alidad de las solu
iones yatendiendo a ella se han 
lasi�
ado 
omo sensibles y no sensibles. Por tanto,por situa
iones interesantes se quiere expresar aquellas que 
ubren todo el rangode rela
iones entre los 
eros del sistema. Para 
ada modelo las rela
iones sonlas siguientes:Modelo 1 Es un modelo de fase m��nima, no sensible ya que los 
eros no est�anrela
ionados de manera espe
ial.Modelo 2 Es un modelo de fase m��nima, sensible ya que sus 
eros son opuestos.Modelo 3 Es un modelo de fase m��nima, sensible porque uno de sus 
eros est�a
er
a del 
��r
ulo unidad.Modelo 4 Es un modelo de fase m��nima, sensible porque sus 
eros son el opuestoel uno del otro y est�an 
er
a del 
��r
ulo unidad.Modelo 5 Es un modelo de fase m��nima, sensible porque sus 
eros est�an 
er
ael uno del otro.Modelo 6 Es un modelo de fase m��nima y es sensible porque ambos 
eros est�an
er
a del 
��r
ulo unidad.Modelo 7 Es un modelo de fase mixta, sensible porque los 
eros son el inversoel uno del otro.Modelo 8 Es un modelo de fase mixta, sensible porque los 
eros son opuestos einversos.Modelo 9 Es un modelo de fase mixta, sensible porque los 
eros son 
er
anos al
��r
ulo unidad y est�an pr�oximos el uno del otro.Modelo 10 Es un modelo de fase mixta, sensible porque uno de sus 
eros seen
uentra 
er
a del 
��r
ulo unidad.Modelo 11 Es un modelo de fase m�axima, no sensible.Modelo 12 Es un modelo de fase m�axima, sensible porque ambos 
eros estan
er
a del 
��r
ulo unidad.



15.6. RESULTADOS DE LAS SIMULACIONES 36315.6 Resultados de las simula
ionesLas simula
iones llevadas a 
abo en este bloque de la Memoria 
ubren unaingente 
antidad de modelos, ya de�nidos en la se

i�on 15.5, estudiados me-diante 10 t�e
ni
as distintas, ICSMA, CP, CPM, MC, AC y las 5 modalidadesde ACS m. Para poder llevar a 
abo un an�alisis de los resultados 
on la pro-fundidad ne
esaria es muy 
onveniente pro
eder a presentar el 
omportamientode las simula
iones al menos en dos grupos y as�� poder prestar aten
i�on m�asf�a
ilmente a los detalles. El primer grupo estar�a 
ompuesto por los m�etodos ACy ACS m apli
ados a la identi�
a
i�on de los 12 modelos de�nidos. La 
ompo-si
i�on del segundo grupo se detallar�a m�as adelante 
uando se pueda justi�
ar ala vista de lo expuesto a
er
a del primer grupo.15.6.1 Primer grupo. M�etodos AC y ACS mLa ne
esidad de tratar todas las t�e
ni
as que utilizan ajuste por 
umulantes(a la salida del 
anal en estudio) formando un grupo aparte es doble. En primerlugar est�a 
laro que forman una 
ategor��a por s�� mismas ya que se basan enla misma idea. En segundo lugar hay que desta
ar que aunque la idea deutilizar ajustes por 
umulantes no es ni mu
ho menos nueva [BL95℄, [CWM97℄,[CL99℄, [Swa97℄, [Tug95℄, [ZMM93℄, [ZV98℄, no se ha llevado a 
abo |que setenga 
ono
imiento de ello| ning�un an�alisis a
er
a de la idoneidad de usar un
umulante u otro, o todos, en el ajuste. Di
ho an�alisis se desarrollar�a 
on elempleo del 
on
epto de MDR y se ver�a refrendado experimentalmente 
on losresultados aportados.El primer punto a tratar antes de pro
eder al an�alisis 
on
reto de los resulta-dos es determinar qu�e fa
tores in
uyen en ellos. Ya que los m�etodos empleados
onstan de varios pasos, pare
e inevitable que haya que tratar 
ada uno porseparado. Los distintos pasos son:1. Estimar la se
uen
ia de auto
orrela
i�on de la salida del sistema.2. Cal
ular los 
oe�
ientes de los sistemas espe
tralmente equivalentes alsistema problema.3. De
idir la fase empleando las t�e
ni
as AC y ACS m.El 
omportamiento que tenga el m�etodo en 
ada uno de los pasos afe
tar�a en unaspe
to 
on
reto a los resultados obtenidos. Los dos primeros pasos afe
tar�ana la 
apa
idad de obtener buenos estimadores del sistema problema, el ter
eroafe
tar�a a qu�e t�e
ni
a en parti
ular dar�a los mejores resultados. Es de
ir, losprimeros dan la posibilidad de obtener buenos estimadores y el ter
ero di
e qu�e



364 CAP�ITULO 15. AN�ALISIS DE M�ETODOS DE ELECCI �ON DE FASEmetodo va a ser el que de verdad d�e esos estimadores. El ter
er punto adem�as es
apaz de de
ir no s�olo qui�en va ser el mejor m�etodo sino de ordenarlos atendiendoa su 
omportamiento.Estima
i�on de la se
uen
ia de auto
orrela
i�onEl primer paso tiene que ver ex
lusivamente 
on la exa
titud 
on la que sepueda estimar la se
uen
ia de auto
orrela
i�on de la salida de un sistema dado.Seg�un se puso de mani�esto en la se

i�on 15.1 depende prin
ipalmente de dosfa
tores:1. La SNR o equivalentemente el nivel de ruido aditivo. Cuanto mayor sea lapoten
ia del ruido m�as dif��
il ser�a la estima
i�on, es de
ir, mayor varianzatendr�an los estimadores.2. Cuanto mayor sean los 
oe�
ientes del �ltro a identi�
ar mayor ser�a lavarianza de los estimadores.A�un hay un ter
er fa
tor que interviene en la 
alidad de la estima
i�on, el n�umerode datos. Es dire
to de ver que al aumentar el n�umero de muestras 
ono
idasmejorar�an los estimadores de la parte dere
ha de (15.5) a
er
�andose a su valorideal, mejorando por tanto el estimador de r̂xx(m). Todos los modelos est�ansujetos a los mismos valores de la SNR y al n�umero de datos, por lo que lo�uni
o que es propio de 
ada modelo es el fa
tor 2 y en fun
i�on de �el se har�a ladis
usi�on.El l��mite a partir del 
ual se 
onsiderar�a un 
oe�
iente 
omo alto se hadedu
ido experimentalmente, siendo por tanto un dato emp��ri
o. Este l��miteest�a en torno a 1.5 y en fun
i�on de �el se pueden 
lasi�
ar atendiendo a lassiguientes 
ategor��as:Modelos de riesgo bajo: todos sus 
oe�
ientes son bastante menores que el l��mite.En esta memoria los modelos 2, 4 y 8 pertene
en a esta 
ategor��a.Modelos de riesgo medio: alguno de sus 
oe�
ientes se en
uentra en el entornodel l��mite, 
omo los modelos 1, 3, 5 y 12.Modelos de riesgo alto: todos sus 
oe�
ientes son mayores que el l��mite. Enesta Memoria los modelos 6, 7, 9, 10 y 11 pertene
en a esta 
ategor��a.Hay que tener en 
uenta que los modelos estudiados aqu�� est�an normalizadosde manera que el primer 
oe�
iente siempre es la unidad. Son el resto de
oe�
ientes los que se utilizan en la lista anterior para determinar la 
ategor��aa la que pertene
en.
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e por los motivos que se van a dar en el pr�oximoapartado.C�al
ulo de los sistemas espe
tralmente equivalentesUna vez obtenida la se
uen
ia de auto
orrela
i�on se pro
ede a 
al
ular los
oe�
ientes de los �ltros de los sistemas que son espe
tralmente equivalentesal sistema a identi�
ar. Para ello se utilizan las expresiones (13.5), (13.9) y(13.10). Dos fa
tores intervienen aqu�� de forma de
isiva: 
�omo de buenos seanlos estimadores de la se
uen
ia de auto
orrela
i�on y 
�omo de sensibles son estasexpresiones para el modelo en parti
ular.Si el modelo no es sensible dar�a buenos estimadores de los 
oe�
ientes a�un
uando no lo sean tanto los de la se
uen
ia de auto
orrela
i�on. Sin embargo,un modelo sensible depende mu
ho de la 
alidad de estos �ultimos, si son buenosel resultado ser�a bueno, si no lo son, el resultado tampo
o lo ser�a. Re
ordarque el fa
tor que 
ontrolaba la 
alidad de los estimadores de la se
uen
ia deauto
orrela
i�on es el tama~no de los 
oe�
ientes del �ltro. La tabla 15.2 resumeesta idea e indi
a los modelos que re�unen las 
ara
ter��sti
as espe
i�
adas.Riesgo bajo Riesgo medio Riesgo altoNo sensible Buena Buena Buena(modelos) (-) (1) (11)Sensibles Buena Regular Mala(modelos) (2, 4 y 8) (3, 5 y 12) (6, 7, 9 y 10)Tabla 15.2 Calidad de los estimadores seg�un la sensibilidad y el riesgo
Un modelo 
on bajo riesgo tendr�a aso
iados estimadores de los 
oe�
ientesde buena 
alidad mientras que los de alto riesgo tienen m�as riesgo de que seamala, de ah�� su 
ali�
ativo. Modelos 
on buena 
alidad aso
iada permitena las t�e
ni
as de ele

i�on de fase llevar a 
abo su misi�on 
on plena libertad,siendo ya tarea de esta �ultima el elegirla ade
uadamente. Si la t�e
ni
a fun
ionaade
uadamente la MSD �nal ser�a muy peque~na. Esto se puede 
omprobarobservando por ejemplo los modelos 2, 4 y 8 trabajando 
on 1000 muestras en�guras 15.12, 15.20 y 15.36 donde las t�e
ni
as que mejor fun
ionan dan MSDrondando e in
luso mejorando los �20 dB, 
uando lo normal es que est�en porlos �15 dB en el resto de modelos.Los modelos 
on mala 
alidad aso
iada impiden la 
orre
ta ele

i�on de lafase, 
on lo que todos los m�etodos dan igual de malos resultados, existiendo muy
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a dispersi�on entre ellos. Ve�anse por ejemplo las �guras 15.28, 15.32, 15.40y 15.44 
orrespondientes a los modelos 6, 7, 9 y 10 donde las MSD rondan los�10 dB.Para modelos 
on 
alidad regular (modelos 3, 5 y 12 en �guras 15.16, 15.24 y15.52) los MSD se mueven en la regi�on intermedia de los �15 dB y la dispersi�onentre los m�etodos es un po
o mayor.Hasta ahora todo lo dis
utido permite de
ir 
on qu�e modelo se pueden obte-ner los mejores resultados atendiendo a 
ara
ter��sti
as tales 
omo la sensibilidady el riesgo, que son fa
tores propios de 
ada uno. La in
uen
ia de fa
tores ex-ternos tales 
omo la SNR y el n�umero de datos es 
lara y 
ono
ida. Tanto siaumenta la SNR 
omo el n�umero de muestras disponibles, se tendr�an mejoresestimadores y la MSD ser�a m�as peque~na.Idoneidad de AC y ACS m al modelo identi�
adoEl ter
er paso de los m�etodos estudiados 
onsiste en elegir la fase 
orre
taentre todos los sistemas espe
tralmente equivalentes, mediante el uso de t�e
ni
asde ajuste por 
umulantes. En los 
omentarios realizados en rela
i�on a los pasospre
edentes se ha justi�
ado porqu�e se obtienen mejores resultados para unosmodelos, pero no se ha di
ho nada sobre qu�e t�e
ni
a es la que 
onsigue esosresultados �optimos. Este punto se 
ubrir�a en este apartado.Ya es 
ono
ido que si el n�umero de datos es muy peque~no los estimadoresde los sistemas espe
tralmente equivalentes tendr�an mu
ho sesgo y varianza
on lo que las t�e
ni
as de ele

i�on de fase no podr�an trabajar ade
uadamente.Conforme aumenta el n�umero de datos los estimadores van mejorando y lasdiversas t�e
ni
as pueden ir mostrando sus virtudes y sus defe
tos. Pare
e portanto importante ha
er la dis
ussi�on en fun
i�on del n�umero de datos.Para 100 muestras el 
omportamiento observado es muy similar para to-das las t�e
ni
as, debido al he
ho ya 
omentado de que los estimadores de los
oe�
ientes de los sistemas espe
tralmente equivalentes son muy pobres, y nopermiten que �estas fun
ionen ade
uadamente. Ve�anse las �guras 15.7, 15.11,15.15, 15.19, 15.23, 15.27, 15.31, 15.35, 15.39, 15.43, 15.47 y 15.51 
orrespo-dientes a todos los modelos para este n�umero de muestras.Para 1000 muestras el 
omportamiento es mu
ho m�as ri
o en mati
es yse puede observar 
�omo seg�un los modelos que se estudien las t�e
ni
as que danmejores resultados son unas u otras. Para un modelo dado, la magnitud que
ontrola 
�omo se ordenan las diversas t�e
ni
as en fun
i�on del MSD es la MDR.Tal y 
omo se expli
�o 
uando se de�ni�o, la MDR da una idea de la di�
ultadque presenta un determinado 
umulante para distinguir los sistemas dentro del
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onjunto espe
tralmente equivalente. Cuanto menor es, m�as di�
ultad en
uen-tra ese determinado 
umulante para elegir el sistema 
on la fase 
orre
ta. Portanto, es de esperar que, dado un sistema para identi�
ar, el 
umulante quetenga la MRD m�as grande aso
iada a ese sistema d�e los mejores resultados. Engeneral, van ordenados de menor a mayor MSD seg�un va de
re
iendo la MDR.Este 
omportamiento tipo se ve matizado atendiendo a 
�omo de diferentes seanlos valores de la MDR y si superan 
ierto valor umbral:1. Si la MDR para todos los 
umulantes utilizados (in
luida AC) es menorque 
ierto valor l��mite, ninguna t�e
ni
a debe fun
ionar bien porque le re-sulta muy dif��
il distinguir entre los sistemas. Este valor l��mite o umbral seha determinado experimentalmente y resulta ser 0.1. Un ejemplo 
laro esel modelo 9; seg�un se apre
ia en la �gura 15.3 donde se muestra la inversade la MDR (en dB) para los distintos modelos estudiados, el modelo 9 pre-senta valores superiores a los 10 dB (valor umbral) para todas las t�e
ni
asy en 
onse
uen
ia la MSD es grande seg�un muestra la �gura 15.40. Se haoptado por representar la inversa de la MDR para que haya una rela
i�onm�as dire
ta: a menor inversa de la MRD menor MSD.2. Si algunos 
umulantes presentan MDR por debajo del valor umbral y otrospor en
ima, est�a 
laro que los segundos dar�an un MSD inferior a los pri-meros. Se puede 
onsiderar 
omo una situa
i�on t��pi
a para apli
ar MRD.V�ease por ejemplo la �gura 15.36 
orrespodiente al modelo 8 donde seapre
ia que AC, AC �1 y AC 1 presentan mejores resultados que AC �2,AC 2 y AC 0, en 
lara 
on
ordan
ia 
on lo esperado al observar la �gu-ra 15.3 de la inversa de MDR donde el primer grupo de 
umulantes tienevalores por debajo de 10 dB y el segundo por en
ima.Este 
omportamiento tipo tambi�en lo presenta el modelo 11 en la �gu-ra 15.48.3. Si todos los 
umulantes tiene una MDR mayor que 0.1 todos est�an endisposi
i�on de dar buenos resultados. En este 
aso la manera en que seordenan no est�a di
tada por la MDR sino por otros posibles fa
tores 
omola estima
i�on de los 
umulantes. En esta situa
i�on est�an los modelos 2,4 y 12. Seg�un la �gura 15.3 en todos ellos las t�e
ni
as AC �1 y AC 1deber��an dar los mejores resultados seguidas de AC y �nalmente AC �2 yAC 2, pero al ser h1 � 0 la estima
i�on de 
4x(1; 1; 1) y 
4x(�1;�1;�1) esm�as sensible y por tanto las t�e
ni
as que los usan dan los peores resultadosseg�un se apre
ia en las �guras 15.12, 15.20 y 15.52.La �gura 15.3 donde se muestran los valores de la inversa de la MDR para losdistintos modelos mere
e unos 
omentarios ex profeso. Estos valores se han
al
ulado suponiendo que se 
ono
��an los verdaderos 
oe�
ientes del �ltro aidenti�
ar. A partir de ellos se 
al
ularon todos los sistemas espe
tralmenteequivalentes usando las expresiones de la tabla 13.2. Una vez 
ono
ido el 
on-junto espe
tralmente equivalente, para 
al
ular la MDR para un 
umulante se
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al
ulaba di
ho 
umulante para todos los sistemas del 
onjunto y se pro
ed��atal y 
omo expli
a la de�ni
i�on de la MDR.Adem�as en esta misma �gura se puede 
omprobar 
�omo se veri�
an laspropiedades de la MDR expuestas en la proposi
i�on 15.2.1, ya que las parejas
4x(1; 1; 1) - 
4x(�1;�1;�1) y 
4x(2; 2; 2) - 
4x(�2;�2;�2) presentan 
ada unael mismo valor. Por otro lado, ya que MDR(
4x(0; 0; 0))=0 su inversa es 1 ypor tanto no apare
e en la gr�a�
a. Algo pare
ido le o
urre al modelo 7 donde altener la simetr��a h0 = h2 la MDR para todos los 
umulantes es identi
amente
ero.

Figura 15.3 MDR para los modelos estudiadosÆ ACS � 2;t ACS � 1;} ACS 0; � ACS 1;+ ACS 2; x ACPara 10000 muestras 
abe desta
ar el he
ho de que hay algunos modelosque siguen mejor el 
omportamiento di
tado por la MDR, y que no lo ha
��anpara 1000 datos. El 
omportamiento di
tado por la MDR se puede resumir enlos 3 puntos dados anteriormente m�as el he
ho de que las parejas de t�e
ni
asya 
ono
idas deben dar resultados iguales. Los modelos que 
umplen lo aqu��
omentado son el 1, 3, 5 y 10 representados respe
tivamente en las �guras 15.9,15.17, 15.25 y 15.45.A la vista de lo expuesto hasta ahora para el 
omportamiento de las distintast�e
ni
as en fun
i�on del n�umero de datos, ser��a posible extrapolar una pauta de
omportamiento apli
able a todos los modelos:N�umero de datos peque~no 0�N1: Todos los m�etodos dan resultados insatisfa
-torios.N�umero de datos intermedio N1 �N2: El 
omportamiento est�a gobernado porla MDR.
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omportan igual debien. Comportamiento asint�oti
o.El prin
ipal problema es que N1 y N2 dependen del modelo tal y 
omo se hapuesto de mani�esto anteriormente. Obviamente la 
alidad de los estimado-res, tanto de los sistemas espe
tralmente equivalentes 
omo de los 
umulantesempleados en la identi�
a
i�on, son pieza fundamentalmental en los intervalosdes
ritos. Si la MDR es grande y muy diferente para los distintos 
umulantes,el 
omportamiento gobernado por ella es de esperar que se d�e para n�umero dedatos peque~no. El fa
tor 
lave es el 
o
iente `error de estima
i�on'/MDR. Sinembargo estimar N1 y N2 pare
e una tarea muy 
ompleja.Modelos que siguen el 
omportamiento aqu�� des
rito en el rango de muestrasestudiado son el 4 y el 10, para ello ver las series de �guras 15.19-15.22 y 15.43-15.46.Finalmente, las simula
iones realizadas 
on 100000 muestras presentan,
omo era de esperar, un 
omportamiento pr�oximo al asint�oti
o para mu
hosmodelos, tales 
omo el 2, 4, 8 y 12, y 
asi el 10. Para ver los detalles 
onsultarlas �guras 15.14, 15.22, 15.38 y 15.54 respe
tivamente.El modelo 7 y la Diferen
ia Relativa Promedio (DRP): Como ya se apunt�o
on anterioridad el modelo 7 presenta 
iertas pe
uliaridades 
onse
uen
ia deque h0 = h2. La primera de ellas es que el 
onjunto de sistemas espe
tralmenteequivalentes disminuye el n�umero de sus elementos (ver tabla 13.2), o di
hode otro modo, uno de sus elementos tiene multipli
idad dos, en parti
ular elsistema que estamos bus
ando. No importa por tanto que MDR(ACS 0)=0 taly 
omo se ha 
al
ulado aqu��. De he
ho el m�etodo ACS 0 fun
iona para estemodelo. La de�ni
i�on de MDR, aun siendo muy sen
illa, se ha mostrado muye�
az para des
ribir los resultados obtenidos y eso la justi�
a en �ultimo extremo.Consid�erese sin embargo los 
asos hipot�eti
os siguientes:Caso 1: Sea un 
onjunto de 3 sistemas espe
tralmente equivalentes, 
uyos 
u-mulantes para 
ierta diagonal toman los valores 1, 2 y 4 respe
tivamente.La MDR en este 
aso es 1.
aso 2: Lo mismo que en el 
aso 1 pero 
on valores 1, 3 y 4. La MDR es 1/3.Si en ambos 
asos el sistema 
orre
to es el primero (el que tiene un 
umulanteigual a 1), ser�a m�as f�a
il de identi�
ar en el 
aso 2, porque se diferen
ia mejordel resto. Sin embargo, la MDR es menor aqu�� que el primer 
aso. Se puedea�rmar que la MDR se pone en el peor de las 
ir
unstan
ias suponiendo queel 
umulante del sistema a identi�
ar se en
uentra en la zona m�as densa (m�as
er
ano al resto de 
umulantes). Quiz�as, en vez de 
on el m��nimo se deber��ade�nir 
on el promedio: Diferen
ia Relativa Promedio (DRP). Es una exigen
iate�ori
a, puesto que MDR fun
iona estupendamente.
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ero para ACS 0, in
luso para algunos modelos
omo el 2 toma valores relativamente altos que pueden llegar a la falsa 
on
lusi�onde que pudiesen fun
ionar. Sin embargo se ha 
omentado previamente que estat�e
ni
a no fun
iona salvo para modelos 
on h0 = h2 
omo el modelo 7.El orden en que DRP ordena las t�e
ni
as 
oindi
e 
on el de MDR, s�olodi�eren en los valores 
on
retos que toma. El valor l��mite para DRP no sepuede `de�nir' experimentalmente 
on tanta fa
ilidad 
omo para MDR porqueno 
oin
ide para los distintos modelos, un valor aproximado es 0.18.

Figura 15.4 DRP para los modelos estudiadosÆ ACS � 2;t ACS � 1;} ACS 0; � ACS 1;+ ACS 2; x ACEn 
uanto a la ventaja obvia que se espera 
onseguir al de�nir la DRP, laobten
i�on de informa
i�on a
er
a de modelos 
on simetr��as 
omo el 7, se puedea�rmar lo siguiente. La magnitud DRP no re
eja que la t�e
ni
a ACS 0 
uente
on ventaja respe
to al resto debido a la doble multipli
idad del sistema a iden-ti�
ar, de he
ho es la t�e
ni
a que mejor fun
iona, junto 
on AC que siempre sebene�
ia de sus t�e
ni
as derivadas. Una vez a
larado este punto, tal y 
omoprevee DRP, las t�e
ni
as ACS 1 y ACS �1 se 
omportan peor que ACS 2 yACS �2. Este 
omportamiento se observa para n�umero de muestras alto, ver�gura 15.33 para 10000 muestras.En estos 
omentarios se ha puesto de mani�esto la gran 
antidad de fa
toresque intervienen a la hora de expli
ar el resultado de las simula
iones. Se puederesumir gr�a�
amente tal y 
omo muestra la �gura 15.5. En ella MSDm denotala MSD m��nima que se puede 
onseguir para un determinado modelo, dependede la 
alidad de los estimadores seg�un se detalla en la tabla 15.2.Seg�un ponen de mani�esto los valores de MDR para AC, los resultados dadospor esta t�e
ni
a por regla general ni son los mejores ni los peores, teniendo un
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Figura 15.5 Resumen gr�a�
o de la justi�
i
a
i�on de las simula
iones
omportamiento medio. Es extra~no, sin embargo, que t�e
ni
as que utilizanmenos informa
i�on que ella, 
omo las ACS m puedan dar mejores resultados.Un ejemplo 
laro es el modelo 3 en las �guras 15.17 y 15.18.15.6.2 Segundo grupo. Compara
i�on generalLos m�etodos mostrados en este segundo grupo intentan dar una visi�on ge-neral de todos los estudiados mediante simula
iones. Con el �n de no 
argardemasiado las gr�a�
as se dibujar�an s�olo los m�etodos t��pi
os que se puedan 
on-siderar 
omo representativos de una 
lase o sub
onjunto. Distintos 
riterios sehan seguido para elegir 
ada representante:1. Ya es 
ono
ido mediante an�alisis te�ori
o y 
omproba
i�on experimental quelos m�etodos ACS m y ACS �m tienden a 
omportarse de manera simi-lar. Para 
ada pareja se ha elegido 
omo representante en 
ada situa
i�onACS Rm aquel que d�e el mejor resultado.2. El m�etodo ACS 0 no es 
apaz de elegir la fase 
orre
ta salvo que se d�euna simetr��a tal y 
omo la que presenta el modelo 7, por tanto s�olo para�el se 
onsiderar�a di
ho m�etodo.
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on asiduidad en la literatura espe
iali-zada y dada su importan
ia se tendr�a en 
uenta en este segundo grupo desimula
iones.4. La t�e
ni
a ICSMA forma por s�� sola una 
ategor��a y por tanto hay que
onsiderarla.5. Experimentalmente se ha 
omprobado que todas las t�e
ni
as basadas en ele
ualizador se 
omportan igual. Un par de ejemplos 
ara
ter��sti
os puedenobservarse en las gr�a�
as de la �gura 15.55, para el resto de situa
iones ymodelos la tenden
ia es la misma. El m�etodo CPM ha sido elegido 
omorepresentante de esta 
lase, denominada a partir de ahora ECU.Respe
to al punto 5 es posible ha
er un 
omentario interesante. S�olo en SNR
er
anas a 0 dB se ha observado una peque~na desvia
i�on en 
uanto al 
ompor-tamiento se~nalado, ya que enton
es el m�etodo MC fun
iona ligeramente peorque sus rela
ionados CP y CPM (ver �gura 15.56) . Se puede interpretar quepara estas situa
iones 
r��ti
as da mejor resultado ha
er medidas puramente es-tad��sti
as que basadas ex
lusivamente en la geometr��a de la se~nal e
ualizada.En de�nitiva son 5 los m�etodos a analizar y 
omparar en este apartado:ACS R1, ACS R2, AC, ICSMA y ECU. Ellos dar�an una idea del 
omportamien-to de los 10 m�etodos des
ritos en el apartado 15.3. En las �guras 15.57-15.104se muestran todos los resultados obtenidos para los 12 modelos estudiados, SNRdesde -20 a 25 dB y n�umero de muestras 100, 1000, 10000 y 100000.Aspe
tos generalesTodo lo relativo a los m�etodos AC y ACS est�a 
omentado extensa y exhaus-tivamente en el apartado 15.6.1 anterior y no se volver�a a tratar aqu��. Apare
enotra vez en este apartado simplemente por motivos de 
ompara
i�on y poder daruna visi�on general 
on respe
to a las otras t�e
ni
as empleadas. Cabe desta
arque los m�etodos ECU y ICSMA no pare
en tener tanta variedad de 
omporta-miento 
omo los primeros.Re
u�erdese asimismo las pautas seguidas generalmente en lo que respe
ta aSNR y n�umero de muestras. A mayor SNR y m�as n�umero de muestras la MSDdisminuye. Este 
omportamiento tambi�en se ha observado aqu��.Dado que los m�etodos empleados 
omparten los primeros pasos, a saber,estima
i�on de la se
uen
ia de auto
orrela
i�on y estima
i�on a partir de ella delos 
oe�
ientes de los �ltros espe
tralmente equivalentes, aspe
tos ya realizadosdel an�alisis de los m�etodos AC y ACS tambi�en son apli
ables aqu��. Es de
ir, laMSD m��nima al
anzable va a depender de la 
alidad aso
iada a 
ada modelo,dada en la tabla 15.2, siendo el m�etodo parti
ular utilizado el responsable de
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anzar esa 
ota m��nima de MSD si fun
iona ade
uadamente. Los aspe
tos
on
retos de las t�e
ni
as ECU e ICSMA se detallan en los siguientes apartados.Notar que aunque ICSMA no ne
esite el 
�al
ulo de los sistemas espe
tralmenteequivalentes, las expresiones que utiliza se basan dire
tamente en ellas por loque aspe
tos 
omo la sensibilidad del modelo le afe
tan de lleno, y por tanto
on
eptos derivados de ella 
omo es la 
alidad aso
iada tambi�en le son apli
ables.An�alisis de la t�e
ni
a ICSMAPor regla general este m�etodo se 
omporta de manera muy satisfa
toria,estando 
er
a o igualando la MSD dada por el mejor de todos los m�etodos para
ada 
aso. Para un n�umero de muestras intermedio se 
omporta mejor queAC, pero nun
a supera al mejor de los ACS. Es posible que se den algunassitua
iones 
r��ti
as en las que este m�etodo tenga problemas para fun
ionar demanera ade
uada. Re
u�erdese que el n�u
leo de ICSMA 
onsist��a en ha
er dosde
isiones binarias, elegir un signo en fun
i�on de medidas basadas en HOS.Resulta l�ogi
o pensar que estimar di
ho signo va a ser m�as dif��
il 
onforme sea
erque m�as a 
ero. Los signos a estimar son:Signo primero: De
ide el valor de ĥ1. Esta variable toma el valor 
orre
to, esde
ir, h1 si el signo s1 = signo[h21 � (h0 + h2)2℄ est�a bien estimado. La
antidad entre 
or
hetes se a
er
a a 
ero si h21 � (h0 + h2)2, siendo unasitua
i�on de peligro `relativo'. Es un peligro relativo porque si no se estimabien el signo, ĥ1 toma el valor h0+h2, que es la otra op
i�on para su sistemaespe
tralmente equivalente (ver tabla 13.2) , pero si h21 � (h0 + h2)2 nohay mu
ha diferen
ia entre un valor y otro.Signo segundo: Se 
orresponde 
on la ele

i�on del valor de ĥ0, el signo aso
iadoes s2 = signo[h1(h0 � h2)℄. Una vez que ĥ1 ha sido bien estimado estasegunda de
isi�on es
oge h0 o h2 
omo estimador de ĥ0. Aqu�� se puedeal
anzar una situa
i�on 
r��ti
a si h1 � 0 o h0 � h2. En el segundo 
aso esuna rela
i�on de peligro relativo tal y 
omo su
ede para el signo primero.El primer 
aso s�� es una situa
i�on real 
r��ti
a y puede afe
tar seriamenteel 
omportamiento de este m�etodo.Modelos que 
umplan las 
ondi
iones anteriores son, para el signo primero el1, 3, 5, 6, 9, 10 y 12 (�guras 15.59, 15.67, 15.75, 15.79, 15.91, 15.95 y 15.103respe
tivamente); para el signo segundo 
aso 1 el 6, 7 y 9 (�guras 15.79, 15.83y 15.91) y para el 
aso 2 el 2, 4 y 12 (�guras 15.63, 15.71 y 15.103). Como sepuede observar en las gr�a�
as, s�olo para los modelos 2, 4 y 12 ICSMA fun
ionarealmente mal tal y 
omo se 
oment�o en los dos puntos anteriores.El modelo 2 es un 
aso t��pi
o de lo expuesto, sin embargo en el modelo 4no se nota tanto el efe
to de la situa
i�on 
r��ti
a puesto que la dispersi�on en



374 CAP�ITULO 15. AN�ALISIS DE M�ETODOS DE ELECCI �ON DE FASElos m�etodos es m�as peque~na, de todas maneras resulta 
laro que ICSMA esuno de los peores m�etodos para este modelo. Finalmente para el modelo 12 elefe
to es menor todav��a, esto se debe prin
ipalmente a que h1 toma ya valoresligeramente superiores a los de los modelos anteriores.El 
omportamiento observado para ICSMA se expli
a 
on estas sen
illasreglas salvo para el modelo 11 donde da peores resultados de lo esperado. Enprin
ipio no deber��a tener problemas ya que h1 no es 
er
ano a 
ero. Una posibleexpli
a
i�on radi
a en el he
ho de que este modelo es de alto riesgo y por tanto laestad��sti
a que haya que estimar rela
ionada 
on �el sufrir�a de mayores varianzas.Esta varianza in
uye negativamente en el signo (estimado mediante estad��sti
ade 
uarto orden), pudiendo llegar in
luso a no estimarlo 
orre
tamente.T�e
ni
as basadas en el e
ualizadorEste 
onjunto de t�e
ni
as, representadas en esta se

i�on por ECU, se dife-ren
ian del resto prin
ipalmente en que requieren un paso adi
ional antes dellevar a 
abo lo que es realmente la ele

i�on de la fase 
orre
ta. Una vez 
al-
ulados los sistemas espe
tralmente equivalentes es ne
esario 
al
ular la inversade 
ada uno de ellos. Lo que pare
e 
laro es que esta nueva opera
i�on in
re-mentar�a el riesgo de que los errores se vayan a
umulando 
on respe
to a lospasos anteriores { de manera que estos m�etodos son los que dan resultados m�asinsatisfa
torios{ y que estas t�e
ni
as sean, por tanto, muy sensibles a la 
alidadaso
iada a 
ada modelo. De he
ho, modelos 
on buena 
alidad se identi�
ansatisfa
toriamente mediante ECU, y los modelos de 
alidad regular o mala seidenti�
an mal mediante esta t�e
ni
a; esto se puede 
omprobar observando las�guras 15.57-15.104 
orrespondientes a este apartado y 
omprobando la 
alidadaso
iada a 
ada modelo dada en la tabla 15.2.Hay, sin embargo, 3 modelos que se salen de esta tenden
ia general. Losmodelos 1 y 11 dan resultados insatisfa
torios aun siendo de 
alidad buena yel modelo 12, de 
alidad regular, da resultados satisfa
torios. El 
omporta-miento inesperado de este �ultimo se puede expli
ar adu
iendo que, en verdad,los m�odulos de sus 
oe�
ientes no son tan grandes, y por tanto se le puede
onsiderar 
asi en la frontera de los m�etodos 
on 
alidad buena aso
iada.La expli
a
i�on para el 
omportamiento en los modelos 1 y 11 es un po
om�as elaborada y ne
esita tratar 
�omo se han 
al
ulado los e
ualizadores delos sistemas dados. Los e
ualizadores se han 
al
ulado 
omo simples sistemasinversos, 
on una parte no 
ausal aso
iada a los 
eros de m�odulo mayor que 1 delsistema original y otra 
ausal 
on el resto de los 
eros; los detalles del m�etodo seen
uentran en [ZMM93℄ pero b�asi
amente se intenta que en N puntos del 
��r
ulounidad la distan
ia entre el sistema inverso 
al
ulado y el sistema inverso real seala menor posible en el sentido de m��nimos 
uadrados. Esto es ne
esario porque



15.6. RESULTADOS DE LAS SIMULACIONES 375normalmente la inversa de un �ltro de respuesta �nita es de respuesta in�nita, laforma de implementarlo aqu�� es trun
ando el �ltro de respuesta in�nita a partirdel punto en el que los 
oe�
ientes sean menores que 
ierto par�ametro de 
alidad.Los N puntos estudiados del 
��r
ulo unidad se eligen al azar de forma aleatoria.Pues bien, se puede 
omprobar experimentalmente que para los modelos 1 y 11la inversa as�� 
al
ulada no elimina la interferen
ia intersimb�oli
a IIS, es de
ir noe
ualiza al 
anal a identi�
ar, todo lo bien que ser��a deseable. Emp��ri
amentese ha en
ontrado que si la IIS es mayor que unos �10 dB para un 
ierto modelo,los m�etodos ECU no fun
ionar�an ade
udamente. Para el 1 y el 11 su IIS se sit�uaentorno a ese l��mite por lo que no se espera que d�en resultados satisfa
torios.N�otese que para los modelos donde estos m�etodos s�� fun
ionan la IIS ronda los�30 dB. En la �gura 15.6 se muestra la IIS para todos los modelos estudiados.Esta IIS se ha 
al
ulado de la siguiente manera: supuesto 
ono
ido el 
anal aidenti�
ar se 
al
ula su inversa mediante el m�etodo anteriormente des
rito y se
omponen ambos �ltros. Del �ltro resultante se 
al
ula su 
oe�
iente de m�odulomayor y se le sustrae. La sumatoria de los 
oe�
ientes restantes al 
uadrado
onstituye la IIS. Estos valores se han obtenido suponiendo que se 
ono
enexa
tamente los par�ametros del modelo, si se estimasen di
hos par�ametros la IISaumentar�a debido al ruido de estima
i�on 
on lo que se reforzar��a la expli
a
i�onaqu�� presentada.
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Figura 15.6 Interfereren
ia intersimb�oli
a IIS para los modelos estudiadosA
er
a del modelo 7: Para este modelo, adem�as de los m�etodos anteriores,se ha representado el m�etodo ACS 0 que 
omo se sabe no s�olo no fun
iona para�el, sino que presenta ventaja respe
to a otros m�etodos, siendo de he
ho uno delos que mejor 
omportamiento presenta. Para este modelo ECU da muy buenosresultados (tan bueno 
omo el mejor de los m�etodos) 
uando no deber��a seras�� ya que es de 
alidad mala aso
iada. Esto es debido a que la degenera
i�onque presenta en el 
onjunto EE le bene�
ia ya que tiene doble op
i�on de elegir
orre
tamente el sistema que da la mejor se~nal e
ualizada, ya no interviene s�olola 
alidad.
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to al m�etodo ICSMA 
abe de
ir que sigue los 
omportamientos ge-nerales dados anteriormente. La degenera
i�on no le bene�
ia m�as que en laele

i�on del segundo signo, en la del primero se ve afe
tado por ser un modelode riesgo alto y por tanto se 
omporta mejor 
onforme aumenta el n�umero demuestras, 
omo es habitual en �el.Gr�a�
as del primer grupo. M�etodos AC y ACSLeyenda: O M�etodo ACS �2; 
uadradoM�etodo ACS �1; }M�etodo ACS 0;� M�etodo ACS 1; + M�etodo ACS 2 y x M�etodo AC.
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Fig. 15.7 Modelo 1. 100 datos
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Fig. 15.9 Modelo 1. 10000 datos
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Fig. 15.11 Modelo 2. 100 datos
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Fig. 15.8 Modelo 1. 1000 datos
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Fig. 15.10 Modelo 1. 100000 datos

−20 −10 0 10 20 30
−50

−40

−30

−20

−10

0

10

SNR

M
S

D
 d

B

Fig. 15.12 Modelo 2. 1000 datos
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Fig. 15.13 Modelo 2. 10000 datos
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Fig. 15.15 Modelo 3. 100 datos
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Fig. 15.17 Modelo 3. 10000 datos
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Fig. 15.14 Modelo 2. 100000 datos
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Fig. 15.16 Modelo 3. 1000 datos
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Fig. 15.18 Modelo 3. 100000 datos
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Fig. 15.19 Modelo 4. 100 datos
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Fig. 15.21 Modelo 4. 10000 datos
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Fig. 15.23 Modelo 5. 100 datos
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Fig. 15.20 Modelo 4. 1000 datos
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Fig. 15.22 Modelo 4. 100000 datos
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Fig. 15.24 Modelo 5. 1000 datos
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Fig. 15.25 Modelo 5. 10000 datos
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Fig. 15.27 Modelo 6. 100 datos
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Fig. 15.29 Modelo 6. 10000 datos
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Fig. 15.26 Modelo 5. 100000 datos
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Fig. 15.28 Modelo 6. 1000 datos
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Fig. 15.30 Modelo 6. 100000 datos
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Fig. 15.31 Modelo 7. 100 datos
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Fig. 15.33 Modelo 7. 10000 datos
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Fig. 15.35 Modelo 8. 100 datos
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Fig. 15.32 Modelo 7. 1000 datos
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Fig. 15.34 Modelo 7. 100000 datos
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Fig. 15.36 Modelo 8. 1000 datos
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Fig. 15.37 Modelo 8. 10000 datos
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Fig. 15.39 Modelo 9. 100 datos
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Fig. 15.41 Modelo 9. 10000 datos
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Fig. 15.38 Modelo 8. 100000 datos
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Fig. 15.40 Modelo 9. 1000 datos
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Fig. 15.42 Modelo 9. 100000 datos
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Fig. 15.43 Modelo 10. 100 datos
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Fig. 15.45 Modelo 10. 10000 datos
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Fig. 15.47 Modelo 11. 100 datos

−20 −10 0 10 20 30
−50

−40

−30

−20

−10

0

10

SNR

M
S

D
 d

B

Fig. 15.44 Modelo 10. 1000 datos
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Fig. 15.46 Modelo 10.100000 dat.
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Fig. 15.48 Modelo 11. 1000 datos
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Fig. 15.49 Modelo 11. 10000 datos
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Fig. 15.51 Modelo 12. 100 datos
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Fig. 15.53 Modelo 12. 10000 datos
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Fig. 15.50 Modelo 11.100000 dat.
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Fig. 15.52 Modelo 12. 1000 datos
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Fig. 15.54 Modelo 12.100000 dat.
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as de los m�etodos basados en el e
ualizadorLeyenda: 0 M�etodo del m�odulo 
onstante MC; 
uadrado M�etodo de la
urtosis pr�oxima CP; } M�etodo de la 
urtosis pr�oxima modi�
ada CPM.
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Fig. 15.55 Modelos 1(izdq) y 3(d
ha). 10000 datos
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Fig. 15.56 Modelos 4(izqd) y 7(d
ha). 10000 datos
Gr�a�
as del 2o grupo. Compara
i�on generalLeyenda: O Representante de los m�etodos ACS 2 y ACS �2 ACR 2; 
ua-drado Representante de los m�etodos ACS 1 y ACS �1 ACR 1; x M�etodo deajuste por 
umulantes AC; * M�etodo ICSMA; } Representante de los m�etodosbasados en el e
ualizador ECU.
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Fig. 15.57 Modelo 1. 100 datos
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Fig. 15.59 Modelo 1. 10000 datos
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Fig. 15.61 Modelo 2. 100 datos
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Fig. 15.58 Modelo 1. 1000 datos
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Fig. 15.60 Modelo 1. 100000 datos
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Fig. 15.62 Modelo 2. 1000 datos
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Fig. 15.63 Modelo 2. 10000 datos
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Fig. 15.65 Modelo 3. 100 datos
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Fig. 15.67 Modelo 3. 10000 datos
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Fig. 15.64 Modelo 2. 100000 datos
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Fig. 15.66 Modelo 3. 1000 datos
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Fig. 15.68 Modelo 3. 100000 datos
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Fig. 15.69 Modelo 4. 100 datos
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Fig. 15.71 Modelo 4. 10000 datos
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Fig. 15.73 Modelo 5. 100 datos
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Fig. 15.70 Modelo 4. 1000 datos
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Fig. 15.72 Modelo 4. 100000 datos
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Fig. 15.74 Modelo 5. 1000 datos
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Fig. 15.75 Modelo 5. 10000 datos
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Fig. 15.77 Modelo 6. 100 datos
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Fig. 15.79 Modelo 6. 10000 datos
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Fig. 15.76 Modelo 5. 100000 datos
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Fig. 15.78 Modelo 6. 1000 datos
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Fig. 15.80 Modelo 6. 100000 datos
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Fig. 15.81 Modelo 7. 100 datos
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Fig. 15.83 Modelo 7. 10000 datos
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Fig. 15.85 Modelo 8. 100 datos
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Fig. 15.82 Modelo 7. 1000 datos
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Fig. 15.84 Modelo 7. 100000 datos
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Fig. 15.86 Modelo 8. 1000 datos
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Fig. 15.87 Modelo 8. 10000 datos
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Fig. 15.89 Modelo 9. 100 datos

−20 −10 0 10 20 30
−50

−40

−30

−20

−10

0

10

SNR

M
S

D
 d

B

Fig. 15.91 Modelo 9. 10000 datos
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Fig. 15.88 Modelo 8. 100000 datos
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Fig. 15.90 Modelo 9. 1000 datos
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Fig. 15.92 Modelo 9. 100000 datos
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Fig. 15.93 Modelo 10. 100 datos
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Fig. 15.95 Modelo 10. 10000 datos
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Fig. 15.97 Modelo 11. 100 datos
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Fig. 15.94 Modelo 10. 1000 datos
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Fig. 15.96 Modelo 10.100000 dat.
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Fig. 15.98 Modelo 11. 1000 datos
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Fig. 15.99 Modelo 11. 10000 datos
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Fig. 15.101 Modelo 12. 100 datos
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Fig. 15.103 Modelo 12. 10000 dat.
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Fig. 15.100 Modelo 11.100000 dat.
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Fig. 15.102 Modelo 12. 1000 datos
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Fig. 15.104 Modelo 12.100000 dat.
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Introdu
tion
Many signal pro
essing problems are de�ned in environmentsthat 
an be time varying, or require a result inmediately after everynew data is obtained. In su
h situations, and in many others, theproblem should be solved adaptatively. An adaptive algorithm is
apable of improving (updating) the knowledge about the problemin an eÆ
ent way for every new sample that arrives.The �rst adaptive algorithm to be developed was the Least MeanSquare LMS algorithm [WH60℄ and it imposes an orthogonality 
on-dition between the estimation error and the data ve
tor used in theestimation, as required by the orthogonality prin
iple for linear es-timation. In this set-up only the se
ond order statisti
s is usedto solve the problem, whi
h is equivalent to solve the Wiener-Hopfequations (a well known linear system of equations).The LMS lies in the sto
hasti
 gradient algorithms family. Gene-rally speaking, the same problem 
an be solved using the Re
ursiveLeast Squares RLS algorithm, but be
ause of its mathemati
al pro-perties, it gives better results (estimates with lower varian
e usingshorter data re
ords) but with an in
reased 
omputational 
ost. TheRLS algorithm 
an be easily generalised to solve problems involvinghigher-order statisti
s (i.e. expe
ted values of the produ
t of morethan two sto
hasti
 variables); this new algorithm is the Re
ursiveInstrumental Variable RIV algorithm. In addition, sometimes theproblem we are 
onsidering not only involves higher-order statisti
sbut 
an also be overdetermined, think for instan
e in the blind iden-ti�
ation of Moving Average models using the Giannakis-Mendelequations [GM89℄. This situation 
an also be 
overed by an algo-397



398 INTRODUCTIONrithm of the Least Squares family: the Overdetermined Re
ursiveInstrumental Variable ORIV algorithm.Nevertheless, all these situations are not 
overed by sto
hasti
gradient algorithms. The main goal of 
hapters 16 and 17 is to�ll this gap. It is true that in [AAM96℄ the derived GeneralisedLMS algorithm 
an solve problems involving higher-order statisti
s,but it su�ers from one important drawba
k: the matrix formed bythe linear system of equations must be positive de�nite or negativede�nite, limiting the range of appli
ability. Also, no sto
hasti
 gra-dient algorithm has been designed to solve overdetermined systemsof equations with higher-order statisti
s (the 
ounterpart of ORIVin this family).To be more pre
ise, 
hapters 16 and 17 are devoted to seek a newalgorithm that 
an solve problems with asso
iated overdeterminedsystems of equations involving higher-order statisti
s, not su�eringfrom the mentioned drawba
k of GLMS. The ultimate goal is todesign an algorithm of the sto
hasti
 gradient family (and hen
ewith redu
ed 
omputational 
omplexity) enjoying as mu
h as theproperties of the ORIV algorithm. To rea
h this, the �rst step is totheoreti
ally analyse the ORIV algorithm in 
hapter 16. From thistheoreti
al study, a new orthogonality 
ondition is obtained that isused in 
hapter 17 to propose a new algorithm meeting all requiredproperties.Apart from this new orthogonality 
ondition, the theoreti
al study
overs the 
onvergen
e in the mean and mean square for stationaryand not stationary environments in
luding estimation noise. Be
au-se good estimators require long memory (big forgetting fa
tor) andtra
king requires short memory(small forgetting fa
tor), in averagean optimal forgetting fa
tor is found that weights both requirements.An analogous result for the RLS algorithm was found in [MB91℄.To test the theoreti
al study the ORIV algorithm is applied tothe blind identi�
ation of MA models. For this porpose a new gene-ral equation is derived in the time domain that 
ontains as spe
ial
ases the Giannakis-Mendel equation [GM89℄ and its generalitationto 3rd and 4th order 
umulants [Rui95℄. Also, the novel proposed al-gorithm is tested via simulation in the identi�
ation of MA models;



399previously its 
onvergen
e has been brie
y theoreti
ally studied.The �nal part of this work, 
hapter 18, is 
on
erned with theblind identi�
ation of linear systems (
hannels) on bat
h mode. This
hapter aims to solve the problem using se
ond order statisti
s ofthe output and as little higher-order statisti
s as possible. The useof higher-order statisti
s is a must, be
ause only from se
ond orderstatisti
s the phase response 
an not be determined.A new method is derived that uses almost ex
lusively 2nd orderstatisti
s and uses higher-order estatisti
s to 
ompute just signs (asimple binary de
ision). This novel method is supposed to have allgood properties of se
ond order statisti
s (need of short data re
ords,low estimate varian
es, et
.) and higher-order statisti
s (phase in-formation) and to be only a�e
ted in an in�nitesimal amount by thedrawsba
ks of higher-order statisti
s (basi
ally the need for longerdata re
ords).This new method is 
ompared with other te
hniques that relyon the Spe
trally Equivalent Minimum Phase system 
omplemen-ted by a phase sele
tion step (su
h as 
umulant mat
hing, 
onstantmodulus of equalised signal, et
. [Swa97℄, [ZMM93℄ and [BL95℄).All these te
hniques are analysed to provide a better understadingof their performan
e.
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Cap��tulo 16
Analysis of theOverdetermined Re
ursiveInstrumental VariableORIV algorithm.Appli
ations to systemidenti�
ation
Introdu
tionIn this 
hapter the 
onvergen
e of the ORIV algorithm is theoreti
ally analy-sed. The ORIV algorithm 
an be 
onsidered a generalization of the RLS tooverdetermined problems involving higher-order statisti
s. For this reason theorthogonality 
ondition is stablished between the estimation error and an ins-trumental variable ve
tor (instead of the data ve
tor). The ORIV algorithm isapplied to blind identi�
ation of MA systems.The 
onvergen
e analysis for stationary systems is presented in se
tion 16.2where the 
onvergen
e in the mean and mean square are 
onsidered, even inthe presen
e of additive noise. In se
tion 16.3 the environment is supposedto be non-stationary and again the 
onvergen
e in the mean and mean squareare studied. Se
tion 16.4 summarises the previous analysis by deriving the401



402 CAP�ITULO 16. ANALYSIS OF ORIV. APPL. TO SYSTEM IDENT.expression for the forgetting fa
tor that makes the ORIV algorithm attains itsbest results. Finally, appli
ation to blind MA system identi�
ation is presentedin se
tion 16.5, where the di�eren
e between methods based on se
ond and onhigher order statisti
s are dis
ussed.16.1 The ORIV algorithmThe orthogonality 
ondition between an instrumental variable ve
tor ~x(n)and the output error e(n) states that< ~x(n); e(n) >= 0 (16.1)where <;> stands for a s
alar produ
t de�ned for two numeri
al series likefollows: < x(n);y(n) >= nXi=1 �n�ix(i)yt(i)and e(n) = d(n) �wt(n)x(n). The s
alar � is the forgetting fa
tor and takesvalues between 0 and 1. So (16.1) is equivalent to solve the system of equations:< ~x(n);x(n) > w(n) =< ~x(n); d(n) > (16.2)where ~x(n) = [~x(n); ~x(n� 1); :::; ~x(n� l + 1)℄t, x(n) = [x(n); x(n � 1); :::x(n �q+1)℄t and the ve
tor of unknowns w(n) = [w1(n); :::; wq(n)℄t. So knowing theseries fx(n)g, f~x(n)g y fd(n)g we have to 
ompute the unknown ve
tor fw(n)g.Equation (16.2) 
an be restated as:�(n)w(n) = z(n) (16.3)where the de�nition of ea
h term is 
lear if it is 
ompared with (16.2). Thissystem is overdetermined be
ause always l > q is 
onsidered. The solution isobtained minimizing the squared error k�(n)w(n)� z(n)k2:w(n) = ��t(n)�(n)��1�(n)tz(n) (16.4)The ORIV algorithm 
omputes w(n), assuming that w(n� 1), x(n), ~x(n) andd(n) are known, in the way shown in Table 16.1. For a 
omplete derivationof ORIV see [Fri84℄. The update formula of w(n) has the same general formof the Re
ursive Least Squares RLS algorithm or the Re
ursive InstrumentalVariable RIV algorithm, that is, a gain ve
tor/matrix times the a priori error.The soft-
onstrained initialization is used in Table 16.1.



16.2. CONVERGENCE ANALYSIS FOR STATIONARY SYSTEMS 403Initial Conditions�t(0) = Æ[Iq�q j0q�l�q ℄�(0) = 1Æ2 Iq�qÆ = es
alar arbitrariow(0) = 0z(0) = 0Body of the algorithm�(n) = ��(n� 1) + ~x(n)xt(n)X(n) = ��t(n� 1)~x(n) x(n)��2�(n) = ��~xt(n)~x(n) �� 0�K(n) = ��1(n� 1)X(n)[�2�(n) +Xt(n)��1(n� 1)X(n)℄�1��1(n) = 1�2 [��1(n� 1)�K(n)Xt(n)��1(n� 1)℄v(n) = �~xt(n)z(n� 1)d(n) ��(n) = v(n)�Xt(n)w(n� 1)z(n) = �z(n� 1) + ~x(n)d(n)w(n) = w(n� 1) +K(n)�(n)Tabla 16.1 Iterative pro
edure for the ORIV algorithm
16.2 Convergen
e analysis for stationary systems16.2.1 Convergen
e in the meanThe data series will be supposed to be ergodi
, so temporal averages 
ouldbe 
hanged for ensemble averages. Under this 
ondition, one 
an a

ept thatfor n!1: �(n) � R~xx1� � +Re~xx(n) (16.5)z(n) � r~xd1� � + re~xd(n) (16.6)



404 CAP�ITULO 16. ANALYSIS OF ORIV. APPL. TO SYSTEM IDENT.where R~xx = E[~x(n)xt(n)℄ 
an be 
onsidered the deterministi
 part of this tem-poral average andRex(n) is the matrix of errors in the estimation, the estimationnoise. Analogously, rd~x = E[~x(n)d(n)℄ and red~x(n) is the estimation noise. Withthis de
omposition of the temporal averages, eq. (16.4) takes the form, for largeenough n:w(n) � [Rt~xxR~xx + (1� �)Rt~xxRe~xx(n) + (1� �)Ret~xx(n)R~xx++ (1� �)2Ret(n)Re(n)℄�1[Rt~xxr~xd + (1� �)Rt~xxre~xd(n)++ (1� �)Ret~xx(n)r~xd + (1� �)2Ret(n)re(n)℄ (16.7)From now on subindexes will be dropped where they are no ne
essary. Like� is near 1 the fa
tor (1 � �) will be a perturbation parameter. In addition,the matrix �(n) will be 
onsidered as quasideterministi
 [EF86℄. With theseassumptions, the inverse that appears in the right hand side of (16.7) 
an beapproximated, so (16.7) results inw(n) � [I � (1� �)(RtR)�1RtRe(n)� (1� �)(RtR)�1Ret(n)R)℄(RtR)�1[Rtr + (1� �)Rtre(n) + (1� �)Ret(n)r℄ (16.8)Working in �rst order in (1� �) and taking expe
ted values:E[w(n)℄ � (RtR)�1Rtr = w0 (16.9)where w0 is the solution to Rw0 = r, the ve
tor we are looking for. There isone important remark to make: w(n) veri�es that < ~x(n); e(n) > is minimum(possibly zero) 8 n in LS by 
onstru
tion, nevertheless < ~x(n); e0(n) >6= 0be
ause the expe
ted value operator E[�℄ is needed:E[~x(n)e0(n)℄ = 0 (16.10)where e0(n) = d(n)�xt(n)w0. Here we are keeping in mind that ORIV will beused with sto
hasti
 series although is designed for deterministi
 data.Equation (16.9) shows that if we solve (16.2) (or (16.3)) involving sto
hasti
series, let the algorithm evolve long enough in time and take expe
ted value isequivalent to solve Rw0 = r. Using ergodi
ity an equation made for sto
hasti
pro
esses has been solved using equations for deterministi
 pro
esses. This isnothing new, but this argument will support our future analysis.E�e
t of initial 
onditionsCombining the expressions in table 16.1, after some algebra the followingequation 
an be derived:�w(n) = �w(n� 1) + ��1(n)X(n)��1(n)�(n) (16.11)



16.2. CONVERGENCE ANALYSIS FOR STATIONARY SYSTEMS 405where �w(n) = w(n)�w0. Multiplying by �(n) and using its update expres-sion, we get to�(n)�w(n) = �2�(n� 1)�w(n� 1)++ �x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w0℄ +�t(n)~x(n)e0(n) (16.12)a di�eren
e equation whi
h solution is:�(n)�w(n) = �2n�(0)�w(0) + nXj=1 �2(n�j)�t(j)~x(j)e0(j)++ nXi=1 ��2(n�i)x(i)~xt(i)[z(i� 1)��(i� 1)w0℄ (16.13)To 
ontinue with the derivation a hypothesis, of the independen
e assumptiontype (HI), is needed :HI1 �(n) and z(n) are independent of ea
h other and of the rest of variablesinvolved.Taking expe
ted value and taking into a

ount the remark after (16.9), to-gether with HI1, we get to:E[�(n)�w(n)℄ = �2n�(0)�w(0) (16.14)To study the 
onvergen
e, n 
an be assumed large enough and use the de
ompo-sition given in (16.5) that allows us to state that �(n) is independent of �w(n)and gives an expe
ted value of:E[�(n)℄ = (1� �)�2RtR+E[Ret(n)Re(n)℄in 
onsequen
eE[�(n)℄�1 == (1� �)2[I + (1� �)2(RtR)�1E[Ret(n)Re(n)℄℄�1(RtR)�1 �� (1� �)2(RtR)�1 (16.15)again � is assumed to be near unity and also that �(n) is quasideterministi
.With all of this we get �nally to:E[�w(n)℄ = �2n(1� �)2(RtR)�1�(0)�w(0) (16.16)Some 
omments 
ould be made as a 
onsequen
e of (16.16):1. The in
uen
e of the initial 
onditions, �(0) and w(0), falls exponentiallylike �2n.



406 CAP�ITULO 16. ANALYSIS OF ORIV. APPL. TO SYSTEM IDENT.2. E[w(n)℄! w0 for large n, as it was known.3. If � = 1, 1� � has to be 
hanged for 1=n.4. Expression (16.13) 
an be written in a more 
ompa
t form as:�(n)�w(n) = �2n�(0)�w(0) + nXi=1 �2(n�i)X(i)��1(i)�0(i)where �0(n) = v(n)�Xt(n)w0, that 
an be 
onsidered the generalizationof the measurement error for overdetermined systems.So (16.14) implies, using the stationarity of the pro
esses involved, thatE[X(n)��1(n)�0(n)℄ = 0 (16.17)that, in turn, 
an be understood as a generalization of (16.10). This expressionwill be exploited in the next 
hapter to derive a 
omplete family of adaptivealgorithms, so it is of great importan
e.16.2.2 Mean Square DeviationIn this subse
tion the quantity q(n) � E[�wt(n)Q�w(n)℄ is 
omputed,where Q is any positive de�ned matrix (metri
), that is to say, the mean squaredeviation of the w(n) estimates. We begin with (16.12) written in 
ompa
tform: �(n)�w(n) = �2�(n� 1)�w(n� 1) +X(n)��1(n)�0(n)Given that we want to 
ompute the MSD in 
onvergen
e we 
an suppose thatn is large enough so that ��1(n)�(n� 1) = I . In this approximation results:�w(n) = �2�w(n� 1) + ��1(n)X(n)��1(n)�0(n)Based on this di�eren
e equation, the following relation holds:�wt(n)Q�w(n) = �4�wt(n� 1)Q�w(n� 1)++ 2�2�wt(n� 1)Q��1(n)X(n)��1(n)�0(n)++ [X(n)��1(n)�0(n)℄t�̂Q(n)[X(n)��1(n)�0(n)℄ (16.18)where �̂Q(n) � ��t(n)Q��1(n). To 
ontinue, the expe
ted value of ea
h termis 
al
ulated. The �rst one is nothing else that �4q(n� 1). For the se
ond one�(n) is repla
ed by its expe
ted value and another independen
e assumption isintrodu
ed:HI2 w(n� 1) is independent of X(n)��1(n)�0(n).



16.2. CONVERGENCE ANALYSIS FOR STATIONARY SYSTEMS 407So that we 
an 
on
lude that this term is null using (16.17).Let us study the third term. Be
ause we are working in the lowest possibleorder in (1� �) again �(n) is repla
ed by its expe
ted value, resulting:3rd term!E[�℄(1� �)4TrfV X�0�Qgwhere V X�0 = E[X(n)��1(n)�0(n)(X(n)��1(n)�0(n))t℄ (16.19)�Q = (RtR)�tQ(RtR)�1 (16.20)Given that the fa
tor X(n)��1(n)�0(n) is zero mean, V X�0 
ould be 
onside-red as its varian
e matrix. Finally, adding all the 
ontributions:q(n) = �4q(n� 1) + (1� �)4TrfV X�0�Qg (16.21)valid for n large enough. This di�eren
e equation gives a 
onvergen
e value of:q(1) = (1� �)3(1 + �2)(1 + �)TrfV X�0�Qg (16.22)Some 
onsiderations 
an be made from (16.22):1. For stationary systems, as is the 
ase now, � ! 1 and (1 � �) has to be
hanged for 1=n so that q(1)! 0.2. Both fa
tors appearing in (16.22) depend on the instrumental variable ~x.The MSD in 
onvergen
e 
ould be redu
ed by an a

urate 
hoi
e of it.3. The previous derivation as a fun
tion of (1��) is not really valid, be
auseV X�0 has some terms on it like it will be seen in the next subse
tion.4. Using (16.21) and (16.22) the following relation 
an be drawn:q(n) = q(1) + �4(n�n0)[q(n0)� q(1)℄ (16.23)where n > n0 >> 1. This means that the e�e
t of the initial 
onditionsfalls to 0 like �4n, for RIV is like �2n [Swa96℄. In addition, the speed of
onvergen
e only depend on � and not in the spread of eigenvalues of R,as it is usual in other algorithms.Despite point n.4, it does not eliminate the 
ase in whi
h, if the problem isill-
onditioned, numeri
al problems 
ould arise that lead to a bad 
onvergen
e.



408 CAP�ITULO 16. ANALYSIS OF ORIV. APPL. TO SYSTEM IDENT.16.2.3 MSD in noisy environmentsWhen the series we are working with are 
ontaminated with noise, the sto-
hasti
 
omponents Re(n) and re(n) of (16.5) and (16.6) are more and moreimportant. Here the in
uen
e of these 
omponents in (16.21) is 
onsidered:i) �Q = E[��t(n)Q��1(n)℄. Here the de
omposition given in (16.5) is used.With it we see that the sto
hasti
 
omponent in this term appears alwaysin the form `term of Re=R', whi
h is negligible 
ompared to the terms inwhi
h Re appears alone, just be
ause �(n) is quasi-deterministi
.ii) V X�0. The terms in Re are not normalized by R here. It is not possible,in 
onse
uen
e, to omit the sto
hasti
 
omponent.In short, the noise in
uen
e is bigger for V X�0 than for �Q, so that 
aseii) has to be 
onsidered in detail. Unfolding the 
omponents a

ording to thede�nition we get:X(n)��1(n)�0(n) == �x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w0℄ +�t(n)~x(n)e0(n) (16.24)assuming large n and using the remark after (16.9) results:X(n)��1(n)�0(n) �n!1� �x(n)~xt(n) � r1� � + re(n� 1)� R1� �w0 �Re(n� 1)w0�++ Rt1� � ~x(n)e0(n) +Ret(n)~x(n)e0(n) == �x(n)~xt(n)[re(n�1)�Re(n�1)w0℄+ Rt1� � ~x(n)e0(n)+Ret(n)~x(n)e0(n)(16.25)The expe
ted value of this expression is zero, as it was known for the general
ase. Here it has been proved for large n. Continuing with the derivation, thefollowing produ
t is 
onstru
ted:X(n)��1(n)�0(n)[X(n)��1(n)�0(n)℄t == f�x(n)~xt(n)[re(n� 1)�Re(n� 1)w0℄++ (1� �)�1Rt~x(n)e0(n) +Ret(n)~x(n)e0(n)gf�x(n)~xt(n)[re(n� 1)�Re(n� 1)w0℄++ (1� �)�1Rt~x(n)e0(n) +Ret(n)~x(n)e0(n)gt (16.26)
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ted values, having in mind that Re(n), re(n) ande0(n) are zero mean and independent of the rest of sto
hasti
 variables, results:V X�0 !n!1�2V X + �20 � A(1� �)2 + V R� (16.27)whereV X = E[x(n)~xt(n)fV re +E[Re(n)w0wt0Ret(n)℄g~x(n)xt(n)℄ (16.28)V re = E[re(n)ret(n)℄ (16.29)�20 = E[e20(n)℄ (16.30)V R = E[Ret(n)R~x~xRe(n)℄ (16.31)A = RtR~x~xR (16.32)In this way, the expression (16.22) 
an be 
omplemented with (16.27), assumingalso that � � 1:q(1) = (1� �)�20Trf�QAg4 +(1� �)3 ��20Trf�QV Rg4 + Trf�QV Xg4 � ��q0(1) + qe(1) (16.33)where qe(1) has all the dependen
y on the R and r estimators and will riseas the SNR de
reases and q0(1) will not depend on the SNR. For stationaryenvironments q0(1) falls like 1=n and qe(1) like 1=n3. That is, the measure-ment noise e0(n) is more important that the estimation noise. Besides, the termV X is a�e
ted by additive gaussian noise (the instrumental variable is 
hosento assure that R and r are not a�e
ted by additive gaussian noise).The results have been obtained as a perturbation series in (1� �). All theapproximations in (16.18) should be made at the same time in all the terms,to sum, later on, all the terms that have the same order in the perturbationparameter. In the development 
arried out here, the �(n) matrix has beentreated �rst and V X�0 afterwards, negle
ting possible intera
tions between both
ontributions. Nevertheless, more rigorous 
al
ulations show that ea
h term
ontribution is of the same order as given. That is, the measurement noise
ontributes like (1� �), the estimation noise like (1� �)3 and there is no termin (1� �)2.16.2.4 MSD in noisy environments IIThe de�nition of MSD will, from now on, be D(n) = E[�wt(n)�w(n)℄, itis like q(n) but taking Q = I (the identity matrix) to simplify notation. In thissubse
tion the e�e
t of the additive noise in the MSD will be 
onsidered, but



410 CAP�ITULO 16. ANALYSIS OF ORIV. APPL. TO SYSTEM IDENT.using a di�erent approa
h that the used in the last subse
tion. From (16.11)the following expression 
an be obtained:w(n) = w(n� 1) + ��1(n)X(n)��1(n)�(n) (16.34)unfolding the 
omponents:w(n) = w(n� 1) + ��1(n)f�t(n)~x(n)e0(n) + �x(n)~xt(n)[z(n� 1)���(n� 1)w(n� 1)℄+�t(n)~x(n)xt(n)[w0 �w(n� 1)℄g (16.35)That gives this expression for the error ve
tor �w(n) = w(n)�w0,�w(n) = [I � ���1(n)x(n)~xt(n)�(n� 1)�� ��1(n)�t(n)~x(n)xt(n)℄�w(n� 1) + ��1(n)�t(n)~x(n)e0(n)++ ���1(n)x(n)~xt(n)z(n� 1)� ���1(n)x(n)~xt(n)�(n� 1)w0 (16.36)The approximations to be used are based on the 
onditions under whi
h theresults want to be obtained. The goal is to 
ompute the MSD in 
onvergen
eand with estimation noise, so n is supposed to be large and only the �rst termsin the expansion 
ontaining information of the estimation noise are 
onsidered:��1(n) � (1� �)2(RtR)�1�� (1� �)3(RtR)�1[RtRe(n) +Ret(n)R℄(RtR)�1 (16.37)�(n) � 11� �R+Re(n) (16.38)z(n) � 11� �r + re(n) (16.39)Taking into a

ount these approximations and dire
t averaging [Kus84℄, (16.36)turns to:�w(n) = �2�w(n� 1) + (1� �)(RtR)�1Rt~x(n)e0(n)++(1� �)2(RtR)�1Ret(n)~x(n)e0(n)��(1� �)2(RtR)�1[RtRe(n) +Ret(n)R℄(RtR)�1Rt~x(n)e0(n)��(1� �)3(RtR)�1[RtRe(n) +Ret(n)R℄(RtR)�1Ret(n)~x(n)e0(n)��(1� �)2�(RtR)�1x(n)~xt(n)[Re(n� 1)w0 � re(n� 1)℄++(1� �)3�(RtR)�1[RtRe(n) +Ret(n)R℄(RtR)�1x(n)~xt(n)[Re(n� 1)w0�re(n� 1)℄ (16.40)Constru
ting the s
alar produ
t �wt(n)�w(n), taking expe
ted value and ne-gle
ting fo the moment terms in (1� �)4 emerges:D(n) = �4D(n� 1) + (1� �)2�20~
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ts of the measurement noise are in
luded. The terms in (1��)4in
lude information about the estimation noise and will be grouped in the termsVe and �e, with them �nally we get to:D(n) = �4D(n� 1) + (1� �)2�20~
 + (1� �)4�20Ve + (1� �)4�2�e (16.41)where ~
 = TrfR(RtR)�2RtR~x~xg (16.42)Ve =E[~xt(n)Re(n)(RtR)�2Ret(n)~x(n)℄��2E[~xt(n)Re(n)(RtR)�1[RtRe(n) +Ret(n)R℄(RtR)�2Rt~x(n)℄��2E[~xt(n)Re(n)(RtR)�2[RtRe(n) +Ret(n)R℄(RtR)�1Rt~x(n)℄++E[~xt(n)R(RtR)�1[RtRe(n) +Ret(n)R℄(RtR)�2[RtRe(n) +Ret(n)R℄(RtR)�1Rt~x(n)℄ (16.43)�e = E[(wt0Ret(n� 1)� ret(n� 1))~x(n)xt(n)(RtR)�2x(n)~xt(n)(Re(n� 1)w0 � re(n� 1))℄ (16.44)assuming � � 1, in 
onvergen
e resultsD(1) = (1� �)�20 ~
4 + (1� �)3�20 Ve4 + (1� �)3 �e4 (16.45)in 
omplete similarity with (16.33) relating ~
 $ Trf�QAg, Ve $ Trf�QV Rgand �e $ Trf�QV Xg, where the same 
ase is studied from a di�erent approxi-mation, this means that these quantities are de�ned using the same 
omponentsbut with a di�erent treatment.16.3 Convergen
e analysis for non-stationary sys-tems16.3.1 Convergen
e in the meanIn order to study the tra
king 
apabilities the starting point will be equation(16.34). In whi
h the a priori error ve
tor 
an be written as:�(n) = v(n)�Xt(n)w(n� 1) == �~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄d(n)� xt(n)w(n� 1) � == � 0e0(n)�+�~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄xt(n)[w0(n)�w(n� 1)℄ � (16.46)



412 CAP�ITULO 16. ANALYSIS OF ORIV. APPL. TO SYSTEM IDENT.Using (16.46) and the de�nitions of the 
omponents involved, with a little 
om-putation: X(n)��1(n)�(n) == �t(n)~x(n)e0(n) + �x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄++�t(n)~x(n)xt(n)[w0(n)�w(n� 1)℄ (16.47)In this parti
ular study the only interest is in the behavior of ORIV whenthe unknown parameters 
hange a

ording to the series fw0(n)g(non-stationarysolution). For this reason the rest of 
ontributions, su
h as the estimation noise,will be negle
ted. In addition, be
ause only the 
onvergen
e is of interest, nwill be supposed large and we 
an assume ��1(n) = (1 � �)2(Rt(n)R(n))�1,z(n) = (1� �)�1r(n) and �(n) = (1� �)�1R(n). Note that now, be
ause the�lter 
oeÆ
ients are time variant, the statisti
s of the pro
esses involved 
analso be time variant. Taking expe
ted value:E[X(n)��1(n)�(n)℄ = 11� �Rt(n)R(n)[w0(n)� E[w(n� 1)℄℄++ �1� � [Rt(n)r(n� 1)�Rt(n)R(n� 1)E[w(n� 1)℄℄ (16.48)Going ba
k to (16.34), repla
ing r(n� 1) by R(n� 1)w0(n� 1) in (16.48) andtaking again expe
ted value we �nally get to,E[w(n)℄ = E[w(n� 1)℄ + �(1� �)[w0(n� 1)� E[w(n� 1)℄℄++(1� �)(w0(n)� E[w(n� 1)℄) == �2E[w(n� 1)℄ + (1� �)w0(n) + �(1� �)w0(n� 1) (16.49)where it was assumed that [Rt(n)R(n)℄�1Rt(n)R(n � 1) = I , or equivalentlythat the system evolves slowly enough with time to make this approximation.Expression (16.49) is a di�eren
e equation that has as a parti
ular solution,E[w(z)℄ = w0(z)� � 1� z�11� �2z�1w0(z)or equivalently, E[w(z)℄ = w0(z)� �(1� z�1) 1Xi=0 �2iz�iw0(z)This expression 
an be rewritten as a fun
tion of the time index n as follows,E[w(n)℄ = (1� �)w0(n) + 1� �2� 1Xi=1 �2iw0(n� i) (16.50)The general solution of the homogeneous part is E[w(n)℄g = �2nE[w(0)℄ thattends to zero for large n. The 
onvergen
e time � of the homogenous part 
ouldbe de�ned as follows: E[w(�)℄ = E[w(0)℄e ! 2� ln� = �1
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h means, assuming � � 1, that� = 12(1� �) (16.51)The bigger � is, the longer takes to the solution to 
onverge to the parti
ularsolution. On the 
ontrary, the parti
ular solution at time n has less 
ontributionof previous times of w0(n) the smaller � is. This means that a small � improvesthe tra
king 
apability. As an example let us suppose that w0(n) = np, where pis a 
onstant ve
tor. In this 
ase (16.50) implies that w(n) = w0(n��=(1��2))whi
h means that the stationary solution is delayed with respe
t to the truesolution an amount of time equal to �=(1��2). Keep in mind that two di�erentaspe
ts have been dis
ussed. One is the time that takes to the general solutionof the homogenous part to get to zero and the other is the delay time that thestationary solution has respe
t to the true one.As a veri�
ation of (16.50), if w0(n) = w0 we get that E[w(n)℄ = w0 as wasderived in the stationary 
ase analysis.16.3.2 Mean Square DeviationIn this subse
tion we will assume, for operational reasons, that the systemparameters depend on time a

ording to a lineal expression, as in the previousexample: w0(n) = npUsing the same equations and hypothesis that in the previous subse
tion it iseasy to get to�w(n) = [I � �(1� �)(Rt(n)R(n))�1x(n)~xt(n)R(n� 1)��(1� �)(Rt(n)R(n))�1Rt(n)~x(n)xt(n)℄�w(n� 1)++(1� �)(Rt(n)R(n))�1Rt(n)~x(n)e0(n)++(1� �)(Rt(n)R(n))�1Rt(n)~x(n)xt(n)p� p (16.52)a non-homogeneous di�eren
e equation with a sto
hasti
 
oeÆ
ient. Be
ause� � 1 the sto
hasti
 part of the 
oeÆ
ient is small and 
an be 
onsidered thatbehaves like its mean value. That is to say, the dire
t averaging te
hnique isused, so that the equation turns to�w(n) = �2�w(n� 1) + (1� �)(Rt(n)R(n))�1Rt(n)~x(n)e0(n)��[I � (1� �)(Rt(n)R(n))�1Rt(n)~x(n)xt(n)℄p (16.53)
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onstru
ting the produ
t �wt(n)�w(n), taking expe
ted value and taking intoa

ount that e0(n) is independent and zero mean, we get easily toD(n) =�4D(n� 1)� 2�2E[�wt(n� 1)℄�p+ ptp� 2(1� �)ptp++(1��)2�20Tr[R(n)(Rt(n)R(n))�2Rt(n)R~x~x(n)℄++(1��)2ptE[x(n)~xt(n)R(n)(Rt(n)R(n))�2Rt(n)~x(n)xt(n)℄p (16.54)Before going on further is desirable to make a remark: taking expe
ted value in(16.53) results, E[�w(n)℄ = �2E[�w(n� 1)℄� �pin 
onvergen
e E[�w(1)℄ = � �1� �2por taking as a proper solution for large n the expression:E[w(n)℄ = w0(n)� �1� �2p n >> 1 (16.55)so that this solution has a delay time equal toE[w(n)℄ = w0(n� � 0) � 0 = �1� �2This delay time is the same as the one given after the 
omments on (16.51) forthis very example, as expe
ted.If in equation (16.54) the expression in (16.55) is 
onsidered, we get to:D(n) =�4D(n� 1) + 2�4 � 2�3 + �2 + 2�� 11� �2 ptp++ (1� �)2�20~
(n) + (1� �)2ptH(n)p (16.56)where ~
(n) = Tr[R(n)(R(n)R(n))�2Rt(n)R~x~x(n)℄ (16.57)H(n) = E[x(n)~xt(n)R(n)(Rt(n)R(n))�2Rt(n)~x(n)xt(n)℄ (16.58)The matrixH and the s
alar ~
 depend on the time index n be
ause the systemis non-stationary. This expression is only valid for large n. Equation (16.56)
onverges to:D(1) = 1(1� �)2 ptp4 + 72 ptp4 + (1� �)�20 ~
4 + (1� �)ptHp4 (16.59)where � is 
onsidered to be near 1, the following de�nitions are madeH � 4(1� �) limn!1 n�1Xi=0 �4iH(n� i) (16.60)~
 � 4(1� �) limn!1 n�1Xi=0 �4i~
(n� i) (16.61)



16.4. OPTIMUM TRACKING CONDITION 415and the terms have been ordered in de
reasing importan
e. Re
all that the mostin
uent term is the one due to the non-stationarity of the system, on the otherhand the measurement noise is lo
ated in third pla
e. The only 
ontributionnot 
onsidered in (16.59) is the estimation noise of R and r. This 
ontributionhas been studied previously.16.4 Optimum tra
king 
onditionAdding the 
ontributions (16.59) and (16.45) an expression for MSD in 
on-vergen
e is obtained that in
ludes all the fa
tors previously dis
ussed:D(1) = 1(1� �)2 ptp4 + 72 ptp4 + (1� �)�20~
4 ++ (1� �)ptHp4 + (1� �)3 �20Ve + �e4 (16.62)In [MB91℄ a similar result is obtained for RLS: the measurement noise is a�e
tedby the (1� �) fa
tor and the summand due to non-stationarity by (1� �)�2.Whi
h is the optimum �opt that gives a minimumD(1)? Minimizing (16.62)with respe
t to �, supposing for simpli
ity that Ve = 0 and �e = 0, results�opt = 1� � 2ptp�20~
 + ptHp�1=3 (16.63)Is interesting to dis
uss two parti
ular 
ases:a) When the lineal variation of the non-stationary model that we are tra
kingis very big, �opt de
reases.b) When the measurement noise in
reases, �opt tends to unity, be
ause a longmemory for good estimators is needed.Expression (16.62) represents the 
onvergen
e value for the MSD 
onsideringthe two error sour
es. The �rst one, expression (16.45), in
ludes the MSD dueto that the �nite memory (� 6= 1) of the algorithm in
reases the varian
e of theestimators of the quantities involved in the resolution of (16.4). The se
ond one,expression (16.59), in
ludes the MSD due to the estimation of non-stationarysystems. It is known that (16.45) is the MSD in the stationary state 
aused bythe fa
t that � 6= 1. If � where unity we would have that 1�� turns to 1=n andthis 
ontribution will be zero for large n. Nevertheless, (16.59) appears in theneed to tra
k non-stationary systems (in parti
ular in this 
ase systems withlinear temporal evolution) and logi
ally, for 1��! 1=n would diverge, be
ause



416 CAP�ITULO 16. ANALYSIS OF ORIV. APPL. TO SYSTEM IDENT.if � = 1 the tra
king 
apability is destroyed. To sum up, a) and b) are twoopposite situations, among them (16.63) weights both and gives the optimumvalue.16.5 Applying ORIV to blind system identi�
a-tionLet us 
onsider the output of a 
ausal, linear, time invariant, �nite impulseresponse system given by x(n) = qXi=0 biw(n� i) (16.64)where this output is possibly 
ontaminated by additive noise v(n):y(n) = x(n) + v(n)In what follows it is assumed that:1. The ex
itation sequen
e fw(n)g is ina

esible and is a non-gaussian ran-dom pro
ess of 
ero mean, independent and identi
ally distributed (i.i.d)with 0 < j
kw j < 1 and 0 < j
k�1w j < 1 k > 3, where 
kw is thekth-order 
umulant of w(n).2. The additive noise fv(n)g is a gaussian pro
ess, white or 
olored, inde-pendent of the input signal fw(n)g and thus, of the output fx(n)g.3. The system is possibly of non-minimum phase with bq 6= 0.16.5.1 Relations between 
umulants and system 
oeÆ
ientsUnder the previous 
onditions the Brillinger-Rosenblatt equation holds,
kx(�1; �2; :::�k�1) = 
kw qXi=0 bibi+�1 :::bi+�k�1 (16.65)and from it, the following expression 
an be derivedqXi=0 bki 
kx(0; (k�2)::: ; 0 i�m) = 
kw qXi;l bki bk�1l bl+i�m



16.5. APPLYING ORIV TO BLIND SYSTEM IDENTIFICATION 417summing over i and 
onsidering again (16.65) resultsqXi=0 bki 
kx(0; (k�2)::: ; 0; i�m) = 
kw
k+1w qXl bk�1l 
k+1x(0; (k�1)::: ; 0 ; l �m)Renaming l like i and taking into a

ount the 
umulant symmetries the desiredexpression is rea
hedqXi=0 bki 
kx(m�i; (k�1)::: ; m�i) = 
kw
k+1w qXi bk�1i 
k+1x(m�i; (k)::: ; ;m�i) (16.66)Depending on the value of k di�erent parti
ular equations 
an be obtained.The Giannakis-Mendel equationWith k = 2 equation (16.66) be
omesqXk=0 b2k
2x(m� k) = �2w
3w qXk=0 bk
3x(m� k;m� k) (16.67)that was �rt derived by Giannakis and Mendel and involves 2nd and 3rd orderstatisti
s.Generalization of the GM equationWith k = 3 equation (16.66) turns toqXk=0 b3k
3x(m� k;m� k) = 
3w
4w qXk=0 b2k
4x(m� k;m� k;m� k) (16.68)that is a generalization of the GM equation, previously derived by sereval aut-hors [Rui95℄, [NKSK95℄ independently. Nevertheless, it is worth saying thatthis is the �rst time that a general expression, 
overing the GM equation andits generalization, is derived in the time domain (equation (16.68) was obtainedin the time domain in [ARBC02a℄).16.5.2 Solving the equations using ORIVBe
ause expressions (16.67) and (16.68) relate the �lter 
oeÆ
ients withthe output 
umulants they provide a way of identifying the system withoutknowlegde of the input (blind identi�
ation). From both of them, making �q �



418 CAP�ITULO 16. ANALYSIS OF ORIV. APPL. TO SYSTEM IDENT.m � 2q, sets of linear equations are obtained. These equations involve thea
tual 
umulants of the output whi
h are not known be
ause they need to beestimated, under these 
onditions the linear equations take the form:�(n)w(n) = z(n) (16.69)where the following de�nitions are made:�(n) = ��1(n) j �2(n)�
�1(n) =

0BBBBBBBBBBBBBB�

̂3(�q;n) 0 : : : 0
̂3(�q + 1;n) 
̂3(�q;n) : : : 0... ... . . . ...... ...
̂3(q;n) 
̂3(q � 1;n) : : : 
̂3(0;n)0 . . .... . . .0 : : : : : : 
̂3(q;n)

1CCCCCCCCCCCCCCA 3q + 1� q + 1
�2(n) =

0BBBBBBBBBBBBB�
0 : : : : : : 0
̂2(�q;n) : : : : : : 0
̂2(�q + 1;n) 
̂2(�q;n) : : : 0... ... ... ...... ... ... ...
̂2(q;n) 
̂2(q � 1;n) : : : 
̂2(1;n)...0 : : : : : : 
̂2(q � 1;n)

1CCCCCCCCCCCCCA 3q + 1� q
(16.70)w(n) = (�(n); �b1(n); :::; �bq(n);�b21(n); :::;�b2q(n))t � = �2w
3w (16.71)z(n) = (
̂2(�q;n); 
̂2(�q + 1;n); :::; 
̂2(q;n); 0; :::; 0)t (16.72)where 
̂k(m;n) stands for the 
umulant 
ky(m;m; :::(k�1);m) estimated using nsamples, or equivalently, at time n. The ve
tor w(n) is the ve
tor of unkowns.ORIV 
an solve this set of linear equations if the input data ve
tor, instru-mental variable ve
tor and desired response are de�ned as:~x(n) = [y(n); :::; y(n� 3q)℄tx(n) = [y2(n� q); :::; y2(n� 2q)jy(n� q � 1); :::; y(n� 2q)℄td(n) = y(n� q) (16.73)



16.5. APPLYING ORIV TO BLIND SYSTEM IDENTIFICATION 419Analogously, from the generalized GM equation, a set of linear equations 
anbe formed: �(n)w(n) = z(n) (16.74)where: �(n) = ��1(n) j �2(n)�
�1(n) =

0BBBBBBBBBBBBBB�

̂4(�q;n) 0 : : : 0
̂4(�q + 1;n) 
̂4(�q;n) : : : 0... ... . . . ...... ...
̂4(q;n) 
̂4(q � 1;n) : : : 
̂4(0;n)0 . . .... . . .0 : : : : : : 
̂4(q;n)

1CCCCCCCCCCCCCCA 3q + 1� q + 1
�2(n) =

0BBBBBBBBBBBBB�
0 : : : : : : 0
̂3(�q;n) : : : : : : 0
̂3(�q + 1;n) 
̂3(�q;n) : : : 0... ... ... ...... ... ... ...
̂3(q;n) 
̂3(q � 1;n) : : : 
̂3(1;n)...0 : : : : : : 
̂3(q � 1;n)

1CCCCCCCCCCCCCA 3q + 1� q
(16.75)w(n) = (�(n); �b21(n); :::; �b2q(n);�b31(n); :::;�b3q(n))t � = 
3w
4w (16.76)z(n) = (
̂3(�q;n); 
̂3(�q + 1;n); :::; 
̂3(q;n); 0; :::; 0)t (16.77)And again 
an be solved using ORIV if the following de�nitions are made:~x(n) = [y(n); :::; y(n� 3q)℄tx(n) = [y3(n� q); :::; y3(n� 2q)jy2(n� q � 1); :::; y2(n� 2q)℄t�� 3�̂2(n)[y(n� q); :::; y(n� 2q)j0; :::; 0℄td(n) = y2(n� q) (16.78)

16.5.3 Simulation resultsEquation (16.67) solved by ORIV 
onstitutes an adaptive method based onse
ond and third order 
umulants, hen
e it will be 
alled ORIV-C2C3 [FP89℄,



420 CAP�ITULO 16. ANALYSIS OF ORIV. APPL. TO SYSTEM IDENT.for blind identi�
ation of linear systems. On the other hand, equation (16.68)is based on third and fourth order 
umulants and the method will be 
alledORIV-C3C4 [KJYS97℄.The goal of these simulations is twofold: �rstly to show that ORIV-C2C3and ORIV-C3C4 a
tually work and se
ondly to de
ide whi
h one gives betterresults under whi
h 
onditions.Simulations set-up1. The input pro
ess fw(n)g is i.i.d with one-sided exponential probabilitydensity fun
tion, of zero mean, skewness 2 and kurtosis 6.2. The additive noise fv(n)g is the result of �ltering white gaussian noisethrough an autorregresive moving average ARMA �lter with AR= [1 �2:2 1:77 � 0:52℄ and MA= [1 � 1:25℄.3. The �lter 
oeÆ
ients fb0; :::; bqg are all real with b0 = 1.Identi�
ation of stationary systems. Model ER2For these simulations the data series involved 
onsists in 5000 samples ofnoisy output y(n). The ORIV algorithm is applied to obtain an estimator ofthe �lter 
oeÆ
ient for every instant of time, so a MSE as a fun
tion of n 
anbe plotted (learning 
urve). 1000 runs are averaged.As an example 
onsider the MA model MA= [1 � 1:25℄. The mean andvarian
e of the estimators in the last iteration (5000) are shown on tables 16.2and 16.3 for ORIV-C2C3 and ORIV-C3C4 respe
tively, for di�erent SNR. Also,the learning 
urves are shown on �gures 16.1(a) and 16.1(b) respe
tively.Type 1 Type 2SNR (dB) b1 var b1 b1 var b120 -1.271 0.047 -1.250 0.03610 -1.621 0.115 -1.181 0.0365 -11.014 325.968 0.436 0.6180 0.390 0.191 0.000 0.068-5 0.419 0.220 0.000 0.190-10 1.519 14.154 0.157 0.888Tabla 16.2 Mean and varian
e of the estimators. ORIV-C2C3, model ER2



16.5. APPLYING ORIV TO BLIND SYSTEM IDENTIFICATION 421Type 1 Type 2SNR (dB) b1 var b1 b1 var b120 -1.250 0.035 -1.250 0.05310 -1.250 0.048 -1.250 0.0675 -1.270 0.074 -1.230 0.1000 -1.450 1.230 -1.100 0.237-5 -0.763 2.440 -0.480 0.648-10 -0.017 2.160 0.034 0.815Tabla 16.3 Mean and varian
e of the estimators. ORIV-C3C4, model ER2Note that due to the stru
ture of the ve
tors of unkowns in (16.71) and(16.76) two types of estimators 
an be obtained.
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(b) ORIV-C3C4Fig. 16.1 Learning 
urves for model ER2. } 20 dB; O 10 dB; x 5 dB; + 0dB; * �5dB; - �10 dB
Comments on the identi�
ation of stationary systemsThe most important points to note are the following:1. Both methods 
orre
tly identify non-minimum phase systems be
ause theyuse higher-order statisti
s.



422 CAP�ITULO 16. ANALYSIS OF ORIV. APPL. TO SYSTEM IDENT.2. Other property of higher-order 
umulants is that they vanish for gaussianpro
esses. Thus, method ORIV-C3C4 is insensitive to aditive gaussiannoise, but not ORIV-C2C3 be
ause it uses 2nd as well as third orderstatisti
s. This theoreti
al insensitivity to gaussian noise is translated tothe simulations like follows: be
ase 
umulants have to be estimated, theestimates of the 
umulant will have some varian
e (even if they are un-biased). Also, the se
ond order 
umulant (moment) of the noisy outputy(n) will difer from the se
ond order 
umulant of the system output x(n),so this 
umulant will be biased. In 
onsequen
e, as the SNR de
reases,method ORIV-C3C4 will give unbiased estimates with in
reasing varian-
e, but method ORIV-C2C3 will give estimates with in
reasing bias andvarian
e. Tables 16.2 and 16.3 
on�rm this 
omment.3. ORIV-C2C3 
onverges qui
ker than ORIV-C3C4 be
ause less samples areneeded to estimate lower order statisti
s.4. To sum up, ORIV-C3C4 gives better results for SNR< 10 dB.Identi�
ation of non-stationary systems. Model NEL1To test the tra
king 
apabilities of these adaptive methods, for the next si-mulation it will be assumed that the �lter 
oeÆ
ients evolve with time a

ordingto b(n) = b0 + npwhere b0 = [1 � 1 0:75℄ is the ve
tor of initial values, p = [0 � 1=8000 1=8000℄is the 
onstant ve
tor of the slope in the linear evolution, and n is the temporalindex. The noisy output 
onsists in a 2000 data series and the results areaveraged for 1000 independent runs.For non-stationary environments, the ORIV algorithm needs to set the for-getting fa
tor � to a value less than 1, in this 
ase � = 0:9985 
hosen in a trailand error s
heme.The evolution of the mean of the type 2 estimators is shown in �gures 16.2(a)-16.2(d) for methods ORIV-C2C3 and ORIV-C3C4. Analogously, the evolutionof the MSE is displayed in �gures 16.3(a) and 16.3(b) respe
tively.Comments on the identi�
ation of non-stationary systemsThe most important ideas that 
an be extra
ted from these simulations are:
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(b) Estimator of b2. ORIV-C2C3
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(d) Estimator of b2. ORIV-C3C4Fig. 16.2 Evolution of the mean of type 2 estimator for model NEL11. The existen
e of a delay time is 
on�rmed. The methods never rea
h theexa
t value of the system 
oeÆ
ients but are tra
king them at a 
ertaindistan
e (see �gures 16.2(a) -16.2(d) for instan
e).2. Due to the forgetting fa
tor � the estimation has to be done using a shortset of samples (short memory). With this short memory a better job
an be done with 2nd and 3rd order 
umulants than with 3rd and 4thorder 
umulants, so method ORIV-C2C3 provides better estimates thatORIV-C3C4 be
ause it has a smaller delay time.3. Short memory is good for tra
king be
ause a more up-to-date informationis 
ontained in it, but in the 
ontrary a long memory is required to 
omputegood estimates. The optimum forgetting fa
tor �opt appears be
ause ofthese two opposite requirements. In fa
t these simulations are 
arried out
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(b) ORIV-C3C4Fig. 16.3 Learning 
urves for model NEL1with a �opt 
ommon to both methods, sear
hed in a trail-error s
heme, asstated before.4. As it is known form the stationary 
ase, ORIV-C2C3 
onverges faster tothe steady state (of 
onstant delay time).5. To sum up, ORIV-C2C3 has better properties in non-stationary environ-ments as expe
ted, but, in the 
ase of additive gaussian noise, ORIV-C3C4should outperform it.



Cap��tulo 17
The Averaged andOverdeterminedGeneralised LMS algorithmAOGLMS. A new algorithm
Introdu
tionIn this 
hapter the overdetermined and generalised orthogonality prin
iple,derived in the previous 
hapter, is used to propose a number of sto
hasti
 gra-dient type algorithms. The goal of all this work is to rea
h to a new algorithmthat meets all the required properties, i.e. one that works with overdeterminedsystems of equations and with higher-order statisti
s. This is tested theoreti
a-lly and via simulations.From the overdetermined and generalised orthogonality prin
iple the Over-determined and Generalised LMS algorithm is derived in se
tion 17.1. Thisalgorithm 
an be split into two di�erent algorithms as explained in se
tion 17.2,and from one of them the GLMS 
an be rederived. Ex
ept the GLMS algorithm,as shown in se
tion 17.3, the rest of algorithms have the expe
ted properties, butthey su�er from a big 
omputational burden. This burden is redu
ed in se
tion17.5 through the proposed Averaged, Overdetermined and Generalised LMSAOGLMS algorithm. In this very se
tion the algorithm is studied theoreti
allyand the results 
he
ked using simulations.425



426 CAP�ITULO 17. THE AOGLMS ALGORITHM17.1 The Overdetermined and Generalised Ort-hogonality Prin
ipleIt is known that the Least Mean Square algorithm is built from an orthogo-nality 
ondition between the input data ve
tor and the estimation error. Thisreasoning 
an be generalised, and from any orthogonality 
ondition an adaptivealgorithm to impose that 
ondition 
an be derived. Mathemati
ally, it 
an besaid that if the solution to a 
ertain problem is attained whenE[f(x(n); e(n))℄ = 0this re
ursion 
onverges to the solutionw(n) = w(n� 1) + �f(x(n); e(n)) (17.1)In the next lines this pro
edure is used to obtain a new LMS type algorithm.In the previous 
hapter it was shown that the ORIV algorithm imposes this
ondition (16.17): E[X(n)��1(n)�0(n)℄ = 0 (17.2)that 
an be regarded as an overdetermined orthogonality prin
iple that generali-ses the one related to the LMS: E[x(n)e(n)℄ = 0. The overdetermined 
hara
ter
omes from the problem it was derived from, be
ause this expression was obtai-ned in the ORIV algorithm analysis that solves overdetermined systems. Thematrix X(n) is the data matrix, the ve
tor �0(n) is the error ve
tor and thematrix ��1(n) 
onne
ts both quantities. The error ve
tor takes a familiar form:�0(n) = v(n)�Xt(n)w0where the di�erent 
omponents are de�ned as:X(n) = [�t(n� 1)~x(n) x(n)℄��1(n) = �0 �� ~xt(n)~x(n)�v(n) = �~xt(n)z(n� 1)d(n) �that depend on the data ve
tor x(n), the instrumental variable ve
tor ~x(n), thedesired response d(n), the auto
orrelation matrix �(n) between x(n) and ~x(n)and the 
orrelation ve
tor between ~x(n) and d(n), z(n). The meaning of allthese magnitudes was explained in the previous 
hapter.From the pre
eding 
omments a new re
ursive equation for the update ofthe parameters 
ould be proposed as followsw(n) = w(n� 1) + �X(n)��1(n)�(n) (17.3)



17.2. SOME VERSIONS OF THE OGLMS ALGORITHM 427where the error ve
tor shown here is 
omputed using w(n� 1). This re
ursionwould solve the overdetermined system of equations:E[�(n)℄w0(n) = E[z(n)℄ (17.4)in an adaptive fashion. The statement of that problem, togheter with its reso-lution via ORIV was dis
ussed in the previous 
hapter.The resulting algorithm, having as a fundamental equation (17.3), is sum-marised in table 17.1. It will be 
alled overdetermined and generalised LMSalgorithm, OGLMS. Initialitationw(0) = 0 �(0) = 0 z(0) = 0For every new x(n); ~x(n) and d(n) doBuild the ve
tors x(n) and ~x(n)X(n) = [�t(n� 1)~x(n) x(n)℄��1(n) = �0 �� ~xt(n)~x(n)�v(n) = �~xt(n)z(n� 1)d(n) ��(n) = v(n)�Xt(n)w(n� 1)w(n) = w(n� 1) + �X(n)��1(n)�(n)�(n) = ��(n� 1) + ~x(n)xt(n)z(n) = �z(n� 1) + ~x(n)d(n)Tabla 17.1 Iterative pro
ess for OGLMS
17.2 Some versions of the OGLMS algorithmInstead of analysing the behaviour of OGLMS, in this se
tion it will besimpli�ed to yield 4 versions. One of these versions is the Generalised LMSalgorithm developed in [AAM96℄.To pro
eed with the simpli�
ation the gradient term in equation (17.3) isrewritten as a fun
tion of its 
omponents,X(n)��1(n)�(n) = �x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄++�t(n)[~x(n)d(n) � ~x(n)xt(n)w(n� 1)℄ (17.5)



428 CAP�ITULO 17. THE AOGLMS ALGORITHMthe right hand side term is made up of two summands, ea
h of whi
h tends tozero when the expe
ted value is taken with n large enough with w(n) = w0.That is, only one 
ould be used as a new gradient, simplifying the re
ursion.Therefore, four di�erent options 
an be proposed:1st option: The �rst summand is taken as the gradient term,r(n) = �x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄2nd option: Be
ause the part 
ontaining information about the proximity tothe solution is the di�eren
e, this gradient is proposedr(n) = z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)The main di�eren
e with previous versions is that now it does not solve anoverdetermined problem (just be
ause dimensional homogeneity in (17.1)),so the quantities �(n) and z(n) have to be redimensioned, redu
ing thenumber of equations that the system (17.4) will 
ontained.This expression leads to a generalised formulation of the least squaresproblem when an instrumental variable is 
onsidered. That is, if the de�-nitions z(n) and �(n) are taken into a

ount, results:r = n�1Xi=0 �n�i�1~x(i)e(i; n� 1)that 
an be 
onsidered an orthogonality prin
iple for deterministi
 series.This equation imposes orthogonality between the instrumental variableand the error at time i 
omputed with the estimator of time n� 1 givenby e(i; n� 1) = d(i)� xt(i)w(n� 1).3rd option: The se
ond summand is taken as the gradient term,r(n) = �t(n)[~x(n)d(n)� ~x(n)xt(n)w(n� 1)℄4th option: If only the di�eren
e part, 
ontaining enough information, is pre-served, r(n) = ~x(n)(d(n) � xt(n)w(n� 1))Again, the problem is no more overdetermined and the GLMS algorithm isre
overed. The main problem of this algorithm, as will be seen later on, asit is the 
ase for the se
ond option, is that not always 
onverges, be
ausethe matrix R must be positive de�nite or negative de�nite. Options 1and 3 do not su�er from this disadvantage, neither the OGLMS algorithmdoes as 
an be tested in (8.6).



17.3. THE GLMS ALGORITHM 429This te
hnique, that provides a way of 
onstru
ting sto
hasti
 gradient al-gorithms from orthogonality prin
iples, has been shown to be very fruitful. Notonly the GLMS algorithm has been rederived, provided with a 
omplete forma-lism, but also 3 new algorithms are proposed. Only one of the laters will beused to obtain a new algorithm having mu
h more interesting properties.17.3 The GLMS algorithmThe main goal of this se
tion is to show that GLMS is not able to 
onvergeif the matrix R is not positive de�nite or negative de�nite.The key equation of this algorithm was displayed in option 4, that togetherwith the steps des
ribed in table 17.2 form all the ne
essary iterative pro
ess.Initialitationw(0) = 0For every new x(n); ~x(n) and d(n) doBuild the ve
tors x(n) and ~x(n)e(n) = d(n)�wH(n� 1)x(n)w(n) = w(n� 1) + �~x(n)e�(n)Tabla 17.2 Iterative pro
ess of the GLMS algorithmAs 
an be seen, the 
omputational burden is very low and the only di�eren
ewith the LMS algorithm is the use of an instrumental variable ~x(n) whi
h allowsit to work with higher-order statisti
s. The name GLMS stands be
ause itgeneralizes LMS. Also, the possibility of 
omplex variables will be 
onsidered.Be
ause all the simpli�
ations made on the generalised and overdeterminedorthogonality 
ondition (17.2), the orthogonality 
ondition for GLMS be
omes:E[~x(n)e�(n)℄ = 0 (17.6)17.3.1 Convergen
e in the meanHere it is shown that the iterative pro
ess displayed on table 17.2 
onvergesin fa
t in the mean to w0. From the �lter weights update equation in that table,



430 CAP�ITULO 17. THE AOGLMS ALGORITHMit easily follows that:w(n)�w0 =w(n� 1)�w0 + �~x(n)d�(n)� �~x(n)xH(n)w(n� 1)++ �~x(n)xH(n)w0 � �~x(n)xH(n)w0 (17.7)or equivalenty�w(n) = [I � �~x(n)xH(n)℄�w(n� 1) + �~x(n)e�0(n) (17.8)where �w(n) = w(n)�w0. This is a non-homogeneous di�eren
e equation withsto
hasti
 
oeÆ
ients. The interest lies in the expe
ted value of this equation,for this reason the independen
e hypothesis are used1:Independen
e hypothesis1. The input ve
tors x(1); x(2); :::; x(n) form an statisti
ally independentseries of ve
tors.2. The instrumental variable ve
tors ~x(1); ~x(2); :::; ~x(n) form an statisti-
ally independent series of ve
tors.3. The desired response s
alars d(1); d(2); :::; d(n) are a statisti
ally inde-pendent series of s
alars.4. The ve
tor series fx(n)g and f~x(n)g are jointly stationary.5. The estimation error e0(n) is independent of the rest of variables at pre-vious times and is zero mean2.6. The variables x(n), ~x(n) and d(n) are jointly gaussian.From equation (17.8) is 
an be said that w(n) only depend on samplesof fd(n)g; fx(n)g and f~x(n)g up to time n and therefore is independent offd(n+1)g; fx(n+1)g and f~x(n+1)g by the use of the �rst three independen
ehypothesis.With this in mind, taking expe
ted value to (17.8) and 
onsidering (17.6):E[�w(n)℄ = [I � �R℄E[�w(n� 1)℄this homogeneous and deterministi
 di�eren
e equation has one solution that
an be qui
kly 
omputed if it is substituted n times in itself:E[�w(n)℄ = [I � �R℄nE[�w(0)℄1This independen
e hypothesis are adapted from that used in the analysis of the LMSalgorithm and are analogous to those used in the previous 
hapter.2The �nal interpretation for e0(n) depends on the given problem to solve. Thus, dependson the de�nitions of x(n) and de d(n).



17.3. ANALYSIS OF THE OGLMS1 ALGORITHM 431working in the base whereR is a diagonal matrix, the 
omponents of the weightserror ve
tor �w(n) will un
ouple in the previous matrix expression:E[�wi(n)℄ = [1� ��i℄nE[�wi(0)℄turning into a s
alar expression. It would be desireable that the solution to thisequation tend to 0 when n is large, whi
h 
an be got if j1 � ��ij < 1 8 �ieigenvalue of R. This 
ondition on the step-size � is equivalent to:i) If <f�ig > 0 then 0 < � < 2<f1=�ig should hold.ii) If <f�ig < 0 then 0 > � > 2<f1=�ig should hold.In order to make the whole weights error ve
tor 
onverge to zero, all its 
om-ponents should 
onverge to zero. This 
an only be a

omplished if the matrix<fRg have a de�ned sign. Thus, if it is positive de�nite, � > 0 should hold andif negative de�nite � < 0 should hold.These 
onditions are truly important and impose a strong restri
tion on thesystems that 
an be solved using GLMS.17.4 Analysis of the sto
hasti
 gradient algo-rithm based on the 1st option, OGLMS1As it was 
ommented on the pre
eding setions, the following re
ursion solvesthe system given in (17.4):w(n) = w(n� 1) + �n� 1x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄This expression forms the fundamentals of an sto
hasti
 gradient algorithm that
an be built from it, des
ribed in table 17.3, based on the overdetermined andgeneralised orthogonality prin
iple, as it is known.In the next se
tion it will be shown that this algorithm 
onverges in any
ir
unstan
e regardless the matrix R is de�nite or not, thus outperfoming theGLMS algorithm. Initial Conditionsw(0) = 0 �(0) = 0 z(0) = 0With every new x(n); ~x(n) and d(n) doBuild the ve
tors x(n) and ~x(n)



432 CAP�ITULO 17. THE AOGLMS ALGORITHMw(n) = w(n� 1) + �n�1x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄�(n) = ��(n� 1) + ~x(n)xt(n)z(n) = �z(n� 1) + ~x(n)d(n)Tabla 17.3 Iterative pro
ess of the OGLMS1 algorithm
17.4.1 Convergen
e in the mean for stationary systemsFollowing similar steps as those given in the analysis of the GLMS algorithm,the previous equation 
an be rewritten as:�w(n) = [I � �n� 1x(n)~xt(n)�(n� 1)℄�w(n� 1)++ �n� 1x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w0℄ (17.9)In this equation n 
an be supposed to be large be
ause only the analysisin 
onvergen
e or near 
onvergen
e is of interest. So, the hypothesis statingthat z(n) and �(n) are quasideterministi
 holds. That is, re
alling expressions(16.5) and (16.6): �(n) � n[R~xx +Re~xx(n)℄z(n) � n[rd~x + red~x(n)℄where the 
omponents of Re(n) and re(n) are white noise of zero mean andare independent of the rest of sto
hasti
 variables involved in the problem. So,
onsidering that R~xxw0 = rd~x this expression 
an be veri�ed:�w(n) = [I � �n� 1x(n)~xt(n)�(n� 1)℄�w(n� 1)++�x(n)~xt(n)se(n� 1) (17.10)the ve
tor se(n) = re(n) �Re(n)w0 has been de�ned, 
ontaining informationrelated to the estimation noise of the magnitudes r and R; it is of zero meanand independent of the rest of sto
hasti
 variables be
ause its 
omponents are.Taking expe
ted value and re
alling the independen
e hypothesis:E[�w(n)℄ = [I � �RtR℄E[�w(n� 1)℄Working in the base where RtR is diagonal, the 
omponents of the weightserror ve
tor 
an de
ouple:E[�wi(n)℄ = [1� ��i℄E[�wi(n� 1)℄ (17.11)
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e equation tends to zero if j1� ��ij < 1, that is, if0 < � < �i2 (17.12)where it was taking into a

ount that the matrix RtR is positive de�nite3 andits eigenvalues are positive.To 
he
k the in
uen
e of the eigenvalues on the algorithm 
onvergen
e, itis 
onvenient to study the solution to (17.11). If this equation is substituted ntimes in itself, it follows that:E[�wi(n)℄ = [1� ��i℄nE[�wi(0)℄the 
loser the di�eren
e 1 � ��i be to zero, the fewer iterations are needed inorder that the ith 
omponent of the weights error ve
tor be
ome zero. Thespeed of 
onvergen
e for a parti
ular 
omponent of the ve
tor 
an be improvedwith an ade
uate 
hoosing of the step-size parameter �. The problem lies in thefa
t that a good 
hoosing for a 
omponent 
an be a bad 
hoosing for another(other eigenvalue), or even 
an diverge if (17.12) does not hold. If the valuesof the eigenvalues would be in a short interval, a step-size parameter 
ould be
hosen to se
ure a qui
k 
onvergen
e of all the 
omponents. If the eigenvaluespread if large, the disparity of 
onvergen
e speeds between 
omponents wouldbe large and the overall speed would be determined by the slowest 
omponent.The ORIV algorithm does not su�er from this disadvantage. For this algo-rithm the 
onvergen
e in the mean was governed by the next expression (equa-tion (16.16)): E[�w(n)℄ = �2n(1� �)2(RtR)�1�(0)�w(0)in stationary environments, where the forgetting fa
tor � is not required, the
hange (1� �)! 1=n is made:E[�w(n)℄ = 1n2 (RtR)�1�(0)�w(0) (17.13)This expression 
learly shows that the speed of 
onvergen
e does not dependon any quantity (i.e. eigenvalue spread of RtR) nor on any algorithm freeparameter (be
ause ORIV does not have any in stationary environments). Insummary, it is not a�e
ted by the eigenvalue spread of the matrix RtR. Theweights error ve
tor tends to zero like 1=n2.How the 
omputational burden of the OGLMS type algorithm has beena
hieved was eluding the 
omputation of the matrix �(n). This matrix elimina-tes any dependen
y on the eigenvalues in the ORIV algorithm as the previousequation shows.3Stri
tly speaking, the only se
ure fa
t is that it is positive semide�nite, to be positivede�nite R should be full rank and that depends on the a
tual problem to be solved.



434 CAP�ITULO 17. THE AOGLMS ALGORITHM17.5 The Averaged, Overdetermined and Gene-ralised LMS algorithm. A new algorithmThe main obje
tive of this se
tion is to redu
e the 
omputational burden ofthe OGLMS1 algorithm, that was proven to have very interesting properties likethe hability to solve overdetermined system regardless the matriz R is de�niteor not.The problem we are trying to solve is the same that in previous se
tions andalso the notation will be kept. Thus, re
alling the update equation for the �lter
oeÆ
ients in the OGLMS1 algorithm, rewritten here for 
onvenien
e,w(n) = w(n� 1) + �n� 1x(n)~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄ (17.14)it 
an be 
he
ked that most of the 
omputational burden is 
on
entrated inthe 
omputation of the matrix � and in the produ
t of this matrix with theve
tor of unknowns, both of order lq. To redu
e the number of operations periteration the only way is to substitute this operations by any equivalent ones.One possible option is to �nd a simpli�ed update equation for the averaged error�e(n) = z(n)��(n)w(n), as shown in the following lines.Firstly, the update equations of the involved quantities are used to rewritteit as�e(n) =�z(n� 1) + ~x(n)d(n)��[��(n� 1) + ~x(n)xt(n)℄[w(n� 1) + �x(n)~xt(n)�e(n� 1)℄ (17.15)regrouping terms and re
alling the de�nition of the a priori error, we get to�e(n) = [���(n)�x(n)~xt(n)℄�e(n� 1) + ~x(n)e(n)This equations, whi
h is the update equation for �e(n), means that �e(n) is a�ltered version, averaged, of ~x(n)e(n). The �lter is an autorregresive AR modelof �rst order with a sto
hasti
 matrix 
oeÆ
ient.To simplify this update pro
ess, the matrix should turn into a s
alar freeparameter of the algorithm:�e(n) = f�e(n� 1) + (1� f)e(n)~x(n)so it means that the averaged error is de�ned as�e(n) = 1� fn1� f nXi=1 fn�i~x(i)e(i) (17.16)or equivalently �e(n) = Ê[~x(n)e(n)℄



17.5. THE AOGLMS ALGORITHM 435therefore, the following equation is proposed as the key equation of the newalgorithm w(n) = w(n� 1) + �x(n)~xt(n)�e(n) (17.17)and the new algorithm will be 
alled Averaged, Overdetermined and GeneralizedLeast Mean Square AOGLMS algorithm. Note that now no division by n isneeded be
ause �e(n) has been properly normalised. On addition, in some pla
es�e(n) will be repla
ed by its equivalent Ê[~x(n)e(n)℄ for a better interpretation.The AOGLMS algorithm is displayed on table 17.4.Initialitationw(0) = 0�e(0) = 0On the arrival of a new sample:build ~x(n), x(n) y d(n)e(n) = d(n)�wt(n� 1)x(n)�e(n) = f�e(n� 1) + (1� f)~x(n)e(n)w(n) = w(n� 1) + �x(n)~xt(n)�e(n)Tabla 17.4 Iterative pro
ess for the AOGLMS algorithm
17.5.1 Convergen
e in the meanThe starting equation for this se
tion is equation (17.17), the update equa-tion for the �lter 
oeÆ
ients. From it, the update equation of the weights errorve
tor 
an be obtained, using de�nition (17.16), to yield:�w(n) =�w(n� 1)� �x(n)~xt(n)Ê[~x(n)xt(n)�w(n� 1)℄++ �x(n)~xt(n)Ê[~x(n)e0(n)℄ (17.18)Substituting the estimate of the expe
ted value operator by its a
tual value (an averaged sum of sto
hasti
 variables), taking expe
ted value and re
allingthe orthogonality prin
iple E[~x(n)e(n)℄ = 0, the previous equation turns toE[�w(n)℄ =[I � �(1� f)�℄E[�w(n� 1)℄++�(1� f)RtR n�1Xi=1 fn�iE[�w(i� 1)℄ + �(1� f)E[x(n)~xt(n)~x(n)e0(n)℄(17.19)where � = E[x(n)~xt(n)~x(n)xt(n)℄, and 
ontains two important fa
tors:



436 CAP�ITULO 17. THE AOGLMS ALGORITHMa) This equation involves all the weights error ve
tors that have some in-
uen
e on the weight error ve
tor at time n: from time 1 up to timen� 1.b) This equation has an independent term, whi
h are the `remains' of anestimate of the expe
ted value operator that should vanish Ê[~x(n)e0(n)℄.Due to this independent term the estimated �lter 
oe�
ient will have asmall bias.The bias of the estimators is E[�w(1)℄. This value 
an be obtained from(17.19), as usual, assuming that 
onvergen
e has been rea
hed so E[�w(n)℄ =E[�w(n� 1)℄ = E[�w(1)℄ and solving for E[�w(1)℄:E[�w(1)℄ = (1� f) I(1� f)��RtRE[x(n)~xt(n)~x(n)e0(n)℄The bias is an in�nitesimal value of order (1� f) and is independent of �.To get to that stationary solution, the root of the 
hara
teristi
 polinomialshould be less than 1, otherwise the solution would diverge. The problem hereis that the 
omponents of the weight error ve
tor do not de
ouple in the basewhere the matrix RtR is diagonal. To have an idea of the range of values�; �� and �R where 
onvergen
e o
urrs, the 
ase with only one unknown willbe 
onsidered. For this spe
ial situation, the asso
iate homogeneus equationtakes the form of:E[�w(n)℄ = [1� �(1� f)��℄E[�w(n� 1)℄� �(1� f) n�1Xi=1 �Rfn�iE[�w(n� i)℄The 
hara
teristi
 polinomial is built assuming that the solution is of the formE[�w(n)℄ = xn:xn = [1� �(1� f)��℄xn�1 � �(1� f)�Rf xn�1 � fn�1x� fand given that f < 1, for n large enough, it 
an be rewritten as:xn�1 �x� 1 + �(1� f)�� + � (1� f)f�Rx� f � = 0that apart form the trivial solution x = 0, other solutions are the roots of thispolinomial:x2 + [�(1� f)�� � (1 + f)℄x+ f [1� �(1� f)(�� � �R)℄ = 0The solutions of this quadrati
 equation are:x =1 + f � �(1� f)��2 �� p(1 + f � �(1� f)��)2 � 4f [1� �(1� f)(�� � �R℄2 (17.20)



17.5. THE AOGLMS ALGORITHM 437and x is a fun
tion of x = x(��R; ���; f), from whi
h some 
omments 
ouldbe made:a) When f ! 1 (in�nite memory) it follows that x ! 1 and there is no
onvergen
e.b) When the forgetting fa
tor f is 
lose to zero, the roots of the polinomial arex = 1���� (apart from the trivial solution). Under this 
ondition a newalgorithm 
an be derived that 
onverges even in the 
ase of non de�niteR, having almost the same 
omputational burden that the GLMS. Thisnew algorithm is 
alled CGLMS and is des
ribed in the main body of theThesis (page 286).17.5.2 Convergen
e in the mean squareTo study how the weights error ve
tor 
onverges in the mean square, thestarting equation is equation (17.18) rewritten here for 
larity reasons�w(n) =�w(n� 1)� �x(n)~x(n)Ê[~x(n)xt(n)�w(n� 1)℄++ �x(n)~x(n)Ê[~x(n)e0(n)℄ (17.21)It was shown in the previous se
tion that the great di�eren
e between thisanalysis and the analysis of algorithms like the LMS, is how to treat the estimateof the expe
ted value operator. It should yield simple enough mathemati
alexpressions in order to allow some 
omputations, but also it should bear enoughinformation in order to get meaningful results. It 
an be 
he
ked that if theestimate is treated as a real expe
ted value (i.e. independent of the rest ofsto
hasti
 variables) no divergen
e is obtained from the equations.In the next few lines the obje
tive is to des
ribe a �rst approximation tosolve this problem. The estimate will be treated a

ording to its de�nition, anaveraged sum of sto
hasti
 variables. Also the independen
e hypothesis will beused. Therefore, the �rst of the terms of interest 
an be written as:Ê[~x(n)xt(n)�w(n� 1)℄ = 1� f1� fn nXi=1 fn�i~x(i)xt(i)�w(i� 1) == 1� f1� fn  ~x(n)xt(n)�w(n� 1) + nXi=1 fn�i~x(n)xt(n)�w(i� 1)! == 1� f1� fn ~x(n)xt(n)�w(n� 1) + 1� fn�11� fn f Ê[~x(n� 1)xt(n� 1)�w(n� 2)℄(17.22)



438 CAP�ITULO 17. THE AOGLMS ALGORITHMwhere the part of the estimator with a bigger dependen
y on the rest of variableshas been isolated. On
e this is done, some simplifying hypothesis will be applied;in parti
ular the estimator will be treated as a real expe
ted value and, be
ausen is 
onsidered to be large enough and the algorithm 
onverges in the mean, itwill be assumed that E[�w(n� 1)℄ = 0. That is,Ê[~x(n)xt(n)�w(n� 1)℄ �n!1(1� f)~x(n)xt(n)�w(n� 1)++ fR n�1Xi=1 fn�1�iE[�w(i� 1)℄ == (1� f)~x(n)xt(n)�w(n� 1) (17.23)Although it seems a very severe approximation, the �nal de
ision on its utilitywill be made in light of the obtained results. The meaning of this interpretationis quite transparent: ideally the estimate of the expe
ted value is equal to theexpe
ted value of the given sto
hasti
 variable; that expe
ted value, in this 
ase,due to the independen
e hypothesis and to the 
onvergen
e in the mean is zero,Ê[~x(n)xt(n)�w(n� 1)℄ = E[~x(n)xt(n)�w(n� 1)℄ = RE[�w(n� 1)℄ !n!1 0but the estimator, as su
h, presents an sto
hasti
 
omponent whi
h representsthe term given by equation (17.23). A similar reasoning 
ould be made to rea
han analogous result for the se
ond term of interest,Ê[~x(n)e0(n)℄ �n!1(1� f)~x(n)e0(n) (17.24)with the same meaning of the previous approximation: its mean value (zeroagain for this 
ase) plus its 
orresponding sto
hasti
 
omponent be
ause it is anestimator.Therefore, with all the 
omments up to this point, the di�eren
e equationthat 
ontrols the evolution of the weights error ve
tor 
an be written as,�w(n) =[I � �(1� f)x(n)~xt(n)~x(n)xt(n)℄�w(n� 1)++ �(1� f)x(n)~xt(n)~x(n)e0(n) (17.25)Using the usual independen
e hypothesis, from this equation it follows that,R�(n) =R�(n� 1)� �(1� f)�R�(n� 1)� �(1� f)R�(n� 1)�++ �2(1� f)2E[ 1(n)R�(n� 1) 1(n)℄ + �2(1� f)2E[e2o(n) 2(n)℄(17.26)where  1(n) = x(n)~xt(n)~x(n)xt(n);  2(n) = x(n)~xt(n)~x(n)~xt(n)~x(n)xt(n)and � = E[ 1(n)℄. Considering this new expression one more simpli�
ation
ould be made; given that the step-size is usually small and that the forgettingfa
tor is 
lose to one, the produ
t �(1 � f) 
an be regarded as a perturbation



17.5. THE AOGLMS ALGORITHM 439parameter and in this way the fourth summand of the se
ond term 
an benegle
ted. The last summand 
an not be negle
ted be
ause it plays a veryimportant role in the di�eren
e equation, be
ause it prevent the trivial solutionto be a solution to this equation.Working also in the base where the matrix � is diagonal4 , the di�erentdiagonal 
omponents D0i(n) of R0�(n) de
ouple, resulting for everyone of them,D0i(n) = [1� 2�(1� f)��i℄D0i(n� 1) + �2(1� f)2	0eiiwhere ��i is the ith eigenvalue of the matrix � and 	0eii is the (i,i) element ofthe matrix 	0e = E[e20(n) 2(n)℄. Arriving �nally to a s
alar di�eren
e equationwhi
h 
an be easily solved, and from whi
h aspe
ts su
h as the 
onvergen
e
onditions, 
onvergen
e time, et
. 
an be studied.A) The general solution of the homogeneous part will 
onverge if j1� 2�(1�f)��ij � 1 holds. Or equivalently, if0 < �(1� f) < ��iB) The 
onvergen
e time, in this approximation of small step-size, is�i = 12�(1� f)��iC) The ith diagonal 
omponent, that is (i,i), 
onverges to,D0i(1) = �(1� f)2 	0eii��iThe goal of this se
tion is to 
ompute the Mean Square Deviation, MSD,D(n) = TrfR�(n)g and in parti
ular its 
onvergen
e value and the time it takesto 
onverge. The 
onvergen
e value 
an be dire
tly 
omputed from C):D(1) = TrfR�(1)g = TrfR0�(1)g = qXi=1 D0i(1) = �(1� f)2 qXi=1 	0eii��i == �(1� f)2 qXi=1(�0�1	0e)ii = �(1� f)2 Trf�0�1	0e℄ == �(1� f)2 Trf��1	e℄ (17.27)4the 0 denotes quantities in this new base.



440 CAP�ITULO 17. THE AOGLMS ALGORITHMAnd the overall 
onvergen
e time 
an be 
omputed as the averaged 
onvergen
etime of all its 
omponents:� = 12�(1� f) 1q qXi=1 ��1�i = 12�(1� f) 1qTrf�0�1g == 12�(1� f) 1qTrf��1g (17.28)As 
an be seen from the results of this se
tion, the mean square behaviour ofthe AOGLMS algorithm depends, as far as the free parameters is 
on
erned, onthe produ
t �(1� f). This parameter has the same role that � alone has in theLMS type algorithms: when it takes big values the 
onvergen
e time de
reases,but the 
onvergen
e value in
reases. There are opposite interests between asmall 
onvergen
e time and a small 
onvergen
e value, only one 
an be a
hievedat a time.17.5.3 Analysis of the simulationsOn
e that the AOGLMS algorithm has been derived and that 
onvergen
ein the mean and mean square have been proven theoreti
ally, it is time to testthe algorithm via simulations. It should be noted that only a brief des
riptionof the simulations is presented, the main work in this 
hapter has been thedevelopment of this new algorithm.Here the problem of the blind identi�
ation of MA systems is 
onsideredusing the Giannakis-Mendel equation. This very problem was 
onsidered in theanalysis of the ORIV algorithm in the previous 
hapter. In the table 17.5 the
oeÆ
ients of the used models are displayed (they are the same that the used inthe ORIV analysis), togheter with the eigenvalues of the matrix RtR, keepingin mind the following points:1. The AOGLMS algorithm will be implemented in an overdetermined form,so it 
an be used to solve the 3q+1 equations 
ontained in the GM systemof equations to identify the 2q + 1 unknowns of the problem.2. To solve the problem it suÆ
ies to de�ne the variables ~x(n), x(n) and d(n)that appear in the table 17.4 as they were de�ne for the ORIV algorithm.3. So, the behaviour of the algorithm is determined by the eigenvalue spreadof the matrix RtR where R = E[~x(n)xt(n)℄.Model CoeÆ
ients Eigenvalue spreadA [1 � 0:8℄ 3.2211



17.5. THE AOGLMS ALGORITHM 441B [1 � 1:25℄ 13.3117Tabla 17.5 MA models identi�ed using AOGLMSThe MA models are driven by an i.i.d pro
ess, 
onsisting in sto
hasti
 varia-bles with an one-sided exponential probability density fun
tion, with zero mean,varian
e 1, skewness 2 and kurtosis 6. Series of 40000 and 100000 samples areavailable and the results are averaged over 200 independent runs. The additivenoise was generated �ltering white gaussian noise through an ARMA �lter with
oeÆ
ients MA= [1 � 1:25℄ and AR= [1 � 2:2 1:77 � 0:52℄ and the signal tonoise ratio levels were 20, 15, 10, 5 y 0 dB.The displayed �gures are the best of a sear
hing pro
ess: for ea
h modeland SNR the step-size parameter was varied a

ording to the fun
tion � = 10exwhere ex = �6; �5:5; �5;..., �3:5 and the forgetting fa
tor f took the valuesf = 0:9; 0:99 and 0:999. In �gure 17.1(a) the evolution of the MSD for model Ais shown for the indi
ated SNR, when � = 10�4:5 and f = 0:999. The readingof the �gures should be made attending to these relationships:}...20 dB�...15 dBo...10 dB� ...5 dBAnalogously, in �gure 17.1(b) the results for model A but with � = 10�4and f = 0:999 are displayed. In both �gures 
ommom aspe
ts to the sto
hasti
gradient type algorithms and those working with higher-order statisiti
s 
an bespotted, like the fa
t that the smaller the step-size is D(1) attains a smallervalue; in turn are less sensitive to the SNR than other algorithms of this typebut based ex
lusively on se
ond order statisti
s. Anyway, the main goal ofthese �gures is to show that AOGLMS 
onverges in fa
t for these models, avery important point indeed be
ause GLMS 
an not identify them as it will beproven in a few lines.The evolution of the MSD for model B and for the same pairs of parametervalues � and f than for model A are presented in �gures 17.1(
) and 17.1(d).It has a worse behaviour be
ause the eigenvalue spread is bigger.It would be very interesting to 
ompare the behaviour of AOGLMS withthat of GLMS under the same 
onditions, in the blind identi�
ation of the MAmodels using the GM equation. The �rst thing to note is that GLMS 
an not
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(b) Model A, � = 10�4 f = 0:999
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(d) Model B, � = 10�4 f = 0:999Fig. 17.1 Evolution of the MSD for models A and Bsolve overdetermined systems of equations, so the length of the intrumentalvariable ve
tor has to be shorten to mat
h that of the data ve
tor x(n), in thatway the same number of unknowns and equations is attained. Furthermore, the
onvergen
e of the algorithm depends on the eigenvalues of the squared matrixR = E[~x(n)xt(n)℄. The spread of the real part of the eigenvalues for ea
h modelis detailed here: modelo A ... -0.8611modelo B ... -1.0213



17.5. THE AOGLMS ALGORITHM 443For those models wiht a negative spread is not posible that GLMS 
onverge,be
ause that indi
ates that some eigenvalues has a negative real part and othersa positive real part.With these simulations two important ideas have been tested:1. The AOGLMS algorithm 
an solve overdetermined systems. Unlike theGLMS algorihtm.2. The AOGLMS 
an solve systems with the matrix R, asso
iated to theproblem, being not positive denitive or not negative de�nite. Unlike theGLMS algorithm.
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Cap��tulo 18
Blind identi�
ation of FIR�lters using se
ond-orderstatisti
s. Phase sele
tionmethods
Introdu
tionThe problem of blind system identi�
ation has been addressed before inan adaptive fashion. In this 
hapter this problem will be studied but in bat
hmode, in a non-adaptive way. The interest lies in solving the problem bene�tingfrom all the good things that se
ond and higher order statisti
s 
an o�er. Thelater provides phase information and the former the magnitude response of thesystem. To minimize the in
uen
e of the big varian
e asso
iated with higher-order statisti
s based te
hniques only a sign (just a binary de
ision) is 
omputedfrom this kind of statisti
s. This new method is based on expli
it expressionsrelating the �lter 
oeÆ
ients with the auto
orrelation output and its 
omparedwith other methods relying in the Spe
trally Equivalent Minimum Phase SEMPsystem. The performan
e of all these methods is explained.The problem statement is given in se
tion 18.1. The SE set for a �rst order
hannel is 
omputed in se
tion 18.2, the in
uen
e on these expressions of theerrors in the auto
orrelation sequen
e estimation is dis
ussed in se
tion 18.3.Analogously, the SE set for a 2nd order 
hannel is 
omputed in se
tion 18.4,the sensitivity of these solutions is 
onsidered in se
tion 18.5 and the meaning445



446CAP�ITULO 18. BLIND IDENT. FIR FILTERSWITH 2ND ORDER STAT.of these sensitivity 
onditions is des
ribed in se
tion 18.6. On all this basis, thenew method for a �rst order 
hannel is presented in se
tion 18.7 and in se
tion18.8 for a se
ond order 
hannel. Finally, simulations are 
arried out for thisnew method and for a whole variety of methods based on the SEMP system inse
tion 18.9.18.1 Problem statementConsider a linear �lter given by its �nite impulse response fh(n)g ex
itedby an independent and identi
ally distributed input random pro
ess fw(n)g ofknown statisti
s. The output of this �lter isx(n) = qXi=0 h(i)w(n� i) (18.1)where q is the model order, where in general 
an be 
ontaminated by additivewhite gaussian noise fv(n)g of known varian
e. So that the total system outputis y(n) = x(n) + v(n) (18.2)The problem is to determine the system 
oeÆ
ients by measurements ofthe system output alone under the previous assumptions. Only the se
ondorder statisti
s information will be used in a �rst instan
e. In the following theauto
orrelation sequen
e of the output is assumed known.18.2 First order modelLet the system be de�ned by h = [h0 h1℄, so that the relation between theauto
orrelation sequen
e of the output and these 
oeÆ
ients isr0 = �2w(h20 + h21) (18.3)r1 = �2wh0h1 (18.4)where �2w is the varian
e of the input pro
ess. In the following a normalisedauto
orrelation sequen
e will be assumed, or equivalently a unit varian
e. It isnot diÆ
ult to show that the �lter 
oeÆ
ients satisfy the following equationsĥ20 = r0 �pr20 � 4r212 (18.5)ĥ1 = r1ĥ0 (18.6)



18.2. FIRST ORDER MODEL 447So that there are 4 di�erent solutions to the problem: 2 from the � option inthe expression for h20 and 2 more be
ause of the freedom in the 
hoi
e of thesign on
e the square root is taken to h20. Basi
ally there are two solutions, theother 2 are their opposites 
hanging the sign of the estimated 
oeÆ
ients. Ifthe input signal is symmetri
, there is no way to distinguish between a �lter orits opposite, be
ause their outputs are statisti
ally equivalent, so that only thepositive values for h0 will be 
onsidered.Denoting by h+0 (h�0 ) the result of expression (18.5) taking the +(�) sign, andh+1 (h�1 ) the results of (18.6) using h+0 (h�0 ), it is easy to show that h+1 h�1 = r1,so that h�1 = r1h+1 = r1 h+0r1 = h+0and analogously h+1 = h�0With this property the system of equations 
an be solved, with the solutionsshown in table 18.1. 1st 
oeÆ
ient 2nd 
oeÆ
ient1st option h0 h12nd option h1 h0Tabla 18.1 Spe
trally equivalent 
hannels for a �rst order system
This table shows that only one of the possible solutions of (18.5)-(18.6)need to be 
omputed, the others are obtain from it. Similar s
heme will beused for higher order �lters to simplify the problem. This result 
ould be alsoobtained by re
e
ting the zero of the �rst option with respe
t to the unit 
ir
le,keeping the same output power. As expe
ted the solutions to equations (18.3)-(18.4) are all equivalent systems that have the same se
ond order statisti
s i.e.power spe
trum, but 
an have di�erent phase response be
ause its higher orderstatisti
s are not the same.18.2.1 Chara
teristi
s of the solutionsUsing the de�nitions of r0 and r1 given in (18.3) and (18.4) in the expressionfor ĥ0 given in (18.5), resultsĥ20 = h21 + h20 �p(h20 + h21)2 � 4h20h212 = h21 + h20 �p(h20 � h21)22 (18.7)



448CAP�ITULO 18. BLIND IDENT. FIR FILTERSWITH 2ND ORDER STAT.where the hat in h0 denotes that it 
an be any estimate of the valid options forh0. A

ording to this expression the radi
and will be 
lose to zero if h20 � h21, anestimate of this quantity 
ould possibly be negative, so the 
hannel 
oeÆ
ient
ould be 
omplex even if its real value is real.Choosing the + sign in (18.7) it follows that ĥ+20 = h20 and that ĥ�20 = h21 forthe - sign, so these equations 
on�rm that these solutions are blind to a 
hangein sign in the �lter 
oeÆ
ients. Using these results in (18.6), the possible valuesfor the se
ond �lter 
oeÆ
ient are ĥ+1 = h1 and ĥ�1 = h0. Con�rming the 2options displayed in table 18.1.18.3 Sensitivity of the solutions to small varia-tions in the auto
orrelation sequen
e esti-mateIn a
tual appli
ations the auto
orrelation sequen
e has to be estimated fromthe 
hannel output. The longer the data re
ord available, the better the esti-mates, but in any 
ase, there will be some di�eren
e between the estimated andtheoreti
al ones. In this se
tion the in
uen
e on the solution of this (small)di�eren
e will be studied. It will be done using partial derivatives of equations(18.5) and (18.6).18.3.1 Variations for the h0 
oeÆ
ientWith respe
t to r0The partial derivative of ĥ0 with respe
t to r0 is�ĥ0�r0 = p24 "1� r0pr20 � 4r21 # 1�r0 �pr20 � 4r21�1=2 (18.8)that 
an have a large value if any of the following happens:
ase a) r20 � 4r21 that makes the �rst fa
tor of (18.8) diverge. What doesthis 
ondition impose on the a
tual �lter 
oeÆ
ients? Using again therelations given in (18.3) and (18.4), it follows that �h20 + h21�2 � 4h20h21or equivalently �h20 � h21�2 � 0 whi
h leads to jh0j � jh1j. Under this
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ondition equation (18.8) takes the form of�ĥ0�r0 � 14 h1� r0� i p2(r0 � �)1=2 � 14 h1� r0� i p2pr0where � � 0. The only way of avoiding the �rst fa
tor to diverge is settingr0 
lose to zero, but this arrangement also 
auses the se
ond fa
tor todiverge, so divergen
e is unavoidable. In addition if r0 is 
lose to zero h0or h1 have to be 
lose to zero, whi
h under the above 
ondition meansthat both of them have to be 
lose to zero, so that we are left with nosystem.Case b) The se
ond situation worth studying is that in whi
h r0 � �pr20 � 4r21 ,that is, when ĥ0 is 
lose to zero. Taking a look to table 18.1 this 
an bea
hieve if either h0 or h1 are 
lose to zero, whi
h means that r1 is 
lose tozero. Under this 
ondition equation (18.8) takes the form of�ĥ0�r0 �r1�0 14 �1��1 + 2r21r20�� p2pr0p1� (1� 2(r1=r0)2) (18.9)where the Taylor expansion of p1 + x and (1 + x)�1 has been employed.
ase b.1) Choosing the + sign, the partial derivative is�ĥ0�r0 � 12 1pr0if r0 is �nite also is the derivative. This expression 
an diverge if r0goes to zero, but it implies that both h0 and h1 are 
lose to zero, i.e.there is no system. So, there is no problem for 
ase b.1).
ase b.2) Choosing the � sign in (18.9), the partial derivative 
an bewritten as �ĥ0�r0 = �12 r1r3=20whi
h 
an have some problems when r0 is 
lose to zero but again thisleads to a system with 
oeÆ
ients 
lose to zero. Again, there is nodivergen
e problem for 
ase b.2).Similar analysis 
an be 
arried out for the partial derivative of ĥ0 with respe
toto r1 and for the partial derivatives of ĥ1 with respe
to to r0 and r1, resultingin a range of situations of spe
ial sensitivity. These situations are displayed ontable 18.2. �=� h0 h1r0 h20 � h21 h20 � h21ĥ0 � 0



450CAP�ITULO 18. BLIND IDENT. FIR FILTERSWITH 2ND ORDER STAT.r1 h20 � h21 h20 � h21ĥ0 � 0Tabla 18.2 High sensitivity 
onditions for the estimation
18.4 Se
ond order systemsLet us suppose that the 
hannel of interest now is a se
ond order linear timeinvariant system de�ned by its impulse response h = [h0 h1 h2℄. The equationthat relates these 
oeÆ
ients with the se
ond order statisti
s of the output isrm = �2w 2Xi=0 hihi+mor in an expli
it form for ea
h possible value of mr0 = �2w �h20 + h21 + h22� (18.10)r1 = �2w (h0h1 + h1h2) (18.11)r2 = �2w (h0h2) (18.12)Again, as was done with the �rst order model a unit varian
e input pro
esswill be assumed (or the auto
orrelation sequen
e renormalised divided by theinput varian
e). The problem is to 
ompute the �lter 
oeÆ
ients on
e theauto
orrelation sequen
e is known.The 
oeÆ
ients 
an be 
omputed as follows. From (18.12) it's dire
t to seethat ĥ2 = r2ĥ0 (18.13)using this equation together with (18.11), it follows thatĥ1 = r1ĥ0 + r2=ĥ0 (18.14)In order to 
ompute h1 and h2, h0 is needed. This 
an be done using (18.13)and (18.14) in (18.10) to giver0 = ĥ20 + r21ĥ20�ĥ20 + r2�2 + r22ĥ20 (18.15)



18.4. SECOND ORDER SYSTEMS 451Solving (18.15) for h0 and substituting in (18.13) and (18.14) the whole system
an be identi�ed. The problem with equations (18.13)-(18.15) is that a dis
us-sion is not straight forward, so that a di�erent expression for them 
ould bemore satisfa
tory. In order to do that 
onsider the square of (18.11)r21 = h20h21 + h21h22 + 2h21h0h2 = h21(r0 � h21 + 2r2) (18.16)and solving for h1 givesĥ21 = r2 + r0=2�q(r2 + r0=2)2 � r21 (18.17)on
e h1 is known, eq. (18.14) 
an be used to 
ompute h0, givingĥ0 = r1 �qr21 � 4ĥ21r22ĥ1 (18.18)and �nally, (18.13) 
an be used to obtain h2 from h0.18.4.1 Dis
ussion of the solutionIn order to dis
uss the solution the se
ond method will be used. From (18.17)4 di�erent values of h1 are obtained: h11, h12, �h11 and �h12, 
orresponding tothe 
hoi
e of + or � in (18.17) and the ele
tion of the + or � on
e the squareroot is taken to 
ompute h1 from h21.From them, 8 di�erent values for h0 
an be 
al
ulated using (18.18), twofor every previous value of h1. But due to the stru
ture of (18.18) 4 are theopposite to the other 4, as shown in table 18.3Values of h1 Obtained values of h0h11 h01 and h02h12 h03 and h04�h11 �h01 and �h02�h12 �h03 and �h04Tabla 18.3 Values for h0 derived from those for h1And similarly, for every value of h0 a value of h2 is obtained, where again halfof them are the opposites of the other half using (18.13). From this dis
ussionturns out that the solutions to equations (18.10)-(18.12) are 8 di�erent systems,where half of them equal the other half with the sign 
hanged. For symmetri




452CAP�ITULO 18. BLIND IDENT. FIR FILTERSWITH 2ND ORDER STAT.input pro
esses there is no way to distinguish between a given system and itsopposite, so only the �rst 4 solutions will be 
onsidered hereafter.18.4.2 Chara
teristi
s of the solutionIn what follows all the quantities involved are assumed to be real.Posible values for ĥ1 Using the relations between the �lter 
oeÆ
ients andthe auto
orrelation sequen
e in (18.10)-(18.12), eq. (18.17) 
an be written inthe following wayĥ21 = 12 �(h0 + h1)2 + h21 �q((h0 + h2)2 � h21)2� (18.19)the radi
and of this expression 
an be 
lose to zero if (h0 + h2)2 � h21. But theestimate of a quantity 
lose to zero 
an easily be negative so that a 
omplexvalue 
an arise for ĥ1 when a real value is expe
ted. Situations like this are tobe skipped. Continuing with the operations indi
ated in (18.19), two di�erentsolutions 
an be obtained: ĥ21 = h21 (18.20)ĥ21 = (h0 + h2)2 (18.21)Posible values for ĥ0 Using the de�nitions of the auto
orrelation sequen
eon
e again in (18.18), the estimate of the 
oeÆ
ient h0 isĥ0 = h0h1 + h1h2 �q(h0h1 � h1h2)2 � 4ĥ21h0h22ĥ1 (18.22)under (18.20) this expression turns toĥ0 = h0h1 + h1h2 �p(h0 � h2)2h212h1where again there is more 
han
es to get an undesired 
omplex value if theradi
and is 
lose to zero, in this 
ase it 
an happen if h0 � h2. From this, twodi�erent values for the �lter 
oeÆ
ient 
an be obtainedĥ01 = h0 (18.23)ĥ02 = h2 (18.24)On the other hand, under (18.21) eq. (18.22) turns toĥ0 = h1 �ph21 � h0h22



18.4. SENSITIVITY OF THE SOLUTIONS. 2ND ORDER 453from whi
h two di�erent values 
an be obtainedĥ03 = h1 +ph21 � h0h22 (18.25)ĥ04 = h1 �ph21 � h0h22 (18.26)Posible values for ĥ2 Finally, using equation (18.13) the four posibles valuesfor ĥ2 
an be obtained from the four values of ĥ0, these are:ĥ21 = h2 (18.27)ĥ22 = h0 (18.28)ĥ23 = h1 �ph21 � h0h22 (18.29)ĥ24 = h1 +ph21 � h0h22 (18.30)To summarise, the 4 se
ond order systems that have the same auto
orrelationsequen
e (spe
trally equivalent) are shown in table 18.4ĥ0 ĥ1 ĥ21st Option h0 h1 h22nd Option h2 h1 h03rd Option h1�ph21�h0h22 h0 + h2 h1+ph21�h0h224th Option h1+ph21�h0h22 h0 + h2 h1�ph21�h0h22Tabla 18.4 Spe
trally equivalent systems of a se
ond order system
18.5 Sensitivity of the solution to the estimationof the auto
orrelation sequen
eAnalogously as was done for the identi�
ation of the �rst order system, thee�e
t of a small variation in the auto
orrelation sequen
e estimators on the �lter
oeÆ
ients 
an be 
omputed using (18.17), (18.18) and (18.13). The pro
edureis quite similar and will not be presented here, only the results are displayed intable 18.5.



454CAP�ITULO 18. BLIND IDENT. FIR FILTERSWITH 2ND ORDER STAT.�=� h0 h1 h2r0 (h0 + h2)2 � h21 h0 � 0h1 � 0 h2 � 0h1 � 2ph0h2 h1 � 0h2 � �h0 h1 = 2ph0h2(h0 + h2)2 � h21 h2 � �h0(h0 + h2)2 � h21r1 (h0 + h2)2 � h21 h0 � 0h1 � 0 h2 � 0h1 � 2ph0h2 h1 � 0h2 � �h0 h1 = 2ph0h2(h0 + h2)2 � h21 h2 � �h0(h0 + h2)2 � h21r2 (h0 + h2)2 � h21 h0 � 0h1 � 0 h2 � 0h1 � 2ph0h2 h1 � 0h2 � �h0 h1 = 2ph0h2(h0 + h2)2 � h21 h2 � �h0(h0 + h2)2 � h21Tabla 18.5 Summary of the high sensitivity situations
18.6 Meaning of the sensitivity 
onditionsA system is 
ompletely 
hara
terised by the lo
ation of its zeros up to as
ale fa
tor. It 
an be very instru
tive to translate the previous 
onditions onthe 
oeÆ
ients to 
onditions on the lo
ation of the zeros. To do that re
all thatif a and b are the zeros of the system, its 
oeÆ
ients are related to them in thefollowing way: h0 = h0 (18.31)h1 = �h0(a+ b) (18.32)h2 = h0ab (18.33)where h0 makes the role of the normalisation fa
tor.



18.6. MEANING OF THE SENSITIVITY CONDITIONS 45518.6.1 Meaning for ĥ1Considering the previous relationships, the 
ondition under whi
h bad esti-mation of ĥ1 is possible turns to:(h0 + h2)2 � h21 ) (1 + ab)2 � (a+ b)2 (18.34)Taking square root two di�erent 
onditions on the zero result1. 1 + ab � a+ b (18.35)whi
h implies that a � 1 and b takes any value.2. or 
onsidering that the right hand side of 18.34 has di�erent sign that theleft hand side (after taking square root):1 + ab � �(a+ b) (18.36)that takes to b � �1 with an arbitrary a.So that this 
ondition translated to the zero lo
ation implies that no one of thezeros should be 
lose to �1. It means that if the zeros are real they 
annotbe near the unit 
ir
le, but if they are 
omplex this 
ondition does not preventthem to be near the unit 
ir
le. In fa
t, solving (18.35) and (18.36) for a and ba 
omplex 
onjugate pair gives no solution ex
ept the ones already mentionedfor real values.18.6.2 Meaning for ĥ0Re
all that this estimate is 
omputed using ĥ1 and so the 
auses of divergen
edepend on whether the value of ĥ1 is h1 or its equivalent h0 + h2.
ase 1) Estimated as h1: there are two possible situation in whi
h divergen
emay o

ur1. h1 � 0. A

ording to eq. (18.32) this means that the zeros are the oppositeof ea
h other a � �b.2. h0 � h2. Again using eq. (18.32) this means that the zeros are the inverseof ea
h other a � 1=b.
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ase 2) Estimated as h0 + h2: analogously there are two possible 
onditionsunder whi
h divergen
e may appear:1. h0 + h2 � 0, or equivalently h0 � �h2. Whi
h imposes on the zeros thatthey are inverse and opposite of ea
h other a � �1=b.2. h21 � 4h0h2 that translating it to the zeros gives (a � b)2 � 0 or �nallya � b.The two sub
ases of 
ase 1 together with the two sub
ases of 
ase 2 give intotal 4 
ases whi
h 
orrespond with the four di�erent values that the estimate h0
an attain. For this very reason, not always that any of this 
ondition holds badestimates are unavoidable; under a 
ertain 
ondition a bad estimate is obtainedif this 
ondition is derive for the espe
ial 
ase that this estimate is attained.For example, if the real value for ĥ1 is h1, none of the sub
ases of 
ase 2 
ana�e
t the results. Furthermore, for this parti
ular value of ĥ1, h1, two di�erentvalues of h0 
an be obtained, ea
h of them will be a�e
ted from only one of thesub
ases of 
ase 1. In a sense, every path followed to build the exa
t solutionwill be a�e
ted by a 
ertain set of 
onditions. This set will not a�e
t the solutionif a di�erent path is to be followed. For path is meant a given 
ombination of[ĥ0 ĥ1 ĥ2℄.Apart from this possible 
auses of divergen
e, an additional 
ause has to beadded due to the fa
t that ĥ0 is estimated using the estimate of h1. If ĥ1 isbadly estimated, ĥ0 will also be, so the 
ondition for bad estimation of h1 hasto be taken into a

ount here.18.6.3 Meaning for ĥ2The intrinsi
 
ause of divergen
e for ĥ2 is that ĥ0 � 0, whi
h 
an be a
hievedif h0 � 0 or h2 � 0. But this situation leads to a �rst order system and hasto be studied using the analysis for this kind of system. Again, ĥ2 
ould bebadly estimated if ĥ0 is badly estimated, so 
onditions under whi
h ĥ0 is badlyestimated must be 
onsidered here.18.7 A new method. Identifying a �rst order
hannelIn previous se
tions expli
it expressions relating the �lter 
oeÆ
ients withthe auto
orrelation sequen
e of the output of that �lter were derived, althoughno unique solution exists but a whole range 
overing all spe
trally equivalent SE



18.7. A NEW METHOD. IDENTIFYING A FIRST ORDER CHANNEL 457systems of the given one. Usually in that set of SE systems a sear
h is 
arriedout to 
hoose the one with the 
orre
t phase.It would be useful to avoid this sear
hing pro
edure in order to save opera-tions and time. In this se
tion a new method [AMC02℄ is proposed that a
hievesthis goal. It will be illustrated using the 1st order 
hannel. Re
all that expres-sions for the �rst order 
hannel 
oeÆ
ients as a fun
tion of the auto
orrelationsequen
e are ĥ20 = �r0 �qr20 � 4r21�� 2 (18.37)ĥ1 = r1ĥ0 (18.38)If in (18.37) the auto
orrelation sequen
e is substituted by its value as a fun
tionof the �lter 
oeÆ
ients resultsĥ20 = �h20 + h21 �q(h20 � h21)2�� 2 (18.39)From it, it is easy to see that the two possible values for the �rst 
oeÆ
ientestimate are h0 and h1, depending on the ele
tion of the sign made just beforethe square root. So a 
orre
t ele
tion of that sign 
an leads us dire
tly to thedesired solution h0. The ele
tion 
an be done in the following way:a) If h20 > h21, expression (18.39) turns, after taking the square root, toĥ20 = �h20 + h21 � (h20 � h21)� =2and two di�erent situations arisea.1) Choosing the + sign: ĥ0 = h0.a.2) Choosing the � sign: ĥ0 = h1.b) If h20 < h21, expression (18.39) now turns toĥ20 = �h20 + h21 � (h21 � h20)� =2and the ele
tion of the sign a�e
ts in the following wayb.1) Choosing the + sign: ĥ0 = h1.b.2) Choosing the � sign: ĥ0 = h0.



458CAP�ITULO 18. BLIND IDENT. FIR FILTERSWITH 2ND ORDER STAT.Considering all the situations des
ribed here, the desired solution 
an always beobtain if equation (18.37) is substituted byĥ20 = �r0 + sqr20 � 4r21�� 2where s = sign[h20 � h21℄. The problem is now the estimation of this sign. It is
lear that knowing this sign is equivalent to knowing the phase of the 
hannel: ifjh0j > jh1j the 
hannel is minimum phase and is maximum phase if jh1j > jh0j.So it 
an not be estimated using se
ond order statisti
s of the output be
ause isphase blind. One possible option is the use of 
umulants be
ause they provide aneasy way to do this task. First note that s 
an also be written as s = sign[1��h21℄where �h1 � h1=h0 and then with the help of the Brillinger-Rossenblatt [BR67℄expression it is straight forward to verify that�h1 = 
4x(0; 1; 1)
4x(0; 0; 1) (18.40)Some 
omments should be made about (18.40)1. The fourth order 
umulant has been 
hosen in order to make it valid evenin the 
ase of symmetri
 input signals (giving pla
e to symmetri
 outputsignals).2. This expression 
an be regarded as a parti
ular 
ase of the q-sli
e formulasfor normalised 
oeÆ
ients.3. Can be generalised for any order of 
umulants and any order of �lters.On
e ĥ0 has been 
orre
tly estimated among the possible options, expression(18.38) gives the 
orre
t value for ĥ1.Note that the information needed from HOS is just a sign, so the method isnot expe
ted to su�er the HOS based methods drawba
ks: need for long datare
ords, high varian
e, et
. Furthermore, the only 
ondition that this methodneeds to be applied is that the input pro
ess be white, no additional informationabout is statisti
s is ne
essary, unlike traditional SEMP based methods wheresome high order moment (
umulant) of the input is needed.18.8 A new method. Identifying a se
ond order
hannelThe te
hnique just des
ribed here 
an be generalised to any �lter order asfar as expli
it expressions for the �lter 
oeÆ
ients are available as a fun
tion of



18.8. A NEW METHOD. IDENTIFYING A 2ND ORDER CHANNEL 459the auto
orrelation sequen
e. To illustrate this point let us apply this methodto a se
ond order system.Re
all that the solutions for the �lter 
oeÆ
ients areĥ21 = r2 + r0=2�q(r2 + r0=2)2 � r21 (18.41)ĥ0 = r1 �qr21 � 4ĥ21r22ĥ1 (18.42)ĥ2 = r2ĥ0 (18.43)Again the ele
tion of the sign in (18.41) and (18.42) is 
ru
ial to get the true�lter. To see whi
h sign is going to be 
hosen let us write (18.41) as a fun
tionof the true �lter 
oeÆ
ients:ĥ21 = �(h0 + h2)2 + h21 �q(h21 � (h0 + h2)2)2�� 2 (18.44)Two situations 
an arisea) If h21 > (h0 + h2)2 expression (18.44) 
an be written asĥ21 = 12 �(h0 + h2)2 + h21 � �h21 � (h0 + h2)2��and depending on the sign ele
ted two possibilities 
an happena.1) If the + sign is 
hosen, the result is ĥ1 = h1.a.2) On the other hand, if � is 
hosen ĥ1 = h0 + h2.b) If h21 < (h0 + h2)2 expression (18.44) turns toĥ21 = 12 �(h0 + h2)2 + h21 � �(h0 + h2)2 � h21��and the possibilities areb.1) If + is 
hosen ĥ1 = h0 + h2.b.2) If � is 
hosen ĥ1 = h1.Considering all these situations, the true value for the se
ond 
oeÆ
ient of the�lter 
an be obtained if the expression (18.41) is modi�ed toĥ21 = r2 + r0=2 + s1q(r2 + r0=2)2 � r21



460CAP�ITULO 18. BLIND IDENT. FIR FILTERSWITH 2ND ORDER STAT.where s1 = sign[h21 � (h0 + h2)2℄. From ĥ1, the next 
oeÆ
ient ĥ0 
an be
omputed using (18.42). For this purpose (18.42) is written as a fun
tion of thetrue �lter 
oeÆ
ients, assuming that ĥ1 has been 
orre
tly estimated so it isequal to h1, ĥ0 = h1(h0 + h2)�ph21(h0 � h2)22h1 (18.45)Following the known te
hnique,a) If h1(h0 � h2) > 0 expression (18.45) 
an be written asĥ0 = h1(h0 + h2)� h1(h0 � h2)2h1a.1) Using the + sign, the estimate takes the value ĥ0 = h0.a.2) With the � sign, ĥ0 = h2.b) If h1(h0 � h2) < 0 expression (18.45) be
omesĥ0 = h1(h0 + h2)� h1(h2 � h0)2h1b.1) Choosing the + sign results ĥ0 = h2.b.2) Choosing the � sign results ĥ0 = h0.Considering all these possible situations, expression (18.42) 
an be modi�ed toyield always the value of the true h0 
oeÆ
ient,ĥ0 = r1 + s2qr21 � 4ĥ21r22ĥ1where s2 = sign((h1(h0 � h2)). Finally, from ĥ0 the last 
oeÆ
ient h2 
an beestimated using (18.43).Still remains the problem of estimating s1 and s2. One simple approa
h
onsists in rewriting both signs as fun
tions of the normalised 
oeÆ
ients,s1 = sign ��h21 � (1 + �h0)2� (18.46)s2 = sign ��h1(1� �h2)� (18.47)
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oeÆ
ients are de�ned as �hi � hi=h0 and 
omputing themusing the following expressions:�hi = 
4x(0; i; 2)
4x(0; 0; 2)That 
an be easily veri�ed using the Brillinger-Rossenblatt equations.18.9 Analysis of the phase sele
tion methodsAll the methods based on the spe
trally equivalent set share the same threefundamental steps:1. The auto
orrelation sequen
e of the system output has to be 
omputed.2. From it, the 
oeÆ
ients of the systems of the spe
trally equivalent set areobtained.3. Among all the SE systems, the one with the 
orre
t phase is 
hosen.In a previous se
tion the in
uen
e of a small deviation from the true value ofthe auto
orrelation on the �lter estimates has been 
onsidered. To 
ompletelyanalyse the methods, points 1 and 3 also need 
onsidering (this analysis is
ontained in [AMGR02℄).18.9.1 On the estimation of the auto
orrelation sequen
eLet fx(n)g be the output of a 
ausal and stationary moving average MAsystem, ex
ited by an independent and identi
ally distributed random pro
essfw(n)g, x(n) = qXi=0 hiw(n� i) (18.48)Usually the output is 
orrupted by additive noise fv(n)g, modelled here asgaussian and independent of the input,y(n) = x(n) + v(n) (18.49)The problem treated in this se
tion is to study the fa
tors that a�e
t the estima-tion of the auto
orrelation sequen
e of fx(n)g, assuming known the noise powerand a

ess to measurements of fy(n)g alone. The auto
orrelation sequen
e will



462CAP�ITULO 18. BLIND IDENT. FIR FILTERSWITH 2ND ORDER STAT.be estimated, as usual, as a time average: given N data samples, y(1),...,y(N),the estimate of ryy(m) = E[y(n)y(n+m)℄ isr̂yy(m) = 1N �m N�mXi=1 y(i)y(i+m) (18.50)Using equations (18.48) and (18.49) the previous expression 
an be expressedas r̂yy(m) = 1N �m N�mXi=1 24 qXk;l=1 bkblw(i� k)w(i+m� l)++ qXk=1 bkw(i� k)v(i+m)++ qXl=1 blw(i+m� l)v(i) + v(i)v(i+m)# (18.51)
That 
an be rewritten as a fun
tion of auto
orrelation estimatesr̂yy(m) = qXk;l=1 bkblr̂ww(m+ k � l)++ qXk=1 bk[r̂wv(m+ k) + r̂wv(m� k)℄ + r̂vv(m) (18.52)The auto
orrelation estimates of the right hand side have the following expe
tedvalue E[r̂ww(m)℄ = �2wÆ(m) (18.53a)E[r̂wv(m)℄ = 0 (18.53b)E[r̂vv(m)℄ = �2vÆ(m) (18.53
)and be
ause they are unbiased, theses are the values we are looking for. Where�2w and �2v are the varian
es of fw(n)g and fv(n)g respe
tively. Using (18.53a)-(18.53
), the expe
ted value of (18.52) turns toryy(m) = �2w qXk bkbk+m + �2vÆ(m)or equivalently ryy(m) = rxx(m) + �2vÆ(m)So, knowing the noise power, the auto
orrelation sequen
e of fx(n)g 
an beobtained from that of fy(n)grxx(m) = ryy(m)� �2vÆ(m) (18.54)



18.9. ANALYSIS OF THE PHASE SELECTION METHODS 463If instead of the true value for the auto
orrelation of fy(n)g in equation(18.54), the estimate appearing in (18.51) is to be used, di�erent 
auses 
anmake it be far from its true value. These 
an be obtained inspe
ting (18.52):1. If r̂ww is far from its expe
ted value in (18.53a).2. If r̂wv is mu
h deviated from zero, its expe
ted value in (18.53b).3. If r̂vv is far from its expe
ted value in (18.53
).Assuming that the only free parameters are the �lter 
oeÆ
ients and theSNR (i.e. the noise power), the previous deviations a�e
t more the value of(18.52) if,1. The bigger are the �lter 
oeÆ
ients, the bigger the in
uen
e of the se
ondsummand in the right hand side of (18.52) is.2. The smaller the SNR, the bigger is the deviation of r̂wv from zero.

Fig. 18.1 MDR for the studied models.Æ SCuM � 2;t SCuM �1;} SCuM 0; � SCuM 1;+ SCuM 2; x CuM18.9.2 The minimum relative di�eren
e. A new magnitu-deOn
e the SE set is 
omputed, the system with the 
orre
t phase 
an be 
hosenbased on a 
umulant mat
hing 
riteria. A given 
umulant, say 
4y(m;m;m) �
4y(m), is 
omputed for every 
anditate and 
ompared with the 
umulant esti-mated from the system output. If 
4y(m) is quite 
lose for all the 
andidates



464CAP�ITULO 18. BLIND IDENT. FIR FILTERSWITH 2ND ORDER STAT.the sele
tion pro
ess will be more di�
ult. This simple idea is 
ontained in nextlines.Let �(m) = f
(1)4x (m); : : : ; 
(P )4x (m)g be the set of the P 
umulants 
orres-ponding to the P 
andidate systems, in as
ending order. Then the �rst elementis substra
ted from the se
ond one and the di�eren
e divided by the former, fornormalisation. In this way the �rst relative di�eren
e is 
omputed. To 
omputethe se
ond relative di�eren
e the pro
ess is repeated for the se
ond element of�(m). On
e the P � 1 relative di�eren
es have been 
omputed the minimumof this new set is 
alled the Minimum Relative Di�eren
e MRD for this 
umu-lant 
4y(m) and is an indi
ation of the di�
ulty of 
hoosing the true 
andidatesystem based on a 
umulant mat
hing 
riteria. If all the diagonal 
umulantsare 
omputed in the sele
tion pro
ess, the MRD is 
omputed as the averagedof MRD(
4y(m)) 8 m.The following proposition is not di�
ult to show,Proposi
i�on 18.9.1 The minimum relative di�eren
e (MRD) of a set of spe
-trally equivalent se
ond order systems presents the following properties:1. MDR(
4x(m))=MDR(
4x(�m))2. MDR(
4x(0))=018.9.3 Des
ription of the studied methodsBasi
ally two di�erent kinds of methods 
an be applied to 
hose the systemwith the 
orre
t phase: equaliser based and not using the equaliser (or dire
tmethods).Methods based on the equaliserAll these methods 
ompute an equialiser for every 
andidate and the outputsignal is then equalised. The 
orre
t system is 
hosen then a

ording to di�erent
riteria:Constant modulus CM If the input signal fw(n)g has 
onstant modulus(i.e. a binary signal), the equaliser giving an equalised signal with modulus 
lo-sest to that 
onstant value is 
hosen as the 
orre
t equaliser, and 
onsequently,the 
andidate from whi
h that equaliser was built is the 
orre
t system.
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orre
t system is sele
ted when the equalisedsignal has a kurtosis 
losest to the kurtosis of the input pro
ess. Rememberthat the input pro
ess statisti
s is known.Modi�ed 
losest kurtosis MCK The previous 
riteria is reinfor
ed hereby imposing that the equalised signal must have the fourth order 
umulant notlying in the main diagonal (m 6= 0) 
lose to zero.Dire
t methodsCumulant mat
hing CuM This method has been explained previously. Itsele
t the 
orre
t systems when the 
umulants of a parti
ular 
andidate mat
h(in a least squares sense) the estimated output 
umulants. In this 
hapter, alldiagonal 
umulants will be used (m = �q; :::; q).Simpli�ed 
umulant mat
hing SCuM It is like the previous method butonly one main diagonal 
umulant is used. If diagonal 
umulant 
4y(m) is em-ployed, the method will be 
alled SCuM m.18.9.4 Des
ription of the modelsTo test the theoreti
al analysis developed in the previous se
tions, a set ofsimulations has been 
arried out in whi
h 10 di�erents se
ond order models areidenti�ed. The input pro
ess w(n) is a binary sequen
e of f+1;�1g where ea
hvalue has equal probability, fourth order stationary and white, with zero mean,�2w = 1, skewness 
3w = 
3w(0; 0) = 0 and kurtosis 
4w = 
4w(0; 0; 0) = �2.From the 10 models studied in page 361 only 5 will be 
onsidered be
ausethey 
over most of the most interesenting properties to highlight here. The 
o-eÆ
ients for these models, together with the lo
ations of the zeros are displayedon table 18.6.The properties of these models are:Model 2 Is a minimum phase model, sensitive be
ause it has opposite zeros.Model 3 Is a minimum phase model, sensitive be
ause one zero is near the unit
ir
le.Model 4 Is a minimum phase model, sensitive be
ause the zeros are the oppositeof ea
h other and are near the unit 
ir
le.



466CAP�ITULO 18. BLIND IDENT. FIR FILTERSWITH 2ND ORDER STAT.Model 8 Is a mixed phase model, sensitive be
ause the zeros are the oppositeand the inverse of ea
h other.Model 9 Is a mixed phase model, sensitive be
ause both zeros are near the unit
ir
le. h0 h1 h2 z1 z2model 2 1 0.05 �0:455 �0.7 0:65model 3 1 1.5 0.54 �0.9 �0.6model 4 1 �0:05 �0:765 0:9 �0.85model 8 1 �0:5 �1:04 �0.8 1:3model 9 1 2 0.99 �0.9 �1.1Tabla 18.6 CoeÆ
ients of the studied models and lo
ation of their zeros
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(b) Model 4. 1000 samplesFig. 18.2 Mean Square Deviation for models 9 and 4.Æ SCuM � 2;t SCuM � 1;} SCuM 0; � SCuM 1;+ SCuM 2; x CuM18.9.5 Simulation resultsFor 
learity reasons is 
onvenient to divide the analysis of the methods intwo groups. The �rst group would 
over the 
umulant mat
hing and simpli�ed
umulant mat
hing 
riteria be
ause is obvius that they are part of a same idea.The 
omponents of the se
ond group will be unveiled later on.



18.9. ANALYSIS OF THE PHASE SELECTION METHODS 467
−20 −10 0 10 20 30

−50

−40

−30

−20

−10

0

10

SNR

M
S

D
 d

B
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(b) Model 3. 10000 samplesFig. 18.3 Mean Square Deviation for model 8 and 3.Æ SCuM � 2;t SCuM � 1;} SCuM 0; � SCuM 1;+ SCuM 2; x CuMFirst group. Methods CuM and SCuM mFor this group the models 3, 4, 8 and 9 will be 
onsidered. The �rst thingto dis
uss is wheter the auto
orrelation sequen
e of the systems output 
an beeasily estimated or not. Re
all that, among other fa
tors, the auto
orrelationsequen
e ACS is less a�e
ted by estimation varian
e when the �lter 
oeÆ
ientsare small; models 4 and 8 have small 
oe�
ients so good ACS estimates areavailable, model 3 has 
oeÆ
ients just in the border between small and big andmodel 9 has big 
oeÆents indeed. The adje
tive `small' is applied on a empiri
albasis, a 
oeÆ
ient is said to be `big' when is bigger than 1.5.From the estimated ACS the SE set is 
omputed. For a sensitive modelthe SE set 
an be badly estimated if small variations in the estimated ACSwith respe
t to the true ACS o
urr. All the models studied here are sensitive,so togheter with the 
omments made in the previous paragraph results thatmodels 4 and 8 
an have a 
orre
tly estimated SE set and model 9 have a badlyestimated SE set. So, no method 
an identify 
orre
tly model 9 as 
an be 
he
kin �gure 18.2(a). The results for the rest of models are explained by the MRD.The inverse of the MRD for all the 10 models is displayed in �gure 18.1.When the inverse of the MRD(
4y(m)) is small (less than 10 dB), the methodSCuM m work properly and 
an identify the system. For example, for model 4all the methods based on the 
umulant mat
hing idea have MRD�1 below the10 dB mark, so all these methods work properly, (with MSD around �20 dB)see �gure 18.2(b). When some methods have the MRD�1 below the 10 dB mark



468CAP�ITULO 18. BLIND IDENT. FIR FILTERSWITH 2ND ORDER STAT.and other above it, the formers will work properly and the laters not; see model8 for an example in �gure 18.3(a). It is also worth noting that not always themethod using more information gives the best results, in some situations usingjust 1 diagonal 
umulant a better identi�
ation 
an be a
hived than when usingall sli
es (method CuM); see model 3 in �gure 18.3(b) where methods SCuM �2and SCuM � 2 give better results than CuM.
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(b) Model 8. 1000 samplesFig. 18.4 Mean Square Deviation of the studied models.Æ RSCuM 2;t RSCuM 1;} EQU ; � BISMH ; x CuM
Se
ond group. General 
omparisonIt has been proven, theoreti
ally and via simulations, that the methodsSCuM m and SCuM4 �m give identi
al results; so in this general 
omparisononly one of them will be displayed in the �gures, and will be 
alled RSCuM m.On the other hand, all the methods using an equaliser yield quite similar re-sults, so the method CM will be 
hosen as the representative of all of them, awill be 
alled, hereafter EQU. The CuM te
hnique has been extensively used inmany papers and will be 
onsidered here also. Finally, all these methods willbe 
ompared against the proposed new method for Blind Identi�
ation basedon Se
ond order statisti
s and Minimal Higher order statisti
s BISMH. Fivemethods in total.The behaviour of the methods RSCuM 1, RSCuM 2 and CuM have beenstudied in the previous se
tion. Now more attention will be paid to EQU andBISMH. For this se
ond group of simulations only models 2, 8 and 9 will bedis
ussed.
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hnique BISMH basi
ally shares the �rst two steps of the rest ofmethods: it has to estimate the ACS and then 
ompute the true system dire
tlyusing versions of the same equations used by the rest of methods to obtain the SEset. So aspe
ts like the sensitivity of the models also a�e
ts BISMH. Apart fromthis, already 
ommented, this new te
hnique depend severely on the estimationof the signs s1 and s2. For example, if h1 � 0, s2 = sign[h1(h0 � h2)℄ is 
loseto zero and is more di�
ult to de
ide wheter it is positive or negative. Model 2su�ers from this in
onvenient as it is shown on �gure 18.4(a). But apart fromthis pathologi
al example, the new method BISMH work as well as the best ofthe rest of methods; see model 8 in �gure 18.4(b) for example.The methods based on the equalizer, represented here by EQU, need the
omputation of the inverse �lter of every 
andidate. This new step in
rementsthe 
hoi
es of error a

umulation, so sensitive models with big 
oeÆ
ients (thus,with badly estimated 
andidates) are more likely to give erroneus estimates ofthe true model. This is the 
ase of model 9 in �gure 18.5. In general, thesete
hniques will depend on how a

urate the inverse �lter is. The inverse �lterswhere 
omputed as proposed in [ZMM93℄.
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Fig. 18.5 Model 9 illustrates a 
ase where EQU provides in
orre
t estimates.Æ RSCuM 2;t RSCuM 1;} EQU ; � BISMH ; x CuM
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Con
lusions
The main 
on
lusions and results of this work will be presentedgrouped a

ording to the 
hapter where they were presented.Con
lusions of 
hapter 16� A 
omplete 
onvergen
e analysis of the ORIV algorithm has beenpresented in this 
hapter, 
overing stationary and non-stationarysystems in
luding estimation noise. Convergen
e in the mean andmean square have been proven for this algorithm.� From this 
onvergen
e analysis, a value for the optimum forgettingfa
tor has been obtained as it was done for the RLS algorithm in[MB91℄.� A se
ond important produ
t of this analysis is the derivation ofthe overdetermined and generalised orthogonality prin
iple, whi
his the basis for 
hapter 17.� A new general equation has been derived relating the 
oeÆ
ientsof a linear system with the kth and k + 1th order 
umulants ofthe system output. This new equation has the Giannakis-Mendelequation and its generalitation to 3rd and 4th order 
umulants asparti
ular 
ases.� These systems of equations have been solved by ORIV, formingmethods ORIV-C2C3 and ORIV-C3C4. Both methods have beentested via simulations. ORIV-C3C4 gives better results if theSNR< 10 dB. 471



472 CONCLUSIONSCon
lusions of 
hapter 17� The Overdetermined and Generalised Orthogonality Prin
iple hasbeen used to propose a new algorithm 
alled the Averaged, Over-determined and Generalised Least Mean Square AOGLMS algo-rithm and also to rederive the GLMS algorithm. This was a
hie-ved by the help of some intermediate algorithms like the OGLMSand OGLMS1.� The novel AOGLMS algorithm has been theoreti
ally proved tohave all the required properties: it is 
apable of solving overde-termined systems of equations involving higher-order statisti
s nomatter whether the asso
iated matrix is de�nite or not.� The superior performan
e of AOGLMS with respe
t to the exis-ting GLMS algorithm is shown via simulations.Con
lusions of 
hapter 18� A new method has been derived to blindly identify a linear system.It is based on the expli
it expressions relating the se
ond-orderstatisti
s of the system output and the system 
oeÆ
ients. It usesminimal higher-order statisti
s. So this method is 
alled BlindIdenti�
ation using Se
ond-order statisti
s and Minimal Higher-order statisti
s BISMH. It bene�ts from all the advantages of 2ndand higher-order statisti
s and su�ers from very few of its draw-ba
ks.� The te
hniques based on the 
omputation of the Spe
trally Equi-valent Minimum Phase SEMP system to 
ompletely identify alinear system are analysed. In parti
ular the Minimum RelativeDiferen
e MRD is de�ned to explain the observed behaviour ofthe 
umulant mat
hing te
hniques. Also other 
on
epts like `risk'or `sensitive' are employed.� Simulations show the ex
ellent behaviour of BISMH when 
om-pared with the SEMP te
hniques. This behaviour is perfe
tlyexplained.



473� It has been shown that not always the te
hnique using more infor-mation yields better results, sin
e the quality of this informationis very important. This idea is hidden behind the MRD.
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Con
lusiones
Las prin
ipales aporta
iones 
ontenidas en esta Memoria y losprin
ipales resultados que en ella se han derivado se van a resumiren las pr�oximas p�aginas agrupados atendiendo a la parte en la quefueron presentados. Asimismo se in
luir�an, all�� donde sea pro
eden-te, las posibles l��neas futuras de investiga
i�on que surgen de estaMemoria.Con
lusiones de la parte IEn esta parte de la Tesis Do
toral se ha llevado a 
abo un an�alisis
ompleto de los algoritmos adaptativos est�andares de la familia delRLS: RLS, RIV y ORIV; as�� 
omo una apli
a
i�on detallada a laresolu
i�on del problema de la identi�
a
i�on 
iega de modelos MA,ha
iendo espe
ial hin
api�e en las ventajas del empleo ex
lusivo dela estad��sti
a de alto orden. Algunas de las aporta
iones m�as im-portantes que se han realizado son las siguientes:� Se ha 
ompletado el an�alisis que sobre el algoritmo RIV se llev�oa 
abo en [Swa96℄. En parti
ular, 
omo 
ontribu
i�on nueva, seestudia la 
onvergen
ia del MSD en situa
iones esta
ionarias y noesta
ionarias bajo ruido de estima
i�on. Esto permite obtener laexpresi�on para el fa
tor de olvido que minimiza el error 
uadr�ati
omedio en 
onvergen
ia, �opt, en fun
i�on del ruido de estima
i�ony del par�ametro que 
ontrola la evolu
i�on temporal del sistema aidenti�
ar.� Se ha realizado un an�alisis 
ompleto del algoritmo ORIV. �Este475



476 CONCLUSIONESin
luye un an�alisis de la 
onvergen
ia en media y en media 
ua-dr�ati
a de los estimadores, para ambientes esta
ionarios y no es-ta
ionarios, tanto en presen
ia de ruido de estima
i�on 
omo sin�el. Asimismo, y en analog��a al estudio del algoritmo RIV, se haderivado una expresi�on para �opt en fun
i�on de las mismas varia-bles. Los resultados son 
ompatibles 
on estudios similares sobreel algoritmo RLS.� Hay que desta
ar que dentro del an�alisis del algoritmo ORIV se haobtenido una 
ondi
i�on de ortogonalidad para situa
iones sobre-determinadas que involu
ren estad��sti
a de alto orden. Este Prin-
ipio de Ortogonalidad Sobredeterminado y Generalizado ser�a labase de toda la segunda parte de la Memoria.� Se ha dis
utido la idoneidad de las aproxima
iones empleadas en elan�alisis, en parti
ular se ha 
omprobado la equivalen
ia existenteentre la t�e
ni
a del promediado dire
to y la suposi
i�on de que eln�umero de itera
iones ha al
anzado un valor elevado.� Se ha obtenido en el dominio del tiempo una e
ua
i�on que rela
io-na los 
umulantes de orden k y k+1 de la salida de un sistema MA
on los 
oe�
ientes del mismo. Casos parti
ulares importantes sonla e
ua
i�on de Giannakis-Mendel (k = 2) y su generaliza
i�on a es-tad��sti
a de alto orden ex
lusivamente (k = 3).� Estas e
ua
iones se han resuelto mediante el algoritmo ORIV para
onstituir los m�etodos ORIV-C2C3 y ORIV-C3C4 (ya existentesen la literatura). El 
omportamiento de ambos m�etodos se haestudiado en una gran variedad de situa
iones: ambientes 
on-taminados por ruido y sin 
ontaminar, tanto esta
ionarios 
omono esta
ionarios, donde la no esta
ionariedad ven��a dada por unaevolu
i�on temporal lineal o aleatoria. Gra
ias al an�alisis te�ori
orealizado se puede expli
ar satisfa
toriamente el 
omportamien-to observado, en parti
ular a trav�es de 
on
eptos 
omo longitudefe
tiva, tiempo de retardo, tiempo de 
onvergen
ia, seguimientol��mite, et
.� En lo que respe
ta a la 
ompara
i�on ORIV-C2C3 
on ORIV-C3C4se ha 
on
luido que el segundo propor
iona un MSD(1) menorque el primero en ambientes 
on SNR< 10 dB. En ausen
ia deruido es 
onveniente emplear el m�etodo ORIV-C2C3. Adem�as,ambos m�etodos identi�
an 
orre
tamente la fase del sistema.



477� Se ha demostrado anal��ti
amente la superioridad del 
omporta-miento del algoritmo ORIV sobre el del algoritmo RIV. Di
hasuperioridad se ha 
orroborado mediante simula
iones. La 
om-para
i�on te�ori
a se resume en la dedu

i�on del RIV a partir delORIV, donde se apre
ian 
laramente las diferen
ias entre uno yotro.De todo el trabajo realizado aqu�� expuesto se 
on
luye que se pue-de 
ontinuar fundamentalmente por una v��a, siendo por tanto laprin
ipal l��nea futura de investiga
i�on:I Reprodu
ir num�eri
amente el 
omportamiento observado en lassimula
iones para ORIV, quiz�as mediante el empleo de un modeloque permita un tratamiento matem�ati
o m�as sen
illo.Con
lusiones de la parte IIEsta parte se 
entra en el estudio de los algoritmos adaptativosde la familia del LMS. El prin
ipal objetivo es en
ontrar los equi-valentes, dentro de esta familia, a la familia del RLS. En parti
ularlos problemas que resuelve el RLS los puede resolver el LMS, y losque resuelva el RIV los puede resolver el GLMS generalmente. Sinembargo el ORIV no tiene equivalente en la familia de algoritmosde m��nimo error 
uadr�ati
o medio.Las 
on
lusiones a desta
ar de esta segunda parte son:� Se ha empleado el Prin
ipio de Ortogonalidad Sobredeterminadoy Generalizado en 
onjun
i�on 
on la idea del gradiente esto
�asti
opara 
onstruir el algoritmo sobredeterminado y generalizado LMS,OGLMS.� Tras 
omprobar su 
onvergen
ia, el algoritmo OGLMS se toma
omo punto de partida para proponer los algoritmos OGLMS1 yOGLMS3. Adem�as, del algoritmo OGLMS3 se reobtiene el algo-ritmo GLMS, ya presente en la literatura.



478 CONCLUSIONES� De estos tres �ultimos algoritmos se analiza en primer lugar elGLMS. En su an�alisis se desprende que este algoritmo no puede
onverger 
uando la matriz R aso
iada al problema no sea de�ni-da. Adem�as, dada su estru
tura este algoritmo no puede resolverproblemas sobredeterminados. El an�alisis se ha llevado a 
aboempleando 4 aproxima
iones distintas: a orden �, mediante pro-mediado dire
to, fa
toriza
i�on gaussiana y aproxima
i�on exa
ta.� Se ha empleado el algoritmo GLMS para la identi�
a
i�on 
iegade modelos AR 
omplejos, ex
itados mediante 
onstela
iones 4-QAM, empleando estad��sti
a de 
uarto orden. Se han reprodu
idonum�eri
amente los resultados de las simula
iones mediante lasexpresiones te�ori
as obtenidas anteriormente.� Del an�alisis del 
omportamiento de OGLMS1 y OGLMS3 se des-prende que ambos son 
apa
es de trabajar 
on matri
es R node�nidas y posiblemente sobredeterminadas, superando por tan-to las limita
iones del GLMS. Pero dado que OGLMS1 presentamejores propiedades que OGLMS3, se ha estudiado 
on m�as pro-fundidad tanto su 
onvergen
ia en media y en media 
uadr�ati
aen ambientes esta
ionarios y no esta
ionarios.� El mejor 
omportamiento de OGLMS1 
on respe
to a GLMS sedebe a su mayor 
arga 
omputa
ional por itera
i�on. Esta des-ventaja se ha superado 
on la obten
i�on del algoritmo prome-diado (averaged) y sobredeterminado (overdetermined) GLMS,AOGLMS, 
omo versi�on simpli�
ada del OGLMS1.� El an�alisis te�ori
o de AOGLMS se lleva a 
abo en ambientes esta-
ionarios. La prin
ipal novedad de este an�alisis es que tiene quetratar 
on una e
ua
i�on de a
tualiza
i�on de los pesos que in
luyeun promedio temporal de los mismos; esto ha
e que el an�alisis se
omplique y sea ne
esario desarrollar nuevas t�e
ni
as, distintas delas 
l�asi
as empleadas en el an�alisis del LMS.� El estudio mediante simula
iones de AOGLMS 
orrobora la 
on-vergen
ia de este algoritmo 
on matri
es R no de�nidas y posi-blemente sobredeterminadas y la imposibilidad de 
onvergen
iadel algoritmo GLMS en estas 
ir
unstan
ias. Adem�as se ha apli-
ado AOGLMS a la identi�
a
i�on y e
ualiza
i�on 
iega de 
analesAR alimentados por 
onstela
iones de s��mbolos 
on distribu
iones4-QAM.



479� La �ultima 
ontribu
i�on en esta parte ha sido la presenta
i�on de tresalgoritmos nuevos dentro de la familia del LMS: CGLMS, espe
ial-mente ideado para trabajar 
on matri
es R no de�nidas, aunquepresenta sesgo en presen
ia de ruido aditivo; el A1GLMS inten-ta solventar el problema del CGLMS bas�andose en la hip�otesisde independen
ia; y el PNGLMS, versi�on normalizada de GLMS.Tras un breve an�alisis te�ori
o de ellos, las simula
iones 
orrobo-ran el buen 
omportamiento de los mismos salvo para el A1GLMS,
on
luyendo por tanto que las hip�otesis de independen
ia no sonv�alidas para proponer un algoritmo basado en ellas (aunque s��para su an�alisis).De las mu
has l��neas de investiga
i�on que quedan abiertas, los futu-ros esfuerzos investigadores deber��an ir en
aminados a,I Dado que el algoritmoAOGLMS es el �nal del pro
eso de b�usqueday que reune las 
ara
ter��sti
as requeridas, ser��a 
onveniente, enprimer lugar, llevar a 
abo un an�alisis te�ori
o 
ompleto para am-bientes no esta
ionarios y 
ontaminados por ruido. Un segundopaso requerir��a intentar estabilizarlo en lo posible y a
elerar su
onvergen
ia para que pueda 
ompetir 
on los algoritmos adapta-tivos basados ex
lusivamente en la estad��sti
a de segundo orden.Con
lusiones de la parte IIIEn esta �ultima parte de la Memoria se han estudiado m�etodos deidenti�
a
i�on 
iega de sistemas 
uya prin
ipal 
ara
ter��sti
a radi
aen que buena parte de su base se sustenta en la estad��sti
a de segun-do orden. Estos m�etodos 
al
ulan el 
onjunto de sistemas espe
tral-mente equivalentes del sistema problema, ya que la estad��sti
a desegundo orden no tiene a

eso a la fase del mismo. En este 
onjuntose lleva a 
abo la b�usqueda del sistema 
on la fase 
orre
ta medianteel empleo de t�e
ni
as tales 
omo el ajuste por 
umulantes (
umulantmat
hing) o imponiendo que la salida tenga m�odulo 
onstante.Con el �n de evitar este pro
eso de b�usqueda se ha propuesto unnuevo m�etodo de Identi�
a
i�on Ciega 
on estad��sti
a de Segundo



480 CONCLUSIONESorden y M��nima de Alto ICSMA.Los puntos a desta
ar 
omo aporta
iones m�as importantes deesta parte de la Memoria son:� Se han obtenido expresiones expl��
itas para los 
oe�
ientes de unsistema lineal en fun
i�on de la se
uen
ia de auto
orrela
i�on desu salida, para sistemas de orden 1 y 2. Se ha analizado la es-tru
tura de las solu
iones y 
u�anto 
ambiar��an al introdu
ir unpeque~no error en la auto
orrela
i�on. De esta manera se introdu
eel 
on
epto de sistemas sensibles.� A partir de las expresiones anteriores se deriva el m�etodo ICSMA.La mayor parte de su solu
i�on re
ae en estad��sti
a de segundo or-den y la estad��sti
a de alto orden, portadora de la informa
i�on dela fase, s�olo se requiere para ha
er una de
isi�on binaria. Por tantosus ventajas prin
ipales son: ne
esita menos datos y da estima-dores menos sesgados que las t�e
ni
as que se basan en estad��sti
ade alto orden, lleva informa
i�on sobre la fase al in
luir s�olo el usojusto de estad��sti
a de alto orden, elimina el pro
eso de b�usquedapuesto que 
al
ula dire
tamente el sistema 
on la fase 
orre
ta,et
.� Se han analizado mediante simula
iones 10 m�etodos para la iden-ti�
a
i�on 
iega de sistemas que 
omparten la �losof��a del sistemaSEMP (Spe
trally Equivalent Minimum Phase), el ICSMA mas 9m�etodos ya 
ono
idos en la literatura pero 
uyo 
omportamientono se hab��a justi�
ado. El 
omportamiento observado de todosellos se expli
a perfe
tamente mediante 
on
eptos tales 
omo lasensibilidad y el riesgo de los sistemas, que intervienen en la 
a-lidad de los estimadores de los 
oe�
ientes; la M��nima Diferen
iaRelativa MDR o la Diferen
ia Relativa Promedio DRP.� Se ha 
omprobado que el nuevo m�etodo ICSMA fun
iona, al me-nos, tan bien 
omo el mejor del resto de m�etodos estudiado en
ualquier situa
i�on y para 
ualquier sistema.� Se ha 
onstatado que no siempre el m�etodo que emplea mayor in-forma
i�on es el que propor
iona los mejores estimadores, ya que la
alidad de di
ha informa
i�on es 
ru
ial. Para los m�etodos basadosen ajuste por 
umulantes, esta 
alidad la determina la MDR: amayor MDR mejores estimadores se obtendr�an.



481Las futuras lineas de trabajo dentro de esta �ultima parte se pueden
on
entrar en dos puntos:I Extender el m�etodo ICSMA a sistemas de orden mayor que dos.Esto pasa por en
ontrar expresiones expl��
itas para los 
oe�
ien-tes de los sistemas en fun
i�on de la se
uen
ia de auto
orrela
i�onde la salida o idear alg�un tipo de m�etodo re
ursivo tal y 
omo seha insinuado en esta Memoria.I Llevar a 
abo un an�alisis riguroso probabil��sti
o de las 
antidadesMDR y DRP que aqu�� se han introdu
ido de manera emp��ri
a.
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Ap�endi
e A
Lema de inversi�on matri
ial

Sean A y B dos matri
es m �m de�nidas positivas rela
ionadas mediantela siguiente expresi�on: A = B�1 +CD�1EH (A.1)dondeD es otra matriz de�nida positiva de dimensiones n�n, C es una matrizm� n y E es una matriz m� n. El lema de inversi�on matri
ial estable
e quela inversa de la matriz A se puede expresar 
omoA�1 = B �BC(D +EHBC)�1EHB (A.2)Esta a�rma
i�on se 
omprueba de manera sen
illa sin m�as que llevar a 
abo lasopera
iones pertinentes. Este lema tambi�en re
ibe el nombre de identidad deWoodbury.Este lema es pieza fundamental en los 
ap��tulos 2, 3 y 4 para poder derivarlos algoritmos RLS, RIV y ORIV respe
tivamente.
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486 AP�ENDICE A. LEMA DE INVERSI �ON MATRICIAL



Ap�endi
e B
Aproxima
iones de lamatriz �(n)

Si en la de�ni
i�on de �(n) dada en (4.7) se emplea la aproxima
i�on para ngrandes de (4.25) resulta:(1� �)2�(n) = RtR+(1� �)RtRe(n) + (1� �)Ret(n)R++(1� �)2Ret(n)Re(n) (B.1)
onsiderando a la matriz �(n) 
omo 
uasideterminista (v�ease ap�endi
e C ) y a� 
er
ana a la unidad, la inversa se puede aproximar por��1(n) �=(1� �)2[I � (1� �)(RtR)�1RtRe(n)��(1� �)(RtR)�1Ret(n)R℄(RtR)�1 (B.2)Esta aproxima
i�on 
ontiene toda la informa
i�on de primer orden ( el orden m�asbajo en (1��) e informa
i�on a
er
a deRe(n) ) y ser�a su�
ientemente buena paratodos los 
�al
ulos que se lleven a 
abo en el 
ap��tulo 4. Es importante re
ordarque la 
omponente esto
�asti
a Re(n) est�a bien modelada 
omo de media zero eindependiente del resto de variables aleatorias involu
radas.La aproxima
i�on m�as dr�asti
a para esta matriz se puede 
onseguir omitiendolos t�erminos en el ruido de estima
i�on:��1(n) = (1� �)2(RtR)�1 (B.3)
uya validez aumenta al aumentar n. 487



488 AP�ENDICE B. APROXIMACIONES DE LA MATRIZ �(N)



Ap�endi
e C
Las hip�otesis deindependen
ia

En el an�alisis de ORIV llevado a 
abo en el 
ap��tulo 4 se han utilizadoprin
ipalmente dos re
ursos para ha
er la matem�ati
a m�as tratable.El primero 
onsiste en suponer que las 
antidades de�nidas 
omo produ
toes
alar f(n) =< x(n);y(n) >=Pni=1 �n�ix(i)y(i), 
uando n es su�
ientementegrande, son 
uasideterminista: su 
omponente aleatoria es mu
ho menor que su
omponente determinista. Es de
ir,f(n) �n!1E[f(n)℄ + fe(n) (C.1)
on kfe(n)k << kE[f(n)℄k, siendo fe(n) un pro
eso aleatorio de media nulae independiente del resto de pro
esos aleatorios [EF86℄. Esta hip�otesis (HC)se puede a
eptar intuitivamente supuestas las series erg�odi
as. Adem�as se hademostrado para el 
aso parti
ular de un seno 
hirped 
on ruido (ver [MB91℄).El segundo re
urso est�a 
ompuesto por el 
onjunto de hip�otesis de indepen-den
ia. Alguna de las 
uales tiene una justi�
a
i�on m�as dif��
il, o simplementeno la tiene. Di
has hip�otesis son las siguientes:HI1 �(n) y z(n) son independientes entre s�� y del resto de variables.Esto est�a rela
ionado 
on la suposi
i�on de que son 
uasideterministas. Esm�as 
ierto 
onforme mayor es n.HI2 w(n � 1) es independiente de x(n) y de ~x(n). O lo que es lo mismo,teniendo en 
uenta HI1 y las de�ni
iones de (4.9), (4.10) y (4.39), w(n�1)es independiente de X(n)��1(n)�0(n).489



490 AP�ENDICE C. LAS HIP �OTESIS DE INDEPENDENCIAEsta hip�otesis es m�as 
ierta 
onforme aumenta n, porque en ese 
aso sepuede utilizar (4.28) 
omo aproxima
i�on de w(n� 1) y se demuestra HI2a la vista de la hip�otesis de 
uasidetermina
i�on.Por tanto, las HI se pueden 
onsiderar, seg�un el uso dado aqu��1 , 
omo
orolario de la HC. Sin embargo, para n peque~nos, las HI no tienen justi�
a
i�onporque al �n y al 
abo, todas las 
antidades de�nidas en ORIV dependen defx(p); :::; x(n); ~x(p); :::; ~x(n)g y �estas s�� son dependientes entre s�� normalmente.De 
ualquier manera, los distintos an�alisis de ORIV he
hos en este 
ap��tulo,que ne
esiten de HI, se pueden modi�
ar para que s�olo involu
ren n > n0 
onn0 su�
ientemente grande (
omo en (4.50)), pudiendo ser admitidos desde elpunto de vista l�ogi
o sin el mayor reparo.Todav��a ser��a posible ha
er un 
omentario �nal en este ap�endi
e, ya que sepodr��a 
onsiderar 
omo una hip�otesis de independen
ia adi
ional. Re
u�erdeseque se ha de�nido e0(n) = d(n) �wt0x(n), (ver 
omentario despu�es de (4.29)),al que se ha llamado error de medi
i�on. Por de�ni
i�on de w0, se tiene queE[e0(n)~x(n)℄ = 0, es de
ir, e0(n) es independiente de ~x(n). Adem�as es de medianula, ya que lo son d(n) y x(n). Por tanto, lo �uni
o que no tiene justi�
a
i�onplausible es que sea independiente de x(n), 
omo se supone a lo largo del 
ap��tulo4. Y si es independiente de x(n) y de ~x(n) es independiente de todo lo dem�as,porque se de�nen en fun
i�on de ellos.Este problema, tal y 
omo se ha planteado aqu��, se 
orresponde 
on unproblema 
l�asi
o2 de estima
i�on de la serie d(n) (respuesta deseada) en fun
i�onde 
ombina
iones lineales de x(n) por medio de w(n). Sin embargo, si d(n) =wt0x(n) + e0(n), quiere de
ir que se podr�a estimar salvo por e0(n), es 
omo sise tuviera un error de medi
i�on, lo que justi�
a el nombre que se le ha dado.En la situa
i�on m�as general posible, 
omo es la que se tiene en la obten
i�onde resultados, se basa en la analog��a 
on el problema anterior para 
al
ularw0, pero no ser��a ade
uado llamar a d(n) respuesta deseada ni a e0(n) error demedi
i�on. V�eanse por ejemplo las de�ni
iones (5.31) o (5.37).
1El uso gen�eri
o de HI est�a muy extendido en la literatura para el an�alisis de algoritmosadaptativos en general, aunque se sepa que es una aproxima
i�on err�onea y po
o realista en sua
ep
i�on m�as radi
al: `fx(p); :::; x(n); ~x(p); :::; ~x(n)g son independientes' >C�omo van a serindependientes si ellas son las que llevan informa
i�on sobre el sistema? [Wid76℄, [Maz79℄.2Algo de esto se dis
ute en el 
ap��tulo 2 de [WS85℄.



Ap�endi
e D
Resolu
i�on de e
ua
iones endiferen
ias de primer orden

En mu
hos an�alisis llevados a 
abo en esta memoria se requiere la resolu
i�onde e
ua
iones en diferen
ias de primer orden. Siempre se ha intentado mediantediversas t�e
ni
as que el 
oe�
iente de la homog�enea sea 
onstante para fa
ilitarlos 
�al
ulos subsiguientes, sin embargo el 
oe�
iente de la no homog�enea puedeser 
onstante en el tiempo o no, dependiendo prin
ipalmente de si el pro
esosubya
ente tras la e
ua
i�on en diferen
ias es esta
ionario o no. Re
u�erdese porejemplo el an�alisis de los algoritmos RIV y ORIV 
uando trataban 
on sistemas
on 
oe�
ientes 
onstantes o 
uando estos 
oe�
ientes evolu
ionan 
on el tiempo.Es ne
esario por tanto dividir este ap�endi
e en dos partes. La primera tra-ta sobre las e
ua
iones en diferen
ias 
on el 
oe�
iente de la no homog�enea
onstante y la segunda lo supone 
omo fun
i�on del ��ndi
e temporal.D.1 Coe�
ientes 
onstantesEn este primer 
aso la e
ua
i�on tiene la forma:m(n) = 
m(n� 1) + a (D.1)junto 
on la 
ondi
i�on ini
ial de que m(n) = 0 8 n < 0 y valor ini
ial para m(0)
ono
ido. La solu
i�on es la suma de dos 
ontribu
iones: la solu
i�on general dela homog�enea y la parti
ular de la no homg�enea.491



492 AP�ENDICE D. EC. EN DIFERENCIAS DE PRIMER ORDENLa e
ua
i�on homog�enea aso
iada es:m(n) = 
m(n� 1) (D.2)
uya solu
i�on en fun
i�on del valor ini
ial m(0) se obtiene f�a
ilmente si se sus-tituye esta expresi�on n ve
es en s�� misma, llegando a m(n) = 
nm(0). Notarque para que esta solu
i�on no diverja para tiempos grandes es ne
esario que
 < 1, adem�as esto 
ontribuye a que el efe
to de las 
ondi
iones ini
iales vayadesapare
iendo 
on el tiempo.De igual manera la solu
i�on general se puede en
ontrar si se sustituye laexpresi�on (D.1) n ve
es en s�� misma:m(n) = 
nm(0) + a n�1Xi=0 
i (D.3)a partir de la 
ual es sen
illo en
ontrar el valor para n ! 1 (valor en 
onver-gen
ia), teniendo en 
uenta que 
 < 1:m(1) = 11� 
a (D.4)Despejando aqu�� a, sustituyendo su valor en (D.3) y realizando la sumatoriaindi
ada, tras operar brevemente, se llega a una expresi�on para la solu
i�ongeneral en fun
i�on de la 
ondi
i�on ini
ial, el valor en 
onvergen
ia y el 
oe�
iente
: m(n) = m(1) + 
n[m(0)�m(1)℄ (D.5)Es de
ir, estas tres magnitudes son su�
ientes para 
ara
terizar exa
tamente lasolu
i�on a una e
ua
i�on en diferen
ias de primer orden 
on 
oe�
ientes 
onstan-tes.D.1.1 Tiempos de 
onvergen
iaEs interesante, adem�as de 
ontar 
on expresiones expl��
itas de la solu
i�onen fun
i�on del tiempo y del valor que al
anzan en 
onvergen
ia, 
ara
terizar laevolu
i�on de di
ha solu
i�on mediante alguna 
lase de 
onstante de tiempo.La solu
i�on m�as general posible se 
onstruye a partir de la solu
i�on general dela homog�enea m�as una parti
ular de la no homog�enea. Dependiendo del tipo deinforma
i�on que se quiera obtener se pueden de�nir dos tiempos de 
overgen
iadistintos:Tiempo de 
onvergen
ia aso
iado a la solu
i�on de la homog�eneaComo la solu
i�on general de la e
ua
i�on en diferen
ias homog�enea aso
iadatiende a 
ero, bajo 
ondi
iones 
on
retas, a ve
es es ne
esario 
ono
er el tiempo



D.2. COEFICIENTES NO CONSTANTES. CASO 1 493que ha de trans
urrir para a
eptar que ha llegado a un valor tan bajo que sepuede despre
iar y por tanto la fase esta
ionaria est�a empezando. Este tiempode 
onvergen
ia se de�nir�a 
omo el n�umero de itera
iones ne
esarias para que lasolu
i�on general de la homog�enea tienda a 1/e del valor ini
ial. Dado que estasolu
i�on tiene la forma m(n) = 
nm(0)resulta que el tiempo de 
onvergen
ia aso
iado es�h = �1ln 
pero dado que 
 � 1 en mu
has de las o
asiones en las que apare
e una e
ua-
i�on en diferen
ias a lo largo de esta memoria, la expresi�on anterior se puedesimpli�
ar dando �h = 11� 
Tiempo de 
onvergen
ia aso
iado a la solu
i�on generalEn otras 
ir
unstan
ias interesa m�as analizar el n�umero de itera
iones ne
e-sarias para que la solu
i�on 
onverja pero desde un punto de vista m�as general:se tienen en 
uenta todos los sumandos que 
omponene la solu
i�on, tanto lasolu
i�on de la homog�enea 
omo la de la parti
ular, es de
ir, se supone quem(n) = m(1) + 
n[m(0)�m(1)℄y por tanto el tiempo de 
onvergen
ia aso
iado vale:�g = ln m(0)=e�m(1)m(0)�m(1)ln 
 (D.6)Hay 
iertas o
asiones en las 
uales m(1) � 0 y 
 � 1, por ejemplo 
uandoel tama~no del paso es peque~no en el algoritmo GLMS. En este 
aso es f�a
il
omprobar que �h = �g = 11� 
D.2 Coe�
ientes no 
onstantes. Caso 1En el 
aso de que el 
oe�
iente de la parte no homog�enea no sea 
onstantela e
ua
i�on a resolver tiene la forma:m(n) = 
m(n� 1) + a(n) (D.7)



494 AP�ENDICE D. EC. EN DIFERENCIAS DE PRIMER ORDENLa solu
i�on m�as general posible se puede obtener dire
tamente si se sustituyeesta expresi�on n ve
es en s�� misma y se dedu
e una ley general de la forma:m(n) = 
nm(0) + n�1Xi=0 
ia(n� i) (D.8)donde de nuevo se re
ono
en la solu
i�on general de la homog�enea aso
iada,que tiende a 
ero siempre y 
uando 
 < 1, y una solu
i�on parti
ular de la nohomog�enea dependiente en este 
aso de la forma fun
ional de a(n). Para estasitua
i�on el valor en 
onvergen
ia es:m(1) = 1Xi=0 
ia(n� i) (D.9)Como se puede prever a partir de la e
ua
i�on (D.7), la din�ami
a de m(n) es muydependiente de la evolu
i�on de a(n) 
on lo que una expresi�on de la sen
illez de(D.5) no pare
e su�
iente, tal y 
omo se 
omprueba si en ella se sustituye (D.9)y se intenta re
uperar (D.8).D.3 Coe�
ientes no 
onstantes. Caso 2Para trabajar en el 
aso m�as general posible se va a suponer que tantoel 
oe�
iente 
omo el t�ermino independiente dependen del tiempo. Se quiereresolver, por tanto, una e
ua
i�on de la forma:a(n) = [1� 
(n)℄a(n� 1) + 
(n)a0(n� 1)donde se ha supuesto 
ierta rela
i�on entre el 
oe�
iente y el t�ermino indepen-diente. Suponiendo que el t�ermino responsable de la ex
ita
i�on evolu
iona seg�unla expresi�on siguiente a0(n) = a0(n� 1) + �a0la e
ua
i�on anterior se puede poner de forma equivalente:�a(n) = [1� 
(n)℄�a(n� 1)��a0donde �a(n) = a(n) � a0(n). A 
ontinua
i�on se va a obtener una expresi�onexpl��
ita para �a(n), para ello se muestra su valor para los primeros valores den:�a(1) =[1� 
(1)℄�a(0)��a0�a(2) =[1� 
(2)℄[1� 
(1)℄�a(0)� [1� 
(2)℄�a0 ��a0�a(3) =[1� 
(3)℄[1� 
(2)℄[1� 
(1)℄�a(0)� [1� 
(3)℄[1� 
(2)℄�a0�� [1� 
(3)℄�a0 ��a0 (D.10)



D.3. COEFICIENTES NO CONSTANTES. CASO 2 495a partir de ellos se puede indu
ir su ley general:�a(n) =  nYi=1[1� 
(i)℄!�a(0)� 1 + n�1Xi=1 nYk=i+1[1� 
(k)℄!�a0que est�a 
ompuesta por dos sumandos. El primero depende de las 
ondi
io-nes ini
iales y el segundo del t�ermino que 
ontrola la ex
ita
i�on. En todoslos an�alisis realizados es deseable que el efe
to de las 
ondi
iones ini
iales vayadesapare
iendo por el tiempo, as�� se podr�a 
onverger a la solu
i�on verdade-ra independientemente de la informa
i�on 
on la que se 
uente al ini
ializar elalgoritmo. Para que esto se 
umpla es su�
iente quej1� 
(l)j < 1 8 l 2 NCon lo 
ual, para n su�
ientemente grandes el primer t�ermino se ha
e muypeque~no (va tendiendo a 
ero) 
on lo que se puede es
ribir,a(n) = a0(n)� 1 + n�1Xi=1 nYk=i+1[1� 
(k)℄!�a0Esto signi�
a que el segundo sumando representa el retraso 
on que la serie a(n)rastrea o sigue la evolu
i�on de a0(n), es de
ir:a(n) = a0(n� �)� = limn!1(1 + n�1Xi=1 nYk=i+1[1� 
(k)℄)Ser��a 
onveniente en
ontrar una expresi�on expl��
ita para el retraso � . Estono es posible porque a lo largo del texto no se 
ono
e la dependen
ia de los
oe�
ientes 
 
on el tiempo.
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Ap�endi
e E
Obten
i�on del algoritmoRIV a partir del ORIV

En el 
ap��tulo 6 se 
omprob�o que las expresiones que des
riben el 
om-portamiento de RIV se pueden obtener a partir de aquellas que des
riben el
omportamiento de ORIV. En este ap�endi
e se quiere dar un paso m�as y mos-trar que dire
tamente del algoritmo ORIV se puede obtener el RIV realizandolas simpli�
a
iones ne
esarias.Para 
omenzar se re
ordar�a la expresi�on de a
tualiza
i�on de las in
�ognitaspara ORIV dada en la e
ua
i�on (4.61):w(n) = w(n� 1) + ��1(n)X(n)��1(n)�(n) (E.1)y se estudiar�a 
ada matriz y ve
tor por separado, teniendo en 
uenta que RIVresuelve exa
tamente la e
ua
i�on �(n)w(n) = z(n) y que ORIV lo ha
e porm��nimos 
uadrados. Por tanto, para el primero la diferen
ia �(n)w(n) � z(n)es id�enti
amente 
ero y para ORIV no es m�as que otra fuente de error.
E.1 An�alisis del produ
to ��1(n)X(n)��1(n)Teniendo en 
uenta las de�ni
iones de estos ve
tores y matri
es dados en(4.7), (4.9) y (4.10) y que para redu
ir ORIV a RIV hay que suponer que �(n)497



498 CAP�ITULO E. OBTENCI �ON DE RIV A PARTIR DE ORIVes 
uadrada, se puede es
ribir que:��1(n)X(n)��1(n) ==��1(n)��t(n)[�t(n� 1)~x(n) x(n)℄� 0 �� ~xt(n)~x(n) � ==��1(n)��t(n)[�x(n) �t(n)~x(n)℄ ==[���1(n)��t(n)x(n) ��1(n)~x(n)℄ (E.2)E.2 An�alisis de �(n)El error a priori de ORIV �(n) est�a de�nido de la siguiente manera:�(n) =v(n)�Xt(n)w(n� 1) ==� ~xt(n)[z(n� 1)��(n� 1)w(n� 1)℄d(n) � xt(n)w(n� 1) � (E.3)Re
ordando el 
omentario he
ho 
on anterioridad se dedu
e inmediatamenteque la primera 
omponente es nula por de�ni
i�on, 
on lo que el ve
tor de errora priori queda: �(n) = � 0d(n)� xt(n)w(n� 1) � (E.4)que 
omo se ve elimina una fuente de error y por tanto de informa
i�on.E.3 Re
upera
i�on del algoritmo RIVSi en la expresi�on (E.1) se tienen en 
uenta las expresiones (E.2) y (E.4) sellega a: w(n) = w(n� 1) +��1(n)~x(n)e(n) (E.5)que 
oin
ide 
on la expresi�on de a
tualiza
i�on de las in
�ognitas mediante RIV,e
ua
i�on (3.29), tal y 
omo se quer��a obtener.B�asi
amente se han he
ho dos modi�
a
iones:1. Considerar la matriz �(n) 
uadrada.2. Eliminar el error debido a la resolu
i�on mediante m��nimos 
uadrados, esde
ir, suponer que �(n)w(n)� z(n) = 0.
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