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ABSTRACT

In this Thesis we develop a mathematical formalism of (Symmetry) Group-Approach to Quantiza-
tion of Field Theories with constraints (gauge invariant theories), which incorporates techniques and
tools of Algebra, Differential Geometry and Topology. This mathematical formalism is successfully
applied to the quantization of anomalous systems which are difficult to handle by the conventional
Canonical Quantization scheme. In particular, we provide a way out to the traditional “no-go” the-
orems of Groenwald and van Hove through a revision of the concept of “algebraic anomaly” and by
allowing new anomalous internal degrees of freedom. We also study the Quantum Hall Effect, the
appearance of integer an fractional quantum numbers of topological nature and the role played by
the modular invariance. Moreover, we tackle the quantization of field theories in curved symmetric
spaces like Anti-de Sitter and we offer a group-theoretical explanation of the Fulling-Unruh Effect
(vacuum radiation in accelerated systems) as a spontaneous breakdown of the conformal symmetry.
Lastly, a revision of the traditional concepts of gauge symmetry and constraints leads us to a unified
quantization of the electromagnetic and Proca fields (massless and massive photon, respectively) and
opens the door to alternatives to the Higgs-Kibble mechanism to provide mass to the intermediate
vector bosons of the weak interaction in the Standard Model.

RESUMEN

En esta Tesis se desarrolla un formalismo matemético de Aproximacién por Grupos (de simetria)
a la Cuantizacién de Teorfas de Campos con ligaduras (teorfas invariantes “gauge”) que incorpora
herramientas y técnicas del Algebra, la Geometria Diferencial y la Topologia. Dicho formalismo
matematico se aplica con éxito a la cuantizacién de sistemas anémalos o dificilmente tratables desde el
punto de vista de la Cuantizaciéon Canoénica convencional. En particular, se proporcionan escapatorias
a los tradicionales teoremas “no-go” de Groenwald y van Hove mediante una revision del concepto
de “anomalia algebraica” y permitiendo nuevos grados de libertad internos anémalos. También se
estudia el Efecto Hall Cudntico, la aparicién de nimeros cuanticos enteros y fraccionarios de naturaleza
topolégica y el papel que juega la invariancia modular. Asimismo, se aborda la cuantizacién de teorias
de campos sobre espacios curvos simétricos como el de Anti-de Sitter y se ofrece una explicacién
grupo-tedrica del Efecto Fulling-Unruh (radiacién del vacio en sistemas acelerados) como una rotura
espontanea de la simetria conforme. Por ultimo, una revisién de los conceptos tradicionales de simetria
gauge y ligaduras nos lleva a una cuantizacién unificada del campo electromagnético y el campo de
Proca (fotén sin y con masa, respectivamente) y nos abre las puertas a mecanismos alternativos al de
Higgs-Kibble para proporcionar masa a los bosones vectoriales que median la interaccion débil en el
Modelo Estandar.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Con el advenimiento de la Mecanica Cuéntica (MC) a principios de siglo fueron explicados numerosos
fendmenos fisicos, como el Efecto Fotoeléctrico o la Radiacion del Cuerpo Negro, que la Mecanica
Clasica, como tal, no era capaz de abarcar. Estos pusieron de manifiesto el cardcter dual tanto de la
materia como de la radiacién (dualidad onda- corpisculo), lo que llevé a tener que reconsiderar, no
sélo el concepto de sistema fisico, sino también, el propio proceso de medicién. Para construir el marco
tedrico adecuado donde explicar todos estos fenémenos, hubo que echar mano de nuevas herramientas
y conceptos matematicos, como el de espacio de Hilbert, deconocidos entonces para buena parte de la
comunidad cientifica. La interpretacién de Copenhague de la MC establecié en aquel tiempo, no sin
falta de controversia, las directrices a seguir para el abordaje e interpretacion de los sistemas cudnticos.

Hoy en dia, la MC sigue cosechando éxitos en su afan por buscar una explicacién del “todo”.
No obstante, aunque en el presente no parece existir para la misma aquel clima que desbancé a
la Mecéanica Clasica como teoria fundamental, si es cierto que son necesarias nuevas perspectivas
y un cierto esfuerzo de unificacién para, primero, dar cabida a nuevos efectos cuanticos para los
cuales los métodos de cuantizacién tradicionales se quedan cortos y, segundo, para conciliar diferentes
perspectivas referentes a un mismo problema cudntico. Que la MC necesite de una revisién de sus
conceptos, no es una afirmacion gratuita, no mientras la cuantizacion de la que podria denominarse “la
reina de las interacciones” (nos referimos a la Gravedad) siga en el mismo estado de “incertidumbre”
que se encuentra en estos momentos.

No es el objetivo directo (pero si quizas indirecto) de esta memoria el ofrecer una aproximacién
razonable a la Cuantizacién de la Gravedad sino, més bien, el dar soporte a una nueva linea de aprox-
imacién a las teorias cuanticas que no necesita, al contrario de lo que suele suceder en la aproximacién
estandar (candnica), de una descripcion clésica previa del sistema fisico. ;jPor qué pensamos que es
necesario desprenderse de la idea de “cuantizar sistemas cldsicos”?, pues por la misma razén que no
“relativizamos” sistemas Galileanos.

En un principio, y por cuestiones de familiaridad quizas, pudo tenerse una mejor intuicién fisica en
el ambito clasico que en el cuantico; no obstante, hoy en dia, y con la cantidad de informacién cudntica
acumulada, ya no deberia tener sentido tal aproximaciéon. Conceptos como los de anomalia o los
mismos teoremas no-go de Groenewald y van Hove que, usualmente, hacen referencia directa a averias
asociadas con la cuantizacién de un sistema clasico, han sido casi siempre obstaculos insalvables para
la cuantizacion tradicional. Si por “anomalia” entendemos una situacién no esperada o no deseable
desde el punto de vista de un marco explicativo previo, una situacién andémala puede verse como
“normal”, y hasta esencial, dentro de un marco explicativo mas amplio.

El punto de vista que adoptaremos en esta tesis estd mas cerca de la definicién de un sistema
cuantico haciendo uso de las simetrias que éste posee, que por el conjunto de ecuaciones diferenciales
derivadas de una accién clasica dada. Esta primera forma de proceder es tipica en lo que se refiere a
la formulacién de teorias fundamentales, més que a la resolucién de problemas concretos.

El objetivo es mas amplio que la simple idea de hacer uso de las simetrias como herramienta de
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4 CAP{TULO 1. INTRODUCCION

calculo que ayude a la resolucién o clasificacién de un determinado sistema cudntico. Para nosotros, el
grupo de simetria cuantico serd previo a toda nocién de espacio donde colocar nuestros objetos fisicos,
el cual podra obtenerse a posteriori como subproducto del proceso de cuantizacién. Al contrario de lo
que podria pensarse, el partir de una estructura particular de grupo no es una restriccién seria, y no
cuando, en definitiva, el conjunto de observables que puede ser cuantizado cierra dlgebra en la mayoria
de los casos.

Para extraer la informacién fisica oculta en un grupo de cuantizacién, ha sido necesario desarrollar
toda una maquinaria matemaética que toma conceptos modernos de diversas ramas como la Geometria,
la Topologia, el Algebra, etc. Los que hemos aportado de una manera u otra nuestro granito en esta
empresa, creo que somos todos conscientes de que no es ésta la forma mas usual de atacar los problemas
actualmente en MC. No obstante, creo también que todos estamos convencidos de su fecundidad,
existiendo todavia numerosas cuestiones sin resolver y planteamientos a los que no se les ha sacado
todo su jugo, como la aproximacion por grupos a las teorias de campos gauge, y que pueden establecer
valvulas de escape a ciertos problemas que no acaban de resolverse satisfactoriamente por los métodos
tradicionales.

En cualquier caso, las tradicionales consideraciones matematicas rigurosas de la Mecanica Cuantica
referentes a Teoria Espectral de Operadores, reglas de Cuantizaciéon Candnica, etc, deben reexaminarse
como posible origen de nuevos fenémenos cudnticos (de naturaleza, digamos, topoldgica) como los que
describiremos en partes de esta memoria.

Pasemos a enumerar y comentar todas y cada una de estas partes y capitulos en que se divide esta
Tesis.

La primera parte (Parte I) estd dedicada esencialmente a la exposicién del formalismo de Cuan-
tizacion Sobre Grupos (CSG, o GAQ en inglés), haciendo énfasis en aquellas aportaciones nuevas
respecto de planteamientos anteriores, introduciendo alguna que otra aplicacién relevante, pero sen-
cilla, para ilustrar conceptos béasicos y nuevos, y estableciendo puentes de unién entre distintas aprox-
imaciones a la cuantizacién de sistemas fisicos, como el formalismo lagrangiano, y la CSG. En esta
parte se revisan multitud de conceptos méas o menos usuales en la MC ordinaria desde un punto de
vista distinto (y més general), conceptos como: simetria gauge, ligadura (de primera y sequnda clase),
operador bueno (malo y regular), operador de cambio de polarizacion y de cambio de cuantizacion,
anomalia (topoldgica), etc; también se introducen, cémo no, otros conceptos nuevos sin una traduccién
directa aparente en términos de nociones establecidas como, por ejemplo, los grados de libertad internos
esencialmente andmalos. Desglosemos un poco maés por capitulos los contenidos de esta parte:

e El Capitulo 2 estd dedicado tanto al repaso de ciertas nociones ttiles sobre grupos de Lie,
geometria diferencial, topologia y fibrados, como a dar un breve bosquejo de un antecedente a
la CSG: la Cuantizacién Geométrica (CG). Se discuten las limitaciones de la CG y se propone
una salida a las mismas.

e El Capitulo 3 consta a su vez de tres partes. La primera trata de la aproximacién por grupos a la
cuantizacién de sistemas en los que un tratamiento local (en términos de generadores del dlgebra
de Lie) es suficiente para extraer toda la informacién cudntica de los mismos. La segunda parte
generaliza a la primera en lo que respecta a la consideraciéon de nuevos fendmenos cudnticos
asociados con la estructura topoldgica global de la variedad grupo (efectos de homotopia). FEl
caracter no local de la funcién de onda en MC hace que la “particula” sea sensible en cada
instante a la forma global del universo donde vive, cosa que no sucede en Mecdnica Clasica,
con una formulacion preferentemente local. La ltima parte esta dedicada a una aplicacién
simple, pero riquisima en contenido fisico, que tiene que ver con un modelo de particula libre
sobre la circunferencia aplicable a sistemas fisicos reales, como anillos superconductores, y que
se presenta como ejemplo finitodimensional del fenémeno de ¥-vacios en teorias mucho mas
complicadas como las teorias de Yang-Mills no abelianas.



e El Capitulo 4 se dedica a establecer la conexién del formalismo de CSG con el formalismo
lagrangiano, via el formalismo simpléctico, para teorias de campos lineales con toda generalidad.
Se construye lo que llamaremos “grupo de cuantizacién en el espacio de configuracion” y se
comenta al final un resultado que establece una restriccién, para grupos de gauge con una ley
de multiplicaciéon punto a punto, en cuanto al tipo de ecuaciones diferenciales compatibles con
dichos grupos.

e El Capitulo 5 se dedica a generalizar el concepto Minkowskiano de “segunda cuantizacién” a
espacio-tiempos no triviales. Partiendo de un espacio de Hilbert hecho de funciones polarizadas
sobre un grupo (grupo de primera cuantizacién), el objetivo serd la construcciéon de lo que
denominaremos “grupo de segunda cuantizacién” que describird una teoria de campos definida
sobre espacios generales sumergibles de alguna forma dentro de un grupo. Este formalismo lo
aplicaremos en los Capitulos 8 y 9 para obtener informacion sobre efectos fisicos muy interesantes.

La segunda parte de la memoria (Parte IT) estd dedicada exclusivamente a aplicaciones novedosas,
de forma mas precisa:

e En el Capitulo 6 se establecen escapatorias a los teoremas no-go de Groenwald y van Hove
tras una reflexién profunda sobre los conceptos de “anomalia algebraica” en conexién con la
aparicion de grados de libertad internos anémalos para la particula libre. Se establecen analogias
y diferencias entre otros grados de libertad internos “normales” como el espin y, en un afdn por
buscar un significado fisico para dichos grados de libertad internos andémalos, se llega a un
algebra de Lie de dimensién infinita con origen en el dlgebra de Poisson de la particula libre o
el oscilador armoénico, y que resulta generalizar a la simetria conforme de la Cuerda Bosoénica.
Desde este punto de vista, la cuantizacién de (casi) toda el dlgebra de Poisson de funciones
sobre la variedad simpléctica (analiticas salvo en el origen) de la particula libre (o el oscilador),
da lugar a un objeto extenso cuya relacién con la gravedad en 1+1 dimensiones estd por ver.
También discutimos brevemente la potencial aplicacién de estas técnicas a la investigacién de
las aberraciones en la ()ptica de Fresnel.

e El Capitulo 7 se dedica al estudio de la implementacién de la invariancia modular en el toro como
variedad simpléctica. Los resultados obtenidos se aplican a la cuantizacién de Teorias de Chern-
Simons (topoldgicas) y, principalmente, al Efecto Hall Cuantico Entero y Fraccionario. Es aqui
donde se hardn mas visibles los efectos no triviales que la topologia tiene sobre la cuantizacion.
La aparicién de nimeros cuénticos topoldgicos fraccionarios (en general), generalizando la clase
de cohomologia entera de Chern, sera la base para la explicaciéon de la cuantizacion fraccionaria
de la conductividad.

e En el Capitulo 8 se construye una teoria cudntica de campos sobre el universo de Anti-de Sit-
ter haciendo uso de las técnicas de segunda cuantizacion desarrolladas en el Capitulo 5. La
cuantizacién de campos en espacios curvos adolece de una definicién precisa del concepto de
particula y de la seleccion de vacio, es mas, encuentra serios obstaculos en aquellos casos en los
que el espacio-tiempo no es globalmente hiperbdlico. Veremos cémo dichos problemas pueden
subsanarse cambiando de perspectiva.

e El Capitulo 9 esta dedicado a investigar las dificultades en la implementacién de la invariancia
conforme en teoria cudntica de campos sin masa sobre el espacio de Minkowski y su relacién
con fenémenos de radiacion del vacio desde sistemas de referencia acelerados. Siendo el grupo
conforme SO(4,2) una invariancia exacta de las ecuaciones de campo cldsico sin masa sobre
el espacio-tiempo de Minkowski, esta dificultad hace referencia a una rotura “dinamica” de la
simetria al pasar al correspondiente sistema cudntico. Todas estas cuestiones seran aclaradas y se
calculard exactamente el espectro de un vacio acelerado, el cual resulta ser una generalizacion del
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espectro plankiano para la radiacién del cuerpo negro, recuperado éste en un cierto limite. Para
alcanzar dicho objetivo serd necesario utilizar también las técnicas desarrolladas en el Capitulo
5.

Por dltimo, el Capitulo 10 pretende ser un primer paso hacia una aproximaciéon por grupos a
la cuantizacién de teorias de Yang-Mills no abelianas (en general). Tras una revisién profunda
de los conceptos de simetria gauge y de ligadura, se realiza la cuantizacién conjunta del campo
electromagnético y el campo de Proca (fotén sin y con masa) y se apunta un origen cohomoldgico
para la aparicién de masa en ciertos bosones vectoriales que describen las interacciones funda-
mentales en Teor{as Unificadas. Segin este nuevo punto de vista, el grupo de transformaciones
locales (grupo de gauge en la terminologia estandar) adquiere, en cierto modo, dindmica cuando
el bosén vectorial (en nuestro caso, el fotén) sale de la capa de masa nula, dindmica que se
transfiere a dicho bosén vectorial conformando el bosén vectorial masivo. El caso no abeliano
estd siendo investigado en estos momentos, a la espera de resolver ciertos problemas técnicos,
y pretendemos aportar alternativas al “tan laureado y sin embargo tan sospechoso” Mecanismo
de Higgs de Rotura Espontanea de la Simetria como medio suministrador de masa en Teorias
Unificadas.



Parte 1

CUANTIZAQION SOBRE GRUPOS.
EXPOSICION DEL FORMALISMO






Capitulo 2

ALGUNOS CONCEPTOS PREVIOS

Los conceptos bésicos de la teoria de fibrados pueden considerarse entre las herramientas més potentes
y utiles para explorar la interrelacion existente entre grupos, topologia y cuantizacion. Es dentro de este
marco tedrico donde el origen topoldgico de ciertos efectos tipicamente cuanticos se hace manifiesto.

Comenzemos por repasar algunas definiciones interesantes derivadas a partir de un grupo y, mas
particularmente, a partir de un grupo de Lie G, el cual incorpora toda la maquinaria del calculo
diferencial sobre variedades.

2.1 Algunas nociones sobre Grupos y Fibrados

*Grupo de Lie G: grupo cuyos elementos son puntos de una variedad diferenciable, de forma
que las operaciones de composicién G x G — G, (¢',g) — ¢" = ¢’ * g y de inversién G — G, g+ g+
son diferenciables.

x Traslacién por la izquierda L, y por la derecha R,: homomorfismos internos definidos de
forma natural a partir de la operacién de composiciéon * como:

Ly:G—G R,:G—G

2.1
g—=Lg(9) =g g ¢~ Ry(d)=¢*g, (21)

y que son aplicaciones diferenciables por serlo la propia composicién *. La accién adjunta Ad, se
define a partir de las anteriores como:

Ady: G = G, ¢ = Ady(d') = 99'97" = Ry-1 0 Ly(d), (2.2)

y es un automorfismo interior de G. La relaciéon “ser adjunto de” es de equivalencia y descompone
a G en clases de conjugacion. Las clases de conjugacion que a la vez son grupo se denominan sub-
grupos invariantes o normales y, como veremos mas adelante, tienen un papel importante en nuestro
formalismo de cuantizacion en tanto en cuanto representan subgrupos de gauge de la teoria.

* Campos de vectores invariantes por la izquierda (derecha) X L(R): campos de vectores
en el tangente T(G) a la variedad del grupo G que verifican: LZ;/XQL = Xgﬁ*g (RZ;X;? = X;;‘,z*g)7
donde Lg/ (RZ) simboliza la aplicacién tangente de L, (Ry) [también se utiliza la notacién abreviada
(Ly)«X = X]. Dado un sistema de coordenadas {g’}, j = 1, ...,dim(G) en el grupo G [por simplicidad,
nos restringiremos a una carta conexa con la identidad], podemos obtener una expresién explicita de
dichos campos de la siguiente manera:

99" ) T_9

xR — 99~ 9 _ :

o = 0 |y 07 = Tlo 3y [XL. XR} =0 (2.3)

xL — 94" 0 _ [T 0 g gl ’ ’
g 09" |g=e 097 — 9 g’
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donde e simboliza la identidad en G. La identidad a la derecha de la llave es un reflejo de la con-
mutatividad entre transformaciones izquierdas y derechas en la ecuacién (2.1) y, como veremos mas
adelante, se presenta como una propiedad muy importante dentro de nuestro formalismo de cuan-
tizacién [obsérvese que los campos izquierdos (derechos) son los generadores infinitesimales de las
transformaciones derechas (izquierdas)].

El conjunto de campos de vectores invariantes por la izquierda (derecha) X (@) tiene estructura
de dlgebra de Lie [es facil comprobar que el conmutador de dos campos “izquierdos” (derechos) es
“izquierdo” (derecho)]. Se define de forma univoca el algebra de Lie G de G como el tangente T, (G)
en la identidad al grupo. Se puede comprobar que la aplicacién tangente Adg de Ad, en la identidad
e es un homomorfismo de dlgebras de Lie y, si denotamos por Ad la aplicacién

Ad: G — Homy(G,G), g+ Adg(e), (2.4)

ésta define de forma natural una representacién del grupo G en su dlgebra G. A su vez, la aplicacién
tangente de Ad en la identidad e, que denotaremos por ad, asigna a cada elemento X de G un
homomorfismo de algebras ady tal que adx(Y) = [X,Y].

Existe una correspondencia biunivoca entre elementos X de G y campos de vectores invariantes
por la izquierda (derecha) lo que lleva a la siguiente definicién:

x1-forma canénica izquierda #* sobre el grupo G: la aplicacién 07 : X(G) — G que hace
corresponder a cada campo izquierdo X” el tnico elemento X de G tal que X L' = X. Eligiendo un
sistema de coordenadas como en (2.3) podemos dar una expresién explicita de la 1-forma candnica
izquierda como 6% = X;® oL ) donde las 1-formas #%(9’) se denominan componentes de 6 y se

definen por dualidad con los campos izquierdos, es decir, HL(gj)(X 56) = 5%. Esta dualidad permite

definir también la codlgebra G* del grupo G, constituyendo las componentes 829") de la 1-forma
canénica en la identidad una base de la misma. De la misma forma, cada aplicacién tangente (f). da
lugar, por dualidad, a su homoéloga cotangente (f)* [a la operacién * se le suele denominar imagen
reciproca o “pullback”]. La accién cotangente finita e infinitesimal de las traslaciones izquierdas y
derechas sobre estas 1-formas puede expresarse en forma compacta como:

(L,)*0F = oF Lxrfl =0

(Rg)*0% = (Ady-1)*0% Lx10" = —(adx)* eL (2.5)
(Ly)* 0% = (Ady)*0%  Lyrbf = (adx)*0 '
(Ry)*0f = of Lyr0f =0,

donde Ly denota la derivada de Lie. La accion infinitesimal se puede escribir también en componentes:

Lxn oLe") = 0 Lx, OR") = 0
Lyr OM6") = —ChoLS) £ q gREY) = ChYR) (2:6)
g gJ

donde C’fl son las constantes de estructura del dlgebra de Lie G ([X;, X;] = C]]?le).
La accién coadjunta (Ady)* del grupo G sobre la codlgebra G* define érbitas de dimensién par que
tienen estructura de variedad simpléctica (véase [1]), definiéndose la forma simpléctica w como:

w(X*,Y")], =0(X,Y]), X*=(adx)"0, Y* = (ady)*0 €G". (2.7)

Este hecho fué aprovechado por [2] para aplicar técnicas de Cuantizacion Geométrica a los grupos
semisimples.

El concepto de “1-forma” es, claro estd, un caso particular de lo que se denominan p-formas o formas
multilineales alternadas que son aplicaciones del producto cartesiano T(G)x 2. xT(G) — C*(G)
lineales en sus p argumentos [p =grado de la forma] y que, bajo una permutacién de los mismos,
cambian o no de signo segun la signatura de la permutacién (sin ningin otro efecto). El conjunto
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de todas las p-formas QP(G) sobre G resulta ser un espacio vectorial de dimensién ( Z ), donde

n = dim(G). Existen operaciones que aumentan o disminuyen el grado de una forma como son:

*Producto exterior A, derivada exterior d y contraccion ix de formas diferenciales: el
producto exterior O A 6§ de dos 1-formas 6,6’ es una 2-forma w tal que

W(X,X") =0 A0(X, X)) = —(0(X)0'(X') — 0(X)0 (X)). (2.8)

N |

Esta definicion se extiende facilmente a productos exteriores multiples haciendo uso del antisimetrizador
de r indices ;un ejemplo lo constituye el volumen de integracion invariante (o medida de Haar) por la

izquierda (derecha) v(g) = #L@A dim(c) ABL™) | donde se ha clegido una determinada orientacion.
Dada la base {dg’} de 1-formas (dual de 8igj)’ la derivada exterior d se define a partir de las
siguientes tres propiedades:

1. d(dg’* A ... Adg’™) = 0 para toda secuencia de enteros j;.

2. Si F € C*°(G) entonces dF = Z?irfl(G) %dgj.

3. d(Fdg’ A ... Ndgi™) = dF Adgit A ... A dg™.

Asi pues, el operador d incrementa en una unidad el grado de la forma diferencial. También se puede
comprobar que d?> = 0 (nilpotente), lo que da pie a preguntarse cuantas p-formas w con derivada
exterior nula dw = 0 (formas cerradas) no se pueden escribir como la derivada exterior w = da de otra
(p — 1)-forma « (formas exactas); la estructura matemédtica que da cuenta de ésto es el p-ésimo grupo
de cohomologia de de Rham HP(G,R) [existe una interrelacién entre la homotopia y la cohomologia
de Rham] que da idea del mayor o menor cardcter contrdctil de la variedad.

Unas identidades que nos seran titiles son las denominadas ecuaciones de estructura de Maurer-
Cartan que expresamos en forma compacta y en coordenadas:

dot = —%HL/\GL (2.9)
doLle’)  — _lcilgL(yk) A QL(d")
2

Un campo de vectores X define una contraccion ix de una p-forma w como la unica (p — 1)-forma
ixw tal que:
(’L'Xw)(Xl,...,prl) ZW(X,Xl,...,prl). (210)

Se comprueba ficilmente que la operacién de contraccién es también nilpotente (ix)? = 0. Varias
relaciones utiles entre la derivada de Lie, la derivada exterior y la contraccién son las siguientes:

Lx = dix +ixd (2.11)
ixy] = Lxiy —ivLx (2.12)
do(X,Y) = Lx0(Y)—-Lyb0(X)—-0([X,Y)) (2.13)
E[X,Y} = [Lx,Ly] (2.14)

*Grupo de Lie G como un fibrado principal. Dado un subgrupo cerrado (respecto a la
topologia de G) H C G, podemos dar a G una estructura de fibrado principal G(G/H, H) con grupo
estructural (o fibra) H y base el espacio cociente (o espacio homogéneo) Q = G/H. La accién derecha
de H en G es justo Ry, y la proyeccion sobre la base es la proyeccién candnica sobre el cociente. En un
fibrado principal G(Q, H) se pueden introducir los conceptos de horizontalidad y de verticalidad para
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los campos de vectores X por medio de una I-forma de conexion 6p valorada en el dlgebra de Lie ‘H
de H, de forma que, se dice que X es vertical si 0 (X) = X u horizontal si 0 (X) = 0. La forma de
construirla es ya intuitiva a partir de 8 definida més arriba.

El ejemplo mas trivial de fibrado principal lo constituye el producto directo G = J ® H. El
conjunto de todos los fibrados principales no equivalentes con base @ y fibra H viene caracterizado
por el conjunto de cohomologia de Cech de orden uno H'(Q, H), que resulta tener estructura de grupo
para H abeliano; no obstante, no todos estos fibrados son grupo, por ejemplo, para Q = S2y H = U(1)
se tiene que H'(Q, H) = Z y el tinico que es grupo es el correspondiente al elemento 1 € Z que a su
vez se corresponde con SU(2).

Hablando en términos coloquiales podriamos decir que, un objeto fisico que “viva” en un fibrado,
en un “paseo por la base Q7 podria detectar una estructura no trivial en su mundo si, al volver al punto
de partida, viese alguna de sus propiedades alterada (aquellas que corresponden a la fibra). Muchos
conceptos fisicos importantes como: la fase de Berry [3], la rotacion de Wigner [4], potenciales de tipo
monopolo [5], holonomias y Wilson loops [6], etc, parecen preferir el lenguaje matematico de fibrados
para su descripcién. Veamos que, no sélo las teorias gauge (y entre ellas la gravitacién) son las unicas
que prefieren este lenguaje sino que, la propia Mecdnica Cudntica florece sobre esta estructura. Antes
de pasar a exponer el formalismo de Cuantizacion Sobre Grupos (CSG), hagamos un breve repaso de
los antecedentes al mismo.

2.2 Antecedentes: Cuantizacion Geométrica.

La Cuantizacién Geométrica [7, 8, 9, 10] (CG) es un formalismo que pretende dar una base geométrica
rigurosa a las reglas de cuantizacién candnicas usuales:

¢ — 7" (@%) (@ = d'v(@)

. . . 0
pj — Dj (Pj¥) (@) = —ilin—1b(q) (2.15)
donde ¢, p; verifican el corchete de Poisson

{pi, @'} = 0! (2.16)

La idea bésica en este formalismo es que la teoria cudntica debe ser una representacion irreducible
del algebra de Poisson P(F) de funciones (“observables”) del espacio de fases clasico F que deben
actuar en un espacio de Hilbert H el cual se construye de una forma natural a partir del sistema clésico.
Asi | a cada funcién f : F — R, deberia asocidrsele un operador lineal autoadjunto f actuando en
‘H tal que:

{f, 9} =[F. 9. ¥f.g€ P(F). (2.17)

Es bien sabido que este programa no puede ser llevado a cabo por completo debido a ciertas obstruc-
ciones que aparecen (teoremas no-go [11]), principalmente debidas a problemas de ordenacién normal,
y que imposibilitan representar enteramente el algebra P(F). No obstante, estas obstrucciones no son
un problema mayor si uno se contenta con a) representar un subconjunto de P(F) lo suficientemente
grande como para generar por completo P(F), y b) obtener sin ambigiiedades los observables bésicos
de la teoria tales como el hamiltoniano, el operador momento angular, etc.

Dado un espacio fésico con un corchete de Poisson {, } (= forma simpléctica w), podemos asociar
de forma natural a cada f € P(F) un operador Xy : P(F) — P(F), definido como:

X¢(9) ={f. g}, Vg € P(F) (2.18)
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Estos operadores cumplen también la ecuacién (2.17). Estas relaciones constituyen una guia y un
primer paso hacia “lo que se espera” que debe ser la naturaleza fundamental del espacio de Hilbert de
la teorfa cuantica, H ~ P(F), y de los operadores cuédnticos, f ~ Xy. La razén de que el programa
de cuantizacién no se termine aqui es que la correspondencia f — Xy no es uno a uno debido a que
las funciones constantes caen dentro del nicleo. Para superar este problema lo que se hace es anadir
un nuevo término al operador X; para conseguir asociar a las funciones constantes sus operadores
constantes homoélogos. La forma de hacerlo consiste en ampliar (no trivialmente) F con un nuevo
parametro ¢ € U(1) dando lugar a una nueva variedad F, llamada variedad cudntica, con estructura
de fibrado principal con base F y grupo estructural U(1), o sea F/U(1) = F. La dependencia de las
funciones de onda (funciones complejas sobre F) con respecto a esta nueva coordenada ¢ € U(1) se
fija a través de la condicion de U(1)-funcion

P(Cp) = Ci(p), VCeU(1), (2.19)

o bien (en forma infinitesimal), si X; es el campo de vectores que genera la accién de U(1) en F, la
ligadura (2.19) se escribe:

Xep =1 (2.20)
Esta condicién, junto con la exigencia natural de que las funciones constantes se representen por
un multiplo de la identidad, implica que el nuevo operador “precudntico” asociado con f € F(F)
(funciones sobre el espacio fasico extendido) tenga la siguiente expresién (local):

Xy =i Xy (ix,A—if) X (2.21)
donde A simboliza un potencial simpléctico de w. .
Si ahora designamos por © la 1-forma de conexién sobre 7' — F, la cual se define a partir de
las condiciones ix.© =1, ix, d©® =0y (F, d©)/U(1) ~ (F, w), entonces, los operadores Xy venddn
definidos por las siguientes relaciones:

in@:f, indG):—df (2.22)
(estas relaciones implican en particular que £ Xf@ =0).

Con este procedimiento se asegura que la correspondencia f — X ¢ sea fiel: Sin embargo, la
representacion es (en general) reducible, es decir, hay operadores no triviales X, que conmutan con
los bésicos de la representacién: X g ij. La irreducibilidad se logra imponiendo ademds que (algunos
de) estos operadores [para ser mas precisos, un conjunto maximal que cierre subalgebra (subdlgebra
de polarizacion), para asegurar integrabilidad] actien trivialmente sobre el espacio de Hilbert fisico:

X, =0, paraalgunosa €I, Vi) € H (2.23)

En términos poco precisos, esta tltima condicién requiere que las funciones de onda dependan arbi-
trariamente de sélo la mitad de las variables del espacio fisico, o sea, bien las ¢*’s o bien las pj’s (o
una combinacién particular de éstas, como sucede en el oscilador armonico).

Este programa presenta diversas limitaciones y obstrucciones técnicas. Entre ellas, apuntaremos
las siguientes:

e La necesidad de resolver el sistema clésico antes de abordar la cuantizacién [una tarea, a veces,
més complicada que la propia cuantizacion].

e La no existencia de subdlgebras de polarizacién para ciertos sistemas andmalos [que no significa
necesariamente “raros”| y la imposibilidad de obtener ecuaciones de evolucién de orden mayor
que uno [ni siquiera la ecuacién de Schrodinger de la particula libre en el espacio de posiciones].
O, la dltima y més importante
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e La imposibilidad de describir sistemas (ptiramente) cuanticos sin limite cldsico. Si la naturaleza
ha de ser eminentemente cuantica, cualquier formalismo que parta de una situacién limite (como
es el sistema clasico) y pretenda reconstruir el caso general (sistema cudntico), como mucho
ofrecerd una visién restringida de éste ultimo.

Un formalismo diseniado para tratar directamente con sistemas cudnticos y que salva dichas lim-
itaciones es la CSG, el cual pasamos a exponer seguidamente.



Capitulo 3

CUANTIZACION SOBRE GRUPOS

Segiin la CG, la Mecénica Cudantica se definiria a partir de una fibracién (no trivial) del espacio fésico
clésico extendido por U(1), es decir, de la variedad cudntica F. Una generalizacién de esta imagen
podria consistir en considerar una estructura diferenciable mayor que contenga a F, por ejemplo,
un grupo [12]. El requerimiento de partir de la estructura particular de grupo podria representar,
a primera vista, un inconveniente o, mejor dicho, una limitacién; sin embargo, en la practica, dicho
inconveniente es menor en tanto en cuanto la CSG, no sélo consigue extraer informacién cuantica de
muchos sistemas no tratables por los métodos tradicionales sino que, en la mayoria de los problemas
cuanticos, el subconjunto de observables que pueden en definitiva ser cuantizados cierran un algebra
de Lie. Adn mas, la CSG incorpora en su programa un tratamiento coherente de sistemas cudnticos
con ligaduras (teorias gauge) que proporciona una riqueza todavia poco explorada. A este respecto,
y dado el estado actual del tema, existen indicios de que cualquier sistema fisico con interaccién (de
tipo gauge) pudiera verse como un sistema “libre” con ligaduras; el sistema libre vendria descrito por
un grupo mientras que el sistema ligado vendria descrito por el conjunto de operadores buenos de la
teoria (véase siguiente secci6n) el cual es una estructura menos rigida que un grupo [puede ser un
grupo cudntico] al cual generaliza.

3.1 Cuantizacién sobre grupos. Caso de un grupo de Lie simple-
mente conexo

El punto de partida de la CSG es un grupo G (el grupo de quantizacion) con una estructura de fibrado
principal G‘(M ,T), donde simbolizamos por T al grupo estructural y por M la base. El subgrupo T'
generaliza la invariancia de fase de la Mecénica Cudntica [un observador cudntico no distingue estados
que se diferencien en una fase, sélo observa “kets” o clases de equivalencia]. Aunque la situacién puede
ser mas general [13], nos centraremos por el momento en el caso bastante general en el cual G es una
extensién central de un grupo G por T' [T siempre contendra a Ty = U(1) o incluso habra casos en los
que sea necesario tomar T'= C* = R+ x U(1)]. Para el grupo uniparamétrico 7' = Ty = U(1), la ley
de grupo para G = {§ = (9,¢)/g € G, € U(1)} adopta la forma siguiente:

§xG= (g *g,'¢ce€9 9y (3.1)

donde ¢” = ¢’ % g es la ley de composicién en el grupo G y £(¢', g) es un 2-cociclo de G x G en R, el
cual verifica en general que:

£(92,91) +&(92 % g1,93) = &(92,91 * 93) + &(91,93) 95 € G. (3.2)

Generalmente es necesaria una constante con dimensiones de accién (la constante de Planck %) para
que el cociclo aparezca sin dimensiones [esta necesidad no se darfa si el grupo de estructura fuese

15
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R en vez de U(1); véase seccién 3.1.2]. En la teorfa general de extensiones centrales [14] dos 2-
cociclos se dice que son equivalentes si difieren en un coborde, es decir, un cociclo que puede escribirse
como £(g’,9) = 6(¢' * g) — 6(¢’) — 6(g), donde §(g) se denomina funcidn generatriz del coborde. No
obstante, aunque los cociclos que se diferencian en un coborde dan lugar a extensiones centrales
equivalentes como tales, existen cobordes que proporcionan una conexién no trivial en el fibrado G y
unas constantes de estructura diferentes de las correspondientes al producto directo G x U(1). Estos
estan generados por una funcién § con gradiente no trivial en la identidad del grupo, y pueden ser
divididas en subclases de equivalencia de Pseudocohomologia: dos pseudocociclos son equivalentes si se
diferencian en un coborde generado por una funcién con gradiente trivial en la identidad [15, 16, 17]. La
Pseudocohomologia juega un papel importante en la teoria de representaciones de grupos semisimples
de dimensién finita, ya que éstos tienen cohomologia trivial [esto no sucede en dimensién infinita como
es el caso del grupo de Virasorol; para éstos, las clases de Pseudocohomologia estan asociadas con las
6rbitas coadjuntas [17]. Ademds, la Pseudocohomologia puede generar auténtica cohomologia bajo
procesos de contraccién [15].

Las acciones izquierda y derecha del grupo G sobre si mismo proporcionan dos conjuntos de campos
de vectores (derechos X Eﬁ e izquierdos X’é, respectivamente) que conmutan entre ellos, los cuales,
haciendo uso de las expresiones en (2.3) y (3.1), podemos escribir como:

YR — xR %d.9) 9

ng ng + aa(g/z | il—e > OC {XL XR} —0 (3 3)
vL _ yL E(g' .9 s g gl T )
XL = xL + & ‘gze“ac

donde {37 = (¢7,¢)} es una parametrizacién de G. El campo de vectores XCL(: X{z) = Ca% es central

(conmuta con todo) y suele denotarse por iZ para diferenciarlo del resto!.

El programa de CSG contintia definiendo una componente vertical (la U(1)-componente) #4(¢) de
la 1-forma candnica invariante por la izquierda 6L de G, la cual denotaremos por © y nos referiremos
a ella como 1-forma de cuantizacion [recuérdese que, en coordenadas, © = 6L se define por dualidad
respecto al generador central X CL] Esta constituye la generalizacion de la forma de Poincaré-Cartan

de la Mecénica clésica (véase [18]). Para una extensién G de G por U(1) tal como (3.1) la 1-forma de
cuantizacion adopta la siguiente expresién:

0= 57 €6 )y + 5 (3.4)
que, para ciertos grupos como el de Galileo extendido, se convierte en la forma tradicional de © pc =
pjdxj — Hdt salvo por el término ?—g (jque no es una diferencial total!) proveniente de la invariancia bajo
fase tipica de la M. Cudntica (nétese también que © es estrictamente invariante bajo transformaciones
de simetria, mientras que © pc es s6lo semiinvariante). La diferencial d© es una forma presimpléctica
y el mddulo caracteristico de ©, Ker® N Kerd® (“Ker” significa “kernel” o ntcleo), estd generado por
una subdlgebra izquierda Ggo denominada subdlgebra caracteristica [en general contiene los campos
correspondientes a variables no simpécticas]. El cociente (G,0)/Ge es una variedad cuéntica en
el sentido de la CG. Las trayectorias generadas por los campos de vectores en Gg constituyen las
ecuaciones generalizadas de movimiento (evolucién temporal, rotaciones, simetrias gauge, etc), y los
invariantes Noether bajo dichas ecuaciones se escriben como:

es decir, la contracion de los campos de vectores invariantes por la derecha con la 1-forma de cuan-
tizacén [la comprobacién de invariancia £ XL Fz =0, VX;C € Go puede hacerse a través de (2.12) y
g

(2.11)]. Con respecto a este tltimo punto es pertinente introducir la siguiente

Lyeremos que juega un papel “central” dentro del esquema de cuantizacién.
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Definicién: diremos que un campo de vectores invariante por la derecha X% es gauge si
igr® =0, (3.6)

es decir, si el invariante Noether correspondiente es nulo. Esta definicién es consistente con la dada
dentro de otros esquemas (por ejemplo, en [19]) y, en cierto modo, la generaliza. A la subélgebra
generada por todos los campos de vectores gauge la denotaremos por N y la denominaremos subdlgebra
de gauge (véase [20]).

Teniendo en cuenta la propiedad general £ XRHL = 0 en (2.5) y utilizando la expresién (2.11), la
ecuacién (3.6) implica que i ¢zd® = 0. Esto tltimo enlaza con la descripcién usual de simetrias gauge
como aquellas generadas por campos de vectores en el nicleo de la forma presimpléctica (véase, por
ejemplo [21] y referencias alli citadas).

Proposicién: Sea N el subespacio generado por los campos de vectores gauge. Entonces N es un
ideal de G.

En efecto, basta con hacer uso de la propiedad (2.12) y la propia definicién de campo de gauge.

Nétese que un campo gauge X7 verifica que igr® = 0 = i3rdO y, por lo tanto, forma parte
del moédulo caracteristico generado por Gg = {X]L , j € I}. Por consiguiente, un campo de gauge
(derecho) debe poder escribirse, en general, como una combinacién lineal de campos en la subdlgebra
caracteristica (izquierdos); més explicitamente:

XE=>"fixXF, vXEeN, (3.7)
Jel
donde las funciones fJ no son del todo arbitrarias [deben definir representaciones de Gg].

Continuemos con la descripcién del formalismo de CSG y denotemos por B(G) el conjunto de
T-funciones complejas sobre G en el sentido de teorfa de fibrados principales (2.19):

donde Dr es la representacién natural (no trivial) de 7" en los nimeros complejos C' [la expresién
infinitesimal de (3.8) es X ?1# = 1) para el caso de Dr fiel]. La representacién de G en B(G) generada

por los campos derechos G = {X} se denomina Cuantizacién de Bohr y resulta ser reducible. La
reduccién puede lograrse imponiendo restricciones dadas por una polarizacion completa P:

Xy, =0, vXl ePp, (3.9)

la cual es una subdlgebra izquierda, maximal y horizontal de GX que contiene al médulo carac-
teristico Gg; en otras palabras, P estaria formada por aquellos campos correspondientes a variables no
simplécticas (de tipo tiempo, rotaciones, gauges, etc) y a la mitad de las simplécticas (“posiciones”,
“momentos”, o bien combinaciones). Debemos advertir que la existencia de una polarizacién com-
pleta, conteniendo a toda el dlgebra Gg, no estd en general garantizada (sélo lo estd para grupos
semisimples y solubles [22]). En caso de que se dé una averfa tal, denominada anomalia® [23] [o debido
simplemente a una eleccién particular de espacio de representacién], recurriremos a las polarizaciones
de orden superior [23, 24, 25] —entramos aqui en el campo de los operadores pseudodiferenciales. Una
polarizacién de orden superior P79 es una subélgebra [en sentido débil] maximal y horizontal del
4lgebra envolvente izquierda UGY. En el lgebra envolvente entendemos por “horizontal”: que no
intersecta con la subdlgebra abeliana 7 = u(1) ni con sus potencias. El decir “maximal” implica que
PHO contiene el maximo nimero de condiciones compatibles con la condicién de equivariancia (3.8).

2~ . , . . . . . , , . .
anadiremos a ésta el calificativo de “algebraica” para distinguirla del concepto de anomalia “topolégica” que intro-
duciremos més tarde
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Tendremos ocasién de tratar con ejemplos anémalos que necesitan de estas técnicas de cuantizacion
y veremos con mas detalle como el concepto de anomalia adquiere un significado mas amplio que la
simple idea de obstruccion a la cuantizacién. Preferimos dejar para depués (seccién 3.1.3) este asunto
con el &nimno de no romper la continuidad de la exposicién de la CSG.

La definicién de polarizacion de orden superior es quizds poco operativa ya que, por si misma, no
ofrece guias para buscar subagebras de polarizacién dentro del “vasto y salvaje territorio” del dlgebra
envolvente. No obstante, en muchos casos de interés, el procedimiento para construir ésta consiste en
partir de los elementos del dlgebra caracteristica que son probleméticos (que no caben en la polarizacién
no completa de primer orden) e ir anadiendo potencias de otros generadores hasta conseguir cerrar.
Este proceso puede tener fin (en muchos casos basta con llegar hasta potencias cuadréticas [23, 26, 27])
o no parar nunca [28] aunque, para este ultimo caso, la serie suele ser sumable. Otros candidatos a
formar parte de una P79 son ciertos ideales horizontales del algebra envolvente que se comportan
como dlgebras de gauge de orden superior en el sentido de que dan el mismo resultado si se imponen por
la izquierda que por la derecha [27]. Por tltimo, siempre podremos echar mano de los Casimires como
un recurso mas [29]. La técnica de polarizaciones de orden superior mas la “intuicién fisica” también
resulta ser un método operativo de obtener ecuaciones de onda, de cualquier orden, invariantes bajo
un cierto grupo de simetria [30].

Una vez conseguida la reduccién por medio de una polarizacién, el grupo G queda representado
irreduciblemente sobre el espacio H(G) = {|1)} de funciones de onda polarizadas y sobre su dual

H*(G) = {()|}. Si denotamos por
Up(9) = (Gpl) . ¥'5(9) = (¥1gp) (3.10)

las coordenadas del “ket” [¢) y del “bra” (1| en una representacién definida a través de una polarizacién
P (de primer orden o mayor), entonces, podemos definir de manera natural un producto escalar en
H(G) de la siguiente forma:

(W' ) = /G 1@, (3)1(3), (3.11)

donde
u(§) = gL TG pgL, (3.12)

es el volumen de integracién invariante izquierdo en G y

1= [ @)@l (313)

representa formalmente una relacion de cierre. Una comprobacién directa prueba que, con este pro-
ducto escalar, el grupo G se representa unitariamente por medio de la accién izquierda finita (p denota
la representacion)

(Gplo(F)10) = p(d ' % 9) . (3.14)
La accién adjunta se define estonces como
WM (G)N) = Wlp(@)e")*, es decir (Gplp"(§)) = 1p(F * ) - (3.15)

Podemos relacionar las coordenadas de [¢) en dos representaciones dadas, correspondientes a dos
polarizaciones diferentes Py y Po, como sigue:

Un (@) = G 0) = [ 1) G054 G0 = [ 10N B350 @) (316)

donde A,,,,(g, ') es un operador de cambio de polarizacion [ejemplos particulares son la transformada
de Fourrier, la transformada de Bargmann, etc]. Podemos dar una expresién explicita de Apips
haciendo uso de una base {|n)}, .; (I es un conjunto de indices) de H(G), de esta forma:

Aplpz (?]a g ) gpl |gp2 Z ¢p1 n Tzz)pz, ( ) (3'17)

nel
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donde ¥, n(g) = (gp,|n) son las coordenadas de |n) en una polarizacién P;.

3.1.1 Ligaduras en la CSG

Hasta ahora nos hemos centrado en un grupo de estructura 7T central y maés particularmente en
T = U(1). La posibilidad de un grupo de estructura no uniparamétrico y no central también puede
contemplarse y, de hecho, constituye la base de la Cuantizacion Algebraica Sobre Grupos (CASG) que
es una generalizacién de la CSG para tratar grupos no simplemente conexos y grupos que contienen
simetrias discretas (casos que trataremos en la seccién 3.2). Este procedimiento de agrandar el sub-
grupo de estructura resulta ser la manera mas natural de incorporar consistentemente las ligaduras
dentro del formalismo de CSG , es decir, por medio de condiciones de T-funcién (3.8), que podemos
escribir ahora como:

pDl) = DS D)), TeT (3.18)
o infinitesimalmente como3: )
Xy = aDF (D)) | (3.19)

donde Déf) simboliza una representacién particular (con parametro €) de T' contenida en p y dDéf) su

diferencial. El indice € parametriza las diferentes representaciones de T que se dan en p. En general
habra representaciones de T' que no estén en p, pero la imposiciéon de ligaduras serd consistente sélo
para aquellas representaciones de 7' que estén en p*.

Denotemos por H(9)(G) al subespacio de T-funciones (3.18) de H(G), donde el indice € parametriza
las cuantizaciones no equivalentes de la teoria ligada. Es claro que, para un subgrupo de estructura
T no central, no todos los operadores X é?/ preservaran las ligaduras, es decir, no todos dejeran estable

el subespacio ’H(E)(é). Una condicién suficiente para que una subdlgebra Gr preserve dichas ligaduras
es [31]:
(Gr, T| € KerdD{?. (3.20)

La subélgebra Gr forma parte del denominado conjunto de operadores buenos [13] definido precisamente
como aquellos operadores que respetan las ligaduras y, por tanto, dejan estable el subespacio ’H(E)(é).
El resto de operadores seran calificados como malos aunque, en ciertos casos, algunos de éstos pueden
“regularizar su situaciéon” en tanto en cuanto actian como operadores de cambio de cuantizacion
pasando de un H(9(G) a otro H(€)(G) y, por consiguiente, actuando en la unién U, H9(G). A este
tipo de operadores los denominaremos, por brevedad, operadores requlares.

Llegados a este punto, es el momento de poner de manifiesto otro tipo de obstrucciones que
aparecen en el proceso de imposicién de ligaduras y que hacen referencia a la tradicional distincién
entre: ligaduras de primera y sequnda clase. Todo lo dicho hasta ahora es rigurosamente cierto siempre
que T factorize como T = (T/Ty) x Ty, donde T = T/Tyy denota el subgrupo de ligaduras propiamente
dicho; diremos que este caso se corresponde con ligaduras de primera clase. Sin embargo, tambien
puede darse la situacién de que T’ sea una extensién central no trivial de T por Ty, es decir, de
que existan parejas candnico conjugadas de generadores (de tipo “coordenada-momento”) cuya accién
no pueda ser fijada a la vez por el principio de incertidumbre. En tal caso bastard con imponer
como ligadura sélo un subgrupo de polarizacién T, C T el cual, para teorias con un vacio, debera
encontrarse entre los campos de la polarizaciéon dual P* (derecha) de P (siempre que no queramos
tratar con funciones de onda “distribucionales”); diremos que este segundo caso se corresponde con
ligaduras de segunda clase. En definitiva, para ligaduras de segunda clase bastara con sustituir las
condiciones de T-funcién (3.18) por las de Tp-funcién, con Tg = T}, x U(1). Los operadores buenos
deben preservar, no sélo la condicion de Tg-funcion elegida sino, todas y cada una de las posibles

3recordemos que seguimos tratando con grupos simplemente conexos
4 . . . . . .
si se trata de fijar el valor de un cierto operador, debemos partir, claro estd, de un espacio que lo contenga dentro
de su espectro
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elecciones de T, dentro de T' [de otra forma, no seria 1" quien dictase cudl es la teoria constreniida sino
Tg]. En la siguiente seccién veremos que la situacién puede cambiar cuando se trata con espacios no
simplemente conexos y T'/Tj es finito.

Al igual que sucede con la subalgebra de polarizacién, también las ligaduras pueden extenderse a
ligaduras de orden superior [no necesariamente de primer orden como en (3.19)]; es decir, en general,
las ligaduras constituyen una subélgebra del dlgebra envolvente derecha UGE. Un ejemplo ilustrativo
de este caso tiene lugar cuando se seleccionan representaciones etiquetadas por un valor € de algin
operador de Casimir C correspondiente a un subgrupo G¢ de G. Tendremos ocasién de ver este caso
en relacién con la radiacién del vacio en una teoria cudntica de campos invariante conforme (véase
Capitulo (9)). Tanto en estos casos, como en ligaduras de primer orden, los operadores buenos hay
que buscarlos, en general, en el dlgebra envolvente derecha UG con la condicién de que conmuten
(en sentido débil) con la ligadura.

El procedimiento que hemos seguido para introducir las ligaduras hace referencia al método general
de “primero cuantizar y después constrenir” frente al de “primero constrefir y luego cuantizar”,
entendiendo por esta segunda opcién el “cuantizar el conjunto de operadores buenos”. Existen casos
en los que los dos procedimientos no conmutan, es mas, hasta donde yo conozco, la primera forma de
proceder parece constituir una forma refinada de la segunda. Es de suponer que seria mas correcto
cuantizar y contrenir al mismo tiempo, si bien esta forma de proceder estd todavia por perfilar.

3.1.2 Invariantes Noether y Teoria Clasica.

Usualmente se dice que la Teoria Clasica es el “limite A — 0” de la Teoria Cuéantica, aunque esta
afirmacién no puede ser tomada al pie de la letra. En la CSG, la versén clésica (si es que existe)
correspondiente a un sistema cudntico definido por un grupo de cuantizacién G puede conseguirse sin
mas que sustituir el subgrupo de invariancia de fase Ty = U(1) por su versién local Ty = R. En efecto,
llamemos G al grupo obtenido de G haciendo esta sustitucién, cuya ley de grupo queda como:

g=(g"")Y=(g *g,7” +r+€(,9), geG, reRN (3.21)

Noétese que el argumento que dabamos para introducir la constante de Planck en el cociclo ya no tiene
sentido, es decir, la Teorfa Cldsica no necesita de esta constante. Ahora, la condicién de R-funcién
sobre funciones I' definidas sobre G es:

L(r«g)=T(9) = T(g,r) =S(g)+r, reR. (3.22)

Para dar un significado a las nuevas “funciones de onda” I', no tenemos mas que darnos cuenta de
que si escribimos ¢ = SR [recuérdese la aproximacion semiclasica], entonces la condicién de U(1)-
funcién (3.8) para 1 se convierte en una condicién de R-funcién para I'. Todo apunta a que S sea la
funcion principal de Hamilton y, en efecto, se puede comprobar que las ecuaciones de polarizacion para
I" conducen precisamente a la ecuacién de Hamilton-Jacobi para S. Fisicamente podriamos decir que
esta “descompactificacién” U(1) — R (que es equivalente a quedarse en una carta local ¢ = —ilog( ~ r
de U(1)) destruye la prescipcién cuantica y da paso a la clasica. La 1-forma de cuantizacién (3.4)
coincide ahora rigurosamente con la forma de Poincaré-Cartan, debido a que el término sobrante dr
(versién local de i¢d() es ahora una diferencial exacta [la diferencia estd en que H'(R,R) = 0 mientras
que H'(S',R) = Z]. La definicién de invariante Noether permanece, no obstante, inalterada. Para
dichos invariantes puede introducirse de manera natural un corchete de Poisson definido como:

{Fy. Fy} = i{%)@] G (3.23)

El cociente por las ecuaciones generalizadas de movimiento definidas por los campos de vectores en
la subdlgebra caracteristica (campos correspondientes a variables no simplécticas o no dindmicas)
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produce una reduccion de la variedad original correspondiente a todos los invariantes Noether de
manera que, ahora, algunos de estos invariantes Noether no bésicos (precisamente los correspondientes
a las variables no simplécticas) se escriben en funcién de los bésicos (los correspondientes a variables
simplécticas). Llamaremos variedad clésica a esta variedad reducida y anadiremos el calificativo de
“clasico” a este proceso de reduccién, por contraposicion al proceso de reduccién “cuantico”, el cual
no tiene por qué venir unido al anterior; de hecho, ambos procesos de reduccién no son paralelos si
existe una anomalia algebraica.

3.1.3 Anomalias algebraicas. Grados de libertad extra

El concepto de anomalia algebraica es méas amplio que la simple idea de obstruccion a la cuantizacion,
compartiendo con la definicién estdndar [32] la aparicién de términos centrales extra en conmutadores
cudnticos que no se encontraban en sus homdlogos clésicos (corchetes de Poisson). Ejemplos bien
conocidos de estos términos centrales son los términos de Schwinger que aparecen en las algebras
cuénticas de corrientes

térm. de Schwinger

[10@), @), = ~CaJi@sF — ) + SHo0@E -7+ ..., T={a° =cte}, (3.24)

cuando éstas corrientes se expresan en términos de los operadores basicos correspondientes a materia
fermidnica, o los términos centrales del dlgebra de Virasoro

térm. central

~ ~ d o
[Lin, Lp) = (m — n)L(m+n) + E(n?’ —n)dmnl (3.25)

que aparecen cuando los generadores de la simetria conforme en la cuerda bosénica se expresan en
funcién de los operadores bésicos correspondientes a los modos normales de ésta.

Tanto las situaciones anémalas como los teoremas no-go [11] han sido obstdculos, casi siempre
insalvables, para la cuantizacién convencional debido quizas al procedimiento de “cuantizar sistemas
clasicos” y no “describir sistemas cuanticos”. Esta perpectiva limita el nimero de sistemas cudnticos
”admisibles” y es necesario abrir una brecha en este sentido (véase Capitulo 6).

Todos estos ejemplos comparten una base comun: si partiésemos de la situacién més general
posible para un algebra de simetrias, permitiendo todo tipo de “deformaciones” (extensiones centrales
y deformaciones inducidas) con pardmetros 7;, y aborddsemos su cuantizacién, llegarfamos a que,
mientras la reduccion cldsica ocurre para lo que llamaremos “valores clésicos de la anomalia” (digamos
v; = 0), la reduccidn cudntica® se da para otros valores diferentes (de ahf la denominacién de anémalos)
los cuales llamaremos “valores cuanticos de la anomalia”. Dicha reduccién cuéntica se lleva a cabo
por la imposicién de una polarizacién de orden superior, la cual existe precisamente sélo para dichos
valores cuanticos de la anomalia. Fuera de éstos valores la reduccién no es posible y el sistema exibe
nuevos grados de libertad ademas de los esperados ingenuamente por la Teoria Clésica (véase Capitulo

6).

3.2 Cuantizacion algebraica. Aspectos globales de la teoria cuantica

Todo lo dicho hasta ahora es aplicable a grupos de cuantizaciéon simplemente conexos que describen
teorias cuanticas definidas sobre espacios de fases o de configuracién simplemente conexos, algo usual
en la Mecéanica Cuantica tradicional. No obstante, en los tltimos anos se ha puesto de relieve que
los efectos cudnticos més sorprendentes parecen estar relacionados con espacios de configuracion @ (y,

Sentendiendo ahora la reduccién que conlleva la expresién de los operadores cudnticos no bésicos (correspondientes a
variables no simplécticas) en funcién de los bésicos (resp. simplécticos)
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mas generalmente, espacios de fases) multiplemente conexos o no conexos, es decir, con un caracter
no trivial del correspondiente grupo fundamental (o grupo de homotopia) II;(Q). Ejemplos de tales
espacios los encontramos por ejemplo en:

e Teorias de Yang-Mills, donde los efectos cudnticos topolégicos, debidos a la existencia de un
conjunto infinito (numerable) de G-fibrados principales (G denota un grupo de gauge simple y
no abeliano) con conexién de Yang-Mills A definida sobre S* [compactificacién por un punto de
R4 debido a condiciones de contorno|, se manifiestan a través del fenémeno de instantones y de
sus Y-estados asociados (vacios degenerados). Estos J-estados también pueden verse como los
analogos cuanticos de las configuraciones de campo independientes del tiempo, de energia nula y
homotépicamente no equivalentes, es decir, potenciales A € Q = C*(S3, Q) puro gauge definidos
sobre S3 y no homotépicos; dichas configuraciones vienen etiquetadas por representaciones de
I1;(Q) o, mejor dicho, por elementos de Hom(IT;(Q),U(1)) (indices ¥).

e Modelos o no lineales, donde los campos ¢ € Q = C*°(3,G/H) (X denota una superficie espacial)
caen en distintas clases de homotopia. Un ejemplo es el modelo de Heisemberg de espines en
materia condensada.

e La propia Gravedad Cudntica, vista como una teoria gauge, donde
Q = RiemX/Diff(Z, F) ~ C=(%,GLT(3,R)/SO(3))/Diff (%, F) (3.26)
(F denota el espacio tangente de sistemas de referencia en un punto de X).

e Fstadisticas exdticas y anyones en el plano, donde el espacio de configuracién @Q es el de n
particulas idénticas obtenido a partir de R?" quitando los puntos donde puedan superponerse las
particulas. El grupo de homotopia II; (@) se corresponde con el grupo de trenzas, que sustituye
al grupo simétrico S,, para d = 2).

e O ejemplos mas “palpables” como un anillo superconductor o el efecto Hall cudntico entero y
fraccionario donde, tanto la disposiciéon experimental como los aparatos de medida o las propias
condiciones de contorno, cambian la topologia del sistema de manera no trivial dando lugar a
cuantizaciones de tipo topoldgico (tendremos ocasién de ver en detalle este tltimo caso).

e Moléculas poliatémicas, cuyo espacio de configuracién es @@ = SO(3)/K donde K denota el grupo
de simetria (discreto) de la molécula, etc.

Para nosotros, tanto el espacio de configuracién @ como el espacio fasico F' (o mejor dicho, sus
correspondientes recubridores universales Q y F) estaran embebidos en una estructura més grande
definida a través de un grupo de quantizacién G, visto éste como un fibrado principal con grupo
estructural 7', el cual contiene al primer grupo de homotopia del espacio fésico junto con U(1). Si F’
es el cotangente T*(Q) de un espacio de configuracién () multiplemente conexo, entonces II; (F) =
II,(Q) = T y las cuantizaciones no equivalentes vendréan dadas por las distintas representaciones
del grupo de ligaduras T = T x U(1) (las cuales resultan ser de primera clase para este caso), més
precisamente, por los elementos de Hom (T, U(1)) (“0-sectores” [33, 31]). Pero también pueden darse
situaciones en las cuales F' no sea el cotangente de ningin @), como es el caso del toro o la esfera
vistas como variedades simplécticas; en tal caso se tiene que, en general, T # T x U (1) ya que existen
parejas de elementos que dan U(1) al conmutar. En este tltimo caso T es una extensién central
de T por U(1) y las ligaduras resultan ser de segunda clase. No obstante, en estos casos siempre
podremos imponer todo 7' como ligadura (sin recurrir a un subgrupo de polarizacién T),) debido a su
caracter discreto (veremos un ejemplo de este tipo en conexién con la aparicién de nimeros cudnticos
topoldgicos fraccionarios en el Efecto Hall Cuéntico).
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Todo lo dicho se aplica también a la obtencién de representaciones unitarias de un grupo G no sim-
plemente conexo. El formalismo de CASG ataca este problema buscando extensiones (o pseudoexten-
siones) G del recubridor universal G por U(1); el grupo de estructura se elige como T' = IT; (G) x U(1).
Este es el caso, por ejemplo, de G = SO(3) cuyo grupo de cuantizacién es G = SU(2)@U (1) con grupo
de estructura T' = Zy x U(1).

La inclusién de simetrias discretas en el formalismo de CSG (no ya sélo de origen homotépico sino
también del tipo: paridad, inversién temporal, conjugacién de carga, etc) nos obliga a traducir algunos
de los conceptos geométricos introducidos en la seccidon anterior a sus homélogos algebraicos:

1. El primero hace referencia al grupo caracteris tico G, como version finita de la subdalgebra carac-
teristica Gg. Para dar una caracterizacién algebraica de G, podemos notar que Gg podria haber
sido definida como la subalgebra horizontal y maximal de G¥ tal que [Go, X*(G)] es horizontal.
En efecto, haciendo uso de las ecuaciones de Maurer-Cartan (2.9) se tiene que

dO(X,Y) = —O([X,Y]) (3.27)

de forma que O([X,Y]) = 0VX € Go, Y € XX(G), ya que ixd® = 0 = ixO. La condicién de
horizontalidad puede sustituirse por su homologa finita:

G, G| NTy =14, GeNU(1) =1g, (3.28)

1 1

es el conmutador en el grupo.

donde [§,d|=g*d *g ' xg~

2. El siguiente es el subgrupo de polarizacion completa G,, que definiremos como aquel que es
maximal, horizontal y contiene a G, o sea:

G.CG,, G,NU1)=1g. (3.29)

La polarizacién finita se impone como (g * G,) = 9(g). Las polarizaciones de orden superior
podrian imponerse de forma finita como transformaciones integrales con un cierto nicleo integral
determinado pero, en esta memoria, no vamos a tener ocasion de tratar esta cuestion.

3. Por dltimo, el grupo de gauge N de G es el subgrupo normal, horizontal y maximal de G. Es
claro que N C G..

Puede probarse facilmente el reciproco de la proposicién de la seccién anterior, referente a la equiva-
lencia entre ideales horizontales y subdlgebras de gauge, ahora que tenemos una caracterizacion finita
de N.

Proposicién: Sea H un subgrupo conexo, normal y horizontal de un grupo de cuantizacién G, y
sean Xf los campos de vectores derechos que generan H. Entonces:

z'@@:o. (3.30)

En efecto, considérese cualquier funcién ¢ : G — C tal que Y(gxh)=1(g), Vg € G, heH (“¢) estd
polarizada”). Entonces, debido a que H es normal, se tiene que ¥(h* ) = (p(h~1)¥)(g) = ¥ (g). Este
hecho requiere que, para cualquier § € G, cualquier campo derecho X, R que genere la accién izquierda
de H pueda ser expresado como una combinacién lineal de los campos izquierdos que generan la accién
derecha de H, y al revés. Por lo tanto, ya que H es horizontal, las cargas Noether asociadas con los
campos de vectores tangentes a H y a la 1-forma de cuantizacién (izquierda) © son cero.

También pueden darse otras caracterizaciones de “operador bueno” en el grupo, bien haciendo
referencia al subgrupo de polarizacion:

Ad(G)(IT,G%]) C G, (3.31)
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)

o bien como el grupo pequeno de la representacion Déf de T, es decir, el subgrupo CNJE,C que lleva la

(¢) .91)

representacion D’ a una equivalente Dg,f bajo la accién adjunta:

DY) () = D\ (Gr + % g7') ~ DSO(F), VEE T, Vor € Gl . (3.32)

Esta ultima caracterizaciéon generaliza a la versién finita de (3.20) y coincide con ella para represen-
taciones de dimensién uno, de modo que G C G'.. Nétese que (3.31) no hace referencia a Déf) ,
mientras que (3.20) y (3.32) si lo hacen. A priori, es dificil decir si G}, C Gy C G/, aunque para los
casos que se estudian en esta memoria es asi , con la salvedad de que la caracterizacién (3.20) puede
extenderse de manera directa al dlgebra envolvente, mientras que las otras dos no, extendiendo asi el

concepto de operador bueno en el grupo.

3.2.1 Anomalias topoldgicas. Violacion del Teorema de Ehrenfest

La existencia de un grupo de homotopia no trivial (o, equivalentemente, el cardcter multiplemente
conexo) de una variedad M estd relacionada con la existencia de cohomologia de Rham H'(M,R) #
0. Para estas variedades existen funciones que no estan globalmente definidas, aunque si lo estén
localmente. Mientras que una teoria eminentemente local como es la M. Clasica —formulada como un
problema de valores iniciales— no es sensible a la homotopia (digamos que las particulas cldsicas son
“miopes” y no distinguen entre M y su recubridor universal M), una teorfa eminentemente global como
es la M. Cuéntica es perceptiva a estas “sutilezas” de origen topoldgico (digamos que el cardcter no local
de la funcién de onda implica que los objetos cudnticos sean conscientes en cada instante de la forma que
tiene el “universo” donde viven [34]). En efecto, cuando se aborda la cuantizacién del correspondiente
sistema clasico por el procedimiento de asignar a cada funcién clésica A un operador cuantico A, estas
diferencias se manifiestan a través de lo que se ha dado en llamar anomalias topolégicas [35] y que
hacen referencia a la violacion del Teorema de Ehrenfest por la aparicién de términos indeseables o no

esperados (anémalos):

i(fb = 1([1@', AD + términos anémalos (3.33)
dt h

precisamente para aquellos operadores A correspondientes a funciones cldsicas A no globalmente
definidas. Estos problemas se achacan a que A no preserva el dominio de definicién del hamiltoniano
H , interpretdndose ésto como una falta de hermiticidad para A.

Desde nuestro punto de vista, estas averias son interpretables en términos de operadores malos
para una teoria cudntica definida por un grupo de cuantizacién G(M ,T) donde T incorpora el grupo
fundamental de M. En efecto, las técnicas de CASG aplicadas a este tipo de sistemas distinguen los
operadores cuanticos A, correspondientes a coordenadas locales, como operadores malos, es decir, op-
eradores que no respetan la condiciéon de T-funcién y que, por consiguiente, no dejan estable el espacio
de Hilbert constregnido (muchas veces este operador malo resulta ser regular y puede reinsertarse en
la teorfa, véase ejemplo la seccién 3.3). Para un formalismo eminentemente cuéntico como es CASG,
estos hechos no merecerian ser llamados “anémalos” por no esperados o no deseables (algo més propio
de formalismos de cuantizacién con un marcado tinte cldsico).

Para terminar con este apartado, me gustaria comentar otro tipo de fenémenos relacionados con
la homotopia y que hacen referencia a un tipo de “creacién de cohomologia” a partir de pseudoco-
homologia, esta vez no debidos a procesos de contraccién [15] sino, debidos a la no trivialidad de
H(M,R) (cohomologia de Rham). En efecto, ciertos cobordes correspondientes a funciones locales
sobre M, que estdn globalmente definidos en el recubridor universal M y que, por consiguiente, no
afectarian la dindmica tanto clasica como cudntica de la teoria no constrenida, resultan dar lugar a
cambios no triviales de la 1-forma de cuantizacién (~ accién) correspondiente a la teoria constrenida
por la aparicién de diferenciales cerradas pero no exactas (no totales) alterando asi la Teoria Cuéntica.
Este hecho estd en intima relacién con el fenémeno de los “J-sectores” en teoria cudntica de campos
(tendremos ocasién de volver sobre ello en la seccién 3.3).
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3.2.2 Ligaduras y simetrias gauge

Tradicionalmente, la existencia de simetrias de tipo gauge en una teoria clasica definida a través de
una acciéon S lleva consigo la necesidad de introducir ligaduras en la dindmica Hamiltoniana corre-
spondiente. Esto es, digamoslo asi , debido a que la teoria no es capaz de determinar el futuro a partir
del presente, en el sentido de que existen varias trayectorias posibles para unas condiciones iniciales
dadas [dos “campos” relacionados por una transformacién de gauge podrian coincidir en un cierto
instante de tiempo (también sus derivadas) y evolucionar de forma independiente]. Para remediar este
mal normalmente se opta por fijar un gauge, lo cual significa quedarse con aquellas soluciones que
cumplen una determinada condicién compatible con la dindmica. Esta averia afecta directamente al
paso del formalismo Lagrangiano al Hamiltoniano (y por consiguiente a la cuantizacién canénica del
correspondiente sistema cudntico) debido fundamentalmente a la falta de regularidad del Lagrangiano,
es decir, debido a que existen coordenadas cuyo momento candnico conjugado es cero. Para solven-
tar este problema, y con vistas a recuperar la cuantizacién candnica para estos sistemas, Dirac ided
una forma de establecer un formalismo hamiltoniano con ligaduras que reprodujese la teoria original.
Bésicamente este formalismo consiste en partir de un Lagrangiano regular (con mayor o menor relacién
con el original) y construir a partir de él un hamiltoniano que reproduzca, al menos parcialmente, las
ecuaciones de movimiento originales; el resto se ponen como condiciones de ligadura. Desde este punto
de vista, la simetria gauge es anterior a (motiva) las ligaduras.

Para nuetro método de cuantizacién, las simetrias gauges resultan ser meros “espectadores” en el
sentido de que, debido a que forman parte del mdédulo caracteristico, el formalismo de cuantizacién ya
ha tomado cociente por ellas, cociente que se traduce en una representacién trivial para los correspon-
dientes campos derechos (por ser gauge). Es decir, si decidiéramos imponer los generadores de gauge
como ligadura, nos encontrariamos con que jésta se satisface trivialmente!. ;Cudl es entonces, si es que
existe, la conexién entre ligaduras y simetrias gauge dentro de la CSG?. La respuesta estd contenida,
en su mayor parte, en la caracterizacién (3.20) de operador bueno y la definicién de subgrupo de gauge
como subgrupo normal y horizontal. En efecto, el conjunto (grupo) de operadores buenos Gr juega
el papel de normalizador de la ligadura T', mejor dicho, de T'/Tp, ya que T nunca esta en el KerDéf).
Desde esta perspectiva, el subgrupo 7" = T /Ty es normal y horizontal dentro de Gr (que ahora define
la teorfa constrenida) y, por consiguiente, pasa a ser un subgrupo de gauge del sistema fisico resultante.
Hay que hacer una puntualizacién en el caso en que T sea una extensién central (no producto directo
TxU (1)); como sabemos, en este caso no podemos aspirar a imponer mas que un subgrupo T5. Esta
situacién se
corresponderia con una teoria gauge andmala [no se confunda este tipo de anomalia con la anomalia al-
gebraica definida anteriormente, la cual hace referencia a una verdadera obstruccion a la cuantizacion,
aunque comparta con ésta la aparicién de términos centrales “no deseables” en los conmutadores].
Cuando T sea una extensién central de un grupo discreto por U(1), llamaremos a todo T' grupo de
gauge anomalo.

Desde nuestra perspectiva pues, la simetria gauge es posterior a la ligadura. Es mds, hay razones
para pensar que la totalidad de las teorias gauge puedan obtenerse como teorias ligadas de otras mas
fundamentales, digamos, “libres”. Esta idea esta siendo desarrollada y en nuestro punto de mira estd
el abordar la Cuantizacién de la Gravedad (!); aunque, por lo pronto nos conformaremos con atacar
las teorias de Yang-Mills, cosa que haremos en el dltimo capitulo.

3.3 Ejemplo: particula libre no relativista sobre la circunferencia

Para concretar algunas de las cuestiones tratadas en términos generales en las secciones precedentes,
vamos a estudiar el ejemplo simple de la particula libre Galileana sobre la circunferencia @ = S'. Su
utilidad es manifiesta tanto como modelo simplificado de anillos superconductores en Estado Sélido,
como reflejo finitodimensional del fenémeno de 1J-sectores en teoria cuantica de campos. Para abordar
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la cuantizacién de este sistema partiremos del grupo de Galileo extendido é(m) en una dimension,

cuya ley de grupo es:

" = '+t
/
2 = x'—i—x—l—gt
m
"= p4p (3.34)
i , / p12
¢ o= et e gy =ap+ (B Py,
m 2m

tomando como grupo estructural T = II;(S') x U(1) = Z x U(1), donde T = Z es el subgrupo de
traslaciones discretas en la coordenada z por una cantidad fija L (nétese que estamos tratando con
ligaduras de primera clase). Los campos de vectores izquierdos y derechos se escriben:

oL _ 0 9 . ,;,P2r9 KR_ 20
Xe =9t mos TigmCac Xt =5
Low o, XSk L, (3.35)
¢ ~ :
)pr @I:‘ %1‘%8— Xp :a—p—i-ﬁ%-i-Z%Ca—c
Xp=X'= Ca_g )
y los conmutadores (izquierdos) son:
(XE X = 0 (3.36)
- 1 -
XL xL] = _L %L
[ t p} m x
oL L 35
X&) = 5K
oL
{XC ,todo} = 0.
La 1-forma de cuantizaciéon y el médulo caracteristico son:
p? d
© = —xdp-— —dt + —E_ (3.37)
Go = <Xf>.
Existen dos subdlgebras de polarizacién
SLo - ih
P=< XE XL> y PHO =< XL — 21 XIXE XE > (3.38)
m

la primera (de primer orden y completa) que conduce a la representacién en el espacio de momentos

WGt 2, p) = CeiBmte(p) (3.39)

y la segunda (de orden superior) que conduce a la representacién en el espacio de posiciones

2z FLt v2

U(Ct,2,p) = Ce " meam g (z). (3.40)

La condicién de T-funcién (3.18) aplicada a estas funciones de onda se traduce en:

YC b + kL, p) = enPRlei R Ly )¢ 1z, p), (3.41)
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donde Déf)(ek,g) = Ce%EkL es una representacion de T' = Z x U(1) = {eg,(}, k € Z con pardmetro
e €0, @) (la primera zona de Brillouin en la nomenclatura de Estado Sélido). Esta condicién implica

que
8Ip) = Y axd(p — e~ k) (342)

keZ

para funciones (3.39) [dicho de otra forma, las funciones de onda sélo tienen soporte en los valores
p5, = €+ Z2k], o bien
¢z + L) = en* L) () (3.43)

para funciones (3.40), condicién esta tltima que indica simplemente que las funciones ¢’ © son cuasiperiddicas
en la coordenada x. Para este ultimo caso puede darse una base de funciones:

(¢t pn = ?n) — (e T (HEE L (2 ) (3.44)

que generan el espacio de Hilbert constrenido ’H(E)(é(m)). La accién de los operadores fisicos: energia

E= ih X[, momento P= —ih X (y posicién X = —ih)?f) sobre dichas funciones es:

1 2mh

ah€)  — 2070 N 2,(€)
Egl) = s—(e+ )l (3.45)
Pyl = (e+?n)¢£§>

(X0 = au))

donde hemos puesto entre paréntesis la accién del operador de posicién X por no preservar éste el
espacio de Hilbert () (G(m)), es decir, por no respetar la condicién (3.41) y, por consiguiente, tratarse

de un operador malo [0 de otra forma, mientras que ¢7(f) es cuasiperiddica, m/)ﬁf) no lo es]. Este hecho
se interpreta como una anomalia topolégica cuando se comprueba que la evolucién en el tiempo del
valor medio de X en un estado arbitrario de 7—[(6)(G(m)), de acuerdo con el Teorema de Ehrenfest,

introduce términos extra como en (3.33). Uno puede comprobar que, aunque X = ihf(f no sea

o ;2m ) % [ .
bueno, un “boost” finito ¥ = 'L kX con pardmetro py, = @kz, k € Z si resulta ser bueno. Boosts

finitos con pardmetro p = ¥ € [0, @) resultan ser operadores regulares que pasan de H(e)(é(m)) a
H(€+’9)(é(m)) y, por consiguiente, actian en la union (J, H(E)(é(m)); el operador X actuarfa como
generador infinitesimal de los cambios de representacién [el operador momento 15, aunque es bueno
(y hermitico) en cada uno de estos espacios de Hilbert He(é(m), no es hermitico en la unién de todos
ellos]. sCudl es entonces el observable que mide la posicion de la particula en la circunferencia?; el
candidato para este puesto es precisamente el boost finito #, el cual actua como () = ei%ﬂ”&qb(e)
o, mejor dicho, su parte real cos(%”k:)z ) o imaginaria sin(%”k)z ), ya que 7 es unitario. Nétese que
cualquier operador O(X ) periédico en X serd también un operador bueno ya que se podrd expresar
como combinacién lineal de potencias k-ésimas de 7 (boosts finitos por una cantidad py = @k‘)

En este punto, es interesante mencionar que el conjunto de operadores ]5, iy AT cierra un dlgebra de
Lie que es isomorfa al dlgebra del oscilador arménico no extendido. Los operadores i y #iT actian como
operadores escalera sobre las autofunciones de p (cuyo espectro es equiespaciado pero, al contrario de
lo que ocurre en el oscilador arménico, no esta acotado inferiormente). Este tipo de construccién ha
sido empleada en [36] para estudiar Mecanica Cuéntica sobre la circunferencia, con resultados similares
a los aqui expuestos.

Una forma interesante de interpretar fisicamente el fenémeno de las cuantizaciones no equivalentes
parametrizadas por € es, como un efecto de tipo Aharonov-Bohm [37] mediante la aparicién de poten-
ciales de gauge inducidos [36, 38, 39]. Las diferentes cuantizaciones se pueden realizar en la préctica
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produciendo (externamente al sistema, mediane un solenoide “infinito”) un flujo magnético ® a través
de la circunferencia, de manera tal que la particula no sienta el campo magnético sino sélo el potencial
vector. Bajo estas circunstancias, el efecto del potencial vector es el mismo que el de un boost, dando
lugar a cuantizaciones no equivalentes dependiendo del valor del flujo a través de la circunferencia, de
tal modo que € = e®/c. Una aplicacién fisica interesante es la del anillo superconductor atravesado
por un flujo magnético, en el que, debido al efecto Meissner, el flujo magnético es repelido fuera del
material superconductor de manera que el campo magnético es efectivamente cero en el interior del
material superconductor y sélo el potencial vector es relevante (efecto Aharonov-Bohm). Si el valor
del flujo es® k@, k € Z, donde ®g = he/e* es el cuanto unidad de flujo magnético, no hay corriente
neta en el anillo superconductor, pero para cualquier otro valor del flujo existe una corriente neta que
tiene la forma dada en la Figura 1.

Figura 3.1: Corriente neta en el anillo superconductor frente a ®/®.

Nétese la discontinuidad que aparece para los valores semienteros de ®/®(, donde la corriente no
tiene un signo definido como consecuencia, precisamente, de la doble degeneracién de todos los estados
de energia (incluido el vacio), de manera que estados con velocidades en sentidos contrarios tienen la
misma energia y por tanto no hay costo energético en pasar de uno a otro [este fenémeno nos recuerda
el efecto estroboscdpico y, de hecho, se podria dar una explicacion “semiclasica” de la inversién de
corriente en términos del mismo].

Nétese también que para ¢ = 0 los estados n y —n en (3.45) tienen la misma energia, lo que
significa que todos los autoestados estan doblemente degenerados excepto el vacio, que no lo esta.
Para cualquier otro valor de €, los estados n y —(n—i—QE%) tienen la misma energia, pero —(n—i—QE%)
es un autoestado sélo si 26% € Z, es decir, si eﬁ es un entero o semientero. Esto significa que, en
general, no hay degeneracién en el espectro para ningin valor de € excepto para los valores enteros, en
cuyo caso todos los autoestados excepto el vacio son degenerados, y los semienteros, para los que todos
los estados incluyendo el vacio son degenerados. El fenémeno de vacio degenerado en este modelo tan
simple asemeja el fenomeno de #-vacio en Teorfas de Yang-Mills, hecho que ha sido utilizado en [40]
para ensayar técnicas Monte Carlo, de integrales de camino y de instantones en este “rotor” en el
plano. Veamos que dicha semejanza tiene una raiz mas profunda. Para ello basta con darse cuenta
que el fenémeno de cuantizaciones no equivalentes en la particula libre sobre la circunferencia se puede
reproducir, de forma equivalente, mediante la introduccién de un coborde extra en la ley de grupo
(3.34) con funcién generatriz 6(g) = ex, que modofica el cociclo £(g’, ¢g) en un término adicional ep’t
y la 1-forma de cuantizacién (3.37) en —eZ-dt. Esta modificacién no alterarfa ni la teorfa cuantica no
constrenida (particula libre sobre la recta real) ni su limite clasico. La situacién es diferente cuando la
particula estd en la circunferencia debido a que, ahora, la funcién generatriz ex (o mejor ene” ) ya no es
univaluada (a no ser que € = @kz, k € Z). Como consecuencia, dos cociclos que difieran en un coborde
generado por ex ya no dan lugar a teorias equivalentes sobre la circunferencia si € # @kz, k € Z. Este
proceso de “creacién de cohomologia no trivial” nos recuerda mucho la aparicién de cohomologia bajo

SEn este caso la carga eléctrica efectiva es e* = 2e debido a que los electrones forman parejas de Cooper.
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la contraccion de grupos, como ocurre, por ejemplo, en el grupo de Poincaré, que no tiene cohomologia
pero en el que una clase de cobordes (generados por una funcién lineal en el tiempo) se convierten
en verdaderos coclicos en el limite ¢ — oo (limite que lleva de Poincaré pseudoextendido a Galileo
extendido); la funcién generatriz del coborde no estd definida en este limite [41]. No obstante, el
origen de este fenémeno parece estar relacionado ahora con la “creaciéon de homotopia y cohomologia
de Rham” a partir de la imposicién de ligaduras.

Ahora se ve mas clara la conexién entre el fenémeno de -vacios en teorias de Yang-Mills con el de
cuantizaciones no equivalentes, parametrizadas por €(~ 1), en la circunferencia. En efecto, el cardcter
no trivial del tercer grupo de homotopia II3(G) del grupo de gauge G definido sobre la esfera en 4D
S4 (compactificacién por un punto de R* debido a condiciones de contorno), puede manifestarse de
manera equivalente a través de un término anadido al Lagrangiano:

densidad de Pontryagin P

ho
1672

1 174
L= @trFu F/“/_

tr e F o (3.46)

que no altera las ecuaciones de movimiento clasicas, debido a que es una divergencia total (de una can-
tidad invariante gauge) P = 0,C* (C* se denomina “segunda clase caracteristica de Chern-Simons”

“w )
pero que si altera la teoria cuantica.
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Capitulo 4

CONEXION CON EL FORMALISMO
LAGRANGIANO

La forma estandar de definir un sistema fisico suele ser mediante un Lagrangiano L, mas que por sus
simetrias. Aunque ya se han establecido conexiones entre algunos conceptos de la CSG y definiciones
usuales de los formalismos tradicionales, no estaria de méas profundizar un poco més y adivinar puentes
de unién de manera que haya un entendimiento mutuo entre ambos programas. En esta seccion vamos
a establecer una conexién entre el formalismo Lagrangiano y el de CSG via el formalismo simpléctico;
para esta tarea nos restringiremos a teorias de campos lineales en toda su generalidad. La cuantizacion
de campos lineales no es siempre una tarea trivial. Por ejemplo, la cuantizacién de campos en espacios
curvos no estd todavia completamente entendida [aqui tienen lugar efectos fisicos interesantes como
la “radiacién de Hawking” de un agugero negro|. En cualquier caso, los campos lineales siempre han
tenido un interés intrinseco.

4.1 Grupo de cuantizacién en el espacio de configuracion

Para una teoria lineal existe una estructura natural de grupo abeliano en la variedad de soluciones
clasica; la suma de dos soluciones es solucién!. Veamos la manera de extender este grupo para definir
el correspondiente grupo de cuantizacién.

Consideremos una teoria con campos ¢%, a =1,..., N, y accién

S:/ dv L(¢®, 0,9") . (4.1)
M

Nos restringiremos a variedades espacio-temporales M, con elemento de volumen dv = dP+1z, gobal-
mente hiperbdlicas, es decir, homeomorfas a ¥ x R donde R representa las direcciones tipo tiempo y
¥ es cualquier hipersuperficie (D-dimensional) tipo espacio (hipersuperficie de Cauchy)?. En lo que
sigue, no distinguiremos entre dos Lagrangianos que difieran en una divergencia total.

Denotaremos por I' al conjunto de todos los campos ¢, con independencia de si cumplen o no
las ecuaciones de Euler-Lagrange. De entre ellos distinguiremos aquellos campos que cumplen tales
ecuaciones, a los cuales denominaremos trayectorias cldsicas, denotando por S al conjunto de todas
estas trayectorias.

Como se ha comentado anteriormente, si la teoria (S, I') es lineal, el espacio S es un espacio
vectorial; es decir, si ¢ y ¢ son soluciones, también lo es A\p + f¢ para cualquier A, 5 € R. Por lo tanto
S puede verse como un grupo (abeliano) de simetrias de la teoria con ley de composicién:

Lpara teorfas no lineales, la operacién suma podria sustituirse por férmulas de superposicién no lineales como las
transformaciones de Backlund-Calogero que definen el grupo de Calogero [42]; aunque esta cuestién esta por estudiar

Zesta restriccién serd relajada en el capitulo 5 para tratar campos sobre espacio-tiempos no globalmente hiperbélicos,
como es el de antide-Sitter, ahora desde la perspectiva de una “segunda cuantizaciéon sobre un grupo”

31
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" =¢ +¢ (4.2)

Denotemos simplemente por Gs a dicho grupo y veamos cémo se puede extender de forma apropiada
introduciendo una estructura simpléctica en S.

Teorema 1: Si (S,I") es una teoria de campos lineal con ecuaciones de Euler-Lagrange ([E — L|yp),, =
0, entonces

a)  Llp+¢) = Llp) + L(§) + ([E = L|¢), ¢* + 0uJ"(p,0), Vo, ¢ €T
b) Exite un Lagrangiano que viene dado por:
£(p) = 5 (1~ Lo ", (43)

es decir, que es nulo sobre trayectorias f)((p) =0, VpeS.
En efecto, el punto a) puede verse mas claramente mirando a L(p + ¢) como una variacién del
Lagrangiano similar a la que da las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange.

Por otra parte, podemos encontrar un Lagrangiano que satisfaga b) sin mas que poner ¢ = ¢ = %/{
en a), o sea:
1 o 1 "
L(k) = 3 ([E - Llk), "+ §8ﬂJ (kyK), (4.4)
de forma que, el nuevo Lagrangiano
~ 1
L(k) = L(k) — 53,“]“(/1, K) (4.5)

cumple b).

Corolario 1: ya que la corriente J*(p, ¢) es bilineal, también se puede escoger que sea:

1) Con divergencia nula sobre trayectorias
y

2) Antisimétrica.

En efecto: 1) es una consecuencia del apartado a) del Teorema cuando se escoge desde el principio
un Lagrangiano nulo sobre soluciones. Para demostrar la propiedad 2) basta con darse cuenta de que,
si JH(k, k) no fuese cero, entonces JH(p, ¢) = JH(p, $) — LT (p, p) — M, ¢) (que es también una
corriente admisible) si que seria antisimétrica. Al ser bilineales tanto J* como JH, se debe tener que
JH(k,k) =0 VK y JW = Jr, 1o cual niega la hipétesis de partida y prueba 2).

Definicién 1: A la corriente J# verificando 1) y 2) la denominaremos corriente candnica de (S, I).

Existe de hecho un camino més corto, pero equivalente, de obtener la corriente canénica J* a
partir del Teorema anterior. En efecto, si intercambiamos ¢ y ¢ en a) y antisimetrizamos, se tiene
que:

30 (7(,0) = J(68,9)) = 5 (1B~ L)), 6" — 5 (B~ L}6), 6" (46)

donde la corriente & (J*(p, ¢) — J#(¢, ¢)) es precisamente la corriente canénica de (S, T').
Corolario 2: si I’ = L+ 9, A", entonces J "M = J#F; es decir, la corriente canénica no se ve afectada
por anadir una divergencia total al lagrangiano.
Definicién 2: para todo ¢, ¢ € S definimos el producto candénico Q (@, @) como:

Q(p, ) Z/Zdom JH (e, 8), (4.7)

donde X es cualquier hipersuperficie de Cauchy en M. Por consiguiente, el producto candnico es
bilineal, antisimétrico e independiente de la hipersuperficie 3 elegida, por ser J* de divergencia nula.
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El par (S, Q) tiene estructura de variedad (espacio vectorial) simpéctica, estructura clasica fundamental
que subyace a la construccién de la teoria cuéntica de un campo lineal para algunos formalismos de
cuantizacién [43]. Desde este punto de vista, la condicién d,J" = 0 asegura que la identificacién del
espacio de fases F (“espacio de condiciones iniciales”) con el espacio de soluciones S, como variedades
simplécticas, no dependa del “instante inicial” elegido para tal identificacion.

El producto canénico de dos soluciones ¢ y ¢ no es mas que la carga Noether asociada con la
simetria generada por ¢ en el punto ¢ € S, o al revés (con signo menos). Este también da idea de
hasta qué punto dos trayectorias clasicas ¢, ¢ son conjugadas (coordenada-momento) una de la otra.

Nota: nétese que la corriente potencial de la teorfa es j* = J¥(yp,d¢) v la forma simpléctica esta
dada por [44, 21]:

w= —/ do,ogt (4.8)
%

Teorema 2: para el producto candnico {2 definido anteriormente, la siguiente ley de composicion:

') = ¢'(x)+ (@) (4.9)
(" = (Cexpi (¢, ¢) , (4.10)

(donde ¢, ¢'... son trayectorias y ¢,(’... € U(1)) define una extensién central Gs de Gs por U(1).
Veamos como agrandar G introduciendo otras simetrias de la teoria.

4.1.1 Simetrias espacio-temporales e internas

Ademas de las simetrias abelianas correspondientes a Ggs, existen en general otras no abelianas tales
como las espacio-temporales e internas [por ejemplo: invariancia Poincaré, conservacién de algin tipo
de carga (eléctrica, lepténica, bariénica,...), paridad, etc] que actuan sobre Gs de forma semidirecta.
La condicién para que U = {u,v,..} sean simetrias de este tltimo tipo es que si ¢ € S, entonces
u(p) €S

Para cualquier campo de vectores X que genere la accién de U en el espacio I', se tiene que

ﬁx(Ld?}) = dAX (4.11)

donde Ax es una D-forma sobre el espacio-tiempo.
La ecuacién (4.11) junto con el Corolario 2 dice que el producto canénico es invariante bajo la
accién de, al menos, la componente conexa Uy de U en la identidad (simetrias candnicas), es decir:

Q(u(p), u(@)) =2 (e, 0), Vo, 0 €S, Vue lp. (4.12)

Desde el momento en que introducimos simetrias no conexas con la identidad, tales como la paridad
o la inversién temporal (simetrias anticanénicas), esta condicién debe ser relajada para dar cabida
a situaciones en las que Q (u(yp),u(¢)) = —Q (¢, d). En general, la accién de U sobre 2 define una
representacién e de U sobre Zy = {4, —}. Dado el grupo Gs y la accién semidirecta de U, es facil ver
que la siguiente ley de composicién define un grupo:

o= uxu, u, W eU
O'(x) = ¢x)+ W (e) (), o ¢ ¢ eS (4.13)
¢ = M expi (¢, (W(9), ¢ ¢ et

el cual denotaremos por G(s 7). Nétese que, cuando se introducen simetrias anticanénicas en U, el

grupo CNJ(&U) ya no es una extensién central por U(1).
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Por simplicidad, en lo que sigue sélo trataremos con simetrias para las que e¢(u) = 1, es decir,
canonicas. Con esta simplificacién, el grupo (4.13) es nuestro grupo de cuantizacién en el espacio
de configuracion, el cual tomaremos como punto de partida para construir la Mecanica Cuantica del
correspondiente sistema clésico (S,T"). El problema para nosotros se reduce pues a encontrar corrientes
bilineales y antisimétricas con divergencia nula sobre soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

4.2 Ejemplos relevantes de teorias de campos lineales

Construyamos el grupo de cuantizacién en el espacio de configuracién para distintas teorias lineales
relevantes.
4.2.1 Campos lineales invariantes conforme

El grupo conforme esta hecho de la composicién de las siguientes actuaciones basicas en la variedad
espacio-temporal de Minkowski:

a) traslaciones espacio-temporales: (ux)® = 2%+ a®
b) transformaciones de Lorentz: (uz)® = AjzH
c) dilataciones: (ux)® = ez
d) transformaciones conformes especificas: (ux)® = %
Campo escalar sin masa
La ley de grupo (en cuatro dimensiones, en donde la dimensién conforme es [ = —1) es:
o = uxu (Sub)grupo conforme
¢"(x) = ¢(@)+o (uh 2)o(u () (4.14)
1
" = (Cexp Qs 9)
i
= (Cexp 3 /E doy,(z)J4, g (4.15)
donde
Jirs = ¢'(2)0"[07 (W7 2)p (w7 (@))] = 0" (2) [0 (T w)p(u' T (@) (4.16)

es la corriente candnica y la funcién o viene dada por:

14 2cx + c?2? para transformaciones conformes especificas,
o(u,z) = e para dilataciones, (4.17)
1 para el subgrupo de Poincaré.

Para una transformacién conforme general, la funciéon o puede obtenerse haciendo uso de la propiedad

o(u,x)o(u',ur) = o(v'u,z), (4.18)

propiedad también necesaria para que (4.14) sea grupo.
No es dificil comprobar que si ¢(x) y ¢'(x) son soluciones de la ecuaciéon de movimiento

8, p(x) =0 (4.19)

también lo es ¢”(x). También es directo probar, usando (4.18- 4.19), que la corriente J* tiene diver-
gencia nula y da lugar a un producto canénico que satisface las propiedades de cociclo (3.2).
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El campo electromagnético.

La ley de grupo sin extender viene dada por:

o= ' xu (Sub)grupo conforme
Al(z) = Al(x)+ wAa(uHx) (4.20)
# # O+

= AL(2) + (S A)u(w)

donde S es la representacién natural del grupo conforme sobre el potencial vector del campo electro-
magnético (que resulta tener peso conforme [ nulo). Esta actuacién induce la siguiente en el tensor de
Maxwell F,,:

au/—la au/—lﬁ
" _ / —1
F;w(x) - Fpu(x)+ 63:“ axl, aﬁ(u 1’)
= F, () + (SW ™ F)u(x). (4.21)

Es facil ver que esta actuacién deja invariante la acciéon de Maxwell

Sy = / d*z F,, F™ (4.22)

y, por lo tanto, las ecuaciones de Maxwell (cldsicas)?.
La extension central viene dada por:

¢ = CCexp 20(d0)
= Cexpy [ dou@)fs (69) (@) (123)
donde puede demostrarse que la corriente
Ihe (d'59) (&) = F™ () (S(u'™ 1) A)y (2) — A (2) (S (') )" (x) (4.24)
tiene divergencia nula siempre que 9,F"” = 0. Si nos restringimos a traslaciones espacio-temporales,

el grupo extendido queda como:

/ /
ad = a—+a

Aj(x) = Al (x)+ Au(z —d) (4.25)
¢ = ey [ Aoy (d0) (@)
con corriente

Ji (d',9) () = F'*™ (2)Ay(x — d') — Al (2) F* (x — d) (4.26)

Para este ltimo caso, la corriente verifica las condiciones de cociclo y tiene divergencia nula tanto si
se cumple 0, F* = 0 como 0, F m 1m2AY = 0, es decir, es vélida tanto para el campo electromagnético
como para el campo de Proca?. Este no es el caso cuando se considera todo el grupo conforme.

3en el capitulo 9 veremos que no asf la correspondiente teorfa cudntica, para la cual perdura sélo el subgrupo de Weyl
(Poincaré+ dilataciones) debido a una rotura dindmica de la simetria

4en el dltimo capitulo veremos cémo introducir ligaduras para estos sistemas mediante una revisién de los conceptos
de invariancia gauge en teorias de Yang-Mills que lleva a una cuantizaciéon unificada del campo con y sin masa
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4.2.2 Campos de materia en un espacio-tiempo curvo simétrico

En esta seccién presentamos el grupo de cuantizaciéon para campos de materia, el campo de Dirac y
el de Klein-Gordon, que evolucionan e un espacio-tiempo curvo simétrico arbitrario con métrica g, .

Supongamos que el conjunto de transformaciones v es un grupo de isometrias de la métrica (véase
por ejemplo [6, 45]). Entonces se tiene que

gur(v2) S S () (427)

y, de igual manera,

(4.28)

El campo escalar

Las ecuaciones de movimiento de un campo escalar que evoluciona en un espacio curvo con esta metrica
son (véase por ejemplo [46, 47]):

[0(@) + aR(z) + m?] ¢(z) = 0 (4.29)

donde

1@)6(0) = = (Vfol)o ()00 ) o(2) (4.30)

representa el DAlembertiano en este espacio (operador de Beltrami).
La ley de grupo que describe la dindmica cuantica de este sistema viene dada por:

o= v xw
¢"(x) = ¢'(x) +.¢(1/71(l“)) (4.31)
" = ((lexp %/Edaﬂ(x)JéfCS (4.32)

donde
Jscs = \/@g"”(:v) [<z>’(:v)0u [qb(v’*l(x))] - am’(x)qs(v/*l(x))] (4.33)

es la corriente canonica [nétese que (4.27) implica que O(z) = O(vx) y R(vx) = R(x) (véase también

[45])]-

El campo de Dirac

Sea ahora 1) el campo de Dirac con ecuaciones de movimiento (véase por ejemplo [6, 46]):

{W‘ (aﬂ + %ira“bzab) — m} =0 (4.34)

donde
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Guv = Tab eﬁeg (435)
N 1.
’7“ = r}/aeau y  ab = Zl h/a, r}/b] (436)
a = €vey ((%eb” + eb’\FZ,\) ; (4.37)

siendo e,” la tétrada (o “vierbein”), v* las matrices de Dirac, I'(, los coeficientes de la conexién
de Levi-Civita en la base é, = ea“%, vy 2ap la representacién espinorial de los generadores de las
xr
transformaciones de Lorentz.
Para una cierta isometria v, existe una transformacién de Lorentz local A(v, ) tal que:

Q

(vx)*
oz

e, (vx) = A(v,z)? . e“\(z) . (4.38)

En virtud de ésto, se puede demostrar que el siguiente conjunto de transformaciones define un
(super)grupo:

V@) = @)+ pA ) (@) (439)
V@) = @)+ @)pA )

¢ = CexpsQos(dg)
= (Cexp %/Edau(x)JgCS (d',9) (z) (4.40)
donde

Thes (959) @) = 1[0/ @A @)p(A ™ 2)p (' )
—5( @) p(AW @) A () ()] (4.41)

y p es la representacion espinorial usual del grupo de Poincaré que verifica:

p(A)TH%p(A) = A% (4.42)

4.2.3 Campos de materia acoplados a campos electromagnéticos simétricos

En esta subseccién presentamos el grupo de cuantizacion en el espacio de configuracién para campos
de materia, campos de Klein-Gordon y Dirac, acoplados a un campo electromagnético de fondo (que
no evoluciona) simétrico arbitrario.

Consideraremos que el espacio-tiempo es plano con métrica Minkowskiana 7,,. El conjunto de
transformaciones {v} hard referencia al subgrupo de Poincaré que deja invariante el potencial vector:
Ao2)® 4 (va) = Ap(x).

oxH

El campo de Klein-Gordon

Supongamos que el campo ¢ obedece las ecuaciones de movimiento

(DM DM+ m2) =0 (4.43)
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donde D, = 0,, —iA,, denota la derivada covariante. Entonces, la siguiente ley de composicién define
un grupo:

Vo= v xw (4.44)
¢'(2) = ¢@)+o0"(2)) (4.45)
¢ = (Cexp5Qsar(dg)

= ('Cexp % /Z doy(z)JE 4 (95 9) (z) (4.46)

donde

Tsar (959) (x) = Dlo(v"" 1) (z) — ¢(v'~ ") (D" ¢)" ()
+ (DoY) ¢ (@) — oo ) (D) () (4.47)

denota la corriente candnica para este caso.

El campo de Dirac

Sea ahora 1 un campo de Dirac que verifica:

(iy*Dy —m)y =0. (4.48)

El (super)grupo de cuantizacién en el espacio de confuguracién viene dado ahora por:

V@) = @)+ pA ) @) (4.49)
V@) = @)+ @)pA )

1
¢'Cexp §QDAF(9/7 9)

= C/CGXP%/ZdUu(x)JgAF (d,9) (z) (4.50)

S
I

donde

Thar(9,9) (@) = i[¢/@n"p(A " )p(/  e)
—P( oA 1) Ty ()] (4.51)

4.3 Cuantizacion en el espacio de configuracion

El uso del calculo diferencial no resulta ser el méas idéneo para trabajar con el grupo de cuantizacion
en el espacio de configuracién G’( s,u) (menos ain cuando se introducen simetrfas discretas). Es por
esto por lo que aplicaremos técnicas y conceptos de Cuantizacién Algebraica mas apropiados para esta
“imagen” del formalismo.

Comenzemos por identificar el subgrupo caracteristico G.. Para ello debemos construir el conmuta-
dor de dos elementos genéricos g = (u, ¢, () € C;’(S,U) y ¢ =, ¢ 1) € G.. G deberd ser el subgrupo
maximal tal que [g, ¢'] = (11,0, ¢) implique que ¢ = 1 para todo g € CNJ(S,U). Explicitamente:
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¢5 = (W (¢) +e.CCoxp 00 (#),0)

g = (Wl —ule),¢h |
G0 = (" () + ¢ exp S0 (). ) (15)
g/g(gg/)—l _ (u'u(uu')_l,uu'[u_l(cp')—i—cp]—uu'[u'_l(go)—i—go'],

e 3 (97 (), 0) ~ 2 (0), )

—Qun! [u™ () + ], unl [~ () + )]
Por consiguiente, ¢’ = (v/,¢’, 1) tiene que cumplir que

Q¢ ulp) +u @) =0 V= (u,9,0) € G5, (4.53)

lo que implica que

G.=U®N (4.54)

donde N = subgrupo de gauge = {(1y, ¢’,1)/Q¢’, ) =0 Vg = (u,p,() € é(&U)} [UDN representa
el subgrupo generado por U U N verificando también que U NN = 15].

Recordemos que el subgrupo de polarizacién G, es el subgrupo maximal y horizontal tal que
G. C Gp. Asi |, cualquier G, estd generado por

Gp=G.UGY, (4.55)

/

donde G es el subgrupo maximal y horizontal tal que Q(v(p),¢") = 0, Vg = (ly,p,1), ¢ =
(1y,¢', 1)} € G, YwelU
Definicién: definimos un subgrupo lagrangiano como aquel subgrupo G = {(1y, ¢, 1)} tal que
Q(p, ¢') = 0, para cualquier (1y,¢,1), (1y,¢’,1) € Gr. Si U(GL) C Gy, le anadiremos a Gy, el
calificativo de (subgrupo lagrangiano) invariante. Con esto llegamos a la conclusién de que:
Proposicién: cualquier subgrupo de polarizacién G, esta generado por U U N U G, donde G,
es un subgrupo lagrangiano invariante.

4.3.1 Cuantizacion holomorfa

Consideremos ahora el caso en que existen dos subgrupos Gr,, G, C é(&U) que verifican que
a) G, es subgrupo lagrangiano (no necesariamente invariante) ,
b) G, es subgrupo lagrangiano invariante,
) Gy =UaGLoGLaU(l),
de lo que se deduce que cualquier trayectoria ¢ admite una tnica descomposicién como

¢=a+a, donde (ly,a,1)€ Gy, (1y,a,1) € Gy (4.56)
Nota: Para encontrar G, y G, con las propiedades anteriores es necesario, en general, recurrir a
la complexificacién (“transformada de Fourier”) F del espacio fasico F, y considerar el grupo G(s ) D

é(&U) en vez de é(&U), para el cual la condicién c) es estrictamente cierta.
Si tomamos la descomposicién ¢ = @ + a, el grupo de polarizacién es G, = U @ G, que impuesto
sobre las funciones de onda dice que

U(u,a+ a,(expifd(a, a)) = V(u,a,(). (4.57)
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Esta igualdad, junto con la condicién de U(1)-funcién sobre ¥(u, ¢, (), implica que:

U(u,p, () = (P(u,a)exp[—iQa, a)]. (4.58)

El resto de las condiciones de polarizacién (aquellas que conciernen al subgrupo U de simetrias internas
y espacio-temporales) dicen que:

U (u'u,u”(9), Q) = ¥ (u, 9, ¢) (4.59)

y por consiguiente

®(v'u,u"l(a)) = ®(«,a), (4.60)

donde hemos utilizado el hecho de que G, es un subgrupo lagrangiano invariante. Notese que como
G'1, no tiene por qué ser invariante, 4~ '(a) no tiene porqué estar en G. En cualquier caso, la ecuacion
(4.60) da la accién finita de las simetrias espacio-temporales e internas sobre las funciones de onda.
La accién infinitesimal, y en particular la ecuacién de Schrédinger, se puede obtener a partir de los
primeros términos del desarrollo en serie de potencias en los parametros de U.

La separacion usual que se hace en teoria cuantica de campos relativista, referente a las partes
de “frecuencias positivas” y “frecuencias negativas” del campo, es precisamente un caso particular
de factorizacién que verifica los requerimientos exigidos a un subgrupo lagrangiano; en este caso,
ambos G, y G, son invariantes bajo el grupo (propio) de Poincaré. Por otra parte, la particula libre
no relativista (vista como un “campo” lineal en 0D) proporciona un ejemplo simple en el cual las
trayectorias x se descomponen en x = a + a, donde a(t) = x(tg) (top € R fijo) es invariante bajo U
(traslaciones temporales) mientras que a(t) = x(t) —x(to) no lo es. Esta divisién se corresponde con la
parametrizacion familiar del espacio de fases en términos de posiciones y momentos. El hecho de que
el subespacio de posiciones (es decir, el subconjunto de trayectorias con momento nulo) sea invariante
mientras que el de momentos (es decir, el subconjunto de trayectorias con posicién inicial nula) no lo
sea, parece contradecir (pero sélo parece...) la transformacién usual de las correspondientes cantidades
clasicas y operadores cudnticos.

4.4 Generalizaciones. Grupos de “gauge” no abelianos y grupo de
Virasoro

Antes de nada advirtamos que no hay que confundir aqui grupo de “gauge” con la definiciéon dada en
la seccién 3.2 como subgrupo normal y horizontal de G; en esta seccién el concepto de grupo de gauge
hace referencia a la definicién usual de funciones sobre una variedad M con valores en un grupo G.

Reconsideremos desde una perspectiva distinta la forma en que llegamos a la ley de grupo (4.10)
al final de la seccién 4.1. Podriamos haber motivado dicha ley de grupo diciendo simplemente que
partiamos de un grupo de gauge abeliano formado por campos ¢ sobre el espacio-tiempo M con valores
en G (abeliano) del cual extrafamos un subgrupo Gs de campos que verificaban una ciertas ecuaciones
diferenciales (ecuaciones de movimiento); el subgrupo obtenido de esta forma podia ser extendido,
siendo una corriente bilineal, antisimétrica y con divergencia nula el principal ingrediente para dicha
extension.

Este punto de vista se presta a una generalizacién inmediata: en lugar de un grupo de gauge
abeliano, jpor qué no considerar grupos de gauge no abelianos?. La cuestion estd en ver qué tipo de
ecuaciones diferenciales son compatibles con una ley de grupo * de un grupo no abeliano, es decir, qué
tipo de ecuaciones diferenciales existen de manera que si ¢(z) y ¢/(z) son soluciones, también lo sea
la composicién p(z) * ¢'(x) (suponemos que la ley de multiplicacién es punto a punto).

Existen fuertes indicios de que el tipo de ecuaciones, si existen, que son compatibles con la ley de
grupo de un grupo de gauge no abeliano, deben ser de primer orden. Es decir, no existen ecuaciones
de orden mayor que uno compatibles con un grupo de gauge G no abeliano. En efecto, denotemos por
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g(x) = e?" @7 un elemento del grupo de gauge {G(x)}zenr, donde T, son los generadores del dgebra
de Lie de G con relaciones de conmutacién [Ty, T, = Cg..T,. La composicién de dos elementos ¢'(z) y
g(x) es otro

J"(x) = e @)Ta — " (@)Ta e (@)Ta oon (4.61)

PU@) = @)+ (@) + 3O () (@) + O)

donde se ha hecho uso de la férmula de Campbell-Hausdorff para elementos del grupo en un entorno de
la identidad: ¢%(z), ¢'“(xz) << 1. Es facil ver que, si tanto ¢’“(z) como ¢%(z) verificasen ecuaciones
de segundo orden 9%¢%(x) = M0 (z) + Bie®(x) + O(2), no serfa posible para la composicién ¢”%(z)
verificar una ecuacién de este mismo tipo. Del mismo modo puede verse que para ecuaciones de primer
orden no existe, en principio, esta obstruccién (véase [48] para otra prueba equivalente).

Este resultado puede verse como una especie de teorema “no-go”®, para grupos de gauge no
abelianos describiendo teorias de campos, con respecto al caso abeliano. Para el caso no abeliano
podriamos decir que las ecuaciones de movimiento adquieren una forma tipicamente hamiltoniana, no
siendo posible una divisién entre coordenadas y momentos (versién Lagrangiana) sin destruir la ley
de grupo.

Ahora mostraremos que tal “obstruccién” no se presenta para otro tipo de grupos no abelianos.
Consideremos, por ejemplo, la derivada Schwarziana S(f):

o L\ s 3 (o)
S(f)—at{?f}—§<w> —W—g W , (4.62)

Este operador cumple la llamada propiedad de Cayley

S(fog) = S(f)og(g)* + S(g) (4.63)

donde o representa la composicién de funciones. Puede comprobarse que si

S(f)=0, Sg=0 = S(fog)=0. (4.64)

con lo que, para el grupo de Virasoro (grupo de lazos definido sobre una variedad de dimensién uno,
con la composicién de funciones como ley de composicién en el grupo), la ecuaciéon S(f) = 0 es una
ecuacion diferencial de orden mayor que 1 compatible con la ley de grupo. A primera vista, este
resultado deberia extranarnos dado el cararter no abeliano del grupo de Virasoro. Sin embargo, este
grupo no tiene por qué cumplir los resultados del teorema “no-go” anterior dado que no cumple la
hipétesis principal, es decir, la de tener una ley de composicién punto a punto.

Comentarios: una vez establecida la conexion entre el formalismo lagrangiano y el formalismo de
CSG (al menos para teorias de campos lineales), en el resto de esta tesis preferiremos dar un sistema
fisico a partir de sus simetrias més que por el conjunto de ecuaciones (diferenciales) que satisfaga.
Pienso que no es sélo cuestién de puntos de vista el hacerlo de una manera o de otra (reconociendo
que el punto de vista “lagrangiano” es el mas usual), y méas en Fisica Tedrica, donde no existe a priori
otra informacién que la simetria para construir las leyes fisicas fundamentales.

no se confunda aqui “no-go” con la otra acepcién en esta memoria que hace referencia a la tradicional obstruccién

al intentar cuantizar funciones del dlgebra de Poisson mds que cuadraticas en x,p [11]
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Capitulo 5

SEGUNDA CUANTIZACION SOBRE
UN GRUPO

Existe otra forma de atacar la cuantizacién de una teoria de campos, en principio lineal, més cercana
a la idea de “cuantizacién de una teoria de muchos cuerpos” que a la de “cuantizaciéon de un sistema
con infinitos grados de libertad”.

5.1 Motivacion a la construccion de una SCSG

En este capitulo vamos a proponer un esquema de Segunda Cuantizacion Sobre un Grupo (SCSG) que
generaliza el concepto Minkowskiano de “segunda cuantizacién” a espacio-tiempos no triviales, recu-
perando la Teoria Cudntica de Campos estandar para el caso de los campos relativistas tradicionales.
Por “segunda cuantizacién” se entiende normalmente la cuantizacién (candnica) de un sistema clésico
de dimensién infinita constituido por el espacio lineal de funciones de onda asociado a una particula
mecanocuantica, considerando ahora la evoluciéon en el tiempo de dichas funciones de onda como
trayectorias de un campo cldsico. M4ds precisamente, los coeficientes de Fourier a(k),a(k)* del de-
sarrollo en modos basicos de la funcién de onda son considerados como las coordenadas del espacio
fasico del campo cldsico a cuantizar, mientras que los correspondientes operadores cuanticos a(k), a(k)
son interpretados como operadores de aniquilacién y de creacién de copias idénticas de la particula
mecanocudantica original.

El problema fundamental al pasar del espacio-tiempo de Minkowski a cualquier otro universo
radica en la ambigiiedad en la nocién de operadores de aniquilaciéon y de creacién. Tal ambigiiedad
se manifiesta ante cambios de coordenadas generados por alguna simetria local e interpretados como
transiciones de un sistema de referencia a otro equivalente (desde el punto de vista de las ecuaciones
cldsicas de movimiento); ante un cambio de coordenadas de este tipo puede ocurrir que los coeficientes
de aniquilacién del campo en uno de los sistemas de referencia tomen parte tanto de coeficientes
de aniquilacién como de creacién en el otro sistema (transformacion de Bogolyubov), haciendo de la
nocién de particula un concepto dependiente del sistema de referencia. Un cambio de sistema de
referencia generado por una simetria cudntica no deberia presentar estos problemas, es decir, deberia
dejar estable el vacio de la teoria cudntica de campos [a no ser que exista una rotura de la simetria,
como veremos en el capitulo 9]. Esta situacién parece recordarnos pues el concepto de “anomalia
topolégica” discutido en la seccion 3.2.

Veremos cémo el formalismo de SCSG se presenta, en particular, especialmente apropiado para
tratar con campos definidos sobre espacios no triviales como, por ejemplo, espacio-tiempos @ no
globalmente hiperbdlicos o no factorizables como R x ¥ (véase capitulo 8), para los cuales la ausencia
de hipersuperficies de Cauchy con buen comportamiento (o, mejor dicho, la no unicidad en la evolucién
temporal a partir de unas condiciones iniciales especificadas en una hipersuperficie de Cauchy dada)
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causa un efecto desbaratador [49] tanto en el formalismo de cuantizacién tradicional como en su versién
de CSG introducida en el capitulo anterior. El alcance de la SCSG no queda aqui sino que abre nuevas
perspectivas precisamente en el entendimiento de problemas de radiacién del vacio en teorias cuanticas
de campos en espacios curvos (y planos) bajo cambios de sistema de referencia acelerados (véase
capitulo 9), problemas de radiacién éstos, como se ha dicho anteriormente, usualmente achacados a
la falta de globalidad en dichos cambios o transformaciones [47, 50, 46] (“mutilaciones del espacio-
tiempo”). Otra virtud de la SCSG frente a los métodos ordinarios de cuantizacién de campos en
espacios curvos es su capacidad de seleccionar un vacio privilegiado (insistiremos en ello més adelante).

La clave para abordar problemas de teoria cudntica de campos definidos sobre un espacio @ ~
{(t,z)} desde la perspectiva de la SCSG, estara en embeber ) dentro de una estructura diferenciable
mayor que contenga al espacio de fases de la teoria. El candidato deseable para ello, desde el punto de
vista fisico, es un grupo de cuantizacién G. Las ecuaciones de polarizacién en G proporcionardn tanto
la reduccién de G a @ como las ecuaciones de movimiento (generalmente provenientes de polarizaciones
de orden superior [29, 30]). Desde esta perspectiva también existe la posibilidad de considerar espa-
cios de representacion alternativos al espacio de configuracién, lugar donde se construye usualmente
la Mecanica, Cudantica sobre un espacio curvo haciendo uso exclusivo de la estructura diferenciable
intrinseca de @ (generalmente una variedad pseudo-Riemaniana globalmente hiperbdlica con métrica
Guw)- .

Supongamos que ya hemos construido la Mecénica Cudntica (“primera cuantizacién”) sobre Q@ C G
aplicando técnicas de CSG y que hemos obtenido un espacio de Hilbert #(G) de funciones de onda
polarizadas, el cual veremos ahora como el espacio correspondiente a un campo complejo. Veamos
cémo construir el grupo de cuantizacién G@ de la correspondiente teoria cudntica de campos.

5.2 Construccién del grupo de segunda cuantizacion
Dado un espacio de Hilbert #(G) y su dual H*(G), definimos la suma directa,

F(G@) = H(G)aH(G)

= {5 =14)+B"); |4) e H(G), |B") e H'(G)} | (5.1)

donde hemos denotado por (g,|B*) = (B|gp) = B,(7). El grupo G actiia en este espacio vectorial

| p@IS) = @)1+ @15 -2
donde

(Gplp(3)1B") = (Blp'(§)lap) = By~ +9)- (53)

También podemos definir el espacio dual

FNG) = HY(G)dH™(G)
= {1 =1+ (B]; (Al € H(G), (B*| € H™(G) ~H(G)} (5.4)

donde G actia de acuerdo con la acciéon adjunta

(f1p'(@) = (Alp" (&) + (B*|p"(¥) (5.5)

y ahora
(B*[p"(9)13p) = (3plp(3)|B).- (5.6)

Usando la relacién de cierre (3.13), el producto de dos elementos arbitrarios de F(G) es

(1) = (A|4) + (A'|B") + (B™|A) + (B"|B") = (A'|A) + (B"|B"), (5.7)
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ya que las integrales
L n@)4, @8;@) = 0= [ u@B,@A4,) (5.8

son cero debido a la integracién en el pardmetro central ¢ € U(1). Asi , los subespacios H(G) y H*(G)
son ortogonales respecto al producto escalar en F(G). Una base de F(G) biene dada por el conjunto
{In), In*)},cr (véase parrafo siguiente a (3.17)).

Podemos dotar al espacio M(G) = F(G) | F*(G) de una estructura simpléctica

S(FL ) = S WD — 1), (5.9

que define a M(G) como un espacio fasico. Este espacio fasico puede embeberse de manera natural
en un grupo de cuantizacién

G® = {3 = (4s55) = @, 1£), (;9)} | (5.10)

el cual es una (vqrdadera) extensién central por U(1), con pardmetro ¢, del producto semidirecto
G? =@ ®, M(G) entre el grupo bésico G y el espacio fasico M(G). La ley de grupo de G® es
formalmente:

= §'%3
1) = 1)+ p@)lf)

(= {1+l
A S G A (5.11)

donde £€@)(g?’ ¢(?)) es una 2-cociclo definido como

@ (g@" g = kS(f', (7)) (5.12)

y el papel de la constante k es el de “matar” cualquier posible dimensién de S.
Un sistema de coordenadas para G2 se corresponde con una eleccién particular de representacion
asociada con una polarizacién dada P C Gt

Io(9) =9l f) s f5(9) = (flgp) - (5.13)

La expresion del 2-cociclo (5.12) en este sistema de coordenadas (por simplicidad, no consideraremos
la accién semidirecta de G)

€629 = ([ [ 0@ w@ sy AT D5 - e

Ap(T,9) = (Gplde) = D bpmld )y n(3) + cc. (5.14)
nel

muestra que los campos de vectores asociados con los pardmetros (5.13) son canénico conjugados
oL oL _ oL
[Xf;(g/wap(g)} = rAL(9, )X (5.15)

La funcién A,(§', ) juega aqui el papel de un propagador (matriz central del 2-cociclo). Los propa-
gadores en dos parametrizaciones de G, correspondientes a dos subalgebras de polarizacién diferentes
Py Pz de GF (0 de UGF), estan relacionados a través de operadores de cambio de polarizacién (3.17)
como sigue:

g
S
N
—~
=
\'D.l
I

J #1005V -5) 83 )
Apz,pj(ﬁ 9) = pzpj(h g) +c.c (5.16)
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Llegados a este punto es importante hacer énfasis en el hecho de que, al contrario de lo que sucede
con otros métodos basados en una aproximacién por grupos a la cuantizacién de campos (como en
[51], o incluso la misma conexién con el formalismo lagrangiano expuesta en el capitulo anterior), la
existencia o no de hipersuperficies de Cauchy ¥ C @, donde especificar las condiciones iniciales para
el campo clésico, ya no es una cuestién esencial para la SCSG. Esto es debido a que la integracién en
la hipersuperficie de Cauchy [, do(z) [recuérdense las expresiones (4.8) y (4.10)] ha sido reemplazada
por una integracién en todo el grupo [z u(g). Pueden existir casos en los que la integracién en el
tiempo ¢t € N en [z p(g), junto con las variables extra tipo momento, pueda ser factorizada dando
lugar a una reduccién [z pu(g) = [y, doy(x) que involucra una integracion efectiva en sélo ¥ C @; no
obstante, la integracién en el tiempo, junto con el resto de los parametros, puede ser necesaria en el
caso general para mantener el cardcter hemitico de los generadores de las simetrias correspondientes
(retomaremos esta cuestion en el Cap. 8).

Con el objetivo de aplicar las técnicas de CSG a G@), es conveniente usar una parametriza- cién
“tipo Fourier”. Si denotamos por

an = (n|f), b= {(fIn*), (5.17)

los coeficientes de Fourier de la “particula” y de la “antiparticula” respectivamente, la subalgebra de
polarizacién P@ para G®@ viene dada por los correspondientes campos de vectores izquierdos X éJn, X bLn
y por la totalidad del algebra de Lie izquierda de G c G@ | la cual representa ahora la subéalgebra
caracteristica Gg(2) de la teoria segundo-cuantizada.

El grupo G juega aqui un papel clave como instrumento para seleccionar un vacio privilegiado,
y definir una nocién de “particula” exenta de ambigiiedades, en la teoria segundo-cuantizada, de la
misma forma que el grupo de Poincaré juega un papel central en las teorias cuanticas de campos
relativistas definidas sobre el espacio de Minkowski. En general, la Teoria Cuéantica estdndar de
Campos sobre espacios curvos adolece de la falta de una definicién tinica o privilegiada de particula.
En efecto, el cardcter infinito-dimensional de la variedad simpéctica de soluciones (~ espacio fésico)
para una teoria de campos es responsable de la existencia de infinitas representaciones unitarias e
irreducibles no equivalentes de las relaciones de Heisemberg-Weyl, no existiendo criterio alguno para
seleccionar un vacio preferido de entre los infinitos existentes para la correspondiente teoria cudntica
(véase, por ejemplo, [47, 43, 46]). Esta situacién no se da en dimensién finita, de acuerdo con el
teorema de Stone-von Newman [52, 53]. En nuestro lenguaje, el origen de este hecho esté relacionado
con la falta de un moddulo caracteristico para el subgrupo H-W ~ é(z)/ G de G?; es decir, para
el grupo H-W de dimensién infinita, siempre podemos polarizar las funciones de onda en “infinitas
direcciones” arbitrarias y no equivalentes. Asi, siempre que podamos embeber nuestro espacio-tiempo
M en un grupo G dado, la existencia de un médulo caracteristico Gow ~ GL en la subslgebra
de polarizacién P®) nos ayudars a seleccionar un vacio privilegiado. De manera més precisa, el
vacio vendra caracterizado por aquel estado aniquilado por la versién derecha de la subdlgebra de
polarizacién dual a P?), es decir, serd invariante bajo la accién de G ¢ G@ y aniquilado por los
campos de vectores X{% ) X’Ifi.

También pueden seleccionarse otros vacios como aquellos estados que son invariantes bajo un sub-
grupo Go C G sélo; por ejemplo, bajo el subgrupo uniparamétrico de evolucién temporal. Desde
nuestro punto de vista, esta situacion se corresponderia con una rotura de la simetria y podria inter-
pretarse como una teoria constrenida de la original. En efecto, discutamos la influencia que tienen las
ligaduras de la teoria primero-cuantizada en segunda cuantizacién. Asociado con una funcién de onda
constrenida satisfaciendo (3.19), existe un campo constrenido sujeto a la siguiente condicién:

R — [vR2) vR]| _ jplEvR

S R(2 . . 5 5
donde X @ representa la versién segundo-cuantizada de X f. Con respecto a estos operadores X (2)|
hay que decir que aparecen normalmente ordenados de forma natural, es decir, la ordenacion normal
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es intrinseca al formalismo de (S)CSG y no es necesaria introducirla a mano, como se hace usualmente
en teoria cuantica de campos. La generalizacién de la condicién (5.18) a ligaduras de orden superior
es directa:

XXX ) €|y —

adez(z) (adXQR(Q) (...adj(;z(z) (X‘I%) )) = EX‘}%. (5.19)

La seleccién de un subespacio de Hilbert dado H'9)(G) c H(G)Nhe(iho de funciones de onda 1. que
obedecen una ligadura de orden superior Ct. = €t)., donde C = X1 X£.. X ]R es cualquier operador de

Casimir de G C G, se manifiesta, en segunda cuantizacién, como una nueva (rota) Teoria Cudntica
de Campos. El vacio para los nuevos observables de esta teorfa rota (los operadores buenos en (5.19))
no tiene por qué coincidir con el vacio de la teorfa original, y la accién del resto de operadores (los
operadores malos) podrian hacer radiar a este nuevo vacio. Este es precisamente el problema que
trataremos en el Capitulo 9, donde C es el Casimir del subgrupo de Poincaré G¢ dentro del grupo
conforme G.

También es importante notar que la representacion p de G en ./\/l(é) es reducible, siendo, no
obstante, irreducible bajo G junto con la operacién de conjugacion de carga a, < by, la cual podria
haber sido incorporada en G®). Para no complicar la exposicién (v debido a que se tratard siempre
con campos reales en las aplicaciones), no se ha incorporado en el esquema de la SCSG, aunque
personalmente pienso que un estudio que la incluya podria ser relevante como revision de la simetria
CPT en Teoria Cuantica de Campos.

El invariante Noether asociado con X f @ (versién “segundo-cuantizada” del generador X CB € QR)
es precisamente la carga eléctrica total (el nimero total de particulas para el caso de un campo real
b, = ay,) y su caracter central dentro del grupo “dindmico” G de la teorfa primero-cuantizada asegura
ahora su conservacién bajo la accién del subgrupo G ¢ G . Para dar cuenta de cargas no abelianas
como: carga lepténica, baridnica, ete, se requiere un grupo de estructura 7 C G no abeliano.

Por dltimo, merece la pena decir que la propiedad para un subgrupo N C G de ser gauge es
heredada por la segunda cuantizacién.
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CUANTIZACION SOBRE GRUPOS.
APLICACIONES
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Capitulo 6

GRADOS DE LIBERTAD INTERNOS
ANOMALOS

No es necesario irse a dimension infinita para encontrarse con sistemas andémalos. El dlgebra de Poisson
de funciones lineales y cuadraticas en las coordenadas basicas del espacio fasico de la particula libre
o del oscilador arménico adolece, ya en dimensién finita, de una anomalia (recuérdese la definicién
dada en la seccién 3.1.3). La cuantizacién de estos sistemas fuera de los valores cuanticos o criticos
de la anomalia lleva a un aumento del nimero de grados de libertad del sistema fisico. Estos grados
de libertad extra comparten con otros bien conocidos, como el espin, su naturaleza o caricter interno,
pero presentan otras peculiaridades que los distinguen como el hecho de poseer un nimero infinito
de estados diferentes; ambos estan asociados con propiedades de transformacién del sistema cudntico
bajo el grupo de Weyl simpléctico W Sp(6,R). El significado fisico de estos nuevos grados de libertad
extra podria establecerse dentro de un problema mas amplio correspondiente a la cuantizaciéon de un
algebra de dimensién infinita extraida del algebra de Poisson de la particula libre, dlgebra que resulta
generalizar a la de la cuerda bosénica y que da lugar a un objeto extenso més general. Este punto de
vista abre una brecha para escapar a los tradicionales teoremas no-go de Groenwald y van Hove en
Mecéanica Cuéantica, y puede aportar nueva luz a problemas asociados a otras dreas del saber como,
por ejemplo, el estudio y clasificacion de las aberraciones en Optica.

6.1 (Pseudo)cohomologia y grados internos de libertad

Las representaciones irreducibles del grupo de Schrédinger fueron estudiadas por primera vez por
Niederer [54] y Perroud [55] quienes no vieron clara la asociacién de algunas de estas representaciones
con el concepto usual de sistema elemental, debido ésto a la aparicién “inesperada” de un numero
infinito de estados internos. Estos estados internos se corresponden con el espacio soporte de las
representaciones irreducibles de dimensién infinita con indice de Bargmann k [56] del grupo (no com-
pacto) SL(2,R), grupo que reemplaza a las traslaciones temporales en, bien Galileo, o bien el grupo
del oscilador armoénico (grupo de Newton), sustitucién que lleva a la simetria de Schrodinger.

Como tendremos ocasién de ver en la siguiente seccion, las representaciones unitarias del grupo de
Schrodinger, o mas generalmente de W Sp(6,R), con indice de Bargmann k no trivial (pardmetro de
la pseudoextension por U(1) de SL(2,R) C WSp(6,R)) resultan estar asociadas a sistemas lineales
(particula libre galileana, oscilador arménico, etc) con un nuevo grado de libertad extra, de la misma
manera que las representaciones del subgrupo (compacto) SO(3) con indice s no trivial (pardmetro
de la pseudoextensién por U(1) de SO(3) C WSp(6,R)) estan asociadas con particulas elementales
con grado de libertad de espin, aunque para éste el nimero de estados asociados es finito (2s + 1, de
hecho). No obstante, a diferencia del espin, el cual se realiza en la naturaleza para cualquier valor
semientero de s, solamente el valor k = % (d representa la dimensién del espacio) es encontrado de
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hecho en los sistemas fisicos ordinarios como, por ejemplo, los descritos en Optica Cuéntica [57].

Las diferencias y analogias entre k y s aparecen claramente cuando uno se da cuenta de que la
simetria de Schrodinger es andémala [23] y que k = % es el valor cudntico de la anomalia (véase seccién
3.1.3). En otras palabras, k = % es el valor que la cuantizacion asocia al valor clasico k = 0 esperado
ingenuamente para un sistema clasico sin grados de libertad internos extra. Desde ahora en adelante
nos referiremos a s = —k como el espin simpléctico o simplemente simplin, por brevedad. Hablando
de forma poco precisa, diremos que el valor k = % se corresponde con un sistema cuantico sin simplin.

No obstante, la posibilidad matemaética de otros valores distintos de k, correspondientes a otras
representaciones del grupo de Schrodinger, nos lleva a preguntarnos por el significado fisico de los
mismos. En la seccién siguiente calculamos en detalle todas estas representaciones asociadas a un
sistema cudntico lineal (el oscilador isétropo tridimensional, para ser més preciso) con grados internos
de libertad de espin y simplin. Mostraremos cémo es el espacio de Hilbert dependiendo de los valores
de k = —5 y s y estableceremos analogias existentes entre éste y el espacio de Hilbert de otras teorias
andémalas mas conocidas, en dimension infinita, como la cuerda bosodnica.

Al contrario que el espin, cuyo significado fisico parece estar bien entendido en términos de objetos
bosénicos y fermidnicos, el simplin no parace, por el momento, ajustarse a ninguna caracteristica
conocida de la particula elemental. M#&s bien parece ser entendible como formando parte de un
conjunto mas amplio de grados de libertad con origen en la particula libre y que conforman un objeto
extenso que resulta generalizar la simetria conforme y las dlgebras we, de DeWitt. Para ser mas
precisos, este objeto extenso surge cuando intentamos cuantizar mas observables que los permitidos
por los bien conocidos, y ya mencionados, teoremas no-go [11], siendo la anomalia de Schrédinger
la primera obstruccion a la cuantizacion estandar de los mismos. De hecho, la eleccién de una base
infinito-dimensional apropiada del algebra de Poisson sobre el espacio fasico de un sistema lineal
(particula libre u oscilador arménico), junto con un tratamiento adecuado de cohomologia de lgebras
de Lie, extensiones centrales y anomalias, dard lugar a un sistema dinamico que debe ser entendido
como un objeto extenso (con infinitos grados de libertad). Esta simetria, la cual contiene en particular
a la de la cuerda bosénica, también incorpora el algebra de Schrodinger como la subédlgebra méas grande
de dimensién finita. Desde este punto de vista, la particula elemental con simplin apareceria como la
parte finito-dimensional tinica y mas simple de este objeto. Esto lo discutiremos con mas detalle en
la dltima seccién.

Tanto la forma préctica en que surge una anomalia como el modo en que las polarizaciones de
orden superior reducen el espacio de Hilbert de la teoria cudntica para los valores cudnticos de la
anomalia, lo vamos a ver seguidamente con un ejemplo en dimensién finita. Al final compararemos
con otros sistemas mas conocidos en dimensién infinita como la cuerda bosénica.

6.2 Grados de libertad internos asociados con la particula elemental

Los grados de libertad internos en un sistema cuéntico lineal, con R2? como espacio fasico, estan
asociados generalmente con propiedades de transformacion no triviales de la fase ¢ de la funcién de
onda bajo el grupo simpléctico Sp(2d, R) C W Sp(2d,R). Su presencia se hace evidente por la aparicién
de cargas centrales en el dlgebra de Lie sp(2d, R) de transformaciones simplécticas (la cual es isomorfa
al dlgebra de Poisson de todas las funciones cuadréticas de la posicién x; y de su momento conjugado
p;) v su origen es cohomoldgico. El caso més simple que podemos considerar es d = 1 (particula en una
linea) para el cual el dlgebra de Lie del grupo simpléctico Sp(2,R) ~ SL(2,R) ~ SU(1,1), isomorfa al
algebra de Poisson generada por {%xQ, %pQ, xp}, aparece extendida de forma natural, realizando una
representacién con indice de Bargmann k = %. Como hemos mencionado antes, no existe a priori un
significado fisico para otras representaciones con indices de Bargmann k (el simplin s para nosotros)
distintos de éste. Para construir explicitamente estas representaciones y comparar con el caso mas
usual o més conocido del espin, consideraremos dimensiéon d = 3 y nos restringiremos al subgrupo de
Schrodinger del grupo de Weyl simpléctico W.Sp(6, R), donde se ha reemplazado el grupo Sp(6, ) por
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su subgrupo SL(2,R) ® SO(3), élgebra de Lie de este ultimo isomorfa al dlgebra de Poisson generada
por {%x2, %p2, x-p; x X p}. Para lo que sigue, serd mds conveniente y mas manejable usar una
parametrizacion de tipo oscilador en términos de las combinaciones complejas usuales:

_ 1 : 1 .
a:E(X—Hp), a :%(X—zp), (6.1)

donde hemos fijado A = 1 = m = w por simplicidad. De la misma forma, consideraremos la versién
“complexificada” SU(1,1) de SL(2,R) definida como:

SU(1,1) = {U — ( jl 22 ) zn 2 e C/det(T) = |z21]? — |52 = 1} (6.2)
2 1
y el doble recubridor
SU(2) = {U = ( Z; zi ) 2y 2f € C/det(U) = |z1]? + |22 = 1} (6.3)
T2 1

de SO(3) para dar cuenta de valores semienteros para el espin.
Echemos un vistazo a la estructura de ambos grupos como fibrados principales y elijamos un
sistema de coordenadas adaptado a dicha fibraciéon como sigue:

5 3, 5%
_ __R2 _x_ 2 _ 1 - —x .
n ==/, a=—_—, & = —, nes, aa € Dy;
|21] ?1 a0
*
_ ~l _ 2 * _ 22 1 * 2
n =—, a=—, a'=-=, nes, oo €5, (6.4)
|21 21 21

es decir, SU(1,1) es un fibrado principal con fibra U(1) y base el disco unidad abierto D;, mientras que
SU(2) tiene a la esfera S? como base (para ser més preciso, las coordenadas «a, a*, correspondientes
a una carta local en la identidad, estan relacionadas con la proyeccién estereografica de la esfera en el
plano). La accién de SU(1,1) sobre a,a* se puede escribir en forma matricial como:

a = a \ _ 1 nan a
(2ol 2)(z) e

mientras que la accién de SU(2) se puede obtener haciendo uso de la isometria existente entre las

matrices 2 X 2 hermiticas de traza nula A = ( 3 a1+ 1a2 ) y R3, la cual lleva a:
al — 1a —as
t 1 n an as ay +iag nt  —an
1+ aa* —an n a1 — a2 —asg a'mn n
a — Ra, (6.6)

donde la correspondencia U — R no es més que el homomorfismo usual entre SU(2) y SO(3).

Escribamos ahora, en forma compacta, la ley de grupo ¢’ = ¢’ * g del grupo 13-paramétrico de
cuantizacién de Schrodinger G en d = 3, el cual consiste en un producto semidirecto G = C3 @,
(SU(2) ® SU(1,1)) extendido convenientemente por U(1) como sigue:

v’ = UU
U’ = U'U (obien R" = R'R)
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0 1
-1 0
de espin y simplin relacionados con ambas pseudoextensiones de SU(2) y SU(1,1) con funciones
generatrices §(U) = s, 0 = —2ilogn y 0(U) = 50, § = —2ilog 7 respectivamente. Nétese que tanto
el espin como el simplin estan forzados a tomar sélo valores semienteros

k l
s=—, § 2 k,leZ (6.8)

denotamos aqui por ) = ) la matriz central del cociclo de Bargmann, y por s, s los indices

por condiciones de globalidad (univaluedad), como puede verse expresando 7,7 en términos de las
coordenadas globales z;, z;, i = 1,2 como en (6.4) (véase otra discusién posterior al respecto).

La ley de grupo (6.7) serd nuestro punto de partida para obtener las representaciones irreducibles
del grupo de Schrédinger, las cuales resultaran corresponderse con las de un “oscilador isétropo tridi-
mensional” con dos grados de libertad internos. Con este objetivo, comencemos escribiendo la ex-
presion explicita de los campos de vectores izquierdos y derechos:

0

X = X= ¢ (6.9)
X = -t 2t —al bt
Xe = ‘%ﬁ@*g a_ad_ *252*— *a%—gd* 8%
Xa = %"O‘%_ Z%Jraz*—aaa*JrsaCa%
X = n%_QO‘%”O‘*a *_Qi(agail_alai@) Q(G’z‘aa’;_a’faia;)
SR Nt B B I |
oy = g +ilen — v + e =) il —ai)
Xow = —%naang 2%—1-68*—8(1(6%
+ (33‘21— oy) ~ 20— g, )”“566{ Taag) <358§ 533;)
X = ZIR% Z %—%(%Rwﬂma*) a%
Xt = ‘Z2R%+513%+%(21Ra+22}2a*) a%
. 5
X%Q = 77—77
X = %ﬁld*a% +7 (1 - dd*)% + 5772@*(6%
X = _%"30‘(% +7°(1 - aa*)az* - anQCa%
xp - "a%
Yo = —%77 la*%+n2(1+aa*)a%—sn2a*§%
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XE %n?’a(% + 721 + aa*)ai* + 377204@“% .
Los conmutadores (izquierdos) entre estos campos de vectores son:
XEall| =0 XEXL| = =0 XL [ Kho o Xhage] =0
XL XE| = 2XL Xk XL| = —2xL XL XL] = X[+ 25XE
XL, XE| = 2xt :)zg,)zoe* — —2XL, :X(XL,X&L} = X} 25X}
XE XL = X[ XL XE| =0 XL XL| = XL 610
X XL] = —XL XL XL = XP XL XL| =0 (6.10)
XEXE| = XE XL | =2iXk X XG | = —2X]
K0 RL] = —XL 4iXr %P %)= ixb [xPRL] =X
XLOXL| = -XE —ix), [XLXL] =Xk [XEOXL| =X

donde hemos omitido los conmutadores [X L

vy X L*} los cuales tienen la misma forma que los de sus
n,0,a7 ) aj ?

parejas conjugadas XQLJ La 1-forma de Cuantizacién es:

0 = %(a*da — ada”) (6.11)
L a*aa* _+_a*2 g 1 022" _+_a2 da* + i (1+ aa*)aa* —{:fia*z + a*a? an
2 1—aa* 2 1—aa* 1 — aa*

*Ly— L_ Ls—L 1—oaa*)L L_ *L
14 aa* 1+ aa* 14+ aa*

+ Osy1) + Osue) — ¢ dC
15 o e % g

Osy,) = T amr (ada* — a*da — daa™ 7" dn)
Osv@) = ﬁ(—ada* + a*da + daa™n*dn) ,

donde hemos denotado por L = i(a* xa) y por Ly = Lj+iLs. El médulo caracteristico Ker® NKerd©
estd generado por la subalgebra de campos izquierdos

Go =< X}, X} >, (6.12)

cuyas trayectorias representan las ecuaciones hamiltonianas generalizadas del movimiento en la va-
riedad simpléctica 10-dimensional C? @ D; @ S? de la teorfa. Los invariantes Noether bajo dichas
ecuaciones son:

Fy=i3r0 =i(Z{ Ra* + Z;Ra) Far =igr © = —i(Z1Ra+ ZyRa*)

dica™

FﬁEZX%%@:ngZgg: +iFa* 'Fa FnEZ‘X}]{@:31+aa* +2(Fa* XFa)S (6 13)
9= —2 =% . . s —2 % .
Fo=ign® =570t — 1F - Fy  Fo=igr0 = s + (Far X Fa)-
.o _ . _9s02
Far =ign © = 570 + LFpe - For For =ign © = sTHL2 + (Far X Fa)y -

Como dijimos en la sec. 3.5, estos invariantes Noether parametrizan la variedad clasica de soluciones del
sistema, cuantico correspondiente. Notese que los invariantes Noether no dindmicos o no simplécticos
(no bésicos) F, y Fy, provenientes de campos derechos cuya versién izquierda estd en la subélgebra
caracteristica (6.12), se expresan en términos del resto (los bésicos). El corchete de Poisson (3.23),
a través de las relaciones de conmutacién (6.10), reproduce exactamente las expresiones estdndar en

términos de

{1, a, a*, —%az, %a*Q, ia*a, a* x a} (6.14)
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s6lamente para § = s = 0. También, para estos valores particulares (clasicos), todos los invariantes
Noether se expresan en términos de los ahora bdsicos Fp y Fa+ (como se puede observar en (6.13)),
dando lugar a una nueva reduccién de la variedad simpléctica

C*®D;®5*—C? (6.15)

de 10 a 6 dimensiones, es decir, perdiendo los grados internos de libertad. Desde el punto de vista
cuéntico, esta reduccién se debe al engrosamiento de la subdlgebra caracteristica (6.12), la cual incor-
pora ahora la totalidad de los campos en las subalgebras su(2) y su(1,1).

Hasta ahora, la forma tratar ambos grupos, SU(2) y SU(1,1), ha sido bastante paralela. La
diferencia comienza cuando nos disponemos a buscar una subélgebra de polarizacién (3.9) encaminada
a reducir la representacién (3.8) para el caso s = § = 0, es decir, cuando intentamos representar de
forma irreducible y unitaria el lgebra de Poisson clasica (6.14) sobre un espacio de Hilbert de funciones
de onda que dependan arbitrariamente, digamos, de sélo las variables a*. Como puede comprobarse
a partir de las relaciones de conmutacién (6.10), mientras la subdlgebra su(2) de Go es diagonal
bajo conmutacién, bien con X% o bien con XL (cerrando una subalgebra horizontal por separado),
la subdlgebra su(1,1) no es diagonal, es decir, mezcla X’é con X;f* e imposibilita una polarizacién
completa para este caso. Esta obstruccién es un ejemplo particular de lo que ya hemos definido como
anomalia algebraica, compartiendo con la caracterizacion tradicional la aparicién de cargas centrales
en el dlgebra cudntica de operadores. La cuantizacién tradicional resuelve este problema imponiendo
una ordenacion normal a mano, dando lugar a un algebra cuantica de operadores que difiere del algebra
clésica de Poisson (6.14) en términos centrales (de ordenacién normal), y que realiza una representacién
irreducible del grupo metapéctico Mp(2,R) (doble recubridor de Sp(2,R) ~ SU(1,1)) con indice de
Bargmann k = 3/4 (= d/4 en d dimensiones). Esta situacién puede verse como una violacién “débil”
(eludible) de los teoremas no-go y, segin veremos en la seccién 6.3, podemos ir incluso més lejos en el
proceso de cuantizacién.

Veamos cémo la CSG resuelve esta obstruccién (la reduccién de la representaciéon cudntica) por
medio de polarizaciones de orden superior, cuya existencia estard garantizada sélamente, segin vere-
mos, para el valor cuantico de 5 = —% [s = —% en d dimensiones|, en contraposicién al valor clésico de
5 =0 (para el cual se alcanza la homdloga reduccion clésica). Para ello, calculemos primero las repre-
sentaciones irreducibles del grupo de Schrédinger con espin y simplin arbitrario para, posteriormente,
mostrar cémo tiene lugar la reduccién mencionada anteriormente.

Existe una subdlgebra de polarizacién completa para s y s arbitrarios y distintos de cero, la cual
es:

P o< Xb XL XL XD XL . (6.16)

La solucién general de las ecuaciones de polarizacién (3.9) lleva a un espacio de Hilbert H %) (G) de
funciones de onda de la forma:

PG 0,07, 7,6,0%,a,87) = ((1+aa") (1 - aa”) e Hatutaa

X = n%* y=7?%" b=(l-aa")ij'Ra*.  (6.17)

Podemos dar un producto escalar por medio del volumen de integracién invariante de G:

_ . 1 1 3
v(g) = i 1T o0 ) (1—aa")? j]:[l dRe(a;) A dlm(a;) (6.18)
A [dRe(a) Adim(a) An~tdn| A [dRe(@) A dim(a) A7~ tdi| ACTNC . (6.19)

Denotemos por

O™ = C(1+ aa®) (1 - aa") FeBE R T (b)) (b)) (b)" (6.20)
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una funcién basica, donde m y m representan las terceras componentes de espin y simplin, respecti-
vamente, y n; representa los cuantos de oscilador en la direccién j. El requerimiento de analiticidad
de estas funciones de onda, cuando se expresan en términos de coordenadas globales z;,z;, i = 1,2
(como en (6.4)), lleva a condiciones de integralidad 2s,25,m,m € Z, que recuperan las condiciones
ya dadas en (6.8). La accién de los campos de vectores derechos (operadores de la teoria) sobre
H(55)(G) puede darse a través de la accién sobre funciones bésicas (6.20) como sigue (denotamos por

& = (01,5,02,7,03,5)):

% m,m m,m mm+1

XEplmem) = ) (6.21)
X(%qbl(lm,m) _ n]¢£m§

XFpirm) = —(2m + Z ny )i

XEpimm = —(m—25+ > nj) g Z wn-ﬁ-QeJ)

J

XO*I?* ,l/}lglm,m) _ mw&m,mfl)

Xl = —omap{m™ 4 iy o — now i) )

v R, (mm) _ m~+1,m) m) m,m

Xa ¢1€1 ) - _(25 - )7/)( +h _( ¢n+ea —e; n37pr(1+é1)—é3)

- (n3wn+en: és anni:;) 92)

XEQE™ =m0 — (e, = naelTe ) + s o, — et )

a*¥n n 1%ntes5—e; n+é;—és 3 n+eg é3 2% n4ez—6y/

A partir de estas expresiones se puede concluir que la tercera componente de espin m esta restringida a
tomar los valores m = 0, ..., 2s (un espacio de dimensién finita), mientras que la tercera componente de
simplin m puede tomar cualquier valor entero de 0 a oo (espacio de dimensién infinita); la diferencia
estd en el cardcter compacto y no compacto de los correspondientes subgrupos SU(2) y SU(1,1).
Dicho esto, cualquier funcién en H5%)(G) puede expresarse como una combinacién lineal de estas

funciones bésicas como: 5
§eD =3 53 S gl 62)

Notese que el conjunto de funciones de onda {wl(lm,m)} no es ortogonal respecto al producto escalar
definido a través del volumen de integracién en (6.19), pero puede ser expresado en términos de un

conjunto ortogonal {&imm)} como sigue:

3
wslm,m) — Z H (_1)nj+ljrn~ L ,l/'}l(lm,zﬁll-f'll‘i‘b‘f‘l?;) (623)
VRAN) -
11=012=013=0 \j=1
1 (nj + QZJ)
njols QTJ nj!lj'
o = ~ ki1 /7 ~ ko / ~ k3 =
e = () (1) ()

donde [%] denota la parte entera de %
Definamos los operadores internos de orden superior como:
v R(HO) — YR vR . YR v R(HO) — YR - (VR v R
XBUI0) = XE - XRLXE XBUI0) = By 0 (X} ><Xa*)3
XEHO) = XE 4 IXE X XPUO = XE 40 (XF x XE) (6.24)
XEUO) = XE - JXB-XE XRUO) = XE i (XEx XR)
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que cierran una subdlgebra del dlgebra envolvente derecha de grupo de Schrédinger G, isomorfa al
algebra de Lie su(2) @ su(1,1) con una particular pseudoextensién:

[XR010) RE(HO)| — XRUIO) 4 o5 [XR(1O) R (HO) I

—XRHO) _ (95 4 ;) : (6.25)
Estos operadores representan los observables correspondientes a los grados de libertad puramente
internos: espin y simplin. Es mds, esta subdlgebra resulta ser, en general, un ideal (bajo conmutacién
en sentido débil) del algebra envolvente derecha U Gt de G, y un ideal horizontal para los valores
particulares de

3
Z,
(como se puede comprobar parcialmente en (6.25)). Esta iltima situacién requiere una atencién espe-
cial. De hecho, la existencia de un ideal horizontal no trivial (no cero) es un sintoma de reducibilidad.
En efecto, de acuerdo con la teoria general expuesta en las secciones 3.1 y 3.2.2, los ideales horizon-
tales derechos se corresponden con subdlgebras de gauge cuyos campos de vectores pueden escribirse
en funcién de los campos de vectores izquierdos en el médulo caracteristico y, por consiguiente, deben
representarse trivialmente (por cero). ;Que es lo que sucede entonces?, pues que la representacién
(6.21) es reducible para los particulares valores cudnticos (6.26), en contraposicién a los valores clasicos
(en lo que concierne al simplin, que no al espin) para los cuales se da la reduccién clésica (6.15). No
obstante, mientras que la reduccién (normal) para s = 0 se consigue con una nueva subalgebra de
polarizacién completa que se compone de (6.16) agrandada con XOL[* (es decir, conteniendo por com-
pleto a la subdlgebra su(2) del algebra caracteristica), la reduccién (anémala) para § = —3/4 requiere
el uso de polarizaciones de orden superior. Como ya dijimos, la forma practica de construir polar-
izaciones de orden superior es tomar los elementos del dlgebra caracteristica su(1,1), correspondiente
a la reduccién clasica de la variedad simpéctica, y sumarle términos del dlgebra envolvente izquierda
UGL. Para nuestro problema, y sblo para el caso critico § = —3/4, los campos obtenidos por este
procedimiento resultan coincidir con la versién izquierda de los operadores de gauge de orden superior
(6.24), de manera que, a las restricciones de primer orden dadas por (6.16) y que conducen a soluciones
(6.22), podemos anadir nuevas restricciones de orden superior. El candidato para este proceso de re-
duccién es la deformacién XL (HO) de XL, | 1a cual es precisamente el homélogo izquierdo de X2 (10)
definido en (6.24). Su cardcter gauge hace que sea indiferente si las condiciones de polarizacién de
orden superior

|

and s=0 (6.26)

- op 1

XLHOs- =g =22 2522 6.27
se imponen como restricciones por la izquierda o por la derecha sobre las funciones de onda (6.22), la
solucién de las cuales puede expresarse en términos de un conjunto ortogonal y completo de la forma:

3 oo o™ 3 3
. ~ k;
_ J1+la+13) _ k; R\"™ ,0)
w}({m) = > [Tt 00,420k, Plmhtlatls) — [[(-1)" (Xaj) (()m , (6.28)
i=11;=0n;=0 \j=1 j=1
es decir, como la érbita de los operadores de creacion EL; = —X(Z a partir del vacio 1/)(()0’0) (cuando

s =0). De esta forma, la totalidad de los operadores fisicos X ; se expresan en términos de los basicos:
N
a; =

(internos) X ;f(H 0) son trivialmente nulos (gauge). Por ejemplo, el operador energfa es:

X(g ya; =X, ﬁ, como en (6.24), teniendo en cuenta que ahora los operadores de orden superior

3
) . . 1
BE=-Xi=-X7-2sXF =3 (ala; + ) . (6.29)
j=1
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donde la ltima redefinicién del generador X%% pretende devolver a las relaciones de conmutacion
(XE XE] = X%% + QEX? en (6.10) la forma usual en su(1,1): (X2 X&] = X%%. Nétese que la energia
del punto cero Ey = %d del oscilador arménico es precisamente —28§ para el valor cuantico de la
anomalia § = —%. Este valor anémalo se obtiene usualmente por la “ingenua” regla de simetrizacion
y resulta tener consecuencias fisicas importantes, en teoria de campos, en el Efecto Casimir observado
experimentalmente (véase [58] y referencias alli citadas).

El carécter semi(semi)entero del valor cudntico s = —3(2) del simplin indica, de acuerdo con (6.8),
que la representacién de SU(1,1) es bivaluada, es decir, es el doble recubridor Mp(2,R) (el grupo

metapléctico) quien, de hecho, se representa fielmente.

6.2.1 Comparacién con la cuerda bosodnica

Llegados a este punto, resulta oportuno establecer una comparacién de los fundamentos de este sistema
de dimensién finita con el sistema més convencional, y en dimensién infinita, de la cuerda bosénica
[26].
El papel que juega el grupo de Virasoro, actuando sobre los modos de la cuerda {a# },
(Lt = méds., (6.30)

lo juega aqui el grupo SU(1,1) actuando sobre los modos de oscilador a,a*. Al igual que el dlgebra
su(1,1), el dlgebra de Virasoro

A oA o 1 o
Ly Lin| = (0= ) Lo + T(en’ = dm)dy i (6.31)

aparece también centralmente extendida aunque, esta vez, tanto por un pseudocociclo (con pardmetro
¢ que “generaliza” al simplin) como por un verdadero cociclo (con pardmetro c); el dltimo estd
permitido gracias al cardcter infinito-dimensional del grupo de Virasoro, el cual viola el lema de
Whitehead [59]. La reduccién anémala que permite a los operadores de Virasoro escribirse en términos
de los modos de la cuerda (construccién de Sugawara [60]) para ¢ = ¢ = d (la dimensién del espacio-
tiempo)

~ 1 N .

Ly = S0 > ah b (6.32)
es esencialmente equivalente (en su naturaleza) a la reduccién anémala que permite a los operadores
de su(1,1) escribirse en términos de los modos de oscilador para § = —d/4. De hecho, la férmula

(6.28) que expresa los estados del subespacio invariante reducido del espacio de Hilbert 7—[(8’527%)(@),
generado por la accién de sélo los operadores de creacion &;, tiene su paralelo en la construccién del
espacio de Hilbert reducido de la cuerda por la accion, esta vez, de sélo los operadores de los modos

de la cuerda sobre el vacio (véase por ejemplo [26])
antad?...ant0) . (6.33)

Para llevar hasta el final esta comparacién podriamos simular las ligaduras en la teoria de cuerdas
restringiendo nuestro oscilador a moverse sobre la esfera S?; mas precisamente, el papel que juegan
parte de los generadores del grupo de Virasoro, constrinendo la cuerda, lo juegan aqui parte de los
operadores de su(1,1), por ejemplo, aquellos que restringen a la particula a moverse sobre la esfera,
COIMO Vamos a ver.

6.2.2 Particula sobre la esfera S?

Veamos en detalle este primer ejemplo de sistema constrenido a partir de otro méas general (el oscilador
en este caso). Haciendo uso de la expresién (6.1), podemos escribir el cuadrado del operador vector
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de posicion y su “derivada respecto al tiempo” como:

R 1 - . e e . . - 3
X = (G + (X)) = XX - XX = X3t - X3 = X'+ 5
| 1,5 5 > 5
SEDHDR) = —L((XE)? - (XE)?) = —i(XE + X0 (6.31)

La teorfa constrenida puede formularse viendo el grupo de Schrodinger como un fibrado principal
donde el grupo de estructura 7' = U(1) ha sido reemplazado por T'= A(1), una extensién central del
grupo afin en 1D; de manera maés precisa, el algebra de Lie de T' es ahora:

vR vR| _ 9 vR - 2vR

[XPXE] = 2 X[ 4 2ir2X] (6.35)
> N > > oo s
XgEXQ—Tng, ngzi(xp-i-px),

la cual toma parte de una subélgebra de su(1, 1) pseudoextendida por U(1) con pardmetro r (radio de la
esfera). La ligadura sobre la esfera se puede implementar por medio de condiciones de T-equivariancia
(3.19) sobre combinaciones arbitrarias 1)(®) de funciones bésicas (6.28), bien como

)E'gfz[}(s) =0 o como ngﬁ(s) =0, (6.36)

ya que el cardcter conjugado de estos dos generadores (véase conmutador en (6.35)) impide fijar los
dos a la vez (“principio de Heisemberg”). Eligiendo la segunda opcién llegamos al siguiente conjunto
de operadores buenos (véase (3.20)):

Gr = {XExXE XF XE XE o, i) (6.37)

~ n
1 o0 on— ) [ XE 1

P, rl=— 1+ Z(—1)"7( n—1) —L -

r — 2n!! r /r2 + X1

n= i

los cuales conmutan con X tf y cierran una subdlgebra isomorfa al algebra euclidea en 3D para el caso

a

de espin s = 0 [nétese que los operadores u; viven en el dlgebra envolvente del grupo de Schrédinger].
El espacio de Hilbert constrenido, hecho de funciones T-equivariantes (6.36), puede construirse a partir
de los tinicos 2s + 1 estados que son invariantes por rotaciones espaciales y aniquilados por X g. Estos
resultan ser las combinaciones:

0 _ % K R\ 7(ma) _
Yms’o_qz%(zq)!!@q—]vo)u( XE) O me = 0,25 41 (6.38)

donde K es una constante arbitraria (a fijar por normalizacién) y Ny = 25+ 1 = —%. Para s = 0,
el estado YO(OO) representa simplemente el arménico esférico de momento angular orbital nulo [nétese

que es una combinacién lineal infinita de funciones de oscilador]. Otros estados con valores més altos

del momento angular Yn(zls),ml se pueden obtener a partir de estos “vacios” tomando la érbita de ;

a partir de YT)(’LOS),O' Por ejemplo, el estado Yn(fz,ls),O = ﬁnggo tiene momento angular (orbital) I = 1y
tercera componente m; = 0. El conjunto de todos los estados obtenidos de esta manera representan el
espacio de Hilbert de una particula puntual con espin viviendo en la esfera S2. Los diferentes valores
de s parametrizan cuantizaciones no equivalentes.

Hemos preferido mantener el grado interno de libertad de espin para comparar con otras formas y
métodos de abordar la Mecdnica Cudntica sobre SP como en [36], donde se usa el grupo euclideo en
(D + 1) dimensiones para estudiar la particula puntual sobre S, o las referencias [39, 38] donde se
considera a S” como un espacio homogéneo G/H = SO(D+1)/SO(D) de SO(D+1). A este respecto,

tenemos que apuntar aqui una diferencia basica importante entre nuestro procedimiento y el de éstos
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otros: la esfera S? donde vive la “particula libre” de [36, 39, 38], parece corresponderse més bien con
nuestra esfera interna S? inmersa en la variedad simpléctica T%S? x S? [T*S? es el cotangente de S?|
que resulta de la original C?* ® D; ® S? (véase (6.15)) tras reducir (6.27) [— C? ® S?] y constrefiir
(6.36); es decir, existen dos esferas diferentes (en su naturaleza) para nosotros, una esfera real inmersa
en B3, donde la particula vive, y una esfera “interna” (simpléctica) S? = SU(2)/U(1) correspondiente
al grado de libertad de espin. Esta situacién puede llevar a errores de interpretacién cuando se cuantiza
sobre espacios homogéneos Q = G/H y se parametriza ) como si estuviera inmerso en R"; de hecho,
una inmersién de nuestra esfera Q = S? = SU(2)/U(1) en R = {y1,92,y3} de acuerdo con una
proyeccién estereogréfica estandar:

2 Y1 Y2

= +1 , con y?=p? 6.39
prys p+ys3 yor (6.39)

an

nos podria llevar a pensar que “existe un monopolo rondando” si interpretamos la 1-forma de conexién
Osy(2) en (6.11) como un potencial de gauge U(1) [también denominado H-conexidn o conerion
candnica en [39, 38]], pero nosotros sabemos que “este monopolo no vive en nuestro mundo...”.

6.3 Escapatorias a los teoremas no-go: objetos extensos con origen
en la particula elemental

Como se ha dicho anteriormente, el dlgebra de Schrédinger se puede ver como la subalgebra de Poisson
més grande sobre la variedad de soluciones de la particula libre y/o del oscilador arménico que puede
cuantizarse de una forma més o menos candnica. Se quiere decir con esto que la aplicacién de cuanti-
zacién “"7 que representa la subalgebra de Poisson < 1, x, p, %xQ, %pQ, xzp >por < 1,%,p, %332, %ﬁQ, Tp >
no es un homomorfismo de dlgebras de Lie debido al término anémalo —% en el conmutador [%332, %ﬁQ]
con relacién a su respectivo corchete de Poisson. Afortunadamente esta anomalfa puede ocultarse
facilmente con tal de simetrizar el operador (xp).

La cuantizacién candnica estandar fracasa al intentar ir més alld de cualquier subalgebra de Pois-
son de polinomios en z,p de grado mayor que dos [61, 11]. No obstante, desde el punto de vista
de la cuantizacién sobre grupos, podemos ir mas lejos con tal de que seamos capaces de cerrar una
subalgebra de Poisson que, aunque necesariamente de dimensién infinita, tenga un crecimiento con-
trolado (crecimiento finito; véase por ejemplo [62]). Una vez hecho esto, la ley de grupo la podemos
encontrar, al menos, exponenciando el algebra de Lie orden por orden, como, por ejemplo, en las
algebras de Kac-Moody [63], y considerando todas las posibles (pseudo)extensiones con pardmetros
arbitrarios k.

Es evidente que, en el proceso de cuantizacién, apareceran muchas anomalias que requeriran el
empleo de polarizaciones de orden superior. Estas anomalias son realmente obstrucciones a la cuanti-
zacién de funciones dadas de z,p en términos de Z,p. Los valores cudnticos 7]&0) de la anomalia son
precisamente aquellos para los que se puede llevar a cabo esta tarea, aunque el morfismo cuantico
aparezca, hasta cierto punto, distorsionado (términos centrales para los operadores que representan
funciones cuadraticas y términos més generales para polinomios de grado mayor en z,p). Lejos de
estos valores cudnticos de la anomalia aparecerdn nuevos grados de libertad (puramente cuédnticos)
asociados con aquellos operadores que no pueden expresarse en funcién de z,p. Més atn, puede ocur-
rir perfectamente que no existan valores cuanticos de 7 para ciertos casos, dando lugar a situaciones
“esencialmente anémalas” (no salvables).

Para construir esta algebra de Poisson de dimensién infinita, que generalize y englobe al algebra
de Schrodinger, partamos de la variedad de soluciones de la particula elemental en dos dimen-
siones parametrizada por z,p. Por simplicidad asumiremos que la particula es no relativista, aunque
podriamos pensar en la situacién relativista con tal de que x represente el andlogo clasico del operador
de posicién de Newton-Wigner [64, 65] o, incluso, podriamos considerar también el pardmetro tiempo

20 con tal de atribuirle cardcter dindmico a través de un momento canénico conjugado p° (de manera

[13a0]
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que {z,p} =1 — {z*,p’} = ¢g"), e imponer la ligadura de la capa de masas [66]. Mantengamos la
parametrizacién tipo oscilador del espacio fasico, como en (6.1), y elijamos el siguiente conjunto de
funciones clasicas de a*, a:

1 1
LY = §(JL2”((JL*(JL)*‘“"Jrl L LP, = 5(1*27”(a*a)’B’Wrl (6.40)
1.3 1 3
nm=0,5,1,5,.. o f=045,+1,%5, ..

que generaliza el algebra de Virasoro (como generadora de los difeomorfismos del plano) y contiene el
algebra de Schrodinger como la subdlgebra mas grande de dimensién finita.
Un célculo directo a partir del corchete de Poisson bédsico {a*,a} = i proporciona la siguiente
algebra de Poisson formal:
(L2, L5} = —i[(1 = B)n — (1 — )m]LELE n,m,a, B € Z/2 (6.41)
la cual no debe confundirse con la introducida en [67]. Esta contiene varias subélgebras interesantes:
dalgebra de Schrodinger :

a* =2L

| o=

, a=2L% 1=2L}, ia?=1, la®2=17 a*a=2L§. (6.42)

NN

1
2

dlgebra de Virasoro:
Ly=L2= {L,, Ly} =—i(n—m)Lpim (6.43)

algebra de la cuerda “sin extender”: La subdlgebra de Virasoro anterior puede agrandarse por o, =

Ll m € Z. Estos dos conjuntos cierran la siguiente dlgebra (accién semidirecta):
{Ln, L} = —i(n—m)Lpim (6.44)
{Ln,am} = imanim
{Oén, am} = 0,

correspondiente a la simetria cldsica subyacente en la cuerda bosénica (una por cada indice p de o),
es decir, antes de extender por U(1).

La subélgebra de (6.41) correspondiente a las potencias positivas y enteras de z, p, denominada en
la litaratura como dlgebra weoo, ha sido considerada recientemente en muchos trabajos y, en particular,
en conexién con el grupo de Geroch [68]. La restriccién tradicional a indices enteros y positivos esta
basada en argumentos de analiticidad. No obstante, en el paso al mundo cuéntico, el requerimiento de
analiticidad sdlo tiene sentido para aquellos operadores que no son basicos, es decir, aquellos que no
estan directamente asociados con ningin grado de libertad y, por lo tanto, deben escribirse en funcién
de los operadores cuédnticos bdsicos (a*,a en nuestro caso). Y a la inversa, los elementos del dlgebra
de Poisson que generan cohomologia de dlgebras de Lie (y, por lo tanto, extensiones centrales) pueden
mantenerse como generadores de la verdadera simetria cuantica en el sentido de que no tienen por
qué expresarse, en principio, como funciones de a*, a. Estos tltimos hacen referencia a una “anomalfa
esencial” y extienden el sistema en el sentido de que generan nuevos (independientes) grados de
libertad cuanticos. Sélo la presencia de anomalias algebraicas requerird una nueva reduccién de la
representacién cuantica, la cual permite a algunos operadores a priori basicos escribirse en funcién de
otros efectivamente bésicos. Los valores cuanticos de la anomalia son, en general, aquellos valores de
las cargas centrales para los cuales la extensién efectiva del sistema extendido se reduce al minimo. En
cualquier caso, y como un mal menor, si quisiéramos establecer la motivacién (6.40) al algebra (6.41)
desde un punto de vista matemadtico riguroso, podriamos eliminar el punto a = a* = 0 de nuestro
espacio fésico original asegurando asi la analiticidad a las combinaciones (6.40) [nétese también que
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el analogo cuantico ata = ala + % de la funcién clasica a*a no es nunca cero debido al valor anémalo
del simplin (energia del punto cero)].

Para entender mejor la interrelacién entre: “un cierto grado de” no analiticidad clasica, coho-
mologia de grupos y extensién de un sistema cudntico, restrinjamonos al algebra clasica de simetrias
de la cuerda (6.44). Los generadres de este dlgebra cldsica se escriben como funciones no analiticas
[en el sentido “debil” (eludible) especificado en el parrafo anterior]| de a*, a:

1
Ln _ §a2n(a*a)lfn , = a*2n(a*a)17n
1 1
QO = §a2m(a*a)7m , Qg = Ea*zm(a*a)fm . (6.45)

Extendiendo este dlgebra de la forma:

A4 A 1 A
{Ln, Lm} = (n—m)Lpym + E(cn‘?’ +N)0pmol (6.46)
[ina dm} = @n-‘,-m

(G, ] = ampyml , (6.47)

podemos proceder con la CSG y encontrar ya la subdlgebra caracteristica y las parejas candnico
conjugadas. No vamos a dar los célculos precisos, los cuales se pueden encontrar en [69] y las referencias
alli citadas [para la verdadera algebra de la cuerda, es decir, para las d componentes de o, u =
0,1,2,...d, aunque los resultados son formalmente equivalentes]. Los resultados a los que se llegan son
los mismos que los de la seccién 6.2.1: paraa = 1,¢ = ¢ = 1 todos los generadores de Virasoro se dejan
expresar, tras la cuantizacién, como funciones cuadraticas (y por lo tanto analiticas) de los operadores
cuanticos &, (véase (6.32)), los cuales no necesitan ser expresados (ni, de hecho, pueden serlo) en
términos de cualquiera otros, ya que son operadores basicos e independientes como consecuencia de la
extensién central (6.47), dando una extensién infinita al sistema fisico. Lo mismo sucede con el caso
5= —% de la particula con simplin estudiada en la seccién 6.2 donde, la pseudoextension de SU(1,1)
(la cual redefine el generador X}?) con parametro S, es exactamente la misma que la pseudoextension
del dlgebra de Virasoro (la cual redefine el generador Ly = a*a) con pardmetro c’.

Nuestra sugerencia es, por tanto, mirar a las extensiones centrales de toda el dlgebra (6.41) ,
considerada como un &élgebra formal abstracta, como el dlgebra de cuantizacién del sistema minimo de
dimension infinita que extiende a la particula libre de tal manera que la propia cuerda estd incluida
de manera natural. Dentro de este “enorme” objeto fisico extenso, la particula libre con simplin
apareceria como el tUnico subsistema, y el mas grande, de dimensién finita. También en esta linea,
la gravedad cuéntica en 141D podria surgir como un subproducto de la cuantizacién completa del
espacio fasico de la particula libre (relativista). Para ver si esto es cierto o no, habrd que esperar
un estudio general de las extensiones centrales de (6.41) y la cuantizacién correspondiente. Debido
a la embergadura del problema y a la reciente aparicién de este dlgebra [27], no serd posible arrojar
luz sobre este tema en esta tesis, aunque ya estamos investigando esta cuestién. En particular, estan
s/iendo investigados en la actualidad ciertos aspectos de este tema relacionados con aplicaciones a la
Optica.

6.4 Conexion con la ()ptica de Fresnel

La relacién estructural entre la Optica de Fresnel (a veces denominada 6ptica de 47) y la Mecanica
Cuantica ha sido desarrollada extensamente en las dltimas décadas, habiendo notables contribuciones
de A.J. Dragt, S. Steinberg, K.B. Wolf, etc. y excelente bibliografia introductoria como es el libro [70]
Symplectic Techniques in Physics y numerosos “reports” de K.B. Wolf.
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Como se desprende de tal relacién, el estudio y clasificacién de las aberraciones en ()ptica encuentra
los mismos problemas que la propia Mecanica Cuantica cuando se pretende ir mas alla de los limites
de validez de los teoremas denominados no-go, esencialmente asociados a Groenwald y van Hove. No
obstante, estas técnicas de cuantizacion desarrolladas para la solucién de problemas anémalos y que
proporcionan una escapatoria a los citados teoremas no-go, esperamos que sean igualmente validas
para el andlisis tedérico de las aberraciones en Optica.

El objetivo es calibrar el alcance real de las nuevas técnicas de cuantizacién en el campo de la
Optica no lineal.



Capitulo 7

INVARIANCIA MODULAR Y EL
EFECTO HALL CUANTICO

Ya en la seccién 3.3 vimos las consecuencias no triviales que tiene considerar el cilindro ® x S! =
R x (R/Z) frente al plano & x R (su recubridor universal) como variedad simpléctica asociada a un
sistema cudntico [en este caso, la particula libre sobre la circunferencia frente a la particula libre sobre
la recta real]. La no trivialidad del primer grupo de homotopia para la primera da lugar a efectos
cuénticos novedosos respecto al caso estdndar (plano), introducidos éstos aqui por medio de ligaduras
que incorporan la informacién subyacente en este cambio de topologia. Pero éste es uno de los muchos
casos que podriamos tratar por este mismo procedimiento, siendo S* x S = T? (el toro) el siguiente
paso en consideracion y el que, precisamente, vamos a desarrollar en este capitulo. Otras variedades
simplécticas obtenidas a partir de las ya conocidas como, por ejemplo, D; C SU(1,1) (disco unidad
abierto) y S% € SU(2) (esfera) del capitulo anterior, podrian obtenerse tomando cociente por grupos
fuchshianos [71] (subgrupos discretos de SU(1,1) y SU(2)), dando como subproducto una clasificacién

de las distintas variedades riemannianas en dos dimensiones?.

De acuerdo con el procedimiento general en 3.2, vamos a considerar la variedad simpléctica T? =
S % S inmersa en un grupo de cuantizacién G que contiene a su recubridor universal ®2 = R x
R y que incorpora la informacién “homotépica” de T2 en su grupo de estructura T ~ II;(T?) x
U(1). El candidato més directo para ocupar el puesto de G es el grupo de Heisemberg-Weyl en 1D,
considerado esta vez como un fibrado principal con grupo estructural 7' ~ (Z x Z) x U(1), el cual
ha sido bautizado en [31] como grupo de H-W toral junto con el grupo de H-W cilindrico en conexién
con el cilindro como variedad simpléctica. Ambos grupos resultan ser, respectivamente, simetrias
bésicas subyacentes en sistemas fisicos como “electrones en una estructura periédica bidimensional
con un campo magnético perpendicular a la misma” y en “anillos superconductores”, proporcionando
explicaciones, respectivamente, al Efecto Hall Cudntico Entero y Fraccionario (I(F)QHE) y, como ya
comentamos en la secciéon 3.3, a la cuantizacion del flujo en los dichos anillos superconductores. El
estudio que se hizo en la referencia [31] con respecto a estos grupos de H-W compactificados puede
extenderse introduciendo mas simetrias en el modelo, las cuales proporcionaran, cémo no, mas riqueza
al mismo. El nuevo candidato a grupo de cuantizacién G serd ahora el grupo de Schridinger en 1D,
el cual incorpora una simetria SL(2,R) adicional a la de H — W suficiente como para implementar
mwvariancia modular en el correspondiente sistema cudntico constrenido, es decir, el sistema cudntico
asociado a G con grupo de estructura T ~ (Z x Z) x U(1). Veremos que tal implementacién es
sensible al cardcter de la clase de cohomologia de la forma simpléctica en el toro (un nimero cudntico
topoldgico), hecho que puede revelarse como una explicacién fundamental del cardcter impar de los
denominadores del “factor de llenado” en el FQHE.

leste tema estd siendo investigado y esperamos que otros nuevos fenémenos cudnticos aparezcan en escena

65
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7.1 Representaciones del grupo de Schrodinger en 1D

En esta seccién vamos a seguir un tratamiento un tanto distinto al desarrollado el la seccién 6.2 para
el grupo de Schrédinger, no ya sélo en lo referente a la dimensién y al uso de coordenadas complejas
sino también, en lo que concierne al uso de un sistema global de coordenadas para Sp(2, R) ~ SL(2,R).
Cuando tratamos con este tipo de ligaduras “topolégicas” hemos de ser cuidadosos con la estructura del
grupo de cuantizacién si no queremos perder informacion acerca de ciertas transformaciones globales
que resultan ser relevantes en el sistema ligado. En nuestro caso bastard con reemplazar SL(2,R) por
GL(2,R), el cual tiene un pardmetro més (que resultard corresponderse con una simetria gauge de la
teorfa no constrenida) y es més apropiado para llevar a cabo un tratamiento global de coordenadas.
Con esta modificacion, la ley de grupo queda como:

!

= =/ =
T T+ —|S’|1/2x
s = S's (7.1)
o= e imw [—A'zhry — B'ahey + C'ajxy + D'alxo
= exp — TIRE ,

donde ¥ = (x1,72) € R? (w es una frecuencia, de manera que, por ejemplo, mwxs hace de momento),

C D

de la accién semidirecta de GL(2,R) sobre R? es necesario para que la extensiéon central esté bien
definida.
Los campos de vectores izquierdos se escriben en las coordenadas x1,x2, A, B,C, D, como:

S = ( A B ) € GL(2,R) y |S| = AD — BC es el determinante de S. El factor |S’|~1/2 en el cociclo

X5 o= |87 [Aa% + Ca% + T;L—;)(—Axg + Cxl)a}

X5 o= s {D% +Ba%1 + %(—Bm +Dx1)5]

Xk = Aa%+c%

XL = Aa%Jrca% (7.2)
KL - Ba%JrD%

XL = a%+D8%

Xt = ga%z—zE,

mientras que los derechos se escriben como:

0 mw

XE = s+ o 22E

xR - a%_%xla

X = A%JFB(%JF%@%—%@%

XB = Ca%JrDa%erQa%l (7.3)
d d 0

x8 o~ 42 pd 0
C ac "D T M on,
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- 0 0 1 0 1 0
Xk = C+D——
D oc *Pap T 20w T 20
xf = —iE, (7.4)
Las relaciones de conmutacion son:
X5 X5 = Xp L 1%L
F ~ XA,X = —5X3
xXhxtl = -X&
S XE XL = 0
X3 Xp) =0 VL L] VL
FL - - XB,X = X7
X5 XE - Xk- X :
L - Xt XLl = XL (7.5)
L L L C 1
X5 Xp = Xp L
FL ~ XC,X =0
X5 XEl = —Xxt -
- XD,XL = —3Xk
XL, XL] = mez - L
|“Fz hN XL XL — lXL
Xk XE] = 1XE [ D e 27w
La 1-forma de cuantizacion © y la subalgebra caracteristica Gg son:
mw d
0 = o ($2d£l?1 — xlde) + Z_CC (76)
g@ = <XA+XI%7X£/_XD7XB7X5>

donde el generador X b+ X L resulta ser gauge (ideal horizontal). Debido al cardcter anémalo de este
grupo, ya discutido en el capitulo anterior, tomaremos como subalgebra de polarizacién la siguiente
de orden superior

HO __ L vL vL vL L vL L vL v L ih L 2

PO = <X+ XXk - Xf -5 — (XmX + XL X! ),XB+2mw (x5),
I ACES) e
Xb -5 — (X£)7. Xk (obien Xf) >, (7.7)

que conduce a las siguientes ecuaciones de polarizacién:

(Xh+XE)v = 0

Xy =0
~ ~ 1
(Xh-Xp)v = v (7.8)
Xty =0
- ih o~
T = 5 (Xh) e

La primera de dichas ecuaciones (cociente por el gauge) tiene como solucién aquellas funciones de

onda definidas sobre SL(2, R) C GL(2,R), o sea,

T/J(A7B7 C7D7x17x27 C) = 1/1(617 ba ¢, d7w17x27 C) ’ (79)

A h= B c= C d= D
vap-sc'’ = Vap-Bo' ¢ = Vap-Bo Y ¢ = Jab-Bo®
Para continuar resolviendo las ecuaciones de polarizacién es conveniente introducir cartas locales en

SL(2,R). Las elegiremos como aquellas definidas por: bien a # 0 o bien ¢ # 0, respectivamente?. La

con ad — bc = 1.

donde a =

1
primera carta contiene a la identidad Iy € SL(2, R), y la segunda contiene al elemento J = ( _? 0 ) .

2 ’ ’ . .
En verdad, éstas se corresponden con cuatro cartas contractiles: a > 0,a < 0y ¢ < 0,c > 0, pero las funciones de
transicién entre cada par de estas cartas son triviales, de manera que las consideraremos como una sola carta
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Las soluciones de las ecuaciones de polarizacién, junto con la condicién de U(1)-funcion ¢({ * §) =
¢(g), vienen dadas por:

1. Para a # 0O: '
Y = Ca V2w Wy (T,y), (7.10)
donde x = x1, y =22 — 711 y T = ¢, satisfaciendo x una ecuacién de tipo Schrodinger
Ox ih 0%x
= = —=. 7.11
or  2mw Oy? (7.11)
2. Para c # 0: _
)= ¢V IN(T, ) (7.12)
donde T = x2, j =x1 — Tw2 y T = ¢, siendo ¥ solucién de una ecuacién de tipo Schrédinger
ox ih 0%
X X (7.13)

oFr  2mw oy

El elemento .J representa una rotacion de % en el plano (z1,x2), y lleva la funcién de onda de una
carta local a la otra®. De por si , J* = I, pero su actuacién sobre las funciones de onda

W(T *g) = (=1)*(g), (7.14)
dice que ¥(J* * g) = —1(g), un reflejo mas de que la representacién del subgrupo SL(2, R) es bival-
uada, tal y como dijimos en el capitulo anterior, siendo el doble recubridor (el grupo metapléctico)
quien se representa fielmente. Comparando con un ejemplo mejor conocido podriamos decir que: la
representacién metapléctica es a SL(2, R) lo que la representacién de espin 3 es a SO(3) (véase [61]
y [22]). )

Con esto tenemos construido el espacio de Hilbert H(G) de la teorfa no constrenida. Antes de
pasar a imponer las ligaduras, discutamos un poco las representaciones unitarias e irreducibles del
subgrupo de estructura 7', representaciones que resultan ser, en general, de dimensién mayor que 1
debido al caracter no abeliano del mismo.

7.1.1 Representaciones del subgrupo de ligaduras T’

El subgrupo de estructura
T={t= Iy, x1 =k Ly, 20 = knLy,0) € G k1, ko € Z,C € U(1)} (7.15)

[L12 denotan los periodos (longitudes) en cada una de las direcciones| es, a su vez, un grupo de
cuantizacién con estructura de fibrado principal con fibra U(1) y base el grupo discreto T'=Z x Z =
I1;(T?), es decir, una extensién central por U(1) de Z x Z. Podemos pues aplicar las técnicas de CA
para obtener sus representaciones unitarias e irreducibles. La ley de grupo para T viene inducida a
partir de la de G, de manera que la composicién ¢’ x ¢ de dos elementos arbitrarios ¢, € T es:
/ / / _ / / PR ALLE B G W VY T
(L2, k1 L1, k5 Lo, C') * (Lo, k1 L1, ko Lo, Q) = (I2, (k1 + k1) L1, (ky + ko) Lo, e’ 2n— YR 7RE) - (7.16)
En la buisqueda de subgrupos horizontales y parejas conjugadas es conveniente calcular el conmu-
tador [t',] de dos elementos arbitrarios de 71"

.mwlqL ’ ’
(I, K, L1, KyLo, ¢'), (I, k1 Ly, ko Lo, €)] = (I5,0,0,¢t 7 (Kika—kika)y (7.17)

la estructura del cual condiciona el mayor o menor grado de “abelianidad” de T segun los valores

que tome la magnitud %, a la cual nos referiremos de ahora en adelante como (unidades de)

flujo magnético ¢, o simplemente flujo?, por razones que veremos més adelante. Existen tres casos

3de hecho, salvo factor, J representa un operador de cambio de polarizacién, es decir, la “transformada de Fourier”
que pasa de la representacién en el espacio x1 a la representacion en el espacio de x2
4quizds fuese més apropiado hablar de “fuxones”
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interesantes dependiendo del cardcter del flujo ¢:
: L
i) FUJO ENTERO: ¢ = 5322 =n € Z.

ii) FLUJO FRACCIONARIO: ¢ = M¢lile —n "y e 7 v primos entre sf (con r > 1).

i11) FLUJO IRRACIONAL: ¢ = % = p, siendo p un numero irracional.

Estudiemos por separado dichos casos:

Caso de flujo entero

En este caso T es un grupo abeliano, producto directo de T = {t = (I3, ki Ly, koLo, e ""?k1k2)}
~ Z x Z por U(1), y todas sus representaciones son de dimensién 1. Nos quedaremos con aque-
llas representaciones de T' que restringidas a U(1) son fieles, es decir, que son compatibles con la
condicién de U(1)-funcién ya impuesta en (7.10). Estas representaciones tienen la siguiente forma:

DY (I, ky Ly, ka Lo, O) = Ceilerkiteka) gmimnkika vy k) e 7 Y¢ e U(1), (7.18)

donde ¢1, p2 € [0,27) parametrizan las representaciones no equivalentes.

Caso de flujo fraccionario

En este caso T es no abeliano (no es producto directo), siendo una extensién central no trivial de
Z x Z por U(1), tal y como se ve en el conmutador:

k! ko — kL k
(I, Ky L1, kb Lo, (), (I2, k1 L1, ko Lo, ¢)] = (I2,0,0, w0, 7271 (7.19)

2T es una raiz r-ésima de la unidad. Nétese que si |n| > r, entonces w, = ¢?™r = 277

donde w, = e
donde ¢ = n mod r. Dado que n y r son primos entre si , ¢ y r también lo serdn y, por consiguiente,
podemos escoger tanto un par como el otro para caracterizar a T.

El grupo T admite un subgrupo caracteristico®, no trivial de la forma:
G.= {(_[2, ’I“k‘lLl, ’I“k‘QLQ, eiﬂ—nrkll@) R / kil, ko € Z} s (720)

el cual se identifica con los elementos de Casimir de T', es decir, aquellos elementos que, no siendo de
U(1), conmutan con todos los demds. El cociente T'/G. resulta ser el grupo de Clifford generalizado
G4 (véase [72]) producto por U(1). Un subgrupo de polarizacién T, para T' consistiria en G, junto
con traslaciones discretas en una u otra direccién. Dada la fibracién no trivial de T' para este caso, y
pensando en ¢l ahora como grupo de ligaduras de nuestra teoria, el subgrupo 7, representaria, en prin-
cipio, precisamente el maximo conjunto de restricciones que podrian ser impuestas simultaneamente
a las funciones de onda, ya que se trata de ligaduras de segunda clase (véase sec. 3.1.1). No obstante,
las representaciones unitarias e irreducibles de los grupos de Clifford generalizados son de dimensién
finita (véase [72]), lo cual permite tratar estas ligaduras de segunda clase “como si fueran de primera”,
es decir, no so6lo 7T}, sino, todo T" puede imponerse consistentemente eligiendo una de estas representa-
ciones (que no sea la trivial, claro estd). Hay que decir que nosotros obtuvimos en la referencia [31]
estas mismas representaciones (entonces no teniamos conocimiento de la referencia anterior) por un
procedimiento, digamos, indirecto. Lo que hicimos alli fue imponer primeramente el grupo abeliano 7,
como ligadura en el grupo de H-W toral, escogiendo representaciones de dimension 1 parametrizadas
con dos indices (de forma similar al caso de flujo entero) para, posteriormente, reinsertar el resto de

*nétese la diferencia con el equivalente continuo de T (grupo de H-W) para el cual, ni existe grupo caracterfstico,
ni existen cuantizaciones no equivalentes (para un numero finito de grados de libertad), segin el Teorema de Stone-von
Newmann
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operadores (malos) de T' como operadores regulares (de cambio de cuantizacién) actuando sobre un
fibrado vectorial de dimension r resultante de la unién de las r representaciones equivalentes de 7T),; de
esta forma, la funcién de onda adquiria un marcado caracter “espinorial” [este mecanismo de obtener
funciones de onda “espinoriales” tiene su origen en la multivaluedad de la funciéon de onda, siendo las
componentes de estos “espinores” (complejos) los valores de dicha funcién en cada hoja de la superficie
de Riemann]. De una u otra forma, las representaciones de T' para este caso resultan ser de dimensién
r vy pueden escribirse como:

DY Iy, ki Ly, ko Lo, €) = (ellorbitoako)mimihbe glighe vy by € 7, e e U(1),  (7.21)
donde A, y B, son matrices r X r de la forma:

(AT‘)Z] = wyidil(sij ) (BT)ZJ = 5i,(jmodr)+1 ) Zaj = 1727 RPN AR (722)

que verifican A, B, = w,B;A,, y Al = B = I, (relaciones de g-conmutacién tipicas de un plano
cudntico [73] con q = wy).

Como ocurre en el caso entero, uno esperaria ingenuamente que el rango de representaciones no
equivalentes viniera dado por ¢1, @2 € [0,27). No obstante, en este caso el rango de no equivalencia
se ve reducido debido a la existencia de transformaciones unitarias no triviales que relacionan repre-
sentaciones en el intervalo [0,27), algo que no sucedia en el caso entero por ser las representaciones
de dimensién 1. Asi , tenemos que determinar el rango minimo de valores 1, o para los cuales la
representaciéon D#1:42) eg equivalente a la representacién “trivial” D@9 es decir, ver para qué valores
de jui1, 1o existe una matriz unitaria V tal que D#1#2) = V DOOVT - Estudiando los casos (u1,0) y
(0, pu2) por separado se obtiene que:

(i) D%“’O) es equivalente a Dé?’o) para 1 = 25, con V = Bl

T

1
(ii) Dé?’w) es equivalente a Dé?’o) para pig = 2, con V = AJ;

T

|

izl i1
aqui (A7) = wr™ 045 = e?m ij» ¥y 0 < mg < r es un entero, soluciéon de la ecuacién diofdntica

l+nmog=rk ke 7, (7.23)

la cual tiene siempre dos soluciones en el rango {—(r — 1),...,0,...,7 — 1}, con tal de que n y r sean
1

primos entre si . Nétese que (A7)" = A, y (B™)" = B! de manera que estas matrices pueden
considerarse como raices n-ésimas de las matrices A, y B; !, respectivamente.

En resumen, el rango de representaciones no equivalentes de T se reduce a ¢1, 2 € [0, 27”) Este
hecho tendra una importancia extrema en la determinacion de los operadores buenos que sobreviven
a la ligadura en el grupo de Schrodinger y, en particular, para aquellos que se refieren a la invariancia
modular en el caso fraccionario.

Caso de flujo irracional

Finalmente, y por completitud, comentaremos brevemente el caso en que ¢ = % es un numero
irracional. Como en el caso fraccionario, no podemos imponer todo el grupo 1" como ligaduras y hemos
de elegir un subgrupo de polarizacién T},. En este caso el subgrupo caracteristico es trivial y el subgrupo
de polarizacién consiste en traslaciones discretas en una u otra direccién. Las representaciones resultan
ser de dimensién infinita, al igual que en (su homdlogo continuo) el grupo de H-W. El caso irracional
no resulta ser interesante desde el punto de vista fisico y no serd considerado en conexién con la
invariancia modular. Para mds informacién puede consultarse la referencia [31], esta vez en conexién
con el grupo de H-W toral.
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7.1.2 El grupo de Schrodinger toral

La teorfa constrefiida puede formularse considerando ahora al grupo de Schrédinger G como un fibrado
principal con grupo estructural 7', grupo al que bautizamos como: grupo de Schrédinger toral. El
calificativo de toral hace referencia a la variedad simpléctica resultante de G tras tomar cociente por el
grupo caracteristico GL(2, R) y por la ligadura T', dando G /(GL(2, R)UT) ~ S* x S*. La cantidad ¢ =
% definida en la seccién anterior resulta ser una extension del concepto de clase de cohomologia
de la forma simpléctica w (o clase de Chern) sobre el toro, permitiendo valores fraccionarios ademés
de los valores enteros descritos en la Cuantizacién Geométrica estandar. Para ésta, la aparicién de
funciones r-valuadas para clases fraccionarias n/r puede eludirse reemplazando el fibrado de linea
usual por un fibrado vectorial £ de rango r y clase de Chern entera n.

Caso entero

Las condiciones de T-funcién (9 (f x §) = DW ()1 P)(§), Vi € T pueden interpretarse como condi-
ciones de contorno periddicas que Seleccionan de entre el espacio de Hilbert original ’H(G) aquellas
funciones de onda que son cuasiperiédicas, es decir, que cambian en una fase e#! bajo una traslacién
de 1 por una cantidad L; y en €?? bajo una traslacién de xo por una cantidad Lo. Si nos restringi-
mos a la representacién trivial para T' (funciones estrictamente periddicas), la solucién general de la
condicién de T-funcién ¥ (g7 * g) = () (g) para las funciones polarizadas en (7.10) es:

n—1
XO (T’ y) = Z CLkAg (T’ y) ) (724)
k=0
donde
)
Ag(’T, y) 227rk ———nTk‘) Z i2mng[ & %T(kz—l—nq)} ’ (725)
qeZ

o= ﬁ—; y aj son n coeficientes arbitrarios. Estas funciones también pueden escribirse como:

6L2T d2

A(r,y) = e T a? Ad(y), (7.26)

donde las n funciones AY(y) = el > 4ez 0(y — £ Lo) son las T-funciones que hubiésemos obtenido

tomando como punto de partida el grupo de H-W en vez del grupo de Schrodinger (véase [31]). Nétese
que el pardmetro tiempo 7 aparece ahora compactificado. Utilizando los resultados en [31], podemos
escribir la solucién de las condiciones T-funcién para periodicidad arbitraria en términos de estas

funciones restringidas a H-W como Af(y) = ewlf%Ag(y + “;ianQ), resultado al cual se puede llegar
aplicando operadores de cambio de cuantizacién (regulares) En definitiva, el espacio de Hilbert de la
teorfa constrefiida H(?)(G) est4 generado por la base {A‘p} =0y, por lo tanto, es de dimension finita.
Para la carta local que contiene a J (¢ # 0) el resultado es basicamente el mismo.
El conjunto de operadores buenos para este caso hay que buscarlo en el normalizador de T' en G
el cual resulta ser (este resultado también es vélido en el caso fraccionario):

N(T) = {gveG/gnsixgy' €T, vieT} (7.27)

- {QN:(< a 2),361,362,()6@/@, b6t 8, de Z; x1, x0 € R; CGU(l)}

C

o sea, el producto semidirecto de SL(2,Z) (subgrupo de SL(2,%) hecho de matrices con entradas
enteras) por el subgrupo de H-W. Aplicando la caracterizacién de operador bueno dada en (3.32) (la
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cual equivale en este caso a (3.20) por ser T" abeliano), obtenemos las siguientes condiciones:

¥1 ©2 T2 T 1
(a )27T+0527T+n( aL2+c<5L1 2@05) ke
©2 _1¥1 ) 14 ,
d—1)=—=+4+bd "= —bd" —= +d— — =dbd = KeZ. 2
( )27T+ 27T+n( L2+ I, 2 ) € (7.28)

Procedamos por partes al cdlculo concreto de operadores buenos.
A) En lo que respecta al subgrupo de H-W (es decir, para a = d =1y b = ¢ = 0), se llega al
mismo resultado que en [31], s6lo las traslaciones finitas

Nt L
(771) nl = (IQ,IEl = kl?laoy 1) (729)

N L
(112) = (I2,0,29 = /<?272,1),

con ki, ko € Z, sobreviven a la ligadura. De aqui se desprende una consecuencia muy importante: no

ya sélo las funciones () = e no)k2 = e
operadores buenos (71)*1 y (72)*2 [es decir, toda el dlgebra de Poisson de funciones analiticas sobre la
variedad simpléctica S1 x S (véase [74])], sino jtambién sus raices n-ésimas! [esto es posible gracias
a que las funciones de onda son secciones de un fibrado vectorial de dimensién n sobre el toro]. Este
hecho, junto con la escapatoria a los teoremas no-go del capitulo anterior, es una manifestacion mas
de que la “falta de analiticidad” (hasta cierto punto) no es un obstéculo serio para nuestro método de
cuantizacion, resultando a veces hasta “natural”.

Por completitud, podemos dar la acciéon de dichos operadores restringida a las funciones de onda
sobre H-W mencionadas anteriormente, ésta es:

. fEl . 12
227rk1L— 127rk2L— i6di .
1y ( 2 periddicas en x1 y x9, se cuantizan como

Af(y) = en@vAL(y) (7.30)
Af(y) = e%WIkQAf—kgmodn(y)

Hagamos un breve inciso y comentemos algunas propiedades interesantes que aparecen en la liter-
atura referentes al subgrupo (infinito)

W, = {(m)'%(m)% kiks € Z, } c e, (731)

de operadores buenos generados por (ﬁl)% y (ﬁl)% o, mejor dicho, al dlgebra obtenida al considerar
los elementos de este grupo, o mas bien una representacién matricial de él, como generadores de un
espacio vectorial con el conmutador usual de matrices como corchete de Lie (dlgebras trigonométricas
[75]). Como grupo, W, tiene estructura de fibrado principal con base Z x Z y fibra Z,, C U(1)
(conjunto de raices n-ésimas de la unidad) Por ser n entero, este grupo discreto tiene centro, de forma
que si tomamos cociente por él (esto es lo que hace la condicién de T-funcién), nos queda un grupo

finito generado por {(ﬁl)k_nl (ﬁz)%, ki,ko =0,...,n — 1}. Este grupo finito, que puede verse como una
version finita del grupo de H-W, constituye un fibrado principal con base Z,, x Z,, y fibra Z,, C U(1),
y admite una representacién matricial simple [76] (véase también [75] y [67]). El &lgebra del grupo
correspondiente resulta ser la de SU(n) x U(1) para n impar o la de U(n/2) para n par, en una base
trigonométrica [75]. Por medio de esta representacién, el limite n — oo (lo que podriamos llamar
el limite cldsico) es particularmente sencillo de realizar, dando lugar al dlgebra de difeomorfismos
(que preservan el drea) de una superficie bidimensional (el toro, en este caso). Este dlgebra, que se
denomina wy, en la literatura, es la version clasica de una diversidad de dlgebras de dimensién infinita
denominadas collectivamente W, de interés creciente dia a dia (véase [77] para un review). En este
sentido, el subgrupo de operadores buenos W,, puede verse como la versién cudntica del algebra de
difeomorfismos del toro, constituyendo de esta forma una realizacién de algebra W, sobre el toro.
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En la seccién siguiente veremos que W, representa el conjunto de Wilson loops de una teoria de
Chern-Simon abeliana sobre el toro [78, 79].

B) En lo que respecta al subgrupo SL(2,R) (es decir, para 1 = x2 = 0), la condicién (7.28) dice
que el maximo subgrupo que sobrevive tras la ligadura es SL(2, Z), y sélo para:

(i) funciones estrictamente periddicas (@1 = 2wmy, @ = 2mwme con my, me € Z) y n par
(i) funciones antiperiédicas (p1; = m(2mq + 1), w2 = w(2mg + 1) con my, me € Z) y n impar

es cuando se consigue la invariancia modular completa.
Para estos casos el conjunto total de operadores buenos resulta ser mayor que el mero producto de
W, por SL(2, Z), obteniéndose de (7.28) que todos los elementos de la forma:

_ 1 .
Gr = {(S, ~SJ"L () /S € SL(2.Z), m=0,1,2.3, k€ Zx Z, (€ U(1)} (7.32)

respetan, tanto las condiciones periédicas (para n par) como las antiperiddicas (para n impar).
Para periodicidad arbitraria sélo sobrevive, en general, un subgrupo de SL(2,7) (aparte de W,,
claro estd). En particular, existen tres casos interesantes que son:

(i) Cuando ambos, £L y £2, son irracionales, la identidad I3 es el tinico elemento de SL(2,Z) que

sobrevive.
(ii) Cuando #* es irracional y £2 = % es racional, el inico subgrupo de transformaciones modulares
1 eqd 'k
0 1

e = 1 para n par y € = 2 para n impar (al intercambiar los papeles de 1 y 2, se intercambian las
transformaciones triangulares superiores por inferiores).

que sobrevive son las transformaciones triangulares superiores con k € Zy con

(ii) Si §2 = Ly £ = 2 son racionales, las transformaciones modulares que sobreviven vienen

dadas por las soluciones de la siguientes ecuaciones diofanticas:

)
(a—l)&%—cé@—n—ac = keZ
q1 q2 2
-1
b5—1%+(d—1)%_ndbg _ Kez. (7.33)
1 2

Para este caso es posible reinsertar los operadores malos de SL(2, Z) como operadores regulares
de cambio de cuantizaciéon actuando sobre fibrados vectoriales de dimensién dependiente de los
valores de ¢1 y qo.

Caso fraccionario

Para este caso dejaremos de lado la determinacion explicita de las funciones de onda constrenidas, las
cuales se podrian obtener a partir de las funciones de onda restringidas al subgrupo de H-W calculadas

2157 &2
en [31] aplicando el operador pseudodiferencial e’ 7 2
pues al célculo de los operadores buenos, utilizando para ello la caracterizaciéon dada en (3.32). Segin

esta caracterizacion, las transformaciones buenas gr de G son aquellas que envian la representacion

como en la ecuacién (7.26). Nos limitaremos

Dgp@ de T a una equivalente bajo la acciéon adjunta

D)@y = DY (gr « L+ g71) = V(ar) DD (O)V (gr) Vi e T, (7.34)
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donde V(gr) es la matriz unitaria que realiza la transformacién. Una primera aproximacién consiste
en mirar al normalizador N(T') de T, el cual viene definido como en (7.27), siendo ahora la accién

adjunta de gy = (< Z 2 ) ,x1,22,(') € G sobre un elemento = (I, k1L1,koLo,¢) € T de la forma
N *t*x gy = (I, (aky + b5 Yke) Ly, (cdky + dka) Lo,
<6i27r%[(—az—g—f—cé%)kl—i—(—bé*li—i+d%)kg]) _ (7.35)

Exigiendo que ¢ € T, llegamos a la misma conclusién que en (7.27) respecto a los valores de a, b, ¢, d,
es decir, en principio, sélo las transformaciones de SL(2, Z) sobreviven a la ligadura. Procedamos por
partes al cdlculo de operadores buenos como en el caso entero anterior.

A) En lo que respecta al subgrupo de H-W= {h = (I, z1,z2,() € G}, la condicién (7.34) aplicada
a la representacién de T' dada en (7.21) se escribe como:

eizw%(—i—gkﬁf—ikg)A@B?/@ = V(h)Ak BR2v (R)1 . (7.36)

la cual es un caso particular de equivalencia entre las representaciones D(T’“’“ 2) y Dé? 9 de T estudiadas
en la seccién anterior (caso fraccionario) y, por lo tanto, se deduce que z; = kl% y Tg = kg%, con
ki,ko € Z. O sea, volvemos a obtener que W,, en (7.31) es bueno, esta vez para todos los valores de

2
©$1, P2 S [07 Tﬂ)

B) En lo que respecta a SL(2, Z), bastara con analizar la “bondad” de los dos elementos

915<(1)1>,92E<i?>, (7.37)

los cuales generan SL(2,Z7), para las diferentes cuasiperiodicidades y valores de n y r. Para g; se
obtiene la condicién:

ei2mka(Fr=552) ghitha pha 7 (g) AR BE2V (g0)T | Vky ky € 2, (7.38)
la cual se verifica si
(i) 1 =0y nr es par, o bien si
(ii) ¢1 =T y nr es impar.
(i-1)?

Para el primer caso la matriz unitaria V' (g1) tiene la forma V(g1);; = wr *> d;5, y para el segundo
i—1  (i—1)2

V(g1)ij = w™ wr 2 &5,
Para que g2 sea bueno tiene que cumplirse que:

nkq

PR AR BT = V(g2) AR B2V (g2)', ki ke € Z. (7.39)

condicién que se verifica si
(i) ¢2 =0y nr es par, o bien si

(ii) @2 = T y nr es impar.
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La matriz unitaria V' (g2) tiene la forma:

(r=1)(r—2)
1 wr 2 R 1
1 1
1 wr 1
4 = V=— si nr es par
(e2) NG w; wr : p
. . (r=1)(r-2)
: w2
(r=1)(r—2)
wr 2 . R | 1
1
V(ge) = AV sinresimpar,

1 .
donde (Aﬁ_")” = ei”%éij.

En definitiva, los valores de @ para los cuales se tiene invariancia modular completa se corresponden
con funciones de onda periddicas para nr par o con antiperiédicas si nr es impar, donde dichas
condiciones de contorno periddicas se entienden con respecto a traslaciones por rLy y rLy (toro r
veces mas grande en las dos direcciones). La representacion p(g;), | = 1,2 sobre el espacio de Hilbert
constrenido de dimensién nr descompone en producto de representaciones p;j.ab(91) = VijUap, @,J =
1,....r;a,b = 1,...,n actuando sobre “indices del espacio de gauge” i,j y sobre “indices del espacio
fisico” a,b, en la nomenclatura de Teorfas de Chern-Simons [79].

Para comparar los resultados obtenidos con otros presentes en la literatura (y referentes casi todos
a Teorias de Chern-Simons) veamos en detalle como atacar una teoria de Chern-Simons desde nuestra
perspectiva y cémo se pueden trasladar todos los resultados obtenidos para el grupo de Schrédinger
toral a dichas teorias. Para ello recurriremos a la seccién 4.1 para la construccién del grupo de
cuantizacion a partir de la accién de Chern-Simons.

7.2 Teoria de Chern-Simons abeliana en 2+1 dimensiones

Sea M una variedad tridimensional globalmente hiperbdlica, es decir, descomponible en producto
directo M = ¥ x R con ¥ una variedad bidimensional orientable.
La accién para una teorfa de Chern-Simons abeliana viene dada por [80]:

k
= — A A 4
Sacs T /M ( Ad ) (7 0)

donde A es una l-forma en M valorada en el dlgebra de Lie K de un grupo de Lie abeliano K [la
generalizacién a dimensiones impares (2D + 1) mayores es directa teniendo en cuenta que, ahora, A
es una D- forma]. Es directo comprobar que la accién Sycs es invariante bajo transformaciones de
gauge A — A 4 dA para cualquier A : M — K.

Las ecuaciones de movimiento y el producto candnico (4.7), el cual es conservado sobre soluciones,
se escriben:

dA=F = 0
k
Qucs (A, A) = /J:—/ ANA, (7.42)
o i Js

donde JH* = %e“” 9A", A, es la corriente canénica. El espacio vectorial de soluciones Sacs es pues el
conjunto de todas las conexiones planas sobre M.
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Dado que la derivada exterior d conmuta con la operacién “pullback” * (véase capitulo 2), si f es
un difeomorfismo de M,y A’, A € Sacs, entonces A’ + f*A es también solucién.

Con todo esto, la siguiente ley de composicion define la ley de grupo para el grupo de cuantizacién
G Acs de una teoria de Chern-Simons abeliana:

"= fof, ff,f"eDiff(M)
A" = A+ A (7.43)

¢" = ((expQacs (f_l*A/7A)

El subgrupo caracteristico resulta ser Goacs) = {(f; 4,1)/ A =dA para algin A: M — K}, el
cual contiene al grupo de gauge de la teorfa [si elegimos ¥ = {z" = cte € R}, entonces la componente
Ay de la conexién es directamente gauge]. Las condiciones de polarizacién (4.57) implican pues que las
funciones de onda dependen sélo de cantidades topoldgicas e invariantes gauge. Para estas teorias se
sabe que toda la informacién invariante gauge de una conexién A estd contenida en los Wilson loops,
definidos como:

W(A,v) = exp/yA (7.44)

para cualquier loop (camino cerrado o lazo) v en M. Al ser las conexiones planas (puro gauge), los
Wilson loops sélo dependerédn de la clase de homotopia [y] € II;(X) del correspondiente lazo v. Para
¥ =5 xS'y K =U(1), el grupo de homotopia se genera a partir de dos elementos [v;], j = 1,2,
correspondientes a lazos (que dan una sola vuelta, o que tienen “winding number” igual a uno) en la
direccién de cada una de las circunferencias en el toro (“handles”). De esta manera, los Wilson loops
(7.44) vienen dados por:

W(A, [y]) = €27 Lo 0% (7.45)

donde n; es el “winding number” de [y] en el “handle” j, y a; son parametrizaciones locales de A;
correspondientes a una separacién A(x,t) = VU(x) + a(t) en términos de una funcién U univaluada
sobre el toro con valores en el grupo de gauge K = U(1) y variables a; independientes de x. Debemos
notar que el cociente por las transformaciones de gauge se ha impuesto sélo parcialmente ya que queda
tomar cociente por lo que se denominan transformaciones de gauge globales [79] y que hacen referencia
a invariancia bajo cambios de la forma

a; —> aj + kij , kij e Z (746)

en (7.45). Con esto, hemos reducido la cuantizacién de una teoria de campos (con infinitos grados
de libertad), dada por el grupo de cuantizacién (7.43), a la cuantizacién del grupo de H-W en una
dimensién (una coordenada y un momento) con grupo de estructura T' ~ Z x Z x U(1) [grupo de
transformaciones de gauge globales (7.46)]. La invariancia modular entra en juego a través del cociente
Diff(M) /Diffo(M) (véase [6]) de los difeomorfismos de M por aquellos que son conexos con la identidad
y que, de acuerdo con la ecuacién de movimiento (7.41), actuan trivialmente sobre la parte invariante
gauge de la conexién (Wilson loops).

Resumiendo:

- La constante de acoplamiento k juega el mismo papel aqui que el flujo ¢ en el grupo de
Schrodinger toral, determinando el cardcter del espacio de Hilbert resultante (finitodimensional

()

- El conjunto de Wilson loops (7.45) es a la teorfa de CS lo que el conjunto de operadores buenos
W, es al grupo de Schrodinger toral
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- El grupo de transformaciones de gauge globales no es mas que el grupo de estructura 7. Para
el caso de una constante de acoplamiento k fraccionaria, se habla de grupo de gauge andémalo
[79]; aqui la anomalia hace referencia a la fibracién no trivial de 7" que lo hace ser no abeliano,
al contrario del grupo de gauge primitivo K correspondiente a la teoria cléasica.

- El grupo caracteristico de T' se corresponde con el conjunto de operadores de Casimir de la
teoria, cuyos indices 1, p2 (los “vacuum angles” [79]) parametrizan las distintas representaciones
unitarias e irreducibles de la teoria.

La teoria de Chern-Simons constituye asi un ejemplo de reduccién drastica del nimero de grados
de libertad (de infinitos a un numero finito) debido a la existencia de una invariancia gauge muy
grande a la que sobreviven sélo aquellos cuyo origen es puramente topolégico.

7.2.1 Comparacién con otros resultados

Comparando nuestros resultados con algunos dados en la literatura, obtenemos un completo acuerdo
con la referencia [78], en el contexto también de una teoria de Chern-Simons abeliana U(1) sobre el
toro, en lo que respecta al caso entero. Para el caso fraccionario obtenemos un resultado diferente,
ya que [78] obtiene invariancia modular sélo para n par (y cualquier valor de 7). Creemos que la
diferencia radica en el rango de representaciones no equivalentes para 7', el cual resulta ser menor para

nosotros debido a la existencia de transformaciones unitarias no triviales, como Ar% y BJ"° dadas en la
seccién anterior [casos (i), (i) antes de (7.23)], que relacionan representaciones que se han considerado
no equivalentes en la literatura.

El mismo problema fue estudiado en la referencia [79] (también en el contexto de una teoria de
Chern-Simons abeliana U (1) sobre el toro y mecénica cuédntica de anyones) donde se obtuvo invariancia
modular completa para ambos casos, entero y fraccionario, y periodicidad %, independientemente de la
paridad de la constante de acoplamiento k (equivalente a nuestro flujo ¢). Un andlisis més cuidadoso
revela que, para nr par, la periodicidad % para ellos es equivalente a la 0 y que, para nr impar, la
periodicidad % es equivalente a nuestro caso de funciones antiperiddicas. En definitiva, sus resultados
estan de acuerdo con los nuestros.

7.3 Invariancia Modular y Efecto Hall Cuantico Entero y Fraccionario

Sin menospreciar la cuantizacién de las teorias de Chern-Simons, la cual ha sido y es objeto de muchos
estudios relacionados incluso con la cuantizacién de la gravedad, el Efecto Hall Cuantico Entero y
Fraccionario [81, 82, 83] resulta ser uno de los fenémenos cudnticos mas atractivos, desde el punto de
vista tanto experimental como tedrico, bajo el cual subyace el mismo tipo de simetria que en aquellas.
En efecto, el grupo de H-W toral se realiza en estos sistemas [estructura bidimensional de electrones
que no interaccionan entre ellos (esta condicién puede relajarse) sometidos a un campo magnético
perpendicular H| por medio de traslaciones magnéticas en las dos direcciones espaciales. Para ver ésto
con un poco de mads detalle, restrinjamonos a una particula y tomemos, por simplicidad, un potencial
constante como ejemplo de potencial periédico. El grupo de cuantizacion para dicha particula viene
dado por (véase [31]):

"= '+t

7= FMNE) A

R'" = R+R (7.47)
¢ = C/CB%mwc[%F’-N(t)-FJr(%R&Rgf%RgRQ],

donde M(t) = coswet 1 — sinwgt J (con jij =¢j,ep=1e [ la matriz identidad 2 x 2) es una matriz
2 x 2, y donde se ha descompuesto el vector de posién Z de la particula en Z = E+F; la coordenada R
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hace referencia al “centro de la trayectoria” (es directo ver que son circunferencias [84, 85], la constante
we = eH /me haciendo referencia a la frecuencia ciclotrén) y la coordenada 7 es la coordenada relativa
a este centro (coordenada “radial”).

Las relaciones de conmutaciéon para los campos de vectores (izquierdos) en esta parame-
trizacién son:

[Xt’ 9} = wJ XF

[XtL, }g} -0

[~r" 7{;] = %EUE (7.48)
Xk Xk = m;%lja

[XQ,XI%} = 0

Un vistazo al dlgebra (7.48) nos revela que se trata de una extensién central de la suma directa del
algebra del oscilador arménico (no extendida) y el dlgebra de Heisenberg-Weyl (no extendida), que
realiza precisamente las traslaciones magnéticas en las dos direcciones . Como consecuencia, podemos
anticipar que la funcién de onda consistira en una funcién de onda del oscilador arménico (dependiendo
de t y 7) por una funcién de ﬁ, y el espectro de energias coincidird con el del oscilador arménico,
aunque la degeneracién de cada nivel de energia es infinita debida a la simetria del grupo de H-W,
que tiene sélo representaciones unitarias de dimensién infinita (en el plano). Esta degeneracién pasa
a ser finita cuando se imponen condiciones de contorno periédicas que afectan a la coordenada é,
degeneracién que depende del valor del flujo magnético ¢ = ng%LQ = eg#sz (en unidades de flujo
elemental 27h) de H a través de cada celda de dimensiones L Ly (toro). La cuantizacién del flujo de H
a través de la superficie del toro es de la misma naturaleza que la cuantizacion de la carga del monopolo
de Dirac [la tnica forma de obtener un campo magnético perpendicular a una superficie cerrada es
mediante un “monopolo”, cuya carga, cudnticamente, debe estar cuantizada [5]]. El significado fisico
de tal cuantizacién hace referencia a que el sistema absorbe campo magnético a saltos (“fluxones”), y
no de forma continua. No vamos a obtener la cuantizacién completa de este sistema; para quién esté
interesado en ello, le remitimos a la referencia [31], en la cual se aborda con todo detalle.

Hay que remarcar que el toro en el Efecto Hall no lo constituye el posible sustrato periédico por el
cual se mueven los electrones sino, y esto es importante, la propia geometria subyacente al dispositivo
experimental destinado a la medicién de la conductividad Hall. La Figura 7.1, sacada de la referencia
[83], representa el esquema de dicho dispositivo, el cual resulta ser topoldgicamente equivalente a un
toro menos un punto. Por lo tanto, el toro del que estamos hablando es un toro fisico que vive en R3,
no solo del toro matematico estudiado usualmente en conexién con sistemas de particulas sobre un
sustrato bidimensional periédico obtenido a partir de R? por “cirujia”. Aunque desde el punto de vista
matematico la diferencia es sdlo de cardcter métrico, en el mundo real las particulas que se mueven
en este dispositivo se ven sometidos a manipulaciones normales de R3, tales como rotaciones, bajo las
cuales se puede manifestar el cardcter espinorial de las particulas (no se trata de anyones pues...).

Este sistema cudntico fue estudiado de forma extensa por [81, 82|, quienes encontraron que la
conductancia Hall 0, (véase el dispositivo experimental para medir ésta en la Figura 7.1 ) calculada a
partir de la férmula de Kubo-Greenwood [86], era un invariante topoldgico (no sensible a deformaciones
del sustrato); mas precisamente, un multiplo entero (v) de €?/h (véase Figura 7.2).

Mas tarde, esta integral fue reconocida como la primera clase de Chern de un fibrado principal con
base el toro T? y fibra U(1) [87]; las fibras son las funciones de onda magnéticas de Bloch y el
toro se corresponde con la primera zona de Brillouin magnética ¢1,p2 € [0,27). Fue necesaria una
generalizacién de estas ideas cuando se detectaron valores fraccionarios de v (el factor de llenado)
en experimentos con campos magnéticos grandes (véase Figura 7.3), dando asi lugar al desarrollo
del Efecto Hall Cuantico Fraccionario (FQHE en la literatura), en contraposicién con el Efecto Hall
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Figura 7.1: Esquema del dispositivo experimental para la medicién de la resistencia Hall (toro con un agujero).

Cuéntico Entero (IQHE) (véase [86, 88]).
Una caracteristica que llamé especialmente la atencion en estos experimentos fue que todos los fac-
tores de llenado v = p/q aparecian con denominadores g impares, hecho que fue atribuido al caracter
fermidnico del sistema portador de corriente®, mientras que se esperaba que los denominadores pares
apareciesen en un sistema de bosones. De esta forma, el cardcter impar y/o par de ¢ estarfa rela-
cionado directamente con la estadistica de las particulas. Nosotros nos vemos tentados a apuntar otra
razon fundamental para dicha distincién, esta vez, relacionada con la invariancia modular de estos
sistemas. Para este propésito, establezcamos primeramente la conexiéon entre el fenémeno experimen-
tal fraccionario (y entero), de acuerdo con el valor de v, y nuestro caso entero (y fraccionario), de
acuerdo con el valor del flujo ¢. La dualidad entre el toro “espacial” T? = (H-W)/T y su zona de
Brillouin “magnética”, establece una relacién reciproca entre el flujo y el factor de llenado: v ~ 1/¢.
De esta forma, el caso fraccionario v = 1/n, el cual estd asociado a los “estados madre (o padre)” (“
parent states”) [89] del FQHE, se corresponde con nuestro caso entero ¢ = n (la clase de cohomologia
entera de la forma simpléctica en el toro espacial), mientras que el caso entero v = r se corresponde
con nuestro (“puro”) caso fraccionario ¢ = 1/r. Esta relacién estd de acuerdo con el hecho de que la
cuantizacion fraccionaria de la conductividad Hall aparezca experimentalmente a campos magnéticos
altos (¢ > 1). Asi, desde nuestro punto de vista, el caso (particular) v = 1/n estd destacado y, de
hecho, salta a la vista cuando se mira la grafica experimental de la resistencia Hall frente al campo
magnético (véase Figura 7.3, sacada de la referencia [90]), en tanto que se corresponde con las mesetas
(“ plateaus”) mas anchas. Cada estado madre v = 1/n da lugar a una jerarquia de valores v = r/n,
los cuales se explican usualmente en términos de cuasiparticulas [91] que obedecen a una estadistica
fraccionaria [92].

Echando en falta una teorfa fundamental que relacione el espin, la estadistica y la topologia’,

SLaughlin [89] construyé un sistema de funciones de onda variacionales que daban cuenta de este hecho y que resultaron
ser especialmente apropiadas para el estudio de estos sistemas
"quizas la CASG tenga algo que decir al respecto en un futuro...



80 CAP{TULO 7. INVARIANCIA MODULAR Y EL EFECTO HALL CUANTICO

14000 —

1 T T T
12000 |- I -
Vi
too0f BO T o
. 8oool _
S
% 6000 b- -
a
4000 |-
-
2000 |- 4
0 1 | I 1 1 | 1
300
o~
S 200} 654 3
2 71| 24
E o
S 100}
1"
2 1"
0 y 1 Al L 11
0 20 40 60 80

B(kG)
Figura 7.2: Efecto Hall Cudntico Entero.

podriamos conjeturar la asignacién de funciones de onda antiperiédicas (periddicas) a los fermiones
(bosones), de forma que el requerimiento natural de invariancia modular para estos sistemas explicaria
por qué sélo los denominadores impares en v = % estdn permitidos para sistemas portadores de
caracter fermiénico (de acuerdo con los resultados en la seccién 7.1.2, referentes a la implementacion
de la invariancia modular para el grupo de Schrodinger toral). Para la jerarquia derivada v = r/n con
r par, el cardcter periédico de las funciones de onda podria ser atribuida a algin tipo de bosonizacién
en términos de cuasiparticulas.

Con independencia de que esta ltima conjetura sea cierta o no, creemos que la invariancia mod-
ular en el Efecto Hall puede ser relevante para futuras investigaciones, habiéndose dado un estudio

matematico concienzudo de la misma en esta memoria (véase también [93]).
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Capitulo 8

TEORIA CUANTICA DE CAMPOS
SOBRE ANTI-DE SITTER

En este capitulo se estudia la cuantizacion de una teoria de campos sobre un espacio-tiempo curvo no
globalmente hiperbdlico, en particular, el universo de Anti-de Sitter (AdS), aplicando la teoria general
de SCSG desarrollada en el capitulo 5. Este mismo problema ha sido atacado también en las referencias
[51] por medio de otros métodos basados en una aproximacién por grupos a la cuantizacién de campos;
no obstante, tal como se apunta en la referencia [49], no se tuvieron en cuenta los efectos “perniciosos”
de la falta de hiperbolicidad global referentes a la ausencia de hipersuperficies de Cauchy donde
especificar las condiciones iniciales para el campo “clasico”. Al contrario que en estos otros métodos
de cuantizacién, la existencia o no de hipersuperficies de Cauchy no es una cuestién determinante en
nuestro esquema de cuantizacion, estando toda la informacién a cerca de la “propagacién del campo”
en el 2-cociclo (5.12,5.14). Daremos una expresién explicita del propagador (5.14) para este universo
de AdS.

8.1 Mecanica cuantica sobre el universo de AdS

Nos centraremos en el espacio-tiempo de AdS en 141 dimensiones, el cual puede verse como un
espacio homogéneo del grupo G = SO(1,2) (SO(3,2) en 3+1 dimensiones). Usaremos dos tipos
de perametrizacion de G y dos subélgebras de polarizacién diferentes; la primera serd especialmente
apropiada para una interpretacién fisica directa relacionada con el movimiento libre de una particula
en el espacio-tiempo de AdS, mientras que la segunda resultard mas apropiada para realizar ciertos
célculos conducentes a la determinacién de la ley de grupo de la teoria segundo-cuantizada. Cada
una de estas parametrizaciones de G nos llevard, tras una extensién apropiada por U(1), a espacios
de representacién diferentes relacionados por un operador de cambio de polarizacion (3.16). Veamos
primeramente cémo obtener la ley de grupo de G a partir de su accidon sobre el espacio-tiempo de
AdS y cémo extender dicha ley para obtener el espacio de Hilbert asociado la particula libre en AdS
mediante técnicas de CSG.

8.1.1 Representacion en el espacio de configuracion

Consideremos el hiperboloide en 3D que define los universos de deSitter y AdS (véase, por ejemplo,
[94],[95])

A1
M the” + === - (8.1)
donde 7, = (+,—), 2* = (2%, 2%), X es la coordenada extra y k representa la curvatura del espacio.
Para k > 0, la ecuacién (8.1) define el espacio-tiempo de AdS (espacio homogéneo de SO(1,2)), para

83
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k < 0, el espacio-tiempo de deSitter (espacio homogéneo de SO(2,1)) y, para k = 0, se consigue el
espacio-tiempo de Minkowski.
El elemento de linea en el espacio plano tridimensional definido por (8.1) es

1
c(dr)? = ndatde” + E(d)\)Q, (8.2)

donde 7 representa el tiempo propio. Si despejamos A de (8.1) y diferenciamos,

A= /1= Ekngata”

kn,,zHdx?
d\ = _M’ (8.3)
A
y después introducimos (8.3) en (8.2),
k
A(dr)? = ndatda” + Fxpnpux”naydx“dx” , (8.4)

obtenemos la métrica inducida por (8.2) en el espacio tangente al hiperboloide (8.1); ésta es la métrica
de deSitter:

A K
NuAL TNy T
v = v k 5 8.5
9u N + 1— knpoara” (8.5)
y su inversa
g =" — katz”. (8.6)

. ’ 13
Definamos los momentos contravariantes para una particula de masa m como p* = mddit. En-

tonces, la ecuacién (8.4) puede verse como una ligadura entre los momentos p#, es decir, la capa de

masas de de de Sitter
k
(") = (0)° + 35 (0" — pa')? = mc?. (8.7)

Despejando p® en términos de p y z*, se obtiene que

kpalzl + )\\/mZCQ + p? + m2c2ka!?

0
8.8
b 1+ kat? (8.8)
A partir de (8.5) se deriva la conexién
IY, = kg, (8.9)
de manera que las geodésicas vienen dadas por las soluciones de la ecuacién

d%at

= —kat, (8.10)

las cuales podrian también interpretarse como las ecuaciones de movimiento de un oscilador relativista
[96].

Para dar la accién del grupo de (anti)deSitter G sobre el espacio-tiempo, adoptaremos la pre-
scripcién de que los pardmetros de AdS se reduzcan a los de la accion del grupo de Poincaré en el
limite & — 0. Denotando por a°,a',p los pardmetros de traslacién temporal, espacial y “boost”,
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respectivamente, del espacio-tiempo de AdS y, por A, la versién en el grupo G de la coordenada extra
A, la accion del grupo G sobre AdS mencionada anteriormente resulta ser:

0

20 % mLOc a0 20
2t — L fnc al xl . (811)
/ —
A —k% LK A A
donde se ha definido o1 .
k=02 P A= 1o k(a0 —a?), (8.12)

mc

y p¥ se define en términos de a°,a', p como en (8.8). A partir de la accién (8.11) es directo derivar la
ley de grupo de G actuando dos veces con distintas transformaciones (¢"” = ¢’ x g). La forma explicita
de esta ley de grupo es:

0
& iao—kﬂal—kAaO'
me me
/ POI
al// — p_a0+ _al —i—Aal, (8.13)
me me
/,,0 0/
pp  P'p k
p// _ + . _(poao _ pal)all,
me me A
donde hemos definido . o
ka' K ka’ . K
Jell 5%7 pz% (8.14)

Como aplicacién, es conveniente elegir un parametro tiempo compacto para trabajar con un sistema
dindmico cuantico con estados ligados. Si denotamos por

1
t= = arcsin - 5 =1+ ka2, w=Vke z=al (8.15)
w
y consideramos la parametrizaciéon g = g¢(t,x,p) en G, podemos dar una pseudoextensién de G

(recordemos que SO(1,2) es simple) por U(1) (es decir, un 2-cociclo generado por una funcién 6(g)
sobre el grupo basico G con gradiente no trivial en la identidad) a través de las siguientes expresiones:

"= CCeh (6(g"")—6(g")—5(9)) eU(1)
5 = —md (14 s f @)
2

2 me? Py
= tan | — (8 — 1)(— —
f(o.p) arctan [W (8- 12 >]
P = \/mc2 + p? + m2w?a?. (8.16)

Nétese que la cantidad ";LCQ = N resulta estar cuantizada por cuestiones de globalidad (compacidad

de la variable ¢ € U(1)), siendo N = §, n € Z los valores posibles para la mismal. La funcién f(x,p)

generaliza la expresién mas simple de f(z,p) ~ xp, para el caso plano y no relativista, al caso curvo.

La expresion explicita de los campos de vectores izquierdos y derechos en esta parametrizacién
t,x,p,( de G resulta ser:

1. 2 . ., . . . . . ., . ,
mas tarde veremos que esta cuantizaciéon de N es equivalente, o tiene el mismo origen, que la cuantizacién del simplin
en la seccién 6.2
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p 0 9 O P, 0
X = 2= - —
t mox x@p * meB2 Ot
~ Py 0 mex 1
p me Op * Py+mch (8.17)
L _ Py 0 p 0 pme 1_
T medr me2B20t  Py+meh
~ 0
Xr = =
¢ ot
-r B 0 wap Py 0
X, = m—smwt%—i—( 25° wt+mc5 coswt)a—p—i-
° 10 ' __p t— P Gnwtis (8.18)
——coswt— — ————(Pypr coswt — —sinwt) —= .
mc? ot (Po+mc)s " w h
~ 0 w2ap Pyw 0 TWw .
XE = ﬁcoswt%—i—(ﬁ t—gsmwt) p—%smwta—i—
" (Pywzsinwt + Hiz
———— (Pywzsinw ccoswt)—=
(P +me)g" " P h
y las relaciones de conmutacién (izquierdas) entre ellos son:
[XtL, ~ﬂ = —mk:c%?é
- 1 -~
(XF X = —X}
1 - 1=
L %L L 1oL
(X X = —o Xl iz X
[XC , au] = 0. (8.19)
La a 1-forma de cuantizacién y su moédulo caracteristico son:
p (PZ + m2w?a?) m2ctx d¢
0 = x — d, Py —me)dt + h—
2Py (Py + mc) By (B +ma) P~ o= me) i
Go = <X}F>. (8.20)
Los invariantes Noether se calculan inmediatamente como i ©:
iXﬁG = —c(Py—mc)=FE
P
igr® = %COSWt—F OﬁmwxsinthP (8.21)
x me
. Py .
igr® = — T cos wt + sinwt = —K ,
P mef mw
los cuales verifican la restriccion clasica de la capa de masas
E? —m?cWiK? — &2 P? = m2ct. (8.22)

Para buscar una subdlgebra de polarizacién conducente a una representacién de G sobre funciones
de onda que dependan arbitrariamente de sélo la coordenada x (representacién en el espacio de con-
figuracién o de “posiciones”), debemos notar que el generador XPL debe estar contenido en dicha
polarizacién. La segunda relacién de conmutacién en (8.19) nos fuerza pues a tener que “alterar”
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el médulo caracterfstico Go =< X} > de acuerdo con un operador de orden superior X{7©, el cual
resulta ser precisamente la versién izquierda del operador de Casimir de G més un término central

arbitrario; mas expicitamente, la polarizacién de orden superior que realiza la reduccion es:

noot T
donde v (pardmetro numérico acompanando al término central de Xg{ O) quedard, por el momento,
sin definir.

Debemos aclarar que, en este caso, el uso de polarizaciones de orden superior no estd asociado
a una anomalia sino, como ya se coment6 en la seccién 3.1, a una eleccién particular de espacio de
representacion, existiendo una polarizaciéon completa tal y como veremos en la siguiente subseccién.

2imc? - mciw
XL

PHO —« XHO = (X])? — 2(X1)? - xt xk > (8.23)

La condicién de U(1)-funcién (3.8) junto con las condiciones de polarizacién nos llevan a funciones de
onda que verifican:

Xip=v — ¢=C(d(,pt)
Xpw =0 = o= (et ()

< 5O m202
X% =0 — |0+ —— ., +vR 0, (8.24)

donde R = —2k puede verse como la curvatura escalar (véase, por ejemplo, [46]), v = % (he aqui el
papel que juega el parametro 7) y
1 0% 2w’z 0 0?
D = - /82 )
252 92 2 ox Ox?
es el operador D’ Alambertiano en el espacio-tiempo de AdS. Claramente, para k — 0, la ecuacién
(8.24) se reduce a la ecuacién usual de Klein-Gordon para una particula moviéndose en el espacio
tiempo de Minkowski.
La ecuacién (8.24) puede resolverse desarrollo en serie, dando lugar a las siguientes funciones
bésicas

(8.25)

—ZE(N )

on = g N (8.26)

donde E,gN’V) = % + 71+4N(N gl

[97, 96] para més detalles). El volumen de integracién invariante en G que define el producto escalar
se escribe como:

+ny J2e ’7)( ) son polinomios en la variable x = /"*x (véase

. dp ANdx Adt ANdC
n(g) = —i T : (8.27)
No desarrollaremos por completo el procedimiento de SCSG dentro de esta representacion en el
espacio de configuracién de G sino que, mejor, haremos uso de la representacién holomorfa, la cual
es mas facil de manejar. Como se ha mencionado anteriormente, ambas representaciones resultan
ser equivalentes, ya que existe un operador de cambio de polarizacién (llamado “transformacién de

Bargmann relativista” y calculado explicitamente en [98]) que las relaciona.

8.1.2 Representaciéon holomorfa

Introduzcamos un nuevo conjunto de variables (tipo “espacio de Fock”) en el grupo,

mw )
2 = (|—r+ ——— \/2N
2h \/2mhwp ao*

mw )
¢ = = — E\/QN 8.28
2h \/2mhwp (8:28)
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y un nuevo parametro tiempo o (sin dimensiones)
. ) 1
e = 2 nal) = g (8.29)

Como puede comprobarse facilmente, los pardmetros complejos «a, a™ se corresponden precisamente
con la proyeccién del hiperboloide dentro de

SU(1,1) = {U = < zi zi ) 2,72 € CJdet(U) = |22 — |2 = 1} , (8.30)
2 21
sobre el disco unidad abierto D;. El grupo SU(1,1) ~ SO(1,2)/Z3 es un recubridor de SO(1,2) y su
estructura topoldgica es, como ya comentamos en la secciéon 6.2, la de un fibrado principal con fibra
U(1) y base el hiperboloide. Recordemos la relacién entre los pardmetros o, a*,ny z1, zo:
21 22 %

=—, a=—, «
|21] 21

*
U % neU(l), a,a” € Dy, (8.31)
1

asi como la transformacion inversa

S — Y (8.32)
ATV e 2TV T e M '

La ley de grupo U” = U'U en las coordenadas 7, o, a* adquiere ahora la forma siguiente: form:

I ok ) %

= £ n'n+n'n"da

|2/ \/(1 + 22a/a*)(1 + p2aa*’)

1 2 /
of = 2 AT Ea (8.33)
zi T+ daf

1% koo —2 */
R anHao
- * T _ 9
2] N2+ o«

y la forma de la extensién (8.16) se simplifica a

L _ —2N
¢ =D = ¢ (' ) (8.34)
donde se hace més clara la condicién semientera para el parametro numérico N dado después de la

ecuacion (8.16). Este pardmetro N caracterizard cada representacién irreducible de G.
La forma explicita de los campos de vectores izquierdos y derechos en estas nuevas coordenadas

€S

oL or_ 0

X = K=y (8.35)
- 0 0

L _ . _ *

A= gy T %0 T g

~ 1 0 0

XL = _577@*6—77 S *28—+Na*X<L

- 1 0 0 0 -
XL = Zpa=— —a®— — NaXx}t

o 2" on (9oz+(9oz* e

- 0

XE = 5=

n 77(977

XE = L 71@*24— 2(1 — aa*)=— — Nn2a* X}
S U 7 ;
- 1 0

no= _5773@8_ +7°(1 — aa®) s~ + Np*aX}
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Ambos conjuntos cierran el dlgebra de Lie:
(X XE] = oxk
[XE,XL] = —2%L
oL wL| _ L L
(XL XE] = XP-onx]
[XCL, alll = o0, (8.36)

con un cambio de signo global en las constantes de estructura para los campos derechos. El operador
de Casimir adquiere la forma (excepto por una ambigiiedad en un término central):

C=(XJF-oNXE)? +2XPXE 4 oxB X = (X[ —oNX[)?+ (X[ + (X[)?, (8.37)

donde se ha denotado por o = y; + iy2 y ¢ = €'¥3, para un uso futuro.
La 1-forma de cuantizacion y la subdalgebra caracteristica adquieren ahora la siguiente forma:

0O = ——— (42’Naa*7771d77 +iNa*da — z'Nozdoz*) —i¢d¢
1 —aa*
Go = <X}>, (8.38)
y los invariantes Noether se escriben como:
4iN aa*
Fn = ’LX;}]{@ == 1— ao*
2iNn 2
Fa = ’LX&{@ == 1 — ao*
—2iNn’a
F, = ng*@ =T oo (8.39)

Mirando a los conmutadores (8.36) nos damos cuenta de que existe una subélgebra de polarizacién
de primer orden y completa dentro de esta “imagen holomorfa”, la cual estd hecha de:

P=<X}Xl>. (8.40)

La solucién de la condicién de U(1)-funcién, junto con las condiciones de de polarizacién (3.9), nos
llevan a las siguientes funciones de onda:

M, a,07,C) Wi (e, a*, C)d(s)

Wy(a,o*,¢) = ¢(1—aa*)V, (8.41)
donde Wy juega el papel de “vacio” y ¢ es una serie de potencias arbitraria
o0
$(s) =Y ans", (8.42)
n=0
en la variable .
s=n"2a" = ] (8.43)
21

El grupo G actia en este espacio unidimensional por traslaciones izquierdas (¢ = §’ * §) como sigue:

. s+ a*
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El volumen de integracién invariante por la izquierda adquiere la forma:

—i(2m) 73

M(aa OZ*,T}, C) = mnildn Ada A da™ A C*ldg
2(2m)~3
- ﬁdyo Adyy A dya N dys (8.45)
1 2

siendo el rango de integracién de cada variable el siguiente:

Y2
0<yo<2m, 0<y/y?+ys<1, 0<arctan>= <2m, 0<y3<2m. 8.46
Vi T3 " (8.46)

Denotemos por @gN) (n, o, 0, ¢) = Wi (e, a*,)s™ una funcién bésica. El producto escalar de dos
de ellas es:

12N — 2)!
n ) G = O G, (8.47)

JAV) Ny — MLV T A)r
W™ Y >_(2N+n—1)

el cual estd bien definido (es finito) para valores de N > % El conjunto

- 1 -
BHN(G) = qurY) = U (8.48)
o)
es pues ortogonal y completo, es decir, una base del espacio de Hilbert H N(G’)
La accién de los campos de vectores derechos (operadores de la teoria) sobre funciones de onda
polarizadas (8.41) tiene la forma explicita:

Xf;%(N) = WN‘(_25£)¢(5)

KB = Wy (< N

KBy = Wy (Dol

XfpWN) = g, (8.49)

expresiéon que proporciona una accién de G sobre las funciones ¢, una vez que se quita el factor
comun Wy.
La accién del operador de Casimir (8.37) sobre funciones de onda polarizadas es:

Cyp™N) = AN(N — 1)) (8.50)

La correspondiente accién finita (izquierda) de un elemento arbitrario § = § (1, o/, o', ¢') de G

sobre una funcién arbitraria Q,Z)gN) de la base (8.48) es:

M@ =G g = Walaa”,OWi(e 0™, ()
% (1 _ SS/*)—ZN—n(S _ S/)nnan , (8.51)
donde se ha hecho uso de que las coordenadas del elemento inverso §~! de un § vienen dadas por:

NG ) =n"" ag ) =—a?, @¥ () =—a"n (G =¢ (8.52)

La accién izquierda de G sobre funciones de onda arbitrarias en H x(G) puede calcularse desarrollando
dichas funciones en serie
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M(g) = fj anthiM () , (8.53)
n=0

en términos de las funciones de la base. Los coeficientes a/,, de la funcién de onda transformada

(p(@)e™M)(G) = v™M (G + §) =™ (G Za el (8.54)

pueden calcularse a través de la siguiente expresién:

= W@y = 3w @) M)a Zp
n=0
cN 2N +m+1—1
pgr]LVn)(g) = C(NC lez (7)( minn—kl )X
( )anma*lam n+l(1 —aa*)N, (8.55)

donde la funcién 6,,,, en el limite inferior de la tltima sumatoria, viene definida por 6, = (n —
m)w, siendo sign(n) la funcién signo estandar (sign(0) = 1); esta funcién garantiza que se
cumpla la desigualdad m —n + 1 > 0. Estas expresiones nos seran de gran utilidad en la siguiente
seccién para escribir la ley de grupo de la SCSG para el caso de un campo cudntico (el cual, por

simplicidad, consideraremos real) sobre el espacio-tiempo de AdS.

8.2 Teoria Cuantica de Campos sobre el espacio-tiempo curvo de
AdS

Apliquemos el formalismo de CSG al grupo centralmente extendido G® dado a través de la ley
de grupo general en (5.11) para el caso de G = SO(2,1) y representacién holomorfa. Usaremos la
parametrizacién tipo “Fourier” (5.17) en términos de las coordenadas a,, mejor que la parametrizacién
tipo “campo” (5.13) en términos de f,(g). La ley de grupo explicita de G® en estas coordenadas
resulta ser:

g// _ g/*g (8.56)

0o
am” = am/ + Z p1(”r]LVn) (gl)an
n=0

oo
an = e+ A @)a

o o
K
= deexpg D03 (an ol (§)an — aw' Pl (§)ar)
m=0n=0
Denotemos por 9, = %, oy = af* y usemos la parametrizaciéon g(n,o,a*,() = g(y,),v =

0,1,2,3 dada después de (8.37) y (8.45), con el objetivo de tratar con operadores hermiticos XIEQ).

Con esta notacion, los campos de vectores izquierdos y derechos se escriben como:
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) 0o
~ K it
Xio= 2 AN+ 5 Y A (e, XY
m=0 m=0
o [%S)
~ * « K * v
Xap = Do W -5 X il WanXE
m=0 m=0
CL(2) _ YL
qu( ) - XyV
. K 4o
X(f; = 0, — §anXgL
X{% = O+ gan)zf
o
X;f)@) — X?f; + 2i Z M(Om — ay,Opy,)
=0
~ ~ OOm
XE@ = xB+ ¥y \/(m + 12N +m)(amOmi1 — am410m + ap 05,41 — A 19y,)
=0
~ ~ " ©
X£(2) = X£ +i Z \/(m + 12N + m)(amOm+1 + am+10m — 43,011 — 103
m=0
o
~ 2 <> B * k
XED = XE 0N (a0 — al,07). (8.57)
m=0

Escribimos aqui los conmutadores no triviales entre estos campos de vectores:

[ XL@), Xjf”} — 2%l

[ j(yLO(2)’ j(yLQ@)} — 9 j(yLl@)

[ j(yLl(2)’ j(yL2(2)} - _9 XyLO(m + AN XyL?,(Q)
[f(zﬁ)@), X fn} — 2inX}
(XD XE] = —\/n@N +n- DXL +\/(n+ DEN +n)XE
[XLO XE] = iyfn@N +n— DXL +iy/(n+1)@N +n)XE,,
[Xp®, %k = —ixl
[XyLO(?), }fz} = —2inXk
(XD XE] = —\/n@N+n-1XE_ +\/(0+1)@N +n)XE
[XLO XE] = —iyfn@N+n— DXL —i\/(n+1D)EN +n)XE
[XyLS@),Xf;} = Xk

(XL XE] = —kXOum. (8.58)

La 1-forma de cuantizacién y el algebra caracteristica son:

0@ = % Z(andaz —a’day) — i tds
n=0

Goy = <X® > 1=0,1,23, (8.59)
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donde Gg(2) contiene ahora a todos los generadores del grupo G de la primera cuantizacién. Los
invariantes Noether de la teoria segundo-cuantizada se escriben como:

Fan = ij(R 6(2) = —ina,’;
For = igr 0 = ika,
o0
Fég) = ij(f(g)@(z) =2k Z na, a,
Yo n=0
o
FY = igne@? =in}y V0 + DEN +n)(ahan i — afya0)
’ n=0
o
FY = ign@®® =r 30 \/(n+ DN +n)(@han +a)1a,)
=0
" o0
FP = i X;‘;@)@@) =—K Y anay (8.60)
n=0

La subdlgebra de polarizacion es:

PO =< XX@ XL > wn>0, v1=0,1,2,3 (8.61)
y las U(1)-funciones polarizadas tienen la forma:
K o0
Ulan, ar, Yy, s] = s exp {—5 Z a;an} dla*] = QPla”] (8.62)
n=0

donde 2 es el vacio de la teoria segundo-cuantizada y ® es una serie de potencias arbitraria en sus
argumentos. He aqui el papel del grupo G de la primera cuantizacién como herramienta para singu-
larizar un vacio de la teoria segundo-cuantizada; el vacio estd asociado con una seleccién particular de
una subdlgebra de polarizacién, de entre las infinitas posibilidades que existirian si no hubiese médulo
caracteristico Gg2) ~ G en la teorfa segundo-cuantizada, de acuerdo con las infinitas cuantizaciones no
equivalentes del subgrupo de H-W en dimension infinita. Es decir, el vacio ) esta caracterizado por ser
invariante bajo transformaciones de simetria de G; la no invariancia del vacio bajo transformaciones
de simetria es sintoma de que existe una rotura (dindmica) de la simetria (veremos un ejemplo de este
tipo con todo detalle en el capitulo siguiente, en conexién con el grupo conforme).

La accién de los campos de vectores derechos (operadores de la teoria segundo-cuantizada) sobre
las funciones de onda polarizadas (8.62) tiene la forma explicita:

XE0 = Q- (—ka})®=Q-(—ra))®
(

Xiv = Q- 8%)@;9-(&”)@

o
X?f)@)\p = Q. iy naL%) = —iQF,®

|
V)

Xy = 0. (n+1)(2N +n)(a dni1 — &L+1dn)> = —iQF, ®

XEy = - (=) \/(n +1)(2N + n) (@), any1 + ajlﬂan)) = —iQF,,®

n=0

FR(2
Xyg( = Q.

N TN N N
M8
<

o0
i a;an> = —iNF,,®, (8.63)
0
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donde @, y @], se interpretan como operadores de creacién y aniquilacién de “particulas”, Fyo se inter-
preta como el operador energia total (hamiltoniano), Fyg representa el operador niimero de particulas
(la carga eléctrica total en el caso complejo), y los restantes operadores se corresponden con otras mag-
nitudes conservadas de la teoria. Como ya se dijo en el capitulo 5, todos estos operadores aparecen
normalmente ordenados de forma natural. Esta es una de las ventajas de este método de cuantizacién:
la ordenaciéon normal no se introduce a mano sino que esta implicita en el propio formalismo.

Retrocedamos a la expresion (8.59) de la 1-forma de cuantizacién. Notese que su apariencia tan
simple se debe al hecho de que estd escrita en términos de las “condiciones iniciales” en (8.60) ocultando
el contenido dindmico de la misma. Realizemos el cambio de variables inducido por una accién general
del grupo G (véase (8.56))

an =Y P (W)em, (8.64)
m=0

y expresemos O en términos de las “variables de evolucién” ¢,,. La forma final, tras estos cambios,
de la 1-forma de cuantizacion es:

0@ = % Z(cndc,’; —crde, + TY (y)dyy) — ic dc
n=0
a2 e )
T(y) = P (y)éT() — (y)T() cfem: (8.65)
m=0 =0 v v

Las magnitudes T (y) juegan el papel de momentos (por ejemplo, TV (y) es la energia del modo n).
Por completitud, daremos la expresién explicita del propagador (5.14) en el caso presente de
polarizacién holomorfa. Tras unos cuantos calculos éste resulta ser:

AGL ) = S @)W G) +ce
n=0

10%(1 — of *\N 1— *\N
= N 1SS ((1 _i,i*;,_gnQ)jV“ " e (8.66)

El correspondiente propagador en el espacio de configuracién puede calcularse haciando uso de la
expresion en (5.16) y el operador de cambio de polarizacién dado en [98].

8.3 Comentarios finales

Como ya hemos mencionado anteriormente, la teoria cudntica de campos sobre espacios curvos M ~
{(t, )} adolece de la falta de una definicién precisa de particula. El cardcter infinitodimensional de la
variedad simpléctica de soluciones de una teoria de campos es responsable de la existencia de infinitas
representaciones unitarias no equivalentes de las relaciones de H-W y no existe criterio alguno, dentro
del (sub)grupo de H-W, para seleccionar un vacio privilegiado del correspondiente sistema cudntico.
Esta situacién no se presenta en el caso finitodimensional de acuerdo con el teorema de Stone-von
Newman [52, 53].

En nuestro lenguaje, el origen de este hecho estd relacionado con la falta de médulo caracteristico
para el subgrupo H-W~ G2 / G de G?); es decir, para el grupo infinitodimensional de H-W, uno puede
polarizar las funciones de onda en infinitas direcciones no equivalentes. Asi, como ya hemos comentado
anteriormente, siempre que podamos embeber el espacio curvo @ en un grupo de cuantizacién dado G,
la existencia de un médulo caracteristico (generado por QL), contenido en la subélgebra de polarizacién,
fijara uno de estos infinitos vacios como privilegiado.
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Otra cuestiéon importante era el efecto “desbaratador” que tenia la no existencia de hipersuperfi-
cies de Cauchy, para espacio-tiempos no globalmente hiperbdlicos, en los formalismos de cuantizacién
covariantes tradicionales. Esta averia, que consiste basicamente en la no unicidad en la evolucién tem-
poral del campo clésico a partir de las condiciones iniciales [49], se resuelve generalmente imponiendo
condiciones de contorno en el infinito (espacial), lo cual a la vez asegura que la energia sea definida
positiva y conservada; para el espacio de AdS en 3 + 1 dimensiones, existen dos conjuntos completos
de funciones bésicas que obedecen distintas condiciones de contorno en el infinito y que soportan dos
representaciones distintas de SO(3,2). Nosotros no hemos abordado esta inconveniencia ya que, al
contrario que en otras aproximaciones por grupos a la cuantizacién de campos (véase [51]), la existen-
cia 0o no de hipersuperficies de Cauchy ¥ C @ no es una cuestion basica en nuestro formalismo. La
informacién a cerca de la propagacién del campo esté contenida en el 2-cociclo (5.12,5.14) e involucra
una integracién en todo G, no sélo en ¥. Sin embargo, podemos decir que nuestras funciones de
onda se corresponden con “reflective boundary conditions” (en la terminologia de [49]) dando poli-
nomios Gegenbauer; otras representaciones diferentes se corresponderfan con diferentes extensiones G
del grupo bésico G asociadas a diferentes érbitas coadjuntas de G [véase Cap. 9 para dos represen-
taciones no equivalentes de SO(2,2) asociadas a dos elecciones diferentes de funcién generatriz del
coborde (“tiempo propio”)]. Como ya hemos mencionado, la reduccién [z 4(g) — Js, do(z) podria lle-
var, en general, a una pérdida de hermiticidad para parte de los operadores en G. En efecto, hay que
remarcar la estructura diferente de la evolucién temporal en el espacio de Minkowski (o, en general,
en espacios globalmente hiperbdlicos) comparada con el caso de AdS. Para éste tltimo, el tiempo no
puede ser factorizado de forma natural. La aparicién de pesos parciales 57" en las funciones de onda
en el espacio de configuracion es consecuencia de la presencia de un término de derivada en el tiempo
en los operadores cudnticos. Otra consecuencia de la estructura de la evolucién temporal (covariancia
manifiesta de nuestra representacién en el espacio de configuracién) es la necesidad de la integracién
en el tiempo en el producto escalar definido a través del volumen de integracién invariante izquierdo
(8.27). De hecho, una factorizacién ingenua de la dependencia en el tiempo de las funciones de onda,
operadores y producto escalar, da lugar a una representacién no unitaria; las funciones en (8.26) (nos
restringimos al caso v = 1 para ser especificos) no son ya ortogonales ni los operadores X’f, Xf son
ya hermiticos. La z-representacion puede, no obstante, unitarizarse cambiando la medida de inte-
gracién, dxr — %, y redefiniendo los operadores X'f y X’f de acuedo con dicho cambio. El proceso
de redefinicién es paralelo al método de los multiplicadores usado en la literatura [100, 101, 102] para
construir representaciones unitarias de un grupo GG cuando no se tiene un elemento de volumen invari-
ante natural. La medida g—g es invariante por la izquierda bajo el subgrupo U(1) de SO(1,2), es decir,
la evolucién temporal, de manera que el operador energia no se ve afectado por los multiplicadores.
Ademas, la parte espacio-temporal ¢(x,t) de nuestras funciones de onda satisface una ecuacién de
tipo Klein-Gordon (8.24) con un operador O (8.25) asociado con la métrica ds? = c?3%dt? — B~ 2dx?
y, segun las técnicas estdndar en Mecdnica Cudntica, el producto escalar invariante bajo evolucién
temporal vendria dado por [ g—ggp*go’ para tener una densidad de corriente de probabilidad conser-
vada. La nueva representacién obtenida por este camino es una representacion minima y constituye
una verdadera teoria de funciones ortogonales (polinomios con pesos parciales; véase, por ejemplo,
[96, 97]).

Deberiamos remarcar que, aunque la representacién tipo Bargmann-Fock (8.41,8.49) puede re-
stringirse directamente a una dependencia en sélo «, a* sin perder unitariedad, no es posible definir
un operador de cambio de polarizacién independiente del tiempo.

Esta cuestion recuerda parcialmente el problema de definir una dinamica de Klein-Gordon para
campos escalares en espacios estaticos no globalmente hiperbdlicos, esta vez buscando extensiones
autoadjuntas (a decir, la extensién de Friedrichs) de la parte espacial del operador de Beltrami (véase
[103]), como alternativa al problema de definir condiciones de contorno (véase [49, 99]).
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Capitulo 9

RADIACION DEL VACIO Y
ROTURA DE LA SIMETRIA
CONFORME

En este capitulo investigamos la razén fundamental que subyace a la dificultad a la hora de implementar
unitariamente todo el grupo conforme SO(4,2) en una Teoria Cudntica de Campos sin masa sobre el
espacio de Minkowski M. Siendo el grupo conforme una simetria exacta de la Teoria Cldsica de Campos
sin masa, este hecho puede verse como un tipo de “anomalia” o, en el sentido que especificaremos mas
tarde, como una rotura (dindmica) de la simetria.

Primeramente demostraremos que, al contrario de lo que se pensé en la referencia [104], la accién
singular de las transformaciones conformes especificas sobre M no es la responsable de la existencia
de problemas de radiaciéon del vacio de la teoria cudntica de campos sin masa, sino que la razén
es mas profunda y estd relacionada con la rotura dindmica de parte de la simetria conforme (del
subgrupo asociado a dichas transformaciones conformes especificas, para ser mas precisos) cuando se
seleccionan representaciones de masa nula dentro de las representaciones del grupo conforme completo.
Entonces veremos cémo el vacio de esta teoria cuantica de campos de masa nula radia bajo la accién
de las transformaciones conformes especificas (las cuales se interpretan usualmente como transiciones
a un sistema de referencia uniformemente acelerado) y calcularemos exactamente el espectro de las
particulas salientes, el cual resulta ser una generalizacién del Planckiano, espectro este iltimo que se
recupera en un cierto limite razonable.

9.1 Simetria conforme clasica y cuantica

El grupo conforme SO(4,2) ha sido reconocido desde siempre como una simetria de las ecuaciones
de Maxwell de la electrodindmica clédsica [105], y mdas recientemente como una invariancia de teorfas
gauge no abelianas de campos sin masa a nivel cldsico. No obstante, la teoria cuantica encuentra, en
general, serios problemas en la implementacién de la simetria conforme habiéndose dedicado mucho
esfuerzo en el estudio de las razones fisicas de este hecho (véase, por ejemplo, [106]). Bésicamente,
el problema principal asociado a esta simetria cudntica (a nivel de segunda cuantizacién) recae en la
dificultad de encontrar un vacio estable bajo las transformaciones conformes especificas (TCE), cuya
actuacién en el espacio de Minkowski es de la forma:

p @h e cta?

m_y o
v v o(x,c)

. o(z,c) =1+ 2cx + A2 (9.1)

Estas transformaciones, las cuales pueden interpretarse como transiciones a sistemas de referencia
de observadores relativistas uniformemente acelerados [107], provocan una radiacion del vacio, un
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fenémeno andlogo al efecto Fulling-Unruh [47, 50] en un sistema de referencia no inercial. Para ser
maés precisos, si a(k),a’ (k) son los coeficientes de Fourier de un campo escalar sin masa ¢(z), que
satisface la ecuacion

" 0,0,¢(x) =0, (9.2)

los coeficientes de Fourier o/ (k),a’" (k) del campo transformado ¢/ (z') = 0! (z, ¢)p(z) por (9.1) (I es
la dimensién conforme) se expresan en términos de ambos a(k),a*t (k) a través de una transformacion
de Bogolyubov

d(\) = / dk [Ay(K)a(k) + Ba(k)a* (k)] . 9.3)

En la teorfa segundo-cuantizada los estados de vacio definidos por las condiciones a(k)|0) = 0 y
a’(N\)]|0’) = 0, no son idénticos si los coeficientes By (k) en (9.3) son distintos de cero. En este caso, el
nuevo vacio tiene un contenido no trivial en estados de particula del sistema original.

Esta situacion estd presente cuando se cuantizan teorias de campos en espacios curvos y también
en espacios planos, siempre que tenga lugar una mutilaciéon global del espacio-tiempo. Este es el caso
de la cuantizacién en coordenadas de Rindler [46], la cual lleva a una cuantizacién no equivalente a
la cuantizacién estandar en el espacio de Minkowski; o la de un campo cuéntico en una caja, para la
cual la operacién de dilatacién produce una radiacién (o, si se prefiere, reorganizacién o polarizacién)
del vacio [47]. No obstante, debemos remarcar que la situacién para las TCE es mas peculiar. Siendo
las TCE una simetria de la teorfa cldsica de campos sin masa, la radiacién (polarizacién) del vacio de
la correspondiente teoria cudntica bajo estas TCE indica que la simetria conforme esta rota de alguna
manera, hecho que podriamos interpretar, en principio, como una anomalia topoldgica.

Pensando en las razones subyacentes a esta anomalia, uno estaria tentado a responsabilizar de
la misma a la accién singular (no analitica) de las TCE en (9.1), como, de hecho, fue apuntado en
[104]. Sin embargo, un anélisis més profundo de la interconexion entre simetria y cuantizacién revelara
una obstruccién més profunda a la posibilidad de implementar unitariamente las TCE también en un
espacio de Minkowski generalizado y libre de singularidades, cuando los campos invariantes conforme
sean obligados a evolucionar en el tiempo. De esta forma, la propia evolucién temporal cuantica
destruira la simetria conforme dando lugar a una especie de rotura dindmica de la simetria a la que
sobrevive sélo el subgrupo de Weyl (Poincaré + dilataciones).

Esta obstruccién tiene su origen en la imposibilidad de representar todo el grupo SO(4,2) de
forma unitaria e irreducible sobre un espacio de funciones dependientes de sélo la coordenada espacial
Z (véase [106]), de forma que una superficie de Cauchy determinase la evolucién en el tiempo. Por
el contrario, las representaciones unitarias naturales del conforme pueden construirse por medio de
funciones de onda con soporte en todo el espacio-tiempo y evolucionando en una especie de tiempo
propio.

Desde el punto de vista de la mecédnica cudntica de particulas (o “primera cuantizacién”), los
argumentos libres de las funciones de onda, en la representacién en el espacio de configuracién, se
corresponden con la mitad de las variables candnico conjugadas en el espacio de fases (o variedad
de soluciones clésica), y este espacio de fases se define usualmente como una drbita coadjunta del
grupo de simetria basico que caracteriza al sistema fisico. Asi , por ejemplo, para el grupo de Galileo
o el de Poincaré el espacio fasico asociado a particulas con masa y sin espin tiene dimensién 6 y las
correspondientes funciones de onda en el espacio de configuracién tienen la variable tiempo factorizada
(la dependencia en el tiempo no es arbitraria sino fija, segiin las ecuaciones de movimiento cudnticas).
No obstante, y como hemos dicho anteriormente, este no es el caso para el grupo conforme, para el
cual veremos que el tiempo es un observable cuantico sujeto a relaciones de incertidumbre; este hecho
extiende las reglas de covariancia al dominio cuantico.

En la siguiente seccién aplicaremos la CSG al caso particular de G = SO(2,2), que es la versién en
1+ 1 dimensiones del grupo conforme SO(4,2). Aunque la simetria conforme en 1+ 1 dimensiones es
mucho més rica (dos copias del grupo de Virasoro), procederemos de forma que los resultados obtenidos
sean directamente extrapolables a la dimensién realista. En este ejemplo mostramos como extraer un
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espacio (compacto) de la variedad grupo SO(2,2) localmente isomorfo al espacio de Minkowski, donde
todo el grupo conforme actie libre de singularidades. También mostraremos que las representaciones
unitarias e irreducibles del grupo conforme requieren que la variable tiempo sea dindmica o, lo que es lo
mismo, impiden la existencia de una ecuacién de evolucién cuantica invariante conforme en la variable
tiempo. Examinamos dos casos correspondientes a una dinamica con “tiempo propio” no compacto
y compacto. Posteriormente construiremos una teoria cuantica de campos invariante conforme por el
procedimiento de SCSG y veremos las consecuencias que tiene la rotura dinamica de la simetria desde
el punto de vista de segunda cuantizacién. En particular, investigaremos el efecto que tienen la TCE
sobre un vacio de Weyl y el fenémeno de radiacién asociado. Calcularemos exactamente el espectro
de un vacio de Weyl acelerado, el cual resulta ser una generalizacion del espectro del cuerpo negro,
espectro que se recupera en un cierto limite [masa invariante conforme nula o descompactificacién del
tiempo propio (véase ultima seccién)].

9.2 Mecanica Cuantica Invariante Conforme

Desarrollaremos la Mecanica Cuéntica Invariante Conforme (en 1+1D) encontrando las representa-
ciones irreducibles del grupo conforme SO(2,2) centralmente extendido, de la misma manera que el
espacio de Hilbert de la particula libre Galileana se obtiene a partir de las representaciones unitarias
e irreducibles del grupo de Galileo centralmente extendido. El espacio de configuracién de la teoria
(una compactificacién y una continuacién analitica del espacio de Minkowski) surgird como un espacio
homogéneo del grupo, sobre el cual toman argumentos las funciones de onda.

Salvo por simetrias discretas, las cuales no son relevantes en la aproximacién de algebra de Lie,
S0O(2,2) ~ SU(1,1) ® SU(1,1) de manera que usaremos la estructura de SU(1,1) dada en (8.30) y
(8.31) y parametrizaremos G = SO(2,2) como dos copias de SU(1,1) con pardmetros {(7, o, o*);

(7, @, a*)}. Existen dos posibilidades de combinar los generadores del dlgebra de Lie

G ={x}, xt xL xk xk xt} (9.4)
de G, para obtener los generadores usuales del grupo conforme
gL = {DL’ML,POL,PILaKOL,KlL}a (95)
los cuales cumplen las siguientes relaciones de conmutacién [108]:
PE DY = —PE [PE,DF| = —PE  [PE,ME] = —PF
ploMmt| = -pPL |PF KE| =—-2Dt |PLK{| = —2M*F
_PL,KlL_ =2M* _PIL,KIL =2Dt _KOL,DL__ = K¢ (9.6)
kP, D = kP |K§ ME| = —KkE[KE M| = - K§
DY, M| =0 PF,PE| =0 K& K| =0,

donde D, M, P, K, son los generadores de las dilataciones, boosts, traslaciones espacio-temporales
y TCE, respectivamente. Una de las elecciones mencionadas se corresponde con un subgrupo de

dilatacién no compacto, mientras la otra se corresponde con uno compacto. Dichas combinaciones
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SOI:

D COMPACTA D NO COMPACTA
Dt = -4 (xF+x}) DF=-4(xE-xkL+xE-XL)

ME=1(xE-xE)  ME=4(XE- XL - xE+ XL

Pl =—(xL+xL) PRF=3(XE+ XL - XE— XL —i(XE - XLy) (9.7)
PL = xL — XL Pl =3 (xF+xh + xE+ XL —i(XE + XD))
Kb =XL4 XL K =1 (-XE - XL+ xXE+ XE —i(x] - x})
KF = XL - xL K = -1 (XL + XL+ XE+ XE +i(X]+ X))

El grupo G = SU(1,1) ® SU(1,1) es no compacto y semisimple. El volumen de integracién
invariante izquierdo puede expresarse como:

1 1
=05 A0 N = — da A da* Adn Ada A dat A di )
v(g) =05 N0 N 70— oo i —aa)? aANda® Adn Ada A da™ Adi, (9.8)

el cual resulta ser singular para valores |al,|&| — 1 (circumferencias de radio 1 alrededor de ambos
discos abiertos). No obstante, recurriendo a una extensién central G' de G, necesariamente trivial ya
que G es semisimple y de dimensién finita, el producto escalar entre funciones de onda sobre el grupo
se hara finito para cierto rango del parametro de extension.

Existen varias extensiones centrales del grupo conforme [109], pero nosotros estamos interesados
en en aquella que lleva a un espacio de Minkowski generalizado. Esta eleccién se corresponde con una
extensién por un coborde lineal en el parametro de las dilataciones, el cual consideraremos como un
“tiempo propio” (véase [66]).

Separaremos los dos casos: a) tiempo propio no compacto y b) tiempo propio compacto, en dos
subsecciones, respectivamente. La parte esencial del problema en el que estamos interesados no es
sensible al caracter topoldgico del subgrupo de dilataciones; no obstante, mientras el caso no compacto
es mas util para conectar con expresiones estandar en el espacio de Minkowski, el caso compacto es mas
manejable para construir e ilustrar el procedimiento de segunda cuantizacién (ademés, aqui podremos
utilizar bastantes resultados del capitulo anterior). Se puede comprobar que, para obtener una teoria
cudntica consistente, es necesaria una pseudoextensién por T' = C* (el grupo multiplicativo de los
nimeros complejos salvo el cero) para el primer caso, mientras que una pseudoextensién por sélo U(1)
es suficiente para el segundo.

9.2.1 Subgrupo de dilatacién no compacto

Consideremos la siguiente pseudoextensién por T'= C* = {z =r(;r € RT, ( € U(1)}:
2 =22e8959) (g g) =0(g xg) — 6(¢) — d(g), ze€C*¥, (9.9)

donde §(g) = —if(a—a* +a—a*) es la funcién generatriz del coborde y f = 51 + /2 es un pardmetro
complejo que caracteriza la representacion.
Los campos izquierdos y derechos del grupo extendido G son

. . d
Xl = xlP= e
. . d
L _ YR _
X = X = (9_C
X# = X# + 2iB (a4 a*) XE — 285 (o + a*)XCL

Xt = XxP_—ipa?Xl + ﬁga*QXCL
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XL = XL +ip1a® X} — poa®XE

X o= xf

)E'f = Xf — zﬂl(n_l(l —aa’) — 1))?7? + ,82(77_1(1 —aa’) — 1))25%

XE = XE+ipi(n’(1 — aa®) = )XF = B(n’(1 — ac®) — 1) X[ (9.10)

con una expresién similar para los parametros 7, &, @*. Las nuevas relaciones de conmutacién (izquier-
das) para el dlgebra de Lie extendida G de G son dos copias de:

[X#, XE = oXl —2ip X} 426, X}

[XEXE] = —2XE - 2ip X} + 28X

XL XL - X

[X,,L,todo- =0

(X% todo| = 0. (9.11)

El tnico cambio inducido en los conmutadores del algebra de Lie (9.6) cuando sus generadores se
expresan en términos de . e

Gt = (D", M" By, Pl", Kq', Ky, X, X7} (9.12)
(los cuales tienen la misma forma funcional que los de la parte derecha de (9.7)), es en los dos siguientes
conmutadores:

[PfKE) = —2D" +4p X} + 4ig XE
[ELJN(H = 2D" — 4B X} — 4B X[ . (9.13)

Estas relaciones muestran que las dos parejas de generadores 150L , f(OL y ]51L , f(IL son candénico conju-
gadas, es decir, dan lugar a términos centrales a la derecha del conmutador correspondiente. Exten-
siones centrales de este tipo fueron ya consideradas en [109, 66]. A partir de (9.13) concluimos que,
al igual que el operador de posicion espacial, el tiempo no esta exento de caracter dinamico, es decir,
es un operador sujeto a relaciones de incertidumbre (véase la referencia [110] para otra definicién de
operadores de posicién en el espacio-tiempo dentro del dlgebra envolvente del grupo conforme).

La 1-forma de cuantizacion y el dlgebra caracteristica son

O — (@(7’)’@(4))
0" = B(I(na,a*)+T(7aa"))+r tdr

0 = —ph((na,a") +T(7,6,6%) +i¢ d¢
* _ 1 . *\, —1 . * . * *
'(n,a,a®) = T (—22(a+a )N~ rdn — iaa”da + iaa™da )
Go = <D M'>. (9.14)

Sea B (é) el conjunto de T-funciones complejas sobre G en el sentido de teorfa de fibrados princi-
pales: ¥ (z % g) = Dp(z)1¥(g) y escojamos la representacién Dr(z) = 2P, donde p debe ser un entero
negativo por cuestiones de univaluedad y para que las funciones de onda sean cuadrado-integrables.
La subdlgebra de polarizacién de primer orden y completa que reduce la representacion es

P =< Dt ML Kl KL >, (9.15)

y la solucién de estas condiciones de polarizacién lleva a un espacio de Hilbert H(G) de funciones de
onda de la forma:
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W (n,a, 0,0, 8,6%,() = PWpla,a*, &, a")(u, fi)
Wa(a, o, a,a") = wg(a, o) ws(a,a”)
ws(a,a*) = (1 —aa®PP(a+i)PP(a* — i) PPeipBla=a’) (9.16)

donde Wp es una “funcién generatriz” y ¢ es una serie de potencias arbitraria

o0
S i) = > anabnalis i), dnaluft) = p"i" (9.17)
n,n=—oo
en las variables
of =i oy oz —iz & —i__o 2y —iZ)

= =z = == 9.18
H Oé—i-in Zz+izl7 H @—Fin Zo+1z1 ( )
Nétese que (i, 1) estén definidas sobre un toro bidimensional 72 = S! x S! (la versién en 1 + 1

dimensiones del cono proyectivo S3 x S1/Z5 en 3 + 1 dimensiones). Veamos cémo el grupo conforme
acttia sobre T2 libre de singularidades. Para ello, expresemos p y ji en términos de las variables globales
ziy 20, Ziy 25,1 = 1,2 en (8.30) y consideremos ¢” en la ley de grupo como el punto transformado de g
por la accién izquierda con ¢’. Asi se consigue:

Pt G Bt ke ) O
2" +in"  zlzmA 2z iz + 2'2) (1 +ipd)
S/ s k) e s/ 5 okl 5 s/ 5 o - =)

P ik U e ks Yk ) QO e 9.19)
" +iz" Z/'Z+ 2'Z 4 i35+ 2'E) 72 (1 + i)

Esta accién estd siempre bien definida y es transitiva en T2 (véase la referencia [111] para un estudio
maés detallado de las propiedades globales de un espacio similar en 3+1 dimensiones), en contraste con
la accién sobre el espacio de Minkowski, el cual puede verse como una carta local de T? obtenida por
proyeccién estereografica (u = e, i = ¢'):

P X - té)
= glcot 5 +cot 5
1, 0
_ .0 Y 2
x 2((:ot2 cot2), (9.20)

como puede comprobarse realizando esta transformacion sobre los generadores de las transformaciones
conformes sobre T2 en (9.22), los cuales adquieren la forma estdndar sobre el espacio de Minkowski
en términos de ¢,z (véase, por ejemplo, [108]), excepto por términos (cudnticos) inhomogéneos pro-
porcionales al pardmetro de extensién . La variedad T2 es asf un espacio-tiempo natural en el cual
puede vivir una teoria cudntica de campos invariante conforme globalmente definida.

El volumen de integracién invariante es ahora v(g) = v(g) A (r~tdr) A (i¢1d() (see Eq.(9.8)). El
producto escalar de dos funciones de onda (9.16) sera finito cuando el factor ((1 — aa*)(1 — aa*))?P8,
proveniente de Wy (véase (9.16)), cancele la singularidad de v(g) en la frontera del disco unidad abierto
debido al factor ((1 — aa*)(1 — aa*))~2. Esto es posible cuando

b >1/2, (9.21)

sin restriccién alguna para el pardmetro B2 (esta es la razén por la cual la pseudoextensién por la
recta real positiva, con pardmetro 51 # 0, es fundamental para este caso).
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La accién de los campos derechos (operadores) sobre las funciones de onda polarizadas (9.16) tiene
la forma explicita:

. 9 9
Dy = (PWp- (—%(uz Vg™ %(fﬁ ~ Vg ~PBl T AT 2)) o (1 1)

. 1 o 1 9

M@ = (PWy- (§(u2 Vg~ 3~ Dgn —pBlp—p it ul)) ¢ (u, )

pIE) (=i-122 s i 12 2 syt — ! :

B ® = oWy (<= 175+ S - VP~ pBn— = ) o)

~ ' 0 ' 0

Pi® = (PWj - (%(u Vgt S (- g5 ~PBpt ™ — it u‘l)) o(u. )

~ ' 0 ' 0

K = CPWB'(%(MJFUQ@—%(M+1)2@+P5(M—M 1—u+u‘1)) o (1 1)

- ' 0 ' 0

Kffyl? = ¢Pwp- (%(M—l)Q@Jr%(u—l)Q@—pﬂ(—u+u "+ 1)) (1, 1)
Xﬁw(ﬁ) = pypP), X?w(ﬁ) = py®), (9.22)

Esta representacién es irreducible para el grupo conforme extendido G como consecuencia de la max-
imalidad de la subalgebra de polarizacién completa P en (9.15), es decir, P no puede ser agrandada
mas (ni siquiera en orden superior) ni la representacién reducida més. El proceso de obtenciéon de las
representacione irreducibles termina aqui . Cualquier restriccion que se desee sobre las funciones de
onda debera imponerse como una ligadura.

Sin embargo, nosotros estamos interesados en representaciones de masa nula, lo cual puede lograrse
seleccionando aquellas funciones de onda 1/)&5 ) de ’H(é) que se anulan bajo la acciéon del operador de
Casimir QF = (]5({%)2 — (P{*)? del subgrupo de Poincaré. Més explicitamente, funciones de onda que
verifican:

= 1\2 _1)\2
OFfp® =0 = <M 9 +p5> (Miﬂaﬂ) ¢(p, ) =0

(h—pY)on p—pt) op
Op(p, i)
W — O, (9-23)
donde 5
C1\2 (5 1\2\ P
H(p, ) = ((u Ml) (e ﬂl) ) o, ). (9.24)

Esta ecuacién de evolucién tipo Klein-Gordon (en unas coordenadas tipo cono de luz) se interpreta

pues como una ligadura de orden superior de la teoria, y lleva a un nuevo espacio de Hilbert H.(QG)
hecho de funciones de onda constrenidas de la forma:

(1= 12 (1= 1)?

-pB
PP :ZpWﬁ< p 7 ) ) () + @(1)), (9.25)

es decir, funciones de onda cuya parte arbitraria se divide en funciones que dependen de u y i de
forma separada (esto recuerda la separacién usual en modos moviéndose hacia izquierda y derecha).
Los operadores que preservan la ligadura (9.23) se pueden vislumbrar a partir de los siguientes con-
mutadores

[DR7 QR} _ _2QR

W07 = o
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70T = 0
ALGT = o
[RELQR| = —aBRDR 4 aBRIT - sips Bl
= folp, 1)Q" — 8ipBF?
[RE.QR) = —ARTD® +aPfNI" — sip3 P
— )G - sipBBE, (5:26)

[f, (i, 1) son ciertas funciones sobre el toro], a partir de los cuales concluimos que el conjunto de
operadores buenos (de primer orden) es:

ggood =< DR7MR7POR7]51R7X7}*%7X<R >, (927)

que cierran una subdlgebra (Poincare+dilatacion=Weyl) del dlgebra de Lie conforme extendida original
en 1 4+ 1 dimensiones.

El hecho de que f(é% v K It sean operadores malos, es decir, que no preserven el espacio de Hilbert
Hc(é), serd una cuestion importante en la segunda cuantizacién de la teoria constrenida. El nuevo
vacio (Weyl) ya no serd aniquilado por la versién segundo-cuantizada de los operadores f(é% y f(f%
sino que, mds bien, aparecerd “polarizado” desde un sistema de referencia acelerado (véase seccién
9.3.1). De esta forma, la razén profunda de la radiacién del vacio bajo TCE en una teoria cudntica
de campos sin masa, no es la accién singular de este subgrupo sobre el espacio-tiempo sino, mas
bien, la imposibilidad de implementar adecuadamente estas transformaciones en el espacio de Hilbert
constrefiido H.(G). Nétese que las combinaciones A, = %(f(é% + Ky A_ = %(f(é% — K1) son
“parcialmente buenas”, en el sentido de que preservan los subespacios de modos moviéndose hacia
la izquierda y la derecha, respectivamente; veremos en la seccion 9.3.1 cémo su accion finita sobre
un vacio Weyl (en la teorfa segundo-cuantizada) da lugar a un bafio térmico de fotones escalares
moviéndose hacia izquierda y la derecha, respectivamente.

En lo que respecta a la teoria clasica de campos, la existencia de un producto escalar bien definido
no es una cuestién bdsica; la condicién (9.21) puede violarse poniendo 8 = 0, de manera que se llega a
una representacion reducible donde los operadores f(é% vy K ! dejan invariante la ecuacién QRTZJ£B ) = 0,
como puede verse directamente a partir de los dos ultimos conmutadores en (9.26). No obstante,
para este caso particular, la pérdida de unitariedad puede dar lugar a problemas en el proceso de
cuantizacion, especialmente en lo concerniente a la definiciéon de los propagadores de la SCSG. Asf ,
para el caso de masa nula, el grupo conforme esta “espontaneamente roto” en el sentido de que, siendo
una simetria de la teoria de campos cldsica sin masa, la correspondiente teoria cuantica de campos es
sélo invariante bajo el subgrupo de Weyl. La aparicién de términos proporcionales a § a la derecha de
algunos conmutadores, como en (9.26), puede verse como una “anomalia”; no obstante, anomalia esta
vez no significa obstruccién a la cuantizacion sino que, por el contrario, es intrinseca al procedimiento
de cuantizacién y necesaria para el buen comportamiento de la teoria.

Noétese que para campos masivos la situacién es ligeramente distinta. La tinica simetria que sobre-
vive (tanto para la teorfa cldsica como para la cudntica) despues de imponer la ligadura

QR = DM QR = m*y{P (9.28)

es el subgrupo de Poincaré. En efecto, el generador de las dilataciones es ahora un operador malo (no
preserva la ligadura (9.28)), como puede verse a partir de la primera linea de (9.26)). Su accién finita,
siendo mala, no es “tan mala” en el sentido de que cambia de una representacién D(m)(QR) a otra
D(ml)(QR) con m’ = e**m, donde A es el pardmetro de la transformacién. Es decir, juega el papel
de un operador de cambio de cuantizacién cuyo dominio es la unién (J,,cn+ Hf]”’(é) de todos los
espacios de Hilbert constrenidos correspondientes a diferentes masas, es decir, una teoria con espectro
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de masas continuo. Uno podria buscar una interpretacién fisica de estos hechos y decir que “los campos
cuanticos invariantes conforme no evolucionan en el tiempo”. La representacién (9.22) es irreducible
para todo el grupo conforme, pero reducible bajo el subgrupo de Weyl. Alguna perturbacién externa
rompe la simetria conforme y fuerza a los campos a evolucionar en el tiempo y a adquirir un valor fijo
para la masa (estamos interesados en el caso de masa nula), de manera que la rotura dindmica de la
simetria y la fijacion de la masa, incluso nula, vienen juntas.

9.2.2 Subgrupo de dilatacién compacto

Se prueba que, para este caso, una pseudoextensiéon por T' = U(1) es suficiente para tener una teoria
cuantica bien definida. Esta tiene la forma:

ey _ —2N
¢ = Clé-ezf(g 9) — c'c (77”77/ ln—lﬁ//ﬁ/—lﬁ—l) , (9.29)

donde el parametro IV etiqueta las representaciones irreducibles y, al igual que el espin, esta cuantizado,
tomando valores semienteros

N-i jez (9.30)

por condiciones de globalidad. .
Los campos izquierdos y derechos de G son ahora:

X’L — xL X’R — xR

2N n - N n ~

XL =XE+ N XE XF=XF— Np 2o X[ (9.31)
XE = XL - NoXl XE =XE + Nnp?aXf

con una expresién similar para los parametros 7, @, @*. Las nuevas relaciones de conmutacién del
algebra de Lie G del grupo conforme extendido G son dos copias de:

[XEXE] = 2%t

XL %L = —2XL

XL XL = XE-2NKE

[Xta1] = o (9.32)

las cuales, expresadas en términos de la base {DL, ME, 150L, 151L, f(OL, K IL, X CL }, llevan a que
[P K§] = —2D" —anXt
[Pf, Rﬂ = 2DF +4NX} (9.33)

y la misma expresién que en (9.6) para el resto.
La 1-forma de cuantizacion es ahora

1N

O = — (40404*77*1d77 + a*dc — ada*)
1 — aa*
. IN
+ o ( aa*n 'dp + a*da — ddd*) — ¢, (9.34)
1 —aa*

y, tanto la subdlgebra caracteristica Gg como la subalgebra de polarizacién tiene el mismo contenido
que en la seccién previa. Las U(1)-funciones de onda polarizadas tienen la forma:
v (n,a,0%,7,a,6"¢) = (Wn(a,a",a,6")¢(s,5)
Wy = wn(a,a")wy(a,a™)
wy(a, o) = (1—aa*)V (9.35)
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donde Wy es una “funcién generatriz” y ¢ es una serie de potencias arbitraria

[e.e]
o(s,8) = Z an7s"8" (9.36)
n,n=0
en las variables . .
s=n"2a" = 2_2, s=n2a" = i_Q (9.37)
21 Z1

Mostremos también ahora como el grupo conforme actia libre de singularidades. Procediendo
como en (9.19), obtenemos:

g Bl s+a”
S = S == Ik 2 /
21 2121+ 2’z 071+ sd)
¥/ ¥/ 5 ¥/ 5% S ~ %/
_ g _ %2 Z5'Z9 + 21 7] S+a
5 - == s = 5 — (9.38)
Z Z1Z1 + 22 %5 7'?(1 + sa')
Esta accion esta bien definida y es transitiva en este espacio.
El volumen de integracién invariante puede tomarse como v(§) = —(27)Pv(g) A (i¢~1d¢) y el
producto escalar de dos funciones bésicas zpﬁﬁf =(WnNonny wan,)ﬂ = (WNom,m es:
F(N) 7(N) _ n!(2N —2)!  al(2N — 2)! AN AV o
(7/%,71 W}m,m> - (2N +n— 1)| (2N +a— 1)|5nm5nm - Cn Cﬁ 5nm5nm
(2N — 2)!
o = 2T 9.39
" (2N +n—-1)I (9:39)

donde asumimos que N > %, condicién necesaria para tener un producto escalar bien definido (finito)
[esta condicién puede ser relajada a N > 0 llendo al recubridor universal de Gy modificando el
producto escalar|. El conjunto

B(HN(G)) = { o ;zﬁn{i’} (9.40)

es ortonormal y completo, es decir, una base de Hy(G).
La accién de los operadores sobre funciones de onda polarizadas (9.35) tiene la forma explicita:

DRy = CWN-<53+§3_>¢<5,§>

s " 95
W) = (Wi - (s 55005, )

P = iy (-2~ Dyos 5)

™ = (2 - Dyos )

KEpWN) = cwy - (—52% - 52% — 2N (s + 5))¢(s, 3)

Ky = (wy- (—32% + 52% —2N(s — 5))é(s, 5)

Xy = ), (9.41)

Con vistas a la segunda cuantizacion, nos es 1til calcular la transformacién de una funcién de onda
arbitraria

M@ = 3 anat(3), (9.42)
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bajo la accién de un elemento arbitrario §' = (1, o/, o', 7, &, a* (') de G. Esto puede hacerse, al
igual que en las expresiones (8.54) y (8.55), medlante los 81gulentes pasos:

@)@ = oG ) =V @ = S dontVh(),

m,m=0
G = W) = 3 analwlimlo@I)
n,n=0
= S/ (§)ann
n,n=0 7 ’
Prmenn(9) = C‘lp(N)(n,oc o) (7 &, &)
Cf(n ON fm 11
N, 0, ) = < )( e "
l Onm
. Uanma*lam " - aat)? (9.43)

donde la funcién 6, es la misma que en la expresién (8.55) del capitulo anterior.

(N)

Las funciones de onda constrefiidas 1¢ ' que obedecen

0%
0808

Q) = (Pf)? — Py =0 = =0 (9.44)

tienen ahora la forma

YN = (W - (o(s) + 2(5))- (9-45)
Llegamos a las mismas conclusiones que en el caso de dilatacion no compacta en lo referente a oper-
adores buenos y malos. Para este caso, N juega el mismo papel que 3 en el anterior.

Construyamos la teoria cuantica de campos invariante conforme asociada a esta teoria primero-
cuantizada y veamos cémo interpretar la rotura dindmica de la simetria conforme en el contexto de la

SCSG.

9.3 Una teoria cuantica de campos invariante conforme

Apliquemos el formalismo de CSG al grupo de segunda cuantizacién G2, dado por la ley de grupo
general (5.11), para el caso de G = SO(2,2) y dilatacién compacta. Tomaremos un campo real y
consideraremos una parametrizacion tipo Fourier en términos de los coeficientes a, 5. La ley de grupo
explicita es:

i = 3
()
am,m// = am,m/ + Z pmn;fnﬁ(g/)anﬁ
n,n=0
" (N)x* ~
a:z,m = mm + Z pmn mn , (946)
n,n=0
"o ~/ ~ 1 (N)x N
o= cexp > Z Z () ann — @ P (7)) -
m,m=0n,n=0
Los campos de vectores izquierdos y derechos (denotamos Op, 5, = aaa —, O = 6a*6 ) son:

~ 0
YL TR
< = <= gag
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Z pmnmn g Z pmnmn g XL
m,m=0 m,m=0
() (V)

* ~ * ~ NL
Z pmn;mn Z pmnmn Xg
m,m=0 m,m=0
DY MM® = ppE, P(]L():PO,
= ~L(2 ~ L ~L(2 =L >L(2 I
PlLa Ko():Km K1():K17 Xg():Xg
an,ﬁ_2 nnXL

a;,ﬁ + §an,ﬁX<L

o
Dt — Z (m + M) (am,mOm,m — arn,ma;m,m)
m,m=0
_ o0
M7+ Z (m — M) (am,mOm,m — a;tn,ma:n )
m,m=0
PO + Z (\/ m +1)(2N + m)(am+1,mOm,m — a;ta,m :n+1,fn)
m,m=0
Y+ DEN 4 )t m10mm — )
~ (0. 0]
P = % (Vom DEN + m) @i mdnn — D)
m,m=0

V= DEN + )t 10mn — i)

K0+Z

m,m=0

VO DN + ) s = 1O

K1+Z

m,m=0

0+ DN + ) s = 1O )

(\/ (m+1)2N + m)(ammOm+1,m — a;+1,mar*n,m)

(\/ (m+1)2N + m)(ammOmt1,m — a;+1,mar*n,m)

m,m=0

Los conmutadores no triviales entre estos campos de vectores son:

[Xgm,)zgjm] = kOO X F

[DL(Q) XLW_L} = —(n+ n)XaLn .

Xk = (n—n)XE

(B XE ] = n@N+n-1XE |+ \R@N +a-1)XE

[PIPXE ] = n(2N +n—-DXE 4+ /a@N+n-1)XE
]

= \/(n+1)(2N+n Xk

An+1,n

+\/n+1 2N—|—n)XL

An, n+1

(9.47)
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) -
(A7 xE ] = Vo DEN +n)XE @+ DN + )X
[~L(2) oL } _ vl
¢ » < an,n an,n
(DM XL | = (n+m)XE
(@, %L | = —(n-n)XE
[BH®, %L ] = —\/(n+1)(2N+n)XaL¢L+m—\/(n+1)(2N+”)X;n+l
APXE ] = JorneN+nXE | - \Ja+DeN+nXE
[NOL(z),Xﬁ_} - n(2N+n_1)Xf*_1_— (2N + 7 — 1) Nf*__l
[Nf@),f(j;ﬁ} = —/n@N+n-DXL +/n@N+n-1)XL
[XL(z),XLM] _ —X(f;ﬁ, (9.48)

donde se han omitido los conmutadores del grupo conforme extendido, los cuales tienen la misma
forma que en (9.6), excepto por los dos conmutadores en (9.33).
La 1-forma de cuantizacion y la subalgebra caracteristica son:

0@ = = (annday, ; — a;, zdann) — i tds
2 n,n=0
Gow = <D ML) P L(2) 2 L(2) K L@ L(Z)’ ~€{3(2) S (9.49)

La subdlgebra de polarizacion es:

PR —~ g@(?thLW—L >, Vn,n>0 (9.50)

y las U(1)-funciones polarizadas tienen la forma

~ R ad * * *
Ula,a*,§,s] = cexp {—5 > an7nan7n} Pla*] = QP[a”], (9.51)
n,n=0

donde €2 es el vacio de la teoria segundo-cuantizada y ® es una serie de potencias arbitraria en sus
argumentos.
La accién de los operadores sobre las funciones de onda polarizadas (9.51) tiene la forma explicita:

XR g = §Q-(—K&Z—)‘1)E§Q-(—K&T 7)) P

QAn,n ,n

XE U = Q- (0:,)0 = (nn)®

nn

DR(Q)\II = Q- Z (’I’L + ﬁ)dil,n&nvn) ®

n,n=0
o
n,n=0
BP9 = . (- Z V@ DEN +n)af zdnin + /(7 + DEN + ﬁ)diz,n&nmﬂ) ®
n,n=0

o
PlR(zhp = ¢Q- \/(n + 1)(2N + n)aib,ﬁ&nﬂﬁ - \/(ﬁ + 1)(2N + n)dib,n&mﬂ) o
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Ky = . |- Z \/n—i—l )N +n)a IL+1nGNn+\/n+1 )N +n)a, +1&n7n)(b
,i=0
KF(Q)\I, - .- |=- \/n—l—l )(2N + n)a Ilﬂnann—\/( +1)(2N +n)a IL nt10nn | @
n,n=0
SR(2 S
Xg()‘I’ = <Q- it niin | @ (9.52)
n,n=0

donde an 5 y dlm se interpretan como operadores de aniquilacién y creacién de modos |n;n), DE@)

juega el papel de hamiltoniano total (recuérdese que el pardmetro de dilataciones juega el papel de
5 L(2)

tiempo propio) y X C( se corresponde con el operador nimero de particulas.
Podemos pensar en el espacio de Hilbert como formado por:

1. estados “sin barra” |nj,ng,...;0) ,
2. estados “puro barra” |0; 71,79, ...) ,

3. y estados mezcla |ny,ng,...; 01, N2, ...) .

9.3.1 Rotura al subgrupo de Weyl. Radiacién del vacio

En esta subseccién investigamos el efecto de las TCE sobre un vacio de Weyl, es decir, sobre un
vacio de la teoria cuantica de campos sin masa obtenida tras constrenir la teoria cudntica de campos
invariante conforme anterior.
Los grados de libertad del campo sin masa se obtienen trasladando la condicién (9.44) al esquema
de segunda cuantizacién, de acuerdo con el procedimiento general en (5.19), es decir, imponiendo
[p(ff@) + 1511%(2)7 {p(ff@) R(2)  XER H _

an,n

~4\/n@N +n—1)\/a@N +a-1)XE = 0, (9.53)
condicién que selecciona los operadores “sin barra” al no = lXan , ¥ “puro barra” a;f) _ = —lj(ﬁm

Estos operadores, junto con los generadores de Weyl (operadores buenos de la teorfa primero- cuanti-
zada) cierran una subdlgebra de Lie

g(? DR(Q) MR(Q) P R(2) PR(Q) C (2)’ AIL e &8 o> (954)

del algebra de Lie original del campo cudntico invariante conforme. El vacio de esta teoria constrenida
no tiene por qué coincidir con el vacio conforme |0) = |[n = 0;72 = 0). De hecho, cualquier estado del
campo conforme con un contenido arbitrario en modos cero

W(o}) = oal)710) (9.55)
q=0

se comporta como un vacio desde el punto de vista de un observador Weyl, es decir, es aniquilado por
los generadores de Weyl y los operadores de destruccion a,, o y do.n, para todo n,n € N —{0}. Nétese

que, ya que el operador dg,o es central en g£2) (conmuta con el resto), serfa demasiado restrictivo
requerir que el estado (9.55) sea aniquilado por g ; la tnica solucién serfa el vacio conforme |0). Es
natural, por tanto, requerir que ag o se comporte como la identidad, es decir, que deje estable el vacio
de Weyl

94

apo|W{c}) =0|W{c}) = o4 = q

o0, (9.56)
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condicién que, tras normalizar, determina el vacio de Weyl salvo una fase
(WH{a}W{o}) =1 = |oo| = e 217" (9.57)
Asi |, hemos encontrado un conjunto de vacios de Weyl
10 = e~ 3171 Pabo0|0) | (9.58)

etiquetados por una fase, dentro del conjunto de estados del campo conforme [la existencia de un
vacio degenerado nos recuerda el fenémeno de J-vacios comentado en la seccion 3.2 referente a las
teorias de Yang-Mills [112] y, en general, estard presente siempre que tratemos con espacios de fases
no simplemente conexos y con teorias contrenidas|. Podemos dar una base ortonormal para el espacio
de Hilbert de la teoria constrenida tomando la 6rbita de los operadores de creacién “sin barra” y “puro
barra” a partir del vacio (9.58) como sigue:

@@l o)™ (af, o)™ (af

m(n1), ... m(ng), m(n1), ..., m(n;))g = (m(n)m(ng)im(a)!-..

—|=

(9.59)
Podemos establecer una comparacion con el caso mas conocido de un campo cuantico sin masa sobre el
espacio de Minkowski en 1+1 dimensiones y relacionar los modos con y sin barra con fotones escalares
moviéndose hacia derecha e izquierda, respectivamente. Introduzcamos dimensiones a través de la
constante de Plank h y la frecuencia v del modo, de forma que el operador energia total viene dado
por

B =hy (DR 4 2NX[®) = wDF@ (9.60)

donde la ultima redefinicién del generador de las dilataciones estda encaminada a devolver a las rela-
ciones de conmutacién en (9.33) la forma usual en (9.6) destruyendo la pseudoextensién (9.29). El
valor esperado de la energia en un estado general (9.59) es

(E) = hl/(zq: m(ny)n; + zjjm(ﬁl)ﬁl +2N), (9.61)
=1 =1

donde Ey = 2Nhv representa la energia del punto cero, es decir, el valor esperado de la energia en
el vacio de Weyl. Los modos cero representan particulas virtuales (no tienen energia y no pueden ser
detectadas por un observador Weyl) y pueden crearse expontdneamente a partir del vacio, como puede
deducirse de la condicién (9.56).

Es natural pensar que los modos cero jugaran un papel importante en la radiacién de un vacio
Weyl, desde el momento en que se hacen reales por aceleracién. De hecho, mostremos cémo una TCE;,
generada por Af) = %(KOL(Q) +I~(1L(2)), aplicada a un vacio Weyl da lugar a un “bafio térmico” de modos
sin barra (fotones escalares moviéndose hacia la izquierda), mientras la combinacién AP = %(IN(OL @ _

= L(2 L iy .
K, ( )) da lugar a un “bano térmico” de modos barra (fotones escalares moviéndose hacia la derecha).

La accién finita de Af), con pardmetro a (la correspondiente aceleracién es a = —(27)2 10g‘ B donde
c es la velocidad de la luz), sobre los coeficientes de Fourier
, 0 C(N )
aS,O — aS,O = Z(_l)n Qap, 00[ Z Tna’n Oa
n=0 C
o)
o= (=) |2 (9.62)

(N)

n
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(de acuerdo con la expresién general en la tercera linea de (9.46) y la tultima igualdad en (9.43)),
conduce a la siguiente transformacién en el vacio de Weyl:

T ESUS SV " n
0)5 — [T(a))g = ¥~ Fet00 |o>—q§0aq > [T 7 @)™ 10)o (9.63)

MY, ey My -
q _
—oMMmy =q

donde mg = 0 y hemos usado la identidad general

o0 l o
<Z ’Ynan> = Z dga?
n=0 q=0

Jo = %

1
0 = —g (sm — q+ $)7vs0 9.64
q 00 = )¥s0g—s - ( )

La probabilidad relativa de observar un estado con energia total £, = hrvq + Ey en un vacio de Weyl
acelerado (es decir, en |U(a))y) es

Py = AE)(laf)
1%

mi,...,Mg :

q
—onMmnp =4¢

2mn

A(E,)

(9.65)

Podemos asociar un bafio térmico con esta funcién de distribucién notando que A(E,) representa un
peso relativo proporcional al nimero de estados con energia E,, y el factor (Ja?)? acomoda este peso
a una temperatura como

2\q _ qlog|oc\2 _ _Eq—=FEp d d T=_ hl/ _ ha 9.66
(o) = ¢ o, donde &= klog|al|?  2mck (9.66)

es la temperatura asociada con una aceleracion dada a, y k es la constante de Boltzmann. Esta relacién
simple, pero profunda, entre la temperatura y la aceleracién fue considerada por primera vez por [50].
El balance entre el “factor de multiplicidad” A(E;) (una funcién creciente de la energfa) y el factor de
temperatura (9.66) (una funcién decreciente con la temperatura) es faborable (méximo) para un cierto
sistema de este colectivo canodnico, cuya energia es un valor representativo de la energia media. De
hecho, esta energia media se puede calcular exactamente como el valor esperado del operador energia
E en el estado |W(a))y. Para ello, realizemos algunos calculos intermedios. La norma de este vacio
acelerado es

Nor[¥(a)] = »(¥(@)|¥(a))y = exp (—1 £y ri\ar%) —ep (-l -1) . (967
n=0

La probabilidad P,(m) de observar m particulas con energia E,, coincide con el valor esperado del
proyector P,(m) en el estado |m(n))y, es decir:

_ oY ()| B (m)¥(a) 1 (o)™
Pu(m) = 5 Nor[¥ ()] "= Nor[¥ ()] m! 7 (9.68)

se puede comprobar que se verifica de hecho una relacién de cierre 337°, o P,(m) = 1. El nimero

medio N,, de fotones escalares moviéndose hacia la izquierda con energia E, se corresponde con el
. e At s .

valor esperado del operador ntiimero N,, = Qy, 0n,0 » €8 decir:

1

N, = Z mP,(m) = Nor[%(a)]

m=0

7"7%]04\2" exp (ri!a\%) . (9.69)
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Con esta informacién, podemos calcular ya el valor esperado de la energia total como:

B s 2N hv|al?
E[V(a)] = Ey+ hv Z nN,, = Eg + W .

n=1

(9.70)

Si sustraemos la energia del punto cero, normalizamos por un factor 2N (esta normalizacién se puede
. . s . . <z _hv

ver como una reparametrizacién del tiempo propio) y hacemos uso de la relacién |a|? = e~ *7 en (9.66),

obtenemos una expresién mas “familiar” para la energia media por modo

hv

hve T

T =
6N(V7 ) (1—@72_;)2]\“‘17

(9.71)

donde el valor N = 0 se corresponde con el caso bien conocido de la estadistica de Bose-Einstein.
Noétese que este valor particular de IV sélo puede alcanzarse como un proceso de limite formulado en
el recubridor universal de SU(1,1) ® SU(1,1) o, de forma equivalente, descompactificando el tiempo
propio (U(1) — R).

Comparemos la distribucién espectral de la radiacién de un vacio de Weyl acelerado para distintos
valores de N, con el caso bién conocido de la radiacién del cuerpo negro (espectro Plankiano). Para este
propésito, tenemos que multiplicar la energia media por modo por el nimero de estados con frecuencia
v, la cual, en d dimensiones, es proporcional a v%~!. Si denotamos este producto por u(z, N) =
ug xd_leN(:U, Tp) con x = ]?—:;’0 (up es una constante, para una temperatura fija Tj, con dimensiones de
energia por unidad de volumen), la Figura 1 muestra la separacién del espectro Plankiano (N = 0)
para cuatro valores diferentes N = %, %,1, 1.1 en la dimensién realista d = 3. Nétese que el valor
N=N,= % se corresponde con una situacién critica: por encima de este valor la teoria exibe una
“catastrofe infrarroja’”.

u(x, Ny

Figura 9.1: Diferencia con el espectro de Plank (linea mds gruesa) para valores crecientes de N (grosor
decreciente).

9.4 Otras representaciones: algunos comentarios

Hemos visto que es imposible establecer ecuaciones de evolucién invariantes conforme en un espacio
de Minkowski (incluso en el compactificado), no sélo para campos masivos sino, también para campos
cudnticos sin masa.
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Si quisiéramos que todo el grupo conforme fuese una simetria exacta de las leyes fisicas (al menos,
a energias muy altas), entonces tendriamos que reconsiderar la conveniencia del espacio de Minkowski
como marco para describir los fenémenos fisicos cuanticos. De hecho, existe una dinamica cudntica
consistente mas amplia donde la invariancia conforme es exacta. El precio que hay que pagar es
la introduccién de una dimensién extra, incrementando asi el niimero de pardmetros del espacio-
tiempo. La interpretacién fisica de este nuevo pardmetro no esté (en principio) clara, aunque, ya han
sido tratadas en la literatura algunas interpretaciones en términos de una “unidad de medida” en el
sentido de Weyl [113] y/o una “masa variable”, incluso a nivel no relativista (Galileano) [114].

En el presente esquema, este tipo de representaciéon puede obtenerse a través de una polarizacién de
orden superior la cual, como vamos a ver, lleva un indice mg que es susceptible de interpretarse como
una masa invariante conforme (véase [113]). En efecto, usemos las siguientes parejas de generadores:

~ 2 - - ~ 2 . -
i =2+ kb X = Y2(E - R
y (9.72)
_ 9 . - - 2 -
i = YR Rp o X = LR

como variables conjugadas. Si uno intenta introducir el conjunto {X{, X'} en la polarizacién, nos

encontramos con que el médulo caracteristico generado por DY, M no cabe, ya que {X L DL} = —I1L;

de hecho, s6lo ML puede formar parte de un cojunto compatible de relaciones de conmutacién. Como
ya hemos apuntado, la dilataciéon podria introducirse con tal de que entrase como un operador de orden
superior (algo similar a lo que ocurre con el generador de las traslaciones temporales en la particula
libre Galileana cuando elegimos la representacién en el espacio de posiciones). De forma maés precisa,
la representacion puede reducirse con la siguiente polarizacién de orden superior:

P=<M: Xt XE, OF >, (9.73)

donde CL es precisamente el operador de Casimir del grupo conforme [siempre se puede anadir un
término central arbitrario a CL]. Por ejemplo, en el caso de dilataciéon compacta

Ct = (M*)? + (DY + 2N)~(CL)2 — (1?2 + (x1)2. (9.74)
Las funciones de onda polarizadas evolucionan de acuerdo con una ecuacién de tipo Klein-Gordon
(I1%)%¢ = (D" 4+ 2N)*p, (9.75)

que puede ser vista como la ecuacién de movimiento de un campo escalar con masa variable m? =
(DY +2N)? = (D¥)2. El valor del Casimir sobre funciones de onda es C* = N(N — 1)1 = mg), lo
que justifica la denominacién de masa invariante conforme para mg [para este caso estd cuantizada,
la razén es el caracter compacto del tiempo propio (dilatacién)]. El valor permitido de N, N = 1
se corresponde asi con masa conforme nula. La conexién precisa entre N y la curvatura de algunos
espacios homogeneos (digamos, el universo de AdS en 2 + 1 dimensiones) dentro del grupo conforme
S0O(2,2) esta siendo investigada [115].

Nétese que las hipersuperficies de Cauchy de la ecuacién (9.75) tienen dimensién 2. Han sido
consideradas en la literatura dos aproximaciones al entendimiento de la dimensién extra consistentes
con el significado fisico del grupo conforme. Una estéd relacionada con la idea de Weyl de diferentes
longitudes en diferentes puntos del espacio-tiempo [116]. La “regla” para medir distancias cambia
en posiciones diferentes. En Mecanica Cudntica, esto implica que las funciones de onda, que miden
densidades de probabilidad, tienen diferentes medidas de integracion como funciones del espacio-
tiempo. Otra interpretacién, no necesariamente descorrelacionada de la anterior, podria atribuirsele
al caracter variable de la masa. Incluso desde la perspectiva de la mecénica cuantica conforme de una
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particula, la consecuencia ineludible de una masa variable inherente al formalismo fue ya observada
por Niederer [114]. Ninguna de estas interpretaciones esta exenta de controversias, como fue enfatizado
por Rohrlich [117]. En cualquier caso, en este capitulo se ha considerado una cuestién més satisfactoria
examinando la rotura dindmica de la simetria conforme al subgrupo de Weyl dentro del formalismo

de CSG.
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Capitulo 10

CUANTIZACION UNIFICADA DEL
CAMPO DE MAXWELL Y PROCA

Este capitulo pretende ser un primer paso hacia una aproximaciéon por grupos a la cuantizacién de
teorfas de Yang-Mills no abelianas (en general). Aunque el caso abeliano pueda parecer, hasta cierto
punto, trivial, no se ha dado hasta el momento una cuantizacién unificada satisfactoria del campo
electromagnético y el campo de Proca (fotén sin y con masa) que pueda arrojar nueva luz sobre el
origen de la toma de masa para ciertos bosones vectoriales en teorias unificadas sin hacer referencia
a mecanismos de rotura de la simetria gauge, mecanismos que involucran particulas escalares ain
no observadas! (como, por ejemplo, el bosén de Higgs). Nosotros veremos cémo, tras una revision
del concepto de simetria gauge en teorias de Yang-Mills (en principio, abelianas) dentro del esquema
de CASG, la aparicién de masa en la teoria resulta tener un origen cohomolégico, perdurando dicha
simetria gauge incluso para el campo masivo. Tal revision del concepto de simetria gauge hace refer-
encia a la dificultad de implementar la tradicional ley de transformacion de gauge para el potencial
vector del campo eletromagnético, A,(x) — A,(x) + dup(x), como parte de una ley de grupo de
cuantizaciéon. Esta cuestién se resolvié en la referencia [118] a costa de introducir un pardmetro de
BRST en la ley de grupo. Para nosotros, la ley de transformacion de gauge no aparecera en la ley
de grupo sino como trayectorias asociadas a ecuaciones generalizadas de movimiento generadas por
campos de vectores con invariante Noether nulo (campos de gauge), y sin necesidad de introducir
ningun parametro extra de BRST. La ventaja de este nuevo punto de vista es que los parametros del
grupo local, U(1)(#,t), adquieren contenido dindmico fuera de la capa de masas del fotén provocando,
en un cierto sentido que especificaremos luego, una transferencia de grados de libertad hacia el campo
electromagnético original para conformar el campo de Proca. Este mecanismo puede revelarse de gran
interés como alternativa al “tan laureado y tan sospechoso” Modelo de Higgs.

10.1 Motivacion a la ley de grupo

De acuerdo con el principio de minima interaccién, y para extender cualquier simetria interna de los
campos de materia a nivel local (gauge) —es decir, considerar los pardmetros ¢* del grupo de simetria
como funciones sobre el espacio de configuracién—, es necesario introducir un potencial vector Aj(x)
el cual debe transformarse como una conexién. Para el caso particular de la simetria U(1), dicha
transformacion del potencial vector conlleva tnicamente la adicién de la derivada del correspondiente
parametro de gauge:

Au(@) = Au(@) + 0,p() . (10.1)

1y que no satisfacen a buena parte de la comunidad cientifica trabajando en fisica de particulas
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Esta es la forma estandar de introducir la interaccion electromagnética en una formulacién geométrica.
No obstante, el campo electromagnético tiene su propia entidad, no necesariamente ligada a la parte
no tensorial de las transformaciones de gauge, y su cuantizacién puede darse directamente en términos
del tensor de Maxwell [119]. La cuantizacién en términos de A, conduce a una teorfa redundante que
debe ser constreniida haciendo uso de la llamada ley de Gauss. Hagamos una revisiéon breve del origen
de esta ligadura.

La teoria de Maxwell para el campo electromagnético sin fuentes puede derivarse de la densidad
Lagrangiana:

1 1,2 =
L=—F"E, = 5(E? - B?), (10.2)

donde .
F,=0,A,—0,A,, E=-A-VA’, B=VxA (10.3)

son el tensor electromagnético, el campo eléctrico y el campo magnético, respectivamente. Las ecua-
ciones de movimiento son:
v
0 FM =0, (10.4)

donde la componente temporal y espacial son la ley de Gauss y la de Ampere, respectivamente:
V-E=0, E=VxB. (10.5)

La cuantizacién candnica de este sistema tropieza con un problema cuando se somete a la descripcién
hamiltoniana, debido al hecho de que el lagrangiano (10.2) no depende de A% y, por consiguiente, no
existe momento conjugado de A°. En otras palabras, este lagrangiano es no regular. Esto significa que,
en general, no todas las ecuaciones lagrangianas pueden escribirse en forma hamiltoniana y algunas de
ellas deben anadirse a las ecuaciones de Hamilton en forma de ligaduras. Este es precisamente el caso
de la ley de Gauss cuando uno usa la libertad de gauge para fijar la condicién no covariante A° = 0,
es decir, el denominado “gauge Weyl” (véase, por ejemplo, [120]).

En la referencia [121] se llevé a cabo la cuantizacién del campo electromagnético libre de forma que
la ley de Gauss aparecia en el mismo pie de igualdad que las ecuaciones de movimiento de Hamilton
ordinarias y no como una ligadura. El algoritmo utilizado fue la CSG aplicada a un grupo de dimensién
infinita parametrizado por E () y B (), ademds de la variable tiempo. No obstante, la cuantizacion,
ahora con técnicas de CASG, en términos del potencial vector A, necesité, como se ha dicho ante-
riormente, la introduccién de un pardmetro de BRST [118]. En este capitulo (véase también [122])
proponemos un grupo de Lie de dimensién infinita G, con estructura de fibrado principal G—G /T,
parametrizado por el potencial vector A, (Z,t), las variables de Poincaré y las coordenadas del grupo
local U(1)(#,t), el cual juega el papel de subgrupo de estructura 7. Como decimos siempre, este
subgrupo generaliza la invariancia de fase bajo U(1) de la Mecdnica Cuéntica ordinaria, y veremos
que las condiciones de equivariancia extras asociadas con el subgrupo local U(1)(&,t) proporcionarén
las ligaduras tradicionales de la teoria. La construccién de esta ley de grupo ha requerido una revisién
de los conceptos de simetria gauge y ligaduras y ha llevado, como un subproducto, a la cuantizacion
unificada del campo electromagnético y el campo de Proca, con unas perspectivas muy sugerentes
para el caso no abeliano en lo referente a un posible origen cohomoldgico de la toma de masa para
ciertos bosones vectoriales mediadores de las interaciones fundamentales. Esta tltima cuestién estéd
siendo estudiada y pretende ser una alternativa al Mecanismo de Rotura Espontidnea de la Simetria
como mecanismo suministrador de masa. Para nosotros, parecen ser las propias funciones del grupo
local (U(1)(#,t) en el caso abeliano) las que, al adquirir dindmica por la introduccién de masa, pro-
porcionan el grado de libertad de campo que le falta al bosén vectorial sin masa para conformar el
bosén vectorial masivo.

Conscientes de que la aproximacion por grupos para la construccion de teorias cudnticas no es
para todos intuitiva, permitasenos motivar la ley de grupo que vamos a proponer haciendo uso de
aproximaciones mas usuales. Para ello, retomemos el andlisis lagrangiano anterior y notemos que la
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no regularidad del lagrangiano (10.2) puede expresarse covariantemente diciendo que L no depende de
la cantidad covariante ® = 09, A*. Esto sugiere recurrir al nuevo lagrangiano regular (el lagrangiano
de Fermi para A = 1)

p_ 1 A

L' =—-F"F, -2
4 2

con A arbitrario, al cual subsiste una invariancia (covariante) gauge residual A,(z) — A, (z)+ Jup(x),
bajo funciones ¢(x) sobre la capa de masas del fotén, ea decir, tales que 0,0"¢(x) = 0. A esta simetria
residual podriamos asociarle formalmente una carga Noether de la forma

oL’
= | dr—
% / Y94,

donde se han usado las ecuaciones de movimiento:

(0,A")%, (10.6)

Oup = )\/dgx(@p — ®g), (10.7)

0 FM™ +20"® = 0 = 0,0"® = 0. (10.8)

Las ecuaciones de Maxwell (10.4) se recuperan poniendo simplemente & = constante como una ligadura
clasica. En particular, la ligadura d=0en (10.8) reproduce la ley de Gauss.

Un vistazo a la ecuacién (10.7) revela que ® se comporta como un generador de las transformaciones
de gauge (aquellas que estén definidas sobre hipersuperficies de Cauchy solamente; véase [120] para el
caso no covariante). De hecho, tanto ® como ® cierran algebra de Poisson con el resto de las variables
dindmicas (o simplécticas) y el hamiltoniano asociado a L. Es directo calcular los siguientes corchetes
de Poisson (\ = 12):

{Au(fvt)vAV(g:t)} = {A“(_)’ ), Au(¥. 1)} =0

{Au(@ 1), A(F. 0} = g% (@ - (2@ 1), 2@ 1)} =0

{CI)(f, ), At(y, 1)} = 9553(f_ %) {(I)(fv t), A“(g: )} = _958253(f_ Y) (10.9)
{CI)(_: t)v A“(._: t)} = 958253(f_ g) {(I)(fv t)v A“(g: t)} = _ggv253(f - g) .
{A,,H} = A, {A,,H} = V?4,

{0, H} = {®,H} = V0.

La invariancia gauge del tensor de Maxwell se expresa ahora como: {F,,(Z,t), ®(7,t)} = {F.(Z,1), ®(7,t)}
0, como se deriva facilmente de (10.9).

Como &lgebra de Lie, (10.9) es una extensiéon central por U(1) caracterizada por un cociclo (de
algebras de Lie) que involucra los generadores (A, A, ®, <I>) A partir de este cociclo se ve directamente
que la pareja (A,A) se corresponde con un par (4 en realidad) de variables candnico conjugadas
y que las variables (<I>,<i>) no estan exentas de contenido dindmico, como podria sugerir un primer
vistazo a {®(Z,t), ®(i,t)} = 0, debido a los términos no diagonales en las lineas 3% y 4% en (10.9)).
Por esta razon, las variables ®, & no pueden asociarse precisamente con los generadores usuales con
carga Noether nula. Mas bien, estas variables serdn consideradas como los generadores del grupo de
estructura T y estaran relacionadas con las ligaduras.

Como punto de partida para llevar a cabo la cuantizacién conjunta del campo electromagnético y
el campo de Proca, adoptaremos la estructura abstracta del dlgebra de Poisson anterior (aniadiendo el
grupo de Poincaré completo), pero deformada con un término central de la forma {®(Z,t), ®(¢,t)} =
m?28%(Z — 4) (m es un pardmetro con dimensiones de masa; estamos usando unidades naturales, h =
1 = ¢), y construiremos la ley de grupo por exponenciacién. El nuevo término central, parametrizado
por m, modifica el contenido dindmico de las variables del grupo, transfiriendo grados de libertad
entre las variables A y ®. En el caso m # 0 el cociclo del grupo se diagonaliza en un nuevo conjunto
de variables que se corresponden con el campo de Proca y una especie de campo escalar (véanse
comentarios posteriores al respecto).

Zadoptamos esta eleccién por simplicidad, aunque los resultados son independientes de A.
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10.2 Cuantizacion unificada del campo electromagnético y el campo
de Proca

De acuerdo con la prescripcion general de la CSG, partiremos de una ley de grupo, inspirada en el
algebra de Poisson (cldsica) (10.9), que involucra los pardmetros de Poincaré x*, A¥, los coeficientes
de Fourier a,(k), a}(k) del campo A, los coeficientes de Fourier ¢(k), ¢* (k) del subgrupo local
U(1)joc v €l pardmetro ¢ asociado al subgrupo central U(1). Todo el grupo G ser4 visto, bien como: a)
una extensién no central por un grupo T' (parametrizado por ¢(k), ¢ (k) y ¢) del grupo constituido
por la simetria espacio-temporal y los coeficientes de Fourier de A,, o bien como b) una extensién
central por U(1) del resto: G = G /U(1). En ambos casos la ley de grupo del pardmetro central
vendrd caracterizada por un conjunto de cociclos &1, &2, &3 (véase mas abajo) definidos sobre el grupo
de simetrias “clasico” G. Como hemos mencionado anteriormente, las condiciones de T-funcién se
interpretaran como las ligaduras de la teoria.

La ley de grupo explicita ¢’ = ¢ * g es:

a;:(k) a;(k) exp(—ik - A'z) +A,ZGV(A_1’I<:)
af"(k) = a(k)exp(ik - N'z) + At (A™k)
¢"(k) = ¢ (k)exp(—ik - Nz)+ $(A"k)
¢+//(k) = ¢+/(k‘)eXp(ik‘-A'x)+¢+(A—1’k)

' = '+ ANz

A = ANA (10.10)

Bk
¢" = (Cexp [%/wi{&(g’,g)+§z(g/,g)+§3(g’,g)} , 9.9 €G

Gl0h0) = 9N TN RS (RN — o (A k) (ke

52(91, g) = ’L'[¢+/(k3)(A_ll)uyk‘ya“(A_llkj)eikA/x + qS’(k)(A_l')sz,,a: (A—llk)e—ik/\’x
_kua:/(k)(é(Afl/k)eik-A’x . k“al/u,(k)(b+ (Afllk)efik-A’m]

53(9179) = k2[¢+l(k)¢(A—1/k)eik-A’m . (b/(k)(b-l-(A—l/k)e—ihA’x].

Nétese que, de hecho, no estamos tratando verdaderamente con todo el grupo local U(1),. sino,
ma&s bien, con un subgrupo hecho de “funciones sobre la capa de masas” relacionadas precisamente
con la invariancia gauge residual que sobrevive al lagrangiano (10.6); no obstante, por simplicidad,
nos referiremos a esta simetria como: simetria local U(1);,.. Una caracteristica importante de la ley
de grupo propuesta es que, al contrario que en las formulaciones estdndar de las teorias gauge, el
subgrupo local U(1);,. no actiia sobre el potencial vector (como en (10.1)), y este punto de vista hace
innecesaria la introduccién de un pardmetro de BRST (como en [118]). Sin embargo, la simetria local
actia no trivialmente sobre el pardmetro ¢ de U(1), provocando un cambio en la fase de la funcién de
onda (véanse comentarios posteriores al respecto). Ademds, las propiedades de transformacién usuales
del potencial vector apareceran como trayectorias de ciertas ecuaciones generalizadas de movimiento.

La arbitrariedad en la eleccién del valor de k2 en el cociclo £3(¢’, g), aquel que extiende el subgrupo
local U(1),, nos llevard a una cuantizacién unificada del campo electromagnético (caso k? = 0) y
del campo de Proca (caso k> = m? # 0) cuando impongamos condiciones de T-equivariancia como
ligaduras en ambos casos. Mantendremos k2 a lo largo de las siguientes expresiones, hasta que sea
neceraria una distincién entre estos dos casos.
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A partir de la ley de grupo (10.10) obtenemos los campos de vectores izquierdos y derechos?:
xXf = z'ga% ==
KRy = e l &Lj O %[a“*(k:) 4 iqS*(k)k“]E]
XE o= M [ 5@; at %[a“(k) - z’gb(k:)k“]E]
X, = ek [%(k) - 6" () = ik (k)| (10.11)
Xy = @ 5¢f<k) + 5 IB0(0) + ke, ()2
x5 = 2
Xt = z'ga% ==
Xy = o 5l W) 0T RS
Kby = a5l — ok
Xiw = %(k) + %[kng*(k) ik'af (k)2 (10.12)
Xy = v — 5100 + ko, (]2
i = - [l s - ]
o E e U

A partir de los generadores izquierdos obtenemos las siguientes relaciones de conmutacién no
triviales que describen, en particular, el contenido dindmico de cada parametro:

vL wL _ 1. YL (vL L 1. VL
Y B L T I L T8
v L L s v L v L v L _ . v L
Xl Xy | = X :X:v”’XWk)} =~k X5 ) 013
Xfﬁ(k)’Xfu(k’J = i A= ;qu*(k)’Xé(k/)} = ik* A= '
L L _ - v L L _ -
(XE gy Kby | = W AwsE _Xa;(k)’qu(kf)} = kA=,

donde App = 2k%63(k — k') es la funcién delta generalizada sobre la hoja positiva del hiperboloide

de masas.

A partir de las relaciones de conmutacién (10.13), linea 3, se observa que las cuatro

componentes de a, (k) y a;f (k) son variables canénico conjugadas (det(g) # 0) para cualquier valor
de k, mientras el par ¢(k) y ¢T (k) son canénico conjugados sélo fuera de la capa de masas del fotén.
No obstante, también nos damos cuenta de que existe una parte del cociclo del algebra de Lie,linea 4
(correspondiente al cociclo €5(¢’, g) en el grupo), que mezcla las a’s y las ¢’s. Cuando los pardmetros
de U(1)j0c adquieren contenido dindmico por ellos mismos, es decir, cuando el “fotén” estd fuera de la

3Para evitar célculos innecesarios dejaremos de lado el subgrupo de Lorentz, el cual no juega ningin papel dindmico,
y comentaremos simplemente las diferencias no esenciales que se hubieran obtenido si hubiésemos decidido mantenerlo
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capa de masa nula, el cociclo puede diagonalizarse transfiriendo asi contenido dindmico de una de las
parejas conjugadas (aquella asociada a los nuevos coeficientes del campo electromagnético) a los nuevos
parametros de U(1);,.. En ambos casos existen cuatro grados de libertad de campo independientes
en el grupo G pero, mientras que la condicién de T-equivariancia (las ligaduras) resta dos grados de
libertad para el campo electromagnético, en el caso k* = m? # 0 sélo resta uno, dejando tres grados
de libertad que conforman un campo vectorial masivo (campo de Proca; véase subseccién 10.2.2 para
més detalle).

Continuemos las lineas basicas de la CSG y calculemos la 1-forma de cuantizacién y la subalgebra
caracteristica, las cuales resultan ser:

o - / Lk L ([aﬂw)—z‘w(k)]dat(k)—[a+<k>+m¢+<k>]day<k>]
+ b y¢<k>+my<k>]d¢+<k>—ku[kmk) af (W)]do(k)
+ o (h) = it (0)[a5 (6) + ik 0" (B4 o)} + 52
Go = <Xp, Xy, Xhgy > Yk (10.14)

donde se ha definido

) (10.15)
Debemos senalar que Gg también contendria a los generadores del subgrupo de Lorentz si los hubiésemos
mantenido. Los invariantes Noether son:

L L _ vL . L
Xy = Xy +ikuXa ) Xty = Xaw) — kX,

Fopy = ign © =i ie R ko (k) —iaf (k)] = —ik’6 ) (k) — k'ajy
Foray = ZX§+(k)® = iBkakJ“[k‘ﬂgb(k‘) +ia, (k)] = ik2¢(0)(k) — KMa),,
Foy = ixn  ©=c "RIGT (k) —ia"" (k)] = K6 (k) — iafg) (k) (10.16)
Fapy = ixp, O = I "O0) + 0" (k)] = 010 () + i ()
Far = iz, = /dsk [a(oy (k) — ik" d(0) (k)l[ayy,, (k) + ik ()],
g x5, o0 (o) ( © )11y, (©)

donde a(o) (k), a@)u(k), ¢(0 (k), é(0)(k) son las condiciones iniciales.

Aparte de la evolucién espacio-temporal convencional, generada por X’fu, los otros dos campos
de vectores X CL(k),X cL+(k) en Gg (véase (10.14)) deben entenderse como generadores de la siguiente
relacién de equivalencia:

ap(k) ~  au(k) +ikue(k), (k) ~ o(k) + c(k)

af (k) ~ af(k)—ikuct(k), ¢ (k) ~¢"(k)+ct(k), (10.17)

donde c(k) y ¢™(k) son los correspondientes pardmetros de integracién. Los flujos de los campos
de vectores en (10.15) constituyen las transformaciones de gauge de la teoria, y las relaciones (10.17)
constatan simplemente que los gauges puros no contribuyen a la forma simpléctica d©/Gg. El conjunto
de campos de vectores (10.15) es precisamente un ideal horizontal del dlgebra de Lie G* de G. Para
este algebra, tal y como demostramos en las secciones 3.1.1 y 3.2.2, los campos de vectores derechos
son proporcionales a los izquierdos y, por consiguiente, los invariantes Noether son nulos. De hecho,
los factores de proporcionalidad para este caso realizan una representacion del resto de los generadores
en la subalgebra Gg, més precisamente, de los generadores del subgrupo de Poincaré.

Con vistas a la reduccién de la representacion, hay que decir que el grupo G admite dos subéalgebras
de polarizacién diferentes segtin el valor de k2. A partir de aqui distinguiremos entre los casos k? = 0
y k2 = m? # 0, tratando cada uno de ellos por separado en una subseccién. El primer caso conduciré
a la Teoria Cuantica de Fotones, mientras que el segundo al Campo Cudntico de Proca.



10.2. Cuantizacién unificada del campo electromagnético y el campo de Proca 123

10.2.1 G(k* =0) : Campo Electromagnético

La subdlgebra de polarizacién para este caso (masa nula) es

7) =< X;L'H7 X (k‘)’ ~L (k)’ X(f“(k;) > Vk (1018)

La condicién de U(1)-funcién (el resto de condiciones de T-funcién se tratarda después) junto con
las condiciones de polarizacion se escriben como:

= = ¥
ov d®k v 5w
prraal BT L G - Tl
3k 5w 5w
i [ SR W5 ¢ W) = O
5U . SV
k“éau(k)_z&ﬁ(k) =0 (10.19)
A SR
Woar (k) | ot (k)
S~ gl iR = 0

cuya solucién general es:

+ + . 3k / / IV 4 /
\I/(:U“,aﬂ,au,gb,gb aC) - Cexp /2k/0 ( (k) (k ) — ik a, (k )QS(]C)

+ ik ay (K)o (k) } @([a)f (k) + ik, (k)]e ™)
= W-([a} (k) + ikuo™ (k)]e ") (10.20)

donde ® es una serie de potencias arbitraria en el argumento [a;} (k) + ik, T (k)le~**. El vacio y
los estados de una particula de momento k son [0 >= W y |a} (k) >= W - [af (k) + ikt (k)]e e,
respectivamente.

Noétese que la gaussiana que define el vacio contiene el exponente positivo ag' (K" a’ (k") que podria
hacer diverger el producto escalar. Esta averia se subsana tras imponer el resto de las condiciones de
T-funcion, las cuales definen los estados fisicos de la teoria. Veamos explicitamente dichas condiciones

para este caso: 3 ) ) i )
XA pys = dD(XF)Uppye VX € T =< B, X[, XF ) > (10.21)

donde escogeremos la representacién trivial dD(X' R) =0 para X=X (f(k),)? er (k)" Aplicando dichas
condiciones a una combinacion arbitraria de estados monoparticulares
et (k)|a; (k) > se obtiene:

Xfﬂk)f”(k)\aff(k) > = 0 =e(k)k,=0
X3 Yphys = 0 = k'af (k)¥pnys = 0. (10.22)

La primera condicién establece que los estados fisicos deben contener la misma cantidad de fotones
logitudinales que de tipo tiempo, para todo k. Esta también garantiza que los estados fisicos tengan
norma positiva (o nula), ya que —e**(k)e, (k) > 0, y recobra a la vez la conocida condicidén de Gupta-
Bleuler [123, 124]. La segunda condicién en (10.22) elimina los vectores nulos (de norma nula) de
la teorfa. Esta establece que todos los vectores de norma nula, creados por la accién de X% (k) SOn
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equivalentes a cero. En otras palabras, las funciones de onda fisicas W, tienen soporte sélo en la
“superficie” k“aj(k) = 0, eludiendo asi la averia en el producto escalar a la que haciamos referencia
anteriormente, concerniente al exponente positivo ag (k')a’(k’) en la gaussiana que define el vacio.
Es decir, uno tiene que integrar sélo en los grados de libertad fisicos (componentes transversales)
cuando calcula el producto escalar. En la cuantizacién estandar (véase, por ejemplo, [58]) se prefiere,
usualmente, permitir que los vertores nulos “circulen” por el sistema, o bien introducir una relaciéon de
equivalencia (“dos estados que difieren en un vector nulo son equivalentes”) y seleccionar una clase de
equivalencia. Esta forma de proceder encuentra su justificacion en el hecho de que el valor esperado
de los operadores fisicos (operadores buenos en nuestro lenguaje) resulta ser independiente de la clase
de equivalencia elegida (véase la seccién 10.3 para una discusién completa de estos hechos).
Los operadores buenos para este caso resultan ser:

gr =< Eu(k’)Xi(k)a ey (k)X

v
w ()X 0 Xih > Wk (10.23)

donde los factores e”(k) estan restringidos por las dos condiciones (10.22), es decir, verifican que
e*(k)k, = 0y —e*(k)e,(k) > 0. Asi, proyectan sobre componentes transversales y conservan dos
grados de libertad de campo de los cuatro que habia originalmente. Los operadores buenos en (10.23)
se comportan como operadores de creacién y aniquilacién de estados transversales,

eu(R)a (k) = e, ()X 1y, ef (K)a (k) = e;(k)th ®) (10.24)
respectivamente, y los operadores de Poincaré,
P, =iXE, M, =iX}.,, (10.25)

(cuando se mantienen las transformaciones de Lorentz A), declaran, en particular, que el campo
electromagnético tiene helicidad 4+1. Todos ellos cierran una subdlgebra del dlgebra de Lie original y
constituyen los operadores fisicos de la teoria.

10.2.2 G(k*#0) : Campo de Proca

Como hemos mencionado anteriormente, una caracteristica importante del grupo de cuantizacion
(10.10) es que logra la cuantizacién del campo electromagnético y el campo de Proca de una forma
unificada. EI término en el cociclo proporcional a k2 da lugar a que el fotén adquiera masa. Para
ver ésto, mostremos que es posible desacoplar los grados de libertad de U(1);,. por medio de una
transformacion que diagonaliza el cociclo. En efecto, las combinaciones:

kF o1

w i X w) (10.26)

5 s EH - 5
L _ L . L L L
Konh) = Xy ~ 173 X6ty Koy = KXo

junto con Xé(k) y Xém cierran el algebra de Lie:

{Xé(k),x,fy(k,)} = iM™ (k) A Z, [quﬂk),Xé(k/)} = ik2 A E

[X,)LH Xk

(10.27)
(9 Ky gy = 05

L L —
[be{(k)’XMk‘/)ﬁ*(k’)} =0

donde M" (k) = g — k;lg” Los dos primeros conmutadores son los de un campo de Proca y de un
campo de Klein-Gordon, respectivamente, y los otros indican simplemente que ambos campos estan
desacoplados. Para este caso, la subalgebra de polarizacion consta de los siguientes generadores:

La integracién de las condiciones de polarizacién sigue pasos esencialmente idénticos a los de la
referencia [125] y, junto con la condicién de U(1)-funcién llevan a:
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31./ 3
¥ = (exp {—% / (21]{:_/]{:0 lz o (K)o (K + kQX(k/)X+(k/)] } .
=1
@([a”(k)e_ikx], [X(k:)e““]) =W .o (10.29)

donde ® es una serie de potencias arbitraria en sus argumentos; hemos definido x (k) = qS(k)—i—i]Z—gaﬂ(k),
y los coeficientes a'(k), ati(k) son la parte transversal de

a,(k) = Z aﬁ(k‘)eg(k), a:(k‘) = Z a+5(kz)eﬁ(k‘) , (10.30)

siendo eﬁ(k:) la tétrada definida por

g“"eﬁ(k‘)eg(kz) = g ke, (k) = 0, i=1,2,3

en(k) = ky/k im1 ep(k)ep (k) = =My (k) .

(10.31)

Nétese que tenemos cuatro grados de libertad de campo al igual que en el caso k? = 0. Para este
caso, el grupo de estructura 7" es él mismo una extension central, es decir, las ligaduras son de segunda
clase, y sélo podremos imponer de forma consistente un subgrupo I = T, UU(1) de T como condicién
de equivariancia. Si elejimos como subgrupo de polarizacién de 7' el generado por T, =< X f(k) >,

dichas condiciones dicen que

- 5P
XEBE OW=0=—"=0Vk 10.32
(k) = o) ; (10.32)

es decir, la funcién arbitraria ® no depende de la variable x. Por otra parte, si elegimos T}, =< X er(k) >
como subgrupo de polarizaciéon de T, se obtiene la condicién:

X ¥ =0 = x(k)¥ =0Vk, (10.33)
la cual establece que la funcién de onda W tiene soporte en sélo aquellos valores para los cuales
x(k) =0 = ko(k) = —ia®(k) Vk. (10.34)

Esta condicién recuerda vagamente aquella que elimina los bosones de Goldston en el Mecanismo de
Higgs, haciendo uso de la libertad para fijar el gauge.
En cualquier caso, el resto de la funcién de onda, es decir,

U =W - &([at (k)e ), (10.35)

es exactamente la funcién de onda del campo de Proca (véase [125] para més detalles al respecto).
Los operadores buenos no triviales para este caso son:

ggood =< E‘ZL(]{:)XIfL(kJ)7 ej (k)Xg

J Ly XB > j=1,23 (10.36)

donde &*7 (k) = eﬂ(k:)Xﬁ w ¥ & (k) = G{‘(k)le;f (k) SO0 los operadores de creacién y aniquilacién
de componentes transversales, respectivamente. Todo el grupo de Poincaré es también bueno. Las

. . 0 < R 0 e R c 17 . .
componentes longitudinales €, (k)X by (k) Y € u(k)X bt () resultan ser idénticamente nulas sobre funciones

de onda polarizadas (10.29); es mds, son respectivamente proporcionales a los generadores de gauge

X CL(k), X CL+ (k) ¥> POT lo tanto, tienen también invariante Noether nulo.
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10.3 Comentarios y perspectivas

El principal resultado en este capitulo ha sido la cuantizacién conjunta del campo electromagnético y
el campo de Proca dentro de un esquema coherente basado en la CASG. Para lograr este objetivo ha
sido necesaria una revisiéon de los conceptos de simetria gauge para el campo electromagnético dando
lugar a una distincién sutil entre el subgrupo gauge y el subgrupo de ligaduras, el primero asociado a
un subgrupo normal y horizontal y el segundo constituyendo el subgrupo de estructura del grupo G.

Otro resultado llamativo es la persistencia de la simetria gauge para el caso masivo. Para este caso
existe también la posibilidad de no imponer las ligaduras, permitiendo asi la existencia de un campo
masivo de “energia negativa” y desacoplado del campo de Proca. Para el caso no abeliano la situacién
parece ser menos trivial [126], estando por ver la conexién con el Mecanismo de Rotura Espontanea
de la Simetria.

Referente a las ligaduras para el caso k? = 0, debemos remarcar que en principio, y desde un punto
de vista estrictamente algebraico, ambos generadores, X1 s(k) Y X 5 (k) pueden imponerse de forma

compatible debido a que, al contrario que en caso k? # 0, la ligadura es de primera clase. Se suele
argiiir en la literatura que un tal conjunto de ligaduras no puede imponerse simultdneamente porque,
de otra forma, el conmutador [k:“d;:(k),&y(k:’ )} = k, Ay implicarfa que el estado a,(k')|fisico >
no serfa fisico en general; ain mads, se dice que ni el vacio mismo satisfaria la identidad (ligadura)
k“&:(kz)m >= 0. No obstante, en nuestro esquema, este problema es ficticio ya que el inico conjunto
de operadores que tiene sentido considerar en la teorfa constrenida es el de operadores buenos (y a, (k')
no lo es). Por lo tanto, no es que la ligadura sea de segunda clase, la cuestion es si se quiere o no tratar
con funciones de onda distribucionales. Precisamente, el tratar con funciones de onda distribucionales
es equivalente a eliminar explicitamente los fantasmas y los vectores nulos de la teoria. Nétese que
este no es el caso cuando el fotén esta fuera de la capa de masa nula, para el cual sélo X (k) © Xn &+ (k)
puede ponerse como ligadura, debido a que, ahora, la ligadura es de segunda clase.

Por completitud, y como preparacién para el caso no abeliano (el cual estd siendo investigado
actualmente [126]), expresemos la ley de grupo (10.10) directamente en el espacio de configuracién. Si
nos olvidamos, por simplicidad, del subgrupo de Poincaré, la mencionada ley de grupo tiene la forma:

AZ(JU) = A;L(x) + A, (x)
¢'(x) = ¢(z)+ ()
CI/ _ C/Ce% fz da#(x)J“(g’,g)(:v)

T g) @) = Ay@)TAP(x) + ¢ (2) DD, A0 () — () (D, A% (x))
+m2<p'(x)<5ﬁ<p(x) (10.37)

donde ¢'(x) VL o(z) = ¢'(x)oHp(x) — p(x)0*¢' () y asi para los demds casos. Los pardametros A, (x)
y ¢(z) tienen que satlsfacer las ecuaciones

OuFM (z) 4+ 07 (9,AP(x)) + m* A (z) = [9,0" + m?] A(z) = 0

[0,0M +m? p(z) = 0

para que la corriente J*(¢',g)(x) sea conservada (9,J" = 0), y la integral que define el cociclo no
dependa de la hipersuperficie de Cauchy ¥ elegida.

Como se ha mencionado anteriormente, la ley de grupo (10.37) sugiere una revisién del concepto
de transformacién de gauge para el potencial vector A,(x). De acuerdo con nuestro esquema, la accién
del subgrupo U(1)j. en la ley de grupo (10.37), para m = 0, deja quieto el potencial vector, pero
cambia el pardmetro de la extensién central ¢ (y, por consiguiente, la fase de la funcién de onda). De
forma més explicita:

(10.38)

L[ d ! Wam
(@) = (@) + ¢(x), Au(x) > Au(@), ¢ (et Jodm@d @7 @A @) (10.39)
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No obstante, la transformacién estandar (10.1) se recupera como la trayectoria asociada a los campos
de vectores en la subdlgebra de gauge. La misma revisiéon se aplica al caso no abeliano, donde la

situacién parece ser un poco mas sutil.
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Capitulo 11

CONCLUSIONES

Se ha dado una definicién coherente y general de simetria gauge y su relacién con las ligaduras
dentro de un esquema amplio de aproximacion por grupos a la cuantizacion.

Se ha extendido el concepto de ligadura para abordar la cuantizacién de teorias con espacios de
configuracién no triviales y se ha aclarado aqui el concepto de anomalia topolégica.

Se ha formulado una cuantizacion en el espacio de configuracién para teorias de campo lineales en
toda su generalidad con el objetivo de establecer lazos de unién entre la CSG y la aproximacién
lagrangiana usual.

Se ha formulado también una “segunda cuantizacién sobre un grupo”, generalizando el con-
cepto Minkowskiano de segunda cuantizacién, que ha provado ser idénea a la hora de afrontar
numerosos problemas graves de la teoria cuantica de campos.

Se han establecido escapatorias a los teoremas no-go de Groenwald y van Hove como restric-
ciones al nimero de funciones sobre la variedad simpléctica de un sistema clasico que pueden ser
cuantizadas. La valvula de escape a estado en una revision del concepto de anomalia algebraica
y en la consideracién de grados de libertad internos anémalos (“simplin”) en conexién con la
particula libre y el oscilador armoénico. La posibilidad de obtener objetos extensos, general-
izando la Cuerda Bosonica, al intentar cuantizar mas funciones clasicas que las admitidas por
los teoremas no-go, nos ha llevado al concepto de “anomalia esencial”.

La posibilidad de describir nimeros cuanticos topolégicos fraccionarios aplicando técnicas de
CASG, nos ha abierto las puertas al estudio de fenémenos cudnticos interesantisimos ligados
a la topologfa no trivial del espacio donde dichos fenémenos se desarrollan. Nos referimos
en particular al Efecto Hall Cuédntico Fraccionario, donde hemos apuntado el posible papel
fundamental que puede jugar la invariancia modular en la explicacion del caracter impar de los
denominadores del factor de llenado. Nuestro punto de vista también ofrece una explicacién de
por qué los estados “madre” estan singularizados del resto.

La construccién de una teoria cudntica de campos sobre el universo de AdS, libre de am-
bigiiedades y exenta de los problemas tradicionales encontrados para espacio-tiempos no glob-
almente hiperbdlicos ha dado fuerza a la SCSG como método coherente de aproximacién a la
teoria cuantica en espacios curvos.

Se han entendido los problemas de radiacién del vacio por aceleraciones para una teoria de
“fotones” en términos de una rotura dinamica de la simetria conforme. El vacio acelerado

129
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resulta radiar como un cuerpo negro y son necesarias aceleraciones muy grandes (como las que
pudieron producirse en el “big-bang”) para obtener temperaturas del orden del Kelvin. La SCSG
se ha mostrado también aqui de gran utilidad.

e Una revision de los conceptos de simetria gauge y ligaduras en Teoria de Maxwell nos ha llevado
a una cuantizacion conjunta del campo electromagnético y el campo de Proca. La extensién
de estas ideas al caso de Teorias de Yang-Mills no abelianas puede tener consecuencias muy
importantes para una formulacién coherente de las interacciones fundamentales de corto alcance
(bosones vectoriales masivos)

Las publicaciones fruto de esta Tesis se encuentran recogidas en las referencias
[48, 20, 31, 122, 127, 29, 128, 30, 27, 93, 130, 129, 126].
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