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el estudio de la producciéon de petrdéleo. Proceso de difusién Hubbert. 5

Capitulo 1

Introduccién general

1.1. La teoria del pico de Hubbert

Es una realidad que la sociedad moderna se ha vertebrado, desde hace muchas déca-
das, en torno a la disponibilidad de recursos energéticos. De hecho se ha convertido en un
sistema dependiente y vulnerable ante la disponibilidad de tal tipo de recursos, especial-
mente el petrodleo, el gas natural y el carbon, los cuales son motores de gran parte de la
actividad. Controlar esos suministros puede, por tanto, determinar la salud econémica, e
incluso la supervivencia, de las naciones!.

Durante los iltimos dos siglos nos hemos acostumbrado a un régimen en el que cada
ano habia més energia disponible, y la poblacién ha crecido rapidamente para aprovechar
esta inesperada ganancia de energia. Hemos llegado a confiar en un sistema econdémico
basado en la suposicién de que el crecimiento es normal y necesario y que puede durar
para siempre. Claramente, la esperada transicion energética del siglo XXI afectara a casi
todo lo que a la humanidad le preocupa. Ninguna persona o grupo permanecerd ajeno a
ello.

De acuerdo con los informes anuales de la Perspectiva Mundial del Petréleo (en inglés,

World Oil Outlook), [52, 53], actualmente los combustibles fésiles representan el 81 % de

'Heinberg, en un pasaje de su libro The Party’s Over [35], afirma que si no fuera por el petrdleo,
los Estados Unidos tendrian poco interés en Oriente Medio. Si no fuera por la participacion de Estados
Unidos en el Oriente Medio (especificamente Arabia Saudi), Osaba bin Laden nunca se habria sentido
obligado a destruir simbolos del poder economico y militar de Estados Unidos
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la mezcla global total de energia consumida. Més del 90 % de la demanda de energia para
el transporte proviene de productos petroliferos. La poblaciéon mundial crecerd en mas de
1.772 millones en los proximos anos, alcanzando 9.078 millones en 2040. Por consiguiente,
la demanda de petréleo se elevara, y se prevé que alcanzara los 109.4 millones de barriles
al dia en 2040. Mas de un tercio de la demanda total proviene del sector del transporte por
carretera y se prevé que el nimero total de automéviles de pasajeros se duplique, pasando
de alrededor de 1.000 millones en 2015 a 2.100 millones en 2040, mientras que la poblacion
de vehiculos comerciales aumentard en 113 %, llegando a 463 millones de vehiculos. Los
requerimientos esperados de inversion en petréleo durante el periodo 2016-2040 son 7.4
mil millones de ddlares (en délares de 2015).

Es importante entender lo que hizo del petroleo una mercancia energética tan valiosa.

Heinberg [35] detalla su importancia en cuatro puntos:

» Es facilmente transportable. Los combustibles liquidos son transportados mas economi-
camente que los sélidos, como el carbon o los gases, y pueden transportarse en los

buques mucho mas facilmente que los gases.

= Posee una alta densidad de energia. La gasolina contiene aproximadamente 40

kilovatios-hora por galén.

= Tiene la capacidad de refinarse en varios combustibles, incluyendo gasolina, quero-

seno y diesel, adecuados para una variedad de aplicaciones.

= Tiene una gran variedad de usos, incluyendo el transporte, la calefaccién, y la pro-

duccion de productos quimicos agricolas y otros materiales.

Dado que el petréleo es un recurso no renovable y finito, el problema de predecir la
futura produccién de petréleo se ha vuelto de gran interés en las tltimas décadas junto
con el problema de prever el momento en que la produccién de petroleo llegara a su punto

maximo, después de lo cual la produccién comenzara a declinar.
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En 1956, M.K. Hubbert fue el primer investigador en estudiar esta cuestién, [38].
Concretamente, considerd la produccion de petrdleo en 48 estados productores de los
Estados Unidos (salvo Alaska y Hawai) y predijo correctamente su pico alrededor de 1970.
En su articulo original, Hubbert no proporcioné una forma funcional para su prediccion,
presentando en su lugar algunos métodos graficos relacionados con una curva en forma de
campana en la que el area bajo la curva era igual a la estimaciéon de la cantidad total de
petroéleo. Posteriormente, establecié que la produccién acumulativa de petroleo sigue una
curva logistica, por lo que la produccién anual se ajusta a su primera derivada (llamada

curva Hubbert desde entonces).

Desde la introduccion de la teoria del pico de Hubbert, se han dedicado muchos es-
fuerzos al estudio de la dinamica de la produccién de petréleo, especialmente en lo que
respecta al pico, el tiempo en el que se alcanza y el agotamiento de los recursos. Ello
ha dado lugar a numerosas publicaciones en las que se advierte que la produccion de
petroéleo esta cerca de un inevitablemente pico mundial, lo cual puede tener consecuencias
en miultiples aspectos de la sociedad actual. Algunos autores auguran tiempos dificiles en
tal caso, aludiendo a la guerra, hambre, recesion economica, e incluso a posibilidad de la
extincion del homo sapiens (Campbell [13]). Algunos expertos, como Bakhtiari [4] o Def-
feyes [16], creen que el pico ya se ha alcanzado, mientras que otros sostienen que pronto
ocurrird; concretamente, Towler [71] concluye que no es probable que el pico ocurra antes
de 2018, y que incluso esta fecha puede ampliarse aiin méas por el aumento de los precios

del petréleo y la evolucion de la tecnologia.

De hecho, la produccion de petréleo en muchas regiones ha alcanzado su punto méaxi-
mo. Después de un aumento de 100 anos, la produccion anual de petroleo crudo estadou-
nidense alcanzd su nivel maximo en 1970, con 3,5 mil millones de barriles de petrdleo y
ha disminuido desde entonces. Brandt [9] analiza 139 regiones productoras de petrdleo
en todo el mundo y sostiene que la produccion en 123 regiones puede ser razonablemen-

te ajustada mediante un solo pico, y que la produccién en 74 de estas regiones ya ha
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alcanzado su punto maximo.

Hoy dia hay un debate abierto sobre el agotamiento del petréleo. En consecuencia, se
han hecho varias contribuciones a este campo en los 1ltimos anos, proponiendo anélisis y
predicciones de fechas especificas de pico de petréleo. Muchos de estos modelos se refieren
al enfoque de Hubbert, tratando de extender y actualizar en un intento de modificar y/o
completar algunos aspectos de su teoria.

La teoria de Hubbert hoy dia es fuente de controversia ya que diversos autores no se
ponen de acuerdo en cuando ocurrira el pico, si bien todos lo estan en que tiene que ocurrir
(obviamente debe ser asi al tratarse de un recurso energético limitado). Lo importante
es poder controlar cuando tendra lugar en funcion de factores ajenos a la produccion en
si. Controversias aparte, si es un tema de maxima actualidad, emitiéndose periddicamen-
te informes sobre el mismo: por ejemplo el informe anual de la OPEC, de la Agencia
Internacional de la Energia, de la Agencia de Informacién de Energia de EE.UU., exis-
tiendo incluso una asociacién internacional para el estudio del pico del petréleo (ASPO,

http://peak-oil.org/), fundada en 2000 y con sede en numerosos paises.

1.2. Breve sintesis de modelos para estudiar la pro-

duccion de petrodleo

Como se ha comentado en la seccién anterior, M. K. Hubbert fue el primer investigador
que desarrollé una teoria para el estudio de la produccién de petréleo. En 1956 aplico su
teoria a la produccion de petréleo crudo en Estados Unidos, y predijo correctamente que su
pico seria alcanzado alrededor de 1970. Al principio, no proporcioné una forma funcional
para su prediccién, sino que su ajuste se basé en métodos graficos usando una curva en
forma de campana en la que el area bajo la curva era igual a las estimaciones existentes
sobre la cantidad de petréleo total disponible. Mas tarde, en 1959, especificé una forma

funcional para la curva, [39]. Su punto de partida fue la curva logistica, indicando que la
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produccién acumulada a lo largo del tiempo seguiria una curva de tal tipo y, por tanto,
la produccién anual seguiria la primera derivada de la curva logistica (desde entonces
llamada curva Hubbert).

Probablemente, el principal valedor y exponente de las teorias de Hubbert es K. Deffe-
yes, quien ha publicado varios libros defendiendo sus teorias, el tltimo de ellos publicado
en 2010, [17]. Sin embargo, algunos aspectos de estas teorias han llevado a los investiga-
dores a ampliar y/o modificar su modelo.

Algunos analistas han demostrado que el modelo de Hubbert tiene desventajas y li-

mitaciones, en particular, las siguientes:

= Asume que la produccién de petréleo sélo depende del tiempo y no tiene en cuenta

el efecto de posibles factores tecnolégicos y/o econdémicos.

= Proporciona una predicciéon de la produccién de petrdleo en un sistema con sélo un
pico, que parece valido a un limitado numero de casos, es decir, como la produccion
de petréleo en los 48 estados continentales de los EE.UU., o paises con un gran

nimero de campos de petréleo como la antigua Unién Soviética.

En este sentido, Laherrére mostré en [43] que la produccién de petréleo en varios paises
(entre otros Francia y el Reino Unido) no puede ser representada por un solo ciclo como
establece la teoria clasica Hubbert. Por esta razén, introdujo un modelo caracterizado
por varios ciclos, adoptando un enfoque que se llama desde entonces ajuste mailtiple de
Hubbert. Este enfoque ha sido extendido posteriormente en [48] por Maggio y Cacciola y
aplicado al ajuste de la produccion de petréleo. Por ejemplo, Nashawi et al. [51] lo hicieron
referido a la produccién mundial de petrdleo, mientras que Saraiva et al. se ocuparon del
caso brasileno, [67].

Otro aspecto que ha recibido especial atencion es la simetria de la curva Hubbert
alrededor del pico, lo que significa que las tasas de aumento y disminucion de la producciéon

(antes y después del pico) son las mismas. Brandt considerd en [9] varios modelos lineales
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y exponenciales simétricos y asimétricos, y los compard con la curva Hubbert. Hallock
et al. [34] introdujeron una versién modificada de la curva Hubbert que alcanza el 60 %
de la produccién de petréleo en lugar del valor tipico del 50 % exhibido por la curva
original, lo que implica una forma asimétrica de produccién y una tasa de disminucion

mas pronunciada que la de crecimiento.

Por otro lado, las implicaciones econémicas de la produccién de petréleo son evidentes.
El método de Hubbert supone que la producciéon de petréleo sélo depende del tiempo y
no toma en cuenta los efectos de posibles factores tecnolégicos y/o econémicos. Con el
fin de incluir estos factores en dichos estudios, se han propuesto varias modificaciones.
Por ejemplo, en [54, 55], Reynolds incluye precios y costos en el modelo de Hubbert; Bre-
cha [10] consideré un modelo hibrido que combina la curva logistica usual con los costos
de extraccién proyectados a partir de los datos existentes; Kaufmann [40] considera el
efecto de factores geoldgicos, econdmicos y politicos sobre la produccion de petréleo en
los 48 estados continentales de Estados Unidos entre 1947 y 1985; Holland [37] consider6
modelos en los que la produccién aumenta, entre otros factores, con la demanda, las nue-
vas tecnologias y las adiciones de nuevas reservas. También se ha considerado modelos
econométricos, como el de Kemp y Kasim [41] basado en un sistema de ecuaciones si-
multédneas. Guseo et al. [21] se basaron en un modelo generalizado de Bass para tratar
el crecimiento global del petréleo como un proceso de difusion natural vinculado con va-
riables exdgenas clave como el precio, la tecnologia y las intervenciones estratégicas. Este
modelo empled técnicas de correlacion autorregresiva para diseccionar los datos historicos
de series de tiempo de produccion en elementos de difusion, intervenciones de memoria

larga y componentes estocédsticos de ruido blanco.

Por 1ltimo, y en cuanto a modelos probabilisticos, Bertrand sugirié en [6] un modelo
para predecir la produccién de petréleo basado en el tamano del campo petrolifero, ajusta-
do por una distribucion de Pareto, y tomando en cuenta de lanzamiento de la produccion,

ajustado por una distribuciéon gamma.
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Como puede verse, el debate sobre el agotamiento del petréleo ha dado lugar a multi-
ples estudios, y la literatura sobre el tema es bastante extensa, con varias contribuciones
que proponen analisis y predicciones de la fecha del pico petrolifero. Cabe senalar tam-
bién que, aunque la teoria del pico iniciada por Hubbert se implementd en el contexto de
la produccién de petréleo, hoy dia se aplica a otros recursos no renovables como el gas

natural (Soldo [68]), el fésforo (Déry y Anderson [18]), y el litio (Vikstrom et al. [75]).

1.3. Sobre modelos basados en procesos de difusién

La mayoria de los modelos mencionados en la seccién anterior no consideran la produc-
cion de petroleo como una variable aleatoria que evoluciona con el tiempo. No obstante,
fenémenos de crecimiento, como de hecho es la produccién de petrdleo, no son estaticos
sino dindmicos, y muestran una evolucién temporal.

Sin embargo, este tipo de fendmenos con frecuencia presentan una elevada complejidad
que suele conllevar la especificacién de multiples factores que no siempre son conocidos o
cuantificables, o incluso pueden ser desconocidos. Como indican Li et al. [45] los ruidos
son muy abundantes en la naturaleza y la sociedad humana; por ejemplo, las fluctuaciones
ambientales, la falta de precision de las mediciones. En cualquier caso, uno tiene que
lidiar con los efectos de la aleatoriedad en el modelo. Este inconveniente se puede evitar
mediante el uso de modelos estocasticos entre los que destacan los procesos de difusion.
En el contexto de las curvas relacionadas con los fenémenos de crecimiento (como es el
caso de la curva Hubbert), estos procesos surgen cuando se introduce una fluctuacién
aleatoria en la ecuacion diferencial cuya solucion es la curva bajo estudio, introduciendo
asi ecuaciones diferenciales estocasticas (E.D.E). El uso de estos modelos estocdsticos no
s6lo proporciona una explicacién mas realista de las variables en estudio, sino que también
permite estudiar otras caracteristicas importantes, por ejemplo, la inferencia, los tiempos

de primer paso y sus problemas relacionados.
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La literatura sobre la construccién y aplicacién de procesos de difusién es amplisima.
Uno de los pioneros fue Feller en 1939, quien consider6 un proceso asociado a la curva
logistica. Para ello consideré una E.D.E. transformando la conocida ecuacién diferencial
logistica con la inclusién de un factor cuadratico en el término estocastico de la misma. Sin
embargo, la densidad de transicién nunca se ha obtenido al no poder resolverse las ecua-
ciones diferencials parciales de Kolmogorov. Tuckwell y Koziol [72] consideran extensiones
del modelo anterior proponiendo otras funciones para incluir en el término estocastico de
la ecuacién diferencial. Algunas de esas extensiones han tenido aplicacién, por ejemplo en
Demografia, [3]. Schurz [69] considera una versién mucho més general ain de la E.D.E.

asociada al crecimiento logistico y Rupsys [66] introduce una versién que incluye retardos.

La metodologia anterior ha sido aplicada en el &mbito de otros tipos de curvas de cre-
cimiento. Por ejemplo, asociado al modelo malthusiano (curva exponencial) dando lugar
al proceso lognormal(Capocelli y Ricciardi [14, 15]). Tales autores lo aplican a crecimiento
de poblaciones en Ecologia, mientras que en Economia estd asociado con el modelo de
Black y Scholes [7]. Ligado a la curva Gompertz, Capocelli y Ricciardi [15] introdujeron
un proceso que modela comportamientos similares al logistico, en concreto asociados a
una curva Gompertz cuya cota no depende del valor inicial, y que no presenta el incon-
veniente del anterior de no disponer de solucion exacta para las ecuaciones de difusion.
Sin embargo, este modelo no permite describir situaciones en las cuales se disponga de
multiples trayectorias que, mostrando una pauta de crecimiento tipo Gompertz, presen-
ten cotas diferentes dependiendo del valor inicial de las mismas. En este sentido, en [28],
Gutiérrez et al. introducen un nuevo modelo tipo Gompertz cuya media es una curva
Gompertz que permite modelar ese tipo de comportamientos. Siguiendo la metodologia
de este ultimo articulo, y con la idea de que la media del proceso construido sea una de-
terminada curva de crecimiento, han aparecido recientemente diversos procesos asociados
a distintas curvas: Von Bertalanffy (Romdn et al. [58]; Romén y Torres [64] ), logistica

(Romén y Torres [63]; Barrera et al. [5]) y Richards (Romén y Torres [65]).
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Centrandonos ahora en el contexto de estudios energéticos, Giovanis y Skiadas [20]
utilizaron un proceso de difusion logistico para estudiar el consumo de energia en Grecia
y Estados Unidos. Gutierrez et al. [23, 24] consideraron procesos de difusién asociados a
curvas Gompertz y gamma, para modelar el consumo de electricidad en Marruecos y la
tendencia del stock total de automoviles privados, respectivamente. Mas recientemente,
Nadifi et al. [50] consideraron un proceso de difusién gamma con factores exdgenos con el

objetivo de ajustar y predecir el consumo de electricidad en Espana.

Una vez planteados los modelos, uno de los principales problemas relacionados con
su estudio es el de la inferencia. Una de las lineas fundamentales en las que méas se ha
profundizado recientemente es la derivada de la consideracién de muestreo discreto de
las trayectorias del proceso, aplicando la teoria de maxima verosimilitud y tratando la
estimacion maximo verosimil de los parametros y de funciones parametricas de interés

(con fines predictivos) como la funciones media, moda y percentiles del proceso.

Sin embargo, en la mayor parte de los procesos comentados con anterioridad, asociados
con las curvas de crecimiento Gompertz, Bertalanffy, logistica y Richards, la estimacion
méximo verosimil de los pardmetros (y por consiguiente de cualquier funcién paramétrica
de interés) plantea dificultades ya que las ecuaciones de verosimilitud no tienen solucién
explicita y surgen complicaciones en la aplicacion de los procedimientos numeéricos clésicos,
entre las que destacamos la obtencién de buenas soluciones iniciales que garanticen la
convergencia del algoritmo o método empleado. Por ello, en [28], en el &mbito de un proceso
tipo Gompertz (introducido en dicho articulo), se propuso un procedimiento iterativo
validado mediante simulacion y se realizo una aplicacién a datos reales de crecimiento de
conejos; asimismo para el proceso Bertalanfly, introducido en [58], y el logistico, [63], se han
planteado estrategias para la obtencién de buenas soluciones iniciales para la aplicacion
de procedimientos numéricos usando la informacién proporcionada por las trayectorias
observadas en relacién con caracteristicas propias del modelo a estimar. Estas estrategias

han sido validadas mediante estudios de simulacién y se han realizado aplicaciones al
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crecimiento de especies piscicolas y cultivo de microorganismos, respectivamente.

No obstante, puesto que las ecuaciones que se obtienen dependen de los valores mues-
trales de las trayectorias observadas, no se puede garantizar siempre que los métodos
empleados puedan ser utilizados. Por ejemplo, se han descrito casos concretos en los que
métodos como el de Newton-Raphson o el de biseccién presentan problemas al no verifi-
carse las hipdtesis que permiten su empleo. Por lo tanto la estimaciéon maximo verosimil
de los parametros debe abordarse de forma directa maximizando la funciéon de verosi-
militud. Aqui entra en juego una clase de algoritmos ampliamente usados en una gran
variedad de problemas de muy distinta naturaleza entre si: las metaheuristicas, que se
definen como estrategias generales para disenar procedimientos heuristicos para resolver
un problema de optimizaciéon mediante un proceso de busqueda en un cierto espacio de

soluciones alternativas.

Las metaheuristicas se aplican generalmente a los problemas para los que no exis-
te un algoritmo especifico satisfactorio para resolverlos. Casi todas las metaheuristicas
comparten las siguientes caracteristicas: estan inspiradas en la naturaleza (basado en al-
gunos principios de la fisica o la biologia), hacen uso de componentes estocésticos (que
involucran variables aleatorias), no utilizan el gradiente o matriz hessiana de la funcién
objetivo y tienen varios parametros que deben introducirse apropiadamente en el proble-
ma en cuestion. Una metaheuristica tendra éxito en un problema de optimizacién dado
si se puede proporcionar un equilibrio entre la exploracién y la explotacion. Se necesita
explotacion para identificar las partes de el espacio de bisqueda con soluciones de alta
calidad. En la explotacién es importante intensificar la bisqueda en algunas areas pro-
metedoras de la experiencia de busqueda acumulada. Las principales diferencias entre las
metaheuristicas existentes se refieren a la forma particular en que ellos tratan de lograr
este equilibrio. Dos de las metaheuristicas que mas se han desarrollado en las ltimas
décadas han sido Simulated Annealing (S.A.) y Variable Neighborhood Search (V.N.S.).

S.A. ha sido aplicado con éxito en el contexto de estimacion de maxima verosimilitud
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para distribuciones (Vera y Diaz-Garcia [74], y Abbasi et al. [1]). En el &mbito de los pro-
cesos de difusiéon Romén-Romén et al. [57] lo han utilizado para estimar los pardmetros
de un proceso de difusion tipo Gompertz. En cuanto a V.N.S.| los trabajos de Zoraghi et
al. [76] y Abbasi et al. [1] muestran algunas aplicaciones a la estimacién de pardametros
en distribuciones. Recientemente Roman-Roman y Torres-Ruiz [65] lo han aplicado para

estimar los parametros de un proceso de difusién tipo Richards.

Otro problema de interés asociado a los procesos de difusion, y en general en el estudio
de fenémenos que involucran variables que evolucionan en el tiempo, y que por tanto se
pueden modelar mediante procesos estocasticos, surge de forma natural al plantearse

cuestiones acerca de la evolucién temporal de la variable en estudio.

Dentro de este tipo de situaciones merece especial atencién aquellas en las que la
variable temporal que se desea estudiar es el tiempo en el que el proceso verifica por

primera vez una propiedad; es decir la variable

Inf {t: X(t) verifica una propiedad dada},

t>to
para la cual se debe calcular su distribucién.

En miltiples situaciones, tal propiedad puede formularse en términos de una funcién,
denominada barrera, de tal forma que el problema planteado es el estudio del primer
instante de tiempo en el cual el proceso alcanza, o atraviesa, dicha funcién, dando origen
a lo que se conoce como problema de tiempo de primer paso. Esta cuestion aparece en la
modelizacién de fenémenos aleatorios en diversos campos como en Ecologia, con el estudio
del tiempo de primer paso de animales por determinadas zonas, o en Neurobiologia, donde
la actividad de una neurona puede ser estudiada a través del tiempo de primer paso por
un umbral del proceso que modela la diferencia de potencial de la membrana neuronal.
Histéricamente el problema se considerd primero para procesos homogéneos en el tiempo.

Tras un largo proceso, Giorno et al. [19] establecieron que la densidad de tiempo de primer
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paso verifica una ecuacién integral de Volterra de segunda especie. El estudio del caso no
homogéneo pasé por diversas etapas, concluyéndose en 1997 cuando Gutiérrez et al. [25]

verificaron que la anterior ecuacién era valida también para procesos no homogéneos.

Los resultados obtenidos sobre este tema no se limitan solamente a los aspectos mera-
mente tedricos. En este sentido, y entroncando con la clase de procesos de crecimiento de
tipo difusién, podemos citar el caso del proceso lognormal con factores exégenos para el
cual la obtencién de la densidad de tiempo de primer paso a través de barreras constantes
ha sido aplicada al campo econdémico para el estudio de variables macroeconémicas como
es el caso del Producto Interior Bruto (Gutiérrez et al. [32]). Asimismo, para el proce-
so de difusién tipo Gompertz introducido en [28] se han estudiado variables temporales
asociadas a dos caracteristicas importantes de esta curva de crecimiento: el instante de
inflexion y el primer instante de tiempo en el que el proceso alcanza un determinado por-
centaje de su crecimiento total. El analisis de ambas cuestiones ha conducido a reducirlas
al estudio de tiempos de primer paso a través de barreras constantes, siendo aplicado este
estudio al crecimiento (en cuanto al tamano) de algunas especies animales, [29]. En [58]
se aplica esta metodologia, dentro del contexto del proceso Bertalanffy, al estudio del cre-
cimiento de determinadas especies piscicolas, mientras que en [63] se considera el proceso
logistico, aplicandolo al estudio del tiempo de inflexién en el crecimiento de cultivos de

microorganismos.

Asimismo, determinados aspectos computacionales han sido objeto de interés en el
estudio de problemas de tiempos de primer paso. En efecto, la solucién de la ecuacion
integral que verifica la densidad de la variable tiempo de primer paso no siempre puede
ser establecida de forma explicita (salvo para el caso de determinados procesos y barreras
concretas), lo cual obliga a emplear esquemas numéricos como el propuesto por Buonocore
et al. [11] basado en la regla del trapecio compuesta. Sin embargo, en la aplicacién de
estos métodos numéricos pueden aparecer ciertos inconvenientes que pueden conducir

a malas aproximaciones de la funcion de densidad de tiempo de primer paso, o, en el
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caso de buenas aproximaciones, a costes computacionales innecesariamente elevados. Esta
cuestién ha sido tratada por Romdn et al. en [59], donde se presenta una estrategia para
una aplicacion eficiente de ese tipo de esquemas numeéricos. Esta estrategia se basa en una
funcién introducida en dicho articulo (First Passage Time Location (F.P.T.L.) Function)
que aporta informacion sobre la localizacion del rango de variacién de la variable temporal
en estudio. No obstante el estudio se centra en comportamientos particulares de dicha
funcién, concretamente en el caso de ser crecientes o de ser crecientes hasta un cierto
valor y luego decrecer en el resto del intervalo. Una extensién de esta estrategia para
cualquier tipo de comportamiento de la funcién F.P.T.L. puede verse en Roman-Roméan
et al. [60, 61] junto con la descripcién de un paquete de R creado para implementarla y

que estd disponible en CRAN ([62]).

1.4. Objetivos y estructura de la tesis

En las secciones anteriores se ha comentado la importancia que hoy dia tiene el pro-
blema de la modelizacion de la produccién de petrdleo, sobre todo en lo que se refiere a
predecir su comportamiento, haciendo especial énfasis en el estudio del instante en el que
la produccién alcance su maximo (el pico). Asimismo se han enumerado algunos de los
modelos que se han propuesto para abordar tal cuestion. No obstante, hasta la fecha no
se han empleado procesos estocésticos, ni menos de difusion, para analizar este problema.
Este es el objetivo fundamental de esta tesis: introducir un proceso de difusion relacionado
con la curva Hubbert y que, por consiguiente, pueda ser utilizado para la modelizacién de
la produccion de petréleo y, en consecuencia, permita abordar los problemas de prediccion
asociados a tal produccién.

El proceso introducido verifica que su funcién media y su funcién media condicionada
(condicionada a un valor en un instante de tiempo anterior) son curvas Hubbert. Esto

indica que el proceso puede ser considerado como una herramienta valida para el estu-
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dio de datos que muestran un comportamiento de tipo Hubbert, como son los datos de
produccién de petréleo. En particular, estas funciones media permiten ajustar los datos
observados en el tiempo y predecir los valores futuros de la produccién de petréleo. Por
otro lado, el hecho de que estas funciones medias sean curvas de Hubbert permitiran el
estudio del pico y el tiempo del pico. Tanto las funciones media, pico y tiempo del pi-
co pueden expresarse como funciones paramétricas, por lo que para estimarlas se debe
primero estimar los parametros del proceso, lo cual conduce a un estudio mas profundo
sobre procedimientos de estimacion éptimos.

Ademas, el uso de un proceso de difusién para ajustar la evolucién temporal de la pro-
duccion de petréleo permite abordar el estudio del tiempo del pico desde una perspectiva
estocastica, y mas especificamente como la variable de tiempo en la que la producciéon
alcanza, por primera vez, su maximo.

De forma resumida, la estructura de la tesis es la siguiente:

= Kl Capitulo 2 esta dedicado a un estudio de la curva Hubbert. Se describe de forma
resumida sus origenes, pasando después a estudiarla a partir de la curva logistica.
Es importante destacar la reparametrizaciéon que se hace de la curva, a partir de
la cual se obtiene una expresién que permite posteriormente abordar de forma mas
adecuada el problema de acotacion del espacio asociado a los parametros que en
ella aparecen. Se analizan sus principales caracteristicas y se finaliza mostrando
la ecuacién diferencial de crecimiento que sigue dicha curva, fundamental para el

establecimiento del proceso de difusién asociado.

= En el Capitulo 3 se introduce el proceso Hubbert. La forma natural de hacerlo es
siguiendo la habitual metodologia seguida para el establecimiento de procesos de di-
fusion asociados a curvas de crecimiento. Esto es, a partir de la ecuacién diferencial
deterministica seguida por la curva, a la cual se le anade un término estocéstico,

dando lugar a una E.D.E. cuya solucién es el proceso Hubbert. No obstante, también
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se plantea, de forma alternativa, la introduccién a partir de las ecuaciones diferen-
ciales de Kolmogorov. Posteriormente se estudia la distribucién del proceso y sus
principales caracteristicas, haciendo hincapié en aquellas que seran especialmente

utiles con fines predictivos.

» El Capitulo 4 esta dedicado a la inferencia en el proceso. La estimacién se realizara,
aprovechando el caracter markoviano del proceso, mediante maxima verosimilitud,
considerando muestreo discreto de las trayectorias. El hecho de que las ecuaciones
de verosimilitud no posean solucion explicita conduce necesariamente a abordar su
resolucion mediante métodos numéricos, como Newton-Raphson. En este punto se
hace imprescindible un estudio para determinar soluciones iniciales 6ptimas, presen-
tando diversas alternativas dependiendo del conocimiento que se tenga de algunas
caracteristicas asociadas a la curva Hubbert, y que se puedan deducir de los da-
tos disponibles en aplicaciones practicas. No obstante, en ocasiones los métodos de
resolucion presentan problemas de convergencia al no poderse asegurar siempre la
misma al depender el sistema de ecuaciones de las observaciones muestrales. Ello
conduce a plantear la maximizacién directa de la funcion de verosimilitud mediante
algoritmos metaheuristicos, concretamente S.A. y V.N.S. Estos métodos precisan de
espacios de soluciones acotados, lo cual lleva a un estudio en tal sentido, aprove-
chando para ello algunas de las propiedades exhibidas por la curva Hubbert en la

forma reparametrizada introducida en el Capitulo 2.

= El Capitulo 5 aborda el problema de tiempos de primer paso. Tras una introduccion
general al problema, exponiendo la forma de resolverlo, se procede a plantearlo en
el caso concreto del proceso Hubbert, presentando barreras para las cuales se tiene
asegurada que la densidad de tiempo de primer paso, a través de barreras variables
en el tiempo, tenga solucién explicita e indicando como se puede abordar el problema

en otro caso mediante métodos numéricos.
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1.5.

Posteriormente se plantea el problema de la estimacion del tiempo del pico como un
problema de tiempo de primer paso. Para ello se relaciona este proceso con el proceso
logistico introducido por Romén y Torres en [63]. De esta forma, la variable tiempo
del pico se calcula a partir del tiempo de primer paso del correspondiente proceso
logistico a través de la barrera constante que determina el tiempo de inflexién en el

proceso logistico.

El Capitulo 6 aborda el problema de la prediccién en el proceso, determinando cémo
se puede plantear tanto la prediccion de valores del proceso como la estimacion del
pico y tiempo del pico. A continuacién se presentan diversas aplicaciones concretas.
Primeramente se realizan diversos estudios de simulacion con el objetivo de validar
todos los procedimientos relacionados con la inferencia y presentados en el Capitulo
3. Posteriormente se presentan dos aplicaciones a datos reales, considerando para ello
los datos de produccién de petréleo crudo de Noruega y Kazajistan. Estos ejemplos
muestran las posibilidades que presenta el proceso Hubbert introducido para ajustar
la produccion de petréleo y como puede ayudar a responder a la pregunta de cuando

puede esperarse la produccion maxima.

Finalmente se incluye un apartado de conclusiones y de futuras lineas de investiga-

cién que se desprenden de esta tesis.

Trabajos derivados de la tesis

A continuacién se enumeran los trabajos que se han realizado a partir de los contenidos

de la tesis. De ellos, dos son en revistas de impacto JCR. En concreto uno esté publicado en

Energy, revista de impacto Q1, y el otro estd en periodo de revision en Applied Stochastic

Models in Business and Industry. El resto de contribuciones, cinco en total, lo han sido

en congresos de caracter internacional.

El listado de los trabajos es el siguiente:
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= Trabajos en revistas

e Luz-Sant’Ana, Istoni; Romén-Romén, Patricia y Torres-Ruiz, Francisco. (2017).
Modeling oil production and its peak by means of a stochastic diffusion process

based on the Hubbert curve. Energy, (en prensa).

http://.dx.doi.org/10.1016/j.energy.2017.05.125

e Luz-Sant’Ana, Istoni; Romén-Romén, Patricia y Torres-Ruiz, Francisco. (2017).
The Hubbert diffusion process: estimation via simulated annealing and variable
neighborhood search procedures. Application to forecasting peak oil produc-

tion. Sometido a Applied Stochastic Models in Business and Industry.
= Contribuciones en congresos internacionales

e Luz-Sant’Ana, Istoni; Romén-Romén, Patricia y Torres-Ruiz, Francisco. (2014).
A Hubbert diffusion process. 21° Simpdsio Nacional de Probabilidade e Es-
tatistica (SINAPE 2014). Natal, 20 al 25 de julio. Tipo de comunicacién: oral.

e Luz-Sant’Ana, Istoni; Romén-Romén, Patricia y Torres-Ruiz, Francisco. (2014).
A double-Hubbert diffusion process. 37th Conference on Stochastic Processes
and their Applications (SPA 2014). Buenos Aires, 28 de julio al 1 de agosto .

Tipo de comunicacion: poster.

e Luz-Sant’Ana, Istoni; Romén-Romén, Patricia y Torres-Ruiz, Francisco. (2015).
Modeling one cycle oil production and its peak by means of a Hubbert diffu-
sion process. FMS 2015, Furopean Meeting of Statisticians. Amsterdam, 6-10

de julio. Tipo de comunicacion: péster.

e Luz-Sant’Ana, Istoni; Romén-Romén, Patricia y Torres-Ruiz, Francisco. (2016).
Modeling two life-cycles oil production and its peak by means of stochastic dif-
fusion process. 229 Simpdsio Nacional de Probabilidade e Estatistica (SINAPE

2016). Porto Alegre, 24 al 29 de julio. Tipo de comunicacién: pdster.
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e Luz-Sant’Ana, Istoni; Roman-Romén, Patricia y Torres-Ruiz, Francisco. (2016).
Using Simulated Annealing and Variable Neighborhood Search procedures for
estimating the Hubbert diffusion process. 22nd International Conference on

Computational Statistics (COMPSTAT 2016). Oviedo, 23-26 de agosto. Tipo

de comunicacién: pdster.
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Capitulo 2

La curva Hubbert

2.1. Origen de la curva Hubbert

El origen de esta curva hay que buscarla en el geofisico investigador estadounidense
Marion King Hubbert (1903-1989). Naci6 en San Saba, Texas, en 1903 y estudié en la Uni-
versidad de Chicago donde se gradud en 1926, obteniendo el titulo de doctor en 1937. Sus
estudios se centraron principalmente en Geologia, Matematicas y Fisica. Trabajé como
geblogo ayudante para la Amerada Petroleum Company durante dos anos, simultaneando
este trabajo con sus estudios de doctorado. Posteriormente trabajo en la Shell Oil Com-
pany desde 1943 a 1964. Tras pasar por Shell, trabajé como experto geofisico para el
United States Geological Survey hasta su retiro en 1976. También desempend funciones
de profesor de Geologia y Geofisica en la Universidad de Standford de 1963 a 1968 y en
la de Berkeley de 1973 a 1976.

Hubbert realizé varias contribuciones a la Geofisica, incluyendo la demostraciéon ma-
tematica de que la roca en la corteza de la Tierra debia presentar plasticidad, al igual
que la arcilla, a causa de la gran presién a la que estd sometida en grandes areas. Es-
ta demostracion explicaba las observaciones de que la corteza de la Tierra se deforma
con el tiempo. Sin embargo, Hubbert es especialmente conocido por sus estudios sobre
la disponibilidad de las reservas de petréleo y de gas natural, desarrollando una teoria
relativa al calculo del instante en el que el petrdleo alcance su cénit de produccion, hoy

dia denominada Teoria del Pico de Hubbert.
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Segun esta teoria, desarrollada mientras fue geofisico en el laboratorio de la compania
Shell, la producciéon de petréleo crece de forma exponencial hasta alcanzar su cénit, tras
lo cual desciende al mismo ritmo, como muestra la figura 2.1, que es la original que el

propio Hubbert realizé en 1956.
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Figure 21 - Ultimate United States crude-oil production based
on assumed initial reserves of 150 and 200 billion barrels.

Figura 2.1: M. K. Hubbert y el diseno de la curva realizado en 1956.

La curva muestra la produccién anual de petréleo. Para Hubbert el factor que propi-
ciaba la caida en la produccién era energético, esto es, la produccién cae cuando el gasto
energético que supone la extraccién de un barril de petroleo es superior a la energia que
puede producir tal barril. No obstante, él no tuvo en cuenta factores ni de tipo econémico
ni de tipo sociopolitico. Su gran éxito fue predecir en 1956 que EE.UU. alcanzaria el pico
de produccidn a finales de los anos 60, lo cual fue corroborado posteriormente (figura 2.2).

Asimismo, en aquellos anos se atrevié a vaticinar que el pico a nivel mundial se alcan-
zaria entre 1995 y 2000, lo cual no se produjo. ;Por qué? Obviamente no pudo tener en
cuenta las sucesivas crisis energéticas de los anos 70, ni la Guerra del Golfo ni las rece-
siones econdémicas de la década de los 80. Visto ahora, 60 anos después, las predicciones
de Hubbert no se ajustan a la realidad. En la grafica 2.3 vemos en rojo la prediccién

dada en 1956 frente a las observaciones reales. ;Qué conclusiones debemos sacar?: por
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Figura 2.2: Predicciones de Hubbert en 1956.

un lado el modelo deberfa contemplar la necesidad de incluir variables exégenas (de tipo
econémico y sociopolitico), asi como la posibilidad de contemplar varios picos (y no uno
solo como él proponia), lo cual estd relacionado con comportamientos plurisigmoidales de

la produccién acumulada de petroleo.

2.2. La curva Hubbert

Los estudios realizados por Hubbert se basaron en la observacion de que la funcién
logistica es la curva que mejor describe la produccion acumulada de uno o de la suma
de varios campos petroliferos, siempre que la explotacion se produzca sin restricciones
econémicas o politicas, y suponiendo que no se sigue un plan que incluya limitaciones
para su conservacion. En este sentido, Hubbert menciona que cuando hay estimaciones de
las reservas de petréleo, la producciéon acumulada se puede ajustar mediante una curva
logistica, mientras que la produccion anual se ajusta por una curva en forma de campana

y simétrica, obtenida por derivacion de la curva logistica. A esta curva se dio el nombre
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Figura 2.3: Predicciones de Hubbert para el pico entre 1995 y 2000.

de curva Hubbert, pero cabe senalar que Hubbert nunca presenté un modelo matemaético,

sino que hizo sus célculos graficamente.

En esta seccién exponemos las principales caracteristicas de la curva Hubbert, para
lo cual partimos, obviamente, de la curva logistica. Dicha curva se obtiene a partir de la

ecuacion diferencial ordinaria

dft) >
T—Qf@)—ﬁf (t) (2.1)
f(to) = fo.

La constante a define la tasa de crecimiento mientras que el término —3 f%(¢) actiia
como un inhibidor de tal tasa. En este sentido, 3 suele considerarse mayor que «. Cuando
la poblacién f = f(t) es pequena, este término tiene un efecto pequenio sobre el valor de
la derivada y, en consecuencia, la poblacion tiene al inicio un crecimiento exponencial. Sin

embargo, a medida que f crece, el término inhibidor hace disminuir cada vez mas la tasa
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de crecimiento. La solucién de (2.1) es

Ty

fo

Esta curva verifica

= Es creciente si y sélo si o > S fo.

v limy o f(t) = /.

= Posee un punto de inflexion si y sélo si a > . En tal caso se alcanza en

t]—to—f—éln(af—/ﬁ— )

0

Romén y Torres [63] consideran una reparametrizacion de esta curva con el objetivo
de conseguir que su asintota dependa del valor que la curva toma en el instante inicial de
observacion del fenomeno en estudio, partiendo para ello de una expresion general de la
curva anterior. Concretamente:

f(t) teR;a,b,c>0.

B a
© 14 beet’
Esta es la expresion de la cual se parte! para llegar a la correspondiente a la curva

[

Hubbert. A continuacién se considera a = e, n = 1/by k = an. Con ello se obtiene la

siguiente reparametrizacién de la curva logistica:

k

f(t):m,

teR;n,k>00<a<l. (2.2)

Las figuras 2.4 y 2.5 muestran diversas representaciones de la curva para distintas

selecciones de los pardmetros. Para un valor de « fijo, a medida que n aumenta, se produce

LObservemos que se ha extendido el dominio de definicién a toda la recta real.
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una disminucion en la tasa de crecimiento, al mismo tiempo que la cota disminuye. En
el caso de 7 fijo, a medida que « disminuye, se observa que la curva alcanza con mayor

rapidez la cota, si bien esta no depende de dicho valor.

-
L]
+ - =085 mn=0.01
[ab]
(=& ]
=
= =t
(-:|-:' 0.02
<5} n=x
=
n=003
1n=0.05
[
(]
+ —
8 T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

Figura 2.4: Curvas logisticas con o = 0,85 y n = 0,01, 0,02, 0,03, 0,05.

Laherrere [43] afirma que Hubbert presentd varias curvas para el ajuste de la produccion
mundial y estadounidense, pero era un poco reticente a explicar la base matemdtica de su
obra. Se referio a una curva en forma de campana, pero no mostro cualquier forma de
ecuacion. A pesar de las declaraciones anteriores, este mismo autor senala que la curva
Hubbert es, de hecho, la derivada de la curva logistica.

En consecuencia, derivando (2.2), e imponiendo que f'(ty) = zo (to representa el
instante inicial de observacion del fenémeno), se obtiene una expresién general para la

curva Hubbert.

n+ ol

2
n t) a7 teR;nx0>0,0<a<l.
N+«

o(0) = 1) = 0

En el contexto de la produccién de petrdleo, x(t) representa el nimero de barri-

les producidos por dia. El pardmetro n no tiene unidades mientras que las de « son

Istoni da Luz Sant’Ana



Aportaciones en el estudio de modelos estocasticos de crecimiento para

el estudio de la producciéon de petrdéleo. Proceso de difusién Hubbert. 29
[
[
S
o *=0% 075 o=0.85
o =09
[
s
w0
—_— D
S [
= O -
=
[
S n=005
w
T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

Figura 2.5: Curvas logisticas con n = 0,05 y a = 0,5,0,75,0,85,0,9.

exp(tiempo ™).

A continuacién calculamos su primera y segunda derivada, resultando 2:

PN L o'lna(n+a')—alna
x'(t) = f(t)n—l-ozt f&)Ina 17 o) =
2t 1,2 2 t
:f(t)a In"a  f(t)In"aa m+a—af] =

(n+ah?  (n+at)

B ot In® o of ] — Ina (o' —n)
- f(t) (7] + at)Z [ 7]} (t) n+ ot
) — lna(a'—n) . naoﬁlna(n+oﬁ) —(a'—n)a'lna _
) =~ (2 ) s
., In?a (af —n)? _x(t) In? a of o _
SOy ey T
In® o ' 2 0, In’ o 02— dpot 9
= olt) = (0 =) = 200t = a0 2 0 - anat ).

A partir de la primera derivada se deduce que la curva es creciente si y sélo si se

2Notemos que f'(t) = —f(t) O;,t-s-lgta
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verifica t < Inn/Ina y decreciente en caso contrario, alcanzando un méximo global en

~Inp
" Ina’

(2.3)

max

conocido como el tiempo de pico en el contexto de la produccién de petréleo. Ademas,
tmaz > to (es decir, el pico se alcanza después del periodo de observacion inicial y, en

consecuencia, es visualizado) si y sélo si 0 < n < a0 < 1.

Por otro lado, el valor maximo de z(t), comtinmente conocido como el pico, es

(n+a')*

2.4
Tt (2.4)

x (tmax) = g
A partir de la segunda derivada se deduce que la curva tiene dos puntos de inflexion,
simétricos alrededor de tmax, y que denotaremos por tine1 ¥ tinf2. Especificamente tenemos

In (2 + \/g)

tinf,l = tmax + - 1 tinf,2 = tmax +
In«

In (2 — \/3)

Ina

, (2.5)

verificdndose tinf1 < tinf2. Ademads tinr1 > to si y sélo si n < afo (2 - \/§) < 2—4/3.
Finalmente,
(n+ak)’ 2

=2 (tmax) - (2.6)

tin - tin - -
x( f,1) $( f,2) Zo Grato 3

Puesto que el principal objetivo perseguido con el uso de esta curva en la modelizacién
de la producciéon de petroleo es el calculo del pico y el tiempo del pico, nos limitaremos a

la inflexién anterior a tmax, y @ partir de ahora consideraremos tins = tinf1-

Una ultima caracteristica importante de la curva Hubbert, y de gran utilidad en la
aplicaciéon a la produccion de petroleo, es el area bajo la curva, usualmente conocido como

URR (Ultimate Recoverable Resources):

—+o00 ( to 2
n+a)
URR = t)dt = —xg—F—— 2.7
| ettt = TS 2.7

—0o0
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Las figuras 2.6 y 2.7 presentan diversas representaciones de curvas Hubbert para dis-

tintas elecciones de los pardmetros. Para un valor de « fijo, a medida que 7 disminuye el

valor del pico aumenta y se desplaza hacia la derecha, obteniéndose un valor mayor de

URR. Para 7 fijo, a medida que « crece, hay un aumento del valor del pico y URR, asi

como un desplazamiento a la derecha del tiempo de pico como en el caso anterior.

2.3.

15 20 25 30

10

5

o =085 n=0.01

n =002

n=0.03
n=005

10 20 30 40 50 60

Figura 2.6: Curvas Hubbert con o = 0,85 y n = 0,01, 0,02, 0,03, 0,05.

Ecuacion de crecimiento de Hubbert

Al igual que ocurre con la curva logistica, la curva Hubbert verifica una determinada

ecuacion diferencial ordinaria, la cual describe una transicién continua de las tasas de

crecimiento infinitesimal de la produccién de petréleo. Dicha ecuacion es la siguiente

donde

= r(t)x(t), X (to) = Xy, (28)
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Figura 2.7: Curvas Hubbert con n = 0,05 y a = 0,5,0,75,0,85,0.9.

La funcién r(t) representa la tasa de crecimiento de la produccién de petréleo, tasa que
evoluciona con el tiempo. Esta funcién es continua, decreciente para cualesquiera valores
de ny ay verifica |r(t)| < |Ina|, V¢ € R, por lo que es una funcién acotada.

En la figura 2.8, para a = 0.85 fijo, se observa que cuando 7 disminuye mas altas son
las tasas de crecimiento para un t fijo. Al aumentar el valor de ¢, las tasas de crecimiento
convergen a un valor, en este caso limy_,, dz(t)/dt = 0.162.

Analogamente para n = 0.05 fijo, y tomando a = 0,5,0,75,0,85,0,9, las tasas de
crecimiento disminuyen a medida que los valores de ¢ aumentan (ver figura 2.9). Vemos
que el valor a determina la velocidad de caida en las tasas de crecimiento, es decir, cuanto
menor es «, mayor es la disminucion de la tasa de crecimiento con el tiempo. En este caso,

las tasas no convergen a ningin valor concreto.
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Figura 2.8: Tasas de crecimiento de la curva Hubbert con @ = 085 y nn =

0,01, 0,02, 0,03, 0,05.
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Figura 2.9: Tasas de crecimiento de la curva Hubbert con n = 0,05 y a = 0,5, 0,75, 0,85, 0,9.
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Capitulo 3

Proceso de difusion Hubbert

El propésito de este capitulo es introducir un nuevo proceso de difusion, el cual esté
relacionado con la curva Hubbert. Para ello abordaremos su introduccién desde el ambito
de las ecuaciones diferenciales estocasticas asi como desde las ecuaciones en derivadas
parciales de Kolmogorov. Nos centraremos posteriormente en su distribucion y obtencién

de sus principales caracteristicas.

3.1. Proceso de difusion de Hubbert a partir de las
ecuaciones diferenciales estocasticas

Como se comento6 en el capitulo anterior, la curva Hubbert verifica la ecuacion dife-

rencial ordinaria (2.8), esto es

dx(t
U ety o) =z
al —n ., . .
donde r(t) = —Ina - es una funcién continua, decreciente y acotada (concretamente,
o

Ir(t)| < |Inal, Vt € R).

Esta ecuacion puede ser vista como una generalizaciéon del modelo de crecimiento mal-
thusiano con una tasa de fertilidad deterministica dependiendo del tiempo, representada
por la funcién r(t).

Reemplazando la tasa de fertilidad por r(t)+oc W (t), donde o > 0y W (t) es el proceso
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Wiener estandar, se obtiene la ecuacion de Langevin

%t(t) — r(®)X (1) + 0 X(OW(?)

que, reescrita con la notacién habitual de las E.D.E., da origen a
dX(t) =r(t)X(t)dt + o X (t)dW (t); X (to) = Xo, (3.1)

siendo Xy independiente de W (t) — W (to) para t > t,.
A continuacién vamos a comprobar que esta ecuacion tiene soluciéon unica que define
un proceso de difusién que toma valores en R™. En primer lugar comprobemos la existencia

y unicidad de solucién, para lo cual hacemos uso del siguiente teorema (ver [2]):

Teorema 3.1.1. Consideremos la ecuacion diferencial estocdstica

dX () = a(X (1), t)dt + b(X (1), t)dW (1)

donde W (t) representa el proceso de Wiener estindar y X, es una variable aleatoria
independiente de W (t) — W (to) para t > ty. Supongamos que las funciones a y b estdn

definidas y son medibles en [to, T] x R y que existe una constante K > 0 tal que
» (Condicion de Lipschitz):

a(e,1) — a(y, O] + bz, ) — by, )] < Kle —y|, VEe [to,T], Yo,y R

» (Restriccion sobre el crecimiento):

la(z, )] + |b(z, )] < K (1 + |z]?), Vte€[to,T], VzeR.
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Entonces, la ecuacion (3.2) tienen una unica solucion en [ty, T| y con valores en R, con-
tinua con probabilidad uno, y satisfaciendo la condicion inicial; esto es, si X (t) e Y (t)

son soluciones de (3.2) con igual valor inicial Xy, entonces

P ( sup | X(t) — Y (1) > o) ~0.

to<t<T

Comentario 3.1.1.

1. El teorema sigue siendo vdlido si reemplazamos la condicion de Lipschitz por una
mdas general. Concretamente, para cada N > 0 existe una constante Ky tal que

Vit € [to, T], |z| < N e ly] < N se verifica

ja(z, 1) = aly, )] + |b(x,t) = by, 1)| < Kn|z —yl.

2. Para que la condicion de Lipschitz del teorema (o la generalizacion de la nota an-
terior) se verifique es suficiente que las funciones a y b tengan derivadas de primer
orden, respecto de x, continuas para cada valor t € [tyg,T] y que estén acotadas en

[to, T] X R (0 en [to,T] X |x| < N en el caso de la generalizacion).

3. La sequnda condicion del teorema lo que hace es acotar las funciones a y b de
forma uniforme respecto a t € [ty, T] y permite, como mucho, un crecimiento lineal
de dichas funciones respecto a x. Si esta condicion no se verifica se produce el
denominado fenomeno de explosion de la solucion. Por lo tanto, esta condicion
asegura que, con probabilidad uno, la solucion no explota en [ty, T], sea quien sea la

condicion inicial X.

4. St las funciones a y b estdin definidas en [ty,00) X R, y las condiciones del teorema
se verifican para cualquier subintervalo finito [ty, T] incluido en [ty, 00), entonces la

ecuacion tiene una unica solucion en [tg, 00), que se denomina solucion global.
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Por 1ltimo, para que el proceso solucion sea de difusion hay que exigir nuevas condi-

ciones sobre los coeficientes de la ecuacion diferencial. Asi tenemos:

Teorema 3.1.2. Si la ecuacion (3.2) satisface las condiciones del teorema de existencia y
unicidad de solucion y, ademds, las funciones a y b son continuas respecto a t, entonces la
solucion es un proceso de difusion con media infinitesimal a(x,t) y varianza infinitesimal
b (z,t). En particular, la solucion de una ecuacién diferencial estocdstica auténoma' es

siempre un proceso de difusion homogéneo sobre [tg, 00].

Comprobemos que estamos en las condiciones de los teoremas anteriores. En efecto, si

consideramos t € [ty,T] y x > 0, entonces

la(z, 1) —aly, ) + [b(x,t) = b(y, )| = [r(t)z —r(t)y|+ |oz — oy
= [r@®llz —yl+olz =yl

= (r@)]+ o)z —y| < Ki|lz -y
con K7 = |Ina| + o. Por otro lado,
la(z,y) 2+ |b(z, 1) = r(t)22® + 0%2? = (r*(t) +0*)2® < (r(t)* +o?)(1 +2?) < Ky(1 +2?)

con Ky = In*a + o2
Por tltimo, ambas desigualdades se verifican tomando K = Max{K;, Ky}. En con-
secuencia, la ecuacién (3.1) posee una unica solucién. Ademds, puesto que r(t) es una

funcion continua, la solucién es un proceso de difusiéon con momentos infinitesimales

Ai(z,t) =r(t)x
Ay(1) = o2 (3.3)

'Una ecuacién se dice auténoma si las fucniones a y b no dependen de t.
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En cuanto a su resolucién, consideremos el cambio de variable Y (¢) = log X (¢). En

virtud del lema de Ito (ver [2]), la ecuacién (3.1) se convierte en

dY () = <r(t) - %2) dt + odW (t)

Y (to) = In (Xo),

que es una ecuacion diferencial lineal en sentido restringido, cuya solucién viene dada por

Y (t) = In (Xo) + 21n 7777+ o (m - %) (t —to) + o (W(E) — W (t)) -

+at
Por lo tanto, la solucién de (3.1) es

n+ at
n+ ot

2 2
o
X(t) = Xo ( ) a7 exp <U(W(t) —Wi(ty)) — 7(75 - t0)> .
En cuanto al caracter de la solucion, y mas concretamente de su distribucién, consi-

deramos el siguiente resultado (ver [2]):

Teorema 3.1.3. La solucion de la ecuacion dX (t) = (A(t)X () + a(t)) dt + B(t)dW (1),
con solucion inicial X (tg) = Xo, es un proceso gaussiano si y solo si xo es normal o

constante. Si notamos ®(t) a la solucion de la ecuacion x'(t) = A(t)x(t), se tiene:

» La funcién media del proceso, m(t) = E[X(t)], es la solucion de la ecuacion dife-
rencial

m/(t) = A(t)ym(t) + a(t), m(to) = E[Xo],

0 seaq,

m(t) = o(t) {E[Xo] + / tCD_l(s)a(s) ds] .

to
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» La funcion covarianza, K(s,t) = Cov[X(t), X (s)], verifica

Min(s,t)
Var[Xo] + / ®*(u)B*(u) du

to

K(s,t) = ®*(s)

En particular, la varianza del proceso, K(t) = K(t,t) = Cov[X(t)], verifica la
ecuacion

K'(t) = 2A(t)K(t) + B(t), K(ty) = Var[Xy).

Por tanto, y considerando Y (t) = In X(t), dicho proceso es gaussiano si y sélo si
Y (tp) = In(Xj) es una distribucién degenerada o bien normal. Ademas,

m(t) = E[Y(t)] = E[Y (to)] + /t: (r(s) - %2) ds

— B[Y(to)] + /t: (—ma (1 - O;Z n) - %2> ds

+ ato 2
= E[Y (to)] +21n7z7+at + (lna— —) (t —to).

Por otro lado, notando s A t = Min(s,t),

K(s,t) = CovlY(t),Y(s)] = Var[Y(to)] + /S o?du = Var[Y (to)] + o*(s A t — to).

to

Por lo tanto, y con las consideraciones anteriores sobre la distribucién inicial, el proceso

Y (t) es gaussiano con media m(t) y funcién de covarianza K (s,t).

A partir de este resultado, X (t) es un proceso de difusién cuyas distribuciones finito

dimensionales son lognormales. En concreto, Vn € Ny t; <ty < ... < t,, se tiene

(X(t1), - X (ta)" ~ A, X,

donde p; = m(t;) y 05 = K(t;,t;). En particular, a partir de la distribucién bidimen-
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sional (X(s), X(¢))", s <t,lade X(t)|X(s) = x, es lognormal; concretamente:

s 2
X()|X(s) =xs ~ Ay 1nx8+21nz:::zt + (lna—%) (t—s),0%(t — )

3.2. Proceso de difusion de Hubbert a partir de las

ecuaciones diferenciales de Kolmogorov

El proceso Hubbert puede ser también estudiado desde el punto de vista de las ecua-
ciones diferenciales parciales de Kolmogorov. En este caso partimos de su definicién como
un proceso de difusién {X(t);tg <t < T} que toma valores en RT y con momentos infi-
nitesimales dados por (3.3).

A partir de dichos momentos planteamos la ecuacion de Fokker-Planck (o adelantada)

of (x,tly,7) Olaf (x,tly, 7)) 0?0 [2*f (x,ty,7)]
o - ¢ 0 Ty 02

y la ecuacién de Kolmogorov (o atrasada)

of (z,tly,7) o Of (z,tly,T) N a_2y232f(x,t|y,7')

or (7) y 2 Oy? =0

En primer lugar debemos comprobar si el proceso asi propuesto verifica las condiciones
de existencia y unicidad de solucién para ambas ecuaciones. Para ello usamos el siguiente

teorema:

Teorema 3.2.1. Supongamos que los momentos infinitesimales Ay y As verifican, para

todo valor z del espacio de estados y Vt € [to, T], las siguientes condiciones:

1. Existen unas constantes positivas oy y k tales que

v A (z,t)] < kVI14 22
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= 0<0'0S\/A2(17,t)§k\/1+1‘2.
2. (Condicion de Hélder). Ezisten constantes positivas v y k tales que
- |A1<£L‘,t) _Al(yat)‘ Sk!x—yW

= [V Az(x,t) =/ Aa(y, )] < Kl =y

Entonces se verifica:

1. La ecuacion atrasada tiene una unica solucion sujeta a la condicion frontera del tipo

delta de Dirac, 1igf(x,t|y,7‘) =d(x —y).

2. Existe un proceso de Markov {X(t) : t € [to,T]}, con trayectorias continuas, que

verifica las condiciones de proceso de difusion.

8141 (ZL’, t) 8A2 (l‘, t)
dz = Oz

, la funcion f(x,tly,T) es la dnica solucion de la ecuacion adelantada

3. Si, ademds, las condiciones del enunciado son cumplidas por
82A2($,t)
Y o2

sujeta a la condicion frontera del tipo delta de Dirac, lgfnf(x,t\y, T7)=0(z —y).

Comprobemos que estamos en condiciones de utilizar este resultado:
w [Ai(z, t)] = |r(t)||z] < |Inalv1+ 22, Ve € RT, Vit > t.

w /Ay(z,t) =0 < ov1+ x% Ahora bien, dado z > 0 existe € > 0 tal que 0 < € < =z,
por lo que

0<o0g<oVl+a2 Vo eRY, V>t

con og = €0.

En consecuencia, |Aj(z,t)] < kvV14+22y 0 <09 < kVv1+2a% VreR"yVt>tsin

més que tomar o9 = eo y k =Max {|Ina|,c}. Por otro lado,

[Ar(z, 1) = As(y, )| = [r(D)][z —y| < |Inalle -y
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y
[V As(,1) =/ As(y, 1) = ol — ],
por lo que
|Ar(z,t) — Ai(y, 0)] < klz —y|”
sin mas que tomar k =Max {|Ina|,c} y v = 1.
8A1 (.T, t)

Ademas, es inmediato comprobar que estas relaciones son verificadas por

8A2(x, t) 82A2(:E, t)
o 0Oa?

or

, por lo que las ecuaciones de Kolmogorov tienen una tinica solucion.

En cuanto a la resoluciéon de las ecuaciones, una de las posibilidades existentes es

mediante la bisqueda de una funcién que las transforme en las de otro proceso para el

cual dichas ecuaciones tengan solucién conocida.

Tal es el caso del proceso Wiener estandar y la ecuacion atrasada o de Kolmogorov.

Exponemos de forma concisa esta idea.

Sea {X(t); t > to} un proceso de difusién con media y varianza infinitesimal A;(z, )

v As(,t), respectivamente, definido sobre un intervalo I y sea {W(t'); ¢ > t,} el proceso

Wiener estandar con media infinitesimal cero y varianza infinitesimal igual a uno. Sea f

la densidad de transicién del proceso X(t) y f’ la del proceso Wiener.

Las transformaciones en las que estamos interesados son del tipo

' =V(x,t), t=>(@)

que cambie la ecuacién atrasada del proceso X ()

of (x,tly,7)

8f(l',t‘y,7’) + AZ(yaT> 82f<33’,t‘y,7')
or

dy 2 oy? =0

+ Al (y7 T)
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en la del proceso Wiener

8f’(:c’,t’]y’,7’) 182f’(x’,t’]y’,7’)
or’ * 2 o'?
Y

=0,

cuya solucién es

(¢ =

ot it - y')?
fi ', ) = < 27T(t’—7")> exp (—m) .

Evidentemente, la cuestion que se plantea es cuando se podra transformar un proceso
de difusién cualquiera en el Wiener. Ricciardi [56] estudié con detalle este problema, dando
condiciones necesarias y suficientes para que exista tal tipo de transformacion.

Dicho estudio se lleva a cabo observando como se ven alterados los momentos infini-
tesimales de X (¢) por medio de la transformacién (3.4) e igualando los nuevos momentos

resultantes a los del Wiener estandar, obteniéndose el siguiente teorema:

Teorema 3.2.2. Una condicion necesaria y suficiente para que un proceso de difusion con
funcion densidad de transicion f(x,t|ly, T) y momentos infinitesimales Ai(x,t) y As(z,t)
pueda transformarse al proceso Wiener estindar es que existan funciones arbitrarias Cy(t)

y Cy(t) que verifiquen

Al(ilf, t) =

L 0ds(st) [ As(e, )] - o) An(y, 1) 4 atu
o T {cww/z ol o

En tal caso la transformacion es

= blet) = () e (3 / o)) [t

_ %/tcl(s) exp (_%/sozw) d9) ds + ky

to to
t s
t = ¢(t) = kl/ exp (—/ 02(9) d@) ds + kg,
t1 to
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siendo z un valor del intervalo de definicion del proceso, t; € [tg,00) y k; constantes

arbitrarias con la restriccion ki > 0.

0 t '(t
Nota 3.2.1. Puesto que, para cada t, Ylz,t) _ { o)

or | Ay(x,t)

' =(x,t) es biyectiva y la relacion entre las densidades de transicion del proceso Wiener

2
] > 0, la transformacion

y el transformado es

0 t
Flastly.r) = 20D et gy,
ox
En nuestro caso tenemos
2z0° ox oz [T cy(t)o?y? o’x  oc(t)r  e(t)r [T1
t)r = —ci(t) + — dy = —d
rit)e 4+2cl()+2/2 73 13 2+2+2/Z 4
2 oo(t)  e(t), (x
e
> T2 T ]x
_ 2h(t) .
por lo que basta considerar Cy(t) = ——= — o y Cy(t) = 0 para que se verifique la
o

condicién.

Con ello la transformacién que cambia el proceso Hubbert en el de Wiener es

N T e L D)
$/:¢(x,t):1—/ A {T(S)—a] ds + ko
.Y

o 2 /i, o

t
t/ = ¢(t) = ]{?1/ ds + k?g.
t1

Operando se tiene

E) _l/tr(s)ds+%(t—t2)+k2

g to

¥ = Pz, t) = k2 [lln(

o z

t'=¢(t) = ki(t —t1) + ks.
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(e, t) k"

Finalmente, y como 5 = , la densidad de transicién del proceso es
x ox
ki/Q (N I A kim (I, — IE))Z
z,tly,7)=—f(,t'|y,7) = e -
f(tly.7) o f@.tly,) xy/2mo?(t — 7') P 2(t' —7')

" (e (@) () - [ )+ Fe- "))

2k (t —7)

- ;m/zmi G- 7 Cﬁ (m (%) - [MS) st %2@ - T))Q) ’

y sustituyendo la funcién r(¢) por su expresién se concluye

T +a’ o? 2
—mE—om” —na—— ) (t—71)
f(z, tly,7) = ! ex Y ntal 2
Y ox\/2m(t — T) P 20%(t —7) ’

(3.5)

que se corresponde con la funcién de densidad de una variable lognormal

ot

T 2
XOX(r)=y~N\ 1ny—|—2lnnia + (hla—%) (t—7),0%(t—7)
Ui

Una vez calculada la densidad de transicion del proceso, puesto que este es markoviano,
la obtencion de las distribuciones finito-dimensionales depende de la eleccion que se haga
de la distribucién inicial. Atendiendo a ello, si consideramos que X es degenerada en un
valor zp > 0, o sea, P[X(ty) = xo] = 1, o bien seleccionamos una distribucién lognormal

X (to) ~ A1[uo; 03], tales elecciones aseguran que las distribuciones finito-dimensionales

Istoni da Luz Sant’Ana



Aportaciones en el estudio de modelos estocasticos de crecimiento para
el estudio de la producciéon de petrdéleo. Proceso de difusién Hubbert. 47

son lognormales. Observemos que la primera eleccion es una caso particular de la segunda
considerando oy = 0 (lo cual implica pg = In(xg)). Ademas, la distribucién inicial degene-
rada es la situacion real cuando se disponde de una sola trayactoria muestral del proceso,
mientras que el caso lognormal requiere diversas trayectorias.

Hay que indicar que el proceso introducido es un caso particular del conocido como
proceso lognormal con factores exdgenos. En Gutiérrez et al. [26] se realiza un detallado
andlisis de tal proceso desde los dos puntos de vista aqui considerados. En [27] se hace un
andlisis inferencial y se muestra su utilidad en Economia, mientras que en [31] se aborda

el problema de tiempos de primer paso.

3.3. Caracteristicas del proceso

Una vez calculadas las distribuciones finito-dimensionales del proceso y la densidad de
transicion del mismo, en este apartado mostramos algunas de sus principales caracteristi-
cas. Ponemos especial atencion en aquellas mas cominmente utilizadas en las aplicaciones
practicas, sobre todo relacionadas con el ajuste y prediccién. En concreto consideramos
tres de las funciones méas empleadas: el momento n-ésimo, la funcion moda y las funcio-
nes de cuantiles (asi como sus versiones condicionadas). Las expresiones de todas estas
funciones se pueden formular de manera conjunta para las dos distribuciones iniciales

mencionadas con anterioridad. En concreto la expresion es

Gé{ (t|y,7) =M (t|?J7T)/\1 exp <)\2()\30§ + 02(75 - T))M) ) A= (>\1, A2, A3, >\4)T> (3-6)

siendo M (t|ly,T) = (Zii:)Zexp [y—I— <lna - %) (t — 7')} :

La tabla 3.3 incluye los valores de A\, 7 e y necesarios para cada una de las funciones

consideradas?.

22, es el a-ésimo cuantil de una distribucién normal esténdar.
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Funcién Expresién Y T A

n-ésimo momento E[X(t)"] o to  (n,n?/2,1, 1)T

n-ésimo momento condicional E[X (t)"| X (1) = y] Inz, 7 (n,n%/2,0, 1)T

Moda Moda[X (t)] wo  to (1,-1,1,D)F

Moda condicional Moda[X ()| X (1) =y] Inzy 7 (1,-1,0,1)7

a-Cuantil Co[ X (1)] Lo to (1,2a,1,1/2)7

a-Cuantil condicional Col X ()| X (1) = y] Iz, 7 (1,24,0,1/2)"

Tabla 3.1: Diversas caracteristicas a partir de G* (t|y, 7).

En particular, la media de X (¢) y su versién condicionada a un valor z; son:

& n+ab)? (t—to)
E[X(t)] = exp Ho+ = P o' Tt >t (3.7)
Y 2
+a’ .
EX(4)|X(1) =y _y<77+at) "t > (3.8)

Ambas expresiones se corresponden con sendas curvas Hubbert, lo cual hace que estas
funciones sean especialmente 1tiles con fines de ajuste de datos que muestren un compor-

tamiento de tipo Hubbert, asi como también seran de utilidad con fines predicitivos.

Por otro lado, vamos a obtener la expresién concreta que adoptan la funcién varianza

y covarianza del proceso. En cuanto a la funcién varianza se tiene:

Var [X(t)] = E [X (to)"] exp ((2r(t) + 0%) (t = t0)) — (E[X (to)])* exp (2r(t) (t — t0))
= oxp (2r(1) (1~ 10)) [ [X (10)?] e — (B[X (10))’]
= exp (2r(t) (t — to)) :(E X ()] — (E[X (t,)])?) et
FEX @) (7 1))
= exp (20 (8) (t — to) [Var [X (t0)] ™ + (B[X (1)) (7 — 1)]

_ (Zioj t) a2 [Var [X (to)] e ) + (E [X (to)])? (707 1)] .
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A continuacién calculamos los momentos cruzados. Para 7 < t se tiene

E[X ()" X (1)*] [E[Xt)"X(r)?|X(1)]] = E[X(r)*E [X()"|X(7)]]

[X( )1 X (1) exp( < U—k1—1>t—r }

[X ()] exp (kl( (k1—1)) (t—T)) (Z:Zt) afr =),

De la misma forma, cuando ¢t < 7 se llega a la expresion

E
E

\_/

[\]

&=

E[X (1) X (7)™ = E [X(£)" ] exp (z@ (%2 (ks — 1)) (r — t)) (77 il Oﬁ) aka(r=t),

n+a’

A partir de estos momentos cruzados podemos calcular la expresion de la funcién

covarianza. En concreto, si 7 < t se tiene

R(t, s) = Cov [X(t), X(7)] = E[X(1)X(7)] — E[X(t)|E[X(7)]
= E[X(7)"Jexp (r(t)(t — 7)) — E[X(7)| E[X (7)] exp(r(t)(t — 7))

= Var[X (r)] exp(r(t)(t — 7)) = Var[X(¢)] (77 i Z:> a7,

mientras que para t < 7 se obtiene

R(t, s) = Var[X (¢)] (77 i O‘t) a7,

n+a’

En consecuencia:

_ n+a" (tAT—tV )
R(t, S) = Var[X(t AN T)] <m) « .

donde ahora tV 7 = Max(t, 7).
Las figuras 3.1 y 3.2 ilustran diversas trayectorias del proceso Hubbert considerando

diversas combinaciones de parametros (en verde se representa la funcién media).
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Figura 3.1: Procesos Hubbert con a = 0.85, o = 0.025: (a) n = 0.01, (b) n = 0.02, (c)
n = 0.03 y (d) n = 0.05. Procesos Hubbert con n = 0.05, 0 = 0.025: (e) a = 0.05, (f) «
= 0.75 (sigue a continuacion).
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Figura 3.2: Procesos Hubbert con n = 0.05, 0 = 0.025: (g) o = 0.90, (h) o = 0.95. Procesos
Hubbert con n = 0.05, « = 0.85: (i) 0 = 0.01, (j) o = 0.05, (k) 0 = 0.075, (1) ¢ = 0.1.
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Capitulo 4

Inferencia en el proceso de difusion Hubbert

4.1. Planteamiento general

En este capitulo abordaremos la estimacion maximo verosimil de los parametros del
proceso de difusién Hubbert introducido en el capitulo anterior. Comenzaremos expo-
niendo las cuestiones generales del procedimiento que seguiremos para, con posterioridad,
considerar el caso concreto del proceso Hubbert.

La estimacién se realizard considerando el caso de muestreo discreto, esto es, supon-
dremos que se dispone de observaciones del proceso en instantes de tiempo ty, ..., %, en los
cuales se observan las variables X (¢;), ..., X (t,), cuyos valores observados constituirén la
muestra base del estudio inferencial.

El procedimiento que seguiremos estéd basado en el método de estimacién por maxi-
ma verosimilitud. Para ello sera necesario conocer, excepto eventualmente para valores
de parametros desconocidos, la distribucion conjunta de la muestra observada, lo cual
conlleva conocer las distribuciones finito-dimensionales del proceso.

En nuestro caso, y puesto que los procesos de difusién son procesos de Markov!, dicha,
propiedad permite que a partir de la distribucién inicial del proceso y las transiciones se
tenga cualquier distribucion finito dimensional y, con ello, podamos aplicar la teoria de

estimacion maximo verosimil.

'En realidad, el procedimiento que vamos a emplear no es valido sélo para procesos de difusién sino
para procesos markovianos en general.
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El planteamiento general del procedimiento es el siguiente:

Sea {X(t);t > to} un proceso de difusién, del cual conocemos sus distribuciones uni-
dimensionales y transiciones, y para el cual es posible realizar observaciones del mismo
en instantes de tiempo prefijados. Sean tq,...,t, dichos instantes de tiempo y llamemos

x1,...,T, a los valores observados del proceso.

Notemos f; v f a la densidad de la variable X (¢;) y a la funcién de densidad de
transicién, respectivamente, y sean #; y 0 los parametros asociados a ambas. Asi, la

funcién de verosimilitud de la muestra observada x = (xy, ..., 2,)7 es

n
Ly (61,0) = fi(z1) H f(@itilzioa, tioa),
i=2
a partir de la cual se obtendrén los estimadores maximo verosimiles de 6, y 6. En concreto,

asociadas a la muestra observada x, se obtendran las estimaciones 8; = 6, (x)y 0 = é\(x)

tales que

Ly (61,0) =Sup Ly (61, 0).
61,0

Un caso particular, pero bastante usual en la préactica, sobre todo cuando se considera
una sola trayectoria del proceso, es aquél en el que la distribucién de X (1) es degenerada,

esto es, P(X(t1) = x1) = 1. En dicho caso la funcién de verosimilitud queda como

n

Ly (0) = H fxistilvia, tioa),

1=2

que depende so6lo del parametro 6.

Como hemos comentado, cuando se observa una sola trayectoria se debe considerar
en t; una distribucién degenerada ya que, en otro caso, no se dispondria de informacion
suficiente para estimar el parametro 6;. En otras ocasiones se dispone de informacion
sobre d trayectorias, observadas en instantes de tiempo t;;, (i =1,...,d, j =1,...,n;).

Observemos que no es necesario que los instantes de observaciéon sean los mismos para
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cada trayectoria, si bien el instante inicial conviene que si lo sea ya que hay que imponer

una distribucion inicial. Asi pues consideraremos que t;; = t1, ¢ = 1,...,d. Llamando

{@ij},_, dij=1,..n; & los valores observados, y x al vector conteniendo dichos valores, la
I AR Rt W At b AR L g 2

funcion de verosimilitud queda en este caso en la forma

‘917 Hfl Ti1 Hf Ilj7 Zj|‘r7,,] 17 0] — 1)

si se considera una distribucién no degenerada en 1, mientras que en otro caso es

d n;
=TI f (i tislwig—r. tijm)-

i=1 j=2

Como es sabido, es habitual considerar el logaritmo de la funcién de verosimilitud para
calcular el estimador méximo verosimil. Considerando el caso de multiples trayectorias

con distribucién inicial no degenerada, ello conduce a

log (L (61, 6) E log (f1(xi1)) + E g log (f(4j, tijlTij—1,tij-1))
=1 7=2
por lo que, en el caso de que ¢, y € sean independientes, la estimacion de ambos también
lo serd. En tal caso, para la estimacion de 0 sélo se considera la informacion del instante
inicial de observacién, mientras que la estimacion de # coincide en el caso de distribucion

inicial degenerada y no degenerada.

A continuacién consideramos el caso concreto del proceso de difusion Hubbert, ob-
teniendo la estimaciéon méximo verosimil de los pardmetros del modelo, a partir de la
cual podemos obtener, aplicando el teorema de Zehna, la estimacién de las funciones
paramétricas del tipo (3.6), asi como para el tiempo de pico y el pico (2.3) y (2.4), res-

pectivamente.

Istoni da Luz Sant’Ana



Aportaciones en el estudio de modelos estocasticos de crecimiento para
56 el estudio de la producciéon de petrdéleo. Proceso de difusién Hubbert.

4.2. Funcion de verosimilitud

Consideraremos una muestra discreta del proceso, basada en d trayectorias, en los
instantes t;;, (i = 1,--- ,d;j = 1,--- ,n;) con t;; = t1, ¢ = 1,--- ,d. Es decir, se obser-
van las variables X (t;;), cuyos valores constituyen la muestra del estudio inferencial que

notaremos por X = {;},_, . dijt o g
— 1y 4y b T

La funcién de verosimilitud depende de la eleccion de la distribucion inicial, la cual
puede ser degenerada o lognormal. A partir de los comentarios anteriores, el primer caso
se puede considerar una particularizacién del segundo, razén por la cual abordaremos el

caso en el cual la distribucién inicial es lognormal, esto es, X (t1) ~ Ay, o2].

La funcién de densidad de transicién (3.5) se puede rescribir como

1
oij/ 2 (ti — tij1)

. o o2 2
|:hl <%> — 2,117;’ — <1HOé — —) (t’LJ — ti,jfl)]

@i, tijlei jo1, tij-1) =

2
X
eXp 20'2 <ti,j - tijjfl)
0+ atio— :
siendo 77 = In ————. Denotando N = Zni, el logaritmo de la funcién de verosi-
1+ atii —
militud de la muestra es
N d N—d d
In Ly (ul,a%,n,a,ch) = —Eln(27r) — 51110% - Ino? — ;lnﬂfﬂ
1 d d n, 1 d mni
2
_ 27‘_% Z [hll‘il — Ml] — Z Zlnxij — 5 Z Zln (tij — t@j_l)
i=1 i=1 j=2 i=1 j=2

2\ 2 2
7y + 4y 4 (lna - %) Zy — 4Y 2 (lna - %) (Z5 — 2R™] |, (4.1)

1
202
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donde

4 i (ey? RN d 1-
Y'l’V],Oé _ ZZ (T;Z ) ’ Y'QT],O& _ Z n ”zz,]—l J 7 RM — Zln N+ at 1‘ 7

P ]:2 t’Lj —_ ti,j—l i—1 ]:2 tl] ti7]_1 i—1 77 + O{tznz
d n; Ip2 (x_a> d d .
Tiq,5—1 i a
2= " 2 =5 (b, — ). 232211&(&).
= = Tl i—1 i=1 il

4.3. Obtencién de las estimaciones de los parametros

a partir de las ecuaciones de verosimilitud

A partir de (4.1), las estimaciones de méxima verosimilitud de p; y 0% son

d
~ 1 R
o7 = a E (Inziy — M1)2

mientras que las de 0, a y 02 se derivan de la solucién del sistema de ecuaciones

2
X — XD — (lna - %) X =, (4.2)
2
20 X7 — 4o+ X — (ln& B %> (20X + Zy) + Z3 — 3R™™ =0, (4.3)

0.4

(N —d)o? — Z, — 4Y"* — (ln2 a— 7) Zo42Ina(Z; — R™) +4Y,"* =0 (4.4)
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siendo
d d n; «
) D M ) D
7,007 m,0 Y
— S —~ = (i —ti;1) 55 Tij-1
g o
’ TT]’ WOé an
no _ i ij no _
X3 ZZ —t. . )S'ﬁja’ X4 anaa
i=1 j=2 'L] 6,j—1 1)

n,x i 7 d 7 V77a
= ZZ (tij — ti- 1)577’ 8 (flfi,jjl) i Z; ja ;)5"’

=1 j=2

=1 ”
con

Spt = (n4 a5 1) (n+ o), 5P = (n+a') (n+ a'im),

Wg = ol — atz‘,rl’ W = atini — atu’

V”]Oc _ tz] 1atlj71—1 (77 + Oltij) _ tijatij—l (77 + Oéti’jfl) 7

VP = tpatint (7} + ati“i) — i, it (77 + ozt“) )

2X — X
De (4.2) obtenemos o 2(S™ +Ina), donde S = — e
1

Al sustituir esta dltima expresion en (4.3) y (4.4), se obtiene el sistema de ecuaciones:

2ar (XJ* = 2XJ + STOX]) = 2R+ S Ly + Zy = 0,

—2lna(Z; —2R™ + N —d)=0. (4.5)

La solucién de este sistema proporcionara las estimaciones de maxima verosimilitud para

n vy «, mientras que la estimacién para o2 vendrd dada por

2(57 +Ina). (4.6)
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4.3.1. Bisqueda de solucion inicial para el sistema de ecuaciones

de verosimilitud

El sistema de ecuaciones (4.5) es bastante complejo, y su resolucién es dificil, espe-
cialmente cuando la muestra es grande. Por esta razén, se hace necesario hacer uso de
procedimientos numéricos, la mayoria de los cuales requieren una solucioén inicial.

Con el fin de obtener una buena soluciéon inicial, proponemos tres alternativas. Las
dos primeras se basan en la informacién proporcionada por las trayectorias observadas
del proceso, mientras que la tercera depende de la informacion disponible a partir de la

estimacion de URR.

= Procedimiento 1. Para aplicar este método, asumimos que el pico y el tiempo
de pico son conocidos o se pueden aproximar (por ejemplo interpolando los valores
obtenidos a partir de la media de las trayectorias y luego calculando el méximo de la

funcién interpolada). Haciendo uso de (2.3) y (2.4), se verifica la siguiente relacion:

atmax_to + ato_tmax + 2
4

X (tmax> =Ty

Al sustituir, en esta tltima expresion, fmax ¥ Z(tmax) por sus valores aproximados

(tapprox - p2PPTO) "se obtiene una ecuacién cuya solucién proporciona los valores ini-
max

. . tapprox
ciales para « (a saber «ap), mientras que 1y = ag™ .

= Procedimiento 2. Ahora consideramos que el valor del punto de inflexion ¢, es
conocido o aproximado. En tal caso, los valores de 1y y o pueden obtenerse a través

de la relacién entre (2.5) y (2.6). A partir de estas expresiones deducimos

) = T2 [(2 VB) e+ (34 vB) ot 13]

Una vez que z(tinf) v tins SOn conocidos (o aproximados), la solucién de la ecuacién
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anterior proporciona un valor para «ag. Por consiguiente, 7y es determinado por

tinf
Ay

Este método es una alternativa al anterior para los casos en que los datos disponibles
no sugieran que el pico se haya alcanzado. Con el fin de aproximar el tiempo de
inflexion, y dado que el instante de inflexién de la curva coincide con aquel en el
que su derivada alcanza el maximo, se sugiere aproximar los valores de la derivada
de la trayectoria media de la muestra. Este calculo puede realizarse interpolando
previamente los valores de la muestra y considerando la derivada de la expresién
encontrada. Asi, el instante en el que se alcanza el maximo de la derivada seria la
aproximacion de ti,¢, v el valor de la funciéon aproximada en este punto seria una

aproximacién para x(tinf).

Procedimiento 3. Este método parte del hecho de que en situaciones reales se
suele disponer de estimaciones de URR. Laherrere considera en [43] el problema
de estimacién de los parametros calculando previamente una funcién aproximada
a partir de los datos y considerando la simetria alrededor del tiempo de pico de la
curva Hubbert (de hecho la produccién de petréleo acumulada hasta t ., es URR/2).
A partir de esa funcion, el autor sugiere utilizar esa extrapolacion para calcular los
valores de los parametros. Sin embargo, para poder aplicar este procedimiento, deben

tenerse en cuenta algunas consideraciones:

1. El pico y el tiempo de pico deben ser estimados.

2. Puesto que el instante inicial de observacién de la produccién no tiene por qué
coincidir con el instante en el que comenzé la produccion, habra que estimar
dicho instante con el objetivo de que la produccién acumulada de petréleo

hasta tmax sea igual a URR/2.
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Estas consideraciones hacen que no se pueda garantizar que este enfoque proporcione
siempre resultados satisfactorios. Por ello, y siempre basado en la disponibilidad de

estimaciones de URR, proponemos el siguiente método alternativo.

Sea Tk el tiempo de observacién final, el cual puede ser anterior o posterior a (tif

¥/0 tmax), ¥ consideremos ¢ definido por

()t — U RR— =0 4.7
o= et R )

En la préctica se puede obtener una aproximacién de ¢ mediante integracién numéri-
ca considerando los datos procedentes de las trayectorias muestrales. Conocidos los
valores aproximados de URR y ¢, las expresiones (2.7) y (4.7) determinan un siste-
ma de ecuaciones a partir del cual se pueden obtener los valores iniciales para a y

7. Realizando operaciones, (2.7) se puede expresar como
zon* + o (2xg + InaU RR) 1 + zoa®™, (4.8)
mientras que (4.7) se puede reordenar para obtener
Mn?+af [(M — 1)+ (M + 1)a"] n+ Ma?" =0, (4.9)

donde h =Tg —tyy M = ¢/URR.

De (4.8) y (4.9) obtenemos

Mxyate (ozh — 1)

1= chha+ zo(M + 1)(1 — ah) = (@),
y sustituyendo en (4.8) concluimos
zok?(a) + (210 + InaURR)k(a) + 200® =0, 0<a < 1. (4.10)
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La solucién de la ecuacion (4.10) proporciona el valor inicial ag, siendo 79 = k().

4.4. Aplicacion de Simulated Annealing y Variable
Neighborhood Search para la estimacién de los

parametros del proceso

Como hemos comentado anteriormente, el sistema de ecuaciones (4.5) es bastante
complejo y su resolucién precisa de métodos numéricos, los cuales necesitan una solucion
inicial 6ptima para su empleo. Sin embargo, aunque se disponga de buenos procedimientos
para obtener tal solucion inicial, es imposible realizar un estudio general del sistema
de ecuaciones con el objetivo de comprobar las condiciones de convergencia del método

numérico considerado ya que el sistema depende de los valores muestrales.

Un enfoque alternativo a la estimacion de parametros mediante procedimientos numéri-
cos se da mediante el uso de procedimientos de optimizacién estocastica como S.A. y
V.N.S.. Estos algoritmos estan disenados para resolver problemas del tipo mingco y son
a menudo mas apropiados que los métodos numéricos clasicos, ya que imponen menos
restricciones en el espacio paramétrico y en las propiedades analiticas de la funcién a
optimizar. En nuestro caso, una vez que hemos encontrado los estimadores de p; y 0%,
el problema se convierte en maximizar la funcién log L, (i1, 57,1, o, 0?). Dado que los
algoritmos anteriores suelen formularse para problemas de minimizacién, a partir de (4.1)

la funcién objetivo que vamos a considerar es

) T + %ty — tij))?

bij — tig—1

d n; 1
Le(a,n,0%) = N - dlna QLZZ H(x” - (4.11)
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4.4.1. Acotaciéon del espacio paramétrico

El espacio paramétrico vinculado a la funcién objetivo (4.11), en la que deben operar

los algoritmos antes mencionados, es continuo y no acotado. Concretamente el espacio es

©={(a,n,0):0<a<1l,n>00>0}.

Al no estar acotado el espacio, se puede presentar el inconveniente de que tal vez los al-
goritmos no lo exploren con suficiente profundidad. Esto nos lleva a buscar procedimientos
para acotar el espacio de busqueda.

En cuanto al pardmetro o, valores altos del mismo conducen a trayectorias con gran
variabilidad alrededor de la media del proceso. Por lo tanto, la variabilidad excesiva en
las trayectorias disponibles haria desaconsejable utilizar un modelo de tipo Hubbert. Al-
gunas simulaciones realizadas para varios valores de o (ver figura 4.1) nos han llevado
a considerar que 0 < o < 0,1, para que podamos tener trayectorias compatibles con un
crecimiento tipo Hubbert. Por otra parte, mientras que a esta acotado, no parece haber
un limite superior para 7. Sin embargo, como se ha indicado con anterioridad, la curva
Hubbert tiene un punto de inflexién antes de tma, que se visualiza (tin > o) si y sélo si
n < a'(2 —+/3) <2 — /3. De esta forma tenemos ya una acotacién superior para 1.

Adicionalmente, a partir del desarrollo realizado para establecer la solucién inicial para
el sistema de ecuaciones de verosimilitud cuando se dispone de una estimaciéon de URR,

se pueden hacer algunos refinamientos para una mejor delimitacion de «. En efecto:

» Para tener solucién, el discriminante de la ecuacién (4.8) debe verificar
o?log aU RR(log aURR + 4x¢) > 0,

de donde se deduce que o < o sindo oy = exp(—4xo/URR).
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Figura 4.1: Distintas simulaciones de procesos Hubbert para diversos valores de o.

» Siguiendo un argumento similar para la ecuacién (4.9), se verifica la siguiente ex-
presion

(M —1)2 =2(M*+ 1) + (M +1)%*" >0,
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resultando

CY<C¥2:(

M—-1
M+1

)Q/h

= De los dos razonamientos anteriores consideramos a* < Min(ay, az).

Las tablas 4.1 y 4.2 contienen, para diversos valores de « y 1, las cotas proporcionadas

por el método expuesto. Se puede comprobar cémo para n = 0,01 la cota proporcionada

por s es preferible, independientemente del valor de «. La situacion cambia cuando

7 aumenta ya que en tal caso también crece el rango de valores de a para el cual la

cota proporcionada por a; es preferible. En tal caso, cuando 7 crece, la amplitud del los

intervalos proporcionada por «; disminuye.

Tabla 4.1: Cotas para « para diversos valores de dicho pardmetro y 7.

to =0, ty=>50

n = 0,01

n = 0,025

n = 0,05

n = 0,075

aq

a2

aq a2

aq

a2

an a2

0,05
0,10
0,15
0,20
0,25
0,30
0,35
0,40
0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95

0,8891
0,0136
0,283
0,0388
0,9470
0,538
0,9596
0,9647
0,9691
0,0731
0,0768
0,9801
0,0832
0,861
0,0887
0,0912
0,9936
0,9958
0,9979

0,8088
0,8088
0,8088
0,8088
0,3088
0,8088
0,8088
0,8088
0,8088
0,8088
0,8088
0,8088
0,8088
0,3088
0,8090
0,8132
0,8546
0,9398
0,9915

0,7519 | 0,8388
0,8031 | 0,8388
0,8347 | 0,8388
0,8579 | 0,8388
0,8763 | 0,8388
0,8917 | 0,8388
0,9049 | 0,8388
0,0164 | 0,8388
0,9268 | 0,8388
0,9361 | 0,8388
0,446 | 0,8388
0,9525 | 0,8388
0,9598 | 0,8388
0,9666 | 0,8388
0,9729 | 0,8388
0,9789 | 0,8395
0,0846 | 0,8522
0,9900 | 0,9148
0,9951 | 0,9821

0,5807
0,6585
0,7088
0,7467
0,7776
0,8037
0,8265
0,8468
0,8651
0,8818
0,8972
0,9114
0,248
0,9373
0,491
0,9603
0,9709
0,9810
0,9907

0,8619
0,8619
0,8619
0,8619
0,8619
0,8619
0,8619
0,8619
0,8619
0,8619
0,8619
0,8619
0,8619
0,8619
0,8619
0,8621
0,8660
0,9019
0,9715

0,4594 | 0,8756
0,5500 | 0,8756
0,6111 | 0,8756
0,6584 | 0,8756
0,6977 | 0,8756
0,7315 | 0,8756
0,7614 | 0,8756
0,7883 | 0,8756
0,8127 | 0,8756
0,8353 | 0,8756
0,8562 | 0,8756
0,8758 | 0,8756
0,8941 | 0,8756
0,9115 | 0,8756
0,9280 | 0,8756
0,9437 | 0,8757
0,9586 | 0,8776
0,9730 | 0,9000
0,9867 | 0,9644
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Tabla 4.2: Cotas para « para diversos valores de dicho parametro y 1 (continuacién).

to=0, t; =50
n=20,1 n=20,15 n=20,2 n=0,25
[0 aq a9 a7 a9 (65} a9 a1 (5]

0,05 | 0,3714 | 0,8853 | 0,2568 | 0,8989 | 0,1893 | 0,9085 | 0,1470 | 0,9158
0,10 | 0,4671 | 0,8853 | 0,3518 | 0,8989 | 0,2782 | 0,9085 | 0,2290 | 0,9158
0,15 | 0,5341 | 0,8853 | 0,4228 | 0,8989 | 0,3485 | 0,9085 | 0,2969 | 0,9158
0,20 | 0,5874 | 0,8853 | 0,4818 | 0,8989 | 0,4089 | 0,9085 | 0,3569 | 0,9158
0,25 | 0,6323 | 0,8853 | 0,56331 | 0,8989 | 0,4629 | 0,9085 | 0,4117 | 0,9158
0,30 | 0,6716 | 0,8853 | 0,5791 | 0,8989 | 0,5122 | 0,9085 | 0,4627 | 0,9158
0,35 | 0,7067 | 0,8853 | 0,6210 | 0,8989 | 0,5580 | 0,9085 | 0,5107 | 0,9158
0,40 | 0,7386 | 0,8853 | 0,6598 | 0,8989 | 0,6010 | 0,9085 | 0,5563 | 0,9158
0,45 | 0,7679 | 0,8853 | 0,6960 | 0,8989 | 0,6417 | 0,9085 | 0,5998 | 0,9158
0,50 | 0,7952 | 0,8853 | 0,7301 | 0,8989 | 0,6803 | 0,9085 | 0,6417 | 0,9158
0,55 | 0,8206 | 0,8853 | 0,7624 | 0,8989 | 0,7173 | 0,9085 | 0,6820 | 0,9158
0,60 | 0,8446 | 0,8853 | 0,7931 | 0,8989 | 0,7529 | 0,9085 | 0,7211 | 0,9158
0,65 | 0,8672 | 0,8853 | 0,8224 | 0,8989 | 0,7871 | 0,9085 | 0,7590 | 0,9158
0,70 | 0,8887 | 0,8853 | 0,8505 | 0,8989 | 0,8202 | 0,9085 | 0,7959 | 0,9158
0,75 | 0,9092 | 0,8853 | 0,8776 | 0,8989 | 0,8522 | 0,9085 | 0,8318 | 0,9158
0,80 | 0,9288 | 0,8854 | 0,9037 | 0,8989 | 0,8834 | 0,9085 | 0,8669 | 0,9158
0,85 | 0,9476 | 0,8865 | 0,9289 | 0,8995 | 0,9136 | 0,9088 | 0,9012 | 0,9161
0,90 | 0,9657 | 0,9016 | 0,9533 | 0,9078 | 0,9431 | 0,9141 | 0,9347 | 0,9198
0,95 | 0,9831 | 0,9595 | 0,9769 | 0,9538 | 0,9719 | 0,9511 | 0,9677 | 0,9501

4.4.2. Aplicaciéon de Simulated Annealing

S.A. es un algoritmo metaheuristico de biisqueda local introducido por Kirpatrick et
al. [42], inspirado en el proceso metalirgico de recocido estudiado en estadistica mecanica.
Debido a su eficiencia se ha difundido ampliamente en los 1ltimos anos, particularmente
con fines de optimizacion combinatoria. En el contexto de estimaciéon de maxima verosi-
militud para distribuciones, se ha utilizado en trabajos como los de Vera y Diaz-Garcia
[74] y Abbasi et al. [1]. En el d4mbito de los procesos de difusion Romén-Romaén et al. [57]
lo han utilizado para estimar los parametros de un proceso de difusiéon tipo Gompertz.

El algoritmo realiza una exploracién iterativa del espacio paramétrico buscando me-

joras en el valor de la funcién objetivo. Una vez que se encuentra una nueva solucion, se
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acepta con probabilidad uno si mejora la anterior. Si no es asi, se acepta con una pro-
babilidad que depende del valor del incremento de la funcién objetivo, y también de un
factor de escala llamado temperatura (7'). Esto pretende evitar una atraccién hacia los
minimos locales. Mas especificamente, sea 6 la solucion existente para una iteracion dada
y f(0) el valor de la funcién objetivo en ella. En la siguiente iteracién se selecciona un
nuevo valor 6’ en un entorno Ny de 6 y se evalda el incremento en la funcién objetivo
A= f(0")— f(6). St A <0 entonces 0’ se selecciona como la nueva solucién. De lo contra-
rio, podria aceptarse con probabilidad p = exp(—A/T'). Asi, un ciclo interno genera una
cadena de Markov que es tan larga como el nimero de iteraciones del ciclo. Al final del
ciclo la temperatura disminuye gradualmente y se genera una nueva cadena de Markov.
Al principio, el proceso de enfriamiento permite seleccionar soluciones que empeoran la
funcién objetivo (alta temperatura). Mas tarde, a medida que la temperatura disminuye,
estas soluciones ya no son aceptadas. Esto permite la convergencia hacia un minimo local
de la funcién objetivo. Estudios tedricos (por ejemplo Hajek [33]) han demostrado que
cuando T se aproxima a cero (después de un proceso de enfriamiento infinitamente largo)
el proceso converge a un minimo local con probabilidad uno.

En consecuencia, la aplicacién general del algoritmo requiere:

1. Seleccion de los pardmetros iniciales del algoritmo (solucién inicial 6y, temperatura
inicial (7j), temperatura final, nimero de iteraciones del algoritmo (longitud de la

cadena de Markov, L) y procedimiento de enfriamiento) y una condicién de parada.
2. Aplicacién del procedimiento de seleccién para una nueva solucién L veces.

3. Verificacion de la condicion de parada. Si no se verifica, disminuir la temperatura y

volver al paso anterior.

En el estudio de simulacién que mostraremos posteriormente en el capitulo 5 hemos

considerado las siguientes opciones para los pardametros iniciales del algoritmo:
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. La solucion inicial se elige aleatoriamente en el subespacio acotado

O =1[0,2 — V3] x [0,a*] x (0,0,1).

El célculo de a* depende de la disponibilidad de datos sobre URR. Si estos datos
no estan disponibles, debemos sustituir ©’ por © = (0, 2 — \/3) x (0,1) x (0,0,1).

. Para la aplicaciéon de S.A. la temperatura inicial debe ser alta, de modo que al

principio existe una alta probabilidad, py, de aceptar valores que aumentan el valor
de la funcién objetivo. En nuestro caso, y segin Busetti [12], hemos considerado
po = 0,9, de modo que Ty = —Af*/log(py). AfT + denota el aumento promedio
en la funcion objetivo cuando los valores que producen un incremento se aceptan
después de considerar N valores en el espacio paramétrico. En nuestro caso, hemos

considerado N = 100.

. Para el proceso de enfriamiento hemos considerado un esquema geométrico en el

que la temperatura actual se multiplica por una constante (0 < v < 1), es decir
T; =~T;_1, 1 > 1. Los valores usuales para v estan entre 0,8 y 0,99. Para este caso

hemos establecido la constante v = 0,95.

. La longitud seleccionada de la cadena para la aplicacién de cada secuencia completa

del algoritmo es L = 50. Por lo tanto, en cada paso se generara una cadena de 50
soluciones antes de comprobar la regla de parada y modificar la temperatura si es

necesario.

. La regla de parada seleccionada es doble. En primer lugar se comprueba si los

ultimos 50 valores generados son iguales, en cuyo caso el algoritmo se detiene. De
lo contrario continta hasta que la temperatura alcanza un valor cerca de cero (0,1

en este caso).
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4.4.3. Aplicacion de Variable Neighborhood Search

La primera descripcion del algoritmo V.N.S. aparecié en la obra publicada por Mla-
denovic y Hansen [49]. Su principal objetivo es explorar diversos entornos del espacio
paramétrico cuando se localiza un éptimo local para la funciéon objetivo mediante el
empleo de un método de busqueda local. El algoritmo se aplica en dos fases distintas:
en la primera se determina una estructura de entornos en el espacio paramétrico, Ny,
k=1, - kna, v se elige una solucion inicial 6. Para k = 1,--- | kyay, la segunda fase
utiliza un método de busqueda local para determinar una nueva solucién 6* en Ny (6p). Si
0* provoca una mejora en la funcién objetivo entonces 6, = 6* y la buisqueda se reanuda
desde Ni(6p). En otro caso, la bisqueda contintia con el siguiente entorno Ny1(6y). De
esta forma, la solucion final proporcionada por el algoritmo es un minimo local con res-
pecto a la estructura de entornos knmay, por lo que es mucho mas probable encontrar un
minimo global con este método que con el uso de una estructura tnica. El procedimiento
descrito anteriormente cambia de estructura de entornos cada vez que se produce una
mejora en la funcién objetivo. En la literatura sobre V.N.S. esta version del algoritmo
se conoce como Variable Neighborhood Descent (otras versiones pueden contemplarse en
8]). Los trabajos de Zoraghi et al. [76] y Abbasi et al. [1] muestran algunas aplicaciones
del algoritmo V.N.S. a la estimacién de pardmetros en las distribuciones. Recientemen-
te, Roman-Romén y Torres-Ruiz [65] lo han aplicado para estimar los parametros de un
proceso de difusion relacionado con la curva de crecimiento de tipo Richards.

Como se ha indicado anteriormente, para la aplicacion del algoritmo V.N.S. debe-
mos tener en cuenta la estructura de entornos y el método de buisqueda local. En las
aplicaciones practicas que hemos realizado en esta memoria se han hecho las siguientes

elecciones:

» Estructura de entornos: Después de seleccionar un valor para kmax (5 en este

caso) procedemos de la siguiente manera.

Istoni da Luz Sant’Ana



Aportaciones en el estudio de modelos estocasticos de crecimiento para
70 el estudio de la produccién de petrdéleo. Proceso de difusién Hubbert.

Sea © el subespacio paramétrico anteriormente mencionado. Dada una solucién

inicial 6y = (ag, 1o, 09)” consideramos las cantidades:

o 2 — \/g — 1o Qp 1-— Q
11 kmax’ 12 kmax 5 1021 kmax’ 22 kmax )
go 0,1 — 0y
[ By — 2= 20
31 kmaxv 32 kfmax )

a partir de las cuales la estructura de entornos es
Ni(0) = [no — k har,mo + k hag] X [ag — k har, g + k hag] X [0 — k hs1, 00 + k hag]

para k=1, , kmax-

= Bisqueda local: El método de busqueda local que hemos seleccionado es S.A..
Esta eleccion nos permite realizar un procedimiento hibrido que ha demostrado ser

util en varias aplicaciones (véase, por ejemplo, [1] o [65]).

Con el fin de aplicar el algoritmo hemos considerado como una solucién inicial aquella

encontrada aplicando el algoritmo S.A.

4.5. Traslacion en el tiempo para el proceso Hubbert

En las aplicaciones practicas es usual considerar valores altos de los instantes de tiempo
para el proceso. En estos casos puede caber la posibilidad de que el valor estimado de 7 sea
proximo a cero (notemos que 1 = a'm*.) En estas situaciones, comunes en casos reales,
muchos paquetes computacionales y/o estadisticos pueden encontrar dificultades para
obtener estimaciones precisas, pudiéndose producir errores considerables en los resultados
finales.

Para evitar esta situacion se propone una alternativa que pasa por considerar un nuevo
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proceso de difusién {Y (¢);t > to — k}, obtenido a partir de {X(¢);t > ¢y} considerando
una traslacién de longitud k& en el tiempo, esto es, Y (t) = X (¢ + k), de tal forma que los
datos originales pueden considerarse como observaciones del nuevo proceso, para el cual el
instante inicial de tiempo es ty = 0. Este nuevo proceso es también un proceso de difusion
Hubbert cuyos pardmetros o y o permanecen invariantes mientras que 7 se transforma
enn =a *n.

En efecto, sea {X(t);t > to} el proceso Hubbert, y sea {Y (t);t > to — k} el proceso
transformado tras la traslacién de longitud & en el tiempo, o sea, Y (t) = X (t+k). Notemos
A, (z,t) y Bi(y,t) a sus respectivos momentos infinitesimales de orden m.

Teniendo en cuenta la definicion de momento infinitesimal de orden m,

A1) = Jim B (X (4 A1) — X(0)"X(1) = 1],

es inmediato comprobar que B,,(y,t) = A,,(y,t+ k). Asi, el proceso Y (¢) tiene momentos

infinitesimales dados por

Bi(y,t) = —1In e/

BQ (y) = 02y27

donde 7' = na~*.

En consecuencia, Y (¢) también es un proceso de difusién Hubbert cuyos momentos
infinitesimales difieren de los de X(t) sélo en la reparametrizaciéon ocurrida en 7. Lo
mismo ocurre para las distribuciones finito dimensionales, la densidad de transicién y

principales caracteristicas del proceso. En particular,
Gy (tly,s) = Gx (t + kly, s + k).

Ademsds, para las expresiones relacionadas con instantes de tiempo (como el tiempo
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del pico) es suficiente con deshacer los cambios hechos en el tiempo. En efecto,

v Iny"  In(npa™) 1Inp
™ Ina  lna  Ina

k:tmax_k

In(2 + v/3) In(2 + v/3)

ti,nf - tinax In o = lmax — k Ina - tinf - k’

mientras que para valores concretos de la curva se tiene

gy = (77/ + Oét6)2 B (Ua_k + ozto_k)2 _ a2 (n+ at°)2 —
'1:( max) = Zo 47’]’0{156 = Ty 477(1716@1‘/07]{ = Ty 4@72]“)70&0 - :B( max)
I\ 2 _ 1\ 2 _ 2
n/+at0) (T]O{ k+Oét0 k) a 2k (77+at0)
URR = — (,—:— = — =URR
o n'ato In a o na~—kato=kIn o o a—2?knato In o
&ta _ OéTI/: CYto—k? _ CYTF_k
'=n'URR' : — =na *URR
c (7 +a%) (i +atr) ~ ™ (na=* + ato=k) (na—* 4 aTr-k)
atlo — aTF
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Capitulo 5
Tiempos de primer paso en el proceso de difusién

Hubbert

5.1. Cuestiones generales sobre tiempos de primer

paso en procesos de difusion

En el estudio de fenémenos que involucran variables que evolucionan en el tiempo, y
que por tanto se pueden modelar mediante procesos estocasticos, es frecuente plantearse

cuestiones acerca de la evolucién temporal de la variable en estudio.

Por tanto, cuando se dispone de variables que evolucionan en el tiempo y sobre las
cuales se desea determinar cuando se cumple una determinada condicion, es logico consi-
derar el problema de estudiar la distribucién de la variable instante en el cual la variable
en estudio verifica una determinada condicion. En las situaciones en las que el fenémeno
esté regido por un proceso estocdstico en tiempo continuo, es evidente que lo que esta-
mos planteando es estudiar el tiempo en el cual dicho proceso satisface una determinada
propiedad.

Dentro de este tipo de situaciones merece especial atencion aquéllas en las que la
variable temporal que se desea estudiar es el tiempo en el que el proceso verifica por

primera vez una propiedad; es decir la variable

Inf {t: X(t) verifica una propiedad dada},

t>to
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para la cual se debe calcular su distribucién.

Algunos ejemplos de situaciones de esta naturaleza los tenemos en la cria controlada de
especies para consumo, como piscifactorias, donde es importante saber el primer instante
en el que el organismo alcanza una determinada talla o un determinado peso, ya que eso
determina el instante en el que es apto para el consumo y no se debe seguir invirtiendo
en su cria. Otro ejemplo lo podemos encontrar en Economia, cuando se desea conocer
cuando una variable, como el P.I.B. o el I.P.C, atraviesa por primera vez un determinado
umbral (el cual puede tener un importante significado desde el punto de vista econdémi-
co). Siguiendo con el campo econémico, un problema actual en muchos paises son los
déficits en el gastos publicos relacionados a la Seguridad Social. Los gobiernos toman en
ocasiones medidas correctivas y conocer el tiempo necesario para reequilibrar las cuentas
publicas es un asunto de interés en tales situaciones. Otros ejemplos los tenemos en Far-
macocinética, cuando se dispone de diferentes medicamentos para el tratamiento de una
determinada enfermedad, y se desea saber el tiempo estimado para la cura y/o control
de dicha enfermedad, o en Neurobiologia, donde la actividad de una neurona puede ser
estudiada a través del instante en el que el proceso que modela la diferencia de potencial

de la membrana neuronal atraviesa un determinado umbral.

Todos estos ultimos ejemplos obedecen a un esquema que se conoce como problema de

tiempo de primer paso, y puede ser modelado matematicamente de la siguiente forma:

Sea {X(t); to <t < T} un proceso estocdstico en tiempo continuo y S(t) una funcién
continua (a la que denominaremos barrera) definida en [ty, T]. Se define la variable tiempo
de primer paso de X (t) a través de S(t), condicionada a que X (ty) = g, como

Tsm=1{ (5.1)
Inf {t: X(t) <S@)|X(ty) =x0}  sizo> S(to)

t>to
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Figura 5.1: Primer paso de X (t) a través de S(t).

y notaremos por g(S(t),t|zo,to) a su funcién de densidad. La figura (5.1) ilustra la situa-
cién comentada.
Esta definicion puede generalizarse al caso en el que no se condicione a un valor inicial.
En tal caso el tiempo de primer paso depende de la variable X (tg) y se define como
Inf{t: X(t)> S(t)} si X (to) < S(to)
t>to
Ts(),X(t0) = (5.2)
Inf{t: X(t)<S(t)} si X(to) > S(to).

t>to

En esta situacion, la funcién de densidad de la variable (5.2) puede obtenerse a partir

de la familia de densidades {g(S(t), t|xo,t0), 20 € J —{S(to)}}, donde J denota el rango

de variacién de X (ty), mediante la expresién

e—0Tt 0o

S(to)—e
g(S(t),t) = lim [/ g(S(t)at|x07t0)fX(to)(x0> dl‘o

—+o0
+ / 9(S (1), t10,to) fx oy (o) do | |
S

(t0)+6

donde fx () es la densidad de X (). Por tanto, este caso puede reducirse al dado en (5.1).

Istoni da Luz Sant’Ana



Aportaciones en el estudio de modelos estocasticos de crecimiento para
76 el estudio de la producciéon de petrdéleo. Proceso de difusién Hubbert.

Aunque en esta memoria nos ubicamos en el caso de procesos de difusién, algunos de los
resultados que comentaremos han sido extendidos a clases de procesos mas generales,

como es el caso de los procesos de Markov o la clase de procesos gaussianos.

Centrandonos en procesos de difusién, sea { X (t) : tp < ¢ < T} un proceso de difusién
unidimensional con media y varianza infinitesimal A;(z,t) y As(x,t), respectivamente,
definido sobre el intervalo I = (ry,r3) , con 1y, (i = 1, 2), barreras naturales. Supongamos,
asimismo, que P [X (ty) = x¢] = 1 y consideremos una funcién S(t) continua, en principio,

en [to, T]

El estudio de la obtencién de la densidad de tiempo de primer paso del proceso X (t) a
través de la barrera S(t) ha seguido un largo camino y numerosos autores han participado
en el desarrollo de esta teorfa. Tras un largo proceso, en el que se fueron considerando
procesos concretos y posteriores generalizaciones, Giorno et al., [19], establecieron que la
densidad de tiempo de primer paso verifica una ecuacién integral de Volterra de segunda
especie. El estudio del caso no homogéneo pasé por diversas etapas. En primer lugar
se considerd la clase de procesos no homogéneos cuya densidad de transicion se puede
obtener a partir de la de procesos homogéneos mediante una cierta factorizacion de la
misma (Gutiérrez et al. [22, 30]) para posteriormente, tratar con la clase de procesos
que se pueden obtener a partir del proceso Wiener (Gutiérrez et al. [31], Torres [70]),
concluyéndose con la verificacion de la anteriormente citada ecuacion integral para la clase
de procesos no homogéneos en general (Gutiérrez et al. [25]). En concreto, la ecuacién

integral es

g (S(t), t]zo, to) = 2p {-xp (S(t), |0, to) +/t 9 (S(7), 7|0, to) W (S(1), ¢S (7), 7) dT}
’ (5.3)

donde p = Sgn (S(ty) — xo) y el niicleo de la ecuacién viene determinado por
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W(S(0), tly. ) =5 £ (S(0), ) [S’<t> — A (S(0),) +

1 of (x,tly,7)

x=5(t)

siendo f(z,t|y, s) la funcién de densidad de probabilidad de transicién del proceso.

5.2. Tiempos de primer paso en el proceso de difu-

sion Hubbert

A continuacién vamos a aplicar los resultados resumidos en la seccién anterior al
proceso de difusion Hubbert.

En primer lugar calculamos el nicleo de la ecuacion integral de Volterra de segunda
especie cuya solucién proporciona, para una barrera S(t), la densidad de tiempo de primer
paso del proceso por dicha barrera.

A partir de la expresién de la densidad de transicién, dada por (3.5), se verifica

W [ ryas e T
0wty ) Sty |, ny [ G-
ox T o2 (t—7) ’

de donde el nicleo de la ecuacién integral (5.3) queda en la forma

S(t) ¢
In—=— [ r(s)ds
FSO187) | 1500 - 502 /

v(S(t).tly,7)=

t—T1

La resoluciéon de la ecuacién integral no conduce necesariamente a una solucién en
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forma explicita para la densidad de tiempo de primer paso. En general no se puede asegurar
tal hecho, aunque en algunas ocaciones si se puede obtener. Tal es el caso cuando el
nicleo de la ecuacion se anula en el intervalo de integracion entre ¢y y ¢, esto es, cuando

U (S(t),t)S(r),7) =0, Vt € [ty, T), en cuyo caso la solucién es

g(S(t),t | wo,to) =| 2W(S(t), t|xo,t0) | -

Una condicion para ello es que

S(t) — tT’ S)as
5t ), T

t—rT1

S'(t) —r(t)S(t) — S(t) =0,

lo cual conduce a una ecuacion diferencial ordinaria, cuya solucién proporciona la barrera
S(t) para la cual hay solucién explicita para la ecuacién integral. Resolviendo la ecuacion

diferencial, la barrera en cuestién es de la forma

S(t)=Aexp (Bt+ R(t)), A, BeR

donde
o
R(t) = /t r(s)ds =
resultando entonces
S(t) = 4P (B+1Ina)t

1+ a2
y con ello, para xo # Aexp(Bto+ R(ty)), la densidad de tiempo de primer paso queda en

la forma

9 2

| In(A/o) + Bto + R(to) | In(A /o) + Bt + Tt — to) + R(t)

(t —t0)3/ 20V 27

g (S(t),t ]z, ty) = exp 207 — 1o)
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Sin embargo, en la mayor parte de las ocasiones, la ecuacién (5.3) no tiene una solucién
en forma explicita. En tales casos hay que recurrir a esquemas numéricos. Uno de los mas
ampliamente utilizados se basa en la aproximacién numérica de la integral que aparece en
la expresion de la ecuacion (5.3) mediante la regla del trapecio compuesta. Ello da origen
a un método iterativo cuya expresion, para S(tg) > xo (la expresion para S(ty) < xg es

inmediata) es la siguiente:

Q(S(to—i‘h),to—Fh’l’o,to) = 2 S(to—Fh),to—i‘h’Q?o,to)

g (S(to + kh),to + khlzo,to0) = —2W(S(to+ kh),to + kh|zo, to)

-1

+2h > g (S(to+jh),to + jh|zo, to) X
1

to + kh), to + kh|S(to + jh), to + jh)

>~ —

J

x (S

~~

k=23,... (5.4)

siendo h el paso de integracion.

Romaén et al. [59] estudiaron los problemas asociados a la aproximacion de la densidad
del tiempo de primer paso mediante procedimientos numéricos de este tipo e introdujeron
el empleo de la funcién F.P.T.L., la cual permite localizar el rango de variaciéon de la
variable en estudio.

El empleo de (5.4) requiere:
1. La eleccion de un paso de integracién apropiado, h.
2. Aplicarlo desde el instante de tiempo inicial, t,.

3. Detener la ejecucion en el tiempo 7', o en un instante de tiempo previo si se verifica
una determinada regla de parada, por ejemplo, cuando la integral de la solucién

obtenida se aproxime a uno o el incremento en la integral no sea significativo.

El principal problema en la aplicacién de (5.4) es la eleccién de h. Puesto que el proce-

Istoni da Luz Sant’Ana



Aportaciones en el estudio de modelos estocasticos de crecimiento para
80 el estudio de la producciéon de petrdéleo. Proceso de difusién Hubbert.

dimiento numeérico proporciona una sucesién de funciones g, (S(t), t|zo, to) que converge a
g(S(t),t|zo, to) cuando h tiende a 0, se debe elegir un valor pequetnio de h con el propésito
de garantizar una buena aproximaciéon de g. No obstante, dicho valor no puede elegirse
de forma absoluta sino en relacién al rango de valores para el que la densidad del tiempo
de primer paso es significativamente distinta de 0. Una eleccion inapropiada de h puede

acarrear diversos inconvenientes:

= Si h es excesivamente pequeno en relacién al rango de variacion de T ) 4, €l coste
computacional del método es innecesariamente elevado dado que un paso de inte-
gracion mayor proporcionaria una aproximacion similar con un nimero menor de

evaluaciones del algoritmo.

= Si 1 es pequeno, pero grande en relacion al rango de variacion de Ts() ., €l proce-
dimiento puede dar lugar a aproximaciones no validas debido a que el algoritmo es
evaluado sobre pocos puntos significativos del rango de variacién, proporcionando
aproximaciones nada suaves que no integren uno. Es posible incluso, en el caso ex-
cepcional de un rango de variacion de T's) ., muy pequeno, que un valor de h, que, a
priori, puede parecer adecuado, produzca una aproximacién nula como consecuencia

de que el algoritmo salta el rango de variacion de T ) z,-

» Aparte de las consideraciones anteriores, si Ts) 4, se localiza muy lejos del instante
inicial t5, v no estd muy dispersa, la aplicacién del algoritmo numérico desde tg
puede conllevar un coste computacional innecesariamente elevado. Esto también
puede ocurrir si la densidad de la variable tiempo de primer paso presenta una cola
a la derecha excesivamente grande y consideramos una regla de parada como la

referida.

La funcién F.P.T.L. es una herramienta que permite solventar los anteriores inconve-

nientes. A partir de sus fundamentos, los autores realizaron en [60] un paquete en R para
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implementarla. Dicho paquete ha sido posteriormente modificado, ver [62], permitiendo

abordar problemas de indole més general a los originariamente planteados, [61].

5.3. El tiempo del pico como tiempo de primer paso

Como ya se ha comentado, la determinacion del instante en el cual se alcanza el pico
de produccién es un problema de sumo interés; de hecho dio origen a la teoria del pico de

Hubbert.

Puesto que el tiempo del pico se puede expresar mediante una funcion paramétrica de
los parametros del proceso de difusién introducido, una posibilidad de estimacién de dicho
instante de tiempo es a partir de la estimacién de dichos parametros. No obstante, el uso de
procesos de difusién para la modelizacion de la produccién de petréleo permite abordar la
estimacion del tiempo del pico desde una perspectiva estocdstica; concretamente a partir
de la obtencion de la variable temporal que modeliza el instante en el que la produccion

alcanza su maximo.

Teniendo en cuenta la relaciéon entre las curvas Hubbert y logistica, y considerando
el proceso de difusién X%(t), introducido por Roman-Romén y Torres-Ruiz en [63], y
relacionado con la curva logistica (2.2), la variable temporal que modeliza el instante
en el que el proceso Hubbert alcanza su maximo coincide con aquella que modeliza el
instante en el que ocurre la inflexién para XL(t). El problema de la determinacién del
instante de inflexién ha sido estudiado por Gutiérrez et al. en [29] en el contexto de un
proceso de difusion tipo Gompertz, formulandolo como un problema de tiempo de primer
paso. Siguiendo un razonamiento en la misma linea, se puede verificar que el instante de
inflexién para el proceso logistico X *(t) puede ser formulado como un problema de tiempo
de primer paso a través de la barrera constante que representa el valor del proceso en tal

instante, esto es, S = URR/2. Asi pues, la variable temporal que consideramos es
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Inf{t: X(t) > URR/2|X"(ty) = xk} sizl < S(ty)

TSm = t=to
’ Inf{t: X(t) < URR/2|X"(ty) = 2L} sizl > S(t).

t>to

donde z{ es el valor de la distribucién inicial para X, el cual debe ser el de la produccién

acumulada hasta £, o sea

to to
Ty = / x(t)dt = —{L‘On ra

. .
o aloln o

Observemos que para el problema planteado no tenemos una solucién explicita para la
ecuacion integral de Volterra (5.3). Por lo tanto se hace necesario el empleo del esquema

numérico (5.4), para el cual usaremos el paquete fptdApprox desarrollado por Romén-
Romén et al. (ver [62]).
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Capitulo 6

Ajuste y prediccion. Aplicaciones

El objetivo de este capitulo es mostrar como puede ser utilizado el proceso introducido
en esta memoria para la modelizaciéon de fenémenos reales que muestren una tendencia
de tipo Hubbert. En concreto nos centraremos en la estimacion de las principales carac-
teristicas del proceso, resumidas en la tabla (3.3), las cuales serdn de gran importancia
para abordar problemas como el de la predicciéon de tendencias futuras a partir de la
informacion disponible hasta un momento concreto. De igual forma abordaremos el pro-
blema de la estimacién del tiempo del pico y del pico que, como ya se ha comentado en
reiteradas ocasiones, son cuestiones de maxima importancia sobre todo en el ambito de

la modelizacion de la produccién de petréleo.

6.1. Ajuste y prediccion

Para abordar cualquiera de las dos vertientes comentadas (caracteristicas y medidas
asociadas al pico) el punto de partida es el mismo: la obtencién de las estimaciones de
los parametros del proceso a partir de datos disponibles de trayectorias muestrales. En el
caso de disponerse de una trayectoria se considerara que la distribucién inicial del proceso
es degenerada en el valor indicado por la primera observaciéon disponible, mientras que
cuando se disponga de multiples trayectorias se asumira que la distribucién inicial es
lognormal A;[u1, 0?], cuyos pardmetros se estimardn a partir de la informacién disponible

para cada trayectoria en el instante inicial #;.
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Posteriormente se calcularan las estimaciones del resto de parametros. Para ello hay

dos opciones disponibles:

1. A partir del sistema de ecuaciones (4.5), obtener las estimaciones de « y 7, mientras
que la de o2 se deduce de la expresién (4.6). Como se ha comentado en el capitulo
3, para resolver el sistema es necesario emplear métodos numéricos. En nuestro caso
se ha usado el de Newton-Raphson. Para ello es necesario disponer de soluciones
iniciales, obtenidas mediante los procedimientos citados en el mencionado capitulo.

El método usado para ello dependera de los datos disponibles, a saber:

= Si el pico y el tiempo del pico son conocidos (o pueden ser aproximados) se

empleara el procedimiento 1.

= En el caso de no disponer de informacion sobre el pico pero si del punto de

inflexion de la curva anterior al mismo, se usard el procedimiento 2.

= Si existe una estimacion del valor de URR se empleara el procedimiento 3.

2. Obtener las estimaciones de los pardmetros mediante el empleo de algoritmos heuristi-
cos. En nuestro caso hemos considerado S.A. y V.N.S., para cuyo empleo es necesario
una acotacién previa del espacio paramétrico. Tanto la descripcién de los métodos

como de la acotacién del espacio paramétrico se han realizado en el capitulo 3.

Una vez obtenidas las estimaciones de los parametros, y mediante el empleo del teore-
ma de Zehna, se obtienen las correspondientes a las funciones paramétricas del tipo (3.6).
Notemos que tanto la funcién media como la media condicionada son curvas Hubbert,
lo cual las hacen especialmente validas tanto como para ajustar el modelo a los datos
muestrales como para disponer también de la posibilidad de realizar predicciones a partir
del modelo ajustado. Otras funciones de interés seran la moda, mediana asi como las de

percentiles. Hay que notar que si se desea realizar predicciones en futuros instantes de
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tiempo es mds razonable usar las versiones condicionadas de estas funciones (condicio-

nando al valor en el ultimo instante de observacién) puesto que estas funciones emplean

informacion mas actualizada.

En lo que se refiere a la estimacion del tiempo del pico proponemos dos enfoques:

1.

El primero estd basado en el hecho de que tanto la funcién media como su versién
condicionada alcanza su maximo en el mismo instante, el cual determinara el tiempo

del pico. En concreto,
Inn

max —
In o

En consecuencia se trata de una funcién paramétrica que puede ser estimada a partir

de las correspondientes estimaciones maximo verosimiles de 1 y «, resultando

-~ In
tmax =

‘30

fu—

Q)

1

Utilizar la distribucién de la variable aleatoria tiempo del pico obtenida como se

describe en el capitulo 4. A partir de dicha distribucién se puede obtener una esti-

*
max?

macién puntual, ¢ mediante medidas apropiadas de tendencia central de dicha
variable (media y/o mediana principalmente). Por otra parte, el conocimiento de
esa distribuciéon puede proporcionar informacién adicional sobre el comportamiento

de la variable aleatoria tiempo del pico.

Finalmente, para el valor del pico también proponemos dos alternativas:

1.

Calcular la estimacion méaximo verosimil del pico a partir del maximo de la funcién

media (3.7), o sea

o1\ (n+ah)?
exp (Ml + 7) “apah (6.1)

o de la funcién media condicionada (3.8)

(7 +a°)?

—— 6.2
dnas (6:2)

Ts
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siendo x4 el valor del proceso en el instante s.

2. Calcular una estimacién puntual para el pico como el valor de la media estimada,
o como el valor de la funcién media condicional estimada, evaluada en la estima-
cion puntual del tiempo de pico obtenida a partir de la distribucion de la variable

aleatoria tiempo de pico, es decir:

6.2. Estudios de simulacion

En esta seccion se presentan diversos estudios de simulacién con el objetivo de validar
los métodos de inferencia comentados en los capitulos anteriores. Centraremos el interés
tanto en lo que se refiere a la estimacién de los parametros del proceso como a la prediccion
del tiempo del pico y pico.

Se han realizado dos simulaciones de trayectorias diferentes, dependiendo del tipo de
método de estimacién de los pardametros considerado; esto es, una simulacion para el caso
de estimacién resolviendo el sistema de ecuaciones de verosimilitud y otra cuando se han
usado los algoritmos S.A. y V.N.S.

En cada una de las simulaciones se han generado 50 trayectorias muestrales. El método
usado para ello ha sido mediante la relacién existente entre el proceso Hubbert y el proceso

de Wiener, esto es:

n+ o'
n+ at

X(t) = X, < >2att0 exp (aW(t —tg) — %Z(t — t0)> :
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Cada trayectoria consta de 501 valores, los cuales han sido simulados en los instantes
de tiempo t; = (1 —1)-0,1, ¢ = 1,...,501, considerando una distribucién degenerada en el
valor zy = 100. Tras la obtencion de cada trayectoria, se ha seleccionado una muestra de
ella comenzando por el primer valor, tomado instantes de tiempo igualmente espaciados
usando un paso igual a uno. De esta forma se obtuvo una muestra de 51 datos para cada
trayectoria. Ademads, todo el procedimiento se replicé 50 veces.

En la primera simulacién se han considerado los siguientes valores para los parame-
tros del proceso: n = (0,03, 0,04, 0,05), « = (0,85,0,875,0,9,0,925) y o = (0,01, 0,05, 0,07).
Para la segunda simulacién se amplié el rango de valores considerado para « y 7; con-
cretamente, 7 = (0,01,0,025,0,05,0,1,0,15,0,2,0,25) (recordemos que 7 < 2 — v/3) y
a=005+(—1)-0,1,7=1,...,10, mientras que para ¢ se han considerado los valores
0,05 y 0,07. Dentro de la arbitrariedad de estas selecciones, se han considerado valores
que no difieran de los estimados en situaciones reales, como las que se muestran poste-
riormente.

A continuacién se muestran los resultados, distinguiendo entre los obtenidos para la

estimacion de los parametros y las estimaciones del tiempo del pico y pico.

6.2.1. Estimacion de los parametros

Resolucién del sistema de ecuaciones de verosimilitud

Como ya se ha comentado, la resolucién del sistema de ecuaciones (4.5) precisa de
la obtencion de soluciones iniciales. En el capitulo 3 se proponen algunos procedimientos
para ello, los cuales dependen de la informacién que se tenga, o se pueda obtener, sobre
el pico, tiempo del pico, inflexién de la curva y URR.

Hemos considerado dos escenarios:

= Escenario 1: Se visualiza el pico. En este caso se ha considerado cada trayectoria

simulada en su totalidad
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= Escenario 2: El pico no se visualiza. En este caso cada trayectoria sera truncada
en un instante de tiempo, T, anterior al instante del pico pero posterior al primer
punto de inflexion. Especificamente, el instante de truncamiento considerado en
este estudio es el que representa el tercer cuartil de los instantes entre el punto de
inflexién y el tiempo de pico. La tabla 6.1 muestra el nimero de datos utilizados

para cada combinacion de los parametros en este escenario.

8}

T 17085 0.875 0.9 0925
003 | 19 23 30 40
004| 17 21 27 37
005| 16 19 25 34

Tabla 6.1: Primera simulacion: niimero de datos utilizados en el segundo escenario.

Con el fin de obtener la solucién inicial para el sistema de ecuaciones (4.5), se han

tenido en cuenta las siguientes consideraciones:

» Para el procedimiento 1, considerando que los datos incluyen el pico de la curva, se
ha ajustado un spline cibico natural, v, a la media de las trayectorias de la muestra.
De esta forma se considera t,., como el instante de tiempo en el que v alcanza su

maximo y, con ello, Z(tmax) = U(tmax)-

» Para el procedimiento 2, y tras ajustar un spline ctibico natural (v) a la media de
las trayectorias de la muestra, se considera t;,s como el instante de tiempo en el que

su primera derivada presenta un méximo local. Por consiguiente, z(tj) = v(tinf).

» Para el procedimiento 3, es decir, teniendo en cuenta que hay informacion disponible
para URR, debemos senalar que, en la practica, las estimaciones de reservas proba-
das publicadas en diferentes dominios ptublicos sufren cambios de forma constante.

Laherrere [44] comenta que menos del 7% de estos cambios se deben a adiciones de
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nuevos descubrimientos. De hecho, mas del 93 % de las adiciones de reservas provie-
nen de la reevaluacién de anteriores estimaciones. Por esta razén, en este estudio se
ha decidido analizar el efecto ejercido sobre la estimacion de los parametros cuan-
do el valor proporcionado de URR es considerado 6ptimo, asi como cuando esta

cantidad sobreestima y subestima la cantidad real en un 10 %.

Bajo el escenario 1 se ha considerado el procedimiento 1 de obtencion de la solucion
inicial, mientras que para el escenario 2 se han usado los procedimientos 2 y 3. En las
aplicaciones practicas el segundo escenario es mas interesante, sobre todo con el objetivo
de obtener predicciones del pico de produccion, pero en cualquier caso hemos incluido
el primero con el fin de mostrar las capacidades inferenciales del método propuesto. La
figura 6.1 muestra el esquema general seguido en esta aplicacion.

Las soluciones iniciales de los procedimientos numéricos para los casos previamente
considerados se muestran en la tabla 6.2. Se puede observar como las soluciones iniciales
ya proporcionan buenas estimaciones para los pardametros tedricos, con una tendencia
general a empeorar ligeramente a medida que o crece. Es de particular interés ver cémo
el procedimiento 2 proporciona valores similares a los del procedimiento 1, a pesar de que
utiliza un nimero significativamente menor de datos. Con respecto al procedimiento 3, y
como se esperaba, cuando la produccién se sobrestima o subestima, los valores difieren

ligeramente de los deducidos en el caso de que exista un valor URR exacto disponible.
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Valores de los parametros
n= 003,0.04,0.05

]

o= 0.85,0.875,0.9,0.925
a=10.01,0.05,007

Sesimulan 30 trayectorias
Para cada trayectoria, 301 dates en ¢ =(—-D40.1i=1..500
Distribucion degenerzda en % =100

|

J0trayectorias muestrales con 31 datos en ¢, = 0]1....50

100 replicaciones

I

Scenario 2:

Escenario 1: .
Trayectorias muestrales truncadas

Trayectorias muestrales completas en el tercer cuartil entre el punto
de inflexion y el pico

Busqueda de solucion nicial
del sistema de ecuaciones (4.5)
v P “u

Procedmiento 1 | Procedimiento 2 | | Procadimiento 3

| Estimacion MV de los parametros |

l

Estimacion final de los parametros a partir
de las estimaciones de cada replicacion

l

Ajuste v prediccion.
Pico y tiempo del pico

Figura 6.1: Esquema de la primera simulacion.
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Scenariol

Scenario2

Proc,1

Proc,2

Proc,3

Standard —10%URR

+10 %URR

n @ g 10 @0

70 @0

70 @0 10 (1)

70 @0

0,03 0,85 0,01 0,03001 0,85018
0,05 0,03005  0,85049

0,07 0,03007  0,85033
0,875 0,01 0,03001 0,87513
0,05 0,03002  0,87467

0,07 0,02999  0,87443

0,9 0,01 0,03002  0,90022
0,05 0,03004 0,89992

0,07 0,03001  0,89939
0,925 0,01 0,03001  0,92501
0,05 0,02094 0,92444

0,07 0,02986  0,92439

0,04 085 0,01 0,04002  0,84981
0,05 0,04010  0,84988

0,07 0,04013  0,84951
0,875 0,01 0,04002 0,87514
0,05 0,04002  0,87494

0,07 0,03999  0,87482

0,9 0,01 0,04003  0,90004
0,05 0,04003  0,89975

0,07 0,03999  0,90009
0,925 0,01 0,04002  0,92487
0,05 0,03990  0,92501

0,07 0,03974  0,92459

0,05 085 0,01 0,05002  0,85001
0,05 0,05009  0,84960

0,07 0,05012  0,84890
0,875 0,01 0,05002  0,87493
0,05 0,05003  0,87497

0,07 0,05002 0,87485

0,9 0,01 0,05003  0,89986
0,05 0,05002  0,89946

0,07 0,04997  0,89963
0,925 0,01 0,05001  0,92505
0,05 0,04985  0,92469

0,07 0,04967 0,92485

0,02074  0,85052
0,02955 0,85148
0,02949 0,85211
0,02990 0,87538
0,02926 0,87707
0,02882 0,87776
0,02992  0,90037
0,02883  0,90220
0,02786  0,90372
0,02975  0,92548
0,02806 0,92760
0,02726  0,92860
0,04016  0,85010
0,03881  0,85259
0,03879  0,85302
0,04032  0,87490
0,03980 0,87639
0,03879 0,87773
0,04022  0,90010
0,03816 0,90274
0,03735  0,90379
0,04003 0,92517
0,03682 0,92818
0,03599  0,92905
0,05055 0,84972
0,04881  0,85277
0,04846 0,85333
0,04954 0,87568
0,04852 0,87736
0,04765 0,87852
0,05043  0,90001
0,04686  0,90348
0,04672  0,90399
0,04918  0,92569
0,04574 0,92864
0,04447  0,92966

0,03001 0,85001 0,03245 0,84560
0,03005 0,85019 0,03251 0,84578
0,03010 0,85031 0,03256 0,84590
0,03001 0,87502 0,03247 0,87133
0,03007 0,87522 0,03255 0,87154
0,03013 0,87534 0,03260 0,87166
0,03001 0,90003 0,03241 0,89685
0,03010 0,90022 0,03250 0,89705
0,03016 0,90033 0,03257 0,89715
0,03001 0,92504 0,03245 0,92268
0,03012 0,92521 0,03257 0,92286
0,03020 0,92530 0,03265 0,92295
0,03099 0,85001 0,04323 0,84525
0,04007 0,85016 0,04330 0,84540
0,04012 0,85026 0,04336 0,84550
0,04001 0,87503 0,04319 0,87089
0,04011 0,87522 0,04330 0,87109
0,04018 0,87535 0,04338 0,87123
0,04001 0,90003 0,04315 0,89658
0,04013 0,90021 0,04328 0,89677
0,04021 0,90032 0,04338 0,89688
0,04002 0,92504 0,04312 0,92235
0,04019 0,92523 0,04330 0,92255
0,04030 0,92534 0,04343 0,92265
0,04999 0,85002 0,05387 0,84465
0,05009 0,85016 0,05397 0,84480
0,05017 0,85026 0,05405 0,84490
0,05001 0,87502 0,05396 0,87065
0,05013 0,87520 0,05409 0,87083
0,05022 0,87532 0,05420 0,87096
0,05002 0,90003 0,05384 0,89627
0,05018 0,90023 0,05401 0,89647
0,05029 0,90034 0,05414 0,89658
0,05003 0,92504 0,05383 0,92214
0,05025 0,92524 0,05407 0,92235
0,05040 0,92535 0,05423 0,92246

0,02785 0,85343
0,02790  0,85360
0,02793  0,85372
0,02784 0,87788
0,02791  0,87807
0,02795  0,87820
0,02789  0,90248
0,02797  0,90267
0,02802  0,90278
0,02787  0,92685
0,02797  0,92702
0,02804 0,92711
0,03716 0,85371
0,03722  0,85386
0,03727  0,85396
0,03719  0,87823
0,03728 0,87842
0,03735 0,87855
0,03722  0,90269
0,03733  0,90287
0,03741  0,90298
0,03726 0,92711
0,03741  0,92730
0,03752  0,92704
0,04656 0,85418
0,04664 0,85433
0,04671 0,85442
0,04651  0,87842
0,04662  0,87859
0,04671 0,87871
0,04661  0,90295
0,04675 0,90313
0,04686  0,90325
0,04663 0,92727
0,04683  0,92747
0,04697 0,92757

Tabla 6.2: Soluciones iniciales para diversos procedimientos y combinaciones de valores de 1, a y o.
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La tabla 6.3 contiene las estimaciones de los parametros tras resolver el sistema de
ecuaciones (4.5) a partir de la soluciones iniciales de la tabla 6.2, asi como el error absoluto
relativo total (suma de los errores absolutos relativos entre cada estimacién y el pardmetro
correspondiente). Se observa que las estimaciones de los procedimientos 2 y 3 convergen
al mismo valor, aunque procedan de valores iniciales diferentes. Ademaés, las obtenidas
utilizando todos los datos tienden a ser més precisas que las calculadas en el segundo
escenario, independientemente de los valores de 1y a (esto se hace atin més evidente segiin
o crece). La principal diferencia en la estimacién realizada en los dos escenarios se percibe
al observar la estimacion de o, que es mas precisa para la primera, como se esperaba dado
que el primer escenario emplea todos los datos disponibles. En consecuencia, el error para

el segundo escenario es siempre mayor. Ademas, el error aumenta a medida que o crece.

Uso de S.A. y V.N.S.

Para el empleo de los algoritmos S.A. y V.N.S. se han tenido en cuenta todas las
consideraciones que sobre ambos métodos se han realizado en el capitulo 3, tanto en lo
que se refiere a la acotacion del espacio paramétrico como a la seleccion de los pardametros
y estructura de entornos necesarios para su empleo. Para V.N.S., se ha tomado como
método de busqueda local S.A., lo cual da origen a un algoritmo hibrido V.N.S.-S.A.

La tabla 6.4 muestra, para cada combinacion de los parametros, los errores relativos
absolutos (x107?) entre el valor real del logaritmo de la verosimilitud y el obtenido tras
aplicar los algoritmos. En este caso se ha optado por incluir este error ya que los proce-
dimientos trabajan directamente con la funcién de verosimilitud y, en consecuencia, debe
ser la referencia valida para comparar los resultados obtenidos.

Se observa que ambos procedimientos proporcionan buenas estimaciones en términos
de los errores relativos mencionados. Sin embargo, el uso del método hibrido V.N.S.-S.A.
mejora la estimacion ya que se observa una notable disminuciéon en el error relativo. Las

tablas 6.5 y 6.6 contienen las estimaciones de los pardmetros al utilizar este algoritmo.
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FEscenariol FEscenario?2
n Q@ o Proc. 1 Proc. 2,3
n a o Error n a o Error
0,03 0,85 0,01 0,03002 0,85001 0,00999 0,00177 0,03002 0,84999 0,00995 0,00521
0,05 0,03014 0,85005 0,04995 0,00588 0,03011 0,84998 0,04978 0,00821
0,07 0,03021 0,85007 0,06993 0,00823 0,03015 0,84998 0,06969 0,00954
0,875 0,01  0,03003 0,87502 0,00999 0,00205  0,03002 0,87501 0,00999 0,00119
0,05 0,03019 0,87509 0,04995 0,00740 0,03013 0,87505 0,04998 0,00467
0,07 0,03028 0,87513 0,06993 0,01048 0,03017 0,87508 0,06998 0,00624
0,9 0,01 0,03003 0,90002 0,00999 0,00225 0,03004 0,89999 0,01001 0,00169
0,05 0,03022 0,90014 0,04995 0,00873 0,03022 0,89997 0,04999 0,00768
0,07 0,03034 0,90019 0,06993 0,01262  0,03030 0,89997 0,06999 0,01048
0,925 0,01 0,03003 0,92503 0,00999 0,00203 0,03002 0,92503 0,00998 0,00250
0,05 0,03020 0,92519 0,04995 0,00785 0,03011 0,92519 0,04991 0,00561
0,07 0,03030 092527 0,06993 0,01151  0,03015 0,92527 0,06988 0,00699
0,04 0,85 0,01 0,04003 0,84999 0,00999 0,00168 0,04002 0,84999 0,00995 0,00508
0,05 0,04018 0,85004 0,04995 0,00544 0,04010 0,84998 0,04977 0,00705
0,07 0,04026 0,85006 0,06993 0,00760  0,04012 0,84999 0,06969 0,00765
0,875 0,01 0,04004 0,87501 0,00999 0,00197 0,04005 0,87498 0,00998 0,00292
0,05  0,04023 087508 0,04995 0,00695  0,04023 0,87493 0,04991 0,00755
0,07 0,04035 0,87511 0,06993 0,00982 0,04031 0,87492 0,06988 0,00958
0,9 0,01 0,04005 0,90002 0,00999 0,00222 0,04002 0,90002 0,01001 0,00201
0,05  0,04029 0,90013 0,04995 0,00848  0,04009 0,90015 0,05006 0,00393
0,07 0,04044 0,90017 0,06993 0,01219 0,04011 0,90023 0,07009 0,00450
0,925 0,01 0,04004 0,92503 0,00999 0,00217 0,04004 0,92502 0,00998 0,00282
0,05 0,04029 0,92518 0,04995 0,00858 0,04019 0,92515 0,04991 0,00672
0,07 0,04045 0,92526 0,06993 0,01259 0,04025 0,92522 0,06988 0,00820
0,05 085 001  0,05003 0,85001 0,00999 0,00161  0,05001 0,85001 0,00996 0,00376
0,05 0,05021 0,85003 0,04995 0,00512 0,05004 0,85009 0,04982 0,00443
0,07 0,05031 0,85004 0,06993 0,00714 0,05004 0,85015 0,06975 0,00450
0,875 0,01  0,05005 0,87501 0,00999 0,00190  0,05004 0,87499 0,00995 0,00529
0,05 0,05028 0,87507 0,04995 0,00660 0,05018 0,87498 0,04978 0,00803
0,07 0,05041 0,87509 0,06993 0,00930 0,05022 0,87499 0,06969 0,00886
0,9 0,01 0,05006 0,90002 0,00999 0,00218 0,05003 0,90002 0,00999 0,00170
0,05  0,05035 0,90012 0,04995 0,00822  0,05013 0,90014 0,05004 0,00375
0,07 0,05053 0,90016 0,06993 0,01179 0,05015 0,90021 0,07006 0,00429
0,925 0,01 0,05006 0,92503 0,00999 0,00223 0,05005 0,92502 0,00999 0,00179
0,05 0,05039 0,92517 0,04995 0,00893 0,05017 0,92516 0,04996 0,00445
0,07 0,05059 0,92524 0,06993 0,01308  0,05018 0,92524 0,06994 0,00473

Tabla 6.3: Estimaciones de los parametros y total de los errores relativos para diversos

procedimientos y combinaciones de valores de n, a y o.
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g =

0,05

n=0,01

n = 0,025

n = 0,05

7 =0,075

n=20,1

n=0,15

7= 0,20

n=20,25

SA | VNS

SA | VNS

SA | VNS

SA | VNS

SA | VNS

SA | VNS

SA | VNS

SA | VNS

0,05
0,15
0,25
0,35
0,45
0,55
0,65
0,75
0,85
0,95

2,150 | 0,470
2,750 | 0,050
2,450 | 0,040
1,500 | 0,010
6,640 | 0,270
9,290 | 0,100
7,489 | 2,060
2,470 | 0,170
6,330 | 0,700
0,590 | 0,150

1,440 | 0,110
1,620 | 0,070
0,840 | 0,010
1,020 | 0,040
1,990 | 0,001
1,970 | 0,030
7,620 | 0,530
5,240 | 0,050
3,530 | 0,350
0,300 | 0,010

0,750 | 0,001
1,090 | 0,058
0,915 | 0,013
0,822 | 0,027
0,313 | 0,007
0,228 | 0,037
1,348 | 0,039
0,404 | 0,064
1,022 | 0,078
0,458 | 0,146

0,310 | 0,001
0,050 | 0,010
0,440 | 0,020
0,310 | 0,001
0,280 | 0,001
0,560 | 0,001
0,120 | 0,040
2,270 | 0,040
0,090 | 0,010
0,030 | 0,020

0,110 | 0,010
0,328 | 0,012
0,574 | 0,017
0,277 | 0,012
0,321 | 0,004
0,420 | 0,057
1,028 | 0,117
3,651 | 0,034
0,536 | 0,053
0,343 | 0,105

0,010 | 0,001
0,292 | 0,018
0,005 | 0,005
0,139 | 0,009
0,346 | 0,005
0,067 | 0,002
0,502 | 0,095
2,144 | 0,738
0,938 | 0,135
0,259 | 0,236

0,040 | 0,001
0,245 | 0,011
0,211 | 0,001
0,170 | 0,005
0,007 | 0,064
0,259 | 0,019
0,153 | 0,085
0,027 | 0,029
0,392 | 0,295
0,018 | 0,017

0,040 | 0,001
0,123 | 0,049
0,066 | 0,065
0,127 | 0,043
0,077 | 0,067
0,099 | 0,100
0,074 | 0,068
0,518 | 0,426
0,004 | 0,342
0,028 | 0,013

g =

0,07

n = 0,01

n = 0,025

n=0,05

n = 0,075

n=20,1

n =015

n = 0,20

7 =025

(67

SA | VNS

SA | VNS

SA | VNS

SA | VNS

SA | VNS

SA | VNS

SA | VNS

SA | VNS

0,05
0,15
0,25
0,35
0,45
0,55
0,65
0,75
0,85
0,95

0,180 | 0,010
1,000 | 0,010
0,440 | 0,010
0,260 | 0,010
2,300 | 0,010
6,600 | 0,030
3,350 | 0,010
0,500 | 0,010
2,000 | 0,440
0,330 | 0,080

0,250 | 0,010
0,052 | 0,030
0,240 | 0,001
0,640 | 0,010
0,310 | 0,001
0,970 | 0,040
0,590 | 0,160
0,750 | 0,080
1,390 | 0,600
0,090 | 0,030

0,310 | 0,001
0,267 | 0,009
0,033 | 0,018
0,139 | 0,026
0,322 | 0,005
0,598 | 0,022
0,517 | 0,125
0,181 | 0,136
0,211 | 0,060
0,154 | 0,064

0,120 | 0,001
0,110 | 0,001
0,070 | 0,001
0,260 | 0,001
0,070 | 0,010
0,040 | 0,030
0,090 | 0,070
0,330 | 0,015
0,050 | 0,020
0,051 | 0,021

0,090 | 0,001
0,009 | 0,006
0,011 | 0,016
0,132 | 0,010
0,336 | 0,031
0,046 | 0,040
0,091 | 0,084
1,325 | 1,256
0,019 | 0,016
0,074 | 0,039

0,009 | 0,001
0,069 | 0,013
0,043 | 0,005
0,003 | 0,017
0,338 | 0,028
0,039 | 0,022
0,162 | 0,133
1,609 | 0,069
0,429 | 0,151
0,512 | 0,183

0,009 | 0,001
0,012 | 0,004
0,034 | 0,006
0,022 | 0,022
0,031 | 0,007
0,013 | 0,044
0,063 | 0,022
0,866 | 0,317
0,186 | 0,184
0,483 | 0,356

0,020 | 0,001
0,096 | 0,005
0,082 | 0,010
0,016 | 0,009
0,041 | 0,051
0,007 | 0,002
0,376 | 0,108
1,584 | 0,658
0,715 | 0,570
0,654 | 0,595

Tabla 6.4: Errores absolutos relativos (x1073) entre el verdadero y estimado valor del logaritmo de la verosimilitud

tras aplicar S.A. y V.N.S.-S.A.
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n = 0,01

n = 0,025

n = 0,05

(67

=

g

=

n

«

(67

=

g

0,05
0,15
0,25
0,35
0,45
0,55
0,65
0,75
0,85
0,95

0,0101
0,0100
0,0099
0,0101
0,0098
0,0099
0,0101
0,0101
0,0092
0,0142

0,0501
0,1503
0,2501
0,3501
0,4503
0,5498
0,6501
0,7501
0,8467
0,9476

0,0599
0,0526
0,0516
0,0509
0,0524
0,0509
0,0503
0,0508
0,0506
0,0503

0,0248
0,0249
0,0250
0,0247
0,0249
0,0249
0,0249
0,0248
0,0238
0,0253

0,0500
0,1502
0,2505
0,3500
0,4502
0,5499
0,6497
0,7500
0,8480
0,9496

0,0501
0,1501
0,2499
0,3498
0,4500
0,5499
0,6501
0,7500
0,8499
0,9498

0,0511
0,0510
0,0506
0,0512
0,0508
0,0506
0,0503
0,0501
0,0502
0,0503

0,0746
0,0747
0,0745
0,0751
0,0745
0,0748
0,0744
0,0742
0,0739
0,0729

0,0509
0,0502
0,0505
0,0498
0,0497
0,0501
0,0496
0,0498
0,0496
0,0498

n=20,1

n=0,15

7 =020

(0%

=<

g

=

Ui

«

(0%

=<

g

=

n

0,05
0,15
0,25
0,35
0,45
0,55
0,65
0,75
0,85
0,95

0,1001
0,1004
0,1004
0,1003
0,1004
0,0995
0,1004
0,1011
0,1012
0,1027

0,0409
0,1499
0,2499
0,3498
0,4499
0,5498
0,6498
0,7501
0,8500
0,9500

0,0505
0,0506
0,0508
0,0507
0,0508
0,0503
0,0503
0,0505
0,0505
0,0502

0,1499
0,1506
0,1505
0,1509
0,1505
0,1511
0,1505
0,1497
0,1511
0,1501

0,0499
0,1500
0,2499
0,3498
0,4499
0,5499
0,6497
0,7496
0,8498
0,0488

0,0505
0,0506
0,0505
0,0504
0,0502
0,0504
0,0502
0,0504
0,0503
0,0503

0,0201
0,2005
0,2005
0,2005
0,1992
0,2009
0,2003
0,1988
0,1991
0,1939

0,0502
0,1500
0,2498
0,3498
0,4497
0,5500
0,6497
0,7497
0,8495
0,9476

0,0504
0,0502
0,0505
0,0505
0,0503
0,0503
0,0503
0,0505
0,0504
0,0503

0,2482
0,2476
0,2470
0,2491
0,2496
0,2476
0,2474
0,2470
0,2440
0,2285

0,0505
0,0510
0,0503
0,0506
0,0502
0,0507
0,0504
0,0504
0,0502
0,0504

Tabla 6.5: Estimaciones de los parametros tras aplicar V.N.S.-S.A.
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n = 0,01

n = 0,025

n = 0,05

n = 0,075

=

n

(67

=

g

=

n

«

(67

=

g

=

n

(%

=

g

0,05
0,15
0,25
0,35
0,45
0,55
0,65
0,75
0,85
0,95

0,0101
0,0101
0,0101
0,0099
0,0101
0,0101
0,0103
0,0103
0,0093
0,0135

0,0502
0,1499
0,2502
0,3501
0,4502
0,5506
0,6507
0,7505
0,8474
0,9493

0,0711
0,0716
0,0698
0,0696
0,0699
0,0703
0,0691
0,0699
0,0702
0,0698

0,0253
0,0253
0,0251
0,0251
0,0252
0,0252
0,0251
0,0254
0,0233
0,0239

0,0499
0,1499
0,2498
0,3501
0,4502
0,5501
0,6502
0,7506
0,8471
0,9505

0,0498
0,1500
0,2497
0,3500
0,4501
0,5498
0,6503
0,7505
0,8499
0,9500

0,0711
0,0699
0,0701
0,0693
0,0703
0,0702
0,0698
0,0702
0,0699
0,0697

0,0754
0,0751
0,0751
0,0751
0,0749
0,0745
0,0738
0,0753
0,0749
0,0739

0,0501
0,1501
0,2501
0,3502
0,4501
0,5499
0,6502
0,7505
0,8498
0,9494

0,0701
0,0695
0,0696
0,0701
0,0698
0,0697
0,0698
0,0698
0,0701
0,0697

n=20,1

n=0,15

7 =020

n =025

=

n

(0%

=<

g

=

Ui

«

(0%

=<

g

=

n

«

=

g

0,05
0,15
0,25
0,35
0,45
0,55
0,65
0,75
0,85
0,95

0,1003
0,0998
0,1000
0,1001
0,1005
0,0999
0,0999
0,1007
0,1001
0,0980

0,0502
0,1500
0,2501
0,3501
0,4503
0,5502
0,6501
0,7505
0,8503
0,9499

0,0704
0,0699
0,0699
0,0699
0,0702
0,0701
0,0699
0,0700
0,0697
0,0700

0,1507
0,1500
0,1504
0,1499
0,1509
0,1509
0,1510
0,1512
0,1505
0,1490

0,0499
0,1500
0,2500
0,3501
0,4502
0,5502
0,6505
0,7503
0,8506
0,9489

0,0604
0,0692
0,0698
0,0697
0,0698
0,0703
0,0697
0,0699
0,0699
0,0701

0,2009
0,1988
0,2001
0,2004
0,2006
0,1993
0,2001
0,2002
0,1999
0,1950

0,0501
0,1500
0,2498
0,3502
0,4500
0,5503
0,6501
0,7503
0,8504
0,9473

0,0697
0,0701
0,0700
0,0698
0,0699
0,0700
0,0700
0,0699
0,0698
0,0701

0,2501
0,2468
0,2479
0,2466
0,2449
0,2479
0,2474
0,2458
0,2437
0,2488

0,0499
0,1499
0,2501
0,3501
0,4503
0,5499
0,6502
0,7501
0,8500
0,9470

0,0701
0,0695
0,0699
0,0702
0,0701
0,0700
0,0698
0,0700
0,0699
0,0701

Tabla 6.6: Estimaciones de los parametros tras aplicar V.N.S.-S.A.

(continuacién).
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6.2.2. Prediccién del instante del pico y del pico

Tras el estudio de simulaciéon anterior, dedicado a la estimaciéon de los parametros del
proceso, en este apartado analizamos la capacidad del modelo en lo que se refiere a la
estimacion del tiempo del pico y del pico. Para ello se ha considerado el primer esquema
de simulacion, esto es, el realizado para el caso de la resolucién de las ecuaciones de
verosimilitud, considerando los dos escenarios alli tratados.

En cuanto a las estimaciones puntuales del tiempo de pico y pico, los resultados se
presentan en la tabla 6.7. En ambos escenarios se muestra el pico estimado mediante la
expresion (6.1). Para el escenario 2, el uso de (6.2) no proporcioné mejoras sustanciales
por lo que no se ha incluido en la tabla. Se puede observar como los valores estimados son
muy cercanos a los reales, contemplandose un comportamiento similar al discutido en la
tabla 6.3.

Consideremos ahora la estimacién del tiempo del pico a partir de la consideracién del
mismo como un problema de tiempo de primer paso, tal como se introdujo en el capitulo 5.
Los resultados que se muestran a continuacién son los correspondientes al caso n = 0,04,
mientras que el resto de valores para los otros pardmetros se han mantenido (resultados
similares han sido obtenidos para el resto de valores de 7).

A partir de las estimaciones de los parametros incluidas en la tabla 6.3, se ha obtenido
la aproximacion numérica de las funciones de densidad de tiempo de primer paso para
el proceso de difusién logistico, asociado al proceso Hubbert, a través de la barrera S
definida en la seccién 5.3. Dado que la distribucién inicial es degenerada (zo = 100 ), la

variable tiempo de primer paso esta condicionada al valor

n+a”

L
Ty = —rg——
0 atolna’

el cual representa la estimacién de la produccién acumulada hasta t.

Para obtener la aproximacién numérica de las funciones de densidad de tiempo de

Istoni da Luz Sant’Ana



Aportaciones en el estudio de modelos estocasticos de crecimiento para
98 el estudio de la producciéon de petrdéleo. Proceso de difusién Hubbert.

0.15 0.20 025
I I I

0.10

0.05

0.0
0.00
I

T T T T T T T T T
20 30 a0 50 20 30 a0 50 60

Time Time

Figura 6.2: Densidades de tiempo de primer paso para n = 0,04, « = 09 y ¢ =
0,01(negro), 0,05(rojo), 0,07(azul). Escenario 1(izquierda), escenario 2(derecha).

primer paso se ha aplicado el paquete de R fptdApprox (ver [62]) desarrollado en [60] y
[61].

La tabla 6.8 muestra las medias, modas y deciles de las distribuciones obtenidas. Se
puede observar como, para valores pequenos de o, la media y la moda de las distribuciones
proporcionan una buena estimacién del tiempo de pico. Sin embargo, a medida que o
aumenta, tales medidas de tendencia central proporcionan peores estimaciones ya que la
distribucién de la variable se vuelve asimétrica, presentando una larga cola a la derecha (la
figura 6.2 muestra un ejemplo que ilustra este comentario). En esta situacion, la mediana
es una mejor opcién como estimacion puntual del tiempo de pico. Ademads, los deciles de
la distribucion ayudan a comprender mejor el comportamiento de la variable que modeliza

el tiempo en el que ocurre el pico.

Istoni da Luz Sant’Ana



Aportaciones en el estudio de modelos estocasticos de crecimiento para
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FEscenariol FEscenario2
n « o trmax Z(tmax) Proc. 1 Proc. 2,3
t/m;< x(tmax) tTn;< x(tmax)

0,03 0,85 001 21,5763 884,0833 21,5727 883,3404 21,5702 883,40069
0,05 21,5763 884,0833 21,5549 879,9878 21,5503 880,91751

0,07 21,5763 884,0833 21,5439 878,0820 21,5430 879,81367
0,875 0,01 26,2601 884,0833 26,2562 883,1303 26,2552 883,30640
0,05 26,2601 884,0833 26,2342 878,7927 26,2399 880,46287

0,07 26,2601 884,0833 26,2196 876,3082 26,2349 879,19486

0,0 0,01 332815 884,0833 33,2794 8829867 33,2644 882,78438
0,05 33,2815 884,0833 33,2595 877,7533 33,2017 877,86814

0,07 33,2815 884,0833 33,2423 874,6308 33,1738 875,57923
0,025 0,01 44,9780 884,0833 44,9885 883,1702 44,9907 883,41110
0,05 44,9780 884,0833 45,0143 878,5127 45,0499 880,97326

0,07 44,9780 884,0833 45,0172 8755850 45,0846 879,90990

0,04 085 001 19,8061 676,0000 19,8025 6754928 19,8010 675,59542
0,05 19,8061 676,0000 19,7848 673,1887 19,7880 674,36706

0,07 19,8061 676,0000 19,7739 671,8706 19,7858 673,98370
0,875 0,01 24,1057 676,0000 24,1013 675,3329 24,0929 675,21303
0,05 24,1057 676,0000 24,0783 672,2997 24,0487 672,37774

0,07 24,1057 676,0000 24,0635 670,5636 24,0307 671,13453

0,9 0,01 305510 676,0000 30,5476 675,1947 30,5548 675,62600
0,05 30,5510 676,0000 30,5230 671,4003 30,5797 674,51959

0,07 30,5510 676,0000 30,5042 669,1602 30,5982 674,21020
0,025 0,01 41,2879 676,0000 41,2938 675,2317 41,2903 675,29921
0,05 41,2879 676,0000 41,2995 671,3674 41,3160 672,96892

0,07 41,2879 676,0000 41,2916 668,9632 41,3393 672,10209

0,05 0,85 001 184331 551,2500 18,4295 550,8746 18,4335 551,12031
0,05 18,4331 551,2500 18,4119 549,1568 18,4413 550,83347

0,07 18,4331 551,2500 18,4013 548,1673 18,4490 550,83075
0,875 0,01 22,4346 551,2500 22,4300 550,7477 22,4261 550,79979
0,05 22,4346 551,2500 22,4064 548,4586 22,4040 549,44289

0,07 22,4346 551,2500 22,3914 547,1454 22,4002 549,02609

0,0 0,01 284331 551,2500 28,4287 550,6234 28,4344 550,91081
0,05 28,4331 551,2500 28,4011 547,6902 28,4519 549,95149

0,07 28,4331 551,2500 28,3812 5459679 28,4686 549,72350
0,025 0,01 38,4257 551,2500 38,4284 550,6018 38,4273 550,73073
0,05 384257 551,2500 38,4209 547,3739 38,4660 54948111

0,07 38,4257 551,2500 38,4061 5453807 38,5059 549,38465

Tabla 6.7: Estimaciones del pico y tiempo de pico para varias combinaciones de n, o y o.
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(67

g

FEscenariol

tmam

Media

Moda

1-decil

2-decil

3-decil

4-decil

5-decil

6-decil

7-decil

8-decil

9-decil

0,85

0,875

0,9

0,925

0,01
0,05
0,07
0,01
0,05
0,07
0,01
0,05
0,07
0,01
0,05
0,07

19,806
19,806
19,806
24,105
24,105
24,105
30,551
30,551
30,551
41,288
41,288
41,288

19,832
21,089
23,381
24,150
26,217
29,205
30,625
34,155
37,855
41,422
47,600
51,627

19,772
19,118
18,601
24,058
23,192
22,488
30,495
29,164
28,234
41,184
38,927
37,295

10,142
17,074
16,185
23,231
20,460
19,385
29,329
25,523
24,102
39,376
33,756
31,574

19,367
17,941
17,324
23,527
21,665
20,936
29,727
27,178
26,168
40,033
36,180
34,712

19,532
18,684
18,311
23,743
22,629
22,100
30,045
28,502
27,846
40,527
38,119
37,295

19,682
19,303
19,223
23,940
23,513
23,361
30,336
29,716
29,525
40,938
40,059
39,879

19,817
19,985
20,134
24,137
24,397
24,622
30,601
31,040
31,332
41,349
42,159
42,832

19,967
20,728
21,197
24,314
25,361
26,077
30,866
32,474
33,527
41,801
44,422
46,154

20,117
21,595
22,564
24,531
26,566
27,920
31,158
34,240
36,238
42,253
47,330
50,952

20,297
22,772
24,463
24,767
28,253
30,733
31,502
36,667
40,757
42,829
51,532
59,256

20,551
24,815
28,564
25,121
31,226
37,231
32,032
41,522
53,021
43,610
60,905
92,844

g

FEscenario2

tmax

Media

Moda

1-decil

2-decil

3-decil

4-decil

5-decil

6-decil

7-decil

8-decil

9-decil

0,85

0,875

0,9

0,925

0,01
0,05
0,07
0,01
0,05
0,07
0,01
0,05
0,07
0,01
0,05
0,07

19,806
19,806
19,806
24,105
24,105
24,105
30,551
30,551
30,551
41,288
41,288
41,288

19,831
21,040
23,276
24,145
26,174
29,124
30,619
34,075
37,698
41,417
47,495
51,457

19,772
19,118
18,615
24,057
23,111
22,488
30,469
29,047
28,107
41,144
38,864
37,293

19,157
17,074
16,185
23,231
20,460
19,385
29,303
25,518
24,104
39,376
33,709
31,573

19,367
17,941
17,324
23,526
21,665
20,839
29,727
27,172
26,170
40,034
36,125
34,710

19,532
18,622
18,311
23,742
22,549
22,100
30,045
28,495
27,849
40,527
38,058
37,293

10,682
19,303
19,147
23,939
23,433
23,264
30,310
29,708
29,527
40,938
39,991
39,877

19,817
19,985
20,134
24,136
24,317
24,525
30,575
30,921
31,335
41,349
42,085
42,645

19,952
20,728
21,121
24,313
25,361
25,980
30,866
32,355
33,401
41,760
44,340
46,151

20,117
21,595
22,488
24,529
26,566
27,823
31,158
34,119
36,112
42,254
47,240
50,764

20,297
22,710
24,387
24,765
28,173
30,636
31,502
36,656
40,503
42,788
51,428
58,884

20,551
24,753
28,412
25,120
31,145
37,134
32,006
41,398
52,511
43,611
60,609
91,362

Tabla 6.8: Valor teérico t,,., y valores de la media, moda , y deciles para la densidad de tiempo de primer paso

estimada para n = 0,04.
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6.3. Aplicaciones a datos reales

Tras mostrar en la seccién anterior la eficacia de los métodos planteados para el ajuste
del proceso Hubbert, asi como para la estimacién de caracteristicas como el pico y el
instante en el que este se alcanza, en esta seccion ilustraremos tales cuestiones a partir de
datos reales de produccion de petroleo.

En concreto se consideran los datos reales relativos a la produccion de petréleo crudo
(incluyendo los lease condensate, o hidrocarburos liquidos de baja densidad que estén pre-
sentes como componentes gaseosos en el gas natural) de dos paises: Noruega y Kazajistan.
Los datos historicos sobre la produccién de petrdleo crudo se obtuvieron de la base de
datos de la US Energy Information Administration, [73].

En el caso de Noruega, los datos recogidos varian entre 1980 y 2015. En 2001, Noruega
produjo 3.226.000 barriles al dia!, afio en el que alcanzé el tinico pico de produccién
observado hasta el momento. En el caso de Kazajistan, los datos han sido tomados entre
1992 y 2015, no habiéndose observado en ese intervalo de tiempo todavia ningin pico. En
ambos casos, los valores observados en 2015 sélo se utilizaron con el fin de compararlos
con predicciones realizadas posteriormente por el modelo; en consecuencia, no han sido
utilizados con fines inferenciales.

La figura 6.3 muestra la produccion de petroleo crudo para Noruega, mientras que la
figura 6.4 recoge la de Kazajistan. Se puede observar que en el caso de Noruega, después de
alcanzarse el pico en 2001, la producciéon anual comenzé a declinar ininterrumpidamente,
con la excepcién de 2014, cuando se produjo un aumento del 2.5% respecto a 2013.
En general, el tipo de comportamiento observado es coherente con la teoria del pico
desarrollada por Hubbert. En el caso de Kazajistan el pico todavia no puede decirse que
se haya alcanzado, pudiéndose también esperar un comportamiento compatible con la

teoria de Hubbert si no hay factores excepcionales que influyan en su produccién anual.

'Habitualmente las cifras viene dadas en miles de barriles diarios (Mbbl/d). En este caso, la produccién
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Figura 6.3: Produccion de petroleo en Noruega entre 1980 y 2015.

Antes de comentar los resultados obtenidos, hay que incidir en un aspecto importante,
y que ya fue remarcado al final del capitulo tercero, sobre los valores de los instantes de
tiempo. En efecto, al considerar altos valores para los instantes de tiempo en el proceso
existe la posibilidad de que el valor estimado de 1 sea muy cercano a cero (hay que tener
en cuenta que 1 = a'™>). En esta situacion los errores en el célculo de las estimaciones de
los parametros pueden ser bastante grandes y pueden generar efectos perjudiciales en los
resultados finales. Una forma de abordar este problema es considerar un nuevo proceso
de difusién considerando un desplazamiento de longitud k& en el tiempo, es decir Y (t) =
X(t+ k), de modo que los datos originales pueden ser considerados como observaciones
del nuevo proceso con el instante inicial 0 tomando k = ¢, (1980 para Noruega y 1992
para Kazajistan). El nuevo proceso es también un proceso de difusién Hubbert cuyos
pardmetros o y ¢ permanecen invariantes, mientras que 7 se convierte en 7' = a~*7. De
esta manera, las expresiones utilizadas para predecir los valores del proceso asi como el
pico son los mismos, ya sea usando n o 7, mientras que para aquellos relacionados con

instantes de tiempo (como el tiempo del pico) basta con deshacer los cambios hecho en el

de 2001 es de 3226 Mbbl/d
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Figura 6.4: Produccion de petroleo en Kazajisktan entre 1992 y 2015.

tiempo (los detalles se pueden observar en el capitulo 3).

6.3.1. Noruega

Los datos observados para Noruega permite la consideracién de los dos escenarios ya

discutidos con anterioridad en los ejemplos de simulacion, es decir:

= Escenario 1: El pico ya se ha alcanzado. Bajo este escenario se considera la tota-
lidad de los datos de la trayectoria. Esta situacion permite evaluar la capacidad de

ajuste del modelo.

= Escenario 2: El pico no se ha alcanzado. Para contemplar este escenario, se truncan
los datos de la trayectoria en un instante de tiempo especifico, Tr, antes del pico y
después de la primera inflexién visualizada en los datos (en este caso se ha elegido
Tr = 1999). Este escenario permite utilizar las capacidades predictivas del modelo
para estimar el tiempo del pico asi como para predecir el futuro comportamiento de

la produccién de petréleo.
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Estimacion de los parametros del proceso

A continuacién resumimos los resultados obtenidos en lo que se refiere a la estimacién
de los parametros del proceso, para lo cual se han empleado los dos métodos presentados
en esta memoria: la resolucién del sistema de ecuaciones (4.5) y el empleo de S.A. y V.N.S.

En cuanto al primer método, la determinacién de las soluciones iniciales para el sis-
tema se ha hecho empleando el procedimiento 1 para el primer escenario, mientras que
para el segundo escenario se han utilizado los procedimientos 2 y 3. Para el procedimiento
2, el instante de inflexion se aproximé previo ajuste de un spline ciibico natural a los
datos observados, obteniéndose ti,s = 1988.5 y x(tinf) = 1297.522 Mbbl/d. En cuanto al
procedimiento 3, el valor estimado para URR se obtiene como la suma de las reservas
probadas estimadas, recogidas también en [73], y la produccién de petréleo acumulada
hasta 2014. Al igual que en los ejemplos de simulacion, se ha considerado una subestima-
cién y sobrevaloracién de dicho valor en un 10 %. Los resultados? se encuentran resumidos
en la tabla 6.9. Centrandonos en el escenario 2, es importante comentar que si bien las
soluciones iniciales utilizadas para resolver el sistema de ecuaciones dependen del proce-
dimiento utilizado, las estimaciones finales de los parametros no dependen de ellas. De
igual forma, se puede observar que el uso de valores modificados en las estimaciones de
URR no produce alteraciones en la estimacién final de los parametros.

La tabla 6.9 contiene también los resultados obtenidos tras el uso de S.A. y V.N.S.
Puesto que la acotacion de o depende del valor de URR, en cada escenario se ha utilizado
el valor correspondiente y que figura en la base de datos de US Energy Information Ad-
manistration. Se observa cémo la acotacion es bastante similar, situandose bastante cerca
del definitivo valor estimado para el pardmetro. Asimismo, en este caso las estimaciones
finales de los pardametros si dependen del valor de URR, si bien se sitian en unos valores

bastante proximos a los obtenidos por el anterior método.

2Obsérvese que se estima el pardmetro transformado 7’.
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Método usado: resolucién del sistema de ecuaciones (4.5).

Escenario  Proc. A a n a o .Valores Ob§ervado§ FMV
"o 0 N Tiempo del pico Pico tmaz T (tmaz) T (bmax)
1 1 0.040 0.854 0.043 0.866 0.073 2001 3226  2001.870 3073.805 -
2 0.071 0.856 0.038 0.858 0.070 2001 3226 2001.352 3444.985 3118.041
9 3 0.042 0.861 0.038 0.858 0.070 2001 3226 2001.352 3444.985 3118.041
3URR -10% 0.045 0.856 0.038 0.858 0.070 2001 3226 2001.352 3444.985 3118.041
3 URR +10% 0.039 0.865 0.038 0.858 0.070 2001 3226 2001.352 3444.985 3118.041
Método usado: algoritmos S.A. y V.N.S.
. " . ~ ~ ~ Valores Observados EMV
Escenario URR « Algoritmo 7 « Tiempo del pico Pico — T (bmas) 7 (bonas)
1 100%  0.872 S.A. 0.043 0.863 0.064 2001 3226 2001.489 3067.360 -
V.N.S. 0.042 0.864 0.063 2001 3226 2001.561 3083.389 -
9 100%  0.884 S.A. 0.037 0.862 0.076 2001 3226  2002.1 3464.156  3181.182
V.N.S. 0.037 0.860 0.073 2001 3226 2001.79  3485.809 3155.094

Tabla 6.9: Valores estimados de los parametros para Noruega considerando los dos escenarios.
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Estimacion del tiempo del pico y del pico

La tabla (6.9) contiene los valores observados del tiempo del pico y pico, junto con
sus respectivas estimaciones. La estimacion del pico se realiza teniendo en cuenta su
expresién como funcién paramétrica. Asi, en el escenario 1, la estimacion del pico se
realiz6 mediante la expresién (6.1), mientras que bajo el escenario 2 se incluye también
la estimacién realizada usando (6.2). En este ultimo caso, el valor z; fue la produccién en
1999 (x5 = 3019 Mbbl/d) y el valor estimado se nota por x*(max) en la tabla. Como era de
prever, en este segundo caso se obtienen predicciones més precisas del pico de produccion.

En lo que se refiere a la estimaciéon del tiempo del pico a partir del analisis de la
variable temporal definida en el capitulo 4, se ha obtenido la aproximacién numérica de
su densidad bajo ambos escenarios. La figura 6.5 muestra la representaciéon de ambas
funciones de densidad. Es de destacar, en ambos casos, una ligera asimetria a la derecha,
por lo que se debe tener precauciéon al seleccionar la media de la variable tiempo de
primer paso como una estimacién puntual para el valor del tiempo del pico. La misma
cuestion se puede observar en la tabla 6.10, la cual contiene la media, moda y mediana
de las densidades de tiempo de primer paso, calculadas bajo ambos escenarios a partir
de las estimaciones de los parametros obtenidas bajo todos los métodos y procedimientos
desarrollados. Por ejemplo, bajo el escenario 2 (bastante més realista ya que considera
datos antes del pico de produccién), y considerando los procedimientos 2 y 3 de seleccién
de solucién inicial para el sistema de ecuaciones de verosimilitud, la media de la variable
tiempo de primer paso es 2005.281, bastante alejado del valor real que es 2001. Dado que
el valor de o es relativamente grande, alrededor de 0,07, y la asimetria hacia la derecha
de la densidad, una buena elecciéon como estimacién puntual del tiempo del pico es la
mediana de dicha variable aleatoria. En este caso, el valor obtenido es 2001,663, que es
muy cercano al valor observado. Un comentario del mismo tipo se puede realizar cuando
es el escenario 1 el que se considera, o cuando se consideran los algoritmos S.A. y V.N.S.

para la estimacion de los parametros del proceso.
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Escenario Proc.  Media Moda Mediana
1 1 2006.455 2000.296 2002.275
2,3 2005.281 2000.009 2001.663
2 SA 2006.142 2000.030 2001.857

VNS  2005.885 2000.117 2001.901

Tabla 6.10: Media, moda y mediana del tiempo de primer paso por el pico para Noruega.

La tabla 6.11 contiene los demés deciles de la distribucion, a partir de los cuales se

pueden calcular intervalos que contegan el tiempo del pico con una cierta probabilidad.
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Figura 6.5: Densidad de tiempo de primer paso del pico para Noruega bajo el escenario 1
(a) y escenario 2 (b).

Prediccion de la produccién

Una vez que se ha estimado el modelo de produccién de petréleo crudo, podemos
utilizarlo con fines predictivos para estudiar la producciéon futura para los proximos anos.
En este caso se ha considerado analizar las predicciones hasta 2040. Con tal fin se han
considerado las versiones condicionadas de las funciones media, moda y mediana, asi como

las bandas de confianza proporcionadas por las funciones de cuantiles al 2,5% y 97,5 %,
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Deciles
Esc. Proc. T 3 3 T 5 5 = 3 5
1 1 1997.508  1998.857  2000.026  2001.106 2002.275 2003.535 2005.244 2007.762 2013.519
2,3 1997.363  1998.686  1999.679  2000.671 2001.663 2002.821 2004.310 2006.460 2011.175
2 SA 1997.246  1998.551  1999.682  2000.726  2001.857  2003.162 2004.815 2007.338 2013.168

VNS 1997.314  1998.673  1999.777  2000.797  2001.901 2003.091 2004.705 2007.084 2012.436

Tabla 6.11: Deciles del tiempo de primer paso por el pico para Noruega.

cuyas expresiones se deducen de (3.6) de acuerdo con los valores de la tabla 3.3.

Para mostrar las capacidades predictivas del modelo se ha considerado el escenario 1
puesto que en el caso de Noruega el pico ha sido ya alcanzado en 2001. Bajo dicho escena-
rio, la tabla 6.12 y la figura 6.6 muestran los resultados obtenidos para las caracteristicas
del proceso consideradas, las cuales han sido obtenidas condicionando al valor registrado
en el ultimo instante de tiempo de observacion (s = 2014, x5 = 1568 Mbbl/d). En la figura
también se han representado los valores observados hasta 2014 con el fin de visualizar el

comportamiento global de la produccién a partir del tiempo inicial de observacion.

En el ano 2015 la produccién de petréleo de Noruega fue de 1.610 Mbbl/d (alrededor
de 50.000 barriles/dia més respecto a 2014). De acuerdo con el patrén que se infiere de la
estimacién del modelo, se hubiera esperado una produccién de 1.410 (Mbbl/d). La razén
de la diferencia la encontramos en el propio informe de la OPEC de 2016, ver [53], en
el cual se indica que entre 2013 y 2014 se abrieron nuevos pozos, lo cual obviamente se
traduce en un ligero incremento de produccién®. No obstante, a partir de los intervalos de
cuantilies calculados, se tiene que, con probabilidad 0.95, el intervalo (1221,398; 1629,760)

contiene el valor real de la produccion para el ano 2015, lo que realmente sucedio.

Después de alcanzar su pico alrededor de 2001, Noruega comienza a mostrar una dis-
minucion en la produccién. De esta forma, y si no hay otros factores que alteren el modelo,
como puede ser el descubrimiento de nuevas reservas, se puede estimar el agotamiento de

los recursos cerca de 2040.

30bviamente, este debe ser el punto de arranque para la extensiéon del modelo planteando la inclusién
de factores exégenos que permitan controlar el modelo de produccion.
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Ano Media Mediana Moda percentil 2,5 % percentil 97,5 %
2015 1413,653 1409,891 1402,398 1221,934 1626,760
2016 1268,490 1261,748 1248,372 1030,615 1544,716
2017 1133,415 1124,392 1106,559 877,590 1440,600
2018 1008,893 998,197 977,145 749,792 1328,899
2019 895,026 883,181 859,959 641,365 1216,169
2020 791,637 779,081 754,565 548,753 1106,085
2021 698,339 685,434 660,337 469,423 1000,845
2022 614,599 601,637 576,527 401,404 901,750
2023 539,789 526,999 502,320 343,081 809,511
2024 473,230 460,787 436,875 293,092 724,432
2025 414,222 402,257 379,355 250,274 646,534
2026 362,069 350,675 328,952 213,626 575,648
2027 316,099 305,338 284,901 182,280 511,472
2028 275,675 265,580 246,488 155,488 453,622
2029 240,198 230,787 213,057 132,603 401,670
2030 209,118 200,390 184,012 113,064 355,164
2031 181,933 173,876 158,816 96,391 313,646
2032 158,185 150,777 136,987 82,169 276,672
2033 137,464 130,678 118,095 70,041 243,813
2034 119,403 113,207 101,762 59,701 214,665
2035 103,673 98,0319 87,652 50,888 188,850
2036 89,984 84,861 75,473 43,376 166,020
2037 78,079 73,438 64,967 36,976 145,856
2038 67,732 63,536 55,908 31,521 128,066
2039 58,742 54,957 48,102 26,874 112,386
2040 50,936 47,526 41,377 22913 98,578

Tabla 6.12: Valores previstos de la producciéon de petréleo de Noruega de 2015 a 2040,
considerando el escenario 1.

6.3.2. Kazajistan

Los datos observados para Kazajistan no sugieren que el pico de produccion se haya

producido. Por dicha razén el anélisis de los datos se ha realizado bajo el escenario 2.
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Figura 6.6: Valores predichos para Noruega.

Estimacion de los parametros y determinaciéon del pico y tiempo del pico

La tabla 6.13 contiene los resultados obtenidos tras la aplicacion de los procedimientos
2 y 3 para la obtencién de solucién inicial para el sistema de ecuaciones, asi como tras el
empleo de los algoritmos de optimizacion metaheuristicos. En cuanto a la estimacion via
el sistema de ecuaciones (4.5), y al igual que ocurria en el caso de Noruega, los distin-
tos procedimientos de obtenciéon de soluciones iniciales proporcionan valores diferentes,
aunque todos conducen a las mismas estimaciones finales de los parametros, al igual que
ocurre al modificar los valores de URR considerados. Es de destacar, igualmente, cémo
los algoritmos S.A. y V.N.S. conducen a soluciones practicamente iguales y muy préximas
a las obtenidas con el método anterior.

La estimacién paramétrica del pico se ha realizado usando (6.2), con s = 2014 y la
produccién en dicho ano, que fue de 1632 Mbbl/d. Los resultados muestran que el pico
se alcanzard en el ano 2023 con un valor de 1920,969 Mbbl/d para los procedimientos

numéricos de estimacion, mientras aquellos resultantes de la optimizacion estocdastica es-
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~ MLE
Proc. A a ! a o
o 0 " 7 tmax x* (tmax)
2 0.076 0.897 0.061 0.914 0.066 2023.102 1920.969
3 0.056 0.919 0.061 0.914 0.066 2023.102 1920.969

3 URR -10% 0.061 0.917 0.061 0.914 0.066 2023.102 1920.969
3 URR +10% 0.051 0.921 0.061 0.914 0.066 2023.102 1920.969
S.A. - - 0.062 0.918 0.064 2024.500 2019.205
V.N.S. - - 0.061 0.917 0.064 2024.279 2048.443

Tabla 6.13: Parametros estimados para Kazajistan.

Proc. Media Moda Mediana
2,3 2030.119 2020.250 2023.660
S.A. 2031.633 2021.426 2025.153
V.N.S. 2031.324 2021.344 2024.874

Tabla 6.14: Media, moda y mediana del tiempo de primer paso por el pico para Kazajistan.

timan el alcance del pico un anos més tarde, o sea, 2024 con los valores 2019,205 Mbbl/d

para el método S.A. y 2048,443 Mbbl/d para V.N.S.

Por otro lado, la figura 6.7 muestra la funcién de densidad del tiempo del pico. Como
en el caso anterior, se observa una ligera asimetria de dicha funcién hacia la derecha. A
partir de la tabla 6.14, y considerando nuevamente la mediana, como en el estudio de
simulacion y en la aplicaciéon a Noruega, la estimacion puntual para el tiempo del pico
varia entre 2023,660 y 2025,153 dependiendo del procedimiento empleado de estimacion.
La tabla 6.15 contiene los valores de los deciles de la distribucién. Profundizando un poco
mas en la estimacién del tiempo del pico, el conocimiento de la distribucion de la variable
aleatoria tiempo del pico permite calcular un intervalo de confianza bootstrap para la
mediana, que proporciona informacion sobre la exactitud de dicha estimacién. Después
de remuestrear dicha distribucion, considerando la obtenida a partir de la estimacion de
los parametros a partir del sistema de ecuaciones, el intervalo de confianza obtenido es

(2021,455; 2024,230).
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Figura 6.7: Densidad de tiempo de primer paso del pico para Kazajistan.

Proc. Deciles

1 2 3 4 5 6 7 8 9
2,3 2015.703  2017.977 2019.824 2021.671 2023.660 2025.933  2028.917 2033.605 2045.540
S.A. 2016.805 2019.190 2021.128 2023.066 2025.153 2027.538 2030.519 2035.439 2047.513

V.N.S. 2016.636 2018.990 2020.902 2022.815 2024.874 2027.228 2030.170 2035.025 2046.941

Tabla 6.15: Deciles del tiempo de primer paso por el pico para Kazajistan.

Prediccion de la producciéon

Al igual que se hizo en el caso de Noruega, se han calculado las predicciones para
Kazajistan hasta el ano 2040. Para ello se han usado las mismas caracteristicas que en el
caso anterior, condicionando al valor de produccién en 2014. Los resultados estan recogi-
dos en la tabla 6.16 y representados en la figura 6.8. En 2015 Kazajistan produjo 1.653
Mbbl/d, cantidad que representa un incremento del 1.29 % respecto de la produccién del
ano anterior. El valor predicho por el modelo, y recogido en la tabla 6.16 es de 1686,991,
observandose la precision de tal prediccién. Asimismo dicho valor esta contenido en el

intervalo de cuantiles con probabilidad 0,95.

Observemos que, tras alcanzarse el pico de producciéon alredor de 2023, se prevé una
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desaceleracion y disminucién en la produccion, si bien los valores predichos no permiten
deducir cuando se espera que los recursos lleguen a un nivel que permita inferir su pronta

extincion.

Ano Media Mediana Moda percentil 2,5 % percentil 97,5 %

2015 1686,991 1683,320 1676,004 1479,066 1915,782
2016 1737,655 1730,102 1715,095 1440,862 2077,406
2017 1783,309 1771,694 1748,693 1416,066 2216,635
2018 1823,307 1807,491 1776,270 1395,460 2341,180
2019 1857,064 1836,950 1797,374 1375,550 2453,116
2020 1884,069 1859,608 1811,635 1354,599 2552,890
2021 1903,904 1875,097 1818,785 1331,642 2640,343
2022 1916,257 1883,157 1818,663 1306,133 2715,099
2023 1920,928 1883,641 1811,223 1277,792 2776,745
2024 1917,844 1876,525 1796,538 1246,521 2824,938
2025 1907,054 1861,908 1774,796 1212,362 2859,459
2026 1888,730 1840,006 1746,296 1175,461 2880,249
2027 1863,164 1811,150 1711,438 1136,049 2887,432
2028 1830,752 1775,771 1670,713 1094,418 2881,315
2029 1791,988 1734,389 1624,687 1050,909 2862,386
2030 1747,442 1687,596 1573,983 1005,892 2831,300
2031 1697,750 1636,039 1519,264 959,755 2788,861
2032 1643,589 1580,400 1461,218 912,890 2735,998
2033 1585,661 1521,383 1400,537 865,682 2673,735
2034 1524,679 1459,690 1337,904 818,501 2603,168
2035 1461,346 1396,012 1273,977 771,691 2525,429
2036 1396,342 1331,012 1209,380 725,567 2441,667
2037 1330,314 1265,315 1144,689 680,412 2353,018
2038 1263,865 1199,498 1080,430 636,470 2260,584
2039 1197,545 1134,083 1017,068 593,947 2165,416
2040 1131,849 1069,536 955,012 553,013 2068,496

Tabla 6.16: Valores predichos de la produccién de petréleo de Kazajistan entre 2015 y
2040.

Las figuras 6.6 y 6.8 muestran que, tanto para Noruega como para Kazajistan, la
produccion de petréleo de ambos paises tiende a ser bastante reducida a partir de 2040.
Sin embargo, algunos autores indican que los efectos de la reduccion de la producciéon

de petréleo en estos paises podrian sentirse antes de 2040 e, incluso, haber comenzado.
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Figura 6.8: Valores predichos para Kazajistan.

Segun Hirsch et al., [36], se requieren medidas oportunas para evitar choques econémicos,
sociales y politicos: existen opciones viables de mitigacion tanto en la oferta como en la
demanda pero, para tener un impacto sustancial, deben iniciarse mas de una década antes

de alcanzar el pico.
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Capitulo 7

Conclusiones y lineas futuras

En esta tesis se ha querido mostrar cémo la modelizacion estocdastica, a partir de pro-
cesos estocasticos de difusion, y el uso de procedimientos inferenciales estadisticos pueden
ser unas herramientas importantes para la comprension del proceso complejo de la pro-
duccion de petréleo. La siguiente seccion resume los logros obtenidos, en relaciéon a los
objetivos inicialmente establecidos y que fueron formulados en el Capitulo 1. Posterior-

mente se comentan direcciones para futuros trabajos.

7.1. Conclusiones

La produccién de petréleo a menudo requiere un modelo matematico que represente
apropiadamente la dindmica del fenomeno en estudio. Para ello, muchos autores eligen
modelos econométricos/estocasticos que consideran variables exégenas asociadas con fac-
tores tecnoldgicos y/o econémicos, o incluso modelos deterministicos simplistas relacio-
nados con la curva Hubbert. Los procesos estocasticos de difusién permiten proporcionar
mecanismos que consiguen un balance conveniente entre ambas opciones. El proceso pre-
sentado se relaciona con la curva Hubbert de manera estocastica, pero matematicamente
mas sofisticado.

Los enfoques hasta ahora existentes para tratar este problema se formulan, en parte, a
partir de informaciones costosas o de un acceso extremadamente dificil, y siempre asumen

que los modelos son capaces de ajustar suficientemente los datos disponibles, sin tener en
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cuenta el grado de incertidumbres de los mismos. Ambas propiedades no coinciden con

los requisitos del modelo considerado en este trabajo.

Los capitulos 2 y 3 de la presente tesis motivan el estudio de la curva Hubbert a través
de la formulacién de un nuevo proceso de difusién valido para la modelizacién de la pro-
duccién de petréleo. Planteado el modelo de difusion como la solucién de una E.D.E., el
siguiente objetivo es estimar estadisticamente sus parametros basados en observaciones
del proceso en tiempo discreto. El capitulo 3 profundiza en la metodologia clasica derivada
de la estimacién maximo verosimil. La aplicacién de tales técnicas puede ser problemaética,
si no imposible, en algunas situaciones tipicas de datos en la produccion de petréleo, en
particular, cuando no hay visualizaciones del tiempo de pico y/o inflexién. Se proponen
alternativas apropiadas para abordar estos problemas mediante enfoques que consideran
las caracteristicas del proceso y de los datos observados de produccién. Estos procedi-
mientos se centran en la bisqueda de soluciones iniciales para el sistema de ecuaciones
derivado de la aplicacién de la teoria de maxima verosimilitud. No obstante, y motivado
por el hecho de que en ocasiones los métodos clasicos de resolucion de sistemas no lineales
pueden no funcionar adecuadamente, se plantea la estimacion de los parametros median-
te la maximizacion directa de la funcién de verosimilitud via algoritmos metaheuristicos
como S.A. y V.N.S. Todos estos métodos y procedimientos han sido testeados mediante

diversos estudios de simulacién (capitulo 5).

Uno de los pilares béasicos de la teoria del pico de Hubbert, una de las piedras angulares
del estudio de la produccion de petrdleo, es la determinacién del instante en el que la
produccién alcanza el pico. Una de las formas de estimarlo es mediante la aplicacién de
las estimaciones de los parametros puesto que dicho instante se puede formular como una
determinada funcién paramétrica. No obstante, una aportacién interesante adicional de
esta tesis es el abordar el estudio del tiempo del pico mediante su formulacién como un
problema de tiempo de primer paso en procesos de difusién. A partir de la relacién del

proceso Hubbert con el logistico se establece el nexo necesario para la obtencién de la
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densidad de tiempo de primer paso que modeliza el tiempo del pico.

Entrando ya en el apartado de aplicaciones del modelo introducido, el capitulo 6 utili-
za los conocimientos tedricos obtenidos en los capitulos anteriores para las investigaciones
estadisticas en problemas simulados y reales desde el punto de vista de la produccién de
petroleo. En primer lugar se abordan diferentes estudios de simulacién conducentes a va-
lidar los métodos de estimacién de los parametros considerados asi como la determinacion
del pico y del tiempo del pico desde las perspectivas introducidas. Posteriormente se ana-
liza la evolucion temporal de procesos de produccion reales basados en datos procedentes
de Noruega y Kazajistan. Estas se pueden considerar las primeras aplicaciones reales que

usan procesos de difusion para la modelizaciéon del problema de la produccion de petréleo.

7.2. Lineas futuras

La utilizacion de procesos de difusion, junto con las técnicas de inferencia estadistica,
en la modelizacién de la produccion de petroleo es nueva. Por lo tanto, la investigacién esta
en sus primeras etapas y son multiples las extensiones y/o mejoras que pueden realizarse.
Tales avances ayudaran a mejorar la comprension del proceso de produccion en diversos
aspectos. Esta tesis proporciona un primer paso en esa direccion.

Un ejemplo de estas extensiones se refiere al hecho de que el proceso de difusién Hub-
bert presentado puede aplicarse mas facilmente y de manera mas eficiente para la modeli-
zacion de situaciones en las que la produccién de petréleo presente un tnico ciclo, tal como
fue originariamente presentado por Hubbert. Las perspectivas futuras de este trabajo se
refieren principalmente a la utilizacion de los métodos desarrollados para ser aplicados
a situaciones mas complejas como pueden ser curvas asimétricas o ciclos de produccion
multiples que presenten varios picos. Asimismo, puede ser de gran interés la incorporacién
al modelo de informacién adicional externa que puede modificar el comportamiento de la

produccién, tanto politicos como sociales como, evidentemente, econémicos. Dicha cues-
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tién conllevara la introduccion de factores exdgenos al proceso que permitan una mejor
modelizacién del fendmeno observado, al mismo tiempo que posibiliten poder actuar de
forma externa al modelo y, con ello, un control sobre la dinamica de evoluciéon del mismo.

Esta tesis proporciona pautas para la configuraciéon del modelo de difusién Hubbert
y proporciona informaciéon adecuada para su inferencia estadistica. Los enfoques de es-
timacion considerados se han formulado en forma algoritmica. Todos los algoritmos han
sido implementados en R. Otra perspectiva futura es la implementacién de todos estos
procedimientos.

En general, la aplicacién combinada de modelos de difusién e inferencia estadistica
promete proporcionar una nueva vision en el estudio de la produccion energética en el

futuro. Esta tesis ha demostrado el potencial de este enfoque.
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Capitulo A

Apéndice

Presentamos aqui, los cédigos en R usados para producir los graficos que se muestran

a lo largo de los capitulos.

La curva Hubbert

FHH##H# Ejemplo de la curva Logistica ##HHH

k <— 1000
eta <— 0.05
alpha <— 0.85

curve(k/(eta + alpha"x),0,60,xlab="t" ,ylab="f(t)”)

#HH#H### Ejemplo de la curva Hubbert #£####

x0 <— 1
t0 <— 0
eta <— 0.05

alpha <— 0.85

curve (x0* (((eta + alpha"t0)/(eta + alpha"x))"2)%alpha”(x—t0),
0,60,xlab=‘t" ,ylab="‘x(t)")
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H#HH#H# Ejemplo de la tasa de crecimiento de Hubbert #£##H##H#

eta <— 0.05

alpha <— 0.85

curve(—log(alpha)=((alpha"x — eta)/(eta + alpha“x)),0,60,
xlab=‘t" Jylab="‘dx(t)/dt”)

Modelo de difusion Hubbert

H#HH#H### Ejemplo del proceso de difusion de Hubbert ##H##H##

library (Sim. DiffProc)

alpha <— 0.85

eta <— 0.05

sigma <— 0.025

f <— expression(—log(alpha)*((alpha”t — eta)/(eta + alpha"t))=*x)
g <— expression (sigmaxx)

res <— snssdeld(drift = f, diffusion=g, M=25,x0=100,N=501,
T=50,Dt=.1)

plot(res ,plot.type=‘‘single” ;xlab=‘‘t" ;ylab="X(t)")

lines (time(res) ,mean(res),col=‘‘olivedrab2” /lwd=4)

Inferencia en el proceso de difusion Hubbert

HHHH## Algoritmo utilizado para estimacién de los parametros del proceso de di-
fusion de Hubbert ##HH##

library (nlegslv)

# Férmula de integracion del trapecio compuesta #
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Integra. Trapecio <—function (x, y){

if (length(x) > 1){

p <— order(x)

x <- x[p]

y <= v[p]

Integral <— sum((diff(x) * (y[-length(y)] + y[—1]))/2)}
else Integral <— 0

Integral}

# Método de biseccion para una funcién f #

# La solucién es mayor que cero (liml< —.01) #

Biseccion<—function (f, testigo ,tope)
{
sigue<—1
lim1<—0.01
yl<—f (lim1)
while (sigue >0)
{
lim2<-lim1+.01
y2<—f (1lim?2)
if (sign(yl)!=sign(y2))
sigue=0
else
{
lim1l<—lim?2
yl<—y2
}

if(testigo==1)
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{

if (lim2>tope)

{

lim2<—tope
sigue<—0
}
}
}
sigue<—1

while (sigue >0)
{
sol=(lim1+lim2) /2
y<—f(sol)
if (abs(y)<10"(—10))
sigue<—0
else
if (sign (v) !=sign (v1))
{
y2<-y
lim2<-sol

}

else
{
yl<=y
liml<—sol

}
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sol
}

# Definicion de la curva Hubbert de pardametros alfa y eta #

Hubbert<—function (t0 ,t,eta,alfa)(alfa " (t—t0)*(etatalfa”"t0)"2)/
(etatalfa”t)"2

# Funcion que da el valor de eta en términos del de alfa cuando se usa la URR #

Etal<—function(x0,t0,h,alfa ,m,c) alfa tOsxmkx0%(alfa "h—1)/
((m+1)*x0x(1—alfa"h)+cxlog(alfa))

# Funcion para el cédlculo de alfa cuando se usa la URR #

FAlfa<—function (x0,t0 ,Urr h, alfa ,m,c)x0xEtal (x0,t0,h,alfa ;m,c) 2+
alfa”t0xEtal (x0,t0 ,h,alfa ;m,c)=*(2%x0+Urrxlog(alfa))+x0xalfa " (2xt0)

# Funciéon que proporciona la aproximacion de alfa y eta #
# cuando el pico no se conoce y se dispone de la URR. #
# Usa el area entre los instantes de observacién. #

# Proporciona cotas superior e inferior para alfa #

Calculal<—function (x,t,tf ,nvaltf 6 Urr)

{

CEstimado <—Integra.Trapecio(t[l:nvaltf] x[1l:nvaltf])

#s <—splinefun (t[1:nvaltf],z[1:nvaltf], method="natural”)
#CEstimado <—integrate (s, t[1],t[nvaltf])Svalue

h <—tf—t[1]

m <—CEstimado/Urr

valor <—(2#m+1)/CEstimado

f <—function(a) (log(a)/(a"h—1))—valor

CotaAlfaSup <—min( Biseccion (f,0,0) ,exp(—4*x[1]/Urr))
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CotaAlfalnf <—((m—1)"2/(m+1)"2)"1/h

g <—function(a) FAlfa(x[1],t[1],Urr,h,a,m, CEstimado)
Alfal <—Biseccion(g,1,CotaAlfaSup)

Calculal <—c(Etal(x[1],t[1],h, Alfal ;m, CEstimado), Alfal
CotaAlfalnf  CotaAlfaSup)

}

# Funcion que proporciona alfa a partir de la inflexion #

Alfalnfle<—function (x0, alfa ,t,t0,valorinfle) valorinfle —x0x*

((2—sqrt (3))*alfa " (t—t0)+(2+sqrt (3))*alfa " (t0—t)+2)/6

# Funcion que proporciona la aproximacion de alfa y eta #

# a partir de la inflexion y el pico no se conoce #

Calcula2<—function (t,x,n)

{
s<—splinefun(t[l:n],x[1:n],method="natural”)
Nuevot<—seq(t[1],t[length(t)],.025)
vl<—curve(s(x,deriv=1),Nuevot[1],Nuevot [length (Nuevot )],
n=length (Nuevot)) $y
v3<—which (vl=max(vl),arr.ind=IRUE)
if (length(v3)>1) v3<—v3[1]
if (v3==1) v3<—v3+l1
Tinfle<—Nuevot [v3]
Infle<—s (Tinfle)
f<—function(a) Alfalnfle(x[1],a, Tinfle ,t[1], Infle)
Alfal<—Biseccion (f,0,0)
Calcula2<—c(Alfal” Tinfle/(2+sqrt(3)),Alfal , Tinfle , Infle)

}
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# Funcién que proporciona Alfa a partir del pico #

AlfaPico<—function (x0,alfa ,t,t0,valorpico) valorpico—x0=*

(alfa " (t—t0)+alfa " (t0—t)+2)/4

# Funcion que proporciona la aproximacion de alfa y eta #

# a partir de la estimacion del pico #

Calcula3<—function (t,x)

{
s<—splinefun (t,x,method="natural”)
Nuevot<—seq(t [1],t[length(t)],.025)
v3<—which (s (Nuevot)==max(s (Nuevot)) , arr.ind=ITRUE)
TPicoEstimado<—Nuevot [ v3]
PicoEstimado<—s (TPicoEstimado)
f<—function(a) AlfaPico(x[1],a,TPicoEstimado,t[1],PicoEstimado)
Alfal<—Biseccion (f,0,0)
Calcula3d<—c(Alfal " TPicoEstimado , Alfal)

}

# FUNCIONES PARA LA ESTIMACION DEL PROCESO POR MV #

Tij<—function (eta,alfa ,mt,d) matrix(rep(log((etatalfa " (mt]|
1:(length(mt) —1)]))/(etatalfa " (mt[2:length(mt)]))) ,d),
ncol=d, byrow=FALSE)

Ti<—function (eta ,alfa ;mt,d) matrix(rep(log((etat+alfa”
(mt[1]))/(etatalfa " (mt[length(mt)]))),d),ncol=d, byrow=
FALSE)

Sij<—function (eta,alfa ,mt,d) matrix(rep((etatalfa (mt[1:
(length (mt) —1)]))*(etatalfa” (mt[2:length(mt)])),d),ncol=d,
byrow=FALSE)
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Si<—function (eta ,alfa ,mt,d) matrix(rep((etatalfa "(mt[1]))=*
(etatalfa” (mt[length(mt)])),d),ncol=d, byrow=FALSE)
Wij<—function (eta ,alfa ,mt,d) matrix(rep(alfa " (mt[2:

length (mt)]) —alfa "(mt[1:(length(mt)—1)]),d),ncol=d,
byrow=FALSE)

Wik—function (eta ,alfa ,mt,d) matrix(rep(alfa " (mt[length(mt)])
—alfa "(mt[1]),d),ncol=d, byrow=FALSE)

Vij<—function (eta ,alfa ,mt,d) matrix(rep((mt[1:(length (mt)—
1)])=(alfa " ((mt[1l:(length(mt)—1)])—1))*(etatalfa " (mt[2:
length(mt)]))(mt[2:length(mt)]|)*(alfa " (mt[2:length(mt)]—1))x*
(etatalfa” (mt[1l:(length(mt)—1)])),d),ncol=d, byrow=FALSE)
Vi<—function (eta ,alfa ,mt,d) matrix(rep(mt[1]=*(alfa (mt[l]—
1))*(etatalfa” (mt[length(mt)])) —(mt[length(mt)])*(alfa” (mt]
length (mt)] —1))*(etatalfa”(mt[1])),d),ncol=d, byrow=FALSE)
Xl<—function (eta ,alfa ;mt,d) sum(Wi(eta ,alfa ,mt,d)/Si(eta,
alfa ,mt,d))

XX&—function (eta ,alfa ;mt,d,X) sum(X«Wij(eta ,alfa ,mt,d)/
(((mt [2: length (mt)]) — (mt [ 1: (length (mt) —1)]))%Sij (eta

alfa ,mt,d)))

X3<—function (eta ,alfa ,mt,d) sum(Tij(eta,alfa ,mt,d)*xWij(
eta,alfa ,mt,d)/(((mt[2:length(mt)]) —(mt[1:(length(mt)—1)
]))*Sij(eta,alfa ,mt,d)))

X4<—function (eta ,alfa ,mt,d) sum(Vi(eta,alfa ,mt,d)/Si(eta,
alfa ,mt,d))

X5—function (eta ,alfa ;mt,d,X) sum(X*Vij(eta,alfa ,mt,d)/
(((me[2:Tength (mt)]) — (me [ 1: (length (mt) —1)]))Sij (eta

alfa ,mt,d)))
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X6<—function (eta ,alfa ;mt,d) sum(Tij(eta,alfa ,mt,d)*Vij(eta,
alfa ,mt,d)/(((mt[2:length(mt)]) —(mt[1:(length(mt)—1)]))*Sij
(eta,alfa ,mt,d)))
R<—function (eta,alfa ,mt,d) sum(Ti(eta,alfa ,mt,d))
Yi<—function (eta ,alfa ,mt,d) sum((Tij(eta,alfa ,mt,d)"2)/
((mt[2:1length (mt)]) —(mt[1:(length(mt)—1)])))
Y2<—function (eta ,alfa ,mt,d,X) sum(X«Tij(eta,alfa ,mt,d)/
(((mt[2: length (mt)]) — (mt [ 1: (length (mt) —1)]))))
S<—function (eta ,alfa ,mt,d,X) (2xX3(eta,alfa ,mt,d)—X2(eta,
alfa ,mt,d,X))/X1(eta,alfa ,mt,d)
/<—function(X,t ,n,ntra) c(sum((log(X[2:n,]/X[1:(n—-1),]))
“2/(t[2:n]—-t[l:(n—1)])),sum(rep(t[n]—t[1l],ntra)), sum(log
(X[n, ] /X[1,])))
# FUNCION OBJETIVO PARA EL PROCESO HUBBERT #
# par: vector de parametros #
# X: Matriz con los logaritmos de los incrementos #
# de las trayectorias #
# t: vector con los instantes de tiempo #
# d: Diferencia entre tiempos (en principio los #
# datos son equidistantes) #
# N: Longitud de las trayectorias #
# z: (n-1)*NumTrayectorias #
f . Hubbert<—function (par,X,t ,d,N,z)
{

al<—z[l]+4xY1l(par[l],par[2].,t.d)+(log(par|[2]) —par[3]"2/2)

"2%z[2] —4%Y2(par|[1l] ,par[2],t,d,X)

a2<—2x(log (par[2]) —par[3]"2/2)*(2«R(par[1] ,par[2] ,t ,d)—z[3])
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f.Hubbert<—Nxlog (par[3]"2)/2+(al+a2)/(2xpar[3]"2)
}

# Logaritmo de la verosimilitud #

Vero<—function (par,X,Y,t ,d,N,z)
{
al<—Nxlog (2*pi)/2—sum(log (Y)[2:length(t) ,1:d]) —d*sum(log ((t
(2:length (£)]—t [1: (length (t) —1)]))) /2
Vero<—al—f . Hubbert (par,X,t,d,N,z)
}

# Temperatura: la siguiente funcién calcula la media de los incrementos #
# entre soluciones aleatorias que se van generando en 100 iteraciones. #

# esta media serd la temperatura adecuada para aplicar S.A. #

temperatura . Hubbert<—function (entorno ,x,t ,ntra ,N,p0,z)
{
solaleal<—c(runif(1,entorno[1,1],entorno[1,2]),runif(1,
entorno[2,1],entorno[2,2]),runif(1,entorno[3,1],entorno[3,2]))
tempini<—0
k<—1
for(i in 1:100)

{
solalea2<—c(runif(1,entorno[1,1],entorno[1,2]),runif(1,entorno[2,1],
entorno [2,2]), runif(1l,entorno[3,1],entorno[3,2]))
Dif=f.Hubbert(solalea2 ,x,t,ntra ,N,z)—f.Hubbert(solaleal ,x,t, ntra,
N, z)
if (Dif>0)
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{
k<—k+1

tempini<—tempini+Dif
}
solaleal<—solalea?2
}
tempini<—(—tempini/k)/log(p0)
}
# ALGORITMO SA PARA EL PROCESO HUBBERT #

simann . Hubbert<—function (entorno ,temp,alpha ,x,t,ntra,
N,z)
{
ini<—c(runif(1,entorno[1,1],entorno[1,2]),runif(1,
entorno [2,1],entorno[2,2]),runif(1,entorno[3,1],
entorno [3,2]))
while (temp >0.1)
{
for (k in 1:50)
{
sol<—c(runif(1,entorno[1,1],entorno[1,2]),runif(1,
entorno[2,1],entorno[2,2]),runif(1,entorno[3,1],
entorno [3,2]))
delta<—f.Hubbert (sol ,x,t,ntra ,N,z)—f.Hubbert(ini ,x,t,
ntra ,N,z)
if (delta <=0)
ini<—sol

else
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{
if (exp(—delta/temp)>runif(1))
ini<—sol
}
}

temp<—temp=alpha

}

simann . Hubbert<—ini

}
# ALGORITMO VNS DESCENDENTE PARA EL PROCESO HUBBERT #

vns. descendente . Hubbert<—function (kmax, solini ,entorno ,x,

t,ntra ,N,p0,gamma, z ){

pasoll<—(solini[l] —entorno[1,1])/kmax

pasol2<—(entorno[1,2] —solini [1]) /kmax

paso2l<—(solini[2] —entorno [2,1]) /kmax

paso22<—(entorno[2,2] —solini [2]) /kmax

paso31<—(solini[3] —entorno [3,1]) /kmax
3])

paso32<—(entorno[3,2] —solini [3]) /kmax

ini<—solini

k<—1

while (k<=kmax)

{
if (k==1) ent<—rbind(c(solini[l]—pasoll,solini[l]+pasol2),
c(solini[2] —paso2l,solini[2]+paso22),c(solini[3]—paso3l,
solini [3]+ paso32))
temp<—temperatura.Hubbert(ent ,x,t,ntra ,N,p0,z)
sol<—simann.Hubbert (ent ,temp ,gamma, x ,t ,ntra ,N, z)
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if (f.Hubbert(sol ,x,t,ntra ,N,z)<f.Hubbert(ini ,x,t, ntra,

N,z))

{
ini<—sol
k<—1

}

else

k<—k+1

ent<—rbind (c(solini[l] —k*pasoll, solini[l]+k*pasol2),
c(solini[2] —k*paso2l,solini[2]+k*paso22),c(solini[3]—

kkpaso31,solini [3]+k*paso32))

ini

Tiempos de primer paso

H#HH##H# Ejemplo de aproximacion de una densidad de tiempo de primer paso para

el proceso de difusion de Hubbert #####

library (fptdApprox)

x <— character (4)

x[1]<—‘‘—log(alpha)*((alpha"t—eta)/(etatalphat))=*x"

x[2]<—"*‘sigma 2%x"2”

x[3]<—‘ ‘dnorm((log(x)—(log(y)+2xlog((etatalpha’s))/
(etatalpha”t)))+(log(alpha)—sigma“2/2)x(t—s)))/
(sigma*sqrt (t—s)),0,1)/(sigma*xsqrt (t—s)*x)”
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x[4]<—‘‘plnorm (x,log (y)+2*xlog ((etatalpha”s)/(etatalpha”t))—
(log (alpha)—sigma"2/2)*(t—s),sigmaxsqrt (t—s))”
Hubbertdifproc<—diffproc (x)
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