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Introduccion

La aparicion en el siglo XIX de la Geometria Hiperbdlica dio origen a nuevas e
importantes ramas de las Matematicas, pero su implicacion mas significativa es que
obligé a los matematicos a revisar radicalmente la comprensién de la naturaleza de
las Matematicas y su relacion con el mundo fisico. La Geometria Hiperbdlica fue la
culminacion de una larga serie de esfuerzos en el area de la Geometria Euclidea y
surge a raiz del analisis e interpretacién del V Postulado de Euclides: Con respecto
a un punto A y una recta r que no pase por A no hay mdas de una recta que pasa
por A, en el plano Ar que no corta a r.

Lobatchevski, en 1826, acepté como hipotesis la asercion contraria al V Pos-
tulado de Euclides. Tomando esta proposicion condicionalmente como axioma y
después de anadir los restantes postulados de la Geometria Absoluta, analizo las
consecuencias esperando llegar a una contradicciéon. Sin embargo, como tal con-
tradiccion no se detectaba, obtuvo dos conclusiones: La primera, que el V Postulado
no se puede demostrar a partir de los demas postulados, es decir, es independiente
del resto; y, la segunda, que sobre la base de la afirmacion opuesta se puede desa-
rrollar una nueva Geometria completamente logica, tan rica y perfecta como la de
Euclides, a pesar de que sus resultados estan en desacuerdo con la imagen intuiti-
va del espacio. Todo esto implicaba un resultado general de enorme importancia:
Friste mas de un geometria logicamente concebible. Asi, ésta debe ser desarrollada
no solo como un esquema logico arbitrario, sino como una teoria que abra nuevos
caminos y métodos para las teorias fisicas - no olvidemos la vital importancia que
tuvo dicha geometria en la teoria de la relatividad, por ejemplo -.

(Casi al mismo tiempo que Nicolai Ivanovich Lobatchevski (1793-1856), Janos
Bolyai (1802-1860) y, anteriormente, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) llegaron al
mismo resultado. H. Poincaré (1854-1912) desarrollé modelos concretos para esta

Geometria.

En un intento unificador. F. Klein (1849-1925) desarroll6 en su Programa de



Erlangen la teoria de que toda geometria conlleva un grupo de transformaciones
tales que determinadas propiedades de los objetos (puntos, rectas, figuras, etc.)
quedan invariantes. Este grupo debe actuar transitivamente sobre el espacio geo-
métrico y, al realizar el cociente por el subgrupo de isotropia de uno de los puntos, se
obtiene un conjunto cociente identificable con el propio espacio geométrico. De este
modo se identifica el estudio de las geometrias al de los cocientes entre grupos. En
la Geometria Euclidea el grupo en cuestion es el Grupo Métrico y en la Hiperbdlica
el grupo es el de las Isometrias Hiperbdlicas.

Siguiendo con el espiritu de F. Klein, es interesante estudiar las propiedades de
los objetos propios de una Geometria que quedan invariantes por la accion de ciertas
transformaciones del grupo que, en general, formaran un subgrupo. En particular,
la Geometria FEuclidea tiene unas figuras que se llaman mosaicos y, dentro de ellos,
estan los llamados periodicos. Tienen interés por su relacion con la cristalografia.
Los elementos del Grupo Métrico que dejan invariantes a los mosaicos periodicos
constituyen los llamados Grupos Cristalograficos.

El problema de la teselacion de cualquier espacio también puede abordarse
cuando en éste esta establecida la Geometria Hiperbdlica para modelizarlo. ;Qué
problemas se plantean desde este punto de vista?

Haciendo un paralelismo con las teselaciones euclideas, citaremos, modo de

ejemplo, solo dos:

1°) La suma de los angulos interiores de un tridangulo es menor que 180°.
Fontonces, ;qué teselaciones por poligonos pueden hacerse? ;Cémo concebir una
teselacion hecha, por ejemplo, con triangulos equildteros de angulos interiores 0°7

27) iComo clasificar estas teselaciones? Es decir, jcual es el equivalente
hiperbélico a un grupo cristalografico?

De este modo se estudian los grupos NEC (non euclidean cristallographic)
que son grupos discretos de isometrias del plano hiperbdlico con espacio cociente
compacto. Si solo contienen isometrias que conservan la orientacion, entonces son
llamados grupos fuchsianos. Un grupo NEC tiene 4 tipos de movimientos del plano
hiperbdlico: rotaciones, traslaciones, reflexiones y reflexiones sesgadas. En un grupo
fuchsiano sélo hay rotaciones y traslaciones.

Hasta aqui hemos hablado solamente de las Geometrias Euclidea e Hiperbdlica,
pero otras Geometrias han ido surgiendo con el discurrir de los tiempos. En el
ultimo cuarto del pasado siglo XX, W. Thurston, en la Universidad de Princeton,
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comenzé a publicar sus clases a partir de 1976 bajo el titulo de La Geometria y
Topologia en 3- variedades. En estas publicaciones estan las bases de la segunda
etapa de la geometrizacion de la Topologia. Amplia el nimero de Geometrias a
ocho: esférica, euclidea, hiperbdlica, producto de la esfera de dimension dos por la
recta real, producto del plano hiperbdlico por la recta real, cubierta universal del
espacio unitario tangente al plano hiperbdlico, grupo de Heisenberg y geometria
nihilpotente.

En esta Memoria hemos centrado nuestra atencion en la Geometria Hiperbo-
lica, abordando los problemas desde una perspectiva constructivista. Las construc-
ciones, lugares geométricos e isometrias tienen lugar en el plano hiperbélico, por lo
que deberiamos de escribir h-recta, h-curva, h-reflexién, etc., sin embargo, hemos
optado por escribir recta, curva, reflexion, etc. para hacer mas fluida su lectura.
No obstante, si en alguna representacion del plano hiperbdlico surge un elemento
euclideo, se hara notar explicitamente.

En el andlisis de la bibliografia preexistente sobre Geometria Hiperbdlica se de-
tecta una falta de sistematizacion, coherencia y unificacion de resultados. Creemos
que, en primer lugar, seria conveniente una organizacion sistematica de los mismos.
Y, en segundo lugar, ofrecer una demostracion entre las equivalencias de distin-
tos puntos de vista que convergen en el mismo resultado, cuando fuese necesario.
Es probable que esa dispersion de resultados citada anteriormente fuese fruto de
la falta de herramientas adecuadas mediante las cuales se hiciese posible la vi-
sualizacion de los problemas planteados, aparentemente contrarios a los supuestos
habituales. Esto exige la creacion de una herramienta de dibujo que permita ma-
terializar construcciones geométricas necesarias para resolver ciertos problemas o
visualizar situaciones abstractas. Para la Geometria de Euclides estas herramientas
son la regla y el compas usuales. No nos cabe la menor duda en que el hecho fun-
damental de que la Geometria Hiperbdlica, a pesar de haber sido creada en el siglo
XIX, no haya tenido la aceptacion y difusion necesarias, se debe en gran parte a la
falta de esos medios. Con este fin hemos creado una herramienta de dibujo cuyo
soporte informatico es el software Mathematica, que ha dado lugar a una serie de
modulos con los que se puede realizar cualquier dibujo o construccién geémetrica,
en los dos modelos de Poincaré del plano hiperbodlico: el semiplano superior abierto
denotado por H? y el disco unidad abierto denotado por D?. Con la creacién y el
uso de la informatica, la Geometria Hiperbdlica resulta mas accesible y los resul-
tados analiticos, asi como las construcciones geométricas, se entienden mejor. En
este sentido, esta Memoria, ademas de exponer algunos resultados obtenidos con el
estudio de esta Geometria, también intenta poner en orden muchas ideas que en la
mayvoria de los trabajos consultados vienen obscuras y son dificiles de entender.



El trabajo invertido en realizar la programacion con Mathematica, en princi-
pio, no resulta carente de contenido investigador. Con la utilizaciéon del ordenador
se han originado en muchas ocasiones bastantes problemas y cuestiones que de otro
modo no se hubieran planteado, por lo que ha supuesto una herramienta de trabajo
indispensable en muchos apartados de esta Memoria. De modo expreso hay que
resenar que cuando se repetia una cierta situacion en algunos problemas particu-
lares, creados con algunos ejemplos concretos que son tratados con el ordenador,
pasabamos a conjeturar que dicha informacion podria ser expresable como un teore-
ma, por lo que intentabamos demostrarlo o bien buscar un contraejemplo. De aqui
que el uso del ordenador y el consiguiente tratamiento informatico de las cuestiones
sometidas a estudio, han tenido bastante importancia en la investigacion realizada.

Una vez llegados a este punto. se hace necesaria la descripcion de los con-
tenidos de cada uno de los capitulos que integran esta Memoria.

En el Capitulo 1 se introduce el plano hiperbdlico axiomaticamente y se pasa
a trabajar en los dos modelos de Poincaré del plano hiperbdlico, H? y D?. Se
continia obteniendo que las transformaciones de Moebius de la forma

B az+b

glz) = sa,b,e,d € R,ad — be =1,

e+ d

coinciden con el grupo de los automorfismos del semiplano superior abierto C*.
Asimismo, se obtiene una expresion de la distancia en H? en funcién de la razén
doble de 4 puntos alineados. De este modo, las transformaciones de Moebius pasan
a ser isometrias, ya que dejan invariante la razon doble. Las anteriores isometrias
son las que conservan la orientacién, denotadas por Isot(H?); las que no la conser-
van son denotadas por Iso™(D?), y se obtienen por composicion de las isometrias
directas con una isometria fijada que no conserva la orientacion. Tanto unas como
otras conservan la magnitud de los angulos. Las directas conservan la orientacion
del angulo v las inversas cambian dicha orientacion.

Tanto las isometrias directas como las inversas de [{?, son definidas en funcién
de los puntos fijos que dejan cada una de ellas, obteniéndose tanto sus expresiones
analiticas como sus identificaciones matriciales: Iso(H?*) = R/{Il,—1}.

Haciendo uso de los puntos fijos de las isometrias, realizamos una clasificacion,
clara y exhaustiva, de las isometrias de H? a partir de su traza. Todo ésto se resume

en el siguiente Teorema de Clasificacion:

Sea g € Iso(H?), entonces,



1.- g es una rotacion si, y solo si, det(g) =1 y tra(g) > 2.

2.- g es una rotacion limite o la identidad st, y solo si, det(g) = 1 y tra(g) = 2.
3.- ¢ es una traslacion si, y solo si, det(g) =1 y tra(g) < 2.

4.- g es una reflexion si, y solo si, det(g) = —1 y tra(g) = 0.

5.- g es una reflexion sesgada si, y solo sti, det(g) = —1 y tra(g) # 0.

Posteriormente, mediante el enunciado y demostracion de varias proposi-
ciones, descomponemos las isometrias de H? en producto de reflexiones. Los resul-
tados a los que nos referimos son:

1.- Sea g € Iso*(H?), entonces, g es un giro con centro en A € H? si, y sélo
si, existen dos reflexiones o, y o; respecto a dos rectas m y | distintas que pasan

por A tal que g = 0,,0;.

¢ u 2 . - .

2.- Sea g € Isot(H?), g # 12, entonces, g es una rotacion limite con centro
en un punto P de la recta del infinito si, y solo si, existen dos reflexiones o, y o)
sobre dos rectas distintas y asintoticas en P tal que g = 0,,0;.

3.- Sea g € Iso*(H?), entonces, g es una traslacion sobre una recta l si, y
solo si, existen dos reflexiones o, y o, respecto de dos rectas distintas y ortogonales

al tal que g = o0,

4.- Sea ¢’ € Iso (H?), entonces, g’ es una reflerion sesqada de recta de
reflexion | si, y solo si, existe una traslacion g sequn [ tal que ¢' = goy.

El estudio de D? es abordado haciendo uso de la transformacion de Cayley,

flz)=— (s€C").

De este modo se trasladan todos los resultados vistos en H? a D?. Es decir,
la métrica, las geodésicas y las expresiones de las distintas isometrias, llegando a la
clasificacién de las isometrias de D? segiin sus puntos fijos.

“n el Capitulo 2 se abordan los distintos problemas constructivos que se
pueden presentar con el grupo de transformaciones del plano hiperbdlico. Se deter-
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minan los algoritmos que, posteriormente, fueron programados mediante el software

Mathematica.

De esta forma se han creado las herramientas electronicas de dibujo indis-
pensables para poder visualizar ciertos modelos que pueden concebirse en el plano
hiperbdlico. La visualizacién es imprescindible en cualquier geometria, en ésta lo
es mucho mas por lo poco intuitivo de las situaciones que se presentan.

El trabajo con grupos de isometrias obliga a la determinacién de la 6rbita de
un punto por la acciéon de tal conjunto de transformaciones. Por tanto, también
hemos implementado los algoritmos correspondientes para visualizar estos conjun-
tos de puntos. Asi, se construyen las érbitas de las isometrias directas, tanto en H?
como en D?, obteniendo otra expresion de la distancia en H? haciendo uso de la
construccion de la circunferencia. En el estudio de las traslaciones segun una recta,
se obtienen una serie de propiedades relacionadas con el cuadrilatero de Saccheri,
que se estudiaran posteriormente en el Capitulo 3.

Al final de la Memoria figura en el Apéndice A la programacion realiza-
da para la creacion de los siguientes comandos: Angulo, Cayley, Hcirc, HD-
dist, HDgiro, Hdist, HDhiperciclo, HDhorociclol, HDhorociclo2, HDme-
diatriz, HDperp, HDperComun, HDrecta, HDreflexion, HDtraslacion,
HDtrasrec,Hgiro, Hiperciclo, Hmediatriz, Horociclol, Horociclo2, Hperp,
HperComun, Hrecta, Hreflexion, Htraslacion,Htrasrec, InCayley. Todos
estos comandos estan acompanados de sus respectivos médulos para la realizacion
de sus graficas. Todas las graficas que aparecen esta Memoria son ejemplos de la
validez de los programas desarrollados.

Los cuadrilateros de Saccheri y Lambert dieron origen a la discusion sobre la
existencia de Geometrias no Euclideas. Su construccion en el plano hiperbolico a
partir de unos datos dados, es un problema que necesita la utilizacion de ciertas
isometrias, pero que no aparece en la literatura sobre el tema con algoritmos ex-
plicitos para su construcciéon con regla y compas hiperbdlicos, quiza por no tener
los medios constructivos adecuados. Este problema ha quedado solventado con el

software descrito en el Capitulo 2.

El Capitulo 3, comienza con el estudio de cuadrilateros birrectangulares y,
como caso particular, se construye el cuadrilatero de Saccheri utilizando, en un
caso, la traslacion de un punto segin una recta que no lo contiene y, en otro, las
expresiones de las razones trigonométricas del angulo agudo . En ambos casos,

dicho cuadrilatero es unico salvo congruencias.
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A continuacién, se sigue con los cuadrilateros trirrectangulares o de Lambert,
que se obtienen como interseccién de dos clases de cuadrilateros birrectangulares,
una con angulos contiguos rectos y otra con angulos opuestos rectos. Deducimos,
al igual que en el estudio que haciamos con los cuadrilateros birrectangulares, las
relaciones entre los lados y el angulo agudo. También se demuestra, a partir de dos
niumeros reales positivos que nos miden los dos lados comprendidos entre los tres
angulos rectos, la condicion necesaria y suficiente para que exista, salvo congruen-
cias, un unico cuadrilatero de Lambert. Dicho teorema es:

Sean R > 0, p > 0, la condicion necesaria y suficiente para que ezista un
inico cuadrilatero de Lambert, L(P,Q,Q’, P'), salvo congruencias, con los dos
lados comprendidos entre los tres angulos rectos, R = d(P,P") y p = d(P,Q), es
que tanh(p)cosh(R) < 1.

De la misma forma, dado un lado concreto y el angulo agudo, demostramos,
salvo congruencias, la existencia y unicidad del cuadrilatero de Lambert.

Este capitulo, también nos sirve de preambulo para poder deducir, bajo qué
condiciones se puede teselar el plano hiperbdlico con estos tipos de cuadrilateros,
utilizando el grupo generado por las reflexiones respecto a sus cuatro lados.

En el Capitulo 4 se presenta una definicién de grupo NEC y su presentacion
canonica mediante los generadores. Definimos la region fundamental para un grupo
NEC y comparamos ésta con la definicién dada por Wilkie.([60])

Pasamos a teselar el plano hiperbdlico con grupos triangulares, que nos abren
el camino para utilizar los grupos poligonales, y demostramos como los poligonos

con angulos interiores de la forma — , con n; € N, n; > 2, para todo 7 = 1,2,.... k
ni
koo l

tal que E — < (k—2)m, teselan el plano hiperbélico y son regiones fundamentales

n:
=1 k

con dichos grupos.

Basandonos en el estudio realizado en el Capitulo 3, demostramos como cier-
tos cuadrilateros de Saccheri v Lambert teselan el plano hiperbdlico, exponiendo
algunos ejemplos sobre dichas teselaciones.

Terminamos con el estudio de los grupos bicolor donde demostramos los dos

siguientes teoremas:

.- Sea (I',T") un grupo bicolor. Se verifica una y solo una de las tres condi-
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ciones siquientes:
i) I' y 1 son fuchsianos.
11) I' es no fuchsiano y I'" = T'".
111) I' y I son no fuchsianos y (I't,I"%) es un grupo bicolor.

2.- Sea (I',;T") un grupo bicolor, donde 1" es un grupo poligonal. Se vertfica

una y solo una de las dos condiciones siguientes:
i) I es el subgrupo fuchsiano canonico de I' (1" =T'71).

i) El par ('Y, 1"") formado por los grupos fuchsianos canonicos de I' y 1"

respectivamente, es un grupo bicolor.

Por ultimo, exponemos algunos ejemplos de teselaciones bicolor utilizando

triangulos y cuadrilateros de Saccheri y Lambert.

[La Memoria se cierra con la exposicion de las Conclusiones y Lineas de Inves-
tigacion futuras a las que se ha llegado tras el trabajo de investigacion realizado.
Tras la Bibliografia figura el Apéndice A (mencionado anteriormente) y el Apéndice
B que contiene las instrucciones efectivas para la obtencion y visualizacion de las

ordenes descritas en el Apéndice A.



Capitulo 1

Geometria hiperbdlica plana

1.1 Introduccion

Se reconoce el descubrimiento de la geometria no euclidea a Lobatchevsky, Bolyai
y Gauss, si bien es cierto que Saccheri, Lambert, Wachter, Schweikart, Taurinus,
Beltrami, Riemann, Poincaré y Klein, principalmente, hicieron aportaciones muy
valiosas a dicha teoria. El problema de las paralelas suscitado por el V postulado
de Euclides, se resistié hasta el 1826 cuando Lobatchevsky leyé un trabajo en
la universidad de Kazan sobre los principios de la geometria, que incluia “una
demostracion rigurosa del teorema de las paralelas”. Tres anos mas tarde, publico
dicho matematico un articulo titulado Sobre los principios de la geometria que
marca el nacimiento oficial de la geometria no euclidea, siendo este descubrimiento
el paso mas consecuente y revolucionario en matematicas desde el tiempo de los

griegos.

En 1872, en el famoso discurso inaugural de Erlangen, Félix Klein le da la
vuelta a la nocion misma de geometria al involucrar la teoria de grupos, mostran-
do como dicho concepto es una herramienta adecuada para caracterizar las diver-
sas geometrias que habian aparecido: “una geometria es el estudio de aquellas
propiedades de las figuras que permanecen invariantes bajo la accion de un grupo

concreto de transformaciones”.

Nuestro objetivo en este capitulo es sentar las bases para trabajar en geo-
metria hiperbdlica plana. Para ello utilizaremos los dos modelos euclideos de
Poincaré del plano hiperbolico: H? y D?. Todas las construcciones, lugares geo-
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métricos e isometrias se hacen en el plano hiperbdlico, por lo que deberia escribirse
h-recta, h-curva, h-reflexion, etc. Sin embargo, para hacer mas amable la lec-
tura del texto, escribiremos recta, curva, reflexion, etc.. Por contra, si en alguna
representacion del plano hiperbélico surge un elemento euclideo, se hara notar ex-

plicitamente.

1.2 Definicion axiomatica del plano hiperbdélico

Clomenzamos este apartado dando una definicion axiomatica del espacio en el que
se desarrolla el contenido de esta memoria: el plano hiperbdlico.

Definicion 1.2.1 Sea X un espacio métrico con al menos un punto. Una recta en
X es la imagen de una aplicacion ¢ : R — X que conserve la distancia.

Definicion 1.2.2 Diremos que X es un plano hiperbolico si verifica los siguientes

axiomas:

Axioma de incidencia Por dos puntos distintos de X pasa una tinica recta.

Axioma de reflexiéon Una recta en X, divide a éste en dos componentes conexas.
Ademas existe una isometria, o : X —» X, para la cual los puntos de la recta
son fijos e intercambia las dos componentes conexas de su complemento.

Axioma de paralelismo Dados un punto A y una recta [ de X, de modo que A
no pertenezca a [, existe en la componente conexa de X determinada por [y
A mas de una recta que pasando por A no corta a [.

Este ultimo axioma es independiente de los anteriores. Se prueba que si existe

un plano hiperbdlico X, entonces es unico salvo isometrias ([34]).

Tenemos asi una distincion muy clara entre dos geometrias, la euclidea y la
hiperbdlica, que derivan de la geometria absoluta al anadir sélo uno de los dos
axiomas alternativos de paralelismo: el euclidiano o el hiperbdlico ([12]).
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Por lo tanto, teniendo en cuenta el principio de incertidumbre de Godel, la geo-
metria hiperbdlica sera consistente en tanto en cuanto lo sea la absoluta ya que esta
probada la independencia del axioma de las paralelas frente al resto. Ademas para
trabajar con mayor comodidad en el plano hiperbdlico, Poincaré creé dos modelos
euclideos del mismo, notados por H? y D?. Desde este punto de vista, los desarro-
llos que se hacen basados tanto en H? como en D? de la geometria hiperbélica son
consistentes, en tanto en cuanto lo sea la geometria euclidea subyacente en ellos.

1.3 El semiplano de Poincaré: H?

1.3.1 La métrica

Sea C el cuerpo de los niimeros complejos, denotamos por C* el semiplano superior

abierto, es decir,

t ={ze€C| Imz > 0}.

El semiplano de Poincaré H? es un modelo del plano hiperbdlico. Se obtiene

considerando en C* la métrica ds = ([34]). Por tanto C* con dicha métrica

]m

dara lugar a H?. Definida la métrica hiperbdlica, podemos buscar las geodésicas
(rectas) de H? para dicha métrica; es decir, los lugares geométricos que dan el
“camino mas corto” entre dos puntos. Vamos a demostrar que entre los lugares
geométricos de H? de extremos zp y 2, aquél cuya longitud es minima estara
sobre una geodésica determinada por la semicircunferencia euclidea con centro en
la frontera de H? y que pasa por zp y z1, si ambos tienen distinta parte real, o sobre
la semirrecta euclidea ortogonal a dicha frontera que pasa por zp y z; si ambos
tienen la misma parte real.

En efecto:

Proposicién 1.3.1 Sea v = (z,y) : [to,t1] C R —=H? una curva de clase C* e
[to, t1], sin puntos multiples y leou]az Entonces, la longitud entre los puntos 7(t0)
v v(ty) de la curva v, viene dada por ~

- - \\ \‘y\‘\\‘\l i -
. / ldz('O) _ [ VEO?+EO) \ T
t Im( /( ) Jto y(t) Y\\ \\ N i
,\ (\ (3'1 b 3
\ -
\—
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1.3.2 Las geodésicas

Determinemos las curvas que hacen minima la longitud obtenida en la Proposicion
1.3.1. Estas curvas denominadas geodésicas, se determinan con técnicas de geo-
metria de Riemann a partir de los valores iniciales para un sistema de ecuaciones
diferenciales de 2° orden ([14]), es decir dado un punto A € H? y w € T4(H?),
w # 0, y to € R, existe una unica geodésica parametrizada proporcionalmente
a la longitud del arco, y(t), verificando que (t2) = Ay 4'(t2) = w. Para la
determinacion explicita de las geodésicas como lugares geométricos, consideramos

el funcional

Hemos de encontrar las curvas @ = z(t),y = y(t) que hacen minimo dicho

funcional.

Sea F : [to,t1] x R x Rt x R? — R dada por F(t,z,y,p,q) =
y

LLos extremales del funcional s son las soluciones de las ecuaciones de Euler-

Lagrange ([50])

, d
Fo(t, 2(t), y(2), 2'(2), y'(1)) — - (F(t, 2(2), y(8), 2'(2), y'(2))) = 0

Fy(t,z(t),y(t), (1), y'(2)) — = (Fo(t,z(t),y(2),2'(t),y'(t))) =0

Se tiene que

luego

i,
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Por otro lado tenemos
e L q
Fy= SRR F = ————,
y yvp*+ ¢
luego
VEO?+ 07 _d y'(1) ~d
y2(1) dt \ y(t)\/(2'(1))? + (y'(1))?
Asi que el sistema que hay que resolver es
z'(t)
=
y(t)/ (1)) + (v'(1))?
(1)

mev+wmv_i( y'(t) ):0
y(1) dt \ y(t)\/(2'())? + (y'(1))? '

Si se consideran curvas parametrizadas de la forma
¥(t) = (z(t),y(t)) = (rcost + ky,rsent), ky € R, t € (0,7)

tenemos que,
2'(t) = —rsent, y'(t) =rcost

y, por tanto,

V(@'(0))? + (y'(1)? =7

Sustituyendo en (1), queda

—rsent 1
= ¢ luego, ¢ = ——
-

r2sent

r d [ rcost 1 1
sl g, v ey, € = — = 55 = 0.
r2sen?t  dt \ r’sent rsent = rsen?t

Por tanto, estas curvas son soluciones del sistema (1).

Se puede comprobar que el sistema (1) tiene también las soluciones
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v(t) = (2(t),y(t)) = (k,t), ks € R, t € R,

Luego las curvas de ecuaciones paramétricas

z(t) =rcost + k ]
{ y(t) = rsent , kv € R, t e (0,m), (a)
}r’
2(1) = ks
, k, € R, t € RY, b
{ y(t) =1t 2 (b)

son extremales del funcional s.

Por otra parte, F' tiene derivadas parciales continuas de segundo orden con
respecto a todas las variables v es positivamente homogénea de primer grado en p
y g, o sea, existe A > 0 tal que V(z,y) € H? (dominio simplemente conexo),

F(t,z,y,Ap,A\q) = AF(t,z,y,p,q).

Fop + Foq

Sea F} =
Ca L1 p? + ¢2

, entonces

1
Fi(t,2(1); ;2 ()= ‘
(t,z(t),y(t),z'(1),y'(t)) y(t) ((2'())2 + (v'(1))?) =i

yvaque y>0 y 2'(t)#0 o6 y'(t)#0.

En consecuencia, aplicando la condicion de Legendre ([50]) cualquier extremal
del funcional s es un minimo para el mismo. Luego (a) y (b) minimizan este

funcional, por lo que son geodésicas.

Comprobemos que estas curvas son todas las geodésicas de H?%. Es facil ver
que reparametrizando las curvas («) y (b), sus vectores tangentes toman todos los

valores del plano tangente en cada punto de H>.

Por tanto, las rectas en H? son semicircunferencias euclideas que se corres-

ponden a la traza de la parametrizacion

—_
(3]
—

{ z(t) = rcost + k; ¢ € (0,7)

y(t) = rsent



~J
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con centro en la frontera de H?, y semirrectas euclideas que se corresponden a la

traza de la parametrizacion

2 teRY, (3)

—m

/‘i’ﬁ
1
R

ortogonales a dicha frontera.

Observacion 1.3.2 El axioma de incidencia se respeta con las rectas que acabamos

de obtener.

Es natural definir el siguiente concepto.

Definicién 1.3.3 La distancia entre dos puntos zo y 2z, de H?, d(z0,21), es la
longitud s del arco de extremos zo y z; sobre la recta que pasa por zp y 2;.

Definicién 1.3.4 Dos rectas que se corten en H? se dice que son secantes; si lo
hacen en un punto propio (real) o impropio (co) de la recta del infinito, seran

paralelas; en cualquier otro caso, seran ultraparalelas.
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Figura 1.1: Rectas secantes

Figura 1.2: Rectas paralelas (I)

YN

Figura 1.3: Rectas paralelas (IT)
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N

NN

Figura 1.4: Rectas ultraparalelas

Se suelen distinguir las dos componentes conexas que determinan en H? el
complemento de una geodésica como se indica en la Definicién 1.3.6.

Definicién 1.3.5 Llamaremos vector normal de una geodésica en H? en el punto
(z,y) al vector

= z—ky i ) , . . ) .
a) N = (—1 : g) si la geodésica viene dada por ecuaciones del tipo (2).
r r

b) N = (1,0), si la geodésica tiene ecuaciones del tipo (3).

Definicién 1.3.6 Las dos componentes conexas del complemento de una geodésica
[, se llaman semiplanos positivo y negativo de [, y se distinguen de la siguiente
forma: una geodésica a través de un punto A de [ que sea tangente al vector
normal N de [ en el punto A, pasa desde el semiplano negativo al positivo de [
cuando se recorre segun la orientacion del vector normal N.
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La figura de arriba ilustra la definicién anterior.

Definicién 1.3.7 La isometria que deja fijos los puntos de una geodésica [, e in-
tercambia las dos componentes conexas de su complemento, se denomina reflexion

respecto o sobre [ y se denota por oy.

1.3.3 Area de un dominio

Si consideramos un subconjunto € conexo y acotado de H?, el area de dicho dominio

1
/ —dxdy.
Ja ¥y

Hay que hacer notar que puesto que H? no posee un producto escalar in-
trinseco (notese que ni siquiera tiene estructura de espacio vectorial), carece de

viene dada por ([52]):

sentido definir un concepto de angulo intrinseco a H?. Por ello vamos a recurrir a
la nocion extrinseca de angulo mas simple: los angulos se entenderan euclideamente.

Es inmediato que el angulo que forman dos geodésicas en un punto comun de
H?. coincide con el angulo que forman sus vectores normales en dicho punto, y este

angulo se considera orientado.
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De aqui se deduce que el area determinada por un triangulo geodésico cuyos
lados estan sobre rectas que son secantes dos a dos, de angulos interiores «, 3 y 7,
es T —a— [3—y, que no es mas que un caso particular de la férmula de Gauss-Bonet

([13]).

De lo anterior se deduce que los triangulos de area maxima son aquellos que
tienen a = = =0.

o ’ 9 v . hye

En general, si tenemos un poligono en H?, definido por una poligonal cerrada

de segmentos, con n vértices y o, as,..., o, angulos interiores a éstos vértices, el area
asociada a dicho poligono viene dada por la expresién: (n—2)m —(a;+az+... +an)

([52)).
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1.4 Grupo de Transformaciones de C*

Un automorfismo en C* es un morfismo biyectivo de C* en si mismo, holomorfo,
cuya inverso es también holomorfo. El conjunto de todos los automorfismos de
Ct, provisto de la composicion de aplicaciones forma un grupo que notaremos por
['( Ct). Queda determinado partiendo del estudio del grupo de transformaciones
asociado a un abierto de la esfera de Riemann S2.

La proyeccién estereografica establece un difeomorfismo entre la esfera de
Riemann sin el polo norte, S~ {N}, y C, y todos los resultados sobre la esfera que
no afecten a NN se trasladan al plano. En particular, C* se corresponde con una
semiesfera abierta en cuya frontera esta el polo norte; y la recta real R frontera de
C* en C, se corresponde con la frontera de dicha semiesfera sin el polo norte. Por
lo que podemos estudiar las transformaciones de Ct como transformaciones entre

abiertos de S2.

Los siguientes resultados se pueden consultar y ampliar en [9].

Lema 1.4.1 Sea F un abierto de S? y F' un subgrupo del grupo I'( E) de todos los
automorfismos de E. Si

a) F es transitivoen E, y

b) existe zo € E, cuyo grupo de isotropia (subgrupo de transformaciones que
dejan fijo zp) esta contenido en F',

entonces F' = I'(E).

Este lema se utiliza para demostrar el siguiente:

Teorema 1.4.2 La esfera de Riemann S? no posee mas automorfismos que las
transformaciones de Moebius, es decir, aplicaciones de la forma

az +b

T a,b,c,d € C, ad — bc # 0.

g9(z) =
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Queda determinado asi el grupo de automorfismos de S%. Mediante la si-
guiente proposicion se determina, de entre ellos, los que transforman el eje real en

si mismo.

Proposicién 1.4.3 El grupo de los automorfismos de la esfera de Riemann que
transforman el eje real y = 0 en si mismo, forma un subgrupo de transformaciones

de la forma A
9(z) = ks , a,be,d€eR, ad —bc#0. (4)
cz+d

Como los coeficientes de (4) no estan definidos mas que salvo un factor de
proporcionalidad real distinto de 0, se puede suponer en (4) que ad — bec = +£1.

Lema 1.4.4 Entre las transformaciones

z+b
glz) = e , a,be,de R,ad—bec= =+1,
cz+d

las que transforman y > 0 en si mismo son aquellas para las cuales ad — bc = 1.

DEMOSTRACION

 + b
Basta notar que I'm( a? £) ) > 0. O
ct + d

Lema 1.4.5 FEl subconjunto de transformaciones

az+b
g(z) = ——,a,b,e,d € R,ad — bc =1,
gle) = ——
forma un subgrupo G de I'(C*). Cada transtormacién de G determina los coefi-
cientes a,b,c,d € R, salvo un factor de proporcionalidad igual a +1.

(o)

Aplicando nuevamente el Lema 1.4.1, se demuestra el siguiente resultado.
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Teorema 1.4.6 El grupo GG precedente contiene todos los automorfismos del semi-
plano C*, es decir G = I'(C").

En virtud de este teorema, cada automorfismo de C* se prolonga a un auto-

morfismo de S2.

Estas transformaciones son conformes o, equivalentemente, conservan los angulos;

asimismo, transforman rectas euclideas en rectas euclideas y circunferencias eu-
clideas en circunferencias euclideas.

1.5 El espacio métrico H*

1.5.1 Invarianza de ds bajo G

Podemos identificar H%? U RU {oo} con un semiplano del plano proyectivo real
P2. Las transformaciones de Moebius, en general, son un caso particular de las
proyectividades. Como los elementos de (¢ son transformaciones de Moebius de la

az+b , ., ..
forma g(z) = =id’ con ad—bc=1ya,b,c,d € R, también son proyectividades.
cz + a
Dichas proyectividades solo dejan invariante la razén doble, por lo que una expresion

de la distancia que implique la presencia de la razon doble implica, a su vez, el que
las transformaciones de Moebius anteriores son isometrias.

El concepto de orientacion es inherente e imprescindible para el desarrollo de
la geometria euclidea. Del mismo modo, al tratar de resolver diferentes problemas
constructivos hiperbélicos, nos encontramos con la necesidad de la definicion formal
de este concepto. Por ejemplo, si intervienen giros, se necesita la determinacion de
angulos orientados positiva y negativamente; si se trata de traslaciones, se necesita
fijar la orientacion positiva o negativa para la traslacion de un punto sobre una

recta.

Es por ello que necesitaremos de una definicion formal, clara e inequivoca, de
orientacion para construir las herramientas informaticas necesarias, para la resolu-
cion constructiva de distintos problemas geométricos hiperbdlicos. En consecuencia,
dados tres puntos del plano hiperbdlico, A, By (', la orientacion del angulo ZABC
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se entiende como su orientacion euclidea. Si [ es la recta determinada por Ay B,y
tomando U y V, U # V, como los puntos interseccion de [ con la recta del infinito,
se pueden dar dos situaciones. Primera, si [ es de la forma z(t) = rcost + ky;
y(t) = rsent con t € (0,7), y si C es el centro de la semicircunferencia euclidea co-
rrespondiente a la recta [, la orientacion de A a B es positiva si el angulo ZACB es
positivo. Segunda, si [ es de la forma z(t) = ky; y(t) =t con t € R*, la orientacion
de A(k,p) a B(k,q) es positiva si ¢ > p. En ambos casos, si la orientacion de A a
B no es positiva, se dice negativa.

Si U(u,0) y V(v,0) son puntos propios de la recta del infinito, consideramos:

a) u < v, si la orientacion de A a B es positiva,

b) u > v, si la orientacion de A a B es negativa.
Si U o V es impropio, consideramos:

a) que el punto impropio es U, si la orientacion de A a B es positiva,

b) el punto impropio es V| si la orientaciéon de A a B es negativa.

Proposicion 1.5.1  a) La identidad es una isometria que conserva la orientacion
de H?.
b) Las reflexiones respecto de rectas son isometrias de H? que invierten la

orientacion.

Denotamos por [X,Y,Z,T] la razén doble en el plano euclideo de cuatro

puntos.

Teorema 1.5.2 La distancia entre dos puntos cualesquiera A, B € H* viene dada

por la expresion:

d(A, B) = n[U,V, A, B).
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B
b A
A
U Vv
Observaciones 1.5.3 a) d(A, B) depende sélo de Ay B ya que U y V estan

univocamente determinados por A y B y la orientacion de A a B.

b) d(A,B) =d(B, A) ya que d(B, A) = In[V,U, B, A].

La demostracion de este teorema se sigue de los dos lemas siguientes.

Lema 1.5.4 Sean A, B € H? cualesquiera, y C' el centro de la semicircunferencia
euclidea correspondiente a la recta determinada por los puntos A, B. Entonces:

tg=
d(A,B) =1n—%,
1.‘/;

con [a, 3] C (0,7),

siendo o = LVCA,y = £V B. Para las rectas perpendiculares a R se tiene que

d(A,B) =In 2, con [p,q] C R¥,
p

siendo A(k,p) v B(k,q).
DEMOSTRACION

Estas expresiones se siguen sustituyendo en ds las parametrizaciones dadas

en la Seccion 1.3, e integrando posteriormente. O
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Lema 1.5.5 Sean dos puntos cualesquiera A, B € H* y U,V los puntos propios de
la recta del infinito correspondientes a la recta determinada por A, B. Entonces:

= In[U, V, A, B],

siendoa = LVCA,y 3= ZVCB. Para las rectas perpendiculares a R se tiene que

In < = 1n[U,V, A, B),
P
con A(k,p) v B(k,q) y U,V puntos de la recta del infinito, siendo uno de ellos

impropio.

DEMOSTRACION

Si llamamos u,v a las abscisas de U y V| respectivamente, r al radio de la
semicircunferencia euclidea que contiene a Ay B, a = LZVCA,3 = ZLVCB,y £ a
la abscisa del centro C', los nimeros complejos que representan a U, V, Ay B son
u=£€6—rv==E+rA=¢(+rey B = ¢+ re, respectivamente, por lo que
tenemos

, UA-VB _ (E+re® —E+r)(E+ref —¢—7)
WV,A, Bl = ——— = . ; =
[, ] VA (E+4re? —€E+r)(E+re—E—7)

™~
-,

r(e +1)r(e? —1) (e +1)(e®?—1)

r(e + Dr(et —1) (et —1)(e® + 1)

Como

(e +1) cosa+isena+ 1 _ (cosa+1)+isena (cosa —1) —isena

(el —1)  cosa+isena—1 (cosa —1)+isena (cosa — 1) — isena
LT
—18ena _I'“'SC”‘:;CU'SE 1 _
- — 52 e | o
(1 —cosa) 2(56717)2 t{l;

& e
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18
B
A
o
Luego
tgg
[U,V,A,B] = —2.
tqg—
2
Si la recta es de la forma z = k, entonces si V (k,0), es A(k,p) y B(k,q) ¥
VB
evidentemente, U = co. Como [U,V, A, B] = = resulta que [U,V, A, B] = 2.
p
B
A




1.5. El espacio métrico H? 19
Las expresiones encontradas para la razén doble [U,V, A, B] prueban el lema. 0O

Para los casos limite en los que B = U o B = V la distancia d(A, B) = oo
lo que se justifica porque, en general, [X,Y, Z, X] = co. En consecuencia, el eje de

abscisas unién con el oo se puede interpretar como la recta del infinito del plano
proyectivo asociado a H* UR U {co}.

Lema 1.5.6 1.- d(A.B) =d(B, A).
2-d(A,B) > 0.
3.- d(A,B) =0 st y sélo si A= B.
4.- d(A,B) <d(A,C)+ d(C, B). La igualdad se da, solo si los puntos A, By C
estan en la misma recta y el punto C' estd situado entre los puntos A y B
DEMOSTRACION

La demostracion de 1, 2 y 3 son evidentes, y para 4 véase [34] O

Proposicién 1.5.7 d es una métrica para H?.

Corolario 1.5.8 Las transformaciones de Moebius de la forma

z+b
g(z) = az + , con a,b,e,d € Ry ad —bc=1,
cz+d

son isometrias de H?.
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1.6 El grupo de isometrias Iso(H?)

- % 7 e . , 2
En este apartado obtenemos la expresion analitica del grupo de isometrias de H~,
y exponemos su identificiacion matricial. También damos nombre a todas y cada

una de las isometrias que esencialmente existen.

Proposicién 1.6.1 Las isometrias de H* que conservan la orientacién forman un

grupo.

Definicién 1.6.2 Llamamos [so*(H?) al grupo de las isometrias que conservan la
orientacion, y se les denomina isometrias directas.

Proposicién 1.6.3 ([38]) El grupo [sot(H?) es:

Iso*(H?) = {g : H2 — H? | g(2) = %.a,b,c,dé R, ad — bec = 1}.
c2

Definimos a continuacién los diversos tipos de movimientos de H? que con-

servan la orientacion.

Definicion 1.6.4 Una transformacion eliptica o rotacion es una isometria directa
que deja fijo un tinico punto A € H? denominado centro de la rotacién.

Definicién 1.6.5 Una transformacion parabdlica o rotacion limite es una isometria
directa que deja fijo un unico punto P de la recta del infinito, denominado centro

de la rotacion limite.
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Definicién 1.6.6 Una transformacion hiperbdlica o traslacién sobre una recta [,
es una isometria directa que deja fijos dos puntos en la recta del infinito, que son
los que se obtienen al intersecar la recta [, denominada recta de traslacion, con la

recta del infinito.

No definiremos mas tipos de isometrias directas puesto que como probaremos
mas adelante, toda isometria directa o es la identidad o corresponde a uno de los
tipos descritos anteriormente.

Denotamos por SL(2,R) al conjunto
a b
.SL('Z.R):{<C d)|(1.b,C.(1€R.ad—bC:l}.

SL(2,R) con el producto es un grupo.

Podemos establecer un epimorfismo de grupos de SL(2,R) sobre [so*(H?)

como sigue :

definido por

. a b _a:+b_
¢ c d ez +d

Obviamente

(¢ )y (e 2h)

tienen la misma imagen y las matrices
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[\)
8]

constituyen el micleo de (.

El conjunto cociente SL(2,R)/{I,—1} se denota por PSL(2,R). PSL(2,R)
es un grupo y se le denomina grupo lineal proyectivo.

Existe un isomorfismo ¢ entre PSL(2,R)y Iso*(H?), el inducido por (.

El grupo SL(2,R) esta generado por ( (1) 11) ) y ( ? _01 ) ([19]), luego el

grupo PSL(2,R), esta generado por las clases ( (1) [1) ) y ( (1) _01 ) Por tanto,

mediante ¢,

2y 1 b 0 —1
[.50+(H)~<<0 1>’<l 0 >>

Cada generador puede asociarse a una transformacion de H?, que conviene
. L s az +b
identificar. Sustituyendo en g(z) = T’ queda:
cz+d

a)Sia=d=1,c=0y Vbe R, g(z) = z+ b, por lo que se trata de una
rotacion limite con centro en el punto impropio de la recta del infinito.

b)Sia=sd=0b==lye=1]l, glz) = ——1:, que es una rotacion de angulo
7 que deja invariante el punto z = (0,1) (antiinversién sobre la semicircunferencia
euclidea en Ctde centro (0,0) y radio 1, es decir, sobre la recta unidad). Por tanto,
se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 1.6.7 [sot(H?) estd generado por rotaciones limite con centro en el
punto impropio y rotaciones de angulo m con centro en (0,1).

Proposicién 1.6.8 Las isometrias de H? que no conservan la orientacion son la
composicién de las isometrias directas, con una isometria fijada que no conserve la

orientacion.
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Es usual utilizar como isometria fijada que no conserva la orientacién, la

reflexién sobre el eje imaginario, h(z) = —Z ([38]), para obtener las isometrias que
no conservan la orientacién a partir de las isometrias directas.

Definicién 1.6.9 Llamamos [so™ (H?) al conjunto de isometrias que no conservan

la orientacion.

Proposicién 1.6.10 EI conjunto Iso™(H?) es:

; A Z4+Y
[so™ (H?) = {g' :H> — H? | ¢'(2) = fl—_i—,a',b',c', deR,dd —-bcd = —l}.
dz+ d
DEMOSTRACION
Sea g € Isot(H?) y h(z) = —Z. Entonces.
—az+b
(goh)(z) = ———(i_—j_——; con —ad+ bc= —1
—cz+d
—az—b
(hog)(z) = —C(ELZTCT; con —ad+ bec= -1

a

En la Definicién 1.3.7 se introdujeron las reflexiones respecto de rectas, que
son un tipo de isometrias que no conservan la orientacion, ademas dejan fijos todos
los puntos de la recta de reflexion.

Las restantes isometrias que no conservan la orientacion se describen en la
siguiente definiciéon. Como veremos posteriormente, todas las isometrias que no
conservan la orientacién estan incluidas en estos dos tipos.

Definicién 1.6.11 Una reflexion sesgada de recta de reflexion [ es una isometria
que no conserva la orientacion, que no deja ningiin punto fijo en H? y deja fijos dos
puntos en la recta del infinito, que son los que se obtienen al intersecar la recta /

con la recta del infinito.
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Proposicién 1.6.12 El grupo de todas las isometrias de H* coincide con:
Iso(H?) = Isot(H?) U Iso~(H?)

°
donde U denota la union disjunta.

Por lo que hemos visto para Isot(H?), sus generadores dan lugar en Iso™ (H?)

a) Reflexiones sobre el eje imaginario compuestas con rotaciones limite con
centro en el punto impropio, cuya expresion es ¢'(z) = —z + b/,

b) Reflexiones sobre el eje imaginario compuestas con semigiros de centro el
punto (0, 1) (inversiones sobre la semicircunferencia euclidea en C*de centro (0,0)

y radio 1), cuya expresion es ¢'(z) =

ST

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, puede establecerse un isomorfis-
mo entre Iso( H*) y el conjunto R de las matrices reales cuadradas de orden 2 con
determinante +1, cociente por el subconjunto {7, —1}.

‘ 5 , Rcon |R| =1 st g€ [sot(H?
v el B = Wil Il $g) = { R con ||I£| = —1 {1 g € [io*()llz).

donde

queda determinado por

¥4 [) 2
g{z) = ZC i(/ cuando ¢ € Isot(H?)
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y por
1Z + b .
g(2) = Cct‘:":d cuando g € Iso™ (H?).

, _ b , : b
Cada clase de equivalencia ( Ccl d ) esta formada por dos matrices, ( (j d >

—c —d

—a —b : . .
y ( ), que tienen igual determinante pero trazas opuestas. Por tanto,

) a . e
el determinante de < ) como determinante de una de sus clases esta bien
c

d

; : a b
definido, mientras que llamaremos traza de ( e d ) a |a+ d|.
i

Definicién 1.6.13 Dada una isometria ¢ € Iso( H?), la traza de g es la traza de
#(g) y el determinante de g es el determinante de ¢(g).

Proposicién 1.6.14 El determinante de una isometria g en H?, es +1 6 —1 segiin
que g conserve o invierta la orientacion, respectivamente.

1.7 Clasificacién de [so(H?) atendiendo al estudio
de puntos fijos

Si consideramos el isomorfismo natural entre Iso( H?) y ®/{I,—1}, la conjugacién
de isometrias equivale a la de matrices y el estudio de puntos fijos se equivale con el
de invariantes algebraicos -determinante y traza- de las correspondientes matrices.

Puesto que dos isometrias son conjugadas si y solo si tienen igual numero
de puntos fijos, y del mismo tipo, todo el estudio que realizaremos nos permitira
clasificar por conjugacién las isometrias de H?*.
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Diremos que z € H*URU{oo} = adh(H?), es un punto fijo bajo una isometria
g € Iso(H?) si g(z) = =.
Respecto a Isot(H?), tendremos los puntos fijos determinados por una ecuacion

de la forma siguiente:

az+b
cz+d

ot
~—

= si, y sblo si, ¢z 4+ (d —a)z — b = 0. (4
Llamamos A = (d — a)* + 4bc. Por ser ad — bc = 1, se tiene que
A = (a +d)? — 4 = (tra(g))? — 4.
Lema 1.7.1 Si ¢ =0 en la ecuacion (5), entonces,

ralg)l =2 &= d=ua=$l.

DEMOSTRACION
La condicién suficiente es evidente.

Para la condicion necesaria basta tener en cuenta que al ser ¢ = 0y ad—bec = 1

. 1
se tiene que d = —-
a

Por tanto,

1 a4 1
tra(g) =la+d| = la+ —| = =
a la|
, . 9 A v
Llegamos asi a la ecuaciéon a® — 2 |a| + 1 = 0 cuya solucién es a = £1. U

Lema 1.7.2 ¢ = 0 en (5) si, v solo si, g admite al punto impropio de la recta del
. g Proj

infinito (oo ) como punto fijo.
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DEMOSTRACION

- az+ b
Basta escribir ¢ como g(z) = —g Y observar que
lim g(2) = oo.
Z=—»00

Proposicién 1.7.3 Sea g € Iso*(H?), entonces,
g es una rotacion si, y solo si, tra(g) < 2.

DEMOSTRACION

Observemos inicialmente que ¢ # 0, ya que si ¢ = 0, entonces

ad =1

2
1
—% 159 VaeR- {0}

|a]

la +d| = |a+ —
a

1 {
Si g es una rotacion, g deja fijo un tnico punto en H?, por lo que (5) ha de

tener dos soluciones complejas (no reales), luego |a + d| < 2.

Reciprocamente, si |a + d| < 2, entonces de (5) obtenemos que

a—(/i vVi-—(a+d)?.

e - 1 %

2¢ 2¢

por lo que la parte imaginaria de una de las dos raices es positiva y la otra negativa.
Asi pues, g tiene un tnico punto fijo en H?, es decir, g es una rotacién con centro

a

dicho punto.
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N}
2
o}

Observacién 1.7.4 Este tipo de isometria fija los elementos del haz de circunfe-
rencias ortogonales al haz de rectas que pasan por el punto fijo z. En la Seccién
2.7 del Capitulo 2, se describe la construccién de las 6rbitas por la accion de dichas

transformaciones, llamadas circunferencias.

Proposicién 1.7.5 Sea g € Isot(H?), entonces

g es una rotacion Iimite o la identidad si, y sélo si, tra(g) = 2.

DEMOSTRACION
Supongamos que ¢ = 0 en (5).

Si b = 0, entonces por el Lema 1.7.1

la+dl=2<=>d=a==1 <> g(z) =2, Vzec H?
Luego ¢ es la identidad.

S1 b # 0, entonces por verificarse que ad = 1 y por el Lema 1.7.1 tenemos que

a4 dl=24+&d=a=£l]
o lo que es lo mismo, (5) no tiene solucién en H?, y esto equivale a decir que ¢ no

admite puntos fijos en H?, es decir, por el Lema 1.7.2, ¢ es una rotacién limite con
el punto impropio de la recta del infinito como centro.

Finalmente, si ¢ # 0,

e+ dl =2+ A =0,

a—d

es decir, (5) admite una unica soluciéon z = = € R o, equivalentemente, g tiene
2c
5 & . a—d . A .
un unico punto fijo z = 5 en la recta del infinito, y esto es lo mismo que afirmar

2¢
que ¢ es una rotacion limite con centro en dicho punto. ]
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Observacién 1.7.6 Las circunferencias del haz de circunferencias euclideas que
pasan por un punto propio P de la recta del infinito y tangentes a ella en P son
invariantes bajo las rotaciones limite con centro en P. Las rectas euclideas paralelas
a y = 0, son invariantes bajo la rotacines limite con centro en el punto impropio de
la recta del infinito. En la Seccién 2.8 del Capitulo 2, se describe la construccion
de las orbitas por la accion de dichas transformaciones, llamadas horociclos.

Proposiciéon 1.7.7 Dados tres puntos distintos P, @), R, en la recta del infinito,
existe una tinica rotacion limite con centro en P que transforma Q) en R.

DEMOSTRACION

Sean P(p,0), Q(q,0),y R(r,0). En la situacion general, basta con tomar una

isometria

s}
N
-+
-~ o

2
0
Il
O
0
_+_
QU

con

_P=2pr+gr P (r —q) e g ~r d_p2—2pq+qr

Th-r-1  -ap-r) rP—ap—r) (—-9p-r)

de lo que se deduce que tal isometria es una rotacion limite con centro en P y que
lleva el punto @ a R.

Mientras que si () es el punto impropio de la recta del infinito (c0), la rotacion

limite viene dada por

r p? 1 2p—r
: = -
r—p p—r r—p p—r

Del mismo modo, si R es el punto impropio de la recta del infinito (c0), la
rotacion limite viene dada por
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2p —q p? I q
a=——1

):———’(‘: ’(l: .
P—q q—p pP—q q—p

Por ultimo, si P es el punto impropio de la recta del infinito (c0), la rotacion

limite tiene la expresion

g(z) =z —q+r.

La unicidad de estas transformaciones esta garantizada por la determinacion
univoca de los coeficientes de la expresion de la rotacion limite. O

Proposicién 1.7.8 Sea g € [sot(H?), entonces
g es una traslacion si, y sélo si, tra(g) > 2.

DEMOSTRACION
Consideremos en primer lugar que ¢ = 0.

Si ¢ = 0, entonces ad = 1 y razonando como en la Proposicion 1.7.3,

8]

la +d| >

Por el Lema 1.7.1
lat+d| =2+3d=a==+]l,
por lo que
la + d| > 2 es equivalente a afirmar que a # d.

Si g es una traslacion (y ¢ = 0), entonces g posee un unico punto fijo propio
en la recta del infinito, es decir, (d — a)z — b = 0 tiene una unica solucion real, por
tanto a # d.
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b

Reciprocamente, si @ # d, como (d —a)z — b = 0, se tiene que z = 7 € R,
—a

por lo que hay un punto fijo propio en la recta del infinito y, por el Lema 1.7.2, oo
b

también es fijo, por lo que se trata de una traslacién sobre la recta z = 7 .
—a

Si ¢ # 0, tenemos las siguientes equivalencias:

g es una traslacién si, y solo si, g tiene dos punto fijos en la recta del infinito
o lo que es lo mismo, (5) tiene dos soluciones reales, equivalentemente,

A>0< la+d| > 2.

Evidentemente, la dos soluciones reales de (5) son los puntos propios inter-
seccion de la recta de traslacion con la recta del infinito. a

Observacion 1.7.9 Los elementos del haz de circunferencias euclideas que pasan
por los dos puntos propios fijos de la recta del infinito y las semirrectas euclideas

,0 ), son invariantes bajo estas isometrias. En la

con origen en el punto
—a

Seccion 2.9 del Capitulo 2, se describe la construccion de las érbitas por la accion
de dicha transformacion, llamadas hiperciclos.

Respecto a Iso™(H?), tendremos:

adz+ b

i d si,y sblo si, 2z +d'z—ad'z—-b =0. (6)

Hagamos notar que el conjunto de puntos z que satisfacen la condicion anterior
es un lugar geométrico en el plano C. El estudio de dicho lugar sera la base de
analisis para cada uno de los casos que siguen. Por lo tanto, conviene indicar que
a diferencia con el caso de las isometrias directas, haremos un analisis de los casos
posibles basandonos en consideraciones de caracter geométrico y no meramente

algebraicas.
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Lema 1.7.10 Sea ¢’ € Iso~(H?), si ¢’ tiene un punto fijo en H? entonces se tiene

que tra(g') = 0.

DEMOSTRACION

Sea z = (z,y) € H? un punto fijo para ¢’. Por (6) se tiene que
Y p JO I g9 q

A+ y)+z(d —a)—b+y(d +a)=0.

En particular y(d' 4+ a’) = 0 y, como y # 0, se tiene que |a’ + d'| = 0. O

Proposicién 1.7.11 Si ¢’ € Iso~(H?), entonces
g' es una reflexion si, y sélo si, tra(g') = 0.

DEMOSTRACION
La condicion necesaria es evidente por el Lema 1.7.10.
Para la condicion suficiente, partimos de que a’ = —d'.

Si ¢ =0, (6) se reduce a la igualdad

2Re(z)d =V,

por lo que tenemos una recta

de puntos fijos. Se trata, por tanto, de una reflexién sobre dicha recta.

Si ¢ 0, como |a’ 4+ d'| = 0, el lugar geométrico (6) es una circunferencia
g

euclidea en C y tanto =z como Z pertenecen a dicho lugar geométrico; luego el centro
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ha de estar en un punto propio de la recta del infinito y esta semicircunferencia

J

euclidea del semiplano C* es una recta en H?%. Asi pues, ¢’ deja fijos los puntos de
la recta de ecuacién (6), por lo que ¢’ es una reflexion con la recta como eje. O

Observacién 1.7.12 Estas transformaciones son compatibles con lo expresado en

el axioma de reflexion.

Proposicién 1.7.13 Si ¢’ € Iso~(H?), entonces
g’ es una reflexion segada si, y sélo si, tra(g’) # 0.

DEMOSTRACION
Supongamos que ¢’ es una reflexion sesgada, entonces (6) tiene una o dos raices

y ademas estan en la recta del infinito. Luego |a' + d'| # 0 ya que si |@' +d'| =0
entonces por la proposicién anterior la ecuacion (6) tendria infinitas soluciones.

Reciprocamente, supongamos que |a’ + d'| # 0.

Consideremos en primer lugar que ¢/ = 0. Si z = (z,y) es fijo, ha de satisfacer
que
(d—d)z—-b =0y (d+d)y=0.
Por tanto, el punto
bl
(ﬁ,ﬂ),\/bl cR,
d — a
también es fijo (obsérvese que como a'd’ = —1 es a’ # d').
Asl pues, la recta de ecuacion
b/
zr = ——
d —d
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. ) g a'z + b
es globalmente invariante ya que para g'(z) = —g o8
C
( b )= ( b’ 1 )
—n) = (———,—=u)-
NG =™ & —a’ d??!

Luego, ¢’ es una reflexion sesgada.
Consideremos ahora ¢ # 0.
Sea z = (x,y) un punto que cumple (6). Entonces,

(d(z® 4+ v*),0) + (d'z,d'y) + (—d'z,d’y) + (=b',0) = (0,0)

si, y solo si,

dz?+y>)+z(d—a)—-b =0

<

(d'+ a")y = 0.

Por un lado, tenemos que

s . ) g —d" +ad )
es la ecuacion de una circunferencia euclidea de centro gyl | ¥ radio
ae

c

F o %" b . .
(L—‘—> > — 2 = (d = d)? > 4V > (0 + )P > A(dd — b)) = 4.
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Luego

dz*+y*)+z(d —-ad)=b=0 (7)

es una circunferencia euclidea cuyo centro esta en un punto propio de la recta del

infinito.
Por otro lado, (d' + a’)y = 0, y como a’ + d' # 0, entonces y = 0.

Luego (6) es la interseccion de una circunferencia euclidea con centro en un
punto propio de la recta del infinito y la recta del infinito, con lo que tenemos dos
puntos fijos en R para cada ¢’, cuya recta (7), es la semicircunferencia euclidea del
semiplano superior que para ¢’ es globalmente invariante, transformandose en ella
misma, ya que si z = (x,y) pertenece a la recta (7), se tiene que

'(2) dz+b  (dz+V)(dx+d)+ day? & dy(d'z +b)—dy(dz+d).
g'(2) = =
¥ dz+d (dx + d')? + ?y? (dx+ d')? + ?y? I

también pertenece a (7), pues sustituyendo en (7) x por Re(g'(z)) ey por Im(g'(z))
y teniendo en cuenta que a'd’ — b'¢’ = —1 se llega a la expresion

dx*+y?)+a(d —-a)=-0
(2?2 + y?) + 2cd'z + d"?

que claramente es cero por (7). Por tanto ¢’ es una reflexion sesgada.

a

De la demostracion de las dos proposiciones anteriores, se deduce la siguiente
caracterizacion de las reflexiones.

Corolario 1.7.14 Sea ¢’ € Iso™(H?), entonces

g'es una reflexion si, y sélo si. g’ tiene al menos un punto fijo en H*.
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Los resultados anteriores permiten obtener una nueva caracterizacion de todos
y cada uno de los elementos de Iso( H?) que resumimos en el siguiente teorema.

Teorema 1.7.15 Sea g € Iso( H?), entonces

1.- g es una rotacion si, y sélo si, det(g) =1 y tra(g) > 2.

2.- g es una rotacién limite o la identidad si, y sélo si, det(g) = 1 y tra(g) = 2.
3.- ¢ es una traslacion si, y solo si, det(g) =1 y tra(g) < 2.
4.- g es una reflexion si, y solo si, det(g) = —1 y tra(g) = 0.

5.- g es una reflexion sesgada si, y solo si, det(g) = —1 y tra(g) # 0.

. . » . ’ 9
1.8 Descomposicion de las isometrias de H° en
producto de reflexiones

En esta seccién obtenemos las isometrias de H? como producto de reflexiones.

Proposicién 1.8.1 ([34])Las isometrias de H? se obtienen como el producto de, a
lo sumo, tres reflexiones.

Corolario 1.8.2 Las isometrias de H? que conservan la orientacién son el producto

de dos reflexiones.

Proposicién 1.8.3 Sea g € [sot(H?), entonces, g es un giro con centroen A € H*
si, v solo si. existen dos reflexiones o, v o, respecto a dos rectas m y | distintas

que pasan por A tal que g = 0,,0.
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DEMOSTRACION

Para la condicién necesaria, consideramos B # A, tal que g(B) = B’ # B.

~

Sea m la la recta perpendicular al segmento BB’ por su punto medio, esta
recta se conoce con el nombre de mediatriz y la construiremos mas adelante. Como
B y B’ equidistan de A, A es un punto de dicha mediatriz. La composiciéon o,,g
deja invariantes los puntos A y B e invierte la orientacion, luego o,,g es la reflexion
respecto de la recta | que pasa por Ay B. Luego g = 0,,0.

La condicion suficiente es inmediata, ya que si g es el producto de dos refle-
xiones sobre rectas que pasan por A, entonces A es un punto fijo para g, y por lo
tanto, es una rotacién con centro en A. O

Lema 1.8.4 ([47]) Sea F, el conjunto de puntos fijos de la isometria g, entonces
para toda isometria h, se verifica que

Fhon— = h(Fy)

Observacién 1.8.5 El lema anterior pone de manifiesto que la clasificacién de
las isometrias segun el conjunto de sus puntos fijos, es invariante por conjugacion
respecto de cualquier isometria de H?.

Proposicién 1.8.6 Sea g € Iso*(H?), g # 12, entonces, g es una rotacién limite
con centro en un punto P de la recta del infinito si, y sélo si, existen dos reflexiones
om y 01 sobre dos rectas distintas y asintoticas en P tal que g = 0,,07.

DEMOSTRACION

Sea 1 una rotacion limite que lleva P a O(0,0), la cual existe por la Proposicion
1.7.7 Consideramos 7 = ngn~! que es una rotacién limite con centro en O, entonces

7 tendra una expresion de la forma
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Como z = 0 es raiz doble de la ecuacién (5), y 7 no es la identidad, ha de

verificarse que

})1,1(“("1](10 suponer que
7(~ = ———— con ¢ # 0

Consideramos la reflexion o,/ respecto de la recta m’ de ecuacion = = 0, que

tiene la expresion o,,/(z) = —Z. Componiendo obtenemos que

41

Esta isometria invierte la orientacion y deja invariante a O y a los puntos de

la recta l’, de ecuacion

czz+z+z=0,

por lo que es la reflexion oy respecto de dicha recta.

'n consecuencia
Om!T = O
o bien
T = O Oyr.

T . -1
C 5 $
Conjugando con 7 tenemos
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nlrn=g=n"tomorm = (" onn)(n orn).

Por tanto,
-1 ' -1
N Oy n oo
son reflexiones respecto a las rectas
~1f, 1 —1(p
m=n"(m") y l=n"(),
por lo que

g = 0n0].

Reciprocamente, si ¢ = 0,,0;, siendo o, y o7 reflexiones sobre dos rectas
distintas y asintéticas en P, entonces el unico punto fijo es P por lo que g es una

rotacién limite. O

Proposicién 1.8.7 Sea g € I[so™(H?), entonces, g es una traslacién sobre una
recta [ si, y solo si, existen dos reflexiones o, y o, respecto de dos rectas distintas

v ortogonales a [ tal que g = 0,0, .

DEMOSTRACION

Para demostrar la condicién necesaria tomamos un punto A de la recta de
traslacion [ y sea A’ # A tal que g(A) = A"

A’ es también un punto de [, porque esta recta es fija globalmente. Sea m la

mediatriz al segmento AA’, entonces,
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por tanto A es un punto fijo para la isometria 0,,¢ que invierte la orientacion, luego
por el Corolario 1.7.14, 0,,¢ es una reflexién que denotamos por o, donde n es una
recta que pasa por A. Ademas o,(U) =V y 0,(V) = U siendo U y V los puntos
interseccién de la recta de traslacién con la recta del infinito, (nétese que uno de
ellos puede ser el punto impropio), es decir, los puntos fijos de la traslacién g, por
lo que o,, deja fija a la recta [ globalmente y por lo tanto n es ortogonal a /.

Por tanto g = 00%.

La condicién suficiente es inmediata ya que si ¢ = 0,0, siendo o, y o,
reflexiones respecto de dos rectas distintas y ortogonales a [, entonces g es una
isometria directa que deja fija a la recta [ globalmente, y deja fijos los puntos
interseccion de [ con la recta del infinito. O

/

Proposicién 1.8.8 Sea ¢’ € [so™(H?), entonces, ¢’ es una reflexion sesgada de

recta de reflexion [ si, y solo si, existe una traslacion g segun | tal que g’ = goy.

DEMOSTRACION
Sea [ la recta globalmente invariante mediante ¢’. Consideremos g’o; que es
una isometria directa y que deja invariante los puntos interseccién de la recta [ con

la recta del infinito, luego ¢’o; es una traslacién g segun [, por lo que ¢ = go.

El reciproco es inmediato. O

1.9 El disco de Poincaré: D?

Otro modelo del plano hiperbélico dado por Poincaré es el del disco unidad abierto.
Sea

D={geC |z <1},

la imagen de C* por la transformacion de Cayley f. : Ct* — D, definida por

flz) ==, (:€C*).
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Dicha transformacién induce un isomorfismo del grupo I'(C") sobre el grupo
['(D) que es el conjunto de todos los automorfismos de D ([9]). En [9], se establece

que,

000, 4 .
F(D)z{g:D—)D;g(z):%,@ER, |:0[<1}.
202

Proposicién 1.9.1 Sea f. la transformacion de Cayley. Mediante f. la métrica de

H? se transforma en
o ld7|
ds =2 3
1 —|2]

para el disco unidad abierto D.

DEMOSTRACION

Seaw = f(z) ,z=z+1y, f(2) =a+ bs.

Como w = s [ , se tiene que z = ~__I_(.l_0_+_1‘)
zZ+1 w—1
Por tanto
4y’ -1 2%
QT ooy R e e
2+ (y+1) 2+ (y +1)?
2b l S (12 o b2
P, ... SN V. .. i S
(("“1)2+bz'y (a —1)2 4 b2

Ox Jx 4b(a — 1)da — 2 ((a — 1)* — b*) db
dr = —da + —db = :
()(I C)[) (((1, —— 1)2 -+ 1)2)2

: winl= i g B s
dy = ,d—y(lu + (.?—y(/b _2((a—1)" —b")da + 4b(a — 1)db |
da ob ((” = 1)2 = 1)2)2
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da? + db?
((a —1)2 4 b2)%’

dx? + dy? Vda? + db?

= )

Y 1—a2—-02"

Por lo que dz? + dy® = 4 resultando que:

Luego la métrica en D es

Vda? 4 db?
ds = 2“
1 —a? — b?

Dado que f. es una aplicacion biyectiva, la métrica recién definida en D, hace
de f. una isometria entre H? y D con dicha métrica. Asi definimos D? como el
disco unidad D con dicha métrica. Veremos en la siguiente seccion las expresiones
de las isometrias de D? transformando mediante f. el grupo de isometrias de H?.

3 . o = ol
Corolario 1.9.2 La longitud de una curva { = t € [to, 1], de clase C'([to, t1])

y =y(t)

en D?, viene dada por

" VEOP + D)

Jo (L —a2(t) —y2(t)) dt.

=2

Por conservar f. la distancia y los angulos (f. es conforme y los dngulos se
estan midiendo euclideamente), como las geodésicas de H? son perpendiculares
a la recta del infinito, sus transformados en D? han de ser perpendiculares a la
frontera de D?; y se puede comprobar que la imagen mediante f. de y = 0 es
la circunferencia euclidea de centro (0,0) y radio 1, S', excepto el punto (1,0), y

fo(o0) =1, f(0) = =1, f(1) = —1, f(—=1) =1, f.(2) = 0. Asi que, f. transforma:

|.— Las rectas perpendiculares a la recta del infinito excepto x = 0 en arcos
de circunferencia euclidea ortogonales a S' que pasan por (1,0); y @ = 0, en el
diametro de S' que pasa por (—1,0) y (1,0).

2.— La semicircunferencia euclidea perpendicular a la recta del infinito cen-
trada en el origen y de radio 1 en el diametro que pasa por (0 — 1) y (0,1).
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(0,1)

@
(-1,0) (0,0) (1,0)

3.— Las semicircunferencias euclideas perpendiculares a la recta del infinito
de centro (£,0) con £ # 0 que pasan por (0, 1), en los diametros distintos de x = 0,
y = 0, ya que el radio de la semicircunferencia euclidea es y/£* +1 y al ser
U= (u,0)=(£— /& +1,0)y V=(v,0)=(£+ /& + 1,0), se tiene que:

ul—1 —2u
(U) = ’
f(U) (u2+l u2+1)

pero

w® — 1 2u

f(V) = <—u2 +1 w2+ 1)

v2—1 —2v

v2 41 v2 41

> se tiene en primer lugar que

ya que al ser f.(V) = (

u — 1 v —1 5 ; ’
- i Dl a2 2 = 2 __ 2 2) _
= Ty e 2 1) 0<:>(§ (V€ +1)) 1

y que
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2u B —2v
w2+1 0241

— (u—v)(uv+1)=0

S uw+l=0(@u#v)= - VE+1)(E+VE+1)+1=0.

(0,1)

4.— Las semircunferencias euclideas perpendiculares a la recta del infinito, no
contempladas en 2 y 3, en arcos de circunferencias euclideas perpendiculares a St

N\

Los arcos de circunferecias euclideas perpendiculares a S! tienen su concavidad
hacia el origen de coordenadas y no pasan por él.

Como consecuencia las rectas son los arcos de semicircunferencias euclideas
ortogonales a S'y los diametros de S'.

Si Q ¢ D? acotado y conexo, se demuestra que su area es (|52
; |
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1
4 /Q 1 _22_ y2)2(1.z'(1y.

1.10 Expresioén de las isometrias de D?

Basandose en el conocimiento de las isometrias de H? y el hecho de que f, es una
isometria, vamos a determinar las isometrias de D?2.

Observamos que h € Iso(D?) si, y sélo si, existe 7 € Iso(H?) tal que se
verifica f. o j = h o f.. Véase el siguiente diagrama:

H?* 5 H?

Jvfc lfc
h
Sy

g I

Notese que mediante la conmutatividad del diagrama se define de forma na-

tural un isomorfismo entre Iso( H?) e Iso(D?).

Motivados por este hecho, realizamos la siguiente definicion.

Definicién 1.10.1 Diremos que una isometria s de D? es directa, cuando exista

g € Isot(H?) tal que f,og =so0 f.

H? 2y H?

lfc lfc

D? = D?

Al conjunto de isometrias directas de D? se le notara por Isot(D?).

Proposicién 1.10.2 El conjunto Isot(D?) viene dado por

. . 2 z 4B .
[sot(D?) = {s : D — D? | s(2) = %;n,d € C,aa — 3= l}.
Bz +a



~
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DEMOSTRACION

Consideremos una isometria directa cualquiera s € Isot(D?). Por tanto, sea

; z+t
g € Iso™(H?), g(2) = ot e con ad — be =1,
cz+d
tal que
.fC Of] =380 .fC'
; . —1(w + 1
Si llamamos w a f.(z), entonces z = f7'(w) = ﬁ%l .
w —
Asi

—i(w + 1)
—(w+1)\ _ f w1 o
w — 1 i —i(w + 1)
e
w—1

s(w) = (feogo f7)(w) = (feog) (

. 1 ;
(a+d+i(b—c))w + 5(“ —d—1(b+c)) _aw+ ]
 pw+a’

¢

DN | =D | =

(a —d+1(b+ c)w + %(a +d—1(b—c))

siendo aa — B3 = 1.

. o - 9 9 ’ v .
Reciprocamente, si s : D* — D* esta definida como

()

+ i
8l%)= — vaa-B8=1,
(2) % 7 B

Q
0

&)
™

Ql

entonces s € Isot(D?), ya que existe g € Iso*(H?) con
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gz = zl::i([; y ad —bc =1,

siendo

a = Rea + Ref3, b = Ima+ Imf, c=—Ima+ Imf, d = Rea — Ref3
de forma que

§== f. 090 fl__l.

]

De igual forma, vamos a definir y describir las isometrias de D* que no con-

servan la orientacion.

Definicién 1.10.3 Diremos que una isometria ¢ de D? no conserva la orientacion
cuando exista ¢’ € Iso~(H?) tal que f.og' =to .

H? &5 g2
lf,- lfc
D Yy p?

Al conjunto de isometrias que no conservan la orientacion se le notara por

[s0™(D?).

Proposicién 1.10.4 El conjunto Iso™(D?*) viene dado por

vz +4
0z+7%

[so~ (D?*) = {1 : D* —3 D? | #(2) = :7,8 € C,yy — 60 = l}.
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1.10. Expresién de las isometrias de D?

DEMOSTRA

CION

Sea una isometria cualquiera t € Iso~(D?) y

a'z+ b

g € Iso™(H?), ¢'(2) = = con a'd —b'c' = —1
tal que
./‘F o g, = t o f
Entonces:
(w + 1
—i(w+1) “li(',—;—l_) +b
t(w) = (feog' o fF)(w)=(feod) | ———— ) =F L
w — 1 1(w+ 1)
c——+d
w — 1
1 ’ ’ Jo X, AN 1 / / N, /
. 5((—(1 +d')+ (b + ))w + 5((—(1. —d)—i(t - ) B T+ 3
o 1 ) 1 ) - T —
S((=a' = d') +(¥ - c))w + 5((—a’ + d") —i(b + ') 0w +7

con vy — 89 = 1.

Reciprocamente, si ¢ : D? — D?,

+
_+_

w|

Sh |2
w|

=2l

yyy—86 =1,

=2

entonces t € [so™(D?) ya que existe ¢’ € Iso~ (H?),

az+b

9(2)= =73

.con a'd —bd =1,

49
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siendo

o' = —Rey — Red, b/ = Imy + Imé, ¢ = Imy — Imd, d = Rey — Red
tal que

t=foog of.

Proposicién 1.10.5 El grupo de todas las isometrias de D?, viene dado por:

Iso(D?) = Iso*(D?) U Iso~(D?).

En virtud del isomorfismo que existe entre Iso( H?) e Iso(D?), se tiene que
[so*(D?) esta generado por rotaciones limite con centro en (1,0) y semigiros con
centro en (0,0).

Los generadores de [sot(D?) dan lugar en [so™(D?) a: reflexiones sobre el
eje de abscisas compuestas con semigiros con centro en (0,0) y reflexiones sobre el
eje de abscisas compuestas con rotaciones limite con centro en (1,0).

Teniendo en cuenta cémo hemos deducido las expresiones de Isot(D?) e
[so~(D?), se tiene que, para [so(D?), los generadores vienen dados por:

b
(14 =)z — o
a) s{z2) = = p — duees la expresion de una rotacién limite con centro
D. .
12+ (1 — ;z)
en (1,0).
b) s(z) = —z que es la expresion de un semigiro que deja fijo el origen de

coordenadas.

6080032800002 CA0POGICRGECTIRIOOGRNEOGIRPCOOOROOINSESECEORYOSOPCOCOTGSDS
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c) t(z) = —Z que es la expresién de una reflexién sobre el eje de abscisas

compuesta con un semigiro que deja fijo el origen de coordenadas (reflexion sobre

el eje de ordenadas).

b/ /
;i? +(—1-— 377)
d) t(z) = —= X £_—— que es la expresion de una reflexion sobre el
(—1+ ;i)3+ (—T)—i)

eje de abscisas compuesta con una rotaciéon limite con centro en (1,0).

1.11 Clasificacién de [so(D?) atendiendo al estu-
dio de puntos fijos

En esta seccién hacemos un estudio de las isometrias de D? atendiendo a los puntos
fijos, basandonos en el estudio realizado en la Seccién 1.7.

Sea h € Iso(D?*)y j € Iso(H?) tal que f,oj =ho f..
H? -5 H?
o [s

D* X p?

Entonces el conjunto de puntos fijos bajo la accion de h es:

Fy = {f.(f7"(2)) : f7'(2) es punto fijo de j} = f.(F}).

Pasemos a estudiar Isot(D?).

En la demostracion de la Proposicion 1.10.2, se obtuvo que:

a = Rea + Ref y d = Rea — Ref3

donde



5% Capitulo 1. Geometria hiperbodlica plana
(2) az+b az+ 0
glz) = $(2) = ———,
g (':-}—(L’y Bz+a’

estan relacionados por f.o g = so f., donde g € Isot(H?) y s € Iso™(D?).
En particular, tra(g) se relaciona con la parte real de o mediante la siguiente

igualdad,

la +d| = |a+ @] = 2|Req].

Por tanto, de este hecho, y de los resultados de la Seccion 1.7, se obtiene el

siguiente teorema.

Teorema 1.11.1 Sea s € Iso™(D?), entonces:

1.- s es una rotacion (transformacion eliptica) si, y sélo si, |Rea| < 1.

2.- s es una rotacion limite (transformacion parabédlica) o la identidad si, y soélo
si, |Rea| = 1.

3.- s es una traslacién (transformacion hiperbdlica) si, y sélo si, |Rea| > 1.

El estudio para Iso™(D?) es completamente analogo.

Sean t € Iso~(D?)y ¢' € Iso~(H?) de forma que f.o ¢ = to f. donde

97+ Fy ’ az+ b

7+ d”

en la demostracion de la Proposicion 1.10.4, obtuvimos

a' = —Rey — Red y d' = Rey — Res.
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Por tanto, tra(g’) se relaciona con la parte real de ¢ de la forma siguiente,

la" + d'| = |-2Red| = 2| Red] .

De este hecho y de la Seccién 1.7 tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.11.2 Sea t € [so™(D?), entonces:

1.- t es una reflexion si, y sélo si, Red = 0.

2.- t es una reflexion sesgada si, y sélo si, Red # 0.

1.12 Otra expresion de la distancia entre dos pun-
tos de D?

Dados A, B € H? sabemos que d(A, B) = In[U,V, A, B] (véase Teorema 1.5.2).

Transformamos mediante f. la recta que contiene a A, B, obteniéndose la
correspondiente recta en D? y las imagenes U', V', A’y B' de U,V, A y B, respec-
tivamente. Mediante una isometria directa de D?* nos llevamos A’ al origen de
coordenadas y B’ a un punto sobre el eje real de coordenadas (p,0) (0 < p < 1), el
punto U” al punto (1,0) y V'’ al punto (—1,0).

Por lo que:

1+p

d(A',B") =In[U", V', A", B'] =1n[l,—1,0,p] = In ?

Determinemos p:
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@
qyﬂ s(A) (U

aB'+3  a(B' —A)

B =00 = o s = sl - BA)

por lo que

I B' — A’ '
/) = |l—="
1 - B'A
Luego
1 B — A’
d(A',B') =In = p,con 1 == ,———_ .
L=p 1- B'A

Anélogamente a como haciamos en H?, hemos de dar la siguiente definicion.

Definicién 1.12.1 Sea [ una recta en H? y I’ = f.(l), su transformada en D*. Se
definen los semiplanos positivo y negativo de /" como los transformados por f. de
los semiplanos positivo y negativo respectivamente de [.



(&)
(&) ]

1.12. Otra expresién de la distancia entre dos puntos de D?

1.12.1 El angulo de paralelismo

Sea H?, dada una recta [ y un punto A exterior a ella, por A pasan dos rectas que
unen A con los puntos del infinito U,V de la recta, respectivamente, lo que implica
que por A pasan dos rectas paralelas a [, e infinitas ultraparalelas.

Observacién 1.12.2 Esta afirmacion es compatible con el axioma de paralelismo.

El angulo que forman las paralelas entre si es el doble del angulo de paralelismo
(dngulo que forma la recta perpendicular a [ que pasa por el punto de corte A de
las rectas paralelas) en A respecto de la recta [.

Equivalentemente, en D?, dada una recta !’ y un punto exterior a ella A’ por
A’ pasan dos rectas paralelas a !’. El angulo que forman las paralelas entre si es el
doble del angulo de paralelismo en A’ respecto de la recta ['.

P
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Siguiendo el estudio que se realiza en [39], se prueba que estos angulos de-
penden de la distancia del punto A’ hasta la recta [’ (esta distancia se mide por
la longitud A de la perpendicular A’B’ desde A’ a l’). Para estudiar el angulo de
paralelismo como funcién de A, II(A), aplicamos una isometria, que lleve la recta
perpendicular a !” al didametro de modo que el punto A’ se transforme en A” = (0,0)
y B" en B"” = (p,0). Entonces, las paralelas a !’ se transforman en los radios de D.
1+p

—p

e —1 tal A
p = =1ign e "

Sea C" el centro de la circunferencia euclidea cuyo arco representa la recta "
y C"u = r, que es el radio. Como A”u es tangente a esta circunferenciam euclidea,

, de donde

Luego la distancia de A” a " es A = In

resulta que:

—2 o —i2 2 :
A’u" +r? = A"C" y como A"C"" = (A”B" + r)? resulta que

A”/lz = A"B"(A"B" + 2r);
o sea, que 1 = p(p + 2r), de donde

|
senh\

Finalmente del triangulo A”uC”, tenemos que

II(A) = arctgc £

= arcty :
A" 1 I senhx

De aqui se deduce que II(A) es una funcién continua y decreciente de rango

el intervalo (0, Z;) y, ademas, I[(A) — ZT)— cuando A —» 0 , y II(A) — 0 cuando

A —> oo.
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Capitulo 2

Algoritmos de automatizacién en
Geometria Hiperbdlica

2.1 Introduccion.

Cualquier geometria exige la creacion de unas herramientas de dibujo que permitan
materializar las construcciones geométricas necesarias para resolver ciertos proble-
mas o visualizar situaciones abstractas. La irrupcién en el campo cientifico de los
medios informaticos, ha hecho aparecer diferentes recursos computacionales para
la resolucion constructiva de algunos problemas geométricos hiperbolicos. Para
resolver estos tipos de problemas, se presenta una herramienta electrénica cuyo
soporte computacional es el software Mathematica. Esta formada por una serie de
modulos que permiten dibujar distintas construcciones hiperbélicas en los modelos
de Poincaré para el plano hiperbdlico, H? y D?; por ejemplo, reflexiones, rotaciones,
traslaciones, orbitas de un punto sometido a un conjunto de isometrias, etc.

En el Apéndice A se incluyen los algoritmos desarrollados y la programacion de
algunos médulos por su especial interés, tanto en H? como en D?. En www.mathsour-
ce.com se ofrece una galeria de imagenes hiperbdlicas en 2D y 3D cuya programacion
desconocemos. Su autor, Silvio Levy indica en The Mathematica Journal vol. 1
Automatic Escher que la programacion es sencilla y facil con Mathematica, aspectos
que evidentemente no compartimos.

u

Las figuras que aparecen en esta Memoria han sido constpui 1 i‘zar\ﬁl @'@\RM\'\P\DA
diferentes ordenes que aparecen en el Apéndice A, y que congtifyy EIE—H;:ﬂDﬁ\(LC 'age/\
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para Mathematica.

Comenzamos con una definicién y un teorema que nos sera de utilidad pos-

teriormente.

Definicién 2.1.1 Diremos que dos figuras planas son congruentes, si para las co-
rrespondientes en H? o D? existen elementos, pertenecientes a Iso( H?) o Iso(D?),
que permiten transformar una figura en la otra.

La congruencia es una relacion de equivalencia.

Teorema 2.1.2 ([39]) Dos triangulos con angulos iguales son congruentes.

Como quiera que las isometrias del plano hiperbdlico son las reflexiones, trasla-
ciones, rotaciones limite, giros y reflexiones sesgadas, es necesaria la construccion
geométrica de la imagen de un punto del plano hiperbélico, tanto en H? como en
D?, por la accién de cada una de ellas. Asimismo, y cuando tenga sentido, hay que
resolver el problema inverso; es decir, dados dos puntos, determinar la isometria que
transforme uno en otro. De aqui se deduce la necesidad de los siguientes problemas.

2.2 Construccion de la mediatriz

El concepto de mediatriz que se utiliza en geometria hiperbdlica, es totalmente
analogo a la nocién euclidea, teniendo en cuenta logicamente la métrica hiperbélica.

2.2.1 Problema 1

7

Dados dos puntos A(a,b) y B(c,d) del plano hiperbolico, determinar la mediatriz

del segmento AB.
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<.

Observaciones 2.2.1 a) La mediatriz es también nombrada en la literatura
sobre geometria hiperbélica como arco bisector.

b) La mediatriz actuara como eje de reflexion que transforma A en B, y viceversa.

Determinacién en H?

Segin la posicién de los puntos A y B podemos distinguir los siguientes casos.

1.- Los puntos A(a,b) y B(ec,d) tienen igual ordenada.

En este caso A, B € C* son equidistantes euclideamente de la recta del in-
finito, la reflexion tiene por eje una semirrecta euclidea ortogonal a la recta del
infinito. La ecuacion de la mediatriz es

2.- Los puntos A(a,b) y B(c,d) tienen igual abscisa. Supongamos que d > b.

Para hallar la mediatriz de AB, hemos de determinar el circulo euclideo de
inversion respecto al cual B es el inverso de A, y viceversa; para ello, tomamos
la recta que los contiene, siendo O(a,0), la interseccion de ésta con la recta del
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B

_

0}

infinito. Construimos la circunferencia euclidea de didmetro OB y la recta euclidea
paralela a la recta del infinito que pasa por A, la interseccion de esta recta con
la circunferencia euclidea nos da dos puntos, sea Puno de ellos. Trazamos la
semicircunferencia euclidea con centro en O y radio OP y obtenemos el circulo
euclideo de inversion; es decir, la mediatriz, cuya ecuacion es:

(x — a)® + y2 = bd.

3.- Los puntos A(a,b) y B(c,d) son cualesquiera que no estén contemplados en
los casos anteriores. El problema que hemos de resolver es: dados A, B € C*,
determinar el circulo euclideo de inversion respecto al cual B es el inverso de
A, y viceversa.

a4 o

(0] o’

El centro del circulo euclideo de inversion estara en la recta del infinito y para
determinarlo utilizamos el método de los lugares geométricos.
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Sea (' el centro de la semicircunferencia euclidea correspondiente a la recta
que pasa por los puntos A y B. Si O es el punto interseccion con y = 0 de la recta
euclidea que pasa por A y B, construimos la recta cuyos puntos de interseccién con
y = 0son Oy O, que corta a la recta determinada por A y B en un punto P.

Las coordenadas del punto P son

ad+be  [bd((a — c)® + (b+ d)?)
b+d (b+d)? '

Entonces O es el centro del circulo euclideo de inversion. El radio viene
determinado por la distancia euclidea de O a P. La ecuaciéon de la mediatriz que

obtenemos es

(I y M>2 2= bla—o+(6-d?)
Pl (~b+d)?

Determinacién en D?

Sean A,B € D*y f.: H> —s D? la transformacién de Cayley. Sean A = fH(A)
y B = f7Y(B). Entonces la mediatriz de AB en D? es la transformada por f. de

la mediatriz de AB en H? ya que f. conserva distancias y angulos, y por tanto,
conserva puntos medios y rectas perpendiculares.
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2.3 Reflexion

2.3.1 Problema 2

Dado un punto C(p,q) y la recta determinada por A(a,b) y B(c,d), hallar el punto
reflejado F de C', respecto de esta recta.

Determinacién en H?

Logicamente, este nuevo problema es el inverso del anterior. Consiste en calcular

el inverso de C' respecto del circulo euclideo de inversion (a # ¢) o recta euclidea

0000000000000 00000c000000COROIOOOOICROONONOONCONOSOCOPOOESERODO
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de inversién (a = ¢), dado por la recta determinada por A y B que constituye el

eje de la reflexion.

e C
B
L ]
E A
y B
Ee o C
) A

El punto transformado FE, en el primer caso, tiene coordenadas

( r(p — k) +k rlq )
kPt kPt e)

siendo (k,0) el centro del circulo euclideo de inversion y r el radio.

En el segundo caso las coordenadas de £ son

(2a — p,q).
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. o 9
Determinacion en D+

Razonando como en el Problema 1, consideremoj la recta detonrjnada por los pun-
tos A, B € D*; seaC € D*, y A= f71(A), B= ffY(B)y C = f7'(C). Si E
es el reflejado de & respecto de la recta determinada por A y B en H?, entonces
I = f((E) es el reflejado de C respecto de la recta determinada por Ay B en D?,

teniendo en cuenta las propiedades isométricas de f..

2.4 Construccion de la traslacion

2.4.1 Problema 3

Dados dos puntos A(a,b) y B(c,d), determinar la traslacion que transforma A en

B

Determinacién en H?

Sean A, B € H*, construimos la recta que contiene A y By trazamos la mediatriz al
seemento A B, denotada por [, que lo corta en el punto medio M, cuyas coordenadas

son
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(a,Vbd) si a = c.

bc+ad |bd((a—c)*+ (b+d)?) f oo
b4d -’ (b+ d)? SLa7 6

sin mas que tener en cuenta las expresiones obtenidas en el Problema 1.

¢B
n
1 M
m
b A
n B
1
M
m A

En los segmentos AM y M B repetimos el proceso, obteniéndose las mediatri-
ces my n de AM yM B, respectivamente. Estas mediatrices son ultraparalelas.
El producto de las dos reflexiones segun las mediatrices construidas anteriormente
determina una traslacién, siendo la distancia entre las dos mediatrices la mitad de

la distancia entre A y B.
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Determinacién en D?

Consideremos la recta determinada por A,B € D? y los puntos A= 1A,
B=fYB),yM= fc(ﬁ), de H?, siendo M el punto medio del segmento AB en
H?. Las mediatrices de los segmentos AB, AM y M B de D? son las transformadas

por f. de las mediatrices de los segmentos AB, AM y MB en H2.

D

Na
N

2.5 Traslacion sobre una recta

Dado el punto A(a,b) perteneciente a una recta [, y un numero real R > 0, el
trasladado de A sobre | una distancia dada R y segin una orientacion considerada,
es un punto A’ de [ tal que la orientacion de A a A’ es la dada y d(A, A") = R.
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.

2.5.1 Problema 4

Dado el punto A(a,b) perteneciente a una recta l, determinar el trasladado A" del
punto A sobre | a una distancia dada R.

Determinacién en H?

Distinguiremos dos casos para construir una traslacién en H?.

1.- Sila recta [ tiene asociada la ecuacién z = a, entonces si la orientacion dada es
positiva, teniendo en cuenta la expresion en paramétricas de [ y la Proposicién
1.3.1, se tiene que

R=1In (é>,
a

por lo que las coordenadas de A’ son

(a,be™).

Si la orientacién dada es negativa, las coordenadas de A’ son

2.- Si [ es la semicircunferencia euclidea con centro O(k,0) y radio r, 3 es la
medida del angulo ZVOA’ y a es la medida del angulo ZVOA, considerando
la expresion en paramétricas de [ y la Proposicion 1.3.1 se tiene que,

o
B = 2arctan(e” tan ;)
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o A’

si la orientacion dada es positiva; o

_R Q
B = 2arctan(e Ftan :)

si la orientacion dada es negativa.

El angulo a viene dado por

a—k

@ = arccos
r

y las coordenadas del punto A’ son

(rcos 3+ k,rsenf3).
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Determinacién en D?

Si consideramos que A es un punto de D?, [ la recta que contienea Ay R > 0 un
numero real, el trasladado A’ de A sobre [ a una distancia R y segin la orientacion
considerada se obtiene, trasladando A = f7'(A) una distancia R sobre la recta
correspondiente a [ en H?, segiin la orientacién dada, obteniendo A, y calculando
su transformado mediante f., siendo f. la transformacion de Cayley.
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2.6 Construcciones que involucran perpendicu-

laridad

2.6.1 Problema 5

Dada una recta l, calcular la recta perpendicular a | por un punto cualquiera A

perteneciente a ella.

Determinacién en H?

Calculamos el angulo @ que forma la recta euclidea tangente a la recta [ en el punto
A(a,b) con y = 0.

Consideramos dos casos:

1.- a # 0. Entonces la tangente de la recta perpendicular a [ en el punto A forma

; T
un angulo o + 5 cony = 0-

<

Qe

Imponiendo las condiciones de ortogonalidad a las rectas euclideas tangentes,
obtenemos que el centro O de la semicircunferencia euclidea perpendicular buscada

€es

(bta.n ((1 + z)) +a, ())
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y el radio

b\/l + tan? <a + %)

2.- a = 0. En este caso, la recta perpendicular buscada tiene de ecuacion = = a.

L.

Determinacién en D?

Sean los puntos B, C' € D?, la recta [ que pas‘a por ellos y un punto A cualquiera
de la misma. Calculamos f7}(B) = B, f7Y(C)=Cy f7'(A ) = Ay trazamos la
recta que pasa por A y es pelpendlculal ala detelmmadd por B y C len H?. Sea
a el angulo que forma la recta euclidea tangente a len el punto A.

Distinguimos dos posibilidades:

l.- a@ # 0. Si (ky,0) y r; es el centro y el radio, respectivamente, de la semicir-
cunferencia euclidea en C* correspondiente a la recta perpendicular a [ que
pasa por A, la recta perpendicular a [ por A en D? es el arco de circunferencia
euclidea perpendicular a S en sus puntos f.(k; — r1,0), fo(k1 + 71,0).
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2.- a = 0. La recta perpendicular a [ por A tiene de ecuaciéon x = a, luego la

recta perpendicular a [ por A es un arco de circunferencia euclidea que pasa
por (1,0) y f.(a,0) € S'si a # 0, o la recta euclidea y = 0 si a = 0 (Véase la
Seccion 1.9).

m@?
YA
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2.6.2 Problema 6

Sean dos rectas ultraparalelas, | y m, calcular la inica ([12]) recta n perpendicular

a ambas.

Determinacién en H?

m

Sean Oy(k;,0), ry y Oz(k2,0), 3 el centro y el radio de las semicircunferencias
euclideas correspondientes a [ v m, respectivamente, con ky # k. El centro O(k,0)
y el radio r de la semicircunferencia euclidea correspondientes a n son

(kf —r2 —kI+4r} O)
2(ky — k1) ’

\/(1"’ — Ky )? —~

respectivamente, puesto que se verifica que
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rf +r? = (k — ky .
7.22 + 7,2 = (L‘Q o k)2

m

Si ky = k;, entonces la recta perpendicular a [ y m es la recta euclidea de

ecuacion x = kj.

m

Sean Oy(k;y,0) y r; el centro y el radio, respectivamente, de la semicircun-
ferencia euclidea correspondiente a [, y = a la recta euclidea correspondiente a
m. El centro y el radio de la semicircunferencia euclidea correspondientes a n son,

respectivamente,

(a,0)
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\/(a —ky)2 —ri.

Determinacién en D?

Sean [ y m dos rectas ultraparalelas cualesquiera de D? y consideremos las corres-
pondientes rectas [ y m en H?. Calculamos la perpendicular comin 72, a [ y m cuya
imagen mediante f. determina la perpendicular comin n a [ y m.

m

(=
N

Q ) SIR

=
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2.7 Construccion de la circunferencia

Definicién 2.7.1 Una circunferencia se define como el conjunto de imagenes de un
punto fijo Q) perteneciente a H*> (respectivamente, en D?), mediante las reflexiones
respecto de todas las rectas que pasan por un punto fijo dado A de H? (respecti-
vamente, en D?), denominado centro de la circunferencia.

Observaciones a la definicién

a) Las circunferencias con centro en A(a,b) son, por la propia definicion, las
orbitas para el grupo de isometrias elipticas con punto fijo en A (rotaciones
con centro en A).

b) La circunferencia es una circunferencia euclidea contenida en C* (respectiva-
mente, en D).

¢) Una circunferencia es una curva ortogonal a todas las rectas que pasan por

A.
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2.7.1 Problema 7

Dados el radio R y el centro A(a,b), construir la circunferencia de centro A y radio

R.

Determinacién en H?

Trazamos la recta @ = a, calculamos el punto C' perteneciente a esta recta
cuya ordenada es mayor que la del punto A y que dista R unidades de A, obteniendo
C(a,be’) . Consideramos una recta cualquiera que pase por A y, sobre dicha recta,
calculamos un punto B(¢,d) que diste R unidades de A.

Por tultimo, trazamos al segmento euclideo BC' su mediatriz euclidea, cuya

ecuacion es

| bef + d a—=c  a+c
y 2 d— beR ‘

La interseccién de dicha mediatriz con x = a da el centro E de la circunferencia

euclidea buscado, cuyas coordenadas son

d? — b?e*R + (a — ¢)? (1)
(“' 2(d — beF) )
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Determinacién en D?

&

Dados el radio R y el centro A en D?* sea A = f7'(A). Determinamos tres
puntos que equidistan R de A, y a partir de sus imagenes por f., en D? hallamos
el centro F y el radio de la circunferencia euclidea contenida en D.

A continuaciéon exponemos un resultado donde deducimos otra expresion de la

distancia entre dos puntos de H?, utilizando la construccién de una circunferencia.

Proposicién 2.7.2 Si A(a,b) y B(c,d) son dos puntos de H?, la distancia de A a
B viene dada por

b2 + d% + (a — ('.)2>

d(A, B) = argcosh < T

DEMOSTRACION

Consideremos la circunferencia de centro A y radio R = d( A, B). Sea el punto
((a,bef). Si considerdsemos el punto C’ sobre x = a que dista R unidades de A y
cuya ordenada es menor que la de A, entonces C’ tendria de coordenadas (a, be™%).

El radio de la circunferencia euclidea es por tanto

bel — be R
—(———5—(— = bsenh(R),

y la segunda coordenada del centro es
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(00]

b 5 - - bf—R
be R4 ="  _ bcosh(R).

Asi pues, el centro eulideo F tiene por coordenadas

(a,bcosh(R)).

Por tanto, teniendo en cuenta (1),

Operando y simplificando se llega a

b2 + d% + (a — c)?
bd

= R -+ (?"R.

luego

b2 4 2 — )2
cosh(R) = . ;Z 50 &
2be

2.8 Construccion del horociclo

Definicién 2.8.1 Al conjunto de imagenes de un punto fijo () mediante las refle-
xiones respecto de todas las rectas que son asintéticas en un punto P de la recta

del infinito, se le denomina horociclo con centro en P.
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&

Observaciones a la definicion

a) Los horociclos son caracterizados, por la propia definicién, como las orbitas
para el grupo de transformaciones parabdlicas (rotaciones limite) con punto
fijo P perteneciente a la recta del infinito.

b) El horociclo se obtiene a partir de la circunferencia como un caso limite. Se
presentan los siguientes casos:

En H?: Si desplazamos el centro de la circunferencia a través de una recta dada
hacia un punto propio de la recta del infinito (véase [45]), el horociclo es una
circunferencia euclidea contenida en C* y tangente al eje de abscisas en dicho
punto. Si el centro se desplaza hacia el punto impropio de la recta del infinito, el
horociclo es una recta euclidea contenida en Ct de ecuacién y = k.

En D?*: Si desplazamos el centro de la circunferencia a través de una recta dada
hacia un punto de fr(D?), el horociclo es una circunferencia euclidea contenida en
el disco unidad D tangente a S' en dicho punto.

¢) Es facil comprobar que el horociclo corta a todas las rectas del haz asintotico
en P ortogonalmente, siendo la distancia entre dos horociclos con centro en
P, la misma.

2.8.1 Problema 8

Dados los puntos A(a,b) del plano hiperbolico y P de la recta del infinito, construir

el horociclo que pasa por A y P.

Determinacién en H?

1.- Si P(p,0) es un punto propio de la recta del infinito, entonces el centro de la
(a — p)? + b?
2b

circunferencia euclidea es C'(p, q), siendo ¢ = , que coincide con

su radio.

Capitulo 2. Algoritmos de automatizacion en Geometria Hiperbdlica
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.

P
2.- Si P es el punto impropio, el horociclo que pasa por A con centro en P es la

recta euclidea contenida en C* de ecuacion y = b.

A

o
2 g

Determinacién en D?

Sea P(p,q) € fr(D?), hallamos f7'(A) = A € H?, y 4P = P; P es un punto
de la recta del infinito. A continuacién construimos el horociclo en H? y mediante

f. obtenemos el horociclo en D?.
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2.8.2 Problema 9

Dados dos puntos A(a,b) y Bl(e,d), calcular los dos horociclos que pasan por A y
B.

Determinacién en H?

1.- Si b # d, teniendo en cuenta que la ecuacion de la recta euclidea ortogonal al
segmento euclideo AB y que pasa por su punto medio es

-V &E—a

(c—a)z+(d—by— — =)

y que el punto A pertenece a las circunferencias euclideas, la solucion del sistema
de ecuaciones

2 _p2 3. a8
(c—a)p+(d—b)q—d 2b - ?a =0
p? —2ap+a?—2bg+b*>=0 B

cuyas incoégnitas son p y ¢, determina los centros C'y C’ de tales circunferencias

euclideas.

2.- Si b = d, se obtiene el horociclo que es una circunferencia euclidea cuyo centro
y radio vienen determinados por el sistema del apartado anterior haciendo
b = d. y el horociclo que constituye la recta euclidea de ecuacion y = b.
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Determinacién en D?

Hallamos f'(A) = I(EE) y IUB) = E(F, J) y construimos los horociclos en

H?. Posteriormente, mediante f, obtenemos los correspondientes en D?.

2.9 Construccion del hiperciclo

Definicién 2.9.1 Se define el hiperciclo determinado por un punto ¢ y una recta
[ del plano hiperbdlico, como el conjunto de imagenes de ) mediante reflexiones
respecto de todas las rectas ortogonales a [. La recta [ se denomina recta de

traslacion (véase la Seccion 2.10).
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P
P’

Observaciones a la definicion

a)

d)

e)

Los hiperciclos son, por la propia definicion, las 6rbitas del grupo de isometrias
hiperbélicas que dejan invariantes los dos puntos de la interseccion de la recta
con la recta del infinito.

Obviamente el punto @) pertenece al hiperciclo determinado por () y una recta
cualquiera /.

En H? hay que tener en cuenta las dos situaciones siguientes:

1) Silarecta de traslacion corta a la recta del infinito en dos puntos propios,
el hiperciclo es un arco de circunferencia euclidea que pasa por dichos
puntos.

Si la recta de traslacién corta a la recta del infinito en un punto propio
A y otro impropio, el hiperciclo es una semirrecta euclidea cuyo punto

o
S

origen es A.

Si consideramos D?, un hiperciclo es un arco de circunferencia euclidea que
pasa por dos puntos de la recta del infinito determinados por la recta de
traslacion.

Si el punto @) pertenece a la recta de traslacion, el hiperciclo coincide con
dicha recta.
La distancia entre cualquier punto de la recta de traslacion y el hiperciclo,

medida sobre la recta ortogonal a la misma, es constante.

Dos hiperciclos cualesquiera del mismo haz son "paralelos” en el sentido de
que la distancia de uno de ellos al otro es constante.
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2.9.1 Problema 10

Dados dos puntos A y B de la recta del infinito y un tercer punto C del plano
hiperbdlico, construir el inico hiperciclo que pasa por A, B y C.

Deteminacién en H?

1- Si Ay B son puntos propios de la recta del infinito de coordenadas (a,0) y
(b,0), respectivamente, con a < by C(c,d) € H?, el hiperciclo que pasa por
A, B y C es la interseccién con C* de la circunferencia euclidea cuyo centro
E y radio r se obtienen resolviendo el sistema

(a—p)P+q* =1’
(b—p)+4q’ =1’
(c=p)?+(d—q)*=r?

El centro F tiene de coordenadas

<a+b (a —c)(b—c) + d?
2’ 2d :

y su radio es

\/((a —¢)?4+d?)((b—c)? + d?)
2d

2.- Si A(a,0), B es impropioy C(c,d) € H?, el hiperciclo es la semirrecta euclidea

de ecuacién
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&
A B
o
E=4qd, 8l ¢=a
C
A

Determinacién en D?

Sean A = _/'l._vl(:l). B = f-YB)y C = f7HC) y o el hiperciclo de H? determinado

por A, B y C. Entonces f.(o) es el hiperciclo de D? determinado por A, B y C.
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Construccion del hiperciclo

2.9.
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2.10 Traslacién segin una recta

Definicién 2.10.1 Dado un punto C', una recta [ que no contiene a (', un numero
real R > 0, y una cierta orientacion, el trasladado de C' segin la recta | a una
distancia R, y con la orientacion dada, es el punto C’ de manera que se verifique:

o d(C,1) = d(C",1);

e si Ay B son las proyecciones ortogonales de ' y C’ sobre [, r<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>