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La teoria de las &dlgebras de Jordan tiene su origen en
los  trabajos-ide P.. Jdordan: (Gottienger: Nachr, 1932, p. 5693
19330 p. 200 Zachv. £ oPhys) w0l BOS IR e 28GR Cuyd
proposito es formular una teoria matématica abstracta que -
axiomatice la clase de "observables" de un sistemé fisidco.en
Mecdnica Cudntica . La fundamentacidn matemdtica se .encuen-
tra pues, en las tres operaciones "permisibles" en la clase

de observables:

1) o a . o €N
2y Eaa / n€EN a,b observables
3) a+b

estando las operaciones 1) y 3) sometidas a los axiomas cld-
sicos de los espacios vectoriales y la 2) satisfaciendo la -

"natural" ley de asociacidn:

tpogl(a) = pflagla))

donde p,q son polinomios formales con coeficientes en R y
p(a) designa el observableaO o ;a + ....+(1nan, SalprEs el

polinomio « o 300 SR RIS S e



Enseguida se intuye que esta estructura es fdcilmen-
te manejable si existe un "producto" conmutativo . (aplica-
cidn bilineal simétrica del conjunto de observables en si -
mismo) tal que a2 = a.a. Evidentemente, de existir dicho pro-

dhctoiino puede ‘Ser “ofro due:
(1) ddbh /0 e B ) s 102 La th )

Desgraciadamente, en general, la aplicacidn definida
por -l P Rotes Bilineal (38).

Exigiendo:

4) la bilinealidad de la aplicacidn definida por (1)
y la verificacidn del axioma, de sencilla interpretacidn fi-
Sitcais

59 a2+b EoiaTovals =10 Se—i b s ag e s e LU Y g to Bise n vie =

bles

se prueba la equivalencia de las identidades:

noom n+m
6) Semao =i

7 a2.(a.b) = a.(a2.b)

(La identidad 6) equivale a que la aplicacidn p — p(a) es -
un homomorfismo del dlgebra de los polinomios formales en el
dlgebra de observables con el producto (1). La identidad 7)

es el célebre axioma de Jordan).



Si H es un espacio de Hilbert, el conjunto J(H). de 1los
operadores lineales autoadjuntos de H con las operaciones 1),
2) y 3) usuales (el producto (1) resulta ser en este caso:
a.b = 1/2(ab+ba), donde la yuxtaposicidn indica la composi-
cién de operadores) satisface los axiomas 4),5) y evidente-
mente el 6) con lo que también el 7). Aparece asi un primer
ejemplo de "Adlgebra de Jordan real". El resultado es el mis-
mo, si en lugar de J(H) elegimos una variedad lineal de --
J(H) cerrada para el producto (1), apareciendo asi las lla-
madas JC-3lgebras, si son unifdrmemente cerradas, y las --
JW-dlgebras, si son débilmente cerradas.

El axioma 5) es inconsistente si el cuerpo (R se susti-
tuye por un cuerpo arbitrario (incluso en los ejemplos cita-
dos puede obtenerse como consecuencia de su estructura ana-
litica), reduciendose su papel a poner en équivalencia la
asociatividad de las potencias (6)) con el axioma de Jordan
BT ).

Se define, en consecuencia, un &dlgebra de Jordan como
un espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo de caracte-
ristica distinta de 2, dotado de un producto conmutativo -
satisfaciendo el axioma de Jordan.

Es de notar que en toda &dlgebra de Jordan se satisface

automdticamente el axioma 6), y asi pues,la subdlgebra engen-



drada por un solo elemento es asociativa, md@s aun es"fuer--
temente asociativa". (I. 3.1 de la presente memoria)

Si A es un &dlgebra asociativa sobre un cuerpo conmuta-
tivo de caracteristica distinta de 2, entonces Al (el dlge-
bra resultante de afiadir a la estructura vectorial de A el
producto: a.b = 1/2(ab+ba)) es un &lgebra de Jordan llamada
dlgebra de Jordan subyacente a A.Las subidlgebras de A - sons-
tituyen las llamadas &dlgebras de Jordan especiales.

El problema de saber si este tipo de dlgebras agotan
(salvo isomorfismos) todas las dlgebras de Jordan, fué re--
suelto negativamente por A. Albert (2), apareciendo asi las
llamadas éigebras de Jordan excepcionales.

No obstante, hasta cierto punto, la teoria de las &l-
gebras de Jordan se puede reducir al caso de las especiales
con ayuda del Teorema de Macdonald (I. 4.1), posiblemente
el mds trascendental de la teoria, estableciendo que toda
identidad con tres elementos de grado cero o uno en uno de
ellos, vdlida en toda &dlgebra especial, es vdlida también en
cualquier &dlgebra de Jordan.

En el desarrollo de la teoria de las dlgebras de Jordan
juega un papel esencial la "teoria cuadrdtica" basada en -
la aplicacidn:

Ua(b) Seoiia b)) cah = a2b



Concretamente McCrimmon(25) ha logrado caracterizar las
dlgebras de Jordan a partir de la aplicacidn a-—--»Ua

Si A es un dlgebra de Banach, A’ es entonces un dlgebra
de Jordan cuyo producto es evidentemente continuo, mas con-
cretamente, A+ es un dlgebra de Jordan normada y completa -
CLliee 1 1)

Existen también dlgebras de Jordan excepcionales norma-
das y completas; por ejemplo la Mg real (38) y pér consi--
guiente su complexificada (I. 8.1).

El propdsito esencial de la presente memoria es funda-
mentar una teoria general de las dlgebras de Jordan normadas
y completas paralela a la de las algebras de Banach.

Considerando que esta uUltima consigue su mdxima belle-
za y potencialidad en el caso complejo, hemos dirigido nues-
tra atencidn prioritariamente a las dlgebras de Jordan com-
plejas; apartandonos asi de la linea cldsica que, en toda -
la bibliografia a nuestro alcance, se ocupa siempre del ca-
so real, con la consiguiente dificultad de medios, alcan- -
zando, no obstante, notabilisimos resultados (ver por ejem-
plo (4)). (Hemos de hacer constar que toda &dlgebra de ‘Jor-
dan real normada puede ser sumergida, mediante un monomor-

fismo isométrico en un dlgebra de Jordan con unidad compleja



normada (II. 5.6)).

El primer objetivo tenia que ser necesariamente el de-
sarrollo de la teoria espectral.

No siendo, en general, el producto de un &dlgebra de -
Jordan asociativo, la relacidn:

a.b =1 (I se supone unidad del &lgebra)
carece de consistencia para definir b como inverso de a pues,
entre otras cosas, no esta garantizada la unicidad.

Esta dificultad inicial ha sido brillantemente resuel-
ta por los algebristas a traves del andlisis del caso A+--
(A asociativa). Concretamente:

Si A es un dlgebra asociativa con unidad I (que automa-

+
ticamente pasa a ser la unidad A ) entonces
8 abii=gih
abar=ribdgitis=t Tk e (2){
2
T D= R g

lo que permite reconstruir el concepto de elemento inversi-
ble y de inverso de un tal elemento (en sentido asociativo)
sin mas que el conocimiento del &dlgebra de Jordan AF.

Si J es un &dlgebra de Jordan con unidad I y a € J, se
dice, en consecuencia, que a es inversible con inverso b,
si se verifita ¢2). Enseguida se demuestra:la unicidad del -
inverso, que la relacidn "b es inverso de a" es simétrica

v que la subdlgebra engendrada por un elemento y su inverso



es fuertcmentc asociativa.

Fijado el concepto algébrico de inversible conseguimos,
como hechos mé&s significativos, para dlgebras de Jordan
complejas normadas y completas

- E1 conjunto de los elementos inversibles de J es --

abierto.
. = =il . : .
- La aplicacidn a — a es diferenciable y su diferen-
cial en a_ es -U_-1
o a
o
En consecuencia
% -1 e
- La funcidn resolvente z — (a-zI) es analiticas

- El1 espectro de un elemento a€ J (Sp(a)) es una par-

te no vacia y compacta de <.

nisds/n

existe y es igual al radio del mé&s peque-

Il

- 1lim Ja
N > 00
fio circulo con centro en cero que contiene a Sp(a).
Los resultados conseguidos invitan a intentar la cons-
truccidn de un cdlculo funcional holomorfo con su consiguien-
te teorema de la aplicacidn espectral ("Spectral mapping -
thehorem'").
Sea a€J y sea f analitica en un abierto D que contie-

ne al espectro de a y con valores complejos. Evidentemente

existe:

f£(a) 1/2«if Bla) TaloaY e
IW

(donde (W es un envolvente del par (Sp(a),D) (II. 6.5)) y es



independiente de la eleccidn de W.

El problema fundamental estriba en probar que la apli-
cacidn f — f(a) es un homomorfismo de dlgebras, extendiendo
el homomorfismo p— p(a) con p polinomio; el que a su vez -
se traduce en el problema algebraico de la asociatividad de
la subdlgebra G engendrada por {a, (2T=a) 7 z ¢Spla)}
(téngase en cuenta que f(a)€G ).

A propuesta nuestra, el Profesor N. Jacobson ha resuel-
to este problema afirmativamente probando:

Si J es un dlgebra de Jordan con unidad I, B una subdl-
gebra fuertemente asociativa de J tal que I &€B y C un subcon-
junto de B tal que c EC= 3 c_leJ, entonces la subdlgebra en-
gendrada por BUC_1 (C_1= {0_1 /- cEC }) es fuertemente aso-
ciativa.

Este teorema nos ha permitido reducir el Cdlculo Funcio-
nal Holomorfo en dlgebras de Jordan al caso asociativo (y -
por supuesto conmutativo) pues, corolario claro del mismo es
que las subdlgebras fuertemente asociativas maximales de J
son "plenas" es decir, contienen los inversos de todos sus -
elementos inversibles; de donde se sigue que si J es normada
y completa y a€J, a puede ser sumergido en una tal &dlgebra
fuertemente asociativa maximal que trivialmente es cerrada
(Né6tese que f(a) pertenece a cualquier subdlgebra cerrada

y plena que contenga a a,I)



Otro problema cldsico en la teoria de las &dlgebras de
Banach ha sido la investigacidn de condiciones algébricas
que impliquen la existencia de Ginica topologia normable -
completa. E1l m&ximo exponente en esta linea lo constituye
el célebre Teorema de Johnson, largo afios conjeturado, afir-
mando la unicidad de la topologia de la norma para &dlgebras
de Banach semisimples en el semtido de Jacobson.

McCrimmon(27) ha enunciado una teoria del radical de
Jacobson para &dlgebras de Jordan que es paralela a la co-
rrespondiente asociativa si en esta filtima se elige la cono-
cida caracterizacidn del mismo como el mas grande ideal ca-
si inversible.

Si se tiene en cuenta que en la demostracidn del Teo-
rema de Johnson interviene de manera esencial la caracteri-
zacidn del radical como interseccidn de los nficleos de las
representaciones irreducibles, (lo que, en el caso Jordan -
con las consiguientes definiciones, de ninguna manera equi-
valdria a la definicidén de McCrimmon) pensamos que, estable-
cer en dlgebras de Jordan un teorema andlogo al de Johnson
es, en el estado actual de nuestros conocimientos,practica-
mente imposible.

Bajo la hipdtesis mas fuerte de la semisimplicidad fuer-



te (III. 1.10) hemos conseguido una prueba de la unicidad
de la norma, si bien nos consta que este resultado ha sido
probado por V. K. Balachandran y P. S. Rema ("Uniqueness -
of the norm topology in certain Banach Jordan Algebras".
Publ. Ramanujan Inst. n°1 (1968/69), 283-289), aunque no -
hemos podido conseguir su trabajo.

También hemos probado la unicidad de la norma para &l-
gebras de Jordan semisimples del tipo A% con A assctativa.

En cualquier caso hemos probado que el radical de Ja-
cobson de un dlgebra de Jordan normada y completa es cerra-

do.

No podia faltar, en el intento perseguido, disponer de
un tipo de &dlgebras de Jordan que jugasen el papel andlogo
al desempefiado por las B*-dlgebras.

Es conocido que una B*;élgebra A se define como un &l1-

gebra de Banach dotada de una involucidn lineal %, tal que:
1) (ab)* = b¥%*a%* y 21) I} a%all = nau2 Va€eA

(el conocido Teorema de Gelfand-NaimarK garantiza que, sal-
vo isomorfismos, no hay mas B¥%*-dlgebras que las subdlgebras
uniférmemente cerradas y autoadjuntas del &dlgebra de los --
operadores lineales continuos en un espacio de Hilbert)

: B i +
si consideramos el dlgebra de Jordan subyacente A , esta -



vuelve a ser normada y completa, dotada de involucidn 1li-

ofe

neal & satisfasciendo:(a.b)* = b¥*.,a%
+

Enseguida nos podemos preguntar: éVerifica A la pro-
piedad 2)?.

Desde luego, ya que aa* y a*a son elementos positivos
en A , se verifica:

: 2 - 2
1/2 Ja| ‘<pa.a*|gja)”° VaeA
Por otra parte, en virtud de un resultado de Kaplansky

(12. p. 58) se sabe que dada una B*-3lgebra A no conmutati-

va. . 3:a.:6 A/ a_ # 0y az = 0. Luego para este elemento

%
a a* y a_a_son biortogonales.
o i) (o) Bl

También es conocido que para elementos biortogonales -
”»

se verifica:

% % % %
Sp(a AR aN )LJ{O} Sp(ao ao)LJSp(aoaé)==

(e]

— p(a*a + a af)
Q0

r(a*a ) (r es el radio espéctral)
o o 0 -0

%

*‘a + a_a* se sigue que
(o] (o 58 0

luego por la positividad de a

N0

. ~ 2
fld%a  + a4 a*fl = Jara- L =4al ‘=Hla .ar) =1/ 24al s
Q0 O O 0O 0 (0] o (o] o

Por tanto la respuesta a nuestra pregunta es negativa.

Todo lo anterior nos pone de manifiesto que tratar de
construir una teoria, andloga a las B*-&dlgebras, para alge-
bra de Jordan con involucidn, por adicidn del axioma 2),
esta condenada al fracasé, a menos que queramos renunciar -

a las subyacentes de las B*-3dlgebras no conmutativas.



Ahora bien, Vidav y Palmer han conseguido caracterizar
las B%*-3dlgebras como las unicas dlgebras A de Banach comple-
jas"unitales" tales que A = H(A) + iH(A) (H(A) es el con-
junto de los elementos a€ A tales que a'(a)€ N para todo -
a'€ A' tal que Ja'l = a'(I) = 1) en cuyo caso la involucidn
a+ib — a-ib es la finica que satisface los axiomas 1) y 2).

Si se tiene en cuenta que H (A) depende tnicamente de
la norma y de la unidad de A (que es 1a misma de la de AT
resulta trivial que AT c=2meAt) # i8AT) ¢iv. BieYs

Este sencillo hecho justifica tomar como &dlgebras de Jor-
dan, andlogas a las B*-3lgebras, aquellas dlgebras de Jordan
J complejas,normadas, completas y unitales que satisfacen -
J = H(J) + iH(J). A tales dlgebras les llamamos JV-&lgebras.

Nosotros hemos conseguido probar que,en una JV-3dlge-
bra, la aplicacidn a+ib — a-ib es una involucidn de &dlgebra
y ademds continua. Para conseguir este resultado hemos teni-
do que desarrollar una teoria de Rango Numerico en &dlgebras
de Jordan unitales.

Andlogamente a como nosotros hemos encontrado unos axio-
mas'naturales" que engloban las subdlgebras cerradas y auto-
adjuntas de BL(H)' (BL(H) designa el dlgebra de los opera-
dores lineales continuos en un espacio de Hilbert H), Al--
fen, Shultz y Stdrmer (4) obtienen axiomas mfnimos, para --

dlgebras de Jordan reales, a los que se someten las JC-&1-



gebras.

Si se tiene en cuenta que toda JC-4dlgebra es necesaria-
mente la parte simetrica de una subdlgebra cerrada y autoad-
junta de BL(H)t se comprende que,en esencia, el objetivo -
inicial es el mismo.

En relacidn con la interdependencia ée ambas axiomati-
cas hemos probado que la parte simetrica de toda JV-&lgebra
es ncccsériamente una JB-dlgebra en el sentido de Alfen, -
Shultzsy Stédrmer CIV. 5. 157,

Queda abierto el problema relativo a si, reciprocamente,
toda JB-élgebré es la parte simetrica de una JV-&algebra; 1lo

que en cierto modo supondria la equivalencia de las dos ---

axiomaticas.

Como se dijo anteriormente esta memoria pretende Unica-
mente establecer las bases de una teoria ée las dlgebras de
Jordan normadas y completas. Sobre estas bases, el equipo -
al que me honro en pertenecer, estda consiguiendo importantes
resultados entre los que destacaremos:

- La continuidad débil del producto en una JW#*-&lgebra
(Jv-adlgebra isomorfa al dual de un espacio de Banach; se --
trata del axioma andlogo al de Sakai para W#-3dlgebra) (Fran-
cisco Ocafia. Memoria del doctorado en preparacidn).

- Caracterizacidn de las dlgebras de Jordan reales nor-



mables de divisidn (Amin Mojtar Kaidi. Memoria de doctorado
en preparacidn).

- E1 bidual de una JV-dlgebra con el producto de Arens
es una JV-3lgebra (35)

- Un dlgebra A no asociativa compleja, conmutativa,
normada completa y unital satisfaciendo A = H( A ) + iH(A)
y tal que la involucidn a+ib — a-ib es involucidn de &dlge-
bra, es dlgebra de Jordan (reciproco del teorema IV. 5.3)

(35).
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1. ALGEBRAS DE JORDAN.

DEFINICION 1.1.- Un espacio vectorial A sobre un cuerpo

conmutativo K dotado de una aplicacion bilineal de AxA en A,

diremos que es un dlgebra.

A esta aplicacidén bilineal 1la llamaremos producto y no-

taremos (a,b)>ab. Por tanto ha de satisfacer:
1) a(b+c)=ab+ac , (b+c)a=ba+ca
25 a (ab)=(aa)b=a(ab)
¥iavbirca Ay O 0 E K

Si A es un &dlgebra sobre un cuerpo conmutativo K de ca-
racteristica distinta de 2, podemos definir una nueva ley de

composicidn en A, que notaremos . , en la forma:
3) =t A
a.b—ir(ab+ba) ¥ aisbie

Es inmediato comprobar que (a,b)sa.b verifica las ---

propiedades 1) y 2) y por tanto podemos reemplazar el pro--



ducto original en A por el nuevo producto 3) y obtener otra

+ T
dlgebra a la que notaremos A que trivialmente serd conmuta-
tiva.

Si el dlgebra original A es asociativa, entonces, al --

producto a.b de a por b en

A lo llamaremos producto de Jor-
dan.

Es de inmediata comprobacidn que dicho producto verifi-
ca la identidad:

(CCara). b)) Jaii=

Falta)isCh ad

DEFINICION 1.2.-Un &lgebra de Jordan J es un &dlgebra so

bre un cuerpo conmutativo K de caracteristica distinta de 2,

cuyo producto notaremos , siempre que no haya

confusidn,
yuxtaposicidn,

por
ab, satisfaciendo los axiomas:
A e ab = ba
A2: (a2b)a = a2(ba) donde a2 = aa
Evidentemente, si A es un &lgebra asociativa, A es un
dlgebra de Jordan.
DEFINICION 1.3.-Un &dlgebra de Jordan J la llamaremos es
pecial si existe un monomorfismo (de &lgebras) de J en un &1
gebra A* LR

asociativa. Las &dlgebras de Jordan que no sean



especiales las llamaremos excepcionales.

2. IDENTIDADES BASICAS EN UN ALGEBRA DE JORDAN.
ALGUNAS CONSECUENCIAS

Notacidn.- Sea A un &dlgebra,a € A ,keN;definimos:
k 5 i 21 k+1 k

assper dnduciaon . dEis gy =eat sy

[a,b] = ab-ba, dobieA

[ asbyel = (abl)c-a(be) #.bee e A

Ra’ la aplicacidn x -» xa de A en A
Recuerdese que, para cada espacio vectorial X, L(X) (conjun-
to de las aplicaciones lineales de X en X) es,de manera cand _
nica, un dlgebra asociativa.

Sea J un &dlgebra de Jordan.El axioma A2 podemos escri-

beirrelzoss

G2l [Ra,RaQ] ==0

Si reemplazamos a por a+tob (aecK) en (2.1) tenemos:

0 = Ra+ab R(a+ab)2 - R(a+ab)2 Ra+ab’ de donde,en virtud -

de la linealidad de la aplicacidn i 4 de “E{231 ), g6 81>
gue:

i = 2
O"{Q(RaRab RabRa) s RbRa2 Ra Rb} ¥



3 9 =
R e e S RabR

bRab ) + RaR Do R 2Ra} = 0, supuestoa # 03

b b b

ya que el cuerpo K contiene al menos tres elementos distintos

Oy o, R
5y Q(RdRab - RabRa) + R R 2 = R 2R .4 a{Q(RbRab - RabRb) +
P BeR 2. - RbQRa} = Rl +aR2 = Rl +BR2 = g -
=’(OL—B)R? =i = R2 = R1 = 0. Luegp
o2y Q(RaRab - RabRa) teReR 2 = R 2R g

Si ahora reemplazamos, en (2.2), a por a+Ac y bajo la -
hip6tesis de ser la caracteristica de K distinta de 2 obte-

nemos:

(2.3} [Rab,Rc] + | RaC,Rb] + [ Rbc,Ra] =5
Aplicando (2.3) a un elemento d€ J obtenemos:
(dc)(ab) & (Ab)(ac) + (aa)(be) = {dlabilc + tdtaciin &

{{d(bec)la.

Intercambiando ¢ y d en la igualdad anterior podemos -

escribir:

(de)(ab) + (cd)(ad) + (ac)(bd) = {c(ab)}d + {c(ad)}b %

~



+ {c(bd)}a, de donde se sigue:

(2.4) 2R A Bl % R B S RRRe vy R R
c a c eirra

R(ab)c bhea ac+b ab b b

Utildzando (253 ) Jen 1@ L)

(2.5) RaR he RoR R R HARRR R R R
a c cHa

Reabde & % b ac c"ab b b

Si intercambiamos a y ¢ en (2.5) y sustraemos la identi_

dad resultante de (2.5):

R(ab)c % Ra(bc) . RcRaRb 1 RbRaRc e RaRcR 2 it RcRa iz

[ER R,

Ahora bien, por la linealidad de a-»Ra, se tiene:

R A5 =
(ab)ec Ra(bc) R[a,b,C]
Luego:

¢ 2+8) [[Rc,Ra],Rb] R[a,b’c] R[Rc’Ra](bf [Rb,[Ra,Rc]]

La identidad (2.4) para a=ak, ke N, k»1 y b=c=a se re_

duce a

9 2
R k+2 = 2R k+ =
i Rok#1 R -+ R.2 Rk R FR LS R k)



Esta identidad y un razonamiento de inducidn nos ponen
de manifiesto que Rak+2, k21, esta catenida en la subdlgebra
de L(J) engendrada por R, ¥y R,2, ya que estos conmutan se -
sigue [Rak,Ral]= 0, ki 1>l Esto nos i permite una. simplifii—

cacidén' de la tormula de recurrencia anterior:
€2.7) R.kt2 = 2K R K31 - (2R§ ~ R_2)R K, k>4
Se define el producto triple en un dlgebra de Jordan
(2.8)' {abc} = (ab)e + (be)a - (ac)b

S84 el algebra 'es ‘especial y a.b = —%—(ab + ba) en tér-

minos del producto asociativo ab,entonces:
{abc } = 7% (abc + cba)

y en particular, {aba} = aba.

Sea ahora J un 4dlgebra de Jordan y definimos la aplica-

cidn lineal x- {axb} de J en J a la que notaremos Ua Sl
9
0] =y PPFenemoss
a,a a
0 z -
(2 ) Ua,b RaRb 4 RbRa Rab
2
(25 10) o =2 R v B2
a a a



Evidentemente Uak esta contenida en la subdlgebra de -

L(J) engendrada por Ra y Ra2. Tambien se verifica gue Ua es

2

una forma cuadr&tica en a, ya que para g €K, Uaa = a Ua Y
{2,113 U Ly = s )
a,b 2 a+b a b

es lineal en a y b.
DEFINICION 2.1.- Un &dlgebra no asociativa A se dice que
es de potencias asociativas si la subdlgebra engendrada por

cada elemento de A es asociativa. Esto es equivalente a que

Jo il k+1
a

se verifiquen las identidades a a~ = ssallesnl eanmes loralas s don

TEOREMA 2.2.- Toda dlgebra de Jordan es de potencias -
asocLativas.

En efecto:

kt+1

cnlt ; 3
Probamos que a a~ = a por inducidn sobre 1

Trivialmente (1) es cierto para 1=1 por la definicibén de --

Jobdi il e e I T ee):
a = a a. Supongamos pues, que a a = a ; entonces:

akal+1 = ak(ala) — SRR )al = (REE k)al = (alak)a = ak+la
a a a a

= ak+l+1. Donde hemos aplicado la conmutatividad de Rak, Ral

e e S IS

DEFINICION 2.3.- Dada un dlgebra A , se dice que una -

aplicacidn lineal D de A en A es una derivacidn si verifica:



(2.:42) Dégl )= (Dilka Jb s aD(h) - W ilabe A

TEOREMA 2.4.- Sea J un dflgebnra de Jondan, entonces - -
[R ,R,] es una denivacibn so0bre J.

La prueba es inmediata sin mas que tener en cuenta la -
identidad (2.6). O bien, ya que ab = 1/2(a+b)2 - 1/2(a2+b2),
basta probar que (2.12) se verifica para 02, lo cual es cier

to en: virtudide " l'a. identadad i (2:5) .

3. SUBALGEBRAS FUERTEMENTE ASOCIATIVAS

DEFINIéIGN 3.1.- Sea A un &dlgebra, se dice que I€ A es
una unidad para A si Ia = al Vae A

DEFINICION 3.2.- Una subdlgebra B de un &dlgebra de Jor=
dan J diremos que es fuertemente asociativa sil Ra,Rg =0
para todo a,b € B

Evidentemente, toda subdlgebra fue}temente asociativa-
es asociativa. Si notamos por RJ(B) el conjunto{ Rb / bER}
y por RJ(B)* la sudlgebra de L(J) engendrada por{ RJ(B), i
donde I es la unidad de L(J), ya que un &lgebra asociativa-
es conmutativa sii admite un sistema conmutativo de genera-
dores, es evidente que B sefd una subdlgebra fuertemente -
asociativa de J sii RJ(B)* es un dlgebra conmutativa de --

transformaciones lineales.



COROLARIO 3.3.- Cualquien sudlgebra B de un dLgebra de
Jondan J engendrada por un dnico elemento es fuentemente --
asoclativa. SL J posee unddad 1 , La subdlgebra engendrada-
por I y cualquiern a<=J es fuerntemente asocLativa.

En efecto:

Basta tener en cuenta que si a € J entonces [Rak,Ral]:O

kKsli> 0. donde aoz T

-

LEMA 3.4.- Sea J un dlgebra de Jondanm con unidad 1, B
una sudfgebra de J contendendo I y G un confunto de genenra-
dornes para B contendendo I . Entonces el confunto de opera-

dornes U a,b€ G es un conjunto de generadores para --

a5 b’

RJ(B)*. CE9 T e 0oy

4. ALGEBRAS LIBRES. ALGEBRAS DE JORDAN LIBRES.

Un conjunto S con una ley de composicidn binaria (a,b)—>
ab, lo llamaremos grupoide. Si la ley de composicidn bina--
ria es asociativa, diremos que S es un semigrupo. Cuando --
exita elemento unidad usaremos la terminologia de grupoide-

(semigrupo) con unidad.

1
Sea G #¢ un conjunto arbitrario. Por M(G ) notaremos-

el conjunto de los monomios o palabras a S VRt S

aii. .a S
& i (=0 ol Ml e ) ak
k 2 1, formados de elementos a, €. G. Se . define run “produeto
i



|
en M(G) por yuxtaposicidn:

(19 el s Acu i) fra e dipa )=

que trivialmente es asociativo y por tanto M(G)' constituye
un semigrupo con la ley de composicidn dada por (1).

A M(G)' le podemos adjuntar una unidad I formando M(G) =
M(G) U brd /1 ¢ M(G) y definiendo Ia = al za' V a € M(G)

A M(G)ﬁ (M(G)) con la ley de composicidn (1) lo llama-
remos semigrupo libre (semigrupo libre con unidad) engendra_

do o generado por G.

Cada elemento a de G se identifica de manera natural
con el monomio a de M (G)'( M (G)) y toda aplicacidn de G
en un semigrupo S (en un semigrupo con unidad) se extien-
de de manera unica en un homomorfirmo (conservando la uni-
dad en el deflnde caso) da W (G)' (NLB) ) 'en B ¢8, T, P, 19)

Evidentemente si H es otro conjunto y f una plicacidn
de GYen H, existe un’‘unico homomorfirmo, ‘de M .(G)YI(M*(E))
en M (H)' (M (H)) que extiende f.

Si HC G, se define el H-grado de a= a vd

AL g per-

it
VRS - B incluidos en
i

o

teneciente a M (G)', como el nimero de a



a =S BHE = {b},simplemente hablaremos del grado de b.
Consideremos ahora el semigrubo libre M (B,x)' =

=M (Gu{x})' engendrado bor G y un elemento x ¢§ G - Defindis

mos una nueva ley de composicidn, a la que llamaremos x-com

posicidn a la derecha, en M(G,x)' en la forma:
(2) aRxb=(ab)x Moo ob e a)!

Evidentemente (2) no es asociativa.

Notaremos por N(G)' al menor subgrupoide de M(G,x)' re
lativo a la ley de composicidn (2) conteniendo a G, al que
llamaremos grupoide no asociativo libremente engrendrado por
G. Podemos adjuntar un elemento identidad I a N(G)', obte- -
giendo ife) a: il uance).

S8i 8 es cualquier grupoide (grupoide con unidad) y f
una aplicacidn de G en S, entonces f puede ser extendida a
un Gnico homomorfirmo de N(G)' (N(G)) en S (17. I, p.2u).

Si HEC G se define el H-grado de aEN(G)' como el H-
grado de a € M(G,x)'. También se define el grado de I como
cero.

Sea S un grupoide y K un cuerpo commutativo. Entonces
podemos formar el espacio vectorial KS sobre K libremente

engendrado por G y definir un producto en KS



(3) eI oD B;Dy) = > a;85(azby)
ai,Bj € Ky ai’bj &S

Con esto KS serd un algebra sobre el cuerpo con-
mutativo K y serd asociativa si S lo es y con identidad si
S la posee. La inyeccidn natural a—1a de S en KS es multi-
plicativa.

Consideremos M(G)' , M(G), N(G)', N(G) y un cuerpo con-
mutativo K, podemos formar las correspondientés dlgebras
KM(G)', KM(G), KN(G)' y KN(G) a las que llamaremos respec-
tivamente el algebra asociativa libre, dlgebra asociativa
libre con unidad, dlgebra no asociativa libre y &dlgebra no
asociativa libre con unidad engendrada por el conjunto G.

Si f es una aplicacidn de G en un &dlgebra A (dlgebra co
con unidad, dlgebra asociativa, dlgebra asociativa con uni-
dad) entonces existe una unica extensidn de f a un homomor-
firmo: (conservando ila unidad) ide: KNEG) %W (KN (GC) ;, KMECH ™
KMCEd Y en A L 0T, b 22 .

Se define ahora el dlgebra de Jordan libre con unidad

engendrada por un conjunto G ¥ & ,y notamos FJ(G), por

PJCE) =2KN(EEH/T(EY

Al



donde I(G) es el ideal en KN(G) engendrado por todos 1los
elementos de la forma ab - ba, (a2b)a—a2(ab), a,b € KN(G).
Definiendo el producto de clases en el cociente
KN(G)/I(G) en la forma usual se comprueba fdcilmente que
FJ(G) es un &lgebra verificando los axiomas A1 v A2 :
Consideremos el dlgebra asociativa libre con unidad
KM(G) engendrada por G y la correspondiente dlgebra de Jor-
dan KM(G)T. Definimos el dlgebra de Jordan libre especial
con unidad engendrada por G como la subdlgebra de KM(G)+
engendrada por G y la unidad I, a la que notaremos FSJ(G)

(n)

Si G es un conjunto finito notaremos simplemente FSJ
FJ(n).

Dado un conjunto G # & , salvo isomorfismos, FJ(G)
(FSJ(G)) es la finica &dlgebra de Jordan con unidad (&lgebra

de Jordan especial con unidad)con las siguentes condiciones:
a) G € FJ(G) (G € FSJ(a6))

b) Toda aplicacidn f de G en cualquier otra &41-
gebra de Jordan con unidad (dlgebra de Jordan especial con
unidad) J, se extiende de forma @inica en un homomorfismo,
conservando la unidad, de FJ(G) (FSJ(G)) en 3. (17.I, p. 23).

Evidentemente la identidad del conjunto G no importa,



sino inicamente su cardinal.
Segln lo dicho anteriormente, la aplicacidn identidad
de G en G .se . extiende de forma findca'a un homomerfismoide

FJ(G) en FSJ(G) al que llamaremos homomorfismo candnico.

£9) el dlgebra de Jordan

TEOREMA 4.1.- (Macdonald )Sea FJ
Libre como undidad 1 engendrada ponr x,y,z, FSJ(s) el dlfgebra
de Jordan Cibre especial con undidad I engendrada por u,v,w,

§ el homomonfismo cdnbénico de FJ(3) en FSJ(a) aplicando --

T L x s, Ay e kil N(S) el ndcleo de -y B ef Asub-

(3)

espacio de elementos de FJ que son homogeneos o de grado

uno en z. Entonces N 32N B slol 0P, T e a

(2),

TEOREMA 4.2.- (Shirshov) EL dlgebnra de Jordan FJ on

undidad I y dos genernadonrnes es especial. (17.I,p.u47)

Los teoremas de Macdonald y Shirshowv juntos, establecen
que cualquier identidad en tres elementos x,y,z de grado O
6 1 en z, que sea vdlida en un &dlgebra de Jordan especial es

vdlida en toda &lgebra de Jordan.

COROLARIO 4.3.- Sea J un dlgebra de Jorndan. Entonces se

verdigdica La sLlgudente Ldentidad fundamental:

(1) dolrg UUa(b)



En efecto

La identidad (1) es equivalente a:
{a{b{acalblal= {{abalc{abal},Ve € 7

Ahora bien en un &dlgebra de Jordan especial A+, A asociati-

va, la igualdad anterior se convierte en a(b(aca)b)a =

(aba)c(aba) que trivialmente es cierta por la asociatividad
Por tanto (1) es cierta para toda dlgebra de Jordan

especial y por los teoremas 4.1 y 4.2,(1)serd vdlida para

toda dlgebra de Jordan.

COROLARIO.4.4.- Sea J un dlgebra de Jorndan. Entonces

e vendpdica La sigudente Ldentidad

02 U = U

an,cUa USa(Ebe)s R (icl)
a a

En. efiecto:

Basta tener en cuenta la identidad (2.11) y el colora-

rio anterior.

TEOREMA 4.5.- (Shirshov-Cohn) Toda dfgebra de Jordan
(con unidad) engendrada pwor dos elementos (y La undidad) es

edpeclal A1 5 Fi2 D Ne) .



5. INVERSOS EN UN ALGEBRA DE JORDAN. TEOREMAS

FUNDAMENTALES.

DEFINICION 5.1.- Sea A un Slgebra asociativa con uni-
dad I. Diremos que a es inversible con inverso b si ab = I =
ba y reciprocamente, b inversible con inverso a; a,b€A.

Es immediato probar que si a es inversible con b co--

s A+ e 74 .
Mo 1NWerso, ‘'entonces "en se verifican las siguientes re-

laciones:
(Y S iani=la
(129 ((ata)sbi=ra

Reciprocamente si suponemos que a,b verifican las re-
laciones (1) y (2) entonces a es inversible con b como in-
verso y viceverza. Luego el concepto de inverso en un &dlge-
bra asociativa con unidad es expresable en términos del
producto de Jordan.

Estas consideraciones llevan a la siguiente definicidn.

DEFINICION 5.2.- Sea J un &lgebra de Jordan con uni-

dad I. Se dice que a € J es inversible con inverso b:Ea_1

si se verifican las siguientes identidades:



{19 Qb=
(2 b=

Al conjunto de los elementos inversibles en J lo no-
taremos por inv(J).

Dado un conjunto G y un subconjunto del mismo H, no-
tamos por FJ(G/H) el &dlgebra de Jordan libre,,engendrada
por G y los “inversos"de H. Si a — a ~ es una biyeccidn de
H sobre un conjunto H_1 disjunto de G, podemos poner - - -

1)/I(H), donde I(H) es el ideal, en el

FJ(G/H) = FJ(GUH
dlgebra de Jordan libre con unidad FJ(GLJH_l) engendrado -

por todos los elementos:

- 2nig=il s

aa = s gy - a; a e€Hy a_le H

Andlogamente el &dlgebra de Jordan libre especial
FSJ(G/H) engendrada por G y los inversos de H, puede mi-
rarse como la subdlgebra de (KM(GUH_l)/I(H))+ engendrada
por GLJH—l, donde I(H) es el ideal bildtero en el &dlgebra

asociativa KM(GLJH—l) engendrado por todos los elementos:

-1 -1 i

aa i o T R RN a€EeHy a_1€3 H™

Ahora se prueba tambien que, en las hipdtesis anterio-



res, existe, salvo isomorfismos, una Gnica dlgebra de Jordan
con unidad (dlgebra de Jordan especial con unidad) FJ(G/H)

(FSJd(G/H)), verificando:

a) GLJH'l S RIto/I ) (GUH'1 CAPSULGIHD)

b) a_1 es s en@EJUC/ HY) = CES T (C/ H) ) yiel inverso i de =

a &€ 1

c ) Toda aplicaciton £ dé C-en cualgwier dlgebra de
Jordan J con unidad (4lgebra de Jordan especial con unidad)
tal que f(H) C'inv(J), se extiende de forma Gnica en un ho-
momorfismo de FJ(G/H) (FSJ(G/H)) en J conservando la unidad.
A FJ(G/H) (FSJ(G/H)) le llamaremos, :d@lgebra de Jordan -
libre engendrada por G y los inversos de H.(dlgebra de Jor-
dan libre especial engendrada por G y los inversos de H).
La aplicacidn identidad de G en G se extiende de forma
inica a un homomorfismo de FJ(G/H) en FSJ(G/H) al que llama-
remos homomorfismo candnico. Evidentemente este homomorfis-

mo conserva los inversos.

TEOREMA 5.3.- (Macdonald con inverso) S£ J y JS son el

dlgebra de Jordan Libre y el dlgebra de Jordan Libre espe-

cial engendradas pon a,b,c y Los {nvensos a_’, b—’. Entonces



el nucleo del homomornfismo candnico § de J s0bre JS no con-
tiene elementos de grado cerno o uno en c, distintos de ceno

(26).

TEOREMA 5., = -(Shirshov con inverso). Ef ‘d€gebuaa de -
Jonrdan Libre J con dos generadores a,b y sus Anvensos i

b_l, es especial. (26).

TEOREMA 5.5.- (Shirshov-Cohn con inversos). Toda dfge-
bra de Jorndan (con unddad) engendrada por dos elementos y

sus Anvensos (y La unddad) es especilal. (26).

TEOREMA 5.6.- Sea J un dfgebra de Jordan con unidad I
y Sedn a, b e -J., Entonees:

I) SA a es Lnvernsible en J conb como Lnvernso, entonces
b e4 Lnversible con a como Lnverso.

II) Las trhes condicLones sdgudlentes son equivalentes:
a) a es LAnvensible
b) I pentenece a La Lmagen de o5
c) U_es Anvensible en el dlgebra,sobre X ,L(J)

II1I) S4 a es Linvensible entonces posee un nfco Lnven-

50 b y este es precisamente U;l(a) 2B



b a

V) [Rak,Rbl] = 0 para todo K,1 2 0ya,b Lnvensos. Ade-

mds A4 definimos 2 bk parg k >0 a® = 1 entonces akg s

lect il
a

para k,1 ndmenos entenos.
VI) a y b s0n Ainvensibles s4iL Ua(b) es Lnvensible.

La prueba presentada se debe esencialmente, a K. McCrim-
mon .
I) Si en la identidad (2.3) hacemos a = ¢ y a es inver-

sible con b como inverso tenemos

[RI,Ra] +[ RaQ,Rb] + [RI,Ra] = o0 . [RaQ,Rb] =00
ya que R, = I en LEl) .
0i= kR MR 1 Cb) = P L hihy s i s Ba ey e
- SELP

hia Sehta h) s At s b

Donde hemos aplicado el axioma A Luego b es inversible y

2

ales isu anvemnso:.

I1) @l # bl



Si a es inversible con b como inverso tenemos:

Ua(b2) = 2(ab2)a = a2b2 e 0 e et

Donde hemos aplicado I) y el resultado a2b2 =R
b o
Por la hipdtesis de I € Imag S AN / Ua(c) =3

Entonces el operador I = U U UcUa pomrsiedsico=

=3 =
i Ua(c) a
reolarieo it 3.

Luego Ua es inversible en el dlgebra, sobre K, L(J).
¢} = a):

Gla b= B AL s S Y Geteyal g o Ry o
a a a

= Ra(Ua(b)) = Ua(Ra(b)) por el axioma A,.

Ve gue BT cxivte w oy i)y S 2Bty (51 -
a a a a a a

Andlogamente Ua(a) i RaQ(a) = RaQ(Ua(b)) =

R e ey G
a a a

Luego a es inversible con b como inverso.

Tld)e i b fessun e inversoide ¥a entonces:



Ua(b) =& 20«( abdfa« = a2b

= a
-1 ; -1 o
Ya que por II) U ~ existe = B Al (a) = b es Gnico.
Iv) Ua(b) *.a@g huego e = UUa(b) = U U U_y por la exis-
: -1 5 2 R
tencia de Ua = I = Uan = UbUa = Ub = Ua
=g e v S 3 2
[Rewt e Roai)s 5o DR 2RS Richo="al R R &
= 2 . =
+ [RaQ,Rb] = 2[Rb,Ra] ya que hemos visto que [Ra2,Rb]—O
=1 : &
Por otra parte (Rb,Ub ]z 07en virtud "deé qite [Rb,Uh]—O
vi L (J-) esasoeciativg, 'y por tanto sa Rb conmuta con U, =
R:= conmuta con U_1
e b
2
Luego[Rb,Ra] 200 .
Por iltimo, si en d1a identidad 2.4 hacemos a = c =b
Re. =R { REs2 e RE R s R2R - R R2 =‘(2R2 - R_2)R = R e
a a a b a &b b a a a b a
o iR = Ride bt R
a b a b aard
V) Por lo visto en las demostraciones anteriores el con-
junto de operadores {Ra,Ua,Rb,Ub} es conmutativo y ya que -
Rak Yy Ri1 k,1 2 0 son polinomios en Ra,Ua,Rb y Ub se sigue

[Rak,Rbl] 59



i vld > S0 entonees aka— = Ra—l Rak—l fkas)s =

= R k=1 RIS (o) = Rl e e s
& ) a

R =Bhet) = kadied

Suponiendo que a a = para h > 1, obte-

nemos.de [R k. R -1] = 0:
a a

-1 k-h+1 -1
a a

k_-h ke 1) -0 ode das(haddy -

dasa e clt

que por lo visto anteriormente es igual a ak_h si k-h+1 > 0
y el resto es evidente si k-h+1 = 0 6 si es menor que 0 6 si
k y h tienen el mismo signo, en virtud de la asociatividad

de las potencias.

V.T) Por.la identidad fundamental del colorario 4.3 se

tiene U = Ul Ua y U U U_ es inversible en el &dlgebra

U _(b) aab A
a

asoeiativa L) sit Uaﬂb lo son.& a,b son inversibles.

COROLARIO .5.7.- Sea J un dfgebra de Jordan con unidad.
Entonces a € inv(J) s4ii a® € inv(JT)
En efecto:

Por el teorema 4.5,Uan = UZ. Asi pues Uan es inversible

Sl Ua lo es y ahora aplicamos el teorema anterior.

TEOREMA. 5.8.- Sea J un dLgebra de Jordan con undidad,

B una subdlgebra fuerntemente asocLativa que contiene La und-



1

dad de ' J, :c un subconjunte de B fal que 44 - ¢ & L = 5 {dn-

vernso de ¢ ) existe en J y B La subdlgebra de J engendrada

He e {c_l/c eCl).Entonces se verdifica que B' es

pok B e e
guentemente asocLatLva.

En efecto:

En virtud del lema 3.4, sabemos que un sistema de ge-

neradores para RJ( B')* es el conjunto:

1

{u R, B UCT ]

a,b

Luego bastard probar que cualquier par de elementos de este

eonjunto.:,sconmutan.

a)eSd danbrc B =2 Ua

I
=
=
ot
ol

Ri T RS
a

b3
b Qb b a S RJ(B)

b

b yegd A v be B 5 en virtad del colorario  b.h'y det

teorema 5.6,se tiene:

e h a s Umas sy i 8
a a a
S 44
. _1,b = Ua,Ua(b)Ua
. 2 1 2 i
i (QRa Raz) (RaRUa(b) & RUa(b)Ra Ra Ua(b)) (2Ra Ra2)

Luego Ua—lb 7/ a—le C—1 viene expresado como el producto
b



de un elemento gue pertenece a RJ(B)* por inversos de ele-

ole
w

mentos que pertenecen a Rj(B)

c) Sean por Gltimo a—l, b—l, € C-l. En virtud del colora-

rio 4.4, el teorema 5.6 y la conmutatividad de RJ(B)* SE =

tiene:
gl el B = UbUUa(a‘l),Ua(b"l)Ub = UbUa,Ua(b’l) o
U -1 U -1 ==
Ub(a),Ub(Ua(b )) Ub(a),Ua(Ub(b 3] Ub(a),Ua(b)
= -1,.-1 -1 -1
oo e e ge
b a
Luego tememos, otra vez, U;}1 b—l expresado como el
- |

producto de un elemento UUb(a),Ua(b) (ERJ(B)* por inversos
de elementos que pertenecen a RJ(B)*.
Finalmente la prueba queda concluida teniendo en cuenta
el hecho de que en un &dlgebra asociativa A con unidad, si
a € A es inversible y a conmuta con b (ab = ba) = a—1 conmu-

ta también con b.

DEFINICION 5.9.- Sea J un &dlgebra de Jordan con unidad

y B una subdlgebra de J . Diremos que B es plena, si contie-

1 al

ge damnitdad>ded iy sl o a g By a6 ). % - & B



Ya que evidentemente el conjunto X de los subdlgebras
fuertemente asociativas de un &dlgebra de Jordan J , estéa
parcialemtne ordenade por la relacidn de inclusidn y ade-
mds tiene la propiedad de que cada subconjunto no vacio
M C X totalmente ordenado, posee una cota superior (B= U C)

CeM
se sigue, en virtud del Lema de Zorn, cada subalgebra fuer-
temente asociativa de J esta contenida en una subdlgebra -

fuertemente asociativa maximal :(9.III, p. 21

Asi pues, podemos establecer el siguiente colorario.

COROLARIO. 5.10.- Sea J un dlgebnra de Jordan con unidad.
Entonces toda subdlgebra B fuentemente asociativa maximal de
JeeAv plegia.

En efecto:

Por supuesto, la unidad pertenece a B .81 B 1o fuwess
plena, en virtud del teorema 5.8 B puede sumergirse en una
subdlgebra B'fuertemente asociativa. Contradiccidn con la hi-

pbtesis de maximalidad de B

COROLARIO. 5.11.- Sea J un dLgebra de Jorndan con unidad
I y sea a€J. Entonces existe una subdlgebra B de J plena, - -
puentemente asociativa y porn supuesto conmutativa, tal que

deBe



La demostracidn se sigue del corolario 3.3 y del corola-

rario anterior.
Basta considerar la subdlgebra K{a,I} engendrada por a
y la unidad, y por tanto existird@ una subdlgebra fuertemente

asociativa maximal que la contenga.

6. . IDEALES PROPIOS. - IDEALES MAXIMALES. TDEALES

MODULARES.

DEFINICION.6.1.- Sea J un dlgebra de Jordan. Diremos -
gue ‘un ide€zl ‘M de J es propio, si no coincide con J . Un -
ideal diremos que es maximal si es propio y no estd contenido

en ninglin otro ideal propio.

LEMA 6.2.- Sea J un dlgebra de Jordan con undidad I. En-
tonces un Ldeal M de J es propio 544 I EM.

La prueba es evidente.

COROLARIO. 6.3.- Sea J en Las hipbtesis delf Lema antenion.
Entonces 84 a€J es Lnvernsible = a no puede pentenecer a nin-
gin Ldeal propio.

Traviad,

LEMA. 6.4.- Sea J un dlgebra de Jordan con undidad. En-
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tonces todo Ldeal propio M de J esta contenddo en un Ldeal
maximal .

En efecto: L
El conjunto X de los ideales propios de J es inductivo

con respecto a la relacidn de inclusidn. El resto se sigue

del lema de Zorn.

DEFINICION. 6.5.- Diremos que un dlgebra de Jordan es
simple si carece de ideales propios, salvo el cero.

Sea J un éigebra de Jordan y M un ideal de J . Se com-
prueba inmediatamente que con las operaciones candnicas, su-
ma y producto en J/M, este conjunto es un &lgebra de Jordan.

Evidentemente, los ideales propios de J/Mson las image-
nes por el homomorfismo candnico de J en J/M, de los ideales
propios de J . En particular, los ideales maximales de J/M
son las imagenes de los ideales maximales de J que contienen

a M . Podemos pues establecer el siguiente lema.

LEMA. 6.6.- Sea J un dlgebnra de Jordan y M un Ldeal ma-
ximal de J. Entonces J/M es un dlgebra de Jordan simple.

En efecto:

Supongamos que existe N, ideal propio distinto de cero

(M) en J/M. La imagen inversa deN en J seria un ideal propio



conteniendo a M y distinto de M . Contradiccidn con la ma-

ximalidad de M
Nota.- Sea J un algebra de Jordan con o sin unidad. Da-

dos u€J y G un subconjunto de J notaremos:
G(I-u) = { L= = /aeG}

DEFINICION. 6.7.- Sea J un &lgebra de Jordan. Un ele-
mento u€&€J se dice que es una unidad modular para un subes-
pacio lineal Lde J o que L admite una unidad modular si -

i 19 be I

Un ideal modular M de J es un ideal que admite una unidad
modular.

Diremos que un ideal M es maximal modular si es propio
y modular y no esta contenido en ningln otro de este tipo.

Evidentemente si J posee unidad I, esta es una unidad

modular para cada subespacio lineal de J .
TEOREMA. 6.8.-Sea J un dlgebra de Jordan. Se vendlgdcan
Las sigulentes porposiciones:

1) S£ u es una unddad modularn para un subespacio Lineal

L de J, Lo es parna cualquien subespacio S contendendo a L.

11) Siues una unidad modularn para um Ldeal propio M



entonces ug M.

I11) S< M es un Ldeal modulanr propio de J. Entonces M

esta contenddo en un Ldeal maximal.

IV) Los Adeales maximales modularnes son Ldeales maxi-
matles.

En efecto:

I) Es evidente.

II) Por hipbétesis a - au€E M YVa€E J y si uEM entonces
aueEMy a = a -‘au + au€EM Va€E J=M no es propio. Contra-
diccibn.

IITI) Sea M ideal modular propio y u una unidad modular
de M . Designamos por X el conjunto de todos los ideales pro-
pios N tal que MCN

Por I) u es una unidad modular para cada N E X Y. por: $i5)
ugEN .

Por consiguiente el conjunto X es inductivo respecto a
la relacidn de inclusidn. El resto se sigue del lema de Zorn.

IV) Evidente en virtud de I) y III) .



7. UNITIZACION DE UN ALGEBRA DE JORDAN. EL RADICAL DE

JACOBSON.

PROPOSICION. 7.1.- Toda dlgebra de Jordan J s4in undidad
puede sen sumerngida monomorficamente en un degebra de Jordan
J+K =J con unidad,a La que LLamaremos dLgebra unitizada.

En efecto:

Consideremos el conjunto JxK producto cartesiano de J
por K, cuerpo conmutativo de escalares sobre el cual esta de-
finddo J i Sitdefinimes’ la adicién, producto por escailapes
Y. producto en XK para tode . a,b&E I vioLR EKipon:

I) (a,a) + (b,B) = (atb,a +8)
20) B(a,a) = (Ba,BU.)
3) (a,a) (b,B) = (ab+ab+Ba,aB)

es de inmediata comprobacidn, teniendo en cuenta la asociati-
vidad de las potencias en J , que XK=J+K es un dlgebra de - -
Jordan con unidad I=(0,1) donde 1 es la unidad del cuerpo.

Finalmente la aplicacidn de J en J+K:
a—=tay0)

es trivialmente un monomorfismo.

DEFINICION. 7.2.- Dada un &lgebra de Jordan J diremos



que aCJ es casi-inversible en J si I-a es inversible en el
dlgebra unitizada J . Al conjunto de los elementos casi-inver-
sibles de J lo notaremos por g-inv(J).

Seglin hemos visto: ( proposicidn anterior)
E=aii= it ) = (a0 (—a,l)
y si a es casi-inversible, ha de existir (b,8) EJ tal que
1) (gt ¥ (BBl =<0, 18)

B s ) e e

=

1}

R I e S nds 8 (o,1)=>{

-ab+b-a = 0

2.0) (—a,l)2 b 1) (a2-2a,1) bl = (a2b-2ab+a2-2a+b,1) =

= (-a,1) = a2b-2ab+a2—2a+b = -a =aa2b—2ab+a2+b = a

Ya due (b,1) es inversible en J y (b,1) = (0,1)-(-b,0)=
=-b sera casi-inversible en J y 1lo llamareﬁos el casi-in-
verso de a.

Si notamos -bsaO y definimos un nuevo producto en J ,
que notaremos por %, al que designaremos con el nombre de

casi-producto, en la forma:



axb = -ab+b+a

3 e 3 0 i
Si a es casi-inversible y a es su casi-inverso, se ve-

rifica pues:

27 FRGA TR e ao =3

. e 0
Reciprocamente, si se verifica 1') y 2') para a,a €7J ;
s < S 0
a es casi-inversible y su casi-inverso es a .

Hemos probado pues que la definicidn 7.2 es equivalente

d sesSta  oErds;

DEFINICION. 7.3.- Dada un &dlgebra de Jordan J diremos
que a€J es casi-inversible y que T es su casi-inverso si

se verifican las relaciones 1') y 2').

COROLARIO. 7.4.- Sea J un dlgebra de Jordan con unidad I .

g : iy 0
. Entonces a€ J es casdi-Lnvensible y su casi-invernso es a

844 I-a admite por Linvenso Ty

Enefecto:
SRR S

1
H

|
~
o1}
~
b
o1}

% a

o

(1layvki-aYs

1]
=~

|
~
o]

£ a )

LEMA. 7.5.- Sea J un dlgebnra de Jordan con unidad 1 ,



M un {deal de J y a€ M casi-Lnvensible. Entonces el casi-An-
vernso de a,aOEM.

En efecto:

1 -1

Teas = {¥cat s = i 3 i e

ST 2 i
(I_a)(I—a) = UI_a(I—a) - UI—a(a ) =

I—U_la(aQ—a) = aO = U_1 (a2

2
5D ) U(I—a)—l (a"-a) e M

Donde hemos aplicado la linealidad del operador UI—a y

el teorema 5.6..

DEFINICION. 7.6.- Diremos que un subconjunto G de J ,
dlgebra de Jordan, es casi-inversible si todos sus elementos

Toison.

LEMA. 7.7.- Sea J un dfgebra de Jorndan con unidad I, M
ideal casi-invernsible (y porn tanto propLo) de J, beM y --
acAnv(J). Entonces a-b € Linv(J).

En efecto:

U”%a-b)2 S s Rt g g s
a i a a a
29 2 2 1 9
i Ua (2ab-b“ )€ inv(J) ya que Ua (Zab=-hi) =M

Luego U;l(a—b)2 = U%—l (a—b)2 €inv(J) = (a-b) einv(J)



Donde hemos aplicado el corolario 5.7.y IV).del teorema. 5.6.

BEME: 7. 8- 84 M1 Y M2 son dos Ldeales casi-invernsibles
en ef dlgebra de Jordan J con unidad I. Entonces M1 + M2 es
un Ldeal casi-invernsible.

En efecto:

M3 % M2 es trivialmente un ideal. Sea pues ae;M1 + M, =

1 2

=.a =a,ta, = I-a = I—(a1+a2) = I—al—a2 = b—a2 y b es inver-
sible.

Luego por el lema anterior I-a€ inv(J)=ae& q-inv(J).

LEMA. 7.9.- Sea J un &lgebra de Jordan con unidad I
y a€J casi-LAnvensible. Entonces La clase a + M es casdi-An-
vensible en J/M, donde M es un Ldeal de J.

RecLprocamente 54 a M es casi-Ainvernsible en J/M,donde
M es un Ldeal casi-Lnvenrnsible, entonces a es casi-invensible
en.J.

En efecto:

Sea aO el casi-inverso de a. Entonces ao+A4es el casi-
inverso de a+M en J/Mcomo es facil de comprobar.

Reciprocamente si a+M es casi-inversible en J/M , M -
ideal casi-inversible, entonces existe c+M casi-inverso de

a+tM y U EEal o iy it

I+M-(a+M)



2 = 3.
Asi pues UI_a(I-c) +M = I+M=»UI_a(I—c) = I-b para

a(I-c)Qeinv(J)=1-a & 2aviedo.

algun b perteneciente a M — U;_
Luego a es casi-inversible. Donde hemos aplicado el teorema

L6 ayineii e may Sl

TEOREMA. 7.10.- Dada J, dlgedora de Jordan con undidad I ,
existe un Ldeal casi-invensible R(J) que contiene a todos Los
L{deales casi-invensibles. Ademds J/R(J) no contiene Lideales
casi-Ainvensibles salvo el ceno.

En efecto:‘

Consideremos el conjunto:
X ={M / M ideal casi-inversible de J}

y sea R(J) = 2: M definido en la forma:
Me X

n
i i = : .EM
meE& R(J)sii m Z%éj / mje jE X
]:

Evidentemente R(J) es ideal y ademds casi-inversible en
virtud del lema 7.8.

De los lemas 6.6 y 7.9 se sigue que J/R(J) no contiene
ideales casi-inversibles salvo el cero.

Este teorema junto con la proposicidn 7.1 nos permite

dar la siguiente definicidm.



DEFINICION. 7.11.- Sea:J un 8lgebra’ de Jordan. Defini-
mos el radical de Jocobson de J y notamos R(J),como el md-

ximo de los ideales casi-inversibles de 7J.

PROPOSICION. 7.12.- Sea J un dfLgebra de Jordan. Enton-
ces:
R(J) = R(T)NJ
En efecto:

Ya que (a,0) ® (B,d) = ((a & p)y - aaza)
(48,00 26a,0)) & (b o) #la 3" 3a) &b +a(a2—2a),a)

se sigue qué agq-inv(J) sii (a,0)¢ q-inv(J).

Ademds todo ideal de J es un ideal en j >

DEFINICION. 7.13.- Diremos que un dlgebra de Jordanes se-
misimple si su radical de Jocobson es cero.

Si recordamos que en un dlgebra asociativa A un elemen-
to a€A es casi-inversible sii I-a es inversible en el &dlge-
bra unitizada A+K y que I-a es inversible en A sii es inver-
sible en A+ . Y ya que una de las caracterizaciones del radi-
cal de Jocobson, R(A), de un dlgebra asociativa A viene da-
da por:

R(A) es el"mas grande" ideal bilatero casi-inversible



die Al

Podemos establecer el siguiente lema.

LEMA. 7.14.- Sea A d2gebra asociativa y AT ex dlgebra
de Jordan subyacente a A. Entonces 44 AT es semisimple, A
también Lo es.

En efecto:

Basta tener en cuenta que todo ideal bilatero en Aes

un ideal en AL Luego R(A+) DRI(A)
& COMPLEXIFICACION DE UN ALGEBRA DE JORDAN REAL.

DEFINICION. 8.1.- Dada un &lgebra de Jordan real J ,
la complexificacidn J¢ de J es el conjunto JxJ dotado de

una suma, multiplicacidn por escalares y producto definidos:
Gasb) F#ele,d) = -Cate, b+d)
(a+ip) (a,b) = (ca-Bb,ab+Ba)
(a,b) (c,d) = (ac-bd, radtbe)
para .todo a;,b,e,de€f y a,BCE MR

LEMA. 8.2.- Sea J un dlgebra de Jordan real. Entonces



Jg @4 un dlgebra de Jordan compleja y La aplicacibn a—(a,0)
es un w—monomongismo de J en Jg.

En efecto:

Es inmediato verificar que J, es dlgebra. Veamos pues

que verifica los axiomas A1 y A2 de "la  deffindicion 1.2.

Al: Trivial

A_: Equivale a probar que [R( e

2 2

Para cada Te€L(J) pondremos ¥Y(T): (a,b) > (T(a),T(b)).
T - ¥YT) de L(J) en L(Je) es un m-homomorfismo que trans-

forma Ra en R(a,O)

[R ]

b=k

(a,b)Q’R(a,b) R(a2—b2,2ab)’R(a,b)

| [R(bQ’O),R(a’b)] Y N s

SR 2 e el gy (8. 50) s 5

I =% > [t

[R (b2 032 Peaing

(a2,0)’R(a,0)] z [R(a2,0>’iR(b,a)

¢ [R(bz,o)’iR(b,O)] = 2[iR(ab,O)’R(a,O)]+2[iR(ab,O)’iR(b,O)]:

R el e

- [R ] + i[R A

(b %5672 calo) 8 0¥ R (5,0



]

Q[R(ab,O)’R(b,O) Ny

2R 03B (a, 09

'i[R(aQ,o)’R(b,O)l X [R(bQ,O)’R(a,O)]

- Qi[R(ab,O)’R(a,O)] = Q[R(ab,O)SR(b,O)] =

-i{[R ] % 2LR 1}

G2 0Bt aBLay " (a0

1= g0 PR bl

R, 0)*R(p2,0) Al ay ot

Donde hemos aplicado el R-homomorfismo ¥, el axioma A2
y la identidad 2.3 para a=b.

El=resto es trivdial.

TEOREMA. 8.3.- Sea J un dlgebra de Jondan neal. Se ve-

nigdican Las sigudlentes propocisiones:

I) J posee elemento unidad 844 Jq¢ Lo posee. SL I es el
elemento undidad de J, entonces (I,0) es el elemento unidad
', A P

IR a cllv(ly sl taare cnvlle) ywita, 0y Y= iy
111} aeqg=-inviI) o (a,0) € qg-invlde) y (a,0)% = €a%;0)

IV) (a,b) € g-4nv(Je) & (a,-b) €q-4nv(J.)



En efecto:

I) Si I es la unidad de J , es trivial probar que

(I,0) es la unidad de Jg. Por otra parte (u,v) es la uni-

dad de Jg =

» faso)le v e dduav) = Cak@) & o =a Y deld

II) Si a€inv(J), en virtud del monomorfismo a—>(a,0)y

de I) =» (a,0) €inv{Is ). vy (.:-‘1,0)—1 = (a-l

1

»0 )

Par otra papte =i (d.0)

(usv) =

tas0) Cu v =T Caujavw) =@ 0= au = F
€a,0) Gaw) s (a0t = Lau B 9) £ taib)yma u=a.

Luego a es inversible en J .
III) La prueba es andloga a II)

IV) Se prueba también facilmente que si (a®,b°) es el
casi-inverso de (a,b) entonces (ao, - b%) es el casi-inverso

de (a,-b) y viceversa.



1. ALGEBRAS DE JORDAN NORMADAS.

DEFINICION. 1.1.- Un &lgebra A realocompleja dotada de

una norma | I, diremos que es normada si verifica:
Ffabll < Nalllibl VY a,beA
También se dice que || || es norma de &dlgebra sobre A.

Si el espacio lineal subyacente a A es de Banach, dire-
mos que A es normada y completa.
Si A es algebra asociativa, normada y completa, diremos
simplemente que es un dlgebra de Banach.
Es inmediato comprobar que si A es dlgebra asociativa
o + > o -
normada, A también es normada. La reciproca no es, en gene-

ral; cierta. Una condicion suficiente serd dada a continua-

L 4
S X O,

DEFINICION. 1.2.- Diremos que un dlgebra asociativa A
es 'semiprima: .si, el dnico ideal por la izquierda de A de

cuadrado nulo es el cero.



LEMA. 1.3.- Sea n un nadmenro natural y A un dlgebra
asoclLativa satisfasciendo La Ldentidad a® = 0 V acA. Enton-

ces A" = Lo, dinde m = 28 -3.(18. Appendiy 0.0

LEMA. 1.4.- Sea J un dlgebra de Jordan normada. Enton-

ces se verdgican Las sLgudentes proposiciones:

1) R,y U_son opernadores Lineales y acotados de J en J

(Notaremos R_,U_€ BLI(J).
a ck

I11) La aplicacidn g,° a —*Rad@ Jen BL{Z) o5 Lineal y
continua (mas aun es un homeomorgismo,s0bre un subespacio

de BL(J), 84 J posee unidad).

111) La aplicacibn 350 el de J en BL(J) es continua.

En efecto:
I) y IX¥) son triviales.
Para probar III) basta tener en cuenta que las aplica-
ciones:
2
g: a'<v & de 'd . en. .}

¥ il g BL(J) en BL(J) con la topologia

fuerte

son continuas y gU = QWOQR B aPul



TEOREMA. 1.5.- Sea A un dlgebra asociativa sobre el
cuenpo de Los niameros rneales o complefos y semiprima, tal
que ef espacio vectorlal subyacente es de Banach. Entonces
54 AT es nonmada se verndigica que, A es también normada.

BEniefecto:

Demostraremos que la aplicacidén de AxA en A:
(1) - Cagb)- = &b
e€s ‘eontinua - &
& 3a>0 / labll <alallbl

y por consiguiente bastara subtituir la norma dada por otra
equivalente: | "'= al |l

En virtud del teorema de Banach-Steinhaus y con una apli-
cacidén particular (15. I, p. 43), bastard probar que la apli-
cacidn (1) es separadamente continua.

Sea pues a€ A fijo y consideremos la aplicacidn lineal

de A" ‘en A
(2) L . b.,ab

ya que ab = a.b + 1/2[a,b], para probar la continuidad de 1la

aplicacidn La’ bastard con probar la continuidad de:



¢3) &8 Bosspa b

En virtud del teorema de la Grafica Cerrada, (3) se-
r3d continua sii:

b J3—>.0
(4) . } oo Bi="0

{[aabn] } - b

Probamos (4).
a) Sea {b& e ¢ {[a,bn]}e b. Entonces b2 =0
En efecto:

Ya que {[a,bn]} - b ={ [a,bnlz} ={[a,bn]-[a,bn]}a b

& 2 2 2 gu ns
y [a,bn] = (abn) + (bna) - abna ~ b d bn =

2

L sl R g 24
a n

b b
n n

+
Luego en virtud del lema 1.4, ya que A es normada, se

sigue que {[a,bn]Q}» 0 'y por tanto b2 = 0.
b) Consideremos el conjunto:
M= { bgdA /3{h ) /b }+0 yhla,b JJ+ b}

+
veamos gue Ma es un ideal de A

Trivialmente Ma es variedad lineal y si bGEMa y



c. & Aise tiene:;

[a,bn.c] = [a,bn].c g el e bn=>{bn.c} = ) y[a,bn.c] -b.c

Luego b.cEMa.

2 2
P& &) ge eipgue ‘que (biec)” = 0 % (baseb)

=0
para dtodo (bse) GMaXA
Luego
(bc+cb)2 = bebe + cbeb + beeb = 0
Si multiplicamos a la izquierda por b==b(cb)2 = (cb)3 =0

o (>\b+cb)3 =0 L Yred'y Yec€A ¥ bE T
Si para cada bGEMa consideramos el conjunto

i {Ab+cb LR el oA }

trivialmente es una variedad lineal y ademds ideal de A por

la izguierda. Y por lo visto anteriormente todos sus elemen-

tos son nihilpotentes de orden 3 (a3 =0 VaEEMa

b

Por tanto, en virtud del lema 1.3, se verificard que

Moy = {o}=m§b= {o}

y aplicando la hipdtesis de ser A semiprima se sigue que

Mab i ‘0} Y ya que :b EMab'== b = 0 y por tanto la aplica--



cion - (2) esticontinaa,

Consideremos ahora la aplicacidn:
R 2 b — ba

ya que ba = a.b+1/2[b,al, la continuidad de Rase sigue de 1lo

ya probado, pues [b,al] = -[a,b]

2. SUBALGEBRAS FUERTEMENTE ASOCIATIVAS EN UN ALGEBRA

DE JORDAN NORMADA.

LEMA. 2.1.- Sea J un dlgebra de Jordan normada y comple-
ta y sea B una subdlgebra de J fuentemente asociativa. Enton-
ces el cierne de B (B) en J es subdlgebra fuerntemente asocia-
tiva.

En efecto:

Trivialmente B es subdlgebra asociativa y para probar

que es fuertemente asociativa basta tener en cuenta la conti-

nuidad de la aplicacidn a——»Ra deJ:eni-BLLT)

COROLARIO. 2.2.- Sea J un dlgebra de Jordan normada y
completa. Entonces toda subdlgebra B fuentemente asociativa
maximal de J es cenrada.

Trivial por el lema anterior.



COROLARIO. 2.3.-  Sea 'J un dfgebra de Jondan con unidad
normada y completa y sea a€J. Entonces exdiste una subdlge-
bra B de J, plena, cernrnadqg, fuerntemente asoclatlva y porn su-
puesto conmutativa tal que a € B.

En efecto:

La prueba se sigue del corolario I. 5.11 y del corola-
rio anterior.

Por consiguiente el dlgebra engendrada por un elemento
a e J vy la unidad puede ser sumergida en una autentica dlge-

bra de Banach conmutativa.

3. ELEMENTOS INVERSIBLES EN UN ALGEBRA DE JORDAN

NORMADA .

LEMA. 3.1.- Sea J un é&dLgebra con unidad I., normada y

completa y sea a€ J tal que I a"es aonvenéente. Entonces se

o0
1 ) an
=0

verdifica que I-a es Lnversible y su Lnvernso es ( I-a)

En efecto:

Probamos que se verifica (1) y (2) de la definicidn

—
|
o]
I
o
=
I
o]
N
e 8
—
3
jol]
)
+
ol]
o
N
I
Y o3
——
|
o]
N~
n
o



Ya que por hipdtesis {Snj—ec v av 0 -

il L aabg oty g lim(I-a)s_ = (I-a)c

n n
Luego se verifica (1).
Ya que el cierre del dlgebra engendrada por a y la uni-

dialdiiiT C% a,I} , es dlgebra de Banach y
c,I-a Edl{a,I}=ac2(I—a) & elell=d)) sl 2c
Luego se verifica (2).

COROLARIO. 3.2.- Sea J un dlgebra de Jondan en Las hi-
pétesis del Lema anterniorn. Entonces se verndifica que,fa bo-
La abienta centrada en I y de radio 1, B(I,1) contiene dni-
camente elementos Linvernsibles.

En efecto:

Sea a €B(I,1) y consideremos la serie 3 (I-a)" que
evidentemente es convergente ya que lo es en norma. El resto
se sigue del lema anterior.

Es bien conocido que en un &dlgebra de Banach A con uni-
dad el conjunto de los elementos inversibles es abierto. Las
pruebas presentadas se apoyan en el corolario anterior y en

el hecho de que si a €inv(A) y ab €inv(A) = b €inv(A) o bien



en el corolario 3.2 y en el hecho de que si a es inversible
entonces la aplicacidn La es un homeomorfismo de A en si
mismo (20).Y otras en donde la asociatividad es fundamental.
Los siguientes contraejemplos nos ponen de manifiesto
que estas técnicas no pueden ser utilizadas en algebra de
Jordan.
Consideremos el dlgebra asociativa _# de las matrices

reales 2x2 3y 81 Jlpebra de Jordan ¥

Bs:empilioes (G104

0 1 2 6
Sean A= ¥ oBoe A,B & ¥
1 0 1 3
i 5
Entonces: A SB= 0 SR BRI )= /D
° 7

Se tiene que A es inversible en _#'y asi mismo lo es
también A.B vy sin embargo no lo es B. Recordemos que de --
gelerdo contlas definlelonees L.5.4y ‘T.65,9 A es ipvereible

eh #Yeld 16 es en A .

Ejemplo (2):

4 0 0 1
Sea A = ¥ iR A,BE_M,entonces



LA(B) = A.B = 1/2(AB+BA) = 0. Con lo que LA no es inversible

mientras que A s1 lo es.

TEOREMA. 3.3.- EL conjunto de Los elementos Lnvernsibles,
Linv(J), en un dlgebra de Jordan J con unddad normada y com-
pleta es un abiento.

En efecto:

Es bien conocido que en el dlgebra de Banach con unidad
BECET) S El coniun ko anvi@RL(T ) es abiento:

Tambi&n en virtud del teorema de los isomorfismos de
Banach, se tiene que, si

U €EBL(J) ¥y Uaeinv(L(J))=>U;1EBL(J).
Por el ‘teorema T,5,6 se tiene
aecinv(]) » UaEinv(L(J)) < Uaeinv(BL(J)).
Luego por el lema 1.4.III)
inv(J) = g5 (inv(BL(J)))
es abierto.

LEMA. 3.4.- Sea J un dlgebra de Jordan con undidad, nonr-

mada y completa. Entonces La aplicacibn g : a— ek



de <nv(J) en 84 mismo es un homeomorgismo.
En efecto:
Bastard probar la continuidad de g.

Consideremos las siguientes aplicaciones:

g5 i3 (0,a) de J en L(J)xJ (con la suma y norma ca-

nonicas)es trivialmente lineal y continua.

gyia = U_ de J en BL(J), continua por el lema 1.4

sl de inv(BL(J)) en si mismo, continua por -

ser BL(J) dlgebra de Banach.

Bqit T (T,0) de L(J) en L(J)xJ es asi mismo lineal

Vit eontianua.

g Ta ks Tlakde L(J)xJ en J que es también lineal
y continua.

Ahora bien:
giali= g, alg o0 g cg +gl)(a) . U;l(a). st g T

Donde hemos aplicado el teorema I.5.6.
Luego g  es continua por ser suma y composicidn de apli-

caciones continuas.



TEOREMA. 3.5.- Sea J un dfLgebra de Jondan con unidad
noamada y completa. Entonces se verdfica que La aplicacibn
gt s Yo Ainv(J) en 84 mismo es diferenciable y su dife-

Renoial en a, e invil]) e8 U -1 ..
0 aO
En efecto:

Por definicdn, g serd diferenciable en a, € aav(J) "y su

diferencial es -U -1 si
29

lg(a) - glay) + Uaal (a-ao)"

lim
asa la-a

0 oll

. + - . -
Ahora bien en A , donde A es dlgebra asociativa con
unidad construida sobre un cuerpo conmutativo de caracteris-

ticas distinta de 2, se tiene:

€2) gta) - g(ao) eyt (a-ao)
0

1]
o))
|
\)]
+
c
o]
|
=
-y
[o1]
|
o]]
o
N
1}

U= ioniy (a

=8

(a—ao)

Luego por el teorema de Macdonald con inversos la igual-
dad (2) se verificard para J . (También puede probarse apli-

cando Ua a (2) y haciendo uso del teorema I.5.6).
0

Por otra parte es inmediato probar que "Ua" < 3lall?



asi pues:

al

fgla) - g(ao) + Ua—l(a—ao)" = ”Ua—l o U(a—ao)(a )

0 0

ly 10 Iy T e WP T BT e W S
a, (a—ao) a, 0

Dividiendo esta Gltima desigualdad por "a—aon y to-
mando limite para a - a, se concluye la prueba teniendo en

cuenta el lema 3.4 y la continuidad de la aplicacidn norma.
¢y S ELVERPECTRO TEOREMAS " BASTICUS.

DEFINICION. 4.1.- Sea J un dlgebra de Jordan compleja
con unidad I. EI espectro de un elemento ae J es el conjunto

de nGmeros complejos, que notaremos Sp(J,a), definido:
Sp(J,a) = {ze& / zI-a¢& inv(J)}

Cuando no haya lugar a confusidn notaremos simplemente

Spla )i

Si B es un subdlgebra plena de J , evidentemente se ve-
e e

SpdB,a). = Sp(l.,a)

Por el corolario I.5.11 dado a€ J,donde J es un 8lge-



bra de Jordan con unidad, existe B subdlgebra plena, aso-
ciativa y por supuesto conmutativa tal que a € B. Esto nos
va ha permitir reducir el estudio de problemas en J , re-
lacionados con el espectro de un elemento, a su estudio en
el dlgebra asociativa - B . No obstante, los teoremas clasi-

cos, en dlgebras de Banach, seran probados directamente.

PROPOSICION. 4.2.- Sea JI Y JZ dlgebras de Jordan com-
plejas con unddad y g un homomorgismo de J; en Jz tal que

consernva La unidad. Entonces
Sp(Jz,g(a))Q SP(JI,a)

En efecto:

a—zIEinv(.71)=>g(a—zI)Ginv(]2) y-gla=-21) = g€a) = zgl(1)
Luego si zESp(JQ,g(a)) = zESp(Jl,a)
DEFINICION. 4.3.- Sea J dlgebra de Jordan normada y -

sea ag€J. Definimos el radio espectral de a, que notaremos

r(ay)::

Ry Lym

rla) = intfla

Evidentemente es una buena definicidn ya que



L TR P R R R e

PROPOSICION. 4.u4.- Sea J dlgebra de Jordan normada y

sea a€J, Entonces

By e limllanlll/rl
n—> oo

En efecto:

Rt LR e

Sea r{a) vy el v elidanos. kx /¥ &
Cualquiera que sea n podemos escribir n = p(n)k + q(n) con

p(n) y q(n) enteros no negativos, q(n) < k-1 y 1/n q(n) — 0

cuando n — oo . Luego 1/n p(n)k — 1 cuando n — o .
"anul/n S p(n)k + q(n)nl/n:S"akul/n p(n)"aul/n q(n)
e "akul/k < pla) ¥ie cuando 1 v, &

1Ry i/n

Asi pues <r(a) +e para n suficientemente gran-

de v Veer*
n"1/n

Por otra parte la definicidn se sigue que r(a)<la

para “todein . As 1l pues:

1
r(a) < [a"| 2 r{a) + ¢ YVe€e® y n suficientemente grande.

De donde se concluye la prueba.

Esta prueba aparece en (6.I, p. 11)



COROLARIO. 4.5.- Sea J un dlgebra de Jordan con unidad 1
normada y completa y sea a € J tal que r(a)< 1. Entonces
I-a e Lnvensible.

En efecto:

Podemos elegir a € R/ r(a) <a <1 y por la proposicidn
anterior la"l< o™, para n suficientemente grande. Por consi-

5 4 n =
guiente la serie X a serd convergente. Ahora solo queda -

aplilcar’ el lema 35 1.

TEOREMA.4.6.- Sea J un dlgebra de Jordan con unidad I

noamada y completa. Entonces
Sp(BL(J),Ra)Q;l/Q(Sp(a) + Sp(al))y ¥a €

En efecto:

a) - { Ra,Ra2} es un conjunto conmutativo en el &dlgebra
de Banach BL(J). Con ayuda del lema de Zorn, es facil probar
que existe una subdlgebra B conmutativa plena y cerrada de

BE(J) ¢tal que {Ra,RaQ}QBQBL(J).

b) Se prueba también que, si ue Sp(Ra)== 3 g homomorfis-

mo no nulo de B en € tal que g(Ra) Sl R, I e Bl

e 2
C) VZEC ) Ua—ZI Tk 2Ra_zI 7 R(a-zI)2

=hill = 22 R +22I€B.
a a



Donde hemos aplicado la linealidad del operador a - Ra -

djy Si g(Ua_ZI) = 0= z€Sp(a) ya que por c), b) y

el ‘teovrema I .56

g (U R OeSp(Ua ) =>U zI.G inv(B) =

-zI a-

= a-zI& inv(J)=z€ Sp(a).

e) Sea u(;Sp(Ra)== 3 g homomorfismo tal que g(Ra) =y

Veamos que es posible encontrar z € €/ g(Ua_ZI) = 0.

g(u ) =gl X 5 2z g (R 52 = Qi Ecuacidén de segundo -
a-z1 a a

grado en &€ que admite dos soluciones en 2z; Z2y52, daisEintas

a no. Ademas 21+ZQ =D

El resto de la prueba se sigue de d4d).

TEOREMA. 4.7.- Sea J un dlgebra de Jordan con unidad I,
noxamada 'y completa. Entonces Sp(a), aecJ, es un compacto de
<.

En .efeciton

a) Sp(a) es cerrado pues la aplicacidn de « en J

s 2+ a-el

es trivialmente continua vy



{z G(L/'a-zIEinv(J)} = 6-1(inv(-7))
b) Sp(a) es acotado. Concretamente:

z€Sp(a) = |zl <= r(a)

pues si z > r(a) entonces r(a/z)<1 y el corolario 4.5

garantiza que I-a/z € inv(J) = a-zI€ inv(J)=>zg&Sp(a)..

COROLARIO. 4.8.- Sea J en La hipbtesis del teorema an-
tenion. Entonces r(Ra) EEY L S
En efecto:

Si ZESp(Ra)=z = 1/2(z1+22) / zl,ZQESp(a) y ya que -
|z1| <r(a) y |22|‘5 r(a) =]z|<r(a) y esta desigualdad es -

cierta VzESp(Ra) = r(Ra)SP(a) (Recordemos que en el dlge-

bra de Banach BL(J), P(Ra) =imartt 2t 7 zESp(Ra)})

nti

Por otra parte a 5 Rz(a) R P

o
a

IR hall =

= (1aRt1)1/n+1y n+l/n ||R2"1/n lanl/n

Luego tomando l1lim en ambos miembros de la desigualdad, se -
n—> oo

tiene:

ra) < (PR )
a



COROLARIO. 4.9.- Sea J en Las hipbtesis del corolarnio
anterion - y sean_-a,b € J tal gque {a,b,c} es una pante aso-
ciativa de J,Vce J. Entonces

r(ab)<r(a)r(b) y r(a+b)<r(a) + r(b).

En efecto:

Nuestras hidtesis implican claramente:
$

Ahora bien en el dlgebra de Banach BL(J) la tesis de nuestro

corolario es cierta para elementos que conmutan. Por tanto

pfab) = r(Rab) = r(RaRb) < P(Ra)r(Rb) = r(a)r(b)

r(a+b) = P(Ra+b) = r(Ra + Rb)f;r(Ra) + P(Rb) =pla) + .r{b)

DEFINICION. 4.10.- Sea X un espacio d; Banach sobre <«
y D un abierto de &« . La aplicacidén § de D en X se dice que
es holomorfa sobra D si es diferenciable (en el sentido de
Fréchet) en cada punto de D.

Ya que en este caso la aplicacidn derivada, que notare-
mos f§', se identifica con un vector de X, §'(z) = zx, f se-

ra holomorfa en D sii¢



f¢z) - §(z5) existe en X
o e

(1)

N

1.
N

Una condicidn necesaria para que se verifique (1) es

que
(2) 1im T x? iz} = 6(zo)) exista para cada
i S Z=Z 0
o
=y

Donde por‘X' designamos el dual topologico de X.

Ahora bien, la verificacidn de (2) significa que la --
funcidn x'of de D en &€ sea holomorfa en el sentido usual.

Reciprocamente el Teorema de Dunford (16. III, p.93) -
nos asegura que si x'of es holomorfa V x' €X', entonces § -
es diferenciable.

Haciendo uso de estas nociones se puede desarrollar una
teoria de funciones de &€ en X, analoga a la teoria ordinaria
de funciones complejas. Asi por ejemplo, se puede probar el
Teorema de Cauchy para funciones holomorfas, la formula in-
tegral de Cauchy, Teorema de Cauchy—Hadamard, Principio del
maximo y por consiguiente el Teorema de Liowille, etc.

(16:. FEI):

TEOREMA. 4.11.- Sea J un dlgebra de Jordan con unidad 1,

noamada y completa y sea a €J. Entonces La aplicacibn del



abiento @ -Sp(a) en J:

WO (a—zI)_1
es holomonrga.
En efecto:
g podemos descomponerla:
91 92 1

2 AsEl. b Lavel)

g,es trivialmente diferenciable (por consiguiente con-
tinua) y su diferencial se identifica con -I
g,es continua y diferenciable por el teorema 3.5 y su

diferencial es 1

byt
Luego g es continua y diferenciable por ser composi-

cidn de dos aplicaciones continuas y diferenciables. Ademés:

' ) ] ] . o
g Lz Jis 9,(g9,(z_)) gl(zo) _U(a-zOI)_l (-1) =
= aip iy R
(]
TEOREMA. 4.12.- Sea J un dfgebra de Jordan con unidad

I, noamada y completa y sea a € J. Entonces se verndfLea:
a) "Bplal ¥ g
b} P ZOEESP(a) % hz gl r(a)

En efecto:




a) Para z €& / | zl>r(a) la serie 3 (a/z)" es normalmen-
te convergente con lo que por el lema 3.1 I-a/z es inversi-

oo
ble y (I—a/z)—1 = nZ_:O(a/z)n. Entonces

1 n

& e S
g(z) = (zI-a) 1/zn§0a /z

0l

g es holomorfa por el.- teorema anterior y acotada en el
infinito.‘Luego si Sp(a) fuese vacio, g seria una funcidn -
entera acotada en &€ y por consiguiente una constante,en vir-
tud del Teorema de Liouville. Pero por lo visto, esta cons-

tante necesariamente seria cero, lo cual es imposible.

b)) La serie % an/zn+1 es el desarrollo de Laurantz cen-
trado en cero de la funcidn g y tiene por corona (degenerada)
de convergencia ‘Z€E¢./ lzl:>r(a)’ en virtud del Teorema de
Cauchy-Hadamard y de la proposicidn 4.4. Luego ha de exis--
tir z (punto de no analiticidad de g) tal que Fa s r(a)

v zo¢€-8p(a)¢=zo€ Spitad.

5. COMPLEXIFICACION DE UN ALGEBRA DE JORDAN REAL VY

NORMADA.

DEETNTECTON. 5ol.-  Sea.¥ un sSubconjunto:-de un espacio -

lineal X construido sobre R o @. Diremos que Y es absoluta-



mente convexo si
X, Ve Y, siasBEK @R o @) vilialit | gli<ilir=> axtBy e ¥

DEFINLCION. "5.2.~ Sea ¥ un subconjunito de 'un espacio
lineal X construido sobre K (lRod@ ). Definimos la envolven-
te absolutamente convexa de Y que notamos por |co|(Y), como
la interseccidn de todos los subconjuntos absolutamente -

convexos de X que contiene a Y.

TEOREMA. 5.3.- Sea J un dlgebra de Jordan neal y norma-
da, sea Jg La complexificada de J, sea U = {aeJ / paj <1}
den -V = |C0|(u x {0} y sea P, el funcional de Minkowski de

V. Entonces se verndpica:
1) p, €4 una norma sobre ef dlgebra Jg .
O B e p,(a) <1}

I111) max (lall, HIbl) szpv((a,b)) =2 max (Hak, sk}
aush ]

V) pv((a,O)) =tkal, . ael

V) Jg¢ con La norma p, ¢4 completa cuando J Lo es.

La prueba es identica a la presentada en (6. I, p. 68)

COROLARIO. 5.4.- En Las hipbtesis del fteorema antenior



e vendgica que p, e La mayor norma sobre Jg tal que su -
nectrhiecibn a J coincide con La nomma | I oniginal de J.
En: efecto:

fea a e Jo oy (a) <1 implica por II) que a€lV =
s Py q >

o1}
1l
IIM:
=

- n -
(ak+1Bk)(ak,O) / a, B ERY akeU, leak+18k| <.

k o=

Sea | I’ otra norma sobre Jg tal que su restriccidn a
coincide con I |l
g : e I I
hall® = "k:‘:l(“k“Bk)(ak’O) _k:1|ak+l.ek| (—ak,o) =

n
kfllak+18k| "ak"<11

Luego ya que si pv(a) <1= "a"‘<1 se sigue que
llalllgpv(a) Vael,

LEMA.- 5.5.- Sea J un dfgebra de Jordan s4in unidad y
noamada. Entonces el dLgebra unitizada J=J+K (K = mo @) se
puede dotar de una norma tal que el monomorfismo a — (a,0)
de J en J es un monomorfismo isometrnico.

En efecto:

Para cada (a,q) €J definimos:



1) (a,a)l = lal +}aj

que trivialmente es una norma sobre el espacio lineal sub-

yacente a J.

Popdotpadpartes:
l(a,a)(b,g)l = Il (abtab+Ba,aB)ll = lab+ab+Ball +]aB| <
< lall bl + ja| Ibl +48y Nall + Jaj|B]=
= (lall +4ay) Bl + 181) = N(a,a)l (b))

Luego J es dlgebra normada.

El resto es trivial.

TEOREMA. 5.6.- Toda dlgebra de Jordan J neal, A4in und-
dad y normada puede sern sumerngida mediante -un monomonrfLsmo
i{sometnico en un dlgebra de Jordan con unidad, normada y--
compleja.

En efecto:

Por el lema anterior J puede sumergirse mediante un -
monomorfismo isometrico en un &dlgebra de Jordan con unidad,
real y normada. Ahora aplicariamos el teorema 5.3. IV) y el

Jcemail, B850



6. EL TEOREMA DE LA APLICACION ESPECTRAL. CALCULO

FUNCIONAL.

LEMA. 6.1.- Sea J un dlgebra de Jordan complefa con
undidad, sea ac€ J y sea P el dlgebra de Las funciones po--

Linomicas de & en &€ . Notamos pon pla) el elemento de J

n
aoI+a T Sl ta_a’ , ne N, donde

dado por p(a) 1

n
ditar Zk. .. stz e P
o 1 n

19:62Z5)
Evidentemente p(a) esta bien defindido.
Entonces La aplicacibn: p > p(a) de P en J es un homo-

mongLamo.

La prueba es trivial sin mas que tener en cuenta la -

asociatividad de las potencias del elemento a.

TEOREMA. 6.2.- Sea J un dlgebra de Jordan complefa con

undidad 1, 4ea acJ y sea p €P no constante. Entonces se ve-
nigdeas:

Sp(p(a)) = {p(z) / zeSp(a)}

En jefecto:

Sea z € €, entonces existen al,a2,...,an,ao€EI "3

zo—p(z) = ao(al—z)(aQ—z)....(an—z), o £ 0

Por consiguiente, en virtud del lema anterior



zo1-pla)i=la (a " T-a)i .. (a T~a)
o o n

1

Ya que p es no constante y en virtud del corolario -
i zOI—p(a) es no inversible sii a,I-a es no inversi-

ble para algun k, es decir, sii akEESp(a).

Luego zOGESp(p(a)) sii zo—p(z) = 0 para algun z € Sp(a)

Una prueba alternativa de este teorema puede darse --
utilizando el Teorema de Cohn-Shirhov.

Nota.- Hasta ahora toda la teoria expuesta en este ca-
pitulo, salvo el apartado 2, se ha desarrollado a nivel de
dlgebra de Jordan (en el teorema anterior se puede utilizar
la otra versidn indicada). Sin embargo en la proxima defi-
nicidn y por consiguiente en los teoremas 6.4 y 6.7,la pro-

piedad asociativa es esencial.

DEFINICION. 6.3.- Sea J 4&dlgebra de Jordan compleja con
unidad, sea a€J y sea § € R(a), donde R(a) es el dlgebra
de las funciones racionales de &€ en cuyos.polos no perte-
necen a Sp(a). Asi pues § = p/q / p,qeP y q@ no admite ce-
ros en Sp(a).

Por el teorema 6.2, 0 ¢ Sp(g(a))y por consiguiente --

g(a) €inv(J).Podemos pues definir:

fa) = pta)(q(a))~?



Ya que la representacidn de § por p/¢ es unica, sal-=
vo factores comunes del numerador y denominador, se sigue -
por el corolario I.5.11, que el elemento 4(a) es independien-

te de la eleccidn de p,q.

TEOREMA. 6.4.- Sea J un dfgebra de Jordan complefa con
undidad y sea a€J. Entonces La aplicacién § - f(a) es un ho-
momorgismo de R(a) en J que extiende el homomonfismo de P(a)

en J y ademds se verndifica:
SE(Ead) = eyt nesttay (ERtA it o

En efecto:

La primera parte es evidente por lo ya conocido y la -
segunda es analoga al teorema 6.2.

Evidentemente toda funcidn {€R(a) es holomorfa en
a- {polos de 5} que es entorno de Sp(a).

El siguiente lema es bien conocido. Una prueba elemen-

tal puede ver@e en (6."Iy p. 29) o . en - (23.FT.1.1,p. 66).

LEMA. 6.5.- Sea D un abiento de € y sea K c D, K com-
pacto. Entonces es posible encontrar un abilernto acotado W
al que LLamanemos envolvente del par (K,D) tal que:

1l RCWED

I1) La fronterna de W, oW, es unibn findita de curvas -



nectificables contenidas en D y ademds dW nodea positiva--
mente una so0la vez a cada punto de K.
Con ayuda de este lema y los teoremas 4.7 y 4.11, po-

demos establecer la siguientes definicidn.

DEFINICION. 6.6.- Dados J &lgebra de Jordan compleja,
con unidad I, normada y completa, a € J , D un entorno abier-
to de Sp(a) y § €EH(D) (dlgebra de las funciones complejas -
holomorfas en D). Notamos por f(a) el elemento de J definido

por:

§(a) = 1/21rifaﬂ(z)(zl-a)_1dz
w

donde W es la envolvente del par (Sp(a), D).

Para que sea una buena definicidn es preciso ver que -
§(a) no depende del W elegido. Este hecho nos 1lo da, preci-
samente, la versidn de la formula integral de Cauchy para -

este cedso.

TEOREMA. 6.7.- Sea J un dlgebra de Jordan compleja con
undidad, normada y completa, sea a€J y D un entorno ablento

de Spla). Entonces

1) Dada €H(D), f(la) es independiente de La eleccibn

de La envolvente W del par (Spla),D).



11) La aplicacibn § - 4la) es un homomorngismo de H(D)
en J que extiende el homomorngismo natural §—»4(a) de R(a)-

en--.

IT1) Dado un entorno compacto K de Spla) contenido -
en D, La aplicacibn §—-4(a) es continua con respecto a La -

convengencLa undifgorme sobre K.
V) Sptglal) = Aflz) [ zeSpla)l) ; (D).

En virtud del corolario 2.3, la prueba queda reducida
al caso de un dlgebra de Banach que ademds es conmutativa.
Una excelente demostracidn puede verse en (6.I, p. 33) o --

bienieniG28 F, —p. 12-17)"



1. EL PROBLEMA DE LA UNICIDAD DE LA NORMA.

TEOREMA. 1.1.- Sea J un dlgebra de Jordan con unidad I,
normada y completa y sea M un ideal de J. Entonces M es un
Ldeal propLo ALL M Lo es.

Ensiefecitos

M es trivialmente un ideal.

M es propio = I € M = M no contine elementos inversiblese

= Mclinv(]) = MClinv(J) = 1 ¢ M=M es propio.

Donde hemos aplicado el lema I.6.2 y el teorema II.3.3.

COROLARIO. 1.2.- Sea J en Las mismas hipbtesis del teo-
nema anterndior. Entonces, AL M es Lideal maximal de J, M es -

cennado.

PROPOSICION. 1.3.- Sea J un dlLgebnra dé Jondan noamada
y completa y M un ideal cerrnado de J. Entonces J/M es un &L-
gebra de Jordan normada y completa.

En efecto:

Sabemos que J/M es dlgebra de Jordan. También es bien
conocido que el cociente de un espacio de Banach por una va-

riedad lineal cerrada es un nuevo espacio de Banach, donde



hemos definido la norma:

(1) la+Ml ={inf la+cl / cEM} VaelJ
Finalmente:
I Ca+M) (b+M)Il = lab+Ml = inf{llab+cl / ceM} <

IN

lab+(ad+eb+ed)ll = Il (a+e)(b+d)l <

IA

latel Ib+dl Ve,deM =

= l(a+M) (b+M)II < la+Ml

Ib+Ml

LEMA. 1.4.- Sea J un dlgebra de Jordan con unidad I,

y simple. Sean I I y I I' dos normas scbre el espacio Line-

al subyacente a J que La dotan de estructunra de dlgebra -
normada y completa. Consideremos el confunto:

= pned S At Ea T vy Lad o
n n 35 |

Entonces se verndifica que M = {0}

En efecto:

Demostraremos que M es un ideal y que I € M es decir -

M es propio. Luego M = {O} ya que J es simple.

a)

M es trivialmente un ideal.

b) M es propio:



SRR D R LI T
n n n

/ ZHGESp(an) (por el teoremalI.i4.12) y {zn}-+ 0 ya que por

el “teorema II1.4.7 |2z < da}
n n

()

Ahora bien de {an} —- a y de lo anterior, se deduce -

Py

que {an - an} Sia yragez L, V n,es no inversible.

Luego, por el teorema II. 3. 3,a es no inversible y por

consiguiente I ¢M.

TEOREMA. 1.5.- Sea J un dlgebra de Jordan con undidad y
simpLe. Sean I Iy I I' dos normas sobre el espacio Lineal -
subyacente a J que La dotan de estructura de dlgebra norma-
da y completa. Entonces ambas normas son equivalentes.

En efectio:

Consideremos la aplicacidn identidad:

del espacio de Banach (J,l ) en el espacio de Banach (J,l "3

Sea {an} Cad tal que:

(I o

{an} - 0y {an} = L{an} > a; por el lema anterior a= 0 y

por el Teorema de la Grafica Cerrada, { es continuaj; ya que



es biyectiva, se sigue, del Teorema de los isomorfismos de
Banach que es bicontinua.
Luego { es un homeomorfismo lineal de (J,l ) en --

’ . .
{3,1 ¥} v 4 1., ) Vson eguivalentes.

TEOREMA. 1.6.- EL confunto de Los elementos casi-inven-
s4bLes de un dlgebra de Jordan J normada y completa es --
abiento.

En efecto:

Las aplicaciones:
a > I-a de J en J , si J posee unidad
a > (-a,1) de J en ¥

Son  continuass

El resto se sigue del teorema II.3.3 y de que

gqranvbl) ==taecld J 1-a € invi]i}

q-inv(J) facT /fid=a t)eiavt D).

respectivamente.

TEOREMA. 1.7.- Sea J un dfgebra de Jordan normada y -
completa y sea a€J / r(a)<1. Entonces a es casi-Ainvensible

oo
su casi-invenso a2 viene dado pon a® = - % 3"
P



En efecto:

Si J posee unidad la prueba queda reducida al corola-
rdershlighsb- iy el Temar RT3 s

Sea pues J sin unidad

(=a, 1) oo an=

a serd casi-inversible en J sii (0,1)-(a,0)

versible'en J

Ahora bien por el lema II.5.5 r((a,0)) r(a)< 1, luego
del corolario II.4.5 se sigue que (-a,1) es inversible y -

ademas poer el ecorolario L.7.:4%, (0,1) = (ao,o) es su inverso.

huegopor: el ‘lema T I53.1%

(0,1) - (a%,0) = % (a,0)" = (Coar . 2, (e W0d= ()
+2(an,0)=—(a0,0) = E (an,o) =:ao ) zan
pot n=1 n=1

TEOREMA. 1.8.- Sea J un dlgebra de Jondan normada y --
completa, sea M un Ldeal modufar propio de J y sea u una -

undidad modular para M. Entonces se vernifica:
1) Fusal =1 \;‘/ae M

IT) EL cierne de M es un ideal modulan propio de J.

En efecto:

I) Supongamos que 3 aeM / Ju-ajl <1. Entonceées, en vir-

g S o
tud ‘deil teorema 1.7, u-a admite un«casi-inverso (u=a)s=:b



— bu-bat+a-u-b = 0 = u = (bu-b)-ba+ta
Contradiceibn con IIL) del .teorema. IT.6 . 8.

II) Evidentemente los elementos de M verifican I), lue-
go M es propio y ademds modular en virtud de I) del teorema

TGRS ot o

COROLARIO. 1.9.- Sea J un dlgebra de Jordan normada y
completa. Entonces se verdifica que, cada Ldeal maximal modu-
Lan de J es cernrado.

En efecto:

La prueba se sigue del apartado II) del teorema ante--

b e B0 1 &

DEFINICION. 1.10.- Diremos que un dlgebra de Jordan es
fuertemente semisimple si la interseccidn de sus ideales ma-

ximales modulares es cero.

TEOREMA. 1.11.- Sea J un dlgebra de Jonrdan fuentemente
semisimple normada y completa. Entonces se verdifica La unici-
dad de La norma, es deci&f cualquiern otra norma defindida s0-
bre J, que dote a J de estructura de dlgebra normada y com-
pleta, es equivalente a La dada.

En efecto:

Sea M un ideal maximal modular de J. Por el lema I.6.6



el corolario 1.9 y la proposicidn 1.3; J/M es un &8lgebra de
Jordan con unidad,(si u es unidad modular para M, u+M es -
unidad del &dlgebra J/M ) simple, normada y completa.

También se verifica que la sobreyeccidn candnica:
3 da/m

es continua.
Consideremos la aplicacidén identidad £ de (J,I ) en -

(31 vy sea {an}C J tal que

(| [

{an} B0y {an} = L{an} - a

[ [

{fa} 5 0= {an+ M} > M por la continuidad de §

fa bt s ddaj m+"a = {a + M}"—J a+tM por la continuidad de §
n ;

Ahora bien, por el teorema 1.5 en J/M todas las normas
son equivalentes = a+tM = M = a €M y esto es cierto cual-
quiera que sea M, ideal modular maximal de J , y a fijo. Por
tanto;a pertenece a la interseccidn de todos los M y por --
consiguiente a = 0, por ser J fuertemente semisimple.

El resto se sigue, como en el teorema 1.5, del Teorema
de la Grafica Cerrada y del Teorema de los isomorfismos de

Banach.



TEOREMA. 1.12.- (Johnson). Sea A un dfgebra de Banach
semisimple. Entonces se verdfica La undicdidad de La norma de

A6 LEl . o ora0)

LEMA. 1.13.- Sea A un dlgebra asoclativa semisimple.

Entonces A es semipaima. (6.IV, p. 155).

TEOREMA. 1.14.- Sea A dlfgebra neal o complefa y asocia-
tLva. Supongamos que AT es semisimple, normada y completa.
Entonces en A’ se verdfica La undicidad de fa norma.

En efecto:

Por el lema I.7.14 A es semisimple = por el lema an-
terior,A es semiprima. En virtud del teorema II.1.5 las -
normas de dlgebra completas de A+ son las mismas que las -
normas de dlgebras completas de A . El teorema 1.12 conclu-

ye la demostracidn.

CUESTION ABIERTA. Probar 'la unicidad de la norma de al-

gebra en un &dlgebra de Jordan normada, completa y semisimple.

2. PROPIEDAD TOPOLOGICA DEL RADICAL DE JACOBSON DE

UN ALGEBRA DE JORDAN.

TEOREMA. 2.1.- Sea J un dlgebra de Jordan normada y com-

pleta. Entoces se verndifLca que,el rnadical de Jacobson de J



es un cerrado de J.

En efecto:

No se pierde generalidad, en virtud de la proposicidn
I.7.12, 81 suponemos- que J posee’unidad.

Se tiene que:

Si a es no inversible y m € R(J) = a#m es no inversible
ya que, en virtud del lema I.7.7, si a+m fuese inversible -

Shn-m = ae inv (). Contradicciten.

Vamos a probar que R(J) es también un ideal casi-inve-

sible, con lo que evidentemente serd R(J) = R(J), en virtud

de la definicidn del radical.

Trivialemente R(J) es un ideal.
Sea pues {bn}* b f bne R(J) y a no inversible = atb
es no inversible, y ya que los elementos no inversibles for-

man un conjunto cerrado = a+b es no inversible. Luego:

beR(J) y a es no inversible = a+b no inversible.

Por consiguiente si beR(J) y a es inversible = a+b es in--
versible. En particular para a = -I = b-I es inversible <

& I=b inversible & b es easi-inversible.

COROLARIO. 2.2.- Sea J en Las hip6tesis del teorema -
antenion. Entonces J/R(J). es dlgebra de Jordan normada com-

pleta y semisimple.



1. RANGO NUMERICO DE UN ELEMENTO DE UN ESPACIO
LINEAL, COMPLEJO Y NORMADO.

DEFINICION. 1.1.- Dado un espacio lineal complejo y --
normado X, fijames un elemento Iex /1) = 1 al que 1lafia-
remos elemento "distinguido" de X.En el caso de que X sea -
un dlgebra normada con unidad I y lIl = 1, diremos que X es

un dlgebra uniftal. (I serd siempre el elemento distinguido)

NOTACION.- X va a ser un espacio lineal complejo y nor-
mado con un elemento distinguido I. Por X' notaremos el --

dual topoldgico de X.

BéXY )izt T Eutt <)

DEFINCION. 1.2.- Sea el conjunto:

PAYCT) = It ERLEY ) . -2V L) 51

Evidentemente D(X,I) #¢,en virtud del Teorema de Hahn-Banach.

Se define el rango numérico de un elemento x€ X, y nota-
remos V(X,x,I) o simplemente V(x),como el conjunto de los -
nimeros complejos:

Yix) = {a'Cx)- /o' eBlX, 1)}



A los elementos de D(X,I) se les llama estados normali-

zados . (NSt atEe s

LEMA. 1.3.- Sea Y un:subesdpacio Lineal de X tal que -

i =it Entonces

Yixy.,v) VeliX, gy aiee Y

La prueba es idéntica a la presentada en (5.I,p. 16) -

para dlgebras unitales.

LEMA. 1.4.- D(X,I) es un subconfunto convexo y compacto
con La topologlia debil-*,
TEOREMA. 1.5.- Se veadfdican Las sigudentes proposicLoned:

I) v(x) es un subconjunto no vacio, convexo y compacto

de @

Tl Vial+fx) = a+BVix) "y Vixty) CcV(x)%V(y)

xyyeX yea B ed

DLL R, Jetsdxl oV a8 Vi),

En efecto:
I) Se sigue del lema anterior y de la debil-* continui-

dédd ‘de rla faplicdeion X" x'"Cx) de ' X" en ¢

sy TOTE) S nliev dta lte st ipior - lamid e fiiin e lon s, 18, 2.



DERENTEC TON w6 = e Deafinimos el ‘radiec numerico.de un. —

elemento x € X ,y notamos v(x):
Vil = tmaxiiizlt /[ z e V()]

Del teorema 1.5, II) se deduce que v(.) es una seminor-
ma siobre X«
vix) = max{lz] /J z=e¥Wx)l= 0= ¥ (x): = {x'(x) [/x'c B{X,E)}=0

Popstamrtos e (@E) sasmtottal B(lesiideerns X () =0

1
(=

Wa'e DIX. 1) » x' = B) se 'Siglic quc. =7 vin) = 0. =/ % y -
por consiguiente v(.) seria una norma sobre X.

Por definicidn se dice que I es vértice de la bola uni-
dad o simplemente vértice, si D(X,I) es total. De aqui que,
el radio numérico,respecto de un punto vértice, sex una norma
sobre X. El1 problema radica en detectar los puntos vértices.

A nivel de espacios de Banach, se sabe que los vértices
son invariantes bajo isometrias y que cada punto vértice es
punto extremo de la bola unidad (7).

Para el caso de dlgebras de Banach unitales, se sabe -
que la unidad es un vértice y que los elementos unitarios -
(=l = Hx_lu =.1) sSon vértiices pero no’alkreves - (7Tuecijs 2.
gL 2g1).

También es sabido que v(.),respecto de la unidad I tal

que IIll = 1, es una norma,sobre el espacio lineal subyacente

a un dlgebra de Banach unital, equivalente a la de partida -
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Respecto a la posibilidad de ser v(.) una norma de &l1-
gebra sobre un dlgebra de Banach unital A , se sabe que, si
r(a) = v(a), entonces A es conmutativa y v(a) es una norma
de dlgebra sobre el &dlgebra A, equivalente a la de partida.
C8. 0. pa U0,

Es bien sabido (6.1, p. 19) que si A es un dlgebra de
Banach conmutativa entonces r(a) es una seminorma de &dlgebra
sobre el dlgebra A . Sin embargo no podemos afirmar lo mismo
para el radio numérico.

Para dlgebras de Jordan unitales y completas también -
se verifica .que v(.), respecto a la unidad,es una norma li-
neal equivalente a la de partida y en consecuencia la uni-
dad es un vertice. (Teorema 2.5 y corolario 2.6)

La prueba de Moore (44, 31,p.100)del hecho de que -

A' (donde A es &dlgebra unital y compleja) es la envolvente

lineal de D(A,I), vale también para el caso Jordan.

LEMA. 1.7.- Sean X,Y edpacLos Lineales complefos Yy noi-
mados y g una Lsometrnia Lineal de X en Y , conservando el -
elemento distingudldo. Entonces se verndfica que

VX, %) = B(Y gix})., weX

En efecto:

Sed y' un state de. Y = ¥y' o g e8 un state de X



- 100 -

huego V(Y,g(x)) V(X x)s

Reciprocamente; considerando a X como subespacio lineal
de Y, si X' es un state de X', en virtud del Teorema de --
Hahn-Banach, x' puede extenderse a un state de Y'.

Luego V(X,x) cV(Y,g(x)) .
LEMA. 1.8.- Sea X un espacio Lineal, complejo y norma-
do con elemento distinguido I . Entonces:
vi{ds = O cBle ¥zl - xb)
zed«

donde E(z,lzI - xl) es el disco centrado en z y nadio lzI-xl

La prueba es andloga a la presentada en (6.I, p. 52) -

para un adlgebra asociativa, compleja y unital.

DEFINICION. 1.9.- Sea X un .espacio. lineal complejo, -
normado con elemento distinguido I. Diremos que un elemento
x € X es hermitiano sii V(x) CIR . Al conjunto de los elemen-
tos hermitianos de X lo notaremos H(X). Evidentemente H(X)

es una variedad lineal real.
20 RANGO NUMERICO EN ALGEBRAS BE JORDAN

Nota.- A lo largo de este apartado y salvo indicacidn

contraria J va a ser un dlgebra de Jordan compleja, unital



=10

y -completa.

Se sabe que si A es un dlgebra asociativa normada con
unidad, es posible dotar a A de una norma de dlgebra equi-
leste a la original ‘con la cual A ‘es ‘unital (6:1, p. 19).

Asi pues, tenemos asegurada la existencia de dlgebras de Jor-
dan unitales y completas a nivel de algebras de Jordan sub-
yacentes a algebras asociativas unitales y completas.

También podemos asegurar la existencia de &dlgebras de
Jordan excepcionales unitales y completas ya que Sherman en -

(38) prueba que, el dlgebra excepcional M8 real (adlgebra de -

3
las matrices de orden 3x3, hermitianas cuyos elementos son -

los nGmeros de Cayley, con las operaciones suma comun de ma-

trices y producto de Jordan) puede ser normada definiendo:

YAL =ipfla /a2 0, sl <th 2 g1}

donde I es la unidad de Mg y < el orden parcial definido en

Mg en la forma usual. Ademéas Mz eish compie ta,
CUESTION ABIERTA: Dada un dlgebra de Jordan J normada
con unidad. I/ ‘FI} #.-1. ¢Es . posible éncontrar otra norma -

I I' de dlgebra sobre J tal que JI|°'= 1 y adem8s sea equi-

valente a la primitiva?
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TEOREMA. 2.1,- .S¢a a€ J. Entonces Spla) cV(a).En par-
Lticulan £i -aeBl)) o Spla) TR
En efecto:

Sea zoe d- V(a), entonces por el lema 1.8 existe z €@/
= -1
/ lz—zo|>-"zI—a" = "(z—zo) (zI-a}l <1 = P((Z—ZO) Caloa) Yt d
Luego por el corolario II.4.5, I—(z—zo)—l(zI—a)ezinv(])
-1 4
= (z—zo) (I—(z—zo) (zI-a)) = a—IzO e invie) zoggf—Sp(a).

Asi pues si z, € Sp(a) = z_ € v(a).

TEOREMA. 2.2.- Seqa ae 1. Enfonces: max{Re z [/ zi=cVla)l} =

S Ompit/o Togtes{ng N 7 ats 01 = limo+1/a logllexp(aa)l
o —

En efecto:

En virtud del lema 1.3, la prueba puede ser restringida
al cierre del &dlgebra engendrada por a y la unidad.iff?gyj
que es asociativa, unital y completa y en la que nuestro teo-

rema 'es ' cieprto (6.1, p-"55).

COROLARIO. 2.3.- Sea a€ J. Entonces Las sigudientes phro-
posiciones son equivalentes:

I) a€H(J)

IT) flexp(ical)] = 1 /a € R
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Eniefectos:

Sizac H(J), en mwiptud del fedrema 1751

Mmax Re V. (Gia)i= max RexV(=ia) =50
El resto se sigue del teorema 2.2.

LEMAL 25U, = La aplicaecidn Gptua R de J en BL(J) es -
una Lsometria Lineal de J en BL(J) que conserva Las unidades.

En efecto:

Evidentemente g, es lineal, biyectiva conserva la uni-
9r Y ¥

dad. Ademéas:

IR <4y Fab = IR_(IyE < Ir il = R 1 (1 dvadad ide )
a a a a

Luego llall = "Ra"

TEOREMA. 2.5.- v(.) es una norma en el espacio Lineal -

subyacente a J equivalente a La de pantida; concretamente:
1/ellall <v(a) < lal, VaelJ

En efecto:
Es sabido que si A es un dlgebra de Banach compleja y
unital .y ae A entoncesr t/elal= viag} < 1al (6.1, py 56}

Ahora por el lema anterior y el lema 1.7 se sigue:

1/ellall = 1/elR_ISv(R) = v(a) IR I = lal ,YaeJ



= o

CORALARIO 2.6v= DPLI 1) es8 un conjunto total -en JI'.
En efecto:

Si a # 0=>v(a) # 0 =234€D(J,I) / §(a) # 0

LEMA. 2.7.- a€J es hermmitiano 844 R € BL(J) es heami-
tiano.
En - efecto:

La prueba se sigue de los lemas 2.4 y 1.7.

TEOREMA. 2.8.- Sea A un dlgebra de Banach complefa y -

untlal ¥ d¢a-achHlA) . Enloneed: ria) = Fal (6.1, p o857}

TEOREMA. 2.9.- Sea a<§H(J). Entonces: r(a) = |a].
En efecto:

rla) = SR ) =R | = 4
Donde hemos aplicado el corolario II. 4. 8, el lema 2.7,
el teorema 2.8 y el lema 2.4.
LEMA. 2.10.- Sean a,b€H(J). Entonces se vernifica:
max(flall,Ibll) = la+ibll
Yy en consecuencLa H(J) + iH(J) es suma topolbgica dinrnecta.

En efecto:

Poy los tTeoremas 2499 d.k v 235

lall = max{l§(a)l / (1) = 1 = l4l} <
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< max {i4(a) +df§(b)l /°4(1) = 1 = L4k J< Ja+ib}

Andlogamente |b]| < ||la+ib|
Ahoraatib = 08 ‘por.iel teorema ' 5. P Va(lay) = =2 VIEb ) =0

v poer. los . teoremas 2:9%y 2. liisewsigue sa F=Eb =0,

LEMA. 2.11.- Sea A un dlgebra de Banach complefa unital.

Entonces H(A) es un espacio de Banach neal y
i(ab-ba) € H(A) para a,b eH(A).

6o . 208,

LEMA. 2.12.~ Si‘ab,cE€Hi]l) =» [R>[R >R 1] € H(BL(J))
En refecto:

En wviptud de 1los lemasi 2.7 y 2.11 se tiene que

i[Ra,i[Rb,RC]] =R SR RC]]eH(BL(J)) =

L e

= [R [Rb,Rc]] e HCBEL]) ).

a’
COROLARIOD, 2.13,- a,b,c,eH(1) =»fa,b,c] €H(T)

En efecto:

Basta tener en cuenta la identidad I.2.6: R
Fajbrel

= [[Rc’Ra]’Rb] el lema anterior y el lema 2.7.

DEFINICION. 2.14.- En un algebra asociativa con

unidad y normada, diremos que un elemento es casi-nihil-
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potente si su radio espectral es nulo.

TEOREMA. 2.15.- Sea A un dlgebra asociativa y normada.
Entonces 84 [a,b] conmmuta con a (6 b) se verifica que [a,b]

es casdi-nihilpotente. (21).

LERA. 2:18.- Sen 2 €BEIV L dea a2 = biieif b.oBMCT) .

Entonces se venigica:

5 [Ra,Rb]

27) [Rb,RC] = 0
En efecto:

T @ PROIREgY S BR el = s R aBd 5

o

a’Rb+ic b

ya que O, i[Ra,Rc] 614(BL(J))==[Ra,Rb] € H(BL(T) v como tamhién

i [R_5R ] €H(BL(J) = [Ra’R ] = 0= [Ra,Rc] = 0

b
Donde hemos aplicado los lemas 2.7 y 2.11

2) Pep'la ldentidad I.2.8.°el teoréma I.2.4 y 1) 5e -
tiene:

EREOG[ RIS R AL - &R “Da= R = 0 ya que
a bi-e [RC,Rb]d 2a[RC,Rb]a

,Rb]a = c(ba) - b(ca) = RcRa(b) - R Ra(C) =

b

I
~

]
~

0
~~
o
N

|

RaRwGe) a=aleb) ——sabe ) =:0
a b
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1
I

Luego 0 [RaQ,IRb,RC]] = [Rb+ic’ [Rb,Rc]]

[ Uk R J) bR IR R T

Ahora por el lema 2.12 y por el mismo razonamiento que

en 1) se verifica:
[RGIR R JF = [R LIRS =0

Luego por el teorema 2.15 se verifica que [R Res =

b’Rc
casi—nihilpotenté <« r([Rb,RC] = P(i[Rb,Rc]) = 0 y por el -

11 : i : = 0 =
lema 2 y-eliteorema, 2.8 == ||1[Rb Rc]" =¢[Rb,Rc]

Nota.- Dado D Ccdnotamos por coD la capsula convexa de

LEMA. 2.17.- Sea A un dlgebnra de Banach complefa y uni-

tal y sea a = bticeA, donde b,c €H(J) y bc = cb. Entonces:

ViCa)i=4 co Sp(a):;

E6Y: =i D106 )

TEOREMA.-2.%8.~ Sea 8 &fl]) .y &sea a2 =" bt e/ b e Hi ()5

2
Entonces a” € H(J).
En tefecto:

R 2ESSIIR = R +iRC yiporidel s Lemal 2u86 R

a b+ic b .Rc N

b

Asi pues, por el lema anterior:
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V(Ra2) = co Sp(BL(J), Ra2)
Ahora bien ' por -los teoremas TE.4.:6; TE.6.2 y 2.1 y ya
que a es hermitiano se sigue:
Sp(BL(TY,R_D) C1/2(SpeT 80y % 'Sp(T,a%) )=

= 172(Sp(J,a)? + sptl,a)’) C

Luego por la definicidn de co Sp(BL(J),Ra2) se sigue

V(a2) = V(Ra2) = o Sp(BL(J),Ra2) cC R

3. ELEMENTOS POSITIVOS EN UN ALGEBRA DE JORDAN
COMPLEJA UNITAL Y COMPLETA.

Nota.- J va a ser un &dlgebra de Jordan compleja, uni-

tal: y completa y I su-unidad.

DEFINICION. 3.1.- Diremos que a € J es un elemento po-
S G, ~gds

a€H(J) y spla)C R*

Al conjunto de los elementos positivos de J lo notare-

mos por pos(J) y si ae€pos(J),notaremos a=0.

EEMA. 3.25- Sea acH(]) .. Entonces:

¥€a) = co Spta)



=i G =i

Bnsciic wito:
Eni sviirtud: del icorolarie=LELD 3 v e liilema % 76l a ppruebd

queda ‘reducida al 'caso agoelativo. (5.1, p. 53):
COROLARID: '8, 3u - &€ pos(I): 540 Via)yc OF

COROLARIO .3 . 8.~ aecpogkd) 444 RaEpos(BL(J)).

En:iefecto:

La'sprueba .se isiguerdel llemal de. 7 aitdel fiema 22 Gysgdied -
corolario anterior.(El concepto de pos(BL(J)) es andlogo al

que venimos tratando ).

COROLARIO. 3.5.~- pos{J)ies tuw eane convexo:en HEI)

Travialiporiiclscorolario 38y el teoremas 11258

TEOREMA. 3.6.- pos(J) nos define un onden parcial en J
compatible con La estructura de espacLo de Banach subyacente.

Enlietect o

¥Ya que pos(J) ‘es un cono convexo y-postI)n (pos{d))="10
la relacidn:

def
ditez b Sha — el

es una relacidn de orden parcial compatible con la estructu-
pd-de -espacio. lhineal@dreal de 7]
Para ver que es compatible con la estructura de espacio

de Banach hace falta probar que pos{(J) es cerrado. Esto es
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evidente ya que:

8i {an}—+ a = {5(an)} —+4(a) para §€D(J,I) y ®*es cerra-

Asi pues se verifican las siguientes propiedades:

1) a<hb
}=> ate = b+c
Sl
29) a<b
}=> e r<=ub tid
c=d
89 a<b
}:aasab
a20,0€E M
4) fa < dib tiodata v4b )l 5> b= a2hb
n n n n
59 pi=a <b = Jall=[lbl" ¥ BEn efecto:
Ol = b <] e sl ar < SlihillE T e s B i S a e > ORE s
> el g 20 J ae¥Vla) ., por el teopema 2.9 .
= [Ibll - llal>0

4. ALGEBRAS DE JORDAN CON INVOLUCION.

DEFINICION. 4.1.- Sea X un espacio lineal y complejo.

)

Una involucidn sobre X es una aplicacion x — x° de X en X -
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que satisface los siguientes axiomas:

1) (x+y)* = x%* + y*
2) (ax)® = ax* Mo yie X y Vo € ©
3)  (x*)* = x
Se dice también que & es una involucidn lineal sobre X.
DEFINICION. 4.2.- Sea X un espacio lineal complejo y -

sea X € X. Se dice que x es simétrico con respecto a la in-
volucidon 4 definida sobre X, si x¥%= x. ‘Al-conjuntode les

elementos simétricos lo notaremos por Sim(X).

LEMA. 4.3.- Sea X un espacdo Lineal complejo y sea V
un subespacio Lineal nreal de X tal que X = V @ iv. Enton-

ces La aplicacibn:
W1 Vs S = Tvh s E sV
es una Lnvolucibn Lineal sobre X con Sim(X) =V

La prueba es muy facil.

DEFINICION. 4.4.- Un &lgebra de Jordan J compleja con
involucidn, es un &dlgebra de Jordan J compleja dotada de una

involucidn lineal % que satisface el axioma:
(ab)R=lalpd  Nabh &7

También se di-ce que #% es una involucidn de &dlgebra --
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sobre J .

LEMA. 4.5.- Sea J un dlgebra de Jordan compleja con -
Lnvolucibn y sea V un subespacio Lineal neaf de J / J =V@iv
Supongamos que V es cerrado para La aplicacidn Rga iR
tonces La aplicacsbn:

a+ib - a-ib a,b ev
ed una Lnvolucibn de dlgebra sobre J con Sim(J) = V.
En efecto:
En virtud del lema 4.3 y ya que:
ab =, 172Catb)? = 1{2(a” +b%)
bastarid probar que (a2)* = (a'-")2 para a€ J

Sea ageJ = a = btic / b,ceV

2 2 5 2 3 2 2 2
a~-+:CaXx)is = (biiec)= &+ (beTc) i =82 (bsci )iV

EPICA T (%)% s onbav s Sibiedt waolr il ian: oy

Yh ane s S AN Y R Y e

=(a2)* = 172 (a? + (a®)?) - 1 1/2i(a%- (a®)?) = (a®)’.

5. JV-ALGEBRAS.

DEFINICION. 5.1.- Diremos que un &dlgebra de Jordan J

compleja unital y completa es una JV-&lgebra si
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J =R g H i)

COROLARIO. 5.2.- Sea J una JV-dlgebra. Entonces H(J)-
es una subdlgebra neal de J unital y cenrrnada.

La praueba se sigue del teorema 2.18 y del hecho de que
si {an}—»a / {an}<:H(J)=#ﬁ(an)}+5(a) para fe DEI ).

TEOREMA. 5.3.- Sea J una JV-d&lgebnra. Fntonces La apli-
cacidn de J en J defindida por a+ib 2 a-ib es una Anvolucdidn
de dlgebra sobre J con Sim(J) = H(J) y ademds continua

En efecto:

La primera parte se sigue del teorema 2.18 y de los le-
mars: 1 2500 Syt 4 b

Ahoratiper: el 1lema 2.0
itazib)®f = Fa-ibf S hal t-4b] = 2§a+ity

CUESTION ABIERTA.- ¢Es = definida por el teorema ante-
rior, una isometia sobre una JV-algebra?.

Con la norma | | dada lo es para A" siendo A wuna B*-&1-
gebra, en virtud del corolario 5.8 que veremos a continuacidn.

Ahora bien, en cualquier caso se puede sustituir la --

norma de partida || | por la norma equivalente:
lall = max fall,lla*|

y que trabaja de igual manera que la previa a efectos de --
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rango numerico.

DEFINICION. 5.4.- Un &dlgebra asociativa A compleja con
involucidn, es un dlgebra asociativa A compleja dotada de

una involucidn lineal & que satisface el axioma:

Gab) o= bfg® a,beA

DEFINICION. 5.5.- Una B%*-3dl1gebra A es un dlgebra de -

Banach compleja dotada de una involucidn % tal que

la*al = Jal? Vaech

LEMA. 5.6.- Un elemento a de una B*-dlgebra unital es

simethnieco si4i-a eb ‘hexmitianwe: (6.1, p. 67Y.

LEMA. 5.7.- Sea X un espacio Lineafl complejo y.s una -
Anvolucdidn sobre X . Entonces el conjunto de Los elementos
simétnicos de X, Sim(X),es un subespacio Lineal neal de X

g SimiE) @ L Semix) = X £6F, p. 63)

COROLARIO. 5.8.- Sea A una B*-dfgebnra unital. Entonces

AT es una JV-dlgebra.

La prueba se sigue de los lemas 5.6 y 5.7.

DEFINICION. 5.9.- Una V-&dlgebra A es un &dlgebra com-

pleja de Banach y unital tal que

ATe WA 2GR
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TEOREMA. 5.10.- (Vidav-Palmer). Sea A una V-dlgebra.
Entonces A es una B*-dlLgebra con nespecto a La involucibn
definida pon

(a+ib)* = a-ib / a,b €H(A)

eV bzt

DEEINTCION. 5. 11~ Diremas: gueun subconjunto € «deiun

dlgebra de Jordan con involucidn % es autoadjunto si
aec = a*ecC

TEOREMA. 5.12.- Toda subdlgebra B cerrada, autoadjunta
y con La unidad de una JV-dLgebra es a su vez una JV-dlgebra.

La prueba es trivial sin mas que tener en cuenta el --
lema 1.3 y

siftiase B =>aii=cb+ic =%a® = b-ic >

N o (a+a*)€B y e = A ia=a®) e B

COROLARIO. 5.13.- Sea J una JV-4Lgebra y a€H(J). En-
tonces La subdlgebra cerrada engendrada por a y La unidad -
I, &{a,I} es una B*-dlLgebra (pon supuesto conmutativa).

En efecto:

€{a,l} es autoadjunta y asociativa. Luego por el teore-
ma anterior,es una V-d4lgebra. El1 resto se sigue del Teorema

de Vidav-Palmer.
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LEMA. 5.14.- Sea J una JV-dlgebra. Entonces:
36 T AEHEIY walt Epostdy,

En efecto:
Por el teorema 2.18 a2<EH(J) y por el teorema II.6.2 -

se sigue que Sp(aQ)C\'P{'

DEFINICION. 5.15.- Dada un &dlgebra de Jordan J real -
con unidad, normada y completa, diremos que J es una JB-&1-

gebra si se verifican:

2 2
1) a2 § .= jal
Ya,b €J

2 2 2
2) 127 = Ja"+tb
Un estudio de este tipo de dlgebras puede verse en(39).

TEOREMA. 5.16.- Sea J una JV-dlgebnra. Entonces H(J) es
una JB-dlgebra.

Bn e Eectosn

En virtud del corolario 5.2 bastard probar que los ele-

mentos de H(J) verifican 1) y 2) de la definicidn anterior.
1) Se werifica en virtudidel corolario 5.13.

2) Por el lema 5.14, a2,b2€pos(J) para a,begH(J).

Ahora de la propiedad 5) del teorema 3.6, ya que

+b2,se sigue: Ha2“<2"a2+b2H.

—

OSEaQSa2
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CUESTION ABIERTA.- Si J es una JB-&lgebra. é¢Existe una

JV-dlgebra J' tal que H(J') = J2.
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