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INTRODUCCION GENERAL

1. PRESENTACION

En las tres ultimas décadas la Programacion Entera (PE) ha pasado a través de
distintas etapas, ayudada siempre por el reconocimiento de que en su dominio de
actuaciéon se engloba wuna amplia variedad de importantes .y novedosas
aplicaciones. Dos de los hitos mas notables en los desarrollos logrados en este
campo, han sido los enfoques debidos a los planos de corte y a los métodos
"branch and bound". Concebidos como estrategias generales de solucidn, estos
enfoques se han aplicado a problemas de diversas dreas, entre las que figuran la
teoria de numeros, la teorfa de grupos, la ldégica, el analisis convexo, y en
general la Inteligencia Artificial [33, 74, 77].

Centrdndonos en el terreno de la Inteligencia Artificial, notemos que el
razonamiento que se efectia en dominios del mundo real tales como la comprension
del lenguaje natural, el reconocimiento de imagenes o el diagnostico, lleva
asociada la necesidad de nmanejar conocimiento de naturaleza incierta e
incompleta, en el sentido de que las reglas y los hechos en una cierta base de
conocimientos pueden ser incompletos o vagos.

En general, el razonamiento puede considerarse como el proceso de encontrar
la combinacién de valores que satisfagan mejor un cierto sistema de
restricciones. En un sistema de producciéon las restricciones son las reglas, y
la referida combinacién de valores la memoria usada con las proposiciones que se
hayan aceptado. Lo mismo que ocurre en estos modelos de sistemas de produccion,
los de la PE proporcionan métodos para representar y satisfacer sistemas de
restricciones. Pero, ademds, los modelos de PE proporcionan un adecuado marco
para tratar problemas en los que es necesario mezclar algun tipo de conocimiento

simbdlico, con otro de caracteristicas mas cuantitativas.



Se ha demostrado que este enfoque es muy eficaz en situaciones en las que, en
un cierto sistema, hay que razonar en presencia de conocimiento no-mondtono, ya
que para poder realizar inferencias es necesario considerar todo el conocimiento
disponible. El procesamiento en bloque que caracteriza a los métodos de
resolucién de los problemas de PE, proporciona exactamente ese ambiente global
que se requiere para razonar con tal conocimiento no-mondtono.

Aunque desde el punto de vista del razonamiento cldsico, es decir, del que
hace uso del Modus Ponens tradicional, se han desarrollado algunos modelos de PE
orientados a resolver determinados tipos de situaciones como las anteriormente
descritas “[12, 31, 57, 76, 77, 78, 79], cuando el contexto que se considera
supone la existencia de cierta vaguedad, la aplicaciéon de métodos de PE necesita
poder disponer de estos, de manera que esa vaguedad vaya incorporada de modo
natural entre los elementos que definan el modelo que tratemos de formular, es
decir, se necesita disponer de modelos de Programacién Entera Difusa (PED).

A pesar de su importancia, en la literatura especializada existen pocas
contribuciones al tema de PED [24, 35, 41, 85], quizds debido a cierta polémica
que existe sobre su aplicabilidad. El centro de las discusiones se refiere a lo
siguiente. Supuesto construido y resuelto un modelo discreto de esa naturaleza,
(qué sentido tiene decir que el valor de una variable es, por ejemplo, alrededor
de siete, si a la hora de implementar la solucién, ese valor se debe concretar
sin ambiguedades debido al cardcter entero de las variables?. Este es un
planteamiento que tiene pruebas concluyentes a su favor, ya que las soluciones
que producen los modelos existentes no tienen la naturaleza integro-difusa que
se busca. Pero por contra también hay que explicar que los métodos de resolucion
que se han empleado, por estar bdsicamente inspirados en técnicas propias de la
PLE, estaban destinados sin remedio a producir ese tipo de soluciones de

caracteristicas ajenas a las del problema en cuestion.



INTRODUCCION GENERAL

Desde luego el estudio y formalizaciéon de modelos de PED tiene perfecto
sentidlo por cuanto, si reconocemos nuestras expresiones en  términos
linguisticos, es normal el uso de frases como: la capacidad es de unas 200
plazas, recibiremos alrededor de 50 piezas, etc., que reflejan la posibilidad y
la necesidad, si se dicen en un contexto de optimizacion discreta, de proponer
modelos y métodos que vengan a resolver tal tipo de situaciones de planteamiento
impreciso.

Desde esta posicion, esta memoria esta dedicada a formular y resolver modelos
de PED, como paso previo de su aplicabilidad en la resolucién de problemas
concretos. Por tanto, a continuacién introducimos el problema general de la PE
para, a partir de €l, dar una clasificaciéon de modelos de PED que nos servird en

todo lo que sigue como base para los métodos que mas adelante desarrollaremos.

2. EL PROBLEMA GENERAL DE PE

Recordemos que un problema de decisién en el que teniendo que optimizar una
funcién objetivo, las variables de decisién cuantificables que participan en €I,
estdn restringidas a tomar sélo valores enteros, se llama un problema de PE.
Asi, un problema de PE puede estar restringido o no, y tanto sus restricciones,
como la funcién objetivo, ser lineales o no lineales, aunque debido a la
naturaleza discreta que tiene el conjunto de soluciones, formalmente, cualquier
problema de PE debe entenderse como no lineal. No obstante, considerando los
métodos de resoluciéon de este tipo de problemas, diremos que es lineal cuando
relajando la condicién de integridad, el problema resultante lo sea, siendo no

lineal en cualquier caso contrario.
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Por tanto, un problema general de PE se plantea en los siguientes terminos,

Max: z = f(x)
§ AT
fi(xl’XZ""’ xn) < bi’i eM = 11200 m) (1
ij Dot.e N {0 cm]
xj € N,je I ¢ N
Si I = N, es decir, todas las variables estdin sometidas a ser enteras, al

problema se le llama Problema Entero Puro. En otro caso, si I < N, se habla de
Problema Entero Mixto.

Muchos modelos préicticos restringen las variables enteras a solo tomar
valores 0-1. Tales variables se utilizan para representar  decisiones,
condiciones 16gicas, restricciones disjuntas, regiones no convexas, etc.. La
condicién de integridad ahora se concreta en que Xj e {0,1}, y entonces se habla
de Programacion Booleana. Como antes, si I = N, se tiene un Problema Booleano
Puro, mientras que si I © N se tiene un Problema Booleano Mixto, estando
permitidas todas las combinaciones que se puedan imaginar.

De todas las posibilidades que se pueden considerar a partir de esta
definicién general, los avances mds considerables se han realizado para el caso
de funciones lineales, tanto en el objetivo como en las restricciones, es decir,

para problemas del tipo

Maxtz =) icox
Seear jeNJJ

jgNaijxj < bi’ ie M 2)
x 20, jeN
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La forma del problema anterior es la mds general posible dado que, cualquier
otro problema lineal siempre puede escribirse como €l. Por otro lado hay que
notar que, si obviamos las condiciones de integridad, es un problema
convencional de Programacion Lineal (PL), con lo que los métodos de resolucion
de este tipo de problemas habrdn de buscar un O6ptimo, entre todos los puntos
enteros contenidos en el espacio de soluciones del problema continuo. Este es un
hecho importante porque, en contra de lo que pudiera parecer natural al tener un
espacio de soluciones mds limitado, los problemas enteros entrafian, por lo
general, mds complejidad que los continuos a la hora de resolverlos, lo que
bdsicamente se debe a que las condiciones de integridad destruyen las buenas
propiedades que tiene el espacio continuo de soluciones, en particular la
convexidad. Por eso, casi todos los algoritmos enteros, se han desarrollado
enfocandolos a convertir el espacio discreto en su equivalente continuo.

A continuacién nos dedicamos a presentar el desarrollo de la memoria.

3. RESUMEN

El trabajo que presentamos lleva por titulo Problemas y Algoritmos de
Programaciéon Entera Difusa, y lo que se pretende con €l es estudiar modelos de
PED, asi como los algoritmos que pueden resolverlos, como paso previo para poder
aplicarlos en contextos en los que sea necesario tratar problemas con variables
enteras y cierta vaguedad en su planteamiento, asi como al problema del
razonamiento en sistemas basados en conocimiento impreciso.

La memoria esta dividida en cuatro capitulos. En el primero, se presentan
todos aquellos conceptos y métodos bdsicos que se van a necesitar en el resto.
Este es el caso, por un lado, de las formas de comparar nimeros difusos y de los

modelos convencionales de PLD, y por otro, de los métodos de resolucién de pro-



blemas de PE y de PE parametrica.

La necesidad de tener que estudiar algoritmos de PE parametrica se deriva del
siguiente hecho. El que aparezca cierta vaguedad en el planteamiento de algin
problema de PE, tiene que deberse a que el decisor (o experto) no posea una
informacién exacta y precisa sobre los elementos que toman parte en el problema.
Si, por tanto, €él admite darle a su problema un planteamiento difuso, es logico
tambien admitir que la solucién que este dispuesto a obtener, tenga la misma
naturaleza que los datos de partida, es decir, que sea difusa. Una forma
usualmente empleada para la obtencién de una solucién tal, es mediante el uso
del Teorema de Representaciéon de Conjuntos Difusos, [49]. Su aplicaciéon en
problemas de Programacién Matemadtica, implica la aparicién de modelos auxiliares
que son parametricos (el parametro, como es obvio, indica el nivel en el que se
esta resolviendo el problema) lo que justifica, en este caso concreto, el
estudio previo de métodos de resoluciéon de problemas de PE parametrica.

En el capitulo segundo se aborda la clasificacion de los problemas de
Programaciéon Entera Difusa y el estudio del problema de Programaciéon Lineal
Entera con variables integro-difusas, que solo tiene carta de naturaleza en este
contexto de optimizacién discreta al permitir que las variables puedan tomar
valores casi enteros, bastante enteros O no exactamente enteros. Tras la
introduccién formal del modelo, se da un método de resolucién basado en la
técnica branch and bound, a partir del cual obtenemos una solucién difusa. La
aplicacién del algoritmo se ilustra con un ejemplo.

Los problemas de PE en los que, primero las restricciones, y luego los
coeficientes de la funcién objetivo son difusos, se estudian en el tercer
capitulo. Se comienza analizando la aplicabilidad de los métodos cldsicos de
corte y de la técnica branch and bound al caso de restricciones difusas para,
posteriormente, dar un algoritmo que resuelve este tipo de problemas, en el caso

puro, proporcionando una solucién difusa. Tambien, con la misma filosofia de
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resolucion, se estudia el caso mixto. En la tercera seccion de este capitulo, se
plantea la resolucién de problemas de PE con costos imprecisamente establecidos,

es decir, definidos por nimeros difusos, a partir de dos métodos diferentes:

a) enfocandolos como problemas multiobjetivo lineales con coeficientes

intervalares, que permiten obtener soluciones eficientes, y
b) haciendo uso directo de la aritmetica intervalar.

El cuarto capitulo enfoca los problemas booleanos. Como ya antes comentamos,
en este caso no tiene sentido suponer que las variables tengan una naturaleza
integro-difusa. Por tanto, de modo paralelo al caso de la PED, se consideran dos

grandes tipos distintos de situaciones:
a) cuando las restricciones son imprecisas, y
b) cuando los coeficientes del objetivo estan vagamente expresados.

En el primer caso, se propone un método de resolucién, que se compara con
otro ya existente en la literatura, y se demuestra como la solucién difusa que
proporciona el que presentamos engloba, como valor particular, la deducida por
el otro enfoque. Posteriormente, en el caso de costos difusos, se hace un
planteamiento paralelo al del correspondiente caso del capitulo tercero, es
decir, se resuelve el problema dando un método basado en el Teorema de
Representacion, y otro usando métodos de comparacién de nimeros difusos.

La memoria termina con un resumen de los objetivos alcanzados y de las lineas
abiertas para futuras investigaciones, asi como con un apéndice bibliogrifico en
el que se recopilan las mds destacadas contribuciones a la materia que se ha

estudiado.






CAPITULO I
MODELOS AUXILIARES PARA LA RESOLUCION DE PROBLEMAS

DE PROGRAMACION ENTERA DIFUSA
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1. INTRODUCCION

Dedicaremos este primer capitulo al estudio de las herramientas que serdn
utilizadas a lo largo de la misma.

Comienza la primera parte de éste, estudiando la definicién de conjunto y
nimero difuso, para pasar a describir los métodos de comparacién para éstos
altimos, que serdn de gran utilidad a lo largo de este trabajo.

Para avanzar hacia los modelos que queremos estudiar, pasaremos a describir
los modelos de PLD. A continuacién serd necesario esbozar los mds destacados
métodos de resolucién existentes para los distintos problemas convencionales de
PE. Posteriormente estudiaremos métodos de resolucién para problemas de
Programacion Lineal Discreta Paramétrica resueltos en la literatura, y problemas

con coeficientes intervalares en la funcién objetivo.

2. METODOS DE COMPARACION DE NUMEROS DIFUSOS

Un concepto bdsico es el de nimero difuso. Desde el punto de vista de que un
nimero difuso es un conjunto difuso en R, podemos decir que la nocién de nimero

difuso se introduce en 1965 en el célebre trabajo de L.A. Zadeh: Fuzzy Sets.

2.1. INTRODUCCION AL CONCEPTO DE CONJUNTO DIFUSO

Sea X un conjunto cuyos elementos notaremos por X, y sea A un subconjunto de

X. La pertenencia de un elemento x de X al conjunto A viene dada por la funcién
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caracteristica

si y solo si x € A

HAG) = { (1)

siysolosixe A

{0,1} es el llamado conjunto valoracién.
Si el conjunto valoraciéon es el intervalo real [0,1], A se denomina un
conjunto difuso (Zadeh, 1965) y n A mide el grado de pertenencia del elemento x a

A. A se caracteriza por el conjunto de pares

A = ((HpACQ) X € X)

Evidentemente un c.d. A es cualquier punto del hipercubo unitario.

Dos conjuntos difusos A y B se consideran iguales (A = B) si y solo si:

V xeX, pp(x) = )

Definicion 1.1. Dado un conjunto difuso A, llamamos o-corte de dicho conjunto,

al conjunto ordinario

Aoc = fxe Xy uA(x) > a} con oe(0,1]

Claramente se ve como los conjuntos Aoc’ ae[0,1] constituyen una sucesion

decreciente. Si oy > oy = A(xl & AO‘Z \v4 o, O, € [0,1].

También es inmediato que AO = X, por lo que de ahora en adelante nos

referiremos al intervalo (0,1].

Teorema de Representacion 1.2. (Negoita y Ralescu, 1975) Si A es un conjunto

difuso y Aoc sus oa-cortes o€ [0,1], se verifica que:
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A= U a A
ac(0,1] ¢

entendiendo esta notacién formal como la igualdad entre las funciones de

pertenencia de ambos conjuntos. Si W A (x) nota la funcidén caracteristica de A o
o

caso particular de la funcién de pertenencia

si ysélo si x c Aa

1
HAa(X) T { 0

en otro caso

la funcién de pertenencia del conjunto difuso A puede expresarse en términos de

las funciones caracteristicas de sus o-cortes segin la férmula

UA(X) = sup min (o, HAa(X))

Definicion 1.3. Un conjunto difuso es convexo si solo si sus o-cortes son

convexos.

Una definicién equivalente a la convexidad es que A es convexo si sélo si

A4 X[> Xy € X, Yok e [0.1] },LA(Xxl + (1—7»)x2) > min(pA(xl), uA(xz))

Definicion 1.4. Se define la altura de un conjunto difuso

hgt(A) = sup_ ()
xe X

Definicion 1.5. Un conjunto difuso se dice normalizado si solo si 3 x € X en el

que uA(x) =l
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Esta definicion implica que en los conjuntos difusos normalizados

hgt(A) = 1.

2.2. NUMEROS DIFUSOS

En lo sucesivo, la definicién de nimero difuso que emplearemos, serd la
debida a Dubois y Prade, [21] y la aritmética, la correspondiente a tal
definicion.

Un nimero difuso A, es un conjunto p 7% de la recta real, convexo, normalizado

y tal que

a) 3 X, € R/ n A(xo) = 1, que suele llamarse moda, y

b A €S continua a trozos.
Todo nimero difuso estd pues caracterizado por una funcién de pertenencia

Hy - R —< =501}

y toda funcién como la anterior engendra un nimero difuso donde, V xeR, u A(x) es
el grado de pertenencia de x al nimero difuso A.

Notaremos por ND(R) al conjunto de los nimeros difusos sobre R y al conjunto
de las funciones de pertenencia sobre R, F(R), por tanto nos podemos referir al
hablar de nimero difuso tanto al elemento A € ND(R) como a [, € F(R).

Un nimero difuso M, se dice que es del tipo L - R, si y solo si su funcién de

pertenencia Hp es de la forma
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L{(m-x) / o] para x < m, o > 0

(x) =
"M { R[(x-m) / B] parax>m, B >0

donde m es la moda de M y o(f) la amplitud por la izquierda (derecha), L y R
representan una funciéon a la izquierda y derecha de m respectivamente, L no
decreciente y R no creciente.
Como es evidente, segin sean las funciones L y R, obtendremos distintos
tipos de nimeros difusos.
Para simplificar los cdlculos en cuanto a la aplicacion de métodos de
comparacién, consideraremos nimeros difusos trapezoidades o bien triangulares
lineales y normalizados, cuya funcién de pertenencia analitica y graficamente

la siguiente. Dado c. = (r., ¢, R.
es la siguiente. Dado EJ (rJ ; J)

T =T S TS e
(u rJ )/(cJ rJ) rJ u cJ
VY ueR ucj(u) = (Rj-u)/(rj-cj) cj Sus Rj
0 otro caso
1
i P R
J ] J

Puesto que a lo largo de esta memoria siempre nos moveremos en el contexto de

la Teoria de Conjuntos Difusos, suprimiremos-ta—palabra ~difuso para evitar

RS AN



18

repetirla constantemente, cuando no ocasione duda en el contexto.
En [26] podemos encontrar la funcién de pertenencia, que corresponde al

nimero

CX. icon raXxac IR
j ] J

Proposicion 1.6. Si y = Z ij = cx es una expresién lineal, en la que los (:,]"
~ J ~
j= 1, .., n son numeros con funciones de pertenencia lineales vy xj 2a ()
j =1, .., n, entonces la funcién de pertenencia de y es
(z-rx)/(cx-rXx) gix > v Tx L ¥ < ¢x
wz) = { (Rx-z)/(Rx-cx) sixXx >0 ¥-¢x SZ S Rx
0 otro caso

donde r = (rl, rn), Ci— (Cl’ cn) y R = (Rl’ R

n
Ademds definiremos los vectores d y d’ para su posterior uso de la forma:
d=Rcyd = cr, de modo que dx y d’x representan los madrgenes laterales

(derecha e izquierda respectivamente) de cx.

~

2.3. FORMAS DE COMPARAR NUMEROS DIFUSOS

Como se sabe, hay un amplisimo catdlogo de métodos para comparar dos nimeros,
que a su vez, provienen de diversos enfoques para afrontar el problema.
Excelentes recopilaciones de dichos métodos, pueden encontrarse en [7, 8, 29].

En esta memoria, utilizaremos las formas de comparar nimeros, s6lo como un
medio, para analizar la repercusion que, en un problema de Programacion Lineal

Discreta con costos difusos, tiene el empleo de diferentes métodos de
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comparaciéon. Desde este punto de vista, no es nuestro objetivo recoger aqui
todas las formas posibles que hay para la comparacién. Por tanto del catdlogo de
métodos de comparacion existentes hemos seleccionado aquellos que, estando
suficientemente contrastados en la literatura, nos han parecido mds apropiados,
para el tema concreto que estudiamos. A su vez daremos el resultado de aplicar

los mismos a las combinaciones lineales de numeros anteriormente estudiadas.

2.3.1. METODOS BASADOS EN LA DEFINICION DE UNA FUNCION
ORDENADORA

Estos métodos consisten en la definicion de una funcién de comparacién F,

funcién del conjunto A en R, donde existe un orden natural.

Supuesto F: A ——— R, es tal que si

F(Ai) <3 F(Aj) = Ai €s menor que Aj
F(Al) > F(AJ) = Ales mayor que Al

FAl) = FA) = Al es igual que AJ

a. Indice de Chang (Chang 1981)

Chang propone como indice

F(u) = j 5 z uuj(z) dz

siendo S. el soporte de u..
J ad



20

Para los nimeros cx el valor de la funcién de comparacién es el siguiente:

~

Flex) = %’ﬂ Glen ik a5

Siiexes simétricn, es ‘decir; st d’x = dx, se obtiene F(cx) = dx:» ax:

~ ~

b. Indices de Yager (Yager, 1978, 1981)

Yager ha propuesto diferentes funciones ordenadoras, donde no es necesario
suponer las hipdtesis de normalidad o convexidad. Se restringe al intervalo

[0,1].

b.1. Primer Indice de Yager

Se define como

J.Sj g(z) qu(Z) dz
(u) =
133
[ 5o =
J

donde g(z) es una medida de la importancia del valor z.
Si g(z) = 1z, este indice representa la abscisa del centro de gravedad del

nimero u..
o

Para los nimeros cx el valor de la funcién de comparacién es el siguiente:

~

Sig(z) =z

Fl(cx) =¢cx +1/3 (dx -d’x)

Si el nimero cx es simétrico se obtiene Fl(cx) —SCX.
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b.2. Segundo Indice de Yager

Se define por

FZ(BJ) = max min (z, pu‘(z))

S
ze s ]

que mide la consistencia del nimero LIJ cuyo soporte estd contenido en el

intervalo [0,1], con el conjunto difuso lineal z, con funcién de pertenencia

~

h@ =z

1l

Para los ndmeros triangulares cx el valor de la funcién de comparacién es:

~

Fz(cx) = Rx/(dx + 1)

b.3. Tercer Indice de Yager

Se define como

L o
F3 (,l.lj) =] M(Uj) do
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donde U? es el o-corte de uj, y M(U?) es el valor medio de los elementos de U?.

~

Para los nimeros cx el valor de la funcién de comparacion es el siguiente:

~

F3(cx) = cx + 1/4 (dx -d’x)

Si el nimero c¢x es simétrico se obtiene F3(cx) —ECX.

~

c. Relacion de Adamo (Adamo, 1980)

Utilizando el concepto de o-corte, Adamo define un indice de o-preferencia,
dado por
Foc (Bj) = thax {2/ uuj(z) = o)

para un o dado, ae[0,1].

Para los nuimeros triangulares cx el valor de la funcién de ordenacién es el

~

siguiente:

Fa(cx) =cx + dx(1-a0) V ae[0,1]

d. Indice promedio (Gonzalez, 1987)

El indice promedio se define por medio de un proceso de integraciéon de una
funcién paramétrica que representa la posicion de cada o-corte en la recta real.

Para nuimeros triangulares cx, se reduce a

~

V)tL (cx) = cx + (ex-rx)/(t+1) + A(Rx-rx)/(t+1)
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donde el pardmetro A es un grado de optimismo-pesimismo, que debe ser
seleccionado por el decisor. Un decisor optimista deberia pensar en un alto
valor de A, (A = 1), un decisor pesimista deberd pensar en un bajo valor de A,
(A = 0).

En [30] se interpreté esta forma de comparar nimeros, como una comparaciéon de
valores medios sobre los numeros difusos, donde el pardmetro t permite
seleccionar distintos valores medios (t = 1 elige el valor medio definido por

Dubois y Prade en [23]).

2.3.2. METODOS BASADOS EN LA COMPARACION DE ALTERNATIVAS

Estos métodos, consisten en obtener el conjunto difuso de las alternativas

optimales:

O=(pr @) n_0=p_a Alea
O O O

donde p (i) representa el grado con el cual la alternativa i-€sima puede ser
O

considerada la mejor.

a. Método de Jain (Jain, 1976, 1977)

Este método estd basado en la comparaciéon de alternativas optimales. Para
determinar el conjunto difuso de las alternativas optimales, se obtiene en
primer lugar, el soporte de la unién de los nimeros considerados, que notaremos

por
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S =U Sop u.
-
Sea AT Sup S, el conjunto maximizante de S, es evaluado como
Umax = {z, b . @}, z€ S
5 k
donde umax(z) = [ - ] s S
max

por ultimo

max(z)) V zeR

H(.j(]) = hgt ( BN ) = Slzlp M, @ Ap

u
max
% J

Notemos que tal como Jain define ”max(') trabaja con ndmeros normalizados,
ademds supone I = [0,1]. Esto no supone falta de generalidad puesto que cuando
se tengan numeros con soporte fuera del intervalo I, bastard trasladarlos al

mismo.
b. Indices de Dubois y Prade (Dubois y Prade, 1980)

Dubois y Prade proponen cuatro indices que describen la posicién relativa de

dos numeros uy 11'] Aqui describiremos solo dos de ellos.

b.1. Grado de posibilidad de Dominancia de u, sobre :IJ

~

YD (i) = Poss (0. 2wy = Sup min [ (z), Su v ]
o ity Zp uui vsg uuj( )

- Sup (1, @, , ]

>V
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Para los numeros triangulares cx el valor de la posibilidad es el siguiente.

~

Sean. ¢cx y cy

~ ~

0 si:-Rx €1y
Riex: ¢y) = Poss (cx 2 ey} = H sildy-> cxiy i Rx >y
1 SLCY S €X

~

b.2. Grado de Necesidad de Dominancia de u, sobre uJ

ND (u.) = Nec (u. 2 1u,) = inf Sup max (1 - 2z \%
(u; u 2 up = inf Sup (1 - by @ 1, ()
V<z
Para los nimeros cx el valor de la posibilidad es el siguiente.
Sean cx y cy
0 R ex. s 1y
Rick. cy) = Neci{ex 2 ¢y) = 2 R 4 Si.ex > ¢ gy > 1%
. ~y e NY Tx+dy Yo Y by

1 stey- £ 1x
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3. PROGRAMACION LINEAL DIFUSA

La PLD es uho de los temas mds profundamente estudiados en la literatura
especializada en conjuntos difusos. En lo que sigue introduciremos los tres
tipos mds importantes de modelos [70, 15, 16], es decir, los que presentan un
conjunto difuso de restricciones, los que tienen coeficientes imprecisos en la
funciéon objetivo, y los que tienen los valores de la matriz tecnol6gica

vagamente definidos.

3.1. PL CON RESTRICCIONES DIFUSAS

Consideramos el caso en el que un decisor asume que puede haber cierta
tolerancia en el cumplimiento de las restricciones. Para cada restricciéon esta

suposicién se puede representar de la forma

ax < bi’ =12 =y

~

y modelarla por medio de una funcién de pertenencia

1 si a.x < bi
pi(x) = fi(aix) si bi < a.x % bi + di
0 sl X-2ubii . d.
i i i

Estas funciones expresan que el decisor tolera violaciones en cada

restriccion hasta un valor bi+di’ i =1, .., m. Por otra parte, las funciones
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fi se asumen no decrecientes y continuas, para la desigualdad <.

~

La funcione M, se define para cada x € X y da el grado de cumplimiento de la
i-ésima restriccién para x € X.

El problema asociado se representa de la siguicnte forma

Max::z.:= CcXx
s .a;

Ax < b, (5d)

Este problema fué formalmente descrito en [67, 83]. Para su resolucién hay
diferentes aproximaciones [67, 70, 83]. En particular, haciendo uso del teorema
de representaciéon para conjuntos difusos [49], en [70] se demostré que se puede
obtener una soluciéon difusa de (1.1) que contiene como valores particulares las
soluciones obtenidas en [67, 83]. Esta solucién difusa se obtiene de la solucidén

del siguiente problema de PL paramétrica

Max: z
S 4as

Ax < g(o),

CX

(1.2)

X2 et e (0.1)

donde el vector g(o) se define como la funcién inversa de las funciones fi’

i =1, ..., m. Obviamente, la linealidad de (1.1) se conserva.
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3.2. PL CON COSTOS DIFUSOS

Consideramos un problema de PL con objetivo difuso, esto es,

Ax <br (1.3)

donde ¢ es un vector n-dimensional de nimeros, SJ € F(R), F(R) es el conjunto

~

de los nudmeros difusos en la recta real, caracterizados por su funcién de
pertenencia. En particular estas funciones de pertenencia se supondrin de la

forma

0 s? us rj R gj
h.(u) Sl 5 WS G,
K.(u) = '](u) _J ]
J &; si ¢; =9 < Rj
! si. U2 Rj

donde hj(-) y gj(-) son funciones continuas estrictamente crecientes vy

decrecientes, respectivamente, tales que, hj(c_:j) = gj(éj) =1,V je N

Existe una gran gama de funciones hj y gj, lineales, exponenciales,

logaritmicas, parabdlicas céncavas y convexas, etc. Se suelen considerar nimeros

trapezoidales con funciones hj(.) y gj(.) lineales. Asi para el ndmero

(rj, (—:j’ éj’ Rj) estas funciones vendran dadas de la forma:
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(u-r.)/(c.-r.) T Sisics
V ueR  h.(u) = doide-d J -
J otro caso
(1.4)
(R.-u)/(R.-c.) C: 50 SR
otro caso

Para resolver (1.3) hay diferentes aproximaciones [15, 59, 68]. En [18] se
demuestra que el método propuesto en [15] da un contexto formal para encontrar
la soluciéon de (1.3). La soluciéon difusa de este problema se puede obtener de la

solucién del siguiente problema paramétrico multiobjetivo

2n
Max:. z. = lcXx.'c X, L]
S ds
AXO < ibiixe20: (1.5)
i e il (1-w, g'-0))

e L0 il ki g

3.3. PL CON NUMEROS DIFUSOS EN LA MATRIZ TECNOLOGICA

El modelo mds general es aquel donde se consideran los coeficientes de la
matriz tecnolégica como numeros difusos y se consideran restricciones difusas.

Se describe de la forma
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S &
ax < bi’ 1e M, (1.6)
x> 0s

donde para cada i € M, I (ail’ 4 ain)‘ Si T(R) es el conjunto de nimeros

difusos reales, entonces aij e T, 1e N =11, a) bi e TR) y x € XERY

n
ce R

Como el decisor conoce con falta de precisiéon los valores de a; y bi en cada

restriccion de (1.6), puede permitir alguna violacién en el cumplimiento de cada

una de ellas, t.. En [16] se propone un método de resolucién para el modelo

~

general (1.6). La aproximacién consiste en la sustitucion del conjunto de

restricciones de (1.6) por el siguiente conjunto difuso convexo:

iix Ei - ii(l—a), ie M, aa € (0,1]

donde t, es un nimero fijado por el decisor que nos da la violacién tolerada en

~

la restriccion, <| es una relacidn entre tales ndmeros. Asi el problema (1.6
y

queda de la siguiente forma

Max: 7 =X
Sex:as

a;x [£] by + -0, ie M, (1.7)

x 20, & 10,1}

En [9], la solucién al problema originalmente planteado se obtiene por
particularizacion, en el problema auxiliar, de la relacién para cada

diferente método de comparacién de nimeros difusos.
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4. METODOS DE RESOLUCION PARA PROBLEMAS DE PE

Antes de entrar a describir el funcionamiento de los diversos métodos que
existen para resolver problemas de PE, necesitamos saber la forma en que vamos a
agrupar tales problemas, puesto que de esta agrupacion se deducird la
clasificacién de los métodos.

Una primera forma de clasificar los algoritmos seria distinguiendo, de un
lado, aquellos que no trataran mas que problemas en los que todas las variables
fueran enteras y, por otro, los que consideraran problemas con variables enteras
o mixtas. A su vez, dentro de cada una de estas dos clases, podrian destacarse
los algoritmos que no tuvieran en cuenta mas que variables booleanas, {0,1}, de
aquellos que aceptaran cualquier variable entera. Sin embargo, con esta forma de
operar no conseguiriamos aunar los distintos enfoques de resoluciéon de problemas
de PE, sino una clasificacién de los mismos independiente del enfoque de
resolucién seguido.

Para evitar ese efecto, y de cara a la construccion de métodos que sirvan a
nuestros propodsitos mds adelante, describiremos las lineas maestras de las tres
grandes clases de enfoques convencionales para la resolucién de problemas de PE:
los métodos de truncadura o corte (planos de corte), los de enumeracion
explicita (branch and bound) y los de enumeracién implicita. Otro tipo de
enfoques, como los de particionamiento de Benders o los basados en la estructura
teérica de grupo, no los citaremos porque no tienen el cardcter fundamental de

los anteriores, sino que son un poco mds especializados, [27, 66].
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4.1. METODOS DE CORTE

Estos métodos (también Ilamados de truncadura) buscan reestructurar el
espacio de soluciones factibles imponiendo algunas restricciones, especialmente
disenadas, al espacio original, de modo que el punto factible Optimo requerido
se exprese como un auténtico punto extremo del espacio soluciéon modificado. La
idea que se persigue es que estas restricciones adicionales eliminen
sistemdticamente, recortandolas, las porciones del espacio solucién que no vayan
a incluir nunca un punto factible. El primer algoritmo de truncadura finito lo
desarroll6 Gomory en 1958 para el problema entero puro, demostrando como los
sucesivos cortes pueden construirse sistemdticamente desde la tabla del
algoritmo simplex del problema continuo correspondiente. Mas adelante extendid
este método para, definitivamente, establecer tres algoritmos de corte. La
caracteristica comin de los cortes que se usan es que los algoritmos asociados
son todos de tipo dual, es decir, tales que la solucién al problema no se conoce
hasta que el algoritmo termina.

Mas concretamente, consideremos un problema entero puro y su correspondiente

version continua (exenta de cualquier condicién de integridad).

Max: z =3 ©¢.x.

S as jeNJJ
AP, o e M 1.8
jgNaIJXJ Ly € (1.8)
szO,jG N

Supongamos que hemos obtenido la soluciéon optimal de este udltimo problema.

Tendremos
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xi,ijO,ie M, j € NB

donde NB es el conjunto de indices de variables no bdsicas.

Evidentemente, la solucién continua estard dada por,

y lo que interesa es que todas las variables sean enteras.

multiplicando (1.10) por h # 0, nos queda

*
hx. + Y h o..x. = hx.
YijeNB Y4 !

Entonces, si X; > 0, tenemos

3
hlx. + hollx <zhx.
[hx, jgNB[ IJ]XJ X
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(1:9)

(1.10)

(111

(1.12)

(1:13)

(1.14)

Para ello

(1.15)

(1.16)

y como queremos que todas las variables sean enteras, el primer miembro de

(1.16) debe ser entero. Por tanto, el primer miembro de (1.16) no puede superar

la parte entera del segundo, por lo que
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*
[h]x, +j SNB[haij]xj < [hx,] (1.17)

Si, ahora, multiplicamos (1.10) por [h] y le restamos (1.17), nos queda

jgNB([h]aij - [hog;x; 2 [h]x; - [hx;] (1.18)

que es la restricciéon fundamental, o corte.
Segin el modo en que se use (1.18), se obtienen una gran variedad de cortes
distintos y, consecuentemente, de algoritmos de planos de corte. Al respecto, no

entraremos en mds detalles por ahora, pero lo haremos mds adelante.

4.2. METODOS DE ENUMERACION EXPLICITA

Se basan en el uso de arboles de enumeraciéon, y con generalidad suelen
llamarse Metodos Branch and Bound (de ramificacién y acotacion).

El tipico enfoque Branch and Bound se describe como sigue: Sea S un conjunto
arbitrario. Supongamos que asociada a cada elemento de S hay una funcién
(objetivo) valuada real z:S —— R que ordena los elementos s de S. El problema
es determinar, en terminos de z, el mejor elemento s*e S, es decir, resolver el

problema

Max {Z(Si) / sieS}

Como el numero de elementos de S puede ser tan grande que haga indttil la
enumeracion, aqui es donde el Principio General Branch and Bound se muestra

eficaz. Segiin el, para la resolucién de un problema se supone que:
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1) Existe un conjunto T que contiene al S, y una funcién valuada real w:T —— R

que extiende z, es decir, w(tj) = z(tj), the S.

2) Puede definirse una regla de ramificacién, que se construye para generar una

familia de subconjuntos {Tk} del subconjunto TkgT, es decir,

B(TY) = (T¥.... Tl(;}, [T 24
dado que

S

estando los tjk definidos por

Wi w(ty) = Max {w(tj)/tjeTk}

3) T, w y B deben relacionarse de modo que permitan determinar facilmente, para

cada Tk_c;T, una cota superior del valor del objetivo para cualquier tje Tk.

Con estos ingredientes bdsicos el método Branch and Bound progresa desde la
soluciéon continua del correspondiente problema inicial, ramificandolo conforme
indica B, segun se vayan imponiendo las sucesivas restricciones de integridad,
con lo que van apareciendo los respectivos subconjuntos (subproblemas) Tk. Un
subconjunto Tk, generado por B, se llama activo si no ha sido examinado.
Entonces, para acelerar el proceso, también se determina una cota inferior z en
un sj € S optimal, como el valor de w asociado a cualquier tje S. Asi, z puede
usarse para no considerar todos los subconjuntos activos Tk cuyo valor optimal

Wk no llegue a igualar a z, es decir, dado
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w = Max {wk/Tk activo}

se dejan para posterior inspecciéon aquellos Tk tales que z < wk < w. Ahora bien,
todos los Tk con wk < z, se podran desechar directamente.
Entre las realizaciones de los métodos Branch and Bound destaca el algoritmo

de Lang-Doig para problemas enteros, al que mds adelante nos referiremos.
4.3. METODOS DE ENUMERACION IMPLICITA

Reciben este nombre una clase de algoritmos especificamente disefiados para el
caso en que las variables tienen que tomar, exclusivamente, valores cero o uno.

Consideremos un problema booleano

Mix: 2.2 2 6. X

S jeNJ J
jg,Naijxj s bi’ ieM (1.19)
xj € {0,1}, je N

para  resolverlo, los algoritmos de busqueda enumeran, implicita o
explicitamente, los 7 posibles vectores 0-1. Igual que en los métodos Branch
~and Bound, un método de enumeracién implicita puede relacionarse con un arbol
compuesto por nodos y ramas. Ahora, un nodo corresponde a un valor 0-1 de x. Una
rama une dos nodos que son mutuamente accesibles, el uno desde el otro, en una
etapa si se aplica la regla de ramificacion del algoritmo. Los dos nodos
difieren en el estado de una de las variables dado que, cada variable, puede
encontrarse en uno solo de los tres posibles siguientes estados: fijada en el

valor 1, fijada en el 0, o libre (sin fijar todavia).
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La definicion de nuevos nodos aqui se hace fijando alguna variable en el
valor 1 (realizando lo que se llama una etapa progresiva), y se vuelven a
revisar (etapas regresivas) despues de haber fijado alguna de las variables en
el valor 0. Las reglas de ramificacién son, relativamente, rigidas ya que se
sigue un unico camino a lo largo de todo el arbol construido hasta que, en su
ultimo nodo, no queden variables libres.

Entonces, se realizan una o mds etapas regresivas hasta que se revisa algun
nodo para, a partir de él, comenzar la creacién de nuevos nodos. Si se define el
nivel de un nodo como el nimero de variables que tienen valor 1, el proceso
enumerativo puede implementarse manteniendo la pista de aquellas variables que
estan fijadas en cero, y arrastrando el valor que tenia el nivel cuando se la
fijo.

Notemos x" un nodo x cuando tiene u variables fijadas en uno. La enumeracion,
generalmente, comienza en el punto x® con todas las variables libres, v el

método bdsico es el siguiente:

1) Se fijan todas las wvariables libres Xpe de x" (inicialmente tenemos x" = xo)

en el valor 1.

2) Se resuelve el subproblema que queda con las restantes variables libres

tomadas como continuas.
3) Se fija X, en el valor 0 (o se elimina Xy del nivel u), y

4) Se repite el proceso para el nuevo problema en el que aparece Xp fijada en el

valor cero.
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Este enfoque bdsico implica un estado general en el proceso de bisqueda en el
que hay u variables fijadas en 1, otras ¢ estan fijadas en O, y hemos de
resolver el subproblema entero correspondiente a las restantes 1 = n - (u+c)
variables libres. Resolver tal subproblema significa enumerar, implicita o
explicitamente, cada uno de los 21 puntos x que tienen esas u y ¢ variables en
uno y cero, respectivamente. El método mas conocido para realizar este tipo de
enumeracién implicita es el llamado Algoritmo de Balas.

Conocidos los tres enfoques de resoluciéon mads destacados, hay que resaltar la
notable conexion existente entre dos de ellos. En efecto, desde el punto de
vista tedrico puede decirse que los métodos de planos de corte han recibido la
mayor atencién, aunque desde una perspectiva generosa la distincién entre
métodos de planos de corte y métodos branch and bound es dificil. En realidad,
el branch and bound puede verse como un método de cortes provisionales. Desde el
punto de vista préictico, los métodos de propdsito general mds efectivos son los
que hacen uso del branch and bound, entendido en su sentido mds genérico, de
modo que la coleccion de cortes provisionales se obtiene simplemente
restringiendo variables enteras para obtener cotas superiores e inferiores.

La teoria de los planos de corte se ha usado para mejorar el enfoque branch
and bound bdsico, principalmente generando los cortes a imponer antes de iniciar
el proceso branch and bound (incluso, en algunos casos, justo antes de
seleccionar la siguiente rama). Pero esto entendido desde una perspectiva
tedrica porque, sin embargo, cuando hay que resolver un problema, los cortes que
suelen usarse son aquellos que son mds faciles de generar y obtener.

De cualquier modo, como con los métodos de corte y los Branch and Bound
podemos resolver cualquiera de los distintos problemas de PE que podamos
plantear, ya sean booleanos, enteros mixtos o enteros puros, en lo sucesivo

consideraremos solo estos dos grandes enfoques de resolucion de problemas de PE.
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A continuacién pasamos a estudiar métodos para resolver problemas de PE
paramétricos, es decir, problemas en los que algunos de los elementos que

intervienen en el problema dependen de un pardmetro.

5. METODOS DE RESOLUCION PARA PROBLEMAS DE PE
PARAMETRICA

Si la PE presenta inconvenientes computacionales en comparaciéon con la PL,
los problemas de PE paramétrica tienen mds dificultades de cara a su resolucion.
No obstante pueden encontrarse en la literatura especializada  algunas
contribuciones a este tema, [2, 4, 5, 6, 28, 34, 36, 37, 38, 40, 42, 43, 44, 48,
52, 56, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 69, 73]. Aqui describiremos diversos métodos

correspondientes a:

1) Problemas de Programaciéon Lineal Entera con funcién objetivo paramétrico,
este método serd vdlido tanto para problemas puros como para problemas mixtos,
ademds serd de igual forma vélido para problemas de Programaciéon Lineal Entera y

Booleana.

2) Métodos para resolver problemas de PLE Mixta con el vector de mdérgenes de
la derecha paramétrico, de la forma b + d(1-a), ae[0,1]. Aqui debemos distinguir

diferentes métodos para Programacion Lineal Entera y Booleana. Por ultimo,

3) Un método de resolucién de problemas de PL con los coeficientes de la
funcién objetivo tomando valores en intervalos, para ello se hace uso de la

aritmética intervalar.
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5.1. PLE CON FUNCION OBJETIVO PARAMETRICA
Consideramos el problema P(o),

Max: (F + Go)x
S

Ax = b (1.20)

Xar ) xjeN,

Asumimos que P(a) tiene solucién factible para todo o € [0,1]. Llamemos z(x)
a la solucién de P(a). Entonces z(a) es una funcién lineal a trozos, y convexa
en o para 0 < o < 1, [28].

Nos detendremos en €l debido a que este modelo se obtendrd al desarrollar los
problemas de Programacién Discreta con costos difusos. Seguiremos el método
propuesto en [37] para su resolucién de este problema.

Definimos x(ocl) como el valor optimal para P(a) cuando o = 0, y se define
z(a, x(al)) = Max {(F+Go)x / Ax < b, xj €N x= x(al)}

Ademas si x(al) y x(ocz) son las soluciones de P(o) para ap y o,
respectivamente con oy < o,y z(ocz,x(ocl)) = z(az,x(az)) entonces x(ocl) es la
solucién optimal de P(o) para todo oe [al,az].

La convexidad de z(a) se puede utilizar para definir funciones en o, las
cuales  sean - ‘cota . superior: y . coila  inferior < de: z(o), zs(a) y zi(a)
respectivamente. Asi para aquél rango de o para el cual coincidan la cota

superior e inferior, z(a) coincide con ambas.
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7> (o)

o (F+GAX()

FIG..'1

Zs(a)

c (F+GOU)X(1)

(F+GOL)X(OLI) FIG.2

En primer lugar se resuelve P(0). La linea AB de la Fig. 1 nos representa
z(0,x(0)) = (F+Go)x(0). Se resuelve P(1) y la linca BC nos representa
z(o,x(1)) = (F+Go)x(1). Entonces por la convexidad, ABC nos representa zi(a),
mientras que la linea recta que une los puntos A y C nos representa la cota
superior z°(ax).

A continuaciéon se resuelve P(al) donde oy se define como el punto
interseccion B. Dada una nueva solucién, el vector x(al), que produce la recta
z(a,x(al)), representada en la Fig. 2 por la linea DEF, ahora la funcién cota

inferior vendrd dada por ADEFC y la funcién cota superior por AEC.
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A continuacion se resuelve el problema P(az), donde o, es el punto
interseccion D. Si ocurre que z(ocz) coincide con D entonces zi(a) = zS(oc) = 3(e)
para todo oe [0,0cl], y por tanto tenemos identificadas las soluciones optimales
en el intervalo [O,al].

Este procedimiento opera con un conjunto de valores {ai} en los cuales hay
que resolver el problema de Programacién Entera y otro conjunto de valores {aj}
para los cuales ha sido resuelto P(ocj).

Para cada elemento del conjunto {ocj}, valores de o y que actuan como vértices
de - la  funcién  ‘cota - inferior, zi(oc), el conjunto {z(aj)} contiene  los
correspondientes méaximo valores de z(-). Las soluciones optimales se almacenardn
en el conjunto {x(aj)}.

En el desarrollo del procedimiento se resolverd P(ock) para los valores o del
conjunto {(xi}, que serdn eliminados de este conjunto al ser resuelto el
problema.

Si z(ock) = zs(ak), entonces se tiene un intervalo en el cual coinciden la
funcién cota superior y cota inferior, y se pasa a tomar otro elemento de
conjunto {oci}. Si z(ock) = zs(ak), esto significa que se ha encontrado un nuevo
vector optimal x(ock). La intersecciéon de la recta z(a,x(ak)) con la parte de
zi(oc) que queda a la izquierda y derecha de oy define nuevos valores al’( y al’(’
respectivamente, que pasan a formar parte del conjunto { oci}.

Se ha estudiado en [37] que el promedio de problemas a resolver es 2n-1,
cuando n es el nuimero de diferentes soluciones optimales encontradas para

oae[0,1]. El algoritmo queda como sigue:
Algoritmo

Paso 0. Resolver P(0) y P(1). Inicializar

(@) = z(0) + (z(1)-z(0))o, Vae[0,1]
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Metera =0y a=1en {ocj}. Meter x(0) y x(1) en {x(ocj)}.
Si z(1,x(0)) = z(1,x(1)). entonces. Ir al paso 7.

Sea oy tal que z(o,x(0)) = z(ot,x(1))

: z(o, ,x(0)) si ael0,o ]
Gy { k K

w
-t o

z(ak,x(l)) ae [ak =1

Meter oy en {ai}.
Paso 1. Si el conjunto {oci} es vacio el andlisis estd finalizado. Ir al Paso 7.
Paso 2. Coger o = min {ozi} y resolver P(ak).

Paso 3. Si z(ak) = zs(ak) entonces Ir al paso 1.
si no Meter oy en {aj} y x(ak) en {x(aj)}.

P 4. S o = mi Xy o Bl S5
aso ea min {J/ 5 k}

Si Z(OLS,X((xk)) = z(as,x(ocs)) entonces (xk” =ao
si no Calcular el valor ak” el cual verifica z(a,x(ak)) =

2

= z(a,x(as)) o zs((xk”). Poner o’ en el conjunto {ai}.

Paso 5. Sea oni = max {aj/ ocj<ak},
Si z(o x(ey)) = z(a' x(ar)) entonces o, = o'

si no Calcular el valor ock’ el cual verifica z(oc,x(ock)) =

z(a,x(al)) = zs(ock’). Poner ak’ en el conjunto {ai}.

Paso 6. Actualizar zS(oc) y zl(a).

zs(a) e z(ock) + (ozk—a)(z(ai)-z(ak))/(ock—ai) Yoae [oci,oak]

43
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() = z(0y) + (ock—oc)(z(as)-z(ak))/(ak—ocs) Yoe [ak,as]

(o) = zlox(ey)) Voelog oy ]
Paso 7. z(a) = zs(oc) y el conjunto de puntos optimales es {x(aj)}.

Paso 8. Fin.

5.2. PLE MIXTA CON VECTOR DE LA DERECHA PARAMETRICO

Supongamos que tenemos que resolver el siguiente problema P(ot)

Max: z(o) = ¢cx + hy

s.a:
a;Xx +q,y < bi +di(1—0c), 1ie M
Ry 20 e )
yj 20, Y; e N, jel
o e [0,1]

Como antes, nos detendremos en este algoritmo porque serd utilizado para
resolver problemas que provienen del estudio de modelos de PLE Mixta con
restricciones difusas. Para su resolucién, seguiremos el método propuesto en
[37].

Se define

z(a) = Max {cx+hy/ Ax + Qy <b + d(l-a), x 20,y 2 0, yjeN, jel, ae[0,1]}

Cambios en o modifican el espacio de soluciones. Si un valor de a no permite

solucién factible, entonces z(a) tomard el valor -o. Asumimos que P(o) tiene
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solucion factible en oy definimos x((xl) e y(ocl) como valores optimales de x e y

respectivamente.

Se define

gior. y(al)) = Max {cx/ Ax £ b + d(1-a) - Qy, x20, y = y(ocl), ae[0,1])

que es mondtona no creciente en O.

Si y(ocl) no permite una solucién factible en oy, entonces z(az,y(al)) = -oo,
z(a,y(al)) es el valor optimal solucién del problema lineal cuando o se cambia,
con y((xl) fijo, y es una funciéon sobre los valores de o, lineal a trozos,
convexa que permite una solucién factible. Asi z(o) serd continua sobre el rango
de o para el cual y(al) es optimal. Sin embargo, z(o) puede tener
discontinuidades de salto donde y(-) cambia.

Puede obtenerse una cota superior sobre los valores de z(o) de la siguiente
forma. En primer lugar consideremos que la relacién, z((xl) > z(al, y(ocz)), que
es siempre verdad y de poca utilidad si y((x2) es infactible en o porque
entonces z(ozl, y(az)) = -oo, Sin embargo, como d = 0, y si oy > oy, P(ocz) =
P(ocl), entonces z((xl) > z(al,y(az)) > z(az), y si P(a) tiene solucién factible
en o, entonces y(ocz) serd factible en oy, [28].

Desafortunadamente, aqui no existe un resultado general comparable a la
convexidad de z(o) en el problema anterior que nos permita asegurar que P(o) se
puede resolver para todo o, 0 < o < 1. El algoritmo se desarrolla de forma
andloga al anteriormente dado para el problema (1.20).

Si y(al) = y(az) asumimos que y(al) es optimal para todo <o < 0y

El algoritmo a aplicar se seguird del siguiente andlisis: Asumimos que P(o)
tiene una solucién factible para todo o, tal que 0 < a < 1, lo que proporciona
una acotaciéon sobre z(a) para 0 < o < 1. (Fig 3.) ya que z(a) 2 z(o, y(al)), oy

= i=rl ’
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c Z(OL,Y(1))

HG.: 3

Z(CL,Y(0))

la linea AB representa z(c,y(0)) y la linea BC representa z(o,y(1)). La linea AC
acota superiormente a z(o) y ABC nos da una cota inferior de z(a).

A continuacién se resuelve el problema para oy, donde oy es el valor de o en
el cual z(ocl, y(@©0)) = z(a,y(l)), y se realiza un andlisis paramétrico del

problema de PL fijado y = y(al).

A ¢ ZoLY(1)
= E
Z(0 Y (O, ) FIG.4
B Z(0,Y(0))
0 o 1

La linea DEF nos indica los valores de z(_oc,y(ocl)). Ahora AEC nos da una cota
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superior de z(ot) y ADEFC una cota inferior de la misma. El procedimiento
continuard hasta que cota superior e inferior coincidan definiendo z(o) para
0 < a £ 1. Cuando esto ocurra el problema estard resuelto.

Asi el procedimiento a utilizar opera con dos conjuntos de valores de o. Un
conjunto T = {ai}, que contiene valores para los cuales se tiene que resolver el
problema de Programacién Lineal Entera Mixta, y el otro conjunto R = {aj} que
contiene valores para los cuales el problema de PLEM ha sido resuelto.

En el procedimiento algunos valores o se van eliminando de T, y el problema
entero mixto se resuelve para los mismos. Entonces se fijan las variables
enteras y(o), y se hace el andlisis paramétrico del problema lineal.

El conjunto T se inicializa con los valores de @ = 0 y o = 1. Los siguientes
valores de o, se calculan como aquellos que, dados los y(ocl) e y(ozz) encontrados
anteriormente en el procedimiento, ocurre que z(oci,y(ocl)) = z(oci,y(ocz)). El
procedimiento opera eligiendo el siguiente valor para el cual resolvemos el

problema de PLEM como o = max {oci}. El algoritmo es el siguiente:
Algoritmo

Paso 0. Introducir &« = 0 y o = 1 en el conjunto T.
Paso 1. Si T es vacio entonces Ir al paso 8

Paso 2. Sacar o0 = max {o)
Definir a® = min {aj/ ocj > o
Utilizar como base la informacién de P(aS) y z(q, y(ocs)) como cota

inferior sobre z(o).

Paso 3. Si y(a) = y(as) entonces Ir al paso 1.
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Paso 4. Definir o' = max {(xj/ (xj 50t

81 y(o) = y(a') entonces Ir al paso 1.

Paso 5. Realizar un anadlisis paramétrico del problema de PL para 0 < a < 1
con variables enteras fijadas y(c).

Poner o en el conjunto R.

Paso 6. Determinar el valor ai tal que z(ai, y(or) = z(oci, y(ocs)).

Poner oci en el conjunto T.

Paso 7. Determinar el valor oci’ tal que z(oci’, y(ar) = z(oci’, y(al)).

Poner ai’ en el conjunto T. Ir al paso 1.

Paso 8. FIN.

En el paso 6 es posible que z(ai, y(o) # z(oci,y(as)) para todo ai,

< o. Esto ocurre si y(a) se hace infactible cuando o crece desde a.

o < o
i
Entonces oci se toma como el valor de o justo después de ser infactible y(a), es

decir, como el valor

min s {(li/ z(ot, y(0) = -oo}

Similarmente en el paso 7, si z(a’’, y(x) # z(ot”,y((xl)) para todo ai’,

2

o <af < 0, entonces ai’ se define como

max {Oti’/ z(o’, y(ar)) = -oo}
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5.3. PLB MIXTA CON VECTOR DE LA DERECHA PARAMETRICO

Consideremos la resolucién del siguiente problema de Programaciéon Lineal

Booleana Mixto paramétrico, P(o)

Min:
S=a?

Z = Cx + hy

X1 >0 1 e Lefl:2; “"nl}’ (1.22)
yj e {013 j€J={1’2’---,n2},N=J+L,
ae [0,1]

Por los mismos motivos anteriores, a continuacién estudiamos un algoritmo,

desarrollado en [52], que nos permite obtener la solucién del problema (1.22).

Se aplicard una estrategia Branch-and-Bound para su resolucién. Se descenderd de

un nodo a otro en el arbol asociado al método Branch-and-Bound afadiendo

exactamente una variable adicional con valor fijado 0-1 y asi se genera un

subproblema mediante estrategias de acotacién.

Veamos a continuacién el problema Pk((x) asociado a un nodo K. Se formula como

sigue:

Minte' -2 bab)o® oX e D Ry . 30 ¢ B,

5.4 = jeFkJJ jeSllc J
C booy.ari> by - h.. -d.(l-a), ie M
a;x ngk iiY; ; jgsll( ij (-0, i€

(1.23)

XIZO, | i 7

e (0.1} jue
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donde
S, es el conjunto de indices de las variables 0-1 fijadas a uno.

Sy es el conjunto de indices de las variables 0-1 fijadas a cero.

=T

Fk es el conjunto de indices de la variables O-1 libres.

Tk es el conjunto rango del pardmetro o para el que se considera el problema
Pk(a).
En el nodo raiz, nodo O, légicamente tendremos el problema inicial y los

conjuntos anteriores tienen los valores:

o e & 2
So =9 =55, Fg=1 Ty=101]

Como ocurre en los algoritmos-Branch-and-Bound para PE, para resolver el
problema Pk(a) se relajardn las condiciones 0-1 sobre las variables Y;r j€ Fk'
Asi se considera el siguiente problema relajado, l;k(a), cuya diferencia con
Pk(oc) es que las wvariables libres 0-1 del problema, Y; = Fk’ pasan a ser
variables acotadas en el intervalo [0,1], 0 < yj < 1. Este problema relajado es
un problema de programacién lineal paramétrico para el cual es fdcil obtener su
solucién paramétrica y ésta serd una cota inferior de la solucién buscada para
Pk(oc), puesto que l;k(a) es una relajacién de Pk(a). Maids concretamente, l-)k(a) es

el siguiente problema

Min: ¢cx + _Z hjyj + .E 1 hj
S A JEFk JeSk
a.x + 'Z hijyj > bi - 'E 1 hij - di(l-oc) ie M
_]EFk JESk
(1.24)
Xy Zaer el ks

OSijLjeJ

o € Tk
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Si llamamos Cotainfk((x) a la solucién de Pk((x) tenemos que
Cotainfk(oc) < zk(oc) Yoe 'I‘k

que implica que la funcién Cotainfk(a) puede utilizarse como cota inferior para
zk(oc).

También podemos obtener una cota superior a la solucién de Pk((x), zk(a), de
la siguiente forma: Se considera una solucién parcial del subvector y de

variables 0-1, notémosla §rr. Asi se tiene el problema PSr(oc):

Min: z(a) =cx + hy' = s" (@)

$.a:
-T
Ax 2b- Qy -d(l-o), (1.25)
X . RE2 EE0 % o
a € [0,1]
y se define
: sr(a) PSr(OL) tiene solucidén factible
Cotasup (o) =
+o0 en otro caso
T i
La funcién Cotasup (ot) puede definirse para cada uno de los 2 vectores
n
2
-1 -2 -2
gl o Ve L o Oy e B N
Por tanto

zk(oc) =M 1in Cotasupr(oc)
reR

L)
dotde R- ="k .02 L



52

Utilizando esta propiedad, se define una cota superior, Cotasup(a), de la

- . . 3 o =1 e z i
siguiente forma. Si tenemos soluciones parciales para y , ieR (R € R), entonces

z(o) < Min Cotasup'(a) = Cotasup(cx).
reR
Notemos xyCS(oc)e R" a los valores de las variables (x,y) asociadas a la funcidn
cota superior de z(o), Cotasup(Q).

El procedimiento a seguir para el problema P(o), es como sigue:

(1) Si existe algin rango de o para el cual Cotainfk(oc) = Cotasup(a), el
correspondiente rango de o puede eliminarse de Tk y si Tk = @, el nodo es
desechado.

(i1) Después del test (i), si -7 @ y existe algin rango de o para el cual
la soluciéon de I_)k(oc) es solucién factible de Pk(oc), entonces el correspondiente
rango de o se elimina de Ty y s actualiza la funcién cota superior, Cotasup(c),

para el correspondiente rango. Si Tk = J el nodo K es desechado.

El algoritmo Branch-and-bound es el siguiente:
Algoritmo
Paso 0. E. = {1, . 0.}, St =89 = @y T,~0.1]
| i) el A

Paso 1. Resolver Py -
Si existe algin rango para el cual PO(oc) no tiene solucién factible, se
elimina este de TO'

Si TO es vacio, entonces P(at) no tiene solucidn factible para 0 < o < 1.

Ir al paso 10.
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Si existe algin rango o para el cual la solucién de I;O(oc) es factible
para PO((X), entonces el correspondiente rango de o es eliminado de TO y
se construye la funcién Cotasup(c) y los valores asociados de xycs(a).

Si TO es vacio, entonces se ha obtenido la solucién optimal de P(x)

para 0 < a < 1, en otro caso, seguir en el siguiente paso.

Construir la cota superior inicial Cotasup(o) de la soluciones factibles

enteras conocidas Voe T0 y sus valores asociados xycs(a)‘

Seleccionar una variable 0-1, y €F,, y generar dos nodos (1) y (2) como
sigue:
1 0
(1) Para y, = 1, S= {s}, 8|= &, Fj= (L, 2, ..o, ]\(s} y T;=T,
1 0
(2) Para yg = 0, 52= D, SI= {s}, F2= {12 ...,nz}\{S} y T1=T0.

Sea el conjunto de nodos candidatos o regiones activas N = {1,2} y n=2.

Si el conjunto de nodos candidatos es vacio, la funcién cota superior
Cotasup(a) es la soluciéon optimal obtenida, z(c), junto con sus valores
asociados xycs(oc). Ir al paso 10.

En otro caso, se selecciona un nodo k del conjunto N y se borra el nodo

de N.

Resolver Pk((x).
Si existe algin rango de o para el cual Pk((x) es infactible, lo
eliminamos de Tk‘

Si Tk es vacio se vuelve al paso 5.
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Paso 7.

Paso 8.

Paso 9.

Si existe algin rango de o para el cual Cotainfk(a) 2> Cotasup(o), se
elimina el correspondiente rango de Tk'

Si Tk es vacio se vuelve al paso 5.

Si existe algin rango de o para el cual la solucién de Pk(a) es solucién
factible de Pk((x), entonces eliminamos éste de Tk’ y actualizamos la
funcién cota superior Cotasup(o).

Si Tk es vacio se vuelve al paso 5.

Se selecciona una variable 0-1 Yg ¥ S€ generan dos nodos como sigue:

1

o Ll 0 _qO e o,
% | SR TR - ol
(n+2) Para . A 0, S A +2_Sk’ Sn +2—SkU{S}, Fn e i Fk\{S}, Tn+2—Tk

El conjunto de nodos candidatos N = N U {n+1,n+2}, n = n+2 y se vuelve

al paso 5.

Paso 10. Fin.

5.4. PL

CON COEFICIENTES INTERVALARES EN LA FUNCION OBJETIVO

Consideremos un problema de Programacién Lineal donde cada coeficiente de la

funcion

objetivo es un intervalo. Estudiaremos un método de resolucion del mismo

propuesto en [36], que hace uso de la aritmética intervalar. Las demostraciones

de los resultados que se muestran las omitiremos, pueden verse en [36].
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El problema de partida tiene la siguiente forma

Max: 2,50 A.x.

S Ja: jcsNJJ
Foanlx ' € hodiie M (1.26)
jeNIJ J i
ijO,je N

donde A. son intervalos, en los que varian los respectivos coeficientes.
Notaremos por P al problema y por X el conjunto de puntos optimales.

Notemos los intervalos de la forma, Aj = [aji, ajs]. Estos también pueden
notarse por su centro y su amplitud

A =<a’ a"> = {c ot <ie < ata . aeR
ST LS e e

donde a.° es el centro del intervalo y ajw es la amplitud de Aj’ y se calculan

de la siguiente forma:

c i S W S 1
R S 2 A = ai T G 3 2
e

La aritmética intervalar, [1, 47], se basa en la siguiente definicion.

Definicion 1.7. Sea o € {+, -, -, /} una operacién binaria sobre R. Si A y B son
intervalos cerrados, entonces se define una operaciéon binaria sobre el conjunto

de intervalos cerrados de la siguiente forma:

A o B = {acb/ ac A, beB) (1.2

para la divisién se asume que B # .
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Puesto que vamos a utilizar operaciones sobre intervalos, se muestra a

continuacién las que necesitamos haciendo uso de la anterior representacion.

A +B 2t wihor b e
] L3, ¢ A3 40y o B

[a.'+b.), a.5+b.%]
Jas) e o) ae ]

A B = <a‘c, 8 <b.c, b.5> = <a.°+b.c, PR e
] ] b | RIS Jiis 3 0) J

g [ka. (), ka.S(c)] k>0
V keR, kA; = kia), 2% ={ 3
[kajs(oc), kaj‘(a)] k<0

A= k<a-c, av> = <ka.c, T
J Fv J J

Es importante destacar que como el objetivo tiene coeficientes intervalares,
la naturaleza de la relacién de orden que induzca debe ser consonante con la de
los coeficientes.

A continuaciéon se definen relaciones de orden que representan la preferencia
entre los intervalos. Estas se definirdn para su empleo en problemas donde se
maximiza una funcién.

En primer lugar se da una relacién de orden haciendo uso de los extremos

inferior y superior de los intervalos.

Definicion 1.8. Se define la relacibon de orden Si entre dos intervalos
A= [al, aS] y B = [bl, bs] como
A<B sii algb y a¥<p
(1.28)
A < B sii ASiB y A#B.
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Esta relacion de orden representa la preferencia por la alternativa con mads
altos extremos inferior y superior. De esta definicion se obtienen las

siguientes propiedades para 5

(). DA = B entonces a® < b® donde a° b® son los centros de los
i *

intervalos A y B respectivamente.

7 k| S 1 S -
() :Si-a =a y b ="b), entences Si se reduce a la relacion de orden <

conocida en la recta real.

También estd claro que la relaciéon de orden s, es de orden parcial. Por lo
tanto habrd pares de intervalos que no se pueden comparar por la relacién 5
Por ejemplo si A = [50, 125] y B = [85, 115], entonces ni A Si B ni B Si A. En
este caso se suele preferir B. En orden a representar esta intuicién se define

la siguiente relaciéon de orden para los centros y amplitudes de los intervalos.

Definicion 1.9. Se define la relacion de orden Sc entre A = <a°, a’'> y
B = <b% b%> como sigue

ASCBsiiaCSbcyawaw
(1.29)

A<CBsiiAsCByA¢B.

Por tanto el centro y la amplitud de un intervalo se consideran como los
valores esperados y la incertidumbre asociada a un intervalo respectivamente.
Asi, esta relacion de orden representa la preferencia por alternativas con mayor
valor esperado y menos incertidumbre asociada. Esta relacion de orden es también

una relacién de orden parcial y es claro que tiene las siguientes propiedades.
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: . i i i i Maclels
i) Si A =c B entonces a < b donde a y b son los extremos inferiores de

A y B respectivamente.

T . W W .z .
ity Sia’. =.b" =0 ehtonces SC se reduce a la relaciéon < definida en la
recta real.
Las relaciones Si y SC no son conflictivas entre si, en el sentido de que no

hay parejas de intervalos A y B tales que A # B y A 5 By B SC A. Este

resultado viene datdo por la siguiente proposicion.

IA
>

Proposicion 1.10. Dados dos intervalos A y B si ocurre que A % By B

entonces A = B.

A continuacién estudiaremos el problema (1.26) haciendo uso de las relaciones
anteriormente  definidas. Se definird wuna relacibn de preferencia entre
intervalos y puesto que para cada solucién factible xeX tenemos asociado un

intervalo definido de la forma

Z(x) = ZijAj (1.30)
je

se definird la solucién para P, como la solucién puntual que tiene asociado el

intervalo no dominado. Para ello definiremos una relacién de orden intervalar.

Definicion 1.11. Sea x*eX. x* es una solucién optimal para P si y solo si no

existe x’e X tal que satisfaga

Zx”) S o)y Hxt) S 24X (1.31)

Para simplificar esta definicién, tenemos la siguiente relacion de orden.
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Definicion 1.12. Se define la relacion de orden Sic como

A’<"icB sii a' <b' y a’s bY

(1.32)

A< BsiiAs. . ByA#B.
1C 1C

y para ella tenemos
Proposicion 1.13. Se verifican las dos siguientes propiedades

1) ASiCB sii ASiB o) ASCB,

H)A<icB sii A<iB o A<cB‘

A partir de esta proposicién, la definicion 1.11 se puede simplificar de la

siguiente forma.

Definicion 1.14. Sea x*e X, x* es una solucién optimal para P si y solo si no

existe x’e X tal que satisfaga
Z(x*) < Z(x). (1.33)
Recordemos que el intervalo A. se notaba por <ajc, ajw>. Podemos calcular el

exttemo ‘de: ‘la = izguierda 'y el - centrg . del i intervalo ° Z(x), ' Supuesto

Wi = (Xl’ Xos woos xn), x 2 0, de la forma

zl(x)=(alcx1+...+ancx)—(a1 x1+...+awx)

(1.34)

zC(x) =g X b d X
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Asi el conjunto de soluciones para el problema (1.26) definido como
5= Ixe X{ pno'existe x" ' Z(x) <ic g

se puede obtener como la solucién optimal de Pareto para el siguiente problema

multiobjetivo:

N { 5 e N ke X — RD } (1.35)
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CAPITULO IL:

CLASIFICACION DE LOS PROBLEMAS DE PED.

VARIABLES DIFUSAS EN PROBLEMAS DE

PROGRAMACION LINEAL ENTERA
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1. INTRODUCCION

Comenzaremos este capitulo dando wuna clasificacion de los problemas de
Programacion Entera Difusa, para pasar posteriormente a estudiar los problemas
de PLE con variables integro-difusas, que so6lo tienen sentido en este contexto

de optimizacién discreta.

2. CLASIFICACION DE LOS PROBLEMAS DE PED

Recordemos que en PLD los distintos modelos que se plantean, desde un punto

de vista atomizado, son los siguientes,

a) Problemas con restricciones difusas, en los que el decisor permite que el
cumplimiento de tales restricciones sea flexible, en el sentido de estar

dispuesto a tolerar cierto margen de violaciéon que el mismo establece.

b) Problemas con un objetivo difuso, caracterizados porque la informacién que se
tiene sobre los coeficientes de la funcién objetivo es de tipo impreciso, lo

que conduce a considerarlos definidos mediante nimeros difusos, y

c¢) Problemas con un conjunto de restricciones definido por coeficientes
imprecisos, tanto en la matriz tecnologica como en el lado de la derecha, con

un origen similar al del caso anterior.

Naturalmente, se permiten todas las combinaciones posibles de estas tres
situaciones, aunque de cara a disefiar métodos de solucién, es mas conveniente

esta clasificacion.
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Por su parte, cuando pensamos en problemas de PED, los tres anteriores casos
tienen perfecto sentido, sin embargo surge una situacién nueva si consideramos
la posibilidad de que las variables que toman parte en el problema sean casi
enteras, o dicho de otro modo, tengan valores lo mas enteros posible. Por tanto,
desde un punto de vista formal y paralelo al de la PLD, tenemos dos grupos
distintos de problemas de PED, segin que sean propiamente enteros o booleanos, y

diferentes modelos dentro de cada uno de ellos.

a) Dentro del grupo de problemas de PED propiamente dichos, podemos considerar

los siguientes modelos.
a.1. Problemas de PLED, en los cuales las variables toman valores casi enteros,
esto es, son problemas con variables restringidas a tomar valores tan enteros

como sea posible. Su planteamiento formal seria el siguiente

Maxrzi=:cx

S .a:
jgNaijxj =bh,ie M (.2 2
xj >20,je N
xje F(N),je I N

donde todos los elementos que toman parte en el problema son convencionales,
pero ahora xje F(N), siendo F(N) el conjunto de numeros difusos enteros con
soporte en R, lo cual significa que el decisor esta dispuesto a permitir alguna
violacion en el cumplimiento de las condiciones de integridad, es decir,
considera que en el problema las variables son tales que si tienen valores
enteros, su grado de satisfaccion serd mdximo, pero si se apartan de un valor

entero en el Optimo, estd dispuesto a considerarlo, siempre que la desviacién no



65

CLASIFICACION. PLE CON VARIABLES DIFUSAS

supere ciertos madrgenes. Una referencia a esta clase de problemas se puede

encontrar en [24].

a.2. Problemas de PLED con restricciones imprecisas. De forma similar al caso

convencional, estos problemas pueden describirse como sigue

s.a:
jEZNaijxj f bi’ ie M 2.2)
xj 20,je N
xj e N,jete N

donde N es el conjunto de nuimeros enteros, ce R" y aij’ bie R, ieM, jeN. El

sfmbolo.< significa que el decisor permite alguna violacién sobre el grado de

cumplimiento de la restriccién, es decir, se consideran restricciones difusas

definidas por funciones de pertenecia

u: R — (0,1, ie M (2.3)

. n . . . .z
que respectivamente dan el grado con el que xe R™ cumple la i-esima restriccidn.

a.3. Problemas de PLED con coeficientes imprecisos en la funcion objetivo, es

decir, con coeficientes definidos por nimeros difusos. El problema se puede

describir como sigue

Mix:iz =3 =ie X,
§.a: jeN )

D A S b e M 2.4)
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donde la novedad, con respecto a (2.2), es que todos los SJ son numeros difusos,
es - decir, f,] e T(R), jeN, siendo T(R) el conjunto de los ndmeros difusos

trapezoidales, es decir, se tienen funciones de pertenencia
uj :R — (0,1],je N 2.9

que expresan la falta de precision que tiene el decisor sobre los respectivos

valores de los coeficientes.

a.4. Problemas de PLED con numeros difusos como coeficientes de la matriz
técnoldgica, y en los coeficientes de la derecha del conjunto de restricciones.

Asi, se tiene

IMax: Zi=1cx
Sas

jgN iijxj f Ei, ie M (2.6)

ijO,jeN

xjeN,jGI;N

donde aij’ bieT(R) y ce R". El simbolo < significa, al igual que en (2.2), que el

decisor permite alguna flexibilidad en el cumplimiento de las restricciones.

Asi, se consideran las siguientes funciones de pertenencia

Vb,ieM, p: R—s (1] Q2.7
\ a5 (i,j) € MxN, Hyj Rl (2.8)
Vie M p: TR) —s (0,1] (2.9)

donde las ul son las correspondientes a (2.3) en el problema (2.2).
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Como en el caso de la PLD, ahora también se podrian considerar los problemas
deducidos de las posibles combinaciones de estos cuatro modelos elementales.

Pero para establecer métodos de resolucién, sélo supondremos estos tipos.

b) El siguiente grupo de problemas de PED son aquellos en los que las variables
s6lo toman los valores O 6 1, es decir, los de PL Booleana Difusa (PLBD).

Como se sabe, el problema cldsico de Programaciéon Booleana consiste en

Maxsx. = X
S as

Ax <b (2.10)
xj e {0,1},je N

Sobre €l podemos tener en cuenta las mismas posibilidades que, para los
problemas de PE convencionales, hemos considerado en la seccién anterior. Sin
embargo conviene hacer alguna precision.

Suponer una naturaleza difusa a las variables en (2.10), es lo mismo que
permitir al problema que pierda su cardcter booleano, por cuanto aquellas
tomarian valores en el intervalo [0,1] y, consecuentemente, se trataria de
problemas convencionales de PL con variables acotadas, que no necesitan técnicas
especiales para resolverlos. Asi, en este caso, solo consideraremos tres
problemas candnicos, y como el significado de los elementos difusos que pueden
tomar parte en ellos es el mismo que en los anteriores, sélo describiremos el
correspondiente modelo. No detallaremos el caso de problemas con variables
enteras (no 0-1) y variables booleanas conjuntamente ya que, como es bién
conocido, toda variable entera puede expresarse como combinacién de variables

booleanas. Asi se tiene:
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b.1. Problemas de PLBD con restricciones imprecisas

Maxs: 7z =vcx

S s
p 8% < b,, M (2.11)
jeN
xje {0, 1}, je N

b.2. Problemas de PLBD con los coeficientes de la funcién objetivo definidos por

numeros difusos

Moz = D "%
S i jeN ~

JgNaleJ < b;, M (2.12)

xje {0, 1}, je N
y finalmente,

b.3. Problemas de PLBD con numeros difusos como coeficientes de la matriz

técnolégica y en los coeficientes de la derecha de las restricciones

Maxi z:= 6%
S A

Dl e b e M (2:13)
jeN 5 B R

xje{O,l},jeN

Hay que destacar que en estos dos grupos de problemas, y en cada caso, a su
vez podemos considerar dos posibilidades, segin que todas las variables que
participen en ellos deban ser enteras o no, es decir, al igual que en el caso
cldsico, segiin que I = N o I < N, podriamos considerar los respectivos modelos

puros o mixtos.
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3. PLE CON VARIABLES DIFUSAS

3.1. INTRODUCCION Y FORMALIZACION DEL PROBLEMA

En el campo de la Programacién Lineal Entera Difusa aparece un nuevo tipo de
problemas, en relacion con la Programacién Lineal Difusa, al permitir que las
variables puedan tomar valores casi enteros, bastante enteros O no exactamente
enteros. La situacién que consideramos ahora, es un poco mas general que la
inicialmente planteada, ya que vamos a permitir la existencia de variables
continuas, enteras y casi enteras, en el sentido que acabamos de comentar. Este
problema ya fué estudiado por primera vez en [24].

Partimos del siguiente problema:

Max:'Z =3 Cix:

S Ja; jeNJ J
jgNaijxj < bi’ ie M
x; 20, je N (2.14)
X, = Nije L oN
xj € EMN), 3 € J N

donde J es un subconjunto de indices para las variables enteras difusas y L el
conjunto de indice para las variables que tienen que ser enteras.

Para la formalizacion de (2.14), el decisor tendrd, de acuerdo con sus
requerimientos, que establecer lo que entiende porque X, sea entera difusa, es
decir, tendrd que definir una funcién de pertenencia que exprese el margen en el

que estd dispuesto a tolerar violaciones en la integridad de X} Supuesto el
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valor xl’: = Bk’ graficamente se puede interpretar como

(2.15)

(B -, [By] [B,1+d,

donde dk es la amplitud que el decisor estd dispuesto a tolerar en el
cumplimiento de que X} sea entera en el anterior valor.
Segin esto, podemos definir la funcién de pertenencia asociada a una variable

entera-difusa, V jeJ, de la forma:

ST x. =[x
M) = : ST : ] (2.16)
7 ([xj] xj)/dj si [xj] dijj S[xj]
0 otro caso

suponiendo las funciones de pertenencia como las expresiones lineales utilizadas
usualmente.

Asi, es claro que para resolver el problema de PLED (2.14), se pueden
considerar las funciones de pertenencia (2.16).

Notando por X el conjunto de soluciones factibles para el problema (2.14),

~

S
I

(xeR"/ Ax < b, My () >0, x;, 20, x, € N, kel

k

donde uX(x) = inf {uj(x), j € J}, los o-cortes pueden expresarse de la siguiente

X(o) = { xeR™ / Ax<b, Hy(®) = o, x; 20, x € N, keL} V¥ ae(0,1]
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y Xj(oc) notard el a-corte correspondiente a la j-€sima variable casi-entera,

Xj(oc) = {xe R" / Ax<b, uj(x)Zoc, xiZO, ieN, X} € N, keL} V ae(0,1],

con lo cual,

X(o) = jQJ Xj(oc) V oe(0,1]

Asi, queda claro que (2.14) se puede escribir como

M "Zo= 2, ¢ iXi
g8, jeN 3] (2.17)

xeX (o)
V ae (0,1]

problema de Programacién Lineal Entera Paramétrico que notaremos P(c).
En lo que sigue notaremos x(o) como la solucién optimal de P(o) vy

z() = cx(a). Notando

S(o) = {xeR" cx = Max {cy, yeX(a)}}, V 0e(0,1],

definiremos una solucién difusa para el problema (2.14), [53].

Definicion 2.1. La solucién difusa para el problema (2.14), S, es el conjunto

~

difuso con funcién de pertenencia:

Sup aa xeU S(a)
AMx) = { X€5(0) . o (2.18)

0 otro caso

Para obtener una solucién difusa para el problema (2.14) disefiaremos un

algoritmo que nos permita obtener la solucién para el problema (2.17).
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3.2. METODO DE RESOLUCION

Para la resolucién del problema (2.14), consideraremos el problema relajado

en cuanto a la naturaleza entera y casi-entera de las variables,

Max: z =3 C.x:

S Al jeN I
jgNaijxj = bi’ ie M (2.19)
xj 20,je N

a partir de su solucién optimal pasaremos a estudiar la solucion optimal de
(2.14).

Supongamos resuelto (2.19) y sea X, una variable de naturaleza -casi-entera,
ke J, y sea x; = Bk el valor obtenido en el 6ptimo de (2.19). Sabemos que una
condicién necesaria para que X, Sea entera es que se satisfaga una de las dos
siguientes restricciones: X = [Bk] 6 X 2 [Bk]+1, y sobre esta condicién
necesaria radica el fundamento del método disefiado para resolver el problema
(2.14).

Debido a la naturaleza difusa de la wvariable X las anteriores condiciones

necesarias, podemos sustituirlas por las dos siguientes, de cardcter difuso,

x. < B ]
k- 7k (2.20)

O

X > [Bk] + 1

~

graficamente representadas como sigue
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(2.21)

Bl B (B J+1-d)  [B,1+1

Noétese que ésto es consonante con la figura (2.15).
De (2.20) siguiendo el método habitual de resoluciéon de problemas de PLD,

consideramos la verificacion de
MOz y pO2a (2:22)

que se puede expresar como

X < [Bk] + dk(l-oc) ae (0,1]

6 2.23)
Xy > [Bk] + 1 - dk(l—oc) oe (0,1]

expresién que generaliza las condiciones necesarias expresadas al comienzo.

De este modo, para la obtencién de una solucién para el problema (2.14),
utilizaremos relajaciones del problema (2.17) como problemas intermedios, y para
el estudio de estas relajaciones aplicaremos las técnicas Branch and Bound, que
fueron introducidas en la seccién 4.2, Capitulo I.

Asf, notemos T(o), la regién factible del problema (2.19), e IT( o) el
conjunto de valores de a, para los cuales estd definida T(o), IT( o) ol [ 816 3

Resuelto este problema, si la solucién optimal obtenida, x*, es entera, en
cualquier intervalo de optimaliad, oe Ix(T(oc))’ ésta serd la solucién optimal de

P(a), V ael y puesto que cualquier condicién necesaria de la forma (2.23)

x(T(ar)

se verificard.
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Puede que esta solucién no sea factible para P(a) por dos posibles razones:

1) Que para una variable xj, jeL, el valor obtenido, x*, no sea entero, en

este caso aplicando técnicas Branch and Bound ramificamos el problema de la

siguiente forma:

xj = [x’J'.‘] YV ae In = Ix(T(OL))
(2.29)
xj > [xi]!‘]+1 YV ae In = Ix(T(OL))

donde In es el conjunto de valores de «, donde la solucién obtenida no es

optimal para P(a). De esta forma tenemos las regiones activas

T (@) = T(a) N {xeR"/ X; < [x¥]}

T, (@) = T(@) N xe R"Y X; 2 [x}r]+1}

2) Que para una variable casi-entera Xjeo ke], el valor obtenido, x¥, no sea

factible en un subintervalo de valores de o, I

=
n

Ix(T(a))‘ Aqui, la
ramificacién a seguir proviene de (2.20),

Xp L [xl’z(a)]+dk(1-oc) V ae In

2.25)
X 2 [xl"é(oc)]+1—dk(1—ot) V ae In

y tenemos las regiones activas siguientes:

T (@) = T(e) N {xeRY/ X < [xE(0)]+d, (1-00) ITI ) = In

v

T, (@) = T(@) N {xeRY/ x> [x}(0)]+1-d) (1-a0)} ITz(a) =1
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Obtenidas estas regiones activas Tl(oc) y Tz(oc), se resuelven los problemas
asociados mediante técnicas Branch and Bound. Al resolver los dos problemas
obtenidos se considera la solucién optimal para la region T(a) como la mejor de
ambas soluciones. Si al resolver el problema definido en cada una de estas dos
regiones la solucién que se obtiene no es factible para P(o), se volverd a
ramificar el problema hasta que las soluciones obtenidas sean factibles.

A continuacién desarrollamos mds detalladamente esta técnica.

Definimos una funcién caracteristica asociada a cada una de las variables

enteras xj, jeL.

1 sz = [x¥]
8.(x) = ;| J
J 0 si x¥ # [x]

y definimos las funciones

C(X) = 8J(x)

jeL
AR) = min Ly (), L)

Si la solucién optimal para el problema (2.19), x*, verifica que A(x) = 1,
entonces x* solucién factible para P(a), V ae Ix(T((x))’

Si A(x) =0.v [(x) =0, existe una variable xj, jeL, tal que x}f‘ # [x}‘], y por
tanto se aplica la ramificacion (2.24), V ae In’

Si AX) =1, 0 <n <1, x*¥ es una solucién factible para P(a) en el intervalo
(O,n], intervalo que notaremos If, y no serd optimal para P(o) en el intervalo
(n,1], intervalo que hemos notado In‘

Como se ha indicado, If es la region de valores de o para los que la solucion
obtenida es factible para el problema P(a). Ahora hay que estudiar la

optimalidad del la solucién para P(a), V ae If. Asi mismo habria que estudiar la
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ramificacién y acotacion de la técnica Branch and Bound Voe In‘
Para ello supongamos un problema con region factible cualquiera T(o),

V ael

T(o)
Max Z=c¢c'x
Sical
T () (2.26)
Yae IT((x)

y cuya solucién sea x(T(a)), V ae Ix(T(cx)) (intervalo de valores de o para el

cual existe solucién optimal para el problema (2.26)).
If = {oe Ix(T(oc)) / A(T(x)) = o}

I = {oel / AX(T() < a}

x(T(a)

Suponemos al comienzo del algoritmo una COTA INFERIOR de z(a), z(ct), que es
inicializada con el valor z(a) = -oo, y que ird tomando el valor de la mejor
soluciéon obtenida para o en cada momento, y x(a) cl valor de la variable
asociada a z(o).

Para el intervalo Ix(T(oc))’ para el cual x(T(o)) es optimal para (2.26), se
define w(a) = cx(T(a)), V oe Ix(T(a))' Este es el valor optimal de la funci6n
objetivo para el problema (2.26).

Se estudia el intervalo IW para el que la funcién objetivo, w(at), es mayor que

z(o) y factible para P(o)

IW =it aeIf / w(o) > z(o) }

En este intervalo de valores de o, x(T(a)) es la mejor solucién obtenida hasta

el momento, con lo que cambiard la cota inferior en dicho intervalo, z(a) = w(o)
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