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Capítulo 1IntroduiónEl presente trabajo de investigaión se mara omo objetivo el establei-miento de unas bases para el desarrollo de Sistemas de Gestión de Bases deDatos (SGBDs) que permitan el manejo de informaión imperfeta. Usaremoslos meanismos de la lógia difusa para inorporar diha apaidad para larepresentaión y tratamiento de informaión imperfeta en aquellos SGBD a-tuales que implementan los estándares más reientes de SQL. Estos sistemasse denominan genériamente SGBD objeto-relaionales, por lo que llamaremosSGBD objeto-relaional difuso (SGBDORD) a la extensión on apaidad parael manejo de informaión imperfeta que proponemos en esta memoria.Para ello, este trabajo de investigaión propondrá un modelo de bases dedatos en el que se formalizarán las araterístias anteriormente menionadas,así omo unas herramientas, onretamente un álgebra, que permita al aesoy manipulaión de la informaión representada según diho modelo.Propuesto un modelo de bases de datos adeuado a las pretensiones del pre-sente trabajo de investigaión, se analizará la viabilidad del desarrollo de unsistema de estas araterístias. Este análisis permitirá elegir, de la forma másadeuada a las posibilidades de los sistemas atuales, la aproximaión empleadapara abordar la propuesta. Para ello, en la presente memoria serán analizadoslos preedentes de este tipo de sistemas, realizando un análisis de los mismoson el objetivo de identi�ar las debilidades de éstos. De esta forma, dihasdebilidades podrán ser tenidas en uenta durante el desarrollo de esta investi-gaión, on el �n de obtener soluiones para éstas. Posteriormente, se analizarála evoluión y tendenias atuales de la industria de desarrollo de SGBDs. Te-nidos todos estos aspetos en uenta, omo se analizará en detalle más delante,se propondrá el desarrollo de un SGBDORD en forma de una extensión de unSGBD objeto-relaional lásio. Esta extensión se desarrollará empleando losmeanismos que ofreen este tipo de sistemas, omo son los tipos de usuario ylos operadores de�nidos por el usuario. Finalmente, el anterior estudio derivaráen la implementaión de un prototipo de la propuesta.Generalmente, la adiión a un SGBD de apaidades para la representaióny manipulaión de informaión imperfeta onlleva una disminuión del rendi-miento del mismo. Esta disminuión es debida a la mayor omplejidad en lasoperaiones de manipulaión de este tipo de datos y a la imposibilidad de apliarlos meanismos de aeso lásios para este tipo de datos. Con el objetivo deinrementar el rendimiento de tales sistemas para failitar su inorporaión en3



4entornos de produión, el presente trabajo de investigaión propondrá nuevosmeanismos de aeso diseñados espeí�amente para el tratamiento de datosimpreisos. Además, la onepión de éstos busará el empleo de estruturas deindexado ya existentes en los SGBD lásios para failitar su inorporaión enSGBD objeto-relaiones difusos desarrollados omo la extensión de los primeros.Finalmente, el presente trabajo de investigaión mostrará varias apliaionesprátias de los SGBD objeto-relaiones difusos en diversas áreas. Entre éstas,se inluyen: las áreas de la gestión inmobiliaria, la búsqueda imágenes y lamediina.La propuesta que desribe esta memoria se desglosa mediante los siguientesapítulos:Capítulo 2: Este apítulo introduirá los oneptos previos que se utiliza-rán en el resto de apítulos de la memoria.Capítulo 3: El apítulo realiza un análisis de los preedentes en el áreade la representaión y tratamiento de informaión impreisa en bases dedatos.Capítulo 4: Este apítulo analiza los motivos que fundamentan la presen-taión de la propuesta objeto de este trabajo.Capítulo 5: El apítulo ontiene la propuesta de modelo de bases de datosque ombina las araterístias de los SGBD objeto-relaionales junto onlas apaidades de representaión de datos imperfetos.Capítulo 6: Este apítulo propone un álgebra para manipular la informa-ión representada según el modelo de�nido en el Capítulo 5.Capítulo 7: En este apítulo se detalla la propuesta para el desarrollo deun SGBD basado en el modelo anterior.Capítulo 8: Este apítulo desribe los meanismos de aeso propuestospara inrementar el rendimiento de los SGBDs difusos.Capítulo 9: El apítulo desribe un onjunto de apliaiones prátiasque demuestran la utilidad del prototipo de SGBDORD propuesto en elCapítulo 7.Capítulo 10: Este apítulo presenta la onlusiones extraídas del presentetrabajo, así omo las líneas de trabajos futuras que quedan abiertas apartir del mismo.



Capítulo 2Coneptos Previos2.1. IntroduiónEl presente apítulo está dediado a introduir al letor los oneptos que seutilizarán omo base a lo largo de esta memoria.Para ello, dividiremos el mismo en tres bloques. El primero de los bloquesestá ompuesto por una introduión general a las bases de datos, ya que la pre-sente memoria preisa de iertos onoimientos básios de este área por partedel letor. El segundo bloque está ompuesto por una introduión a la teoríade onjuntos difusos y su derivado, la lógia difusa. Finalmente, el terer bloqueintroduirá el onepto de multionjunto difuso. A lo largo de la presente me-moria, se hará un uso intenso de los oneptos básios inluidos en este últimopar de bloques.2.2. Coneptos generales sobre bases de datosEsta seión presenta brevemente las noiones básias sobre bases de datosque se presuponen en la presente memoria.Para ello, se introduirá el onepto de base de datos y, posteriormente, losdiferentes modelos de bases de datos existentes, así omo la de�niión de sistemade bases de datos que emplearemos a lo largo del presente trabajo.Tras la itada introduión, se examinarán en mayor detalle los modelosde bases de datos más signi�ativos en la atualidad: el Modelo Relaional, elModelo Orientado a Objetos y el Modelo Objeto-Relaional.2.2.1. Conepto de base de datosEn [60℄ se de�ne una base de datos omo se india seguidamente.De�niión 2.1 (Base de datos). Una base de datos es un onjunto de datospersistentes que es utilizado por los sistemas de apliaión de alguna empresadada.Hay dos oneptos lave en la de�niión anterior:Datos: En la de�niión, el onepto de datos se usa de manera amplia, nohaiendo distinión entre datos e informaión, omo haen otros autores.5



6 Coneptos generales sobre bases de datosPor tanto entenderemos omo datos o informaión omo ualquier hehode importania para un determinado individuo.Persistentes: Se die que los datos en la base de datos son persistentes yaque éstos quedarán almaenados en la misma hasta que, de forma explíita,se indique que éstos han de ser eliminados.En la anterior de�niión, se ha de entender el término empresa omo indi-viduo u organizaión on un determinado �n, según la propia interpretaión desu autor.2.2.2. Modelos de bases de datosToda base de datos, omo oleión de datos que es, debe seguir ierta orga-nizaión para los datos que ontiene y iertos meanismos para poder aederde forma ordenada a los datos que ésta almaena. A diha organizaión de losdatos en una base de datos, y a los meanismos de aeso asoiados a ésta, sela denomina modelo de datos.Este onepto se de�ne en la bibliografía [60℄ omo se india a ontinuaión.De�niión 2.2 (Modelo de datos). Un modelo de datos es una de�niión lógi-a, independiente y abstrata de los objetos, operadores y demás que en onjuntoonstituyen la máquina abstrata on la que interatúan los usuarios. Los objetospermiten modelar la estrutura de los datos. Los operadores permiten modelarsu omportamiento.Durante la historia de las bases de datos han ido surgiendo distintos modelosde datos, on propuestas diferentes para la organizaión y aeso a los datos porparte de los usuarios. Un listado de estos modelos, disponible on mayor detalleen [59℄, es el siguiente:Modelo jerárquio: Este modelo propone la organizaión de los datos enforma de jerarquía, de manera tal que, partiendo de un nodo raíz, los datosqueden organizados en forma de árbol a través de relaiones padre-hijo.Debido a esta organizaión jerárquia, el aeso a los datos determinadopor la estrutura en la que éstos quedan organizados, suponiendo esteheho una limitaión en muhos asos. Además de lo anterior, se ha dedestaar la inapaidad del modelo para la representaión de iertos tiposrelaiones múltiples entre los datos, omo las relaiones muhos a uno ymuhos a muhos.Modelo en red: Modelo similar al anterior, en el que se modi�a la inter-relaión entre nodos, haiendo posible que un nodo tenga varios padres y,por tanto, haiendo posible la representaión de relaiones muhos a mu-hos. Esta modi�aión permite la superaión de la prinipal limitaióndel modelo anterior, por lo que hae posible la representaión ualquierrelaión múltiple entre los datos. A pesar de la mejora que supuso, es-te modelo no gozó de popularidad durante muho tiempo, a ausa de ladi�ultad que suponía la loalizaión y extraión de informaión de lasbases de datos en red. Debido a la estrutura, el proeso de loalizaióny extraión debe haerse navegando por las relaiones entre los distintosnodos de la red, lo que haía neesario la implementaión de programasde ierta omplejidad inluso para las onsultas más senillas.



Coneptos Previos 7Modelo relaional: Este modelo está basado en el onepto matemátiode relaión y, en la atualidad, es el más popular y utilizado. Se ha dedestaar del mismo que ofree un maro para el aeso senillo a los datos.Postergaremos el análisis del mismo hasta la siguiente seión.Modelo orientado a objetos: El modelo orientado a objetos fue introduidoen el ámbito de las bases de datos on el objetivo de ofreer apaidades derepresentaión y manejo de informaión de manera más senilla e intuitivapara el usuario, resolviendo así iertos problemas que el modelo relaio-nal no era apaz de resolver de forma senilla. En seiones posterioresprofundizaremos en diho modelo, donde se analizará éste en más detalle.Modelo objeto-relaional: El modelo objeto-relaional pretende unir lasventajas del modelo relaional (aeso senillo a la informaión), juntoon las ventajas de modelo orientado a objetos (potentes apaidades demodelado). De esta forma, se pretende ontrarrestar las desventajas ysumar las ventajas de ambos modelos. Más adelante, profundizaremos eneste modelo.Finalmente, a partir del onepto de modelo de datos, podremos de�nir unSistema de Gestión de Bases de Datos (SGBD) omo una apliaión informátiaque implementa en un sistema informátio la máquina abstrata de�nida por elmodelo de datos determinado.2.2.3. Bases de datos relaionalesLas bases de datos relaionales son bases de datos que emplean el modelorelaional omo modelo de datos.Se podría deir que, lo que las bases de datos pueden ser vistas omo unaoleión de hehos iertos, a partir de los uales es posible inferir otros hehosadiionales mediante la ejeuión de onsultas sobre diha base de datos. Unheho ierto es lo que se denomina en lógia lásia proposiión verdadera.Las bases de datos relaionales, manejan de forma muy direta e intuitivala representaión y reuperaión de estas proposiiones verdaderas y, de heho,el modelo de datos relaional es toda una teoría formal derivada de la teoría deonjuntos y la lógia de prediados de primer orden.Esta onjunión de simpliidad en la representaión y aeso a los datos,así omo el respaldo matemátio del modelo, han llevado a las bases de datosrelaionales a ser uno de los modelos más populares, implementados y estudiadostanto en el mundo aadémio omo empresarial.2.2.3.1. Modelo relaionalEl Modelo Relaional fue propuesto en 1970 por el dotor E.F. Codd, inves-tigador de los laboratorios de IBM en San José (California), siendo publiada supropuesta iniialmente en [48℄. Diho modelo surgió omo un intento de simpli-�ar la estrutura de las bases de datos, que llegaba a ser demasiado omplejaen otros modelos, y se popularizó rápidamente onsolidándose omo el modelogeneral de la inmensa mayoría de las bases de datos.En el modelo relaional se estableen tres aspetos fundamentales para lasbases de datos basadas en él: la estrutura de los datos, la integridad de los



8 Coneptos generales sobre bases de datosdatos y la manipulaión de los datos. A ontinuaión, detallaremos ada uno delos itados aspetos.Estrutura de los datos.El modelo relaional propone agrupar todos los datos o hehos iertos, re-ferentes a un tipo de entidad, o de interrelaión entre entidades, en lo que seonoe omo relaión. Una relaión no es más que un onjunto tuplas. Dihasrelaiones suelen ser representadas de forma omún e intuitiva omo tablas.Cada tupla de la relaión se referirá a una entidad onreta del tipo querepresenta diha relaión. Las tuplas son representadas omúnmente omo �lasde las tablas que representan las relaiones.Cada tupla ontendrá una serie de valores orrespondientes a los atributos dela relaión. Cada uno de estos atributos es la informaión onreta que deseamosalmaenar de ada una de las entidades representadas por las tuplas.Cada valor orrespondiente a un atributo deberá perteneer al dominio aso-iado a diho atributo. Los atributos de una relaión suelen ser representadosomo las olumnas de la tablas.El siguiente ejemplo ilustra los anteriores oneptos.Ejemplo 2.1. Supongamos una base de datos que, entre otros, almaene datossobre ohes.Los datos relativos a los ohes estarán agrupados en la tabla �ohes�. Dihatabla tendrá asoiada una �la que representará ada ohe sobre el que tenemosdatos, y poseerá tantas olumnas omo araterístias de los ohes queramosrepresentar. Por ejemplo, �matriula� (en el dominio de las adenas de ara-teres), �puertas� (en el dominio de los números naturales), et.Dde manera más formal, se de�nen los elementos que onforma la estruturade una base de datos relaión omo se india a ontinuaión.De�niión 2.3 (Atributo). Llamaremos Atributo a ada una de las arate-rístias importantes y propiedades que tiene ualquier tipo de entidad, o inter-relaión entre entidades, y que son almaenadas en la base de datos.De�niión 2.4 (Dominio). Llamaremos Dominio al onjunto de todos los valo-res posibles que puede tomar un atributo. Por tanto, todos los atributos tendránun dominio asoiado.De�niión 2.5 (Tupla). Llamaremos Tupla al onjunto de todos los valoresonretos de todos los atributos de una determinada entidad o interrelaiónentre entidades.De�niión 2.6 (Valor del dominio). Llamaremos Valor del Dominio a un valoronreto de un atributo onreto de una tupla.De�niión 2.7 (Relaión). Llamaremos Relaión al onjunto onstituido pordos partes llamadas abeera y uerpo.La abeera es un onjunto �jo de pares atributo-dominio de�nido omose india en la Euaión 2.1, donde ada atributo Aj se orresponde exa-tamente on el dominio subyaente Dj on j = 1, 2, . . . , n, siendo estosdominios no neesariamente distintos.
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{(A1 : D1), (A2 : D2), . . . , (An : Dn)} (2.1)El uerpo onsta de un onjunto de tuplas, donde ada tupla onsiste enun onjunto de n pares atributo-valor de la forma que se india en laEuaión 2.2, donde i = 1, 2, . . . ,m, siendo m el número de tuplas queontiene la relaión.
{(A1 : vi1), (A2 : vi2), . . . , (An : vin)} (2.2)Obsérvese que, para ada atributo Aj , existe un par atributo-valor (Aj :

vij) donde vij es el Valor de Dominio del atributo Aj perteneiente aldominio Dj de la tupla i-ésima.Integridad de los datos.Con respeto a la integridad de los datos, el modelo relaional introdueun par oneptos y establee dos reglas para asegurar un aeso unívoo yonsistente. Éstos son los siguientes:Clave primaria: Es un atributo o onjunto de atributos uya ombinaiónde valores identi�an de forma unívoa una tupla en una relaión.Clave externa: Es un atributo, o onjunto de atributos, que ontiene unvalor presente en la lave primaria de otra relaión. Las laves externaspermiten que una tupla de una relaión pueda ontener referenias a tuplasen otras relaiones.Adiionalmente, el modelo relaional establee un importante onepto, elvalor nulo. Todo atributo podrá ontener el valor nulo, independientemente deldominio asoiado a éste. Diho valor nulo se interpreta de dos formas posibles:Desonoimiento: No se onoe el valor de un atributo para una determi-nada tupla. Por ejemplo, la edad de una persona puede ser desonoida.Inapliabilidad: El atributo no es apliable para la entidad representada.Por ejemplo, el nombre de la esposa para un soltero.Estos oneptos previos nos permiten formular las reglas de integridad, a lasque nos referíamos en el iniio de este apartado, de la forma siguiente:Integridad de entidad: Toda entidad, representada omo una tupla en unarelaión, debe de ser distinguible de forma unívoa. Para ello toda relaióndeberá tener de�nida una lave primaria válida, quedando prohibido quealgún atributo que forme parte de diha lave primaria ontenga el valornulo.Integridad referenial: Si una relaión ontiene una lave externa, los va-lores de diha lave deben oinidir on los valores presentes en la laveprimaria de la relaión que referenia o ser todos nulos.



10 Coneptos generales sobre bases de datosLas anteriores reglas garantizan un estado onsistente de la base de datos.La primera de ellas asegura que toda entidad almaenada en la base de datospuede ser aedida de forma unívoa onoiendo el valor de su lave primaria yla relaión a la que pertenee. En lo que respeta a la segunda, ésta garantizaque sea imposible la existenia de una referenia a una entidad que no sea partede la base de datos.Además de las anteriores reglas, el modelo relaional permite la imposiiónde reglas adiionales por parte de los usuarios o diseñadores de bases de datos.Estas reglas, llamadas reglas de negoio, permiten importer iertas restriionesa los datos que no son posibles de expresar empleando solamente el modelológio, y que son eseniales para el mantenimiento de la integridad y ohereniade la base de datos. Por ejemplo, en el ontexto empleado en el Ejemplo 2.1, sepuede de�nir la regla que haga obligatorio que el atributo �número de puertas�de la relaión �ohes� sólo pueda ontener los valores 3 o 5.Manipulaión de los datos.Como meanismos de manipulaión del modelo relaional, Codd [49℄ propusoel álgebra relaional y el álulo relaional.El álgebra relaional es un lenguaje proedural para la manipulaión de re-laiones, mediante el ual se indian qué operaiones se han de apliar sobrelas relaiones de la base de datos para obtener el resultado que busamos, esdeir, ómo onstruir el resultado que busamos. Éste es un lenguaje formal queposee una serie de operadores que se aplian sobre una o varias relaiones paraofreer omo resultado otra relaión. El heho de que tanto los operandos omolos resultados sean relaiones permite el anidamiento de dihos operadores onel objeto de obtener omo resultado �nal la relaión que busa el usuario. En[60, 144℄, donde se pueden enontrar más detalles sobre éste lenguaje, se indi-an ino operadores fundamentales (seleión, proyeión, produto artesiano,unión y diferenia) y tres operadores no fundamentales (reunión, interseión ydivisión), pudiendo estos tres últimos ser expresados a partir de los operadoresfundamentales.El álulo relaional, en ontraste on el álgebra relaional, es un lenguajede onsulta no proedural basado en el álulo de prediados de primer orden,mediante el ual el usuario expresa la relaión que desea obtener omo resultadode la onsulta. Por tanto, el usuario de�ne la informaión que desea obtener dela base de datos, sin neesidad de espei�ar qué operaiones han de haersesobre las relaiones existentes en diha base de datos para obtener la itadainformaión.Existen dos aproximaiones al álulo relaional, llamadas álulo relaionalde tuplas, propuesto iniialmente por Codd [49℄, y álulo relaional de dominios,propuesto por Laroix y Pirotte en 1977 [89℄, en el que se sustituyen las variablesde tupla por variables de dominio.Ambos métodos para la manipulaión de relaiones, el álgebra y el álulorelaional, son equivalentes. Esto signi�a que ualquier relaión obtenida omoresultado del empleo de los operadores del álgebra relaional se podrá obtenerhaiendo uso de los operadores del álulo relaional, tanto de tuplas omo dedominios, y vieversa. Ullman [144℄ propuso el proedimiento para la transfor-maión de una expresión en álgebra relaional a álulo relaional, ya sea detuplas o de dominios, y vieversa.



Coneptos Previos 11Cualquier lenguaje de onsulta sobre bases de datos relaionales alternativoa los anteriores se ali�a omo relaionalmente ompleto si ofree, omo míni-mo, la potenia que del álgebra o el álulo relaional. Nótese que la ondiiónanterior es de mínimos, ya que es omún que los lenguajes de onsulta alter-nativos relaionalmente ompletos ofrezan mayor potenia, de tal forma quese permita al usuario una mayor failidad de uso y apaidad de obtenión deresultados omplejos.2.2.3.2. Lenguaje SQLHoy en día, SQL (Strutured Query Language) es el lenguaje estándar paratrabajar on bases de datos relaionales y está soportado, en general en formade dialetos, prátiamente por todos los produtos del merado.En lenguaje SQL está dividido, según la funionalidad de sus sentenias, enlos dos sublenguajes siguientes:DDL (Data De�nition Language): Es el onjunto de sentenias que nospermiten la de�niión, alteraión y eliminaión de las estruturas que on-tendrán los datos, es deir, las tablas y vistas.DML (Data Manipulation Language): Este sublenguaje ontiene el sub-onjunto de las sentenias que nos permiten manipular los datos en la basede datos. Estas sentenias permitirán la onsulta, inserión y borrado dedihos datos.DCL (Data Control Language): Este último subonjunto del SQL ontienela sentenias que permiten al administrar los derehos de aeso a los datos.La historia de SQL es extensa. Después de que E.F. Codd publiara el ar-tíulo que supuso el naimiento del modelo relaional, omenzó la investigaiónen los laboratorios de IBM en San José (California), sobre un lenguaje queimplementase diho modelo. En 1974, Donald Chamberlin y otros investigado-res de diho entro de�nieron el lenguaje SEQUEL (Strutured English QueryLanguage) [42℄, basado un lenguaje anterior llamado SQUARE [125℄, on unasintaxis de estilo maradamente matemátio. Diho lenguaje fue implementadoen el prototipo SEQUEL-XRM entre 1974 y 1975.Los experimentos on diho prototipo ondujeron, entre 1976 y 1977, a unarevisión del lenguaje llamada SEQUEL/2 [43℄ que, por motivos legales, ambióde nombre posteriormente onvirtiéndose en SQL.Un nuevo prototipo desarrollado en 1977, System R, fue el primero en im-plementar el lenguaje ya onoido omo SQL. Diho prototipo, que aun no seomerializaba, fue empleado internamente en IBM durante algún tiempo, asíomo por parte de algunos lientes seleionados, antes de la inorporaión dediha tenología en produtos omeriales. El éxito osehado por el prototipoanimó a otras ompañías a desarrollar sus propios produtos relaionales ba-sados en SQL, omo Relational Software (atualmente onoida omo Orale)y Sybase. El omienzo de la venta de los primeros produtos relaionales porparte de IBM fue en 1981, ulminando on la apariión de DB/2 en 1983.El éxito de los produtos basados en SQL, onvirtió a éste en un estándarindustrial de fato que pronto se onvertiría en un estándar de jure. En 1986,ANSI (Amerian National Standards Institute) publió el estándar SQL-86, que



12 Coneptos generales sobre bases de datosera básiamente el dialeto IBM de SQL. Un año más tarde, en 1987, dihoestándar fue aeptado por ISO (International Standards Organization). Durantelos siguientes años fueron apareiendo propuestas para la mejora y modi�aiónde SQL-86 resultando en la publiaión de un nuevo estándar denominado SQL-89 y, más tarde, en una revisión ompleta denominada SQL-92.Posteriormente a la publiaión de SQL-92, fueron surgiendo de forma pau-latina nuevas adiiones pariales. En 1995 fue publiada la propuesta SQL/CLI(Call-Level Interfae) onoida omo CLI-95, que de�ne una interfaz de pro-gramaión de apliaiones (API, del inglés Appliation Programming Interfae),para el aeso a bases de datos relaionales. En 1996 se publió SQL/PMS (Per-sistent Stored Module) onoida omo PMS-96, que de�nía la sintaxis de laextensión proedural de SQL para espei�ar la lógia de módulos almaenadosen el servidor de bases de datos (en otras palabras, proedimientos y funionesejeutables en el servidor). La última adiión, publiada en 1998, onoida omoSQL/OLB o OLB-98, espei�ó los meanismos de inrustaión de senteniasSQL en programas esritos en lenguaje Java.Finalmente, en 1999, se agruparon las adiiones menionadas anteriormenteen la versión del estándar onoida informalmente omo SQL3. Diha versiónfue publiada bajo la denominaión más formal de SQL:1999. Además de agru-par y onsolidar las adiiones hehas al estándar SQL tras SQL-92, SQL:1999inorpora nuevas araterístias, denominadas objeto-relaionales, que serán o-mentadas en mayor detalle más adelante en el presente apítulo.Tras la versión SQL:1999, se han publiado versiones adiionales que aña-den diversa funionalidad a este. La versión denominada SQL:2003 modi�a elestándar SQL:1999 para añadir, omo inorporaión más relevante, la posibili-dad de manejo de datos XML (Extensible Markup Language). Seguidamente, laversión SQL:2006 modi�a a la anterior para profundizar en el manejo de datosXML. Finalmente, la versión SQL:2008 supone una adiión a su anteesora parainorporar al estándar algunas araterístias funionales (omo la posibilidadde emplear disparadores para gestionar las modi�aiones sobre vistas) muypopulares en distintos SGBD.2.2.3.3. Evoluiones del modelo relaionalDesde la proposiión del modelo relaional hasta la introduión del nuevoparadigma de los modelos orientados a objetos (que serán estudiados a onti-nuaión), se realizaron propuestas para la mejora del mismo a �n de reduir lasdesventajas que se evideniaron tras su adopión en innumerables apliaiones.De entre las diferentes propuestas, podemos destaar las relaiones anidadas ylas multirrelaiones.Relaiones anidadas.Uno de los fatores más relevantes que han ontribuido al éxito del modelorelaional es que éste proporiona un soporte satisfatorio para las neesidadestípias en apliaiones de gestión empresarial. Este tipo de apliaiones manejangrandes antidades de datos on una estrutura relativamente simple, para losuales, el modelo relaional resulta efetivo y e�iente, así omo muy potenteen lo que re�ere a sus apaidades de onsulta.El éxito del modelo relaional en el ampo empresarial estimuló la adop-ión de la tenología de bases de datos relaionales en ampos distintos omo,



Coneptos Previos 13por ejemplo, CAD (Computer Aided Design), CAM (Computer Aided Manu-faturing), CASE (Computer Aided Software Engineering), GIS (GeographiInformation Systems), apliaiones médias y ientí�as, almaenamiento y re-uperaión de multimedia, etétera. No obstante, pronto se hizo patente queel modelo relaional no es adeuado para el manejo de los datos y relaionesomplejos que son neesarias en este tipo de apliaiones.Una de las primeras propuestas para soluionar la anterior situaión es elmodelo de relaiones anidadas [136℄. Este modelo parte de la base del modelorelaional, extendiendo el mismo para permitir que los valores de los atribu-tos sean, a su vez, relaiones. De esta forma, se permite el anidamiento de unasrelaiones en otras, dando un soporte más adeuado para datos y relaiones om-plejos. La extensión que el modelo de relaiones anidadas hae sobre el modelorelaional implia la rotura que impone la Primera Forma Normal [48℄ de esteúltimo, por lo que también se onoe al modelo relaional anidado omo modeloNF2 (Non First Normal Form) y a las relaiones anidadas omo relaiones NF2.Las relaiones NF2 se manipulan on el mismo onjunto de operadores delálgebra relaional, añadiendo a éste los operadores de anidaión y desanidaión.Este par de nuevos operadores permiten que el juego de operadores relaionalespuedan ser apliados sobre las relaiones anidadas. Su funionamiento es simple,el operador de desanidaión redue en un nivel las apas de anidamiento de unarelaión anidada, mientras que el operador de anidaión realiza la operaiónontraria. Dado un atributo a de una relaión r uyos valores son, a su vez,relaiones, al apliar el operador de desanidaión sobre el mismo se obtiene unanueva relaión, notada omo µa(r), en que las tuplas de ada relaión anidadase onatenan on la tupla que las ontiene (operaión equivalente a una suertede produto relaional entre ada tupla y las tuplas de la relaión anidada queésta ontiene). Por su parte, el operador de anidaión funiona omo una espeiede operador de división. Dado un onjuntos de atributos a1, a2, . . . , an de unarelaión r y un nuevo nombre de atributo a, el anidamiento de los atributos en
a1, a2, . . . , an de r en a resulta en una relaión, notada omo νa=(a1,a2,...,an)(r),en la que todas las tuplas on valores similares para los atributos de r exluyendolos atributo a1, a2, . . . , an son agrupadas en una únia tupla. Diha tupla tendráun nuevo atributo denominado a uyo valor será una relaión en la que estaránontenidos los valores de los atributos a1, a2, . . . , an para las tuplas de r queésta agrupa.El siguiente ejemplo ilustra el onepto de relaión anidada y el funiona-miento de los operadores de anidaión y desanidaión.Ejemplo 2.2. Supongamos que disponemos de una relaión anidada similar ala mostrada en la Tabla 2.1. Ésta relaión, que denominaremos c, ontiene losdatos relativos a las oleiones de libros de una editorial. En ella, se puedeapreiar que los valores del atributo Libro son relaiones anidadas. A su vez,éstas inluyen relaiones anidadas omo valores del atributo Capítulos.El resultado de apliar sobre c el operador de desanidaión para el atributoLibros, es una relaión, notada omo µLibros(c), de la forma que se india en laTabla 2.2. Si, sobre esta nueva relaión que denominaremos d, desanidamos elatributo Capítulos, el resultado es la relaión que se muestra en la Tabla 2.3.Por simpliidad, denominaremos a esta última relaión omo e.Hehas estas transformaiones, podemos reuperar la relaión c original apli-ando el operador de anidaión. Conretamente, obtendremos que se umple



14 Coneptos generales sobre bases de datosColeión LibroTítulo Preio CapítulosNúmero Título del CapítuloCol1 Lib1 18 1 Cap12 Cap23 Cap34 Cap4Lib2 25 1 Cap52 Cap63 Cap7Col2 Lib3 18 1 Cap82 Cap9Tabla 2.1: Cabeera y uerpo de cColeión Título Preio CapítulosNúmero Título del CapítuloCol1 Lib1 18 1 Cap12 Cap23 Cap34 Cap4Col1 Lib2 25 1 Cap52 Cap63 Cap7Col2 Lib3 18 1 Cap82 Cap9Tabla 2.2: Cabeera y uerpo de µLibros(c)Coleión Título Preio Número Título del CapítuloCol1 Lib1 18 1 Cap1Col1 Lib1 18 2 Cap2Col1 Lib1 18 3 Cap3Col1 Lib1 18 4 Cap4Col1 Lib2 25 1 Cap5Col1 Lib2 25 2 Cap6Col1 Lib2 25 3 Cap7Col2 Lib3 18 1 Cap8Col2 Lib3 18 2 Cap9Tabla 2.3: Cabeera y uerpo de µCapítulos(d)



Coneptos Previos 15Preio CapítulosNúmero Título del Capítulo18 1 Cap12 Cap23 Cap34 Cap425 1 Cap52 Cap63 Cap718 1 Cap82 Cap9Tabla 2.4: Cabeera y uerpo de fPreio Número Título del Capítulo18 1 Cap118 2 Cap218 3 Cap318 4 Cap425 1 Cap525 2 Cap625 3 Cap718 1 Cap818 2 Cap9Tabla 2.5: Cabeera y uerpo de µCapítulos(f)la igualdad νCapítulos=(Número,Título del Capítulo)(e) = d y, de la misma forma,
νLibro=(Título,Preio,Capítulos)(d) = c.El uso de los operadores de anidaión y desanidaión implia la neesidaddel tratamiento de un problema que ha sido estudiado ampliamente en la bi-bliografía: la omplementaión de los operadores de anidaión y desanidaión.En primer lugar, se ha de notar que los operadores de anidaión y des-anidaión no son omplementarios en ualquier aso. Emplearemos el siguienteejemplo para ilustrar este heho.Ejemplo 2.3. Supongamos que partimos de una relaión, que denominaremos
f , de la forma que se india en la Tabla 2.4. Obsérvese que ésta es una proye-ión de la relaión d, desrita en el Ejemplo 2.2.Si apliamos sobre la relaión f el operador de desanidaión para el atributoCapítulos, obtendremos la relaión que se muestra en la Tabla 2.5. Denomina-remos a esta última relaión omo g.Al apliar el operador de anidaión sobre g para obtener una relaión equi-valente a f , se obtiene la relaión que se muestra en la Tabla 2.6. Obsérveseque, ontrariamente a lo esperado, ésta relaión, que denominaremos h, no esequivalente a la relaión f . Este resultado es debido a que, una vez desanidada



16 Coneptos generales sobre bases de datosPreio CapítulosNúmero Título del Capítulo18 1 Cap12 Cap23 Cap34 Cap41 Cap82 Cap925 1 Cap52 Cap63 Cap7Tabla 2.6: Cabeera y uerpo de νCapítulos=(Título,Preio,Capítulos)(f)la relaión f , no es posible distinguir aquellas tuplas en g que proeden de lastuplas primera y terera (según el orden en que se muestran en la Tabla 2.4)de f . Como se indió anteriormente, el operador de anidaión agrupa, en unamisma tupla, todas las tuplas de la relaión sobre el que se aplia uyo valorpara los atributos no partiipantes en el proeso de anidaión es igual.Para asegurar que los operadores de anidaión y desanidaión son omple-mentarios, propiedad deseable para manipular a ualquier nivel las relaionesanidadas on los operadores relaionales, se propone en la bibliografía la de�-niión de diversas formas normales para la relaiones anidadas [112℄. La másgeneral y aeptada es la forma normal denominada forma normal de partiio-nes (FNP) [129℄. Ésta restringe las relaiones NF2 a aquellas que poseen unalave primaria en la que no forma parte ningún atributo que toma omo valo-res relaiones anidadas. Dadas las ualidades tan deseables del subonjunto derelaiones NF2 en FNP, ha sido posible el desarrollo de un álgebra formal paralas mismas [129℄, lo que permite la optimizaión de sus expresiones de formaequivalente al álgebra relaional lásia [96, 80℄.Además del problema de la omplementaión de los operadores de anidaióny desanidaión en relaiones NF2 genérias, se ha estudiado ampliamente laomplementaión de éstos en presenia de valores ausentes uya semántia aso-iada india la inexistenia del valor para atributos uyos valores son relaionesanidadas [92, 174℄.Los valores inexistentes pueden modelarse de forma natural, en el ámbitode los modelos NF2, omo relaiones anidadas vaías. El problema llega uandose aplia sobre los mismos el operador de desanidaión. Al apliar el omporta-miento habitual del operador de desanidaión, las tuplas que tengan omo valordel atributo a desanidar una relaión vaía no tendrán orrespondenia en larelaión resultante, ya que el produto de ada tupla on sus tuplas anidadas(ninguna en este aso) produe un resultado vaío. Este problema se torna aúnmás evidente uando, al apliar el operador de anidaión para reonstruir larelaión original, no es posible reuperar las itadas tuplas.La soluión más ampliamente aeptada para este problema es permitir laequivalenia de las relaiones vaías on una relaión que ontiene una úniatupla uyos atributos tienen asoiado omo valor un valor ausente de semántia



Coneptos Previos 17inexistente [130, 93, 131℄. Esto permite la presenia, en la relaión resultante deun proeso de desanidaión, de las tuplas on valor inexistente para el atributopartiipante en la desanidaión, así omo la reonstruión de la relaión ori-ginal mediante la apliaión de la operaión de anidaión omplementaria. Noobstante, se ha de tener en uenta que ésta soluión impide que se puedan dis-tinguir los asos en que el valor de un atributo que ontiene relaiones anidadases inexistente o posee una relaión on una únia tupla en que los valores paratodos sus atributos son valores inexistentes.Multirrelaiones.A pesar de que en el modelo relaional las relaiones son modeladas omoonjuntos, la mayoría de los SGBD basados en éste y sus lenguajes de onsulta(por ejemplo, SQL) admiten que en las relaiones puedan existir múltiples ou-rrenias de una determinada tupla. Esta diferenia entre el modelo relaional ysus implementaiones se origina por motivos prátios. Con objeto de inremen-tar el rendimiento en el proesamiento de onsultas de los SGBDs, se permite laexistenia de dupliados en las relaiones, ya que su eliminaión puede resultaruna tarea muy ostosa en grandes bases de datos.Lo que, en un prinipio, pudo ser una arenia en las implementaión delmodelo relaional, se ha onvertido en una ventaja que inrementa la apai-dad expresiva tanto de las implementaiones omo de los lenguajes de onsultaque la soportan, ofreiendo ventajas en ampos de apliaión omo sistemas dereuperaión de informaión [111℄ o minería de datos [90℄.Estas ventajas han inentivado la investigaión para proveer unos funda-mentos teórios sólidos, similares a los del modelo relaional, para el aso derelaiones en que se admiten dupliados [76, 90℄. Este nuevo tipo de relaio-nes, de nominadas multirrelaiones [83℄, se modelan empleando multionjuntos(estruturas similares a los onjuntos que admiten dupliados, que serán intro-duidas on mayor detalle en la Seión 2.4 del presente apítulo) para permitirla menionada multipliidad de tuplas.2.2.4. Bases de datos orientadas a objetosLas bases de datos orientadas a objetos fueron propuestas omo respuestaante iertos problemas, ante los uales, las bases de datos relaionales no eranapaes de dar respuestas adeuadas. Dihos problemas fueron, prinipalmente,los siguientes:Di�ultad de modelado: Los elementos presentes en los problemas reales,normalmente omplejos e interrelaionados, no suelen ser modelados onfailidad empleando el modelo relaional. Como soluiones alternativasfueron apareiendo nuevos modelos de datos, llamados modelos semánti-os, que permitían modelar la realidad de forma más direta ada vez. Unode estos primeros modelos de datos post-relaional fue el modelo Entidad-Relaión, propuesto por Chen en 1976. Diho modelo ha sido empleadoomo herramienta para el diseño de bases de datos relaionales, ya queéste puede ser trasladado on failidad al modelo relaional. Atualmente,el modelado orientado a objetos es uno de los más potentes y aeptados,ya que permite modelar la realidad de una forma próxima y menos rígida.



18 Coneptos generales sobre bases de datosPoa adeuaión del modelo de datos relaional a las neesidades de lasnuevas apliaiones: Como se ha omentado anteriormente, on el pasode tiempo, han ido surgiendo nuevas apliaiones apoyadas en sistemasde bases de datos, omo CAD, CAM, CASE, GIS, etétera. Con dihasapliaiones, los sistemas de bases de datos relaionales tienden a inurriren problemas, omo la falta de e�ienia en la reuperaión de datos y ladi�ultad de modelado de dihos datos empleando el modelo relaional.Ine�ienia en los serviios de persistenia ofreidos a las apliaiones pro-gramadas en lenguajes orientados a objetos: En la atualidad la mayorparte de las apliaiones son desarrolladas empleando lenguajes orienta-dos a objetos y, por tanto, las entidades que manipulan las apliaionesson objetos. Cuando las apliaiones neesitan haer persistentes esos ob-jetos para un uso futuro, deben audir a los serviios de bases de datosrelaionales, por lo que se hae neesario una onversión entre las estru-turas de dihos objetos y las disponibles en la base de datos relaional(tuplas). Igualmente, uando se desea reuperar un objeto desde la basede datos, es neesario realizar el proeso inverso. Este mapeo de objetosen relaiones provoa, en ierta medida, un desenso en el rendimientode las apliaiones, así omo la inevitable neesidad de añadir una apaadiional al software. Diho problema es onoido en la literatura omo�Objet-Relational Impedane Mismath�.Los problemas señalados anteriormente motivaron la proposiión de un nue-vo tipo de bases de datos basadas en modelos orientados a objetos. Una de lasprimeras y más importantes propuestas que plantearon seriamente los funda-mentos de las bases de datos orientada a objetos fue el doumento onoidoomo �The Objet Oriented Manifesto� [4℄ esrito por Atkinson. En diho dou-mento, se de�ne qué araterístias debe poseer una base de datos orientadas aobjetos para ser onsiderada omo tal y uáles son las araterístias opionalesque sería deseable que inluyesen.Una base de datos orientada a objetos debe integrar las apaidades del pa-radigma orientado a objetos junto on las apaidades que proporiona una basede datos, obteniendo así una ombinaión de los bene�ios de ambos elementos.El paradigma de orientaión a objetos ofreerá las siguientes araterístias:Tipos de datos abstratos.Herenia.Identidad de objetos.Por su parte, omo base de datos deberá de ofreer las usuales araterístiassiguientes:Persistenia.Conurrenia.Transaiones.Reuperaión ante fallos.



Coneptos Previos 19Failidades de onsulta.Versionado.Integridad.Seguridad.Rendimiento.Hasta la feha, se han seguido diferentes aproximaiones para la implementa-ión de bases de datos que inorporasen las apaidades del paradigma orientadoa objetos. Dihas aproximaiones, reogidas en [82℄, son las siguientes:1. La reaión de un nuevo modelo/lenguaje de base de datos: Esta alterna-tiva, la más agresiva, onsiste en rear un nuevo lenguaje, derivado de unmodelo de datos orientado a objetos, junto on el desarrollo de un sistemade base de datos orientada a objetos que implemente diho lenguaje. Lamayoría de los proyetos de investigaión sobre bases de datos orientadasa objetos han optado por ésta alternativa.2. Extensión de un lenguaje de bases de datos inorporando las apaidadesdel paradigma de orientaión a objetos: La estrategia seguida onsiste eninorporar a lenguajes lásios de bases de datos, omo puede ser SQL, loselementos neesarios que permitan disfrutar de las araterístias ofreidaspor el paradigma orientado a objetos. Esta es la estrategia seguida por laindustria de desarrollo de bases de datos relaionales omeriales, omoson Orale, IBM, Informix y Borland.3. Extensión de un lenguaje de programaión orientado a objetos inorporan-do apaidades de bases de datos: Esta aproximaión pretende introduirapaidades de bases de datos dentro de lenguajes orientados a objetosexistentes. El ejemplo más onoido es la extensión del lenguaje Small-talk, llamada OPAL, que inluye la base de datos orientada a objetosGemStone.4. Desarrollo de biblioteas extensibles que proporionen una gestión de da-tos orientada a objetos: Muhos fabriantes de bases de datos orientadosa objetos, omo Ontos y Versant, on sus librerías para C++, optaronpor esta estrategia. Simplemente, se proporionan iertas librerías que su-ministran serviios de persistenia, así omo métodos para la gestión detransaiones y demás araterístias de las bases de datos.5. Inrustar estruturas de lenguajes de bases de datos orientadas a objetosen lenguajes de programaión onvenionales: La propuesta de inrustarlenguajes de bases de datos en ódigo de lenguajes de programaión fuemuy bien aeptada. En el aso de SQL ésta fue ampliamente empleada,existiendo sistemas que permiten inrustar sentenias SQL en ódigo C,FORTRAN, Ada, et. En el ámbito de las bases de datos orientadas aobjetos, el ejemplo más signi�ativo es O2 [6℄, que proporiona apaidadesde inrustaión de sentenias en ódigo C (llamado CO2) y Basi.



20 Coneptos generales sobre bases de datos6. Desarrollo de apliaiones espeí�as on sistemas de gestión de bases dedatos orientados a objetos ad-ho: Como última aproximaión, tambiénbastante extendida, se puede onsiderar la reaión de iertos serviiosde persistenia para una apliaión onreta. Estos serviios, a pesar deno onstituir una base de datos orientada a objetos de propósito general,ofreen las failidades propias de las bases de datos orientadas a objetosque la apliaión requiere.2.2.5. Comparativa de modelosA ontinuaión, se realiza una omparativa no exhaustiva entre bases dedatos relaionales y bases de datos orientadas a objetos. En ésta, se enumeraránlas ventajas y desventajas que presentan los itados modelos.En primer lugar, enumeraremos las ventajas del modelo orientado a objetoson respeto al modelo relaional. Éstas son las siguientes:1. Representaión adeuada de objetos omplejos: Las bases de datos orientasa objetos aeptan los objetos omplejos de forma natural. Las bases dedatos relaionales, en ambio, permiten la representaión de dihos objetosempleando un número elevado de relaiones (al menos tantas omo elnúmero de omponentes de la jerarquía de omposiión del objeto) lasuales deben ser reunidas por el sistema de gestión de bases de datos parapermitir el aeso a los subomponentes del objeto, lo que provoa unlaro desenso del rendimiento.2. Jerarquías de lases: La forma natural de presentar los datos del mundoreal suele ser el empleo de jerarquías. Dihas jerarquías se asumen deforma direta en el modelo orientado a objetos. Los modelos relaionales,en ambio, no disponen de formas de representaión direta para éstas yno aeptan el tratamiento semántio de las mismas.3. Eliminaión del problema de impedania objeto-relaional: Como se indi-ó anteriormente, las bases de datos orientas a objetos pueden almaenarde forma direta los elementos on las que suelen trabajar las apliaionesdesarrolladas on lenguajes de terera generaión, los objetos. Esta apa-idad evita la perdida de rendimiento que supone la onversión de dihosobjetos en tuplas, operaión neesaria en el aso que se empleen bases dedatos relaionales.4. Alta apaidad para de�nir restriiones sobre los datos y la manipula-ión de los mismos: Debido a que el modelo orientado a objetos inluyemétodos para la manipulaión del estado de los objetos, diho proesode manipulaión puede ser ontrolado de la forma deseada por el usuariomediante la espei�aión, en forma proedural, de los proedimientos demodi�aión de los objetos.Por otra parte, las desventajas de las bases de datos orientadas a objetossobre las bases de datos relaionales son las siguientes:1. Debilidad ante ambios en el esquema: En las bases de datos relaionales,añadir, modi�ar o eliminar una tabla no suele tener reperusión ningu-na sobre las apliaiones que trabajan sobre ésta. En una base de datos



Coneptos Previos 21orientada a objetos, añadir, modi�ar o eliminar lases suele requerir mo-di�aiones en las lases de la apliaión que interatúan on las instan-ias de las lases modi�adas. Estas modi�aiones en la base de datosnormalmente haen neesario una reompilaión integra de la apliaión.Adiionalmente, se añade la neesidad de la adaptaión de las instaniasya existentes en la base de datos, perteneientes a las lases modi�adas,a las nuevas de�niiones de dihas lases. Esto último puede suponer unlargo tiempo de proesamiento en funión del tamaño de la base de datos.2. Dependenia del lenguaje: Los datos de las bases de datos relaionales sonaesibles desde ualquier apliaión de forma prátiamente independien-te al lenguaje de programaión on el que haya sido desarrollada ésta. Enambio, las bases de datos orientadas a objetos normalmente están fuerte-mente ligadas a un lenguaje de programaión orientado a objetos onretopor medio de la API de aeso a las mismas. Esto signi�a que la base dedatos sólo puede ser aedida desde apliaiones desarrolladas usando undeterminado lenguaje para el que existe la API de aeso orrespondiente.3. Carenia de apaidad para proesamiento de onsultas ad-ho: En el mo-delo relaional se admite el proesamiento de onsultas ad-ho ya que,debido a la naturaleza de los datos, es posible rear nuevas tablas a partirde la unión de tablas ya existentes, relaionando los datos existentes entresí para obtener resultados de ualquier onsulta. Teniendo en uenta queen el modelo orientado a objetos no es posible emular la semántia de launión relaional mediante la unión de dos lases, se hae evidente que elmodelo orientado a objetos posee una �exibilidad muho menor a la horade aeptar onsultas por parte de los usuarios. De heho, se puede deirque las onsultas que pueden ser apliadas sobre los datos en el modeloorientado a objetos están determinadas en gran manera por el diseño delsistema. Adiionalmente, se ha de tener en uenta que la enapsulaión delos objetos puede haer imposible que iertas onsultas puedan emplearriterios en base a ondiiones impuestas al estado interno de los objetos,uando estos objetos no muestran diho estado mediante una interfaz pú-blia. Este heho di�ulta aun más la posibilidad de la ejeuión de estetipo de onsultas ad-ho.4. Carenia de un modelo teório bien fundamentado: En ontraste on lasbases de datos relaionales, las bases de datos orientadas a objetos nodisponen de un modelo ampliamente aeptado. Adiionalmente, se rítiaque los modelos que se han propuesto no poseen una base matemátia tansólida omo el modelo relaional.2.2.6. Bases de datos objeto-relaionalesLas bases de datos objeto-relaionales, onoidas también omo bases dedatos relaionales extendidas, son la última tendenia en el mundo de las basesde datos. Dihas bases de datos pretender aunar las ventajas de las bases dedatos relaionales on las ofreidas por las bases de datos orientadas a objetos.Las bases de datos objeto-relaionales onstituyen una evoluión de las basesde datos, en ontraste on la revoluión que onstituyen las bases de datosorientas a objetos. Toda base de datos objeto-relaional debe ser ompatible y



22 Coneptos generales sobre bases de datosofreer todas las araterístias de las bases de datos relaionales lásias. Deheho, a los ojos del usuario si este no emplea las araterístias extendidas, unabase de datos objeto-relaional debe ser totalmente equivalente a una base dedatos relaional.Las bases de datos objeto-relaionales, toman de las bases de datos orien-tadas a objetos iertas araterístias que permiten abordar nuevos ampos deapliaión y haen muho más ómoda y senilla la interaión por parte de losusuarios y apliaiones. Dihas araterístias son las siguientes:Tipos omplejos de�nidos por el usuario: Los sistemas de gestión de basesde datos relaionales ofreen a los usuarios un número limitado de tipos dedatos, normalmente muy simples. Las bases de datos objeto-relaionalespermiten la de�niión, por parte del usuario, de tipos de datos estrutu-rados en base a tipos básios que se adeúen mejor a las neesidades deéste.Jerarquías de tipos: Las bases de datos objeto-relaionales inorporan laherenia de tipos omo herramienta para modelar las jerarquías de tipos,que suelen ser muy usuales en la modelizaión de problemas del mun-do real. Diha herenia de tipos, inrementa las apaidades semántiasdel modelo de datos, dotando a éste de apaidades adiionales para elmodelado.Operaiones propias sobre los datos: La inlusión de tipos de datos de-�nidos por el usuario proporiona al usuario la posibilidad de de�nir eimplementar nuevos métodos y operadores ligados a estos, para tratar deforma orreta y e�iente los datos de estos nuevos tipos.Extensibilidad del SGBD: Se proporiona al usuario la apaidad de ex-tensión de los meanismos internos del SGBD on el objeto de permitirla inorporaión de nuevas estruturas de indexado apropiadas para lostipos de�nidos por éste, así omo la inorporaión de lógia adiional paramejorar los meanismos de optimizaión de onsultas uando se apliansobre los itados tipos.Algunos autores [60, 61℄, ritian la denominaión de las bases de datosobjeto-relaionales, ya que indian que esta propuesta no es nueva. Según dihosautores, los sistemas de gestión de bases de datos objeto-relaionales no son másque SGBD relaionales en los que el modelo relaional ha sido implementadode forma orreta, dando soporte apropiado al onepto de dominio de�nidoya en el trabajo en que se propuso diho modelo relaional a prinipios de losaños 70 del siglo pasado [48℄. En otras palabras, no se neesita extender elmodelo relaional ya que éste ofree todo lo neesario para abordar los tipos deproblemas que llevaron a la proposiión de diha extensión. El únio problemaque realmente existía, es que los fabriantes de sistemas gestores de bases dedatos habían realizado una implementaión muy limitada del modelo relaional.El onepto de base de datos objeto-relaional goza de una amplia aeptaiónentre los fabriantes de SGBD relaionales, los uales inorporan araterísti-as objeto-relaionales en los que los fabriantes suelen denominar �servidoresuniversales� de bases de datos, ali�ativo que alude a la apaidad de dihosservidores de abordar ualquier tipo de problema. Estos tipos de SGBD son



Coneptos Previos 23onoidos también omo SGBD de terera generaión, onsiderando las SGBDrelaionales omo de segunda generaión, y los SGBD pre-relaionales omoprimera generaión.El estándar SQL:1999 [108, 107℄ ha estableido los fundamentos de los SGBDsbasados en un modelo de base de datos objeto-relaional. El lenguaje SQL quede�ne diho estándar inorpora los elementos neesarios, tanto en el DDL omoen el DML del lenguaje, para el empleo de las araterístias objeto-relaionales.Partiularmente, en SQL:1999 se permite la de�niión de tipos omplejos enbase a dos onstruiones básias: los tipos estruturados y las oleiones devalores. La primera de ellas permite la onstruión de nuevos tipos en base aun número determinado de valores proedentes de diversos tipos base. Nóteseque este tipo de onstruión permite representar informaión ompleja de laforma en que se realiza en las bases de datos orientadas a objetos. La segundaonstruión permite la reaión de tipos uyos valores son oleiones de ta-maño variable de valores de un mismo tipo base. Conretamente, para el asode SQL:1999, éstas oleiones son multionjuntos, onepto que se introduiráposteriormente en el presente apítulo. Este último tipo de estruturas ombi-nado on el primero ofree unas apaidades de representaión similares a lasque permiten las relaiones anidadas y las multirrelaiones. Además de lo ante-rior, se onsidera la herenia entre tipos, lo que permite la de�niión de tiposestruturados omo extensión de otros y la sustituión de valores. Finalmente,SQL:1999 da soporte a la asoiaión de lógia de�nida por el usuario a los tiposestruturados, onstituyendo un meanismo similar a la enapsulaión de lógiaen forma de métodos en em modelo orientado a objetos.2.3. Teoría de onjuntos difusosLa teoría de onjuntos difusos [163℄ fue desarrollara por L.A. Zadeh en 1965.Diha teoría onstituye la base del paradigma más ampliamente aeptado enla atualidad para la representaión y tratamiento de informaión imperfeta(informaión afetada por ierta impreisión o inertidumbre).Graias a la teoría de onjuntos difusos es posible modelos matemátiamenteoneptos imperfetos que son ampliamente empleados por los seres humanosen su omuniaión y razonamiento. De esta forma, se dota a los sistemas auto-mátios de la apaidad para interatuar de una forma muho más natural onlos usuarios, así omo de tomar deisiones similares a las que tomarían expertos.2.3.1. Conjuntos difusosLa noión de onjunto está relaionada on el umplimiento de una de-terminada propiedad que deben satisfaer los elementos perteneientes a éste.Podemos onsiderar diha propiedad omo una funión de�nida sobre dominio
U , que hae orresponder ada uno los elementos de U on un valor de 0 ó 1.Un objeto es un elemento del onjunto si esa funión le asigna el valor 1. Enaso ontrario, uando se asigne el valor 0, no lo será. Teniendo en uenta loanterior, ualquier propiedad P determina un onjunto SP que está formadoomo se india en la Euaión 2.3.

SP = {u ∈ U |P (u) = 1} (2.3)



24 Teoría de onjuntos difusosNombre Edad SueldoAna 23 20.000Bruno 26 30.000Clara 62 40.000David 34 20.000Eva 30 20.000Fidel 34 20.000Tabla 2.7: Datos de los empleadosDe la misma forma, ualquier subonjunto S ⊆ U genera una propiedad PSque viene dada por la expresión que se india en la Euaión 2.4.
PS(u) = 1 ⇐⇒ u ∈ S (2.4)La teoría de onjuntos difusos generaliza la idea de onjunto, onsiderandoque las propiedades que de�nen un onjunto son igualmente funiones de�nidassobre el universo U, pero que usan omo imagen el intervalo errado [0, 1]. Unapropiedad de estas araterístias se denomina difusa, y el onjunto que dihapropiedad determina, también denominado difuso, está de�nido omo se indiaen la Euaión 2.5

SP = {〈u, i〉|P (u) = i, u ∈ U, i ∈ [0, 1]} (2.5)Con esta desripión, podemos de�nir un onjunto difuso omo se india aontinuaión.De�niión 2.8 (Conjunto Difuso). Un onjunto difuso es un onjunto de ob-jetos, ada uno de los uales tiene asoiado un nivel de pertenenia al mismoen el intervalo [0, 1].Un onjunto difuso A, de�nido sobre el universo U , está de�nido por sufunión de pertenenia µA. Esta funión es de la forma µA : U → [0, 1], de talmanera que para ada elemento u del universo U , µA(u) representa el grado depertenenia del elemento u al onjunto difuso A.En los asos en los que el universo U es �nito (U = {u1, u2, . . . , un} ), poromodidad, se suele de�nir el onjunto difuso (y, por extensión, su funión depertenenia) de la forma que se india en la Euaión 2.6.
A = µA(u1)/u1 + µA(u2)/u2 + . . .+ µA(un)/un (2.6)Ilustraremos el onepto de onjunto difuso mediante el siguiente ejemplo.Ejemplo 2.4. Supongamos que partimos de un onjunto de empleados uyosdatos se india en la Tabla 2.7. El subonjunto de los empleados jóvenes de laempresa es un subonjunto difuso.Obsérvese que el itado subonjunto no puede ser un onjunto risp (términoque emplearemos para referirnos a los onjuntos lásios) ya que no existe unriterio estrito y absoluto de edad para determinar los miembros de éste. Parasolventar este problema, se podría emplear un riterio gradual que permita re-duir paulatinamente la pertenenia de estas personas al subonjunto de los que



Coneptos Previos 25son onsiderados jóvenes, lo que induiría un onjunto difuso. Este subonjuntodifuso, que denominaremos J̃ , se puede de�nir para el aso de los empleadosque �guran en la Tabla 2.7 de la forma que se india en la Euaión 2.7, donde
J̃ se arateriza omo un onjunto de pares µJ̃(x)/x.

J̃ = {1.0/Ana, 0.9/Bruno, 0.2/David, 0.5/Eva, 0.2/Fidel} (2.7)Nótese que, en la anterior euaión, Clara queda exluida totalmente de J̃ya que, debido a su edad, no pertenee en ningún grado al subonjunto de losempleados jóvenes.2.3.2. Etiquetas lingüístiasComo ya se indió anteriormente, los onjuntos difusos suelen ser emplea-dos para la representaión de oneptos vagos, omo podría ser, por ejemplosiguiendo el planteamiento del Ejemplo 2.4, el onepto �joven�. Podríamos de-�nir el onjunto de edades para las que uno puede ser onsiderado �joven� omose india en la Euaión 2.8.
joven = {1/20, . . . , 1/25, 0.9/26, 0.8/27, 0.6/29, 0.5/30, . . . , 0.1/34} (2.8)El identi�ador �joven�, que lleva asoiada una determinada onnotaiónsemántia, reibe el nombre de etiqueta lingüístia.Según lo anterior, de�niremos formalmente el onepto de etiqueta lingüís-tia omo se india a ontinuaión.De�niión 2.9 (Etiqueta lingüístia). Llamaremos etiqueta lingüístia a aque-lla palabra, en lenguaje natural, que exprese un onjunto difuso, que puede estarformalmente de�nido o no.Como se hae evidente al letor, en la vida diaria empleamos in�nidad deetiquetas lingüístias omo, por ejemplo, �joven�, �viejo�, �alto�, �bajo�, �barato�,�aro�, et. También es evidente que la de�niión intuitiva de los onjuntosdifusos asoiados a dihas etiquetas es muy subjetiva, variando de un individuoa otro y del momento partiular. Más aún, se hae evidente que diha de�niiónes muy dependiente del ontexto en que es apliada. Por ejemplo, la etiquetalingüístia �barato� no tiene asoiado el mismo rango de preios uando se apliapara referirse al preio de un ohe que uando se aplia para referirse al preiode una biileta.2.3.3. Coneptos sobre onjuntos difusosEn la literatura se de�nen iertos oneptos básios que en la presente se-ión, por brevedad, enumeraremos y de�niremos de manera informal. Remitimosa las referenias [84, 85℄, entre otras, para la obtenión de de�niiones más for-males de los mismos. Dihos oneptos son los siguientes:Igualdad de onjuntos difusos: Se die que dos onjuntos difusos son igualessi los valores de pertenenia a uno y otro onjunto son iguales para adaelemento del universo.



26 Teoría de onjuntos difusosInlusión de un onjunto difuso en otro: Se die que un onjunto difusoestá inluido en otro onjunto difuso, si el valor de pertenenia al primeronjunto es menor o igual al valor de pertenenia al segundo onjunto paraada elemento del universo.Soporte de un onjunto difuso: Es el subonjunto formado por los elemen-tos del dominio uyo valor de pertenenia al onjunto difuso es mayor queero. En adelante, notaremos el soporte de un onjunto difuso A omo
L>0(A).
α-orte de un onjunto difuso: Es un onjunto lásio ompuesto por loselementos del universo uyo valor de pertenenia al onjunto difuso esmayor o igual a α. Notaremos el α-orte de un onjunto difuso A omo
Lα(A).Núleo de un onjunto difuso: Es el subonjunto formado por los elementosdel dominio uyo valor de pertenenia al onjunto difuso igual a 1. Elnúleo de un onjunto difuso A será notado, en adelante, omo L1(A).Altura de un onjunto difuso: La altura de un onjunto difuso es el mayorgrado de pertenenia asignado a un elemento de diho onjunto.Conjunto difuso normalizado: Un onjunto difuso se die normalizado sisu altura es 1.2.3.4. Operaiones sobre onjuntos difusosAl igual que en el aso anterior, en la literatura se de�ne un ierto número deoperaiones sobre onjuntos difusos, las uales serán introduidas brevementede manera informal en esta seión, por lo que reomendamos la onsulta de lasreferenias [84, 85℄ para mayor detalle sobre las mismas. Dihas operaiones sonlas siguientes:Interseión de dos onjuntos difusos: La interseión de dos onjuntosdifusos está de�nida por la funión de pertenenia mostrada en la Euaión2.9, donde ⊗ es una t-norma [137℄.

µA∩B(x) = ⊗(µA(x), µB(x)) ∀x ∈ U (2.9)Unión de dos onjuntos difusos: La unión de dos onjuntos difusos se de�nepor una funión de pertenenia indiada en la Euaión 2.10, donde ⊕ esuna t-onorma [137℄.
µA∪B(x) = ⊕(µA(x), µB(x)) ∀x ∈ U (2.10)Complemento de un onjunto difuso: El omplemento de un onjunto difu-so queda de�nido según la funión de pertenenia desrita en la Euaión2.11, donde C es una negaión fuerte [142℄.

µ¬A(x) = C(x) ∀x ∈ U (2.11)



Coneptos Previos 27Las t-normas y las t-onormas son funiones que veri�an iertas propie-dades. Éstas que araterizan la interseión y unión onjunto difusos respe-tivamente. Dihas funiones se suelen presentar en forma de par t-norma yt-onorma asoiada. En la literatura han sido de�nidos varios de estos pares,siendo los más omunes:Operadores idempotentes : Las funionesmínimo ymáximo son empleadas,respetivamente, omo t-norma y t-onorma. Estos operadores suelen sermuy empleados ya que onservan gran antidad de las propiedades de losoperadores booleanos [13℄.Operadores arquimedianos : Se emplea el produto omo t-norma y la sumaprobabilístia (x+y−x∗y) omo t-onorma. Estos operadores no satisfaenla propiedad distributiva ni son idempotentes.Operadores aotados : Los operadores max(0, x + y − 1) y min(1, x + y)haen, respetivamente, de t-norma y de t-onorma. Dihos operadores nosatisfaen la idempotenia, la propiedad distributiva ni la propiedad deabsorión. Por ontra, satisfaen las propiedades onmutativa, asoiativay de identidad.La negaión fuerte es un tipo de funión que satisfae iertas ondiionesestableidas por E. Trias [142℄, y que arateriza la negaión de los onjuntosdifusos. La negaión más empleada es la propuesta por Zadeh [163℄, que se de�nede la siguiente forma que se india en la Euaión 2.12
C(x) = 1− x ∀x ∈ [0, 1] (2.12)2.3.5. Números difusosLos números difusos, ideados on el propósito de analizar y manipular valoresaproximados, fueron introduidos iniialmente por Zadeh en la serie de traba-jos [165, 166, 167℄, y posteriormente rede�nidos de forma suesiva por variosautores.En el presente trabajo emplearemos la de�niión de número difuso heha porDubois y Prade [68℄. Ésta es la que sigue.De�niión 2.10 (Número difuso). Un número difuso A es un subonjuntodifuso de U uya funión de pertenenia es µA. Diho subonjunto umple lassiguientes ondiiones:1. µA es onvexa.2. µA es semiontinua superiormente.3. El soporte de A es un onjunto aotado.Algunos autores añaden una ondiión más al listado anterior, imponiendola neesidad de que el subonjunto difuso esté normalizado.La forma general de la funión de pertenenia de un número difuso A semuestra en la Euaión 2.13, donde rA y sA son funiones de la forma rA, sA :

U → [0, 1], siendo rA no dereiente, y sA no reiente. Además, las funiones
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Figura 2.1: Número difuso generalizado.anteriores han de umplir la ondiión rA(β) = h = sA(γ). Finalmente, sede�ne, h ∈ (0, 1] omo la altura del número difuso, y α, β, γ, δ ∈ U .
µA(x) =





rA(x) si x ∈ [α, β)

h si x ∈ [β, γ)

sA(x) si x ∈ [γ, δ)

0 en otro aso ∀x ∈ [0, 1] (2.13)La Figura 2.1 muestra una representaión grá�a de un número difuso ge-nério.Un aso partiular de los números difusos, muy empleado a lo largo de estamemoria, es el de los número difusos trapezoidales. Un número difuso es trape-zoidal si las funiones rA y sA son funiones lineales. En diho aso, la funiónde pertenenia queda de�nida de la forma que se india en la Euaión 2.14.
µA(x) =





h+ (x−β)h
β−α si x ∈ [α, β)

h si x ∈ [β, γ)

h− (x−γ)h
δ−γ si x ∈ [γ, δ)

0 en otro aso ∀x ∈ [0, 1] (2.14)En general, se suele onsidera h = 1, por lo que un número trapezoidal
A puede ser araterizado por uatro parámetros de la forma A ≡ (α, β, γ, δ).Finalmente, se ha de destaar que en los asos en que β = γ se puede denominaral número difuso trapezoidal omo número difuso triangular.Las �guras 2.2 y 2.3 muestran una representaión grá�a de los números di-fusos trapezoidales y triangulares. Nótese que dihas representaiones se re�erena números difusos normalizados.2.3.6. Prinipio de extensiónEl prinipio de extensión fue propuesto por Zadeh [165, 166, 167℄ on elobjeto de proveer de un método general que permitiese extender oneptos ma-temátios no difusos para el tratamiento de antidades difusas.Este prinipio se de�ne formalmente omo se india a ontinuaión.
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Figura 2.2: Número difuso trapezoidal normalizado.

Figura 2.3: Número difuso triangular normalizado.



30 Teoría de onjuntos difusosDe�niión 2.11 (Operadores extendidos para ardinalidades difusas). Sean
S, S1, S2, . . . , Sn una serie de onjuntos risp. Sea f una funión de la forma
f : S1, S2, . . . , Sn 7→ S.La extensión de f , notada omo f̃ , es la transposiión de f al maro de losnúmeros difusos. Ésta es de la forma f̃ : P̃ (S1), P̃ (S2), . . . , P̃ (Sn) 7→ P̃ (S) yestá de�nida según la funión de pertenenia desrita en la Euaión 2.15.
µf̃(S̃1,S̃2,...,S̃n)

(s) = sup{µS̃1
(s1)⊗ µS̃2

(s2)⊗ . . .⊗ µS̃n(sn)|

s1 ∈ S1 ∧ s2 ∈ S2 ∧ . . . ∧ sn ∈ Sn ∧ f(s1, s2, . . . , sn) = s}

∀s ∈ S, ∀S̃1 ∈ P̃ (S1), ∀S̃2 ∈ P̃ (S2), . . . , ∀S̃n ∈ P̃ (Sn) (2.15)2.3.7. Aritmétia difusaEl prinipio de extensión, desrito anteriormente, hae posible transponer,on muha failidad, las operaiones aritmétias lásias al tratamiento de núme-ros difusos. De esta forma, se de�nen las siguientes operaiones sobre onjuntosdifusos:Suma extendida: La funión de pertenenia de la suma extendida de dosantidades difusas A1 y A2 está de�nida según la funión de perteneniaindiada en la Euaión 2.16.
µA1⊞A2

(x) = sup{mı́n(µA1(y − x), µA2(y)) | y ∈ U} ∀x ∈ U (2.16)Diferenia extendida: La diferenia extendida de dos antidades difusas
A1 y A2 se de�ne según la funión de pertenenia desrita en la Euaión2.17.
µA1⊟A2

(x) = sup{mı́n(µA1(y + x), µA2(y)) | y ∈ U} ∀x ∈ U (2.17)Produto extendido: El produto extendido de dos antidades difusas A1y A2 está araterizado por la funión que se muestra en la Euaión 2.18.
µA1⊠A2

(x) =





sup{mı́n(µA1(x/y), µA2(y)) |
y ∈ (U − {0})}

si x 6= 0

sup{mı́n(µA1(y), µA2(z)) |
y ∈ U ∧ z ∈ U ∧ (y = 0 ∨ z = 0)}

si x = 0

∀x ∈ U (2.18)División extendida: La división extendida de dos números difusos A1 y A2queda de�nida por la funión de pertenenia indiada en la Euaión 2.19.
µA1�A2(x) = sup{mı́n(µA1(x · y), µA2(y)) | y ∈ U} ∀x ∈ U (2.19)



Coneptos Previos 31Nótese que, en las anteriores de�niiones, se ha asumido omo t-norma lafunión mínimo.2.3.8. Lógia difusaLa teoría de onjuntos difusos ha generado una extensión de la lógia, lalógia difusa, que nos permite obtener respuestas aproximadas a partir de unonjunto de hehos que pueden ser iniertos.La lógia lásia sólo admite omo valores de verdad los valores verdadero yfalso. Desde la lógia lásia se ha evoluionado haia las lógias multivaluadas[143℄, en las que se puede elegir entre un onjunto �nito de posibles valores deverdad. La lógia difusa permite utilizar valores de verdad graduados.2.3.8.1. Operadores lógios básiosAnteriormente, se ha indiado que las t-normas, t-onormas y negaionesse han empleado, respetivamente, para la araterizaión de las operaionesde interseión, unión y negaión sobre onjuntos difusos. En el ámbito de lalógia difusa, las operaiones de onjunión, disyunión y negaión, tambiénse generalizan empleando dihas familias de operadores. La onjunión serámodelada utilizando t-normas, la disyunión se modelará utilizando t-onormas,y la negaión utiliza la familia de negaiones.2.3.8.2. ImpliaiónLa impliaión lásia ha de ser también generalizada en la lógia difusa.Diha impliaión queda modelada por un operador que queda de�nido de talomo se india en la siguiente de�niión.De�niión 2.12 (Impliaión difusa). Una impliaión difusa es una funión
I : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] que veri�a las siguientes propiedades:1. β ≥ γ ⇒ I(α, β) ≥ I(α, γ), ∀α, β, γ ∈ [0, 1]2. β ≥ γ ⇒ I(β, α) ≤ I(γ, α), ∀α, β, γ ∈ [0, 1]3. I(0, α) = 1 ∀α ∈ [0, 1]4. I(α, 0) = α ∀α ∈ [0, 1]5. I(α, I(β, γ)) = I(I(α, β), γ) ∀α, β, γ ∈ [0, 1]En la literatura se proponen una amplia gama de operadores de impliaión.La Tabla 2.8 relaiona los más signi�ativos.2.4. Multionjuntos difusosEn la presente seión introduiremos los multionjuntos difusos, elementosmatemátios resultantes de ombinar los oneptos de la teoría de onjuntosdifusos y los multionjuntos.Para ello, se introduirá brevemente en primer lugar el onepto de multi-onjunto. Esto failitará la posterior introduión de los multionjuntos difusos,



32 Multionjuntos difusosNombre De�niiónDienes I(α, β) = max(β, 1 − α)Lukasiewiz I(α, β) = min(1, 1− α+ β)Kleene-Dienes I(α, β) = max(1 − α, β)Reihenbah I(α, β) = 1− α+ α · βGödel I(α, β) =

{
1 si α ≤ β
β si α > βGödel Reíproa I(α, β) =

{
1 si α ≤ β
1− α si α > βGoguen I(α, β) =

{
1 si α ≤ β
β/α si α > β

N1 I(α, β) =

{
max(β, 1 − α) si α ≤ β
β si α > β

N2 I(α, β) =

{
max(β, 1 − α) si α ≤ β
1− α si α > βTabla 2.8: Operadores de impliaión más signi�ativos.que vendrá seguida por un breve repaso de las araterizaión de los mismos enla literatura. Para ambos artefatos matemátios, se desribirán las operaionesmás omunes en la bibliografía.2.4.1. MultionjuntosAl igual que la teoría de onjuntos difusos generaliza a la teoría de onjuntoslásios, permitiendo que la pertenenia de los elementos de éstos sea graduada,otra posible generalizaión de los onjuntos lásios onsiste en permitir que lapertenenia de los elementos de éstos sea múltiple. Esta idea, aparentementeempleada por primera vez [21℄ en 1888 por Rihard Dedekind [64℄, se introdueen la bibliografía relaionada on las Cienias de la Computaión graias aKnuth [86℄ y, posteriormente, se estudia en profundidad por Blizard [20, 19, 22℄.En la literatura podemos enontrar diferentes denominaiones para estasestruturas matemátias (heap, bunh, et.) [138℄ siendo los términos multiset ybag los más omunes. Dado que en astellano la traduión literal del términobag puede resultar inapropiada, y visto que algunos autores onsideran estadenominaión y otras alternativas un tanto vulgares [138℄, en el presente trabajodenominaremos a estas estruturas omo multisets (Término auñado por N. G.Bruijin [86℄) o, en astellano, multionjuntos.A ontinuaión, de�niremos formalmente el onepto de multionjunto.De�niión 2.13 (Multionjunto). Sea U un onjunto.Un multionjunto M de�nido sobre el universo U es un par M = 〈U, ωM 〉,donde ωM representa una funión de la forma ωM : U 7→ N.En adelante, la funión ωM que será denominada omo funión de onteode M .



Coneptos Previos 33Nótese que, en la de�niión anterior, el símbolo N representa el onjuntode los números naturales. Además, obsérvese que la funión de onteo de unmultionjunto es análoga a la funión araterístia de un onjunto risp odifuso.Ilustraremos el onepto de multionjunto mediante el siguiente ejemplo.Ejemplo 2.5. Siguiendo on el maro planteado en el Ejemplo 2.4, supongamosque deseamos obtener informaión sobre los sueldos de los empleados uyos datos�guran en la Tabla 2.7.Partiendo de los datos ontenidos en la itad tabla, podemos determinar elonjunto risp de los sueldos de los empleados. Éste, que denominaremos S,está de�nido omo se india en la Euaión 2.20.
S = {20.000, 30.000, 40.000} (2.20)El onjunto S informa sobre los distintos sueldos que son pagados a los em-pleados. No obstante, nótese que, debido a las araterístias de la estruturamatemátia empleada para ontener estos datos, la datos sobre los sueldos on-tenidos en S resultan menos informativos que los ontenidos en la Tabla 2.7.Conretamente, si ontamos on los datos ontenidos en la itada tabla, podre-mos apreiar que, aunque los distintos sueldos de los empleados son los indiadosen S, el primero de ellos (según el orden en que se india en la Euaión 2.20)es el más omún entre los empleados.Lo expuesto anteriormente evidenia que el uso de un onjunto risp en elaso que nos oupa, ha provoado la pérdida de la dimensión uantitativa de losdatos. En ambio, si se emplea un multionjunto omo estrutura para onteneréstos, diha dimensión se onservará. Partiendo de los datos ontenidos en laTabla 2.7 el multionjunto de los sueldos de los empleados, notado omo Ŝ, sede�ne omo se india en la Euaión 2.21. Obsérvese que, en diha euaión,

Ŝ está de�nido (siguiendo el mismo esquema que se emplea para los onjuntosdifusos) omo un onjunto de pares ωŜ(x)/x.
Ŝ = {4/20.000, 1/30.000, 1/40.000} (2.21)Como se puede observar, ontando on los datos (e informaión uantitativasobre éstos) ontenidos en el multionjunto Ŝ, es posible determinar, además delrango de sueltos de los empleados, ómo de omún es ada uno de ellos.2.4.2. Operaiones sobre multionjuntosCon respeto a las operaiones que se pueden apliar sobre los multionjun-tos, en la literatura se pueden enontrar versiones adaptadas de los operadoresque se aplian habitualmente sobre onjuntos. Además de los anteriores, se pue-den enontrar iertos operadores exlusivos del ámbito de los multionjuntos,de�nidos omo extensiones de los operadores de onjuntos en el ámbito de estasestruturas. El siguiente listado desribe brevemente los operadores más omu-nes. Remitimos al letor a [155, 138℄ para más detalles sobre éstas.Interseión: La interseión de dos multionjuntos A y B de�nidos sobreun universo U , notada omo A ∪ B, es un multionjunto de�nido por lafunión de onteo que se india en la Euaión 2.22.
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ω(A∪B)(u) = mı́n(ωA(u), ωB(u)) ∀u ∈ U (2.22)Unión: La unión de dos multionjuntos A y B de�nidos sobre un universo

U , notada omo A ∩ B, es un multionjunto de�nido por la funión deonteo indiada en la Euaión 2.23.
ω(A∩B)(u) = máx(ωA(u), ωB(u)) ∀u ∈ U (2.23)Unión aditiva: La union aditiva de dos multionjuntos A y B de�nidossobre un universo U , notada omo A ⊎ B, es un multionjunto de�nidopor la funión de onteo desrita en la Euaión 2.24.
ω(A⊎B)(u) = ωA(u) + ωB(u) ∀u ∈ U (2.24)Diferenia: La diferenia de dos multionjuntos A y B de�nidos sobreun universo U , notada omo A − B, es un multionjunto de�nido por lafunión de onteo espei�ada en la Euaión 2.25.

ω(A−B)(u) = máx(ωA(u)− ωB(u), 0) ∀u ∈ U (2.25)Obsérvese que las adiiones y omisiones, on respeto al juego habitual deoperadores de onjuntos, del anterior listado. En primer lugar, se ha de notar laomisión del operador de omplementaión. Éste, dado que en el ámbito de losmultionjuntos la ourrenia de los elementos no es absoluta, aree de sentido.En segundo lugar, se ha de notar la adiión del operador de unión aditiva. Esteoperador viene motivado por las diversas formas en las que se pueden agregarlas ourrenias de los elementos de un par de multionjuntos, variedad que nose da para el aso de los onjuntos.Además de los anteriores operadores, se han de�nido en la bibliografía lossiguientes operadores relaionales para multionjuntos:Igualdad: Dos multionjuntos A y B son iguales, notado omo A = B, si,y sólo si, se umple la ondiión estableida en la Euaión 2.26.
A = B ⇐⇒ ∀u ∈ U, ωA(u) = ωB(u) (2.26)Inlusión: El multionjunto A está inluido en el multionjunto B , notadoomo A ⊆ B, si se satisfae la expresión desrita en la Euaión 2.27.
A ⊆ B ⇐⇒ ∀u ∈ U, ωA(u) ≤ ωB(u) (2.27)Inlusión estrita: El multionjunto A está inluido estritamente en elmultionjunto B , notado omo A ⊂ B, si es satisfeha la expresión indi-ada en la Euaión 2.28.
A ⊆ B ⇐⇒ ∀u ∈ U, ωA(u) < ωB(u) (2.28)



Coneptos Previos 35Finalmente, de�niremos la ardinalidad de un multionjuntoA de�nido sobreun universo U omo se india en la Euaión 2.29.
|A| =

∑

u∈U

ωA(u) (2.29)2.4.3. Multionjuntos difusosLas líneas de generalizaión sobre la teoría de onjuntos risp de que lateoría de onjuntos difusos y de los multionjuntos onvergen en el onepto demultionjunto difuso. Esta estrutura matemátia es una agrupaión en la quese permiten múltiples ourrenias de sus elementos y en la que, para permitirla pertenenia parial de los elementos, ada ourrenia está graduada.2.4.3.1. De�niión de multionjunto difusoA diferenia de otras estruturas, existen en la literatura múltiples propues-tas de de�niión del onepto de multionjunto difuso.Este tipo de estrutura fue introduida, junto on la primera propuesta dede�niión del onepto de multionjunto difuso, por Yager [155℄. Posteriormente,estas estruturas han sido estudiadas por diversos autores. Como resultado deestos estudios, se enuentran extensiones de la de�niión original y de�niionesalternativas para ofreer mayores posibilidades y solventar arenias de ésta.Multionjuntos difusos de Yager.En [155℄, se de�ne un multionjunto difuso (que denominaremos Multion-junto Difuso de Yager para distinguirlo de otras propuestas) de la forma que seindia a ontinuaión.De�niión 2.14 (Multionjunto difuso de Yager). Sea U un onjunto.Un multionjunto difuso de Yager M de�nido sobre el universo U es un par
M = 〈U,ΨM 〉, donde ΨM es una funión de la forma ΨM : U 7→ Q. En laanterior expresión, Q es un onjunto de�nido omo se india en la Euaión2.30.

Q = {〈[0, 1], ω〉|ω : [0, 1] 7→ N} (2.30)Obsérvese que, en la de�niión anterior, Q representa el onjunto de todaslos posibles multionjuntos de�nidos sobre los elementos del intervalo [0, 1]. Deesta forma, las ourrenias de los elementos de un multionjunto difuso estánaraterizadas por un multionjunto risp de grados de pertenenia.Ilustraremos el onepto de multionjunto difuso de Yager mediante el si-guiente ejemplo.Ejemplo 2.6. Continuando on el maro empleados en los ejemplos 2.4 y 2.5,supongamos que, partiendo de los datos en la Tabla 2.7, deseamos obtener in-formaión sobre los sueldos de los empleados jóvenes.En el Ejemplo 2.4 se determinó el subonjunto difuso de los empleados jó-venes, en el que los grados de pertenenia al itado subonjunto proporionaninformaión ualitativa sobre la juventud ada empleado. Por otra parte, en elEjemplo 2.5 se determinó el multionjunto de los sueldos de los empleados. En



36 Multionjuntos difusosel itado ejemplo, se mostró que la ardinalidad asoiada a ada sueldo propor-ionaba una valiosa informaión uantitativa sobre éste.Según lo anterior, al busar informaión sobre el sueldo de los empleados jó-venes, obtendremos un resultado que ombinará informaión ualitativa y uan-titativa sobre los datos. Por tanto, paree apropiado el uso de un multionjuntodifuso de Yager omo estrutura para ontender los itados datos.A partir de los datos de la Tabla 2.7 y de la de�niión de la etiqueta lingüís-tia �joven� realizada en la Subseión 2.3.2, podemos de�nir el multionjuntodifuso de Yager que ontiene los sueldos de los empleados jóvenes, notado omo
S̆, omo se india en la Euaión 2.31. En diha euaión, S̆ se arateriza omoun onjunto de pares ΨS̆(x)/x, donde, a su vez, ada ΨS̆(x) es un multionjuntorisp de grados araterizado por pares ardinalidad/grado.

S̆ = { {1/1.0, 1/0.5, 2/0.2}/20.000 , {1/0.9}/30.000 } (2.31)Obsérvese que S̆ ontiene los mismos elementos que el onjunto S de�ni-do en el Ejemplo 2.5, así omo la informaión uantitativa que �gura en Ŝ,multionjunto de�nido en el mismo ejemplo. Los grados de ada una de las ou-rrenias se orresponde on los grados asignados a los empleados de los que éstasprovienen en el onjunto difuso J̃ de�nido en el Ejemplo 2.4. De esta forma, seaporta una dimensión ualitativa (en lo que se re�ere a la pertenenia al grupode empleados jóvenes) a ada una de las ourrenias.La propuesta de Yager inluye, además de la de�niión anterior, la trans-posiión de los operadores más habituales sobre multionjuntos risp al nuevomaro difuso. Para más detalles sobre este onjunto de operadores, remitimosal letor a [155, 156℄.De�niiones Alternativas.Podemos enontrar en la literatura diversas propuestas alternativas a la de�-niión de Yager. De entre ellas, destaan la siguientes referenias según su ordenronológio:Chakrabarty et al. [41℄: Estos autores proponen extender, al maro delos multionjuntos difusos de Yager, el onepto de ardinalidad negativaintroduido por Blizard [18℄. Éste introdujo la posibilidad de ontar onardinalidades negativas en multionjuntos risp para ofreer una herra-mienta que útil en apliaiones del ampo de la físia omo, por ejemplo,estudios sobre materia-antimateria, materia osura, etétera. La transposi-ión de esta idea al maro de los multionjuntos difusos permite ombinarla potenia de ambos.Miyamoto [109℄: En este estudio se trata el aso en que los multionjuntosdifusos ontienen elementos on un número in�nito de ourrenias gradua-das y su relaión on los multionjuntos risp.Roaher [126℄: En el anterior trabajo se hae una propuesta alternativa(a la original realizada por Yager) en la que las ardinalidades de un mul-tionjunto difuso se araterizan mediante ardinalidades difusas. Dadoque esta propuesta será de interés para el presente trabajo, analizaremosésta en más detalle a ontinuaión. Además de la propuesta anterior, on



Coneptos Previos 37posterioridad a la misma y on intenión de mejorar algunos aspetos deésta, Roaher junto on Bos proponen la araterizaión de las ardi-nalidades de un multionjunto difuso empleando enteros difusos relativos[32℄ y números raionales difusos [127℄.Delgado et al. [66, 67℄: En estos trabajos se propone extender la estruturade los multionjuntos difusos de tal forma que se pueda inorporar enla misma informaión asoiativa en forma de pares propiedad-valor. Lainformaión uantitativa de las ourrenias será empleada para indiar laardinalidad de los valores en dihas asoiaiones.Chakrabarty [40℄: En esta oasión, el autor propone la araterizaiónde las ardinalidades de un multionjunto difuso omo una lista de gradosordenados de forma dereiente. En esenia, esta propuesta es muy similara la realizada por Roaher [126℄. No obstante, aree de la potenia deesta última, espeialmente en lo que se re�ere a la apaidad del maropara aomodar otro tipo de estruturas, onretamente multionjuntosrisp, onjuntos difusos y onjuntos risp, omo asos partiulares.Miyamoto [110℄: En esta nueva propuesta, Miyamoto arateriza las ar-dinalidades de un multionjunto empleando una funión monótona dere-iente. Este maro, permite araterizar de una misma manera los multi-onjuntos risp, los multionjuntos reales [17℄ (en los que la ardinalidadestá araterizada por un número real) y multionjuntos difusos. En lo quese re�ere a este último tipo de multionjuntos, la propuesta es similar a larealizada por Roaher [126℄ aunque la araterizaión empleada resultainapropiada en la prátia.Multionjuntos difusos de Roaher.De entre la propuestas anteriores, omo se ha señalado previamente, onsi-deramos de espeial relevania la propuesta realizada por Roaher [126℄. Éstaintrodue una araterizaión alternativa de las ardinalidades de los elementosde los multionjuntos difusos para solventar algunas de�ienias detetadas enla propuesta de Yager.Se ha de notar que la de�niión de los multionjuntos difusos de Yager per-mite onsiderar a los multionjuntos risp y a los onjuntos difusos omo asospartiulares. No obstante, omo observa Roaher [126℄, la apliaión de losoperadores de interseión, unión e inlusión sobre multionjuntos difusos deYager equivalentes a determinados onjuntos difusos no resulta oherente onlos resultados obtenidos al apliar esos mismos operadores según se de�nen enel maro de la teoría de onjuntos difusos.Detetada la problemátia anterior, Roaher proponer un nuevo maro dearaterizaión de los onjuntos difusos que la solvente, de tal forma que mul-tionjuntos difusos, multionjuntos risp, onjuntos difusos y onjuntos risppuedan ser tratados de una manera uniforme. En diha propuesta, las ardinali-dades de los elementos de un multionjunto difuso son araterizadas medianteardinalidades difusas [168℄. Este onepto se de�ne omo se india a ontinua-ión.De�niión 2.15 (Cardinalidad difusa de un onjunto difuso). Sea A un on-junto difuso.



38 Multionjuntos difusosLa ardinalidad difusa de A es un número difuso, notado en adelante omo
FGCOUNT (A), uya funión araterístia está de�nida omo se india en laEuaión 2.32.

µFGCOUNT (A)(n) = sup{α ∈ [0, 1] : |Lα(A)| ≥ n} ∀n ∈ N (2.32)De la anterior de�niión, se puede observar que una ardinalidad difusasiempre será un número difuso de�nido sobre N, normalizado y uya funiónaraterístia será dereiente.El siguiente ejemplo ilustra el onepto de ardinalidad difusa.Ejemplo 2.7. Supongamos que A es un onjunto difuso de�nido de la forma
A = {1.0/x1, 0.5/x2, 0.1/x3}.Según la de�niión anterior, La ardinalidad difusa de A es un número difusode la forma FGCOUNT (A) = {1.0/0, 1.0/1, 0.5/2, 0.1/3}.Obsérvese que el grado de pertenenia α de ada número natural n de laardinalidad difusa de un onjunto difuso A se interpreta omo el grado en que
A está ompuesto de, al menos, n elementos. Dado que la funión de perteneniade una ardinalidad difusa es onvexa, éstas pueden representarse de forma másompata omitiendo los grados de los números naturales que poseen un grado depertenenia similar al de su inmediato superior. De esta forma, la ardinalidaddifusa desrita en el ejemplo anterior puede ser expresada según la siguientenotaión FGCOUNT (A) = {1.0/1, 0.1/3}c. Nótese que se emplea el subíndie
2 para permitir difereniar los asos en que se hae uso de la notaión abreviadadesrita anteriormente.Una vez de�nido el onepto de ardinalidad difusa, de�niremos el onep-to de multionjunto difuso según la propuesta de Roaher omo se india aontinuaión.De�niión 2.16 (Multionjunto difuso de Roaher). Sea U un onjunto.Un multionjunto difuso de Roaher M de�nido sobre el universo U es unpar M = 〈U,ΩM 〉, donde ΩM es una funión de la forma ΩM : U 7→ Nf .En la anterior expresión, Nf se orresponde on el onjunto todas las posiblesardinalidades difusas.En adelante, la funión ΩM será denominada genériamente omo la funiónde onteo de M .Ilustraremos el onepto de multionjunto difuso de Roaher mediante elsiguiente ejemplo.Ejemplo 2.8. Traspongamos el requerimiento de informaión sobre el sueldo delos empleados jóvenes, abordado en el Ejemplo 2.6, empleando, en esta oasión,un multionjunto difuso de Roaher omo estrutura para ontener los datos.A partir de los datos de la Tabla 2.7 y de la de�niión de la etiqueta lingüís-tia �joven� realizada en la Subseión 2.3.2, podemos de�nir el multionjuntodifuso de Rohaher que ontiene los sueldos de los empleados jóvenes, notadoomo S̆′, omo se india en la Euaión 2.33. En diha euaión, S̆′ está ara-terizado omo un onjunto de pares ΩS̆′(x)/x, donde ΩS̆′(x) es una ardinalidaddifusa expresada en forma ompata.
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S̆′ = { {1.0/1, 0.5/2, 0.2/4}c/20.000 , {1.0/0, 0.9/1}c/30.000 } (2.33)Nótese la equivalenia de S̆′ y el multionjunto difuso de Yager S̆, de�nido enel Ejemplo 2.6, así omo la diferenia la araterizaión de sus ardinalidades.Finalmente, se ha de destaar la enorme ventaja que la anterior propuestapresenta en lo que se re�ere al tratamiento uniforme, bajo un mismo maro,de distintas estruturas onjuntivas (onjuntos risp, onjuntos difusos, multi-onjuntos risp y onjuntos difusos). Este heho, onvierte la propuesta en unaherramienta fundamental para la reaión de sistemas que permitan el trata-miento de ualquiera de las estruturas onjuntivas menionadas, así omo lainteroperatividad de las mismas. Preisamente, ésta es una de las araterísti-as que se busan para las propuestas que se realizan los siguientes apítulosdel presente trabajo. Por tanto, en el ámbito de esta memoria, onsideraremosualquier multionjunto difuso omo un multionjunto difuso de Roaher y, enadelante, denominaremos a este tipo de estruturas simplemente omo multi-onjuntos difusos.2.4.3.2. Operaiones sobre multionjuntos difusosGraias a la aportaión de Roaher, las operaiones sobre multionjuntosdifusos se de�nen de la misma forma que las operaiones sobre multionjuntosrisp. Reordemos que las operaiones de multionjuntos risp se basan en laaritmétia de los números naturales que araterizan las ardinalidades de suselementos. Por tanto, para el aso de los multionjuntos difusos, será neesariodisponer de una aritmétia para las ardinalidades difusas.Dado que las ardinalidades difusas son un asos partiulares de númerosdifusos, podremos emplear la aritmétia extendida de números difusos, introdu-ida anteriormente en la Subseión 2.3.7, para operar on éstos. No obstante,se han de tener en uenta iertas partiularidades de la aritmétia de ardina-lidades difusas ya que éstas se de�nen sobre N. Conretamente, será neesarioemplear de�niiones alternativas para los operadores extendidos de substra-ión y división, omo veremos en detalle más adelante, para superar iertasdi�ultades.Una vez disponemos de una aritmétia para las ardinalidades difusas, lade�niión de los operadores de interseión, unión y unión aditiva de multi-onjuntos difusos es inmediata a partir de los operadores de los multionjuntosrisp. En el aso del operador de diferenia, dadas las di�ultades que presentael operador extendido de substraión, será neesario onsiderar de forma másdetallada su de�niión, uestión que abordaremos en el siguiente epígrafe.En lo que respeta a los operadores relaionales de los multionjuntos difusos,éstos también se de�nen de la misma manera que sus homólogos en el aso demultionjuntos risp. No obstante, se ha de tener en uenta que los operadoresrelaionales < y ≤, apliados respetivamente en la de�niión de los operadoresde inlusión e inlusión estrita, sólo induen en Nf un orden parial. Parasolventar este inonveniente, el operador de inlusión de multionjuntos difusosse de�ne de la forma que se india a ontinuaión.De�niión 2.17 (Inlusión de multionjuntos difusos). Sea U un onjunto.Sean A y B dos multionjuntos difusos de�nidos sobre el universo U .



40 Multionjuntos difusosDiremos que A está inluido en B, notado omo A ⊆ B, si se satisfae laondiión indiada en la Euaión 2.34, donde ⇒f representa un operador deimpliaión difuso.
A ⊆ B ⇐⇒ ∀u ∈ U, ∀n ∈ N, µΩA(u)(n) ⇒f µΩB(u)(n) (2.34)Finalmente, la ardinalidad de un multionjunto se de�ne omo la suma delas ardinalidades de sus elementos. Formalmente, éste onepto queda de�nidoomo se india a ontinuaión.De�niión 2.18 (Cardinalidad de un multionjunto difuso). Sean A un mul-tionjunto difuso de�nido sobre el universo U .La ardinalidad de A es una ardinalidad difusa, notada omo |A|, de�nidaomo se india en la Euaión 2.35. En diha euaión, la sumatoria se orres-ponde on la apliaión del operador extendido de suma para números difusos.

|A| =
∑

u∈U

ΩA(u) (2.35)Diferenia de multionjuntos difusosLa diferenia de multionjuntos difusos ha de ser de�nida on espeial uida-do ya que, para este tipo de estruturas, este operador no indue un operador deomplemento. En la teoría de onjuntos risp, el operador de diferenia puedeser de�nido para dos onjuntos risp A y B sin neesidad de reurrir al operadorde omplemento de la forma que se india en la Euaión 2.36.
A−B = S ⇐⇒ A = (A ∩B) ∪ S (2.36)Para el aso de los multionjuntos risp, el operador de diferenia tiene aso-iada una semántia aditiva de tal forma que, para dos multionjuntos risp A y

B, A−B resulta en el multionjunto risp S que ha de ser añadido (unido aditi-vamente) a A∩B para que el resultado sea igual a A. El anterior planteamientose formaliza en la Euaión 2.37.
A−B = S ⇐⇒ A = (A ∩B) ⊎ S (2.37)La de�niión del operador de diferenia de multionjuntos difusos, en basea la de�niión para el aso de multionjuntos risp, exige que se umpla unaigualdad análoga a la indiada en la Euaión 2.37 en el aso de los multion-juntos difusos. Diha igualdad, para el aso de dos multionjuntos difusos A y

B de�nidos sobre un universo U , se orresponde on la indiada en la Euaión2.38.
A− B = S ⇐⇒ ∀u ∈ U,ΩA(u) = Ω(A∩B)(u)⊞ ΩS(u) (2.38)Desafortunadamente, es onoido [126, 135℄ que X = N⊟M no es la soluiónpara la euaión M ⊞ X = N , siendo M y N números difusos. La soluión ala anterior euaión, uando ésta existe, se obtiene sustituyendo el operadorextendido de diferenia por el la diferenia optimista. La diferenia optimistade dos números difusos N yM , notada omo N⊟̂M , se de�ne omo se india enla Euaión 2.39, donde el operador ∧−1 está de�nido según la Euaión 2.40.
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µ
(N⊟̂M)

(x) = ı́nf
(n,m)∈N×N|m+x=n

µM (m) ∧−1 µN (n) ∀x ∈ N (2.39)
x ∧−1 y = sup{t|t ∈ [0, 1] ∧ mı́n(x, t) ≤ y} ∀x, y ∈ [0, 1] (2.40)Nótese que, omo se ha señalado anteriormente, la soluión a la euaión

M⊞X = N no siempre existe. Si esta euaión es debilitada a la formaM⊞X ≤
N , entones siempre se dispondrá de un onjunto de soluiones a la misma, delas uales X = N⊟̂M es la mayor de ellas [135℄. Conseuentemente, siguiendoel mismo planteamiento, se puede de�nir un operador optimista de difereniaentre dos multionjuntos difusos A y B omo se india en la Euaión 2.41.

A−̂B =
⋃

{S|(A ∩B)⊎ ⊆ A} (2.41)Obsérvese que la expresión anterior no hae otra osa que formalizar el on-epto de que A−̂B es el mayor multionjunto difuso que se puede añadir (uniraditivamente) a A∩B para que el resultado esté ontenido en A. Como se puedeobservar, esta de�niión no es ontraintuitiva y es ompatible on la de�niiónusual del operador de diferenia.Según lo anterior, de�niremos formalmente el operador optimista de diferen-ia de multionjuntos difusos omo se india a ontinuaión.De�niión 2.19 (Diferenia optimista de multionjuntos difusos). Sea U unonjunto. Sean A y B dos multionjuntos difusos de�nidos sobre el universo U .La diferenia optimista de A y B, notada omo A−̂B, es un multionjuntodifuso uya funión de onteo está de�nida omo se india en la Euaión 2.42.
Ω(A−̂B)(u) = máx

(
ΩA(u)⊟̂ΩB(u), {1.0/0}c

)
∀u ∈ U (2.42)Dado que en el presente trabajo la diferenia de multionjuntos difusos yardinalidades difusas se hará siempre empleando su variante optimista, éstasse notarán de la misma forma que los operadores ordinarios, usando respetiva-mente los símbolos − y ⊟, on el objeto de simpli�ar la notaión.Finalmente, se ha de notar que, on el objetivo de solventar las di�ulta-des de apliaión del operador de substraión extendido para ardinalidadesdifusas, Bos y Roaher han propuesto, on posterioridad a la propuesta des-rita anteriormente, una araterizaión alternativa para las ardinalidades delos multionjuntos difusos [32℄. Esta nueva propuesta emplea omo arateriza-ión los enteros relativos difusos, ardinalidades difusas de�nidas sobre Z, onlas que se puede obtener siempre un resultado exato al apliar el operadorde diferenia. Desafortunadamente, la onseuión de diferenias exatas entremultionjuntos difusos mediante la araterizaión de las ardinalidades difusasen Zf (símbolo que representa el onjunto de los enteros relativos difusos) sig-ni�a sari�ar la simpliidad de la araterizaión en Nf , lo que di�ulta lainterpretaión de ardinalidades por parte de los usuarios.



42 Multionjuntos difusosDivisión de multionjuntos difusos.Como los multionjuntos ontienen elementos on distinto número de ou-rrenias, es posible derivar del operador de inlusión un nuevo operador queindique, no sólo si un multionjunto B está inluido en otro multionjunto A,si no uantas vees B puede ser inluido en A. Este planteamiento da lugar aloperador de división.Este operador se de�ne para el aso de los multionjuntos risp omo seindia a ontinuaión.De�niión 2.20 (División de multionjuntos). Sea U un onjunto. Sean A y
B dos multionjuntos de�nidos sobre el universo U .La división de A por B, notada omo A ÷ B, es un número entero que sedetermina omo se india en la Euaión 2.43.

A÷B = ı́nf
u∈U

{ωA(u)/ωB(u)} (2.43)Como en el aso de otros operadores, la anterior de�niión puede ser adop-tada en el maro de los multionjuntos difusos substituyendo los operadoresaritmétios por operadores extendidos. Desafortunadamente, omo ourre onel aso de la substraión extendida, el operador extendido de división no siem-pre proporiona un resultado uando es apliado sobre dos ardinalidades difusasualesquiera. En de�nitiva, el problema es que la euaiónM ⊠X = N no siem-pre tiene una soluión uando N yM son números difusos. No obstante, al igualque el itado aso del operador extendido de substraión, es posible sustituir eloperador extendido de división por una versión optimista que devuelva el mayornúmero difuso X que, aun no siendo la soluión a la euaión anterior, satisfagasu versión débil M ⊠X ≤ N .El operador optimista de división se onstruye en base al operador de dife-renia optimista omo una iteraión del mismo [127℄. Formalmente, la divisiónoptimista de dos números difusos está de�nida omo se india a ontinuaión.De�niión 2.21 (División optimista de ardinalidades difusas). Sean A y Bdos ardinalidades difusas.La división optimista de A por B, notada omo A�̂B, es una ardinalidaddifusa de�nida según la funión araterístia indiada en la Euaión 2.44.
µ(A�̂B)(n) = sup

α∈[0,1]

{α| {1.0/0, α/n}c ⊠B ≤ A} ∀n ∈ N (2.44)La sustituión en la De�niión 2.20 del operador extendido de división por suversión optimista da lugar al operador de división optimista de multionjuntosdifusos. Dado que en el presente trabajo se hará uso exlusivamente de lasversiones optimista del operador de división de multionjuntos difusos y deardinalidades difusas, on objeto de simpli�ar la notaión, se emplearán losmismos símbolos de las versiones ordinarias para identi�ar los mismos.Finalmente, omo en el aso del operador extendido de diferenia, se ha dedestaar que Roaher y Bos han propuesto, on posterioridad a la propuestadesrita anteriormente, una nueva araterizaión de las ardinalidades difu-sas que permiten apliar el operador extendido de división y obtener resultadosexatos [127℄. Más onretamente, se onsigue que el itado operador sea omple-mentario al operador extendido de produto para ualquier aso. No obstante,



Coneptos Previos 43de la misma forma que ourre on el menionado preedente, esta nueva a-raterizaión supone sari�ar la simpliidad de la araterizaión en Nf . Paraobtener los bene�ios de la propuesta, resulta neesario araterizar las ardina-lidades difusas empleando números raionales difusos (elementos del onjunto
Qf ). Esto di�ulta, más aún que la araterizaión en Zf , la interpretaión deardinalidades por parte de usuarios.2.5. ConlusionesEn el presente apítulo se han introduido los oneptos fundamentales enque se basará la presente memoria. En éste, se han proporionado unas noionesbásias sobre bases de datos. A ontinuaión, se han introduido la teoría deonjuntos difusos y la lógia difusa omo herramientas que permitirán el trata-miento de informaión imperfeta. Finalmente, el apítulo aporta una introdu-ión a los multionjuntos difusos omo estruturas matemátias que permitendotar a los datos una dimensión uantitativa y ualitativa.



44 Conlusiones



Capítulo 3Informaión imperfeta enbases de datos3.1. IntroduiónEste apítulo introduirá los preedentes existentes en el área del tratamientoy representaión de informaión impreisa en bases de datos.Para ello, se enumerarán las propuestas más importantes, agrupándolas enfunión de los paradigmas que emplean para la representaión de informaiónimpreisa. A ontinuaión, se examinarán los diferentes lenguajes de onsultadifusa que pueden ser empleados en las bases relaionales difusas, el grupo másimportante de bases de datos de informaión impreisas. Finalmente, se estu-diarán las últimas propuestas en este ampo, las bases de datos orientadas aobjetos difusos.3.2. Informaión imperfetaEl problema de la representaión y tratamiento de informaión impreisaha sido ampliamente estudiado a lo largo de las últimas déadas. La primerauestión a tratar en ésta seión será la desripión del onepto informaiónimperfeta.En la anterior seión, onretamente en la subseión 2.2.1, se propuso unade�niión para el término �informaión�, tratado en esta memoria de maneraamplia asimilándolo al término �dato�, por lo que queda desribir qué añade laali�aión de �imperfeta�. El termino �imperfeta�, referido a la informaión,engloba varios signi�ados que es interesante distinguir [31℄:Inompletitud: La informaión que tenemos es inompleta, es deir, notenemos toda la informaión disponible.Inertidumbre: No se onoe si la informaión es ierta o no.Desonoimiento: Se desonoe la informaión, no tenemos ninguna infor-maiónInapliabilidad: La informaión no es apliable a una determinada entidad.45



46 Informaión imperfeta en bases de datosAdemás de lo anterior, hay que onsiderar que, en oasiones, dihos signi�a-dos no son disyuntivos, por lo que para una determinada informaión se puededar una ombinaión de los mismos.Como hemos visto anteriormente, la teoría de onjuntos difusos y la lógiadifusa han demostrado ser de gran utilidad para proporionar diha representa-ión y tratamiento de informaión imperfeta. Con estas herramientas se tratade manera satisfatoria los distintos tipos de imperfeión que pueden apareeren los datos del mundo real.3.3. Informaión imperfeta en bases de datosLa mayoría de las propuestas para la representaión y tratamiento de in-formaión imperfeta en bases de datos emplean la lógia difusa para dihopropósito. No obstante, a ontinuaión estudiaremos algunos modelos iniialesque no la emplearon.La apliaión de la teoría de onjuntos difusos y de la lógia difusa para larepresentaión y tratamiento de la informaión ha sido ampliamente estudiadasobre el modelo relaional de bases de datos, y reientemente sobre modelos debases de datos orientados objetos, omo se desribirá más adelante.Existen otros modelos para el tratamiento de la impreisión en bases de datosque no emplean el paradigma difuso, pero éstos no han gozado de demasiadaaeptaión. Entre ellos están los basados en los onjuntos rugosos (rough) [116,117℄ introduidos por Pawlak en 1982.3.4. Aproximaiones sin emplear lógia difusaEn la presente seión analizaremos las aproximaiones que han sido pro-puestas para inorporar apaidades de tratamiento de la impreisión en lasbases de datos.3.4.1. Valores nulosLa primera propuesta para dotar a una base de datos relaional on apa-idad para la representaión de informaión imperfeta fue realizada por E.F.Codd [50℄. Ésta, tras su propuesta iniial, fue evoluionando en trabajos poste-riores [51, 52, 53℄.La itada propuesta onsiste en la introduión de un nuevo valor, denomi-nado NULL, en todo dominio disponible en la base de datos. Este valor espeialse empleaba para indiar que no se onoía el valor que tomaba el atributo endiha tupla, por lo que era posible que el valor de diho atributo fuese ualquie-ra perteneiente al dominio asoiado al itado atributo. Cuando se apliabanomparadores sobre el valor nulo, la omparaión no podía ser evaluada omoVerdadero o Falso, ya que no se onoía el verdadero valor que toma el atributo.Como respuesta a las omparaiones se devolvía el valor Quizás (Maybe en eloriginal) que es propio de las lógias trivaluadas.Con posterioridad, diha propuesta evoluionó inluyendo la distinión entrevalores nulos empleando una mara. Se propuso para este �n las dos marassiguientes:



Informaión imperfeta en bases de datos 47A-mara: India que el valor nulo representa un valor desonoido peroapliable.I-mara: Un valor nulo on esta mara india que el valor no es apliable.3.4.2. Valores por defetoEsta propuesta, realizada por Date [58℄, surge de la re�exión del autor sobrelos valores nulos. Según el autor, éstos no habían sido bien tratados en el modelorelaional por lo que, según su opinión, no debían ser inorporados en el mismohasta que se hubiese revisado orretamente la idea. Para suplir la funionalidadque proporionaban dihos valores nulos, propuso que ada dominio tuviesedesignado un valor por defeto. En aso de desonoimiento del valor de unatributo, se emplearía de forma automátia el valor por defeto del dominioasoiado.3.4.3. Rangos de valoresEl empleo de rangos de valores, omo método para la representaión de infor-maión impreisa, fue propuesto por Grant [75℄. La propuesta onsistió en unaextensión del modelo relaional de tal forma que los atributos pudiesen almae-nar valores intervalares, junto on la rede�niión de los operadores relaionalesde manera que su evaluaión pudiese resultar en los valores Verdadero, Falso yQuizás.3.4.4. Bases de datos estadístiasEste tipo de bases de datos fueron propuestas por Wong [152℄. En ellas setrata la inertidumbre mediante la inferenia estadístia. Con este enfoque, laonsulta se plantea omo un experimento estadístio en el que la informaión esinompleta y se entra en alular la respuesta a diha onsulta araterizandoésta omo el onjunto de tuplas que minimiza los errores estadístios.3.4.5. Bases de datos probabilístiasLa Bases de Datos Probabilístias fueron introduidas por Barbara et al. [7℄.La propuesta onsiste en el desarrollo de bases de datos en las que se asoianprobabilidades a los valores de los atributos, de tal forma que se trata a ada aatributo omo una distribuión de probabilidad disreta.3.5. Bases de datos que emplean lógia difusaA ontinuaión, realizaremos una breve desripión de los modelos de basesde datos que emplean de alguna forma lógia difusa omo herramienta para eltratamiento de la impreisión.3.5.1. Modelo básio de base de datos difusaEste modelo extiende el modelo relaional lásio mediante la inorporaióna ada tupla de un grado, normalmente situado en el intervalo [0, 1].



48 Bases de datos que emplean lógia difusaDiho grado ha sido empleado, en diferentes propuestas, para los siguientes�nes: Para indiar el grado de pertenenia de la tupla a la relaión [73, 113℄.Este uso ha sido el más extendido.Para indiar el nivel de fuerza de dependenia que existe entre dos atri-butos de la relaión, representando de esta manera la relaión que existeentre ellos [5℄.Para indiar el grado de umpliendo de una ondiión.Para indiar el grado de importania de la tupla en la relaión [25℄.El prinipal inonveniente de este modelo es que ada tupla asume su aráterdifuso de forma global, por lo que no permite la representaión de informaióndifusa omo valores en los atributos.3.5.2. Modelo de Bukles y PetriEste modelo, presentado iniialmente en [35℄ y desarrollado posteriormenteen [34, 36℄, se basa en el empleo del onepto de relaión de similitud [164℄.Según la propuesta, ada par de elementos de ada dominio empleado en labase de datos ha de tener asoiado un grado de similitud. Cuando diho gradode similitud vale 1, india que el par de elementos es ompletamente igual, yuando diho grado vale 0, se india que los elementos del par son totalmentedistintos.El modelo permite representar valores onjuntivos, on una semántia dis-yuntiva. Los valores permitidos son:1. Conjuntos �nitos esalares, omo puede ser el onjunto de los tipos deinmuebles {casa, piso, duplex}.2. Conjuntos �nitos de números, omo por ejemplo el onjunto {1, 5, 25, 125}.3. Conjuntos de números difusos, omo el onjunto {barato,módio, aro}.En las onsultas se puede estableer un umbral para el grado de similitudentre elementos, por enima del ual los pares de elementos se onsideran iguales,y por debajo, distintos.3.5.3. Modelo de Prade TestemaleEste modelo de base de datos relaional difusa, desrito en mayor detalle en[122, 121, 124, 123℄, se basa en la teoría de la posibilidad [169℄ (Reeditado en1999 en [170℄) para la representaión de datos impreisos.Los valores impreisos se representan omo una distribuión de posibilidad.En onreto, el valor para un atributo A de una entidad x queda representadopor una distribuión de posibilidad ΠA(x) de�nida según una funión arate-rístia πA(x) : D ∪ {e} → [0, 1], siendo D el dominio asoiado al atributo A, y eun elemento espeial que indiar la inapliabilidad del atributo A a la entidad
x.



Informaión imperfeta en bases de datos 49Este modelo exige que las distribuiones de posibilidad empleadas para larepresentaión de datos impreisos estén normalizadas, lo que signi�a que almenos debe existir un valor d ∈ D ∪ {e} para el ual se umpla πA(x)(d) = 1.Como en todo modelo posibilístio, hay que tener en uenta que para unvalor d ∈ D ∪ {e}, el heho de que πA(x)(d) = 1 sólo india que diho valor esompletamente posible, y no que el valor sea ierto. De heho, diho valor d solose podrá onsiderar ierto uando sea el únio valor posible.3.5.4. Modelo de Umano-FukamiEste modelo [69, 147, 145, 146℄ es uno de los primeros modelos de Basesde Datos Relaionales Difusas. Al igual que el modelo anterior, está basado enla teoría de la posibilidad, empleando ésta para la representaión de informa-ión impreisa. Diho modelo es denominado por los autores omo possibility-distribution-fuzzy-relational.Como diferenia destaable, este modelo inluye una mejora importante, onrespeto al modelo anterior, en lo que se re�ere a la representaión y tratamientode informaión desonoida o no apliable. Para la representaión de este tipode informaión, se introduen tres valores espeiales:Desonoido: Este valor (UNKNOWN en el original) india que no se o-noe el valor del atributo para una determinada entidad, pero que dihoatributo es apliable. Éste se desribe mediante una distribuión de posi-bilidad uya funión araterístia se india en la Euaión 3.1.
πUnknown(d) = 1 ∀d ∈ D (3.1)No apliable: El valor (UNDEFINED en el original) india que el atributono es apliable para una determinada entidad. El valor queda desrito poruna distribuión de posibilidad uya funión araterístia es de la formaque se india en la Euaión 3.2.
πUnde�ned(d) = 0 ∀d ∈ D (3.2)Nulo: Este valor (NULL en el original) representa el desonoimiento totaldel valor que toma el atributo, ni siquiera se onoe si el atributo es apli-able o no. La distribuión de posibilidad que representa este valor estáde�nida omo se india en la Euaión 3.3.

ΠNull = {1/Unknown, 1/Unde�ned} (3.3)Además de la representaión de informaión impreisa en los valores de losatributos, este modelo permite la asoiaión de una distribuión de posibilidad,dentro del intervalo [0, 1], a ada tupla que india el grado de pertenenia dediha tupla a la relaión.Finalmente se ha destaar, que este modelo inluye la de�niión extendida delos operadores básios y no básios del álgebra relaional, que permiten operaron las relaiones de este modelo, apliando para ello el prinipio de extensión.



50 Bases de datos que emplean lógia difusa3.5.5. Modelo de Zemankova y KaendelEste modelo, desrito en [171, 172℄, opta por una representaión de la infor-maión imperfeta igual, que la de los modelos posibilístios. Adiionalmente,desarrolla un lenguaje de manipulaión de datos que analiza las relaiones entreposibilidad y erteza.3.5.6. Modelo generalizado para bases de datos difusasEste modelo, denominado originalmente Generalized Model of Fuzzy Rela-tional Databases (GEFRED) y propuesto por Medina et al. [105℄, surge de lainiiativa de la integraión de los modelos anteriores. El objetivo de la propuestaes ofreer un modelo que inluya los aspetos más interesantes de las propuestasprevias para ofreer una soluión ompleta al problema de la representaión yonsulta de informaión impreisa insrita en un modelo relaional.Para soluionar el problema de la representaión de informaión imperfeta,el modelo de�ne el onepto de dominio difuso generalizado. Diho dominio sus-tituye y extiende el dominio lásio de los atributos, de forma tal que se permitela representaión de distribuiones de posibilidad sobre el dominio básio y elempleo de valores espeiales (NULL,UNKNOWN,UNDEFINED) para indiartanto el desonoimiento omo la inapliabilidad del valor de los atributos.Mediante el empleo de dominios difusos generalizados, en la base de datosse podrán representar los siguientes tipos de datos:1. Esalares. Por ejemplo, para el dominioRendimiento = {bajo,medio, alto},un valor alto se representa empleado la distribuión de posibilidad {1/alto}.2. Números. Por ejemplo, para un ampo Altura, un valor de 1.73 se puederepresentar on la distribuión de posibilidad {1/1.73}.3. Conjuntos de asignaiones esalares posibles. Por ejemplo, para el ante-rior dominio Rendimiento, se puede indiar que el rendimiento puede sertanto medio omo alto empleando la siguiente distribuión de posibilidad
{1/medio, 1/alto}.4. Conjuntos de asignaiones numérias posibles. Por ejemplo, para el a-so anterior del ampo Altura, podemos indiar que es posible que és-ta sea 1.70, 1.80 y 1.90 mediante la siguiente distribuión de posibilidad
{1/1.70, 1/1.80, 1/1.90}.5. Distribuiones de posibilidad onstruidas sobre un dominio esalar. Porejemplo, se puede de�nir sobre el dominio Rendimiento la siguiente dis-tribuión de posibilidad {0.3/bajo, 0.7/medio, 0.1/alto}.6. Distribuiones de posibilidad onstruidas sobre un dominio numério. Usan-do de nuevo el atributo Altura, se podría de�nir la distribuión de posi-bilidad {0.1/1.70, 0.9/1.75, 1/1.80, 0.2/1.85}.7. Grados (un número real en el intervalo [0, 1]) que indian el grado deaoplamiento. Por ejemplo, para un atributo Calidad se puede indiar
Calidad = 0.9 indiando que la entidad se ajusta en gran medida al on-epto de alidad.



Informaión imperfeta en bases de datos 518. Valores UNKNOWN (desonoido), que indian que no se onoe el valoronreto para el atributo, aunque éste es apliable. Este valor se repre-sentará mediante la distribuión de posibilidad {1/u|u ∈ U}, siendo U eluniverso de disurso.9. Valores UNDEFINED (no apliable), que indian que el atributo no esapliable a la entidad. Este valor se representa mediante la distribuiónde posibilidad {0/u|u ∈ U}, siendo U el universo de disurso.10. Valores NULL (nulo), que indian que se desonoe si el valor es apli-able o no, y además se desonoe que valor podría tomar. Se emplearála distribuión de posibilidad {1/UNDEFINED, 1/UNKNOWN} pararepresentar este valor.Basándose en el onepto de dominio difuso generalizado, el modelo de�nelas relaiones difusas generalizadas. Éstas están basadas en la relaiones lásiasy se onstruyen empleando tanto dominios lásios omo dominios difusos gene-ralizados. Además, en ellas se añade a ada atributo un grado de ompatibilidadque es empleado para desribir el grado de ajuste del atributo a las ondiionesdifusas impuestas en las onsultas.Para la manipulaión de las itadas relaiones difusas generalizadas, el mo-delo de�ne el onepto de omparador difuso generalizado para permitir esta-bleer ondiiones difusas sobre los valores de los atributos, y la seleión difusageneralizada que permite realizar una seleión sobre una relaión difusa gene-ralizada apliando ondiiones difusas de�nidas en forma de omparador difusogeneralizado.Finalmente, se ha de destaar que el modelo propone una extensión difusadel álgebra relaional.3.5.7. Bases de datos difusas basadas en evoluiones delmodelo relaionalTodos los trabajos desritos anteriormente se basan en el modelo relaionalpara la formulaión de las propuestas. Como se indió en el Capítulo 2, antesdel salto del modelo relaional a las bases de datos orientadas a objetos sepropusieron iertas evoluiones del relaional on el objeto se solventar algunasde sus arenias en nuevas apliaiones. De entre ellas, destaan las relaionesanidadas y las multirrelaiones.Dado el breve lapso de tiempo en que la investigaión en bases de datosdifusas pasó de emplear omo base el modelo relaional a las bases de datosorientadas a objetos, no se enuentra en la bibliografía muhos trabajos quese basen en las itadas evoluiones del modelo relaional. No obstante, la re-vitalizaión de estas propuestas tras la inorporaión de sus araterístias enSQL:1999 atrajo de nuevo la atenión de los investigadores en bases de datos di-fusas sobre éstas. De entre ellas, podemos destaar el trabajo de Ma en relaiónal modelado de informaión difusa y su posterior mapeo en un modelo difusode relaiones anidadas propuesto por el mismo autor [97℄, el trabajo pionero deKim et al. sobre multirrelaiones difusas [83℄ y los trabajos de Roaher y Bossobre el empleo de multionjuntos difusos en onsultas �exibles [126, 127℄.



52 Lenguajes de onsulta difusa3.6. Lenguajes de onsulta difusaLa reuperaión de datos desde una base datos es un aspeto fundamentalde las mismas. El usuario debe poder obtener de la base de datos aquellos datosque neesite en ada momento, así omo apliar un tratamiento partiular so-bre dihos datos. En las onsultas tradiionales sobre bases de datos, el usuarioestablee unas determinadas ondiiones de onsulta que le permiten espei�-ar qué datos desea reuperar. La base de datos devolverá aquellas tuplas quesatisfagan ompletamente dihas ondiiones, onstituyendo éstas el resultadode la onsulta planteada por el usuario.Una alternativa a la onsulta lásia es lo que se onoe omo onsulta �exi-ble, siendo ésta una onsulta en la que las ondiiones impuestas por el usuariopueden ser satisfehas parialmente. Las onsultas �exibles pueden ser aplia-das tanto en onsultas sobre bases de datos lásias (risp), omo sobre basesde datos difusas, proporionando, frente a la onsultas lásias, la siguientesventajas:Proveen un mayor número de respuestas a las onsultas, en forma de res-puestas aproximadas, uando las onsultas lásias son demasiado restri-tivas y no proporionan su�iente número de resultados.Categorizar los resultados en funión de su ompatibilidad on las on-diiones impuestas en la onsulta. Cada resultado de la onsulta tendráun grado de ompatibilidad asoiado. Éste grado permitirá, por ejemplo,ordenar los resultados por relevania o limitar la respuesta de la onsultaa los n mejores resultados.A ontinuaión, desribiremos brevemente las propuestas más signi�ativassobre lenguajes de onsulta difusa.3.6.1. Lenguaje de onsulta difuso de TahamiUno de los primeros trabajos que abordaron las onsultas �exibles medianteel uso de onjuntos difusos orresponde a Tahami [139℄, aunque diho trabajose enfoó sólo sobre la apliaión de este tipo de onsultas sobre bases de datoslásias. Apliando un prediado difuso omo ondiión para onsultar relaioneslásias, obtiene una relaión en la que ada tupla posee un grado asoiado queindia el nivel de satisfaión del prediado apliado.3.6.2. Lenguaje SQLfEste lenguaje, propuesto por Bos y Pivert [30℄ en 1995, representa unasíntesis de las araterístias y funionalidades sugeridas en otras propuestasanteriores sobre onsulta �exible apliada a bases de datos lásias, omo son[27, 94, 115, 139, 153℄. Al igual que en los itados trabajos, SQLf sólo onsiderala sentenia SELECT, empleada para la realizaión de onsultas, no abordandoel resto de sentenias que onforman los sublenguajes DDL y DML de SQL. Elformato de las sentenias para onsultas de diho lenguaje es el siguiente:SELECT [N|T|N,T℄ <lista_de_seleión>FROM <lista_de_tablas>WHERE <ondiión_difusa>



Informaión imperfeta en bases de datos 53En la anterior desripión de la sintaxis, <lista_de_seleión> india lalista de atributos que se desean reuperar, <lista_de_tablas> india la lista detablas que serán reunidas para la onsulta y <ondiión_difusa> la ondiióndifusa que deben satisfaer las tuplas para que formen parte del resultado de laonsulta. Los elementos opionales N y T, que pueden ser apliados por separadoo de manera onjunta, permiten al usuario espei�ar que desea reuperar sólolos N mejores resultados y/o, según sea el aso, aquellas tuplas uyo grado deumplimiento de la ondiión difusa impuesta sea superior al umbral T.3.6.3. Lenguaje FSQLEl lenguaje Fuzzy SQL (FSQL) (Fuzzy SQL), propuesto por Medina yGalindo [70, 71℄, está diseñado para permitir la de�niión de onsultas sobre elmodelo GEFRED de Medina, desrito en la seión anterior. Antes de entrara tratar la sintaxis del lenguaje, estudiaremos la propuesta de implementaióndel modelo GEFRED, en la que se basa diho modelo de onsulta.3.6.3.1. Aproximaión omputaional a GEFREDLa propuesta de implementaión del modelo GEFRED se onoe on el nom-bre de FIRST (Fuzzy Interfae for Relational Systems ó, en astellano, InterfazDifusa para Sistemas Relaionales), y fue introduida en [70, 103℄. Diha pro-puesta de implementaión introdue los siguientes tipos de datos difusos:Atributos difusos de tipo 1: Este tipo de atributo permite almaenar valo-res risp. El empleo de este tipo de atributos, en lugar de los tipos inlui-dos en el SGBD an�trión, permitirá que los atributos puedan partiiparen ondiiones difusas, lo que permite ompararlos on las distribuio-nes de posibilidad y las etiquetas lingüístias que estén de�nidas sobre sudominio.Atributos difusos de tipo 2: Este tipo de atributo tomará valores en undominio de números difusos. Dihos números difusos se representarán pordistribuiones de posibilidad de�nidas sobre dominios ordenados onti-nuos o disretos. Los posibles valores que podrá albergar este tipo son lossiguientes:
• Distribuión de posibilidad trapezoidal: Este valor se desribirá me-diante la notaión abreviada [α, β, γ, δ] empleada para de�nir núme-ros difusos.
• Etiqueta lingüístia: Dihas etiquetas son referenias a oneptos em-pleados en el lenguaje natural y araterizados por una distribuiónde posibilidad.
• Valor aproximado: Representa el onepto difuso aproximadamente
n, siendo n un valor de dominio subyaente. La distribuión de po-sibilidad trapezoidal on la que se arateriza este tipo de valor es
[n−margen, n, n, n+margen], siendo margen un valor estableidode forma global para el dominio. Diho margen identi�a hasta dondepueden ser onsiderados aproximados los valores del dominio.



54 Lenguajes de onsulta difusa
• Intervalo de posibilidad: Este valor es una distribuión de posibilidadque representa un rango de valores totalmente posibles. Un intervalode posibilidad en el rango [α, β], se arateriza por una distribuiónde posibilidad trapezoidal [α, α, β, β].Atributos difusos de tipo 3: Este tipo de atributos están de�nidos sobredominios disretos no ordenados, en los que se de�ne una relaión desimilitud entre los valores del dominio para permitir omparaiones deproximidad entre los elementos. Los posibles valores que podrá albergareste tipo de atributo son los siguientes:
• Valor esalar: Es el aso partiular en el que en la distribuión deposibilidad que puede albergar el tipo sólo existe un elemento y éstetiene un grado de posibilidad igual a 1. Es deir, la distribuión deposibilidad que quedará representada es {1/d} donde d es el valoresalar que se desea almaenar.
• Distribuión de posibilidad de�nida sobre un dominio esalar: Estetipo permite almaenar una distribuión de posibilidad de la forma
{p1/d1, p2/d2, . . . , pn/dn}, donde pi es el grado de posibilidad asoia-do al esalar di.Adiionalmente, se de�nen varios valores espeiales (heredados del modelode Umano-Fukami) empleados en GEFRED. Estos valores son los siguientes:UNKNOWN: Representa el valor desonoido. Asigna un grado de posi-bilidad 1 a todos los elementos del dominio.UNDEFINED: Representa el heho de que el atributo no es apliable.Asigna un grado de posibilidad 0 a todos los elementos del dominio.NULL: Representa el desonoimiento absoluto. No se onoe si el valor esapliable o no y, evidentemente, no se onoe el valor que toma. Se asignael grado de posibilidad 1 a los valores UNKNOWN y UNDEFINED.3.6.3.2. Sintaxis de FSQLEsta propuesta parte de la estrutura básia de la sentenia SELECT dellenguaje de onsulta relaional SQL, que tiene la siguiente sintaxis:SELECT <lista_de_seleión>FROM <lista_de_tablas>WHERE <ondiión>;Partiendo de diha estrutura, la propuesta introdue modi�aiones parapermitir la realizaión de onsultas difusas sobre tipos difusos. Estas modi�a-iones permiten manejar los siguientes elementos en las onsultas:Etiquetas lingüístias: Se pueden introduir en la sentenia etiquetas lin-güístias, on el objeto de haer uso de ellas en las ondiiones que sede�nan en la onsulta. Para su empleo irán preedidas del símbolo $, dela forma $etiqueta.



Informaión imperfeta en bases de datos 55Constante SintaxisValor desonoido UNKNOWNValor inapliable UNDEFINEDValor nulo NULLDistribuión de posibilidad trapezoidal $[ α, β, γ, δ ℄Etiqueta lingüístia $etiquetaIntervalo [ n,m ℄Valor aproximado #nTabla 3.1: Constantes difusas de FSQLComparadores difusos: Este lenguaje introdue una amplia gama de om-paradores difusos, omo pueden ser, por ejemplo, la igualdad difusa, mayoro igual entre números difusos, etétera. Estos omparadores permitirán laonstruión de ondiiones difusas sobre los valores difusos de la base dedatos. Cada omparador está disponible tanto on una semántia de posi-bilidad omo de neesidad, de tal forma que el usuario pueda seleionarla variante adeuada.Umbral de umplimiento: El lenguaje introdue el elemento THOLD< t >,on t ∈ [0, 1], que permite estableer un umbral mínimo de umplimiento
t para las ondiiones difusas inluidas en la láusula WHERE.Grado de ompatibilidad: El lenguaje añade el operador CDEG(<atributo>),que permite onoer el grado de umplimiento de todas las ondiiones enlas que se ve impliado el atributo <atributo>. Cuando se usa el aráter* omo parámetro de diho operador, éste devuelve el grado de umpli-miento global de ada tupla para las ondiiones difusas estableidas enla láusula WHERE.Caráter omodín difuso: Siguiendo la �losofía del aráter omodín deSQL, el aráter *, que inluye en la seleión todos los atributos de lastablas involuradas en la onsulta, el lenguaje FSQL introdue el aráteromodín %. Este nuevo aráter, además de inluir en la seleión todaslas olumnas de las tablas partiipantes en la onsulta, inluye los gradosde ompatibilidad de todos los atributos difusos revelantes, entendiendopor relevante aquel atributo que aparee en alguna ondiión estableidaen la onsulta.Constantes difusas: El lenguaje inluye 7 tipos de onstantes que permiti-rán al usuario de�nir valores difusos de forma senilla. Dihas onstantesse muestran en la tabla 3.1.Condiión IS: La ondiión IS de SQL, permite omprobar si un valores nulo. El lenguaje FSQL amplía esta ondiión para permitir distinguirsi el valor es desonoido, inapliable o nulo. La sintaxis de la ondiiónqueda omo sigue:<atributo_difuso> IS [NOT℄ (UNKNOWN | UNDEFINED | NULL)



56 Lenguajes de onsulta difusaCuanti�adores difusos: El lenguaje FSQL permite el empleo de uanti�-adores difusos en las onsultas, ya sean absolutos o relativos.Un ejemplo de onsulta difusa expresada usando el lenguaje FSQL podríaser la siguiente:SELECT CDEG(*),%FROM InmueblesWHEREPreio FLEQ $[100000,150000,200000,250000℄ ANDTIPO FEQ $Apartamento THOLD 0.6 ANDSuperfiie IS NOT UNKNOWN ANDHabitaiones FEQ #4;3.6.3.3. Arquitetura del servidor de onsultas FSQLEl Servidor de Consultas FSQL, llamado FSQL Server, fue implementadoiniialmente por Medina [103℄ y mejorado por Galindo [70℄.El proyeto de implementaión fue ideado de forma que diho servidor deonsultas se apoya sobre un SGBD risp ya existente. Este enfoque presentaiertas ventajas y desventajas. Como ventaja destaa, prinipalmente, la fai-lidad para realizar la implementaión, ya que no es neesario programar desdeero un SGBD ompleto. Con ello, obtendremos las ventajas del SGBD an�-trión (omo, por ejemplo, seguridad, e�ienia, et.) sin que deban onsiderarestas importantes araterístias en el proeso de desarrollo. La desventaja fun-damental de esta aproximaión es que el servidor será menos óptimo que si éstese hubiese programado a bajo nivel.Los omponentes fundamentales de la arquitetura del servidor son:Datos: Los datos almaenados y gestionados por el SGBD an�trión seomponen de los datos propios de los usuarios del servidor de onsultasFSQL, así omo lo datos de la base de metaonoimiento Difuso (FMB,Fuzzy Meta-knowledge Base). La FMB almaena, en formato relaional,toda la informaión neesaria para el funionamiento del servidor FSQL.Esta informaión está ompuesta por la lista de todas las olumnas de tiposdifusos de la base de datos, así omo informaión aera de las mismas(omo, por ejemplo, las etiquetas lingüístias de�nidas sobre éstas).Servidor FSQL: Es un omponente software inrustado en el SGBD queoulta el proesamiento de las onsultas difusas al usuario. Está programa-do íntegramente en PL/SQL (la extensión proedural del lenguaje SQL,propietaria de Orale) y está ompuesto por tres grandes grupos de fun-iones:
• Funiones de traduión: Este grupo está ompuesto por una funiónprinipal, llamada funión de traduión, y un onjunto de funio-nes auxiliares que ayudan en su ometido a la primera. La funiónde traduión realiza el análisis léxio, sintátio y semántio de lasonsultas FSQL de los usuarios.Después de omprobar que no hay errores en la onsulta FSQL, lafunión de traduión tradue la misma a una onsulta SQL (que
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Figura 3.1: Arquitetura del servidor de onsultas FSQLontendrá llamadas a las funiones del siguiente grupo) que podráser proesada por el SGBD an�trión para proporionar la respuestaa la onsulta difusa que envió el usuario.
• Funiones de representaión: Las funiones de este grupo son emplea-das para mostrar los atributos difusos, inluidos omo olumnas enlas respuestas a las onsultas, de forma legible por el usuario. De estaforma, se evita que el usuario deba interpretar el formato interno enque se representan dihos atributos.
• Funiones de omparaión difusa: Este grupo de funiones se en-arga de implementar las omparaiones entre atributos difusos, asíomo del álulo de los grados de ompatibilidad devueltos al usua-rio. Estos grados de ompatibilidad son generados por el elementoCDEG(<atributo_difuso>) del lenguaje FSQL.Cliente FSQL: Este omponente es un programa externo que hae de inter-faz entre el usuario y el servidor FSQL, oultando los detalles de llamadaa las funiones que onforman diho servidor.La Figura 3.1 ilustra, de forma esquemátia, ómo funiona el servidor FSQL.Según el esquema que se muestra en la �gura, la seuenia que sigue el proe-samiento de una onsulta FSQL es la siguiente:1. El liente FSQL, o ualquier apliaión que desee obtener los resultados deuna onsulta FSQL, envía esta a la funión de traduión de onsultas deFSQL Server. Diha funión se enuentra inrustada en la base de datos,y por tanto, para realizar su invoaión se emplearán los meanismos dellamada a funiones almaenadas en diho sistema an�trión.2. La funión de traduión de FSQL Server realiza el análisis léxio, sin-tátio y semántio de la onsulta FSQL, apoyándose para ello en losmetadatos de la FMB. Como resultado del proeso anterior, se obtieneuna sentenia SQL que, empleando las funiones de representaión y om-paraión difusa, devolverá el resultado de la onsulta difusa que planteóel usuario.



58 Bases de datos orientadas a objetos difusos3. El liente FSQL, o la apliaión que hae uso de los serviios prestadospor SQL Server, obtendrá la sentenia SQL resultado del proeso de tra-duión. Diha sentenia se enviará, por parte del liente o la apliaión,al proesador del onsultas del SGBD an�trión para su proesamiento.4. El proesador de onsultas del SGBD an�trión reibe la onsulta SQL, laproesa, y envía de vuelta el resultado de la misma al liente FSQL.3.6.3.4. Extensiones del modelo GEFRED y FSQL ServerEl modelo GEFRED, y su implementaión FSQL Server, han sido exten-didos por varios autores on objeto de añadirles nuevas apaidades. Dihasextensiones son las siguientes:Blano [15, 16℄ propone, en 2001, una extensión de GEFRED para dotarlode apaidades dedutivas. Para ello, introdue el onepto de RelaiónIntensiva Difusa y extiende la aproximaión omputaional de GEFRED(FIRST), obteniendo omo resultado el modelo FREDDI, así omo el len-guaje DFSQL (Dedutive FSQL) para permitir manipular dihos tipos derelaiones y realizar deduiones sobre las mismas.Carraso [37, 38℄ propone, en 2003, una extensión de GEFRED para añadirapaidades de minería de datos (Data mining). Diha extensión añadenuevos tipos de datos, así omo nuevas sentenias al lenguaje FSQL on elobjeto de poder pratiar ténias de minería de datos sobre datos difusos.3.7. Bases de datos orientadas a objetos difusosLa presente seión está dediada al estudio de las bases de datos orientadasa objetos difusos. Para ello, estudiaremos qué razones llevan a la inorporaiónde este tipo de bases de datos al terreno difuso, y ontinuaremos estudiandoa qué niveles se inorpora la vaguedad en dihas bases de datos. Finalmente,revisaremos brevemente los modelos de bases de datos, de éste tipo, mas signi-�ativos.3.7.1. Motivos para la inorporaión de borrosidadLas bases de datos relaionales difusas dieron paso, en el terreno investigador,a las bases de datos orientadas a objetos difusos. Las razones por las que se llevaa abo este ambio han sido, fundamentalmente, las mismas que las razones quellevaron al iniio de la investigaión y desarrollo de bases de datos orientadas aobjetos, en detrimento de las bases de datos relaionales. Estás razones se puedenreduir a una fundamental: la mayor apaidad de modelado de la realidad queposee el modelo orientado a objetos, lo que permite abordar nuevas apliaionesomplejas.Las bases de datos orientadas a objetos difusos, poseen iertas ventajas so-bre las bases de datos orientadas a objetos lásios. Dihas ventajas son lassiguientes:Aumento de la apaidad de onsulta: Las bases de datos orientadas aobjetos ofreen una mayor failidad de onsulta ya que permiten emplearondiiones difusas.



Informaión imperfeta en bases de datos 59Aumento de los problemas que pueden ser tratados: Al dotar a las basesde datos orientadas a objetos de apaidad para el almaenamiento y ma-nipulaión de informaión imperfeta, aumenta la antidad de problemasque pueden ser tratados por las mismas. Así mismo, para los problemasque ya podían ser tratados por las bases de datos orientadas a objetoslásias, la nueva orientaión difusa puede aportar ventajas en forma demayor �exibilidad y adeuaión a los problemas.3.7.2. Niveles de inorporaión de la borrosidadLa impreisión se inorporará al modelo orientado a objetos en diferentes ni-veles, oinidiendo éstos on los diferentes niveles de agrupaión de informaiónque ofreen los modelos orientados a objetos. Dihos niveles son los siguientes:Nivel de atributos: Este primer nivel, permite la inorporaión de datosdifusos en las bases de datos. Para ello, se añaden nuevos dominios queofreen la posibilidad de almaenar informaión imperfeta omo valoresde los atributos de los objetos.Nivel de relaiones de instania: La borrosidad en este nivel permite queun objeto perteneza a una lase de manera inierta, es deir, on un iertogrado situado en el intervalo [0, 1]. En de�nitiva, lo que se permite a estenivel, es difuminar las relaiones de pertenenia a una lase por parte delos objetos.Nivel de relaiones de herenia: La inorporaión de la borrosidad en esteterer nivel, permite suavizar las relaiones superlase-sublase existentesen los modelos orientados a objetos.Nivel de de�niión: Este nivel se entra en la de�niión del tipo de la lasey de los objetos. La borrosidad en este nivel, afeta a la estrutura dedihas lases u objetos.Nivel de onduta: Como último nivel, se onsidera la borrosidad asoia-da a la onduta de los objetos. En este nivel, se ven afetados por laimpreisión los métodos que de�nen diha onduta.3.7.3. Modelos de bases de datos orientadas a objetos di-fusosComo ya se indió en anteriores seiones, los modelos de bases de datosorientadas a objetos tienen sus preursores en los diferentes modelos semán-tios que fueron superando, en apaidad y failidad de modelado, al modelorelaional.En el aso de las bases de datos orientadas a objetos, suede algo muy similar.Los preursores de diho tipo de base de datos son los modelos semántiosavanzados que fueron inorporando la impreisión, siendo entre ellos el másdestaable el Modelo Entidad-Relaión Difuso.Durante diho desarrollo, una serie de trabajos omienzan a estudiar la im-preisión en los datos y en las relaiones de los mismos:



60 Bases de datos orientadas a objetos difusosRuspini [132℄ presenta los distintos tipos de informaión impreisa queualquier modelo de datos debe onsiderar, omenzando a introduir losatributos de�nidos de forma imperfeta, representados mediante términoslingüístios y onjuntos difusos.Ziveli y Chen [175℄ omienzan a plantear los diferentes niveles en los quela informaión puede estar afetada por ierta imperfeión. Entre otros seidenti�an el nivel oneptual, relaiones difusas entre entidades, onjuntosdifusos de entidades, etétera.Vanderberghe et al. [150℄ introduen noiones mas elaboradas de impor-tantes oneptos omo, por ejemplo, onjunto difuso de entidades, subla-ses difusas y ategorías difusas.Estos trabajos supusieron la gestaión del tratamiento de la informaiónimperfeta más allá del modelo relaional y abrieron la senda para la inlusiónde la borrosidad en modelos orientados a objetos, desemboando diha sendaen el estudio de las bases de datos orientadas a objetos difusos.A ontinuaión, se estudiaran, de forma general, los modelos de bases dedatos orientadas a objetos más relevantes que se enuentran la bibliografía.3.7.3.1. Modelo de J.P. Rossaza et al.Los autores presentan [128℄ una representaión orientada a objetos uyaprinipal novedad es la de permitir la espei�aión de un rango de valorespermitidos y un rango de valores típios para los atributos que omponen laestrutura de una lase. Dihos rangos podrían ser de�nidos de forma difusa.Haiendo uso de dihos rangos de valores, el modelo permite de�nir diferentestipos de relaiones de inlusión, de forma graduada, entre lases.De forma análoga, para los valores de los atributos en las instanias de laslases se introdue el rango posible y el rango reíble. Esto permite espei�arde forma impreisa los valores de los atributos de dihas instanias.Considerando los uatro tipos de rangos, el modelo permite graduar las rela-iones instania-lase, de forma tal, que es posible realizar un álulo del gradoen el que una determinada instania podría ser lasi�ada omo de una deter-minada lase.Basándose en todo lo anterior, los autores proponen un nuevo meanismo deherenia e instaniaión.Finalmente, los autores estudian los diferentes proedimientos neesarios pa-ra el tratamiento de los eventos que pueden ourrir durante el mantenimiento yla atualizaión de la base de datos.3.7.3.2. Modelo GBP de R. George et al.El prinipal objetivo de este trabajo [72℄ es la representaión de situaionesdel mundo real dentro de un sistema gestor de bases de datos. Para ello, seemplea un paradigma orientado a objetos lásio en el que se introdue la dis-tinión entre las noiones dominio de un atributo y rango de un atributo. Dihosoneptos se de�nen omo:



Informaión imperfeta en bases de datos 61De�niión 3.1 (Dominio de un atributo). El dominio de un atributo se de�neomo el onjunto de valores que un atributo puede tomar independientementede la lase en la que éste sea empleado.De�niión 3.2 (Rango de un atributo). Se de�ne el rango de un atributoomo el onjunto de valores permitidos para un atributo en una instania deuna determinada lase.El trabajo propone la representaión de problemas mediante el empleo deuna jerarquía difusa de lases. Diha jerarquía difusa se distingue de la lásiaya que, en la primera, los oneptos que de�nen las lases tienen unos límitesimpreisos, debido a la falta de preisión de los valores que toman los objetosque forman la lase. Los grados de pertenenia de los objetos a las lases sealularán empleando relaiones de similitud, en sustituión de las relaiones deigualdad, de�nidas entre los valores de los dominios de los atributos.3.7.3.3. Modelo FOOD de A. Yazii et al.Este modelo [157, 162, 160℄ supone la ontinuaión y mejora de las ideaspropuestas en el modelo anterior, pudiéndose onsiderar éste una extensión delmismo. La impreisión se soporta en este modelo a los niveles de atributo, derelaiones objeto-lase, de relaiones superlase-sublase, de relaiones lase-lase y de asoiaiones entre lases.La sustituión de las relaiones de igualdad por las de similitud, y el empleode los oneptos de dominio y rango asoiados a ada atributo, permiten elálulo del grado de pertenenia de un determinado objeto a una lase. También,se de�ne el método por el ual es posible el álulo del grado de pertenenia deuna determinada sublase a una superlase.3.7.3.4. Modelo de G. Bordogna et al.El modelo, presentado en [23, 24℄, está basado en una representaión grá�aque permite modelar la presenia de informaión vaga en una base de datosorientada a objetos. Diha representaión grá�a resulta muy expresiva, ya queada elemento apaz de representar informaión imperfeta tienen asoiada unanotaión grá�a que permite la onstruión del modelo oneptual de una formamuy explíita y lara.Finalmente, la propuesta inluye el planteamiento de una implementaióndel modelo propuesto, que onsiste básiamente en el almaenamiento y gestióndel grafo que representa el modelo oneptual, en una base de datos orientadaa objetos tradiional.Se ha de destaar que el modelo se entra solamente en la representaiónde informaión impreisa, y no proporiona ningún método para el álulo delgrado de relaión entre los elementos que onforman el esquema, mientras quelos modelos anteriores sí que proporionan esta lase de métodos.3.7.3.5. Modelo UFO de N. Van Gyseghem et al.Ese modelo, presentado en [148, 149℄, se puede onsiderar el más ompletoy, por tanto, el más omplejo de los modelos presentados hasta el momentoen la presente seión. No propone métodos para el álulo de los grados de



62 Bases de datos orientadas a objetos difusospertenenia de los diferentes elementos del modelo, pero onsidera la represen-taión de informaión imperfeta en todas sus versiones y en todos los nivelesdel esquema.La propuesta puede se divide en dos partes. La primera parte del modelotransforma ada elemento del modelo orientado a objetos que esté representadopor un onjunto lásio por uno equivalente usando onjuntos difusos, siem-pre que esto proporione alguna ventaja. Esta parte trata sobre los siguienteselementos:Modelado suave de propiedades difusas: La propuesta permite modelarde manera suave las lases, dividiendo el onjunto de propiedades de laslases entre propiedades requeridas y propiedades opionales. Esta últimalase de propiedades se orresponde on propiedades espeí�as de posiblessublases, que no están de�nidas dentro del esquema de la base de datospara una apliaión onreta. Las propiedades opionales no son heredadasobligatoriamente por las sublases y, en aso de serlo, puede mantenerse,o no, su opionalidad. La itada opionalidad de las propiedades puede serdifuminada, permitiéndose que una determinada propiedad en una lasesea opional en un determinado grado.Relaiones objeto-lase (lases difusas): Estas relaiones pueden ser gra-duadas, por lo que un onjunto difuso representa onvenientemente el on-junto de objetos que perteneen a una determinada lase.Relaiones superlase-sublase (herenia difusa): De igual forma, las rela-iones superlase-sublase pueden ser difuminadas mediante el empleo deun grado en el rango [0, 1]. Esta situaión queda perfetamente represen-tada mediante el empleo de onjuntos difusos que indiquen uáles son lassublases de una determinada lase.Valores difusos para atributos multivaluados: El modelo propone el empleode onjuntos difusos para representar atributos multivaluados en sentidoonjuntivo.La segunda parte del modelo, la que se enarga del tratamiento de la inerti-dumbre e impreisión, emplea la visión semántia de los onjuntos difusos omodistribuiones de posibilidad. Con ello, se inluyen en el modelo:Valores impreisos para los atributos: Este tipo de datos se modelan em-pleando distribuiones de posibilidad que, a su vez, son representadas omoonjuntos difusos on semántia disyuntiva.Inertidumbre en objetos: Este tipo de inertidumbre se da uando nose onoe on erteza la estrutura del objeto. Para ello, se hae uso delonepto de rol, que modela aspetos determinados de los objetos. Cuantamayor sea la inertidumbre que rodea al objeto, más roles tendrá asoia-dos, pudiendo diha asoiaión ser graduada.Modelado hipotétio: De la misma forma que los roles permiten dotarde una estrutura inierta a los objetos, estos mismos roles pueden serempleados para permitir ierta inertidumbre en el esquema de las propiaslases.



Informaión imperfeta en bases de datos 633.7.3.6. Modelo de Marín et al.La propuesta Marín et at. [100, 101, 102, 99℄ busa la de�niión de un modelode bases de datos orientado a objetos difusos que permita afrontar la imperfe-ión que normalmente afeta a los datos del mundo real y que, también, permitahaer frente a la omplejidad de las estrutura de los mismos.Para ello, se onsolidan los aspetos más interesantes de las propuestas enla literatura, entre ellos los aportados por los modelos anteriores, y se proponennuevos elementos que amplíen las apaidades del la propuesta.El modelo propuesto trata la vaguedad de los datos del mundo real desdediversos niveles:Nivel de atributos: El modelo estudia distintas formas de representar undominio, proponiendo tres formas fundamentales para la representaiónde la impreisión a este nivel:
• Datos imperfetos sin dominio básio asoiado: Se aborda mediantela de�niión de dominios imperfetos sin representaión semántiasubyaente. Este tipo de datos pueden ser, por ejemplo, la seriedadde un diagnóstio, o la alidad de un produto.
• Datos imperfetos sobre un dominio subyaente: Se aborda mediantela de�niión de dominios imperfetos on referenial subyaente onsemántia disyuntiva. Un ejemplo de este tipo de datos puede ser laedad o la altura de una persona.
• Datos imperfetos on multiples valores: Cuando un determinadoatributo puede poseer múltiples valores, y uando ada uno de esosvalores tiene asoiado un determinado grado, se pueden de�nir di-ho tipo de atributos omo un onjunto difuso de objetos. Con estaaproximaión, se inluyen en el modelo los dominios imperfetos onreferenial subyaente y semántia onjuntiva. Como ejemplo de estetipo de datos tenemos por ejemplo el onjunto de idiomas que hablaun tradutor.Nivel de similitud entre objetos: Para la reuperaión de objetos desdela base de datos es fundamental disponer de un método para el álulodel grado de similitud entre objetos. Este método se orresponde on elGrado de Inlusión Guiado por Semejanza (Resemblane Driven InlusiónDegree, en el original) [99℄, equiparando el grado de similitud de dos objetosomo una agregaión del par de grados de la doble inlusión de los mismos.En el trabajo, se propone el empleo de relaiones de similitud para el álu-lo de semejanza de los valores de los atributos de los objetos omparados.En funión del método empleado para el álulo del grado de inlusiónentre onjuntos difusos, se obtendrán diferentes operadores para alularrelaiones de pareido entre onjuntos difusos de objetos impreisos. Laspropuestas de operadores de similitud que hae el trabajo son: SemejanzaGeneralizada, Fator de Cardinalidad y Operador de Consistenia.Nivel de relaiones entre objetos: Las relaiones entre objetos, siendo estasdifusas o no, quedan modeladas orretamente sin la neesidad de la inlu-sión de nuevos elementos en el modelo, todo ello de forma independienteal enfoque que se dé a dihas relaiones:
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• Enfoque funional: Las relaiones on enfoque funional están imple-mentadas al nivel de los atributos. Por tanto, las propuestas realiza-das para la representaión de la vaguedad en diho nivel son igual-mente válidas para la representaión de relaiones imperfetas entreobjetos uando se sigue el enfoque funional.
• Enfoque no funional: Bajo este enfoque, las relaiones serán repre-sentadas mediante una lase que exprese explíitamente la agregaiónentre los objetos relaionados. En este aso, la vaguedad en la relaio-nes objeto-lase quedará en manos de la propuesta para la expresiónde vaguedad en las relaiones objeto-lase, que desribirán a onti-nuaión.Nivel de relaiones objeto-lase: La pertenenia de un objeto a una lasepuede verse graduada debido a la vaguedad en los valores que araterizana los objetos. El modelo puede emplearse para desribir las relaiones deinlusión, utilizando para ello atributos adiionales en la de�niión del tipode una lase, que permitan representar la erteza que se tiene de que unobjeto perteneza a esa lase.Nivel de superlase-sublase: El trabajo estudia dos ténias diferentespara la reaión de sublases:
• Adiión de reglas: Se propone añadir reglas, que supongan restri-iones sobre las propiedades que deben umplir los objetos de unadeterminada superlase, para modelar la pertenenia a la sublaseque se está de�niendo. Este meanismo permite obtener lases inten-sivas arentes de representaión interna.
• Ténia lásia: Esta ténia onsiste en ampliar el tipo de la sublasemediante un onjunto adiional de atributos.El modelo presenta las siguientes araterístias destaadas:Empleo de los meanismos propios del modelo orientado a objetos lásiopara la representaión de las nuevas estruturas propuestas.Estudio de la representaión de la vaguedad difereniando laramente susdos maties: la impreisión y la inertidumbre.Como nota �nal, se ha destaar que, debido a que las estruturas propuestasen el modelo son representables haiendo úniamente uso de las araterístiaslásias de la orientaión a objetos, el trabajo presenta una arquitetura para laonstruión de un Sistema de Gestión de Bases de Datos Orientadas a ObjetosDifusos sobre la base de un sistema lásio ya existente.De esta manera, es posible onseguir un sistema que inluya la nuevas ara-terístias propuestas, y las araterístias de un buen gestor de bases de datos,on un esfuerzo razonable. Diho esfuerzo será muho menor al que supondríala implementaión de un nuevo sistema desde ero.



Informaión imperfeta en bases de datos 65Implementaión del modelo.El trabajo de Marín inluye una implementaión funional basada en elmodelo desrito anteriormente. FoodBi (Fuzzy Objet Oriented DataBase In-terfae) es el prototipo, desarrollado por Marín, que se enarga de ofreer unainterfaz grá�a para la gestión de esquemas de objetos difusos.Diho prototipo permite al usuario de�nir de manera grá�a el esquema quede�ne el modelo orientado a objetos difusos de las entidades presentes en undeterminado problema. Una vez de�nido el modelo, el tradutor difuso-lásioy el gestor de metadatos implementados en FoodBi, se enargan de generarlas lases lásias y los metadatos neesarios para que diho modelo pueda serrepresentado en un sistema de gestión de bases de datos orientado a objetoslásio.Se ha de notar que FooBi no es un gestor de bases de datos orientadas aobjetos difusos propiamente diho. Éste implementa la interfaz para la de�niiónde las estruturas que albergarán informaión imperfeta (parte que podríamosidenti�ar omo DDL) pero no ofree apaidades para la manipulaión de dihainformaión (ometido del sublenguaje DML).La estrategia seguida por el autor para el diseño de una base de datos orien-tada a objetos difusos es la de implementar una apa de reubrimiento sobreun sistema de gestión de bases de datos orientas a objetos lásios. Diha apade reubrimiento, llamada gestor oneptual de borrosidad, se ompone de lossiguientes elementos:Gestor de esquemas: Se enarga de resolver las tareas relaionadas on lade�niión de estruturas de la base de datos.Gestor de objetos: Ofree funionalidad para la reaión, almaenamiento,manipulaión y destruión de objetos sobre las estruturas readas porel anterior gestor.Gestor de metadatos: Se enarga del mantenimiento del atálogo que al-maena los metadatos.Tradutor lásio-difuso: Este elemento se enarga de traduir las peti-iones de de�niión y manipulaión de datos, produidas por los gestoresanteriores, a las orrespondientes petiiones que se han de haer sobre elsistema de gestión de bases de datos orientadas a objetos risp que se em-plea omo base. Este elemento es el únio del sistema que es dependientede la SGBD subyaente, por lo que, si se desea que el sistema empleeomo base otro SGBD, diho omponente se deberá adeuar a la nuevasituaión.El sistema de gestión de bases de datos orientada a objetos para el queestá iniialmente diseñado el tradutor lásio-difuso de FoodBi es una ombi-naión de la máquina virtual Java y el sistema de gestión de bases de datosobjeto-relaionales Orale versión 8.1.6. Del primer omponente, se aprovehasu lenguaje (Java) omo lenguaje para la de�niión y manipulaión de objetos.El segundo omponente, Orale, se emplea omo plataforma enargada de lapersistenia de dihos objetos.



66 Bases de datos orientadas a objetos difusosExtensión del modeloCuevas [57℄ propone una extensión al modelo de Marín que se entra en lamodelizaión de la vaguedad a nivel los valores de atributos y de la de�niiónde objetos.Una de las aportaiones inluidas en la propuesta es el onepto de pers-petiva de omparaión. Este onepto surge de la neesidad de la adaptaióndel operador de omparaión de objetos en funión del ontexto en que éstase realiza. Al dotar de perspetivas de omparaión, se permite seleionar laforma en que el objeto será omparado. De esta forma, se dotará a la operaiónde omparaión de objetos una semántia espeí�a según el ontexto.Además de lo anterior, se proponen diversas estrategias de omparaión deobjetos difusos y la inorporaión de atributos on valores inferidos.El tratamiento de la vaguedad a nivel de estrutural se realiza graias a lostipos difusos. Éstos modelan omo un onjunto difuso la oleión de atributosque tendrán los objetos de determinado tipo. De esta forma, es posible modelarla inertidumbre sobre omposiión estrutural, entendida omo el onjunto deatributos, de los objetos de un determinado tipo.Finalmente, se ha de destaar que la propuesta del modelo de base de da-tos orientada a objetos difusos de Cuevas ha sido adaptada para aomodarlaal modelo objeto-relaional e implementada sobre el SGBD objeto-relaionalPostgresSQL [56℄. Ésta implementaión, denominada pg4DB, inorpora tantolas araterístias del modelo de Marín omo las extensiones propuestas porCuevas.3.7.3.7. Modelo de De Tré et al.Para permitir el modelado simultaneo de los distintos tipos de imperfeiónque puede afetar a la informaión, De Tré et al. [63℄ proponen el uso de onjun-tos difusos de nivel 2. Éstos son onjuntos difusos de�nidos sobre un universoque, a su vez, está formado por onjuntos difusos de�nidos sobre el dominio dedisurso. Dado que los onjuntos difusos de nivel 2 son, en de�nitiva, un anida-miento de dos onjuntos difusos ordinarios, podemos distinguir en su estruturaun nivel interno y un nivel externo.La propuesta aproveha el itado el anidamiento de los onjuntos difusosde nivel 2 para modelar simultáneamente dos tipos de imperfeión. Por ejem-plo, los grados de pertenenia de los elementos del dominio de disurso en elnivel interno pueden ser interpretados omo grados de posibilidad que permi-tan modelar ierta informaión impreisa o vaga. Por su parte, los grados depertenenia del nivel externo pueden ser empleados para indiar la ertidumbreasoiada a la informaión.En este maro, De Tré et al. [62℄ extienden el onepto de tipo empleado enODMG1 3.0 [39℄, el estándar de fato para bases de datos orientas a objetosrisp, para de�nir el onepto de tipo generalizado. Éste onepto, al igual quesu homólogo para el aso de las bases de datos orientas a objetos risp, se empleaomo pieza básia para la onstruión del modelo de base de datos orientadaa objetos difusos propuesto por los autores.1Nombrado de esta forma debido a que fue propuesto por el Objet Data ManagementGroup (ODMG) ó, omo se denominó a partir de 1998, Objet Database Management Group.



Informaión imperfeta en bases de datos 673.8. Indexado en bases datos difusasUno de los aspetos que se tratan en el presente trabajo es el desarrollo demeanismos que permitan a los SGBD difusos ser ompetitivos en entornos enproduión. Dado que los meanismos de indexado son una de las laves, juntoon los meanismos de optimizaión de onsultas, para onseguir altas otas derendimiento en los SGBDs, dediaremos la presente seión a la desripión delestado del arte en el ampo del indexado de bases de datos difusas.Aunque se ha dediado muho esfuerzo investigador en la proposiión de mo-delos de bases de datos difusas, no han sido muhas las propuestas en el ampode las ténias de indexado para éstas. Las primeras investigaiones sobre inde-xado de bases de datos difusas, hasta donde tenemos onstania, se remontanal trabajo pionero de Bos et al. sobre los prinipios de indexado para basesde datos difusas [26℄. En éste se expone la neesidad de ténias espeí�as deindexado que puedan ser apliadas en bases de datos difusas y se proponen dosprinipios de indexado para onsultas �exibles que emplean, respetivamente,medidas de posibilidad y neesidad sobre atributos uyos valores están de�nidosomo distribuiones de posibilidad. Dado que las ténias propuestas en el pre-sente trabajo emplean omo base estos prinipios de indexado, postergaremosla desripión de los mismos al Capítulo 8, en el que se podrá enontrar unadesripión detalla de éstos.Desde la publiaión del trabajo pionero de Bos et al., se han propuestoalgunas ténias de indexado. Podemos dividir estas propuestas entre las queemplean los prinipios de indexado de Bos y las que no los emplean. De entrelas ténias basadas en los prinipios de indexado de Bos, se pueden desta-ar los trabajos de Boss y Helmer [33, 78℄, así omo el de Liu et al. [95℄. Losprimeros proponen una ténia de indexado para datos difusos de�nidos sobredominios esalares. En esta propuesta se emplea omo estrutura base una listainvertida [176, 133℄. Por su parte, Liu et al. proponen una ténia de indexa-do para números difusos. En éste aso, se emplea omo estrutura de indexadobase un árbol G [88℄, un índie multidimensional ompuesto de un diretorio yun �hero de rejilla. Ambas propuestas permiten apliar un número ilimitadode onsultas �exibles diferentes, por lo que podemos onsiderarlas ténias deindexado genérias. Como en el aso de los prinipios de indexado de Bos, pos-tergaremos la desripión de ambas ténias al Capítulo 8, ya que se emplearanomo referenia para evaluar el rendimiento de las ténias de indexado que seproponen en el presente trabajo.En el grupo de las ténias de indexado de datos difusos que no están basadasen los prinipios de indexado de Bos, podemos destaar los trabajos de Boset al. [29℄, Petry et al. [118℄ y Yazii et al. [158, 159, 161℄. Desafortunadamente,todas estas ténias están diseñadas para apliaiones en que el número deonsultas �exibles distintas que se pueden realizar es �jo y, por tanto, �nito ypequeño en la prátia. Por ésta razón, no onsideramos a estas ténias omoténias de indexado de propósito general.3.9. ConlusionesEn el presente apítulo se ha introduido brevemente el estado del arte enlo que se re�ere al manejo de informaión imperfeta en bases de datos.



68 ConlusionesTras la pertinente de�niión del onepto informaión imperfeta empleadoen este trabajo, se han desrito las propuestas más relevantes de la bibliografíapara el manejo de la misma en forma de base de datos, inluyendo propues-tas basadas y no basadas en la lógia difusa, lenguajes de onsulta �exible ytratamiento de la informaión imperfeta en bases de datos orientas a objetos.



Capítulo 4Motivaión de la propuesta4.1. IntroduiónEl presente apítulo está dediado a la exposiión y al análisis de los motivosque nos onduen a la formulaión de la propuesta que se realiza en el presentetrabajo.Para ello, analizaremos rítiamente los prinipales modelos de bases de da-tos difusas propuestos en la literatura on el �n de detetar las arenias queéstos presentan. Así mismo, se analizarán las estrategias de implementaión dedihos modelos. A ontinuaión, analizaremos las tendenias atuales de la in-dustria del desarrollo de sistemas de gestión de bases de datos. Finalmente, seextraerán las onlusiones pertinentes de los anteriores análisis y se emplearánéstas omo diretries que determinarán el sentido de la propuesta del presentetrabajo.4.2. Evaluaión de los modelos atuales de basesde datos difusasEn la presente seión, se realizará un análisis rítio de las propuestas a-tuales para la inorporaión de apaidades de representaión y manipulaiónde informaión imperfeta en bases de datos, entrándonos exlusivamente enel empleo del paradigma difuso. Este análisis tiene omo objetivo detetar lasarenias de dihas propuestas para, posteriormente, realizar una propuesta quepermita paliarlas.En el apítulo anterior, se ha realizado repaso a los modelos de bases dedatos difusas más relevantes en la atualidad. En general, los modelos analizadosse basan en un determinado modelo base de datos risp que extienden parainluir apaidades de manejo de informaión imperfeta. Estas propuestas hanquedado divididas laramente en dos grupos en funión del modelo en que sebasan: las bases de datos relaionales difusas y las bases de datos orientadas aobjetos difusos.A ontinuaión, proederemos a realizar diho análisis rítio partiularizan-do éste en funión de los grupos anteriormente menionados.69



70 Evaluaión de los modelos atuales de bases de datos difusas4.2.1. Bases de datos relaionales difusasComo ya se expuso en seiones anteriores, los primeros modelos de basesde datos que inorporaron apaidades para el tratamiento de informaión im-perfeta, empleando la lógia difusa, se basaron el en modelo relaional.A pesar de la gran apaidad para el almaenamiento y manipulaión deinformaión imperfeta que ofreen los modelos de bases de datos relaionalesdifusas, éstos sufren de iertos inonvenientes heredados del modelo relaional,en el que están basado estos modelos. Éstos, detallados en el apítulo anterior,se resumen a ontinuaión:Di�ultad de modelado: Los elementos presentes en el mundo real, nor-malmente omplejos e interrelaionados, no suelen ser modelados on fa-ilidad empleando el modelo relaional. Además, uando la imperfeiónestá presente no solo en los valores de la base de datos, si no también enla estrutura de las entidades, en la organizaión de éstas, y en la interre-laión de las mismas, las bases de datos relaionales difusas no permitenun modelado orreto de dihos elementos.Poa adeuaión del modelo de datos relaional a las neesidades de lasnuevas apliaiones: Con las nuevas apliaiones (por ejemplo, CAD, CAM,CASE, GIS, médias, ientí�as, multimedia, etétera) que se apoyan enbases de datos para la gestión de los datos que manejan, los sistemas debases de datos relaionales tienden a inurrir en iertos problemas, omo lafalta de e�ienia en la reuperaión de datos y la di�ultad de modeladode dihos datos empleando el modelo relaional.Ine�ienia en los serviios de persistenia ofreidos a las apliaiones pro-gramadas en lenguajes orientados a objetos: En la atualidad, la mayorparte de las apliaiones se desarrollan empleando lenguajes orientados aobjetos. Los serviios de persistenia de datos que neesitan dihas apli-aiones se ven forzados a realizar un proeso de mapeo entre el modeloorientado a objetos, del lado de la apliaión, y el modelo relaional, dis-ponible en la base de datos. Diho proeso de mapeo, que onlleva iertooste omputaional, junto on el aeso típio a los datos en los mode-los orientados a objetos (el aeso navegaional) haen que las bases dedatos relaionales se muestren ine�ientes en el proeso de reuperaión ymanejo de informaión de dihos sistemas.4.2.2. Bases de datos orientadas a objetos difusosComo evoluión de los modelos de bases de datos relaionales difusas y on elobjetivo de solventar los problemas que éstos presentan, las propuestas siguen latendenia evolutiva de las bases de datos lásias haia la orientaión a objetos.El resultado de este proeso son los modelos de bases de datos orientadas aobjetos difusos.Las bases de datos orientadas a objetos difusos ofreen un entorno muypotente para la representaión de informaión imperfeta a nivel de valores, es-trutura, así omo de organizaión e interrelaión. Esto permite modelar onfailidad entidades proedentes del mundo real inluso uando éstas se ven afe-tadas por ierta imperfeión, lo que permite dar soporte de forma onveniente



Motivaión de la propuesta 71a las nuevas apliaiones para bases de datos. Además, se añade el valor depermitir a éstas el almaenamiento y manipulaión de informaión imperfeta,lo que abre nuevas posibilidades para las mismas.A pesar de todo ello, omo ourre en el aso de las bases de datos relaionalesdifusas, las bases de datos orientadas a objetos difusos sufren de los problemasheredados del modelo en el que se basan: el modelo orientado a objetos. Estosproblemas, expuestos en apítulos anteriores, se resumen a ontinuaión:Debilidad ante ambios en el esquema: En una base de datos orientada aobjetos, añadir, modi�ar o eliminar lases suele requerir modi�aionesen las lases de la apliaión que interatúan on éstas. Además, se ha deonsiderar que es neesaria la adaptaión de las instanias perteneientesa las lases modi�adas, ya existentes en la base de datos, a las nuevasde�niiones de sus lases. Por tanto, estas modi�aiones en la base dedatos normalmente haen neesario una reompilaión íntegra del sistema.Dependenia del lenguaje: Las bases de datos orientadas a objetos suelenestar fuertemente ligadas a un lenguaje de programaión orientado a ob-jetos onreto por medio de la API de aeso a las mismas. Esto signi�aque la base de datos sólo puede ser aedida desde apliaiones desarrolla-das usando un determinado lenguaje para el que existe la API de aesoorrespondiente.Carenias en la apaidad de onsulta: Debido a que no es posible emu-lar la semántia de la unión relaional en el modelo orientado a objetosmediante la unión de dos lases, se hae evidente que este modelo poseeuna �exibilidad muho menor a la hora de aeptar onsultas por partede los usuarios. Además, las onsultas que pueden ser apliadas sobre losdatos en el modelo orientado a objetos están determinadas por el diseñodel sistema.Finalmente, la enapsulaión de los objetos puede impedir que iertas on-sultas empleen riterios en base a ondiiones impuestas al estado internode los objetos, uando estos objetos no muestran diho estado median-te una interfaz públia. Esto di�ulta aun más la ejeuión de onsultasad-ho.4.3. Análisis de las arquiteturas de los sistemasde gestión de bases de datos difusasLas implementaiones de gestores de bases de datos difusas emplean funda-mentalmente dos aproximaiones para el desarrollo de las mismas:Implementaión de un SGBDD ad-ho: Esta aproximaión requiere ungran esfuerzo de implementaión hasta obtener un SGBD on todas lasaraterístias exigibles a este tipo de sistemas, estable y on un rendi-miento aeptable. Normalmente este tipo de proyetos no pasan de serprototipos muy inompletos, aeptables a nivel de investigaión pero, nor-malmente, inadeuados para las neesidades en entornos en produión.Implementar el sistema gestor desde ero, permite a sus diseñadores dotara diho sistema de tantas apaidades de almaenamiento y manipulaión



72 Análisis de las arquiteturas de los SGBDDsde informaión imperfeta omo hayan podido idear, lo que proporionaa este tipo de sistemas una alta potenia en el almaenamiento y manipu-laión de informaión imperfeta.Empleo de un SGBD existente omo an�trión: Esta aproximaión requieremenor esfuerzo de implementaión que la anterior. Además, al estar basadaen un sistema ya existente, siendo éste normalmente de nivel profesional, elSGBDD obtenido hereda la estabilidad y rendimiento del SGBD an�trión.Debido a la estabilidad y rendimiento heredada del an�trión, este tipo dedesarrollos pueden ser empleados en grandes sistemas en produión.Ya que la implementaión que siga esta aproximaión debe ajustarse a lasaraterístias de sistema an�trión, es posible que ésta se vea forzada arestringir las apaidades de almaenamiento y tratamiento de informaiónimperfeta ofreidas.Como ha quedado patente en el análisis anterior, las implementaiones ba-sadas en extensiones de sistemas de gestión de bases de datos existentes, a pesarde que exista la posibilidad de que sean menos potentes en el almaenamiento ymanipulaión de informaión imperfeta que las implementaiones ad-ho, sonlas más adeuadas a la hora de apliar éstas a problemas reales, en los que elvolumen de datos y de onsultas, haen neesario que el SGBDD ofreza ungran rendimiento y estabilidad.4.3.1. Sistemas basados en tradutoresDentro del onjunto de las implementaiones de SGBD difusos basas en unSGBD an�trión, destaan aquellas que emplean omo aproximaión el uso deun sistema de traduión [70, 103, 100℄ que transforme el lenguaje de onsultadifuso en el lenguaje de onsulta del sistema an�trión.A pesar de las ventajas que ofree esta estrategia de implementaión, existeniertos inonvenientes asoiados a la misma:Imposibilidad de empleo de todas apaidades de onsulta disponibles en elsistema an�trión: Típiamente, el lenguaje de onsulta difuso del SGBDDse reará omo una extensión del lenguaje de onsulta de sistema an�trión.No obstante, por motivos de simpliidad la itada extensión no suele on-siderar todos los elementos disponibles en el sistema.Aún siendo total la base del lenguaje de onsulta del sistema an�trión quees onsiderada para la de�niión del lenguaje de onsulta difuso, una vezestableido éste se implementará el tradutor que permitirá la ejeuiónde las onsultas expresadas en este lenguaje. A partir de este momento,el lenguaje de onsulta difuso queda aislado de posibles evoluiones dellenguaje en que se basa. Según esto, los usuarios no podrán emplear enlas onsultas difusas determinadas failidades que hayan sido inorporadason posterioridad al lenguaje de onsulta de sistema an�trión (por ejemplo,al instalar el SGBDD sobre una versión posterior del sistema an�trión),ya que el proeso de traduión no reonoerá la mismas y fallará.Imposibilidad de uso de las araterístias de valor añadido que ofree elsistema an�trión: Algunos sistemas de gestión de bases de datos relaio-nales ofreen araterístias de valor añadido, omo son failidades para



Motivaión de la propuesta 73el tratamiento de datos espaiales, series temporales, proesamiento detextos, lustering, tratamiento de XML, etétera. Estas araterístias seofreen en forma de extensiones del lenguaje SQL, para poder llevar a abode una forma senilla ierto tipo de onsultas y manipulaión de datos.Al igual que ourre en aso desrito anteriormente, uando el usuariodesea haer uso de dihas extensiones en onsultas difusas, el tradutor desentenias no reonoe las mismas e india un fallo al usuario.Imposibilidad de inorporar apaidades de optimizaión e indexado es-peí�as para datos imperfetos: En esta aproximaión, la naturaleza delos datos imperfetos sólo es onoida por el sistema de traduión deonsultas difusas. Por tanto, el sistema an�trión no peribe dihos datosomo imperfetos, ya que éstos se representan mediante las estruturasordinarias ofreidas por diho sistema.Esto imposibilita que el sistema an�trión haga uso, si éste las ofree, deapaidades para la de�niión por parte del usuario de meanismos deoptimizaión de onsultas o indexado más apropiados y e�ientes para lostipos de datos imperfetos, ya que es inapaz de detetar que la naturalezade los mismos.Reduión del rendimiento en el proesamiento de sentenias: Debido aque es neesario un proeso de traduión para las sentenias de onsultasdifusas, ada vez que se ejeuta este tipo de sentenias se deben ejeutardoblemente proesos de análisis léxio, sintátio y semántio. El primergrupo de análisis se ejeuta sobre la sentenia de onsulta difusa que sedesea traduir. El segundo se ejeuta, por parte del SGBD an�trión, sobrela sentenia SQL obtenida del proeso de traduión uando ésta es eje-utada por el mismo. Esta ejeuión doble puede mermar el rendimientodel proesamiento de onsultas.Dentro de esta lase de sistemas, se puede difereniar entre los que imple-mentan el sistema de tradutor haiendo uso de los meanismos de extensiónfunional del an�trión [70, 103℄ o los que implementan el sistema de tradu-ión omo un omponente externo al sistema an�trión [100℄. A ontinuaiónanalizaremos ada una de las alternativas.4.3.1.1. Tradutor internoLa primera de las alternativas implia que el tradutor de onsultas y susfuniones auxiliares (por ejemplo, para la representaión y omparaión de da-tos imperfetos) están implementados internamente en el servidor. Ésta es laarquitetura empleada, por ejemplo, por FSQL Server [70, 103℄.Este enfoque proporiona apaidades de aeso y manipulaión de la in-formaión imperfeta de forma senilla, tanto del lado del servidor omo desdeapliaiones liente, debido a que la invoaión del sistema de traduión serealiza on los mismos meanismos que se emplean para el envío de onsultas alsistema an�trión.No obstante, el empleo de un tradutor interno aumenta el impato de algu-na de las desventajas debidas al empleo de tradutores. Se ha de tener en uentaque el proeso de análisis y traduión de sentenias difusas se ha de implemen-tar omo un proedimiento almaenado en el servidor, empleando el lenguaje



74 Análisis de las arquiteturas de los SGBDDsproedural que ofree el sistema an�trión. En los SGBDs atuales, es omúnque el ódigo esrito en diho lenguaje se interprete o, a lo sumo, se ompilea un ódigo intermedio. Este último, aunque más próximo al ódigo máquina,requiere también para su ejeuión el empleo de un intérprete. Esto provoaque la ejeuión de la rutina de traduión, así omo las auxiliares de om-paraión y representaión, añada más arga al sistema y, por tanto, reperutenegativamente en el rendimiento del mismo.4.3.1.2. Tradutor externoOtra posible alternativa en las arquiteturas basadas en el empleo de tra-dutores es la de implementar éste de forma externa al SGBD an�trión que seemplea. Esta aproximaión permite dividir de la lógia del SGBDD. Por un ladose dispondrá de una parte funional que se enargará en la traduión de lassentenias del lenguaje de onsulta difuso y, por otro lado, se ontará on unsegundo omponente funional formado por un SGBD lásio.Por ejemplo, el sistema FooBi [100℄, que sigue la aproximaión desrita,realiza esta división de la siguiente forma:La interfaz de usuario y el gestor de borrosidad: Esta parte se ejeutaomo liente en la máquina del usuario del sistema gestor de bases dedatos difusas.El sistema de persistenia de las lases: Esta parte se ejeuta de formaindependiente a la anterior.La ventaja fundamental de este enfoque es que el sistema de persisteniapuede estar alojado en una máquina on su�iente potenia omo para servira un gran número de usuarios. Así, es posible que los usuarios del sistemaompartan reursos omo el espaio en diso y la apaidad de proesamiento,librando a la máquina liente de diha arga.Por otra parte, al residir gran parte de la lógia del sistema gestor en el lien-te, el uso ompartido de diha lógia es imposible, por lo que el mantenimientode la misma se hae difíil en un entorno multiusuario. Cuando diha lógiadeba ser modi�ada on objeto de mejorarla, mantenerla o adaptarla a iertosambios en el sistema gestor de bases de datos orientadas a objetos subyaente,el proeso deberá atualizar, uno a uno, el software de que disponen los lientes.4.3.2. Sistemas basados en la extensión nativa del an�-triónUna alternativa a los sistemas basados en tradutores es el desarrollo delSGBDD omo una extensión nativa del SGBD an�trión. La primera propuestade este tipo de sistemas fue realizada por Cubero, Marín, Medina, Pons y Vila[55℄. Con posterioridad, esta propuesta ha sido ampliada [10, 44, 45℄. Diha am-pliaión será desrita en el Capítulo 7 del presente trabajo. Finalmente, Cuevas[56, 57℄ también emplea esta aproximaión en pg4DB.Esta alternativa, posterior a la basada en tradutores, resulta posible a partirde la inorporaión en los SBGD risp de meanismos de extensión basadosen las novedades inluidas en el estándar SQL:199 (que se tratarán en mayorprofundidad en la siguiente seión). Graias a las nuevas posibilidades que



Motivaión de la propuesta 75ofree el empleo de UDTs, es posible de�nir tipos espeí�os que permitan lapresentaión y manejo, mediante lógia enapsulada, de informaión imperfetaen un SGBD lásio.Esta lase de sistemas mantienen los aspetos positivos de los sistemas detraduión interna y neutralizan, en la medida en que las araterístias deextensión del SGBD an�trión lo permiten, las desventajas señaladas para losmismos.4.4. Tendenias atuales de la industria de siste-mas gestores de bases de datosDebido a que las implementaiones más ompletas de bases de datos difusasse basan en un SGBD an�trión, la presente seión analizará las tendeniasque siguen los desarrolladores y las entidades de estandarizaión de este tipo desistemas. Partiularmente, el análisis se entrará en las apaidades de extensiónde los SGBDs, on el �n de identi�ar aquellos sistemas más adeuados parala implementaión de un SGBDD siguiendo una aproximaión que minimie losinonvenientes menionados en la seión anterior.Para ello, analizaremos los meanismos de extensión por parte del usuarioque ontemplan los estándares atuales, SQL:1999, y el grado de implemen-taión de dihos meanismos en los sistemas más populares disponibles en laatualidad. El objetivo de esta seión es analizar qué tipo de meanismo es elmás omún y onveniente para el desarrollo de una extensión de dihos sistemaspara el almaenamiento y manipulaión de informaión imperfeta, permitiendoasí justi�ar las deisiones de diseño e implementaión de diha extensión.4.4.1. Meanismos de extensión de SQL:1999La serie de estándares SQL que fueron publiados a lo largo de la vida dediho lenguaje (SQL-86, SQL-89 y SQL-92) no reogieron, hasta 1996, la posibi-lidad de que los usuarios pudiesen de�nir iertas extensiones para el tratamientode sus datos. En diho año, la publiaión de SQL/PMS, una adiión al estándaronoida omo PMS-96, introdue en el estándar SQL la posibilidad de que elusuario de�na proedimientos y funiones. La de�niión de tales proedimien-tos y funiones se realiza mediante el empleo de lenguajes proedurales. Éstosserán ejeutados y almaenados en el servidor y podrán ser invoados dentro desentenias SQL. Esta inorporaión al estándar responde al gran éxito de los me-anismos de extensión proedural propietarios que inluyeron iertos fabriantesen sus produtos.La posibilidad de de�nir por parte del usuario funiones y proedimientos,permite la reaión de onjuntos de dihas funiones y proedimientos pararealizar proesamientos omplejos de los datos dentro de las sentenias SQL.Posteriormente, on la publiaión del estándar SQL:1999, las apaidadesde extensión de los sistemas SQL se inrementan de forma notable. El nuevoestándar ontempla, además de las posibilidades de extensión en base a pro-edimientos y funiones ya inluidas en su parte fundaional, la posibilidad dede�nir tipos omplejos, llamados tipos de�nidos por el usuario o, en el original,User De�ned Types (UDTs).



76 Tendenias atuales de la industria de sistemas gestores de bases de datosLos UDTs, además de permitir la de�niión tipos de datos omplejos, pue-den inluir en su de�niión proedimientos y funiones asoiados a los mismos.De esta forma, la lógia asoiada a ada UDT se enuentra enapsulada endiho tipo. Esto, en de�nitiva, abre la posibilidad de que las bases de datosSQL permitan al usuario de�nir y trabajar on objetos omplejos on métodosasoiados.Como se puede apreiar, la inorporaión de los UDTs en SQL:1999 abrelas puertas a la extensión de los sistemas de gestión de bases de datos SQL. Esposible desarrollar un onjunto de UDTs empaquetados on el objeto de añadirlos tipos y el proesamiento neesario para dotar de apaidades de representa-ión y manipulaión de datos proedentes de apliaiones omplejas omo, porejemplo, datos espaiales, médios, multimedia, etétera.Adiionalmente, el estándar SQL:1999 inorpora la extensión de SQL-92 de-nominada SQL/OLB y una nueva parte onoida omo SQL/JRT. La extensiónSQL/OLB (Objet Language Bindings), publiada en 1998 y onoida omoOLB-98, de�ne los meanismos de inrustaión de ódigo SQL en ódigo Ja-va. Por su parte, SQL/JRT (Java Routines and Types) de�ne los meanismosneesarios para permitir la implementaión de proedimientos y funiones al-maenadas en el servidor empleando ódigo Java, la inlusión de tipos de�nidosen Java omo tipos de usuario de la base de datos y los meanismos para elempaquetado y la arga automátia de estos tipos y rutinas en un servidorSQL.Estas últimas partes de SQL:1999 abren la posibilidad del desarrollo en ellenguaje Java de paquetes de UDTs y sus métodos asoiados. Esta posibilidadpermitiría que dihos desarrollos puedan ser inorporados de forma direta enualquier sistema SQL, independientemente del fabriante. Teniendo esto enuenta, la posibilidad de desarrollo de paquetes para el almaenamiento y tra-tamiento de datos omplejos se ve reforzada, ya que, al dotar de independeniadihos paquetes on respeto de los fabriantes de sistemas SQL, estos podríanser instalados y funionar en virtualmente en ualquier base de datos que seajuste al estándar SQL:1999.Con esta visión del estándar, se hae patente que las posibilidades de exten-sión de un sistema SQL pasan por la de�niión de UDTs on lógia enapsuladaque permita el almaenamiento y manipulaión de los mismos. Esto es, en de�-nitiva, el empleo de las araterístias objeto-relaionales de los sistemas SQL.4.4.2. Análisis de los sistemas disponibles en el meradoLa presente seión está dediada al análisis de los sistemas SQL que, enmayor o menor medida, inorporan apaidades para la extensión de los mismosen forma de UDTs.4.4.3. PostgreSQLPostgreSQL, es atualmente el únio SGBD de libre distribuión que puedeser onsiderado objeto-relaional. El desarrollo de este sistema pretende ajus-tarse al máximo al estándar SQL:1999, por lo que, entre otras funionalidades,ofree soporte para los tipos de�nidos por el usuario. No obstante, este soportees limitado ya que, aunque permite la de�niión de tipos estruturados, Post-greSQL no soporta oleiones [140℄.



Motivaión de la propuesta 77Hasta el momento, PostgreSQL permite la de�niión de tipos estruturados,pero no inorpora meanismos de herenia para ellos, ni permite la inlusiónde métodos en los mismos, así omo las referenias a objetos. En ambio, o-mo ontraprestaión, ofree herenia sobre tablas y funiones de�nidas por elusuario que permiten manipular, tanto tipos básios, omo tipos de�nidos porel usuario. Esta última apaidad permite inorporar lógia para dihos tiposen forma de funiones en lugar de métodos aunque, por otra parte, tambiénsigni�a la imposibilidad de enapsulado de ésta.4.4.4. DB2 Universal DatabaseDB2 Universal Database es otro produto que puede ser onsiderado omoun sistema de gestión de bases de datos objeto-relaionales. Propiedad de IBM,este produto es la ombinaión del sistema relaional de IBM, denominadoDB2, e Informix, produto de la ompañía de mismo nombre adquirida porIBM. En la ombinaión de los produtos, Informix aporta a DB2 araterístiasobjeto-relaionales. A su vez, las araterístias objeto-relaionales de Informixfueron heredadas por éste del sistema Ilustra, adquirido por Informix Softwarepreviamente a su ompra por IBM.Este sistema ofree una amplia variedad de araterístias objeto-relaionalesy de meanismos de extensibilidad, omo son la de�niión de tipos de usuario,las jerarquías de tipos mediante herenia, la de�niión de métodos, hereniade tablas, referenias a objetos, de�niión de índies por parte del usuario yoperadores de�nidos por el usuario. El sistema está orientado a dar soporte alos objetos almaenados omo valores de olumnas, en detrimento de la repre-sentaión de objetos en forma de �las, y se apoya fuertemente en Java para lade�niión e implementaión de dihos objetos.El fabriante da soporte a paquetes de UDTs y su funionalidad asoiada,onoidos en el mundo Informix omo DataBlades y denominados por IBMomo extenders. De esta forma, es posible desarrollar paquetes para el trata-miento de datos omplejos que pueden ser instalados en el servidor de formatransparente. Dado el diseño modular de los paquetes, es posible la oexisteniade varios de ellos en un mismo servidor, permitiendo inluso la interaión yomplementaión entre los mismos.4.4.5. SQL ServerEste produto de Mirosoft es la apuesta de la ompañía para su gama deservidores de bases de datos.De entre araterístias doumentadas de este servidor se inluyen algunasque permiten ali�arlo omo un servidor de bases de datos objeto-relaionales.El servidor da soporte a tipos de�nidos por el usuario, uyos métodos y propiade�niión puede haerse empleando ódigo intermedio CLR (Common Langua-ge Runtime). El ódigo CRL puede ser generado ompilando ualquier ódigoesrito en un lenguaje de programaión soportado por la plataforma .NET (porejemplo, C# o Visual Basi), propiedad de Mirosoft.La de�niión de UDTs empleando CLR ofree la ventajas de inorporar todala potenia de los lenguajes orientados a objetos de la plataforma .NET, entreotras, las aportadas por la herenia y el polimor�smo. Por otra parte, el uso



78 Tendenias atuales de la industria de sistemas gestores de bases de datosde CLR implia el empleo una plataforma propietaria, lo que hae imposible lamigraión del ódigo a plataformas de otros fabriantes.4.4.6. Orale RDBMSOrale Database, a partir de su versión 9, puede onsiderarse uno de losservidores de bases de datos más avanzados en lo que respeta a la tenologíaobjeto-relaional y a los meanismos de extensión del servidor.El sistema da soporte a UDTs, permitiendo herenia de tipos, sustituión detipos, polimor�smo por herenia, métodos asoiados a los UDTs, on sobreargade dihos métodos, e implementaión de los mismos internamente, mediante eluso de diferentes lenguajes proedurales, o de forma externa.Una diferenia fundamental, on respeto a otros, de este servidor es que,a pesar de que soporta el almaenamiento de objetos en olumnas y �las detablas, el soporte para objetos almaenados en forma de �la está más avanzadoque el soporte para objetos en olumnas.El servidor permite que los UDTs tengan asoiada una representaión enlenguaje Java, así omo que el uerpo de los métodos de dihos UDTs sea im-plementado en diho lenguaje. Esto favoree la ooperaión entre apliaionesy el servidor de base de datos, la independenia de las de�niiones on respetoa la plataforma y la inorporaión y reutilizaión de ódigo Java proedente deotras apliaiones.Con respeto a los meanismos de extensión, aparte de los itados UDTs,el servidor da soporte a la de�niión de operadores por parte del usuario (des-taando el soporte que se da a los operadores auxiliares), el soporte para lade�niión de nuevas estruturas de indexado espeí�as para los UDTs y la de-�niión por parte del usuario de funiones de evaluaión de osto y seletividadpara el optimizador. Los operadores auxiliares (o, en inglés, anillary operator)[114℄ permiten la transferenia de datos entre los operadores apliados en la par-te WHERE de la sentenia a los operadores presentes en la parte SELECT. Enlo que respeta a las funiones de evaluaión de osto y seletividad de�nidaspor el usuario, éstas permitirán modi�ar el omportamiento por defeto deloptimizador de onsultas, ayudándolo a optimizar orretamente las senteniasque ontienen llamadas a operadores de�nidos por el usuario.Un onjunto de UDTs, junto on los operadores de�nidos por el usuarioasoiados, así omo sus estruturas de indexado y funiones auxiliares para eloptimizador de onsultas, pueden ser agrupados en un solo paquete que, en elaso de éste servidor, se onoe on el nombre de Data Cartridge.Los Data Cartridges pueden ser instalados de forma senilla en ualquierservidor Orale, dotando a estos servidores de nuevas apaidades para manejarierto tipo de datos omplejos (espaiales, temporales, multimedia, etétera).La funionalidad inluida en los Data Cartridges podrá ser ompartida por losusuarios del sistema, lo que redue el oste de instalaión y mantenimiento.Además, el aeso a la funionalidad de un Data Cartridge deberá de estarautorizado por el administrador del sistema, lo que permite ofreer ierto tipode araterístias sólo a un determinado grupo de usuarios.



Motivaión de la propuesta 794.4.7. Resumen de las apaidades de los sistemas dispo-nibles en el meradoA pesar de que la gran mayoría de los produtos presentes en el meradoposeen iertas failidades para la extensión de los mismos, podemos señalar aDB2 Universal Database y aOrale omo los servidores on mayores apaidadesde extensión por parte de los usuarios. Estas apaidades se pueden resumir enlos elementos del siguiente listado:Potente meanismo para la de�niión de tipos de usuario, inluyendo he-renia de tipos, métodos, sobrearga y polimor�smo.Operadores de�nidos por el usuario.Estruturas de indexado de�nidas por el usuario.Además de lo anterior, se ha de destaar que el servidor Orale ofree iertosmeanismos de extensión adiionales. Estos son los siguientes:Operadores auxiliares.Optimizador de onsultas extensible.4.5. ConlusionesLa presente seión resume los diferentes motivos, que han ido poniéndosede mani�esto en las seiones anteriores, que justi�an la propuesta del presentetrabajo y las determinaiones tomadas en base éstos en lo que respeta al modeloe implementaión que se propone en el mismo.4.5.1. Modelo de base de datosLos modelos de bases de datos difusas analizados anteriormente presentanuna serie de inonvenientes en funión del modelo en el que se hayan basado,ya que los heredan del mismo.Los sistemas basados en el modelo relaional presentan los siguientes pro-blemas:Di�ultad de modelado de datos omplejos.Ine�ienia en la interaión de la base de datos on apliaiones desarro-lladas en lenguajes orientados a objetos.Los sistemas basados en modelos orientados a objetos sufren los siguientesproblemas:Debilidad ante ambios en el esquema.Fuerte dependenia del lenguaje en el que ha sido desarrollado el sistemade gestión de bases de datos.Poo o nulo soporte a onsultas ad-ho.



80 ConlusionesDadas estas di�ultades, se hae evidente que es deseable el desarrollo deun modelo de base de datos difuso basada en alguna alternativa. Como se in-dió en el Capítulo 2, el modelo objeto-relaional mitiga en gran medida losinonvenientes itados anteriormente.Por todas estas razones, nuestra propuesta aborda la de�niión de un mo-delo de bases de datos objeto-relaional difuso que permite bene�iarse de lasventajas del modelo relaional, en lo relativo a la simpliidad en la elaboraiónde onsultas ad-ho, al que inorpora apaidad para el tratamiento de datosomplejos de naturaleza imperfeta. La estrategia adoptada por el modelo teóri-o propuesto busa extender las apaidades del enfoque objeto-relaional paratratar on informaión imperfeta, integrando el tratamiento risp omo un asopartiular del modelo.Además de lo anterior, dado el aráter integrador del modelo propuesto,se onsiderará en el mismo el tratamiento de multirrelaiones. De esta forma,se integra en el modelo la base estrutural admitida de forma implíita en lainmensa mayoría de los SGBD relaionales y objeto-relaionales, así omo en elestándar SQL:1999 para el aso de relaiones anidadas.4.5.2. Estrategias de implementaión de sistemas de ges-tión de bases de datos difusasAnteriormente, ha quedado patente en el análisis de las implementaionesexistentes, que la aproximaión para la implementaión de un SGBDD basán-dose en la extensión de un an�trión lásio, posee muhas más ventajas que eldesarrollo de un sistema ad-ho. Las prinipales ventajas se relaionan a onti-nuaión:Herenia de las araterístias del sistema an�trión, en espeial en lo que sere�ere a rendimiento del sistema y a la funionalidad añadida que ofrezadiho servidor an�trión (apaidades de lustering, tratamiento de datosespaiales, multimedia, texto, XML, etétera).Menor esfuerzo de implementaión.Atendiendo a las ventajas de esta alternativa, nuestra propuesta de imple-mentaión se basa en la extensión de un SGBD objeto-relaional para dotarlede apaidades para el tratamiento de informaión imperfeta.Siguiendo la menionada arquitetura, podemos enontrar en la literaturavarias estrategias de implementaión: uso de tradutores (tanto externos omointernos) y empleo de tipos de�nidos por el usuario.Como se ha indiado en el presente apítulo, la primera de las estrategiastiene asoiados los siguientes inonvenientes:Los tradutores no permiten emplear todas las apaidades que ofree estelenguaje de onsulta.Imposibilidad de uso de araterístias adiionales inorporadas en el ser-vidor an�trión, en forma de extensiones propietarias de SQL, si estas nose han tenido en uenta durante el diseño del tradutor.



Motivaión de la propuesta 81Inapaidad del servidor para determinar la naturaleza imperfeta de losdatos, lo que impide el uso de estruturas de indexado y meanismos deoptimizaión adeuados para este tipo de datos.Menor rendimiento en el proesamiento de sentenias debido a la neesidadde interpretar doblemente éstas.Por otra parte, la segunda de las estrategias menionadas, el empleo de tiposde�nidos por el usuario, neutraliza las anteriores desventajas.Dadas las bondades de esta última alternativa, la implementaión del modelose realizará siguiendo esta estrategia. De esta forma, se onsigue la integraiónon el SGBD an�trión de manera que puedan usarse de forma onjunta todaslas araterístias de éste, siendo el lenguaje para la onsulta y manipulaión dedatos imperfetos el mismo dialeto SQL proporionado por el SGBD an�trión.Adiionalmente, al no resultar neesario el empleo de tradutores, se gana ene�ienia, extensibilidad e integraión on el resto de araterístias del sistemaan�trión. Finalmente se ha de destaar que esta estrategia de implementaiónpermite la inorporaión de meanismos de indexado y optimizaión apropiadospara los datos imperfetos.4.5.3. Tendenias de la industria de sistemas de bases dedatosTanto los estándares publiados omo los produtos analizados, indian quela industria de sistemas de bases de datos enfoa los nuevos desarrollos haia ser-vidores objeto-relaionales. Dihos servidores están dotados de altas apaidadesde extensión para permitir la adaptaión de los serviios de almaenamiento, a-eso y manipulaión de informaión, a las neesidades espeí�as del usuario.Estas apaidades extensivas se materializan de las siguientes formas:Tipos de datos de�nidos por el usuario, que permiten al usuario rearestruturas de almaenamiento más adeuadas para sus datos. Esta tarease potenia graias al soporte por parte de estos sistemas de herenia detipos, métodos y polimor�smo.Operadores de�nidos por el usuario, que permiten inorporar a SQL nue-vos operadores más apropiados para los UDTs.Extensibilidad de los sistemas de indexado y optimizaión de onsultas,lo que permite adaptar éstos a los nuevos tipos de datos introduidos porlos usuarios.Agrupamiento de los elementos anteriores en módulos que se inorporanfáilmente el sistema y lo dotan de funionalidad para el tratamiento deun tipo espeí�o de datos.Las anteriores araterístias haen que los sistemas objeto-relaionales re-sulten muy apropiados para ser empleados omo sistemas an�trión de un SGBDD.Como se onluye en la Subseión 4.4.7 del presente apítulo, Orale es en laatualidad el SGBD disponible en el merado on un mayor soporte para las a-raterístias objeto-relaiones. Considerando lo anterior, en el presente trabajooptaremos por el empleo de un sistema objeto-relaional, onretamente Orale,omo an�trión.



82 Conlusiones



Capítulo 5Modeloobjeto-multirrelaional difuso:modelo de datos5.1. IntroduiónPodríamos de�nir una base de datos omo un onjunto de datos exhaustivoy no redundante relativo a las propiedades y relaiones entre las entidades a lasque se re�eren dihos datos. El modelo de una base de datos desribe la forma,o primitivas, en que diho onjunto de datos se organiza.En este apítulo propone un modelo de base de datos que, a diferenia deotros modelos, presenta las siguientes araterístias distintivas:1. Permite representar informaión uantitativas y ualitativas sobre las rela-iones entre las entidades. Las partiipaión de una entidad en una relaiónpodrá ser múltiple y estar graduada.2. Permite representar valores imperfetos (datos afetados por inertidum-bre y/o impreisión) relativos a las propiedades de las entidades.3. Permite representar valores ausentes de diversa naturaleza.4. No restringe los dominios de los atributos al subonjunto de los dominiosde valores atómios. El modelo admite dominios uyos valores provienende la omposiión de valores perteneientes a otros dominios más básios.La onepión del presente modelo ha empleado omo base al modelo rela-ional, debido a su indisutible aeptaión en el ámbito de las bases de datos ya sus exelentes ualidades. Por tanto, los elementos básios en que se organizala informaión en este modelo serán oneptualmente equivalentes a las relaio-nes. Éstos, que denominaremos multirrelaiones omplejas difusas, poseen unaestrutura básia similar pero extendida, a �n de aomodar las extensiones delmodelo relaional que se onsideran en el presente trabajo y de las que surgenlas araterístias distintivas del nuevo modelo. Es por ello, que este modeloreibe el ali�ativo multirrelaional. 83



84 Coneptos básiosEste apítulo se organiza de la siguiente forma. En primer lugar, se desribi-rán los oneptos básios en que se apoyará la de�niión de modelo propuesto, a�n de de�nir un maro de referenia para el letor. Posteriormente, se de�niránlos tipos de dominios ontemplados en el modelo, parte fundamental para lograrla expresividad requerida en lo que se re�ere a los valores de las propiedades delas entidades. En terer lugar, se de�nirán los elementos básios de organizaiónde informaión del modelo, las multirrelaiones omplejas difusas. En uartolugar se desribirá la apaidad del modelo para la representaión de valoresausentes. Finalmente, se detallarán las onlusiones relativas al ontenido delapítulo.5.2. Coneptos básiosLos oneptos sobre los que trata el presente apartado son genérios y am-pliamente onoidos dentro del ampo de las bases de datos. No obstante, pro-ederemos a de�nir los oneptos básios en los que se apoya la propuesta antesde abordar la misma, todo ello on el objetivo de proporionar al letor unareferenia rápida sobre los mismos y puntualizar el signi�ado de éstos en elámbito de la presente propuesta.Comenzaremos de�niendo las dos bases prinipales: el onepto de atributoy de dominio.De�niión 5.1 (Atributo). Un atributo a es un nombre únio empleado paraidenti�ar una determinada propiedad de una determinada lase de entidades.Denominaremos A al onjunto de todos los posibles atributos.Ejemplo 5.1. Dada una determinada lase de entidades, supongamos los tra-bajadores de una empresa, las propiedades asoiadas a ada una de las entidadesde esta lase podrían ser su nombre, edad, número de teléfono, feha del ontratoy sueldo.Las anteriores propiedades podrían estar identi�adas por los siguientes nom-bres únios:Nombre: nombre.Edad: edad.Número de teléfono: tlf.Feha de ontrato: fontrato.Sueldo: sueldo.Al onjunto de atributos de una entidad que representa a un empleado, sedenominará Aemp. Este está de�nido, según lo anterior, de la forma que muestrala Euaión 5.1.
Aemp = {nombre, edad, tlf, fontrato, sueldo} (5.1)Identi�adas las propiedades de las entidades, es neesario de�nir el onjun-to de datos sobre las que éstas pueden adoptar valores. Para ello se de�ne elonepto de dominio.



Modelo objeto-multirrelaional difuso: modelo de datos 85De�niión 5.2 (Dominio). Un dominio D es un onjunto de valores homogé-neos araterizados ada uno de ellos por un nombre únio.Denominaremos D al onjunto de todos los posibles dominios.En la anterior de�niión, el término homogéneo se aplia en el sentido enque los valores de un mismo dominio son todos del mismo tipo. En de�nitiva,un dominio no agrupa a valores de distinta naturaleza.Ejemplo 5.2. Un ejemplo lásio de dominio es el onjunto de los númerosnaturales, que notaremos omo Dnat. El dominio Dnat es un onjunto de valoreshomogéneos, ya que está onstituido por elementos del mismo tipo (todos sonnúmeros, onretamente positivos y sin deimales) y ada uno de ellos estáaraterizado por un nombre únio que oinide on la forma en que se notan(ningún par de números naturales distintos se nota de la misma forma).Una vez de�nidos los dos oneptos base, de�niremos la forma en que éstosquedan relaionados. En primer lugar de�niremos el onepto de Dominio deun atributo.De�niión 5.3 (Dominio de un atributo). El dominio Da ∈ D de un atributo
a ∈ A es onjunto de los valores que puede tomar la propiedad que diho atributoidenti�a.Ejemplo 5.3. Los dominios de los atributos empleados en el Ejemplo 5.1 sonlos siguientes:Atributo nombre: El dominio Dstr, ompuesto por todas las posibles se-uenias de arateres alfabétios.Atributo edad: El dominio Dnat de�nido en el Ejemplo 5.2.Atributo tlf: El dominio Dtlf , ompuesto por todas las posibles seueniasde nueve ifras.Atributo fontrato: El dominio Dfecha ompuesto por las posibles fehasdentro del alendario gregoriano.Atributo sueldo: El dominio Dmon, ompuesto por todos los números realespositivos on dos deimales, que se orresponden on antidades moneta-rias.De�nida la relaión entre atributos y dominios mediante el anterior onepto,será neesario ahora una manera formal de expresar y �jar diho emparejamien-to. Para ello se de�ne la Funión dominio.De�niión 5.4 (Funión dominio). Sea A ⊂ A, A = {a1, a2, ..., an}, ai ∈
A ∀i ∈ [1, n], un onjunto de atributos. Sea DA ⊂ D, DA = {Da1 , Da2 , ..., Dan},
Di ∈ D ∀i ∈ [1, n] el onjunto de los dominios de los atributos en A de tal formaque Dai es el dominio asoiado on el atributo ai ∀i ∈ [1, n].Una funión dominio dom es una funión de la forma dom : A 7→ DA, talque para ada ai ∈ A, dom(ai) = Dai , siendo Dai es el dominio del atributo ai.



86 Coneptos básiosAtributo Valornombre �Alberto Gutiérrez�edad 39tlf 999555555fontrato 16-3-2002sueldo 38535.54Tabla 5.1: Ejemplo de la de�niión en forma tabular de una tuplaEjemplo 5.4. La funión dominio orrespondiente al emparejamiento de atri-butos y dominios detallados en el Ejemplo 5.3 es una funión de la forma
domemp : Aemp 7→ {Dstr, Dnat, Dtlf , Dfecha , Dmon} y está de�nida según laEuaión 5.2.

domemp(a) =





Dstr si a = nombre
Dnat si a = edad
Dtlf si a = tlf
Dfecha si a = fontrato
Dmon si a = sueldo ∀a ∈ Aemp (5.2)Finalmente, de�nidos todos los elementos anteriores, de�niremos el oneptode tupla. Este elemento permite representar a una entidad, o una relaión entreentidades, mediante la agrupaión en una sola estrutura de los datos relativosa ésta.De�niión 5.5 (Tupla). Sea A ⊆ A el onjunto de atributos que identi�a laspropiedades de una determinada lase de entidades. Sea dom una funión dedominio para los atributos en A.Una tupla t es una funión de la forma t : A 7→ dom(A), tal que umple larestriión ∀a ∈ A, t(a) ∈ dom(a). En lo anterior, dom(A) está de�nido omo

dom(A) :=
⋃
a∈A dom(a).La restriión impuesta a las tuplas en la de�niión anterior, ∀a ∈ A, t(a) ∈

dom(a), asegura que, a pesar de que el odominio de t es dom(A), a ada atributo
a ∈ A le orresponde exlusivamente un valor de su propio dominio dom(a).Ejemplo 5.5. Siguiendo la temátia de los anteriores ejemplos, partiendo de unonjunto de atributos omo el de�nido en el Ejemplo 5.1 y la funión de dominio
domemp de�nida en el Ejemplo 5.4, podríamos de�nir una tupla t : Aemp 7→
domemp(Aemp) de la forma que se muestra en la Euaión 5.3. Obviamente, lade�niión anterior se puede expresar en forma de tabla, tal y omo se muestraen la Tabla 5.1.

t(a) =





�Alberto Gutierrez� si a = nombre
39 si a = edad
999555555 si a = tlf
16− 3− 2002 si a = fontrato
38535.54 si a = sueldo (5.3)Será de utilidad, omo se verá en posteriores apítulos, de�nir el onjuntode las posibles tuplas que se pueden expresar para un onjunto de atributos y



Modelo objeto-multirrelaional difuso: modelo de datos 87una funión de dominio determinados. A este tipo de tuplas las denominaremostuplas ompatibles y al onjunto que las ontiene onjunto de tuplas ompatibles.Este onjunto se de�ne formalmente omo se india a ontinuaión.De�niión 5.6 (Conjunto de tuplas ompatibles). Sea A un onjunto de atri-butos. Sea dom una funión de dominio de la forma dom : A 7→ D. De�nimosel onjunto de tuplas ompatibles basadas en A y dom, notado omo T(A,dom),según se india en la Euaión 5.4.
T(A,dom) = {t : A 7→ dom(A)|∀a ∈ A, t(a) ∈ dom(a)}

∀A ⊂ A, ∀dom : A 7→ D (5.4)5.3. Tipos de dominios para una base de datosobjeto-multirrelaional difusaComo se indió en la introduión, una base de datos objeto-relaional difusaha de permitir almaenar datos de naturaleza imperfeta, no atómia y unaombinaión de ambas naturalezas. A este tipo de datos los denominaremosdatos omplejos.En la presente propuesta se onsiderará, dentro de la primera ategoría,aquellos datos de naturaleza difusa afetados por inertidumbre, que denomina-remos datos iniertos, y aquellos afetados por impreisión, que denominaremosdatos impreisos. Con respeto a los datos no atómios, se onsiderarán los datosompuestos, datos que se forman omo un onjunto de tamaño �jo de datos deigual o distinto tipo. Finalmente, dentro de la ategoría de datos de naturalezadifusa y no atómia se onsiderarán los multionjuntos difusos, oleiones detamaño variable de datos de un mismo tipo en la que la partiipaión de adaelemento está uanti�ada y uali�ada.El presente apartado se dedia a de�nir formalmente el onepto de dominioomplejo y ada uno de los dominos en los que se enuadran los anteriores tiposde datos.5.3.1. Dominios atómiosEn lo que respeta a sus dominios, las bases de datos relaionales se a-raterizan por admitir úniamente dominios atómios omo dominios de susatributos, restriión impuesta por su primera formal normal. En ambio, laaraterístia prinipal, en lo que se re�ere a dominios, de las bases de datosobjeto-relaionales es que éstas admiten dominios que no sean atómios. Los va-lores de ualquier dominio no atómio son una omposiión de otros valores dedominios que podrían ser, a su vez, ser no atómios. Esta omposiión reursivaha de tener su base en los dominios atómios.Comenzaremos este apartado de�niendo el onepto de dominio atómio,en el que se basan el resto de oneptos que se de�nirán en esta seión. Unade�niión formal de éste onepto, es la siguiente:De�niión 5.7 (Dominios atómios). Sea D ∈ D un dominio. Diremos que Des un dominio atómio, D ∈ S (donde S denota el subonjunto de dominios queson atómios, S ⊂ D), si, y solo sí, sus valores asoiados son atómios.



88 Tipos de dominios para una base de datos objeto-multirrelaional difusaUn valor atómio es tal que no puede ser dividido en unidades más pequeñasde tal forma que estas tengan signi�ado en el universo que se modela.La determinaión de la atomiidad de un dominio, y por extensión de unvalor, es algo ontrovertida. Para evitar en lo posible la ontroversia se empleaomo referenia el universo que se modela. Por tanto, un mismo dominio puederesultar atómio o no atómio en funión del ámbito en que se onsidera. Todoesto se ilustra en los siguientes ejemplos:Ejemplo 5.6. Como ejemplo de dominio atómio se podría onsiderar el do-minio de los números naturales Dnat menionado anteriormente en el Ejemplo5.2. Para identi�ar el universo que se está modelando, onsideraremos que estedominio es el dominio del atributo edad, tal y omo se india en el Ejemplo 5.3,atributo que identi�a la edad de un trabajador de una determinada empresa.A pesar de que los valores que forman parte de este dominio están om-puestos por ifras, éstas por si solas no tienen signi�ado en el universo que semodela, ya que neesitamos la seuenia de ifras para determinar la edad deun trabajador.Ejemplo 5.7. Un ejemplo menos obvio podría ser el dominio de las fehas
Dfecha de�nido en el Ejemplo 5.3. Los datos de este dominio están ompuestospor un omponente que india el día de la feha, otro para el mes y, �nalmen-te, otro para indiar el año de ésta. Siendo, además, todos estos omponentesnúmeros naturales dentro de determinados rangos, por lo que a su vez (omo seindia en el ejemplo anterior) están ompuestos por ifras.Se podría argumentar que ada uno de los itados omponentes tiene signi-�ado propio, sin neesidad de que todos ellos sean agrupados. Por ejemplo, elomponente que india el año nos ofree informaión que podría interpretarsede forma aislada. Una vez más, si empleamos omo referenia el universo que semodela (reordemos que en este aso se re�ere a la feha en la que el trabajadoriniió su ontrato), queda laro que ada uno de los omponentes aislados noproporiona la informaión su�iente y neesaria para determinar on exatitudla feha de iniio de ontrato del trabajador. Por tanto, el dominio de las fehas(en el ámbito de este ejemplo) se onsidera atómio.5.3.2. Dominios omplejosLos dominios que haen que una base de datos objeto-relaional difusa sediferenie de las propuestas lásias, los dominios uyos valores son difusos y/ono atómios, se enuadran dentro de una ategoría que denominaremos dominiosomplejos. Esta ategoría se de�ne de la siguiente forma:De�niión 5.8 (Dominio omplejo). Sea D un dominio, D ∈ D.Se die que D es un dominio omplejo, D ∈ C, donde C es la lase dedominios omplejos, si, y solo si, es un dominio de los siguientes tipos:Inierto: Dominios atómios en los que sus valores están afetados porinertidumbre. Los valores de este tipo de dominios son la onjunión deun valor de un dominio omplejo subyaente determinado y un grado queindia la ertidumbre asoiada a diho valor.



Modelo objeto-multirrelaional difuso: modelo de datos 89Impreiso: Dominios atómios en los uales sus valores están afetadospor impreisión. Los valores de estos dominios son distribuiones de po-sibilidad sobre los valores de un dominio omplejo subyaente. Estas dis-tribuiones de posibilidad permiten modelar la impreisión asoiada a unvalor determinado.Compuesto: Dominios no atómios formados por onjuntos de tamaño�jo de elementos perteneientes a dominios omplejos subyaentes posi-blemente diferentes. Los valores de este tipo de dominio son tuplas delmismo tipo, es deir, tuplas de�nidas sobre un onjunto atributos y unafunión dominio preestableidos, omunes y �jos para todos los elementosdel dominio.Multionjuntivo difuso: Dominios no atómios en los que los valores quelos forman son multionjuntos difusos de elementos que perteneen a undeterminado dominio omplejo subyaente.Básio: Dominios atómios uyos valores no están afetados por imprei-sión ni inertidumbre.Se ha de haer notar que el último tipo de dominios que perteneen a laategoría de dominios omplejos son los dominios básios. Los valores de undominio básio no son elementos ompuestos y por tanto, de forma estrita, undominio básio no debería onsiderarse omo dominio omplejo. A pesar de ello,se onsideran los dominios básios omo un tipo de dominio omplejo. Esto esdebido a la de�niión reursiva de los anteriores tipos de dominios omplejos,que hae neesario inluir un tipo de dominio omplejo que suponga un asobase sobre el que se puedan onstruir el resto de asos.5.3.3. Tipos de dominios omplejosEn el siguiente apartado se de�nirán de manera más formal ada uno de lostipos de dominios omplejos que se onsideran en la de�niión anterior.5.3.3.1. Dominios iniertosEl primero de los dominios omplejos que desribiremos será el de los domi-nios iniertos. En iertas situaiones no se onoe on total erteza el valor deun atributo determinado. Este tipo de dominios ofree la posibilidad de emplearvalores afetados por inertidumbre, esto es, valores de un determinado dominiosubyaente asoiados a un determinado nivel de erteza.Ejemplo 5.8. Un ejemplo de dominio de este tipo podría ser el dominio delas on�rmaiones de asistenia a una reunión, que denominaremos Donf. Estedominio se podría emplear omo valor de un atributo asiste asoiado a las tuplasque representen los onvoados a una reunión.En el aso lásio, el dominio Donf estaría ompuesto exlusivamente porlos valores sí y no. En el ontexto del ejemplo, no se onoe on total erteza siuno de los onvoados a una reunión asistirá o no a ésta. En estas situaiones,los sistemas lásios no permiten indiar la erteza del dato, por lo que se deberáasumir una de las posibles alternativas dentro del onjunto de valores {sí,no}.



90 Tipos de dominios para una base de datos objeto-multirrelaional difusaEsto supone ierta pérdida de informaión (la erteza del dato) que puede induira resultados erróneos a un sistema que trabaje sobre diha informaión.En ambio, en una base de datos objeto-relaional difusa, se podría empleartoda la informaión disponible (el valor y su ertidumbre asoiada) de tal for-ma que ésta se pueda emplear en el proesamiento de los datos para ofreerresultados más erteros.Una de�niión formal de lo que se onsidera un dominio inierto en el pre-sente modelo es la siguiente:De�niión 5.9 (Dominio Inierto). Sea D ∈ D un dominio omplejo. Un do-minio inierto UD, de la lase de dominios iniertos U, UD ∈ U, es un dominioompuesto por valores iniertos de la forma 〈α, d〉, α ∈ (0, 1] y d ∈ D.Formalmente, la de�niión de UD se muestra en la Euaión 5.5.
UD = {〈α, d〉|α ∈ (0, 1], d ∈ D} (5.5)

〈α, d〉 representa un valor d on un grado de ertidumbre asoiada α. Elvalor α será 1 uando la ertidumbre sea máxima, reduiéndose ésta uantomás erano sea el valor a 0, aso extremo (y exluido) en que no se poseeríaertidumbre alguna sobre el valor que el valor representado por 〈α, d〉 sea d.Por motivos simpliidad en la notaión , denominaremos al dominio UD sim-plemente omo U . Por el mismo motivo, denominaremos a D omo el dominiosubyaente de U y se notará omo sub(U), sub(U) = D.En oasiones, omo se verá en los siguientes apítulos, será neesario aedera uno de los omponentes de un valor inierto. Para ello, dado un valor inierto
u = 〈α, d〉, emplearemos la funión cert(u) para obtener el grado α de ertidum-bre asoiado a un valor inierto u y val(u) para el valor d asoiado al mismo. Aeste último valor, lo denominaremos valor base. De�niremos formalmente estosoneptos omo se india a ontinuaión.De�niión 5.10 (Grado de ertidumbre de un valor inierto). Sea U un do-minio inierto. Sea u un valor de U . El grado de ertidumbre del valor U esel resultado de apliar sobre el mismo la funión cert. Diha funión es de laforma cert : {u|(∃U ∈ U|u ∈ U))} 7→ [0, 1] y está de�nida según se india en laEuaión 5.6.
cert(u) = α ∀u = 〈α, d〉|((∃U ∈ U|u ∈ U) ∧ α ∈ [0, 1] ∧ d ∈ sub(U)) (5.6)De�niión 5.11 (Valor base de un valor inierto). Sea U un dominio inierto.Sea u un valor de U . El valor base del valor U es el resultado de apliar sobreel mismo la funión val. Diha funión es de la forma val : {u|(∃U ∈ U|u ∈

U))} 7→ {u|(∃D ∈ D|d ∈ D))} y está de�nida según se india en la Euaión5.7.
val(u) = d ∀u = 〈α, d〉|((∃U ∈ U|u ∈ U) ∧ α ∈ [0, 1] ∧ d ∈ sub(U)) (5.7)Ejemplo 5.9. Siguiendo el Ejemplo 5.8 y la de�niión anterior, se podría de-�nir el dominio Donf omo un dominio inierto, Donf ∈ U, uyo dominiosubyaente es dominio booleano Dbool = {sí,no}, sub(Donf) = Dbool.



Modelo objeto-multirrelaional difuso: modelo de datos 91Certidumbre Referenia1 Sin duda0.75 Seguramente0.5 Posiblemente0.25 Poo posibleTabla 5.2: Etiquetas de referenia para los niveles de ertidumbreLos valores de este dominio tendrán, por tanto, la forma 〈α, d〉, donde d ∈
{sí,no}, de tal manera que se pueda indiar que se onoe que un onvoadoasistirá o no a la reunión on un determinado nivel de erteza α.Para failitar la interpretaión de los niveles de erteza en este dominio losusuarios podrían emplear la siguientes referenias mostradas en la Tabla 5.2.Basándonos en la referenias desritas, el dominio Donf ontendría a valo-res omo, por ejemplo, 〈1, sí〉 que serían interpretados por los usuarios omo �elonvoado asistirá sin duda a la reunión", 〈0.75, sí〉 (el onvoado asistirá segu-ramente a la reunión), 〈0.5, sí〉 (el onvoado posiblemente asistirá a la reunión),etétera.Obviamente, el dominio también ontendrá las ontrapartidas negativas a losanteriores ejemplos omo, por ejemplo, 〈0.5,no〉 (el onvoado posiblemente noasistirá a la reunión).5.3.3.2. Dominios impreisosEl segundo tipo de dominios que será de�nido será el de los dominios impre-isos. Estos tipos de dominios ontienen valores afetados por un determinadogrado de impreisión. Este tipo de valores se da en oasiones en que no se onoeel valor exato de una determinada propiedad pero se posee una aproximaiónde diho valor. Esta aproximaión estará ompuesta por un onjunto de semán-tia disyuntiva de los posibles valores para la propiedad, de los uales uno deellos será el verdadero valor para ésta.Ejemplo 5.10. Un ejemplo de un dominio de tipo impreiso, siguiendo onel ejemplo empleado anteriormente de los asistentes a una reunión, podría serel dominio del número de asistentes a una reunión, que denominaremos omo
Dasist. Este dominio ontiene omo valores las posibles ifras de asistentes auna reunión. Esta ifras pueden ser impreisas ya que, omo reordaremos deejemplos anteriores, es posible que no se onoza de forma ertera si ada unode los onvoados asistirá o no a la reunión.Usando de nuevo la referenia del aso lásio, este dominio se podrían o-rresponder on el de los números naturales. Una vez más, los sistemas lásiosno permiten representar toda la informaión de que se dispone, obligando alusuario a suministrar un dato preiso derivado de la informaión aproximadade que se dispone.Formalmente, de�niremos el onepto de dominio impreiso omo se indiaa ontinuaión.De�niión 5.12 (Dominio Impreiso). Sea D ∈ C un dominio omplejo. Undominio impreiso ID, perteneiente a la lase de dominios impreisos I, ID ∈ I,



92 Tipos de dominios para una base de datos objeto-multirrelaional difusaes un dominio ompuesto por valores impreisos modelados omo distribuionesde posibilidad sobre el dominio subyaente D.Formalmente, se de�ne el dominio ID omo se india en la Euaión 5.8,donde P̃ (D) es el onjunto difuso de las partes de D de�nido en la Euaión5.9.
ID = P̃ (D) (5.8)

P̃ (D) = {D̃ | D̃ : D 7→ [0, 1]} (5.9)Por motivos de simpliidad, se empleará la misma notaión abreviada quepara el aso anterior de los dominios iniertos. De esta forma DI se notaráexlusivamente por I y D se denominará omo el dominio subyaente de I,notado omo sub(I), sub(I) = D.Ejemplo 5.11. El dominio Dasist, desrito en el ejemplo anterior, se de�niríasiguiendo las diretries maradas anteriormente omo un dominio impreiso,
Dasist ∈ I, uyo dominio subyaente sería el dominio de los números natura-les, sub(Dasist) = Dnat. Este dominio representará antidades impreisas omodistribuiones de posibilidad.Consideremos que partimos de las siguientes on�rmaiones de asistenia auna reunión: se onoe que 3 de los onvoados asistirá sin duda a la reunión(valores de on�rmaión 〈1, sí〉), 4 asistirán seguramente (valores 〈0.75, sí〉), 2posiblemente no asistirán (valores 〈0.5,no〉) y es poo posible que un últimoasista (valor 〈0.25,no〉).Teniendo en uenta los datos anteriores podríamos deir, sobre el número deasistentes a la reunión, que sin duda asistirán al menos 3 personas a la misma,que seguramente asistirán 7 personas a la reunión, que posiblemente asistirán 9y que es poo posible que asistan 10 de los onvoados. Esta antidad impreisase expresaría en el dominio impreiso Dasist omo la distribuión de posibilidad
{1/3, 0.75/7, 0.5/9, 0.25/10}.5.3.3.3. Dominios ompuestosUn terer tipo de dominio omplejo sería el de los dominios ompuestos.En iertas apliaiones es neesario manejar iertos datos ompuestos de otrosdatos más simples. Estos tipos de datos se rean para agrupar en una solaunidad a otros datos simples que, poseyendo o no ada uno de los omponentessemántia propia dentro del universo modelado, su unión posee una semántiapropia, distinta a la de ada uno de sus omponentes de forma aislada. Lasemántia de la agrupaión es, por tanto, onjuntiva.El tipo de agrupaiones que soportan los dominios de este tipo se restrin-ge a aquellas que son de un tamaño �jo y uyos omponentes pueden ser denaturalezas heterogéneas.Ejemplo 5.12. Un ejemplo lásio en que la agrupaión de varios datos poseeuna semántia propia es el de las direiones postales.Las direiones postales son datos ompuestos de datos más simples, omo elnombre de la vía, el tipo de ésta, el número, ódigo postal y loalidad. Algunosde los omponentes de una direión postal pueden tener signi�ado propio en eluniverso en que se modeló, omo por ejemplo puede ser el nombre de la loalidad



Modelo objeto-multirrelaional difuso: modelo de datos 93o el nombre de la vía. A pesar de ello, la agregaión de éstos en una únia entidadrea un dato on una semántia propia y una informaión más ompleta.Este tipo de datos se representan en el modelo relaional inluyendo ada unode sus omponentes omo un atributo dentro de la relaión en la que estos datosestán inluidos. Esta prátia, sin embargo, supone una pérdida de informaiónen el sentido en que se pierde la interrelaión de ada uno de los omponentes,dejándose a las apliaiones o usuarios la responsabilidad de reomponer diharelaión reonstruyendo la agrupaión de los mismos. Esta prátia, en el asode datos de gran omplejidad, omo en el aso de sistemas CAD o de o�eautomation se ha demostrado inapropiada y ontraproduente.En el maro de la presente propuesta, de�niremos de manera formal undominio de este tipo de la siguiente forma:De�niión 5.13 (Dominios Compuestos). Sea A ⊂ A un onjunto de atributosy dom una funión dominio de la forma dom : A 7→ DA, donde DA, DA ⊂ D,es el onjunto de los dominios de los atributos de A.Un dominio ompuesto O(A,dom), de la lase de dominios ompuestos O,
O(A,dom) ∈ O, es un dominio uyos valores son las posibles tuplas que se puedenformar sobre el onjunto de los dominios de los atributos en A según la funiónde dominio dom.Formalmente, un dominio ompuesto O(A,dom) se de�ne omo se india laEuaión 5.10.

O(A,dom) = {o|o : A 7→ dom(A) ∧ ∀a ∈ A, o(a) ∈ dom(a)} (5.10)Por simpliidad, de manera similar a los asos anteriores, denominaremosa un dominio ompuesto O(A,dom) simplemente omo O. El onjunto A se de-nominará omo los atributos del dominio O y se notará omo att(O). De lamisma forma, la funión dominio dom se notará omo domO y se denominaráomo la funión dominio de O.Finalmente, siguiendo on la terminología de los tipos de dominios anterio-res, denominaremos al onjunto de los dominios de los atributos de un dominioompuesto O, domO(att(O)), omo el onjunto de los dominios subyaentes de
O, notado omo sub(O), sub(O) = domO(att(O)). Nótese que, a diferenia delos tipos de dominio anteriores, sub(O) es un onjunto de dominios y no unúnio dominio.Ejemplo 5.13. Continuando on el ejemplo anterior, podemos de�nir el domi-nio ompuesto Ddir uyos valores son direiones postales. Los atributos de estedominio, att(Ddir), serán el onjunto {nombreVia, tipoVia, numero, p, loalidad}que representan respetivamente el nombre de la vía, el tipo de ésta, el númerodel inmueble, el ódigo postal y el nombre de la loalidad. La funión dominiode Ddir, domDdir , se representa de forma tabular en la Tabla 5.3. De estos do-minios, Dstr y Dnat fueron de�nidos en los ejemplos 5.3 y 5.2 respetivamente,y Dcp es un dominio ompuesto por seuenias de 5 ifras.Un ejemplo de un valor del dominio Ddir podría ser la tupla (�Prinipal�,�Calle�, 23, 45231, �Granada�).5.3.3.4. Dominios multionjuntivos difusosEl uarto tipo de dominios omplejos es el de los dominios multionjunti-vos difusos. En iertas oasiones es neesario manejar agrupaiones, de tamaño



94 Tipos de dominios para una base de datos objeto-multirrelaional difusaAtributo DominionombreVia DstrtipoVia Dstrnumero Dnatp Dcploalidad DstrTabla 5.3: Dominios asoiados a los atributos del dominio ompuesto Ddirvariable, de valores de un determinado tipo. Una vez más, remitiéndonos a la se-mántia dentro del dominio de apliaión, estas agrupaiones de valores poseensemántia propia, tenga o no semántia propia el dominio de los omponentesde la agrupaión. Estas agrupaiones se pueden modelar empleando multion-juntos difusos, lo que permite uanti�ar y uali�ar (empleando ardinalidadesdifusas) la partiipaión de ada uno de los elementos en la agrupaión.Las agrupaiones de tamaño variable desritas anteriormente se pueden equi-parar a las relaiones anidadas propias de los modelos NF2 (introduidos en elapartado 2.2.3.3 del Capítulo 2). Esta equiparaión se realiza on la salvedad deque, en lugar de relaiones simples, la presente propuesta onsidera multirrela-iones difusas, dando así la posibilidad de expresar informaión uantitativa yualitativa adiional sobre ada uno de sus elementos.Se ha de remarar que los valores de este tipo de dominio son agrupaionesde valores homogéneos y de tamaño variable, en ontraste on los valores delos dominios ompuestos, onjuntos de tamaño �jo y de elementos de natura-leza heterogénea. A diferenia de los valores los valores de tipo impreiso, lasemántia de la agrupaión es onjuntiva, es deir, ada uno de los valores de laagrupaión es una parte del valor del atributo orrespondiente.Ejemplo 5.14. Siguiendo el ontexto de los anteriores ejemplos, un ejemplode dominio de tipo multionjuntivo difuso es el dominio uyos valores indianlos idiomas que hablan los partiipantes en una reunión. Estos valores seránonjuntivos ya que son varios los idiomas que los partiipantes pueden hablar.La partiipaión de ada elemento, ada idioma, puede ser uanti�ada, indi-ándose así el número de partiipantes que puede hablar ada idioma. También,la partiipaión de ada elemento puede ser uali�ada, indiando así el nivelque ada partiipante tiene en el uso del idioma.Al igual que ourre en el aso de los valores de dominios omplejos, losvalores de este tipo de dominios se representan en el modelo relaional lásiode forma separada. Supongamos que se parte de una relaión r que posee unatributo a uyos valores son onjuntos de tamaño variable de valores de undeterminado dominio D. Para representar estos datos en el modelo relaionallásio, se almaenarán los valores orrespondientes al atributo a en una relaiónseparada, que se podría denominar s, y se transformará r en una relaión r′ enla que se habrá eliminado el atributo a. En la relaión s habrá un atributo a′que tendrá a D omo dominio asoiado, de tal forma que los elementos de losvalores onjuntivos originales del atributo a de r se representarán omo tuplasen s. Adiionalmente, la relaión s deberá disponer de un onjunto de atributos
F que se orresponderá on el onjunto de atributos K que forman la lave



Modelo objeto-multirrelaional difuso: modelo de datos 95primaria en r′. El onjunto de atributos F hará la vees de lave externa detal forma que, al reunir r′ on s se reonstruya la informaión ontenida en larelaión original r. De esta forma, las tuplas en s que representan los elementosdel valor onjuntivo del atributo a de una determinada tupla t en r se reuniránon la tupla t′ en r′ que deriva de la tupla t en r.De la misma forma, al igual que ourre en el aso de los dominios omplejos,la anterior ténia deja la responsabilidad de reonstruir los valores onjunti-vos en manos de los usuarios o apliaiones que trabajen sobre éstos. Ademásdel inonveniente anterior, la operaión de reonstruión requiere emplear ope-raiones de reunión entre relaiones, lo que implia que en uanto reza laomplejidad de la informaión las operaiones de reonstruión se volveránprohibitivamente ine�ientes. De ahí el interés de que el propio modelo soporteel tipo de datos onjuntivos.En el maro de la presente propuesta, de�niremos a los dominios multion-juntivos difusos omo sigue:De�niión 5.14 (Dominios Multionjuntivo Difusos). Sea D ∈ C un dominioomplejo. Un dominio multionjuntivo difuso MD, perteneiente a la lase dedominios multionjuntivos difusos M, MD ∈ M, es un dominio tal que susvalores son los posibles multionjuntos difusos que se pueden rear sobre valoresdel dominio D.Formalmente, este tipo de dominios se de�ne omo se india en la Euaión5.11. En diha euaión, P̂(D) denota el multionjunto difuso de las partes delonjunto D, de�nido omo se india en la Euaión 5.12.
MD = P̂(D), D ∈ C (5.11)

P̂(D) = {D̂ | D̂ : D 7→ Nf} (5.12)Una vez más, por motivos de simpliidad, se hará uso la misma notaiónabreviada que para los asos de dominios iniertos e impreisos. Por tanto, MDse notará simplemente omoM , y D se denominará omo el dominio subyaentede M , notándose omo sub(M).Ejemplo 5.15. Retomando el ejemplo anterior, de�niremos Dspk omo el do-minio de los idiomas hablados por los asistentes a la una reunión. El dominio
Dspk es un dominio multionjuntivo difuso, Dspk ∈ M, uyo dominio subya-ente dom(Dspk) es el dominio de los diferentes idiomas existentes Dlang =
{Español, Inglés,Alemán,Franés, Italiano . . .}, dom(Dspk) = Dlang.Supongamos que entre los partiipantes a una reunión, la antidad de ellosque pueden hablar un idioma y el nivel on que pueden hablarlo se orrespondeon lo indiado en la Tabla 5.4. Supongamos también que el nivel de dominio delidioma de un asistente se expresa según los grados de pertenenia de diho idio-ma al multionjunto de los idiomas hablados en una reunión según se muestraen la Tabla 5.5.La situaión desrita anteriormente se expresaría mediante un únio valordel dominio Dspk, esto es, un multionjunto difuso de idiomas. En onreto,diho multionjunto difuso se orresponde on el presentado en la Euaión5.13.



96 Tipos de dominios para una base de datos objeto-multirrelaional difusaNivelIdioma Nativo Alto Medio BajoEspañol 2 1 3 1Inglés 1 1 4 3Alemán 1 0 1 1Franés 1 0 2 2Italiano 0 0 1 5Tabla 5.4: Idiomas hablados por los asistentes a una reuniónNivel Grado de perteneniaNativo 1.0Alto 0.75Medio 0.5Bajo 0.25Tabla 5.5: Asignaión del grado de pertenenia al dominio Dspk para ada nivelde onoimiento de un idioma
[ {. . . , 1.0/2, 0.75/3, . . . , 0.5/6, 0.25/7} ∗ Español,

{1.0/0, 1.0/1, 0.75/2, . . . , 0.5/6, . . . , 0.25/9} ∗ Inglés,
{1.0/0, 1.0/1, 0.5/2, 0.25/3}∗Alemán,
{1.0/0, 1.0/1, 0.5/2, 0.5/3, 0.25/4, 0.25/5}∗ Franés,
{1.0/0, 0.5/1, . . . , 0.25/6} ∗ Italiano ]

(5.13)5.3.3.5. Dominios básiosEl quinto y último tipo de dominios omplejos es el de los dominios bási-os. Estos tipos de dominios son el último eslabón de la adena de omposiiónreursiva que se emplea para de�nir un dominio omplejo, ya que éste tipo dedominios son dominios atómios risp (no afetados por impreisión ni inerti-dumbre) y por tanto su de�niión no requiere otros dominios subyaentes.Formalmente, los dominios de este tipo se de�nen de la siguiente forma:De�niión 5.15 (Dominios Básios). Sea D un dominio, D ∈ D. Se die que
D es un dominio de tipo básio, D ∈ B si, y solo sí, D es un dominio atómioy no es un tipo de dominio inierto ni impreiso.La de�niión anterior se expresa matemátiamente omo se india en laEuaión 5.14.

D ∈ B ⇐⇒ D ∈ (S− (U ∪ I)) (5.14)Ejemplo 5.16. Un ejemplo de dominio de este tipo puede ser el dominio Dnatdesrito en el ejemplo 5.2.El dominio Dnat es un dominio atómio, omo ya se disutió en el Ejemplo5.6. Además, los valores de este dominio no están afetados por inertidumbre(un valor de este dominio no expresa informaión añadida sobre la ertidumbre



Modelo objeto-multirrelaional difuso: modelo de datos 97del valor que representa) ni impreisión (un valor de este dominio representaun valor absolutamente preiso).5.3.4. Dominios omplejos aíliosComo se ha indiado anteriormente, los dominios omplejos son dominiosuyos valores son omposiiones de valores de otros dominios que denominamosdominios subyaentes. Estos dominios subyaentes pueden a su vez ser dominiosomplejos. Al estar los valores de un dominio omplejo ompuestos por otrosvalores de dominios omplejos, se produe una de�niión reursiva de este tipode dominios. Esta reursión tiene su aso base en los dominios básios.Dado un dominio omplejo, podríamos determinar el onjunto de dominiosque intervienen en toda su de�niión reursiva. A este onjunto de dominioslo denominaremos onjunto de dominios desendientes y estará de�nido omosigue:De�niión 5.16 (Conjunto de dominios desendientes). Sea D un dominioomplejo, D ∈ C. Su onjunto de dominios desendientes, notado omo des(D),se de�ne omo se india en la Euaión 5.15.
des(D) =





∅ si D ∈ B

domD(att(D)) ∪
(
∪ai∈att(D)des(domD(ai)

) si D ∈ O

{sub(D)} ∪ des(sub(D)) si D ∈ M ∪U ∪ I(5.15)Hasta el momento, basándose en las de�niiones de los distintos tipos de do-minios omplejos, nada impide que un determinado dominio omplejo se de�naen base así mismo, esto es, que un dominio omplejo D, D ∈ C, perteneza alonjunto de sus desendientes D ∈ des(D). Esta situaión provoaría un iloen la de�niión de diho dominio lo que signi�aría que los valores de dihodominio podrían estar ompuestos por un onjunto no �nito de datos. Esto on-duiría a una situaión no deseable en la que los valores de este tipo de dominiosno podrían ser representados por un onjunto �nito de valores y por tanto notratables por un sistema de gestión de bases de datos que se base en el presentemodelo.Para evitar esta situaión de�niremos la lase de dominios omplejos aíli-os. Esta lase se de�ne omo sigue:De�niión 5.17 (Dominio omplejo aílio). Sea D un dominio omplejo,
D ∈ C. Se die que el dominio D es aílio si, y solo sí, {D} ∩ des(D) = ∅.Se ha de notar que la presente propuesta onsidera exlusivamente aquellosdominios omplejos que son aílios. Por tanto, por simpliidad se empleará alo largo del texto exlusivamente la denominaión dominio omplejo omitiendoel ali�ativo de aílio y se notará al onjunto de dominios omplejos aíliosomo C, símbolo que anteriormente se ha empleado para notar el onjunto dedominios omplejos y que de ahora en adelante se emplea restringiéndolo al on-junto de los dominios omplejos aílios. De la misma forma, los subonjuntosde C, U, I, O y M, quedan igualmente restringidos.



98 Multirrelaiones omplejas difusas5.4. Multirrelaiones omplejas difusasUna vez de�nida la base del presente modelo, los dominios omplejos, lapresente seión de�nirá la unidad de representaión de informaión de éste. Aligual que en modelo relaional lásio la unidad de representaión de informaiónson las relaiones, en el presente modelo se de�ne su análogo, lasmultirrelaionesomplejas difusas.Las relaiones lásias agrupan la informaión relativa a una lase de enti-dades o relaión entre las mismas. En ellas, ada una de sus tuplas representaa una entidad (o relaión entre entidades). Cada tupla está ompuesta por losdatos (que onsidera el modelo) relativos a la entidad que ésta representa. Lasmultirrelaiones omplejas difusas propuestas en este modelo tienen el mismoometido aunque, a diferenia del modelo lásio, permiten añadir si se deseainformaión adiional sobre la relaión de pertenenia de ada entidad a la lasey expresar la ertidumbre que se posee sobre los datos relativos a diha entidad.La relaión de pertenenia de una tupla a una multirrelaión ompleja difusapodrá ser uanti�ada. Se podrá, por tanto, indiar el número de vees que unadeterminada entidad partiipa en la relaión de pertenenia a la multirrelaiónompleja difusa, a diferenia del modelo lásio en que el enfoque onjuntistaimpedía esta posibilidad. Esta araterístia aumenta la apaidad expresiva delmodelo y lo aera a las estruturas que manejan la mayor parte de los sistemasde gestión de bases de datos (SGBD): los multionjuntos.Adiionalmente, la relaión de pertenenia de una tupla a una multirrelaiónompleja difusa podrá ser uali�ada. En de�nitiva, será posible graduar adauna de las partiipaiones de una tupla en la multirrelaión ompleja difusa a laque perteneza, permitiendo de esta forma matizar diha relaión de pertenen-ia, posibilidad que no se ofree en los modelos lásios. Esta posibilidad dotaal modelo de las araterístias de las bases de datos posibilístias.Finalmente, omo se ha omentado anteriormente, se inorpora la posibilidadde espei�ar la ertidumbre que se posee de que las propiedades de ada entidadrepresentada en forma de tupla se orrespondan on los valores de los atributospara diha tupla. Esta última posibilidad dota al modelo de las araterístiasde iertos tipos de modelos de bases de datos difusas.De�niremos de manera formal una multirrelaión ompleja difusa de la si-guiente manera:De�niión 5.18 (Multirrelaión ompleja difusa). Una multirrelaión omple-ja difusa (MRCD) m es un par de�nido omo se india en la Euaión 5.16.En diha euaión, Hm denota la abeera de m y Bm el uerpo de m.
m = (Hm,Bm) (5.16)En la de�niión anterior se ha heho uso de los oneptos de abeera y uerpode una MRCD. De�niremos el onepto de abeera de una MRCD omo sigue:De�niión 5.19 (Cabeera de una multirrelaión ompleja difusa). La abe-era de una multirrelaión difusa m, Hm, es un par de�nido omo se india enla Euaión 5.17.

Hm = (Am, domm) (5.17)Los omponentes del par anterior están de�nidos omo sigue:
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Am,Am ⊆ A, es el onjunto de atributos de m.
domm : Am 7→ DA es la funión dominio de m. Ésta empareja adaatributo ai de m, ai ∈ Am, on su dominio omplejo asoiado Dai , Dai ∈
DA, DA ⊂ C.La abeera de una MRCD m ontiene la informaión de la estrutura dela MRCD. Esta informaión permanee invariable durante la existenia de laMRCD y está ompuesta por el onjunto de atributos de m (onjunto Am) ylos dominios asoiados a dihos atributos (indiado por la funión de dominio

domm).El segundo elemento del par que de�ne una MRCD es el uerpo de ésta.De�niremos el onepto de uerpo de una MRCD de la siguiente forma:De�niión 5.20 (Cuerpo de una multirrelaión ompleja difusa). El uerpo Bmde una multirrelaión ompleja difusa m es un par de�nido según la Euaión5.18.
Bm = (Tm, Um) (5.18)Los omponentes del par que onforma Bm se de�nen de la siguiente forma:

Tm es el multionjunto difuso de las tuplas de m, formalmente de�nidoomo se india en la Euaión 5.19. En diha euaión, Tm representa alonjunto de las posibles tuplas de m, de�nido éste omo se india en laEuaión 5.20.
Tm : Tm 7→ Nf (5.19)

Tm = {tm|tm : Am 7→ domm(Am) ∧ tm(a) ∈ domm(a)∀a ∈ Am} (5.20)
Um es la funión de inertidumbre de m. Esta funión es de la forma
Um : Tm 7→ (0, 1] tal que para una determinada tupla t de m, t ∈ Tm,
Um(t) india el grado de ertidumbre asoiado al onjunto de los valoresde los atributos de diha tupla.El uerpo de una MRCD m ontiene la informaión relativa a las tuplas queforman parte de la misma. Esta informaión permite representar la antidad devees que una tupla determinada partiipa en m junto on la alidad o grado enque partiipa ada una de estas vees (indiado por la funión de perteneniade Tm), así omo la ertidumbre que se posee sobre el onjunto de valores delos atributos de una determinada tupla (indiado por la funión de ertidumbre

Um).Ejemplo 5.17. Supongamos que se desea representar en una base de datosla informaión relativa a las reservas de reuniones de trabajo asoiadas a loseventos organizados en un entro de negoios. Se ha de tener en uenta quelos datos de dihas reservas se obtienen desde el departamento omerial onuna antelaión onsiderable y que la on�guraión �nal de un evento omplejo



100 Multirrelaiones omplejas difusasdepende de multitud de fatores. Debido a esto, la informaión que se manejaráen la base de datos podrá ser vaga.Cada evento tendrá asoiada una serie de reuniones de trabajo paralelas, alas que los departamentos o empresas partiipantes en el evento envían dele-gados. Las reuniones de trabajo paralelas de un determinado evento serán deiguales araterístias. Las reservas de estas reuniones de trabajo ontendráninformaión aera del número de reuniones que se elebrarán de forma parale-la y del estado de on�rmaión de ada una de ellas. Además, se dispondrá deinformaión temporal aera de la elebraión de las reuniones, del número deasistentes a ada una, de si se desea serviio de atering para las reuniones yde los serviios de traduión requeridos por ada una. Los datos del onjuntoanterior pueden ser preliminares y por tanto no estar totalmente on�rmados.El estado de on�rmaión de la elebraión de las reuniones paralelas aso-iadas a un evento podrá ser uno de los siguientes:Con�rmada.Aprobada, pendiente de on�rmaión.Propuesta, pendiente de aprobaión.Los anteriores estados están ordenados de forma dereiente en funión delnivel de on�anza en que la reunión se elebrará �nalmente.De forma similar, el nivel de on�rmaión de los datos sobre las reunionespodrá ser uno de los siguientes:Datos on�rmados.Datos pendientes de on�rmar.La informaión temporal sobre la elebraión de las reuniones está ompuestapor la feha en la que se elebrarán las reuniones paralelas, la hora de iniio deéstas y la duraión que tendrán las mismas.El número de asistentes, que será igual en ada reunión de trabajo paralela,será un número preiso en aso de que se disponga de la on�rmaión de losasistentes. En las oasiones en que no se disponga de la on�rmaión de losasistentes, se emplearán valores impreisos expresados omo rangos de valores(por ejemplo, entre 20 y 30 partiipantes) o omo valores aproximados (porejemplo, aproximadamente 50).El serviio de atering se puede on�rmar on poa antelaión por lo que esposible que no se onoza on total ertidumbre si se requerirá o no este serviio.Con objeto de plani�ar las reservas, al menos se dispondrá de una respuestapreliminar por parte del liente a falta de on�rmaión por parte del mismo.Los datos relativos al serviio de interpretaión onstarán del número deintérpretes neesarios por ada idioma y del nivel de serviio de interpretaiónrequerido a ada intérprete. Se onsiderarán los siguientes niveles de serviio deinterpretaión:Simultanea: Interpretaión literal que se realiza al mismo tiempo (o dentrode un intervalo de tiempo mínimo) que el orador pronunia su disurso.Conseutiva: Interpretaión literal en la que, uando el orador realiza unapausa en el disurso, el intérprete tradue el fragmento anterior.



Modelo objeto-multirrelaional difuso: modelo de datos 101Grado Referenia1.0 Con�rmada0.6 Aprobada pendiente de on�rmaión0.3 Propuesta pendiente de aprobaiónTabla 5.6: Etiquetas de referenia para los grados de on�rmaión de la elebra-ión de una reunión de trabajoGrado Referenia1.0 Datos on�rmados0.5 Datos pendientes de on�rmarTabla 5.7: Etiquetas de referenia para los grados de on�rmaión de los datosrelativos a las reuniones de trabajo de un determinado eventoAompañamiento: Interpretaión no literal, en la que el intérprete trans-mite el sentido del disurso del orador.Cada intérprete estará uali�ado para ofreer un determinado nivel de ser-viio de interpretaión en una lengua determinada. Los anteriores tipos de in-terpretaión están ordenados de manera desendente en funión del nivel dedominio requerido al intérprete. Por tanto, los intérpretes uali�ados para rea-lizar interpretaiones simultáneas, lo están para realizar interpretaiones onse-utivas y de aompañamiento. De la misma forma, los uali�ados para realizarinterpretaiones onseutivas lo están para realizar interpretaiones de aompa-ñamiento.Toda la informaión anterior se representará empleando el modelo propuestoen una MRCD. Esta MRCD será denominada r. En r ada tupla ontendrá losdatos que desriben las reuniones de trabajo paralelas asoiadas a un evento.La ardinalidad de ada tupla en la relaión r determinará la antidad dereuniones de trabajo paralelas asoiadas a un evento. Esta partiipaión, ade-más de uanti�ada, será uali�ada de tal forma que se pueda indiar el gradode on�rmaión que se posee sobre la elebraión de diha reunión de traba-jo. Para simpli�ar la interpretaión por parte de los usuarios de estos gradosde on�rmaión, se emplearán tres niveles, ada uno de ellos asoiado a unaetiqueta, que se orresponden on los niveles de on�rmaión de las reunionesmenionados anteriormente. Estos niveles junto on las etiquetas empleadas sonlos que se indian en la Tabla 5.6.El nivel on�rmaión que se posee sobre los detalles del evento puede serespei�ado mediante el nivel de ertidumbre asoiado a los valores de los atri-butos de la tupla que representa estas reuniones. Una vez más, y on objetode simpli�ar la interpretaión, se empleará un número determinado de gradosasoiados a iertas etiquetas. Estos grados y sus etiquetas asoiadas, orrespon-dientes a los niveles de on�rmaión menionados anteriormente, son los quese muestran en la Tabla 5.7.El resto de informaión relativa a las reuniones se expresará omo atributosde las tuplas en r. Por tanto, el onjunto atributos de r, Ar, estará de�ni-do omo se muestra en la Euaión 5.21. Los valores del atributo elebraión



102 Multirrelaiones omplejas difusasAtributo Dominiofeha Dfechainiio Dhoraduraión DnatTabla 5.8: De�niión extensiva de la funión de dominio domDcelebre�ejarán la informaión temporal que se dispone sobre la elebraión de lasreuniones, los valores del atributo asistentes re�ejarán en número de asisten-tes a ada reunión, los valores del atributo atering re�ejarán la informaiónde que se dispone sobre el requerimiento de serviio de atering de las reunio-nes y, �nalmente, los valores del atributo intérpretes re�ejará los serviios deinterpretaión requeridos para ada reunión.
Ar = {elebraión, asistentes, atering, intérpretes} (5.21)Los datos relativos a la informaión temporal son valores ompuestos portres omponentes: feha, hora de iniio y duraión. Por tanto, los valores delatributo elebraión serán valores de un dominio omplejo ompuesto que deno-minaremos Dceleb, Dceleb ∈ C. El onjunto de atributos de Dceleb, att(Dceleb),está de�nido omo att(Dceleb) = {feha, iniio, duraión}, siendo los valores delatributo feha los que representan la feha en la que se realizará el evento, losvalores del atributo iniio son los que representarán la hora a la que se iniiaráel evento, y los valores del atributo duraión los que indiarán (en número dehoras) la duraión del evento. El dominio asoiado al atributo feha será el do-minio Dfecha de�nido en el Ejemplo 5.3. Dfecha es un dominio omplejo básio,

Dfecha ∈ B, ya que sus valores son atómios (véase Ejemplo 5.7) y no estánafetados por impreisión ni inertidumbre. El atributo iniio tendrá asoiadosomo valores los perteneientes al dominio Dhora. De�niremos el dominio Dhoraomo aquél uyos valores representan las horas del día. Estos valores son de laforma (h : m), h ∈ [0, 23],m ∈ [0, 59], donde el omponente h representa la horadel día y el omponente m los minutos pasados de la hora en punto. Estos valo-res están ompuestos por dos elementos, pero sus elementos de forma aislada notienen semántia propia en el universo modelado. Sólo la onjunión de ambostransmite el signi�ado apropiado. Por tanto, este tipo de valores son atómios.Además, los valores de este dominio no están afetados por inertidumbre o im-preisión alguna. En onseuenia diremos que Dhora es un dominio omplejode tipo básio, Dhora ∈ B, ya que umple las ondiiones neesarias para ello.El atributo duraión tendrá omo valores asoiados a los elementos del dominio
Dnat. El dominio Dnat está de�nido iniialmente en el Ejemplo 5.2, y es undominio omplejo de tipo básio (véase Ejemplo 5.16). Los valores de Dnat sonnúmeros naturales que indiarán el número de horas que durarán las reunionesparalelas. Con todo lo anterior, espei�aremos la funión dominio de Dceleb,
domDceleb , de forma extensiva omo se india en la Tabla 5.8.Como se ha menionado anteriormente, el número de asistentes a adareunión de trabajo es un número natural que, en iertas oasiones, puede serimpreiso debido a la imposibilidad de on�rmar on total erteza todos los asis-tentes a los eventos. Estos números impreisos podrán ser expresados medianteonjuntos difusos de aráter disyuntivo (valores de dominios de tipo imprei-



Modelo objeto-multirrelaional difuso: modelo de datos 103so que representan distribuiones de posibilidad) de�nidos sobre el onjunto delos número naturales. Los distintos tipos de antidades impreisas empleadasanteriormente, rangos y números aproximados, serán modelados por onjuntosdifusos uyas funiones de pertenenia se espei�an en las euaiones 5.22 y5.23 respetivamente. Obsérvese que, para el aso de valores aproximados, sepermite un margen del 10% de la antidad a la que se aproxima. Obviamen-te, los valores preisos se modelarán empleando una distribuión de posibilidadunaria uya funión araterístia se india en la Euaión 5.24.
µentre(a,b)(x) =

{
1 si a ≤ x ≤ b
0 en otro aso (5.22)

µaprox(a)(x) =





1 si x = a

10∗x−11∗a
a si 9

10 ∗ a ≤ x < a

11∗a−10∗x
a si a < x ≤ 110

100 ∗ a

0 en otro aso (5.23)
µexact(a)(x) =

{
1 si x = a
0 en otro aso (5.24)Según lo anterior, el dominio asoiado al atributo asistentes debe ser un do-minio omplejo de tipo impreiso uyo dominio subyaente será el dominio delos números naturales. Por tanto, para este aso podremos emplear el dominio

Dasist de�nido en el Ejemplo 5.11. Este dominio es un dominio omplejo in-ierto, Dasist ∈ I, uyo dominio subyaente es el dominio omplejo básio Dnatempleado anteriormente, sub(Dasist) = Dnat.La informaión aera del requerimiento de un serviio de atering, omose ha menionado anteriormente, estará afetada por ierta inertidumbre enfunión de la on�rmaión por parte del liente de su deisión �nal. Por tanto,el dominio asoiado al atributo atering se orresponderá on un valor de undominio de tipo inierto de�nido sobre un dominio booleano subyaente. Undominio de estas araterístias es el dominio Donf de�nido en el Ejemplo 5.8.
Donf es un dominio de tipo inierto, Donf ∈ I, uyo dominio subyaente es eldomino Dbool, sub(Donf) = Dbool, también de�nido en el Ejemplo 5.8. Dboola su vez es un dominio omplejo básio, Dbool ∈ B, ya que sus valores sonatómios y no están afetados por inertidumbre ni impreisión.Los diferentes grados que se emplearán para odi�ar la ertidumbre que setiene sobre este valor serán iguales a los que se han indiando anteriormente enla Tabla 5.7.En lo que se re�ere a la informaión relativa a los serviios de interpretaiónque se requerirán en ada una de las reuniones paralelas, ésta será un valor múl-tiple, ya que se podrán requerir serviios de interpretaión en distintos idiomas.La partiipaión de ada elemento del valor onjuntivo será uanti�ada, debidoa que se pueden requerir varios intérpretes de un mismo idioma. Estas partiipa-iones estarán, a su vez, graduadas en funión del nivel de serviio requerido alintérprete. Según lo anterior, el dominio asoiado al atributo intérpretes deberáser un dominio omplejo de tipo multionjuntivo difuso. Este dominio, que de-nominaremos Dinter, deberá tener omo dominio subyaente a uno uyos valores



104 Multirrelaiones omplejas difusasGrado Nivel de serviio de interpretaión1.0 Simultánea0.75 Conseutiva0.5 AompañamientoTabla 5.9: Grados asoiados a los diferentes niveles de serviio de interpretaiónrepresenten los distintos idiomas para los que se requiere interpretaión, omopuede ser el dominio Dlang de�nido en el Ejemplo 5.15, sub(Dinter) = Dlang. Eldominio Dlang es un dominio de tipo omplejo básio, debido a que sus valoresson atómios y no se enuentran afetados por inertidumbre o impreisión.La orrespondenia entre ada uno de los niveles de serviio de interpretaióny los grados es la que se muestra en la Tabla 5.9.Por tanto, y según lo anterior, la abeera de la MRCD r, Hr, se de�neomo se india en la Euaión 5.25, estando Ar de�nido omo se india en laEuaión 5.21 y domr según se india en la Euaión 5.26.
Hr = (Ar, domr) (5.25)

domr(a) =





Dceleb si a = elebraión
Dasist si a = asistentes
Donf si a = atering
Dinter si a = intérpretes ∀a ∈ Ar (5.26)De�namos ahora el uerpo de r. Supongamos que deseamos representar en

r la informaión relativa a las siguientes reservas:Reserva de un evento para el día 4 de junio de 2010 a las 9:00, y hastalas 14:00, en que se elebrarán 6 reuniones paralelas, de las uales 2 estánon�rmadas, 3 están aprobadas y pendientes de on�rmaión, y 1 estápendiente de aprobaión. El número de asistentes a ada reunión seráentre 20 y 25 personas. Se ha on�rmado que se requerirá serviio deatering en las reuniones. Cada reunión requerirá los siguientes serviiosde interpretaión:
• 8 intérpretes en inglés, de los uales 1 será apaz de haer interpreta-ión simultánea, 2 serán apaes de realizar interpretaiones onseu-tivas y 5 serán apaes de realizar interpretaión de aompañamiento.
• 4 intérpretes en alemán, de los uales 1 será apaz de haer inter-pretaión simultánea, otro será apaz de realizar interpretaión on-seutiva y 2 más serán apaes de realizar interpretaión de aompa-ñamiento.Los datos anteriores están on�rmados por el liente.Reserva para el día 14 de otubre de 2010 a las 17:00, y hasta las 20:00,en que se elebrarán 3 reuniones paralelas las uales están aprobadas ypendientes de on�rmaión. El número de asistentes a ada reunión seráaproximadamente 40 personas. De forma preliminar se india que no se



Modelo objeto-multirrelaional difuso: modelo de datos 105neesitará serviio de atering, pero este extremo no ha sido on�rmadopor el liente. Cada reunión requerirá los serviios de interpretaión de 10intérpretes en inglés apaes de realizar interpretaión de aompañamien-to. Los datos anteriores no están on�rmados por el liente.Reserva para el día 21 de noviembre de 2010 a las 15:00, y hasta las 21:00,en que se elebrarán 2 reuniones paralelas ya on�rmadas. El número deasistentes a ada reunión será de 20 personas. De forma preliminar seindia que se requerirá serviio de atering en las reuniones, y se está a laespera de on�rmaión de este extremo por parte del liente. Cada reuniónrequerirá los siguientes serviios de interpretaión:
• 6 intérpretes en inglés, de los uales 3 serán apaes de haer inter-pretaión simultánea y los otros 3 serán apaes de realizar interpre-taión de aompañamiento.
• 6 intérpretes en franés, de los uales 1 será apaz de haer interpre-taión simultánea y los otros 5 serán apaes de realizar interpreta-ión onseutiva.
• 4 intérpretes en italiano apaes de realizar interpretaión de aom-pañamiento.Los datos anteriores han sido on�rmados por el liente.Reserva para el día 9 de diiembre de 2010 a las 17:00 y hasta las 21:00 enque se elebrarán 4 reuniones paralelas propuestas y pendientes de apro-baión. El número de asistentes a ada reunión será omo máximo 5 per-sonas. Se ha on�rmado que no se requerirá serviio de atering en lasreuniones. No se requerirán serviios de interpretaión. Los datos ante-riores están pendientes de on�rmaión por parte del liente.Con toda la informaión de reservas anterior se de�ne el uerpo de la MRCD

r, Br, omo se india en la Euaión 5.27, donde TR y UR están de�nidos deforma extensiva omo se india en la Tabla 5.10.
Br = (Tr, Ur) (5.27)5.5. Bases de datos multirrelaionales omplejasdifusasFinalmente, de�nido el onepto de dominio omplejo y multirrelaión om-pleja difusa en los que se basa el presente modelo, queda tan sólo de�nir elonepto de base de datos multirrelaional ompleja difusa.Las bases de datos relaionales tradiionales no son más que una agrupaiónde relaiones. De manera análoga, una base de datos multirrelaional omplejadifusa agrupa una serie de multirrelaiones omplejas difusas. Formalmente,de�niremos una base de datos multirrelaional ompleja difusa de la siguienteforma:
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Basesdedato

smultirrelaio
nalesompleja

sdifusas
Ur Tr trelebraión asistentes atering intérpretesfeha iniio duraión1.0 {1.0/2, 0.6/5, 0.3/6}c 4-6-2010 9:00 5 entre(20, 25) 〈1.0, sí〉 {1.0/1, 0.75/3, 0.5/8}c Inglés

{1.0/1, 0.75/2, 0.5/4}c Alemán0.5 {0.6/3}c 14-10-2010 17:00 3 aprox(40) 〈0.5, no〉 {0.5/10}c Inglés1.0 {1.0/2}c 21-11-2010 15:00 6 20 〈0.5, sí〉 {1.0/3, 0.5/6}c Inglés

{1.0/1, 0.75/5}c Franés

{0.5/4}c Italiano0.5 {0.3/4}c 9-12-2010 17:00 4 hasta(5) 〈1.0, no〉 ∅interTabla 5.10: Reservas de reuniones de trabajo paralelas



Modelo objeto-multirrelaional difuso: modelo de datos 107De�niión 5.21 (Base de datos multirrelaionales omplejas difusas). Unabase de datos multirrelaional ompleja difusa M es un onjunto de multirre-laiones omplejas difusas. Formalmente M está de�nida omo se india en laEuaión 5.28. En diha euaión, ada mi ∈M , ∀i ∈ [1, n], detona una de lasmultirrelaiones omplejas difusas que forman parte de M .
M = {m1,m2, ...,mn} ,M ⊆ ∆, (5.28)Las bases de datos relaionales se dividen en dos omponentes laramentedifereniados. El primer omponente, denominado esquema, agrupa la informa-ión (de aráter invariante en el tiempo) relativa a la estrutura de la base dedatos. El segundo omponente, denominado instania, agrupa la informaión(de aráter variante en el tiempo) ontenida en la base de datos siguiendo elesquema de ésta.De la misma forma, una base de datos multirrelaional difusa M estarádivida en su esquema y su instania. De�niremos el esquema de M , SM , omoel onjunto de las abeeras de las MRCD que forman parte de ella, SM =

{Hm|m ∈M}. La instania de M , IM , estará de�nida omo el onjunto de losuerpos de las MRCD que la omponen, IM = {Bm|m ∈M}.5.6. Valores ausentesComo se ha destaado en los apítulos dediados al estado del arte de estetrabajo, existen múltiples tipos, según la semántia, de valores ausentes en unabase de datos.En el presente modelo se onsiderarán úniamente los valores ausentes onlas siguientes semántias asoiadas:Valor no existente.Valor desonoido pero existente.No existe informaión sobre el valor, ni siquiera si éste existe.Este onjunto de valores viene impuesto por el paradigma de representaiónde valores ausentes que se ha elegido para el presente modelo, siendo en esteaso el de Prade-Testemale [122, 121, 124, 123℄. Éste destaa de entre las demáspropuestas en la bibliografía por su simpliidad y oherenia on el modelopropuesto:Simpliidad: El paradigma requiere exlusivamente el empleo de un sóloelemento espeial adiional a los propios de ada dominio para modelarlos tipos de valores ausentes, en ontraste on los múltiples símbolos deotras propuestas.Coherenia on el modelo propuesto: El paradigma modela los valoresausentes en forma de distribuiones de posibilidad, tipos de valores que elpresente modelo puede tratar de forma natural.



108 Valores ausentes5.6.1. Tipos de valores ausentesEl presente modelo onsidera tres tipos de valores ausentes, oinidiendoada uno on una de las semántias indias anteriormente. A ontinuaión de-�niremos ada uno de estos tipos.5.6.1.1. Valor no existenteEste primer tipo de valor ausente se emplea en los asos en que el valor paraun determinado atributo de una determinada entidad no existe debido a quediho atributo no es apliable a diha entidad.Ejemplo 5.18. Supongamos que el entro de negoios empleado en los ejem-plos anteriores organiza omo parte de eventos empresariales, además de lasreuniones paralelas que nos han servido de ejemplo anteriormente, enas de ga-la para agasajar a los invitados a dihos eventos de empresa. Para organizardihas enas se mantendrá un listado on el nombre de los invitados y de susaompañantes.Diho listado, naturalmente, se traduirá en una relaión on al menos unpar de atributos: uno para representar el nombre del invitado y otro para re-presentar el nombre del aompañante. En oasiones, algún invitado no llevaaompañante a la ena, y por tanto no se dispone de nombre para el aom-pañante. Este aso es el ejemplo lásio de uso de valores inexistentes. Al noexistir aompañante, el valor para la propiedad que representa el nombre delaompañante a la ena no existe. Para indiar la onurrenia de esta situaiónse empleará el valor no existente omo valor el itado atributo.Este tipo de valor ausente será representado en el presente modelo medianteun valor espeial notado omo dne (does not exists).Todo dominio empleado en una base de datos objeto-multirrelaional difusainluirá este valor espeial, ya sea omo un valor propio del dominio, o omo unvalor añadido a éste, según el tipo de dominio. Así pues, el valor ausente dneestará de�nido según el tipo de dominio al que perteneza.De�niión 5.22. Valor no existente. Sea D un dominio omplejo, D ∈ C.Un valor no existente asoiado al dominio D, notado omo dneD, se de�ne, enfunión del tipo de dominio omplejo al que pertenee D, de la siguiente forma:Dominios iniertos: Si D es un dominio inierto, D ∈ U, el valor ausente
dneD se orresponde on un valor del dominio D de la forma en que seindian en la Euaión 5.29, donde dnesub(D) es el símbolo empleado paranotar un valor inexistente en sub(D), el dominio subyaente de D.

dneD = (1, dnesub(D)) ∀D ∈ U (5.29)La anterior de�niión de valor inexistente asigna un grado de ertidumbre1, total ertidumbre, al valor ausente dneD. Nótese que ualquier dominioinierto D, D ∈ U, además del anterior valor inierto dneD, también in-luye valores inexistentes on distintos grados de ertidumbre α ∈ (0, 1].Estos valores se notarán omo dneαD y se denominarán valores inexisten-tes α-iniertos. Este tipo de valores están de�nidos omo se india en laEuaión 5.30.



Modelo objeto-multirrelaional difuso: modelo de datos 109
dneαD = (α, dnesub(D)) , ∀D ∈ U, α ∈ (0, 1] (5.30)Dominios impreisos: Si D es un dominio impreiso, D ∈ I, el valor ausen-te dneD se orresponde on la siguiente distribuión de posibilidad de�nidaen la Euaión 5.31. En la itada euaión dnesub(D) es, omo en el asoanterior, el símbolo empleado para notar un valor ausente en sub(D), eldominio subyaente de D.

dneD = {1/dnesub(D)} ∀D ∈ I (5.31)Dominios ompuestos: En el aso de que D sea un dominio ompuesto,
D ∈ O, el valor ausente dneD es una tupla de la forma dneD : att(D) 7→
domD(att(D)) de�nida omo se india en la Euaión 5.32. En dihaeuaión, dnedom(a) es el símbolo para el valor ausente on semántia tipo1, valor no existente, asoiado al dominio de un atributo a, a ∈ att(D).

dneD(a) = dnedom(a) ∀a ∈ att(D), D ∈ O (5.32)Dominios multionjuntivos difusos: Cuando el dominio D es un dominiomultionjuntivo difuso, D ∈ M, el valor ausente dneD se orresponderáon el onjunto vaío, notado omo ∅D. Se ha de notar que ∅D es un valorpropio de ualquier dominio multionjuntivo difuso. Éste se de�ne de laforma que se india en la Euaión 5.33.
dneD = ∅D = [{1/0} ∗ v | v ∈ sub(D)] (5.33)Dominios básios: Si D es un dominio básio, D ∈ B, el valor ausente

dneD será un valor espeial añadido al onjunto de los valores del dominio.Ejemplo 5.19. Un valor ausente de tipo no existente, un valor dne, ya se hausado en los ejemplos anteriores, en onreto en el uerpo de la MRCD r de�-nido en el Ejemplo 5.17. El uso del itado valor ha pasado inadvertido ya queen ese aso el valor dne es un valor propio del dominio. Diho aso es el de laúltima tupla que forma el uerpo de r, de�nido en la Tabla 5.10. Las reunio-nes paralelas del evento representado por diha tupla no requieren serviios deinterpretaión, y por tanto se usa el valor ∅inter para indiar tal irunstania.Debido a que el dominio del atributo intérpretes, Dinter, es de tipo multion-junto difuso, el valor no existente del dominio, dneinter, se orresponde (omoindia la de�niión anterior) on el onjunto vaío, ∅inter = dneinter.5.6.1.2. Valor desonoido pero existenteEl segundo tipo de valores ausentes se emplea para indiar que el valor on-reto para un determinado atributo de una determinada entidad es desonoidoaunque se tiene la erteza de que éste existe.Ejemplo 5.20. En oasiones uando en una base de datos se re�ejan los datosque se tienen disponibles por el momento, es posible que se tenga que trataron valores desonoidos pero existentes. Éste podría ser el aso de la base de



110 Valores ausentesdatos que almaena la informaión relativa a eventos empresariales que se haempleado en los ejemplos anteriores.Supongamos que los agentes omeriales onoen algunos de los datos relati-vos a las reuniones paralelas asoiadas a un determinado evento, pero el lienteno ha proporionado una aproximaión (y muho menos preisado) el númerode asistentes a ada una de la reuniones. Con el objetivo de que los datos dis-ponibles aera de dihas reuniones queden re�ejados en la base de datos, losagentes omeriales inluyen una tupla on esos datos. El problema llega uan-do se ha de indiar un valor para el atributo asistentes. En el aso desrito, nose dispone de un valor onreto para diho atributo. El motivo por el que nose onoe diho valor no es porque la propiedad que representa el atributo nosea apliable a la entidad omo ourría en el ejemplo 5.18. Todo lo ontrario,se onoe que diho atributo debe tener un valor, pero en este momento no sepuede preisar un determinado valor para el itado atributo.Una soluión apliada omúnmente onsiste en dar un valor temporal parael atributo del que no se onoe el valor. Este dato, una vez que se onoza elverdadero valor del atributo, será sustituido. El problema es que, una vez más,el sistema no es apaz de determinar la naturaleza de la informaión introduiday por tanto trabajará sobre esta informaión temporal (y que generalmente noorresponde on la realidad) de la misma forma que lo hae on la orreta.Finalmente, esto supone que el sistema, al emplear la informaión temporal ensus proesos, ofreerá resultados erróneos.En estos asos es muho más adeuado y ventajoso emplear el valor deso-noido pero existente omo valor del atributo para el que se desonoe el valor.De esta forma queda re�ejada la informaión que se posee aera del itadoatributo: exlusivamente su existenia.Este tipo de valor ausente se representará en el presente modelo haiendouso de una distribuión de posibilidad sobre los valores del dominio asoiadoal atributo en uestión, de tal forma que todos los valores de diho dominio,exepión heha del valor dne, son posibles valores para el atributo.Formalmente, un valor de este tipo se de�ne de la siguiente forma:De�niión 5.23 (Valor desonoido pero existente). Sea A un atributo, A ∈ A,sea dom una funión de dominio que asoia al atributo A on su respetivo do-minio D, dom(A) = D. Un valor desonoido pero existente de un determinadodominio D, notado por simpliidad omo unkID (unknown), se de�ne omo lasiguiente distribuión de posibilidad de�nida en la Euaión 5.34.
unkID = {1/d | d ∈ D, d 6= dne} (5.34)Nótese que la distribuión de posibilidad unkID para un determinado domi-nio D no es un valor propio de diho dominio si no una distribuión de posi-bilidad sobre los valores de D. Por tanto unkID es un valor orrespondiente aldominio impreiso ID, ID ∈ I, dondeD sea el dominio subyaente, sub(ID) = D.Por tanto, para permitir la representaión de este tipo de valores ausentesel dominio del atributo debe ser, en lugar de D, un dominio de tipo impreisouyo dominio subyaente sea D, dom(A) = ID.Ejemplo 5.21. Supongamos que se desea inorporar a la MRCD r de�nida enel ejemplo 5.17 una nueva tupla para representar la informaión que se dispone
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Ur Tr trelebraión asistentes atering intérpretesfeha iniio duraión0.5 {1.0/1}c 4-3-2010 8:00 7 unkasist 〈1.0, si〉 ∅interTabla 5.11: Reserva de reunión de trabajo para la que no se onoe el númerode asistentes.aera de la reserva un determinado evento para el ual se están valorando aúndeterminados aspetos. La informaión disponible en el momento es la siguiente:Reserva para el día 4 de marzo de 2010 a las 8:00, y hasta las 15:00,en que se elebrará una reunión. El número de reuniones se ha on-�rmado. No se dispone por el momento de una aproximaión sobreel número de asistentes. Se on�rma que se requerirá un serviio deatering. No se requerirán intérpretes. La informaión está pendien-te de ser on�rmada por parte del liente.Para representar esta informaión se emplearía la siguiente tupla que semuestra en la Tabla 5.11.5.6.1.3. Valores sobre los que no existe informaiónFinalmente, el terer tipo de valores ausentes tiene asoiada la semántiaque representa el aso en que no se posee ninguna informaión del valor para undeterminado atributo de una determinada entidad. Esta arenia de informaiónsigni�a, en de�nitiva, que no se onoe el valor onreto y ni siquiera se tienela erteza de que diho valor exista.Ejemplo 5.22. Empleemos de nuevo el ontexto de la base de datos que al-maena los datos relativos a las reuniones paralelas asoiadas a eventos em-presariales. Supongamos que ahora permitimos que la informaión relativa a losserviios de interpretaión requeridos sea impreisa, de tal forma que se permitarepresentar las diferentes alternativas de requerimientos de este tipo de serviiosque baraja el liente. Por ejemplo, un liente puede estar indeiso en el númerode intérpretes para ada uno de los idiomas de los partiipantes. Se debate entretres intérpretes en inglés y dos en alemán o dos en inglés y tres en alemán,ya que algunos de los partiipantes dominan ambas lenguas pero no onoe ualde ellas pre�eren. Esta informaión impreisa se podrá representar omo unadistribuión de posibilidad sobre valores del dominio Dinter.Un aso extremo de impreisión en los serviios de interpretaión requeri-dos es la ignorania absoluta sobre qué serviios serán �nalmente neesarios.El liente no sabe exatamente qué serviios requerirá. En una primera apro-ximaión se podría pensar que esta situaión se podría representar por el valordesonoido unk de�nido anteriormente. No obstante, el desonoimiento abso-luto sobre los serviios de interpretaión que se requerirán inluye la posibilidadde que no se requiera ninguno. El heho de que no se requiera ningún servi-io de interpretaión se representa por el onjunto vaío ∅inter. Debido a que

Dinter es un dominio multionjuntivo difuso, Dinter ∈ M, el onjunto vaío



112 Valores ausentes
∅inter se orresponde on el valor inexistente dneinter . Reordemos que el valordesonoido exluye explíitamente al valor inexistente, por lo que la situaióndesrita no puede ser representada por el itado valor. Por tanto, éste es unaso típio donde el valor sobre el que no existe informaión permite re�ejarompletamente la situaión desrita. Este valor ausente inluye la posibilidadde que el valor para un determinado atributo �nalmente no exista así omo queéste sea ualquiera de los valores del dominio.Al igual que el aso de valores desonoidos pero existentes, valores unk, estetipo de valor ausente se representará en el presente modelo haiendo uso de unadistribuión de posibilidad sobre los valores del dominio asoiado al atributoen uestión, de tal forma que todos los valores de diho dominio, en este asoinluso el valor dne, sean posibles valores para el atributo.Formalmente, un valor de este tipo se de�ne de la siguiente forma:De�niión 5.24 (Valor sobre el que no existe informaión). Sea A un atributo,
A ∈ A, sea dom una funión de dominio que asoia al atributo A on su res-petivo dominio D, dom(A) = D. Un valor sobre el que no existe informaiónde un determinado dominio D, notado por simpliidad omo niID (no infor-mation), se de�ne omo la distribuión de posibilidad de�nida en la Euaión5.35.

niID = {1/d | d ∈ D} (5.35)Se ha de notar que en la anterior distribuión de posibilidad se inluye elvalor dneD ya que éste se onsidera un valor más de ualquier dominio omplejo
D. Igual que en el aso de la distribuión unkID , la distribuión de posibilidad
niID para un determinado dominio D no es un valor ontemplado en dihodominio. Como anteriormente se ha indiado para el valor ausente unkID , parapermitir que se representen valores ausentes de tipo niID , el atributo A deberáasoiarse, en substituión del dominio D, on un dominio impreiso ID, ID ∈ I,donde D sea el dominio subyaente, sub(ID) = D.Ejemplo 5.23. Supongamos que el sustituimos el dominio asoiado al atributointérpretes por el dominio Diint. Éste es un dominio impreiso, Diint ∈ I, uyodominio subyaente es Dint, el anterior dominio asoiado al atributo intérpretes,
sub(Diint) = Dint. Este ambio abre la posibilidad de expresar valores impreisospara el atributo intérpretes, tal y omo se ha sugerido en el Ejemplo 5.22.Supongamos ahora que deseamos a añadir a la MRCD r, de�nida en elejemplo 5.17 y apliada la modi�aión que se aaba de proponer, una tupla querepresente la informaión que se dispone aera de la siguiente reserva de unevento:Reserva para el día 8 de febrero de 2010 a las 9:00, y hasta las 18:00,en que se elebrarán dos reuniones paralelas, ambas on�rmadas. Elnúmero de asistentes será de 20. No se requerirá serviio de atering(on�rmado). No se onoe aún ninguna informaión relativa a losserviios de interpretaión requeridos. La informaión está pendientede ser on�rmada por parte del liente.La informaión anterior se representará mediante una tupla similar a laindiada en la Tabla 5.12.



Modelo objeto-multirrelaional difuso: modelo de datos 113
Ur Tr trelebraión asistentes atering intérpretesfeha iniio duraión0.5 {1.0/2}c 8-2-2010 9:00 9 20 〈1.0, no〉 niiinterTabla 5.12: Reserva de reunión de trabajo para la que no se onoe los serviiosde interpretaión requeridos.5.6.2. Restriiones de uso de los valores ausentes en fun-ión del dominioComo se ha menionado anteriormente, los tipos de valores ausentes que seonsiderarán en el presente modelo serán los valores no existentes, los valoresdesonoidos pero existentes y los valores sobre los que no existe informaiónalguna.De los anteriores, el primer tipo de valor será representable en ualquierade los dominios de una base de datos objeto-multirrelaional difusa. En ambio,los dos últimos tipos de valores serán representables exlusivamente en dominiosimpreisos.La exlusividad de representaión de los valores ausentes de tipo desonoidopero existente y de los valores para los que no existe ninguna informaión sedebe al paradigma empleado para la representaión de este tipo de valores.Éste, el de Prade-Testemale omo se ha indiado anteriormente, modela estostipos de valores ausentes omo distribuiones de posibilidad sobre el dominio deque forman parte estos valores. Este enfoque requiere, por tanto, que ualquierdominio de la base de datos ontenga omo valores las posibles distribuionesde posibilidad sobre un dominio subyaente determinado.El modelo de base de datos objeto-multirrelaional difusa que propone estetrabajo ha sido reado on el objeto de proporionar un modelo apaz de repre-sentar informaión ompleja, proporionando dominios que puedan adaptarsea la distinta naturaleza de ésta. Dotar a ualquier dominio de la posibilidadde ontener omo propios valores ausentes de tipo 2 y 3 obligaría a que tododominio fuese un dominio impreiso que ontenga omo valores las distribuio-nes de posibilidad que se re�eren. Este requisito introduiría arti�ialmente unnivel de omplejidad adiional para los asos en el que no es preiso representarestos tipos de informaión ausente. Por tanto, se ha optado por que los valoresausentes de tipo 2 y 3 estén exlusivamente disponibles para los dominios im-preisos, dejando al modelador de la base de datos la deisión de inorporar elitado nivel de omplejidad adiional sólo en aquellos asos donde es neesariorepresentar estos tipos de valores ausentes.5.7. ConlusionesEn el presente apítulo se ha propuesto un modelo para las bases de datosobjeto-multirrelaionales difusas. Este modelo, basado en el relaional, repre-senta las entidades de una determinada lase omo tuplas en un multionjuntodifuso. Graias a ello, el modelo soporta la representaión de informaión uan-



114 Conlusionestitativa y ualitativa sobre las ourrenias de una entidad en una determinadalase y, omo onseuenia de lo anterior, sobre las relaiones entre las diversasentidades presentes en una base de datos.Graias a los diversos dominios omplejos de�nidos para el presente modelo,los valores asoiados a los atributos de una determinada entidad pueden serimperfetos, ompuestos o, inluso, una ombinaión de ambas araterístias.En lo que re�ere a la apaidad del modelo para la representaión de datosimperfetos, éste da la posibilidad de representar datos impreisos y datos in-iertos. Además de dar la posibilidad de indiar el grado de inertidumbre sobreel un determinado valor, el modelo permite indiar la ertidumbre que se poseesobre la totalidad de los valores de las propiedades de una determinada entidad.Con respeto a la apaidad de representaión de datos ompuestos, el mode-lo soporta las oleiones de datos tanto homogéneos omo heterogéneos. Lasoleiones de datos homogéneos son modeladas omo multionjuntos difusos,por lo que el modelo soportará que éstas posean un tamaño arbitrario y que suselementos mantengan informaión uantitativa y ualitativa de su partiipaión.Las oleiones de datos heterogéneos se representarán omo omposiiones, amodo de tuplas, de tamaño �jo en que ada elemento debe ser un valor de undominio determinado.Finalmente, se ha de destaar la apaidad del modelo para la represen-taión de valores ausentes. Éste ha sido dotado de apaidad su�iente parala representaión de valores ausentes on tres tipos de semántias asoiadas,oinidiendo on las semántias más empleadas en los modelos de bases difusaspresentes en la bibliografía.



Capítulo 6Modeloobjeto-multirrelaional difuso:álgebra6.1. IntroduiónEl motivo fundamental por el que la informaión desestruturada se repre-senta de forma estruturada en una base de datos no es otro que poder el aederrápida y ómodamente a ésta y derivar nueva informaión de la anterior. Con elempleo de sistemas automatizados, partiularmente ordenadores, las deseablesaraterístias anteriormente menionadas se maximizan.En el apítulo anterior se ha desrito la estrutura de datos del modelo pro-puesto que permite la representaión de informaión imperfeta en una base dedatos. Para dar utilidad a diha representaión, es neesario de�nir un lenguajeque permita el aeso y manipulaión de los datos representados. El objetivo delpresente apítulo es de�nir tal lenguaje. Ésta es un álgebra, basada en el álgebrarelaional, que permitirá el aeso y manipulaión de las MRCDs presentes enuna base de datos objeto-multirrelaional difusa. Para ello, adaptaremos el fun-ionamiento de los operadores del álgebra relaional a las partiularidades de lasMRCDs. Además de lo anterior, introduiremos un nuevo onjunto de operado-res, que denominaremos operadores de transformaión de dominios, basados enel par de operadores de anidaión y desanidaión del álgebra de las relaionesNF2, que permitirán la transformaión de los dominios omplejos asoiados aun atributo en la MRCD en sus omponentes y vieversa.Para dar onsistenia al álgebra propuesta, se introduirá una forma normal,inspirada en la FNP del álgebra NF2, que asegurará, al igual que su preeden-te, que las MRCDs que manipula el álgebra propuesta umplen determinadasondiiones para garantizar el omportamiento adeuado sus operadores. Par-tiularmente, al igual que la FNP, se pretende asegurar que los operadores detransformaión de dominios (los equivalentes a los operadores de anidaión ydesanidaión para el aso de la FNP) son omplementarios entre sí.El presente apítulo está organizado de la siguiente forma. En primer lugar,se introduirá la menionada forma normal para las MRCD. Seguidamente, se115



116 Forma normal de partiiones extendidade�nirán los operadores del álgebra de MRCDs derivados del álgebra relaional,abordando en primer lugar el subonjunto de operadores básios para, posterior-mente, de�nir los operadores derivados del álgebra. Posteriormente, se de�niránlos menionados operadores de transformaión de dominios. Finalmente, se ex-pondrán las onlusiones relativas al ontenido del presente apítulo.6.2. Forma normal de partiiones extendidaComo se ha visto en los apítulos introdutorios del presente trabajo, elálgebra para las relaiones NF2 requirió que dihas relaiones umplieran laFNP para asegurar resultados oherentes en la apliaión de los operadoresde anidaión y desanidaión. Al igual que diha álgebra, el álgebra para lamanipulaión de MRCDs requerirá que éstas umplan una serie de requisitos.A este onjunto de requisitos los denominaremos Forma Normal de PartiionesExtendida (FNPE).La FNPE tiene el mismo espíritu que la FNP: asegurar que las operaiones deanidaión y desanidaión (agregaión y desagregaión en el aso de las MRCDs)sean omplementarias. Para garantizar esto, la FNP se oupa de evitar que lastuplas de una relaión NF2 se diferenien exlusivamente por atributos uyosvalores no son atómios. En otras palabras, las tuplas de una relaión NF2se identi�an de manera unívoa por el valor de sus valores atómios. De estaforma, los onjuntos de tuplas resultantes de un proeso de desanidaión de adauna de las tuplas originales son disjuntos. Esto garantizará que diho proesode desanidaión pueda ser revertido por un proeso de anidaión, dado que hayuna relaión unívoa entre las tuplas de la relaión original y las tuplas de larelaión resultante.La FNPE extiende a la FNP en el sentido de que onsidera varios tipos dedominios omplejos, a diferenia de la FNP que onsideraba en exlusiva a lasrelaiones anidadas. Una MRCD puede ontener atributos asoiados a diferentesdominios de tipo omplejo, omo son los dominios de tipo inierto, ompuesto,impreiso y multionjuntivo difuso. Todos ellos son suseptibles de partiiparen un proeso de desagregaión, equivalente al proeso de desanidaión para lasrelaiones NF2, que desompondrá sus valores. Estas desagregaiones podránser revertidas posteriormente por un proeso de agregaión.Al ontrario que la FNP, que sólo empleaba valores atómios, la FNPE ex-tenderá el onjunto de valores que se emplearán para la identi�aión unívoade tuplas. Esto ampliará el rango de MRCDs que podrán ser tratadas por elálgebra que se de�ne en este trabajo. Además de los valores de tipo básio, laFNPE permitirá que se puedan identi�ar a las tuplas por valores ompuestose iniertos. Esta posibilidad, no obstante, estará limitada al umplimiento deiertas ondiiones por parte de los dominios subyaentes de éstos.Antes de omenzar la de�niión formal de la FNPE, de�niremos una seriede oneptos en los que ésta se apoyará y que ayudarán en diho ometido.6.2.1. Dominios signaturaEn primer lugar, será neesario determinar los dominios uyos valores ser-virán para identi�ar unívoamente ualquier tupla de una MRCD. A este tipo



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 117de dominios los denominaremos dominios signatura. Como se menionó ante-riormente, el objetivo de la obligatoriedad de esta identi�aión unívoa es elmismo que para la FNP: poder determinar una relaión unívoa entre tuplasresultantes y originales de un proeso de desagregaión para poder revertir ésteen un proeso de agregaión.Al igual que ourre on la FNP, los dominios de tipo básio serán inluidos enel onjunto de dominios signatura. Los dominios de tipo básio son atómios ysimples, por lo que no se podrán ver involurados en un proeso de desagregaióny, por tanto, sus valores no ambiarán en dihos proesos.Por los motivos que se omentaron en el aso de la FNP, los dominios queontengan valores que ausen que una tupla original derive en varias tuplasresultantes en un proeso de desagregaión quedarán desartados. Este es elaso de los dominios de tipo impreiso y multionjuntivo difuso.En lo que respeta al aso de los dominios ompuestos y dominios de tipoinierto, permitiremos identi�ar a las tuplas empleando los valores asoiados aeste tipo de dominios si umplen determinadas ondiiones. Debido a las parti-ularidades de estos tipos de dominios, emplearemos sólo algunos omponentesdel valor para realizar esta identi�aión unívoa. En el aso de dominios om-puestos, emplearemos exlusivamente aquellos omponentes del valor que seande un dominio signatura. En lo que respeta a los dominios de tipo inierto,emplearemos sólo el valor base de éstos, siempre y uando, éste sea un valor deun dominio signatura. El motivo de esta restriión es garantizar que, despuésde un proeso de desagregaión que involure a uno de estos valores, los valoresempleados para la identi�aión unívoa en la relaión original sigan siendo vá-lidos para realizar diha identi�aión en la relaión resultante. En aso de queesto no fuese así, dos tuplas que se pueden identi�ar de forma unívoa en larelaión original, graias exlusivamente a uno de estos valores, no podrán serloen la relaión resultante.Según lo anterior, de�niremos formalmente el onepto de dominio signaturaomo se india a ontinuaión.De�niión 6.1 (Dominios signatura). De�niremos el onjunto de dominiossignatura, notado omo Dsig, de la forma que se india en la Euaión 6.1.
Dsig = {D|(D ∈ B) ∨ (D ∈ U ∧ sub(D) ∈ Dsig)∨

(
D ∈ O ∧ (∃D′ ∈ domD(att(D))|(D′ ∈ Dsig))

)
} (6.1)Obsérvese que en la de�niión anterior se establee que un dominio de tipoompuesto será un dominio signatura si alguno de sus omponentes está asoiadoa un dominio signatura. En el aso de los dominios de tipo inierto, estos serándominios signatura si su dominio subyaente es un dominio signatura.6.2.2. Atributos signaturaUna vez determinados uáles serán los dominios signatura, será útil deter-minar, omo veremos más adelante, para un onjunto de atributos dado uálesde ellos tendrán asoiados valores que se emplearán para identi�ar unívoa-mente tuplas. Claramente, los atributos seleionados serán aquellos que tenganasoiado un dominio que sea parte del onjunto de dominios signatura.



118 Forma normal de partiiones extendidaSegún lo anterior, de�niremos el onjunto de atributos uyos valores (o partede los mismos) servirán para la identi�aión unívoa de tuplas, onjunto quedenominaremos onjunto de atributos signatura, de la forma que se india aontinuaión.De�niión 6.2 (Conjunto de atributos signatura). Sea A un onjunto de atribu-tos y dom una funión dominio que empareja ada atributo de A on su dominioasoiado.El onjunto de atributos signatura en A según la funión dominio dom, no-tado omo sig(A, dom), se de�ne de la forma indiada en la Euaión 6.2.
sig(A, dom) = {a|a ∈ A ∧ dom(a) ∈ Dsig} ∀A ⊆ A, ∀dom : A 7→ D (6.2)Cuando el onjunto de atributos A y la funión de dominio dom son las deuna MRCD m, podremos determinar el onjunto de atributos signatura de mapliando la de�niión anterior. Por simpliidad en la notaión, sig(m) notarádiho onjunto de atributos signatura. Por tanto, sig(m) = sig(Am, domm).6.2.3. Valor signaturaComo se menionó anteriormente, para los dominios signatura de los tiposompuesto e inierto se emplearán exlusivamente algunos de los omponentesde sus valores para realizar la tarea de identi�aión de tuplas. En dihos asos,es neesario determinar, dado un valor de dihos tipos de dominios, ual será elvalor efetivo que se empleará omo signatura para la identi�aión de tuplas.Para ello, de�niremos el onepto de valor signatura. El valor signatura deun valor ompuesto será un nuevo valor ompuesto uyos omponentes serán losvalores signatura de aquellos omponentes del valor original que estén asoiadosa dominios signatura. En el aso de un valor impreiso, se empleará la signa-tura de la base de diho valor, ignorando el grado de ertidumbre del mismo.Obviamente, el valor signatura de un valor básio será él mismo.Según lo anterior, de�niremos el valor signatura de un valor de un dominiosignatura omo sigue.De�niión 6.3 (Valor signatura). Sea D un dominio signatura. Sea d un valorde D. El valor signatura del valor d de un dominio D se de�ne omo se indiaen la Euaión 6.3.
sig(D, d) =

=





d si D ∈ B

sig(sub(D), value(d)) si D ∈ (U ∩Dsig)

d′ ∈ O|(O ∈ O|

(att(O) = sig(att(D), domD) ∧ domO = domsig
D ) ∧

∀a ∈ att(O), d′(a) = sig(domO(a), d(a)))

si D ∈ (O ∩Dsig)

∀D ∈ Dsig, ∀d ∈ D (6.3)



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 119En la Euaión 6.3 inluida en la de�niión anterior, domsig
D es una funióndominio derivada de la funión dominio domD de un dominio omplejo D a laque denominaremos funión de dominio de signaturas. Ésta relaiona ualquieratributo a ∈ att(D) asoiado a un dominio signatura Da, Da = domD(a), onel dominio de signaturas de Da, notado omo sig(Da). A su vez, de�nimos eldominio de signaturas de un dominio signaturaDa, notado omo sig(Da), omoun dominio ompuesto por los valores signatura de los valores inluidos en eldominio Da. De�niremos el par de oneptos empleados anteriormente omo seindia en las siguientes de�niiones.De�niión 6.4 (Dominio de signaturas). Sea D un dominio signatura, D ∈

Dsig . El dominio de signaturas de D es un dominio de�nido según se india enla Euaión 6.4.
sig(D) = {sig(D, d)|d ∈ D} ∀D ∈ Dsig (6.4)De�niión 6.5 (Funión de signaturas). Sea dom una funión dominio de laforma dom : A 7→ D, donde A es un onjunto de atributos, A ⊂ A. La funiónde dominio de signaturas derivada de dom, notada omo domsig, es una funióndominio de la forma domsig : sig(A, dom) 7→ D de�nida omo se india en laEuaión 6.5.

domsig(a) = sig(dom(a)) ∀dom : A 7→ D|(A ⊂ A), ∀a ∈ sig(A, dom) (6.5)6.2.4. Signatura de una tuplaUna vez determinado el onjunto de atributos uyos valores nos servirán paraidenti�ar unívoamente las tuplas y las partes de dihos valores que serviránpara la itada tarea, simplemente queda por determinar en qué onsistirá dihoidenti�ador. Al identi�ador unívoo de una tupla lo denominaremos signaturade una tupla. La signatura de una tupla onsistirá en una tupla que enlae losatributos que forman parte de su onjunto de atributos signatura on los valoressignatura de éstos.De�niremos formalmente la signatura de una tupla, según lo anterior, omose india a ontinuaión.De�niión 6.6 (Signatura de una tupla). Sea t ∈ T(A,dom) una tupla, donde
A ⊂ A es un onjunto de atributos y dom una funión dominio de la forma
dom : A 7→ D.La signatura de una tupla t es una tupla sig(t) ∈ T(sig(A,dom),domsig) que sede�ne omo se india a en la Euaión 6.6.
sig(t)(a) = sig(t(a), dom(a))

∀t ∈ T(A,dom)|(A ⊂ A ∧ dom : A 7→ D), ∀a ∈ A|(dom(a) ∈ Dsig) (6.6)6.2.5. Signatura restringida de una tuplaComo se verá más adelante en el presente apítulo, en oasiones es intere-sante obtener la signatura de una tupla onsiderando exlusivamente los valores



120 Forma normal de partiiones extendidade un subonjunto de sus atributos signatura. A este tipo de signatura la deno-minaremos signatura restringida. Este onepto se de�ne formalmente omo seindia a ontinuaión.De�niión 6.7 (Signatura restringida de una tupla). Sea t ∈ T(A,dom) unatupla, donde A ⊂ A es un onjunto de atributos y dom una funión dominio dela forma dom : A 7→ D. Sea B ⊆ A un subonjunto de los atributos de t.La signatura restringida a B de una tupla t , notada omo sig|B(t), se de�nesegún se india a en la Euaión 6.7.
sig|B(t)(b) = sig(t(b), dom(b))

∀t ∈ TA,dom|(A ⊂ A ∧ dom : A 7→ D), ∀B ⊆ A, ∀b ∈ B|(dom(b) ∈ Dsig)(6.7)6.2.6. Forma normal de partiiones extendidaVista la forma de identi�aión unívoa de tuplas en una MRCD mediantesus signaturas, queda �nalmente de�nir en qué onsistirá la FNPE. Ésta, bá-siamente, introdue la restriión de que ninguna tupla tendrá asoiada unasignatura igual a la de otra tupla en una MRCD determinada.Adiionalmente, se ha de tener en uenta que, para que la restriión anteriorse umpla tras las desagregaión de un atributo on un dominio ompuesto devalores múltiples (valores impreisos o multionjuntivos), se han de restringirlos posibles dominios de esta naturaleza a aquellos que poseen omo dominiosubyaente un dominio signatura. En aso ontrario, las tuplas del onjunto enque derive una determinada tupla de la MRCD, partiipante en un proeso dedesagregaión, no podrían ser distinguidas por su signatura.Estas restriiones, omo veremos más adelante, garantizarán el buen om-portamiento de los operadores del álgebra de MRCDs y partiularmente la om-plementaión de los operadores de agregaión y desagregaión.Según los argumentos anteriormente expuestos, de�niremos la FNPE segúnse india a ontinuaión.De�niión 6.8 (Forma normal de partiiones extendida). Sea ∆∗ un onjuntode MRCDs de�nido omo se india en la Euaión 6.8. Sea m una MRCD. Sedie que m está en forma normal de partiiones extendida (FNPE) si m ∈ ∆∗.
∆∗ = {m|m ∈ ∆ ∧ ∄(t, t′) ∈ (Tm × Tm)|(t 6= t′ ∧ sig(t) = sig(t′)) ∧

∀d ∈ (domm(Am) ∩ (I ∪M)), sub(d) ∈ Dsig} (6.8)Por simpliidad, a partir de este punto, siempre se entenderá que ualquierMRCD estará en FNPE sin que sea neesario menionar esta partiularidad. Dela misma forma, emplearemos de manera indistinta el onjunto de las posiblesMRCDs (el onjunto ∆) y el onjunto de las posibles MRCD que umplen laFNPE (el onjunto ∆∗).



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 1216.3. Álgebra sobre multirrelaiones omplejas di-fusasLa presente seión aporta una transposiión al ontexto de las MRCDs delos operadores del álgebra relaional lásia. Esta seión omprende exlusiva-mente los operadores básios del itado álgebra, ya que el resto de operadores,que pueden derivarse de los anteriores, serán tratados en una seión posterior.La adaptaión de la mayoría de los itados operadores, omo se verá en lassiguientes subseiones dedias a ada uno de ellos, tendrá en uenta las parti-ularidades de las MRCDs en lo que se re�ere a identi�aión unívoa de tuplase informaión asoiada a las mismas.6.3.1. ProyeiónEl operador de proyeión permite rear nuevas MRCDs a partir de unaMRCD determinada mediante la seleión de un subonjunto de los atributosde la MRCD original. Dada una MRCD m y un subonjunto de sus atributos
A, A ⊂ Am, obtendremos una nueva MRCD similar a m pero eliminando deésta los atributos no inluidos en A. Este proeso, oneptualmente senillo yde apliaión direta en el modelo relaional lásio, ha de tener en uenta lasaraterístias distintivas de las MRCDs para apliarse de forma oherente enel nuevo maro que de�ne el modelo propuesto.En una relaión lásia ada tupla perteneiente a ésta es distinta del resto.Las tuplas se distinguen unas de otras por el valor de sus atributos. Se ha detener en uenta que al eliminar atributos en una relaión es posible que algunastuplas de ésta pasen a ser redundantes en la relaión resultante. Al tener lasrelaiones naturaleza onjuntista, en la que se no se permiten dupliados, estastuplas redundantes son desartadas, quedando sólo una de ellas en la itadarelaión resultante.En la presente propuesta se han de onsiderar iertas diferenias existenteentre el aso lásio desrito anteriormente y el aso de las MRCDs. Las tuplasen la relaión se distinguen en este último aso por su signatura. Al eliminaralgún atributo que forme parte del onjunto de atributos signatura es posibleque algunas tuplas de la MRCD original resulten redundantes en la MRCD re-sultante tras la apliaión del operador de proyeión. La naturaleza de unaMRCD es multionjuntista y por tanto admite dupliados. Esto implia que lasardinalidades de un determinado grupo de tuplas redundantes habrán de seragregadas en una sola tupla que las represente. Una agregaión similar deberáourrir para el aso del grado de ertidumbre asoiado a las tuplas. Desafortu-nadamente, debido a que las tuplas se diferenian exlusivamente por los valoressignatura de los atributos que forman parte de la signatura, se puede dar el asode que las tuplas redundantes posean valores distintos para los atributos queno onformen la signatura (atributos on dominios de tipo multionjuntivo oimpreiso) o en parte de los valores de los atributos que no se onsidera en elvalor signatura de éstos (atributos on dominios iniertos o omplejos). En esosasos habrá que determinar ómo quedan re�ejados dihos valores en la tuplaque represente en la MRCD resultante a un determinado onjunto de tuplasredundantes.Trataremos el problema desrito anteriormente en tres fases. En primer lu-



122 Álgebra sobre multirrelaiones omplejas difusasgar, determinaremos uáles son los onjuntos de tuplas redundantes al restringirel onjunto de atributos de una MRCD. En segundo lugar, resolveremos el pro-blema de determinar una tupla representante para un determinado onjunto detuplas redundantes. Finalmente, determinaremos ómo se agregarán las ardi-nalidades y ertidumbres de las tuplas redundantes.6.3.1.1. Equivalenia entre tuplas on respeto a un subonjunto deatributos signaturaPara tratar de determinar los onjuntos de tuplas redundantes tras la apli-aión del operador de proyeión deberemos, en primer lugar, ontar on unarelaión de equivalenia entre tuplas que nos indique, dada una tupla de unaMRCD, si otra se puede onsiderar redundante si se restringe el onjunto delos atributos de diha MRCD. Para ello, de�niremos a ontinuaión el onep-to de equivalenia entre tuplas on respeto a un subonjunto de sus atributossignatura.De�niión 6.9 (Equivalenia entre tuplas on respeto a sus signaturas res-tringidas). Sean t1 y t2 dos tuplas perteneientes a T(A,dom), donde A es unonjunto de atributos y dom una funión de dominio de la forma dom : A 7→ D.Sea B un subonjunto de A, B ⊆ A.De�niremos la relaión de equivalenia entre dos tuplas t1 y t2 on respetoa sus signaturas restringidas a B, notada omo t1 ∼|B t2, omo se india en laEuaión 6.9.
t1 ∼|B t2 ⇐⇒ sig|B(t1) = sig|B(t2)

∀t1, t2 ∈ T(A,dom)|(A ⊂ A ∧ dom : A 7→ D), ∀B ⊆ A (6.9)La relaión de equivalenia desrita en la de�niión anterior permitirá divi-dir el onjunto de las tuplas de m en distintas lases de equivalenia. Dada lanaturaleza de la relaión de equivalenia de�nida anteriormente, las tuplas per-teneientes a una misma lase de equivalenia son redundantes entre sí uandose redue su onjunto de atributos a B. Este meanismo, por tanto, será útil pa-ra agrupar las tuplas redundantes en un determinado onjunto. A ontinuaiónde�niremos formalmente las lases de equivalenia desritas anteriormente.De�niión 6.10 (Clase de equivalenia de una tupla on respeto a su signaturarestringida). Sea t una tupla perteneiente a T(A,dom), donde A es un onjuntode atributos y dom una funión de dominio de la forma dom : A 7→ D. Sea
B un subonjunto de A, B ⊆ A. Sea T un onjunto de tuplas perteneientes a
T(A,dom).De�niremos la lase de equivalenia de t dentro de T según su signaturarestringida a B, notada omo [t]

|B
T , omo se india en la Euaión 6.10

[t]
|B
T = {t′ ∈ T |t′ ∼|B t}

∀t ∈ T(A,dom)|(A ⊂ A ∧ dom : A 7→ D), ∀B ⊆ A, ∀T ⊆ T(A,dom) (6.10)



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 1236.3.1.2. Tupla representante de un onjunto de tuplas redundanteson respeto a un subonjunto de atributos signaturaCada lase de equivalenia de una tupla, siguiendo la de�niión anterior,ontendrá a diha tupla y, si se da el aso, a las tuplas redundantes en relaiónon ésta. El siguiente paso onsiste en determinar, dada una lase de equivalen-ia, uál será la tupla que represente a ésta en la MRCD resultante al apliarun operador de proyeión que restrinja los atributos de la MRCD resultante alos inluidos en el subonjunto B.Para el aso de lases de equivalenia ompuestas por una sola tupla, la solu-ión es evidente, pero determinar ésta para el aso de las lases de equivaleniaque estén ompuestas por más de una tupla no es algo direto. Obviamente, enel segundo aso, el valor en la tupla representante para los atributos asoiadosa dominios de tipo básio, y que por tanto forman parte de la signatura, seráel valor únio ompartido por todo el onjunto de tuplas redundantes. Como seindió anteriormente, la problemátia se genera uando se ha de determinar unvalor para los atributos en uyo dominio sea de tipo multionjuntivo, impreiso,inierto o omplejo. Para esos atributos, reordemos, es posible que las tuplasdentro de un onjunto de tuplas redundantes no tengan valores iguales. Nóteseque esta desigualdad se puede dar tanto para el aso de atributos asoiados adominios no signatura, en uyo aso no es sorprendente que dihos atributos noompartan un mismo valor, omo para atributos asoiados a dominio signatura.En este último aso, los atributos en esta situaión ompartirán obligatoriamen-te valor signatura pero podrán no ompartir el valor onreto del dominio quetienen asoiado (reuérdese que no todos los omponentes de un determinadovalor ompuesto se emplean para determinar la signatura del mismo).Para solventar el problema, en estos asos introduiremos el onepto devalor agregado de un subonjunto de valores de un mismo dominio. Éste seráun valor del mismo dominio del que se extraen los valores del subonjunto yagregará de alguna forma a éstos. La forma en que se determinará diho valoragregado dependerá de la semántia asoiada al tipo de dominio omplejo alque éstos pertenezan.Valores agregados en dominios impreisosEn el aso de atributos on dominios impreisos, los valores de dihos atri-butos indian el onjunto de los posibles valores que se estima serían el valorreal del atributo. Paree lógio pensar que la tupla representante debería teneromo valor para estos atributos una agregaión de todas estas posibilidades.Tratándose de distribuiones de posibilidad modeladas omo onjuntos difusos,esta agregaión se realizará empleando el operador de unión. El resultado deesta unión será una distribuión de posibilidad que inluye a todos los posiblesvalores para el atributo en el onjunto de tuplas redundantes.No obstante, una unión ordinaria de dos valores ualesquiera de tipo impre-iso puede resultar en una distribuión de posibilidad que ontenga distintosvalores que se orresponden a un mismo valor signatura. Esta situaión ondu-iría a la obtenión de una MRCD que viole la FNPE. El resultando de dihoproeso de unión será un valor impreiso que respete la FNPE, por tanto, sehabrá de de�nir una operador de unión entre valores impreisos que tenga enuenta diha restriión. Un operador de unión de tal naturaleza, al unir dosdistribuiones de posibilidad, deberá evitar la existenia de valores redundan-



124 Álgebra sobre multirrelaiones omplejas difusastes, valores on un mismo valor signatura, en el resultando de diha unión. Enel aso de que estos existan, deberá sustituir éstos por un únio valor que losrepresente. Diho valor representante tendrá asoiado un grado de ertidumbreque será la ombinaión de los grados de ertidumbre de los valores redundantesa los que represente.El planteamiento anterior es similar al empleando para la eliminaión detuplas redundantes tras la apliaión del operador de proyeión de una MRCD.Así pues, apliaremos una soluión similar al mismo.En primer lugar, de�niremos una relaión de equivalenia entre los elementosde este tipo de valores. Diha relaión, que permitirá determinar si dos valoresson redundantes, se de�ne omo se india a ontinuaión.De�niión 6.11 (Equivalenia entre valores on respeto a su valor signatura).Sea D un dominio signatura. Sean a y b dos valores del dominio D. De�niremosla relaión de equivalenia entre dos valores a y b según su valor signatura,notada omo a sig∼ b, omo se india en la Euaión 6.11.
a
sig
∼ b ⇐⇒ sig(D, a) = sig(D, b) ∀a, b ∈ D|D ∈ Dsig (6.11)Una vez de�nida la equivalenia entre valores redundantes, de�niremos lalase de equivalenia, basada en diha relaión, para un valor dentro de unonjunto. Diha lase permitirá dividir un determinado onjunto de valores ensubonjuntos disjuntos uyos miembros se onsideran redundantes entre sí.De�niión 6.12 (Clase de equivalenia de un valor en un onjunto on respetoa su valor signatura). Sea D un dominio signatura. Sea V un subonjunto devalores de D Sea v un valor en V . La lase de equivalenia de v en V on respetoa su valor signatura es un subonjunto de V notado omo [v]V y de�nido omose india en la Euaión 6.12.

[v]V = {v′|(v ∈ V ∧ v′
sig
∼ v)} ∀V ⊆ D|D ∈ Dsig, ∀v ∈ V (6.12)Una vez dispuesta la herramienta que nos permite agrupar los distintos valo-res redundantes, queda determinar ómo se alulará el representante de dihosvalores. Esta tarea se pospondrá hasta que se determine la forma en que seagregarán los valores de los distintos tipos de dominios omplejos que puedenatuar omo dominio subyaente de un dominio impreiso. Independientementedel proeso de agregaión de valores redundantes, para realizar la operaión deunión evitando los itados valores redundantes deberemos tener la apaidad dedeterminar, dado un onjunto de valores, un nuevo onjunto en el que éstos hansido sustituidos el valor agregado que los representa. Con tal objeto de�nimosen onjunto de valores agregados omo se india a ontinuaión.De�niión 6.13 (Conjunto de valores agregados). Sea D un dominio signaturay V un subonjunto de sus valores. El onjunto de valores agregados de V esun onjuntos de valores del dominio D notado omo G(D,V ) y de�nido omoindia la Euaión 6.13. En la itada euaión se hae uso de la expresión

agg(D, [v]V ) que representa el valor agregado que representa a un onjunto devalores redundantes [v]V de un determinado dominio D y que está de�nida omose india en la De�niión 6.16.



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 125
G(D,V ) = {agg(D, [v]V ) v ∈ V } ∀D ∈ Dsig , ∀V ⊆ D (6.13)Finalmente, dispuestos los instrumentos que nos permitirán evitar la exis-tenia de elementos redundantes en un valor de tipo impreiso, de�nimos elproeso de unión de este tipo de valores omo se india a ontinuaión.De�niión 6.14 (Unión de valores impreisos on respeto al valor signaturade sus elementos). Sea I un dominio omplejo de tipo impreiso uyo dominiosubyaente es un dominio signatura. Sean ã y b̃ dos valores del dominio I.La unión de ã y b̃ on respeto al valor signatura de sus elementos es un valordel dominio I, notado omo (ã

sig
∪ b̃), uya funión araterístia está de�nidaomo se india en la Euaión 6.14.

µ
(ã
sig
∪ b̃)

(d) =





⊗

d′∈[d]
supp(ã∪b̃)

µ(ã∪b̃)(d
′) si d ∈ G(sub(I), supp(ã ∪ b̃))

0 en otro aso
∀ã, b̃ ∈ I|(I ∈ I ∧ sub(I) ∈ Dsig), ∀d ∈ sub(I) (6.14)Valores agregados en dominios multionjuntivos difusosEn el segundo aso, en el aso de atributos on dominios multionjuntivos,los valores de estos atributos son multionjuntos difusos que ontienen distin-tos elementos on distintas ardinalidades. Un buen andidato para representaruna serie de multionjuntos difusos podría ser uno tal que ontenga todos loselementos de los originales. Esta operaión se tradue en una unión aditiva delos diferentes multionjuntos a agregar.Al igual que ourre en el aso anterior, el de la agregaión de valores impre-isos, la apliaión de la unión aditiva para la agregaión de este tipo de valores,sin tener en uenta el valor signaturas de los elementos que los omponen, puederesultar en un valor de tipo impreiso no admitido por la FNPE.Para evitar esto se ha optado, omo en el aso anterior, por la de�niiónde un operador de unión que evite la existenia de valores redundantes en elmultionjunto resultante de la operaión. De la misma forma que antes, se reali-zará el proeso de unión aditiva ordinario y se eliminarán del resultado aquellosvalores redundantes, agregando éstos en un únio representante. Diho repre-sentante poseerá la ardinalidad agregada de ada uno de los elementos a losque sustituye, realizándose diha agregaión de forma aditiva de tal forma quese mantenga la semántia del operador.Según las onsideraiones iniiales, de�nimos el nuevo operador de uniónaditiva omo se india a ontinuaión.De�niión 6.15 (Unión aditiva de valores multionjuntivos difusos on respe-to al valor signatura de sus elementos). Sea M un dominio omplejo de tipomultionjuntivo difuso uyo dominio subyaente es un dominio signatura. Sean

â y b̂ dos valores del dominio M .



126 Álgebra sobre multirrelaiones omplejas difusasLa unión aditiva de â y b̂ on respeto al valor signatura de sus elementoses un valor del dominio M , notado omo (â
sig
⊎ b̂), uya funión araterístiaestá de�nida omo se india en la Euaión 6.15.

ω
(â
sig
⊎ b̂)

(d) =





∑

d′∈[d]
supp(â⊎b̂)

ω(â⊎b̂)(d
′) si d ∈ G(sub(M), supp(â ⊎ b̂))

0 en otro aso
∀â, b̂ ∈M |(M ∈ M ∧ sub(M) ∈ Dsig), ∀d ∈ sub(M) (6.15)Valores agregados en dominios iniertosEn terer lugar, es neesario tratar el aso de los dominios de tipo inierto.Para agregar los valores de este tipo de dominio se han de agregar sus dos om-ponentes. La primera de ellas es el grado de ertidumbre asoiado a ada valorinierto a agregar. Reordemos que los valores signatura de los valores de este ti-po de dominio se omponen exlusivamente del valor signatura de su valor base,ignorando, por tanto, en la omposiión de la signatura el grado de ertidumbreasoiado a éste. Puede darse el aso, por onsiguiente, que sea neesario agregaren una sola tupla representante a un onjunto de tuplas que oiniden en signa-tura pero no oiniden en el grado de ertidumbre asoiado al valor del atributoen onsideraión. Paree lógio que al ser la tupla representante una agregaiónonjuntiva de las tuplas oinidentes en signatura, el onjunto los grados deertidumbre asoiados al valor inierto del atributo en uestión sean agregadosde forma onjuntiva empleando una t-norma. El segundo omponente a agregarserá el valor base del valor inierto. En el aso de que el dominio inierto seaun dominio signatura, los valores a agregar ompartirán el valor signatura desus valores base. No obstante, éstos podrán no ompartir un mismo valor base.Como se indió anteriormente, varios valores de un dominio signatura puedenompartir un mismo valor signatura debido a que para la determinaión de és-te no se tienen en uenta todos los omponentes de los valores omplejos. Laagregaión de estos valores base se realizará según la naturaleza del dominio alque pertenezan. En el aso de que el dominio impreiso no sea signatura, nosorprenderá que los valores a agregar no ompartan el valor base ni el grado deertidumbre asoiado a éste. Sea ual sea el aso, la agregaión de los grados deertidumbre y valores base seguirá el mismo proedimiento que el usado para elaso en el que el dominio impreiso sea un dominio signatura.Valores agregados en dominios ompuestosEn uarto y último lugar, trataremos la agregaión de valores de dominiosde tipo ompuesto. La agregaión de un onjunto de este tipo de valores será unvalor de tipo ompuesto uyos omponentes se orresponden on la agregaiónde los omponentes de ada uno de los valores del itado onjunto. El proesode agregaión de los omponentes se realizará según el dominio de ada uno deéstos.



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 127Valor agregadoLos proedimientos de agregaión desritos anteriormente se relaionan deforma reursiva en tanto que los valores de un dominio pueden estar ompuestospor valores de otros dominios subyaentes que se han de agregar. El aso basepara esta reursión está en los valores de dominios de tipo básio ya que éstosno provienen de la agregaión de valores de otros dominios.Según lo anterior, de�niremos el valor agregado de un onjunto de valores deun mismo dominio, que en el aso de dominios signatura omparten una mismasignatura, omo se india a ontinuaión.De�niión 6.16 (Valor agregado). Sea D un dominio omplejo, D ∈ D. Sea Vun subonjunto no vaío de los valores del dominio D. En aso de que D sea undominio signatura, V será de tal forma que los valores que ontiene ompartenun mismo valor signatura, esto es, ∀d1, d2 ∈ V, sig(D, d1) = sig(D, d2).El valor agregado de un subonjunto de valores V de un dominio D, notadoomo aggr(D,V ), se de�ne omo se india en la Euaión 6.16.
aggr(D,V ) =

=





d si D ∈ B ∧ V = {d}

d ∈ D|(cert(d) =
⊗

v∈V

cert(v) ∧

val(d) = aggr(sub(D), {val(v)|v ∈ V }))
si D ∈ U

sig⋃

ṽ∈V

ṽ si D ∈ I

d ∈ D|∀a ∈ att(D), d(a) =
aggr(domD(a), {v(a)|v ∈ V })

si D ∈ O

sig⊎

v̂∈V

v̂ si D ∈ M

∀D ∈ D, ∀V ⊂ D|(D ∈ Dsig ⇒ ∀d1, d2 ∈ V, sig(D, d1) = sig(D, d2))(6.16)En la de�niión anterior, enontramos una restriión instrumental en elprimer aso de la Euaión 6.16. La restriión V = {d} se umple en todos losasos uando el dominio D es de tipo básio. Para el aso de dominios signatura,omo es el aso de los dominios básios, se exige en la de�niión anterior quelas signaturas de todos los elementos ontenidos en V sean iguales. El valorsignatura de un valor de un dominio básio es él mismo, por tanto V sólopuede estar ompuesta por un únio elemento. Esta restriión instrumental seaproveha para obtener el únio valor d que está ontenido en V .



128 Álgebra sobre multirrelaiones omplejas difusasTupla representanteVisto lo anterior, de�niremos la tupla representante de un onjunto de tuplasredundantes, omo se india en la siguiente de�niión.De�niión 6.17 (Tupla representante de una lase de equivalenia on respetoa la signatura de una tupla dentro de un onjunto de tuplas). Sea t una tupla de
T(A,dom), donde A es un onjunto de atributos y dom una funión de dominiode la forma dom : A 7→ D. Sea B un subonjunto de A, B ⊆ A. Sea T unonjunto de tuplas de T(A,dom). Sea [t]

|B
T la lase de equivalenia de la tupla tdentro de T según su signatura restringida a B.La tupla representante de la lase de equivalenia [t]

|B
T es una tupla r

[t]
|B
T

∈

T(B,dom) de�nida omo india la Euaión 6.17.
r
[t]

|B
T

(b) = aggr(dom(b), {t′(b)|t′ ∈ [t]
|B
T })

∀t ∈ T(A,dom)|(A ⊂ A ∧ dom : A 7→ D), ∀B ⊆ A, ∀T ⊆ T(A,dom), ∀b ∈ B(6.17)6.3.1.3. Conjunto de tuplas representantesSegún lo anterior, la MRCD resultante de apliar el operador de proyeiónestará ompuesta por las tuplas representantes de ada una de las lases deequivalenia en que se pueda dividir el onjunto de tuplas de la MRCD original.Por tanto, de�niremos el onepto de onjunto de tuplas representantes onrespeto a un subonjunto de atributos tal y omo se india a ontinuaión.De�niión 6.18 (Conjunto de tuplas representantes on respeto a la signaturarestringida de un onjunto de tuplas). Sea T ⊆ T(A,dom) un onjunto de tuplasdonde A ⊂ A es un onjunto de atributos y dom una funión dominio de laforma dom : A 7→ D. Sea B un subonjunto de los atributos de A, B ⊆ A.El onjunto de tuplas representantes de las tuplas en T on respeto a susignatura restringida a B se de�ne omo se india en la Euaión 6.18.
R|B(T ) = {r

[t]
|B
T

|t ∈ T } ∀T ⊂ T(A,dom)|(A ⊂ A ∧ dom : A 7→ D), ∀B ⊆ A(6.18)En la de�niión anterior y en las que ésta se apoya, la determinaión derepresentantes se restringe a un onjunto de tuplas T . Como en el aso que nosoupa las MRCDs m poseen un multionjunto difuso de tuplas Tm en lugar deun onjunto lásio, para apliar esta de�niión tendremos que usar la imagende Tm omo onjunto lásio. Esta transformaión implia una ompliaiónde la notaión. Por simpliidad en la misma, no indiaremos explíitamente talonversión y, por tanto, emplearemos multionjuntos difusos en el lugar queorresponde a onjuntos lásios asumiendo de forma implíita ésta.6.3.1.4. Agregaión de ardinalidades y ertidumbres de tuplas re-dundantesFinalmente, determinado el onjunto de tuplas de la MRCD resultante dela proyeión, resta determinar uál será la ardinalidad y valor de ertidumbrede dihas tuplas.



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 129Con respeto a la ardinalidad paree lógio, teniendo en uenta la semán-tia onjuntiva asoiada a las tuplas representantes, que estas tengan asignadala suma de la ardinalidad de las tuplas redundantes a las que representan.Además, de esta forma la relaión resultante onservará la ardinalidad de larelaión original.En lo que respeta a la ertidumbre, se ha de tener en uenta la tupla re-presentante agrega los valores de los atributos de las tuplas redundantes. Lanaturaleza de esta agregaión, onjuntiva en este aso, indue el empleo de unat-norma para determinar a partir de ada uno de los omponentes de la agrega-ión la ertidumbre asoiada al resultado de ésta.6.3.1.5. De�niión del operador de proyeión para multirrelaionesomplejas difusasCon todo lo anterior, se está en disposiión de de�nir formalmente el opera-dor de proyeión para el aso de las MRCDs. Ésta es omo se india a onti-nuaión.De�niión 6.19 (Proyeión). Sea m una MRCD y A un subonjunto de susatributos, A ⊆ Am. La proyeión de m sobre el subonjunto de sus atributos
A, notada omo πA(m), es una MRCD de�nida de la forma que se india en laEuaión 6.19.

πA(m) = (HπA(m),BπA(m)) (6.19)La abeera y el uerpo de πA(m) están de�nidos omo se india en lasEuaiones 6.20 y 6.21 respetivamente.
HπA(m) = (A, domπA(m)) (6.20)
BπA(m) = (TπA(m), UπA(m)) (6.21)Cada uno de los omponentes de abeera y uerpo de πA(m) se de�nen omosigue:La funión de dominio de la MRCD resultante, domπA(m), es una restri-ión de la funión de dominio domm al subonjunto de atributos A tal yomo se india en la Euaión 6.22.

domπA(m) = dom|Am (6.22)El multionjunto de tuplas de la MRCD resultante, TπA(m), se de�ne segúnla funión araterístias que se india en la Euaión 6.23.
ωTπA(m)

(t) =





∑

t′∈Tm|r
[t′]

|A
Tm

=t

ωTm(t
′) si t ∈ R|A(Tm)

{1.0/0}2 en otro aso ∀t ∈ TπA(m)(6.23)



130 Álgebra sobre multirrelaiones omplejas difusasLa funión de ertidumbre de la MRCD resultante, UπA(m), tendrá la for-ma que se india en la Euaión 6.24.
UπA(m)(t) =

⊗

t′∈Tm|t=r
[t′]

|A
Tm

Um(t′) ∀t ∈ TπA(m) (6.24)El siguiente ejemplo ilustrará el funionamiento del operador de proyeiónde�nido anteriormente.Ejemplo 6.1. Para ilustrar la apliaión del operador de proyeión sobreMRCDs, apliaremos éste sobre una MRCD derivada de la MRCD r de�nidaen el Ejemplo 5.17.La nueva MRCD, que denominaremos r′, reorganiza algunos de los atributosoriginales de r de tal forma que agrupa éstos en un atributo asoiado a undominio omplejo. Este ambio permitirá mostrar la forma en que se agreganlos valores de distintos dominios. Además, on objeto de simpli�ar el ejemplo,en r′ se han desagregado los datos temporales de un evento en un dato de tipoomplejo y se ha suprimido algún omponente de los mismos.Con todo esto, r′ resulta en una MRCD on una abeera ompuesta porun onjunto de atributos de�nido omo se india en la Euaión 6.25 y unafunión dominio de la forma que se muestra en la Euaión 6.26. En dihaeuaión, se emplean dos nuevos dominios, Dmeses y Drequisitos. El dominio
Dmeses es un dominio básio que está ompuesto por los números naturales enel rango [1, 12] que representan los meses del año. En lo que se re�ere al dominio
Drequisitos, éste es un dominio ompuesto uyo onjunto de atributos se muestraen la Euaión 6.27 y uya funión de dominio está de�nida según se indiaen la Euaión 6.28. Los valores de este dominio representarán el onjunto derequisitos para la elebraión de una reunión paralela dentro de un determinadoevento.

Ar′ = {mes, año, requisitos} (6.25)
domr′(a) =





Dmeses si a = mes
Dnat si a = año
Drequisitos si a = requisitos ∀a ∈ Ar′ (6.26)

Arequisitos = {asistentes, atering, intérpretes} (6.27)
domrequisitos(a) =





Dasist si a = asistentes
Donf si a = atering
Dinter si a = intérpretes ∀a ∈ Arequisitos (6.28)Finalmente, el uerpo de la MRCD r′ estará de�nido según se india en laTabla 6.1.Una vez de�nida la MRCD r′, apliquemos sobre ella el operador de proye-ión. En el aso del presente ejemplo, pretendemos rear una nueva MRCD quederive de r′ mediante la eliminaión del atributo mes, la ual se orresponda
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Ur′ Tr′ tr′mes año requisitosasistentes atering intérpretes1.0 {1.0/2, 0.6/5, 0.3/6}c 6 2010 entre(20, 25) 〈1.0, sí〉 {1.0/1, 0.75/3, 0.5/8}c Inglés
{1.0/1, 0.75/2, 0.5/4}c Alemán1.0 {0.6/3}c 9 2010 aprox(40) 〈0.5, no〉 {0.5/10}c Inglés0.5 {1.0/2}c 11 2010 20 〈0.5, sí〉 {1.0/3, 0.5/6}c Inglés

{1.0/1, 0.75/5}c Franés
{0.5/4}c Italiano0.5 {0.3/4}c 4 2011 hasta(5) 〈1.0, no〉 ∅interTabla 6.1: Cuerpo de la MRCD r′



132 Álgebra sobre multirrelaiones omplejas difusason π{año,requisitos}(r′). El onjunto de atributos de esta MRCD se orrespondeon el mostrado en la Euaión 6.29. En lo que respeta a la funión dominio,ésta es de la forma que se muestra en la Euaión 6.30.
Aπ{año,requisitos}(r′) = {año, requisitos} (6.29)

domπ{año,requisitos}(r′)(a) = {
Dnat si a = año
Drequisitos si a = requisitos

∀a ∈ Aπ{año,requisitos}(r′) (6.30)En lo relativo al uerpo de π{año,requisitos}(r′), éste está de�nido según seindia en la Tabla 6.2.Obsérvese que el número de tuplas de π{año,requisitos}(r′) es menor que el de laMRCD original r′. Este ambio se debe a que algunas de las tuplas de r′ han sidoagregadas. Conretamente, al eliminar el atributo mes de r′, las tuplas primeray terera (siempre según el orden en que éstas se muestran en la Tabla 6.1)oiniden en signatura y por tanto se onsideran redundantes. Esta redundaniase solventa mediante la introduión en el uerpo de π{año,requisitos}(r′) de latupla representante de la lase de equivalenia a la que perteneen ambas tuplasen sustituión de éstas. Esta tupla representante se orresponde on la primera(según el orden en que se muestran la tuplas en la Tabla 6.2).Como se indió anteriormente, los valores de la tupla representante estánonstituidos por la agregaión de los valores de las tuplas a las que ésta repre-senta. En partiular, obsérvese que el número de asistentes se orresponde a launión de las distribuiones de posibilidad originales (siempre onsiderando lasignatura de sus elementos, omo se indió al desribir el proeso de agregaiónde valores impreisos), la on�rmaión del requerimiento del serviio de ate-ring posee un grado de ertidumbre asoiado que se orresponde on la agregaiónmediante una t-norma de los originales, y el multionjunto que representa losserviios de interpretaión requeridos se orresponde on la unión onjuntivade los originales (igualmente, onsiderando la signatura de los elementos queomponen los multionjuntos partiipantes). Asimismo, la ardinalidad y gradode ertidumbre asoiados a la itada tupla se orresponde on la agregaión enforma de suma (en el aso de la ardinalidad) y empleando una t-norma (en elaso del grado de ertidumbre). Por simpliidad, en el anterior ejemplo se haempleado omo t-norma la funión mínimo.6.3.2. SeleiónEl operador de seleión permite obtener una nueva MRCD a partir de unaMRCD original de tal forma que la resultante ontenga exlusivamente aquellastuplas que satisfaen una determinada ondiión.Esta ondiión se expresará mediante un prediado que, debido a que lasMRCD permiten la pertenenia graduada de las tuplas, puede ser difuso. Laardinalidad difusa de ada una de las tuplas en la MRCD resultante se veráafetada en funión del grado de satisfaión del prediado difuso que se em-plea omo ondiión. El grado de ada una de las posibles ardinalidades de la
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Uπ{año,requisitos}(r′) Tπ{año,requisitos}(r′) tπ{año,requisitos}(r′)año requisitosasistentes atering intérpretes0.5 {1.0/4, 0.6/7, 0.3/8}c 2010 entre(20, 25) 〈0.5, sí〉 {1.0/4, 0.75/6, 0.5/14}c Inglés
{1.0/1, 0.75/2, 0.5/4}c Alemán

{1.0/1, 0.75/5}c Franés
{0.5/4}c Italiano1.0 {0.6/3}c 2010 aprox(40) 〈0.5, no〉 {0.5/10}c Inglés0.5 {0.3/4}c 2011 hasta(5) 〈1.0, no〉 ∅interTabla 6.2: Cuerpo de π{año,requisitos}(r′)



134 Álgebra sobre multirrelaiones omplejas difusastupla se agregará, de forma onjuntiva, al grado de satisfaión de ésta para laondiión de seleión.Formalmente, de�niremos el operador de agregaión omo se india a onti-nuaión.De�niión 6.20 (Seleión). Sea m una MRCD. Sea p̃ un prediado difusouya funión araterístia es de la forma µp̃ : Tm 7→ [0, 1].La seleión de las tuplas de m según el prediado difuso p̃, notada omo
σp̃(m), es una MRCD de�nida de la forma que se india en la Euaión 6.31.

σp̃(m) = (Hσp̃(m),Bσp̃(m)) (6.31)La abeera y uerpo de σp̃(m) son de la forma que indian, respetivamente,las euaiones 6.32 y 6.33.
Hσp̃(m) = (Am, domm) (6.32)

Bσp̃(m) = (Tσp̃(m), Uσp̃(m)) (6.33)Los omponentes del uerpo de σp̃(m) de�nido anteriormente se de�nen ó-mo se india a ontinuaión:El onjunto de tuplas de σp̃(m), Tσp̃(m), se de�ne según la funión ara-terístia que se india en la Euaión 6.34. En diha euaión, la funión
ord está de�nida omo se india en la Euaión 6.35.
ωTσp̃(m)

(t) =

{
ωTm(t)⊠ ord(µp̃(t)) si t ∈ Tm

{1.0/0}2 en aso ontrario ∀t ∈ Tσp̃(m)(6.34)
ord(α) = {1/0, α/1} ∀α ∈ [0, 1] (6.35)La funión de ertidumbre Uσp̃(m) es de la forma que se india en la Eua-ión 6.36.
Uσp̃(m)(t) = Um(t) ∀t ∈ Tσp̃(m) (6.36)Nótese que en la Euaión 6.36 se emplea la funión de ertidumbre Umsobre tuplas perteneientes a Tσp̃(m). Reordemos que el dominio de Um estáompuesto por las tuplas perteneientes al multionjunto Tm y no Tσp̃(m). Noobstante, este uso es líito ya que, según la de�niión de Tσp̃(m) en la Euaión6.34, se puede onluir que Tσp̃(m) ⊆ Tm.A ontinuaión, se muestra un ejemplo de uso del operador de seleión.Ejemplo 6.2. Supongamos que el entro de negoios está valorando alquilarnuevos salones para la elebraión de sesiones paralelas asoiadas a eventos queuentan on una apaidad de aproximadamente 35 personas. Se estima que elalquiler de estos salones es rentable para eventos on al menos 25 asistentesaproximadamente. El margen on el que trabaja esta aproximaión es de ±5
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entre(20, 25) 1.0
aprox(40) 0.4

20 0.0
hasta(5) 0.0Tabla 6.3: Grados de pertenenia al onjunto difuso [20, 25, 35, 40] de los dife-rentes valores del atributo asistentes en la MRCD rpersonas, de tal forma que los salones admiten reuniones de más de 35 perso-nas perdiendo un poo de omodidad hasta un límite de 40 asistentes, situaiónque ya no se onsidera aeptable. De la misma forma, la rentabilidad dereeligeramente si se elebran reuniones on menos de 25 asistentes, hasta un lí-mite de 20 asistentes en que la perdida no será tolerable. El equipo diretivodesea obtener un listado de los posibles eventos uyas sesiones paralelas podríanser elebradas en este tipo de salones ajustándose a las ondiiones anteriores.Además, diho listado deberá indiar uántos de estos salones serán neesariosalquilar para ada evento.Para rear el informe anterior, debemos obtener una MRCD derivada de r(MRCD de�nida en el Ejemplo 5.17) en la que �guren las tuplas que para elatributo asistentes poseen un valor entre 25 y 35 aproximadamente. La anteriorondiión puede ser modelada empleando el prediado difuso p̃ que se india enla Euaión 6.37. Reuérdese que los valores del dominio asoiado al atributoasistentes en r son distribuiones de posibilidad modeladas omo onjuntos difu-sos. Esta última forma es la que se emplea en la de�niión de p̃. El omponente

[20, 25, 35, 40] en la Euaión 6.37 representa al onjunto difuso de diferentesantidades de asistentes para las uales el alquiler de los salones de reunión esadmisible. La funión araterístia de este onjunto difuso es una funión tra-pezoidal de�nida tal y omo se indió en la Euaión 2.14. Finalmente, se hade haer notar que el prediado p̃ se orresponde on una medida de posibilidad.
p̃(t) ⇐⇒

∃d ∈ sub(domr(asistentes))|(d ∈ t(asistentes) ∧ d ∈ [20, 25, 35, 40])

∀t ∈ Tr (6.37)Una vez de�nido el prediado que permitirá �ltrar a las tuplas de r queumplen la restriión desrita anteriormente (uyo grado de satisfaión semuestra en la Tabla 6.3), el listado requerido se obtendrá del resultado de laoperaión σp̃(r). Éste es una MRCD on abeera similar a la de r, ya que eloperador de seleión no modi�a la abeera de la MRCD resultando. En lo querespeta al uerpo de σp̃(r), Bσp̃(r) está de�nido según se india en la Tabla 6.4.Obsérvese que en el uerpo de σp̃(r) apareen úniamente las dos primerastuplas de r (siempre referido al orden en que se muestran en la Tabla 5.10).La ardinalidad de la primera tupla es idéntia a la que ésta posee en r ya quela tupla satisfae ompletamente (on grado 1.0) el prediado p̃. En ambio, laardinalidad de la segunda tupla no es la misma que en r. Ésta se ve afetada
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Álgebrasobre

multirrelaion
esomplejasd

ifusas
Uσp̃(r) Tσp̃(r) tσp̃(r)elebraión asistentes atering intérpretesfeha iniio duraión1.0 {1.0/2, 0.6/5, 0.3/6}c 4-6-2010 9:00 5 entre(20, 25) 〈1.0, sí〉 {1.0/1, 0.75/3, 0.5/8}c Inglés

{1.0/1, 0.75/2, 0.5/4}c Alemán0.5 {0.4/3}c 14-10-2010 17:00 3 aprox(40) 〈0.5, no〉 {0.5/10}c InglésTabla 6.4: Cuerpo de σp̃(r)



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 137ya que diha tupla satisfae parialmente, onretamente on un grado 0.4, elprediado p̃. Debido a esto, los grados de posibilidad en su ardinalidad quedanrestringidos a un máximo de 0.4. En lo que respeta a las tuplas de r no inluidasen σp̃(r), estas quedan desartadas de la MRCD resultante ya que no satisfa-en en grado alguno la ondiión estableida en p̃ y, por tanto, su ardinalidadasoiada en σp̃(r) resulta en valor {1.0/0}2.Las ardinalidades de las tuplas que onforman el resultado de la operaiónposeen una semántia híbrida que re�eja la posibilidad de que se elebre un nú-mero onreto de reuniones de trabajo (la semántia original) y la posibilidad deque la elebraión de dihas reuniones en los loales de alquiler resulte rentable yómoda para los asistentes (semántia introduida por la ondiión estableida).El análisis de estas ardinalidades ayudará al equipo del entro de negoios a de-terminar el número de salones que será onveniente alquilar en �rme, reservarformalmente y apalabrar en funión del grado de posibilidad asignado.6.3.3. RenombradoEl operador de renombrado permite derivar de una MRCD otra similar a laanterior a exepión del nombre de los atributos, siendo éstos (o un subonjuntode ellos) sustituidos por otros distintos a los de la MRCD original. Este operadorno fue inluido originalmente en el álgebra relaional propuesta por Codd. Noobstante, los inventores de ISBL (Information Systems Base Language) [141℄, unlenguaje de onsulta basado en el álgebra relaional para uno de los primerosprototipos de SGBD basado en el modelo relaional desarrollado por IBM a�nales de la déada de 1970, demostraron la neesidad de su inlusión en elsubonjunto de operadores básios del álgebra relaional [77℄.La trasposiión de este operador al aso de las MRCDs es direta y su de�-niión formal es la que se presenta a ontinuaión.De�niión 6.21 (Renombrado). Sea m una MRCD. Sea A ⊆ Am un subon-junto de sus atributos. Sea A′ un onjunto de nombres de atributos, A′ ⊂ A,tal que A′ ∩ Am 6= ∅ y |A| = |A′|. Sea s una funión biyetiva de la forma
s : A 7→ A′ que denominaremos funión de renombrado.El renombrado del onjunto de atributos A por un nuevo onjunto de atri-butos A′ según una funión de renombrado s en la MRCD m es una MRCDnotada omo ρs(m) y de�nida según se india en la Euaión 6.38.

ρs(m) = (Hρs(m),Bρs(m)) (6.38)La abeera y uerpo de ρs(m) tienen la forma que india, respetivamente,las euaiones 6.39 y 6.40.
Hρs(m) = (Aρs(m), domρs(m)) (6.39)
Bρs(m) = (Tρs(m), Uρs(m)) (6.40)Los omponentes de la abeera y uerpo de�nidos anteriormente están de-�nidos omo sigue:El onjunto de atributos de ρs(m), Aρs(m), se de�ne omo se india en laEuaión 6.41.
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Aρs(m) = (Am −A) ∪ A′ (6.41)La funión de dominio de ρs(m) es de la forma está de�nida según seindia en la Euaión 6.42. En diha euaión, s−1 representa la funióninversa de s. Esta funión es de la forma s−1 : A′ 7→ A y está de�nidaomo se india en la Euaión 6.43.

domρs(m)(a) =

{
domm(a) si a ∈ (Am − A)

domm(s−1(a)) si a ∈ A′
∀a ∈ Aρs(m)(6.42)

s−1(a′) = a

∀s : A 7→ A′|(∀a′ ∈ A′, (∃!a ∈ A|(s(a) = a′))),

∀a′ ∈ A′|(∃!a ∈ A, s(a) = a′) (6.43)El multionjunto de tuplas de ρs(m), Tρs(m), está de�nido según la funiónaraterístia que se india en la Euaión 6.44. En diha euaión, tsmes una tupla de la forma que se india en la Euaión 6.45.
ωTρs(m)

(t) = ωTm(t
s
m) ∀t ∈ Tρs(m) (6.44)

tsm(a) =

{
t(a) si a ∈ (A−A′)

t(s−1(a)) si a ∈ A′

∀m ∈ ∆, ∀s : A 7→ A′|(A ⊂ Am ∧ A′ ⊂ A ∧ A′ ∩ A = ∅ ∧

∀a′ ∈ A′ : (∃!a ∈ A|s(a) = a′)), ∀t ∈ Tρs(m), ∀a ∈ Aρs(m) (6.45)La funión de ertidumbre de la MRCD resultante, Uρs(m), es de la formaque se india en la Euaión 6.46.
Uρs(m)(t) = Um(tsm) ∀t ∈ Tρs(m) (6.46)Cuando se aplia el operador anterior no se suele de�nir en la prátia unafunión de renombrado omo tal. Por los itados motivos prátios, se empleadiretamente la notaión ρ(a′1,a′2,...,a′n)←(a1,a2,...,an)(m). Esta notaión presuponela existenia de una funión de renombrado s de la forma s : {a1, a2, ..., an} 7→

{a′1, a
′
2, ..., a

′
n} tal que s(ai) = a′i. Por tanto, ρ(a′1,a′2,...,a′n)←(a1,a2,...,an)(m) esequivalente a la apliaión de la expresión algebraia ρs(m).



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 1396.3.4. Produto artesianoEl produto artesiano en el álgebra relaional lásia es una operaión quepermite rear, a partir de dos relaiones, una nueva relaión uyas tuplas seorresponden on la ombinaión de ada posible par de tuplas formado poruna tupla de la primera relaión y otra de la segunda. Esta ombinaión depares de tuplas se realiza en forma de onatenaión, de tal forma que adatupla de la relaión resultante tendrá tanto los atributos propios de las tuplasde una de las relaiones originales omo de la otra. Los valores asoiados a dihosatributos para ada una de las tuplas de la relaión resultante son iguales a losvalores que poseen las tuplas originales. Debido a la forma en que se ombinanlas tuplas, la apliaión del produto artesiano está restringida a un par derelaiones que no tengan atributos en omún.En el aso de las MRCDs, la operaión de produto artesiano es esenial-mente igual a la desrita. No obstante, en este aso se deberán ombinar, ade-más, las ardinalidades y el grado de ertidumbre de las tuplas de las MRCDsoriginales.Las ardinalidades de las tuplas originales serán ombinadas mediante elproduto de las mismas. De esta forma, la ardinalidad de ada tupla de laMRCD resultante es equivalente a la que ésta poseería el produto de las MRCDoriginales en su versión no ompata.En lo que respeta a los grados de ertidumbre de las tuplas originales, éstosse agregarán mediante la apliaión de una t-norma ya que la tuplas de lasMRCD resultante son ombinaiones uya semántia asoiada es onjuntiva.Según lo anterior, la de�niión formal del produto artesiano de dos MRCDses omo se india a ontinuaión.De�niión 6.22 (Produto artesiano). Sean m1 y m2 dos MRCDs tales queéstas no omparten ningún atributo, Am1 ∩ Am2 = ∅.El produto artesiano de m1 y m2, notado omo (m1 ×m2), es una MRCDque está de�nida de la forma indiada en la Euaión 6.47.
(m1 ×m2) = (H(m1×m2),B(m1×m2)) (6.47)La abeera y uerpo de (m1 ×m2) responde a lo indiado en las euaiones6.48 y 6.49 respetivamente.
H(m1×m2) = (A(m1×m2), dom(m1×m2)) (6.48)
B(m1×m2) = (T(m1×m2), U(m1×m2)) (6.49)Los omponentes de la abeera y el uerpo anteriores son omo se india aontinuaión:El onjunto de los atributos de (m1 ×m2) se de�ne omo se india en laEuaión 6.50.

A(m1×m2) = Am1 ∪ Am2 (6.50)La funión dominio de (m1 × m2), dom(m1×m2), es una funión de laforma indiada en la Euaión 6.51.
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dom(m1×m2)(a) =

{
domm1(a) si a ∈ Am1

domm2(a) si a ∈ Am2

∀a ∈ A(m1×m2) (6.51)La funión araterístia del multionjunto difuso de tuplas de (m1 ×m2)se de�ne omo india la Euaión 6.52.
ωT(m1×m2)

= ωTm1
(t|Am1 )⊠ ωTm2

(t|Am2 ) ∀t ∈ T(m1×m2) (6.52)La funión de ertidumbre de (m1 × m2), U(m1×m2), se de�ne omo seindia en la Euaión 6.53.
U(m1×m2) = Um1(t

|Am1 )⊗ Um2(t
|Am2 ) ∀t ∈ T(m1×m2) (6.53)Ilustraremos el funionamiento del operador anteriormente de�nido emplean-do el siguiente ejemplo.Ejemplo 6.3. Supongamos que el entro de negoios, además de la informaiónrelativa a las araterístias de las reservas de eventos, reopila informaiónsobre el material de papelería y equipamiento audiovisual de los que el lientedesea disponer en las salas en que se realizarán las reuniones paralelas asoiadasa ada uno de ellos.Supongamos también, por simpliidad, que empleamos la feha de elebra-ión de ada evento para identi�ar el mismo, aunque ello implique restringirel número de eventos que el entro puede organizar ada día a uno. La infor-maión relativa al material requerido puede representarse en una MRCD en laque en ada tupla se asoie un determinado material a un determinado evento(identi�ado unívoamente, omo se ha indiado anteriormente, por su feha).La ardinalidad asoiada a ada una de las tuplas representará el número deunidades neesarias de diho material para ada una de las sesiones paralelasasoiadas al evento. Esta ardinalidad, al ser difusa, permitirá (al igual queourría on las propias reservas) indiar diho número de unidades de formaimpreisa. Así, se permitirá indiar tanto el número de unidades omo el gradode on�rmaión por parte del liente de esta estimaión. La odi�aión de losdiferentes grados de impreisión se realizará de la misma forma que las reservas,basándonos en la orrespondenia que se indió en la Tabla 5.6.El grado de ertidumbre asoiado a ada tupla indiará el grado de on�rma-ión de los datos referidos aera del pedido de material que ésta representa. Deesta forma, se puede indiar que los datos han sido on�rmados por el lienteo si se trata de una estimaión pendiente de on�rmar del omerial que llevasu uenta. La semántia de los distintos grados de on�rmaión será similar ala apliada a los datos relativos a las reservas, por lo que se empleará la orres-pondenia que se indió en la Tabla 5.7.Basándonos en la desripión anterior, podemos de�nir una MRCD, que de-nominaremos m, representando los pedidos de material. Ésta será de tal formaque su abeera ontenga un onjunto de atributos omo el mostrado en la Eua-ión 6.54. El atributo feha se orresponde on la feha del evento para el uales neesario diho material en ada una de las salas en las que se elebrarán
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Um Tm tmfeha material1.0 {1.0/1}c 4-6-2010 videoproyetor1.0 {1.0/20, 0.6/25, 0.3/30}c 4-6-2010 uaderno0.5 {0.3/1}c 14-9-2010 videoproyetor0.5 {0.3/5}c 9-12-2010 uadernoTabla 6.5: Cuerpo de la MRCD msus reuniones paralelas asoiadas. El atributo material indiará el material quees requerido. La funión dominio de esta MRCD tendrá la forma que se indi-a en la Euaión 6.55. En diha euaión, se emplea el dominio Dfecha , quefue de�nido en el Ejemplo 5.3, y el nuevo dominio Dmaterial . Este último esun dominio omplejo básio uyos valores representan los distintos materiales ymedios audiovisuales que puede proveer la agenia. Diho dominio está de�nidoomo se india en la Euaión 6.56, donde, por motivos de brevedad, se hanindiado sólo dos valores del dominio.

Am = {fecha,material} (6.54)
domm(a) =

{
Dfecha si a = fecha

Dmaterial si a = material
∀a ∈ Am (6.55)

Dmaterial = {videoproyector , cuaderno, . . .} (6.56)En lo que respeta al uerpo de m, éste estará de�nido, para el propósito delpresente ejemplo, omo se india en la Tabla 6.5.Una vez disponemos de una MRCD que ontiene las reservas de eventosy otra que ontiene los requisitos materiales neesarios para la elebraión deada una de las reuniones paralelas de dihos eventos, esta informaión se puederuzar para obtener los requisitos materiales totales de ada evento. El rue dela informaión ontenida en las dos MRCDs se realizará empleando el operadorde produto artesiano sobre ambas relaiones.Antes de apliar diho operador, será neesario introduir iertas modi�a-iones a las relaiones partiipantes. En primer lugar, por motivos de brevedad,en lugar de emplear la MRCD r tal y omo está de�nida en el Ejemplo 5.17,emplearemos una versión reduida de la misma en la que se mantiene exlusi-vamente omo únio atributo presente la feha en la que se elebrará el evento.Esta MRCD, que denominaremos r′′ se deriva de la original de la forma que seindia en la Euaión 6.57. El uerpo de r′′ es de la forma que se india en laTabla 6.6.
r′′ = π{feha}(φelebraión(r)) (6.57)En segundo lugar, se ha de tener en uenta que la apliaión del operadorde produto artesiano exige a las MRCDs partiipantes que sus onjuntos de
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Ur′′ Tr′′ tr′′feha1.0 {1.0/2, 0.6/5, 0.3/6}c 4-6-20100.5 {0.6/3}c 14-9-20101.0 {1.0/2}c 21-11-20100.5 {0.3/4}c 9-12-2010Tabla 6.6: Cuerpo de la MRCD r′′atributos sean disjuntos. Como se puede apreiar, éste no es el aso para m y r′′ya que ambas omparten el atributo feha. En estos asos, el operador de renom-brado, de�nido en la seión anterior, demuestra su utilidad. Éste nos permitirárenombrar el atributo feha de m y r′′ de tal forma que los nuevos nombres asig-nados no oinidan en las MRCDs partiipantes en el produto. De esta forma,las MRCDs partiipantes en el produto artesiano serán ρ(fechaR)←(fecha)(r

′′)y ρ(fechaM)←(fecha)(m), ambas MRCDs derivadas respetivamente de r′′ y msustituyendo al atributo feha por, según el aso, fehaR y fehaM.Hehas las onsideraiones anteriores, podemos proeder al rue de los da-tos de r′′ y m. Éste proeso resulta en una MRCD, que denominaremos p pormotivos de brevedad, obtenida por la apliaión de la expresión algebraia indi-ada en la Euaión 6.58. En lo que respeta a la abeera de esta MRCD, suonjunto de atributos es de la forma que se muestra en la Euaión 6.59 y sufunión dominio es la que se india en la Euaión 6.60. El uerpo de p es laforma que se muestra en la Tabla 6.7.
p = ρ(fehaR)←(feha)(r′′)× ρ(fehaM)←(feha)(m) (6.58)

Ap = {fechaR, fechaM ,material} (6.59)
domp(a) =





Dfecha si a = fechaR

Dfecha si a = fechaM

Dmaterial si a = material

∀a ∈ Ap (6.60)La informaión ontenida en p se orresponde on un rue indisriminadode las tuplas en ρ(fehaR)←(feha)(r′′) y ρ(fehaM)←(feha)(m). Esta informaiónserá útil siempre que se haga un �ltrado posterior, onservando sólo a aquellastuplas que provienen de la onatenaión de dos tuplas originales que se re�erenal mismo evento. Para ello, se puede emplear la feha expresada en ada una deellas ya que, omo se omentó anteriormente, éste dato identi�a unívoamenteel evento al que se re�ere la informaión ontenida en éstas. El emparejamientodesrito anteriormente se puede onseguir mediante la seleión de aquellas tu-plas de p uyo valor para los atributos fehaR y fehaM oinide. Este proesose realizará mediante la apliaión de la expresión algebraia σfehaR=fehaM(p).Denominaremos, por motivos de brevedad, a la MRCD resultante de la an-terior expresión algebraia omo p′. En lo que respeta a la de�niión de p′, su
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Up Tp tpfehaR fehaM material1.0 {1.0/2, 0.6/5, 0.3/6}c 4-6-2010 4-6-2010 videoproyetor1.0 {1.0/40, 0.6/125, 0.3/180}c 4-6-2010 4-6-2010 uaderno0.5 {0.3/6}c 4-6-2010 14-9-2010 videoproyetor0.5 {0.3/30}c 4-6-2010 9-12-2010 uaderno0.5 {0.6/3}c 14-9-2010 4-6-2010 videoproyetor0.5 {0.6/75, 0.3/90}c 14-9-2010 4-6-2010 uaderno0.5 {0.3/3}c 14-9-2010 14-9-2010 videoproyetor0.5 {0.3/15}c 14-9-2010 9-12-2010 uaderno1.0 {1.0/2}c 21-11-2010 4-6-2010 videoproyetor1.0 {1.0/40, 0.6/50, 0.3/60}c 21-11-2010 4-6-2010 uaderno0.5 {0.3/2}c 21-11-2010 14-9-2010 videoproyetor0.5 {0.3/10}c 21-11-2010 9-12-2010 uaderno0.5 {0.3/4}c 9-12-2010 4-6-2010 videoproyetor0.5 {0.3/120}c 9-12-2010 4-6-2010 uaderno0.5 {0.3/4}c 9-12-2010 14-9-2010 videoproyetor0.5 {0.3/20}c 9-12-2010 9-12-2010 uadernoTabla 6.7: Cuerpo de la MRCD p

Up′ Tp′ tp′fehaR fehaM material1.0 {1.0/2, 0.6/5, 0.3/6}c 4-6-2010 4-6-2010 videoproyetor1.0 {1.0/40, 0.6/125, 0.3/180}c 4-6-2010 4-6-2010 uaderno0.5 {0.3/3}c 14-9-2010 14-9-2010 videoproyetor0.5 {0.3/20}c 9-12-2010 9-12-2010 uadernoTabla 6.8: Cuerpo de la MRCD p′abeera será similar a la de p y su uerpo está de�nido omo se india en laTabla 6.8.La informaión ontenida en p′ es preisamente la que busábamos. En ellase muestra el material reservado para ada uno de los eventos. La ardinalidadde ada tupla muestra el número (en este aso difuso) de unidades totales queserán neesarias para ada evento. El grado de diha ardinalidad difusa muestrala ombinaión de los diferentes grados de on�rmaión del número de reunionesparalelas a realizar y el número de unidades requeridas por reunión. De igualmanera, el grado de ertidumbre asoiado a la tuplas es una ombinaión de losgrados de ertidumbre asoiados a los datos relativos a los eventos y las reservasde material.Adiionalmente al proeso de �ltrado desrito anteriormente, por motivos es-tétios podremos presindir en p′ uno de los atributos del par fehaR y fehaM,ya que sus valores son redundantes, y restaurar el nombre del que permaneza



144 Álgebra sobre multirrelaiones omplejas difusasal original feha. Esta trasformaión se onsigue apliando el operador de pro-yeión y posteriormente el de renombrado de la forma que se muestra en laexpresión algebraia ρ(feha)←(fehaR)(π{fehaR,material}(p′)). El resultado de di-ha expresión es una MRCD equivalente a la obtenida en el posterior Ejemplo6.6, en el que (omo se verá en su momento) se ruza la informaión de lasMRCDs r′′ y m de forma direta, sin neesidad de estas transformaiones.6.3.5. UniónEl operador de unión de relaiones es un operador binario que se aplia sobredos relaiones ompatibles. Diremos que dos relaiones son ompatibles si sustuplas son de la misma forma. De�niremos formalmente este onepto para elaso de las MRCDs (siendo esta de�niión igualmente apliable para el aso delas relaiones lásias) de la forma que se india en la siguiente de�niión.De�niión 6.23 (MRCDs ompatibles). Sean m1 y m2 dos MRCDs. Se dieque m1 y m2 poseen abeeras ompatibles, o simplemente que m1 y m2 sonompatibles, si Am1 = Am2 y domm1 = domm2 .En el modelo lásio, la apliaión de este operador resulta en una nuevarelaión uyo onjunto de tuplas se orresponde on la unión onjuntiva de losonjuntos de tuplas de la relaiones originales. A pesar del senillo funiona-miento de este operador, la transposiión del mismo a las MRCDs no es diretay se han de onsiderar varios aspetos. En primer lugar se ha de onsiderar queuna unión de dos MRCDs, empleando el operador de unión aditiva de multi-onjuntos difusos en sustituión del operador de unión apliado a las relaioneslásias, puede dar lugar a una MRCD que no se enuentre en FNPE. Aunuando las MRCDs partiipantes estén en la itada forma normal, pueden exis-tir tuplas perteneientes a una y otra MRCD que se onsideren redundantes.Al unir los multionjuntos de tuplas de ambas MRCDs, el multionjunto de tu-plas de la MRCD resultante ontendrá tuplas redundantes. El segundo aspetoa onsiderar será la forma adeuada en que se agregarán las ardinalidades ygrados de ertidumbre de las tuplas proedentes de las MRCDs originales paraformar la MRCD resultante del proeso de unión.Para ello, en primer lugar, se abordará en el siguiente apartado el tratamientode tuplas redundantes en la MRCD resultante de la apliaión del operador deunión. Posteriormente, se dediará un apartado en el que se tratará la agregaiónde ardinalidades y grados ertidumbre en el proeso de unión.6.3.5.1. Tratamiento de tuplas redundantesLa unión de dos MRCDs en una sola pueden onllevar la apariión de tuplasredundantes en la MRCD resultante. Esta situaión es fáilmente resoluble enel modelo lásio. En ambio, en el maro del álgebra de MRCDs, esta situaiónrequiere, omo se indió en la subseión dediada al operador de proyeión(Subseión 6.3.1), de una soluión algo más ompleja. Las tuplas en una MRCDestán identi�adas por su signatura, y al unir dos MRCDs se puede dar el asode que el resultado ontenga tuplas on una misma signatura pero no un mismovalor para todos los atributos.La soluión a esta situaión será similar a la que se propuso para el aso delas proyeión, siendo estas tuplas redundantes agregadas en una tupla repre-



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 145sentante. En diho aso, ha sido de interés el estableimiento de los oneptos deequivalenia, lases de equivalenia, tuplas representantes y onjunto de repre-sentantes según la signatura restringida de las tuplas debido a que el operadorde proyeión implia la eliminaión de iertos atributos de la MRCD original.En el aso del operador de unión no existe tal eliminaión y por tanto los itadosoneptos han de ser de�nidos en funión de la signatura (no restringida) de lastuplas. Estos oneptos, adaptados al nuevo maro, se de�nen de manera formalomo se india a ontinuaión.De�niión 6.24 (Equivalenia entre tuplas on respeto a sus signaturas).Sean t1 y t2 dos tuplas de T(A,dom), donde A es un onjunto de atributos y domuna funión de dominio de la forma dom : A 7→ D.De�niremos la relaión de equivalenia entre dos tuplas t1 y t2 on respetoa sus signaturas, notada omo t1 ∼ t2, omo se india en la Euaión 6.61.
t1 ∼ t2 ⇐⇒ sig(t1) = sig(t2)

∀t1, t2 ∈ T(A,dom)|(A ⊂ A ∧ dom : A 7→ D) (6.61)De�niión 6.25 (Clase de equivalenia de una tupla on respeto a su signa-tura). Sea t una tupla de T(A,dom), donde A es un onjunto de atributos y domuna funión de dominio de la forma dom : A 7→ D. Sea T un onjunto de tuplasde T(A,dom).De�niremos la lase de equivalenia de t dentro de T según su signatura,notada omo [t]T , omo se india en la Euaión 6.62
[t]T = {t′ ∈ T |t′ ∼ t}

∀t ∈ T(A,dom)|(A ⊂ A ∧ dom : A 7→ D), ∀T ⊆ T(A,dom) (6.62)De�niión 6.26 (Tupla representante de una lase de equivalenia on respetoa la signatura de una tupla dentro de un onjunto de tuplas). Sea t una tupla de
T(A,dom), donde A es un onjunto de atributos y dom una funión de dominiode la forma dom : A 7→ D. Sea T un onjunto de tuplas de T(A,dom). Sea [t]T lalase de equivalenia de la tupla t dentro de T según su signatura.La tupla representante de la lase de equivalenia [t]T es una tupla r[t]T ∈
T(A,dom) de�nida omo india la Euaión 6.63.
r[t]T (a) = aggr(dom(a), {t′(a)|t′ ∈ [t]T })

∀t ∈ T(A,dom)|(A ⊂ A ∧ dom : A 7→ D), ∀T ⊆ T(A,dom), ∀a ∈ A (6.63)De�niión 6.27 (Conjunto de tuplas representantes on respeto a la signaturade un onjunto de tuplas). Sea T ⊆ T(A,dom) un onjunto de tuplas donde
A ⊂ A es un onjunto de atributos y dom una funión dominio de la forma
dom : A 7→ D.El onjunto de tuplas representantes on respeto a la signatura de las tuplasen T se de�ne omo india la Euaión 6.64.

R(T ) = {r[t]T |t ∈ T } (6.64)



146 Álgebra sobre multirrelaiones omplejas difusasAl igual que en el aso de las de�niiones basadas en signaturas restringidas,y on la intenión de no introduir ompliaiones inneesarias en la notaión, seemplearán indistintamente onjuntos lásios o multionjuntos difusos de tuplaspara el aso de T .6.3.5.2. Agregaión de ardinalidades y ertidumbresUna vez detetadas las tuplas redundantes y agregado el valor de sus atri-butos en una únia tupla representante, se ha de determinar el valor de laardinalidad y ertidumbre de ésta.En lo que respeta a la ardinalidad, se debe onsiderar que el operador unióndel álgebra relaional lásia se orresponde semántiamente on el operador deunión de onjuntos. En el aso de los multionjuntos difusos, omo se vio enlos apítulos introdutorios, existen dos operadores de unión y, por tanto, estaorrespondenia no es direta. La diferenia entre estos dos operadores radiapreisamente en la forma en que se agregan las ardinalidades que poseen loselementos en los multionjuntos partiipantes en la unión. En la presente pro-puesta hemos optado por la apliaión de la semántia aditiva. Este semántiaes oherente on el soporte de los multionjuntos a la pertenenia múltiple deelementos o, en otras palabras, la existenia de dupliados. Paree lógio pensarque si existen n dupliados de una tupla en una de las MRCDs a unir y m du-pliados en la otra MRCD partiipante en la unión, el número de dupliados enla MRCD resultante del proeso sea la suma de éstos. Por tanto, la agregaiónde las ardinalidades de tuplas redundantes se realizará de forma aditiva. Se hade remarar que esta propuesta es oherente on el proeso de agregaión deardinalidades de tuplas redundantes propuesto para el operador de proyeión.Adiionalmente, se ha de determinar ómo se agregarán los grados de erti-dumbre asoiados a las tuplas de signatura similar de ambas MRCDs partii-pantes. Para ello, tendremos en uenta que la agregaión de tuplas redundantestiene asoiada una semántia onjuntiva en lo que se re�ere a los valores aso-iados a los atributos. Por tanto, paree lógio que la agregaión de los gradosde ertidumbre relativos al valor de dihos atributos siga esa misma semántiay se emplee una t-norma para tal propósito.6.3.5.3. De�niión del operador de uniónSegún lo anterior, de�niremos formalmente el operador de unión de MRCDsde la forma que se india a ontinuaión.De�niión 6.28 (Unión). Sean m1 y m2 dos MRCDs ompatibles. La uniónde m1 y m2, notada omo (m1 ∪m2), es una MRCD de la forma que se indiaen la Euaión 6.65.
(m1 ∪m2) = (Hm1 ,B(m1∪m2)) (6.65)En la anterior euaión, el uerpo de (m1∪m2) está de�nido según se indiaen la Euaión 6.66.

B(m1∪m2) = (T(m1∪m2), U(m1∪m2)) (6.66)Los omponentes del uerpo de la MRCD (m1 ∪ m2) están de�nidos de lasiguiente forma:



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 147El onjunto de tuplas de (m1 ∪m2), T(m1∪m2), está de�nido según la fun-ión araterístia que se india en la Euaión 6.67.
ωT(m1∪m2)

(t) =

=





ωTm1
(t1)⊞ ωTm2

(t2) si ∃!t1 ∈ Tm1 |r[t1](Tm1∪Tm2 )
= t ∧

∃!t2 ∈ Tm2 |r[t2](Tm1∪Tm2 )
= t

{1.0/0}2 en otro aso
∀t ∈ T(m1∪m2) (6.67)La funión de ertidumbre de la MRCD resultante de la unión, U(m1∪m2),es de la forma que se india en la Euaión 6.68.

U(m1∪m2)(t) =

=





Um1(t1)⊗ Um2(t2) si ∃!t1 ∈ Tm1 |(r[t1](Tm1⊎Tm2 )
= t) ∧

∃!t2 ∈ Tm2 |(r[t2](Tm1⊎Tm2 )
= t)

Um1(t) si t ∈ Tm1 ∧ ∄t2 ∈ Tm2 |(r[t2](Tm1⊎Tm2 )
= t)

Um2(t) si t ∈ Tm2 ∧ ∄t1 ∈ Tm1 |(r[t1](Tm1⊎Tm2 )
= t)

∀t ∈ T(m1∪m2) (6.68)En las euaiones 6.67 y 6.68 se india, en la ondiión que determina laapliabilidad de sus primeros asos, que las tuplas t1 y t2 sean las únias tuplasde m1 y m2, respetivamente, uya tupla representante sea la tupla t. Conrespeto a lo anterior, se ha de remarar que, en el aso de que las tuplas t1 y
t2 existan, éstas son únias. Lo anterior se puede garantizar ya que, al estar m1y m2 en FNPE, no pueden existir en dihas MRCDs dos tuplas on una mismasignatura y, por tanto, on una misma tupla representante.El siguiente ejemplo ilustra el funionamiento del operador de unión deMRCDs según la de�niión anterior.Ejemplo 6.4. Supongamos que la direión del entro de negoios desea obtenerun informe onsolidado por años de las reservas registradas. Para el aso de esteejemplo, supongamos también que el entro de negoios posee varias suursales yque éstas organizan los datos relativos a sus eventos en MRCDs (o simplementebases de datos) distintas.Sería posible obtener el informe requerido por la direión, pero de formaseparada para ada suursal, siguiendo el proedimiento desrito en el Ejemplo6.1. Una vez obtenidas en ada suursal las MRCDs onteniendo los datos queomponen los fragmentos del informe, éstas se podrían ombinar en la entral



148 Álgebra sobre multirrelaiones omplejas difusaspara generar el informe general requerido. Ilustraremos el funionamiento deloperador de unión propuesto anteriormente mediante la unión las MRCDs on-teniendo los datos onsolidados por suursal para la reaión de una MRCD queontenga los datos generales.Partiremos de las mismas asuniones hehas en el Ejemplo 6.1 en lo quese re�ere a la forma de representaión de las reservas de eventos. Por tanto,emplearemos la misma abeera asoiada a la MRCD r′ (de�nida en el itadoejemplo) para la representaión de las mismas. Supondremos, por simpliidad,la existenia de sólo dos suursales que denominaremos A y B.Supongamos que los datos de reservas onsolidados por años de la suursal
A se representan en una MRCD denominada rA. La abeera de esta MRCDoinidirá on la de la expresión π{año,requisitos}(r′), estando la MRCD resultantede diha expresión de�nida en el Ejemplo 6.1. El uerpo de rA (derivado delmostrado en la Tabla 6.2 para la expresión π{año,requisitos}(r′) y adaptado alpresente ejemplo) está de�nido omo se india en la Tabla 6.9.En lo que respeta a los datos onsolidados por años de la suursal B, éstosse representarán una MRCD denominada rB . Obviamente, el esquema de rBserá igual al de rA. El uerpo de rB estará de�nido omo se india en la Tabla6.10.Nótese que rA y rB son MRCDs ompatibles ya que omparten abeerassimilares. Una vez se dispone de los uerpos de rA y rB , obtendremos la MRCDonteniendo la informaión onsolidada por años para la totalidad del entrode negoios apliando el operador de unión sobre éstas. En lo que respeta a laabeera de (rA ∪ rB), ésta es de la misma forma que lo es la abeera de lasMRCDs originales. Con respeto al uerpo de (rA∪rB), éste está de�nido segúnse india en la Tabla 6.11.Obsérvese ómo las tuplas on signatura idéntia en rA y rB (y por tanto,tuplas redundantes en la unión) quedan agregadas en una sola tupla que las re-presenta en (rA∪rB). En onreto, las tupla primera de rA (siempre siguiendo elorden en que se muestran en la Tabla 6.9) y primera de rB (igualmente, siempresiguiendo el orden en que se muestran en la Tabla 6.10) quedan representadaspor una únia tupla en (rA ∪ rB), siendo ésta la primera según en el orden enque se muestran las tuplas en la Tabla 6.11. Nótese que diha tupla represen-tante agrega los valores para el atributo requisitos de las dos tuplas originalesmenionadas anteriormente y por tanto ilustra la agregaión de valores de tipoompuesto así omo, por extensión, la agregaión de valores de tipo impreiso,inierto y multionjuntivo difuso. En este aso, además, se evidenia el proesode agregaión de los diferentes grados de ertidumbre asoiados a las tuplas queésta representa. El proeso de agregaión de tuplas queda también ilustrado enel aso de las tuplas terera de rA y segunda de rB . Estas quedan representadaspor la tupla terera de (rA ∪ rB).6.3.6. DifereniaEn el aso lásio, el operador de diferenia rea una nueva relaión a partirde dos relaiones ompatibles preexistentes en la ual estarán inluidas las tuplasde la primera relaión original (o relaión minuendo) siempre que no exista unatupla similar en la segunda de ellas (o relaión sustraendo).Al extender este operador al aso de las MRCDs se ha de realizar una seriede onsideraiones previas. En primer lugar, se ha de tener en uenta que las
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UrA TrA trAaño requisitosasistentes atering intérpretes1.0 {1.0/4, 0.6/7, 0.3/8}c 2010 entre(20, 25) 〈0.5, sí〉 {1.0/4, 0.75/6, 0.5/14}c Inglés
{1.0/1, 0.75/2, 0.5/4}c Alemán

{1.0/1, 0.75/5}c Franés
{0.5/4}c Italiano0.5 {0.6/3}c 2010 aprox(40) 〈0.5, no〉 {0.5/10}c Inglés1.0 {0.3/4}c 2011 hasta(5) 〈1.0, no〉 ∅interTabla 6.9: Cuerpo de rA



150 Álgebra sobre multirrelaiones omplejas difusas
UrB TrB trBaño requisitosasistentes atering intérpretes0.5 {1.0/1, 0.3/2}c 2010 26 〈1.0, sí〉 {1.0/5}c Inglés

{1.0/2}c Alemán1.0 {1.0/1, 0.6/2}c 2011 hasta(10) 〈0.5, no〉 {0.75/3}c Italiano0.5 {0.6/4}c 2011 5 〈0.5, sí〉 ∅interTabla 6.10: Cuerpo de rBtuplas pueden perteneer de manera múltiple a las MRCDs. Esto impliaráque la existenia de una misma tupla en la MRCD minuendo y en la MRCDsustraendo no resultará en todos los asos, al ontrario de omo ourre en el asolásio, en la exlusión de ésta en la MRCD resultante. Al realizar la operaiónde substraión, se deberá tener en uenta la ardinalidad de la tupla en laMRCD minuendo y en la sustraendo, quedando la ardinalidad de diha tuplaen la MRCD resultante omo la resta de ambas. Esto impliará que, sólo en elaso de que la ardinalidad de la tupla en la MRCD sustraendo supere a la queésta posee en la MRCD minuendo, ésta quede exluida en la MRCD resultante.En segundo lugar, omo en el aso de la unión, se ha de onsiderar la formaen que las tuplas en las MRCDs partiipantes en el proeso de diferenia seonsiderarán similares. En el aso lásio bastará on que los valores de losatributos para éstas sean similares. En el aso de las MRCDs se empleará lasignatura de dihas tuplas.La identi�aión de tuplas mediante su signatura lleva, una vez más, a on-siderar el aso en que las tuplas onsideradas iguales no posean el mismo valorpara todos sus atributos. En el aso de la unión se optó por la inlusión en laMRCD resultante de una tupla representante que agregara a las tuplas redun-dantes. En el aso de la diferenia no paree lógio seguir diho proedimiento.Se ha de tener en uenta que en aso la unión las MRCDs partiipantes aportantuplas al uerpo de la MRCD resultante, por lo que resulta lógio que en el asode tuplas redundantes sus valores se agreguen en una tupla representante. En elaso de la diferenia de MRCDs, sólo la MRCD substraída aportará tuplas a laMRCD resultante, por lo que paree lógio en este aso que sean las tuplas deésta, y no unas tuplas proedentes de la agregaión de las tuplas presentes en laMRCD minuendo y sustraendo, las que formen parte del uerpo de la MRCDresultante.En lo relativo al grado de ertidumbre asoiado a las tuplas en la MRCDresultante, se ha de tener en uenta que, según lo anterior, los valores de losatributos de las tuplas en diha MRCD serán tomados diretamente de las tuplasen la MRCD minuendo. Reordemos que el grado de ertidumbre de una tuplase re�ere al nivel de ertidumbre que se posee sobre que el valor de los atributosque ésta presenta. De esta forma, paree lógio que el grado de ertidumbre delas tuplas en la MRCD resultante sea el mismo que éstas poseen en la MRCDminuendo, ya que poseen los mismos valores que las tuplas de diha MRCD.Por otra parte, se ha de onsiderar que para determinar qué tuplas de la MRCD
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U(rA∪rB) T(rA∪rB) t(rA∪rB)año requisitosasistentes atering intérpretes0.5 {1.0/5, 0.6/8, 0.3/10}c 2010 entre(20, 26) 〈0.5, sí〉 {1.0/9, 0.75/11, 0.5/19}c Inglés
{1.0/3, 0.75/4, 0.5/6}c Alemán

{1.0/1, 0.75/5}c Franés
{0.5/4}c Italiano0.5 {0.6/3}c 2010 aprox(40) 〈0.5, no〉 {0.5/10}c Inglés1.0 {1.0/1, 0.6/2, 0.3/6}c 2011 hasta(10) 〈0.5, no〉 {0.75/3}c Italiano0.5 {0.6/4}c 2011 5 〈0.5, sí〉 ∅interTabla 6.11: Cuerpo de (rA ∪ rB)



152 Álgebra sobre multirrelaiones omplejas difusasminuendo formarán parte del uerpo de la MRCD resultante se ha de realizarel proeso de emparejamiento, desrito en el párrafo anterior, entre éstas y lastuplas de la MRCD sustraendo. Éste proeso se basa en el valor asoiado a losatributos signatura de las tuplas de ambas MRCDs partiipantes, valores queestán afetados por ierto grado de inertidumbre. Por tanto, paree tambiénlógio que el grado de ertidumbre asoiado a las tuplas de la MRCD resultanteindique bajo qué ondiiones de erteza se realizó tal emparejamiento. Ambasonsideraiones pueden ser atendidas si los grados de ertidumbre de las tuplasde las MRCDs minuendo y sustraendo emparejadas son agregados, siendo elresultado de la agregaión el valor de ertidumbre que se asoiará a la tuplaen que éste emparejamiento derive en la MRCD resultante. Se empleará unat-norma en el itado proeso de agregaión de grados de ertidumbre debido ala semántia onjuntiva asoiada al mismo.Según lo anterior, el uerpo de la MRCD resultante del proeso de difereniaestará formado por las tuplas de la MRCD minuendo, siendo la ardinalidadde ada una de éstas la resta entre la que posee en la MRCD minuendo y laardinalidad de la tupla (si ésta existe) que omparte su misma signatura en laMRCD sustraendo.Finalmente, en lo que respeta a la abeera de la MRCD resultante, éstaompartirá, obviamente, la misma que la que omparten las MRCDs partii-pantes.Según las onsideraiones anteriores, de�niremos formalmente el operadorde diferenia de MRCDs omo se muestra a ontinuaión.De�niión 6.29 (Diferenia). Sean m1 y m2 dos MRCDs ompatibles. La di-ferenia de m1 y m2, notada omo (m1 −m2), es una MRCD de la forma quese india en la Euaión 6.69.
(m1 −m2) = (Hm1 ,B(m1−m2)) (6.69)En lo anterior, el uerpo de (m1 −m2), B(m1−m2) , está de�nido según seindia en la Euaión 6.70.

B(m1−m2) = (T(m1−m2), U(m1−m2)) (6.70)Los omponentes del uerpo de (m1 − m2) están de�nidos de la siguienteforma:El multionjunto de tuplas de la MRCD resultante, está de�nido segúnla funión araterístia que se india en la Euaión 6.71. En la itadaeuaión, el operador ⊟ representa la diferenia optimista de ardinalida-des difusas.
ωT(m1−m2)

(t) =





ωTm1
(t)⊟ ωTm2

(t2) si t ∈ Tm1 ∧

∃!t2 ∈ [t]Tm2
|(ωTm2

(t2) ≤ ωTm1
(t))

{1.0/0}2 en otro aso
∀t ∈ T(m1−m2) (6.71)



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 153La funión de ertidumbre de (m1 −m2) está de�nida según se india enla Euaión 6.72.
U(m1−m2)(t) = Um1(t)⊗ Um2(t2)

∀t ∈ T(m1−m2)|( ∃!t2 ∈ [t]Tm2
) (6.72)En relaión a la anterior de�niión, onretamente de la Euaión 6.71, sehan de haer las siguientes onsideraiones:En primer lugar, la segunda omponente de la ondiión para su primeraso, onretamente la expresión ∃!t2 ∈ [t]Tm2

, exige la uniidad de latupla t2 en [t]Tm2
. Esta uniidad, en el aso de que [t]Tm2

no esté vaío, estágarantizada ya que al enontrarse m2 en FNPE no será posible enontrardos o más tuplas en la itada MRCD que ompartan la signatura de t.Evidentemente, en aso de que esto no fuese así, existirían varias tuplasen m2 on una misma signatura, lo que las onvertiría en redundantes yno permitirían que m2 umpliera la FNPE.En segundo lugar, en la itada omponente se exige que la ardinalidadasoiada a t2 sea menor que la ardinalidad asoiada a la tupla t en m1.Esta ondiión es neesaria ya que la diferenia optimista de dos ardina-lidades difusas no está de�nida en los asos en que el minuendo es menorque el substraendo, tal y omo se indió en los apítulos introdutorios delpresente trabajo. Nótese también que la ondiión ωTm2
(t2) ≤ ωTm1

(t) esuna ondiión risp, estando ésta de�nida para dos ardinalidades difusas
Q y Q′ omo se india en la Euaión 6.73.

Q ≤ Q′ ⇐⇒ ∀x ∈ N, µQ(x) ≤ µQ′(x) (6.73)Finalmente, en la Euaión 6.72, obsérvese que la ondiión que restringe elonjunto de las tuplas para la que está de�nida la funión de ertidumbre, seha introduido una restriión adiional para las tuplas que forman parte delmultionjunto T(m1−m2). La itada restriión se satisfae para ualquier tuplade diho multionjunto, ya que esta ondiión está inluida en la de�niiónque se hae de T(m1−m2) en la Euaión 6.71. Esta restriión, por tanto, esexlusivamente instrumental y tiene omo objetivo de�nir la tupla t2, siendoésta la tupla en la MRCD m2 que se ha emparejado on la tupla t (proedenteiniialmente de la MRCD m1).Ilustraremos el funionamiento del operador de diferenia de MRCDs des-rito anteriormente mediante el siguiente ejemplo.Ejemplo 6.5. Volvamos al esenario empleado en el Ejemplo 6.4, donde sepretendía obtener un informe general en el que se mostraran las reservas delentro de negoios onsolidadas anualmente a partir de los informes pariales deada una de las suursales. Supongamos ahora que la direión del itado entrodesea omparar el rendimiento omerial anual de ada una de las suursales(medido en funión de las reservas que poseen en su base de datos) a partir de



154 Álgebra sobre multirrelaiones omplejas difusasdihos informes pariales. Conretamente la direión desea obtener un informeque, dadas dos suursales A y B, muestre en qué aventaja, en lo que se re�erea rendimiento omerial, la suursal A a la B.Partiendo de las MRCDs rA y rB de�nidas en el Ejemplo 6.4, será posibledar respuesta al informe requerido. Para ello, rearemos una nueva MRCD quesea la diferenia de las dos anteriores. La MRCD (rA − rB) ontendrá aquellasreservas que se enuentren en rA y no en rB . Al permitir las MRCDs la asoia-ión de informaión uantitativa y ualitativa a sus tuplas, (rA− rB) ontendráinformaión de en uantas reservas aventaja la suursal A a la B y qué gradode on�rmaión mínimo poseen éstas.La MRCD (rA − rB) se de�ne omo una MRCD uya abeera oinide onla de sus omponentes, rA y rB . En lo que respeta al uerpo de (rA− rB), éstese de�ne según se india en la Tabla 6.12.En el uerpo de (rA − rB) puede observarse ómo la ardinalidad de la pri-mera tupla se ve reduida on respeto a la que ésta poseía en rA. Como enanteriores ejemplos, el orden on el que se re�ere a las tuplas se orrespondeon el orden en que éstas se muestran, en funión de la MRCD a la que adatupla perteneza, en las tablas 6.9, 6.10 y 6.12. Conretamente, la ardinalidadque la referida tupla presenta en (rA − rB) proede de la substraión de la queésta posee en rA y la ardinalidad asoiada a la primera tupla de rB . Obsér-vese que, a pesar de que dihas tuplas no son idéntias, éstas poseen la mismasignatura, lo que semántiamente se interpreta omo que éstas representan elmismo tipo de reserva. En lo que respeta al valor de los ampos de la itadatupla, así omo al grado de ertidumbre asoiado a éstos, ada tupla resultanteonserva los valores que posee originalmente en rA y éstos no proeden de agre-gaión alguna on la referida tupla de rB que ha provoado la reduión de suardinalidad.La tupla resultante en que deriva el anterior par de tuplas también evideniael meanismo de agregaión de grados de ertidumbre de minuendo y sustraendo.Obsérvese que, a pesar de que el valor asoiado a los atributos para la primeratupla de (rA−rB) se orresponde on los asoiados a la primera tupla de rA, losgrados de ertidumbre asoiados a éstas no son oinidentes. El itado proeso deagregaión se hae evidente en este aso debido a que la tupla sustraendo poseeun grado de ertidumbre menor que el asoiado a la tupla minuendo, lo queprovoa que la tupla resultante de este emparejamiento vea disminuido su gradode ertidumbre on respeto a la tupla original de la que proede. En el presenteejemplo se ha usado la funión mínimo omo t-norma para la agregaión degrados de ertidumbre.La ardinalidad de la segunda tupla de (rA − rB) se onserva idéntia a laque ésta posee en rA ya que diha tupla no existe en rB una tupla on su mismasignatura.Finalmente, obsérvese que la terera tupla de rA no deriva en una tupla
(rA − rB) a pesar de que en la MRCD sustraendo la tupla on la que se empa-reja, la segunda tupla de rB, posee una ardinalidad menor de forma absoluta.Es preisamente el detalle de que es menor exlusivamente si se omparan lasardinalidades de forma absoluta lo que impide que diha tupla esté inluida en
(rA−rB). Debido a que los grados de posibilidad de la ardinalidad de la tereratupla de rA son menores que los asoiados a la segunda de rB , la primera ardi-nalidad no se puede delarar mayor que la segunda. Esta situaión impide quela segunda ardinalidad pueda ser substraída de la primera, y por tanto (en apli-
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U(rA−rB) T(rA−rB) t(rA−rB)año requisitosasistentes atering intérpretes0.5 {1.0/3, 0.6/6}c 2010 entre(20, 25) 〈0.5, sí〉 {1.0/4, 0.75/4, 0.5/14}c Inglés
{1.0/1, 0.75/2, 0.5/4}c Alemán

{1.0/1, 0.75/5}c Franés
{0.5/4}c Italiano0.5 {0.6/3}c 2010 aprox(40) 〈0.5, no〉 {0.5/10}c InglésTabla 6.12: Cuerpo de (rA − rB)



156 Operadores derivados en el álgebra sobre MRCDsaión del segundo aso de la Euaión 6.71) la ardinalidad que la itada tuplaposee asoiada en la MRCD resultante es nula (lo que implia en la prátia suexlusión).6.4. Operadores derivados en el álgebra sobre mul-tirrelaiones omplejas difusasLos operadores del álgebra relaional pueden ser ategorizados en dos gruposfundamentales, los operadores básios y los operadores derivados. El primergrupo está ompuesto por aquellos operadores que no pueden ser expresados enbase a otros operadores del álgebra relaional. El segundo grupo está formadopor aquellos operadores que pueden ser expresados en base a operadores básios.Este último grupo está formado por las diferentes variantes de la de reunión asíomo por los operadores de interseión y división.El presente apartado estudia la transposiión de los itados operadores de-rivados al ámbito de las MRCDs, entrándose partiularmente en la validez delas expresiones que permiten rerear el omportamiento de éstos en base a laapliaión de operadores básios del álgebra de MRCDs.6.4.1. ReuniónEn el ontexto del álgebra relaional lásia, los operadores de reunión sonun tipo de operadores relaionales binarios que produen omo resultado unaúnia relaión resultante que proviene del emparejamiento de las tuplas de lasrelaiones que haen las vees de operandos. Existe una amplia variedad deoperadores de reunión uya diferenia radia preisamente en la forma en quese realiza diho emparejamiento.La presente seión analizará la transposiión de este tipo de operadores alámbito de las MRCDs.6.4.1.1. Reunión naturalPodríamos deir que el operador de reunión natural del álgebra relaionales una derivaión restringida del produto artesiano de relaiones. Reorde-mos que el produto artesiano de dos relaiones resulta en una únia relaiónformada por la ombinaión, en forma de onatenaión, de las tuplas de lasrelaiones partiipantes.El operador de reunión natural realiza la misma operaión pero, en lugarde haer una ombinaión de las tuplas de las relaiones partiipantes de formaindisriminada, éste sólo ombina aquellas tuplas que poseen el mismo valor paralos atributos que poseen en omún. Este último requisito pone en evidenia quepara la apliaión de éste operador, y al ontrario que ourría en el aso delproduto artesiano, las relaiones partiipantes deben poseer algunos atributoson nombre y dominio oinidentes. Notaremos la reunión natural entre dosrelaiones r y r′ omo (r ⋊⋉ r′).Como se puede deduir de lo anterior, el operador de reunión natural puedederivarse del produto artesiano (que se enargará de realizar la ombinaiónde las tuplas de ambas relaiones) y del operador de seleión (que será elenargado de seleionar aquellas tuplas proedentes de la ombinaión que



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 157ompartan el mismo valor para los atributos omunes). Además de los anterioresoperadores, será neesario haer uso del operador de renombrado para evitarque las relaiones partiipantes posean atributos omunes en el momento de laapliaión del produto artesiano y del operador de proyeión para eliminarlos atributos redundantes una vez terminada la seleión. Conretamente, eloperador de reunión natural se expresa en funión de los operadores básios dela forma que se india a ontinuaión.De�niión 6.30 (Reunión natural en funión de operadores básios del álgebrarelaional). Sean r y r′ dos relaiones tales que sus onjuntos de atributos sonde la forma Ar = {a1, a2, . . . , an, c1, c2, . . . , cm}, donde n ∈ N y m ∈ N+, y
Ar′ = {a′1, a

′
2, . . . , a

′
l, c1, c2, . . . , cm}, siendo l ∈ N.Podemos de�nir la reunión natural de r y r′ en base a los operadores básiosdel álgebra relaional según se india en la Euaión 6.74.

r ⋊⋉ r′ = π(Ar∪Ar′)(σ(c1=c′1∧c2=c′2∧...∧cm=c′m)(r × ρ(c′1,c′2,...,c′m)←(c1,c2,...,cm)(r
′)))(6.74)En lo que respeta al álgebra de MRCDs, la anterior equivalenia siguesiendo válida. Para la trasposiión del operador de reunión natural al ontextode las MRCDs se han de haer las mismas onsideraiones que se hiieron para eloperador de produto artesiano, en partiular en lo que se re�ere a la agregaiónde las ardinalidades difusas y grados de ertidumbre asoiados a las tuplasque se ombinan en la MRCD resultante. De heho, la únia diferenia entre lareunión natural y diho operador es la seleión posterior que se hae de aquellastuplas que proeden de la ombinaión de tuplas uyos valores asoiados a losatributos que poseen en omún son iguales. Esta última es una ondiión rispuya apliaión es direta.Según lo anterior, de�niremos el operador de reunión natural de dos MRCDsomo se india a ontinuaión.De�niión 6.31 (Reunión natural). Sean m1 y m2 dos MRCDs tales queun subonjunto de sus atributos son ompatibles, esto es, Am1 ∩ Am2 6= ∅ y

dom
|(Am1∩Am2)
m1 = dom

|(Am1∩Am2 )
m2 .La reunión natural de m1 y m2, notada omo (m1 ⋊⋉ m2), es una MRCDde�nida omo se india en la Euaión 6.75.

(m1 ⋊⋉ m2) = (H(m1⋊⋉m2),B(m1⋊⋉m2)) (6.75)En lo anterior, la abeera de (m1 ⋊⋉ m2) está de�nida omo se india en laEuaión 6.76 y su uerpo según se india en la Euaión 6.77.
H(m1⋊⋉m2) = (A(m1⋊⋉m2), dom(m1⋊⋉m2)) (6.76)
B(m1⋊⋉m2) = (T(m1⋊⋉m2), U(m1⋊⋉m2)) (6.77)Los omponentes de abeera y uerpo están de�nidos omo sigue:El onjunto de atributos de (m1 ⋊⋉ m2) de de�ne omo se india en laEuaión 6.78.

A(m1⋊⋉m2) = Am1 ∪ Am2 (6.78)



158 Operadores derivados en el álgebra sobre MRCDsSu funión dominio, dom(m1⋊⋉m2), está de�nida según se india en la Eua-ión 6.79.
dom(m1⋊⋉m2)(a) =

{
domm1(a) si a ∈ Am1

domm2(a) si a ∈ Am2

∀a ∈ A(m1⋊⋉m2) (6.79)El onjunto de tuplas de la MRCD resultante, T(m1⋊⋉m2), se de�ne segúnla funión araterístia que se muestra en la Euaión 6.80.
ωT(m1⋊⋉m2)

(t) =

=





ωTm1
(t1)⊠ ωTm2

(t2) si (∃t1 ∈ Tm1 |t1 = t|Am1 ) ∧

(∃t2 ∈ Tm2 |t2 = t|Am2 )

{1.0/0}2 en aso ontrario
∀t ∈ T(m1⋊⋉m2) (6.80)La funión de ertidumbre de la MRCD resultante, U(m1⋊⋉m2), se de�netal y omo se india en la Euaión 6.81.

U(m1⋊⋉m2)(t) = Um1(t
|Am1 ) ⊗ Um2(t

|Am2 ) ∀t ∈ T(m1⋊⋉m2) (6.81)Ilustraremos el funionamiento del operador de�nido anteriormente emplean-do el siguiente ejemplo.Ejemplo 6.6. En el presente ejemplo ontinuaremos on el maro empleado enel anterior Ejemplo 6.3. Reordemos que en diho ejemplo se busaba ruzar lainformaión disponible en un par de MRCDs. La primera de ellas, denominada
r′′ y de�nida en el ejemplo menionado anteriormente, representa las reservasde eventos a organizar por el entro de negoios. La segunda MRCD, denomina-da m y de�nida en el mismo ejemplo menionado anteriormente, representa elmaterial requerido por los lientes que habrá de estar disponible en los salonesen que se elebren ada una de las sesiones paralelas asoiadas a dihos even-tos. Ambas MRCDs ompartían el atributo feha, el uál permitía identi�ar loseventos y relaionar éstos on sus respetivas reservas de material.El rue de la informaión en ambas MRCDs se realizó en el Ejemplo 6.3apliando el produto artesiano sobre las mismas. Como se indió en el itadoejemplo, se obtuvo omo resultado una MRCD que realizaba un rue indisri-minado de las tuplas perteneientes respetivamente a las MRCDs r′′ y m, sintener en uenta la relaión que estableía el atributo feha entre ellas. Parare�nar diho resultado se propuso la apliaión del operador de seleión sobrediha MRCD de tal forma que se obtenga una nueva MRCD que ontenga sóloaquellas tuplas que se re�eren al mismo evento.En el presente ejemplo ilustraremos ómo realizar el rue de informaiónque se pretendía realizar en el Ejemplo 6.3 empleando un únio operador sobre



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 159
U(r′′⋊⋉m) T(r′′⋊⋉m) t(r′′⋊⋉m)feha material1.0 {1.0/2, 0.6/5, 0.3/6}c 4-6-2010 videoproyetor1.0 {1.0/40, 0.6/125, 0.3/180}c 4-6-2010 uaderno0.5 {0.3/3}c 14-9-2010 videoproyetor0.5 {0.3/20}c 9-12-2010 uadernoTabla 6.13: Cuerpo de la MRCD (r′′ ⋊⋉ m)las MRCDs r′′ y m. Tal objetivo se onsigue mediante la expresión algebraia

(r′′ ⋊⋉ m). El resultado de diha expresión es una MRCD uya abeera estáformada por el onjunto de atributos y funión de dominio de�nidos respetiva-mente en las euaiones 6.82 y 6.83. En lo que se re�ere al uerpo de (r′′ ⋊⋉ m),éste está de�nido omo se muestra en la Tabla 6.13.
A(r′′⋊⋉m) = {fecha ,material} (6.82)

dom(r′′⋊⋉m)(a) =

{
Dfecha si a = fecha

Dmaterial si a = material
∀a ∈ A(r′′⋊⋉m) (6.83)La informaión ontenida en (r′′ ⋊⋉ m) se orresponde on el rue de in-formaión de las MRCDs r′′ y m empleando la feha del evento omo relaiónentre reservas de eventos y material asoiado al mismo. Al igual que ourríaen el aso de la MRCD p′ del Ejemplo 6.3, en la MRCD (r′′ ⋊⋉ m) se muestrala informaión relativa al material reservado para ada uno de los eventos. Laardinalidad de ada tupla de (r′′ ⋊⋉ m) muestra el número (en este aso difuso)de unidades totales que serán neesarias para ada evento. El grado de dihaardinalidad difusa muestra la ombinaión de los diferentes grados de on�r-maión del número de reuniones paralelas a realizar y el número de unidadesrequeridas por reunión. De igual manera, el grado de ertidumbre asoiado a lastuplas de la MRCD resultante es una ombinaión de los grados de ertidumbreasoiados a los datos relativos a los eventos y las reservas de material.6.4.1.2. Otros tipos de reuniónAdemás de la reunión natural, la más omún, existen en la bibliografía dife-rentes tipos de operadores de reunión. Estos se diferenian de la anterior en lavariaión del proeso de emparejamiento. En el presente apartado analizaremosada uno de ellos.

θ-reunión.Este operador de reunión sustituye en el proeso de emparejamiento el ope-rador de igualdad, apliado a los valores de los atributos que omparten lasrelaiones partiipantes en la reunión natural, por ualquier otro operador re-laional que se denomina genériamente Θ. Estos operadores pueden ser, por



160 Operadores derivados en el álgebra sobre MRCDsejemplo, los operadores ≤, ≤, ≥, ≥ o inluso = (en uyo aso el operador sedenomina equireunión y es equivalente a la reunión natural).Al ser posible, en el aso de la θ-reunión, que el emparejamiento de tuplas delas relaiones partiipantes no se haga empleando el operador de igualdad, losvalores de los atributos empleados para tal emparejamiento pueden no ser igua-les. Por tanto, no se podrá onsiderar ningún atributo partiipante en el proesode emparejamiento redundante y se requerirá que todos los atributos de las re-laiones partiipantes estén presentes en la relaión resultante. Debido a esto, yal ontrario que el operador de reunión natural, este operador requiere que lasrelaiones partiipantes no tengan atributos en omún. Obsérvese que, debidoa este requisito, la apliaión de este operador requiere la indiaión explíitade las parejas de atributos de las relaiones partiipantes que serán ompara-das durante el proeso de emparejamiento empleando el operador relaional θorrespondiente.La θ-reunión de dos relaiones r y r′ se nota omo (r ⋊⋉
lθl′

r′), donde l y l′ sondos listas de la misma longitud que ontienen, respetivamente, a un subonjuntode los atributos de r y r′. Estas listas serán de la forma l = (a1, a2, . . . , an)y l′ = (a′1, a
′
2, . . . , a

′
n), donde n es la longitud de ambas listas y los ai y a′irepresentan, respetivamente, a atributos de r y r′. Diha notaión india queada atributo ai de la primera lista será omparado, empleando el operadorrelaional θ, on el atributo a′i de la segunda lista.La θ-reunión se de�ne en funión de operadores relaiones básios omo semuestra a ontinuaión.De�niión 6.32 (θ-reunión en funión de operadores básios del álgebra re-laional). Sean r y r′ dos relaiones tales que no omparten ningún atributo,

Ar ∩ Ar′ = ∅. Sea θ un operador relaional. Sean l y l′ dos listas de la forma
l = (a1, a2, . . . , an) y l′ = (a′1, a

′
2, . . . , a

′
n), siendo n la longitud de ambas listasy ada ai y a′i, respetivamente, un atributo de r y r′.Podemos de�nir la θ-reunión de r y r′ según las listas de atributos l y l′en base a los operadores básios del álgebra relaional según se india en laEuaión 6.84.

r ⋊⋉
lθl′

r′ = σ(a1θa′1∧a2θa′2∧...∧anθa′n)(r × r′) (6.84)Semireunión.Este tipo de operador de reunión tiene un funionamiento similar al opera-dor de reunión natural exeptuando la forma en que se determinan el onjuntode atributos de la relaión resultante de su apliaión. En el aso de la reuniónnatural, la relaión resultante posee un onjunto de atributos proveniente de launión de los onjuntos de atributos de las relaiones partiipantes en la misma.En ambio, en el aso de la semireunión, el onjunto de atributos de la rela-ión resultante estará ompuesto exlusivamente por aquellos perteneientes alonjunto de atributos de la relaión que se emplea omo primer operando.La semireunión de dos relaiones r y r′ se nota omo (r ⋉ r′) y se de�ne enfunión de operadores relaiones básios omo se muestra a ontinuaión.De�niión 6.33 (Semireunión en funión de operadores básios del álgebrarelaional). Sean r y r′ dos relaiones tales que sus onjuntos de atributos son



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 161de la forma Ar = {a1, a2, . . . , an, c1, c2, . . . , cm}, donde n ∈ N y m ∈ N+, y
Ar′ = {a′1, a

′
2, . . . , a

′
l, c1, c2, . . . , cm}, siendo l ∈ N.Podemos de�nir la semireunión de r y r′ en base a los operadores básiosdel álgebra relaional según se india en la Euaión 6.85.

r⋉ r′ = πAr (σ(c1=c′1∧c2=c′2∧...∧cm=c′m)(r× ρ(c′1,c′2,...,c′m)←(c1,c2,...,cm)(r
′))) (6.85)Antireunión.El funionamiento del operador de antireunión es inverso al del operador dereunión natural. El operador de reunión natural seleiona exlusivamente aque-llas tuplas de la relaión que se emplea omo primer operando que poseen unaorrespondenia on alguna tupla de la relaión que se emplea omo segundooperando (o vieversa, ya que el proedimiento es equivalente). En el aso de laantireunión, sólo aquellas tuplas del primer operando que no poseen orrespon-denia on ninguna tupla del segundo operador son seleionadas. Obviamente,el resultado de este operador no es una relaión que ontenga la unión de lastuplas emparejadas omo en el aso de la reunión natural. Evidentemente, eneste aso las tuplas de la relaión resultante son de la misma forma que las delprimer operando.La antireunión de dos relaiones r y r′ se nota omo (r ⊲ r′) y se de�ne enfunión de operadores relaiones básios omo se muestra a ontinuaión.De�niión 6.34 (Antireunión en funión de operadores básios del álgebrarelaional). Sean r y r′ dos relaiones tales que sus onjuntos de atributos sonde la forma Ar = {a1, a2, . . . , an, c1, c2, . . . , cm}, donde n ∈ N y m ∈ N+, y

Ar′ = {a′1, a
′
2, . . . , a

′
l, c1, c2, . . . , cm}, siendo l ∈ N.Podemos de�nir la antireunión de r y r′ en base a los operadores básios delálgebra relaional según se india en la Euaión 6.86.

r ⊲ r′ = r − (r ⋉ r′) =

= r −
(
πAr(σ(c1=c′1∧c2=c′2∧...∧cm=c′m)(r × ρ(c′1,c′2,...,c′m)←(c1,c2,...,cm)(r

′)))
)(6.86)Reunión natural externa.La reunión natural externa posee un omportamiento similar al asoiado ala reunión natural en lo que se re�ere al emparejamiento y unión de las tuplasde las relaiones que se emplean omo operandos. No obstante, y a difereniade ésta, la relaión resultante de la apliaión del operador de reunión naturalexterna ontiene, además de los pares de tuplas de las relaiones partiipantesque han podido ser emparejadas, a aquellas tuplas de las relaiones partiipantesque no obtuvieron emparejamiento.La inlusión en la relaión resultante de las tuplas no emparejadas requierela asignaión de un valor para los atributos no existentes en la relaión de laque provienen. Reordemos que el onjunto de atributos que posee la relaiónresultante de la apliaión del operador de reunión natural sobre un par derelaiones se orresponde on la unión del onjunto de atributos de éstas. Enel aso de una tupla de la relaión resultante que representa un par de tuplas



162 Operadores derivados en el álgebra sobre MRCDsemparejadas, el valor de sus atributos proviene del valor de éstos para una uotra tupla del par, en funión de la relaión de la que proviene el atributo enuestión. Para los atributos omunes a las dos relaiones partiipantes en lareunión, el origen de su valor será indiferente ya que las tuplas emparejadasposeerán el mismo valor asoiado para estos atributos. En el aso de una tuplano emparejada, el valor de los atributos de la tupla que representa a ésta en larelaión resultante provendrán exlusivamente de la misma. De esta forma, losvalores para los atributos existentes en la relaión de la que ésta proviene seránlos mismos que los asoiados a la tupla original de la que proede. En ambio,para el aso de los atributos provenientes de la relaión en la que la tupla noenontró emparejamiento, éstos se asoiarán a valores ausentes en su dominioorrespondiente.La reunión natural externa de dos relaiones r y r′ se nota de la forma que semuestra en la expresión (r=⋊⋉= r′) y se de�ne en funión de operadores relaionesbásios omo se muestra a ontinuaión.De�niión 6.35 (Reunión natural externa en funión de operadores básiosdel álgebra relaional). Sean r y r′ dos relaiones tales que sus onjuntos deatributos son de la forma Ar = {a1, a2, . . . , an, c1, c2, . . . , cm}, donde n ∈ Ny m ∈ N+, y Ar′ = {a′1, a
′
2, . . . , a

′
l, c1, c2, . . . , cm}, siendo l ∈ N. Sean ω(r,r′)y ω(r′,r) dos relaiones uyo onjunto de atributos es de la forma Aω(r,r′)

=
Ar′ − Ar y Aω(r′,r)

= Ar − Ar′ . Dihas relaiones ontendrán una únia tupla,siendo ésta de la forma (ωdom(a′1)
, ωdom(a′2)

, . . . , ωdom(a′
l
)) para el aso de ω(r,r′)y para ω(r′,r) de la forma (ωdom(a1), ωdom(a2), . . . , ωdom(an)) . En dihas tuplas,

ωdom(a) representa un valor ausente dentro del dominio asignado al atributo a.Podemos de�nir la reunión natural externa de r y r′ en base a los operadoresbásios del álgebra relaional según se india en la Euaión 6.87.
r=⋊⋉= r′ = (r ⋊⋉ r′) ∪

(
(r ⊲ r′)× ω(r,r′)

)
∪
(
(r′ ⊲ r)× ω(r′,r)

)
=

= (r ⋊⋉ r′) ∪
(
(r − (r ⋉ r′))× ω(r,r′)

)
∪
(
(r′ − (r′ ⋉ r))× ω(r′,r)

)
=

=
(
π(Ar∪Ar′ )

(
σ(c1=c′1∧c2=c′2∧...∧cm=c′m)

(
r × ρ(c′1,c′2,...,c′m)←(c1,c2,...,cm)(r

′)
)))

∪
( (
r −

(
πAr

(
σ(c1=c′1∧c2=c′2∧...∧cm=c′m)

(
r × ρ(c′1,c′2,...,c′m)←(c1,c2,...,cm)(r

′)
))))

×ω(r,r′)

)
∪

( (
r′ −

(
πAr′

(
σ(c1=c′1∧c2=c′2∧...∧cm=c′m)

(
r′ × ρ(c′1,c′2,...,c′m)←(c1,c2,...,cm)(r)

))))

×ω(r′,r)

)(6.87)De la reunión natural externa se derivan dos variaiones llamadas reuniónnatural externa izquierda y reunión natural externa dereha. Éstas se diferenianen que la relaión resultante que produe su apliaión inluye, además de lastuplas de ambos operandos emparejadas, sólo a las tuplas no emparejadas deuno de los operandos, el izquierdo o el dereho, según sea el aso. La reuniónnatural externa izquierda de dos relaiones r y r′ se nota omo (r =⋊⋉ r′) y lareunión natural externa dereha de ésta de la forma (r ⋊⋉= r′). Estos operadoresestán de�nidos en base a los operadores básios del álgebra según se india aontinuaión.



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 163De�niión 6.36 (Reunión natural externa izquierda en funión de operadoresbásios del álgebra relaional). Sean r y r′ dos relaiones tales que sus on-juntos de atributos son de la forma Ar = {a1, a2, . . . , an, c1, c2, . . . , cm}, don-de n ∈ N y m ∈ N+, y Ar′ = {a′1, a
′
2, . . . , a

′
l, c1, c2, . . . , cm}, siendo l ∈ N.Sea ω(r,r′) una relaión uyo onjunto de atributos es de la forma Aω(r,r′)

=
Ar′ − Ar. Diha relaión ontendrán una únia tupla, siendo ésta de la forma
(ωdom(a′1)

, ωdom(a′2)
, . . . , ωdom(a′

l
)). En diha tupla, ωdom(a) representa un valorausente dentro del dominio asignado al atributo a.Podemos de�nir la reunión natural externa izquierda de r y r′ en base a losoperadores básios del álgebra relaional según se india en la Euaión 6.88.

r=⋊⋉ r′ = (r ⋊⋉ r′) ∪
(
(r ⊲ r′)× ω(r,r′)

)
=

= (r ⋊⋉ r′) ∪
(
(r − (r ⋉ r′))× ω(r,r′)

)
=

=
(
π(Ar∪Ar′)

(
σ(c1=c′1∧c2=c′2∧...∧cm=c′m)

(
r × ρ(c′1,c′2,...,c′m)←(c1,c2,...,cm)(r

′)
)))

∪
( (
r −

(
πAr

(
σ(c1=c′1∧c2=c′2∧...∧cm=c′m)

(
r × ρ(c′1,c′2,...,c′m)←(c1,c2,...,cm)(r

′)
))))

×ω(r,r′)

)(6.88)De�niión 6.37 (Reunión natural externa dereha en funión de operadoresbásios del álgebra relaional). Sean r y r′ dos relaiones tales que sus on-juntos de atributos son de la forma Ar = {a1, a2, . . . , an, c1, c2, . . . , cm}, don-de n ∈ N y m ∈ N+, y Ar′ = {a′1, a
′
2, . . . , a

′
l, c1, c2, . . . , cm}, siendo l ∈ N.Sea ω(r′,r) una relaión uyo onjunto de atributos es de la forma Aω(r′,r)

=
Ar − Ar′ . Diha relaión ontendrán una únia tupla, siendo ésta de la forma
(ωdom(a1), ωdom(a2), . . . , ωdom(al)). En diha tupla, ωdom(a) representa un valorausente dentro del dominio asignado al atributo a.Podemos de�nir la reunión natural externa dereha de r y r′ en base a losoperadores básios del álgebra relaional según se india en la Euaión 6.89.
r ⋊⋉= r′ = (r ⋊⋉ r′) ∪

(
(r′ ⊲ r) × ω(r′,r)

)
=

= (r ⋊⋉ r′) ∪
(
(r′ − (r′ ⋉ r))× ω(r′,r)

)
=

=
(
π(Ar∪Ar′)

(
σ(c1=c′1∧c2=c′2∧...∧cm=c′m)

(
r × ρ(c′1,c′2,...,c′m)←(c1,c2,...,cm)(r

′)
)))

∪
( (
r′ −

(
πAr′

(
σ(c1=c′1∧c2=c′2∧...∧cm=c′m)

(
r′ × ρ(c′1,c′2,...,c′m)←(c1,c2,...,cm)(r)

))))

×ω(r′,r)

)(6.89)Adaptaión de las variantes del operador de reunión al álgebra demultirrelaiones omplejas difusas.Como se ha expuesto anteriormente, las diferentes variaiones del operadorde reunión pueden ser expresadas en funión de operadores básios del álgebrarelaional. Como en el aso del operador de reunión natural, estos operadorespueden ser adaptados al ontexto del álgebra de MRCDs apliando las mismas



164 Operadores derivados en el álgebra sobre MRCDsexpresiones algebraias, siempre y uando se sustituyan los operadores básiosdel álgebra relaional lásia por los orrespondientes operadores básios delálgebra de MRCDs.Heha esta adaptaión, se obtendrán los diferentes operadores de reuniónpara el álgebra de MRCDs on un omportamiento similar al desrito para sushomólogos del álgebra relaional lásia. No obstante, se deberá tener en uentaque los nuevos operadores, además de tener un omportamiento similar a nivelde tupla, afetarán a la ardinalidad y grado de ertidumbre que éstas poseenen la MRCD resultante de su apliaión debido al maro multirrelaional en quese aplian.Con respeto a la ardinalidad de las tuplas de la MRCD resultante de laapliaión de uno de estos operadores de reunión, se ha de destaar que éstaindia el número de emparejamientos que ada una de las tuplas representa(ontabilizando los dupliados de la tuplas emparejadas que son indiados porla ardinalidad asoiada a éstas en la MRCD de la que proeden). Esto resultaevidente uando se trata de una reunión natural o una θ-reunión. En el aso deuna semireunión, este heho no resulta tan intuitivo ya que la MRCD resultanteontiene exlusivamente a tuplas que perteneen a una de las MRCD operando,por lo que puede resultar sorprendente enontrar una variaión (on respetoa las que éstas poseen en la MRCD de la que provienen) en la ardinalidadasignada en dihas tuplas aun siendo este omportamiento oherente on lasemántia del operador. Por último, para el aso de la reunión natural externa sehabrá de tener en uenta la ardinalidad asignada a la tupla en las MRCDs ω(r,r′)y ω(r′,r). Paree lógio que ésta sea {1.0/1}c para que atúe de forma neutra enel proeso de agregaión on la ardinalidad de las tuplas desemparejadas.En lo que se re�ere al grado de ertidumbre las tuplas de la MRCD resultantede la apliaión de uno de estos operadores de reunión, éste proederá de laagregaión de los grados asoiados a ada una de las tuplas emparejadas. Unavez más, este proeso de agregaión resulta evidente para la reunión natural yla θ-reunión. Al igual que anteriormente, éste omportamiento puede resultarpoo intuitivo en el aso de la semireunión. Téngase en uenta que las tuplasperteneientes a la MRCD resultante de la semireunión de dos MRCDs r y r′,
(r ⋉ r′), re�ejan a aquellas tuplas de r que han podido emparejarse on algunatupla en r′. Obsérvese, por tanto, que esta operaión de emparejamiento ha detener en uenta los valores de los atributos omunes de las tuplas de la MRCD
r′, aunque éstos no formen parte de las tuplas de (r⋉ r′). Por ello, paree lógioque se tenga en uenta el grado de ertidumbre asoiado a estos valores mediantela agregaión del mismo on el grado de ertidumbre asoiado a las tuplas de
r. De esta forma, el nuevo grado de ertidumbre asoiado a ada tupla en laMRCD resultante india bajo qué ondiiones de ertidumbre se ha realizado elemparejamiento (o los emparejamientos) que ésta representa. En lo que se re�erea la reunión natural externa, la tupla de las MRCDs ω(r,r′) y ω(r′,r) deberá tenerasoiado un grado de ertidumbre de 1.0. De esta forma, al igual que se planteóen el aso de las ardinalidades, éste atuará omo elemento neutro en el proesode agregaión del grado de ertidumbre on las tuplas desemparejadas.Además de lo anterior, se ha de haer una onsideraión expresa en lo quese re�ere a la apliaión del operador de diferenia de MRCDs en el aso dela antireunión. Como se menionó en la seión dediada a diho operador, lasemántia asoiada al mismo en el maro relaional lásio es muy diferente a laque éste tiene uando se aplia sobre MRCDs. En el primer aso, este operador



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 165se emplea genériamente omo la negaión del uanti�ador existenial. Porejemplo, en el aso de la antireunión de dos relaiones r y r′, lo que se pretendeal apliar el operador de diferenia es obtener aquellas tuplas de r que no existenen (r⋉ r′). Cuando el operador de diferenia se aplia sobre MRCDs éste no essiempre el aso ya que en el maro de las MRCDs se ha de tener en uenta laardinalidad asoiada a las tuplas de sus operandos. De esta forma, el resultadode la apliaión del operador de diferenia no es eliminar de forma absoluta dela MRCD minuendo aquellas tuplas presentes en la MRCD substraendo si nosubstraer las ardinalidades asoiadas a las mismas. Por tanto, es perfetamenteposible que en la MRCD resultante de la diferenia de dos MRCDs esté presenteuna tupla que a su vez está presente en las MRCDs minuendo y substraendo.En el aso de las MRCDs, el operador de diferenia sólo se omporta omo lanegaión del uanti�ador existenial uando las ardinalidades de las tuplas dela MRCD minuendo son menores o iguales que las asoiadas a éstas en la MRCDsubstraendo. Éste, preisamente, es el aso de la expresión r − (r ⋉ r′) uando
r y r′ son MRCDs. La ardinalidad de ualquier tupla en r que sea suseptiblede ser emparejada on alguna tupla en r′ siempre será menor o igual a la deésta en (r ⋉ r′), ya que la apliaión del operador de semireunión sólo puederesultar en un inremento o mantenimiento de la ardinalidad asoiada a estastuplas. Téngase en uenta que el operador de semireunión se expresa omo elproduto artesiano de sus operandos junto on una apliaión posterior, sobreel resultado del produto, del operador de seleión.Finalmente, también se ha de onsiderar la naturaleza de los valores ausentesque se emplean en la tupla existente en las MRCDs ω(r,r′) y ω(r′,r) empleadas enla expresiones en las que se expresan los diferentes operadores de reunión naturalexterna onsiderados anteriormente. Como se indió en el apítulo anterior, elpresente modelo onsidera tres tipos de valores ausentes, por lo que habrá dedeterminarse uál de ellos es empleado omo valor en la únia tupla de lasMRCDs ω(r,r′) y ω(r′,r). Dado que la semántia de los tipos de valores ausentes
unk y ni inluye la posibilidad de que el valor exista, no paree lógio que seemplee estos en el ontexto de los operadores de reunión natural externa, enel que los valores ausentes se emplean onretamente para indiar la areniade un valor para el atributo. Preisamente, ese es el ometido de los valoresausentes de tipo dne, por lo que será este tipo de valores el que se deba emplearen la tupla de las itadas MRCDs.Hehas las onsideraiones anteriores, la adaptaión de las distintas variaio-nes del operador de reunión onsideradas anteriormente es direta. Por motivosde brevedad no se inluirá en este trabajo ada una de ellas. A modo de ejemplo,y aprovehando que se requerirá en seiones posteriores, se inluirá la de�niióndel operador de reunión natural externa izquierda en el ámbito del álgebra deMRCDs. Ésta es omo se india a ontinuaión.De�niión 6.38 (Reunión natural externa izquierda). Sean m1 y m2 dosMRCDs tales que un subonjunto de sus atributos son ompatibles, esto es,
Am1 ∩Am2 6= ∅ y dom|(Am1∩Am2)

m1 = dom
|(Am1∩Am2)
m2 .La reunión natural externa izquierda de m1 y m2, notada omo (m1=⋊⋉ m2),es una MRCD de�nida omo se india en la Euaión 6.90.

(m1=⋊⋉ m2) = (H(m1=⋊⋉m2),B(m1=⋊⋉m2)) (6.90)



166 Operadores derivados en el álgebra sobre MRCDsEn lo anterior, la abeera de m1 =⋊⋉ m2 está de�nida omo se india en laEuaión 6.91 y su uerpo según se india en la Euaión 6.92.
H(m1=⋊⋉m2) = (A(m1=⋊⋉m2), dom(m1=⋊⋉m2)) (6.91)
B(m1=⋊⋉m2) = (T(m1=⋊⋉m2), U(m1=⋊⋉m2)) (6.92)Los omponentes de abeera y uerpo están de�nidos omo sigue:El onjunto de atributos de (m1 =⋊⋉ m2) de de�ne omo se india en laEuaión 6.93.

A(m1=⋊⋉m2) = Am1 ∪ Am2 (6.93)Su funión dominio, dom(m1=⋊⋉m2), está de�nida según se india en laEuaión 6.94.
dom(m1=⋊⋉m2)(a) =

{
domm1(a) si a ∈ Am1

domm2(a) si a ∈ Am2

∀a ∈ A(m1=⋊⋉m2) (6.94)El onjunto de tuplas de la MRCD resultante, T(m1=⋊⋉m2), se de�ne segúnla funión araterístia que se muestra en la Euaión 6.95
ωT(m1=⋊⋉m2)

(t) =

=





ωTm1
(t1)⊠ Tm2(t2) si ∃!t1 ∈ Tm1 |(t

|Am1

1 = t|Am1 ) ∧

∃!t2 ∈ Tm2 |(t
|Am2
2 = t|Am2 )

ωTm1
(t1) si ∃!t1 ∈ Tm1 |(t

|Am1

1 = t|Am1 ) ∧

∄t2 ∈ Tm2 |(t
|Am2

2 = t|Am2 ) ∧

∀a ∈ (Am2 −Am1), (t(a) = dnedomm2(a)
)

{1.0/0}2 en aso ontrario
∀t ∈ T(m1=⋊⋉m2) (6.95)La funión de ertidumbre de la MRCD resultante, Um1=⋊⋉m2 , se de�ne taly omo se india en la Euaión 6.96.

U(m1=⋊⋉m2)(t) =

{
Um1(t

|Am1 )⊗ Um2(t
|Am2 ) si t|Am2 ∈ Tm2

Um1(t
|Am1 ) en aso ontrario

∀t ∈ T(m1=⋊⋉m2) (6.96)



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 167Obsérvese que, en la anterior de�niión, las ondiiones de apliaión delos dos primeros asos de la Euaión 6.95 exigen la uniidad de las tuplas t1y t2 en, respetivamente, las MRCDs m1 y m2. Debido a que las ondiionesimpuestas a estas tuplas determinan los valores que éstas han de tener asoiadosa la totalidad de sus atributos, la uniidad exigida será satisfeha (siempre queéstas existan) ya que las MRCDs a las que perteneen han de estar en FNPE. Loontrario impliaría que dos tuplas de una misma MRCD poseerían una mismasignatura, lo ual inurriría en una ontradiión. Este misma situaión se dapara la ondiión de apliaión del primer aso de la Euaión 6.96.Ilustraremos el funionamiento del operador de reunión natural externa iz-quierda, formalizado anteriormente, empleando el siguiente ejemplo.Ejemplo 6.7. Continuemos empleado el maro usado en los ejemplos 6.3 y6.6, en el que se deseaba ruzar la informaión de las reservas de eventos quemaneja el entro de negoios (representada en la MRCD r′′) y la de las reservasde material neesario para la elebraión de ada una de la sesiones paralelasasoiadas a dihos eventos (informaión que está ontenida en la MRCD m).Ambas MRCDs, r′′ y m, están de�nidas en el Ejemplo 6.3.En el Ejemplo 6.6 la informaión de r′′ y m se ruzó apliando sobre lasmismas el operador de reunión natural. La MRCD resultante del proeso dereunión se desribió en diho ejemplo, estando su uerpo onretamente de�-nido según se india en la Tabla 6.13. En diho uerpo se muestran una seriede tuplas que proeden del emparejamiento de las perteneientes a las MRCDs
r′′ y m, representando éstas los requisitos materiales totales neesarios para laelebraión de ada uno de los eventos representados en r′′. Se ha de notar queen diha MRCD no se muestran aquellos eventos que no requieren de ningúnmaterial para la elebraión de sus reuniones paralelas, ya que estos no poseenorrespondenia on tupla alguna en m.Supongamos que deseamos que la MRCD proedente de la reunión de r′′ y mdesrita anteriormente inluya de forma explíita (al ontrario de omo suedeen el aso desrito anteriormente) a aquellos eventos que no tienen asoiado nin-gún requisito material. Para ello, sustituiremos el operador de reunión naturalapliado en el Ejemplo 6.6 por el operador de reunión natural externa izquierda.De esta forma, proederemos a apliar la expresión algebraia (r′′ =⋊⋉ m). Estaexpresión resulta en una MRCD uya abeera es idéntia a la desrita para
(r′′ ⋊⋉ m) en el Ejemplo 6.6, ya que la diferenia entre ambos operadores ra-dia exlusivamente en la forma de determinar las tuplas que forman parte deluerpo de la MRCD resultante del proeso de reunión. El uerpo de la MRCD
(r′′=⋊⋉ m) es de la forma que se india en la Tabla 6.14.Obsérvese que el uerpo de (r′′ =⋊⋉ m) posee una tupla más que el de (r′′ ⋊⋉
m). Ésta, la uarta según el orden en que se muestran las tuplas en la Tabla 6.14,se orresponde on la tupla terera de r′′ (según el orden en que se muestran lastuplas en la Tabla 6.6). Ésta no posee orrespondenia en m, por lo que quedóexluida del uerpo de (r′′ ⋊⋉ m). La forma en la que ésta tupla se re�eja en eluerpo de (r′′=⋊⋉ m) muestra tal falta de orrespondenia, onretamente por elvalor ausente que re�eja el atributo material.



168 Operadores derivados en el álgebra sobre MRCDs
U(r′′=⋊⋉m) T(r′′=⋊⋉m) t(r′′=⋊⋉m)feha material1.0 {1.0/2, 0.6/5, 0.3/6}c 4-6-2010 videoproyetor1.0 {1.0/40, 0.6/125, 0.3/180}c 4-6-2010 uaderno0.5 {0.3/3}c 14-9-2010 videoproyetor1.0 {1.0/2}c 21-11-2010 dneDmaterial0.5 {0.3/20}c 9-12-2010 uadernoTabla 6.14: Cuerpo de la MRCD (r′′=⋊⋉ m)6.4.2. InterseiónEl operador de interseión, apliado sobre un par de relaiones ompati-bles, resulta en una relaión de la que forman parte aquellas tuplas existentesen ambos operandos. En la presente seión estudiaremos la forma en que di-ho operador puede ser expresado en funión de operadores básios del álgebrarelaional y su transposiión al álgebra de MRCDs.6.4.2.1. El operador de interseión en funión de operadores básiosdel álgebra relaionalEste operador puede ser expresado en base a operadores básios del álgebrarelaional de la siguiente forma.De�niión 6.39 (Interseión en funión de operadores básios del álgebrarelaional). Sean r y r′ dos relaiones ompatibles.Podemos de�nir la interseión de r y r′ en base a los operadores básios delálgebra relaional según se india en la Euaión 6.97.

r ∩ r′ = r − (r − r′) (6.97)Obsérvese que en la de�niión anterior el operador de interseión ha sidode�nido exlusivamente en base al operador de diferenia. El objetivo de talexpresión es hallar aquellas tuplas de r que no existen en r′, y posteriormenteeliminar de r aquellas tuplas que no existen en el onjunto anterior. Una vezmás, y doblemente en este aso, el operador de diferenia de relaiones se haempleado omo la negaión del uanti�ador existenial. Como ya se indió en elaso del operador de antireunión, este uso del operador de diferenia puede no serequivalente en el ontexto del álgebra de MRCDs y, por tanto, signi�ar algunadi�ultad en la transposiión del operador de interseión al itado ontexto.De heho, el uso que se hae del operador de diferenia en la De�niión 6.39omo negaión de uanti�ador existenial no es equiparable en el ontexto dela expresión indiada en la Euaión 6.97 uando r y r′ son MRCDs. Como seindió anteriormente, en el aso del operador de antireunión este uso era equi-parable porque se puede asegurar que, para las tuplas omunes de las MRCDspartiipantes, sus ardinalidades asoiadas en la MRCD minuendo son meno-res o iguales a las que estas poseen en la MRCD sustraendo. En ambio, en elaso de la expresión indiada en la Euaión 6.97, tal ondiión no se umple



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 169de manera general. Este heho, por tanto, impide la de�niión del operador deinterseión en funión de los operadores básios del álgebra de MRCDs segúnla equivalenia indiada para el aso del álgebra relaional lásia mostradoanteriormente.6.4.2.2. El operador de interseión en el álgebra de multirrelaionesomplejas difusasAl no ser posible de�nir el operador de interseión en funión de operadoresbásios del álgebra de MRCDs, éste deberá de�nirse de forma espeí�a dentrodel ontexto de las MRCDs. Para ello, será neesario onsiderar diversos aspetosdel funionamiento de éste operador.Como se indió al iniio del presente apartado, el ometido básio del ope-rador de interseión es detetar aquellas tuplas que están presentes en sus dosMRCDs operandos o, lo que es lo mismo, los pares de tuplas (donde las tuplasdel par proeden de uno y otro operando) que son equivalentes. Por tanto, antesde abordar ésta de�niión habrá de determinarse en qué forma onsideraremosequivalentes dos tuplas dadas. Paree lógio que en este aspeto apliquemos,omo se ha heho en el aso del operador de unión, la equivalenia de tuplas enfunión de su signatura.Cada pareja de tuplas equivalente dará lugar a una tupla en la MRCD resul-tante de la apliaión del operador de interseión. Como en el aso del opera-dor de unión MRCDs, será neesario determinar una únia tupla que representediho par uando, a pesar de que las signaturas de las tuplas oinidan, no oin-idan los valores de todos sus atributos. Para este ometido podremos haer usodel onepto de tupla representante de�nido en el apartado dediado al operadorde unión de MRCDs, ya que el aso es equivalente.Además de determinar una tupla representante para ada par, será neesariodeterminar la manera en que se agregarán las ardinalidades y grados de erti-dumbre asoiados a ambas tuplas. En primer lugar, para el aso de la agregaiónde ardinalidades, emplearemos omo referenia al operador de interseión demultionjuntos difusos. Éste emplea la funión mínimo para agregar los paresde ardinalidades, eleión que es oherente on la semántia asoiada al opera-dor. Por tanto, la presente propuesta apliará la misma funión. En el aso dela agregaión de grados de ertidumbre, habrá que tener en uenta que la tu-pla representante es una agregaión onjuntiva de las tuplas representadas. Portanto, para mantener la semántia del proeso de agregaión de tuplas, pareelógio que los grados de ertidumbre sobre los valores de los atributos asoiadosal par de tuplas sean agregados empleando una t-norma.Según lo anterior, de�niremos formalmente el operador de interseión deMRCDs omo se india a ontinuaión.De�niión 6.40 (Interseión). Sean m1 y m2 dos MRCDs ompatibles. Launión de m1 y m2, notada omo (m1 ∩m2), es una MRCD de la forma que seindia en la Euaión 6.98.
(m1 ∩m2) = (Hm1 ,B(m1∩m2)) (6.98)En la anterior euaión, el uerpo de (m1∩m2) está de�nido según se indiaen la Euaión 6.99.
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B(m1∩m2) = (T(m1∩m2), U(m1∩m2)) (6.99)Los omponentes del uerpo de m1∩m2 están de�nidos de la siguiente forma:El onjunto de tuplas de (m1 ∩m2), T(m1∩m2), está de�nido según la fun-ión araterístia que se india en la Euaión 6.100.

ωT(m1∩m2)
(t) =

=





mı́n(ωTm1
(t1), ωTm2

(t2)) si ∃!t1 ∈ Tm1 |(r[t1](Tm1∪Tm2 )
= t) ∧

∃!t2 ∈ Tm2 |(r[t2](Tm1∪Tm2 )
= t)

{1.0/0}2 en otro aso
∀t ∈ T(m1∩m2) (6.100)La funión de ertidumbre de la MRCD resultante de la interseión,

U(m1∪m2), es de la forma que se india en la Euaión 6.101.
U(m1∩m2)(t) = Um1(t1)⊗ Um2(t2)

∀t ∈ T(m1∪m2)|(∃!t1 ∈ Tm1 |(r[t1](Tm1∪Tm2 )
) ∧

∃!t2 ∈ Tm2 |(r[t2](Tm1⊎Tm2 )
= t)) (6.101)Como se indió en el aso del operador de unión, en las euaiones 6.100(en la ondiión que determina la apliaión de su primer aso) y 6.101 (enla ondiión que determina la apliabilidad de la misma) se requiere que lastuplas t1 y t2 sean las únias tuplas de m1 y m2, respetivamente, uya tuplarepresentante sea la tupla t. Se ha de remarar que la uniidad de estas tuplas,uando éstas existen, se puede garantizar graias a que las MRCDs m1 y m2 hande estar en FNPE. Debido a ello, no pueden existir en dihas MRCDs dos tuplason una misma signatura y, en de�nitiva, on una misma tupla representante.Ilustraremos el funionamiento del operador de interseión de MRCDs em-pleando el siguiente ejemplo.Ejemplo 6.8. Siguiendo on el maro desrito en el Ejemplo 6.4, en el quese pretende obtener un informe onsolidado por años de las reservas registra-das a partir de las tablas de reserva de ada una de las suursales del entrode negoios, busaremos ahora obtener un informe anual sobre las araterís-tias mínimas, en lo que se re�ere a número de reuniones paralelas, de dihasreservas.Para realizar esta tarea, supondremos, por simpliidad y siguiendo el maroanteriormente menionado, que el entro de negoios tiene asoiadas dos su-ursales que denominaremos A y B. Los datos anuales de las reservas de estas



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 171suursales se enuentran re�ejados en las MRCDs rA y rB , MRCDs que fueronde�nidas en el Ejemplo 6.4. Nótese que rA y rB son MRCDs ompatibles.Podremos obtener el informe requerido a partir de las MRCDs rA y rB reali-zando la interseión de las mismas. La MRCD resultante, debido a la semántiaque este operador tiene en el ontexto del álgebra de MRCDs, ontendrá las tu-plas omunes a ambas MRCDs on una ardinalidad asoiada que se orrespondeon el mínimo de la que éstas tienen asoiada en las MRCDs partiipantes.La interseión de rA y rB , (rA ∩ rB), es una MRCD uya abeera es de lamisma forma que lo es la abeera de las MRCDs partiipantes. Con respeto aluerpo de (rA ∩ rB), éste está de�nido según se india en la Tabla 6.15.Obsérvese ómo el proeso para la determinaión de las tuplas omunes en
rA y rB se basa en la búsqueda de tuplas on signatura idéntia y no en laigualdad exhaustiva del valor de todos los atributos de las tuplas. De heho,las tuplas en los pares detetados en el anterior proeso, aún on una mismasignatura, no poseen un valor igual para todos los atributos. Conretamente, lastuplas primeras de las MRCDs rA y rB (según el orden en que éstas se muestranrespetivamente en las tablas 6.2 y 6.10) son emparejadas, aún no oinidiendotodos los valores de sus atributos, ya que omparten una misma signatura. Elmismo aso se da para el par formado por las tuplas terera de rA y segunda de
rA.Obsérvese también que la disrepania en los omponentes que no forman lasignatura en las tuplas emparejadas provoa que éstas se vean representadas enla MRCD (rA ∩ rB) mediante una tupla que agrega sus valores. Conretamente,el par de formado por la primeras tuplas de rA y rB está representado por laprimera tupla de (rA ∩ rB) (siguiendo el orden en que éstas se muestran enla Tabla 6.15), la ual posee unos valores para los atributos no signatura queproeden de la agregaión de los valores asoiados a las tuplas originales. Estemismo aso se da para la segunda tupla de (rA∩rB), que representa a las tuplasdel par formado por la terera tupla de rA y la segunda tupla de rB.Nótese que las ardinalidades asoiadas a las dos tuplas del uerpo de laMRCD (rA ∩ rB) se orresponden on el mínimo de las ardinalidades de aso-iadas a las tuplas que forman el par que éstas representan. De la misma forma,el grado de ertidumbre asoiado a las tuplas de la MRCD (rA ∩ rB) proede dela agregaión, empleando una t-norma, del grado de las tuplas que forman elpar que éstas representan. Se ha de destaar que en el presente ejemplo se haempleado omo t-norma la funión mínimo. La agregaión de grados de erti-dumbre queda ilustrada en el grado de ertidumbre asoiado a la segunda tuplade (rA ∩ rB), ya que las tuplas que forman el par que ésta representa no poseengrados de ertidumbre oinidentes.6.4.3. DivisiónEl operador de división es un operador relaional binario no onmutativo.Por simpliidad, siempre diremos que éste se aplia sobre un par de relaionesque denominaremos r y r′ y que respetivamente harán las vees de operadorizquierdo y dereho. Para la apliaión del mismo, y al igual que ourre on otrosoperadores omo el produto artesiano, la unión o la interseión, los onjuntosde atributos de sus operandos han de umplir una determinada ondiión. Enel aso de la división, el onjunto de atributos de r′ ha de ser un subonjuntodel onjunto de atributos de r, esto es Ar′ ⊂ Ar. La apliaión de este operador
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Operadoresde

rivadosenelá
lgebrasobreM

RCDs
U(rA∩rB) T(rA∩rB) t(rA∩rB)año requisitosasistentes atering intérpretes0.5 {1.0/1, 0.3/2}c 2010 entre(20, 26) 〈0.5, sí〉 {1.0/9, 0.75/11, 0.5/19}c Inglés

{1.0/3, 0.75/4, 0.5/6}c Alemán

{1.0/1, 0.75/5}c Franés

{0.5/4}c Italiano1.0 {0.3/2}c 2011 hasta(10) 〈0.5, no〉 {0.75/3}c ItalianoTabla 6.15: Cuerpo de (rA ∩ rB)



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 173resultará en una relaión, que notaremos omo (r ÷ r′), uyas tuplas represen-tarán a una parte de los distintos onjuntos de tuplas de r que poseen un valoromún para los atributos que posee exlusivamente r. El riterio de seleiónde estos onjuntos de tuplas será satisfeho sólo por aquellos onjuntos para losque, por ada tupla en r′, exista al menos una del onjunto on un valor similarpara los atributos que r y r′ omparten.De manera más informal, se puede ver la división omo un operador quepermite seleionar de entre un grupo de elementos (representados por las tuplasde r), aquellos que umplen todo un onjunto de requisitos (representados porlas tuplas de r′).6.4.3.1. El operador de división en funión de operadores básios delálgebra relaionalEste operador puede ser expresado en base a operadores básios del álgebrarelaional tal y omo se muestra a ontinuaión.De�niión 6.41 (División en funión de operadores básios del álgebra rela-ional). Sean r y r′ dos relaiones tales que Ar′ ⊂ Ar.Podemos de�nir la división de r y r′ en base a los operadores básios delálgebra relaional según se india en la Euaión 6.102.
r ÷ r′ = π(Ar−A′

r)
(r) − π(Ar−A′

r)
((π(Ar−A′

r)
(r) × r′)− r) (6.102)La expresión equivalente al operador de división indiada anteriormente re-sulta ompleja. No obstante, ésta puede ser fáilmente omprendida si se onoeel objetivo de ada una de sus subexpresiones.La desomposiión en subexpresiones está desrita en la seuenia de eua-iones omenzando por la Euaión 6.103 y �nalizando en la Euaión 6.106.Ésta failita la omprensión, permite brevedad y laridad de la notaión. Enprimer lugar, se ha de notar que la expresión s, mostrada en la Euaión 6.103,busa obtener una relaión uyas tuplas representan a todos los onjuntos de tu-plas de r que poseen un valor omún para los atributos del onjunto (Ar−Ar′).Posteriormente, la expresión p, mostrada en la Euaión 6.104, se empleará paraobtener una relaión ompatible on r uyas tuplas representan todas las po-sibles ombinaiones entre los onjuntos de tuplas de r, representados por lastuplas de s, y las tuplas en r′. La apliaión del operador de diferenia en laexpresión mostrada en la Euaión 6.105 busa obtener aquellas ombinaionesposibles de las tuplas en s y r′ que no existen en r. Posteriormente, la apli-aión del operador de proyeión sobre (p − r), para obtener q, resultará enuna relaión uyas tuplas representarán a los onjuntos de tuplas de r, que sonrepresentados en su totalidad por las tuplas de s, que no satisfaen el riteriode seleión desrito al iniio del presente apartado. Finalmente, la expresión

s− q en la Euaión 6.106 resultará en una relaión que inluirá sólo a aquellastuplas de s que umplen el itado riterio de seleión.
s = π(Ar−A′

r)
(r) (6.103)

p = s× r′ (6.104)
q = π(Ar−A′

r)
(p− r) (6.105)

r ÷ r′ = s− q (6.106)



174 Operadores derivados en el álgebra sobre MRCDsNótese que, al igual que en el aso de las equivalenias mostradas para laantireunión y la interseión, el operador de diferenia entre relaiones se empleaomo la negaión del uanti�ador existenial en la Euaión 6.102, onreta-mente en las subexpresiones 6.105 y 6.106 en las que ésta se desompone. Se haremarar, una vez más, que este uso del operador de diferenia no es equiparablede manera general en el maro del álgebra de MRCDs. Conretamente, en elaso de la expresión mostrada en la Euaión 6.105 la equiparaión de este usono puede ser garantizada, ya que es posible que las tuplas omunes de p y rposean una ardinalidad mayor en la primera MRCD que en la segunda. Se hade tener en uenta que las tuplas de p proeden de la ombinaión de las tuplasde s y de las de r′. Las tuplas de s, al proeder esta MRCD de la apliaiónde operador de proyeión sobre r, tendrán una ardinalidad igual o superior alas tuplas de las que éstas proeden. Además, al apliar el produto artesiano
s× r′ para obtener p, esta ardinalidad podrá inrementarse nuevamente.La imposibilidad de garantizar, en el aso onreto de la expresión mostradaen la Euaión 6.102, la equiparaión del operador de diferenia entre MRCDsomo la negaión del uanti�ador existenial, hae diha expresión inapliableen el ámbito de las MRCDs.6.4.3.2. El operador de división en el álgebra de multirrelaión om-plejas difusasDada la imposibilidad de la de�niión del operador de división en base aoperadores básios del álgebra de MRCDs, será neesario de�nir éste dentrodel ontexto de las MRCDs de forma espeí�a. Antes de rear la itada de�-niión, será neesario tener en uenta diversos aspetos del funionamiento deéste operador.En primer lugar, será neesario estipular la forma en que se determinaránlos diferentes onjuntos de tuplas en r que tienen asoiado un mismo valor paralos atributos que posee exlusivamente diha MRCD. Como se ha disutido alo largo de este trabajo, la identidad de una tupla en el modelo relaional vienedada por el valor de sus atributos. En ambio, en el ontexto de la MRCDs,la identidad de una tupla está determinada por su signatura. Por tanto, pareelógio que la transposiión del operador de división al itado ámbito, determinelos diferentes onjuntos en los que se dividen las tuplas de r para esta operaiónalgebraia en funión de la signatura restringida de las mismas y no en funiónde los valores de todos sus atributos. Este ambio impliará que ada onjuntode tuplas de r deba ser representado en la MRCD (r ÷ r′) por una tupla uyosvalores asoiados a sus atributos proedan de la agregaión de los valores (po-siblemente distintos) asoiados a dihos atributos para las tuplas del onjuntoque ésta representa. Este tipo de agregaión oinide on el empleado para ladeterminaión de tuplas representantes en el aso de operador de proyeión.Finalmente, este ambio en la forma en que se determinarán los onjuntos detuplas de r y sus representantes en (r ÷ r′) asegurará que esta última MRCDestará en FNPE.En segundo lugar, se ha de tener en uenta que la onsideraión anteriorsobre la identi�aión de tuplas por su signatura, y no sobre el valor de todossus atributos, implia que el riterio de seleión que aplia el operador dedivisión sobre los onjuntos de tuplas en que se divide r se basará en la signaturarestringida al onjunto de atributos de r′ de las tuplas en r en lugar de en el



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 175valor de todos los atributos de estas.En terer lugar, se debe determinar el signi�ado de las ardinalidades ygrados de ertidumbre asoiados a las tuplas de las MRCDs partiipantes enla operaión de división y en la MRCD resultante de la misma. Paree naturalque, en la trasposiión del operador de división en el ámbito de las MRCDs, seaprovehen las apaidades expresivas adiionales que ofreen las ardinalida-des asoiadas a sus tuplas para indiar restriiones uantitativas en r′. Estasrestriiones uantitativas permitirán indiar la ardinalidad mínima que ha deposeer ualquier tupla de r que se emplee para satisfaer la ondiión que im-ponga una tupla en r′. Dado que las ardinalidades que se emplean son difusas,éstas, además de las itadas restriiones uantitativas, permitirán la espei�-aión de restriiones ualitativas. Como se verá en el ejemplo inluido en elpresente apartado, éstas restriiones ualitativas podrán ser apliadas de forma�exible.Según los planteamientos anteriores, el riterio de seleión de los onjuntosde tuplas de r se reformulará, dentro del ámbito de álgebra de las MRCDs,on respeto al que se aplia en el ámbito relaional y se subdivide en dosondiiones referentes a la signatura restringida y a la ardinalidad asoiada ala tupla evaluada. Éste se satisfará si, por ada tupla t′ de r′, existe al menos unatupla t del onjunto de tuplas evaluado uya signatura restringida al onjuntode atributos de r′ oinide on la signatura de t′ y la ardinalidad asoiada a ten r es igual o superior a la asoiada a t′ en r′.En uarto lugar, podemos onsiderar que el operador de división en el ámbitode las MRCDs puede ofreer un resultado más rio en el que se indique, porada onjunto de tuplas de r, la antidad (difusa) de vees que puede éstesatisfaer los requisitos impuestos por r′. Éste preisamente será el signi�adoasoiado a la ardinalidad difusa de ada tupla en (r ÷ r′)). De esta forma, laardinalidad de ada tupla en la MRCD (r ÷ r′) se obtendrá omo el mínimode oasiones que ada tupla del onjunto que ésta representa puede satisfaerlos requisitos uantitativos del riterio de seleión. A su vez, este número deoasiones en que se satisfaen los requisitos se obtendrá para ada tupla t de rapliando el operador de división optimista de ardinalidades difusas empleandoomo dividendo la ardinalidad asoiada a t en r y omo divisor la ardinalidadasoiada a la tupla t′ de r′ on la que t se empareja.En quinto y último lugar, se ha de onsiderar ómo se determinará el gradode ertidumbre de las tuplas en la MRCD (r ÷ r′). Debido a que los valores deéstas tuplas proeden de la agregaión de los valores asoiados a las tuplas deuno de los onjuntos de tuplas en que se divide r, paree lógio que el gradode ertidumbre asoiado a éstas sea una agregaión onjuntiva de los gradosde ertidumbre de ada una de las tuplas de las que proede el valor de susatributos. No obstante, dado que una parte de las ondiiones impuestas porada tupla t′ de r′ están basadas en el valor de sus atributos signatura, pareelógio que también se onsidere el grado de ertidumbre asoiado a los itadosvalores. En de�nitiva, el grado de ertidumbre de una tupla de la MRCD (r÷r′)debe indiar bajo qué ondiiones de ertidumbre se umplieron las ondiionesestableidas por las tuplas de r′. Para ello, el grado de ertidumbre asoiado alas tuplas de r′ deberá ser agregado al asoiado a las tuplas de ada onjunto de
r on las que se emparejan. Estas agregaiones, debido a su aráter onjuntivo,se realizarán apliando una t-norma.Según lo anterior, de�niremos formalmente el operador de división de MRCDs



176 Operadores derivados en el álgebra sobre MRCDsomo se india a ontinuaión.De�niión 6.42 (División). Sean m1 y m2 dos MRCDs tales que Am2 ⊂ Am1 .La división de m1 entre m2, notada omo (m1 ÷m2), es una MRCD de laforma que se india en la Euaión 6.107.
(m1 ÷m2) = (H(m1÷m2),B(m1÷m2)) (6.107)La abeera y uerpo de (m1÷m2) son de la forma indiada en las euaiones6.108 y 6.109 respetivamente.
H(m1÷m2) = (A(m1÷m2), dom(m1÷m2)) (6.108)
B(m1÷m2) = (T(m1÷m2), U(m1÷m2)) (6.109)Los omponentes de la abeera y el uerpo anteriores son omo se india aontinuaión:El onjunto de los atributos de (m1 ÷m2) se de�ne omo se india en laEuaión 6.110.

A(m1÷m2) = Am1 −Am2 (6.110)La funión dominio de (m1 ÷m2), dom(m1÷m2), es de la forma indiadaen la Euaión 6.111.
dom(m1÷m2)(a) = dom

|(Am1−Am2)
m1 ∀a ∈ A(m1÷m2) (6.111)El multionjunto difuso de tuplas de (m1 ÷ m2) está de�nido según lafunión araterístia que se india en la Euaión 6.112. En diha eua-ión, c es una funión de�nida omo se india en la Euaión 6.113 y eloperador � representa la división optimista de ardinalidades difusas.

ωT(m1÷m2)
(t) = ı́nf
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(t2))

∀t ∈ T(m1÷m2) (6.112)
c(t2, t,m1) =
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sig|Am2 (t1) = sig(t2)

{1.0/0}2 en aso ontrario
∀m1 ∈ ∆, ∀t2 ∈ Tm2 |(m2 ∈ ∆ ∧ Am2 ⊂ Am1), ∀t ∈ T(m1÷m2) (6.113)



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 177La funión de ertidumbre de la MRCD (m1 ÷ m2), U(m1÷m2), es de laforma que se india en la Euaión 6.114.
U(m1÷m2)(t) =
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∀t ∈ T(m1÷m2) (6.114)Se ha de destaar en la de�niión anterior, el papel que juega la funión cen la Euaión 6.112. Esta funión c failita la determinaión, dada una tupla
t2, de la tupla t1 (si es que existe) que satisfae el requisito que ésta representa.Cuando existe una tupla t1 que satisfaga el requisito estableido por t2, en elonjunto de tuplas de m1 representadas en (m1÷m2) por la tupla t, la funión cdevolverá la ardinalidad asoiada en m1 a la itada tupla t1. En aso ontrario,la funión devolverá ero.Asimismo, se ha de remarar que la uniidad exigida para el umplimientodel primer aso de la Euaión 6.113 siempre es satisfeha en el aso de queexista una tupla t1 de m1 que umpla las ondiiones adiionales estableidas.Esto es debido a que dihas ondiiones determinan el valor que t1 ha de te-ner asoiado para todos sus atributos signatura (la primera ondiión para losatributos signatura en el onjunto (Am1 −Am2) y la segunda para los atributossignatura perteneientes a Am2). Dado que las anteriores ondiiones determi-nan la signatura de t1, podemos a�rmar que no habrá otra tupla en m1 que lasumpla ya que lo ontrario impliaría que m1 no está en FNPE.Finalmente, se ha de indiar que la de�niión de la funión de ertidumbrede (m1 ÷ m2), en la Euaión 6.114, se presenta de forma simpli�ada. Enlugar de realizar en primer lugar la agregaión de los grados de ertidumbrede las tuplas de m1 y m2 que son emparejadas y posteriormente agregar losgrados de ertidumbre resultantes, se ha optado por reagrupar las agregaiones(aprovehando la propiedad asoiativa de las t-normas) de tal forma que laexpresión resulte más senilla.Ilustraremos el funionamiento de operador de división de MRCDs, desritoanteriormente, on el siguiente ejemplo.Ejemplo 6.9. Como se ha indiado anteriormente, el operador de división seemplea fundamentalmente para obtener el subonjunto de entidades, de un on-junto dado, que satisfaen la totalidad de una serie de ondiiones. Para ilustrarel funionamiento de este operador plantearemos un esenario, dentro del marodel entro de negoios, en el que se desea determinar el subonjunto de ageniasde traduión, de la artera del entro de negoios, que pueden ser subontrata-das para enargarse de los serviios de interpretaión requeridos para una sesiónparalela, dentro de un evento organizado por el itado entro. Para ello, ontare-mos on una MRCD que representa la artera de agenias de interpretaión quetrabajan para el entro de negoios y otra que representa los requisitos, en lo que



178 Operadores derivados en el álgebra sobre MRCDsrespeta a serviios de interpretaión, de ada sesión paralela de un determinadoevento.La primera de estas MRCDs, que omo se ha menionado anteriormenterepresenta la artera de agenias de interpretaión del entro de negoios, serádenominada rC . Las tuplas de rC indian, para ada una de las agenias, la dis-ponibilidad de intérpretes para un determinado idioma. La ardinalidad de adauna ellas representa el número onreto de intérpretes disponibles que tiene laagenia orrespondiente para el idioma indiado. Los grados de las diferentesardinalidades difusas indian el nivel de serviios de interpretaión que los in-térpretes pueden prestar. La semántia asoiada a estos grados será la mismaque la indiada en la Tabla 5.9, de�nida en el Ejemplo 5.17. El grado de erti-dumbre asoiado a ada tupla india el nivel de on�rmaión de los datos que enella �guran. La semántia asoiada a estos grados se orresponde on la indiadaen la Tabla 5.7. La MRCD rC posee una abeera ompuesta por el onjunto deatributos indiado en la Euaión 6.115 y una funión dominio de�nida en laEuaión 6.116. De los atributos del onjunto ArC , el atributo agenia identi�-ará, mediante su nombre, a la agenia de interpretaión a que se re�ere adatupla y el atributo idioma el idioma de interpretaión a que se re�ere ésta. Enla funión de dominio de rC , el dominio Dags se orresponde on el dominiode los nombres de las agenias de interpretaión on las que uenta el entrode negoios en artera. Por simpliidad, diho dominio está de�nido omo seindia en la Euaión 6.117. El uerpo de rC está de�nido según se india enla Tabla 6.16.
ArC = {agenia, idioma} (6.115)

domrC (a) =

{
Dags si a = agenia
Dlang si a = idioma ∀a ∈ ArC (6.116)

Dags = {Abeedarium,Babel,Celeris,Deletraria,Europa} (6.117)La segunda MRCD, que representa los requisitos de interpretaión requeridospor una de las sesiones paralelas de que se ompone un determinado evento,será denominada rD. Cada una de las tuplas de rD representa el requerimientode un serviio de interpretaión para un determinado idioma. La ardinalidadasoiada a éstas servirá para indiar el número de intérpretes y nivel de serviiorequerido, empleando para ello la misma semántia que se ha usado en el aso de
rC . El grado de ertidumbre de las tuplas de rD india el nivel de on�rmaiónde los datos que representan ada uno de los requisitos. La semántia asoiada aestos grados de ertidumbre se orresponde on la indiada en la Tabla 5.7. EstaMRCD posee una abeera formada por un onjunto de atributos uyo úniomiembro es el atributo idioma y una funión dominio que asoia éste on eldominio Dlang (de�nido en el Ejemplo 5.15). Finalmente, el uerpo de rD estáde�nido según se india en la Tabla 6.17.Una vez de�nidas las MRCDs dividendo y divisor, obtendremos la informa-ión requerida apliando sobre ellas el operador de division. La MRCD resultantede esta operaión, (rC ÷ rD), posee una abeera ompuesta por un onjunto deatributos uyo únio miembro es el atributo agenia y una funión dominio que



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 179
UrC TrC trCAgenia Idioma1.0 {1.0/12, 0.75/31, 0.5/32}c Abeedarium Inglés1.0 {1.0/13, 0.75/19}c Abeedarium Alemán0.5 {1.0/2, 0.75/4, 0.5/10}c Babel Inglés1.0 {1.0/1, 0.75/6}c Babel Alemán1.0 {1.0/20}c Celeris Inglés1.0 {1.0/6, 0.75/12, 0.5/20}c Deletraria Inglés1.0 {1.0/4, 0.75/10, 0.5/25}c Deletraria Alemán0.5 {1.0/2, 0.5/6}c Deletraria Italiano0.5 {1.0/4, 0.75/5, 0.5/7}c Europa Inglés0.5 {1.0/8}c Europa AlemánTabla 6.16: Cuerpo de rC

UrD TrD trDIdioma1.0 {1.0/4, 0.75/6, 0.5/8}c Inglés1.0 {1.0/1, 0.75/2, 0.5/4}c AlemánTabla 6.17: Cuerpo de rD



180 Operadores derivados en el álgebra sobre MRCDs
U(rC÷rD) T(rC÷rD) t(rC÷rD)Agenia1.0 {1.0/3, 0.75/4}c Abeedarium0.5 {0.5/1}c Babel1.0 {1.0/1, 0.75/2}c DeletrariaTabla 6.18: Cuerpo de (rC ÷ rD)asoia éste on el dominio Dags. En lo que respeta al uerpo de (rC ÷ rD), ésteestá de�nido según se india en la Tabla 6.18.En el uerpo de (rC ÷ rD) se puede observar que las agenias de interpre-taión que satisfaen los riterios estableidos en rD son Abeedarium, Babel yDeletraria. La ardinalidad asoiada en la MRCD resultante a la tuplas india elnúmero de sesiones paralelas de las araterístias desritas en rD de que adaagenia podría haerse argo.Conretamente, se india que la agenia Abeedarium podría enargarse delos serviios de interpretaión de tres sesiones paralelas. El grado asoiado aesta ardinalidad (1.0) india que la agenia podrá satisfaer ompletamente losrequisitos estableidos para estas tres sesiones. Obsérvese que ésta ardinalidaddifusa india que la agenia Abeedarium podría haerse argo de uatro sesionesparalelas, pero en esta oasión on un grado asoiado de 0.75. El anterior gradoindia el nivel de �exibilidad on el que se han apliado las restriiones, enlo que respeta al nivel de serviio de los intérpretes requeridos, impuestas en

rD. En onreto, este valor india que, si el nivel de serviio máximo de losintérpretes requeridos se redue a 0.75 (que se orresponde on interpretaiónonseutiva), se podrán satisfaer dihas ondiiones en uatro oasiones.Obsérvese que la ardinalidad asoiada a ada una de las tuplas de la MRCDresultante se obtiene omo el mínimo de las ardinalidades difusas que indian elnúmero de oasiones que la agenia puede satisfaer los requisitos, en términosde intérpretes, para ada uno de los idiomas indiados en rD. Por ejemplo, laagenia Abeedarium tiene apaidad para satisfaer los requisitos de intérpretesde inglés para {1.0/3, 0.75/5}c sesiones paralelas. En lo que se re�ere a losintérpretes de alemán requeridos, la agenia puede satisfaer los requisitos de
{1.0/4}c sesiones paralelas. El mínimo de ambas ardinalidades difusas resultaen {1.0/3, 0.75/4}c, que es la ardinalidad asoiada a la tupla de Abeedariumen la Tabla 6.18.La ardinalidad asoiada a la tupla que representa a la agenia Babel en laMRCD resultante ilustra de nuevo las apaidades del operador de división para�exibilizar los requisitos impuestos por la MRCD divisor. Ésta agenia tieneapaidad para satisfaer ompletamente los requisitos de intérpretes de alemánde una sesión paralela. En ambio, en lo que se re�ere a los intérpretes deinglés, la agenia no tiene reursos para satisfaer ompletamente los requisitosde ninguna sesión paralela. Si estos requisitos se �exibilizan, onretamente sise redue el nivel de serviio máximo requerido para los intérpretes de inglés aaompañamiento (grado 0.5 según la Tabla 5.9), la agenia podría satisfaerlosen una oasión. El mínimo de ambas ardinalidades difusas se orresponde on
{0.5/1}c, ardinalidad que india la situaión desrita anteriormente.



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 181En lo que respeta a la agenia Deletraria, su ardinalidad asoiada indiael número de sesiones paralelas que puede atender según la �exibilidad que seaplique en el requisito del nivel de serviio de los intérpretes. Obsérvese que laMRCD rC india que la agenia tiene personal habilitado para realizar interpre-taión en otro idioma distinto al inglés y el alemán. Dado que éste está fuerade los requisitos marados por rD, la tupla que lo representa es ignorada por eloperador de división y su existenia no in�uye en absoluto en el ontenido deluerpo de la MRCD resultante.La agenia Celeris queda exluida del subonjunto que satisfae las ondi-iones estableidas en rD ya que, a pesar de que ésta satisfae los requisitosestableidos en lo que se re�ere a los intérpretes de inglés, no tiene alguna a-paidad para realizar interpretaión de alemán.Por su parte, la agenia Europa posee reursos para realizar interpretaióndel par de idiomas requeridos en rD. No obstante, y a pesar de que la ageniaes apaz de satisfaer los requisitos de interpretaión de alemán, estos reursosno son su�ientes para satisfaer el número de intérpretes de inglés requeridos(independientemente del grado de �exibilidad que se aplique al nivel de serviioque éstos han de satisfaer).En lo que respeta a los grados de ertidumbre de las tuplas de (rC ÷ rD),estos indian el grado de ertidumbre máximo que se puede asoiar a los da-tos presentes en la MRCD resultante en funión del grado de ertidumbre queestá asoiado a sus operandos. El grado de ertidumbre asoiado a la ageniaAbeedarium india que los datos sobre ella están on�rmados. Este grado pro-viene de la agregaión de los datos sobre sus intérpretes indiados en rC y losdatos que indian los requisitos en rD (ambos grupos de datos on un nivel deertidumbre que india su on�rmaión). En el aso de la agenia Babel, sugrado de ertidumbre es menor ya que no todos los datos sobre sus intérpretesen rC indian on�rmaión (onretamente los datos relativos a sus intérpretesde inglés no están on�rmados). La agenia Deletraria tiene un grado de erti-dumbre asignado que india la on�rmaión de sus datos, a pesar de que en rCno todos ellos tienen asignado un grado de ertidumbre máximo. No obstante, laúnia tupla orrespondiente a esta agenia que no tiene un grado de 1.0 es la queindia la disponibilidad de ésta en lo que respeta a intérpretes de italiano, tuplaque, omo se omentó anteriormente, es ignorada por el operador de división yaque en rD no se expresan requisitos para éste idioma.Obsérvese que, debido a que los grados de ertidumbre de las tuplas de rDson máximos, éstos no han evideniado su in�uenia en la determinaión de losgrados de ertidumbre de la MRCD resultante. Si éstos hubiesen sido menores,habría quedado patente el impato que éstos ejeren sobre los grados ed ertidum-bre de la MRCD resultante de la división. Para ilustrar este heho, supongamosque la MRCD rD es sustituida en el atual ejemplo por una nueva MRCD de-nominada rD′ on una abeera similar a la anterior y un uerpo de�nido segúnse india en la Tabla 6.19. Obsérvese que el únio ambio on respeto a rD esel grado de ertidumbre asignado a la tupla que establee los requisitos sobre elnúmero de intérpretes de alemán.Con esta nueva MRCD divisor, la MRCD resultante, (rC ÷ rD′), tendrá unaabeera similar a la indiada anteriormente para (rC ÷ rD) y un uerpo de laforma que se india en la Tabla 6.20. Obsérvese que el únio ambio on res-peto al uerpo de (rC ÷ rD) se da en los grados de ertidumbre asignados a lastuplas. En el aso de (rC ÷ rD′) todas las tuplas tienen un grado de ertidum-



182 Operadores de transformaión de dominios
UrD′ TrD′ trD′Idioma1.0 {1.0/4, 0.75/6, 0.5/8}c Inglés0.5 {1.0/1, 0.75/2, 0.5/4}c AlemánTabla 6.19: Cuerpo de rD′

U(rC÷rD′ ) T(rC÷rD′ ) t(rC÷rD′ )Agenia0.5 {1.0/3, 0.75/4}c Abeedarium0.5 {0.5/1}c Babel0.5 {1.0/1, 0.75/2}c DeletrariaTabla 6.20: Cuerpo de (rC ÷ rD′)bre asoiado de 0.5 y, onretamente, las tuplas que representan a la ageniasAbeedarium y Deletraria ven disminuido su grado de ertidumbre on respetoal que poseen en rC . Esta disminuión india las ondiiones de ertidumbre enque se han emparejado las tuplas de rC y rD′ . En partiular, el grado de erti-dumbre asoiado a la segunda tupla de rD′ (según el orden en que se muestranen la Tabla 6.20) limita el grado de ertidumbre de las tuplas de (rC ÷ rD′).6.5. Operadores de transformaión de dominiosEsta seión está dediada a los operadores que permiten la reaión denuevas MRCD, a partir de MRCD previas, mediante la onversión del dominioomplejo de un determinado atributo en un dominio de otro tipo. Los dominiosomplejos, de�nidos anteriormente, se araterizan por la jerarquía de�nida en-tre sus dominios desendientes. Los operadores de transformaión de dominiospermitirán añadir o eliminar niveles en diha jerarquía.La adiión de niveles a la jerarquía de dominios se pratiará haiendo usode los operadores que denominaremos de agregaión. Este tipo de operadorespermitirán rear nuevos valores omplejos a partir de la omposiión de valorespresentes en las tuplas de la MRCD original. Esto se traduirá en la adiión deun nivel superior a la jerarquía de dominios.La reduión de niveles en la jerarquía se realizará a través de los operado-res que denominaremos de desagregaión. Este tipo de operadores permitiráneliminar el nivel superior de la jerarquía de dominios asoiados a un atributo,lo que impliará la desomposiión de valores omplejos del dominio original ensus omponentes.A ontinuaión de�niremos ada uno de los operadores de desagregaión yagregaión ontemplados. Se seguirá preisamente ese orden, en primer lugar losoperadores de desagregaión y en segundo lugar los operadores de agregaión,para permitir una mejor omprensión a letor de los fatores que afetan a losoperadores de agregaión.



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 1836.5.1. Operadores de desagregaiónComo se ha menionado anteriormente, los operadores de desagregaión per-miten eliminar el nivel superior de la jerarquía de dominios subyaentes deldominio asoiado a un determinado atributo. De esta forma, se obtiene unanueva MRCD derivada de la original que ontiene los omponentes de un de-terminado dominio omplejo difuso de forma desagregada. Existe un operadorde desagregaión por ada tipo de dominio omplejo, exepión heha de losdominios básios ya que estos ontienen exlusivamente valores atómios risp.A ontinuaión detallaremos el funionamiento de ada uno de ellos.6.5.1.1. Desagregaión de atributos on dominio iniertoEn primer lugar, de�niremos el operador para los atributos de dominiosiniertos. Este operador transformará el dominio de un atributo on dominioinierto de tal forma que se separarán los omponentes de los valores iniertosasoiados a este atributo para ada tupla.El dominio resultante de la transformaión será el dominio subyaente deldominio inierto original. Los valores originales, ompuestos por un grado deertidumbre y un valor del dominio subyaente, se desompondrán de tal formaque la ertidumbre de ada valor será agregada on la ertidumbre asoiada asu tupla orrespondiente, y el valor del dominio subyaente permaneerá omovalor del atributo partiipante en la transformaión.El proeso de desagregaión desrito anteriormente se de�ne formalmenteomo se india a ontinuaión.De�niión 6.43 (Desagregaión de atributos on dominio inierto). Sea muna MRCD. Sea u un atributo de m, u ∈ Am, uyo dominio asoiado domm(u)es de tipo inierto, domm(u) ∈ U. La desagregaión en m del atributo u ondominio inierto, notada omo ψu(m), es una MRCD de la forma indiada enla Euaión 6.118.
ψu(m) = (Hψu(m),Bψu(m)) (6.118)La abeera y uerpo de ψu(m) están de�nidos omo se india, respetiva-mente, en las Euaiones 6.119 y 6.120.
Hψu(m) = (Am, domψu(m)) (6.119)
Bψu(m) = (Tψu(m), Uψu(m)) (6.120)Finalmente, los omponentes de abeera y uerpo se de�nen omo se indiaa ontinuaión:La funión de dominio de la MRCD resultante, domψu(m), se de�ne de laforma que se india en la Euaión 6.121.

domψu(m)(a) =

{
domm(a) si a 6= u

sub(domm(u)) si a = u
∀a ∈ Am (6.121)



184 Operadores de transformaión de dominiosEl multionjunto difuso de tuplas de ψu(m) está de�nido según la funiónaraterístia que se india en la Euaión 6.122. En la itada euaión,
t
|Am−{u}
m representa la restriión del dominio de tm, que originalmentees Am, a su subonjunto (Am − {u}). En general, la restriión de unafunión f : J 7→ K a un onjunto L tal que L ⊂ J , notada a partir de estemomento omo f |L, es una funión de la forma f |L : L 7→ K y se de�nesegún se india en la Euaión 6.123.
ωTψu(m)

(t) =

=





ωTm(tm) si ∃α ∈ (0, 1], ∃tm ∈ Tm|

(t
|Am−{u}
m = t|Am−{u} ∧ tm(u) = 〈α, t(u)〉)

{1.0/0}c en otro aso
∀t ∈ Tψu(m) (6.122)

f |L(l) = f(l) ∀l ∈ L, f : J 7→ K,L ⊂ J (6.123)La funión de ertidumbre de la relaión resultante, ψu(m), queda de�ni-da de la forma indiada en la Euaión 6.124. En la itada euaión, elsímbolo ⊗ representa una t-norma.
Uψu(m)(t) = Um(tm)⊗ α

∀t ∈ Tψu(m)|(∃α ∈ (0, 1] ∧ ∃tm ∈ Tm|

(sig(tm) = sig(t) ∧ tm(u) = 〈α, t(u)〉)) (6.124)Nótese que en la Euaión 6.124, la ondiión estableida para que la funiónde ertidumbre Uψu(m) esté de�nida se satisfae para ualquier tupla t ∈ Tψu(m)debido a la de�niión de Tψu(m), indiada anteriormente en la Euaión 6.122.Esta ondiión se inluye solamente al efeto de determinar la tupla tm de laMRCD m que se orresponde on una determinada tupla t de la MRCD ψu(m),así omo el grado de ertidumbre α asoiado al valor inierto del atributo u en
tm. A pesar de que existe una únia tupla tm ∈ Tm que se orresponde on unatupla t ∈ Tψu(m) (heho garantizado ya que m se ha de enontrar en FNPE),se ha de reurrir al uso de la itada ondiión, ya que no se enuentra en ttoda la informaión neesaria para reonstruir la tupla tm que le orresponde.Conretamente, no se puede obtener de t el grado de ertidumbre α asoiadoal valor del atributo u en tm ya que este se enuentra agregado on el grado deertidumbre asoiado a la totalidad de atributos de t.Ejemplo 6.10. Supongamos que deseamos desagregar el atributo atering dela relaión r introduida en el Ejemplo 5.17. La MRCD resultante de esta ope-raión, ψatering(r), onservará el mismo onjunto de atributos de r. Su funión



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 185dominio estará de�nida omo se india en la Euaión 6.125 Obsérvese que,según se indió en el Ejemplo 5.9, Dbool es el dominio subyaente de Donf.
domψatering(r)(a) = 




Dceleb si a = elebraión
Dasist si a = asistentes
Dbool si a = atering
Dinter si a = intérpretes ∀a ∈ Aψatering(r) (6.125)El uerpo de ψatering(r) está de�nido según se india en la Tabla 6.21. Seha de notar que para la agregaión de los grados de ertidumbre de ada tuplaoriginal y del valor del atributo desagregado para ésta se ha empleado la funiónmínimo omo t-norma.En diha Tabla se puede apreiar omo dihos grados de ertidumbre sonagregados y que el resultando de la agregaión onforma el nuevo valor de erti-dumbre para las tuplas resultantes. Partiularmente, esta agregaión se apreiapara las tuplas terera y uarta (siguiendo el orden en que éstas se muestran enla Tabla 6.21) ya que en el resto el proeso de agregaión produe los mismosvalores que en la MRCD original.6.5.1.2. Desagregaión de atributos on dominio impreisoTratado anteriormente el operador de desagregaión de atributos on domi-nio inierto, de�niremos, en segundo lugar, el operador para la desagregaiónde atributos on dominio de tipo impreiso.Reordemos que los valores impreisos son oleiones disyuntivas de elemen-tos modeladas omo distribuiones de posibilidad. Cada atributo on dominiode tipo impreiso tiene asignada, omo valor para una tupla determinada, unade estas oleiones on semántia disyuntiva. Cada elemento de la oleiónrepresenta un posible valor para el itado atributo. El operador de desagrega-ión para este tipo de dominios desompondrá estos valores de tal forma que,dada una tupla, la relaión resultante ontenga tantas tuplas omo valores posi-bles haya para el atributo que partiipa en el proeso de agregaión. Cada unade dihas tuplas tendrá asoiado el mismo valor que la tupla original para losatributos que no partiipan en el proeso de agregaión. En lo que se re�ere alatributo que se desagrega, las tuplas resultantes tendrán omo valor uno de losposibles valores inluidos en valor impreiso original del itado atributo. Obvia-mente, el dominio asoiado al atributo desagregado será el dominio subyaentedel original.Cada tupla resultante verá variada su ardinalidad en funión del grado deposibilidad orrespondiente al valor que tiene asignado para el atributo desagre-gado. De esta forma, las tuplas resultantes tendrán una ardinalidad igual a lade la tupla original pero limitada a diho grado de posibilidad.Nótese que, según el planteamiento anterior, ada elemento de las distribu-iones de posibilidad del atributo on dominio impreiso que partiipa en ladesagregaión genera una nueva tupla en la MRCD resultante. Debido a ello, enel presente trabajo se asume que los valores impreisos empleados son distribu-iones de posibilidad disretas. En aso ontrario, estas distribuiones habránde ser disretizadas a �n de que la MRCD resultante ontenga un número �nitode tuplas.



186
Operadoresde

transformaión
dedominios

Uψatering(r) Tψatering(r) tψatering(r)elebraión asistentes atering intérpretesfeha iniio duraión1.0 {1.0/2, 0.6/5, 0.3/6}c 4-6-2010 9:00 5 entre(20, 25) sí {1.0/1, 0.75/3, 0.5/8}c Inglés

{1.0/1, 0.75/2, 0.5/4}c Alemán0.5 {0.6/3}c 14-10-2010 17:00 3 aprox(40) no {0.5/10}c Inglés0.5 {1.0/2}c 21-11-2010 15:00 6 20 sí {1.0/3, 0.5/6}c Inglés

{1.0/1, 0.75/5}c Franés

{0.5/4}c Italiano0.5 {0.3/4}c 9-12-2010 17:00 4 hasta(5) no ∅interTabla 6.21: Cuerpo de ψatering(r)



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 187El proeso de desagregaión desrito anteriormente queda de�nido, de unamanera formal, omo se india a ontinuaión.De�niión 6.44 (Desagregaión de atributos on dominio impreiso). Sea muna MRCD. Sea i un atributo de m, i ∈ Am, uyo dominio asoiado domm(i)es de tipo impreiso, domm(i) ∈ I. La desagregaión en m del atributo i ondominio impreiso, notada omo ði(m), es una MRCD de�nida tal omo seindia en la Euaión 6.126.ði(m) = (Hði(m),Bði(m)) (6.126)En la anterior euaión, Hði(m) está de�nida omo se india en la Euaión6.127 y Bði(m) está de�nido según se india en la Euaión 6.128.
Hði(m) = (Am, domði(m)) (6.127)
Bði(m) = (Tði(m), Uði(m)) (6.128)Cada omponente de la abeera y uerpo de ði(m) está de�nido según losiguiente:La funión de dominio de la MRCD resultante, domði(m) se de�ne de laforma que se india en la Euaión 6.129.

domði(m)(a) =

{
domm(a) si a 6= i

sub(domm(i)) si a = i
∀a ∈ Am (6.129)El multionjunto difuso de tuplas de ði(m) está de�nido según la funiónaraterístia que se india en la Euaión 6.130. En diha euaión, ordes una funión de�nida según se indió en la Euaión 6.35.

ωTði(m)
(t) =

=





ωTm(tm)⊠ ord(α) si ∃α ∈ (0, 1], ∃tm ∈ Tm|

(t
|Am−{i}
m = t|Am−{i} ∧ tm(i)(t(i)) = α)

{1.0/0}2 en otro aso
∀t ∈ Tði(m) (6.130)La funión de ertidumbre de la relaión resultante, ði(m), queda de�nidade la forma que se india en la Euaión 6.131.

Uði(m)(t) = Um(tm)

∀t ∈ Tði(m)|(∃tm ∈ Tm|(sig(tm) = sig(Aði(m)−{i})(t))) (6.131)



188 Operadores de transformaión de dominiosComo se ha heho en el aso de la De�niión 6.43, se ha de remarar que laondiión estableida en la Euaión 6.131 para que la funión de ertidumbre
Uði(m)(t) esté de�nida se umplirá para ualquier tupla t ∈ Tði(m). Esto esdebido a la forma en que se ha de�nido Tði(m) en la Euaión 6.130. Como enel aso anterior, esta ondiión se establee úniamente de manera instrumentalpara obtener, dada una tupla t de la MRCD ði(m), la tupla perteneiente a laMRCDm de la que ésta proviene. Dada una tupla t ∈ Tði(m), se puede garantizarque existe una únia tupla en tm ∈ Tm que posea las misma signatura restringidaexluyendo el atributo i de t. Esto es debido a que es requisito fundamental que
m se enuentre en FNPE y se ha de tener en uenta que el atributo i no es unatributo signatura de la MRCD original. Por tanto, la existenia de más de unatupla en las ondiiones desritas impliaría que m no se enuentra en FNPE.Ejemplo 6.11. Continuemos empleando, omo en el ejemplo anterior, la MRCD
r para ilustrar el proeso de desagregaión desrito anteriormente. Si desagrega-mos su atributo asistentes, uyo dominio es de tipo impreiso, el resultado serála MRCD ðasistentes(r).En lo que respeta a la abeera de la ðasistentes(r), el onjunto de sus atri-butos será el mismo que el de r y su funión dominio estará de�nida omo seindia en la Euaión 6.132. Obsérvese que, en diha euaión, se hae usodel dominio Dnat, dominio subyaente del dominio Dasist según se indió en elEjemplo 5.11.
domðasistentes(r)(a) = 




Dceleb si a = elebraión
Dnat si a = asistentes
Donf si a = atering
Dinter si a = intérpretes ∀a ∈ Aðasistentes(r)(6.132)El uerpo de ðasistentes(r) está de�nido según se india en la Tabla 6.22. Pormotivos de espaio, en diha tabla se han omitido algunas tuplas. Conretamentela tuplas segunda y deimoterera representan a las tuplas omitidas. Como sepuede observar, las tuplas omitidas tienen el mismo valor para los atributos nopartiipantes en la desagregaión. En lo que respeta al atributo asistentes, adatupla tendrá un valor de la seuenia de valores naturales entre 21 y 24, parael primer grupo de tuplas omitidas, y 2 y 4, para el segundo grupo de tuplasomitidas.En la itada tabla, se puede observar el resultado de la agregaión de losgrados de posibilidad de ada elemento del soporte del valor para el atributoasistentes en r y la ardinalidad de la tupla orrespondiente. Partiularmente,el efeto de esta agregaión se puede observar en la ardinalidad de las tuplas quese re�eren al evento a elebrar el 14-10-2010. Aunque la agregaión se produepara ada una de las tuplas de ðasistentes(r), para el itado grupo esta agrega-ión supone un ambio en la ardinalidad de las tuplas resultantes debido a losdistintos grados de posibilidad de los elementos del soporte del valor asoiadoal atributo asistentes en la tupla original. Para el resto de tuplas no se produeningún ambio ya que el grado de posibilidad para los elementos del soporte delvalor en las tuplas para el itado atributo es, en todos los asos, 1.0.
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Uðasistentes(r) Tðasistentes(r) tðasistentes(r)elebraión asistentes atering intérpretesfeha iniio duraión1.0 {1.0/2, 0.6/5, 0.3/6}c 4-6-2010 9:00 5 20 〈1.0, sí〉 {1.0/1, 0.75/3, 0.5/8}c Inglés
{1.0/1, 0.75/2, 0.5/4}c Alemán1.0 {1.0/2, 0.6/5, 0.3/6}c 4-6-2010 9:00 5 ... 〈1.0, sí〉 {1.0/1, 0.75/3, 0.5/8}c Inglés
{1.0/1, 0.75/2, 0.5/4}c Alemán1.0 {1.0/2, 0.6/5, 0.3/6}c 4-6-2010 9:00 5 25 〈1.0, sí〉 {1.0/1, 0.75/3, 0.5/8}c Inglés
{1.0/1, 0.75/2, 0.5/4}c Alemán0.5 {0.25/3}c 14-10-2010 17:00 3 37 〈0.5, no〉 {0.5/10}c Inglés0.5 {0.5/3}c 14-10-2010 17:00 3 38 〈0.5, no〉 {0.5/10}c Inglés0.5 {0.6/3}c 14-10-2010 17:00 3 39 〈0.5, no〉 {0.5/10}c Inglés0.5 {0.6/3}c 14-10-2010 17:00 3 40 〈0.5, no〉 {0.5/10}c Inglés0.5 {0.6/3}c 14-10-2010 17:00 3 41 〈0.5, no〉 {0.5/10}c Inglés0.5 {0.5/3}c 14-10-2010 17:00 3 42 〈0.5, no〉 {0.5/10}c Inglés0.5 {0.25/3}c 14-10-2010 17:00 3 43 〈0.5, no〉 {0.5/10}c Inglés1.0 {1.0/2}c 21-11-2010 15:00 6 20 〈0.5, sí〉 {1.0/3, 0.5/6}c Inglés

{1.0/1, 0.75/5}c Franés

{0.5/4}c Italiano0.5 {0.3/4}c 9-12-2010 17:00 4 1 〈1.0, no〉 ∅inter0.5 {0.3/4}c 9-12-2010 17:00 4 ... 〈1.0, no〉 ∅inter0.5 {0.3/4}c 9-12-2010 17:00 5 5 〈1.0, no〉 ∅interTabla 6.22: Cuerpo de ðasistentes(r)



190 Operadores de transformaión de dominios6.5.1.3. Desagregaión de atributos on dominio ompuestoDe�nido el operador de desagregaión para atributos on dominios imprei-sos, proseguiremos de�niendo, en terer lugar, el operador para desagregaiónde atributos on dominio ompuesto.Este operador de desagregaión sustituye un atributo on dominio ompuestopor el onjunto de atributos que forman diha omposiión. De esta forma,ada uno de los omponentes del atributo a desagregar pasará a ser un atributoen la relaión resultante. Cada tupla de la relaión original da lugar a unatupla en la relaión resultante. Finalmente, ada tupla de la relaión resultantetendrá asoiado omo valor para los atributos proedentes de la desagregaiónel valor que tenía originalmente el atributo desagregado para el omponenteorrespondiente.La apliaión de este operador de desagregaión no supondrá ambios en lasardinalidades y grados de ertidumbre, por lo que tupla original y resultanteompartirán los mismos valores.La apliaión de este operador estará restringida exlusivamente a aquellasMRCDs m y a aquellos atributos o de dominio ompuesto O = domm(o) enlos que los valores de diho dominio tengan asoiado un onjunto de atributos
att(O) uyos nombres no oinidan on alguno de los atributos de m que no par-tiipan en el proeso de desagregaión. De otra forma, al inorporar los atributosasoiados a O omo nuevos atributos en la MRCD resultante se produiría unaolisión de nombres de atributos. En el aso de que se dé esta situaión en unaMRCD, ésta se podrá solventar renombrando los atributos on nombres igualesa los asoiados a O, empleando para ello el operador de renombrado introduidoen la subseión 6.3.3.Con todas las onsideraiones anteriores, el proedimiento de desagregaióndesrito anteriormente queda de�nido formalmente omo se india a ontinua-ión.De�niión 6.45 (Desagregaión de atributos on dominio ompuesto). Sea muna MRCD. Sea o un atributo de m, o ∈ Am, uyo dominio asoiado domm(o)es de tipo ompuesto, domm(o) ∈ O tal que att(domm(o)) ∩ (Am − o) = ∅. Ladesagregaión en m del atributo o on dominio ompuesto, notada omo φo(m),es una MRCD de la forma que se india en la Euaión 6.133.

φo(m) = (Hφo(m),Bφo(m)) (6.133)La abeera y el uerpo de la MRCD φo(m) se de�nen según se india, res-petivamente, en las euaiones 6.134 y 6.135.
Hφo(m) = (Aφo(m), domφo(m)) (6.134)
Bφo(m) = (Tφo(m), Uφo(m)) (6.135)Cada uno de los omponentes que forman la abeera y el uerpo de φo(m),de�nidas anteriormente, son de la siguiente forma:El onjunto de atributos de φo(m), Aφo(m), se de�ne omo se india en laEuaión 6.136.

Aφo(m) = (Am − {o}) ∪ att(domm(o)) (6.136)



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 191La funión de dominio de la MRCD resultante, domφo(m) se de�ne de laforma indiada en la Euaión 6.137.
domφo(m)(a) =

{
domm(a) si a ∈ (Am − {o})

domdomm(o)(a) si a ∈ att(domm(o))
∀a ∈ Aφo(m)(6.137)El multionjunto difuso de tuplas de φo(m) está de�nido según la funiónaraterístia que está indiada en la Euaión 6.138, donde tom(a) es unatupla de�nida según se india en la Euaión 6.139.

ωTφo(m)
(t) = ωTm(t

o
m) ∀t ∈ Tφo(m) (6.138)

tom(a) =

{
t(a) si a 6= o

t|att(domm(o)) si a = o

∀m ∈ ∆, ∀o ∈ Am|domm(o) ∈ O, ∀a ∈ Am (6.139)La funión de ertidumbre de la relaión resultante, φo(m), queda de�nidade la forma que se india en la Euaión 6.140.
Uφo(m)(t) = Um(tom) ∀t ∈ Tφo(m) (6.140)En el aso de la de�niión anterior, y a diferenia de lo que ourría en lasde�niiones de los dos operadores de desagregaión anteriores, no es neesarioreurrir a la restriión instrumental de la funión araterístia del onjuntode tuplas y de ertidumbre de φo(m). En este aso la tupla en m que se orres-ponde on una tupla t ∈ Tφo(m) se puede determinar diretamente a partir dela informaión ontenida en t. Para este ometido, se ha de�nido la tupla tom enla Euaión 6.139.Ilustraremos el funionamiento del operador de desagregaión desrito ante-riormente mediante el siguiente ejemplo.Ejemplo 6.12. Continuaremos en el presente ejemplo transformando la MRCD

r de�nida en el Ejemplo 5.17. Supongamos que deseamos desagregar los valoresde su atributo elebraión. El resultado del anterior proeso de desagregaión,
φelebraión(r), es una MRCD uyo onjunto de atributos está de�nido omose india en la Euaión 6.141. La funión dominio de φelebraión(r) está de-�nida según se india en la Euaión 6.142. En lo que respeta al uerpo de
φelebraión(r), éste está de�nido según se india en la Tabla 6.23.En diha tabla se puede observar que el únio ambio que se produe es lainorporaión a las tuplas de los atributos del dominio Dceleb.

Aφelebraión(r) = {feha, iniio, duraión, asistentes, atering, intérpretes}(6.141)
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domφelebraión(r)(a) = 




Dfecha si a = feha
Dhora si a = hora
Dnat si a = duraión
Dasist si a = asistentes
Donf si a = atering
Dinter si a = intérpretes ∀a ∈ Aφelebraión(r)(6.142)6.5.1.4. Desagregaión de atributos on dominio multionjuntivo di-fusoPor último, de�niremos el operador de desagregaión de atributos on do-minio multionjuntivo difuso. La de�niión de este operador se basará en la deloperador de desanidaión del modelo NF2 teniendo en uenta las partiularida-des del presente modelo. Partiularmente, y además del tratamiento obligadode ardinalidades difusas y grados de ertidumbre asoiados a las tuplas par-tiipantes y las ardinalidades difusas de los elementos de los multionjuntosa desagregar, esta adaptaión deberá tener en uenta la posible presenia devalores ausentes asoiados a un atributo de dominio multionjuntivo difuso par-tiipante en un proeso de desagregaión de este tipo.Para ello, el presente apartado abordará en primer lugar una transposiióndireta del operador de desanidaión sustituyendo las relaiones anidadas porMRCDs. Posteriormente, se mostrarán las di�ultades que se plantean para es-te operador de desagregaión en presenia de valores ausentes. Seguidamente,dediaremos un apartado a determinar el origen de tales di�ultades. A onti-nuaión, se realizará una propuesta para superar las di�ultades menionadasy, a partir de la misma, una de�niión formal del operador de desagregaiónbasada en diha propuesta. Finalmente, ilustraremos las apaidades para eltratamiento de valores ausentes de la menionada propuesta.De�niión del operador de desagregaión de atributos on dominiomultionjuntivo difuso basada en el operador de desanidaión.La onepión operador de desagregaión de atributos on dominio multi-onjuntivo difuso es similar a la del operador de desanidaión para relaionesNF2. Al apliar el operador de desanidaión sobre un atributo n de una relaiónde tipo NF2, se realiza una transformaión en la misma equivalente a realizarla reunión de ada tupla de la relaión on las tuplas de la relaión anidada quetiene asoiada diha tupla omo valor del atributo n.El operador de desagregaión de atributos on dominio multionjuntivo di-fuso se omportará de la misma manera aunque, al tratar on multionjuntosdifusos en lugar de on relaiones anidadas, se deberá tener en uenta el trata-miento de las ardinalidades difusas asoiadas a los elementos de éstos. De estaforma, al apliar el operador de desagregaión de atributos on dominio multi-onjuntivo difuso, ada tupla de la MRCD original dará lugar a un onjunto detuplas en la MRCD resultante, una por ada elemento en el multionjunto difusoque tiene omo valor la tupla original para el atributo a desagregar. El dominio
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Uφelebraión(r) Tφelebraión(r) tφelebraión(r)feha iniio duraión asistentes atering intérpretes1.0 {1.0/2, 0.6/5, 0.3/6}c 4-6-2010 9:00 5 entre(20, 25) 〈1.0, sí〉 {1.0/1, 0.75/3, 0.5/8}c Inglés
{1.0/1, 0.75/2, 0.5/4}c Alemán0.5 {0.6/3}c 14-10-2010 17:00 3 aprox(40) 〈0.5, no〉 {0.5/10}c Inglés1.0 {1.0/2}c 21-11-2010 15:00 6 20 〈0.5, sí〉 {1.0/3, 0.5/6}c Inglés

{1.0/1, 0.75/5}c Franés

{0.5/4}c Italiano0.5 {0.3/4}c 9-12-2010 17:00 4 hasta(5) 〈1.0, no〉 ∅interTabla 6.23: Cuerpo de φelebraión(r)



194 Operadores de transformaión de dominiosasoiado a diho atributo en la MRCD resultante será el dominio subyaentedel dominio del itado atributo en la MRCD original.Las tuplas resultantes tendrán omo valor para los atributos los mismos quetenía la tupla original a exepión del atributo que se ha desagregado. Paraeste atributo, ada tupla tendrá asoiado omo valor uno de los elementos delmultionjunto difuso asoiado a la tupla orrespondiente en la MRCD original.Según lo anterior, en la MRCD resultante de la desagregaión de un atribu-to de dominio multionjuntivo difuso existirá una tupla por ada tupla t en laMRCD original y por ada elemento perteneiente al multionjunto difuso aso-iado a t para el atributo desagregado. Por tanto, la ardinalidad de estas tuplasha ser una agregaión de la ardinalidad de los omponentes de que ésta deriva.Debido a la relaión de inlusión de los itados omponentes (la tupla ontiene almultionjunto difuso desagregado), paree lógio que esta agregaión se realieempleando el produto de las ardinalidades difusas de los itados omponentes.Esta forma de agregar las ardinalidades permitirá onservar la ardinalidad to-tal de ada uno de los elementos de los multionjuntos difusos desagregados,estando ésta ompuesta tanto por el número de vees que diho elemento par-tiipaba en el itado multionjunto omo por el número de vees que la tuplapartiipa en la relaión.Como veremos más adelante, el proeso de reunión de ada tupla on loselementos ontenidos en el multionjunto difuso asoiado al valor para ésta delatributo desagregado será la fuente de las di�ultades para la apliaión de esteoperador de�nido omo la transposiión direta del operador de desanidaión deNF2. Para remarar este heho, denominaremos al operador de desagregaiónproedente de tal transposiión desagregaión débil de atributos on dominiomultionjuntivo difuso. Diho operador se de�ne formalmente omo se india aontinuaión.De�niión 6.46 (Desagregaión débil de atributos on dominio multionjunti-vo difuso). Sea m una MRCD. Sea n un atributo de m, n ∈ Am, uyo dominioasoiado domm(n) es de tipo multionjuntivo difuso, domm(n) ∈ M. La des-agregaión débil en m del atributo n on dominio multionjuntivo difuso, notadaomo µ∗n(m) 1, es una MRCD de la forma que muestra la Euaión 6.143.
µ∗n(m) = (Hµ∗

n(m),Bµ∗
n(m)) (6.143)La abeera y el uerpo de µ∗n(m) están de�nidos omo se india, respetiva-mente, en las euaiones 6.144 y 6.145.

Hµ∗
n(m) = (Am, domµ∗

n(m)) (6.144)
Bµ∗

n(m) = (Tµ∗
n(m), Uµ∗

n(m)) (6.145)Los omponentes de la abeera y uerpo indiados en las euaiones ante-riores están de�nidos omo se india a ontinuaión:1A pesar de que el símbolo µ se emplea para notar la funión de pertenenia de los onjuntosdifusos, emplearemos el mismo para notar el operador de desagregaión de atributos ondominio multionjuntivo difuso por oherenia on la notaión empleada para el operador dedesagregaión de relaiones NF2, del ual es transposiión direta.



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 195La funión de dominio de la MRCD resultante, domµ∗
n(m), se de�ne de lasiguiente forma indiada en la Euaión 6.146.

domµ∗
n(m)(a) =

{
domm(a) si a 6= n

sub(domm(n)) si a = n
∀a ∈ Am (6.146)El multionjunto difuso de tuplas de µ∗n(m) está de�nido según la funiónaraterístia que se india en la Euaión 6.147.

ωTµ∗n(m)
(t) =





ωTm(tm) ⊠ ωtm(n)(t(n)) si ∃tm ∈ Tm|(t(n) ∈ tm(n) ∧

t
|Am−{n}
m = t|Am−{n})

{1.0/0}2 en otro aso
∀t ∈ Tµ∗

n(m) (6.147)La funión de ertidumbre de la relaión resultante, µ∗n(m), queda de�nidade la forma que se india en la Euaión 6.148.
Uµ∗

n(m)(t) = Um(tm)

∀t ∈ Tµ∗
n(m)|(∃tm ∈ Tm|t

|Am−{n}
m = t|Am−{n}) (6.148)Una vez más, al igual que ourre en el aso de los operadores de desagrega-ión de atributos on dominios iniertos e impreisos, se aplia una restriióninstrumental a la funión de ertidumbre de µ∗n(m). Igual que en asos anterio-res, debido a la de�niión del multionjunto de tuplas de µ∗n(m) mostrada en laEuaión 6.147 y a que m se ha de enontrar en FNPE, diha ondiión siemprese satisfae y la tupla tm es únia.Operadores de desagregaión y valores ausentes.Como se ha menionado anteriormente, la partiipaión de valores ausentesen proesos de desagregaión puede resultar on�itiva. Los valores ausentesde un determinado dominio omplejo están ompuestos en su mayoría por unoo varios valores del dominio o dominios subyaentes de éste. Éste es el asode los valores ausentes unk y ni de los dominios de tipo impreiso así omode los valores ausentes dne de dominios omplejos de tipo inierto, impreiso yompuesto. En estos asos, la apliaión del proeso de desagregaión no suponeproblema alguno ya que éste proeso simplemente resultará en la desomposiiónde dihos valores. La di�ultad se presenta uando tratamos on el valor ausente

dne de un dominio de tipo multionjuntivo difuso. Este valor se orresponde onel multionjunto difuso vaío ∅N (siendo N un dominio de tipo multionjuntivodifuso) y al apliar el proeso de desagregaión no hay elementos en qué dividireste valor.Ya, desde la proposiión de los modelos NF2, se evidenió que el ompor-tamiento del operador de desanidaión (que, omo se ha menionado anterior-mente, es un operador equivalente al de desagregaión de atributos on dominio



196 Operadores de transformaión de dominiosmultionjuntivo difuso) uando se aplia a relaiones anidadas vaías no es sa-tisfatorio.Si se emplea el operador de desagregaión débil de atributos on dominiomultionjuntivo difuso (equivalente a la itada versión lásia de operador dedesanidaión), al desagregar en una MRCD m un atributo n asoiado a undominio de tipo multionjuntivo difuso N , las tuplas que tengan asoiado omovalor para diho atributo el multionjunto vaío ∅N no tendrán orrespondeniaalguna en las tuplas de la MRCD resultante. Esta falta de orrespondenia sedebe a que no existe en el multionjunto vaío valor alguno que permita derivarde la tupla original alguna tupla resultante.A ontinuaión se muestra un ejemplo que ilustra lo desrito anteriormente.Ejemplo 6.13. Antes de omenzar el proeso de desagregaión que ilustra elpresente ejemplo será neesario haer una onsideraión previa. En esta oasión,y a diferenia de los ejemplos anteriores, no operaremos sobre la MRCD r sinosobre una MRCD derivada de ésta que denominaremos r3. La MRCD r3, quede�niremos a ontinuaión, mantiene el atributo intérpretes de r, atributo queproederemos a desagregar en el presente ejemplo. El motivo de operar on r3en lugar de on r es de índole semántia, tal y omo se detalla a ontinuaión.La sustituión de r por r3 omo MRCD sobre la se operarará en el presen-te ejemplo, tal y omo se ha menionado anteriormente, tiene omo objetivomodi�ar la semántia asignada a las ardinalidades de los elementos de losmultionjuntos que haen las vees de valores para el atributo intérpretes. Enesta nueva MRCD, los grados de posibilidad de las ardinalidades difusas de loselementos de los valores multionjuntivos difusos del atributo intérpretes indi-arán la on�rmaión por parte del liente sobre la neesidad de un determinadonúmero de intérpretes para ada una de las sesiones paralelas. Esta modi�aiónes neesaria para dotar de oherenia semántia a las agregaiones entre las ar-dinalidades asoiadas a las tuplas de la MRCD y a los elementos de los valoresdel atributo intérpretes. La orrespondenia entre los grados de posibilidad delas ardinalidades y la semántia asoiada al mismo será similar a la que se in-dió en la Tabla 5.6 y que se orresponde on la que se ha venido empleando onanterioridad para la ardinalidad de las tuplas en r. Debido a ello, los gradosde posibilidad de las ardinalidades difusas de los elementos que omponen losvalores multionjuntivos asoiados originalmente a las tuplas en r omo valordel atributo intérpretes han sido adaptados en r3 al grado más erano presenteen la itada tabla.Según la modi�aión desrita anteriormente, la abeera de r3 será igual ala de r. En ambio, el uerpo de r3 está de�nido omo se india en la Tabla 6.24.Según la nueva semántia asoiada on las ardinalidades de los elementos de losmultionjuntos que representan los valores del atributo intérpretes, por ejemplo,la informaión que representa la primera tupla de r3 (según el orden en que semuestran en la Tabla 6.24) india que para ada una de las reuniones paralelasa elebrar en el evento del día 4�6�2010 se requerirá al menos un intérprete deinglés y otro de alemán, es posible (pendiente de on�rmaión) que se requieranhasta tres intérpretes de inglés y dos de alemán y está valorando (pendientede aprobaión) que sean neesarios hasta oho intérpretes de inglés y uatro dealemán.Desrita la MRCD sobre la que se trabajará en el presente ejemplo, veamosqué ourre si permitimos que partiipen en el proeso de desagregaión tuplas on
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Ur3 Tr3 tr3elebraión asistentes atering intérpretesfeha iniio duraión1.0 {1.0/2, 0.6/5, 0.3/6}c 4-6-2010 9:00 5 entre(20, 25) 〈1.0, sí〉 {1.0/1, 0.6/3, 0.3/8}c Inglés
{1.0/1, 0.6/2, 0.3/4}c Alemán0.5 {0.6/3}c 14-10-2010 17:00 3 aprox(40) 〈0.5, no〉 {0.3/10}c Inglés1.0 {1.0/2}c 21-11-2010 15:00 6 20 〈0.5, sí〉 {1.0/3, 0.3/6}c Inglés

{1.0/1, 0.6/5}c Franés
{0.3/4}c Italiano0.5 {0.3/4}c 9-12-2010 17:00 4 hasta(5) 〈1.0, no〉 ∅interTabla 6.24: Cuerpo de r3



198 Operadores de transformaión de dominiosvalor ausente para el atributo partiipante en diho proeso. Para ello, desagre-garemos en r3 el atributo intérpretes empleando el operador de desagregaióndébil de atributos on dominio multionjuntivo difuso desrito en la De�niión6.46. La desagregaión en diha MRCD del atributo intérpretes es una MRCDnotada omo µ∗intérpretes(r3). En lo que respeta a la abeera de esta MRCD,ésta posee omo onjunto de atributos el mismo que r3 pero su funión dominio,de�nida en la Euaión 6.149, varía on respeto a la MRCD original. En lade�niión de diha funión de dominio se hae uso del dominio Dlang de�nidopreviamente en el Ejemplo 5.15. Reordemos que Dlang es el dominio subyaentede Dinter, tal y omo se indió en el Ejemplo 5.17.
domµ∗intérpretes(r3)(a) = {

domr3(a) si a 6= intérpretes
Dlang si a = intérpretes ∀a ∈ Aµ∗intérpretes(r3)(6.149)En lo que se re�ere al uerpo de µintérpretes(r3), éste está de�nido omo seindia en la Tabla 6.25.En la itada tabla se puede observar ómo ada tupla de r3 (salvo una exep-ión que se omentará a ontinuaión) da lugar en µ∗intérpretes(r3) a una seriede tuplas, tantas omo elementos tuviese el valor del atributo intérpretes en laMRCD original. Cada una de las tuplas resultantes representa la petiión deuna serie de intérpretes para un determinado evento. Las ardinalidades de es-tas tuplas indian hasta uantos intérpretes de un determinado idioma seránneesarios para un determinado evento. Los grados de posibilidad en estas ar-dinalidades difusas pueden ser interpretados según la semántia estableida enla Tabla 5.6. Según esto, por ejemplo, la primera tupla de µ∗intérpretes(r3) (segúnel orden en que éstas muestran en la Tabla 6.25) india que para el evento aelebrar el 4�6�2010 (teniendo en uenta el total de sesiones paralelas asoiadasa este evento, siendo diha antidad una ardinalidad difusa) se ha on�rma-do que se requerirán hasta dos intérpretes de inglés, es posible (dependiendo deon�rmaión) que se requieran al menos 15 intérpretes de este idioma, y se es-tá valorando (pendiente de aprobaión) que sean neesarios hasta 48. Todo ellodependerá del número �nal de reuniones paralelas elebradas y del número deintérpretes �jado �nalmente para ada una de éstas.Como se señaló anteriormente, el heho observado anteriormente de que porada tupla en r3 se derivan una o varias tuplas en µ∗intérpretes(r3) se umple pa-ra todas las presentes en el uerpo de diha MRCD salvo una exepión. Estaexepión es la última tupla de r3 (siempre siguiendo el orden en que se mues-tran las tuplas en la Tabla 6.24). Esta tupla no produe ninguna tupla resultanteen µ∗intérpretes(r3). Esto es debido a que el valor para el atributo desagregadode esta tupla es el valor ausente ∅inter. En onreto, al apliar la expresión enla Euaión 6.147 de la De�niión 6.46 para obtener el onjunto de tuplas de

µ∗intérpretes(r3), la tupla en uestión (que denotaremos tm) no satisfae la subon-diión t(n) ∈ tm(n) de la itada euaión para ninguna tupla t ∈ Tµ∗intérpretes(r3)debido a que tm(n) es un onjunto vaío.Como se ha mostrado en el anterior ejemplo, la ausenia de una orrespon-denia en la relaión resultante de la desagregaión de aquellas tuplas que tienenomo valor del atributo a el valor ∅D supone una pérdida de informaión aer-a de las tuplas originales en el proeso de desagregaión de un atributo on
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Uµ∗intérpretes(r3) Tµ∗intérpretes(r3) tµ∗intérpretes(r3)elebraión asistentes atering intérpretesfeha iniio duraión1.0 {1.0/2, 0.6/15, 0.3/48}c 4-6-2010 9:00 5 entre(20, 25) 〈1.0, sí〉 Inglés1.0 {1.0/2, 0.6/10, 0.3/24}c 4-6-2010 9:00 5 entre(20, 25) 〈1.0, sí〉 Alemán0.5 {0.3/30}c 14-10-2010 17:00 3 aprox(40) 〈0.5, no〉 Inglés1.0 {1.0/6, 0.3/12}c 21-11-2010 15:00 6 20 〈0.5, sí〉 Inglés1.0 {1.0/2, 0.6/10}c 21-11-2010 15:00 6 20 〈0.5, sí〉 Franés1.0 {0.3/8}c 21-11-2010 15:00 6 20 〈0.5, sí〉 ItalianoTabla 6.25: Cuerpo de µ∗intérpretes(r3)



200 Operadores de transformaión de dominiosdominio omplejo de tipo multionjuntivo difuso. Esta pérdida de informaiónimplia, omo se ilustrará posteriormente en el apartado dediado al operadoromplementario de agregaión, que la MRCD original m no podrá ser reons-truida apliando un operador de agregaión sobre la MRCD resultante µa(m).Esto, en de�nitiva, supone que, en este aso partiular, el operador de agrega-ión no es omplementario al operador de desagregaión. Por tanto, a pesar delas restriiones impuestas por la FNPE a las MRCDs para que el operador deagregaión y desagregaión sean inversos, en el aso de relaiones que ontengael valor ∅D en los atributos on dominio de tipo multionjuntivo difuso no se daesta deseable propiedad.Desagregaión de atributos on dominio multionjuntivo difuso basa-da en el álgebra de MRCDs.La itada pérdida de informaión en las tuplas que tengan asoiado el valorausente ∅N para el atributo sobre el que se desagrega (siendo N el dominio detipo multionjuntivo difuso asoiado a diho atributo) se produe por la propiaonepión del proeso de desagregaión. Para ilustrar este heho veamos elproeso de desagregaión de atributos on dominio multionjuntivo difuso omouna expresión del álgebra de MRCDs. Diho proeso puede ser de�nido en basea otros operadores del álgebra de MRCDs omo se muestra en la Euaión 6.150.
µ∗n(m) = π(Am−{n})(m) ⋊⋉ mn (6.150)En la anterior euaión, la MRCD mn es una MRCD derivada de m de laforma que se india a ontinuaión.De�niión 6.47 (MRCD mn). Sea m una MRCD. Sea n un atributo de m,

n ∈ Am, uyo dominio asoiado domm(n) es de tipo multionjuntivo difuso,
domm(n) ∈ M. La MRCD mn es una MRCD derivada de m que está de�nidasegún se india en la Euaión 6.151.

mn = (Hmn ,Bmn) (6.151)La abeera y uerpo de la mn se de�nen omo indian, respetivamente, laseuaiones 6.152 y 6.153.
Hmn = (Amn , dommn) (6.152)
Bmn = (Tmn , Umn) (6.153)Los omponentes de las abeera y uerpo de las euaiones anteriores sonde la siguiente forma:El onjunto de atributos de mn es de la forma indiada en la Euaión6.154.
Amn = sig(m) ∪ {n} (6.154)La funión de dominio de mn se de�ne según se india en la Euaión6.155.



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 201
dommn(a) =

{
domm(a) si a 6= n

sub(domm(n)) si a = n
∀a ∈ Amn (6.155)El multionjunto de tuplas Tmn está de�nido según la funión araterís-tia que se india en la Euaión 6.156.

ωTmn (t) =





ωtm(n)(t(n)) si ∃tm ∈ Tm|(t(n) ∈ tm(n) ∧

t
|sig(m)
m = t|sig(m))

{1.0/0}2 en otro aso
∀t ∈ Tmn (6.156)La funión de ertidumbre de mn se de�ne según se muestra en la Eua-ión 6.157.

Umn(t) = 1.0 ∀t ∈ Tµn(m) (6.157)Como se muestra en la Euaión 6.150, la desagregaión en una MRCD m deun atributo n on dominio multionjuntivo difuso se puede ver omo la reuniónde dos MRCDs. La primera de ellas, π(Am−{n})(m), ontendrá las tuplas de meliminando el atributo n. La segunda,mn, es una MRCD que ontiene una tuplapor ada valor en el multionjunto difuso t(n) de ada tupla t de m. Según loanterior, ada una de las tuplas de mn representa uno de los elementos del valormultionjuntivo difuso asoiado al atributo n de una de las tuplas de m.Las tuplas de mn se han de reunir de manera oherente on las tuplas en
π(Am−{n})(m). En de�nitiva, ada tupla en mn, representando a un elemento
e ∈ t(n), se ha de reunir on la tupla orrespondiente a t en π(Am−{n})(m),
t|(Am−{n}). Con este objetivo, la tuplas de mn inluirán los atributos signaturade m y ompartirán on la tupla de m de la que proeden los valores paradihos atributos. De esta forma, se empleará la signatura de ada tupla t omoinformaión para realizar la reunión de forma oherente.Se ha de indiar que las tuplas de mn tendrán asignada la ardinalidadasoiada al elemento e ∈ t(n) en lugar de la ardinalidad original de la tuplaoriginal de la que derivan. De esta forma, al realizarse la reunión de mn on
π(Am−{n})(m), uyas tuplas onservan la ardinalidad de las tuplas originales,ambas ardinalidades se agregarán mediante su produto. Esto propiiará que laardinalidad de las tuplas de la MRCD resultante sea oherente on lo dispuestoen la De�niión 6.46.El grado de la ertidumbre de las tuplas en mn se orresponde siempre on
1.0 para que éste atúe omo elemento neutro. De esta forma, los grados deertidumbre asoiados a las tuplas de π(Am−{n})(m) no se verán afetados porel proeso de reunión, teniendo ada tupla de la MRCD resultante del proesode desagregaión asoiado el mismo grado de ertidumbre que el de la tupla enla MRCD original de la ual deriva. Diho resultando es oherente on la des-ripión del proeso de desagregaión de atributos on dominio multionjuntivodifuso desrito en la De�niión 6.46.



202 Operadores de transformaión de dominiosEl funionamiento del proedimiento de desagregaión desrito anteriormen-te puede ilustrarse mediante el siguiente ejemplo.Ejemplo 6.14. Apliquemos, en esta oasión, el proeso de desagregaión pro-puesto en el Ejemplo 6.13 apliando la expresión algebraia equivalente propues-ta anteriormente en la Euaión 6.150. Según ésta, la MRCD µ∗intérpretes(r3) sepuede obtener a partir de la expresión que se muestra en la Euaión 6.158.
µ∗intérpretes(r3) = π(Ar3−{intérpretes})(r3) ⋊⋉ r3intérpretes (6.158)En la anterior euaión, π(Ar3−{intérpretes})(r3) es una MRCD uya abeeraestá de�nida según lo indiado en la De�niión 6.19 y uyo uerpo es de la formaque se india en la Tabla 6.26. En lo que respeta a r3intérpretes, su abeera estáde�nida según se india en la De�niión 6.47 y su uerpo según muestra la Tabla6.27.Obviamente, el resultado de la apliaión de la expresión de la Euaión6.158 es una MRCD similar a la que se obtuvo en el Ejemplo 6.13. Como enaquel aso, la última tupla de r3 queda sin representaión en µintérpretes(r3).Nótese que, aunque diha tupla posee representaión en π(Ar3−{intérpretes})(r3),ésta no enuentra emparejamiento on ninguna tupla de r3intérpretes. Por tanto,el resultando de la reunión entre ambas MRCDs no inluye a la misma.Propuesta de un nuevo método de desagregaión.Como puede observarse fáilmente en el ejemplo anterior, la pérdida de in-formaión al desanidar multionjuntos difusos vaíos se produe en el momentoen que se reúnen π(Am−{n})(m) y mn. En ese proeso son desartadas aquellastuplas de la MRCD π(Am−{n})(m) que no tienen orrespondenia en mn.Como soluión al anterior problema, proponemos la sustituión del operadorde reunión natural por otro que no desarte aquellas tuplas de π(Am−{n})(m)sin orrespondenia. El operador de reunión natural externa, en onreto en suvariante izquierda, es un buen andidato para realizar la operaión de empare-jamiento sin la pérdida de tuplas sin orrespondenia.Al apliar este operador en lugar de la reunión natural en la expresión alge-braia de la Euaión 6.150 evitaremos que las tuplas on valores ausentes parael atributo partiipante en un proeso de desagregaión queden sin orrespon-denia en la MRCD resultante. El siguiente ejemplo ilustra el resultado de talambio.Ejemplo 6.15. Según la propuesta anterior, reemplazaremos el operador dereunión natural por el de reunión natural externa izquierda en la Euaión 6.158del anterior Ejemplo 6.14. Por tanto, la expresión algebraia resultante será lamostrada en la Euaión 6.159.

s = π(Ar3−{intérpretes})(r3)=⋊⋉ r3intérpretes (6.159)Tanto, la MRCD π(Ar3−{intérpretes})(r3) omo r3intérpretes están de�nidas se-gún lo indiado en el Ejemplo 6.14. El resultado de la expresión algebraia an-terior, π(Ar3−{intérpretes})(r3) =⋊⋉ r3intérpretes, que denominaremos por motivosde brevedad omo s, tiene asoiada una abeera similar a la que se indió pa-ra µ∗intérpretes(r3) en el Ejemplo 6.14 ya que ambos operadores de reunión (la
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Uπ(A
r3

−{intérpretes})(r3) Tπ(A
r3

−{intérpretes})(r3) tπ(A
r3

−{intérpretes})(r3)elebraión asistentes ateringfeha iniio duraión1.0 {1.0/2, 0.6/5, 0.3/6}c 4-6-2010 9:00 5 entre(20, 25) 〈1.0, sí〉0.5 {0.6/3}c 14-10-2010 17:00 3 aprox(40) 〈0.5, no〉1.0 {1.0/2}c 21-11-2010 15:00 6 20 〈0.5, sí〉0.5 {0.3/4}c 9-12-2010 17:00 4 hasta(5) 〈1.0, no〉Tabla 6.26: Cuerpo de π(Ar3−{intérpretes})(r3)
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Ur3intérpretes Tr3intérpretes tr3intérpreteselebraión atering intérpretesfeha iniio duraión1.0 {1.0/1, 0.6/3, 0.3/8}c 4-6-2010 9:00 5 〈1.0, sí〉 Inglés1.0 {1.0/1, 0.6/2, 0.3/4}c 4-6-2010 9:00 5 〈1.0, sí〉 Alemán1.0 {0.3/10}c 14-10-2010 17:00 3 〈0.5, no〉 Inglés1.0 {1.0/3, 0.3/6}c 21-11-2010 15:00 6 〈0.5, sí〉 Inglés1.0 {1.0/1, 0.6/5}c 21-11-2010 15:00 6 〈0.5, sí〉 Franés1.0 {0.3/4}c 21-11-2010 15:00 6 〈0.5, sí〉 ItalianoTabla 6.27: Cuerpo de r3intérpretes



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 205reunión natural y la reunión natural externa izquierda) produen MRCDs resul-tantes on abeeras similares. La diferenia entre ambos radia exlusivamenteen el uerpo de la MRCD resultante. El uerpo de la MRCD s es omo se indiaen la Tabla 6.28.Nótese que la únia diferenia entre el uerpo de s y el de µ∗intérpretes(r3)reside en la última tupla de s. Ésta se orresponde on la última tupla de r3y se obtiene graias a la sustituión del operador de reunión natural por el dereunión natural externa natural izquierda.De�niión del operador de desagregaión de atributos on dominiomultionjuntivo difuso.La anterior soluión, omo se ha ilustrado en el ejemplo previo, relaiona elvalor ausente dneN de un dominio multionjunto difuso N , o lo que es lo mismoel onjunto vaío ∅N , on el valor dnesub(N) del dominio subyaente de N .Según esta propuesta, de�niremos el operador de desagregaión de atributoson dominio multionjuntivo difuso omo se india a ontinuaión.De�niión 6.48 (Desagregaión de atributos on dominio multionjuntivo di-fuso). Sea m una MRCD. Sea n un atributo de m, n ∈ Am, uyo dominioasoiado domm(n) es de tipo multionjuntivo difuso, domm(n) ∈ M.La desagregaión en m del atributo n on dominio multionjuntivo difuso,notada omo µn(m), es una MRCD tal y omo se indió en la De�niión 6.46exeptuando a su multionjunto de tuplas. Éste está de�nido según la funiónaraterístia que se india en la Euaión 6.160.
ωTµn(m)

(t) =





ωTm(tm)⊠ ωtm(n)(t(n)) si ∃tm ∈ Tm|(t(n) ∈ tm(n) ∧

t
|Am−{n}
m = t|(Am−{n}))

ωTm(tm) si ∃tm ∈ Tm|(tm(n) = ∅domm(n) ∧

t
|Am−{n}
m = t|(Am−{n})) ∧

t(n) = dnedomµn(m)(n)

{1.0/0}2 en otro aso
∀t ∈ Tµn(m) (6.160)La anterior de�niión se diferenia de su versión débil en la adiión de unaso más en la de�niión del multionjunto de tuplas de µn(m). Este nuevoaso, el segundo de la Euaión 6.160, inluye la irunstania de que la tuplaoriginal tm tenga omo valor para el atributo n al onjunto vaío ∅domm(n). Esteextremo en la de�niión original no satisfaía la ondiión del primer aso dela Euaión 6.147 y por tanto la tupla t orrespondiente a tm quedaba exluidade la MRCD resultante. Con la nueva adiión, una tupla de este tipo satisfaeel aso introduido en la nueva de�niión y por tanto posee representante enla MRCD resultante. El itado aso establee un vínulo entre ada tupla dela MRCD original que posea ∅N omo valor para el atributo partiipante en ladesagregaión (siendo N el dominio asoiado a diho atributo) y una tupla en la
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Us Ts tselebraión asistentes atering intérpretesfeha iniio duraión1.0 {1.0/2, 0.6/15, 0.3/48}c 4-6-2010 9:00 5 entre(20, 25) 〈1.0, sí〉 Inglés1.0 {1.0/2, 0.6/10, 0.3/24}c 4-6-2010 9:00 5 entre(20, 25) 〈1.0, sí〉 Alemán0.5 {0.3/30}c 14-10-2010 17:00 3 aprox(40) 〈0.5, no〉 Inglés1.0 {1.0/6, 0.3/12}c 21-11-2010 15:00 6 20 〈0.5, sí〉 Inglés1.0 {1.0/2, 0.6/10}c 21-11-2010 15:00 6 20 〈0.5, sí〉 Franés1.0 {0.3/8}c 21-11-2010 15:00 6 20 〈0.5, sí〉 Italiano0.5 {0.3/4}c 9-12-2010 17:00 4 hasta(5) 〈1.0, no〉 dnelangTabla 6.28: Cuerpo de s



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 207MRCD resultante que es equivalente a la anterior en los valores de los atributosexepto para el atributo partiipante en la desagregaión, para el uál poseeasoiado el valor dnesub(N). En este aso, tanto la ardinalidad omo el gradode ertidumbre de las tuplas originales será transferido de forma direta a lasresultantes.6.5.2. Operadores de agregaiónLa ontraparte de los operadores de desagregaión, vistos anteriormente,la forman los operadores de agregaión. Como se indió en la introduión,los operadores de agregaión permiten añadir un nivel más a la jerarquía deldominio asoiado a un atributo o onjunto de atributos, según sea el aso. Deesta manera, para el aso de dominios omplejos que no sean de tipo ompuesto,sustituiremos el dominio de un determinado atributo por otro dominio uyodominio subyaente será el antiguo dominio del atributo. En el aso de dominiosde tipo ompuesto, partiipará en esta transformaión un grupo de atributosque serán agrupados en un únio atributo uyo dominio tenga omo onjuntode atributos a los originales, siendo los dominios de los atributos del itadoonjunto los desendientes diretos del nuevo dominio ompuesto.Estos ambios, sea ual sea el aso, impliarán que el nuevo dominio asoiadoal atributo tendrá un nivel más en su jerarquía de dominios subyaentes que elanterior. Existe un operador de agregaión de uya apliaión resultan valoresde ada uno de los tipos de dominios omplejos a exepión, laro está, de losdominios básios (ya que sus valores son atómios). De esta forma, los operadoresde agregaión y desagregaión asoiados a un tipo de dominio onreto sonomplementarios, permitiendo uno deshaer la transformaión realizada por elontrario.6.5.2.1. Agregaión en un atributo on dominio iniertoPara omenzar, de�niremos el operador de agregaión en atributos on do-minio inierto. Este operador de agregaión modi�a el dominio del atributopartiipante en la agregaión onvirtiéndolo en un dominio inierto. Este nuevodominio estará ompuesto por valores iniertos sobre el dominio original delitado atributo. Por tanto, el antiguo dominio será el dominio subyaente delnuevo.Cada tupla en la MRCD original dará lugar a una tupla en la MRCD resul-tante. Los valores de los atributos no partiipantes en la agregaión serán losmismos en ada una de las tuplas originales y en las resultantes. Los valoresimpreisos del atributo partiipante en la agregaión se rearán a partir de dosfuentes. El omponente que dota de valor base al atributo impreiso se obtendrádel valor que tiene la tupla original para el atributo partiipante en la agrega-ión. El grado de ertidumbre asoiado a diho valor se extraerá del grado deertidumbre asoiado a la tupla original.Reuérdese que el proeso de desagregaión de un atributo on dominioinierto agrega de forma onjuntiva, en el valor de ertidumbre asoiado a latupla resultante, el grado de ertidumbre de la tupla original y el grado deertidumbre asoiado al valor del atributo desagregado. El proeso, en el asodel operador de agregaión en un atributo on dominio inierto, debe ser elinverso. Del grado de ertidumbre de la tupla original se extraerá, además del



208 Operadores de transformaión de dominiosgrado de ertidumbre para el valor del atributo partiipante en la agregaión, elgrado de ertidumbre de la tupla resultante. Dada la imposibilidad de revertirla agregaión de dos grados de ertidumbre partiendo solamente del resultadode diha agregaión, será neesario proporionar al operador dos funiones quedenominaremos funiones desagregadoras. Cada una de ellas proporionará porada tupla original un grado de ertidumbre. El valor proporionado por laprimera de ellas será el grado de ertidumbre de la tupla resultante. La segundafunión proporionará omo resultado el grado de ertidumbre asignado al valordel atributo partiipante en la agregaión. Estas funiones serán de tal forma quedada una determinada tupla original, la agregaión onjuntiva de los grados queproporionan sea equivalente al grado de ertidumbre asoiado a diha tupla.De esta forma, se garantiza un resultado oherente.De�niremos formalmente este operador de agregaión de la forma que seindia a ontinuaión.De�niión 6.49 (Agregaión en un atributo on dominio inierto). Sea muna MRCD. Sea u un atributo de m, u ∈ Am. Sean d y d′ unas funiones de laforma d : sig(Tm) 7→ (0, 1] y d′ : sig(Tm) 7→ (0, 1] tales que ∀tm ∈ Tm, Um(tm) =
d(tm)⊗d′(tm). En lo anterior, sig(Tm) representa al onjunto de las signaturasde las tuplas en Tm que está de�nido según se india en la Euaión 6.161. Alas anteriores funiones d y d′ se las denominará funiones desagregadoras.

sig(Tm) = {sig(tm)|tm ∈ Tm} ∀m ∈ ∆ (6.161)La agregaión en m del atributo u en un atributo on dominio inierto deter-minada por el par de funiones desagregadoras d y d′, notada omo υ(u,d,d′)(m),se de�ne de la forma que se india en la Euaión 6.162.
υ(u,d,d′)(m) = (Hυ(u,d,d′)(m),Bυ(u,d,d′)(m)) (6.162)En lo anterior, la abeera y uerpo de υ(u,d,d′)(m) se de�nen omo se indiaen las euaiones 6.163 y 6.164.

Hυ(u,d,d′)(m) = (Am, domυ(u,d,d′)(m)) (6.163)
Bυ(u,d,d′)(m) = (Tυ(u,d,d′)(m), Uυ(u,d,d′)(m)) (6.164)Los omponentes de la abeera y el uerpo indiados anteriormente, se de-�nen a ontinuaión omo sigue:La funión de dominio de la MRCD resultante, domυ(u,d,d′)(m) se de�nede la forma indiada en la Euaión 6.165.

domυ(u,d,d′)(m)(a) =

{
domm(a) si a 6= u

U ∈ U|sub(U) = domm(u) si a = u

∀a ∈ Am (6.165)



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 209El multionjunto difuso de tuplas de υ(u,d,d′) está de�nido según la funiónaraterístia que se india la Euaión 6.166, donde tum es una tuplade�nida según se india en la Euaión 6.167
ωTυ

(u,d,d′)
(m)

(t) =

{
ωTm(t

u
m) si cert(t(u)) = d′(sig(tum))

{1.0/0}2 en aso ontrario
∀t ∈ Tυ(u,d,d′)(m) (6.166)

tum(a) =

{
t(a) si a 6= u

val(t(a)) si a = u

∀m ∈ ∆, ∀u ∈ Am|domm(u) ∈ U, ∀t ∈ Tυ(u,d,d′)(m), ∀a ∈ Am (6.167)La funión de ertidumbre de la relaión resultante, Uυ(u,d,d′)
, queda de�-nida de la forma que se muestra en la Euaión 6.168.

Uυ(u,d,d′)(m)(t) = d(sig(tum)) ∀t ∈ Tυ(u,d,d′)(m) (6.168)En la de�niión anterior, se puede apreiar que la ondiión que impone laEuaión 6.166 para la pertenenia de una tupla t a Tυ(u,d,d′)(m) asegura quea diho multionjunto sólo pertenee aquella tupla uyo grado de ertidumbreasoiado al valor del atributo u se orresponde on lo determinado por la funióndesagregadora d′. En diha euaión se introdue la tupla tum que permitirárelaionar tuplas originales y resultantes del proeso de agregaión. Dada unatupla t de υ(u,d,d′)(m), tum es la tupla orrespondiente a t en la MRCD original
m.Ejemplo 6.16. Supongamos que deseamos realizar una agregaión en la quepartiipe el atributo atering de la MRCD ψatering(r), de�nida en el Ejemplo6.10, on el objetivo de obtener de nuevo la MRCD r. Para realizar el proesode agregaión y obtener diha MRCD, de�niremos las funiones desagregadoras
d y d′ tal y omo se india en la Tabla 6.29.La agregaión en ψatering(r) del atributo atering en un atributo on domi-nio inierto determinada por el par de funiones desagregadoras d y d′, es unaMRCD notada omo υ(catering,d,d′)(ψatering(r)). Ésta posee el mismo onjuntode atributos que la MRCD ψatering(r) (que a su vez posee el mismo onjuntode atributos que r) y tiene una funión dominio de�nida omo se india en laEuaión 6.169. En diha euaión, se emplea el dominio Donf que fue de�nidoen el Ejemplo 5.8. Reordemos que este dominio es un dominio de tipo iniertouyo dominio subyaente es el dominio Dbool. Según lo anterior, podemos de-ir que la funión de dominio de υ(catering,d,d′)(ψatering(r)) es equivalente a lafunión dominio de la MRCD r.



210 Operadores de transformaión de dominios
d d′ sig(tψatering(r))elebraión ateringfeha iniio duraión1.0 1.0 4-6-2010 9:00 5 sí0.5 0.5 14-10-2010 17:00 3 no1.0 0.5 21-11-2010 15:00 6 sí0.5 1.0 9-12-2010 17:00 4 noTabla 6.29: De�niión de las funiones desagregadoras d y d′ para la MRCD

ψatering(r)
domυ(catering,d,d′)(ψatering(r))(a) = {

domψatering(r)(a) si a 6= atering
Donf si a = atering

∀a ∈ Aυ(catering,d,d′)(ψatering(r) (6.169)En lo que respeta al uerpo de υ(catering,d,d′)(ψatering(r)), éste está de�nidode la misma forma que el uerpo de la MRCD r, esto es, según se india en laTabla 5.10. Esta equivalenia responde a que los atributos no partiipantes enla agregaión no varían su valor y a que las funiones desagregadoras d y d′indiadas anteriormente permiten restableer los grados de ertidumbre de lastuplas y de los valores del atributo atering en éstas de la misma forma en queeran originalmente.Dado que υ(catering,d,d′)(ψatering(r)) y r poseen una abeera y uerpo equi-valentes, podemos onluir que ambas MRCD son iguales.6.5.2.2. Agregaión en un atributo on dominio impreisoEn segundo lugar, de�nido el operador de agregaión en atributos on do-minio inierto, de�niremos el operador de agregaión en atributos on dominioimpreiso. Este operador de agregaión reemplazará el dominio del atributopartiipante en la agregaión por uno de tipo impreiso basado en el original.En otras palabras, el dominio del atributo partiipante en la agregaión en laMRCD resultante será un dominio impreiso uyo dominio subyaente será eldominio del itado atributo en la MRCD original.Cada tupla en la MRCD resultante será una agregaión de un onjunto detuplas en la MRCD original. Conretamente, todas las tuplas uyos valores paralos atributos no partiipantes en la agregaión oinidan serán agregadas en unaúnia tupla en la MRCD resultante. El valor para los atributos no partiipantesen la agregaión de una tupla de la MRCD resultante será igual que el valorpara el onjunto de tuplas de la MRCD original que ésta agrega. Para el atributopartiipante en la agregaión, el valor será una distribuión de posibilidad uyosoporte estará ompuesto por el onjunto de los distintos valores que poseenpara en itado atributo las tuplas agregadas. La informaión orrespondienteal grado de posibilidad de ada uno de estos valores y de la ardinalidad de latupla resultante será extraída de la ardinalidad de las tuplas originales.



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 211Reordemos que la ardinalidad de las tuplas resultantes de un proeso dedesagregaión de un atributo on dominio impreiso proede de la agregaióndel grado de posibilidad de ada uno de los valores posibles para el atributodesagregado y de la ardinalidad de la tupla original. En este aso, este proe-so deberá ser invertido. Al igual que en el aso del operador de agregaión enatributos on dominio inierto, la agregaión de grados de posibilidad y ardi-nalidades no puede ser revertida on la informaión disponible. Para realizaresta tarea, y de la misma forma que anteriormente, se suministrará al operadorde agregaión un par de funiones desagregadoras. En este aso, la primera deellas devolverá la ardinalidad de la tupla resultante. La segunda devolverá elgrado de posibilidad de ada uno de los elementos de que omponen los valoresimpreisos del atributo partiipante en la agregaión en las tuplas resultantes.En lo que respeta a los grados de ertidumbre, el grado de ertidumbre deada tupla resultante proederá de la agregaión onjuntiva de los grados de lastuplas originales que ésta agrega.De�niremos formalmente el proeso de agregaión desrito anteriormenteomo sigue.De�niión 6.50 (Agregaión en un atributo on dominio impreiso). Sea muna MRCD. Sea i un atributo de m, i ∈ Am. Sean d y d′ unas funiones de laforma d : sig|(sig(m)−{i})(Tm) 7→ Nf y d′ : sig(Tm) 7→ (0, 1] tales que satisfaenla ondiión indiada en la Euaión 6.170. En lo anterior, sig|(sig(m)−{i})(Tm)representa al onjunto de las signaturas restringidas al subonjunto de atributossignatura (sig(m)−{i}) de las tuplas de m que está de�nido según se india enla Euaión 6.171. A las anteriores funiones d y d′ se las denominará funionesdesagregadoras.
∀tm ∈ Tm, Tm(tm) = d(sig|(sig(m)−{i})(tm)) ⊠ {1/0, d′(sig(tm))/1} (6.170)

sig|A(Tm) = {sig|A(tm)|tm ∈ Tm} ∀m ∈ ∆, ∀A ⊆ Am (6.171)La agregaión en m del atributo i en un atributo on dominio imprei-so determinada por el par de funiones desagregadoras d y d′, notada omo
δ(i,d,d′)(m), se de�ne de la forma indiada en la Euaión 6.172.

δ(i,d,d′)(m) = (Hδ(i,d,d′)(m),Bδ(i,d,d′)(m)) (6.172)La abeera y uerpo de la anterior MRCD están de�nidos según se india,respetivamente, en las euaiones 6.173 y 6.174.
Hδ(i,d,d′)(m) = (Am, domδ(i,d,d′)(m)) (6.173)

Bδ(i,d,d′)(m) = (Tδ(i,d,d′)(m), Uδ(i,d,d′)(m)) (6.174)Los omponentes de la abeera y uerpo desritos anteriormente están de-�nidos omo sigue:



212 Operadores de transformaión de dominiosLa funión de dominio de la MRCD resultante, domδ(i,d,d′)(m) se de�nesegún se india en la Euaión 6.175.
domδ(i,d,d′)(m)(a) =

{
domm(a) si a 6= i

I ∈ I|sub(I) = domm(i) si a = i
∀a ∈ Am(6.175)El multionjunto difuso de tuplas de δ(i,d,d′)(m) está de�nido según lafunión araterístia que se india en la Euaión 6.176.

ωTδ
(i,d,d′)

(m)
(t) =

=





d(sig(t)) si ∃tm ∈ Tm|(t
|Am−{i}
m = t|(Am−{i})) ∧

t(i) = {d′(sig(tm))/tm(i)|tm ∈ Tm ∧

sig|(sig(m)−{i})(tm) = sig(t)}

{1.0/0}2 en aso ontrario
∀t ∈ Tδ(i,d,d′)(m) (6.176)La funión de ertidumbre de la relaión resultante, δ(i,d,d′)(m), quedade�nida de la forma indiada en la Euaión 6.177. En la itada euaión,el símbolo ⊗ representa a una t-norma.

Uδ(i,d,d′)(m)(t) =
⊗

tm∈Tm|

sig|(sig(m)−{i})(tm)=sig(t)

Um(tm)

∀t ∈ Tδ(i,d,d′)(m) (6.177)Nótese que, en lo anterior, las signaturas ontenidas en sig|(sig(m)−{i})(Tm)son de la misma forma que las ontenidas en sig(Tδ(i,d,d′)(m)). Las signaturas de
δ(i,d,d′)(m) inluyen valores para todos los atributos signatura de m a exepióndel atributo i, exatamente de la misma forma que las signaturas restringidasexluyendo i de las tuplas de m. Obviamente, esta restriión en las signaturases neesaria sólo en el aso de que i fuese un atributo signatura de m, ya queen otro aso los onjuntos de atributos signatura de ambas MRCD son equiva-lentes sin neesidad de restriión alguna. Como se ha desrito anteriormente,el proeso de agregaión sustituye el dominio asoiado al atributo i en m porun dominio de tipo multionjuntivo difuso. Ya que los dominios de este tipo noson dominios signatura, el atributo i queda exluido del onjunto de atributossignatura de δ(i,d,d′)(m). Por tanto, y según lo anterior, podemos a�rmar quelas signaturas restringidas exluyendo el atributo i de m son de la misma for-ma que las ontenidas en sig(Tδ(i,d,d′)(m)). Debido a esto, las signaturas de lastuplas de δ(i,d,d′)(m) y las signaturas restringidas exluyendo el atributo i de mse equiparan y se usan de forma indistinta en la Euaión 6.166.
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d sig|(sig(ðasistentes(r))−{asistentes})(tðasistentes(r))elebraión ateringfeha iniio duraión

{1.0/2, 0.6/5, 0.3/6}c 4-6-2010 9:00 5 sí
{0.6/3}c 14-10-2010 17:00 3 no
{1.0/2}c 21-11-2010 15:00 6 sí
{0.3/4}c 9-12-2010 17:00 4 noTabla 6.30: De�niión de la funión desagregadora d para ðasistentes(r)El nexo desrito anteriormente entre las signaturas de δ(i,d,d′)(m) y las asig-naturas restringidas exluyendo el atributo i de m permite estableer un vínuloentre tuplas originales y resultantes. Como se omentó on anterioridad, el pre-sente operador agrega en una sola tupla a las tuplas uyos valores atributos,distintos del atributo i, oinidan. Debido a que la MRCD original se ha deenontrar en FNPE, podemos restringir este onjunto de atributos a los atri-butos signatura exluyendo al atributo i. Esta relaión de muhos a uno quedare�ejada en la expresión de la ondiión de pertenenia a Tδ(i,d,d′)(m) impuestaen la Euaión 6.166. Diha ondiión relaiona a una tupla t de Tδ(i,d,d′)(m) onel onjunto de tuplas perteneientes a m que son agregadas por t. Nótese queen diha expresión, dada una tupla t ∈ Tδ(i,d,d′)(m), su signatura sig(t) oinideon la signatura restringida sig|(sig(m)−{i})(tm) de las tuplas tm de m que sonagregadas por t.De la misma forma que se ha indiado para el onjunto de tuplas, y según semuestra en la expresión de la funión de ertidumbre indiada en la Euaión6.177, los grados de ertidumbre de las tuplas origen quedan agregados de formaonjuntiva en la tupla destino.Ejemplo 6.17. En esta oasión, apliaremos el operador de agregaión de�nidoanteriormente sobre la MRCD ðasistentes(r), de�nida en el Ejemplo 6.11. Enesta agregaión partiipará el atributo asistentes y nos proponemos obtener omoresultado la MRCD r. Para que el proeso de agregaión resulte en la MRCD

r, de�niremos las funiones desagregadoras d y d′ omo se india en las tablas6.30 y 6.31.Notaremos el resultado del proeso de agregaión desrito anteriormente dela forma δ(asistentes,d,d′)(ðasistentes(r)). Éste es una MRCD uyo onjunto deatributos es igual al de ðasistentes(r). Su funión dominio varía on respeto asu preursora, estando ésta de�nida omo se india en la Euaión 6.178. Endiha euaión, se emplea el dominio Dasist que, según se indió en el Ejemplo5.11, es un dominio de tipo impreiso uyo dominio subyaente es el dominio
Dnat.
domδ(asistentes,d,d′)(ðasistentes(r))(a) = {

domðasistentes(r)(a) si a 6= asistentes
Dasist si a = asistentes

∀a ∈ Aδ(asistentes,d,d′)(ðasistentes(r)) (6.178)
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d′ sig(tðasistentes(r))elebraión asistentes ateringfeha iniio duraión1.0 4-6-2010 9:00 5 20 sí1.0 4-6-2010 9:00 5 ... sí1.0 4-6-2010 9:00 5 25 sí0.25 14-10-2010 17:00 3 37 no0.5 14-10-2010 17:00 3 38 no0.75 14-10-2010 17:00 3 39 no1.0 14-10-2010 17:00 3 40 no0.75 14-10-2010 17:00 3 41 no0.5 14-10-2010 17:00 3 42 no0.25 14-10-2010 17:00 3 43 no1.0 21-11-2010 15:00 6 20 sí1.0 9-12-2010 17:00 4 1 no1.0 9-12-2010 17:00 4 ... no1.0 9-12-2010 17:00 5 5 noTabla 6.31: De�niión de la funión desagregadora d′ para ðasistentes(r)En lo que respeta al uerpo de δ(asistentes,d,d′)(ðasistentes(r)), éste se de�nede la misma manera que r, uya de�niión es tal y omo se indió en la Tabla5.10.Visto que δ(asistentes,d,d′)(ðasistentes(r)) y r poseen una abeera y uerpoequivalentes (obsérvese la equivalenia de sus onjuntos de atributos y de susfuniones de dominio), podremos deir que son dos MRCD iguales.6.5.2.3. Agregaión en un atributo on dominio ompuestoUna vez de�nido el operador de agregaión en atributos on dominio impre-iso, ontinuaremos en terer lugar on la de�niión del operador de agregaiónen atributos on dominio ompuesto. Este operador de agregaión reará enla MRCD resultante un nuevo atributo on dominio ompuesto a partir de unsubonjunto de los atributos en la MRCD original. Como es natural, los atribu-tos de la MRCD original agregados en el atributo de dominio ompuesto en laMRCD resultante serán eliminados de esta última. El dominio ompuesto delnuevo atributo será de tal forma que tendrá omo atributos a los agregados,oinidiendo nombres y dominios.Cada tupla de la MRCD original se orresponderá on una en la MRCDresultante. Obviamente, los valores para los atributos no agregados serán losmismos en tupla original y resultante. El valor para el nuevo atributo produtode la agregaión en la tupla resultante será un valor ompuesto por los valoresde los atributos agregados en la tupla original. Las ardinalidades y grados deertidumbre no se verán afetados por el proeso de agregaión, y por tantoserán iguales en las MRCDs original y resultante.El operador de agregaión desrito anteriormente se de�ne de manera formalsegún se india a ontinuaión.



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 215De�niión 6.51 (Agregaión en un atributo on dominio ompuesto). Sea muna MRCD. Sea A un subonjunto de los atributos de m, A ⊆ Am. Sea o unnombre de atributo, o ∈ A, que no forma parte del onjunto de atributos de m,
o /∈ Am.La agregaión en m de su subonjunto de atributos A en un atributo o dedominio ompuesto, notada omo θ(A,o)(m), se de�ne de omo se india en laEuaión 6.179.

θ(A,o)(m) = (Hθ(A,o)(m),Bθ(A,o)(m)) (6.179)Las abeera y uerpo de θ(A,o)(m) se de�nen de la forma indiada en laseuaiones 6.180 y 6.181 respetivamente.
Hθ(A,o)(m) = (Aθ(A,o)(m), domθ(A,o)(m)) (6.180)
Bθ(A,o)(m) = (Tθ(A,o)(m), Uθ(A,o)(m)) (6.181)Los omponentes de los elementos anteriores se de�nen de la forma siguiente:El onjunto de atributos de θ(A,o)(m), Aθ(A,o)(m), se de�ne omo india laEuaión 6.182.

Aθ(A,o)(m) = (Am −A) ∪ {o} (6.182)La funión de dominio de la MRCD resultante, domθ(A,o)(m) se de�ne dela forma indiada en la Euaión 6.183. En diha euaión, OAm es undominio de tipo ompuesto, OAm ∈ O, tal que att(OAm) = A y su funiónde dominio está de�nida omo india la Euaión 6.184.
domθ(A,o)(m)(a) =

{
domm(a) si a ∈ (Am −A)

OAm si a = o
∀a ∈ Aθ(A,o)(m)(6.183)

domOAm
(a) = domm(a) ∀m ∈ ∆, ∀A ⊆ Am, ∀a ∈ A (6.184)El multionjunto difuso de tuplas de θ(A,o)(m) está de�nido según la fun-ión araterístia que se india en al Euaión 6.185. En diha euaión,

t
(A,o)
m es una tupla de Tm derivada de t ∈ Tθ(A,o)(m) de�nida omo seindia en la Euaión 6.186.

ωTθ(A,o)(m)
(t) = ωTm(t

(A,o)
m ) ∀t ∈ Tθ(A,o)(m) (6.185)

t(A,o)m (a) =

{
t(a) si a /∈ A

t(o)(a) si a ∈ A

∀m ∈ ∆, ∀A ⊆ Am, ∀o ∈ (A−Am), ∀t ∈ Tθ(A,o)(m), ∀a ∈ Am(6.186)



216 Operadores de transformaión de dominiosLa funión de ertidumbre de la relaión resultante, θ(A,o), queda de�nidade la forma indiada en al Euaión 6.187.
Uθ(A,o)(m)(t) = Um(t(A,o)m ) ∀t ∈ Tθ(A,o)(m) (6.187)En lo anterior, se ha heho uso de la tupla derivada t

(A,o)
m para empare-jar a una tupla resultante on su original. De esta forma, dada una tupla

t ∈ θ(A,o,O)(m), se puede determinar on failidad la tupla en m que se leorresponde para transferirle su ardinalidad y ertidumbre asoiada.Nótese que en la de�niión anterior no ha sido neesario el uso de funio-nes desagregadoras omo en asos anteriores. En el presente aso, al no existiragregaión onjuntiva de ardinalidades ni grados de ertidumbre, no resultaneesario restaurar dihos valores.Ejemplo 6.18. En este aso, siguiendo la línea de los ejemplos anteriores parael aso de los operadores de agregaión, proederemos a realizar la agregaión delonjunto de atributos A = {feha, iniio, duraión} de la MRCD φelebraión(r)en el atributo elebraión on un dominio de tipo ompuesto. El objetivo, omoanteriormente, será que la MRCD resultante sea equivalente a r.La MRCD que resulta del proeso de agregaión desrito será notada omo
θ(A,elebraión)(φelebraión(r)). En lo que respeta a la abeera de esta MRCD,ésta tendrá omo onjunto de atributos el que se muestra en la Euaión 6.188y omo funión dominio la que se de�ne en la Euaión 6.189. En la de�niiónde la funión dominio se emplea el dominio OAφelebraión(r) uyo onjunto deatributos se orresponde on att(OAφelebraión(r)) = A y uya funión dominio sede�ne en la Euaión 6.190. Obsérvese que tanto el onjunto de atributos omola funión de dominio de OAφelebraión(r) equivalen a las de Dceleb. Este dominio,
Dceleb, ha sido de�nido en el Ejemplo 5.17.
Aθ(A,elebraión)(φelebraión(r)) = {elebraión, asistentes, atering, intérpretes}(6.188)
domθ(A,elebraión)(φelebraión(r))(a) =

=

{
domφelebraión(r)(a) si a ∈ {asistentes, atering, intérpretes}
OAφelebraión(r) si a = elebraión

∀a ∈ Aθ(A,elebraión)(φelebraión(r)) (6.189)
domOA

φelebraión(r)
(a) = domφelebraión(r)(a) ∀a ∈ A (6.190)En lo que se re�ere al uerpo de la MRCD resultante del proeso de agre-gaión, θ({feha,iniio,duraión},elebraión)(φelebraión(r)) tendrá un uerpo similaral de r. El uerpo de esta última MRCD está de�nido según se mostró anterior-mente en la Tabla 5.10.Dado que θ(A,elebraión)(φelebraión(r)) y r poseen una abeera y uerpoequivalentes (obsérvese la equivalenia de sus funiones de dominio dado que



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 217los dominios OAφelebraión(r) y Dceleb son equivalentes), podremos deir que ambasMRCDs son iguales.6.5.2.4. Agregaión en un atributo on dominio multionjuntivo di-fusoFinalmente, de�niremos el operador de agregaión en atributos on dominiomultionjuntivo difuso. Este operador de agregaión tendrá, al igual que ourríaon su ontrapartida, un funionamiento muy similar al desrito para el operadorde agregaión en un atributo on dominio impreiso.El dominio del atributo partiipante en la agregaión será sustituido poruno de tipo multionjuntivo difuso on un dominio subyaente igual al dominiooriginal del itado atributo. Las tuplas de la MRCD resultante se orresponderánon el onjunto de las tuplas de la MRCD original que omparten el mismo valorpara los atributos no partiipantes en la agregaión.Los valores para dihos atributos serán iguales tanto en la tupla resultanteomo en las tuplas originales agregadas. El valor para el atributo partiipanteen la agregaión será un multionjunto difuso uyo soporte estará formado porlos distintos valores que poseen para diho atributo las tuplas agregadas.La ardinalidad asoiada a ada uno de elementos del soporte así omo laardinalidad asoiada a la tupla resultante serán extraídas de las ardinalidadesde las tuplas originales. Reordemos, una vez más, que dihas ardinalidadesson agregadas mediante su produto en el operador de desagregaión omple-mentario. El resultado de diha agregaión se emplea omo ardinalidad de lastuplas resultantes. Revertir este proeso de agregaión no es posible exlusiva-mente on la informaión ontenida en el resultado de diho proeso. Debidoa esto, se ha optado, al igual que en los anteriores asos, por el suministro aloperador de agregaión de un par de funiones desagregadoras. La primera deellas proporionará la ardinalidad que se asoiará a ada tupla de la MRCDresultante del proeso de agregaión. La segunda proporionará, para ada unade las tuplas de la relaión resultante, las ardinalidades de ada uno de loselementos que forman los multionjuntos difusos que se emplean omo valoresdel atributo partiipante en la agregaión.En las de�niiones de los operadores de agregaión desritos en anterioresapartados no fue neesario prestar espeial atenión al tratamiento de valoresausentes por los motivos que se omentaron en el anterior apartado dediado ala de�niión del operador de desagregaión de atributos on dominio multion-juntivo difuso. A diferenia de los itados asos, en el presente sí se tendrá queprestar atenión a la presenia de valores ausentes. Conretamente, se tendráen uenta la relaión entre los valores ausentes ∅N y dnesub(N) (donde N es undominio omplejo de tipo multionjuntivo difuso) que establee el operador dedesagregaión de atributos on dominio multionjuntivo difuso. Debido a esto,será neesario variar la de�niión usual de las funiones desagregadoras d y d′que ha sido empleada en los anteriores apartados de tal forma que se onsidereesta partiularidad. En onreto, se deberá introduir una variaión en las on-diiones usuales que se aplian a dihas funiones de forma tal que, en el asoespeial de presenia de valores ausentes desrito anteriormente, la funión des-agregadora d trans�era a la tupla resultante la ardinalidad de la tupla originaly la funión d′ sea de tal forma que el valor multionjuntivo difuso resultantede la agregaión sea el multionjunto difuso vaío.



218 Operadores de transformaión de dominiosEn lo que respeta al grado de ertidumbre asoiado a las tuplas de la MRCDresultante del proeso de agregaión, paree lógio, omo en asos anteriores, queéste proeda de la agregaión onjuntiva, empleando una t-norma, del grado deertidumbre asoiado a las tuplas de la MRCD original de las que éstas deriven.Según lo anterior, el proeso de agregaión desrito anteriormente se de�neformalmente omo se india a ontinuaión.De�niión 6.52 (Agregaión en un atributo on dominio multionjuntivo di-fuso). Sea m una MRCD. Sea n un atributo de m, n ∈ Am. Sean d y d′ unasfuniones de la forma d : sig|(sig(m)−{n})(Tm) 7→ Nf y d′ : sig(Tm) 7→ Nf talesque umplen las ondiiones indiadas en las euaiones 6.191 y 6.192. A lasanteriores funiones se las denominará funiones desagregadoras.
∀tm ∈ Tm|(tm(n) 6= dnedomm(n)),

Tm(tm) = d(sig|(sig(m)−{n})(tm))⊠ d′(sig(tm)) (6.191)
∀tm ∈ Tm|(tm(n) = dnedomm(n)),

Tm(tm) = d(sig|(sig(m)−{n})(tm)) ∧ d′(sig(tm)) = {1.0/0}2 (6.192)La agregaión en m del atributo n en un dominio multionjuntivo difu-so determinada por el par de funiones desagregadoras d y d′, notada omo
ν(n,d,d′)(m), se de�ne de la forma que se india en la Euaión 6.193.

ν(n,d,d′)(m) = (Hν(n,d,d′)(m),Bν(n,d,d′)(m)) (6.193)La abeera y uerpo de ν(n,d,d′)(m) se de�nen omo se india en las eua-iones 6.194 y 6.195 respetivamente.
Hν(n,d,d′)(m) = (Am, domν(n,d,d′)(m)) (6.194)

Bν(n,d,d′)(m) = (Tν(n,d,d′)(m), Uν(n,d,d′)(m)) (6.195)Cada uno de los omponentes de los elementos anteriores se de�ne omo seindia a ontinuaión:La funión de dominio de la MRCD resultante, domν(n,d,d′)(m) se de�nede la omo se india en la Euaión 6.196.
domν(n,d,d′)(m)(a) =

{
domm(a) si a 6= n

M ∈ M|(sub(M) = domm(n)) si a = n

∀a ∈ Am (6.196)



Modelo objeto-multirrelaional difuso: álgebra 219El multionjunto difuso de tuplas de ν(n,d,d′)(m) está de�nido según lafunión araterístia que se india en la Euaión 6.197.
ωTν

(n,d,d′)
(m)

(t) =

=





d(sig(t)) si ∃tm ∈ Tm|(t
|Am−{n}
m = t|(Am−{n}) ∧

t(n) = [d′(sig(tm))/tm(n)|(tm ∈ Tm ∧

sig|(sig(m)−{n})(tm) = sig(t))])

{1.0/0}2 en aso ontrario
∀t ∈ Tν(n,d,d′)(m) (6.197)La funión de ertidumbre de la relaión resultante, νn(m), queda de�nidade la forma indiada en la Euaión 6.198.

Uν(n,d,d′)(m)(t) =
⊗

tm∈Tm|

(sig|(sig(m)−{n})(tm)=sig(t))

Um(tm)

∀t ∈ Tν(n,d,d′)(m) (6.198)Como en el aso del operador de agregaión en atributos on dominio impre-iso, la relaión uno a muhos de una tupla en ν(n,d,d′)(m) on las tuplas en mfailita la de�niión de su multionjunto de tuplas y de la funión de ertidum-bre. Al igual que en el menionado aso, las signaturas en sig(Tν(n,d,d′)(m)) sonde la misma forma que las ontenidas en sig|(sig(m)−{n})(Tm). Por tanto, estasse usan de manera indistinta y se igualan en las euaiones 6.197 y 6.198. De lamisma forma, este nexo entre signaturas permite la formaión de una relaiónentre un onjunto de tuplas originales y la tupla resultante que las agrega.Además de lo anterior, se ha de destaar la forma en que se de�nen las fun-iones desagregadoras en la de�niión anterior. La de�niión de éstas diferenialos asos en que el valor del atributo partiipante en el proeso de agregaión dela tupla tratada sea o no un valor ausente dne. En el primer aso, se aseguraráque la funión desagregadora d trans�ere por ompleto la ardinalidad de latupla original a la que tupla que se orresponde on ésta en la MRCD resul-tante. Con respeto a la funión desagregadora d′, se asignará una ardinalidadnula a ualquier elemento del multionjunto difuso que resulta omo valor, dela tupla en la MRCD resultante que se orresponde on la tratada, para el atri-buto partiipante en el proeso de agregaión. En diho aso, por tanto, el valormultionjuntivo asoiado al atributo partiipante en la agregaión será el mul-tionjunto vaío. En ualquier otro aso en que no partiipe un valor ausente,las funiones desagregadoras se omportarán de manera usual.El siguiente ejemplo ilustra el omportamiento del operador de agregaiónde atributos en dominios de tipo multionjuntivo según la de�niión anterior.
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d sig|(sig(µintérpretes(r3))−{intérpretes})(tµintérpretes(r3))elebraión ateringfeha iniio duraión

{1.0/2, 0.6/5, 0.3/6}c 4-6-2010 9:00 5 sí
{0.6/3}c 14-10-2010 17:00 3 no
{1.0/2}c 21-11-2010 15:00 6 sí
{0.3/4}c 9-12-2010 17:00 4 noTabla 6.32: De�niión de la funión desagregadora d para µintérpretes(r3)
d′ sig(tµintérpretes(r3))elebraión atering intérpretesfeha iniio duraión

{1.0/1, 0.6/3, 0.3/8}c 4-6-2010 9:00 5 sí Inglés
{1.0/1, 0.6/2, 0.3/4}c 4-6-2010 9:00 5 sí Alemán

{0.3/10}c 14-10-2010 17:00 3 no Inglés
{1.0/3, 0.3/6}c 21-11-2010 15:00 6 sí Inglés
{1.0/1, 0.6/5}c 21-11-2010 15:00 6 sí Franés

{0.3/4}c 21-11-2010 15:00 6 sí Italiano
{1.0/0}c 9-12-2010 17:00 4 no dnelangTabla 6.33: De�niión de la funión desagregadora d′ para µintérpretes(r3)Ejemplo 6.19. Para el aso de este ejemplo apliaremos el operador de agre-gaión de�nido anteriormente sobre la MRCD µintérpretes(r3), MRCD que esequivalente a la MRCD s de�nida en el Ejemplo 6.15. El atributo impliadoen la agregaión será, en este aso, el atributo intérpretes. A diferenia de losejemplos anteriores, el objetivo de la apliaión de la agregaión anterior noes obtener r. Por los motivos que se expusieron en el Ejemplo 6.13, la MRCDbase on la que trabajaremos en el presente ejemplo, y que se obtendrá omoresultado, será r3. La de�niión de diha MRCD puede enontrarse en el itadoejemplo. Para la onseuión de este objetivo, proporionaremos al operador deagregaión las funiones desagregadoras d y d′ de�nidas según se india respe-tivamente en las tablas 6.32 y 6.33.La MRCD resultante será notada ómo ν(intérpretes,d,d′)(µintérpretes(r3)). Enlo que respeta a su abeera, el onjunto de atributos de esta MRCD será equiva-lente a la de r3, pues ni el presente operador de agregaión ni su operador om-plementario de desagregaión introduen ambios en la abeera de las MRCDsresultantes. Con respeto a la funión dominio de ν(intérpretes,d,d′)(µintérpretes(r3)),ésta está de�nida según se india en la Euaión 6.199. En diha euaión sehae uso del dominio Dlang de�nido previamente en el Ejemplo 5.15.
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domν(intérpretes,d,d′)(µintérpretes(r3))(a) =

=

{
domµintérpretes(r3))(a) si a 6= intérpretes
M ∈ M|sub(M) = Dlang si a = intérpretes

∀a ∈ Aν(intérpretes,d,d′)(µintérpretes(r3)) (6.199)Obsérvese la equivalenia de la funión de dominio anterior y la asoiadaa r3. Para el aso de atributos distintos al atributo intérpretes ésta es obvia,ya que la funión de dominio domµintérpretes(r3), de�nida en el Ejemplo 6.15, esequivalente a domr3 . En lo que respeta al aso del atributo intérpretes, éste tie-ne asoiado un dominio de tipo multionjuntivo difuso uyo dominio subyaentees Dlang. Este dominio es equivalente al dominio Dinter, dominio asoiado en
r3 al itado atributo.En lo que se re�ere al uerpo ν(intérpretes,d,d′)(µintérpretes(r3)), éste es equi-valente al que se india para la MRCD r3 en la Tabla 6.24 del Ejemplo 6.13.Obsérvese que la última tupla del uerpo de ν(intérpretes,d,d′)(µintérpretes(r3)) (si-guiendo el orden en que se muestran las tuplas en la Tabla 6.24) se inorporagraias al aso espeial para el tratamiento de valores ausentes de la de�niiónpropuesta de las funiones desagregadoras d y d′. Este aso espeial, reorde-mos, permite la asignaión de ardinalidades nulas por parte de d′ en aso dela presenia de valores ausentes de tipo dne. Diha asignaión nula resulta enel estableimiento del multionjunto difuso vaío omo valor del atributo in-térpretes para la itada tupla. Finalmente, y graias de nuevo a la exepióninorporada a la de�niión de las funiones desagregadoras d y d′, la funión dpermite asignar la ardinalidad original que diha tupla poseía en r3.Con todo lo anterior, y visto que la abeera y uerpo de la MRCD resultantedel proeso de agregaión, ν(intérpretes,d,d′)(µintérpretes(r3)), y r3 son similares,podemos onluir que éstas son MRCDs equivalentes.6.6. ConlusionesEn el presente apítulo se ha propuesto un álgebra que permite la manipu-laión de MRCDs. Parte de los operadores que omponen este álgebra estánonebidos omo una transposiión al ámbito de las MRCDs del onjunto deoperadores del álgebra relaional lásia, por lo que el álgebra propuesta heredalas apaidades de manipulaión de datos que posee su análoga lásia.Además de los operadores derivados del álgebra relaional, el álgebra deMRCDs ontiene un subonjunto de operandos destinados a la transformaiónde los dominios omplejos de los atributos de las MRCDs, que se dividen en paresomplementarios de agregadores y desagregadores. El motivo fundamental deeste tipo de operadores es permitir desagregaión de los omponentes de un valoromplejo de tal forma que los operadores derivados del álgebra relaional lásiapueden aeder a los itados omponentes. Lógiamente, por ada operadorde desagregaión hará un operador de agregaión omplementario que permitarestaurar los dominios omplejos originales en aso de ser neesario.



222 ConlusionesPara el adeuado funionamiento de este álgebra se ha propuesto una formanormal para la MRCDs. Ésta tiene omo objeto asegurar la omplementaiónde este subonjunto de operandos destinado a la transformaión de dominios,a �n que, tras la desomposiión de un dominio omplejo de una determinadaMRCD, se pueda obtener la misma a la apliaión posterior del operador deagregaión orrespondiente.



Capítulo 7Prototipo de sistema degestión de bases de datosobjeto-relaional difuso7.1. IntroduiónLa presente seión está dediada a presentar y analizar la propuesta deextensión de un SGBD objeto-relaional, on el objeto de dotarlo de apaida-des para el almaenamiento y manipulaión de datos imperfetos, modeladosempleando lógia difusa.Para ello, se realizará una desripión de la propuesta detallando los tiposde datos imperfetos soportados, junto on los operadores introduidos para lamanipulaión de este tipo de datos. Posteriormente, se presentará la jerarquíaque modela la desripión de la itada extensión. En terer lugar, se desribi-rán los aspetos más relevantes del prototipo que implementa la menionadaextensión. Finalmente, se valorarán las ventajas que esta propuesta ofree.7.2. Desripión de la propuestaComo hemos onluido en el Capítulo 4, en el que se motivan las propues-tas realizadas en el presente trabajo, la estrategia basada en la extensión deun SGBD existente, on objeto de inorporar en éste apaidades para el al-maenamiento y manipulaión de datos impreisos, es la más ventajosa de lasanalizadas. En onreto, los SGBD objeto-relaionales pareen los más apropia-dos para la implantaión de este tipo de extensiones debido, fundamentalmente,a la gran variedad de meanismos de extensión que éstos ofreen a los usuarios.La presente propuesta sigue preisamente la aproximaión anterior, plantean-do la extensión de un sistema de gestión objeto-relaional existente, mediantela implementaión en el mismo de una jerarquía de tipos de datos de�nidospor el usuario, que permitirían aumentar las apaidades del sistema an�trióndotándole de la apaidad para almaenar y manipular datos imperfetos.El almaenamiento de datos imperfetos se llevará a abo empleando la es-trutura interna de los UDT, siendo los métodos asoiados a éstos los enargados223



224 Tipos de datos imperfetosde implementar la lógia neesaria para manipular diho tipos datos.Dado que la presente propuesta es un prototipo, uyo ometido prinipal esdemostrar la viabilidad de un SGBDD siguiendo la estrategia que se proponeen el presente trabajo, irunsribiremos ésta a la propuesta realizada en [10℄,basada en los trabajos iniiales [104, 55℄. Esta onstituye un subonjunto de lasapaidades ofreidas por el modelo objeto-multirrelaional desrito en los apí-tulos 5 y 6. En estos trabajos se omienza a per�lar la propuesta de la reaiónde una extensión difusa para un SGBD objeto-relaional, de�niendo UDTs parala representaión de tipos difusos atómios, los de�nidos en [70℄, junto on dostipos de oleiones difusas (on semántia onjuntiva y disyuntiva, respetiva-mente), y objetos omplejos on atributos impreisos, similares a los propuestosen [100℄.7.3. Tipos de datos imperfetosLa extensión propuesta está diseñada para permitir el almaenamiento yla manipulaión varios tipos de datos imperfetos, analizados en la siguientessubseiones.7.3.1. Datos atómios imperfetosLa extensión onsta de una parte básia que permite el almaenamiento y lamanipulaión de datos atómios imperfetos. El ali�ativo atómio india quelos datos que se de�nen sobre dominios básios, uyos elementos no están om-puestos de otros elementos on semántia propia. A ontinuaión, se desribenlas variantes de este tipo de datos que soporta la extensión propuesta.7.3.1.1. Datos impreisos sobre un dominio ordenadoEste tipo de datos están representados, en la presente propuesta, en forma dedistribuiones de posibilidad trapezoidales y etiquetas lingüístias asoiadas alas anteriores. Denominaremos a este tipo de datos omo OAFT (Ordered Ato-mi Fuzzy Type). Los diferentes asos onretos de distribuiones de posibilidadtrapezoidales ontemplados por la extensión son las siguientes:Datos risp: Es un aso espeial que se da uando los uatro valores quede�nen la distribuión de posibilidad trapezoidal son iguales, esto es, dis-tribuiones de posibilidad trapezoidales de la forma [α, α, α, α]. Este asopermite representar valores preisos, donde α es el valor que se desea re-presentar.Datos intervalares: En este aso, los valores que de�nen la distribuiónde posibilidad trapezoidal son de la forma [α, α, β, β], siendo α ≤ β. Estadistribuión de posibilidad trapezoidal permite representar intervalos devalores de la forma [α, β].Datos trapezoidales: Es el aso general que se da uando ada valor quede�ne la distribuión de posibilidad trapezoidal posee un valor propio, esdeir, distribuiones de posibilidad trapezoidales de la forma [α, β, γ, δ]donde α ≤ β ≤ γ ≤ δ.



Prototipo de SGBD objeto-relaional difuso 225Despejado Intervalos nubosos NubosoLluvioso 0.1 0.4 0.7Nuboso 0.4 0.7Intervalos nubosos 0.7Tabla 7.1: Relaión de similitud para los valores del dominio meteorológioUn ejemplo de este tipo de datos es el rango de edad de una determinadapersona. La edad de una persona joven podría ser desrita mediante una dis-tribuión de posibilidad trapezoidal omo, por ejemplo, [14, 17, 24, 27]. En esteaso, el ali�ador joven se puede onsiderar la etiqueta lingüístia asoiada adiha distribuión.7.3.1.2. Datos impreisos sobre un dominio esalar no ordenadoLa extensión representará estos datos omo distribuiones de posibilidadsobre el dominio esalar de�nido por el usuario. Debido a que no existe unarelaión de orden estableida entre los elementos del dominio, el usuario habráde de�nir una relaión de similitud entre dihos elementos, on el objeto depermitir la omparaión de los valores almaenados. Llamaremos a este tipo dedatos NOAFT (Non Ordered Atomi Fuzzy Type).Un ejemplo de este tipo de datos es el estado meteorológio reinante. Los va-lores del dominio podrían ser {despejado, intervalos nubosos, nuboso, lluvioso}.La relaión de similitud entre los elementos del dominio podría ser omo la mos-trada en la Tabla 7.1.7.3.2. Coleiones difusasOtro grupo de tipos de datos que ontempla la extensión propuesta es el delas oleiones difusas. Estas son una generalizaión difusa de las oleionesordinarias de�nidas en SQL:1999.El heho de inluir borrosidad en las oleiones, supone que los elementosperteneientes a la oleión no son miembros de ésta de forma absoluta, sinoque su pertenenia es gradual. Esto implia que ada elemento de la oleióntendrá asignado un grado de pertenenia que estará inluido en el rango [0, 1].Se ha de haer notar que, dado que los elementos de la oleión puedenser de ualquier tipo, éstos pueden ser de naturaleza risp o imperfeta. Deesta forma, es posible modelar de forma simultánea diversos tipos o niveles deimperfeión.A ontinuaión, proederemos a desribir los distintos tipos de oleiones,difereniadas en funión de su semántia, que soporta la extensión propuesta.7.3.2.1. Coleiones impreisas on semántia onjuntivaLa semántia de este tipo de oleiones ondiiona la visión que el usuariotiene del onjunto que forman los elementos de la oleión, onsiderándoseque todos los elementos que forman parte de ésta son valores que se dan deforma simultánea para el atributo para el ual es valor. Este tipo de datos serádenominado omo CFC (Conjuntive Fuzzy Colletion).



226 Tipos de datos imperfetosUn ejemplo de este tipo de datos, que servirá para ilustrar el onepto desemántia onjuntiva, puede ser el siguiente. Consideremos un atributo que al-bergará el onjunto de idiomas que puede hablar una persona, siendo el domi-nio esalar de los idiomas que pueden ser hablados {español, inglés, frances,
alemán, italiano, portugués, ruso}. Para una determinada persona, el onjun-to de idiomas que habla puede representarse por el onjunto difuso {1/español,
0.8/inglés, 0.75/italiano}. Como vemos, esta oleión es una oleión difusapuesto que los elementos tienen graduada su pertenenia. En este aso, dihogrado de pertenenia india el nivel de dominio del idioma. La semántia de laoleión es onjuntiva porque la persona domina, en ierto grado, ada uno delos idiomas presentes en la misma.7.3.2.2. Coleiones difusas on semántia disyuntivaLas oleiones on semántia disyuntiva son la antítesis, semántiamentehablando, al tipo de oleiones desritas anteriormente. En este aso, la semán-tia india que sólo un elemento de la oleión será el valor real del atributopara el ual ésta es valor. Por tanto, la oleión inluirá entre sus elementos losdistintos valores posibles del atributo, donde el grado de pertenenia de los ele-mentos de la oleión indiará el grado de posibilidad de que éstos sean el valorreal. Denominaremos a este tipo de datos DFC (Disjuntive Fuzzy Colletion).Un ejemplo ilustrativo de este tipo de oleiones puede ser la oleiónque india el diagnóstio previo, heho en funión de los síntomas que presen-ta un paiente inonsiente al ingresar on un problema de salud desonoidoen un serviio de urgenias. Supongamos que el dominio de las patologías posi-bles es el dominio esalar {ataque cardiaco, edema pulmonar, infarto cerebral,
intoxicación et́ılica}. El médio valorará el estado de paiente e indiará unalista de posibles patologías, en la que se india, adiionalmente, el grado deposibilidad asoiado a ada una para priorizar iertas pruebas y tratamien-tos. Para un determinado paiente, este diagnostio previo podría ser repre-sentado por la oleión disyuntiva {0.8/ataque cardiaco, 0.6/infarto cerebral,
0.2/intoxicación et́ılica}. Queda laro que sólo una de estas tres patologías pro-puestas será la que sufre realmente el paiente. De ahí la semántia disyuntivade la oleión.7.3.3. Objetos difusosLa extensión permitirá al usuario de�nir sus propias lases para modelar ob-jetos omplejos difusos. Los objetos omplejos difusos podrán poseer atributosde tipo tanto risp omo imperfeto, inluyendo otros objetos difusos. Preisa-mente, esta última araterístia es por la que se ali�a a este tipo de objetosomo omplejos. Denominaremos a este tipo de datos omo FO (Fuzzy objet).Cada atributo tendrá asoiado un grado de importania dentro del obje-to. Diho grado de importania será empleado por el meanismo de álulo desemejanza entre objetos difusos que todos los objetos difusos deberán imple-mentar. Este grado de importania determinará el peso que tendrá el atributoen el álulo del itado grado de semejanza.Un ejemplo de este tipo de datos puede ser una lase empleada para modelarinmuebles en venta en una base de datos. Los inmuebles poseerán los siguientesatributos:



Prototipo de SGBD objeto-relaional difuso 227Identi�ador del inmueble: Éste será un número entero seuenial.Direión del inmueble: Será un objeto que a su vez estará ompuesto porlos siguientes atributos:
• Tipo de la vía: Será un valor del dominio esalar {avenida, calle,
plaza, carretera}.

• Nombre de la vía: Una adena de arateres que ontendrá dihonombre:
• Número: Un atributo de tipo impreiso sobre dominio ordenado, quepermitirá almaenar valores lásios (un solo número) o intervalos(para el aso de �nas on un rango de números).Preio: Es un atributo de tipo impreiso sobre dominio ordenado que per-mitirá almaenar tanto preios onretos omo rangos de preios.Como podemos apreiar, la lase anterior modela objetos omplejos, ya queinluyen dentro de su estrutura a otros objetos, on algunos atributos quealbergan valores impreisos, y otros preisos.7.4. Comparadores para los tipos de�nidosA ontinuaión, proederemos a desribir los omparadores que ontemplala presente propuesta para los tipos de datos anteriormente desritos.7.4.1. Comparadores para OAFTLa presente subseión está dediada a desribir los omparadores que pue-den ser apliados sobre pares de datos del tipo OAFT.7.4.1.1. Comparador de semejanzaEl primer omparador que propondremos para este tipo de datos, es el om-parador de semejanza.Para el aso de los datos OAFT, este omprador está disponible en dosvariantes, en funión de la medida que se emplee para alular la semejanza entrelas itadas distribuiones de posibilidad. Estas variantes son la de posibilidad,denominada FEQ (Fuzzy EQual), uando se aplia una medida de posibilidadpara el álulo de diho grado, y la de neesidad, denominada NFEQ (NeessarilyFuzzy EQUal), uando se aplia una medida de neesidad para el álulo delgrado de semejanza.Las de�niión de las dos variantes, extraídas de [70℄, es la siguiente:De�niión 7.1 (Comparador de semejanza para tipos OAFT). Sean A y B dosdistribuiones de posibilidad araterizadas por las funiones µA(x) y µB(x),respetivamente, y de�nidas sobre el dominio U . Se de�nen el omparador desemejanza on medida de posibilidad (FEQ) y el omparador de semejanza onmedida de neesidad (NFEQ), entre las itadas distribuiones de posibilidad,omo se india en las euaiones 7.1 y 7.2 respetivamente.



228 Comparadores para los tipos de�nidosPosibilidad Neesidad Signi�adoFEQ NFEQ (Neessarily) Fuzzy Equal:Igual que difusoFGT NFGT (Neessarily) Fuzzy Greater Than:Mayor que difusoFGEQ NFEGQ (Neessarily) Fuzzy Greater or Equal:Mayor o igual que difusoFLT NFLT (Neessarily) Fuzzy Less Than:Menor que difusoFLEQ NFLEQ (Neessarily) Fuzzy Less or Equal:Menor o igual que difusoTabla 7.2: Comparadores difusos para datos atómios difusos numérios
FEQ(A,B) = sup

x∈U
mı́n(µA(x), µB(x)) (7.1)

NFEQ(A,B) = ı́nf
x∈U

máx(1− µA(x), µB(x)) (7.2)7.4.1.2. Operadores relaionales difusosDebido a que el dominio subyaente de un tipo OAFT es un dominio ordena-do, abe la posibilidad de de�nir extensiones difusas de los operadores relaio-nales lásios. Dihos omparadores, extraídos iniialmente de [70℄, se indianen la Tabla 7.2.Las de�niiones formales de estos omparadores son las siguientes:De�niión 7.2 (Operadores relaionales difusos). Sean A y B dos distribuio-nes trapezoidales de posibilidad de�nidas por [αA, βA, γA, δA] y [αB, βB, γB, δB]respetivamente. Se de�nen los operadores relaiones de posibilidad y neesidad,omo sigue se india en las euaiones 7.3 a 7.10.
FGT (A,B) =





1 si γA ≥ δB
δA−γB

(δB−γB)−(γA−δA) si γA < δB y δA > γB
0 en otro aso (δA ≤ γB)

(7.3)
NFGT (A,B) =





1 si αA ≥ δB
βA−γB

(δB−γB)−(αA−βA) si αA < δB y βA > γB
0 en otro aso (βA ≤ γB)

(7.4)
FGEQ(A,B) =





1 si γA ≥ βB
δA−αB

(βB−αB)−(γA−δA) si γA < βB y δA > αB
0 en otro aso (δA ≤ αB)

(7.5)
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NFGEQ(A,B) =





1 si αA ≥ βB
βA−αB

(βB−αB)−(αA−βA) si αA < βB y βA > αB
0 en otro aso (βA ≤ αB)

(7.6)
FLT (A,B) =





1 si βA ≤ αB
αA−βB

(αB−βB)−(βA−αA) si βA > αB y αA < βB
0 en otro aso (αA ≥ βB)

(7.7)
NFLT (A,B) =





1 si δA ≤ αB
γA−βB

(αB−βB)−(δA−γA) si δA > αB y γA < βB
0 en otro aso (γA ≥ βB)

(7.8)
FLEQ(A,B) =





1 si βA ≤ γB
δB−αA

(βA−αA)−(γB−δB) si βA > γB y αA < δB
0 en otro aso (αA ≥ δB)

(7.9)
NFLEQ(A,B) =





1 si δA ≤ γB
γA−δB

(γB−δB)−(δA−γA) si δA > γB y γA < δB
0 en otro aso (γA ≥ δB)

(7.10)7.4.2. Comparadores para NOAFTLos pares de datos del tipo NOAFT, al no poseer una relaión de orden entreellos, sólo disponen de un omparador, el omparador de semejanza.Diho operador hae uso de la relaión de semejanza de�nida por el usuarioentre los elementos del dominio esalar, así omo de los grados de posibilidad dedihos elementos en las distribuiones de posibilidad, para el álulo del gradode similitud entre ada par de elementos.La de�niión de este omparador se india a ontinuaión.De�niión 7.3 (Comparador de semejanza para tipos OAFT). Sean A y Bdos distribuiones de posibilidad de�nidas sobre el dominio esalar U , siendo
µA(x) y µB(y) las funiones araterístias que de�nen respetivamente dihasdistribuiones. Sea S(x, y) la funión araterístia que de�ne la relaión desemejanza sobre los elementos del dominio. Se de�ne el omparador de similitudFEQ omo se india en la Euaión 7.11.

FEQ(A,B) = sup
x∈U,y∈U

{S(x, y) · µA(x) · µB(x)} (7.11)7.4.3. Comparadores para CFCLa propuesta onsidera, para la omparaión de las oleiones difusas on-juntivas, los operadores de inlusión y el omparador de semejanza que seránanalizados a ontinuaión.



230 Comparadores para los tipos de�nidos7.4.3.1. Operador de inlusiónEsta extensión propone el operador de inlusión que permitirá el álulo delgrado en que una oleión difusa onjuntiva está inluida en otra.El álulo del grado de inlusión de dos onjuntos difusos [128℄ puede seralulado omo muestra la Euaión 7.12.De�niión 7.4. Sean A y B dos onjuntos difusos de�nidos sobre el universo
U , y µA(x) y µB(x) sus funiones araterístias. Sea I(x, y) un operador deimpliaión. El grado de inlusión de A en B, A ⊆ B, se alula omo sigue:

N(B|A) = mı́n
u∈U

{I(µA(x), µB(x))} (7.12)La anterior propuesta no ontempla que los elementos de los onjuntos di-fusos sean a su vez datos imperfetos, por lo que no se adeúa totalmente a losrequisitos del tipo de dato CFC, ya que este puede ontener tanto elementos detipo risp omo imperfeto.Para solventar el anterior problema, se puede emplear el proeso de álulodelGrado de Inlusión Guiado por Semejanza entre onjuntos difusos, propuestoen [99℄. Éste se de�ne omo se india a ontinuaión.De�niión 7.5 (Grado de inlusión guiado por semejanza). Sean A y B dosonjuntos difusos de�nidos, sobre el universo �nito de referenia U , por susfuniones araterístias µA(x) y µB(y). Sea S la relaión de semejanza de�nidasobre los elementos del dominio y µS(x, y) su funión araterístia. Sea ⊗una t-norma e I un operador de impliaión. El grado de inlusión guiado porsemejanza de A en B se alula omo se india en la Euaión 7.13, donde
θA,B,S(x, y) se de�ne según la Euaión 7.14.

ΘS(B|A) = mı́n
x∈U

máx
y∈U

θA,B,S(x, y) (7.13)
θA,B,S(x, y) = ⊗(I(µA(x), µB(y)), µS(x, y)) (7.14)Esta funión es la propuesta empleada para la implementaión del operadorde inlusión sobre oleiones del tipo CFC. Para ello, se de�nirá la relaión desimilitud entre dos elementos de la oleión omo se muestra en la Euaión7.15.

S(x, y) =





FEQ(x, y) si x e y son de un tipo imperfeto
1 si x = y y x e y son de un tipo risp
0 si x 6= y y x e y son de un tipo risp (7.15)7.4.3.2. Comparador de semejanzaEl operador de semejanza entre oleiones difusas onjuntivas alulará elgrado en que dos onjuntos de tipo CFC son similares.La igualdad entre onjuntos lásios se puede de�nir empleando el oneptode la doble inlusión, mostrado en la Euaión 7.16.
A = B si, y solo si, (A ⊆ B) ∧ (B ⊆ A) (7.16)



Prototipo de SGBD objeto-relaional difuso 231Cuando estos onjuntos son onjuntos difusos se propone el empleo, para elálulo del grado de semejanza entre oleiones del tipo CFC, del Grado de Se-mejanza Generalizado entre Conjuntos difusos propuesto en [99℄. Este grado desemejanza está basado en el onepto de la doble inlusión y emplea omo esti-mador del grado de inlusión entre onjuntos difusos el propuesto anteriormenteen la Euaión 7.13.El proedimiento para el álulo de este grado de semejanza se de�ne aontinuaión.De�niión 7.6 (Grado de semejanza generalizado entre onjuntos difusos).Sean A y B dos onjuntos difusos de�nidos sobre un dominio de referenia�nito U , sobre el que se ha de�nido una relaión de semejanza S entre ada parde sus elementos (omo muestra la Euaión 7.15), y ⊗ una t-norma. El gradode semejanza generalizado entre dos onjuntos difusos A y B restringido por ⊗se alula omo se india en la Euaión 7.17.
iS,⊗(A,B) = ⊗(ΘS(B|A),ΘS(A|B)) (7.17)7.4.4. Comparadores para DFCLas oleiones del tipo DFC son oleiones en las que, debido a su semán-tia asoiada, sólo uno de sus elementos es el valor que se aplia al atributo. Portanto, no abe alular en ellas las operaiones tradiionales sobre oleioneson semántia onjuntiva (omo, por ejemplo, el grado de inlusión), ya que enrealidad la oleión sólo puede tomar el valor de uno de sus elementos.La únia operaión on sentido sobre este tipo de oleiones es el ompa-rador de semejanza, el operador FEQ. Este operador omparará ada par deelementos (uno de la primera oleión y otro de la segunda oleión) y obten-drá el grado de similitud de dihos elementos, que será modulado por el gradode partiipaión de los elementos en la oleión. Estos grados de semejanza mo-dulados serán agregados usando la funión máximo (empleada omo t-onorma)ya que este agregador es el más adeuado para la semántia disyuntiva (semán-tia OR). La de�niión del operador FEQ desrito anteriormente se india aontinuaión.De�niión 7.7. Sean A y B dos onjuntos difusos, on semántia disyuntiva,de�nidos sobre el dominio referenia U y uyas funiones araterístias son

µA(x) y µB(y) respetivamente. Sea S(x, y) una relaión de similitud de�nidaentre los elementos del dominio, similar a la que ha sido de�nida en la Euaión7.15. El grado de semejanza entre los dos onjuntos difusos disyuntivos A y Bse alula omo se muestra a ontinuaión:
FEQ(A,B) = máx

x∈U,y∈U
(µA(x) · µB(y) · S(x, y)) (7.18)7.4.5. Comparadores para FOLos objetos difusos de�nidos por el usuario sólo dispondrán de un ompara-dor entre ellos, el omparador de similitud entre objetos difusos de una mismalase. Éste alulará el grado de semejanza entre diho par de objetos, en fun-ión de la similitud de los valores de los atributos de los objetos y el grado deimportania de dihos atributos.



232 Comparadores para los tipos de�nidosEl valor de similitud para los valores de los atributos se obtendrá omparandoel valor que presenta un determinado atributo en el primer objeto on el valorpresente en el otro objeto para diho atributo. Esta omparaión se realiza paraada atributo de�nido en la lase a la que perteneen ambos objetosPara el álulo del grado de similitud entre objetos se propone apliar elalgoritmo de álulo de semejanza entre objetos de�nido en [55℄, basado enoperador VQ propuesto en [99℄.Diho operador se de�ne omo se india a ontinuaión.De�niión 7.8. Sean A y B dos onjuntos difusos de�nidos sobre el dominio
X = {a1, a2, . . . , an}, donde {a1, a2, . . . , an} es el onjunto de atributos de�nidosen la lase C. Se de�ne el operador VQ omo:
VQ(A|D) = γQmáx

x∈X
(µD(x)∧µA(x))+(1−γQ) mı́n

x∈X
(µA(x)∨(1−µD(x))) (7.19)donde:

µD(ai) = pai , siendo pai el grado de relevania del atributo ai.
µA(ai) = Sai(o1, o2), siendo Sai la relaión de similitud de�nida entre losvalores del atributo ai, alulada omo muestra la Euaión 7.15.
γQ un valor asoiado al uanti�ador Q, veri�ando γ∃ = 1, γ∀ = 0, ∀Q,
Q′ ∈ Q, Q � Q′ ⇒ γQ ≥ γQ′ .El itado algoritmo, basado en el anterior operador, se de�ne a ontinuaión.De�niión 7.9. Sean o1 y o2 dos objetos difusos de la lase C, se de�ne elgrado de similitud entre diho par de objetos de la siguiente forma:

FEQ(C, o1, o2) = FEQ(C, o1, o2, ∅, ∅) (7.20)donde FEQ(C, o1, o2,Ωvisited,Ωapprox) =1. Si o1 = o2 (igualdad de identidad entre objetos), entones:
FEQ(C, o1, o2,Ωvisited,Ωapprox) = 12. Si o1 y o2 son onjuntos difusos onjuntivos, entones:
FEQ(C, o1, o2,Ωvisited,Ωapprox) = iS,⊗(A,B) = ⊗(ΘS(B|A),ΘS(A|B))3. Si existe una relaión de similitud S de�nida entre los objetos de la lase
C (son tipos simples), entones:
FEQ(C, o1, o2,Ωvisited,Ωapprox) = S(o1, o2)4. Si {o1, o2} /∈ Ωvisited, entones:
FEQ(C, o1, o2,Ωvisited,Ωapprox) = VQ(W,R)donde:

W ontiene la lista de grados de importania de los atributos.
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Figura 7.1: Meanismo de omparaión de objetos difusos omplejos
R ontiene la lista de los grados de semejanza de los valores de losatributos de los objetos, alulados de la forma:
FEQ(Cai , o1.ai, o2.ai,Ωvisited ∪ {{o1, 02}},Ωapprox)donde Cai es la lase del atributo ai.5. Si {o1, o2} ∈ Ωvisited y {o1, o2} /∈ Ωapprox, entones:

FEQ(C, o1, o2,Ωvisited,Ωapprox) = FEQ(C, o1, o2, ∅,Ωapprox ∪ {{o1, 02}})6. En otro aso, uando {o1, o2} ∈ Ωvisited y {o1, o2} ∈ Ωapprox, el valor de
FEQ(C, o1, o2,Ωvisited,Ωapprox) es inde�nido.Esta formulaión tan ompleja desribe un meanismo relativamente simpleque se lustra en la Figura 7.1. La �gura muestra ómo se ompraran los valores delos atributos, empleando el operador de similitud adeuado a la lase del atributoal que perteneen, par a par (un valor del objeto o1 y otro valor del objeto

o2). Una vez alulados, estos valores se agregan empleando el operador VQ y,�nalmente, el resultado de diho operador orresponde on el valor busado.La únia ompliaión que se puede dar en el proedimiento anterior es que elpar de valores de un atributo que omparamos sean a su vez objetos omplejos.En ese aso, se apliará reursivamente el proeso de omparaión y, en el asode que se enuentren ilos en las relaiones de los objetos que forman parte dela estrutura ompleja de los objetos, el valor de la omparaión se delararáinde�nido.7.5. Jerarquía de tipos para datos difusosEsta seión presenta la propuesta de una jerarquía de tipos de�nidos porel usuario diseñados para permitir el almaenamiento y manipulaión de da-tos difusos. Diha jerarquía de tipos se presenta, empleando el formato UMLsimpli�ado, en la Figura 7.2 y sus elementos se desriben en las siguientessubseiones.
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Figura 7.2: Jerarquía básia de tipos para la extensión difusa7.5.1. Clases generales de la jerarquíaA ontinuaión, proederemos a desribir brevemente las lases mas generalesde la jerarquía de tipos para datos difusos, diseñadas para ofreer un maro enel que situar las lases de la extensión difusa propuesta.7.5.1.1. Clase DatabaseDataTypesEsta lase, abstrata por de�niión, representa de forma genéria los tipos dedatos que puede manipular el sistema an�trión. Ésta engloba tanto a los tiposde datos que diho sistema an�trión inluye por defeto, omo los diferentestipos que han sido de�nidos por el usuario.7.5.1.2. Clase ClassialDataTypesLa presente lase abstrata engloba, en forma de representaión abstrata,los tipos de datos inluidos por defeto en el sistema an�trión.7.5.1.3. Clase FuzyDataTypesEsta lase es una abstraión de todos los datos difusos soportados por lajerarquía de tipos propuesta. La lase puede ser onsiderada omo una interfaz,la ual, delara métodos omunes de aráter general que deberán ser imple-mentados por los subtipos. Su espei�aión se muestra on mayor detalle en laFigura 7.3.
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Figura 7.3: Detalle de las lases generales de la jerarquíaEl únio método de�nido en esta lase es el método FEQ(value). Este métodoes un método abstrato que obligará a todas las sublases a implementar unmétodo para el álulo de la igualdad difusa. Éste devuelve un valor, en elintervalo [0, 1], indiando el grado de igualdad alulado. En de�nitiva, todoslos tipos de datos ontemplados deberán de poseer un meanismo para el álulode semejanza entre sus valores.7.5.2. Clases para la representaión de datos atómios di-fusosEsta seión está dediada a la desripión de las lases que modelan parte dela jerarquía diseñada para el almaenamiento y manipulaión de datos atómiosdifusos.7.5.2.1. Clase AtomiFuzzyTypesLa presente lase abstrata agrupa e implementa el omportamiento omúna las lases de la jerarquía que permiten almaenar y manipular datos difu-sos atómios, esto es, extensiones difusas de datos atómios esalares y datosnumérios. Los detalles de estas lases se muestran en la Figura 7.4.7.5.2.2. Clase OrderedAFTsLa lase abstrata OrderedAFTs proporiona la estrutura y el omporta-miento para el almaenamiento y manipulaión de datos atómios representadospor una distribuión de posibilidad de�nida sobre un domino ordenado.La lase posee una serie de métodos para implementar los operadores propiosque pueden ser apliados sobre los números difusos que diha lase modela. Estosoperadores, en su versión de posibilidad, son los siguientes:FGT(value): Este método implementa el operador mayor que difuso, apli-ado entre el valor que representa el objeto que ejeuta el método y el
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Figura 7.4: Detalle de las lases para representar datos atómios difusosvalor representado por el objeto value. En de�nitiva, este método de-vuelve el valor resultante de la expresión FGT (this, value), siendo thisla distribuión de posibilidad asoiada al valor representado el objeto queejeuta en el método, y value la distribuión de posibilidad asoiada alvalor representado por el objeto value que se pasa omo argumento.FGEQ(value): El método ontiene la implementaión del operador mayoro igual que difuso, apliado entre el valor representado por el objeto valuey el que representa el objeto que ejeuta el método. Por tanto, este métododevuelve el valor que resulta al apliar la expresión FGEQ(this, value).FLT(value): Este método implementa el operador menor que difuso, quese aplia entre el valor representado por el objeto que ejeuta el método yel valor que representa el objeto value. El valor devuelto es el resultadode apliar la expresión FLT (this, value).FLEQ(value): El método alberga la implementaión del operador menor oigual que difuso. Este operador será apliado entre el valor que representael objeto value y el que representa el valor que ejeuta el método. El valorde retorno de este método es el resultante de la apliaión de la expresión
FLEQ(this, value).Estos mismos operadores, pero en su versión de neesidad, son los siguientes:NFGT(value): Este método que devuelve el valor resultante de la expresión
NFGT (this, value).NFGEQ(value): Este método devuelve el valor obtenido de la apliaión de
NFGEQ(this, value).



Prototipo de SGBD objeto-relaional difuso 237NFLT(value): El método devuelve el valor resultante de la apliaión dela expresión NFLT (this, value).NFLEQ(value): El presente método ofree omo valor de retorno el resul-tante de la expresión NFLEQ(this, value).Además de los métodos desritos anteriormente, esta lase posee el métodoestátio extends(SublassName). Diho método permite al usuario la reaiónde forma automátia de sublases, uyo nombre se espei�a en el parámetroSublasName. Estas sublases serán las que emplearán los usuarios para de�nirlos tipos de los atributos en los que se almaenarán los valores atómios difusosque deseen emplear en su base de datos.El atributo value es el enargado de almaenar el número difuso que al-bergan las instanias de diha lase. Esta lase está diseñada para almaenarualquier tipo de valor atómio numério difuso o etiqueta lingüístia, omo ve-remos a ontinuaión en la desripión de las lases empleadas para representareste tipo de valores, mostradas en mayor detalle la Figura 7.5 y analizadas enlos siguientes apartados.Los usuarios obtendrán, mediante el empleo del método extends, sublasesparametrizadas de la lase OrderedAFT, similares a la mostrada en la Figura7.6. Dihas sublases serán las que los usuarios emplearán para modelar losdominios de este tipo que empleen en sus bases de datos.7.5.2.3. Clase OrderedAFTValuesEsta lase agrupa, de forma abstrata, los valores que pueden ser empleadosen los tipos modelados por la lase OAFT. Estos valores pueden ser distribuio-nes trapezoidales de posibilidad, representadas de forma abstrata por la sub-lase NumerialAFTValues, o etiquetas lingüístias, modeladas por instaniasla lase Label, que representan dihas distribuiones de posibilidad.Esta lase inluye un únio método, el método getValue(). Este métodoes abstrato, de tal forma que se obligue a sus sublases a que implementenla lógia neesaria para devolver el valor de la lase NumerialAFTValues querepresentan.La razón de ser de este método no es otra que permitir tratar transparente-mente tanto valores numérios omo etiquetas lingüístias. En el aso de objetosperteneientes a las sublases de NumerialAFTValues, el método devolverá unareferenia a ellos mismos y, en el aso de objetos de la lase Label (que modela lasetiquetas lingüístias), se devolverá el objeto de la lase NumerialAFTValuesque representa la distribuión de posibilidad a la ual la etiqueta está asoiada.7.5.2.4. Clase NumerialAFTValuesLa lase abstrata NumerialAFTValues posee, en el modelo propuesto, unonjunto de sublases que representan los posibles tipos de valores, en forma deasos onretos o generales, de distribuiones trapezoidales de posibilidad quela extensión propuesta onsidera iniialmente.Éstas, junto on los atributos que emplean para almaenar los valores im-preisos que modelan, son las siguientes:
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Figura 7.5: Detalle de las lases para la representaión valores numérios difusos

Figura 7.6: Sublases parametrizadas de la lase OrderedAFTs
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Figura 7.7: Sublases parametrizadas de la lase NonOrderedAFTsClase Crisp: Las instanias de esta lase almaenan datos numérios pre-isos. Esta lase posee un únio atributo, llamado value, que se empleapara almaenar el valor preiso que representan los objetos de la lase.Clase Interval: Las instanias de esta lase almaenan rangos intervalaresde valores. La lase posee dos atributos, llamados a y b, que son los nee-sarios para almaenar los límites del intervalo que representan los objetosperteneientes a la lase.Clase Trapezoid: Las instanias de esta lase almaenan distribuiones deposibilidad trapezoidales generales. La presente lase posee uatro atri-butos llamados a, b,  y d. Éstos son empleados para la representaiónde la distribuión de posibilidad trapezoidal [a, b, c, d] que representan lasinstanias de diha lase.Iniialmente el modelo de lases propuesto ontempla estos tres tipos de va-lores atómios numérios difuso. No obstante, el diseño de diho modelo haemuy senilla su extensión para inluir nuevos tipos. Para ello, sólo habrá queespei�ar una nueva lase que herede de la lase NumerialAFTValues. Éstaproporiona la estrutura y el omportamiento adeuado para el almaenamien-to y manipulaión del nuevo tipo de dato que se inorpora.7.5.2.5. Clase NonOrderedAFTsEsta lase abstrata proporiona la estrutura y el omportamiento nee-sario para la manipulaión y almaenamiento de datos difusos de�nidos sobredominios esalares sin una relaión de orden entre sus miembros.Los usuarios de este tipo de datos deberán de�nir una relaión de similitudentre los elementos del dominio, de tal forma que el operador FEQ pueda obtenerel grado de similitud entre dos elementos de éste.Como en el aso de la lase OrderedAFTs, los usuarios no harán uso diretode esta lase en su base de datos. Para modelar los dominios de este tipo,los usuarios rearán sublases parametrizadas de ésta. Para ello, emplearán elmétodo estátio extends(...), uya ejeuión reará automátiamente dihaslases. Este tipo de lases parametrizadas se ilustran en la Figura 7.7.Los argumentos del método extends(...), para el aso de la lase NonOr-deredAFTs, son los siguientes:
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Figura 7.8: Detalle de las lases para la representaión de oleiones difusassublassName: Este argumento india el nombre de la sublase que seráreada por la llamada del método.domainElementsList: El argumento es una lista de los elementos del do-minio esalar no ordenado que se desea asoiar al subtipo que se rea.similarityDegressList: Este argumento es una lista en la que se inlu-yen, de forma ordenada, los grados de similitud entre ada par de elemen-tos del dominio.7.5.3. Clases para la representaión de oleiones difusasA ontinuaión, proederemos a la desripión de las lases que onformanel subonjunto de lases del modelo propuesto, orientadas al almaenamiento ymanipulaión de oleiones difusas. La estrutura de estas lases está detalladaen la Figura 7.8.7.5.3.1. Clase FuzzyColletionsEsta lase es la abstraión que engloba, proveyendo estrutura y ompor-tamiento omún, las diferentes lases que permiten el almaenamiento de ole-iones difusas.Las oleiones difusas son una generalizaión borrosa del onepto de o-leión de�nido en SQL:1999. Esto implia que los objetos que forman parte dela oleión pueden perteneer a ésta en ierto grado, dentro del rango [0, 1], aligual que ourre on los elementos de un onjunto difuso.Esta lase tiene asoiados los siguientes métodos:extends(olletionClassName,baseClassName,elementLimit): Éste esun método abstrato de�nido para obligar a las sublases de la lase Fuzzy-Colletions a implementar un meanismo para la reaión automátia desublases de la misma. Estas sublases serán las empleadas por los usua-rios para la modelizaión de las oleiones difusas que utilien en susbases de datos. Dihas sublases se generan en funión de los valores delos siguientes parámetros del método:
• olletionClassName: El valor de este parámetro es el nombre dela sublase que será reada por el método.
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Figura 7.9: Sublases parametrizadas de la lase ConjuntiveFCs
• baseClassName: Este parámetro india el nombre de la lase a la queperteneerán los elementos de la oleión que se está de�niendo.
• elementLimit: El valor de este parámetro numério india el númeromáximo de elementos que podrá ontener la oleión.FuzzyColletion(ObjetDegreePair): Este método abstrato es la es-pei�aión del onstrutor que deberán implementar, omo mínimo, lassublases de las lases ConjuntiveFCs y DisjuntiveFCs. La implemen-taión de este onstrutor ofreerá una forma senilla para iniializar laoleión, en base a la lista de pares objeto-grado.7.5.3.2. Clase ConjuntiveFCsLa lase abstrata ConjuntiveFCs proporiona la estrutura neesaria pa-ra el almaenamiento de oleiones de objetos de una determinada lase y elomportamiento neesario para manipular los mismos.La araterístia distintiva de esta lase es que modela oleiones de objetoson semántia onjuntiva, es deir, todos los objetos inluidos en la oleiónperteneen a la misma en un determinado grado, lo que permite representaratributos on valores múltiples.Esta lase posee un únio método, el método FInlusion(value). Éste al-ula el grado de inlusión de la oleión representada por el objeto value enla oleión que representa el objeto sobre el que se invoa el método.Los usuarios no emplearán la lase ConjuntiveFCs diretamente. En lugarde ello, utilizarán sublases parametrizadas de ésta adaptadas al dominio subya-ente que el usuario desee emplear. Para ello, se invoará método extends(...)heredado de la lase FuzzyColletion, que generará una nueva lase en funiónde los parámetros suministrados. La Figura 7.9 muestra un ejemplo de este tipode lases.7.5.3.3. Clase DisjuntiveFCsLa estrutura y omportamiento de la lase DisjuntiveFCs están diseñadospara el almaenamiento y manipulaión de oleiones de objetos on semántiadisyuntiva.
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Figura 7.10: Sublases parametrizadas de la lase DisjuntiveFCsEsta distinión semántia, hae que los elementos de la oleión se vean o-mo valores posibles, en un determinado grado, pudiéndose dar sólo uno de ellos.En de�nitiva, esta semántia es similar a la relaionada on datos impreisos so-bre un domino esalar no ordenado, modelados por las lase NonOrderedAFTs,on la salvedad de que los valores, en éste aso, pueden ser objetos omplejos.Al igual que ourre on la lase ConjuntiveFCs, los usuarios no harán uso di-reto de la lase DisjuntiveFCs en su base de datos. En lugar de ello, emplearánsublases propias de la misma que serán parametrizadas adeuadamente paratrabajar on los elementos de la lase seleionada por el usuario. Un ejemplode este tipo de lases parametrizadas puede verse en la Figura 7.10.7.5.4. Clase para la representaión de objetos difusosLa presente seión analiza la lase empleada omo maro, a partir del ual,rear lases de�nidas por el usuario que modelen sus propios objetos difusos.7.5.4.1. Clase FuzzyObjetsEsta lase abstrata es la enargada de proveer la estrutura básia, asíomo el omportamiento neesario, para proporionar las apaidades neesariaspara el almaenamiento y manipulaión de objetos difusos a las sublases quemodelen los objetos difusos de�nidos por el usuario.Los usuarios podrán rear sus propias sublases a partir de ésta, heredandodiretamente de ella. Esto permite a los usuarios de�nir tanto los atributos omolos métodos que neesiten para diseñar adeuadamente sus lases. Un ejemplode lo anterior se muestra en la Figura 7.11.Graias a la herenia, las lases de usuario heredarán la implementaión,heha en la lase FuzzyObjets, del método FEQ, que permitirá omparar entresí objetos difusos de la misma lase.7.6. Desripión de la implementaiónLa presente seión desribirá el prototipo de la extensión para el tratamien-to de datos imperfetos, introduida anteriormente, que ha sido implementado
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Figura 7.11: Sublases de usuario de la lase FuzzyObjetsomo parte del presente trabajo.Para ello, se desribirá el sistema an�trión sobre el que ha sido implementadodiho prototipo. Seguidamente, se detallaran los tipos de datos imperfetos a losque se da soporte en la implementaión, las lases que modelan los mismos y losoperadores de�nidos para la manipulaión de este tipo de datos. Finalmente, seilustrará la funionalidad del prototipo mediante la ombinaión, en un ejemplo,de los elementos desritos.7.6.1. Sistema an�triónEl sistema an�trión elegido para la implementaión del prototipo, que in-trodue el presente apítulo, es Orale. Como se indió en el Capítulo 4, desdenuestro punto de vista, este SGBD es el más indiado para la implementaiónde diho prototipo, debido a las apaidades de extensión a las que da soporteel sistema. Estas araterístias son las siguientes:Tipos de Datos De�nidos por el Usuario, on los que se podrán rear laslases que han sido de�nidas en el apítulo anterior.Operadores de�nidos por el usuario, que permiten de�nir los operadoreson los que el usuario manipulará los tipos on los que se representan lostipos difusos.Extensibilidad de los sistemas de indexado y optimizaión de onsultas,lo que permitirá inorporar al prototipo mejoras en el rendimiento delproesamiento de onsultas �exibles, en forma de índies adaptados a lanaturaleza imperfeta de los datos.Agrupamiento, de los elementos anteriores, en módulos que se integranfáilmente en el sistema y lo dotan de funionalidad para el tratamientode un tipo espeí�o de datos. En el aso de Orale estos módulos sedenominan Data Cartridges.Además de las razones anteriores, hay que tener en uenta que Orale esuno de los líderes indisutibles en el merado de SGBD, lo que nos asegura unalto rendimiento, un gran parque de instalaiones en las que se podrá emplearel prototipo implementado y gran variedad de apaidades de valor añadido(omo, por ejemplo, pueden ser paquetes para el tratamiento de tipos de datosespeí�os, apaidades de distribuión de bases de datos, de lustering, et.).



244 Desripión de la implementaión7.6.2. Tipos de datos imperfetosLa presente seión desribe los UDTs inluidos en el prototipo de la exten-sión difusa introduida en seiones anteriores.Para ello, enumeraremos las lases perteneientes a diho prototipo enar-gadas de implementar los tipos de datos impreisos, que oiniden on las laseshoja de la jerarquía propuesta en las seiones anteriores.7.6.2.1. Clase OrderedAFTsEsta lase proporiona la estrutura y omportamiento adeuados para per-mitir al sistema an�trión el almaenamiento y manipulaión de datos impreisosatómios numérios, denominados en el anterior apítulo omo datos de tipoOAFT. Los datos del itado tipo serán representados en forma de distribuio-nes de posibilidad trapezoidales sobre el dominio numério proporionado porel sistema an�trión.Las diferentes lases de distribuiones de posibilidad onsideradas en la pro-puesta son modeladas por las siguientes sublases de la lase OrderedAFTVa-lues: Crisp: Esta lase permite representar valores lásios. Su onstrutor,Crisp(value), aepta un únio argumento numério, que orresponde onel valor que se desea representar.Interval: La lase está diseñada para permitir la representaión de valoresintervalares. El onstrutor de que dispone, Interval(a,b), aepta losargumentos numérios a y b, permitiendo rear una instania de la laseque represente el intervalo [a, b].Trapezoid: Esta lase permitirá representar distribuiones de posibilidadtrapezoidales genérias. Su onstrutor, Trapezoid(a,b,,d), aepta ua-tro valores numérios, lo que permite rear instanias de la lase represen-tando distribuiones trapezoidales de la forma [a, b, c, d].Label: Esta lase permite utilizar omo valor representado el valor asoiadoa una etiqueta lingüístia. El onstrutor de esta lase, Label(labelName),rea una instania de la lase que representa la etiqueta lingüístia indi-ada en el argumento labelName.Los objetos de esta lase proporionan al usuario el método getValue(),uya ejeuión devuelve la distribuión de posibilidad, representada por elobjeto de la lase NumerivalAFTValues asoiado a diha etiqueta lingüís-tia.La lase OrderedAFTs es una lase abstrata, por lo que no puede ser em-pleada diretamente por parte de los usuarios para araterizar los tipos de datosimpreisos que deseen ontener en sus base de datos. Para poder haer uso deeste tipo de datos, el usuario deberá de emplear una sublase de OrderedAFTsde�nida por éste. Este requisito se impone, entre otros motivos, para permitiral usuario de�nir sus propias etiquetas lingüístias, asoiadas éstas al dominioque modela la sublase en uestión.



Prototipo de SGBD objeto-relaional difuso 245Teniendo en uenta lo anterior, la prinipal funionalidad que ofree al usua-rio esta lase es el método de lase extends(typeName). Diho método propor-iona al usuario un meanismo para la reaión automátia de sublases de lalase OrderedAFTs, uyo nombre orresponde on el argumento typeName. Así,el usuario dispondrá, de forma senilla, de todas las sublases que neesite paramodelar adeuadamente los dominios de este tipo de datos presentes en su basede datos.Adiionalmente, las sublases de OrderedAFTs proporionan, de ara alusuario, los siguientes métodos estátios para de�nir y obtener etiquetas lin-güístias sobre el dominio modelado por diha sublase:labelDef(label,value): Este método permite al usuario de�nir etique-tas lingüístias asoiadas a la lase. Para ello, el argumento label seráempleado para la espei�aión de la etiqueta que se desea de�nir y elargumento value, que será un objeto de la lase NumerialAFTValues,permitirá indiar el valor asoiado a la etiqueta.getLabel(label): El presente método permite la obtenión del objeto dela lase Label que representa la etiqueta lingüístia identi�ada mediantela adena de arateres que el usuario pasa omo valor del argumentolabel.7.6.2.2. Clase ConjuntiveFCsLa lase proporiona la estrutura y omportamiento neesarios para el al-maenamiento y manipulaión de oleiones difusas on semántia onjuntiva,es deir, oleiones de tipo CFC. Las oleiones difusas pondrán ontener ele-mentos de ualquier tipo soportado en la base de datos, ya sea risp o imperfeto,siendo siempre dihos elementos objetos de la misma lase.Para que la itada lase soporte ualquier tipo de elementos, ésta se hade�nido omo abstrata y, por tanto, no puede ser usada diretamente porparte de los usuarios. Para el uso de este tipo de oleiones, es neesario quelos usuarios reen sublases parametrizadas de la lase CFC. Estos parámetrosservirán para determinar el tipo de elementos que ontendrá la lase, así omosu tamaño máximo.Para el propósito anterior, la lase ofree un método abstrato llamadoextends(typeName,elementTypeName,size) que, al ser ejeutado, rea au-tomátiamente una sublase parametrizada de la lase CFC. Los valores delos parámetros de este método sirven para espei�ar el nombre de la sub-lase parametrizada que se desea rear (parámetro typeName), para indiar lalase a la que perteneen los elementos que manejará la oleión (parámetroelementTypeName) y el tamaño máximo de la oleión (parámetro size).Además del método anterior, los objetos de las sublases parametrizadas porel usuario ofreen, de ara a éste, los siguientes métodos para el manejo de laoleión:getElement(index): Este método devuelve el elemento de la oleiónuyo índie se orresponde on el valor del argumento index.getElementMembership(index): El método devuelve el grado de perte-nenia del elemento de la oleión uyo índie se orresponde on el valordel argumento index.



246 Desripión de la implementaióngetSize(): Este método devuelve el número de elementos que formanparte de la oleión.getMaximumSize(): El método devuelve el número máximo de elementosque puede ontener la oleión.7.6.2.3. Clase FOEsta lase proporiona la estrutura y omportamiento para permitir el al-maenamiento y manipulaión de objetos difusos, tal y omo se han de�nidoen seiones anteriores. La lase FO se orresponde on los tipos de datos FOde�nidos en las itadas seiones.Los usuarios de�nirán sus propias lases difusas heredando de la lase FO.De esta forma, los objetos difusos, perteneientes a lases difusas de�nidas por elusuario dispondrán de la estrutura y omportamientos generales de los objetosdifusos y, a su vez, podrán ser modelados para inluir estrutura y omporta-miento adiional según las neesidades del usuario.El método FEQ(fuzzyObjet) de la lase FO alula el grado de semejanzaentre el objeto sobre el que se ejeuta el método y un segundo objeto quese orresponde on el valor del argumento fuzzyObjet. En aso de que lassublases de FO no aporten una implementaión onreta, los objetos de éstasheredarán de la lase FO una implementaión por defeto. Ésta devolverá elresultado de apliar el algoritmo de álulo de semejanza de objetos difusos,desrito en seiones anteriores, asumiendo el valor 1 omo peso para todoslos atributos de los objetos. Finalmente, téngase en uenta que este método noserá empleado diretamente por el usuario, ya que el operador FEQ, desritoposteriormente, se enargará de haer la llamada a este método.7.6.3. Operadores sobre valores imperfetosLa presenten seión desribirá los operadores ofreidos por la extensión parala omparaión de los tipos de datos difusos que ésta soporta.7.6.3.1. Operador FEQEste operador, en su formato de dos argumentos, FEQ(a,b), devuelve elgrado de semejanza entre el valor imperfeto a y el valor imperfeto b.Se ha de destaar que el operador siempre opera on pares de valores delmismo tipo. Esto quiere deir que a y b deben ser objetos de la misma lase o,al menos, tener un anestro omún (por ejemplo, el aso de objetos de sublasesde la lase OrderedAFTs).El papel que umple el operador es senillo, simplemente ofree el valordevuelto por la llamada a.FEQ(b), empleando el método FEQ implementado entodos los tipos de datos soportados en el prototipo.La forma en que se alulará el grado de semejanza entre los operandosvariará en funión de la implementaión asoiada al tipo de los mismos. De estaforma, es posible invoar, en funión del tipo de los operandos, el proedimientoadeuado para el álulo de grado de semejanza empleando un mismo operador.



Prototipo de SGBD objeto-relaional difuso 2477.6.3.2. Operador NFEQEn el aso de los datos de tipo OAFT, además del operador FEQ, se dispone deuna variante de éste que aplia una medida de neesidad. Para ello, se invoaráel operador NFEQ(a,b), donde a y b son los datos de tipo OAFT que se deseanomparar.7.6.3.3. Operadores relaionales difusosPara los pares de datos de tipo OAFT, se ha de�nido una serie de operadoresque se orresponden on los operadores relaionales difusos de�nidos, anterior-mente, en la subseión 7.4.1. La signatura de estos operadores es de la formaOP(a,b), donde OP representa el nombre del omparador que se desea empleary los argumentos, a y b, se orresponden on los dos valores de tipo OAFT aomparar. Los nombres de estos omparadores oiniden on los indiados en laTabla 7.2.7.6.3.4. Operador FInlusionEste operador, FInlusion(a,b), puede ser apliado sobre pares de objetosque representen oleiones difusas onjuntivas, es deir, oleiones del tipoCFC.Este operador devuelve el resultado ofreido por la llamada a.FInlusion(b),que alula el grado de inlusión de la oleión difusa onjuntiva b en la ole-ión difusa onjuntiva a.El método FInlusion(value) está disponible en todos los objetos que re-presenten oleiones de tipo CFC, ya que las lases de dihos objetos heredaránla de�niión de la lase padre ConjuntiveFCs. En la implementaión atual, di-ho método aplia el algoritmo para el álulo de inlusión de un onjunto difusoen otro, desrito en el apítulo anterior.7.6.4. Operadores para la onstruión de ondiiones �e-xibles omplejasLa presente seión introdue los operadores booleanos extendidos, emplean-do omo base la lógia difusa, para la agregaión de ondiiones �exibles simples,que han sido onstruidas on los operadores introduidos en la seión anterior.7.6.4.1. Operador FzANDEste operador se orresponde on la operaión de onjunión tal y omo sede�ne en la lógia difusa. Diho operador se de�ne por la signatura FzAND(a,b),donde sus dos argumentos, a y b, son dos ondiiones �exibles, ya sean estassimples o omplejas.El operador agrega los grados de umplimiento resultantes de las ondiionesa y b, empleando para ello una t-norma, tal y omo se de�ne la onjunión enla literatura.En el aso del prototipo implementado, se usa la t-norma del mínimo, des-rita en la Euaión 7.21.
⊗(x, y) = mı́n(x, y) (7.21)



248 Desripión de la implementaión7.6.4.2. Operador FzOREl operador FzOR(a,b) permite apliar la operaión de disyunión, tal yomo se ha de�nido en la lógia difusa, on el objeto de agregar los gradosde umplimiento de dos ondiiones �exibles, a y b, ya sean estas simples oomplejas. El proeso de agregaión onsiste en la apliaión de una t-onorma,siguiendo la desripión del operador de disyunión de la lógia difusa.El presente prototipo emplea en la implementaión del operador la t-onormadel máximo, desrita en la Euaión 7.22.
⊗(x, y) = máx(x, y) (7.22)7.6.4.3. Operador FzNOTEste operador es empleado para apliar la negaión, tal y omo se de�ne enla lógia difusa, sobre el grado de umplimiento de una ondiión difusa, ya seaesta simple o ompleja.La signatura de este operador es FzNOT(a), donde el argumento a se orres-ponde on la ondiión impreisa que se desea negar.La negaión del grado de umplimiento de una ondiión se hae emplea-do una negaión fuerte. En el aso del presente prototipo, la negaión fuerteempleada se de�ne en la Euaión 7.23.

C(x) = 1− x (7.23)7.6.5. Operadores para la identi�aión y extraión degrados de umplimiento de ondiiones �exiblesLa presente seión desribe los operadores proporionados por el prototipoon el �n de identi�ar ondiiones �exibles. Este agrupamiento será útil paraque el usuario pueda extraer el grado de umplimiento de dihas ondiioneson el objeto de inluirlas omo olumnas en la tabla resultante de la onsultaque plantee el usuario.7.6.5.1. Operador FCondEste operador se emplea para la identi�aión de ondiiones �exibles. Lasignatura de diho operador orresponde on la siguiente FCond(ond,numid).Los argumentos de este operador orresponden on la ondiión �exible quese desea identi�ar (ond) y el identi�ador numério que se desea asoiar adiha ondiión (numid).7.6.5.2. Operador CDEGEste operador, empleado en la parte de seleión de olumnas de la ondi-iones, permite obtener el grado de umplimiento de una determinada ondiión�exible identi�ada empleando el operador FCond desrito anteriormente.La signatura de este método es CDEG(numid), donde su únio argumento,numid, es el identi�ador numério de la ondiión �exible de la ual se deseaobtener su grado de umplimiento.



Prototipo de SGBD objeto-relaional difuso 2497.7. Ejemplo de uso del prototipoLa presente seión mostrará un ejemplo ompleto del presente prototipo,on el objeto de ilustrar sus apaidades para el almaenamiento y manipulaiónde informaión �exible.7.7.1. Desripión del ejemploEn el desarrollo del ejemplo se reará un esquema de base de datos quepermitirá almaenar los datos de los pilotos de una línea aérea. Sobre dihospilotos, se almaenarán los siguientes atributos:Nombre: Será un atributo preiso que ontendrá el nombre ompleto delpiloto.HorasDeVuelo: Este atributo almaenará las horas de vuelo de un de-terminado piloto. El atributo será de tipo impreiso, onretamente detipo OAFT, ya que permitirá almaenar tanto valores onretos, indi-ando horas de vuelo, así omo valores impreisos en forma de etiquetaslingüístias omo las siguientes: {pocas,medias,muchas}. Éstas están de-�nidas por las distribuiones de posibilidad trapezoidales [0, 0, 500, 750],
[600, 1000, 5000, 9000] y [7500, 9000, 150000, 15000], respetivamente.Conoimientos : Este ampo almaenará los onoimientos que el pilo-to posee de ténias relaionadas on la aeronáutia, omo puede ser
{navegación,mecánica, electrónica, psicologı́a, . . .}. Este ampo será detipo CFC, ya que los onoimientos pueden ser modelados omo un on-junto, de semántia onjuntiva, y los grados de pertenenia al onjuntoindiará el nivel de onoimiento de piloto de diha área.Teniendo en uenta lo anterior, un piloto será representado en la base dedatos omo un objeto difuso uyos atributos serán los desritos anteriormente.7.7.2. Creaión de lases de usuarioPara modelar el ejemplo anterior, se requieren dos tipos de datos imperfetos:uno, derivado de la lase OrderedAFTs, para el atributo HorasDeVuelo y otro,derivado de la lase CFC, para el atributo Conoimientos.Para rear una lase que modele el dominio del atributo HorasDeVuelo, quedenominaremos HorasDeVueloT, deberemos invoar onvenientemente el méto-do estátio extends(typeName) de la lase OrderedAFTs, que reará automá-tiamente una sublase de ésta.La sentenia que se neesita ejeutar para rear el tipo que modela el itadodominio es la siguiente:EXEC OrderedAFTs.extends('HorasDeVueloT');La anterior sentenia, si su ejeuión ha sido satisfatoria, rea la lase Ho-rasDeVueloT, sublase de OrderedAFTs, que ofree la apaidad de representardatos de tipo OAFT.Sobre el anterior dominio, hay de�nidas varias etiquetas lingüístias que serearán empleando el método labelDef(label,value) desrito anteriormente.



250 Ejemplo de uso del prototipoLas sentenias neesarias para rear dihas etiquetas lingüístias son las si-guientes:EXEC HorasDeVueltoT.labelDef('poas',Trapezoid(0,0,500,750));EXEC HorasDeVueltoT.labelDef('medias',Trapezoid(600,1000,5000,9000));EXEC HorasDeVueltoT.labelDef('muhas',Trapezoid(7500,9000,150000,150000));La segunda lase, que modelará el dominio del atributo Conoimientos, here-dará de la lase ConjuntiveFCs para que permita almaenar onjuntos de tipoCFC. Esta sublase estará parametrizada en funión del tipo de los elementosque ontendrá. En este aso, onsideraremos que éstos son adenas de arate-res orrespondientes a las etiquetas que se emplean para identi�ar el área deonoimiento que se quiere representar y que número máximo de elementos quepodrá ontener la oleión será 10.Para obtener sublases parametrizadas de la lase ConjuntiveFCs, dihalase ofree el método estátio extends(typeName,elementTypeName,size),omo ya hemos visto anteriormente. Diho método se empleará en la siguientesentenia para rear la lase deseada:EXEC ConjuntiveFCs.extends('ConoimientosT','VARCHAR2(10)',10);Con la anterior sentenia, habremos reado la lase ConoimientoT, quemodela una oleión de tipo CFC, uyos elementos serán adenas de arateresy uya apaidad máxima será de 10 elementos.Una vez readas las lases para modelar los atributos básios, rearemos lalase difusa que agrupa los anteriores atributos y permite la reaión de objetosdifusos que van a representar los pilotos de una linea aérea. Denominaremos aésta lase omo PilotoT.La sentenia que para la reaión de diha lase es la siguiente:CREATE TYPE PilotoT UNDER FO (nombre VARCHAR2(50),horasDeVuelo HorasDeVueloT,onoimientos ConoimientosT);La sentenia para la reaión de la tabla que ontendrá los datos de lospilotos de la ompañía es la siguiente:CREATE TABLE Pilotos OF PilotoT (PRIMARY KEY (nombre));



Prototipo de SGBD objeto-relaional difuso 251Nombre Horas de Vuelo ConoimientosAlejandro Malatesta 8000 {0.6/mecánica}Miguel Brunete pocas {}Rodrigo Girón muchas {0.5/psicologı́a, 0.2/mecánica}Tabla 7.3: Pilotos de la línea aérea7.7.3. Inserión de datosEn éste ejemplo supondremos que se desean representar los pilotos que apa-reen en la Tabla 7.3.Una vez reada la tabla que albergará los datos de los pilotos en la base sedatos, se pueden ejeutar la siguientes sentenias de inserión para representarlos pilotos que apareen en la Tabla 7.3:INSERT INTO Pilotos VALUES ('Alejandro Malatesta',Crisp(8000),ConoimientosT(0.6,'meánia'));INSERT INTO Pilotos VALUES ('Miguel Brunete',HorasDeVueltoT.getLabel('poas'),ConoimientosT());INSERT INTO Pilotos VALUES ('Rodrigo Girón',HorasDeVueltoT.getLabel('muhas'),ConoimientosT(0.5,'psiología',0.2,'meánia'));7.7.4. Consultas �exiblesSiguiendo el anterior ejemplo, supongamos que la seión de personal de laompañía aérea desea extraer un listado de los pilotos on muhas horas devuelo para organizar unos seminarios de reilaje. La onsulta, que devuelve elnombre del piloto, las horas de vuelto on que uenta y el grado en que se ajustaal riterio muhas horas de vuelo, es la siguiente:SELECT nombre, horasDeVuelo, CDEG(1)FROM PilotosWHERE FCond(FEQ(horasDeVuelto,HorasDeVueltoT.getLabel('muhas')), 1) > 0;El resultado de la anterior onsulta se muestra en la Tabla 7.4.



252 ConlusionesNombre Horas de Vuelo Grado de CumplimientoAlejandro Malatesta 8000 0.33Rodrigo Girón muhas 1Tabla 7.4: Pilotos on muhas horas de vueloNombre Horas de Vuelo Grado de CumplimientoAlejandro Malatesta 8000 0.33Rodrigo Girón muhas 0.2Tabla 7.5: Pilotos on muhas horas de vuelo y onoimientos en meániaSi además de lo anterior, el onoimiento de meánia fuese un requisito parapartiipar en el urso de reilaje, la onsulta anterior se podría extender de lasiguiente forma:SELECT nombre, horasDeVuelo, CDEG(1)FROM PilotosWHERE FCond(FzAND(FEQ(horasDeVuelto,HorasDeVueltoT.getLabel('muhas')),FInlusion(Conoimientos,ConoimientosT(1,'meánia'))),1)>0 ;El resultado de la onsulta anterior se orresponde on la Tabla 7.5.7.8. ConlusionesEn el presente apítulo se ha propuesto una extensión de un SGBD objeto-relaional, así omo el prototipo que la implementa, para permitir la represen-taión y manejo de datos imperfetos.La propuesta inluye apaidades para representar datos de naturaleza im-perfeta, tanto a nivel atómio omo omplejo. Dentro del nivel atómio es apazde representar datos impreisos de�nidos sobre dominios ordenados y sobre do-minios esalares en los que se de�ne una relaión de similitud. En lo que respetaa los datos imperfetos omplejos, la propuesta admite datos estruturados yoleiones, tanto on semántia onjuntiva omo disyuntiva. Estas últimas a-paidades están inspiradas en las onstruiones soportadas en los sistemas SQLque implementan el estándar SQL:1999.Graias a que la propuesta se realiza partiendo de un modelo de bases dedatos objeto-relaional, ésta redue o elimina las di�ultades detetadas en pro-puestas anteriores. En primer lugar, la propuesta failita el modelado de datosomplejos, ya que ontempla la posibilidad de que los usuarios puedan de�nirsus propios objetos omplejos difusos. En segundo lugar, la soluión propuestafailita la interaión on la base de datos de apliaiones orientadas a obje-tos, minimizando el problema de aoplamiento entre apliaiones programadas



Prototipo de SGBD objeto-relaional difuso 253en lenguajes orientados a objetos y la base de datos graias a que ofree me-anismos para representar éstos de forma e�iente. En terer lugar, debido aque se emplean relaiones para representar los datos, la debilidad ante ambiosen el esquema se minimiza. En último lugar, al ofreer en SGBD an�trión unainterfaz independiente del lenguaje de programaión, no se mani�esta la fuertedependenia del lenguaje en que ha sido desarrollado el SGBD que se observaen otras propuestas.En lo que respeta a la estrategia de implementaión empleada, la propuestaofree diversas ventajas. En primer lugar, la extensión propuesta se integra to-talmente en la estrutura del lenguaje de onsulta del servidor an�trión, ya quehae uso de elementos ya ontemplados en éste omo UDTs, métodos asoiadosa los mismos y operadores de�nidos por el usuario. Esto evita el empleo de untradutor, dejando que sea el propio servidor an�trión el que analie las senten-ias, lo ual permite que éstas ontengan ualquier elemento ontemplado en ellenguaje de onsulta del an�trión. De esta forma, se ofree al usuario la posibili-dad de usar todas las apaidades del lenguaje de onsulta del servidor an�trión,inluso ante ambios futuros en el lenguaje, así omo el empleo de araterísti-as adiionales, o de valor añadido, para el tratamiento de datos espeializados.Finalmente, se abre la posibilidad a la inorporaión de meanismos para inre-mentar el rendimiento en el proesamiento de onsultas, partiularmente índiesespeializados y optimizaión de onsultas.
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Capítulo 8Indexado de datos difusos
8.1. IntroduiónComo se omentó anteriormente en el presente trabajo, la disposiión demeanismos de indexado que inrementen el rendimiento de la ejeuión deonsultas difusas en los SGBDDs es ruial para la exitosa implantaión delos mismos en entornos reales de produión. Esta situaión es similar a laourrida, a prinipios de los 70, en el aso de los primeros prototipos de SGBDbasados en el modelo relaional. El modelo relaional no reemplazó al modelode red omo modelo dominante hasta que los SGBD basados en el mismo fueronlo su�ientemente e�ientes. En la misma línea, esta neesidad de ténias deindexado espeí�as para datos impreisos ha sido señalada por Kraft, Petryy Bos en sus trabajos sobre el estado del arte de la investigaión en bases dedatos difusas [87, 28℄.El presente apítulo propone varias ténias de indexado para dos dominiosbásios de los SGBDs, el de los datos impreisos de naturaleza numéria y el delos datos impreisos esalares. Estas ténias han sido onebidas on la premisade que sus estruturas de indexado subyaentes han de estar basadas en las yaexistentes en los SGBD risp atuales, los árboles B+ y los mapas de bits. Elmotivo de tal ondiión es proporionar ténias de indexado de datos impreisosque puedan ser fáilmente inorporadas en los SGBDs desarrollados, tal y omose propone en el presente trabajo, omo extensión de un SGBD lásio.Este apítulo está organizado de la siguiente forma. El primer lugar, se des-ribirá on detalle el tipo de datos y de onsultas que las ténias de indexadopropuestas han de manejar. Seguidamente, se desribirán los prinipios de in-dexado que permiten la transformaión de onsultas de naturaleza difusa enunos �ltros onstruidos mediante onsultas onjuntivas risp que servirán omobase para la onepión de las ténias de indexado propuestas. En terer yuarto lugar, se desribirán las ténias propuestas para el indexado de datosimpreisos de naturaleza numéria y esalar, respetivamente. Finalmente, sedetallarán las onlusiones del ontenido del presente apítulo.255



256 Consultas �exibles8.2. Consultas �exiblesComo se ha indiado en la introduión, el presente apítulo está dediadoal estudio de estruturas para el indexado de datos impreisos o, genériamente,datos difusos. El objetivo de tales estruturas es failitar y aelerar el proesa-miento de onsultas �exibles que se re�eran a los datos indexados. La presenteseión está dediada a de�nir de manera onreta la naturaleza de tales onsul-tas �exibles. Para ello, de�niremos previamente los diferentes oneptos básiosque servirán para failitar diha de�niión, no sin antes espei�ar un maroque espei�que los tipos de datos sobre los que éstas se apliarán.8.2.1. Datos impreisosAntes de omenzar on las itadas de�niiones, estableeremos el maro so-bre el que éstas se apoyarán. Supongamos, para el aso que nos oupa y sinpérdida de generalidad, que disponemos de una MRCD, que denominaremos
m, uyo uerpo ontiene n tuplas (t1, t2, . . . , tn) y uyo onjunto de atributosestá ompuesto por al menos un atributo que denominaremos a. Los valoresasoiados a las tuplas de m para diho atributo son valores impreisos pertene-ientes al dominio asoiado al atributo, que notaremos omo Da. Éstos valoresimpreisos son modelados omo distribuiones de posibilidad sobre los valoresdel dominio subyaente de Da, que notaremos omo sub(Da). Notaremos a ladistribuión de posibilidad que modela el valor impreiso asoiado al atributo apara una determinada tupla ti omo Πti(a).8.2.2. Restriiones �exiblesUna restriión �exible es una restriión gradual impuesta a los valores deun determinado atributo. Ésta puede modelarse omo un onjunto difuso C don-de los elementos de diho onjunto indian los valores onsiderados aeptablespor la restriión.Supongamos que disponemos de una MRCD uyas tuplas representan per-sonas y éstas poseen un atributo que identi�a la propiedad que se orrespondeon la edad de éstas. Un ejemplo de este tipo de restriiones sobre el itadoatributo puede ser la restriión que seleiona a la personas uya edad está�alrededor de 30 años�.Naturalmente, una restriión �exible puede ser parialmente satisfeha.Cuando una restriión �exible se aplia sobre las tuplas de una MRCD queposee un atributo asoiado a valores impreisos (inluyendo valores risp omoaso partiular), ésta indue dos onjuntos difusos sobre el onjunto tuplas dela itada MRCD. Éstos son los siguientes:1. El onjunto de tuplas que posiblemente satisfaen la restriión �exible.2. El onjunto de tuplas que neesariamente satisfaen la restriión �exible.El grado en que ada tupla pertenee a ada uno de los anteriores onjuntosse denomina, respetivamente, grado de posibilidad (o, por brevedad, simple-mente posibilidad) y grado de neesidad (o simplemente neesidad). Evidente-mente, éstos indian para ada tupla del onjunto en qué grado ésta satisfae



Indexado de datos difusos 257posiblemente ó neesariamente la restriión �exible que se ha apliado. De for-ma genéria, diremos que se aplia una medida de posibilidad o una medida deneesidad en funión del grado que se tenga en uenta para determinar si unarestriión �exible ha sido satisfeha.La funión de pertenenia de una determinado tupla ti a ada uno de losonjuntos difusos induidos por una restriión �exible C está de�nida omose india en la Euaión 8.1, para el aso de posibilidad, y según se india enla Euaión 8.2 para el aso de neesidad. En dihas euaiones Π(C/ti(a)) y
N (C/ti(a)) representan, respetivamente, el grado de posibilidad y neesidaden que la restriión �exible on un onjunto difuso de valores aeptables C essatisfeha por el valor asoiado al atributo a para la tupla ti.
Π(C/ti(a)) = sup

d∈sub(Da)

(
πti(a)(d)⊗ µC(d)

)

∀ti ∈ m|(m ∈ ∆), ∀a ∈ Am|(domm(a) ∈ I), ∀C ∈ P̃ (sub(Da)) (8.1)
N (C/ti(a)) = ı́nf

d∈sub(Da)

((
1− πti(a)(d)

)
⊕ µC(d)

)

∀ti ∈ m|(m ∈ ∆), ∀a ∈ Am|(domm(a) ∈ I), ∀C ∈ P̃ (sub(Da)) (8.2)Aunque, omo aabamos de ver, una restriión �exible puede ser posible-mente o neesariamente satisfeha, no siendo exlusivas éstas medidas, en elpresente trabajo asoiaremos a toda restriión �exible una medida determina-da. De esta forma, ada restriión �exible espei�ará si ésta ha de satisfaerseposiblemente o neesariamente. El resultado de la apliaión de una restriión�exible sobre el valor asoiado a un determinado atributo para una tupla ti seráel grado en que ésta se satisfae (ya sea posiblemente o neesariamente, segúnel aso) que se orresponderá on un valor numério en el rango [0, 1]. Debido aesto, emplearemos la notaión M(C/a) para representar a una restriión �exi-ble que se aplia sobre los valores asoiados a un determinado atributo a, onun onjunto difuso de valores aeptables C y que aplia una medida M (donde
M será Π para el aso de una medida de posibilidad y N para el aso de unamedida de neesidad).Las restriiones �exibles pueden ser ombinadas mediante el empleo deonetivos difusos (omo t-normas, t-onormas, impliaiones, et.). Tales om-binaiones resultan en nuevas restriiones �exibles. Para difereniar las restri-iones �exibles en funión de si éstas proeden o no de la ombinaión de otras,denominaremos a las ombinadas omo restriiones �exibles ompuestas y alas no ombinadas omo restriiones �exibles atómias.8.2.3. Condiiones �exiblesPara seleionar un subonjunto de tuplas de una MRCD empleando unarestriión �exible, ésta se suele ombinar on un umbral de umplimiento. Ala anterior ombinaión la denominaremos ondiión �exible.El umbral de una ondiión �exible espei�ará el grado máximo de �e-xibilidad on el que la restriión �exible asoiada será apliada o, lo que es



258 Prinipios para el indexado de onjuntos difusosequivalente, un mínimo para el grado de umplimiento de la restriión �exiblepor parte de los elementos seleionados. El valor del umbral variará desde 1(la restriión se aplia sin ninguna �exibilidad) hasta 0 (máxima �exibilidadde apliaión).Los grados de umplimiento de la restriión �exible por parte de las tuplasde una MRCD se relaionan on el umbral empleando un omparador risp.Típiamente, los grados de umplimiento y umbral se relaional mediante eloperador �mayor o igual que�, a exepión del aso en que el umbral sea 0. Eneste último aso se emplea el operador �mayor que� para evitar la inlusión enel onjunto de elementos seleionados a aquellos que no umplen en absolutola restriión.Para notar el heho de que una ondiión �exible está ompuesta por unarestriión �exible de naturaleza atómia o ompuesta, ésta se denominará on-diión �exible atómia ó ondiión �exible ompuesta, según el aso.Dada una restriión �exibleM(C/a) y un umbral λ, notaremos la ondiión�exible que deriva de su ombinaión omo 〈M(C/a), λ〉.8.2.4. Consultas �exiblesFinalmente, diremos que una onsulta sobre un determinado onjunto de da-tos es �exible uando ésta inluye una o varias ondiiones �exibles. Un ejemplode este tipo de onsultas es el siguiente:SELECT * FROM table WHERE FEQ(att,[a,b,,d℄)>=TLa onsulta anterior está expresada empleando la sintaxis de onsulta delprototipo de SGBDORD introduido anteriormente en el presente trabajo. Éstaseleiona las tuplas de la tabla table que umplen una determinada ondiiónimpuesta sobre los valores del atributo on dominio impreiso att. La itadaondiión aplia el omparador difuso FEQ que devuelve el grado de posibilidaden que los valores del menionado atributo umplen la restriión modelada porel onjunto difuso de�nido según la funión de pertenenia trapezoidal represen-tada por [a, b, , d]. Este omparador devolverá un valor numério en el intervalo
[0, 1] que posteriormente será omparado on el umbral T empleando el operadorrelaional �mayor o igual que�.En de�nitiva, la anterior onsulta devolverá aquellas tuplas de table uyovalor asoiado al atributo att sea posiblemente igual a alguno de los valores enel onjunto difuso [a, b, , d] siempre que el grado de umplimiento de la anteriorrestriión se a igual o superior al valor umbral T.8.3. Prinipios para el indexado de onjuntos di-fusosLa presente seión presenta los prinipios de indexado en que se basarán lasdistintos meanismos de indexado propuestos en el presente apítulo. En primerlugar, se presentará una forma por la ual se podrá evaluar e�ientemente lasatisfaión de ondiiones �exibles. Los prinipios de indexado propuestos sebasarán en diha forma de evaluaión. Posteriormente, se presentarán dihosprinipios y se disutirá su apliabilidad para su uso omo base de meanismosde indexado.



Indexado de datos difusos 2598.3.1. Evaluaión e�iente de ondiiones �exiblesHasta el momento, para determinar si una onsulta �exible es satisfeha porel valor asoiado a una determinada tupla sería neesario emplear las expresionesde las euaiones 8.1 ó 8.2 según el aso. Desafortunadamente, la evaluaión detales expresiones es un proeso que puede resultar ostoso. En [26℄ se nos proponeun meanismo más e�iente que nos permita determinar la satisfaión de talesexpresiones basado en operaiones sobre onjuntos risp �nitos.El presente apartado ilustra tales meanismos, abordando en primer lugar elmeanismo para la evaluaión de ondiiones �exibles uya restriión �exibleasoiada aplia una medida de posibilidad y, posteriormente, un meanismohomólogo para el aso en que se empleen una medida de neesidad.8.3.1.1. Evaluaión e�iente de ondiiones �exibles que aplian unamedida de posibilidadDada una ondiión �exible 〈Π(C/a), λ〉, podemos determinar si una tupla
ti satisfae posiblemente ésta de la forma que se muestra en la Euaión 8.3.

Π(C/ti(a)) ≥ λ ⇐⇒

[
sup

d∈sub(Da)

(
πti(a)(d)⊗ µC(d)

)
]
≥ λ ⇐⇒

⇐⇒ ∃d ∈ sub(Da)|(πti(a)(d) ≥ λ ∧ µC(d) ≥ λ) ⇐⇒

⇐⇒ Lλ(Πti(a)) ∩ Lλ(C) 6= ∅

∀ti ∈ m|(m ∈ ∆), ∀a ∈ Am|(domm(a) ∈ I), ∀C ∈ P̃ (sub(Da)), ∀λ ∈ (0, 1] (8.3)Como se puede observar en la anterior euaión, una determinada tupla tisatisfae una ondiión �exible 〈Π(C/a), λ〉 si los λ-ortes de Πti(a) (la distribu-ión de posibilidad que representa el valor impreiso asoiado al atributo a parala tupla ti) y de C (el onjunto difuso de valores aeptables por la restriión�exible que impone la ondiión) se solapan.Para el aso partiular en que el umbral estableido es 0, la expresión apliadaes la que se muestra en la Euaión 8.4.
Π(C/ti(a)) > 0 ⇐⇒

[
sup

d∈sub(Da)

(
πti(a)(d)⊗ µC(d)

)
]
≥ 0 ⇐⇒

⇐⇒ ∃d ∈ sub(Da)|(d ∈ Πti(a) ∧ d ∈ C) ⇐⇒

⇐⇒ Πti(a)) ∩ C 6= ∅ ⇐⇒ L>0(Πti(a)) ∩ L>0(C) 6= ∅

∀ti ∈ m|(m ∈ ∆), ∀a ∈ Am|(domm(a) ∈ I), ∀C ∈ P̃ (sub(Da)) (8.4)En este último aso, los λ-ortes han sido sustituidos por el soporte de ΠA(oi)y C para asegurar que el grado de posibilidad es estritamente superior a 0.



260 Prinipios para el indexado de onjuntos difusos8.3.1.2. Evaluaión e�iente de ondiiones �exibles que aplian unamedida de neesidadDe forma similar, podemos determinar si un elemento oi satisfae una on-diión �exible 〈N(C/a), λ〉. Para el aso de neesidad se aplia el razonamientomostrado en la Euaión 8.5.
N (C/ti(a)) ≥ λ ⇐⇒

[
ı́nf

d∈sub(Da)

((
1− πti(a)(d)

)
⊕ µC(d)

)]
≥ λ

⇐⇒ ∀d ∈ sub(Da)|
(
(1− πti(a)(d)) ≥ λ ∨ µC(d) ≥ λ

)
⇐⇒

⇐⇒ ∀d ∈ sub(Da)|
(
πti(a)(d) ≤ (1 − λ) ∨ µC(d) ≥ λ

)
⇐⇒

⇐⇒ ∀d ∈ sub(Da)|
(
d /∈ L>(1−λ)(Πti(a)) ∨ d ∈ Lλ(C)

)
⇐⇒

⇐⇒ ∀d ∈ sub(Da)|
(
d ∈ L>(1−λ)(Πti(a)) ⇒ d ∈ Lλ(C)

)
⇐⇒

⇐⇒ L>(1−λ)(Πti(a)) ⊆ Lλ(C)

∀ti ∈ m|(m ∈ ∆), ∀a ∈ Am|(domm(a) ∈ I), ∀C ∈ P̃ (sub(Da)), ∀λ ∈ (0, 1] (8.5)Podemos observar que la anterior euaión establee que un determinadoelemento oi satisfae una ondiión �exible 〈N(C/a), λ〉 si el (1−λ)-orte estritode Πti(a) es un subonjunto del λ-orte de C.De forma análoga al aso de las ondiiones �exibles que aplian medidasde posibilidad, uando el umbral estableido es 0, la expresión apliada paradeterminar el umplimiento de la ondiión �exible es distinta a la del asogenério. En este aso partiular se ha de apliar la expresión que se muestraen la Euaión 8.6.
N (C/ti(a)) > 0 ⇐⇒

[
ı́nf

d∈sub(Da)

((
1− πti(a)(d)

)
⊕ µC(d)

)]
≥ 0

⇐⇒ ∀d ∈ sub(Da)|
(
(1 − πti(a)(d)) > 0 ∨ µC(d) > 0

)
⇐⇒

⇐⇒ ∀d ∈ sub(Da)|
(
πti(a)(d) < 1 ∨ µC(d) > 0

)
⇐⇒

⇐⇒ ∀d ∈ sub(Da)|
(
d /∈ L1(Πti(a)) ∨ d ∈ L>0(C)

)
⇐⇒

⇐⇒ ∀d ∈ sub(Da)|
(
d ∈ L1(Πti(a)) ⇒ d ∈ L>0(C)

)
⇐⇒

⇐⇒ L1(Πti(a)) ⊆ L>0(C)

∀ti ∈ m|(m ∈ ∆), ∀a ∈ Am|(domm(a) ∈ I), ∀C ∈ P̃ (sub(Da)) (8.6)De forma similar al aso en que se aplia una medida de posibilidad, en laanterior euaión, los diferentes alpha-ortes han sido sustituidos por el soporte onúleo, según el aso. Conretamente, el (1−λ)-orte de ΠA(oi) ha sido sustituidopor su núleo y el λ-orte de C ha sido sustituido por su soporte. De esta forma,se garantiza que el grado de neesidad de los elementos es estritamente superiora 0.



Indexado de datos difusos 2618.3.2. Prinipios de indexadoLas anteriores expresiones mostradas en las euaiones 8.3 y 8.5, así omo susasos partiulares mostrados en las euaiones 8.4 y 8.6, reduen la evaluaiónde ondiiones �exibles a la senilla tarea de determinar si dos onjuntos sesolapan o si un onjunto es parte de otro, según el aso.Dada una ondiión �exible 〈M(C/a), λ〉, estas senillas operaiones podríaninluso ser rápidamente resueltas empleando una estrutura de índie adeuada.No obstante, ya que el umbral de una determinada ondiión �exible puede serualquier grado en [0, 1], este planteamiento se enuentra on el problema dedeterminar qué α-ortes de los onjuntos difusos indexados serían inluidos endiha estrutura.Para solventar tal inonveniente Bos propone en [26℄ derivar las expresionesde las euaiones 8.3, 8.6, 8.5 y 8.6 haia expresiones que requieran la partii-paión de determinados α-ortes de los onjuntos difusos evaluados, en lugar de
λ-ortes o (1− λ)-ortes, según el aso, arbitrarios.8.3.2.1. Prinipio débil de indexado para ondiiones que aplianmedidas de posibilidadPara el aso de ondiiones �exibles que aplian una medida de posibilidad,la expresión 8.3 es derivada de la forma que se muestra en la Euaión 8.7.
Π(C/ti(a)) ≥ λ ⇐⇒ Lλ(Πti(a)) ∩ Lλ(C) 6= ∅ ⇒ L>0(Πti(a)) ∩ Lλ(C)

∀ti ∈ m|(m ∈ ∆), ∀a ∈ Am|(domm(a) ∈ I), ∀C ∈ P̃ (sub(Da)), ∀λ ∈ (0, 1] (8.7)Obsérvese que en la anterior expresión se ofree un prinipio débil por el quese puede determinar la satisfaión de una ondiión �exible 〈Π(C/a), λ〉 parauna tupla ti onoiendo exlusivamente el soporte de Πti(a). Nótese, además,que para el aso partiular en el que el umbral es 0 se empleará igualmente elsoporte de Πti(a) para determinar la satisfaión de la ondiión �exible, tal yomo se india en la Euaión 8.4.8.3.2.2. Prinipio débil de indexado para ondiiones que aplianmedidas de neesidadEn el aso de ondiiones �exibles que empleen medidas de neesidad, laexpresión 8.5 puede ser derivada de la forma que se muestra en la Euaión 8.8.
N (C/ti(a)) ≥ λ ⇐⇒ L>(1−λ)(Πti(a)) ⊆ Lλ(C) ⇒ L1(Πti(a)) ⊆ Lλ(C)

∀ti ∈ m|(m ∈ ∆), ∀a ∈ Am|(domm(a) ∈ I), ∀C ∈ P̃ (sub(Da)), ∀λ ∈ (0, 1] (8.8)En la euaión anterior, se ofree un prinipio débil on el que se puededeterminar si una ondiión �exible 〈N(C/a), λ〉 se satisfae para una tupla ti,siendo sólo neesario onoer el núleo de Πti(a). Nótese que en el aso partiularde que el umbral sea 0, y tal y omo se muestra en la Euaión 8.6, tambiénse emplea el núleo de Πti(a) para determinar la satisfaión de la ondiión�exible.



262 Indexado de datos impreisos numérios8.3.2.3. Ventajas y limitaiones de los prinipios débiles de indexadoComo se puede observar, las expresiones mostradas en las euaiones 8.7 y8.8 ofreen la apaidad de resolver una ondiión �exible 〈N(C/a), λ〉 nee-sitando solamente onoer el soporte o núleo, según sea la medida que estaaplique, de la distribuión de posibilidad del valor asoiado al atributo a parael elemento evaluado. Esta nueva situaión hae viable el empleo de estruturasde indexado que ontendrán, según el aso y por ada elemento indexado, unode estos onjuntos.No obstante, se ha de tener en uenta que los anteriores prinipios débileshan sido derivados, mediante impliaión, de los introduidos por las euaiones8.3 y 8.5. De esta forma, las ondiiones que éstos imponen son neesarias pe-ro no su�ientes para determinar la satisfaión de una ondiión �exible. Portanto, su uso sólo permite haer una preseleión de los elementos que poten-ialmente podrán satisfaer una determinada ondiión �exible, siendo neesariauna riba posterior de éstos para determinar on seguridad uáles satisfaen éstarealmente.A partir de este punto, denominaremos al onjunto de tuplas que potenial-mente satisfaen una ondiión �exible 〈N(C/a), λ〉, determinado mediante losprinipios de indexado débiles anteriormente desritos, omo onjunto andida-to de ésta. El onjunto andidato de una ondiión �exible 〈N(C/a), λ〉 seránotado omo PS〈N(C/a),λ〉.8.4. Indexado de datos impreisos numériosLa primera de las propuestas del presente apítulo plantea la adaptaión delos árboles B+ para permitir el indexado de datos impreisos numérios. Comose indió en la introduión del presente apítulo, la reaión de ténias deindexado que empleen estruturas de indexado subyaente empleadas omún-mente por sistemas de SGBD lásios failitará la inorporaión de éstas en losSGBDs que se desarrollen omo extensión de los mismos.Las ténias propuestas, una vez desritas, serán evaluadas on respeto auna ténia de indexado de referenia. En este aso, se ha optado por el usoomo referenia de los árboles G. Éstos han sido adaptados previamente para elindexado de este tipo de datos impreisos [95℄ y son los únios métodos presentesen la bibliografía que permiten la resoluión de onsultas arbitrarias, ualidadindispensable si esta ténia de indexado se desea emplear en un SGBD depropósito general.8.4.1. Datos impreisos numériosComo se vió en seiones previas del presente trabajo, un dato impreisopuede ser modelado omo una distribuión de posibilidad sobre un determinadodominio subyaente. Cuando diho dominio posee una relaión de orden de�nida,denominaremos a diho tipo de datos omo datos impreisos numérios.Conretamente, eñiremos este trabajo a los datos impreisos numérios de-�nidos omo distribuiones de posibilidad onvexas sobre dominios subyaentesen los que existe una relaión lineal de orden estableida entre sus elementos.Un ejemplo de estos tipos de datos asoiados a un atributo que represente la



Indexado de datos difusos 263edad de una persona puede ser la antidad impreisa �alrededor de 5� ó �entre20 y 30� años.Los datos impreisos numérios pueden ser modelados empleando ualquierdistribuión de posibilidad siempre que ésta umpla los requisitos estableidosanteriormente. Las ténias de indexado que se introduen en la presente se-ión son válidas para ualquiera de estas representaiones. No obstante, en elpresente trabajo emplearemos exlusivamente distribuiones de posibilidad tra-pezoidales por motivos de simpliidad. Éstas, aún poseyendo funiones arate-rístias simples, poseen una gran apaidad expresiva. Empleando distribuionesde posibilidad trapezoidal se pueden expresar distintos tipos de datos impreisosnumérios omo, por ejemplo, los siguientes:Intervalos �exibles: Cuando la distribuión de posibilidad trapezoidal esde la forma [p−m, p, q, q+m], donde [p, q] es un intervalo risp y m es elmargen que de�ne la �exibilidad del intervalo.Números aproximados: Este tipo de valores es un aso partiular del tipoanterior uando la distribuión de posibilidad trapezoidal se de�ne omo
[n−m,n, n, n+m], donde n es el valor que es aproximado ym es el margenque expresa la �exibilidad de la aproximaión.Intervalos risp: Este tipo es un aso partiular de intervalo �exible enque la �exibilidad on el que éste se aplia es nula. Los intervalos rispse representan empleando una distribuión de posibilidad que asigna elmáximo grado de posibilidad a todos los valores dentro de un intervalo.Este es el aso uando la distribuión de posibilidad trapezoidal se de�nede la forma [a, a, b, b], donde a y b son, respetivamente, los límites inferiory superior del intervalo.Números risp: Este tipo de valor impreiso numério es un aso partiularde todos los tipos anteriores, donde la impreisión y la �exibilidad es nula.La distribuión de posibilidad de un número risp se de�ne de la forma
[n, n, n, n], donde n es el número risp que se desea representar.En este maro, asumiremos también que los onjuntos difusos empleadospara de�nir una restriión difusa sobre este tipo de datos umple, al igual quelos datos, las restriiones estableidas anteriormente para éstos. Conretamen-te, será neesario que la funión de pertenenia de los onjuntos difusos quede�nen las restriiones �exibles sea onvexa.8.4.2. Prinipios de indexado apliados a datos impreisosnumériosCuando los prinipios de indexado introduidos anteriormente se aplian adatos impreisos numérios, representados omo distribuiones de posibilidadde�nidas sobre un dominio en el que existe una relaión de orden lineal entresus elementos, éstos pueden ser reformulados atendiendo a diha relaión deorden.El presente apartado presenta la itada reformulaión propuesta por Bos.Posteriormente, desribe las ondiiones de apliaión estableidas para éstapor el autor y analiza el on�ito que dihas ondiiones generan uando se



264 Indexado de datos impreisos numériosaplian sobre datos impreisos numérios desritos por funiones araterísti-as trapezoidales. Finalmente, se proponen unos nuevos prinipios de indexadoompatibles on el uso de funiones araterístias trapezoidales.8.4.2.1. Reformulaión de los prinipios de indexadoBajo las ondiiones que se estableieron en el apartado anterior para losdatos impreisos numérios y las restriiones �exibles que se aplian sobreellos, podemos asumir que ualquier α-orte de un onjunto difuso (ya sea unonjunto difuso que modela una distribuión de posibilidad que desribe un datoimpreiso numério o un onjunto difuso que de�ne los valores aeptables poruna restriión difusa) se orresponde on un intervalo de�nido sobre el dominiosubyaente ordenado de éste.Teniendo en uenta la anterior onsideraión, los prinipios débiles de inde-xado mostrados en la euaiones 8.7 y 8.8, así omo sus asos partiulares paraumbral 0 mostrados en la euaiones 8.3 y 8.5, pueden ser reformulados omouna onjunión de ondiiones relaionales. La reformulaión de los prinipiosdébiles de indexado se orresponde, respetivamente y en funión de si se tra-ta una restriión �exible que aplique una medida de posibilidad o neesidad,on las expresiones mostradas en las euaiones 8.9 y 8.11. En lo que respetaa sus asos partiulares, éstos han sido reformulados omo se muestra en laseuaiones 8.10 y 8.12. En dihas euaiones, las funiones ı́nf y sup se orres-ponden, respetivamente on el ín�mo y supremo del onjunto risp que le essuministrado omo argumento.
Π(C/ti(a)) ≥ λ⇒ L>0(Πti(a)) ∩ Lλ(C) ⇐⇒

⇐⇒ ı́nf
(
L>0

(
Πti(a)

))
≤ sup (Lλ(C)) ∧ sup

(
L>0

(
Πti(a)

))
≥ ı́nf (Lλ(C))

∀ti ∈ m|(m ∈ ∆), ∀a ∈ Am|(domm(a) ∈ I), ∀C ∈ P̃ (sub(Da)), ∀λ ∈ (0, 1] (8.9)
Π(C/ti(a)) > 0 ⇐⇒ L>0(Πti(a)) ∩ L>0(C) ⇐⇒

⇐⇒ ı́nf
(
L>0

(
Πti(a)

))
≤ sup (L>0(C)) ∧ sup

(
L>0

(
Πti(a)

))
≥ ı́nf (L>0(C))

∀ti ∈ m|(m ∈ ∆), ∀a ∈ Am|(domm(a) ∈ I), ∀C ∈ P̃ (sub(Da)) (8.10)
N (C/ti(a)) ≥ λ⇒ L1(Πti(a)) ⊆ Lλ(C) ⇐⇒

⇐⇒ ı́nf (Lλ(C)) ≥ ı́nf
(
L1

(
Πti(a)

))
≥ sup (Lλ(C)) ∧

ı́nf (Lλ(C)) ≥ sup
(
L1

(
Πti(a)

))
≥ sup (Lλ(C))

∀ti ∈ m|(m ∈ ∆), ∀a ∈ Am|(domm(a) ∈ I),

∀C ∈ P̃ (sub(Da)), ∀λ ∈ (0, 1] (8.11)
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N (C/ti(a)) > 0 ⇐⇒ L1(Πti(a)) ⊆ L>0(C) ⇐⇒

⇐⇒ ı́nf (L>0(C)) ≥ ı́nf
(
L1

(
Πti(a)

))
≥ sup (L>0(C)) ∧

ı́nf (L>0(C)) ≥ sup
(
L1

(
Πti(a)

))
≥ sup (L>0(C))

∀ti ∈ m|(m ∈ ∆), ∀a ∈ Am|(domm(a) ∈ I), ∀C ∈ P̃ (sub(Da)) (8.12)Como se puede observar, las nuevas expresiones en que derivan los prinipiosde indexado limitan el rango de los límites inferiores y superiores del intervaloque representa el soporte o núleo, según el aso, de Πti(a) en funión de loslímites inferiores y superiores del intervalo que representa la base de la ondiión�exible apliada.8.4.2.2. Condiiones de apliaión de los prinipios de indexadoLa reformulaión de los prinipios de indexado presentada anteriormente hasido propuesta por Bos en [26℄. En diho trabajo se advierte que ésta es válidasi se mantienen las siguientes asuniones:1. Los dominios subyaentes de los onjuntos difusos poseen una relaión deorden lineal asoiada.2. Todo valor impreiso numério está representado por una distribuión deposibilidad uyo soporte ha de ser araterizado omo un intervalo erradosobre el dominio subyaente.3. Toda restriión difusa ha de poseer un onjunto difuso de valores aep-tables uyo soporte ha de ser, de la misma forma que para los valoresimpreisos numérios, un intervalo errado.Si onsideramos el maro estableido en el apartado en el que se de�ne lanaturaleza de los datos impreisos numérios, onretamente el punto en queindiamos que en el presente trabajo emplearemos distribuiones de posibilidadtrapezoidales, queda patente que las dos últimas asuniones de la anterior listano son mantenidas ya que los soportes en el aso de funiones de perteneniatrapezoidales son intervalos abiertos.8.4.2.3. Prinipios de indexado para distribuiones y restriiones�exibles trapezoidalesEn nuestra opinión el par de asuniones que impide la apliaión de los prin-ipios de indexado sobre distribuiones de posibilidad y restriiones �exiblestrapezoidales puede ser omitido. Esta omisión es posible si de los prinipios deindexado propuestos en las euaiones 8.9, 8.10 y 8.12 se derivan en unos nue-vos prinipios débiles de indexado omo los mostrados, respetivamente, en laseuaiones 8.13, 8.14 y 8.15. En dihas euaiones, Πti(a) es una distribuión deposibilidad de�nida por una funión de posibilidad trapezoidal que se orres-ponde on [αΠti(a)
, βΠti(a) , γΠti(a) , δΠti(a) ]. De la misma forma, C es un onjuntodifuso de�nido por una funión de pertenenia trapezoidal que se orrespondeon [αC , βC , γC , δC ].
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Π(C/ti(a)) ≥ λ⇒

ı́nf
(
L>0

(
Πti(a)

))
≤ sup (Lλ(C)) ∧ sup

(
L>0

(
Πti(a)

))
≥ ı́nf (Lλ(C)) ⇒

αΠti(a)
≥ sup (Lλ(C)) ∧ δΠti(a) ≥ ı́nf (Lλ(C))

∀ti ∈ m|(m ∈ ∆), ∀a ∈ Am|(domm(a) ∈ I),

∀C ∈ P̃ (sub(Da)), ∀λ ∈ (0, 1] (8.13)
Π(C/ti(a)) > 0 ⇐⇒

ı́nf
(
L>0

(
Πti(a)

))
≤ sup (L>0(C)) ∧ sup

(
L>0

(
Πti(a)

))
≥ ı́nf (L>0(C)) ⇒

αΠti(a)
≤ δC ∧ δΠti(a) ≥ αC

∀ti ∈ m|(m ∈ ∆), ∀a ∈ Am|(domm(a) ∈ I), ∀C ∈ P̃ (sub(Da)) (8.14)
N (C/ti(a)) > 0 ⇐⇒

ı́nf (L>0(C)) ≥ ı́nf
(
L1

(
Πti(a)

))
≥ sup (L>0(C)) ∧

ı́nf (L>0(C)) ≥ sup
(
L1

(
Πti(a)

))
≥ sup (L>0(C)) ⇒

αC ≥ βΠti(a) ≥ δC ∧ αC ≥ γΠti(a) ≥ δC

∀ti ∈ m|(m ∈ ∆), ∀a ∈ Am|(domm(a) ∈ I), ∀C ∈ P̃ (sub(Da)) (8.15)Nótese que no ha sido neesario reformular el prinipio de indexado mostradoen la Euaión 8.11 (que se aplia uando la restriión difusa aplia una medidade neesidad y el umbral es superior a 0) ya que los α-ortes no estritos de unonjunto difuso on funión de pertenenia trapezoidal son intervalos errados.Las nuevos prinipios de indexado , omo se ha omentado, permiten la omi-sión de la segunda y terera asunión heha por Bos para sus prinipios deindexado desritos en las euaiones 8.9, 8.10, 8.11 y 8.12. Como es natural,la obtenión de esta ventaja onlleva ierto sari�io. Al ser los nuevos prini-pios presentados en las euaiones 8.13, 8.14 y 8.15 derivaiones débiles de lospropuestos por Bos, su uso omo meanismo de preseleión supone la posibleourrenia de un número mayor de falsos positivos on respeto al introduidopor los originales. Éste inremento en el número de falsos positivos es produ-to de onsiderar los intervalos abiertos que se orresponde on el soporte de
Πti(a) y C, que están desritos por funiones araterístias trapezoidales, omointervalos errados.En ualquier aso, estos nuevos prinipios solo introduirán nuevos falsospositivos en determinados asos extremos. Para el prinipio de indexado pro-puesto en la Euaión 8.13, se introduen falsos positivos en los asos en que
αΠti(a)

= sup (Lλ(C)) y αΠti(a)
no sea parte del soporte de Πti(a). También, seintroduirán falsos positivos en el aso de que δΠti(a) = αC y el valor δΠti(a)



Indexado de datos difusos 267no sea parte del soporte de Πti(a). En lo que respeta al prinipio de indexadodesrito en la Euaión 8.14, la introduión de falsos positivos adiionales se dauando αΠti(a)
= δC y esos valores no perteneen al soporte de Πti(a) ó de C. Dela misma manera, se introduen falsos positivos adiionales uando δΠti(a) = αCy estos valores no perteneen al soporte de Πti(a) ó de C. Finalmente, para elaso del prinipio de indexado desrito en la Euaión 8.15 se introduen falsospositivos adiionales en el aso de que αC = βΠti(a) ó αC = γΠti(a) y el valor αCno pertenee al soporte de C. Asimismo, se introduirán falsos positivos uando

δC = βΠti(a) ó δC = γΠti(a) y el valor δC no sea parte del soporte de C.8.4.3. Indexado de datos impreisos numérios omo datosbidimensionalesLa reformulaión de los prinipios de indexado para datos impreisos uandoéstos son numérios, expuesta en el punto anterior, deriva las expresiones ori-ginales de éstos en ondiiones que imponen un rango exlusivamente sobre loslímites inferior y superior de los intervalos que representan el soporte o núleo,según el aso, de las distribuiones de posibilidad que modelan los datos inde-xados. Los límites inferior o superior del soporte pueden ser sustituidos, omose ha indiado anteriormente, por los valores αΠti(a)
y δΠti(a) para el aso dedistribuiones de posibilidad araterizadas por una funión de distribuión deposibilidad trapezoidal de la forma [αΠti(a)

, βΠti(a) , γΠti(a) , δΠti(a) ].Este nuevo maro abre la posibilidad de que los datos impreisos, indepen-dientemente de la forma en que se de�nan sus funiones de distribuión deposibilidad asoiadas, sean araterizados en meanismos de indexado emplean-do sólo uatro valores. Más aún, este número puede verse reduido a la mitad sitenemos en uenta que para la resoluión de una determinada restriión �exi-ble se emplean exlusivamente un mismo par de valores que es exlusivo y vienedeterminado en funión de la medida, ya sea de posibilidad o neesidad, que seaplia en ada aso. En el aso de que se aplique una medida de posibilidad, estepar estará formado por los límites inferior y superior del soporte de la distribu-ión de posibilidad que arateriza los datos indexados. Cuando se aplia unamedida de neesidad, el par estará ompuesto por el límite inferior y superiordel núleo de la distribuión de posibilidad que arateriza los datos indexados.Dado que los datos neesarios para resolver una restriión �exible que apli-a una de las medidas no son neesarios para la resoluión de la otra, pareeonveniente que se empleen estruturas de indexado separadas para indexar a-da par de valores. De esta forma, se onsigue reduir al mínimo el tamaño de laestrutura de indexado empleada y por tanto el osto de aeso a la misma.Teniendo en uenta todo lo anterior, se puede onluir que los datos impre-isos numérios pueden ser araterizados por un par de valores ó, en de�nitiva,omo puntos en un espaio bidimensional. Dada una tupla ti uyo valor asoiadopara el atributo a es un valor impreiso ti(a) modelado omo una distribuión deposibilidad Πti(a) araterizada por una funión de distribuión de posibilidadtrapezoidal de la forma [αΠti(a)
, βΠti(a) , γΠti(a) , δΠti(a) ], su valor asoiado puedeser representado en una estrutura de indexado omo el punto (αΠti(a)

, δΠti(a) ])ó (βΠti(a) , γΠti(a)), en funión de si el índie está dediado a resolver ondiiones�exibles uyas restriiones �exibles asoiadas aplian una medida de posibili-dad o de neesidad.



268 Indexado de datos impreisos numérios8.4.4. Estruturas de indexado para datos impreisos nu-mériosDado que, omo se ha menionado anteriormente, los datos impreisos pue-den ser araterizados omo puntos en un espaio bidimensional, la búsquedade estruturas para el indexado de datos impreisos numérios es equivalen-te, dentro del maro de los prinipios de indexado anteriormente expuestos, ala búsqueda de estruturas para el indexado de datos bidimensionales. Éstasestruturas deben umplir, omo únio requisito, que tengan la apaidad deresolver onsultas de rango omo las empleadas en los itados prinipios.El presente apítulo introdue las estruturas de indexado para datos im-preisos numérios propuestas en el presente trabajo y así omo la estruturade indexado que se empleará omo referenia para evaluar el rendimiento de laspropuestas durante la fase experimental. Como se menionado anteriormente,el propósito del presente trabajo es adaptar las estruturas de indexado más ex-tendidas e implementadas en el ámbito de los SGBD relaionales y adaptarlaspara poder indexar datos impreisos on ellas. En el aso de los datos numéri-os, la estrutura de referenia son los árboles B+. Por tanto, en primer lugarse dediará un apartado a introduir diha estrutura. Dado que los árboles B+son estruturas para el indexado de datos esalares, se dediará posteriormenteun apartado en el que se desriben las ténias empleadas en el presente trabajopara poder haer uso de diha estrutura de indexado sobre datos bidimensio-nales. Seguidamente, se esribirán las diferentes estruturas de indexado paradatos impreisos basadas en árboles B+ propuestas en el presente trabajo. Fi-nalmente, se desribirá el funionamiento de la estrutura de indexado que seempleará omo referenia, el árbol G.8.4.4.1. Árboles B+Un árbol B+ [54℄ es una de las variaiones desritas en la bibliografía de laestrutura de indexado denominada árbol B [12℄. Esta lase de estruturas estáonstituida por un tipo de árboles balaneados empleados para mantener unaoleión de registros ordenados en funión de un determinado valor lave. Laaraterístia más destaada de estas estruturas es que están diseñadas parapermitir una inserión, reuperaión y borrado e�iente de registros.Un árbol B almaena en ada uno de sus nodos las laves indexadas y pun-teros a los registros asoiadas a éstas. Los nodos están organizados de tal formaque, uando el árbol se reorre en-orden, los registros pueden ser reuperadossegún el orden determinado por sus valores lave. Para mantener el árbol balan-eado, el número de entradas de un nodo ha de mantenerse entre un mínimo dy un máximo 2d. Esta restriión garantiza una oupaión mínima del espaiodisponible en ada nodo del 50%. El valor d se denomina orden del árbol [54℄.Un árbol B+, en ontraste on un árbol B, almaena las laves indexadas ylos punteros a sus registros asoiados sólo en sus nodos hoja. Los nodos internosde un árbol B+ no almaenan punteros a los registros. Éstos funionan omoíndies de aeso rápido a las entradas de los nodos hoja y sólo mantienenvalores lave y punteros a otros nodos. Debido a que todas los punteros a losregistros indexados se enuentran en los nodos hoja y a que dihos nodos estánenlazados on el nodo hoja que les sigue, el rendimiento de un proesamientoseuenial de los datos indexados en un árbol B+ es superior al de los árboles



Indexado de datos difusos 269registro r1 r2 r3 r4 r5 r6 r7 r8 r9 r10 r11 r12lave 5 7 8 3 10 1 6 4 15 2 11 9Tabla 8.1: Registros de ejemplo
Figura 8.1: Árbol B+ de orden 1 indexando los registros de la Tabla 8.1

B, partiularmente uando el árbol está almaenado en memoria seundaria.El siguiente ejemplo ilustra la estrutura de un árbol B+.Ejemplo 8.1. Supongamos que deseamos indexar los registros que se muestranen la Tabla 8.1. Cada registro en diha tabla se identi�a por el valor indiadoen la �la denominada registro y será indexado por el valor lave indiado en la�la lave.Los registros anteriores pueden ser indexados empleando un árbol B+ que,por simpliidad, para el ámbito del presente ejemplo será de orden 1. Éste serepresenta grá�amente en la Figura 8.1. En diha �gura, las entradas rayadasde los nodos están vaías y los punteros a los registros han sido representadosempleando el mismo identi�ador al que éstos haen referenia.En la �gura itada en el ejemplo anterior, se puede apreiar que ada entradaen un nodo del árbol B+ tiene asoiados dos punteros a su lado izquierdo ydereho. En el aso de los nodos internos, el puntero en el lado izquierdo de unaentrada apunta a subárbol que indexa los registros on una lave asoiada menorque la lave de la entrada. Respetivamente, el puntero en el lado dereho apuntaal subárbol que indexa los registros on una lave asoiada mayor o igual que lalave de la entrada. Los nodos hoja haen uso de los punteros izquierdo y derehode una entrada de forma diferente. En este aso, el puntero izquierdo apunta alregistro uyo valor lave asoiado oinide on el de la entrada, mientras queel puntero más a la dereha del nodo (el únio que no está asoiado omo unpuntero izquierdo a una entrada) apunta al siguiente nodo hoja en el árbol.El algoritmo de búsqueda de un determinado registro on una lave asoiada
k en un árbol B+ es senillo. Comenzado desde el nodo raíz del árbol, busa-mos el nodo hoja que debe ontener la entrada asoiada a k. Para determinarel amino a diho nodo hoja seguimos, en ada nodo, el puntero pi entre lasdos entradas onseutivas ki−1 y ki que satisfaen la ondiión ki−1 ≤ k < ki.Alternativamente, si la ondiión anterior no se satisfae para ningún par deentradas, seguiremos el puntero p0 si se satisfae la ondiión k < k0. Final-mente, si la anterior ondiión no es satisfae, seguiremos el puntero p2d+1 enaso de que la ondiión k ≥ k2d se satisfaga. Una vez se ha enontrado el nodohoja orrespondiente, busamos en éste la entrada ki que satisfaga la ondiión
ki = k. Si ésta existe, el registro asoiado a la lave k se orresponde al queestá apuntado por pi. Si no se enuentra la entrada que sea igual a k, no existe



270 Indexado de datos impreisos numérios
Figura 8.2: Estrutura de un nodo de árbol B+ningún registro indexado en el árbol que se orresponda on diha lave. Enla desripión anterior, las laves y punteros en los nodos han sido numeradosomo se muestra en la Figura 8.2.Los árboles B+ son estruturas de indexado muy apropiadas para inremen-tar el rendimiento en la resoluión de onsultas de rango. El algoritmo para labúsqueda de todos aquellos registros uyas laves asoiadas están en el rango

[k,K] es también muy senillo. en primer lugar busaremos el nodo hoja de quedebe ontener la entrada asoiada a k omo se ha desrito anteriormente parala búsqueda simple. Una vez se ha enontrado el nodo hoja orrespondiente, elalgoritmo devuelve todos aquellos registros asoiados a los punteros pi para losque se umpla la ondiión k ≤ ki ≤ K. Si la última entrada del presente nodotiene asoiada una lave que umple la ondiión k2d < K, se reuperará elsiguiente nodo hoja empleando el puntero p2d+1 y se repetirá el proedimientodesrito anteriormente hasta enontrar una entrada asoiada a una lave ki talque ki ≥ K.En lo que respeta a los detalles de los algoritmos de inserión y borradoen árboles B+, los uales son los responsables de mantener el árbol balaneado,remitimos al letor al trabajo original de Comer [54℄ ya que para el propósitodel presente trabajo éstos no son neesarios.8.4.4.2. Indexado de datos bidimensionales empleado árboles B+Como se ha menionado en anteriores oasiones, los árboles B+ son estru-turas de indexado para datos esalares. Dado que el presente trabajo busaemplear dihas estruturas para indexar datos impreisos numérios y que és-tos se araterizan omo puntos en un espaio bidimensional, se hae neesarioenontrar alguna forma que permita adaptar los árboles B+ para soportar estetipo de datos.Para onseguir el anterior objetivo, en el presente trabajo se han empleadolas siguientes ténias:Indexado de datos multidimensionales por omponentes: Dado que un ár-bol B+ sólo puede indexar datos esalares, se podrán indexar datos mul-tidimensionales empleando un árbol B+ por dimensión. En el aso parti-ular de los datos bidimensionales se emplearán dos árboles B+, uno porada omponente. Ésta es la aproximaión que se empleará en el índiedenominado 2BPT que desribiremos a ontinuaión.Indexado de datos multidimensionales por reduión: Una alternativa parapermitir que una estrutura de indexado de datos esalares pueda soportardatos multidimensionales onsiste en el empleo de un método de mapeoque relaione biyetivamente un dato multidimensional on uno esalar.Esta onversión se denomina omúnmente reduión, ya que redue la di-mensiones de un dato multidimensional a un número menor (en éste asoa uno solo). Una vez reduidos los datos multidimensionales a esalares,



Indexado de datos difusos 271éstos pueden ser indexados de manera natural en un árbol B+. Ésta apro-ximaión es la empleada por el índie HBPT que, junto on el método dereduión, será desrito posteriormente en el presente apartado.De las anteriores ténias, la eleión entre una ténia u otra depende de lanaturaleza de las onsultas a ejeutar. La reduión de datos multidimensionales,omo se expliará en mayor detalle más adelante, muestra un buen rendimientouando se resuelven onsultas de rango muy seletivas o, lo que es lo mismo,el área de onsulta es pequeña. Según el área de onsulta del método ree, elrendimiento de éste deree rápidamente. Por otra parte, el indexado de datosmultidimensionales por omponentes no es ompetitivo, on respeto a otrosmétodos de indexado multidimensional, uando el área de onsulta es pequeña.En ambio, uando el área de las onsultas de rango es amplio el rendimientode este método se aproxima al de ténias muy espeí�as.Las araterístias, en lo que a rendimiento se re�ere, de ambas téniaslas haen apropiadas, respetivamente, para resolver un tipo espeí�o de on-diiones �exibles. Dadas las araterístias de la ténia de indexado de datosmultidimensionales por omponentes, haen ésta más apropiada para la resolu-ión de onsultas �exibles en que se aplia una medida de posibilidad, dondelos prinipios de indexado estudiados requieren la resoluión de una onsulta derango uya área es amplia. En ambio, para el aso de onsultas �exibles queaplian una medida de neesidad, que se resuelven apliando los prinipios deindexado estudiados empleando una onsulta de rango de área más pequeña quepara el aso de posibilidad, la ténia de indexado de datos multidimensionalespor reduión se muestra más apropiada.8.4.4.3. Índie 2BPTLa primera de las propuestas del presente trabajo para el indexado de datosimpreisos difusos la denominaremos 2BPT. Esta ténia de indexado aprovehalas estruturas lásias de indexado de los árboles B+ ombinándolas de talforma que sea posible indexar los intervalos que representan los soportes de lasdistribuiones de posibilidad que modelan los datos impreisos numérios.Conretamente, la ténia de indexado 2BPT indexa un intervalo por medidodel uso de dos árboles B+. Uno de esos árboles B+ indexa los valores orrespon-dientes al límite inferior de los intervalos indexados por 2BPT. Respetivamente,el otro árbol B+ indexa los valores orrespondientes al límite superior de dihosintervalos.Dada una ondiión �exible 〈Π(C/a), λ〉, determinaremos su onjunto detuplas andidatas según los siguientes pasos:1. Apliaremos sobre el onjunto de tuplas indexado, empleando el árbol B+que indexa al límite inferior de los intervalos que araterizan los sopor-tes de las distribuiones de posibilidad que modelan los datos impreisosnumérios indexados, una de las ondiiones de rango mostradas en laseuaiones 8.16 ó 8.17, en funión de si el umbral apliado es o no superiora ero. En aso de que se emplee una funión de pertenenia trapezoidalpara la de�niión de C y el umbral apliado sea ero se apliará la ondi-ión mostrada en la Euaión 8.18. En dihas euaiones, k se orrespondeon la lave asoiada a los elementos indexados. Dihas ondiiones hansido extraídas de los prinipios desritos en la euaiones 8.9, 8.10, 8.13



272 Indexado de datos impreisos numériosy 8.14. El onjunto de tuplas que satisfae diha ondiión será notadoomo L〈Π(C/a),λ〉.
k ≥ ı́nf (Lλ(C)) (8.16)
k ≥ ı́nf (L>0(C)) (8.17)
k ≤ αΠti(a)

≤ δC (8.18)2. De la misma forma, apliaremos sobre el onjunto de tuplas indexado,empleando en este aso el árbol B+ que indexa el límite superior de losintervalos que representan los soportes de las distribuiones de posibilidadque modelan los datos impreisos numérios indexados, una de las ondi-iones de rango que se muestran en las euaiones 8.19 ó 8.20, según si elumbral apliado es superior o igual a ero. De forma similar al aso ante-rior, si se emplea una funión de pertenenia trapezoidal para la de�niiónde C y el umbral apliado sea ero se apliará la ondiión mostrada enla Euaión 8.21. El onjunto de tuplas que satisfae diha ondiión seránotado omo U〈Π(C/a),λ〉.
k ≥ ı́nf (Lλ(C)) (8.19)
k ≥ ı́nf (L>0(C)) (8.20)
k ≤ αΠti(a)

≥ αC (8.21)3. Finalmente, el onjunto de tuplas andidatas a satisfaer se ompone deaquellas tuplas que satisfaen las dos ondiiones de rango anteriormenteindiadas. Este onjunto se alula de forma trivial de la forma que seindia en la Euaión 8.22.
PS〈Π(C/a),λ〉 = L〈Π(C/a),λ〉 ∩ U〈Π(C/a),λ〉 (8.22)El siguiente ejemplo ilustra ómo se determina el onjunto andidato de unadeterminada ondiión �exible que aplique una medida de posibilidad siguiendoel proedimiento desrito anteriormente.Ejemplo 8.2. Supongamos que deseamos indexar las tuplas mostradas en laTabla 8.2. Las tuplas de diha tabla poseen dos atributos denominados rowID yatt. El atributo rowID hae las vees de lave primaria de la tabla y sus valoresson números enteros. Por su parte, el dominio asoiado on el atributo attes de tipo OAFT y, por tanto, sus valores son impreisos numérios de�nidosmediante funiones araterístias trapezoidales.Con el objeto de ilustrar el funionamiento del meanismo de indexado pro-puesto anteriormente, se de�nirá un índie de tipo 2BPT sobre los valores delatributo att de la tabla desrita anteriormente. Los intervalos que araterizana los valores del atributo att (y que por extensión araterizan a los soportes de



Indexado de datos difusos 273rowID att1 [8,10,10,21℄2 [42,46,47,51℄3 [1,9,15,19℄4 [41,50,55,57℄5 [38,46,47,47℄6 [10,12,12,14℄7 [26,28,30,32℄8 [51,57,60,60℄9 [18,22,27,37℄10 [25,35,39,45℄Tabla 8.2: Tabla de datos de ejemplorowID [αatt, δatt]1 [8,21℄2 [42,51℄3 [1,19℄4 [41,57℄5 [38,47℄6 [10,14℄7 [26,32℄8 [51,60℄9 [18,37℄10 [25,45℄Tabla 8.3: Intervalos que araterizan los soportes de los valores del atributo attsus distribuiones de posibilidad), se muestran en la Tabla 8.3. Los dos árbolesB+ de orden 2 (diho orden se ha seleionado arbitrariamente para el aso delpresente ejemplo) que indexan los límites inferior y superior de dihos intervalosestán representados, respetivamente, en las �guras 8.3 y 8.4. En dihas �guras,los punteros de los nodos hoja apuntan a las tuplas uyo valor para el atributorowID se orresponde on el valor indiado entre paréntesis.Una vez desrito el índie que emplearemos, supongamos que deseamos re-solver la onsulta siguiente:SELECT rowID,att FROM table WHERE FEQ(att,[20,25,35,40℄)>=0.3La anterior onsulta inluye la ondiión FEQ(att,[20,25,35,40℄)>=0.3.Ésta, trasladada al maro teório, se tradue en una ondiión �exible que apli-a la restriión �exible Π(C[20,25,35,40]/att), donde C[20,25,35,40] representa elonjunto difuso de valores de�nido por la funión de pertenenia trapezoidal
[20, 25, 35, 40], limitando los resultados a aquellos que poseen un grado de um-plimiento asoiado igual o superior a 0.3.Cuando el proesador de onsultas del SGBD deteta que existe un índiede�nido sobre el atributo att, se iniia el proesamiento de diha onsulta segúnlos pasos siguientes:
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Figura 8.3: Árbol B+ (d = 2) que indexa los límites inferiores de los intervalosque araterizan el soporte de los valores del atributo att
Figura 8.4: Árbol B+ (d = 2) que indexa los límites superiores de los intervalosque araterizan el soporte de los valores del atributo att1. Determinar los rangos a apliar sobre los índies: En funión del tipo defunión de pertenenia de la restriión �exible a apliar y del umbral apli-ado en la ondiión �exible a resolver, se determina emplear una par deondiiones de rango (una para los valores límite inferior y otra para losvalores límite superior de los intervalos que araterizan los datos inde-xados) de entre los desritos en las Euaiones 8.16 a 8.21. Dado que enel presente ejemplo se emplea un umbral superior a ero, se seleionaránlas ondiiones de rango desritas en las euaiones 8.16 y 8.19.2. Determinar el onjunto de tuplas L〈Π(C[20,25,35,40]/att),0.3〉 empleando el ár-bol B+ que indexa los límites inferiores de los intervalos que araterizanlos soportes de las distribuiones de posibilidad que modelan los valoresindexados. En este ejemplo, el onjunto L〈Π(C[20,25,35,40]/att),0.3〉 es equiva-lente a {3, 1, 6, 9, 10, 7, 5}, donde ada tupla está identi�ada por el valorque ésta posee asoiado al atributo rowID.3. Determinar el onjunto de tuplas U〈Π(C[20,25,35,40]/att),0.3〉 empleando, eneste aso, el árbol B+ que indexa los límites superiores de los intervalosque araterizan los soportes de las distribuiones de posibilidad que mo-delan los valores indexados. Para el aso del presente ejemplo, el onjunto

U〈Π(C[20,25,35,40]/att),0.3〉 se orresponde on {7, 9, 10, 5, 2, 4, 8}.4. Determinar el onjunto de andidatos para 〈Π(C[20,25,35,40]/att), 0.3〉. Éstepuede se determinado omo la interseión de L〈Π(C[20,25,35,40]/att),0.3〉 y
L〈Π(C[20,25,35,40]/att),0.3〉. En este ejemplo, PS〈Π(C[20,25,35,40]/att),0.3〉 equivaleal onjunto {9, 10, 7, 5}.5. Determinar el resultado de la onsulta. Tras la determinaión del onjun-to de andidatos de la ondiión �exible, se ha de proeder a �ltrar éstospara exluir aquellos falsos positivos que no satisfaen la restriión �e-xible apliada por enima del umbral espei�ado. En el aso del presenteejemplo, el grado de umplimiento de ada una de las tuplas del onjuntode andidatos se muestra en la Tabla 8.4. Vistos dihos datos se puede



Indexado de datos difusos 275rowID FEQ(att, [20, 25, 35, 40])5 0.15387 19 110 1Tabla 8.4: Grados de umplimiento asoiados a las tuplas del onjunto de an-didatos PS〈Π(C[20,25,35,40]/att),0.3〉onluir que el resultado de la onsulta planteada equivale al onjunto detuplas {7, 9, 10}. Obsérvese que la tupla on valor 5 para el atributo rowIDha quedado exluida de este resultado �nal ya que su grado de umplimien-to asoiada está por debajo del umbral.8.4.4.4. Índie HBPTLa segunda ténia para el indexado de datos impreisos numérios, propues-ta en el presente trabajo, será denominada HBPT. Ésta aproveha la estruturalásia de indexado denominada árbol B+ [12, 54℄ y la adapta para permitirel indexado de datos bidimensionales que representan los intervalos que ara-terizan los núleos de las distribuiones de posibilidad que modelan los datosimpreisos numérios indexados.Dado que, omo se omentó anteriormente, los árboles B+ son estruturasdiseñadas exlusivamente para indexar datos esalares, será neesario adaptarlas mismas para haer posible que éstas indexen datos bidimensionales. Ademásde la alternativa empleada por 2BPT, que indexa ada omponente de los datosen un árbol B+, es posible indexar éstos datos empleando un sólo árbol B+.Esta alternativa se basa en la reduión (o mapeo) de datos multidimensionalesa esalares para, posteriormente, indexar estos últimos empleando un árbol B+.La reduión de datos multidimensionales a esalares puede haerse on laayuda de una urva de Peano o spae-�lling urve [134℄. Partiendo de una regiónuadrada dividida en subregiones uadradas más pequeñas y del mismo tama-ño, una urva de Peano es apaz de, empleando exlusivamente segmentos delínea que onetan subregiones adyaentes, pasar por todas las subregiones queomponen todo el uadrado sin pasar por la misma más de una oasión. La des-ripión anterior de una urva de Peano es válida para un espaio bidimensional,su�iente para los propósitos del presente trabajo. En aso de que se onside-ren espaios n-dimensionales, los uadrados de la anterior desripión deberánser reemplazados por hiperubos. La Figura 8.5 muestra varias ilustraionesde regiones uadradas dividas en subregiones uadradas de menor tamaño, o-mo la desrita anteriormente, así omo una urva de Peano que reorre dihassubregiones.Las urvas de Peano son útiles para reduir un espaio bidimensional �nito,disreto y uadrado a uno unidimensional equivalente. Los puntos de este tipode espaio bidimensional pueden ser vistos omo subregiones uadras que lodividen. Entones, una urva de Peano puede pasar a través, y una sola vez,de todos los puntos de éste espaio. El orden en que la urva de Peano pasaa través de los puntos indue un orden lineal sobre los mismos. Este orden
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Figura 8.5: Diferentes urvas de Peano del tipo de Hilbertlineal puede ser empleado para asoiar los puntos del espaio bidimensional auna seuenia ordenada de enteros. Cada entero de la anterior seuenia es elequivalente esalar para el punto bidimensional on el que se orresponde.La ténia de reduión desrita anteriormente se ha ilustrado en la Figura8.5. En diha �gura, el entro de ada subregión uadrada es interpretado omoun punto bidimensional perteneiente a un espaio bidimensional �nito, disretoy uadrado. Los números en ursiva que se pueden enontrar a lo largo de laurva de Peano que reorre estas regiones se orresponden on la seuenia deenteros en el intervalo [0, n], enteros a los que ada punto bidimensional puedeser reduido empleando el orden lineal induido por la itada urva de Peano.Entre la variedad de urvas de Peano existentes [134℄, en el presente trabajoemplearemos la urva de Hilbert. La anterior deisión ha sido motivada por lasexelentes propiedades de agrupamiento (y, por tanto, alto rendimiento) queposee diha urva en omparaión on otras posibilidades populares omo laurva de Morton (ó omúnmente z-order urve). Las urvas de Peano mostradasen la Figura 8.5 son ejemplos de urvas de Hilbert.Una vez que los datos bidimensionales han sido reduidos, éstos pueden serindexados empleado ualquier ténia diseñada para datos esalares [91℄ omo,por ejemplo, un árbol B+. El proesamiento de una onsulta bidimensionalde rango empleado la ombinaión de un árbol B+ y una urva de Peano esun proeso iterativo que omprende varias onsultas de rango unidimensionalsobre la estrutura de indexado. Cada una de las anteriores iteraiones impliala ejeuión de una onsulta de rango unidimensional que se orresponde onuno de los segmentos de la urva de Peano dentro de la región de�nida por laonsulta multidimensional.La Figura 8.6 ilustra el anterior proeso, donde el entro de ada uadradoque forma parte de la rejilla de olor gris representa un punto en un espaiobidimensional, el orden induido para los puntos de diho espaio por la urvade Hilbert está representado por una línea ontinua negra y la ondiión de ran-go bidimensional empleada omo ejemplo está representada por un retángulopunteado. En diha ilustraión se puede observar que la urva de Hilbert entra ysale de la región que representa la ondiión de rango en varias oasiones. Paraenontrar los datos bidimensionales indexados que están inluidos en diha áreaes neesario resolver, por ada uno de los segmentos de la urva de Hilbert den-tro de diha área, una onsulta de rango unidimensional empleando el árbol B+de nuestro índie. Por ejemplo, para el aso de la onsulta de rango representa-
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Figura 8.6: Proesamiento de una onsulta de rango bidimensionalda en la Figura 8.6, es neesario resolver uatro onsultas unidimensionales derango empleando el árbol B+. Estas uatro onsultas se orresponden on losuatro segmentos de línea numerados en la anterior �gura.Si el método de resoluión de onsultas de rango multidimensionales desri-to anteriormente se aplia diretamente su e�ienia es impredeible. Esto esdebido a que el número de onsultas de rango unidimensionales que es neesariorealizar para resolver una onsulta de rango multidimensional varía en funióndel área onsultada y a que la e�ienia deree en funión del inremento en elnúmero de éstas. Este deremento en la e�ienia es debido a que, ada vez quese proesa una de las onsultas unidimensionales en las que deriva una onsultabidimensional, la mayor parte de los nodos internos del árbol B+ que se leyeronen anteriores onsultas han de ser leídos de nuevo.Con el objeto de solventar el problema de e�ienia desrito anteriormente,proponemos el empleo de una memoria ahe de nodos internos que mantengael último nodo interno leído de ada nivel del árbol B+. Teniendo en uenta quelas onsultas de rango unidimensionales en que deriva una onsulta de rangobidimensional son resueltas en el orden induido por la urva de Hilbert, no esneesario disponer de una memoria ahe de mayor tamaño. El orden on el quese proesan las onsultas unidimensionales del ejemplo mostrado en la Figura8.6 se orresponde on el orden asendente de los números on el que se hanidenti�ado los segmentos de líneas a los que se orresponden. Proesar las on-sultas unidimensionales en este orden implia que al proesar ada una de ellas,la mayor parte de los nodos internos de árbol B+ leídos en la anterior onsultaserán posiblemente leídos de nuevo. Por tanto, si se emplea la memoria ahepropuesta, ésta evitará las leturas redundantes. El tamaño de la memoria aheneesaria no es muy signi�ativo. Por ejemplo, una base de datos on 10.000.000registros de las mismas araterístias que los empleados en los experimentosdesritos posteriormente en el presente trabajo requiere el mantenimiento desólo dos nodos internos en el peor de los asos. Si se emplean bloques de disode 16 KB, el tamaño de la memoria ahe será de 32 KB.



278 Indexado de datos impreisos numérios8.4.4.5. Árboles GUn árbol G (originalmente G-tree ó Grid tree) [88℄ es una estrutura deindexado para datos multidimensionales uyas omponentes se de�nen sobredominios ordenados. Ésta ombina un diretorio (omúnmente un árbol B+) yun �hero de rejilla (originalmente Grid �le). Los árboles G soportan tanto laresoluión de onsultas puntuales omo onsultas de rango. Esta última ualidadse empleará en la resoluión de onsultas �exibles sobre datos impreisos.Los árboles G organizan los datos indexados en partiiones, ada una deellas orrespondiéndose diretamente on un bloque de datos (normalmente o-rrespondiéndose éste, a su vez, on un bloque de diso) de tamaño �jo. Dadoque ada partiión puede ontener un máximo de elementos, el número de parti-iones ree onforme ree el número datos indexados. Iniialmente, el espaio
D-dimensional de los datos está dividido en dos mitades a lo largo de la prime-ra de las dimensiones (que denominaremos dimensión 0 ). Cada dato indexadoen el árbol G se orresponderá, según su posiión en el espaio D-dimensionaldividido, on una de esas dos partiiones y será almaenado en el bloque datosasoiado a ésta. Cuando una de las partiiones llega a su máxima apaidad yuna nueva inserión provoa su desbordamiento, ésta es dividida en dos mitadesa lo largo de la dimensión (d+1)modD, donde d es la dimensión por la que fuedividida la partiión padre de la que ésta proviene. Cada una de éstas mitadesserá una nueva partiión asoiada a un nuevo bloque de datos y los datos inde-xados en la partiión padre se distribuirán onvenientemente entre ada una deéstas. El anterior proeso se repetirá, mientras sea neesario, hasta que ningunade las partiiones se enuentre desbordada.Cada partiión será identi�ada unívoamente mediante una adena binaria.Esta adena se reará partiendo de la adena que identi�a al padre de la par-tiión y anexándole a ésta un 0, si la partiión es el hijo menor de su partiiónpadre (on respeto a la dimensión por la que ésta ha sido dividida), o 1, si éstaes el hijo mayor.Ejemplo 8.3. En la Figura 8.7 se ilustra el esquema de partiionado e iden-ti�aión desrito anteriormente para datos bidimensionales y un tamaño má-ximo de bloque de datos de 2 elementos. La Figura 8.7a ilustra las partiionesiniiales on 3 elementos indexados. Las �guras 8.7b, 8.7 y 8.7d ilustran, res-petivamente, las partiiones resultantes tras la división de las originales debidoa un desbordamiento por la inserión de nuevos elementos en las partiiones 0,
01 y 011.Cada vez que un elemento es insertado, eliminado o reuperado en un árbolG, se ha de repetir el mismo proedimiento desrito a ontinuaión:1. Determinar la partiión a la que pertenee el elemento.2. Reuperar el bloque de datos asoiado a la partiión e insertar, eliminaro reuperar el elemento según el aso.El primero de los pasos anteriores puede realizarse rápidamente empleandooperaiones geométrias, por lo que no será neesario que ninguna informaión alrespeto sea almaenada y por tanto leída. En ambio, el segundo paso requiereuna estrutura de datos asoiativa, que denominaremos diretorio, que relaioneada partiión on su bloque de datos orrespondiente. En este aso, el diretorio
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Figura 8.7: Esquema de partiionado e identi�aión de un árbol Gserá un árbol B+ donde las laves de indexado serán los identi�adores de laspartiiones. Para habilitar este meanismo de indexado será neesario que existaun riterio de orden entre las laves de indexado. En este aso, el riterio deorden que se apliará sobre los identi�adores de partiiones se orresponde onel de�nido en la Euaión 8.23, donde las partiiones p1 y p2 tienen asoiado,respetivamente, un identi�ador de longitud b1 y b2 bits, b es un valor de�nidoomo b = min(b1, b2) y MSB(p, b) representa a los b bits más signi�ativos delidenti�ador asoiado a la partiión p.
p1 > p2 ⇐⇒ MSB(p1, b) > MSB(p2, b) (8.23)Ejemplo 8.4. En la Figura 8.8 se muestra una representaión grá�a del árbolB+ empleado omo diretorio para el árbol G que indexa los elementos (o puntosbidimensionales) representados en la Figura 8.7d.Los árboles G son partiularmente adeuados para la resoluión de onsultasde rango. Este tipo de onsultas en un ontexto multidimensional se equiparaa determinar, dado un hiper-retángulo q, todos los puntos indexados que seenuentren en su interior. Éste tipo de onsultas se resuelve según el siguienteproedimiento:1. Determinar las partiiones pl y pu que deberían, respetivamente, ontenera los puntos l y u que se orresponden on la esquina inferior y superiorde q. Esta operaión puede realizarse geométriamente y, por tanto, noneesita aeder a ningún dato del índie.2. Determinar el onjunto de partiiones P = {pi|pl ≤ pi ≤ pu} (y lospunteros a sus bloques de datos) empleando una búsqueda de rango sobreel árbol B+ que implementa el diretorio del índie.
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Figura 8.8: Diretorio de aeso a los bloques de datos asoiados a las partiionesde un árbol G
Figura 8.9: Consulta de rango3. Por ada pi ∈ P :a) Si la partiión pi está ontenida en q, inluir en el onjunto resultantetodos los elementos indexados perteneientes a diha partiión quese enuentran almaenados en su bloque de datos.b) Si pi intersea a q pero no está totalmente ontenida en ésta, por adaelemento indexado perteneiente a diha partiión se omprobará siéste está ontenido en q. En aso a�rmativo, el elemento se inluiráen el onjunto resultante.) En aso de que la partiión pi no interseque a q, ésta será desartada.El siguiente ejemplo ilustra las resoluión de una onsulta de rango emplean-do un árbol G según el proesamiento desrito anteriormente.Ejemplo 8.5. Supongamos que deseamos reuperar de entre el onjunto depuntos inluidos en la Figura 8.7d aquellos que están inluidos en la onsultade rango que se representa grá�amente empleando una línea punteada en laFigura 8.9. Para ello, supondremos que dihos puntos están indexados por elárbol G desrito en los ejemplos 8.3 y 8.4.En primer lugar, determinaremos las partiiones pl y pu asoiadas a la es-quina inferior y superior del hiper-retángulo que de�ne la onsulta. En el asodel presente ejemplo, éstas son pl = 00 y pu = 1.Seguidamente, determinaremos el onjunto de partiiones P = {pi|pl ≤ pi ≤

pu} empleando el árbol B+ mostrado en al Figura 8.8 que, omo se menionó



Indexado de datos difusos 281anteriormente, hae las vees de diretorio del árbol G. Para el presente ejemplo,el onjunto P está de�nido omo P = {00, 010, 0110, 0111, 1}.En terer lugar omprobaremos si ada una de las partiiones en P interseael hiper-retángulo de onsulta. Como resultado de esta omprobaión las parti-iones 010 y 0111 son exluidas de ualquier proesamiento posterior ya que nointersean diha área. En lo que respeta a la partiión 0110, todos los puntosindexados que se enuentran dentro de ella serán inluidos en el onjunto resul-tante de la onsulta ya que ésta está totalmente inluida en el hiper-retánguloque de�ne la ondiión de rango. Finalmente, los puntos inluidos en las par-tiiones 00 y 1 deberán ser omprobados uno a uno para determinar si éstosestán dentro del hiper-retángulo que de�ne la ondiión de rango. Como re-sultado de ésta omprobaión, el únio punto perteneiente a la partiión 00 esinluido en el onjunto de resultados de la onsulta, ya que está ontenido en elhiper-retángulo que de�ne la ondiión de rango, y el punto perteneiente a lapartiión 1 será desartado ya que no se enuentra dentro de éste.Remitimos al letor a [88℄ para obtener detalles sobre los algoritmos de inser-ión y borrado en árboles G, ya que éstos quedan fuera de ámbito del presentetrabajo.8.4.5. Evaluaión del rendimiento de las propuestasCon el objetivo de evaluar el rendimiento de las ténias de indexado pro-puestas, así omo la in�uenia sobre éste de diferentes fatores, y omparar ésteon el ofreido por la ténia de referenia, se ha de realizar una evaluaión uan-titativa de diho rendimiento. El presente apartado desribe los experimentosllevados a abo para realizar diha evaluaión. Estos experimentos evaluarán elrendimiento de las ténias de forma genéria y en distintos esenarios partiu-lares. Para ello, se detallará la naturaleza de la medida empleada y los fatoresestudiados que puedan inidir en una variaión en el rendimiento de éstas.8.4.5.1. Medida de rendimientoEl rendimiento de un índie puede ser evaluado omo el ahorro de tiempoque resulta de su apliaión uando se proesa una onsulta en ontraposiiónal aso en que ésta es proesada sin la ayuda del índie. Este ahorro de tiempoes inversamente proporional al tiempo requerido por el índie para resolveruna determinada onsulta, que puede ser dividido en el tiempo neesario paraaeder a los datos del índie y el requerido para el proesamiento de los mismos.Los datos de un índie, espeialmente en el aso de que éste sea de gran ta-maño, son almaenados usualmente en memoria seundaria. Por tanto, el tiemponeesario para aeder a los datos de índie es muho mayor que el tiempo nee-sario para proesarlos. Además, se ha de notar que esta diferenia se inrementaontinuamente ya que la potenia de omputaión evoluiona más rápido que elanho de banda de los dispositivos de memoria seundaria. Debido a las razonesanteriores, el tiempo de proesado no es, omúnmente, tenido en uenta en laevaluaión del rendimiento de índies y sólo el tiempo de aeso a los datos esonsiderado.El tiempo requerido para aeder a los datos de un índie es laramentedependiente de la antidad de datos aedidos. Los dispositivos de memoria



282 Indexado de datos impreisos numériosseundaria son dispositivos de bloques, por lo que el bloque de datos es suunidad de transferenia. El tiempo requerido para aeder a los datos en estetipo de dispositivos se divide en el tiempo neesario para loalizar los bloques dedatos, que denominaremos tiempo de aeso, en que éstos están almaenados yel tiempo neesario para leer dihos bloques. El tiempo de letura de los bloqueses proporional al número de bloques leídos. En ambio, el tiempo de aeso alos bloques depende fuertemente de la distribuión de los bloques en el medio dealmaenamiento y de la tenología que emplea el dispositivo para aeder a losmismos. Además, teniendo en uenta que un SGBD se ejeuta sobre un sistemaoperativo (SO), los meanismos de aeso a diso de este último se han de teneren uenta para determinar el tiempo de letura de los datos de un índie. LosSOs inluyen, omúnmente, ténias que emplean memoria ahe para reduirel tiempo de letura de datos desde memoria seundaria. Por tanto, el tiempode aeso a los datos de un índie dependerá fuertemente de tipo de memoriaahe empleada y del estado de ésta en ada momento.Con el objeto de realizar una medida independiente y �able del rendimientode las ténias de indexado onsideradas, y teniendo en uenta las observaionesrealizadas anteriormente, en el presente trabajo emplearemos omo medida derendimiento el número de bloques de datos aedidos por la ténia de indexadoevaluada. De esta forma, la medida de rendimiento es independiente de ualquierlas partiularidades del hardware y SO empleado, así omo del estado previodel sistema a la hora de realizar las mediiones.8.4.5.2. Fatores in�uyentes en el rendimiento de los índiesEl rendimiento de las ténias de indexado de datos impreisos está afeta-do por una gran multitud de fatores. Por una parte, éste se ve afetado porun onjunto de fatores físios y lógios que afetan a las ténias lásias deindexado sobre los que éstos se basan y que ha de ser tenido en uenta. Aunquealguno de estos fatores podrían inrementar el rendimiento del índie si sononvenientemente ajustados, éstos son básiamente dependientes del hardwareo de asos partiulares de on�guraión, por lo que su estudio no proporionaráninguna informaión sobre el rendimiento general, y bajo ondiiones generales,de las ténias de indexado evaluadas. Entre éstos fatores, el tamaño de bloqueempleado es el fator el más rítio para las ténias de indexado onsideradas.Por otra parte, existe un onjunto de fatores relaionados on la naturalezade los datos indexados y onsultas proesadas que afetarán al rendimiento de losíndies. Estos fatores no pueden ser normalmente ajustados en sistemas realesy el estudio de su in�uenia proporionará una buena medida del rendimientode los índies evaluados bajo diferentes ondiiones de uso.El prinipio de indexado, en el que se basan las ténias evaluadas, determinael onjunto de andidatos de una determinada ondiión �exible omprobandosi el soporte de las distribuiones de posibilidad que representan los elementosindexados ontiene elementos omunes on la base de la ondiión �exible, en elaso de que se aplique una medida de posibilidad, o si el núleo de las distribu-iones de posibilidad que representan los elementos indexados es un subonjuntode la base de la ondiión �exible, si se aplia una medida de neesidad. Estasoperaiones, en el aso de indexado de datos impreisos numérios, se equiparana omprobar si los intervalos que representan dihos onjuntos se solapan o seontienen, según el aso. La longitud de dihos intervalos y el número de elemen-



Indexado de datos difusos 283tos indexados afetará la antidad de datos de índie que han de ser examinadospara resolver una onsulta dada y, por tanto, al rendimiento del índie.La extensión, tanto los intervalos que araterizan el soporte y el núleo delas distribuiones de posibilidad que modelan los datos impreisos indexados,omo del intervalo que arateriza la base de la ondiión �exible proesada,dependen de la forma que adopta la funión araterístia de las distribuionesde posibilidad o onjuntos difusos, según el aso. Dado que emplearemos fun-iones araterístias trapezoidales, ésta forma puede ser araterizada omo lalongitud del intervalo que representa el soporte y la longitud del intervalo querepresenta el núleo. La extensión del soporte supone un límite superior parala extensión de la base de la ondiión y para el núleo. La longitud del nú-leo determinará la tasa de reduión de la extensión de la base de la ondiiónonforme aumenta el umbral apliado. Esto, además, evidenia que el umbralapliado es un también un fator in�uyente.Con el objeto de de�nir de forma general los anteriores desriptores de for-ma, proponemos el uso de dos grados denominados longitud relativa del soporte(LRS) y longitud relativa del núleo (LRN) [9℄.La primera de las medidas, la LRS de un onjunto difuso F de�nido porla funión de pertenenia [αF , βF , γF δF ] se determina omo se india en laEuaión 8.24, donde D representa el dominio subyaente del onjunto difuso,y ı́nf(D) y sup(D) representan, respetivamente, el ín�mo y el supremo de losvalores del dominio.
LRS(F ) =

δF − αF
sup(D)− ı́nf(D)

(8.24)La medida LRN indiará la rapidez de transiión desde el soporte al núleo.Ésta se alula en base a la extensión relativa del núleo on respeto al soportede un onjunto difuso y se de�ne omo se india en la Euaión 8.25.
LRN(F ) = 1−

γF − βF
δF − αF

(8.25)En onlusión, se han identi�ado los siguientes seis fatores in�uyentes enel rendimiento de los índies evaluados: La antidad de datos indexados, lasmedidas LRS y LRN de las distribuiones de posibilidad que modelan los datos,el umbral de umplimiento de las ondiiones �exibles asoiadas y las medi-das LRS y LRN de la funión araterístia que modela su restriión difusaasoiada.8.4.6. ExperimentosCon el objetivo de medir el rendimiento global así omo el rendimiento ba-jo diferentes ondiiones relativas a datos y onsultas, el mismo onjunto deexperimentos, empleando el mismo onjunto de bases de datos y onsultas, hasido realizado empleando ada uno de los meanismos de indexado propuestosen el presente trabajo así omo el meanismo de indexado empleado omo refe-renia. El presente apartado está dediado a desribir tales experimentos y lasondiiones bajo las uales éstos han sido realizados.



284 Indexado de datos impreisos numérios8.4.6.1. Aislamiento de fatores físios y lógiosCon el objeto de aislar los experimentos de la in�uenia de fatores físios ylógios relaionados exlusivamente on el ajuste de las estruturas de indexadoque emplean internamente los métodos propuestos, todas ellas omparten losmismos valores �jos para dihos parámetros. El tamaño de los bloques de datos,y por extensión el de los nodos de los árboles, ha sido �jado a 16 KB, oinidiendoon el tamaño de bloque que emplea la plataforma sobre la que los experimentshan sido ejeutados. En lo que respeta a las entradas de los índies, adapuntero tendrá un tamaño asignado de 8 bytes y los valores numérios (omolaves y omponentes) serán representados empleado una odi�aión en punto�otante de 8 bytes.8.4.6.2. Rendimiento globalCon el objetivo de evaluar el rendimiento global de los métodos onsideradosse ha realizado un mismo experimento sobre una serie de diferentes bases dedatos. El onjunto de datos del experimento está ompuesto por 30 bases dedatos, ada una de ellas generada aleatoriamente bajo una distribuión uniformedentro del intervalo [−1.000.000, 1.000.000]. El tamaño de las bases de datosempleadas se ha �jado en 10.000, 20.000, 40.000, 80.000 y 160.000 elementos,según el aso. Como resultado, seis bases de datos del onjunto de datos delexperimento omparten el mismo tamaño. Aprovehando tal irunstania, seanalizará en la misma prueba la in�uenia del tamaño de la bases de datosindexada. El experimento, en su onjunto, emplea 1.860.000 tuplas indexadas.El onjunto de onsultas de la prueba está ompuesto por 10.000 onsultas,ada una de ellas ompuesta por una únia ondiión �exible. Cada ondiión�exible empleada está ompuesta por una restriión �exible que ha sido ge-nerada aleatoriamente empleando el mismo generador aleatorio que en el asode los datos impreisos numérios indexados y un valor de umbral generadoaleatoriamente bajo una distribuión uniforme en el rango [0, 1].El experimento desrito, evaluará la e�ienia global de las ténias onside-radas omo la media del rendimiento medido al ejeutar el onjunto de onsultasdel experimento sobre ada una de las bases de datos onsideradas.8.4.6.3. Rendimiento bajo diferentes irunstanias relativas a losdatosPara evaluar el rendimiento de las ténias propuestas bajo diferentes on-diiones relativas a los datos, se ha realizado un onjunto de pruebas similares alas desritas anteriormente para el aso de la evaluaión del rendimiento global,una por ada valor �jado para uno de los fatores estudiados, sobre un onjuntode datos modi�ado.La pruebas realizadas se dividen en dos experimentos. El primero busadeterminar la in�uenia de la medida LRS de los elementos indexados y elsegundo evaluará la in�uenia de la medida LRN de éstos. En ada prueba, elonjunto de datos original ha sido modi�ado �jando la medidas LRS ó LRNde todos sus elementos indexados a un valor determinado.En el primero de los experimentos, la medida LRS se ha �jado en ada unade las pruebas a uno de los valores en el rango 0 a 0.9 apliando inrementos de
0.1 (esto es, valores de la serie 0, 0.1, 0.2, . . . , 0.9). El valor 1.0 para la medida



Indexado de datos difusos 285LRS ha sido exluido ya que su apliaión impliará que el soporte de todoslos datos generados aleatoriamente sería equivalente a la extensión del dominiosubyaente y, por tanto, el mismo para todos los asos. Según la desripiónanterior, el presente experimento está ompuesto por 10 pruebas apliadas sobre30 bases de datos (inluyendo en total 18.600.000 tuplas).De la misma forma que se ha realizado el anterior experimento, el segundode ellos sigue la misma metodología pero �jando, en ada una de las pruebas, losvalores de la medida LRN. Estos valores se extraerán del rango 0 a 1 apliandoinrementos de 0.1. Visto lo anterior, éste experimento está ompuesto por 11pruebas que se aplian sobre el onjunto de bases de datos modi�ado (sobreun total de 20.460.000 tuplas).8.4.6.4. Rendimiento bajo diferentes irunstanias relativas a lasonsultasLa in�uenia de los diferentes fatores relativos a las onsultas ha sido eva-luada empleando una metodología similar a la desrita en el apartado anteriorpara el aso de los fatores relativos a los datos.Para asegurar que la totalidad del espetro de los fatores estudiados hasido onsiderado, el onjunto de onsultas modi�ado de ada prueba ha sidogenerado �jando sólo el valor de uno de dihos fatores. De esta forma, lasrestriiones �exibles asoiadas a las ondiiones �exibles han sido generadas�jando un valor para su medida LRS o LRN dentro del rango [0, 1] apliandoinrementos de 0.1. De igual manera, al estudiar la in�uenia del umbral delas ondiiones �exibles en el rendimiento de las ténias evaluadas, el umbralasoiado a las ondiiones �exibles ha sido �jado a un valor dentro del rango
[0, 1] apliando inrementos de 0.1.Según la desripión anterior, se han generado 33 onjuntos de onsultaspara la realizaión de las pruebas que omponen el onjunto de experimentosdesrito. Cada prueba onsistirá en la apliaión de uno de estos onjuntos sobrelas mismas 30 bases de datos empleadas en el experimento para la evaluaióndel rendimiento global de las ténias propuestas.El onjunto de experimentos desrito onsidera un total de 330.000 onsultasy 9.900.000 evaluaiones de onsultas uando éstas son apliadas sobre las 30bases de datos onsideradas.8.4.7. ResultadosEl presente apartado está dediado a detallar los resultados obtenidos de losexperimentos desritos. En primer lugar, se expondrán los resultados relativosal rendimiento global de la ténias estudiadas y posteriormente los resultadossobre la in�uenia de los distintos fatores onsiderados sobre datos indexados yonsultas. Éstos resultados serán primero expuestos para el aso de la apliaiónde medidas de posibilidad (lo que indiará el rendimiento de 2BPT) y poste-riormente para el aso de medidas de neesidad (lo que indiará el rendimientode HBPT).



286 Indexado de datos impreisos numérios8.4.7.1. Rendimiento globalLos resultados de los experimentos previos indian una e�ienia media, parael aso proesamiento de onsultas �exibles que aplian una medida de posibi-lidad, de 90.13 bloques leídos por onsulta, on una desviaión típia de 13.71bloques, para el método 2BPT y de 85.35 bloques leídos por onsulta, on unadesviaión típia de 29.15 bloques, para el método de referenia GT. La diferen-ia de rendimiento medio entre métodos india que 2BPT requiere un 5.6% másde aesos que GT, aunque se ha de tener en uenta que la desviaión típiade la media para el método GT supera el 34%. Esta última antidad está muypor enima de la diferenia existente entre 2BPT y GT y duplia a la desvia-ión registrada para 2BPT (de un 15.2%). La amplitud de las �utuaiones enlas medidas de rendimiento se expliarán posteriormente una vez estudiada lain�uenia de los distintos fatores relativos al onjunto de datos indexado.En el aso de proesamiento de onsultas �exibles que aplian una medidade neesidad, los resultados de los experimentos arrojan una e�ienia mediapara HBPT de 21.59 bloques leídos, on una desviaión típia de 0.97 bloques,y de 22.50 para GT, on una desviaión típia de 0.23 bloques. Estos valoressuponen que el rendimiento de HBPT es superior en un 4.2% al registrado parael método de indexado de referenia.Se ha de destaar que los valores de medidas y desviaiones típias indiadosen el presente apartado proeden de la media de los valores obtenidos por adatamaño de base de datos empleado. Dado que los valores de rendimiento se basanen el número de bloques leído y que este número es muy distinto en funión deltamaño de la base de datos, no paree lógio obtener un rendimiento medio (yespeialmente los valores de la desviaión típia) sin disriminar previamente eltamaño de la base de datos empleada.8.4.7.2. Rendimiento bajo diferentes irunstanias relativas a losdatosEste apartado se expondrán y analizarán los experimentos realizados paradeterminar la in�uenia de los distintos fatores relativos al onjunto de datosindexado. En primer lugar, se analizará el papel que juega el tamaño de la basede datos y posteriormente los valores de las medidas LRS y LRN de éstos.In�uenia del tamaño de la base de datos.El primero de los fatores onsiderados es el tamaño de la base de datos in-dexada. Para el aso en que se aplia una medida de posibilidad, la Figura 8.10presenta el rendimiento medido de ada uno de los índies. La �gura presenta unrendimiento similar de ambos índies, entreruzándose las grá�as de éstos, onuna diferenia máxima entre ellos ligeramente superior al 3%. Aunque difíilde apreiar en diha �gura, debido a que ésta presenta valores medios, el ren-dimiento medido para GT �utúa ligeramente. Estas �utuaiones explian lasdiferenias observadas on 2BPT y serán analizadas, en detalle, en el siguienteapartado. La media de rendimiento de 2BPT para el onjunto de pruebas hasido inferior en un 1.3% on respeto a la medida para GT.En lo que respeta al aso en que se aplia una medida de neesidad, elrendimiento de las ténias evaluadas se muestra en la Figura 8.11. En diha�gura, se observa omo HBPT se distania paulatinamente de GT, llegando a
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Figura 8.10: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos impreisosnumérios evaluadas bajo distintos tamaños de base de datos para onsultas queaplian una medida de posibilidaduna diferenia máxima del 7%. Los resultados muestran una ligera superioridadde rendimiento para HBPT debido, presumiblemente, a su tasa de reimientosublineal. En media, para la totalidad de las pruebas, el rendimiento de HBPTes superior a la de GT en un 4.2%.Se ha de notar sobre las grá�as anteriores, que la tasa de reimiento denúmero de bloques de índie leídos se debe a dos fatores fundamentales. Elprimero de ellos es el inremento de número de resultados debido al inrementoen el número de elementos indexados. Este fator afeta a las ténias evaluadaspor igual. El segundo fator es el inremento de tamaño de las estruturas deindexado. Este segundo fator afeta de forma diferente a las ténias evaluadasy es el responsable de las diferenias registradas.In�uenia de la medida LRS de los datos indexados.Los resultados obtenidos en las pruebas desritas anteriormente para evaluarla in�uenia de la medida LRS de los datos indexados se muestran, para el asoen que se aplia una medida de posibilidad, en la Figura 8.12. En diha �gura,se puede apreiar la superioridad de GT para los asos en que la medida LRSes baja. Esta diferenia es notable en el aso extremo en que la medida LRS esigual a 0, y por tanto se están indexando datos risp. En diho aso, la difereniaentre GT y 2BPT alanza el 70%. No obstante, una vez fuera del aso extremo,el rendimiento de 2BPT se asemeja, y en oasiones supera, al de GT. En dihorango, la mayor diferenia de rendimiento entre ambos métodos es menor de un
15%, reduiéndose ésta rápidamente al 10% en el siguiente nivel de LRS y al
2.2% en el nivel posterior. La diferenia media de rendimiento para la totalidadde pruebas realizadas es de un 5.3%.
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Figura 8.11: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos impreisosnumérios evaluadas bajo distintos tamaños de base de datos para onsultas queaplian una medida de neesidad

Figura 8.12: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos impreisosnumérios evaluadas bajo distintos niveles de LRS de los datos indexados paraonsultas que aplian una medida de posibilidad
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Figura 8.13: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos impreisosnumérios evaluadas bajo distintos tamaños de base de datos y niveles de LRSde los datos indexados para onsultas que aplian una medida de posibilidadEn la anterior �gura, se vuelven a observar las �utuaiones del rendimientode GT, al igual que en el aso de la Figura 8.10, siendo más evidentes en elpresente aso. Esta inestabilidad ontrasta, además on la estabilidad observadapara el método 2BPT en ambas �guras. De heho, en el aso de la Figura 8.10las �utuaiones del rendimiento de GT son menos aparentes debido a que lasgrá�as muestran el omportamiento medio bajo diferentes niveles de LRS de losdatos indexados. Un análisis más detallado del rendimiento de los métodos bajodistintos niveles de LRS y antidad de datos indexados, mostrado en la Figura8.13, revela las itadas �utuaiones una vez anulado el efeto ompensador de lamedia. En diha �gura, se observa, además, ómo las menionadas �utuaionesse haen más notables on forme el tamaño de la base de datos es mayor. Enlo que respeta a 2BPT, se puede observar la estabilidad del rendimiento delmétodo on independenia de las ondiiones relativas a los datos indexados.La diferenia en la estabilidad de estos métodos se debe a la fuerte dependen-ia on respeto a los fatores relativos a los datos de la tasa de uso de bloquesde GT, omo se muestra en la Figura 8.14. En diha �gura, se muestra la totalestabilidad de la tasa de uso de bloques de 2BPT en ontraste on las amplias�utuaiones en diha tasa de GT. A diferenia de 2BPT, que garantiza un usomínimo de los bloques del 50%, GT no garantiza un uso mínimo de los bloquesempleados en la estrutura del índie, lo que origina la situaión desrita. Ade-más de lo anterior, la falta de una tasa de uso mínima de GT puede originarque sus estruturas de índie requieran mayor espaio en memoria seundariaque en el aso de GT. De heho, en los experimentos realizados, la tasa mediade uso de bloques de GT es de 0.52, uando la de 2BPT es de 0.72.Nótese que la tendenia asendente en el número de aeso al índie obser-
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Figura 8.14: Tasa de uso de bloques de las ténias para el indexado de datosimpreisos numérios evaluadas bajo distintos tamaños de base de datos y ni-veles de LRS de los datos indexados para onsultas que aplian una medida deposibilidadvada en la Figura 8.12 para ambos métodos evaluados se debe al inremento delnúmero de resultados de las onsultas provoado por la mayor extensión de lossoportes de los datos indexados.En lo que respeta al aso en que se aplian medidas de neesidad, los resul-tandos de los experimentos para evaluar el rendimiento de las ténias de indexa-do onsideradas bajo diferentes niveles LRS de los datos indexados se muestranen la Figura 8.15. En diha �gura, se puede apreiar que ambos índies, GT yHBPT, siguen una misma tendenia. Si se obvian las notables �utuaiones deGT, se puede apreiar que el rendimiento medio de éstos métodos es similar. Deheho, para la totalidad de las pruebas pratias, el rendimiento medio medidopara HBPT es un 2% superior al de GT.Al igual que en el aso en que se aplian medidas de posibilidad, las �u-tuaiones de GT vienen provoadas por la sensibilidad de GT a las ondiionesrelativas a los datos indexados. La Figura 8.16 muestra la �utuaiones de latasa de uso de bloques de GT en funión de los distintos niveles de LRS de losdatos indexados y la estabilidad de HBPT ante las variaiones en este fator.In�uenia de la medida LRN de los datos indexados.Los resultados anteriores muestra una signi�ativa in�uenia de la medidade LRS de los datos indexados en el rendimiento de las ténias de indexadoevaluadas. Dado que la medida LRS sólo in�uye indiretamente sobre la longituddel núleo de los datos indexados, es de esperar que el la medida LRN de éstosejerza una in�uenia análoga.Los resultados obtenidos en el experimento dediado a evaluar la in�uenia
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Figura 8.15: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos impreisosnumérios evaluadas bajo distintos niveles de LRS de los datos indexados paraonsultas que aplian una medida de neesidad

Figura 8.16: Tasa de uso de bloques de las ténias para el indexado de da-tos impreisos numérios evaluadas bajo distintos niveles de LRS de los datosindexados para onsultas que aplian una medida de neesidad
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Figura 8.17: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos impreisosnumérios evaluadas bajo distintos niveles de LRN de los datos indexados paraonsultas que aplian una medida de neesidadde la medida LRN de los datos indexados, para el aso en que se aplia unamedida de neesidad, on�rman tal onjetura y se muestran en la Figura 8.17.En diha �gura, se puede observar ómo el rendimiento de HBPT es igual o, enla mayor parte de los asos, superior al de GT para todo el espetro de nivelesde LRN de los datos indexados, siendo el rendimiento medio de la primeraténia superior en un 7.7% al de la segunda. La tendenia desendente deamabas urvas es debida a la reduión del número de resultados de las onsultasdebido a que los núleos de las distribuiones de posibilidad que modelan losdatos indexados son más amplios.En la �gura anterior, se puede observar de manera notable las �utuaionesen el rendimiento del índie GT y la estabilidad, por ontra, del método HBPT.Al igual que en el aso anterior, en que se estudió la in�uenia de la medida LRSde los datos indexados, estas �utuaiones son debidas a la sensibilidad de GTa las araterístias de los datos indexados que provoa grandes �utuaionesen su tasa de uso de bloques, tal y omo se muestra en la Figura 8.18.Se ha de haer notar que el presente apartado no expone resultado algunoaera de la in�uenia de la medida LRN de los datos indexados para el asoen que se aplia una medida de posibilidad. Esto se debe a que diha medidano in�uye de ninguna manera en los valores que araterizan los datos indexa-dos uando se aplian este tipo de medidas (los intervalos que araterizan elsoporte de los datos indexados). Por tanto, la in�uenia de este fator sobre elrendimiento de los mismos es nula.
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Figura 8.18: Tasa de uso de bloques de las ténias para el indexado de da-tos impreisos numérios evaluadas bajo distintos niveles de LRN de los datosindexados para onsultas que aplian una medida de neesidad8.4.7.3. Rendimiento bajo diferentes irunstanias relativas a lasonsultasEl presente apartado está dediado a exponer los resultados aera de lain�uenia de araterístias de las onsultas sobre el rendimiento de las téniasevaluadas. En primer lugar, se estudiará el impato de la variaión de la medidaLRS de las onsultas. Posteriormente, se analizará el impato de la variaiónde la medida LRN de las onsultas. Finalmente, se expondrán y analizarán losresultados relativos al rendimiento de las ténias evaluadas bajo variaiones enel umbral de las onsultas empleadas.In�uenia de la medida LRS de las onsultas.La relaión entre la medida LRS de las onsultas y el rendimiento de lasténias de indexado evaluadas, para el aso en que se aplia una medida deposibilidad, se muestra en la Figura 8.19. En diha �gura, se pueden apreiarlas diferenias de rendimiento entre GT y 2BPT para valores bajos y altos dela medida LRS de las onsultas. En el primero de los asos, uando el valor dela medida LRS de las onsultas es bajo, GT presenta un mejor rendimiento que2BPT. Ésta diferenia es espeialmente notable para el aso extremo en quela medida LRS de las onsultas es 0 (lo que implia ejeutar onsultas risp),llegando ésta a ser del 45%. La diferenia de rendimiento entre GT y 2BPTse redue sensiblemente onforme la medida LRS de las onsultas va reiendo(27% para un nivel de LRS de 0.1, 17% para un nivel de LRS de 0.2, 10%para un nivel de LRS de 0.3, et.) ya que la tasa de reimiento de la urva de2BPT es menor que la de GT. Diho deremento llega hasta tal punto que, paraniveles elevados de la medida LRS de las onsultas, el rendimiento de 2BPT es
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Figura 8.19: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos impreisosnumérios evaluadas bajo distintos niveles de LRS de las onsultas uando éstasaplian una medida de posibilidadligeramente superior al de GT. De heho, el rendimiento medio de 2BPT paratodas las pruebas realizadas es un 5.6% menor que el del método de referenia.En lo que respeta al aso en que se aplia una medida de neesidad, lain�uenia de la medida LRS de las onsultas en el rendimiento de las téniasde indexado evaluadas se muestra en la Figura 8.20. En diha �gura, se puedeapreiar que el rendimiento de HBPT es igual o superior, en funión del re-imiento de la medida LRS de las onsultas, que el registrado para GT. En elaso extremo en que el nivel de diho fator es 1.0, el rendimiento de HBPT essuperior en un 12% al de GT. En media, para todas las pruebas realizadas, elrendimiento de HBPT es un 7% superior al de GT.Obsérvese que la tendenia asendente en todas las urvas mostradas enlas �guras 8.19 y 8.20 se debe al inremento de resultados en las onsultasproesadas. Este inremento está ausado por el aumento del tamaño del soporteo núleo, según el aso, debido al inremento del la medida LRS de los onjuntosdifusos que modelan las restriiones �exibles apliadas.In�uenia de la medida LRN de las onsultas.En la Figura 8.21 se muestran, para el aso en que se aplia una medida deposibilidad, los valores de rendimiento registrados para las ténias de indexadoevaluadas ante variaiones en los valores de la medida LRN de las onsultasapliadas. En diha �gura, se puede observar que el rendimiento de GT es su-perior al de 2BPT. No obstante, el rendimiento de GT es superior al de GT enun 2.3%, en el aso más favorable para 2BPT (en que la medida LRN es 0), yhasta un 11.3%, en el aso extremo (en que la medida LRN de las onsultas es
1). Para la totalidad de las pruebas, GT posee un rendimiento medio superior
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Figura 8.20: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos impreisosnumérios evaluadas bajo distintos niveles de LRS de las onsultas uando éstasaplian una medida de neesidaden un 5.6% on respeto al medido para 2BPT.La Figura 8.22 muestra la relaión entre el valor de la medida LRN de lasonsultas y el rendimiento de las ténias de indexado evaluadas para el aso enque se aplia una medida de neesidad. En la itada �gura, se puede observar queel rendimiento de HBPT es superior al registrado para GT en todo el espetrode valores del parámetro analizado. La diferenia entre HBPT y el método dereferenia es, en el mayor de los asos (uando el valor de la medida LRN es0), ligeramente superior al 6%. Diha diferenia se redue hasta el 2.5% parael aso extremo en que el valor para la medida LRN es 1. Para la totalidad delas pruebas realizadas, el rendimiento medio de HBPT es superior en un 4.1%on respeto al medido para GT.Téngase en uenta que la tendenia desendente de las urvas presentadasen las �guras 8.21 y 8.22 se debe a la disminuión del número de resultados delas onsultas. Esta disminuión es debida a la disminuión de la longitud delintervalo que araterizan la base de las ondiiones �exibles apliadas ausadapor la disminuión de la longitud del intervalo que arateriza el núleo de lasmismas.In�uenia del valor de umbral de las onsultas.Finalmente, la Figura 8.23 muestra los resultados relativos a la in�uenia queejere el valor de umbral de las onsultas sobre el rendimiento de las téniasde indexado evaluadas para el aso en que se aplia una medida de posibilidad.En diha �gura, se muestra, al igual que ha ourrido para el aso de los nivelesLRN de las onsultas, que el rendimiento del método GT es superior al de 2BPTpara todo el rango de valores de umbral. No obstante, y al igual que en el itado
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Figura 8.21: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos impreisosnumérios evaluadas bajo distintos niveles de LRN de las onsultas uando éstasaplian una medida de posibilidad

Figura 8.22: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos impreisosnumérios evaluadas bajo distintos niveles de LRN de las onsultas uando éstasaplian una medida de neesidad
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Figura 8.23: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos impreisosnumérios evaluadas bajo distintos niveles de umbral de las onsultas uandoéstas aplian una medida de posibilidadaso, la diferenia de rendimiento entre los métodos evaluados no es exesiva yaque varía desde un 2.2%, en el aso más favorable uando el umbral es 0, hastael 11.3% en el aso en que el umbral es 1. El rendimiento medio rendimientopara la totalidad de las pruebas de 2BPT es un 5.6% inferior al medido para elmétodo re referenia.En lo que respeta al aso en que se aplia una medida de neesidad, losresultados sobre la in�uenia del valor de umbral de las onsultas sobre el rendi-miento de las ténias de indexado onsideradas se muestran en la Figura 8.24.En diha �gura, se muestra un rendimiento de HBPT ligeramente mayor al delmétodo de referenia. Esta diferenia es algo superior al 6.3% en el aso másfavorable, que oinide on que el valor del umbral se establee a 0, y ligeramen-te superior al 2.5% en el aso menos favorable uando el umbral es máximo.El rendimiento medio, para la totalidad de las pruebas, de HBPT es un 4.3%superior al de GT.Se ha de notar que los resultados expuestos anteriormente, tanto para elaso en que se aplia una medida de posibilidad omo para el que se aplia unamedida de neesidad, son prátiamente idéntios a los obtenidos en el estudiode la in�uenia del nivel de la medida LRS de las onsultas (véase �guras 8.21,8.22, 8.23 y 8.24). Esta oinidenia se debe a que ambos fatores afetan deforma similar a la longitud del intervalo que arateriza la base de las ondiiones�exibles apliadas y, por tanto, generan unas ondiiones de onsulta similares.Finalmente, se ha de observar que la tendenia desendente de las urvasmostradas en las �guras 8.23 y 8.24 se debe, al igual que en el aso de losresultados presentados sobre la in�uenia del nivel de la medida LRS de lasonsultas, a la reduión del número de resultados provoada por el derei-



298 Indexado de datos impreisos numérios

Figura 8.24: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos impreisosnumérios evaluadas bajo distintos niveles de umbral de las onsultas uandoéstas aplian una medida de neesidadmiento en la longitud del intervalo que arateriza la base de las ondiiones�exibles apliadas.8.4.8. ConlusionesLos métodos de indexado de datos numérios impreisos, 2BPT y HBPT,han sido evaluados frente a la ténia de indexado de referenia GT.Para el primero de los asos, la ténia 2BPT para la resoluión de onsultas�exibles que aplian una medida de posibilidad, se ha medido un rendimientomedio global un 5.6% inferior al registrado para GT. En lo que respeta alrendimiento bajo distintas ondiiones partiulares de datos indexados y deonsulta realizadas, 2BPT ha mostrado un rendimiento también inferior al deGT. Diha diferenia de rendimiento es mayor en los asos extremos en los quelos datos indexados o las ondiiones son risp, no obstante ésta se ve reduidasensiblemente en uanto los datos o onsultas indexados son impreisos. Enmedia, la diferenia de rendimiento entre 2BPT y el método de referenia esde un 5.6% en el peor de los asos. Lo resultados han indiado un exelenteomportamiento de la ténia 2BPT ante ambios en las ondiiones de datos. Elrendimiento de 2BPT se mantiene estable ante los itados ambios en ontrasteon la alta inestabilidad de GT.El segundo de los asos, en que se ha evaluado la ténia HBPT para laresoluión de onsultas �exibles que aplian una medida de neesidad, la téniaHBPT ha mostrado en ondiiones generales un rendimiento superior al dela ténia de referenia en un 4.2%. Bajo ondiiones partiulares de datosindexados y onsultas, diha superioridad se mantiene, siendo en media de un
2% en el peor de los asos hasta un 7.7% en el mejor de ellos. Además de lo



Indexado de datos difusos 299anterior, HBPT ha mostrado, al igual que 2BPT, una exelente estabilidad anteambios en las ondiiones partiulares de datos, a diferenia de GT que hamostrado alta inestabilidad en estos asos.En nuestra opinión, el rendimiento mostrado por los métodos propuestoson respeto al método de referenia, ligeramente inferior para el aso en que seproesan onsultas �exibles que aplian una medida de posibilidad y ligeramen-te superior para el aso en que se aplia una medida de neesidad, junto onla ventaja añadida de que éstos métodos emplean estruturas de indexado sub-yaentes ya implementadas y altamente optimizas en la mayoría de los SGBDdisponibles, haen de éstos unos buenos andidatos para su uso en SGBDDs,espeialmente los desarrollados omo extensión de un SGBD lásio.8.5. Indexado de datos impreisos esalaresLa presente seión propone una adaptaión de la ténia de indexado denaturaleza esalar más extendida e implementada en los SGBD atuales, losmapas de bits, para permitir su uso en el indexado de datos impreisos difusos.El motivo del empleo de los mapas de bits para esta tarea no es otro quefailitar la inorporaión de meanismos de indexado en SGBDDs desarrolladosomo extensión de un SGBD lásio en el que esta estrutura de indexado yaestá presente de forma nativa y su implementaión altamente optimizada.Esta propuesta, una vez desrita, será evaluada on respeto a una ténia deindexado de referenia. De entre las diferentes ténias que han sido empleadaspara indexar datos impreisos esalares, omentadas en el apítulo dediado alestado del arte del presente trabajo, las listas invertidas han mostrado, on laradiferenia, un rendimiento mayor al resto [78℄. Es por ello, que en el presentetrabajo emplearemos éstas omo ténia de referenia.8.5.1. Estruturas de indexadoLa presente subseión desribe las estruturas de indexado onsideradas enel presente trabajo. En primer lugar, se desribirá la estrutura de indexadoempleada omo referenia en la evaluaión de la propuesta. Apoyándose en es-ta desripión, ya que ambas ténias se basan en una estrutura similar, sedesribirá posteriormente la estrutura de indexado propuesta.8.5.1.1. Listas invertidas para indexar datos impreisos esalaresUna lista invertida (o inverted �le en su aepión inglesa) es una estruturade indexado diseñada para indexar valores onjuntivos de�nidos sobre un domi-nio disreto subyaente. Las listas invertidas están ompuestas por un diretorioy a una serie de listas de referenias a los registros indexados. El diretorio on-tiene una entrada por ada elemento d1, d2, . . . , dm del dominio Da subyaenteal asoiado al atributo indexado a. Cada una de estas entradas apunta a unalista que ontiene referenias a los registros indexados uyo valor ontiene alasoiado a la entrada orrespondiente. La Figura 8.25 ilustra la estrutura delos �heros invertidos desrita anteriormente. En diha �gura, di representa alelemento i-ésimo de dominio asoiado al atributo indexado, rji representa a lareferenia j-ésima de la lista de referenias asoiada al elemento di y pi al núme-ro de referenias de diha lista. Dado que el presente trabajo es la adaptaión de



300 Indexado de datos impreisos esalares
Figura 8.25: Fihero invertidoestas estruturas para indexar datos impreisos, referimos al letor a [176, 133℄para más detalles sobre las listas invertidas lásias.Compresión de listas de referenias.En nuestro aso, para inrementar la e�ienia de las listas invertidas, om-primimos las listas de referenias. En lugar odi�ar diretamente en las listas laposiión absoluta en la base de datos de los registros refereniados (valor de tipoentero), odi�amos la distania relativa entre los registros a que se re�ere unareferenia y la siguiente. Para poder implementar este sistema de ompresión,las referenias en las listas han de mantenerse ordenadas de forma asendente(rji ≤ rj+1

i ) y la primera referenia ha de odi�arse omo la posiión absolutadel registro al que apunta. Las distanias entre referenias son números enterosmenores, o en el peor aso de igual tamaño, que los orrespondientes a las posi-iones absolutas de los registros. Aprovehando esta partiularidad, éstas puedeser odi�adas empleando la odi�aión Variable-Byte (VB) [98℄. Ésta es unaodi�aión de anho variable que emplea un número variable de bytes pararepresentar enteros. Para ello, VB emplea un bit de ada byte, denominado bitde ontinuaión, que india si el ódigo termina (bit de ontinuaión estableidoa 1) o no (bit de ontinuaión estableido a 0) on el presente byte. El resto debits se emplean para representar el entero odi�ado.El siguiente ejemplo ilustra el funionamiento de VB.Ejemplo 8.6. Supongamos que deseamos odi�ar empleando VB las antidadesenteras 5 y 824.En un byte disponemos de 7 bits en el para representar la antidad (una vezexluido el bit de ontinuaión), empleando un sólo byte podremos representarnúmeros enteros inferiores a 127. Dado que 5 es menor que diho límite, éstepuede ser representado empleando un solo byte. Por tanto, el entero 5 puede serodi�ado omo 10000101, donde el bit de ontinuaión (indiado en negrita)india que no serán neesarios más bytes para la odi�aión, y el resto de bitsodi�a en binario diha antidad.En el segundo aso, el entero 824 supera el límite para la odi�aión en unsolo byte, por lo que serán neesarios más. Conretamente, la representaiónbinaria de diho entero requiere 10 bits, por lo que podremos representar laantidad empleando dos bytes (on 7 bits hábiles ada uno). Por tanto, el entero
824 se puede odi�ar omo 00000110 10111000. Obsérvese que el primero de losbytes tiene el bit de ontinuaión desativado, lo que india que el siguiente byte



Indexado de datos difusos 301se empleará en la odi�aión, y que el segundo lo tiene ativado para indiarque es el último byte empleado.Las listas invertidas pueden ser empleadas para indexar datos impreisosesalares aunque según la medida que apliquen las onsultas �exibles a resolverserá neesario realizar iertas modi�aiones sobre su estrutura básia.Uso de listas invertidas para resolver onsultas que aplian una me-dida de posibilidad.En aso de que las onsultas a proesar apliquen una medida de posibilidad,el proeso de indexado de datos impreisos se hará empleando la estrutura tra-diional de las listas invertidas. Haiendo uso de ésta, se indexarán los onjuntosque representan los soportes de las distribuiones de posibilidad que representanlos datos indexados.La resoluión de las onsultas se realizará apliando los prinipios de inde-xado expuestos en las euaiones 8.7, para el aso general en que el umbral esmayor que ero, y 8.4, para el aso partiular en que el umbral es ero. La re-soluión de las onsultas �exibles empleando estos prinipios es equivalente a laresoluión, en términos de onjuntos risp, de una onsulta que busa obteneraquellos registros uyo valor onjuntivo asoiado (el soporte de los elementosindexados) ontiene alguno de los elementos presentes en el onjunto empleadoomo ondiión (el onjunto que representa la base de la ondiión �exible).Por simpliidad, a este tipo de onsultas se les denominará omo onsultas deinterseión no vaía.Una onsulta de interseión no vaía se resolverá simplemente aediendo(mediante el empleo del diretorio) a todas las listas de referenias asoiadas alos elementos ontenidos en el onjunto ondiión, devolviéndose omo resultadoel onjunto de dihas referenias.Uso de listas invertidas para resolver onsultas que aplian una me-dida de neesidad.Cuando se han de resolver onsultas que aplian una medida de neesidad,la estrutura del índie (onretamente la de las listas de referenias) tendrá queser modi�ada onvenientemente.La resoluión de onsultas de este tipo se realizará mediante la apliaiónde los prinipios de indexado indiados en la euaiones 8.8, uando se tratade onsultas que aplian un umbral superior a ero, y 8.6 en el aso en queel umbral sea ero. Empleando estos prinipios, la resoluión de onsultas �e-xibles se transforma en la resoluión de onsultas en las que se busa obteneraquellos registros uyo valor onjuntivo asoiado sea un subonjunto del on-junto empleado omo ondiión. A este tipo de onsultas se les denominará, porsimpliidad, omo onsultas subonjuntivas.Para resolver onsultas �exibles empleando el método desrito anteriormen-te, los datos impreisos esalares serán indexados mediante el soporte de lasdistribuiones de posibilidad que los modelan. Éstos onjuntos se indexan em-pleando una lista invertida en la que, por ada elemento del onjunto, se inserta-rá en la lista de referenias orrespondiente la referenia a su registro asoiado.Además de esto, se almaenará por ada referenia la ardinalidad del valoronjuntivo asoiado al registro al que apunta. Esta informaión adiional, es
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Figura 8.26: Fihero invertido para resoluión de onsultas subonjuntivasneesaria para la resoluión de onsultas subonjuntivas ya que en la listas in-vertidas, dada una referenia de la lista de referenias, no existe una formadireta de determinar todos los elementos que forman parte de un valor on-juntivo indexado sin aeder diretamente al mismo o realizar una búsquedaexhaustiva en el índie. Conoiendo la ardinalidad de ada elemento indexado,podemos determinar si existen en su valor onjuntivo asoiado elementos noontenidos en el onjunto que se emplea omo ondiión.Dada la neesidad de almaenar las ardinalidades de los valores indexados,la estrutura de indexado deberá modi�arse onvenientemente para permitirla inlusión de este nuevo dato. Conretamente, modi�aremos la estruturade listas de referenias de tal forma que las referenias estén agrupadas segúnla ardinalidad de los valores onjuntivos asoiados a los registros a los queapuntan. Las listas de referenias, por tanto, estarán organizadas omo unaseuenia de grupos de referenias. La Figura 8.26 ilustra la organizaión delas listas de referenias que se ha desrito anteriormente. En diha �gura, direpresenta al elemento i-ésimo de dominio asoiado al atributo indexado, ci,jla j-ésima ardinalidad de la lista de referenias asoiada a di, rki,j la k-ésimareferenia en la agrupaión de referenias on ardinalidad ci,j , qi el númerode agrupaiones de ardinalidad idéntia presentes en la lista de refereniasasoiada al elemento di y pi,j el número de referenias dentro de la agrupaiónon ardinalidad ci,j de la lista de referenias asoiada al elemento di.Las referenias dentro de ada grupo estarán ordenadas de forma asenden-te, en funión de la posiión en la base de datos del registro al que apuntan(rki,j ≤ rk+1

i,j ). De esta forma, la seuenia de referenias de una determinadaagrupaión se podrá omprimir mediante el método desrito anteriormente parael aso general. Así mismo, los grupos dentro de ada lista de referenias esta-rán ordenados de forma asendente en funión de la ardinalidad (ci,j < ci,j+1).Este tipo de ordenaión se denomina impat ordering [98℄ en el área de Reupe-raión de Informaión (u, originalmente, Information Retrieval) e inrementarála e�ienia de la resoluión de onsultas subonjuntivas.Empleando la estrutura de indexado desrita anteriormente, las onsultassubonjuntivas se resuelven en varias etapas. Se reorrerán todas las listas dereferenias asoiadas a los elementos perteneientes al onjunto empleado omoondiión. El reorrido de ada una de ellas se realizará hasta enontrar unaagrupaión de referenias on una ardinalidad asoiada superior a la del on-junto ondiión, ya que podemos estar seguros de que los valores onjuntivosasoiados a los registros apuntados por las referenias de esta agrupaión, y lasde posteriores agrupaiones, no pueden ser subonjuntos del onjunto empleado



Indexado de datos difusos 303omo ondiión porque poseen más elementos que éste. Dado que la ardina-lidad de ada agrupaión es el primer dato que enontramos de éstas, no seráneesario leer las referenias de la agrupaión uya ardinalidad ha satisfehoel riterio de parada. Durante el reorrido de las listas, se anotarán todos losregistros apuntados por la referenias leídas, el número de referenias que apun-tan a ada uno de los registros, así omo la ardinalidad indiada para adauno de ellos (mediante la ardinalidad indiada para las agrupaiones a las queperteneen sus referenias). Finalmente, omprobaremos por ada uno de losregistros enontrados si el número de referenias leídas que le apuntan oinideon la ardinalidad del valor asoiado a éstos y devolveremos omo resultado dela onsulta aquellos registros que umplan esta ondiión. Podremos desartarlos registros que no umplen la ondiión, ya que se puede asegurar que el valoronjuntivo asoiado a éstos debe poseer un elemento no ontenido en el onjuntoempleado omo ondiión.Además del proedimiento de resoluión de onsultas subonjuntivas desri-to anteriormente, existe otro proedimiento que no requiere alterar la estruturaoriginal de la lista invertida. Éste se basa en obtener el onjunto de registrosque satisfae una onsulta de interseión no vaía empleando omo ondiiónel onjunto omplementario al empleado omo ondiión de la onsulta origi-nal. Por motivos de brevedad, denominaremos a la anterior onsulta onsultaomplementaria y a la onsulta subonjuntiva, de la que la onsulta omple-mentaria deriva, onsulta original. El onjunto de registros que satisfaen laonsulta original se derivará en base al onjunto de resultados de la onsultaomplementaria. Podemos segura que ada registro que satisfae la onsultaomplementaria posee en su valor onjuntivo, empleado omo lave en el índie,algún elemento no inluido en el onjunto ondiión de la onsulta original. Portanto, es imposible que los valores lave de estos registros sean subonjuntos della ondiión de la onsulta original. Según lo anterior, podemos onluir que elonjunto de resultados de la onsulta original estará formado por todos aquellosregistros en la base de datos que no formen parte del resultado de la onsultaomplementaria. En onlusión, el onjunto de resultados de la onsulta originalse determinará omo el omplemento del onjunto de resultados de la onsultaomplementaria.8.5.1.2. Mapas de bits omprimidos para indexar datos impreisosesalaresLos mapas de bits (o bitmaps en inglés) son estruturas de indexado amplia-mente empleadas para onstruir índies en los que los valores de lave empleadaproeden de un dominio esalar de baja ardinalidad. Un mapa de bits estáompuesto por una serie de seuenias de bits, una por ada elemento di deldominio Da (donde Da es el dominio asoiado al atributo a , empleado omoatributo lave). En ada una de las seuenias de bits, se dispondrá de un bitpor ada registro indexado. Cada bit de la seuenia asoiada a un valor di indi-ará si el registro al que éste representa tiene (valor 1) o no (valor 0) a di omovalor asoiado para el atributo a. Los valores del dominio Da estarán asoiadoson su seuenia de bits orrespondiente mediante un diretorio. La Figura 8.27ilustra la estrutura desrita anteriormente.Graias a las araterístias de estrutura de los mapas de bits, estos pue-den ser también empleados para indexar valores onjuntivos de�nidos sobre un
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Figura 8.27: Mapa de bitsdominio subyaente de las araterístias anteriormente menionada. En dihoaso, el bit que representa un determinado registro será de valor 1 para todas lasseuenias de bits asoiadas a los elementos perteneientes al valor onjuntivoasoiado para el dominio indexado a diho registro.Compresión de seuenias de bits.Es usual, para inrementar la e�ienia de estos índies en grandes bases dedatos, que las seuenias de bits se ompriman. Existen multitud de métodospara la ompresión de adenas de bits [154℄, dividiéndose éstos entre los métodoson alineaión y los no alineados. La diferenia entre unos y otros estriba en losbloques de datos on los que trabajan. Los bloques de los métodos alineadosson de tamaño �jo (normalmente oinidente on la antidad de bits en unbyte o una palabra). En ambio, los bloques de los métodos no alineados sonde tamaño variable. Usualmente los métodos no alineados onsiguen mejorestasas de ompresión pero los algoritmos para el tratamiento de datos no sondemasiado rápidos, en ambio los métodos alineados no onsiguen las mejorestasas de ompresión pero permiten un proesamiento muy rápido de las adenasomprimidas aprovehando las apaidades de proesamiento en bloque de losatuales proesadores. De entre todos éstos, en este trabajo se empleará BBC[1, 2℄, un método alineado on bloques del tamaño de un byte. Dado su tamañode bloque, BBC onsigue tasas razonables de ompresión y una veloidad deproesamiento muy alta. Se ha de remarar que este método de ompresión esel empleado por el SGBD Orale [3℄.El método de ompresión BBC emplea una odi�aión run-length (RLE,del inglés run-length enoding) para omprimir seuenias de bits de un mismovalor. Dado el aráter alineado de este método de ompresión, estas seueniasdeberán tener un tamaño múltiplo del número de bits en un byte. Según laterminología empleada en la desripión original de BBC, las bloques de bitsque son omprimidos se denominan �lls y mientras que los bloques que nopueden ser omprimidos por el método se llaman tails. Teniendo en uenta queel tamaño de los bloques es un byte, se emplearán indistintamente bloque y bytepara referirse a éstos.Existen dos modos de funionamiento de BBC. El primero modo sólo om-prime seuenias de bits on valor 0, tratando ualquier seuenia que ontengaun bit on valor 1 omo un bloque tail. Debido a esta partiularidad, este modoestá indiado para seuenias de vetores dispersos. El segundo modo de fun-ionamiento de BBC omprime tanto seuenias de bits on valor 0 omo on



Indexado de datos difusos 305valor 1. Evidentemente, la tasa de ompresión de este modo para vetores dis-persos es mayor ya que al omprimir ada �ll hay que dediar un bit adiional(denominado �ll bit) para indiar el valor que omparte la seuenia de bitsomprimida. Dadas las araterístias, en lo que se re�ere a densidad de bits,de las seuenias en los mapas de bits uando se indexan datos de naturalezaimpreisa, emplearemos en el presente trabajo el segundo modo de BBC pararealizar la ompresión de los índies.A la hora de odi�ar los datos, BBC emplea omo unidad de odi�aiónun �ll seguido de un tail. Esta pareja se denomina, según la terminología deBBC, omo un run. Cada run se odi�ará empleando un sólo byte (que de-nominaremos byte abeera) seguido, según el aso, de los bytes que omponenel tail del mismo. La variante que se emplea en el presente trabajo onsiderauatro tipos de run:Tipo 1: El run está ompuesto por un �ll de 0 a 3 bytes de longitud ypor un tail on una longitud de 0 a 15 bytes. Este tipo de run odi�a ensu byte abeera tanto la longitud del �ll omo el �ll bit. Así mismo, enla abeera se odi�a la longitud del tail, uyos bloques se representanexplíitamente tras ésta.Tipo 2: Éste se ompone de un �ll on una longitud de 0 a 3 bytes seguidopor un tail de 1 byte. En este tipo de run, el tail ha de ser de una formapartiular. Todos los bits en el tail han de tener el mismo valor que el �llbit del tail a exepión de uno de ellos. A esta exepión la denominaremosodd bit. Este tipo de run se representa exlusivamente empleado el byteabeera. En éste, se odi�a la longitud del �ll, su �ll bit y la posiióndel odd bit en el tail.Tipo 3: Este run está formado por un �ll on una longitud mayor de 3bytes y un tail on una longitud de 0 a 15 bytes. El byte de abeeraodi�a el �ll bit así omo la longitud del tail. La longitud del �ll esodi�ada tras el byte de abeera empleando la odi�aión VB, desritaanteriormente omo meanismo de ompresión de listas de referenias.Tras los bytes neesarios para la odi�aión de la longitud del �ll serepresentarán explíitamente los bytes que omponen el tail.Tipo 4: Este tipo de run se ompone de un �ll de longitud mayor de 3bytes y de un tail formado por un solo byte de las araterístias desritaspara el aso del tipo 2. El byte abeera de este tipo de run odi�a el�ll bit y la posiión del odd bit del tail. Tras él, se representa empleandoodi�aión VB la longitud del �ll.La estrutura de los bytes de abeera orrespondientes a ada uno de lostipos anteriores se orresponde on lo mostrado en la Figura 8.28. En diha�gura, los bits �jos son representados on su valor orrespondiente y los bits devalor variable se representa on una equis. Las longitudes y posiiones indiadasen la �gura se odi�an empleando odi�aión binario ordinario.El siguiente ejemplo ilustra la forma en que una seuenia de bits es om-primida empleando BBC.Ejemplo 8.7. Supongamos que deseamos omprimir la seuenia de bits mos-trada a lo largo de la primera olumna de la Tabla 8.5. Nótese que, en diha
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1

�ll bit︷︸︸︷X longitud del �ll︷︸︸︷XX longitud del tail︷ ︸︸ ︷XXXXTipo 2: tipo︷︸︸︷
01

�ll bit︷︸︸︷X longitud del �ll︷︸︸︷XX posiión del odd bit︷ ︸︸ ︷XXXTipo 3: tipo︷︸︸︷
001

�ll bit︷︸︸︷X longitud del tail︷ ︸︸ ︷XXXXTipo 4: tipo︷︸︸︷
0001

�ll bit︷︸︸︷X posiión del odd bit︷ ︸︸ ︷XXXFigura 8.28: Codi�aión de los diferentes tipos de runs de BBCSeuenia original Tipo de run Seuenia omprimida00 00 00 4F 3C 1 B2 4F 3CFF FF 40 2 7200 00 00 00 00 00 00 00 3 20 08FF FF FF FF FF FF 02 4 1D 06Tabla 8.5: Ejemplo de ompresión de seuenias de bits empleando la BBCtabla, por motivos de brevedad la seuenia de bits son representas de formaompata empleando odi�aión hexadeimal. Esta seuenia de bits está di-vida en diversas �las, de tal forma que asoia a un run de la seuenia losfragmentos en ada �la. El tipo al que orresponde ada uno de estos run se haindiado en la segunda olumna de la tabla.Una vez omprimida empleando BBC, la seuenia de bits menionada an-teriormente se representa por una seuenia de bytes que se orresponde onla mostrada en la terera olumna de la Tabla 8.5. Al igual que la seueniade bits, la seuenia de bytes se representa empleado odi�aión hexadeimal.La división de la seuenia de bytes en las diferentes �las de la tabla permiteapreiar la odi�aión de ada uno de los diferentes run de que se ompone laseuenia de bits omprimida.A pesar de que la seuenia de bits inluida en este ejemplo es bastantepequeña, el método BBC muestra sus apaidades de ompresión reduiendo éstaa algo menos del 35% de su tamaño original. Para seuenias de bits más largas,el ratio de ompresión de BBC puede mejorar signi�ativamente empleando lostipos de run 3 y 4.Uso de mapas de bits omprimidos para resolver onsultas que aplianuna medida de posibilidad.Los mapas de bits pueden ser empleados para indexar de datos impreisossi apliamos los prinipios de indexado para resolver onsultas que aplian unamedida de posibilidad indiados en la euaiones 8.7 y 8.4, según el umbral deéstas. Empleando este maro, el mapa de bits indexará los onjuntos risp quese orresponden on el soporte de las distribuiones de posibilidad que modelandihos datos impreisos. La resoluión de onsultas que aplian medidas deposibilidad será equivalente a la resoluión de onsultas risp de interseión novaía.Las onsultas de interseión no vaía se resuelven apliando la operaión



Indexado de datos difusos 307binaria OR sobre las seuenias de bits asoiadas a ada uno de los elementos delonjunto empleado omo ondiión. El resultado de esta operaión, la agregaióndisyuntiva de las seuenias menionadas anteriormente, será una seuenia debits que indiará, mediante el valor 1, los registros que satisfaen la onsulta.El aeso a ada una de las seuenias agregadas se hae de forma diretaempleando el diretorio del índie. En este punto, se ha de destaar que elmétodo de ompresión BBC posee la partiularidad de permitir la agregaión deseuenias binarias omprimidas sin la neesidad de desomprimir previamentelas mismas, lo que redundará en la e�ienia del método de indexado para laresoluión de este tipo de onsultas. Una vez agregadas las seuenias de bits,las posiiones on valor 1 de la seuenia resultante mararán aquellos registrosque onforman el resultado de la onsulta.Uso de mapas de bits omprimidos para resolver onsultas que aplianuna medida de neesidad.En el aso que se deseen resolver onsultas que aplian una medida de neesi-dad empleando un mapa de bits, apliando los prinipios de indexado indiadosen las euaiones 8.8 y 8.6 (según si el umbral es superior a ero o igual a estevalor), se indexarán los onjuntos risp que se orresponden on el núleo de lasdistribuiones de posibilidad que modelan los datos impreisos sobre los que seaplia tal onsulta. Este mapa de bits tendrá en su diretorio una entrada adi-ional que apuntará a la seuenia de ardinalidades de los valores onjuntivosempleados omo lave para los registros indexados según el mismo orden en queéstos se representan en las seuenias de bits.Empleando el esquema de indexado desrito anteriormente, la resoluiónde onsultas �exibles que aplian una medida de posibilidad será análoga a laresoluión, mediante el mapa de bits desrito anteriormente, de una onsultarisp subonjuntiva. Las onsultas subonjuntivas se resolverán en este tipo deíndie de una forma similar a la desrita para el aso en que se emplea unalista invertida. Por ada elemento del onjunto que se emplea omo ondiión,se examinará su seuenia de bits para anotar los registros uyo valor laveinluye a diho elemento. Además, por ada registro, se mantendrá un ontadordel número de vees que éste ha apareido a lo largo del análisis de ada unade las seuenias de bits onsideradas. Terminado el proeso, se examinaránlas ardinalidades de los registros anotados indiadas en la entrada espeial delíndie y se eliminarán aquellos uya ardinalidad no oinida on el número deapariiones durante el análisis de la seuenias de bits. Filtrados los registrosque no umplan la ondiión anterior, se devolverá el resto omo resultado dela onsulta.Al igual que en el aso de las listas invertidas, existe un método alternativopara la resoluión de onsultas subonjuntivas. Éste, de la misma forma que elaso menionado, se basa en la resoluión de una onsulta de interseión novaía empleando omo ondiión el onjunto omplementario del que hae lasvees de ondiión en la onsulta subonjuntiva. Una vez resulta la onsulta deinterseión no vaía, se devolverán omo resultado de la onsulta subonjuntivaaquellos registros de la base de datos indexada que no �guren en el resultadode la anterior. Nótese que, en aso de apliar este método alternativo, no seráneesario añadir al mapa de bits la seuenia de ardinalidades de los regis-tros indexados desrita anteriormente. En adelante denominaremos al método



308 Indexado de datos impreisos esalaresalternativo desrito anteriormente omo método omplementario, por el uso delomplemento del valor onjuntivo de la onsulta. En ontraposiión al anterior,denominaremos el método de resoluión de onsultas desrito en primer lugaromo método direto.Dependiendo de la onsulta, resultará más e�iente la apliaión del métododireto o el omplementario. En el aso de los mapas de bits, esta deisión puedetomarse automátiamente añadiendo a la estrutura de datos de índie iertainformaión adiional. Conretamente, si se dispone del número de bloques enque se almaenan ada una de las seuenias de bits omprimidas del índie, sepodrá determinar, dada una onsulta, el número de bloques que será neesarioreuperar para proesar ésta de forma direta o omplementaria. Determinadasestas antidades, se seleionará el método que requiera menos aesos.Nótese que esta deisión no puede ser tomada de forma automátia para elaso de las listas invertidas. En el aso de los mapas de bits, se puede determinarpreviamente el número de bloques que se aederán simplemente onoiendo lasseuenias de bits que se han de reorrer, dado que éstas se reorren íntegramen-te, y el tamaño de éstas. En ambio, dado que las seuenias de referenias en laslistas invertidas no se han de reorrer íntegramente, graias a su meanismo deparada en base a la ardinalidad, es imposible onoer, sólo on la informaióndel número de bloques en que se almaena ada lista de referenias, el númerode bloques que se han de aeder en ada aso.8.5.2. Evaluaión del rendimiento de la propuestaLa evaluaión del rendimiento de la propuesta de uso de un bitmap ompri-mido para indexar datos impreisos esalares se realizará de forma similar a laevaluaión de rendimiento de las propuestas para datos impreisos numériosdesrita en la seión 8.4 en su apartado 8.4.5. Por tanto, susribiendo de nuevolos motivos expuestos en diho apartado, la medida para evaluar el rendimientode la propuesta on respeto al método de referenia será el número de bloquesaedidos por el índie.Dado que, en este aso, las dos ténias evaluadas neesitan de un diretoriopara el aeso a la informaión relativa a los registros y que los diretoriosde ambas ténias son similares, no se tendrá en uenta en las medidas derendimiento el aeso a esta parte del índie.Con respeto a los fatores que afetarán al rendimiento, también se hanseguido la onsideraiones que el apartado 8.4.5. No obstante, tras observar enla experimentaión para la evaluaión de las ténias de indexado de datos im-preisos de numérios la orrelaión de la in�uenia sobre el rendimiento dealgunos de los fatores los datos de indexados para el aso de la onsultas de ne-esidad (medidas LRS y LRN) y de algunos fatores de los fatores de onsultas(medida LRS, medida LRN y umbral), se simpli�ará el onjunto de fatoresobservado. Como se indió en su momento, diha orrelaión se origina ya quelos fatores menionados determinan de forma indireta la longitud del núleode los datos indexados, para el aso de fatores relativos a éstos y onsultas queaplian medidas de neesidad, y la longitud de la base de ondiión, para el asode los fatores relativos a las onsultas. Por ello, optaremos en este aso por elestudio de la ardinalidad (en lugar de la longitud de los intervalos dado que enel presente aso las ténias indexan datos impreisos esalares) del núleo delos datos indexados y de la base de la ondiión, según el aso, en lugar de los



Indexado de datos difusos 309fatores que determinan indiretamente a éstos. Para emplear un maro de me-dida homogéneo independiente de la ardinalidad del dominio subyaente sobreel que se de�nen los datos impreisos, la ardinalidad de los soportes, núleosy bases de las ondiiones se medirá de forma relativa on respeto a la deldominio subyaente.El empleo de un dominio esalar subyaente introdue nuevos fatores queno son apliables en el maro anterior, en el que se usó un dominio subyaentenumério. Además de los fatores indiados previamente, se ha de onsiderarla ardinalidad del dominio subyaente y la freuenia on que los distintoselementos de éste forman parte de las distribuiones de posibilidad que modelanlos datos indexados o los onjuntos difusos empleados omo restriiones de lasondiiones �exibles. El primero de ellos afetará, junto on el tamaño de labase de datos indexada, al tamaño de los índies y por tanto al rendimiento deéstos. En lo que respeta al segundo, éste afetará a la longitud de las listasde referenias y a la freuenia on que las listas largas han de ser reorridas,en el aso de las listas invertidas, y a la distribuión de los valores de bits enlas seuenias de bits, en el aso de los mapas de bits. Estos fatores, a su vez,determinarán la efetividad de los diferentes meanismos para la odi�aión dereferenias de los métodos evaluados y por tanto su estudio dará una informaiónimportante sobre el rendimiento de éstos bajo diversas irunstanias.En resumen, se evaluará el impato de seis fatores sobre el rendimiento delas ténias de indexado evaluadas. Estos son: el tamaño de la base de datos,la ardinalidad del dominio, la ardinalidad relativa del soporte o núleo (segúnla medida que apliquen las onsultas) de las distribuiones de posibilidad quemodelan los datos indexados, la ardinalidad relativa de la base de las onsultasy el sesgo en la distribuión de los elementos del dominio subyaente.8.5.3. ExperimentosLa metodología seguida para la realizaión del onjunto de experimentosdestinado a la mediión del rendimiento, tanto global omo en irunstaniaspartiulares de datos y onsultas, de los métodos evaluados es la misma que ladesrita en la subseión 8.4.6 para los métodos de indexado de datos impreisosnumérios.La presente subseión desribirá dihos experimentos y las ondiiones enque se han realizado éstos, entrándose en la diferenias que pueda haber onrespeto a los desritos en la subseión menionada anteriormente.8.5.3.1. Aislamiento de fatores físios y lógiosDe esta forma, los experimentos han sido aislados de fatores físios y lógiossiguiendo la misma metodología. Se ha empleado el mismo tamaño para losdatos referentes a una misma propiedad presentes las estruturas de las listasinvertidas y bitmaps. En el aso de los datos relativos a la ardinalidad seha empleado un byte, ya que no es neesario un mayor tamaño, y tanto lasseuenias de referenias omprimidas mediante VB, omo las seuenias debits omprimidas por BBC, son representadas mediante el número entero debytes que sea neesario. El tamaño de bloques de datos ha sido �jado en 4 KBpara proporionar una mayor resoluión en la medida del rendimiento dado eltamaño ompato de los índies.



310 Indexado de datos impreisos esalares8.5.3.2. Rendimiento globalEl rendimiento global ha sido medido apliando las diferentes ténias eva-luadas sobre un onjunto de 30 bases de datos generadas aleatoriamente sobrelas que se han apliado un onjunto de 1000 onsultas. Con objeto de simpli�arel proeso de generaión aleatoria de onsultas, ada una de éstas (onretamen-te el onjunto que forma la base de la ondiión) ha sido determinada mediantela extraión aleatoria de un elemento de la base de datos sobre la que va a serapliada.La ardinalidad relativa del soporte o núleo, según el tipo de onsulta, delos elementos de esta base de datos (y, por tanto, de la base de las onsultasapliadas) varía aleatoriamente de forma uniforme en el rango (0, 1]. La eleiónde este rango, onretamente la exlusión de su límite inferior, tiene omo objetoevitar la existenia onjuntos vaíos que representen a registros que no satisfaránninguna onsulta y, por tanto, que no serán inluidos en ningún aso en losíndies.En lo que respeta al sesgo en la distribuión de los elementos del dominiosubyaente en los onjuntos anteriores, éste se ha determinado mediante el valordel parámetro z de la distribuión disreta Zipf [120℄. En esta distribuión, para
z = 0 obtendremos una distribuión normal y, onforme diho valor es mayorque ero, obtendremos una distribuión más sesgada. La eleión aleatoria de loselementos que formarán parte de los onjuntos risp que representan el soporteo núleo de las distribuiones de posibilidad, que a su vez modelan los datosimpreisos indexados, se hará empleando un generador aleatorio que sigue unadistribuión de Zipf on z = 0.5.En lo relativo al tamaño de la base de datos, determinado por el número deelementos indexados y la ardinalidad del dominio subyaente, para las prue-bas de rendimiento global éstas tendrán un tamaño de 100.000 elementos y seempleará un dominio subyaente ompuesto por 25 elementos.8.5.3.3. Rendimiento bajo diferentes irunstanias relativas a losdatosLa evaluaión del rendimiento de las ténias de indexado onsideradas bajodiferentes ondiiones relativas a los datos se realizará onduiendo un onjuntode pruebas similares a la desrita anteriormente para la evaluaión el rendi-miento global. No obstante, en estas pruebas, las bases de datos originales seránmodi�adas para ajustar sus araterístias al valor �jado en ada una de ellaspara el parámetro estudiado. En de�nitiva, se seguirá la misma metodologíadesrita en la subseión 8.4.6 para este tipo de evaluaiones. El onjunto depruebas realizadas se dividen en uatro experimentos que se desriben a onti-nuaión.El primero de ellos evaluará la in�uenia del tamaño de la base de datosindexada en el rendimiento de los métodos de indexado empleados. Para ello, eltamaño de las bases de datos variará entre los 10.000, 25.000, 50.000, 100.000,
500.000 y 1.000.000 de elementos. De esta forma, por ada uno de los tamañosonsiderados, se reará un onjunto de 30 bases de datos sobre las que se apliaráun onjunto de onsultas generado aleatoriamente, de las mismas araterístiasque el empleado para la mediión del rendimiento global.En segundo lugar, se realizará un experimento para determinar la in�uenia



Indexado de datos difusos 311de la ardinalidad del dominio subyaente. La ardinalidad de éste variará entrelos 5, 10, 25, 50, 100 y 125 elementos. Como en el aso anterior, por ada valorse ejeutará una prueba sobre 30 bases de datos generadas aleatoriamente a lasque se apliarán un onjunto aleatorio de onsultas.El terer experimento evaluará la in�uenia de la ardinalidad de los so-portes o núleos, según el tipo de medida empleada por las onsultas, de lasdistribuiones de posibilidad que modelan los datos impreisos indexados. Esteparámetro tomará valores dentro del rango [0, 1], on inrementos de 0.1. En losasos en que la ardinalidad relativa se establee a ero, los onjuntos generadosno estarán vaíos. Así, siempre se asegura que éstos poseen al menos un elemen-to. De esta forma, un valor de ero en este parámetro indiará que los datosindexados son risp.En de�nitiva, este experimento omprende 11 pruebas quese ejeutarán sobre 30 bases de datos generadas aleatoriamente (330 bases dedatos en total) y sobre las que se ejeutarán 10000 onsultas en total.Se ha de notar que, aunque el onjunto de onsultas que se aplia se ex-trae del onjunto de datos, se proporionan meanismos de transformaión paraaislar a este primero de la in�uenia que pueda ejerer la �jaión del fatorde ardinalidad relativa de los soportes o núleos de los datos indexados. Estatransformaión supondrá la adiión o supresión al valor onjuntivo seleionadode tantos elementos omo sea neesario para transformar su ardinalidad rela-tiva a un valor elegido aleatoriamente y on distribuión uniforme en el rango
[0, 1]. De la misma forma que anteriormente, el valor ero para la ardinalidadrelativa de los onjuntos que forman la base de las onsultas apliadas indiaráque éstas son risp, ya que el meanismo de generaión de onsultas asegurasiempre la existenia de al menos un elemento en el onjunto asoiado a éstas.En último lugar, se llevará a abo un experimento para determinar la in-�uenia del sesgo en la distribuión de los elementos del dominio subyaente.Para ello, el fator z del generador aleatorio empleado para la seleión de loselementos que formarán parte de los onjuntos risp que representan el soporteo núleo (según la medida que aplian las onsultas) de las distribuiones de po-sibilidad que modelan los datos impreisos indexados variará en el rango [0, 2],mediante inrementos de 0.2. Por tanto, el onjunto de pruebas se ejeutarásobre 330 bases de datos y omprenderá la apliaión de 11.000 onsultas.8.5.3.4. Rendimiento bajo diferentes irunstanias relativas a lasonsultasDe la misma forma que los fatores relativos a los datos indexados, la in-�uenia de los diferentes parámetros onsiderados relativos a las onsultas hasido evaluada empleando la misma metodología desrita en la subseión 8.4.6.En este aso, el onjunto de pruebas llevadas a abo orresponden a unúnio experimento destinado a evaluar la in�uenia de la ardinalidad relativade la base de las ondiiones �exibles sobre el rendimiento de los métodos deindexado onsiderados. Para ello, se �jará por ada prueba un valor para laardinalidad relativa de la base de las onsultas apliadas dentro del rango [0, 1]apliando inrementos de 0.1. En este aso, se seguirá el mismo meanismo parala generaión del onjunto de onsultas desrito para las pruebas destinadasa la evaluaión general de rendimiento. No obstante, una vez generado dihoonjunto, el onjunto base de ada onsulta será modi�ado, mediante la adiióno supresión de elementos, de tal forma que se asegure que la ardinalidad relativa



312 Indexado de datos impreisos esalaresde los mismos se orresponde on el valor �jado para la prueba. Como se hadesrito para el aso de los datos, y debido a que el generador de onsultasasegura que el onjunto base está ompuesto por al menos un elemento, unvalor de ero para la ardinalidad relativa de la base de las ondiiones �exiblesindiará que las onsultas apliadas son risp.Según se ha desrito anteriormente, el experimento anterior onstará de 11pruebas que supondrán la ejeuión de 10.000 onsultas sobre ada base de datosde un onjunto de 30 generadas aleatoriamente, lo que hará un total de 330.000onsultas ejeutadas.8.5.4. ResultadosEn esta subseión se detallarán los resultados obtenidos tras la ejeuiónde los experimentos desritos anteriormente. En primer lugar, se expondránlos resultados obtenidos en la evaluaión global del rendimiento de los índiesonsiderados. Seguidamente, se mostrarán y analizarán los resultados obtenidosen el onjunto de experimentos diseñados para la evaluaión de la in�ueniade los distintos fatores relativos a los datos indexados onsiderados sobre elrendimiento de los índies. Finalmente, se realizará un análisis análogo para elaso de los fatores relativos a las onsultas.8.5.4.1. Rendimiento globalLos experimentos ejeutados, para el aso en que se proesan onsultas queaplian una medida de posibilidad, han obtenido un rendimiento medio de 44.9bloques por onsulta para BBC y 141.5 bloques por onsulta para IL. Estosvalores indian que el rendimiento medio, en ondiiones generales, para BBCes superior en un 215% al del método de referenia. Los resultados de los ex-perimentos han indiado además que el rendimiento de ambos métodos es muyestable, ya que se ha registrado una variaión típia inapreiable para ambosaos (0.01% para BBC y 0.5% para IL). No obstante, y a pesar de la baja tasade la variaión en el rendimiento medida para ambos métodos, se ha de apreiarque ambas antidades varían en un orden de magnitud.En lo que respeta al proesamiento de onsultas que aplian una medida deneesidad, el rendimiento medio obtenido por los resultados de los experimentoses de 40.30 bloques por onsulta para el aso de BBC, de 83.16 bloques poronsulta para el aso de IL y de 161.72 para la variaión omplementaria deIL. Según los anteriores valores, el rendimiento de BBC es un 106% superioral método re referenia IL y un 301% superior al método IL en su versiónomplementaria. Los resultandos de los experimentos indian, al igual que enel aso en que se proesan onsultas que aplian una medida de posibilidad,que las variaiones típias en el rendimiento de los métodos estudiados no sonsigni�ativas. Éstas han sido de un 0.08% en el aso de BC, del 0.26% en el asode IL y de 0.34% para la versión omplementaria de este método. Una vez másse observa que, aunque la tasa de variaión es muy baja, existe una diferenianotable entre la registrada para BBC y los métodos de referenia.



Indexado de datos difusos 3138.5.4.2. Rendimiento bajo diferentes irunstanias relativas a losdatosEn el presente apartado se mostrarán los resultados obtenidos en el onjuntode experimentos dediados a la determinaión de la in�uenia de los fatoresrelativos a los datos indexados en el rendimiento de las ténias de indexadoevaluadas. En primer lugar, se analizará la in�uenia del tamaño del onjuntode datos indexados. Seguidamente, se expondrán los resultandos relativos a laevaluaión de la in�uenia de la ardinalidad del onjunto subyaente sobre elque se de�nen los datos impreisos esalares que son indexados. En terer lugar,se mostrarán los resultados relativos a la in�uenia de la ardinalidad relativade los soportes o núleos, según el aso, de las distribuiones de posibilidadque modelan los valores indexados. En último lugar, se mostrarán los datosobtenidos sobre la in�uenia del sesgo en la distribuión de los elementos deldominio subyaente en los onjuntos anteriores.In�uenia del tamaño de la base de datos.Los resultados arrojados por los experimentos en lo que se re�ere a la in-�uenia de la antidad de datos indexados se muestra, para el aso en que lasonsultas aplian una medida de posibilidad en la Figura 8.29. En diha �gura,se puede apreiar omo la variaión de rendimiento de los métodos evaluadoses prátiamente lineal en funión del número de elementos indexados. No obs-tante, la pendiente de éstas retas no es similar. La diferenia de rendimientode ambos métodos al iniio de la reta es un 250% y al �nalizara la misma esdel 272%. Sobre las anteriores medidas se ha de menionar que, en la primeraparte de la reta que india el rendimiento de BBC, éste no varía y la difereniaque existe on el método de referenia se redue hasta el 61.6%. Esta salvedaden los datos se debe a que la apaidad de ompresión de BBC provoa quelas adenas de bits del índie oupen un tamaño menor o igual a un bloque (launidad mínima de asignaión en un dispositivo de memoria seundaria), lo queimpide que se pueda apreiar el menor tamaño de éstas. El tamaño asignado pa-ra las adenas de bits no superará a un bloque hasta que el número de registrosde la base de datos no supere a los 25.000. La diferenia media registrada enel rendimiento de los métodos es de un 263% empleando el rendimiento el ren-dimiento de BBC omo base. De nuevo, los resultados indian una exepionalestabilidad en el rendimiento de los métodos evaluados.En lo que respeta al aso en que se proesan onsultas que aplian unamedida de neesidad, el rendimiento de las ténias onsideradas se muestragrá�amente en la Figura 8.30. Al igual que en la oasión anterior, se observa unrendimiento prátiamente lineal de los métodos evaluados. Para bases de datospequeñas, el rendimiento de BBC es superior, respetivamente, en un 127% y310% al registrado para IL y su versión omplementaria. Esta omparaión, aligual que el aso anterior, exluye las mediiones hehas on pequeñas basesde datos para las que BBC es apaz de omprimir la seuenia de bits en untamaño menor que la unidad de asignaión. Para el mayor tamaño de bases dedatos analizado, está diferenia es del 133% y 354% respetivamente. Comoen asos anteriores, las variaiones en el rendimiento registradas a lo largo delexperimento han sido mínimas.
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Figura 8.29: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos impreisosesalares evaluadas bajo distintos tamaños de base de datos para onsultas queaplian una medida de posibilidad

Figura 8.30: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos impreisosesalares evaluadas bajo distintos tamaños de base de datos para onsultas queaplian una medida de neesidad
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Figura 8.31: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos impreisosesalares evaluadas bajo distintas ardinalidades del dominio subyaente paraonsultas que aplian una medida de posibilidadIn�uenia de la ardinalidad del dominio subyaente.Los resultados obtenidos en los experimentos realizados para evaluar el efetode la ardinalidad del dominio subyaente sobre el rendimiento de las ténias deindexado onsideradas india que éste ejere una in�uenia similar a la medidapara el tamaño de la base de datos indexada. La �guras 8.31 y 8.32 indiandiho rendimiento, según las onsultas apliquen una medida de posibilidad oneesidad, respetivamente.En dihas �guras, se puede apreiar una variaión prátiamente lineal paralos métodos evaluados. En media, el método BBC supera en rendimiento a laténia IL en un 221%, en el aso en que las onsultas apliquen una medidade posibilidad. Para el aso en que las onsultas aplian medidas de neesidad,el rendimiento de BBC es superior en un 230% al registrado para IL y en un534% para el de su variante omplementaria.In�uenia de la ardinalidad relativa de los datos indexados.La ardinalidad relativa de los datos indexados ha mostrado, según los re-sultados de los experimentos realizados, una in�uenia signi�ativa en el rendi-miento de los métodos evaluados.Para el aso en que las onsultas apliquen una medida de posibilidad, losresultados obtenidos se muestran en la Figura 8.33. En diha �gura, se puedeapreiar omo el rendimiento de BBC aumenta ligeramente para los asos enque la ardinalidad relativa de los datos es baja o alta. Este omportamientoresponde a la posibilidad de que las seuenias de bits ontengan seuenias maslargas de eros o unos que pueden ser representadas on una tasa de ompresiónmás alta por BBC. En ambio, el rendimiento de IL se ve perjudiado por el
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Figura 8.32: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos impreisosesalares evaluadas bajo distintas ardinalidades del dominio subyaente paraonsultas que aplian una medida de neesidadinremento en la ardinalidad relativa de los datos indexados. Diha disminu-ión de rendimiento responde a un inremento en la longitud de las listas dereferenias del índie provoada por la elevaión de la ardinalidad de los so-portes de las distribuiones de posibilidad que modelan los datos indexados. Enualquiera de los asos el rendimiento de BBC es superior al registrado para laténia de referenia, variando esta diferenia entre el 44.88%, en el peor de losasos, y el 790% para el aso más favorable.En la Figura 8.34 se muestran los resultados referentes a las pruebas realiza-das on onsultas que aplian medidas de neesidad. En diha �gura, se puedeapreiar ómo el rendimiento de BBC e IL mejora para tasas bajas o altas en laardinalidad relativa de los datos indexados. El motivo de este omportamientopara el aso de BBC es similar al desrito para el aso en que las onsultasaplian medidas de posibilidad. En lo que respeta a IL, este omportamientoestá motivado por la disminuión de la longitud de las listas de referenias parael aso de una ardinalidad relativa baja de los datos y por el meanismo deparada, mediante el empleo de las ardinalidades de los elementos indexados,para el aso de una ardinalidad relativa alta. La variante omplementaria deIL, por su parte, ve perjudiado su rendimiento on un aumento de la ardina-lidad relativa. Este omportamiento se explia por la arenia en esta variantede un meanismo de parada en base a la ardinalidad de los métodos indexados,lo que obliga a explorar la totalidad de la listas de referenias para resolveruna onsulta. Las diferenias de rendimiento on respeto a BBC varían, en elaso menos favorable, desde un 17.89% para IL y un 24.49% para su varianteomplementaria. En el aso más favorable, estas diferenias reen a un 117%para IL y 736% para su variante omplementaria.



Indexado de datos difusos 317

Figura 8.33: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos impreisosesalares evaluadas bajo distintas ardinalidades relativas de los datos indexadospara onsultas que aplian una medida de posibilidad

Figura 8.34: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos impreisosesalares evaluadas bajo distintas ardinalidades relativas de los datos indexadospara onsultas que aplian una medida de neesidad
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Figura 8.35: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos imprei-sos esalares evaluadas bajo distintos grados de sesgo en la distribuión de loselementos del dominio subyaente para onsultas que aplian una medida deposibilidadIn�uenia del sesgo en la distribuión de los elementos del dominiosubyaente.En lo que respeta al sesgo en la distribuión de los elementos del dominiosubyaente, los resultados obtenidos para el aso en que las ondiiones aplianuna medida de posibilidad se muestran en la Figura 8.35. Aunque en diha �gu-ra no se apreia laramente debido a la esala, el rendimiento de BBC mejoraonforme el sesgo aumenta, llegando esta mejoría a ser del 9.70%, on respetoa la registrada para una distribuión uniforme, en el aso más extremo. Estamejora es debida al mayor ratio de ompresión de BBC graias al aumento de lafreuenia y longitud de las seuenias de bits on el mismo valor. En ambio,IL sufre una degradaión de su rendimiento onforme la distribuión de los ele-mentos del dominio subyaente se vuelve más sesgada. Esta degradaión llegahasta un 17.36%, on respeto al rendimiento medido para una distribuiónnormal, para el aso en que el sesgo es máximo. Este deremento en el rendi-miento de IL es debido a que, uanto mayor es el sesgo en la distribuión delos elementos del dominio subyaente, los onjuntos indexados ontendrán muyfreuentemente los mismos elementos y las onsultas inluirán dihos elementoson muha freuenia. La alta freuenia de apariión de un elemento en losonjuntos indexados provoa que la lista de referenias asoiada al mismo seade gran longitud. Este inremento en la longitud de las listas, ombinado onque dihos elementos apareen on muha freuenia en las onsultas, suponeque la resoluión requiere el reorrido muy freuente de listas de referenias adavez más largas.Para el aso en que las ondiiones aplian una medida de neesidad, los
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Figura 8.36: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos imprei-sos esalares evaluadas bajo distintos grados de sesgo en la distribuión de loselementos del dominio subyaente para onsultas que aplian una medida deneesidadresultados, mostrados en la Figura 8.36, son similares a los anteriores para BBCe IL. El primero inrementa su rendimiento según aumenta el sesgo en la dis-tribuión de los elementos del dominio subyaente, llegando este inremento aser de un 6.4% uando el sesgo es máximo, on respeto al rendimiento medidopara una distribuión normal. Para IL, la degradaión de rendimiento llega al17.36%, para el grado máximo de sesgo onsiderado, on respeto al rendimien-to medido para una distribuión normal. Así mismo, el inremento para el asode BBC y el deremento de rendimiento de IL se deben a las mismas razonesexpuestas para el aso anterior. En lo que respeta a la variante omplementariade IL, ésta ve inrementado su rendimiento según aumenta el grado de sesgo.En el mejor de los asos, uando el grado de sesgo es máximo, éste es un 14.18%superior al registrado para una distribuión uniforme. Como se indió anterior-mente, para altos grados de sesgo las listas de referenias de los elementos muyfreuentes reen en longitud. Por tanto, omo efeto olateral, onforme dihosesgo ree la longitud de la lista de referenias asoiada a los elementos poofreuentes deree. Dado que la variante omplementaria de IL aede a las lis-tas de referenias de los elementos no presentes en el valor onjuntivo que seemplea omo ondiión y teniendo en uenta que, dado un alto grado de sesgo,las onsultas ontendrán en su mayoría elementos muy freuentes, los elementosno presentes en el onjunto ondiión serán elementos poo freuentes. Por tan-to, la variante omplementaria de IL aede, onforme ree el grado de sesgo,a listas de referenias ada vez más ortas, lo que provoa el reimiento de surendimiento.
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Figura 8.37: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos imprei-sos esalares evaluadas bajo distintas ardinalidades relativas de las onsultasuando éstas aplian una medida de posibilidadIn�uenia de la ardinalidad relativa de las onsultas.En la Figura 8.37 se muestran los resultados de los experimentos dediadosa la evaluaión de la in�uenia de la ardinalidad relativa de la base de lasonsultas �exibles en el rendimiento de las ténias onsideradas, para el aso enque las onsultas aplian una medida de posibilidad. En diha �gura, se puedeobservar ómo el rendimiento de ambos métodos evaluados deree onformeaumenta el valor del parámetro estudiado. Este dereimiento viene motivadopor el aumento del número de elementos presente en la base de las onsultas�exibles apliadas, lo que provoa que, para la resoluión de éstas, los métodosevaluados deban aeder a un mayor número de listas de referenias o seueniasde bits, según el aso. La diferenia de rendimiento entre los métodos varía entreun 206%, en el mejor de los asos y un 220% en el peor de ellos.El omportamiento del rendimiento de los métodos evaluados, en lo que res-peta al aso en que las onsultas aplian una medida de neesidad, se muestraen la Figura 8.38. Como se puede observar en diha �gura, la respuesta de losdiferentes métodos onsiderados es dispar. El rendimiento deree onforme au-menta el fator estudiado y posteriormente (una vez rebasado el valor 0.4) ésteree. El deremento observado iniialmente viene provoado por el inrementodel número de elementos en la base de las onsultas �exibles, lo que implia elaeso a un número reiente de seuenias de bits y, por tanto, un deremen-to en el rendimiento. El inremento de rendimiento observado posteriormente,se debe al proesamiento, a partir de ese punto, de las onsultas empleando elmétodo omplementario. Dado que según se inrementa el fator estudiado au-menta el número de elementos en la base de la onsulta �exible, la apliaión delmétodo omplementario de resoluión de onsultas resulta en una disminuión
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Figura 8.38: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos imprei-sos esalares evaluadas bajo distintas ardinalidades relativas de las onsultasuando éstas aplian una medida de neesidaddel número de seuenias de bits que han de ser aedidas. Aunque el rendi-miento de IL es muy positivo para valores bajos del parámetro estudiado, losresultados muestran una disminuión de su rendimiento onforme la ardinali-dad relativa de las onsultas aumenta. Esta degradaión del rendimiento vienemotivada, omo en el primer aso de BBC, por un aumento en el número deseuenias de referenias que han de ser aedidas para la resoluión de las on-sultas. En lo que respeta a la variante omplementaria de IL, su rendimientoaumenta según se inrementa el fator estudiado. Una vez más, este inrementoviene motivado por la ténia de resoluión de onsultas que aplia, por el que,onforme aumenta el número de elementos en la onsulta a resolver, el númerode listas de referenias que se deben reorrer deree.Como se puede observar, la diferenia de rendimiento de los métodos BBCe IL depende de la ardinalidad relativa de las onsultas. Para valores bajosdel parámetro el rendimiento de IL es superior al de BBC en una media del1070%. Una vez la ardinalidad relativa de las onsultas supera el valor 0.4, elrendimiento de BBC es superior al de IL en un 684%. En lo que respeta a lavariante omplementaria de IL, el rendimiento de BBC es superior en un rangoque varía entre 163%, en el peor de los asos y 861% en el aso más positivo,resultando en una diferenia media del 348%.Nótese que, según se muestra en la Figura 8.38, el rendimiento de la téniaBBC iguala y, posteriormente, supera al del IL, uando la ardinalidad relativade la base de las onsultas es igual o superior a un valor erano a 0.5. Estevalor, en que se produe este ambio de tendenia, oinide on la ardinalidadmedia de los datos indexados, ya que ésta está uniformemente distribuida enel rango [0,1℄. La oinidenia de estos valores es un indiio que nos permite
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Figura 8.39: Rendimiento de la ténia de indexado BBC evaluada bajo distintasardinalidades relativas de datos y onsultas uando estas últimas aplian unamedida de neesidadexpliar el rendimiento superior de IL para los asos en que la ardinalidadrelativa de la base de las onsultas en baja. Cuando la ardinalidad relativa dela base de la onsulta a resolver por IL es menor que la ardinalidad relativamedia de los datos indexados, el meanismo de parada en base a la ardinalidadde esta ténia permite terminar el reorrido de las listas de referenias de formatemprana. En ambio, uando la ardinalidad relativa de la base de las onsultases igual o superior a la ardinalidad relativa media de los datos indexados, elfragmento de las listas de referenias que se ha de reorrer es ada vez mayor,lo que inide negativamente en el rendimiento de IL.El anterior análisis india que el rendimiento de esta ténia se ve afetadopor la relaión entre los valores medios de la ardinalidad relativa de onsultas ydatos. Esta suposiión se on�rma por los resultados obtenidos tras la ejeuiónde una serie de pruebas, siguiendo la misma metodología desrita para el restode experimentos, en las que se ha �jado el valor para estos dos parámetros. Enlas �guras 8.39, 8.40 y 8.41 podemos observar, respetivamente, los resultados derendimiento obtenidos en la resoluión de onsultas que aplian una medida deneesidad bajo distintos esenarios de ardinalidad relativa de datos y onsultaspara las ténias BBC, IL y la variante omplementaria de IL.Obsérvese partiularmente ómo en la Figura 8.40 se apreia laramente elefeto de la relaión de los itados parámetros sobre el rendimiento de IL desritoanteriormente. La urva del número de aesos al índie en la itada �gura semantiene a niveles bajos, on un reimiento lineal, hasta que la ardinalidadrelativa de las onsultas se iguala a la ardinalidad relativa de los datos. Alllegar a este punto, se produe un inremento signi�ativo en el valor de estaurva. Tras el ambio el bruso ambio de nivel en la urva, esta vuelve a reerde forma lineal onforme se inrementa la ardinalidad relativa de las onsultas.Para el aso de BBC, uyo rendimiento se puede observar en la Figura 8.39,se apreia un omportamiento más estable que el observado anteriormente paraIL. En diha �gura, se puede apreiar un ambio de tendenia en el rendimiento
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Figura 8.40: Rendimiento de la ténia de indexado IL evaluada bajo distintasardinalidades relativas de datos y onsultas uando estas últimas aplian unamedida de neesidad
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Figura 8.41: Rendimiento de la ténia de indexado IL en su variante omple-mentaria evaluada bajo distintas ardinalidades relativas de datos y onsultasuando estas últimas aplian una medida de neesidad
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Figura 8.42: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos imprei-sos esalares evaluadas a niveles bajos de ardinalidades relativas de datos yonsultas uando estas últimas aplian una medida de neesidadde BBC uando el valor de la ardinalidad relativa de las onsultas se aproximaligeramente por debajo al valor de la ardinalidad relativa de datos. Esto indi-a que, al igual que IL, la ombinaión de estos dos fatores in�uye de formalara sobre el rendimiento de la ténia de indexado. No obstante, en el aso deBBC, la llegada al punto rítio signi�a una mejora en el rendimiento medido.Este ambio de tendenia puede atribuirse la onmutaión del meanismo deresoluión de onsultas subonjuntivas de direto a omplementario. Nótese queel punto en que el rendimiento de BBC ambia su tendenia no se sitúa exa-tamente uando la ardinalidad relativa de datos y onsultas se iguala. Éste,omo se ha omentado anteriormente, está situado uando el valor de la ar-dinalidad relativa de las onsultas se aproxima ligeramente por debajo al valorde la ardinalidad relativa de datos debido al sobreoste que supone el aeso ala informaión relativa a la ardinalidad de los datos indexados para el métododireto de resoluión de onsultas subonjuntivas de BBC.Para el aso de la variaión omplementaria de IL, mostrado en la Figura8.41, no se observa que exista una interaión entre el par de parámetros estu-diados que inida en el rendimiento. El rendimiento de la ténia aumenta segúnlo hae la ardinalidad relativa de las onsultas, tal y omo se observó anterior-mente en este mismo apartado según los resultados mostrados en la Figura 8.38.Independientemente, el rendimiento de la ténia disminuye onforme aumentala ardinalidad relativa de los datos, resultado que onuerda on los observadosen el estudio sobre el impato de este parámetro uyos resultados se muestranen la Figura 8.34.Antes de omparar el rendimiento de estas ténias, nótese la diferenia deesala de los grá�os mostrados en las �guras 8.39, 8.40 y 8.41. Para failitarla omparaión, en las �guras 8.42 y 8.43 se muestra onjuntamente el rendi-miento medido para las ténias evaluadas respetivamente para asos en quela ardinalidad relativas de datos es baja y alta.
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Figura 8.43: Rendimiento de las ténias para el indexado de datos imprei-sos esalares evaluadas a niveles altos de ardinalidades relativas de datos yonsultas uando estas últimas aplian una medida de neesidadEn los asos de muy baja ardinalidad en los datos, valor 0.1, se puede obser-var ómo el rendimiento de IL es superior al de BBC hasta que la ardinalidadrelativa de las onsultas es uatro vees superior. Tras diho valor, la apai-dad de onmutaión del método de resoluión de las onsultas onjuntivas deBBC hae que ésta ténia posea un rendimiento ada vez mejor. En los asosde baja ardinalidad de datos, 0.3, IL pierde su ventaja a valores menores deardinalidad relativa de datos, siendo el ambio en este aso algo antes de quela ardinalidad relativa de onsultas iguale a la de datos. La variante omple-mentaria de IL no ofree un rendimiento ompetitivo on el obtenido para BBCen ninguno de los asos.Para los asos de alta ardinalidad se observa omo el rendimiento de IL esmuy dispar on respeto al de BBC en funión de la relaión entre los valores deardinalidad relativa de datos y onsultas. Siempre que la ardinalidad relativase sitúa por debajo de la de los datos, el rendimiento de IL es superior al de BBC.Una vez superado ese umbral, el rendimiento de IL es extremadamente inferioral de BBC. Esta diferenia observada se agrava según aumenta la ardinalidadrelativa de los datos.Los buenos resultados obtenidos por IL para los esenarios de muy bajaardinalidad de los datos indexados on�rman los obtenidos en [79℄. No obstante,se ha de notar que en el aso de las bases de datos difusas no se espera enontraresenarios en que la ardinalidad de datos o onsultas sea muy baja. En una basede datos difusa típia la ardinalidad de los dominios esalares subyaentes sueleser baja ya que, en general, éstos suelen ser de�nidos por expertos. Además, estosdominios suelen tener asoiada una relaión de similitud entre sus elementos,normalmente de�nida también por expertos, lo que onlleva el uso de dominiosesalares de ardinalidad baja. La baja ardinalidad de los dominios esalaressubyaentes, junto on el heho de que en la base de datos se representan valoresimpreisos que ontendrán varios elementos en sus distribuiones de posibilidad,
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Figura 8.44: Rendimiento de la ténia de indexado BBC evaluada bajo distintasardinalidades relativas de datos y onsultas uando estas últimas aplian unamedida de posibilidadhae que la ardinalidad relativa media de los datos indexados no se sitúe envalores partiularmente bajos. Adiionalmente, se ha de tener en uenta que enun entorno en que se ejeutan onsultas �exibles, para aprovehar la apaidadque éste ofree a diferenia de los SGBD risp, es habitual que las ondiionesempleadas sean algo más impreisas que los datos indexados. Esta situaión,por tanto, haría que la ardinalidad relativa típia de las onsultas sea igual osuperior a la de los datos.El mismo estudio, uyos resultados se muestran en las �guras 8.44 y 8.45 so-bre la interaión entre los fatores de ardinalidad relativa de datos y onsultasse ha llevado a abo en el aso en que éstas aplian una medida de posibilidad.Los resultandos obtenidos no muestran, omo en el aso anterior de la varianteomplementaria de IL, la existenia de una interaión entre el par de paráme-tros estudiados que inida en el rendimiento. En la Figura 8.44 se muestra ómoel rendimiento de BBC disminuye según aumenta la ardinalidad relativa de lasonsultas. En lo que respeta la ardinalidad relativa de los datos, su aumentosigni�a una reduión del rendimiento de BBC hasta que su valor supera 0.5.A partir del itado punto, el rendimiento de BBC aumenta onforme lo haela ardinalidad relativa de los datos. En el aso de IL, la Figura 8.45 muestraomo su rendimiento disminuye onforme aumenta la ardinalidad relativa dedatos o onsultas.Este resultados son oherentes on los obtenidos anteriormente, mostradosen las �guras 8.33 y 8.37, para los estudios de la in�uenia de la ardinalidadrelativa de datos y onsultas.8.5.5. ConlusionesEn la presente seión se ha evaluado el rendimiento del método BBC en elindexado de datos impreisos esalares empleando omo referenia la ténia IL
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Figura 8.45: Rendimiento de la ténia de indexado BBC evaluada bajo distintasardinalidades relativas de datos y onsultas uando estas últimas aplian unamedida de posibilidady su variante omplementaria.Los resultados de los experimentos realizados han mostrado un exelenteomportamiento del método BBC en su apliaión sobre una base datos difusa.Las pruebas han indiado un rendimiento medio global de BBC, para el asoen que las onsultas aplian una medida de posibilidad,superior en más deldoble al registrado para la ténia de referenia. A pesar de que la estabilidaddel método de referenia es muy alta, el método propuesto ha mostrado unaestabilidad superior en un orden de magnitud a la registrada para IL. Se ha denotar que el rendimiento de BBC ha sido superior al del método de refereniabajo las diferentes ondiiones partiulares de datos y onsultas simuladas enlas pruebas realizadas. Así mismo, la in�uenia de los fatores onsiderados enlas diversas pruebas ha sido en general menos negativa que para en método dereferenia. Finalmente se ha de notar que, en el aso del aumento en el sesgo enla distribuión de los elementos del dominio subyaente, BBC ha mostrado, adiferenia de IL, un inremento de su rendimiento, lo que hae este método másapropiado que el de referenia para situaiones en que la freuenia de apariiónde los elementos del dominio subyaente no es uniforme.En lo que se re�ere al rendimiento de BBC uando las onsultas aplianuna medida de neesidad, éste método ha demostrado, al igual que el asoanterior un rendimiento global superior a las ténias de referenia. Éste esalgo más de 1.5 vees superior al de IL y tres vees superior al de su varianteomplementaria. Igualmente, bajo ondiiones partiulares de datos y onsultas,BBC ha demostrado un rendimiento superior y un menor impato de los diversosfatores en su rendimiento. Cabe destaar, omo se ha estudiado en profundidad,la exepión registrada para el aso partiular en que la ardinalidad relativade las onsultas se mantiene por debajo de la ardinalidad relativa media de losdatos indexados, en uyo aso IL supera en rendimiento a BBC.En onlusión, podemos deir que teniendo en uenta el rendimiento mos-



328 Conlusionestrado por BBC para indexar datos impreisos esalares, superando en generala los métodos de referenia, haen de éste un buen andidato para su uso enun SGBDD. Partiularmente, se ha de destaar que, debido a que BBC ya estádisponible en SGBDs lásios on implementaión muy optimizada, éste seráun buen andidato para su empleo omo meanismo de indexado en SGBDsimplementados omo extensión de los anteriores.8.6. ConlusionesEn el presente apítulo se han propuesto diversas ténias de indexado paradatos impreisos. Conretamente, se han propuesto un par de ténias para datosimpreisos numérios, basadas en árboles B+ y denominadas 2BPT y HBPT,y una ténia para la indexar datos impreisos de naturaleza esalar, basadamapas de bits, denominada BBC.En el par de ténias propuesto para indexar datos impreisos numérios,2BTP está dediada a la resoluión de onsultas uando se aplia una medidade posibilidad y HBPT está dediada para la resoluión de éstas uando aplianuna medida de posibilidad. Estas ténias han demostrado un rendimiento om-parable, o ligeramente inferior en el aso de 2BPT (on un 5.6% de difereniamedia) y superior en el aso de HBPT (on una mejora del 4.2%), a la téniaempleada omo referenia. Además de un rendimiento aeptable, las téniashan demostrado, a diferenia de la ténia de referenia, una gran estabilidadante las diversas ondiiones espeí�as de datos y onsultas.El método BBC puede ser empleado, a diferenia de las ténias anteriores,tanto para la resoluión de onsultas que aplian una medida de posibilidad oneesidad, siendo neesario en el segundo aso la adiión de una entrada másen el diretorio del índie. Este método ha demostrado un gran rendimiento,superando entre un 50% y 100% (en funión de la medida apliada por lasonsultas) al mejor rendimiento obtenido por las ténias de referenia. Además,el rendimiento medido para BBC ha resultado muy estable on independeniade las ondiiones partiulares de datos y onsultas, superando la estabilidaddel rendimiento que presentan los métodos de referenia.El rendimiento y estabilidad de las ténias propuestas, unido al heho de queéstas ténias emplean estruturas de indexado de uso omún en la mayoría delos SGBD lásios, haen de 2BPT, HBPT y BBC una buenas andidatas paraser empleadas omo ténia de indexado en SGBDDs, espeialmente uandoéstos se desarrollan omo una extensión de un SGBD lásio.



Capítulo 9Apliaiones9.1. IntroduiónEn el presente apítulo se presentan algunos ejemplos de apliaión que seapoyan en el SGBDORD propuesto en el presente trabajo. En dihos ejemplos,se ilustran las apaidades de representaión y manejo de informaión omplejae imperfeta de diho SGBDORD, así omo las posibilidades que éste ofree enlo que se re�ere a la de�niión y proesamiento de onsultas �exibles. Al mismotiempo, y de forma reíproa, se mostrarán las ventajas que aporta el uso de unSGBDORD (y, por extensión, el proesamiento natural de informaión omplejae imperfeta) omo parte de los sistemas de apliaión ilustrados.Los asos de apliaión que abordaremos serán tres: la búsqueda inmobiliaria,un sistema de reuperaión de imágenes en base a olores dominantes y unsistema de reuperaión de imágenes médias en base a la desripión de lapatología. El aso de la búsqueda inmobiliaria permitirá ilustrar la apaidadesde búsqueda �exible que ofree el sistema, así omo los bene�ios que éstaapaidad puede reportar a esta lase de apliaiones. En segundo lugar, elaso de la reuperaión de imágenes en base a olores dominantes ilustrará,además de la menionada apaidad para la búsqueda �exible, las apaidad derepresentaión y manejo de informaión imperfeta proveniente de desripionesempleando el lenguaje natural (en este aso, la desripión de olores). En últimolugar, la apliaión de reuperaión de imágenes médias permitirá ilustrar,además de las araterístias anteriores, la apaidad del sistema para el manejode informaión afetada por impreisión (omo, por ejemplo, las mediionesmédias).9.2. Búsqueda inmobiliariaEn la presente seión, proponemos el uso de un SGBDORD para mejo-rar los proesos de búsqueda de ofertas omeriales asistidos por omputador,entrándonos partiularmente en el área de la gestión inmobiliaria.La integraión transparente de apliaiones orientadas a objetos on SGBDsobjeto-relaionales y la disponibilidad para estos SGBDs de una extensión parael manejo de datos difusos, se ombinan para failitar el desarrollo de apai-dades mejoradas para la gestión de datos en apliaiones omeriales. Conre-329



330 Búsqueda inmobiliariatamente, la ombinaión de estos dos omponentes permitirá realizar, de formasenilla, el almaenamiento y manejo de informaión imperfeta, así omo laonsulta de datos utilizando ondiiones �exibles.En este aso partiular, se propone utilizar las nuevas apaidades desritasanteriormente para mejorar la interaión entre usuario y apliaión en siste-mas de búsqueda de ofertas omeriales, permitiendo a los vendedores expresardihas ofertar de forma más natural (por ejemplo, empleando desripiones enlenguaje natural que se orresponden on valores impreisos o iniertos) y po-sibilitando a los sistemas informátios el proesamiento de onsultas �exiblesrealizadas por los usuarios. Esta forma de expresar onsultas y ofertas hae másnatural la interaión on el sistema, emulando el proeso �exible en el que unagente de ventas empareja ofertas y demandas.9.2.1. El problema de la búsqueda inmobiliariaEl proeso de búsqueda inmobiliaria ha sido elegido omo objeto de estudiopor la idoneidad de los atributos de los inmuebles para el tratamiento difuso.Los valores asoiados a éstos suelen poseer ierto grado de impreisión o iner-tidumbre. Esta vaguedad en los datos proviene usualmente de las fuentes deinformaión, en la mayor parte de los asos desripiones empleando lenguajenatural.En el proeso de búsqueda inmobiliaria se espei�a el onjunto de ara-terístias que deben poseer los inmuebles resultantes pero, por lo general, esasaraterístias no siempre están de�nidas de forma preisa. Un liente suele te-ner un onjunto de preferenias, una idea aproximada de lo que está busando.Esa idea no tiene que ajustarse neesariamente a un valor preiso, puede queesté mejor representada por un rango de valores, un valor aproximado o inlusoun límite superior o inferior. Representar esas araterístias de forma difusapermite obtener resultados que veri�quen las preferenias en distintos grados.La informaión imperfeta se gestiona de forma intuitiva por los agentesde ventas, que pueden tratar y proesar ésta sin di�ultad. En el proeso debúsqueda inmobiliaria, las transaiones se realizan entre dos personas, el lientey el agente de ventas, pudiendo ambos plantear y atender ondiiones �exiblesde forma natural.El problema se plantea uando uno de estos dos agentes, el agente de ventasen nuestro aso, es reemplazado por un sistema automátio. En esa situaión,es neesario dotar a diho sistema de métodos para tratar la informaión imper-feta de forma similar a omo la trata un agente real. En síntesis, se proponeuna nueva aproximaión en la que se permitirá la espei�aión imperfeta delas araterístias de los inmuebles y aepte ondiiones �exibles expresadas porlos lientes, on la �nalidad de diseñar un sistema apaz de imitar el ompor-tamiento de un agente inmobiliario que pueda interatuar de forma natural onel liente.9.2.2. Atributos difusos de inmueblesLos atributos de inmuebles pueden ser modelados utilizando alguno de lostipos difusos desritos en el Capítulo 7 del presente trabajo. De entre la granvariedad de atributos que de�nen un inmueble, se han seleionado aquellosmás representativos y que pueden ilustrar mejor el ejemplo que proponemos, a



Apliaiones 331Tipo Difuso AtributosOAFT PreioSuper�ieHabitaionesPlantasAntigüedadNOAFT ClaseOrientaiónIluminaiónVistasConservaiónCFC ExtrasTabla 9.1: Tipos asoiados a atributos de inmueblesPiso Casa Dúplex Átio Clase0.75 0.3 0.2 0.75 Apartamento0.3 0.3 0.75 Piso0.75 0.1 Casa0.1 DúplexTabla 9.2: Relaión de proximidad de�nida sobre el dominio Claseontinuaión, en la presente subseión. Los atributos seleionados son los quese muestran en la Tabla 9.1.Los tipos OAFT son empleados para almaenar datos numérios impreisos,representados mediante distribuiones de posibilidad trapezoidales. Por ejem-plo, el atributo Preio puede tener asoiado un valor que represente en rangode preios para un inmueble �entre 100.000 e y 500.000 e� o �hasta 150.000 e�.Este ejemplo es igualmente apliable para los atributos Super�ie y Antigüe-dad. No será usual que para los atributos Habitaiones y Plantas se empleenvalores impreisos, ya que éstos atributos son fáilmente uanti�ables y la im-preisión neesaria es mínima. Por tanto, en estos asos, se emplearán valoresrisp, aeptados también omo valores de los tipos OAFT (ya que pueden verseomo un aso partiular de los valores impreisos). No obstante, dado que eltipo de estos atributos es OAFT, si en algún aso fuese neesario indiar unvalor impreiso para los atributos menionados, se podrá emplear en ualquieraso las apaidades de representaión de datos impreisos del itado tipo.Los tipos NOAFTs permiten la representaión de datos impreisos de�nidosmediante una distribuión de posibilidad sobre un dominio esalar en el que seha de�nido una relaión de proximidad. Por ejemplo, el atributo Clase tieneasoiado un dominio ompuesto por los esalares �Apartamento�, �Piso�, �Casa�,�Dúplex� y �Átio�. La relaión de proximidad, entre pares de elementos, aso-iada al dominio del atributo Clase se muestra en la Tabla 9.2. Cada uno de losrestantes atributos de�nidos sobre este tipo (Orientaión, Iluminaión, Vistasy Conservaión) tienen su propio dominio esalar y una relaión de proximidadasoiada.Para almaenar los extras de los inmuebles se emplea valor del tipo CFC.
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Consulta

Clase: Piso
Precio: < 175.000€
Superf. : 100 ± 15 m2

Habitaciones: 3-4

?

Inmueble 1

Clase: Piso
Precio: 155.000€
Superf. : 90 15 m2±
Habitaciones: 4

Inmueble 2

Clase: Apartamento
Precio: 120.000€
Superf. : 100 m2

Habitaciones: 3

Inmueble 3

Clase: Ático
Precio: 170.000€
Superf. : 80 10 m2±
Habitaciones: 4

Inmueble 4

Clase: Casa
Precio: 166.000€
Superf. : 122 m2

Habitaciones: 2Figura 9.1: Ejemplo de base de datos y búsqueda inmobiliariaEstos extras podrían ser, por ejemplo, �Jardín�, �Pista de tenis�, �Chimenea�,�Pisina�, �Sótano�, �Patio�, et. Por simpliidad, ada extra se añade a la CFCon un grado de pertenenia igual a 1, aunque el anterior grado podría emplearsepara odi�ar informaión ualitativa del extra. Durante la búsqueda ada parde onjuntos de extras es omparado para obtener el grado de semejanza entreoleiones.Finalmente, el onjunto de datos relativo a un inmueble puede ser agrupadoen un tipo ompuesto. De esta forma se simpli�a su manipulaión por parte delas apliaiones que interatúen on la base de datos y estén programadas en unlenguaje orientado a objetos. Para ello, se empleará un tipo FO. El empleo deeste tipo de datos difuso favoreerá, omo se verá a ontinuaión, la expresióny apliaión de onsultas �exibles sobre el onjunto de inmuebles.Obviamente, esta propuesta puede extenderse para abarar un sistema másomplejo. Remitimos al letor a [8℄ para obtener más detalles sobre el esquemapropuesto.9.2.3. Búsqueda inmobiliaria �exibleLa presente subseión tiene omo objetivo ilustrar la reaión de una base dedatos onteniendo un onjunto de inmuebles de�nidos en base a valores impre-isos y mostrar la de�niión de una onsulta inluyendo términos �exibles sobrediho onjunto. Por motivos de simpliidad, en este ejemplo se utilizará sólo unsubonjunto de los atributos mostrados anteriormente, ya que el proedimientoes idéntio para atributos uyo tipo de datos es el mismo.9.2.3.1. Representaión de inmuebles y onsultasLa Figura 9.1 muestra el onjunto de inmuebles y la onsulta que onside-raremos en el presente ejemplo.Realizaremos la búsqueda sobre un onjunto de FOs que representan inmue-bles onstruyendo un FO del mismo tipo que represente la onsulta. Los valoresen el FO onsulta asoiados a ada uno de sus atributos modelarán las ondiio-nes que han umplir, por ada atributo, los inmuebles seleionados. Esta formade representar las ondiiones de las onsultas, omo atributos de un inmueblede�nido de forma impreisa, permite araterizar la onsulta omo un objeto



Apliaiones 333que representa el inmueble que se está busando. Al representar la onsulta o-mo un inmueble, el proeso de búsqueda se redue a una omparaión de objetosdifusos, obteniendo los grados de semejanza entre el FO onsulta y los FOs querepresentan los inmuebles almaenados en la base de datos.9.2.3.2. De�niión de datos y onsultaLa implementaión del ejemplo anterior se realizará empleando el lenguajede onsulta del prototipo de SGBDORD de�nido en el Capítulo 7.Antes de omenzar on la de�niión, reordemos que el método estátioextends(typeName) es utilizado por los tipos AFT para la reaión de nuevossubtipos. Cuando este método es invoado, rea un subtipo (del tipo onretosobre el que se ha invoado) on el nombre <typeName>. De la misma manera,hemos de reordar que el método estátio nearnessDef(memberList,degreeList)de�ne y almaena las relaiones de proximidad para los elementos miembrosdel dominio subyaente asoiado al tipo. El primero de sus parámetros sirvepara indiar los esalares que forman el dominio subyaente al dominio difusoen uestión. El segundo parámetro es una lista de grados de proximidad entrelos distintos elementos del dominio subyaente. El orden de estos grados estáde�nido por el orden en que se delaran los esalares en el primer parámetro.Para el aso del listado que se muestra a ontinuaión, primero se indian en lalista los grados de proximidad entre 'apartamento' y el resto de esalares, luegola de 'piso' on el resto exepto 'apartamento' (ya de�nida), y se ontinua onel mismo esquema hasta de�nir todas las posibles relaiones.Según lo anterior, el tipo que representará a los inmuebles se de�ne de laforma que se muestra en el siguiente listado.-- Creaión de subtipos de OAFTexe OAFT.extends('Preio');exe OAFT.extends('Superfiie');exe OAFT.extends('Habitaiones');-- Creaión del subtipo de NOAFT Claseexe NOAFT.extends('Clase');-- Definiión de la relaión de proximidad para el dominio Clase.exe Clase.nearnessDef(('apartamento','piso','asa','dúplex','átio'),(0.75,0.3,0.2,0.75,0.3,0.3,0.75,0.75,0.1,0.1));



334 Búsqueda inmobiliaria-- Definiión del subtipo de FO Inmueblereate type Inmueble under FO(RClase Clase,RPreio Preio,RSuperfiie Superfiie,RHabitaiones Habitaiones );Tras de�nir todos los tipos neesarios para el presente ejemplo, rearemosuna tabla denominada Inmuebles_tab para almaenar los datos relativos a losinmuebles que onformarán la base datos. La sentenia DDL para la reaiónde la misma es la que se muestra a ontinuaión.reate table Inmuebles_tab of Inmueble;Una vez disponible la tabla, las instanias de tipo Inmueble que representana ada inmueble en la base de datos se insertan en ésta utilizando el métodoonstrutor por defeto del itado tipo y los métodos onstrutores propios delos tipos de sus atributos. Las sentenias DML para realizar las menionadasinseriones se muestran en el siguiente listado:-- Los onstrutores de tipos empleados se definen omo sigue:-- OAFT(valor) rea un valor preiso.-- OAFT(a,b) rea un valor intervalo [a,b℄.-- límites inferior y superior.-- OAFT(a,b,,d) rea un valor que es una distribuión de-- posibilidad trapezoidal.insert into Inmuebles_tab values (Inmueble(Clase('piso'),Preio(155000),Superfiie(75,90,90,105),Habitaiones(4)));insert into Inmuebles_tab values (Inmueble(Clase('apartamento'),Preio(120000),Superfiie(100),Habitaiones(3)));insert into Inmuebles_tab values (Inmueble(Clase('átio'),Preio(170000),Superfiie(70,80,80,90),Habitaiones(4)));



Apliaiones 335insert into Inmuebles_tab values (Inmueble(Clase('asa'),Preio(166000),Superfiie(122),Habitaiones(2)));Una vez almaenadas las instanias de los inmuebles en la base de datos, yapodemos apliar onsultas sobre ella. Según el meanismo de onsulta desritoanteriormente, la de�niión de ada onsulta sobre esta base de datos inluirá elódigo neesario para la reaión de un FO de la lase Inmueble. Éste represen-tará el onjunto de ondiiones que desriben las araterístias de los inmueblesque se desean obtener omo resultado de la onsulta. A modo de ejemplo, en elsiguiente listado se muestra la sentenia SQL representando la onsulta desritala Figura 9.1.SELECT (Inmueble(Clase('piso'),Preio(0,175000),Superfiie(85,100,115),Habitaiones(3,4))).feq(re1)FROM Inmuebles_tab re1;Como se indió en el Capítulo 7, el álulo del grado semejanza entre FOs,por defeto, se realiza mediante la agregaión de los grados de semejanza entreada par de valores de atributos, empleando para ello el operador de agregaión
VQ detallado en [99℄. En el presente ejemplo emplearemos este mismo proedi-miento para omparar las instanias de la lase Inmueble que representan losinmuebles y la que representa la onsulta.Según lo anterior, por ejemplo, el grado de semejanza entre la onsulta y elInmueble 1 se alula omo se muestra en la Euaión 9.1. En este álulo se hanestableido los parámetros del agregador VQ a los valores γQ = 0.2 y µD(x) = 1.Además se ha empleado la funión mínimo omo t-norma y la funión máximoomo t-onorma. Finalmente, la omparaión entre valores difusos atómios seha realizado empleado una medida de posibilidad.
VQ(A/D) = 0.2 ·max (min(1, 1),min(1, 1),min(1, 0.67),min(1, 1))+

+ (1− 0.2) ·min (max(1, 0),max(1, 0),max(0.67, 0),max(1, 0)) =

= 0.2 · 1 + 0.8 · 0.67 = 0.736 (9.1)La Tabla 9.3 muestra los grados de semejanza obtenidos para la onsulta.Nótese que, aunque on oasión del ejemplo este detalle se ha omitido por sim-pliidad, será posible apliar en la onsulta un umbral para evitar que aparezanen el resultado �nal inmuebles on un grado de semejanza bajo.Según los grados de semejanza obtenidos en el ejemplo, el inmueble 2 esel que mejor se adapta a la onsulta. Obsérvese que, a pesar de que el itado



336 Búsqueda inmobiliariaInmueble Grado de semejanzaClase Preio Super�ie Habitaiones VQ1 1 1 0.67 1 0.7362 0.75 1 1 1 0.83 0.75 1 0.2 1 0.684 0.3 1 0.12 0 0.296Tabla 9.3: Grados de semejanza aluladosinmueble es el más adeuado de los resultados según la onsulta, éste no seajusta exatamente a la misma.Se ha de destaar que la onsulta de este ejemplo no devolvería resultadoalguno empleando un sistema risp, ya que ninguno de los inmuebles presentesen la base de datos veri�a de forma exata la onsulta. En el aso del presenteejemplo, si no existe un inmueble on las araterístias que se han espei�adoen la onsulta, se obtienen otras instanias on las araterístias más similaresdisponibles. Por tanto, empleando un sistema difuso, se experimenta una mejoraen el proeso de búsqueda en el sentido en que ésta se �exibiliza para darabida a ofertas similares a la demanda del liente, tal y omo haría de formanatural un agente inmobiliario. Esto hae de la búsqueda inmobiliaria difusa unaherramienta muy útil, tanto para los lientes, omo para los agentes de ventas.9.2.3.3. InmoSoftWebISW [8℄ es una apliaión web que implementa una extensión del esquemadesrito para el ejemplo anterior. Al ser un sistema en produión permite laintroduión de una mayor antidad de datos sobre un inmueble, así ómo laexpresión de ondiiones �exibles más omplejas. Adiionalmente, posee ara-terístias de gestión de usuarios, anuniantes, agentes, así omo apaidades denoti�aión automátia.Aunque, omo se ha india anteriormente, las apaidades de ISW son muyamplias, este sistema ofree al usuario un modo simpli�ado que permite lade�niión de onsultas sobre el onjunto de atributos que se ha empleado enel ejemplo anterior. Este sistema muestra al usuario un formulario similar almostrado en la Figura 9.2. En diha �gura, se puede observar la de�niión deuna onsulta para la búsqueda de inmuebles que sean pisos (o inmuebles de untipo bastante pareido al anterior), on una super�ie entre 85 y 100 metrosuadrados (permitiendo un margen de variaión de unos 20 metros uadrados),on un preio hasta 60000 euros (permitiendo un margen de variaión de unos5000 euros) y estritamente on un mínimo de dos habitaiones.Los resultados ofreidos por el sistema ISW a la onsulta desrita anterior-mente sobre una base de datos de ejemplo se muestran en la Figura 9.3. Endiha �gura, se puede observar ómo los resultados han sido ordenados según surelevania, medida omo un porentaje, y denominada ajuste en diha �gura.Este grado de relevania es alulado en funión al grado de similitud de los in-muebles en la base de datos on respeto a la onsulta planteada, trasladándoloal rango [0,100℄.
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Figura 9.2: Interfaz web para la de�niión del onsultas

Figura 9.3: Interfaz mostrando los resultados



338 Reuperaión de imágenes en base a su olor dominante9.3. Reuperaión de imágenes en base a su olordominanteEn la atualidad, se hae más omún el aeso por usuarios no expertosa grandes oleiones de imágenes en entornos donde una respuesta rápida esfundamental (por ejemplo, sitios web). Esta lase de sistemas se araterizanpor el manejo de grandes antidades de informaión, por el aeso onurrentede una gran antidad de usuarios y por la neesidad de que éstos ofrezan unaresoluión rápida de onsultas. En nuestra opinión, existen tres uestiones laveque son deisivas para el desarrollo de este tipo de sistemas: apaidad para ladesripión natural y automátia de las imágenes almaenadas, un meanismosenillo y natural para la de�niión de onsultas y un alto rendimiento en laresoluión de onsultas. Con objeto de ofreer una soluión a las uestiones an-teriormente planteadas, proponemos el uso ombinado de un método automátiopara la desripión de las imágenes junto on un SGBDORD.Las aproximaiones iniiales a los sistemas de reuperaión de imágenes sehan basado en desripiones textuales de imágenes. Aunque éste es un meanis-mo muy útil, exige que las itadas desripiones sean realizadas on interveniónhumana. Atualmente, los sistemas de reuperaión de imágenes emplean omodesriptores iertas araterístias de las imágenes extraídas de forma automá-tia, omo son el olor, la textura o la forma. Usualmente, este último tipo desistemas emplea imágenes de ejemplo o boetos omo base para la de�niión deonsultas, métodos que pueden ser inapropiados para usuarios no expertos.En la presente propuesta usaremos un método novedoso para la desripiónautomátia de imágenes basada en sus olores dominantes [45, 11℄. Este métodoaproveha las apaidades de la teoría de onjuntos difusos para tratar on lavaguedad en las desripiones de los olores. Mediante la apliaión de estemétodo, obtendremos una desripión de los olores dominantes en una imagenen forma de olores difusos a los que se les asigna un grado de dominania.Esta aproximaión difusa permite la de�niión de ondiiones en las onsultasen base a términos lingüístios, más naturales para los usuarios no expertos.Los desriptores difusos (y omplejos, omo veremos más adelante) de lasimágenes serán representados en una base de datos aprovehando las apaida-des del SGBDORD propuesto en el Capítulo 7 del presente trabajo. Además,este SGBDORD permitirá la ejeuión de onsultas sobre la base de datos onlas que se podrán reuperar, de forma �exible y natural, imágenes en base a susdesriptores.9.3.1. Desriptores en base a olores difusos dominantesEn términos generales, para asegurar un buen rendimiento del sistema dereuperaión de imágenes propuesto, es neesario ontar on métodos efetivosy e�ientes para la desripión de las imágenes almaenadas. Como se omentóanteriormente, los sistemas atuales enfoan esta tarea empleando araterís-tias de las imágenes omo olor, textura o forma [65℄. En este ontexto, losolores dominantes surgen omo una potente herramienta para la desripiónde los olores representativos de una imagen. La aproximaión que se presentaa ontinuaión tiene omo propósito la desripión de imágenes mediante susolores difusos dominantes.



Apliaiones 339Un olor olor difuso pretende ser una desripión natural de un olor o, máspreisamente, de una familia de olores que es interpretada e identi�ada por ob-servadores humanos por un mismo nombre. Para su omposiión, se emplearánetiquetas lingüístias que permiten su desripión de forma natural e intuitivapara los usuarios. En ontraposiión al onepto anterior, denominaremos olorrisp a un olor partiular dentro de la gama romátia. En de�nitiva, un olorrisp será un olor onreto expresado numériamente dentro de un espaio deolor determinado y un olor difuso se orresponderá on una distribuión deposibilidad de�nida sobre el itado espaio de olor.El proedimiento para la extraión de olores difusos dominantes se enfoaen la presente propuesta en dos etapas. En primer lugar, se extraerá de adaimagen un onjunto de olores risp dominantes. Posteriormente, el onjuntode olores dominantes obtenidos en la etapa anterior se emplea para obtener unonjunto de olores difusos que desriban la imagen. Los siguientes apartadosdesriben éstos proesos.9.3.1.1. Colores dominantesEl presente apartado presenta una metodología para la extraión de oloresrisp dominantes para imágenes empleando el espaio de olor HSI (del inglés,Hue-Saturation-Intensity o, en español, tono, saturaión e intensidad). En elespaio pereptual, la primera omponente (denominada tono y notada omo
H) representa el tono del olor, la segunda omponente (notada omo S y deno-minada saturaión) la antidad del olor y la terera omponente (denominadaintensidad y notada omo I) la antidad de luz. Obsérvese que, a pesar de que elespaio de olor Red-Green-Blue (RGB) es el más empleado para la adquisiiónde imágenes, es ampliamente onoido que éste no es adeuado para el análisisdel olor de las imágenes. Partiularmente, se ha de notar que los omponentesde olor en diho espaio no tienen una interpretaión intuitiva dentro de laperepión humana del olor [65℄.Extraión de olores dominantes risp.Puede enontrarse en la literatura una gran antidad de aproximaiones parala extraión de olores dominantes, por ejemplo aquellos basados en el análisisde histograma o ténias de agrupamiento. Para el presente aso, proponemosla apliaión de una aproximaión basada en agrupamiento empleando el algo-ritmo de Bathelor & Wilkins [81℄, donde el número de grupos no ha de serestableido a priori. Al iniio, este método parte de un solo grupo onteniendotodos los puntos de la imagen proesada. Posteriormente, se aplia un proesoiterativo que divide los grupos onsiderados hasta que un determinado riteriode parada es satisfeho. Diho riterio de parada está basado en un parámetro
θ ∈ [0, 1] relaionado on la distania máxima tolerada para los elementos deun determinado grupo (este parámetro ha sido �jado empíriamente para elpresente trabajo al valor θ = 0.3). Para la uanti�aión de la distania entreelementos, proponemos el empleo de la distania entre olores del espaio HSI[46℄. Como resultado del proeso, obtendremos N grupos donde el entroide deada uno de ellos, determinado omo el valor medio, de�ne un olor dominante.En adelante, el onjunto de olores dominantes será notado omo DCS. Esteonjunto se de�ne omo se india en la Euaión 9.2, donde dck = [hk, sk, ik] esun olor dominante representado en el espaio HSI.



340 Reuperaión de imágenes en base a su olor dominante
DCS = {dc1, dc2, . . . , dcN} (9.2)Grado de dominania.Intuitivamente, podremos deir que un olor es dominante en la medida enque éste apareza freuentemente en una determinada imagen. Paree natural,por tanto, modelar el onjunto de olores dominantes de una imagen omo unonjunto difuso de olores, donde el grado de pertenenia de ada olor al itadoonjunto difuso indiará el grado de dominania del mismo. Dihos grados dedominania podrán ser alulados en base a la freuenia de apariión de adaolor en la imagen, apliando iertos umbrales para modelar la forma en que laperepión humana desarta los olores poo freuentes y aepta omo plena-mente dominantes (en igual grado) a todos aquellos olores on una freueniade apariión muy alta. De esta forma, de�niremos la funión araterístia delonjunto difuso de olores dominantes de una imagen de la forma en que semuestra en la Euaión 9.3. En diha euaión, fr(c) representa la freueniade apariión del olor c en la imagen en onsideraión, y u1 y u2 son dos pa-rámetros, de la forma 0 ≤ u1 < u2 ≤ 1, empleados para modelar los umbralesen la freuenia anteriormente menionados. Estos parámetros han sido �jadosempíriamente, para la obtenión de los resultados mostrados posteriormente,a los valores u1 = 0.05 y u2 = 0.2.

µdom(c) =





0 fr(c) ≤ u1
fr(c)−u1

u2−u1
u1 ≤ fr(c) ≤ u2

1 fr(c) ≥ u2

(9.3)9.3.1.2. Colores difusos dominantesEn el presente apartado se detalla el proeso para la obtenión del onjuntode olores difusos dominantes de una imagen a partir del onjunto de oloresrisp dominantes de ésta.En la presente aproximaión, los olores difusos serán los perteneientes alespaio de olor difuso HSI propuesto en [45, 44℄. En diho espaio, un olorHSI difuso C̃ está de�nido omo una etiqueta lingüístia que identi�a a unsubonjunto difuso del espaio de olor HSI [0, 2π] × [0, 1] × {0, . . . , 255}. Deesta forma, el espaio de olor HSI difuso, notado omo H̃SI, se de�ne omoun onjunto de olores HSI difusos que de�nen una partiión del itado espaiode olor HSI.Con objeto de de�nir y representar un espaio de olor HSI difuso, en [45℄ sepropone el uso de subespaios de tono, intensidad y saturaión difusos que estánpartiionados, a su vez, por una serie de onjuntos difusos identi�ados por unasetiquetas lingüístias que representa diversos tonos, saturaiones e intensidadesdifusas. En la Figura 9.4 se ilustra diho partiionado.Según lo anterior, un olor HSI difuso C̃ puede ser de�nido y representado enla prátia omo la tripleta [C̃H , C̃S , C̃I ], donde C̃H , C̃S y C̃I se orrespondenon el tono difuso, saturaión difusa e intensidad difusa de C̃, respetivamente.Remitimos al letor a [45℄ para más detalles sobre el itado espaio de olordifuso.
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Figura 9.4: Espaio de olor HSI difuso



342 Reuperaión de imágenes en base a su olor dominanteEn base al espaio de olor HSI difuso, introduiremos el onepto de olordifuso dominante en una imagen omo se india a ontinuaión.De�niión 9.1 (Color difuso dominante). Un olor dominante es un olor HSIdifuso que aparee on freuenia en la imagen.Como el aso de los olores risp dominantes, la anterior de�niión es impre-isa por naturaleza, ya que dominante y, por extensión, freuente son términosimpreisos.Se pueden emplear muhas aproximaiones para el álulo de la dominaniade un olor difuso en una imagen. La alternativa por la que optamos en lapresente propuesta es la obtenión del onjunto de olores difusos dominantesdesde el onjunto de olores risp dominantes. Consideraremos que un olordifuso es dominante en la medida en que éste inluya a un olor risp dominante.Este planteamiento lleva a la siguiente de�niión.De�niión 9.2 (Conjunto de olores difusos dominantes). Sea el onjunto
DCS = {dc1, . . . , dcN} un onjunto de olores risp dominantes de una imagen,donde dck = [hk, sk, ik].El subonjunto difuso de olores difusos dominantes de diha imagen estáde�nido omo se india en la Euaión 9.4. En diha euaión, D̃CSk se de�neomo se india en la Euaión 9.5.

D̃CS =
⋃

k∈{1,...,N}

D̃CSk (9.4)
D̃CSk =

{(
µC̃(dck)⊗ µDom(dck)

)
/C̃|C̃ ∈ H̃SI

} (9.5)Según lo anterior, por ada olor risp dominante dck, obtendremos un on-junto difuso de olores difusos dominantes determinado omo se india en laEuaión 9.5. En diho onjunto difuso, el grado de pertenenia de los oloresdifusos india su grado de dominania. Éste grado, omo se india en la Eua-ión 9.5, se alula omo una onjunión entre el grado de dominania del olorrisp y el grado de ompatibilidad de éste on el olor difuso respetivo. Si undeterminado olor difuso resulta ompatible on varios olores risp dominan-tes, se obtendrán varios grados de dominania para éste. No obstante, dihosgrados serán agregados mediante una t-onorma según se india en la Euaión9.4.9.3.2. Modelado de los desriptores �exibles de oloresdominantesComo se ha desrito anteriormente, el método propuesto para la desripiónautomátia de imágenes genera, omo resultado, un onjunto de olores domi-nantes por ada imagen. En un sistema de reuperaión de imágenes implemen-tado sobre un SGBD, el uso de un tipo de�nido por el usuario que permitarepresentar de forma ompata diho desriptor, failitará el almaenamientoy manejo de dihos desriptores así omo la de�niión y el proesamiento deonsultas sobre los mismos. Los tipos de datos del SGBDORD propuesto en elCapítulo 7 proporionan una buena base para la de�niión del tipo de datos
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Figura 9.5: Diagrama UML del tipo de datos DominantColorSetque permitirán representar los itados desriptores, ya que éstos inluyen infor-maión difusa sobre los olores y grados de dominania. Además de lo anterior,los operadores para la de�niión de onsultas sobre datos difusos, disponiblesen diho SGBDORD, permitirán la de�niión de ondiiones �exibles sobre losdesriptores de las imágenes.De�niremos un tipo de datos, denominado DominantColorSet, para repre-sentar en la base de datos los desriptores de olores difusos dominantes pro-puestos. Este tipo de datos está modelado omo se india en la Figura 9.5. Laslases representadas en la itada �gura siguen un ódigo de olor en el que lostipos de datos provistos por el propio SGBDORD son representados on un o-lor de fondo gris, los tipos de datos básios del SGBD objeto-relaional (sobreel que el SGBDORD está onstruido) se representan on un fondo negro y elresto de tipos de�nidos de forma auxiliar para de�nir al tipo DominantColorSetse representan on un fondo blano.Desribiremos a ontinuaión la de�niión del tipo DominantColorSet em-pleando una aproximaión asendente. Los omponentes básios de un olordifuso son las etiquetas lingüístias representando un tono, saturaión e inten-sidad difusos. Estas etiquetas lingüístias se orresponden on distribuiones deposibilidad trapezoidales de�nidas sobre los dominios risp de tono, saturaióne intensidad del espaio HSI, tal y omo se ha mostrado anteriormente en laFigura 9.4. Dado que todos los dominios subyaentes referidos anteriormenteson ordenados, podemos de�nir un tipo derivado de OAFT por ada uno deestos omponentes. De esta forma, delaramos los tipos de datos FHue, FSatu-ration y FIntensity que servirán para representar a los omponentes H̃, S̃ e Ĩde un olor difuso, respetivamente. Además de lo anterior, téngase en uentaque las etiquetas lingüístias presentes en la Figura 9.4 se de�nirán para el tipoorrespondiente.Según las de�niiones anteriores, un olor difuso se representa omo unatripleta [H̃, S̃, Ĩ]. Dado que sus omponentes se pueden representar empleandoetiquetas lingüístias, un olor difuso puede ser visto omo una agrupaión detres de estas etiquetas. Un olor difuso se presentará en la base de datos omouna instania del tipo FuzzyColor. Éste es un subtipo de FO y está ompuesto



344 Reuperaión de imágenes en base a su olor dominantepor tres atributos del tipo FHue, FSaturation y FIntensity, respetivamente.Finalmente, podremos de�nir, en base a los tipos anteriores, el tipo de datosDominantColorSet. Los elementos de este tipo de datos han de representar unonjunto difuso de olores difusos, notado anteriormente omo D̃CS. Como seindió on anterioridad, el grado de pertenenia de ada olor difuso a dihoonjunto representará su grado de dominania. Dado que D̃CS es un onjuntodifuso de elementos omplejos, que a su vez son difusos, el tipo DominantCo-lorSet debe derivarse de FC. En este aso, teniendo en uenta la semántiaonjuntiva de D̃CS, este tipo será de�nido omo un derivado de CFC, uyoselementos serán del tipo FuzzyColor.9.3.3. Operadores para la reuperaión de imágenesLa presente subseión desribe los operadores, apliados sobre los elementosde los tipos de datos difusos introduidos en la anterior subseión, más signi�-ativos en la de�niión de onsultas tipo para la reuperaión de imágenes.9.3.3.1. Operador de inlusión difusaEl operador FInlusion(A,B) devuelve el grado en que la relaión A ⊆ B seumple, siendo A y B instanias de un tipo de datos derivado de CFC. En elapítulo 7 se propone el empleado del Grado de Inlusión Guiado por Semejanza[99℄ omo método para determinar el itado grado. No obstante, para el ámbitode la apliaión que nos oupa, éste método no resulta totalmente apropiado.Conretamente, el itado método no permite la inlusión parial, lo que signi�aque no se obtendrá un grado de inlusión superior a ero a pesar de que loselementos no inluidos en B sean los menos importantes de A (interpretado elgrado de pertenenia a las oleiones omo grado de importania).Para dotar de la máxima �exibilidad al sistema de reuperaión de imáge-nes propuesto, la inlusión parial resulta fundamental. Esto implia, de formaprátia, que se tenga en uenta el grado de dominania de ada uno de losolores difusos presentes en la imagen y que se atúe, de forma ponderada, enonseuenia. Por esta razón, proponemos emplear, para el aso que nos oupa,una modi�aión del Grado de Inlusión Guiado por Semejanza que permita talomportamiento. Inspirados por [74℄, proponemos una modi�aión de la Eua-ión 7.13 en la De�niión 7.5 que implia la sustituión de la agregaión pormedio de la funión mínimo por una agregaión de media ponderada, donde lospesos de tal agregaión se orresponden on el grado de partiipaión de adauno de los elementos de A. Formalmente, este método para determinar el gradode inlusión de dos oleiones difusas, que denominaremos Grado de InlusiónParial Guiado por Semejanza, se de�ne omo se india a ontinuaión.De�niión 9.3 (Grado de inlusión parial guiado por semejanza). Sean A y
B dos onjuntos difusos de�nidos, sobre el universo �nito de referenia U , porsus funiones araterístias µA(x) y µB(y). Sea S una relaión de semejanzade�nida sobre los elementos del dominio y µS(x, y) su funión araterístia.El grado de inlusión parial guiado por semejanza de A en B se de�ne omose india en la Euaión 9.6. En diha euaión, θA,B,S(x, y) es una funiónde�nida omo se india en la Euaión 7.14.
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Θ∗S(B|A) =

∑

x∈U

µA(x)

|A|
·máx
y∈U

θA,B,S(x, y) (9.6)9.3.3.2. Operador de igualdad difusaEl operador de igualdad difusa, FEQ(A,B), determina el grado de semejan-za entre dos valores A y B de un determinado tipo difuso. La forma en queeste álulo se realiza depende del tipo difuso de sus operandos. En el presen-te apartado introduiremos los meanismos de álulo de igualdad difusa queemplearemos en el ámbito del sistema de reuperaión de imágenes que nosoupa.Operador de igualdad difusa para oleiones difusas onjuntivas.Si A y B son dos instanias de un tipo derivado de CFC, el grado de se-mejanza entre éstas se alula, omo se indió en el Capítulo 7, empleando elGrado de Semejanza Generalizado entre Conjuntos Difusos. Téngase en uentaque el itado método, que aplia el onepto de doble inlusión, está basadoen el Grado de Inlusión Guiado por Semejanza. Dado que anteriormente se hapropuesto una modi�aión para el álulo del grado de inlusión, el Grado deInlusión Parial Guiado por Semejanza, paree lógio que en la determinaióndel grado de semejanza entre dos CFCs se emplee diho método. De esta for-ma, el operador de igualdad difusa resultará más �exible (en lo que se re�ere ainlusiones pariales) y, por tanto, el sistema de reuperaión se bene�iará detal �exibilidad.A pesar del grado de �exibilidad introduido al permitir la inlusión par-ial, el operador de igualdad difusa para CFCs no resulta lo su�ientemente�exible para los objetivos del sistema de reuperaión de imágenes. Tal y omoestá onebido el Grado de Semejanza Generalizado entre Conjuntos Difusos, sepenalizan los asos en que existe una inlusión asimétria entre los operandos.Esta penalizaión proviene de la agregaión de los grados de inlusión medianteel uso de una t-norma. En el presente aso se propone la agregaión de estosgrados mediante una media aritmétia, lo que permitirá una mayor �exibilidaden las omparaiones.Operador de igualdad difusa para instanias de olores difusos.En el aso de este operador, en el ámbito de la presente apliaión, el métodopor defeto para la omparaión de FOs no resulta apropiado, ya que se requiereierta �exibilidad adiional.En el maro de la apliaión propuesta, uando el operador FEQ(A,B) esapliado sobre instanias de un FO, en este aso sobre instanias de la laseFuzzyColor (que representan a un olor difuso), el grado de similitud entreinstanias se alula según el siguiente método.De�niión 9.4 (Grado de semejanza proporional). Sean o1 y o2 dos objetos dela lase C, att(C) el onjunto de atributos de los objetos de lase C y FEQ(a, b)el operador de semejanza entre dos instanias a y b de una misa lase. El gra-do de semejanza entre los objetos o1 y o2 se determina según se india en laEuaión 9.7.
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OR(o1, o2) =

1

|att(C)|

∑

a∈att(C)

FEQ(o1.a, o2.a) (9.7)Obsérvese que el método anterior no busa una ponderaión entre el uanti-�ador existenial y el universal, omo es el aso de la propuesta empleada enel Capítulo 7. Los anteriores uanti�adores son extremos y no ofreen iertagraduaión entre los mismos. En el aso del grado de semejanza proporional,se tiene en uenta el número de atributos uyos valores resultan ompatibles.De esta forma, se obtiene un operador de omparaión on un mayor grado de�exibilidad.9.3.4. Reuperaión de imágenes en base a riterios deolores dominantesEl anterior onjunto de tipos de datos y operadores habilitan al SGBDORDpara el proesamiento de onsultas que inluyan ondiiones de�nidas sobre elonjunto de olores dominantes que desribe ada imagen en la base de datos.Según la aproximaión que hemos elegido, una ondiión basada en oloresdominantes es, en de�nitiva, una ondiión �exible sobre el onjunto difuso deolores difusos (siendo éstos, a su vez, etiquetas lingüístias que representanonjuntos difusos). Los operadores de inlusión y semejanza difusa de�nidos an-teriormente, permitirán la de�niión de onsultas para reuperar aquellas imá-genes que inluyan entre sus olores dominantes un determinado patrón de oloro la búsqueda de aquellas imágenes on desriptores de olores dominantes simi-lares. Todo ello on la �exibilidad que introdue tanto la representaión difusade los olores dominantes omo los operadores �exibles de�nidos anteriormentepara este propósito.Las onsultas menionadas podrán de�nirse de forma natural, ya que losusuarios podrán espei�ar los olores difusos que partiiparán en ellas en basea etiquetas lingüístias que de�nirán ada uno de los tres omponentes del o-lor. Esta forma natural de de�niión del olor supondrán una ventaja sobre laforma tradiional en que se de�nen los olores de forma numéria. Además de loanterior, este meanismo de de�niión de los olores permitirá la de�niión dediferentes ondiiones sobre ada uno de los omponentes del olor, así omo laomisión de requisitos sobre una determinada omponente. Esta última posibi-lidad se onsigue empleando valores ausentes omo valor para las omponentesomitidas en la espei�aión del olor difuso empleado omo ondiión.En los siguientes apartados mostraremos algunos ejemplos de onsultas sobreel sistema de reuperaión de imágenes desrito, basados en los operadores deinlusión y semejanza de�nidos anteriormente, y los resultados obtenidos sobrebases de datos de prueba.9.3.4.1. Consultas basadas en la inlusión de olores dominantesSupongamos la siguiente petiión para el sistema: �Reuperar todas aquellasimágenes que inluyan entre sus olores dominantes el olor difuso rojo, muysaturado, brillante�. Éste es un ejemplo de onsulta on una sola ondiión queemplea el operador de inlusión. Diha ondiión se onstruirá utilizando omoprimer operado el onjunto difuso que desribe el onjunto de olores dominantes
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Figura 9.6: Resultados de onsultas basadas en inlusión de olores dominantesde ada imagen en el sistema (siendo éste el atributo ColorDesriptor para elpresente ejemplo). Como segundo operando, se empleará el onjunto de oloresque han de inluir las imágenes seleionadas entre sus olores dominantes (eneste aso, este onjunto está ompuesto por un solo elemento, el olor difuso
[Rojo,Alta saturación,Brillante]). Esta onsulta se expresa en SQL, empleandolos tipos y operadores de�nidos anteriormente, de la forma siguiente:SELECT image,deg(1) FROM images WHEREFCond( FInlusion(ColorDesriptor,DominantColorSet(1.0,FuzzyColor(FHue('Rojo'),FSaturation('Alta saturaión'),Intensity('Brillante')) ) ) , 1 ) > 0 ORDER BY 2 DESC;La Figura 9.6 muestran en la primera �la los resultados devueltos por laanterior onsulta al apliarla sobre una base de datos que ontiene 160 imágenesde banderas. En diha �gura, la primera olumna muestra los olores difusosque han de inluir omo olores dominantes las imágenes que ompongan elresultado. Por ada uno de estos olores difusos, se inluye omo referenia unamuestra de un olor risp ompletamente ompatible on éstos. En la segundaolumna se muestran los resultados de la onsulta ordenados por relevania.Además de la itada onsulta, en la segunda �la de la itada �gura se puedenver los resultados para una onsulta algo más ompleja que ombina variosriterios.Otro ejemplo de petiión al sistema de reuperaión podría ser el siguien-te: �Reuperar todas aquellas imágenes que inluyan olores brillantes entre susolores dominantes�. En este aso, se empleará el operador de inlusión para bus-ar todas aquellas imágenes que ontengan el olor difuso [unk,unk,Brillante],donde la etiqueta unk se orresponde on el valor ausente de tipo desonoidopara los dominios del tono y saturaión difusos. Nótese que el uso de la etiqueta
unk evita la de�niión de ondiiones sobre las omponentes de tono y satu-raión del olor difuso de�nido. La onsulta anterior, apliada sobre una basede datos ompuesta por 700 imágenes, devuelve los resultados mostrados en laFigura 9.7.
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Figura 9.7: Resultados de una onsulta de inlusión de olores dominantes em-pleando sólo la omponente de intensidad

Figura 9.8: Resultados de una onsulta basada en la similitud de olores domi-nantes de una imagen dada9.3.4.2. Consultas basadas en la similitud de los onjuntos de oloresdominantesOtro tipo interesante de onsultas, en este tipo de sistemas, son las queinluyen una ondiión para la reuperaión de las imágenes on un patrón deolores dominantes similar al asoiado a una imagen de referenia. Este tipode ondiiones se de�nen empleado el operador de igualdad difusa para tiposderivados de CFC, el ual determinará la similitud entre los onjuntos difusosde olores dominantes de las imágenes en la base de datos on respeto a lospresentes en la imagen referenia. Un ejemplo de onsulta de este tipo se expresaen SQL de la forma siguiente:SELECT a.image,deg(1) FROM images a, images b WHERE b.id=? ANDFCond( FEQ(a.ColorDesriptor,b.ColorDesriptor ),1 ) > 0 ORDER BY 2 DESC;Obsérvese que, en la anterior onsulta, el aráter ? se ha empleado omoparámetro de sustituión para el identi�ador de la imagen uyo patrón deolores dominantes se empleará omo ondiión en la búsqueda.En la Figura 9.8 se muestran diversos ejemplos de onsultas de este tipoy los resultados obtenidos tras su apliaión sobre la base de datos de 700imágenes itada anteriormente. En diha �gura, se muestra la imagen empleadaomo referenia en la primera olumna, y el resto de olumnas muestran losresultados obtenidos ordenados según su relevania.



Apliaiones 3499.4. Reuperaión de radiografías mediante des-riptores de formaUna apliaión de reuperaión, similar a la presentada en la seión anterior,es la reuperaión de imágenes médias en base a sus desriptores [106℄.Las imágenes son herramientas fundamentales en el ampo de mediina parala diagnosis, estudios línios, investigaión y doenia. En la atualidad, exis-ten diversas ténias para la obtenión de imágenes de paientes para apoyar eldiagnóstio, omo son las radiografías y diversos tipos de tomografías. En estaúltima ategoría se pueden destaar las tomografías obtenidas mediante rayosX y la asistenia de una omputadora (denominadas TC), las resonanias mag-nétias (denominadas RMI), las tomografías por emisión de positrones (PET)y las ultrasonografías. Las tareas de diagnóstio empleando estas ténias ge-neran una gran antidad de imágenes que han de ser arhivadas para futurasevaluaiones. Afortunadamente, muhas de estas ténias produen imágenesdigitales, que pueden ser arhivadas y manejadas empleando sistemas informá-tios de forma más e�iente que mediante sistemas físios. Se onoe a este tipode sistemas omo PACS (del inglés Piture Arhiving and Communiation Sys-tems, sistema de arhivado y transmisión de imágenes). Los PACS son sistemasen red dediados al almaenamiento, reuperaión, distribuión y representaiónde imágenes. Aunque este tipo de sistemas resuelve el problema del almaena-miento de la imágenes, éstos no proporionan meanismos para reuperar lasmismas en base a su ontenido.Como se indió en la seión anterior, la situaión ideal en sistemas para lareuperaión de imágenes en base a su ontenido, o en su denominaión anglo-sajona CBIR (Content Based Image Retrieval), es que éstos tengan la su�ienteapaidad para extraer, de forma automátia y sin intervenión humana alguna,desriptores del ontenido de las imágenes que arhivan. Como se demostró enla itada seión, en este tipo de sistemas las aproximaiones empleando lógiadifusa ofreen ventajas en lo que se re�ere a �exibilidad de los sistemas auto-mátios de desripión de imágenes y naturalidad en los sistemas de onsulta.La apaidad de este tipo de sistemas omienza a ser signi�ativa uandoéstos se diseñan para su apliaión en un dominio o área espeí�os, ya que un o-noimiento previo sobre diho dominio (así omo sobre el ontenido y estruturade las imágenes) ayuda a la de�niión y extraión de araterístias relevantesde las imágenes proesadas. Conretamente, la mediina es un área que puedebene�iarse en mayor medida de éstas ténias. Si enfoamos el desarrollo deun CBIR para el análisis de una determinada patología, quedará laramentede�nido el tipo de imágenes que trataremos, así omo el tipo de araterísti-as de alto nivel que han de extraerse de las mismas. Existen propuestas paraextraer formas vertebrales y espinales de radiografías omo, por ejemplo, lasque se proponen en [151, 14℄, aunque sus algoritmos requieren ierta interven-ión. En [173℄ se propone una ténia para medir automátiamente el ángulode Cobb [47℄, medida que se emplea para evaluar la severidad y evoluión dela esoliosis (patología en la que entraremos la propuesta y que desribiremosmás adelante).La presente propuesta tiene omo objetivo demostrar la utilidad de los SGB-DORD en la tarea de representaión y reuperaión de imágenes médias a partirde iertos desriptores difusos éstas. Para ilustrar tal propuesta, se presentará



350 Reuperaión de radiografías mediante desriptores de formaun ejemplo en el que se reuperarán radiografías anteroposteriores de olumnasvertebrales desritas por los ángulos de Cobb medidos sobre ellas.9.4.1. Esoliosis idiopátia y su diagnóstioCon el objeto de mostrar la utilidad del prototipo de SGBDORD propuestoen el presente trabajo en el área média, hemos entrado la presente propuestaen el estudio de la representaión y reuperaión de imágenes médias emplea-das para la valoraión de la esoliosis idiopátia. En la presente subseión,se desribirán brevemente las araterístias más relevantes, en relaión on lapresente propuesta, de esta patología.La esoliosis es una deformaión tridimensional de la olumna vertebral queprodue rotaión y aplastamiento vertebral, así omo urvatura lateral. Se lasi-�a típiamente omo ongénita (ausada por anomalías en las vértebras desdeel naimiento), idiopátia (sublasi�ada omo infantil, juvenil, adolesente oadulta, en funión del momento en que se produe) o seundaria de algunaotra ondiión primaria que la provoa (omo, por ejemplo, parálisis erebral,atro�a musular espinal o traumas físios). En funión de la severidad y pro-gresión de la deformaión, puede resultar neesario tratamiento onsistente enla observaión ontinuada, tratamiento ortopédio o irugía. Aproximadamentedel 2% al 4% de la poblaión adolesente sufre en algún grado esta patología.Aproximadamente el 2.2% de estos asos requiere tratamiento.Para el diagnóstio y tratamiento de la esoliosis es neesario realizar medi-das sobre la deformaión de la olumna vertebral. Aunque mediante un examenfísio se puede detetar iniialmente la presenia de tales deformidades, es ne-esario emplear ténias radiológias para realizar un diagnóstio y tratamientopreiso. La ténia más preisa para medir la deformidad es la TC, ya que éstaproporiona una vista tridimensional de la espina dorsal. No obstante, esta té-nia resulta onerosa y expone al paiente a grandes dosis de radiaión. Teniendoen uenta que un paiente que sufre esoliosis neesita observaión freuente ytratamiento durante un periodo prolongado, que puede alargarse muhos años,el uso freuente de esta ténia puede resultar inapropiado. El empleo de ra-diografías, en lugar de TCs, signi�a una exposiión muho menor del paientea radiaión. Es por ello que la radiografía anteroposterior (AP) es el métodoestándar para la evaluaión de la severidad y progresión de la esoliosis.Las radiografías AP proyetan las deformidades de la olumna omo urvas.El método estableido para la mediión de esta urvatura en una radiografíaAP es el Ángulo de Cobb [47℄. El Ángulo de Cobb puede ser medido de formamanual alulando el ángulo entre las líneas dibujadas, respetivamente, a lolargo del borde superior del uerpo de la vértebra superior que forma parte dela urva y del borde inferior del uerpo de la vértebra inferior que forma parte dediha urva, tal omo se muestra en la Figura 9.9. Empleando esta medida, adaurva presente en la olumna vertebral es araterizada por uatro parámetros:1. El lado de la onvexidad de la urva (izquierda o dereha).2. La vértebra superior que forma parte de la urva.3. La vértebra inferior que forma parte de la urva.4. El ángulo de Cobb de la urva.
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Figura 9.9: Mediión del ángulo de CobbAdemás de los parámetros anteriores, resulta importante identi�ar la vér-tebra apex, vértebra más desviada del eje entral de la olumna vertebral delpaiente. Esta vértebra está normalmente situada en el punto medio de la urva(vértebra T9 en la Figura 9.9).La mediión manual del ángulo de Cobb depende de la experienia y deljuiio personal del espeialista. Los errores se produen por la seleión de dife-rentes vértebras �nales y por la estimaión de diferentes inlinaiones de éstas.Los errores estándar en la medida se estableen entre tres y ino grados parael mismo observador y de ino a siete grados para distintos observadores.Las radiografías AP resultan útiles para el diagnóstio, estudios línios yenseñanza de la mediina. Para ayudar en tales propósitos, resulta interesanteimplementar un sistema para el almaenamiento y reuperaión de estas radio-grafías en base a los parámetros que las araterizan. Téngase en uenta que,omo se ha menionado anteriormente, los valores de tales parámetros estánafetados por ierta impreisión y, por tanto, los parámetros de onsultas sobrelos mismos han de ser �exibles. Por esta razón, los SGBD lásios no resultanapropiados para este propósito, ya que se requiere un SGBD apaz de almaenardatos impreisos y proesar onsultas �exibles sobre los mismos. Además de loanterior, se ha de tener en uenta que la araterizaión de las urvas resultaen un valor ompuesto, por lo que será neesario un sistema apaz de manejarestruturas omplejas y que provea omparadores �exibles sobre éstas. Por estasrazones, proponemos el uso de un SGBDORD para esta tarea.9.4.2. Almaenamiento y reuperaión de radiografías enbase a sus desriptores difusosEn la presente subseión se desribirá la base de datos que almaenará lasradiografías y sus desriptores, así omo la forma en que se de�nirán onsultassobre las mismas para su posterior reuperaión.
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Figura 9.10: Diagrama UML del tipo de datos empleados para el modelado delos desriptores de urvatura en radiografías9.4.2.1. Base de datos para radiografías y desriptoresEl SGBDORD desrito en el presente trabajo es apaz de representar losdesriptores propuestos y permite aptar la impresión originada por posibleserrores en las mediiones.En la Figura 9.10 se muestra un diagrama UML simpli�ado que ilustra elmodelado de los tipos de�nidos para la representaión de los desriptores de lasradiografías. Las lases mostradas en diha �gura siguen el mismo ódigo deolor que el empleado en la Figura 9.5.En la �gura anterior, la lase SpineCurves, derivada de la lase CFC, esla empleada para modelar la oleión de urvas registradas en una determi-nada olumna vertebral. Cada urva se desribe por una instania de la laseCobbCurveT. Esta lase, derivada de FO, inluye los siguientes ino atributos:1. Diretion: Almaena el lado de la onvexidad de la urva.2. Angle: Empleado para almaenar el grado de urvatura de la urva.3. SupVertb: El valor de este atributo india uál es la vértebra superior dela urva.4. ApexVertb: Este atributo es empleado para indiar la vértebra apex de laurva.5. InfVertb: En este atributo se india uál es la vértebra inferior de la urva.A pesar de ontener un valor laramente preiso, el atributo Diretion se hade�nido omo un tipo NOAFT para poder omitir éste (en realidad, asoiar alatributo en la de�niión del objeto onsulta un valor ausente de tipo desonoi-do) en las de�niiones de onsultas uando sea neesario. Los atributos SupVerb,



Apliaiones 353ApexVertb e InfVertb son de un mismo tipo, denominado vertbSetT. Este tipo,es un tipo NOAFT uyo dominio subyaente ontiene omo elementos a las 24vértebras denominadas asendentemente, omenzando por la parte inferior dela olumna vertebral, omo L5, L4, L3, L2, L1, T 12, T 11, T 10, T 9, T 8, T 7,
T 6, T 5, T 4, T 3, T 2, T 1, C7, C6, C5, C4, C3, C2, C1. La relaión de simili-tud entre los elementos del dominio anterior se de�ne de la forma que se indiaen la Euaión 9.8. En diha euaión, vi y vj representan, respetivamente, al
i-ésimo y j-ésimo elemento del dominio subyaente de vertbSetT siguiendo elorden en que éstas han sido enumeradas anteriormente.

s(vi, vj) =





1 si |i− j| ≤ 1

0.66 si |i− j| = 2

0.33 si |i− j| = 3

0 en otro aso ∀i, j ∈ [1, 24] (9.8)El atributo Angle es de tipo OAFT on el objeto de que se puedan almaenaren él valores numérios, ya sean preisos o impreisos.Operadores sobre los tipos difusosDadas las araterístias partiulares de los desriptores de urvatura, lasinstanias de la lase CobbCurvT se ompararán según una medida de semejanzapropia. Ésta se de�ne omo se india a ontinuaión.De�niión 9.5 (Grado de semejanza parametrizado). Sean o1 and o2 dos obje-tos de la lase C, o.ai el valor del i-ésimo atributo del objeto o, rel(ai) el gradode relevania del i-ésimo atributo de los objetos de la lase C, n el número deatributos de�nidos en la itada lase C, m el número mínimo de atributos uyogrado de semejanza ha de ser superior a 0, y FEQ el operador que devuelve elgrado de semejanza entre dos instanias de una misma lase.De�niremos el grado de semejanza parametrizado omo se india en la Eua-ión 9.9.
OR(o1, o2) =

=





0 si ∃a ∈ att(C)|

(FEQ(o1.a, o2.a) = 0 ∧

rel(a) = −1)

0 si |{a|a ∈ att(C) ∧

FEQ(o1.a, o2.a) > 0}| < m

∑

a∈att(C)

FEQ(o1.a, o2.a) · |rel(a)|

∑

a∈att(C)

|rel(a)|
en otro aso (9.9)



354 Reuperaión de radiografías mediante desriptores de formaEn lo que respeta a los operadores sobre CFCs, se emplearán el Grado deinlusión parial guiado por semejanza (desrito anteriormente en la De�niión9.3) y el Grado de semejanza generalizado entre onjuntos difusos (uya desrip-ión podemos enontrar en la De�niión 7.6) omo métodos para determinar elgrado de inlusión y de semejanza de dos oleiones difusas, respetivamente.Creaión de la base de datosUna vez de�nida la estrutura del desriptor de las radiografías, podemosrear una tabla para almaenar radiografías junto a sus desriptores empleandola sentenia SQL que se muestra a ontinuaión.reate table APXRay (image# number,xray bfile,SpineDesription SpineCurves);Con el objeto de ilustrar el proeso de reuperaión, se han insertado en latabla anterior 20 radiografías junto on sus desriptores. Cada inserión se harealizado empleando una sentenia SQL similar a la siguiente:Insert into apxray values (313701 ,BFILENAME('APXRays','313701.gif'),SpineCurves(1,obbCurvT(CurvDiretionT('RIGHT'),CobbAngleT(risp(10.1)),VertbSetT('T2'),VertbSetT('T5'),VertbSetT('T10')),1,obbCurvT(CurvDiretionT('LEFT'),CobbAngleT(risp(16.5)),VertbSetT('T9'),VertbSetT('T12'),VertbSetT('L2')),1,obbCurvT(CurvDiretionT('RIGHT'),CobbAngleT(risp(12.5)),VertbSetT('L2'),VertbSetT('L4'),VertbSetT('L5'))));



Apliaiones 3559.4.2.2. Ejemplos de onsultasEn el presente apartado, ilustraremos las apaidades de reuperaión queposee el sistema graias a los operadores de inlusión y semejanza de CFCs.Se ha de notar que, para re�ejar la impreisión en la medida de los ángulos deCobb, los valores risp almaenados en la base de datos han sido transformadosen distribuiones de posibilidad trapezoidal. Dihas distribuiones se onstruyenen base a un núleo, obtenido omo el intervalo resultante de relajar el valorrisp un 40%, y un soporte, modelado a partir del intervalo que resulta uandose relaja el valor risp un 70%.Como primera tarea de reuperaión, plantearemos la obtenión de todasaquellas radiografías que inluyan, entre las urvas detetadas en la olumna,una urva similar a la propuesta omo ondiión. Un ejemplo de este tipo deonsulta es �Obtener todas aquellas radiografías que inluyan una urva toráiapronuniada�. El patrón de urva toráia propuesto en [119℄ se desribe por lossiguiente parámetros aproximados:1. La onvexidad de la urva se sitúa en el lado dereho.2. La vértebra superior se sitúa entre las vértebras T 4 y T 8.3. La vértebra apex está situada entre las vértebras T 8 y T 9.4. La vértebra inferior se sitúa entre las vértebras T 11 y L2.Finalmente, de�niremos el onepto de urvatura pronuniada omo unaurva on un grado mayor o igual a 25�30 grados.En funión de la desripión anterior, modelaremos la ondiión de búsquedamediante la sentenia SQL que se muestra a ontinuaión:SELECT ap.image#,ap.xray,ap.deg(1)FROM apxray apWHERE FCOND(FINCLUSION(ap.spinedesription,SpineCurves(1,obbCurvT(CurvDiretionT('RIGHT'),CobbAngleT(Trapezoid(25,30,120,120)),VertbSetT('T5'),VertbSetT('T8'),VertbSetT('T12'))) ),1)>0 order by deg(1) des;En la Figura 9.11 se observan las imágenes reuperadas por la anterior on-sulta de la base de datos de ejemplo. La primera de ellas (según el orden deizquierda a dereha) inluye una urva, destaada por un área retangular, uyaonvexidad está situada a la dereha, su ángulo de Cobb es de 21.8 y uyasvértebras superior, apex e inferior son T 5, T 8 y T 10, respetivamente. Como se



356 Conlusiones

Figura 9.11: Radiografías de paientes on una urva toráiapuede apreiar, diha imagen ontiene una urva de las araterístias busadas,omo on�rma su grado de satisfaión de la ondiión, 0.91. Las siguientes ra-diografías ontienen imágenes de olumnas vertebrales on urvas que, aunquesimilares a la requerida, no se ajustan ompletamente al onepto de urva torá-ia. Obsérvese que el grado de relevania asoiado a éstas, 0.6 para la segundaradiografía de la Figura 9.11 y 0.5 para la terera y uarta, deree en la medidaen que las urvas presentes en las imágenes se alejan del patrón empleado omoondiión.En otros tipos de estudios puede resultar interesante enontrar, dado unpaiente, radiografías de otros paientes on patrones de urvas similares. En elsistema desrito, esta onsulta se basará en el álulo de similitud de las CFCsque ontienen las urvas que araterizan dihas olumnas. Podremos expresardiha onsulta en SQL omo se muestra a ontinuaión:SELECT ap1.image#,ap1.xray,ap1.deg(1)FROM apxray ap1, apxray ap2WHERE ap1.image='q'AND FCOND(FEQ(ap1.spinedesription, ap2.spinedesription),1)>0 order by deg(1) des;En la Figura 9.12 q) se muestra la radiografía uyo onjunto de urvas serviráomo patrón para una onsulta de este tipo. Esta onsulta, apliada sobre labase de datos de ejemplo, devuelve omo resultados las imágenes a) a e) de laitada �gura. Al igual que el aso de la onsulta anterior, el grado de relevaniade los resultados (indiado en la misma �gura) deree en la medida en que elonjunto de urvas presentes en las imágenes se asemeja menos al onjunto deurvas que arateriza la radiografía empleada omo ondiión.9.5. ConlusionesEn el presente apítulo se han presentado diversos ejemplos de apliaionesbasadas en el uso de un SGBDORD. En dihos ejemplos, se muestra ómo lasapaidades de representaión y manipulaión de datos difusos omplejos, así
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Figura 9.12: Radiografías de paientes on un mismo patrón de urvas



358 Conlusionesomo la apaidad de proesamiento de onsultas de esta lase de sistemas,mejoran los resultados obtenidos por las apliaiones.La apaidad de representaión y manipulaión de datos difusos permite alas apliaiones el tratamiento, de forma transparente, de informaión afetadapor impreisión o inertidumbre. Además, al posibilitar el manejo de datos om-plejos, la representaión y modelado de datos para las apliaiones resulta mássenilla y direta, inluso uando la estrutura ompleja se ve afetada a su vezpor la inertidumbre. Tales apaidades resultan en una representaión naturaly direta de los datos proesados, así omo de una manipulaión adeuada delos mismos.La posibilidad de tratamiento de onsultas �exibles añade un nivel mayorde naturalidad a los sistemas. Éstos, graias al SGBDORD en la que se apoyan,pueden ofreer una interfaz de onsulta más natural e intuitiva para el usuario.De esta forma, el usuario puede expresar sus requisitos empleando un lenguajeque no le sea extraño y �exibilizar éstos tanto omo deseé.Las araterístias anteriormente menionadas han proporionado los si-guientes bene�ios para las apliaiones introduidas en el presente apítulo:Para el aso de la apliaión de gestión inmobiliaria, el uso de un SGB-DORD ha supuesto una mejora para su sistema de onsulta. Éste ha per-mitido expresar de forma natural los requisitos a lientes y, mediante lainlusión de resultados on distintos niveles de relevania, ha permitido elajuste de la oferta a la demanda realizada (lo que resulta en un potenialinremento de negoio).En el aso del sistema de reuperaión de imágenes en base a sus oloresdominantes, el uso de un SGBDORD ha permitido la expresión de oloresde forma natural. Esta nueva apaidad ayuda a los usuarios a expresarsus onsultas on mayor failidad, sin neesidad de que posean experieniaprevia, �exibiliza las ondiiones para permitir resultados pariales y per-mite la obtenión de resultados ategorizados en funión de su relevania.Para el sistema de reuperaión de radiografías representando asos deesoliosis, el empleo de un SGBDORD ha permitido en manejo de la im-preisión inherente a las medidas de ángulos de Cobb que araterizantales imágenes. Además de lo anterior, el sistema se bene�ia de una a-paidades de expresión de onsultas de forma natural, así omo de unaategorizaión de los resultados en funión de su relevania.



Capítulo 10Conlusiones y líneas futurasEl presente trabajo ha introduido una serie de propuestas destinadas al es-tableimiento de una base sólida para la reaión de SGBDs objeto-relaionalesdifusos. Este tipo de SGBD se arateriza por proporionar apaidades om-plejas de modelado, similares a las disponibles el los SGBDs objeto-relaionesrisp atuales, junto on la posibilidad de representar y manipular variantesimperfetas de los tipos de datos que éstos soportan.Esta propuesta proviene del análisis de los diferentes SGBDD disponiblesatualmente y las tendenias de la industria de desarrollo de sistemas de gestiónde bases de datos. Como resultado, se ha propuesto un modelo base de datosque inluye las araterístias anteriormente menionadas, así omo un álgebraomo herramienta formal para la manipulaión de los datos presentes en lasbases de datos que siguen este modelo.Más allá del ámbito teório, en el presente trabajo se ha desarrollado unmaro para la reaión de sistemas apaes de tratar informaión imperfeta,basándose en la extensión de un SGBD objeto-relaionales risp. Esta estrategiapermite que el esfuerzo de implementaión, para rear el sistema de gestión debases de datos difusas, sea muho menor y heredar todas las araterístias delsistema an�trión, omo pueden ser el rendimiento del mismo, y sus araterísti-as de valor añadido (distribuión de bases de datos, lustering, tratamiento dedatos espaiales, et.). Graias a estas araterístias, el SGBDD propuesto seráapropiado para ir más allá del ámbito experimental y formar parte de entornosen produión.Además de lo anterior, este trabajo de investigaión ha supuesto tambiénla implementaión de un prototipo, de la itada propuesta, sobre un SGBDatual, onretamente Orale. Este prototipo ha demostrado la viabilidad realde la propuesta de extensión, y la utilidad de la misma para el tratamiento deinformaión imperfeta.Con objeto de inrementar el rendimiento de los SGBDDs, uno de los aspe-tos que di�ultan su implantaión en entornos de produión, se han propuestouna serie de ténias de indexado para datos impreisos. Estas ténias, 2BPT,HBPT y BBC, han demostrado un rendimiento omparable, o inluso superioren algunos asos, al de las ténias de referenia disponibles en la atualidad.Además del rendimiento de las mismas, se ha de destaar su gran estabilidadante diversas variaiones en la naturaleza de datos y onsultas. Esta estabilidadha resultado espeialmente superior on respeto a la ténia de referenia para359



360el aso de 2BPT y HBPT y ha superado en un orden de magnitud a la téniade referenia en el aso de BBC. Adiionalmente al buen omportamiento en loque se re�ere al rendimiento, se ha de destaar que, en línea on las propuestasde este trabajo, las diferentes ténias de indexado propuestas están basadas enlas estruturas de indexado lásias empleadas en los SGBD objeto-relaionesrisp disponibles en la atualidad. Este heho, failitará la implantaión de di-has ténias en SGBD objeto-relaiones difusos desarrollados omo extensiónde SGBD objeto-relaionales risp.Finalmente, se han detallado diferentes apliaiones en diversos ámbitos delprototipo de SGBDORD propuesto en el presente trabajo. Estas sirven de mues-tra para omprobar la utilidad de tales sistemas en la gestión de informaiónompleja, espeialmente uando ésta está afetada por ierto grado de imprei-sión o inertidumbre.Las líneas futuras, que determinarán la forma en las que evoluione el trabajopresentado, son, entre otras, las siguientes:Estudio de las propiedades del álgebra propuesta en el presente trabajo.El estudio de estas propiedades permitirá el desarrollo de sistemas deoptimizaión de onsultas, lo que redundará en un mayor rendimiento delos SGBDDs basados en el modelo propuesto.Inorporaión de nuevos tipos de datos imperfetos a la propuesta de im-plementaión. Esto permitirá modelar, on mayor failidad, iertos tiposde datos de dominios onretos, omo pueden ser por ejemplo, los deriva-dos del área de proesamiento de imágenes empleando lógia difusa.Consideraión de nuevos operadores para la manipulaión de los datosimperfetos, lo que permitirá la inorporaión de nuevas apaidades deonsulta para el presente modelo.Dotar al prototipo de SGBDORD de apaidades para que las t-normas, t-onormas, negaiones fuertes, impliaiones, agregadores y otras funionesapliadas por los operadores, puedan ser adaptadas por parte del usuario.Esta inorporaión supondría una ventaja signi�ativa ya que permitiríaadaptar el modelo a las neesidades de problemas onretos.Estudiar, de�nir, e implementar meanismos de indexado e�ientes paramejorar el rendimiento del proesamiento de onsultas sobre oleionesdifusas y otro tipo de datos omplejos. La inorporaión de estos mea-nismos mejoraría el rendimiento para las onsultas de este tipo en lasimplementaiones de SGBDDs y, por tanto, inrementaría la apliabili-dad de los mismos en problemas reales on grandes volúmenes de datosomplejos.De�nir ténias de indexado diretas, no basadas en los prinipios de inde-xado de Bos. La disponibilidad de este tipo de ténias permitiría aumen-tar aún más el rendimiento de los SGBDDs, ya que reduiría el númerode falsos positivos que introduen los �ltros atuales basados en los men-ionados prinipios de indexado.Ampliar el prototipo atual para inorporar en el mismo la totalidad delas propuestas atuales y las futuras provenientes de las anteriores líneasfuturas.



Conluding remarks andfuture worksThis work has introdued several proposals leading to set up a solid base forthe building of a objet-relational fuzzy DBMS. This sort of DBMS is distinguis-hed by their omplex modeling apabilities, similar to the ones of urrent rispobjet-relational DBMS, together with the possibility of managing imperfetvariants of the data types supported by this lass of risp systems.This proposal is originated from the analysis of di�erent DBMS urrentlyavailable and from the trends of DBMS development industry. As result, wepropose the development of a new database modelo whose data model inludesall the above features and, also, an algebra as a formal tool for managing thedata in a data base following this model.Beyond the theoreti framework, this work has elaborated a pratial frame-work to develop systems able to deal with imperfet information, as an extensionof urrent risp objet-relational DBMS. This strategy makes the implementa-tion e�ort, of the development of a fuzzy DBMS, smaller and inherits all hostsystem features, as its performane and its added value features (distributeddatabases, lustering, spaial data management, et.). Thanks to the mentionedproperties and features, the proposed fuzzy DBMS would be suitable to exeedthe experimental sope and take part in a prodution environment.Additionally, this researh work has also involved the development of a pro-totype, of the above proposal, into a urrent DBMS (Orale). This prototype hasshown the atual viability of the extension proposal and its ability for dealingwith imperfet information.With the purpose of inreasing the fuzzy DBMS performane, one of themain obstale that prevent this kind of systems in prodution environments,we have developed several indexing tehniques for impreise data. This tehni-ques, 2BPT, HBPT and BBC, has shown omparable, or even greater in someases, performane than the measured for state-of-the-art referene tehniques.Moreover, regarding to the performane of the proposed tehniques, we haveto highlight its good stability under di�erent data and queries senarios. Thementioned stability is espeially greater than the measured for the referenetehnique for 2BPT and HBPT and is over an order of magnitude for BBC. Inaddition the good behavior of the proposals performane, we have to emphasizethat, following this work proposal, the di�erent proposed indexing tehniquesare based on lassial indexing strutures that are used on urrent risp objet-relational DBMS. This will ease the introdution of these tehniques in fuzzyobjet-relational DBMS developed as and extension of risp ones.361



362Finally, we have depited di�erent appliations for fuzzy objet-relationalDBMSs in di�erent areas. These appliations help to show that these systemsare useful for managing omplex data, espeially when it is pervaded with im-preision or unertainty.Future works, that would determine the way this proposal evolves, are,among others, the following:To study the properties of the algebra proposed in this work. The studyof these properties would allow the development of query optimizationsystems, whih would result in a greater performane of the fuzzy DBMSsbased on the proposed model.To inlude new impreise data types to the implementation proposal. Thiswould allow to model, more easily, some partiular data types as, forinstane, data types from image proessing area.To onsider new operator for imperfet data manipulation, whih wouldallow to inlude new query apabilities for the proposed model.To provide the implementation model with apabilities for user-de�nedt-norms, t-onorms, strong negations, impliations, agregators and otherfuntions. This feature would provide a signi�ant advantage as it wouldallow the model to be adapted to partiular needs.To study, de�ne and implement e�ient indexing tehniques to improveproessing performane of queries on fuzzy olletions and other omplexdata types. The inlusion of these tehniques would inrease the load a-paity of fuzzy DBMS implementations for this query types and, therefore,would inrease their appliability in real world problems with high volu-men of omplex data.To de�ne diret indexing tehniques, not based on Bos the indexing prin-iples. The availability of this kind of tehniques would allow to inreaseeven more the performane of fuzzy DBMS, as this would redue thennumber of false positive introdued by urrent �lters based on the afore-mentioned indexing priniples.To expand the urrent prototype to inlude the entire set of urrent pro-posals and future one resulting from the above future works.



ArónimosAP Anteroposterior (Tipo de radigrafía)API Appliation programming interfae (Interfaz de programaión deapliaiones)CAD Computer Aided Design (Diseño asistido por omputadora)CAM Computer Aided Manufaturing (Fabriaión asistida poromputadora)CASE Computer Aided Software Engineering (Ingeniería del softwareasistida por omputadora)CBIR Content based image retrieval (Reuperaión de imágenes enbase a su ontenido)CFC Conjuntive fuzzy olletionCLR Common language runtimeDBMS Database management system (SGBD en Castellano)DCL Data ontrol languageDDL Data de�nition languageDFC Disjuntive fuzzy olletionDFSQL Dedutive FSQL (ver FSQL)DML Data manipulation languageFEQ Fuzzy equalFIRST Fuzzy Interfae for Relational Systems (Interfaz difusa parasistemas relaionales)FMB Fuzzy Meta-knowledge Base (Base de metaonoimiento difuso)FNP Forma normal de partiionesFNPE Forma normal de partiiones extendidaFO Fuzzy objet 363



364FoodBi Fuzzy Objet Oriented DataBase Interfae (Interfaz de base dedatos orientada a objetos difusos)FSQL Fuzzy SQL (ver SQL)GEFRED Generalized Model of Fuzzy Relational Databases (Modelogeneralizado para bases de datos difusas)GIS Geographi Information System (Sistema de informaióngeográ�a)HSI Hue-Saturation-Intensity (Espaio de olorTono-Saturaión-Intensidad)ISBL Information systems base languageISW InmoSoftWebJRT Java routines and typesLRN Longitud relativa del núleoLRS Longitud relativa del soporteMRCD Multirrelaión ompleja difusaNF2 Non First Normal Form (Modelo de relaiones anidadas)NFEQ Neessarily fuzzy equalNOAFT Non ordered atomi fuzzy typeOAFT Ordered atomi fuzzy typeOLB Objet language bindingsODMG Objet Data Management Group ó, tras 1998, Objet DatabaseManagement GroupPACS Piture arhiving and Communiation Systems (Sistema dearhivado y transmisión de imágenes)RGB Red-Blue-Green (Espaio de olor Rojo-Azul-Verde)RLE Run-length enoding (Tipo de odi�aión)RMI Resonania magnétia por imágenesSEQUEL Strutured English Query Language (Lenguaje Inglés de onsultaestruturado)SGBD Sistema de gestión de bases de datosSGBDD Sistema de gestión de bases de datos difusasSGBDORD Sistema de gestión de bases de datos objeto-relaional difusoSO Sistema operativo



ACRÓNIMOS 365SQL Strutured query Language (Lenguaje de onsulta estruturado)TC Tomografía omputerizadaUDT User de�ned type (Tipo de�nido por el usuario)VB Variable-byte (Tipo de odi�aión)XML Extensible Markup Language (Lenguaje extensible de maras)
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Chapter 1

Introduction

This work is the abstract of the thesis titled ”Bases de Datos Objeto-Relacionales
Difusas: Modelo, Arquitectura y Aplicaciones” (Fuzzy Object-Relational Data-
bases: Model, Architecture and Applications) written by Carlos D. Barranco
under Prof. Juan M. Medina supervision. The thesis is ascribed to the Ph.D.
program “Diseño, Análisis y Aplicaciones de Sistemas Inteligentes” (Design,
Analysis and Applications of Intelligent Systems) at the Department of Com-
puter Science and Artificial Intelligence of the University of Granada (Spain).

The thesis main topics are:

1. To propose a fuzzy database model incorporating the characteristics, spe-
cially data constructs, of current object-relational databases.

2. To design an object-relational fuzzy database management system and
to implement it as an extension of a current object-relational database
management system.

3. To propose indexing techniques to improve the performance of query pro-
cessing in an object-relational fuzzy database management system.

4. To study some applications of the proposal to prove its validity and utility.

This abstract is conceived as a compilation of the most important publis-
hed papers of the author on the thesis main topics. It is organized as follows.
Chapter 2 discusses about the proposition of an object-relational fuzzy data-
base model, its implementation and an example application. Chapters 3 and 4
discuss about the proposals on fuzzy numerical data indexing techniques. Chap-
ter 3 proposes an indexing technique that improves the processing performance
of possibility measured flexible conditions, whereas Chapter 4 proposes a no-
vel fuzzy data indexing technique that improves the processing performance
of necessity measured flexible conditions. Finally, Chapter 5 summarizes the
concluding remarks of this work.

1



2 Chapter 1



Chapter 2

Towards a fuzzy
object-relational database
model

2.1 Abstract

This chapter introduces a fuzzy object-relational database model including fuzzy
extensions of the basic object-relational databases constructs, the user-defined
data types and the collection types. The fuzzy extensions of these constructs
focus on two main flexible aspects, a way to flexibly compare complex data
types and an extension of collection types allowing partial membership of its
elements. Collection operators are also adapted to consider flexibly comparable
domains for its elements. Such a fuzzy object-relational database model, and
its implementation in a fuzzy object-relational database management system,
provides an easy and effective way to manage a great amount of complex fuzzy
data in object-relational databases for emerging fuzzy applications. As a sam-
ple of the proposal advantages, an application for dominant color based image
retrieval, which is built on an object-relational database management system
implementing the proposed fuzzy database model, is introduced.

2.2 Introduction

The introduction of the fuzzy set theory by Prof. Zadeh [46] has provided the
database community with a very useful tool for representing imprecise, uncer-
tain and inapplicable data. This approach eases and makes flexible the way in
which real world data can be represented and managed in databases. Fuzzy
databases are databases able to represent and retrieve fuzzy data and, some of
them, also able to process flexible queries including weakly defined conditions.
Fuzzy databases are a very convenient data storage and retrieval system for

Original chapter published in: Barranco, C.D., Campaña, J.R., & Medina, J.M. (2008).
Towards a Fuzzy Object-Relational Database Model. In Galindo, J. (Ed.), Handbook of
Research on Fuzzy Information Processing in Databases, Vol. II, pp. 435-461. Hershey, PA,
USA: Information Science Reference.

3
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dealing with classical and non classical problems in which real world data, user
perception and/or natural language concepts and descriptions are involved.

Research in the field of fuzzy databases has led to a significant number of
fuzzy database models. The aim of these models was always to extend current,
widespread, and accepted database models in order to make them suitable for
fuzzy data storage and retrieval. Fuzzy models have evolved along with the con-
ventional, i.e. crisp, database models to answer data processing needs. During
the apogee of the relational model for databases, several fuzzy relational data-
base models appeared. When the object database model appeared for solving
the some of the lacks in the relational one, the fuzzy database research focused
on fuzzy object databases.

In recent years, a new kind of databases, object-relational databases, is pro-
gressively breaking through in the database mainstream. This kind of database
was born in order to solve the relational model lacks by enriching it with some
features of object databases. Object-relational databases aim to merge the good
qualities of both, the well-known relational model and the object oriented data-
base paradigm, while neutralizing their drawbacks. Currently, object-relational
databases are well accepted by database professionals and manufactures, and
their most important concepts are gradually being incorporated in recent SQL
standards.

As object-relational databases are gradually conquering the database mar-
ket, it seems natural to work on their extension to allow fuzzy data storage and
retrieval. In fact, this kind of databases is very suitable for such an extension,
as one of its most important features is its extensibility.

This chapter proposes a model that extends object-relational databases for
fuzzy data representation and querying. This model makes the database able
to represent a number of new types of fuzzy data that are derived from the
extension of the basic object-relational databases constructs, the user defined
complex data types and the multi-valued attribute. Additionally, the model
also supports all fuzzy data types that were considered in earlier models.

The chapter is organized as follows. Firstly, the chapter includes an intro-
duction on object-relational databases. Secondly, a brief background on fuzzy
databases is also presented. Afterwards, the proposed fuzzy object-relational
database model is depicted. Next, the basis of an implementation of a Fuzzy
Object Relational Database Management System (FORDBMS), which is based
on the proposed model, is described. Then, an application of the introduced
FORDBMS and some examples of its queries are given. Finally, some concluding
remarks and future research directions are proposed.

2.3 Object-Relational databases

Even though nowadays the relational model is the most commonly used model
in database theory and practice, as computer applications started to manage
large amounts of complex data, it was noticed that this database model was not
very suitable for managing complex data.

The relational model faces special difficulties to manage complex data re-
sulting from the composition of other data elements, which is very common in
computer aided design, geographical information systems and multimedia appli-
cations. A relational database stores the data elements of an entity in a relation,
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and relates a complex data element with its components by foreign keys. When
the application requires retrieving a complex data element, a number of join
predicates has to be performed to gather all its atomic components, which lead
to severe performance reductions.

The aim to seamlessly represent and manage complex data in databases
led the database community to propose the concept of Object Oriented DBMS
(OODBMS). An OODBMS represents data elements as objects. The objects are
uniquely identified by an object identifier, or oid in short, that substitutes the
primary key concept of the relational model. Data is modelled using classes of
objects and following the object oriented principles, encapsulation, inheritance
and polymorphism. Moreover, the procedures related to the manipulation of
the data, which are named methods in object oriented context, are bound to
the data objects and stored in the database, which meant a great paradigm shift
in data modelling conception.

Despite the fact that the OODBMS model has more powerful modelling
capabilities than the relational model and it is more appropriate to represent
complex data, this kind of DBMS suffer from low performance due to complex
or sometimes practically impossible query optimization, and their inability to
support large scale systems. Moreover, there was a lack of a formal model and
standard Data Definition Language (DDL) and Data Manipulation Language
(DML) until the publication by the Object Data Management Group (ODMG)
of the ODMG report 1.0 in 1993. The latest revision of the ODMG report is the
release 3.0 [11], which was published shortly before the group was disbanded.

OODBMSs were not very well received by the DBMS market due to two
main reasons. First of all, they were unsuccessful for technical reasons. While
trying to solve the problems observed in complex data handling in relational
DBMSs they failed in the same point, the low performance. Secondly, they
were not accepted for economical reasons. The transition from the existing
systems relying on Relational DBMSs (RDBMS) to OODBMS required new
investments for training of personnel (programmers had to learn new DDL and
DML languages that were proprietary in most cases), for redefining the database
schemas, and for testing and tuning again the database software.

In the mid-90s, a new kind of DBMSs, Object-Relational DBMS (ORDBMS)
[37], was proposed. This new concept was conceived to gather the benefits of
relational and object oriented DBMS, without suffering from the drawbacks of
these models. The aim of the ORDBMS proposal was to enhance RDBMSs to
allow a richer data type support, so that complex data types along with their
methods could be seamlessly managed. All of this is accomplished without losing
desirable features of the traditional RDBMSs and maintaining the compatibility
with legacy systems.

2.3.1 User-Defined data types

The ORDBMS concept was first partially integrated into SQL standards in the
SQL:1999 [16] standard revision. This standard mandates that a table column
can be a User-Defined Data Type (UDT). A UDT is a structure of named fields,
along with a set of associated methods. The data type of a field can be any
of the built-in data types or a UDT. This makes possible very complex UDT
definitions. The standard includes some object oriented features, as inheritance
and polymorphism, to ease the definition of UDTs and to empower their usage
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flexibility.
For instance, a UDT for gathering data describing current weather conditions

could be defined. This UDT, which can be namedWEATHER, can be composed
of the following fields:

• Issuer: This field contains the name of the organization that publishes the
weather conditions as a VARCHAR data type.

• Temperature: This field contains, as a value of NUMBER data type, the
current temperature.

• Cloudiness: This field describes the current cloud coverage as a value of
the set {clear, sunny, cloudy, overcast}.

• Precipitation: The field value describes the current precipitation condi-
tions as a value of the UDT PRECIPITATION, or a null vale in case of no
precipitation. The UDT PRECIPITATION is composed by the following
fields:

– Intensity: This field describes the intensity of the phenomenon as a
value of the set {light,moderate, heavy}.

– Kind: This field describes the kind of precipitation. The value for
this field is taken from the set {rain, hail, snow}.

2.3.2 Collection data types

A collection data type is a user defined data type able to hold multiple values of
another type, which is called base type. SQL:1999 introduced the first collection
type, an array of values where each element is accessed by a numerical index.
This data type construct is very limited as each array type has a fixed maximum
cardinality limit, and the standard does not allow the definition of an array data
type of another array data type.

The collection types are generally known as nested tables but the arrays
do not behave like real tables. Later on, a new revision of SQL standard was
published as SQL:2003 [17]. This revision maintains UDTs and arrays, and
includes a new complex data type called multiset. This data type is able to
contain an unordered collection of values, all of them of the same data type,
including UDTs. It is possible to define a multiset of multisets, and a multiset
does not have a fixed cardinality limit. This new type construct fits to the
nested table concept, so it has become the collection type of reference. This
relegates arrays to very particular applications.

For instance, a collection type of the WEATHER UDT defined earlier can
be used to store in a field the current weather conditions of a city issued by
different organizations. An example table with a column of this type is shown
in Table 2.1.

2.4 Background on fuzzy databases

A fuzzy database [33, 22] can be defined as a database containing imperfect data
which is generally modelled as fuzzy sets. The term imperfect data encompasses
data that are uncertain, imprecise, vague, or inapplicable.
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The work [8] includes an excellent discussion about the meaning of the cha-
racteristics of imperfect data. We refer the reader to this work for more details
and references. The following, which is based on and extends the previous
discussion, is a brief definition of the characteristics of imperfect data:

• Uncertain data: Data that is not totally trustworthy, for which there is
available an estimation of its reliability. For instance, if we ask the age of
Prudence to a neighbor, a co-worker, a friend and her mother, and each
one reply a different value, we can assign a reliability degree according to
the strength of the relationship between Prudence and the asked person.

• Imprecise data: When the data is not available in its maximum finest
granularity, we have some an approximation but not a precise value. In
this case, it could be available a set or a range of values, among which the
actual precise value is unknown. For instance, we know that Prudence is
between 25 and 28 years old, but we can not give an exact age for her.

• Vague data: This kind of data is defined by a gradual predicate. Usually,
vague data corresponds to linguistic terms of natural language. For ins-
tance, we could know that Prudence is middle-aged. The linguistic term
middle-aged corresponds to a gradual predicate that is completely incom-
patible for age values below 30 and above 60, and completely compatible
for ages between 35 and 55. The predicate is partially compatible for ages
between 30 and 35, and ages between 55 and 60, where the compatibility
degree gradually ascends in the former case, and gradually descends in the
latter case.

• Inapplicable data: There may be some entities for which a piece of data
relating to one of its properties can not be acquired due to a lack of the
property. For instance, if Prudence is not married the data related to his
spouse is inapplicable.

Fuzzy logic and fuzzy set theory have proven their great ability for modelling
this kind of data.

Even though the great majority of proposals for modelling and managing
imperfect data take advantage of the fuzzy paradigm, there are some early
non-fuzzy proposals. The proposal in [13], which introduces the idea of null
values for representing unknown or inapplicable data, is probably the best known
approach. Another widely known non-fuzzy approaches make use of statistical
inference [42] and probability distributions [1].

2.4.1 Fuzzy relational databases

Most of the initial fuzzy database proposals aim to extend the relational model
in order to make it suitable for handling imperfect data. These approaches take
advantage of the convenient modelling capabilities of fuzzy sets and logic in
several ways by generalizing different aspects of the relational model to make
them more flexible:

• Relations including partially belonging tuples: This is the basic fuzzy
database model. In this model the set of tuples of a relation is replaced
by a fuzzy set. Each tuple has a membership degree to its relation, so
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the tuple can partially belong to it. This idea has been adopted in [31].
If a flexible relational operator is included in a query on vague data, the
query result could contain tuples partially satisfying the query condition.
The degree to which a tuple satisfies the query conditions can be naturally
used to measure its membership to the result set. This approach has been
included in [9, 34, 40, 49]. An extended relational algebra for operating
with this kind of fuzzy relations is proposed in [40]. In [7] relation oriented
operators for nested queries are extended so they can be employed on fuzzy
relations.

• Imprecise attribute values: The proposal [9] introduces a way to model
imprecise attribute values. Every attribute value could be a subset of the
attribute domain. The subset has a disjunctive meaning, thus only one of
the subset members is the actual value for the attribute.

• Vague attribute values: Once again, the previous proposal makes possible
modelling vague data by taking advantage of fuzzy numbers to represent
vague numerical data. Furthermore, possibility distributions defined on
basic attributes are used to model arbitrary vague and imprecise data in
the works [38, 34, 40]. The first one also studies the definition of flexible
queries using vague predicates in a relational database. The representa-
tion of unknown attribute values is made possible by means of a possibility
distribution where every domain element is totally possible. This possibi-
lity distribution is defined as shown in eq. 2.1 , where D is the attribute
domain.

{1/d : d ∈ D} (2.1)

• Inapplicable attribute values: The proposals [34, 40] also include approa-
ches for inapplicable data handling. The former introduces a special value,
denoted as e, which is added to each attribute domain. The e value re-
presents the inapplicability of the attribute and can be part of possibility
distributions representing an attribute value. The inclusion of this special
value in possibility distributions makes possible the definition of attribute
values that are partially inapplicable. An instance of such a possibility
distribution is the one shown in eq. 2.2. The representation of total
ignorance about the applicability of an attribute and the value of the at-
tribute (in case of applicability) is also possible. This case is described by
the possibility distribution shown in eq. 2.3. The latter proposal studies
deeper these extreme cases and introduces the special values unknown
(unknown attribute value), undefined (inapplicable attribute) and null
(total ignorance) to represent them.

{0.5/e, 0.7/v1, 0.3/v2, ...}, vi ∈ D (2.2)

{1/d : d ∈ D ∪ {e}} (2.3)

• Flexible equivalence relations: In
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• Buckles1982 the idea of making use of similarity relations [47] in order
to soften the classical equivalence relations in databases is introduced.
Every query must specify a similarity threshold which determines the in-
distinguishability of domain members for this query. A similar proposal,
but based on proximity relations was introduced in [35]. When a database
includes imprecise and vague attribute values that are modelled using pos-
sibility distributions, the equivalence operator is substituted by possibility
and necessity measure based equality operators as proposed in [34].

• Flexible relational operators: The proposal [49] introduces the idea of
fuzzy relational operators. These fuzzy extensions of the classical relatio-
nal operators make flexible the order relation between possibility distribu-
tions of numbers and scalars. Later proposals, as [30], adapt the concept
of fuzzy relational operators for fuzzy numbers. These new adapted ope-
rators soften the classical order relations of numbers, where the result can
be only true or false values, by returning a degree in which the compared
fuzzy numbers are related.

2.4.2 Generalized model for fuzzy relational databases

The work [30] proposes a fuzzy relational database model, A Generalized Mo-
del of Fuzzy Relational Databases (GEFRED), which aims to gather the main
different aspects of the relational model that has been made flexible in previous
proposals. The integration of these proposals in the same framework results in a
generalized model with a wide ability to represent and handle fuzzy data based
on a fuzzy extended relational database model.

The model introduces the concept of Generalized Fuzzy Domain. A gene-
ralized fuzzy domain DG is defined as shown in eq. 2.4, where D is the basic
domain which is being generalized, P̃ (D) is the fuzzy powerset composed of all
possibility distributions that can be defined on D, and NULL is a special value
meaning total ignorance in the sense of [40] that has been described previously.

DG ⊂ P̃ (D) ∪ {NULL} (2.4)

A wide variety of fuzzy data, and of course non-fuzzy data, can be represen-
ted by using a generalized fuzzy domain. Particularly, any arbitrary possibility
distribution can be represented, and hence imprecise, vague, unknown and unde-
fined values can be handled. For each generalized fuzzy domain, a set of linguis-
tic labels, each one representing a fixed possibility distribution, can be defined to
ease data representation. Every fuzzy generalized domain have at least the lin-
guistic labels UNKNOWN defined as the possibility distribution {1/d : d ∈ D}
for representing unknown values, and UNDEFINED corresponding to the pos-
sibility distribution {0/d : d ∈ D} which is used to represent inapplicable values.
The special value NULL can be informally described for illustrative purposes by
the hypothetical possibility distribution {1/UNKNOWN, 1/UNDEFINED}.
This possibility distribution indicates that any case, the value is unknown and
the value is not applicable, is totally possible.

A Generalized Fuzzy Relation can be built on top of generalized fuzzy do-
mains. The model defines a generalized fuzzy relation as RFG = (H,B), where
H is the head and B the body of the generalized relation.
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The head of a relation is defined as eq. 2.5 shows, where, each attribute AGj

has an associated fuzzy domain DGj (j = 1, 2, . . . , n), and CAGj
is a compati-

bility attribute whose domain is [0, 1].

H =
{(

AG1 : DG1 [, CAG1
]
)
,
(
AG2 : DG2 [, CAG2

]
)
, . . . ,

(
AGn : DGn [, CAGn

]
)}

(2.5)
The body of a relation is defined as eq. 2.6 shows, where i = (1, 2, . . . ,m),

m is the number of tuples belonging to the relation, d̃ij ∈ DGj is the value of
the j-th attribute of the i-th tuple, and cij is the compatibility degree of the
j-th attribute of the i-th tuple.

B =
{(

AG1 : d̃i1[, cAi1 ]
)
,
(
AG2 : d̃i2[, cAi2 ]

)
, ...,

(
AGn : d̃in[, cAin ]

)}
(2.6)

The square brackets in the previous formulae denote an optional element.
The compatibility degrees are optional elements because they are not allowed
in the base relations of the database, as the model does not consider partial
membership for the tuples of base relations. The compatibility degrees are
exclusively used for relations representing the result of a query, where their
value represents the compatibility of the attribute value with respect to the
query conditions.

In order to manipulate the data in a fuzzy database, the model defines the
Generalized Fuzzy Relational Algebra with union, intersection, difference, Car-
tesian product, projection, and join extended operators for generalized fuzzy
relations. The selection and join operations base their criteria on fuzzy compa-
tibility measures for fuzzy data.

Further work on the GEFRED model has addressed the fuzzy domain cal-
culus [19] and the division operator on fuzzy relations [20].

2.4.3 Object oriented fuzzy databases

With the appearance of the first object oriented databases in the early 90s,
research on fuzzy databases was focused on the incorporation of fuzziness into
all of their concepts. Fuzziness has been considered for attribute values, for the
behavior (methods) of objects, for the structure definition (i.e. set of attributes)
of classes and objects, for the relationships between objects and their classes,
and for the inheritance relationships between classes as well. This chapter only
focuses on aspects related to the flexible comparison of objects, so we refer the
reader to the book [10] for further study of object oriented fuzzy databases. This
is an excellent compilation of early work on fuzzy object oriented databases.

2.5 A fuzzy object-relational database model

The previous aims in the fuzzy database research field were the extension of
well studied and widespread database models of the moment, i.e. based on the
relational and object oriented database models, in order to make them able to re-
present and handle fuzzy data. This work, as a natural continuation of the aims
in fuzzy database research, proposes an extension of Object-Relational Databa-
ses. This proposal takes advantage of the extension mechanisms of ORDBMSs
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to make them able to represent, store, and retrieve fuzzy data, even of complex
data types.

Even though object-relational databases adopt an object oriented model for
data type definition and integrate it into the relational framework, the purpose
of this work is not to incorporate fuzziness in the definition and hierarchy of
data types. Most fuzzy object oriented model proposals aim to soften the re-
lationships between objects and classes, and subclasses and superclasses. The
proposal of this chapter, in contrast, aims to provide a way to flexibly compare
complex fuzzy data.

This section proposes a model to create fuzzy extensions of the basic data
type constructs of ORDBMSs, the UDTs and the collection types, in order to
make flexible their equivalence relations, and to allow a seamlessly integration
and representation of fuzzy data in the object relational framework. For the
chapter purposes, the proposed model is named SDSDM as an acronym of Soft
Data Server Database Model.

2.5.1 Flexibly comparable types

As it has been stated previously, the axis of the proposal is the aim of making
flexible the equivalence relations of complex data elements. This section pro-
poses a fuzzy extension of UDTs which allows a flexible comparison of their
objects.

In the previous section, which is devoted to a brief fuzzy database back-
ground, the idea of substituting an equivalence relation by a similarity relation
[9] or by a proximity relation [35] has been introduced. For chapter purposes, a
proximity or similarity relation substituting an equivalence relation is named a
flexible equivalence relation.

The application of this idea requires the definition a flexible equivalence
relation for each domain whose elements are going to be flexibly compared.
These flexible equivalence relations are modelled by a fuzzy relation, which is
typically described by a membership function.

Relational databases and their fuzzy extensions do not provide a way to
attach a user defined flexible equivalence relation to a domain. To fill this
gap, the implementations of the early fuzzy extensions stored the definition of
these relations as discrete membership functions in tables of the data dictionary
(or meta-database). This way, users are unable to define any arbitrary flexible
equivalence relation, specially a continuous one or a flexible equivalence relation
for a domain with high cardinality.

As the underlying database model of this proposal is an object-relational one,
it provides a seamless and natural way to attach the definition of the flexible
equivalence relation of a domain (UDTs in object-relational context) along with
the structure and behavior definition of the domain. SDSDM proposes that the
flexible equivalence relation of each flexibly comparable UDT should be specified
as part of its behavior.

We define a Flexibly Comparable Type (FCT) as a UDT which encloses, in
its own definition, its flexible equivalence relation specification as one of its
methods. In other words, a FCT is a class whose objects have a common
method whose implementation defines the membership function of the flexible
equivalence relation associated with the UDT. Such a method is named feq
(Fuzzy Equal) and its functional definition is shown in eq. 2.7, where D is the
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overcast cloudy sunny
clear 0 0 0.75
sunny 0 0.25
cloudy 0.75

Table 2.2: Flexible equivalence relation on the cloudiness domain

domain defined as a FCT, and µERD
is the membership function of the flexible

equivalence relation defined for the FCT.

feq(a, b) = µERD
(a, b); a, b ∈ D (2.7)

The domains (UDTs and built-in types) of a FORDBMS implementing the
proposed model are divided into two separate groups, those implementing the
feq method, and those not implementing it. The domains of the former type are
named FTC types, and the domains of the latter group are named Non FTC
(NFTC) types.

The strength of this proposal is the natural way in which flexible equivalence
relations are bound to their domains, at database model level, and the freedom
in which these equivalence relations can be defined, virtually any flexible equi-
valence relation which could be implemented as a method.

A flexibly comparable type for a scalar discrete domain

One of the most immediate and simple FCT is the one designed for modelling
a scalar domain on which a flexible equivalence relation is defined.

Each object of this FCT is able to represent one scalar, or less formally a
label, of the domain. The implementation of the feq method of the class returns
a value corresponding to the application of the membership function of the
flexible equivalence relation defined on the domain, which has been specified by
the FCT designer.

For instance, a FCT of this kind is useful to allow the flexible comparison
of cloudiness attribute domain values, defined in the previous example. This
domain is defined as {clear, sunny, cloudy, overcast}. A flexible equivalence
relation, which in this case is a proximity relation, for this domain could be the
one shown in Table 2.2.

The designer of the FCT can implement it to allow each object to represent
one of the scalars of the domain, and implement the feq method for returning a
value according to the previously defined flexible equivalence relation.

A flexibly comparable type for fuzzy numbers

Another good example of a possible FCT is the one designed to represent and
flexibly compare fuzzy numbers.

This FCT can be designed to model a domain whose elements are fuzzy
numbers that are defined as trapezoidal possibility distributions. A trapezoidal
possibility distribution is noted [α, β, γ, δ] and it is defined by the membership
function shown in eq. 2.8.



14 Chapter 2

Figure 2.1: Sketch of the process to calculate the resemblance of two objects as
proposed in CORM

µ[α,β,γ,δ](x) =





0 x ≤ α or x ≥ δ
x−α
β−α α < x < β

1 β ≤ x ≤ γ
δ−x
δ−γ γ < x < δ

, α ≤ β ≤ γ ≤ δ (2.8)

The proposed FCT includes an attribute of the numerical built-in type for
each of the four values defining a trapezoidal possibility distribution.

The resemblance of two fuzzy numbers could be calculated by means of their
possibility measure. Therefore, the feq method of this FCT can be implemented
as shown in eq. 2.9, where a and b are two fuzzy numbers, and ⊗ a t-norm.

feq(a, b) = sup
x
(µa(x)⊗ µb(x)) (2.9)

A generic flexible equivalence relation for user defined complex flexi-

bly comparable types

Even though a flexible equivalence relation of a user defined FCT can be any
of the designed by the user to meet particular requirements, in this section a
generic purpose flexible equivalence relation for user defined complex FCT is
introduced.

The proposed flexible equivalence relation is a fuzzy resemblance measure
for complex objects, whose attributes either are of FCT or NFCT types. For the
sake of simplicity, the proposed flexible equivalence relation is named Complex
Object Resemblance Measure (CORM).

The original idea of CORM was first proposed in [29] for OODBMS context,
and later adapted to the object-relational paradigm in [15].

The way CORM determines the resemblance between two objects of the
same type is sketched in Fig. 2.1, where o1 and o2 are objects of the same FCT,
a1, a2, . . . , an are attributes of these objects, and vij is the value of the attribute
aj for the object oi. This procedure is divided into the following steps:
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1. A resemblance degree between the pair of values of each attribute of
the compared object is calculated. For the i-th attribute, the function
Sai(o1, o2), which is detailed later, is used.

2. The resemblance degrees of each pair of attribute values are aggregated.
For this purpose, the VQ aggregator, which is described later, is employed.

Attribute resemblance measure One of the two main components of CORM
is the function to calculate the resemblance degree between a pair of values, of
the same attribute, from two objects of the same FCT. This resemblance mea-
sure is based on the flexible equivalence relation for the attributes whose type
is a FCT, and in the classical built-in equivalence for the attributes whose type
is a NFCT.

This resemblance measure is described by the function shown in eq. 2.10,
where o1 and o2 are two objects of the same class, o1.ai and o2.ai are the values
of the i-th attribute of the objects o1 and o2, and Cai is the class or type of the
i-th attribute of these objects, feqCai

is the membership function of the flexible
equivalence relation for the type Cai , δ(a, b) and is the Kronecker delta function
defined as eq. 2.11 shows.

Sai(o1, o2) =

{
feqCai

(o1.ai, o2.ai) if Cai is a FCT

δ(o1.ai, o2.ai) if Cai is a NFCT
(2.10)

δ(a, b) =

{
1 if a = b
0 if a ̸= b

(2.11)

Attribute resemblance aggregation Once the resemblance degree between
the pair of values of both compared objects is calculated for each attribute, these
degrees are aggregated to produce a global resemblance value for the objects.

In CORM, this aggregation is calculated by obtaining the degree of truth of
the vague sentence “Most of the important attributes of the class present similar
values in both objects”. This vague sentence involves linguistic quantifiers [48].

CORM allows the FCT designer to indicate a degree of relevance for each
attribute, so the resemblance measure can be adapted to the type specificity.
This makes CORM to focus more on the relevant attributes of the type.

The CORM proposal is based on the Vilas’ approach [41] to calculate the
degree of truth of the previous sentence. This approach is based on the concept
of coherent family of quantifiers to interpret the fuzzy quantifier “Most”. In
this approach, this quantifier is interpreted as a weighted combination of the
degrees of truth of the existential, ∃, and universal, ∀, quantifiers.

The degree of truth of the existential quantifier corresponds to degree of
truth of the sentence “There exists an important attribute which presents similar
values in both objects”. This degree is calculated as shown in eq. 2.12. In this
equation A is the set of the attributes of the compared objects data type. P
is the fuzzy set of relevant attributes whose membership function is defined as
eq. 2.13 shows, where pi is the relevance weight of the attribute given by the
type designer. Finally, R is the fuzzy set of the attributes whose values for both
objects resemble. Equation 2.14 shows the membership function of R.

∃a ∈ A, a ∈ P ∧ a ∈ R = sup
a∈A

(µP (a)⊗ µR(a)) (2.12)



16 Chapter 2

µP (ai) = pi , ai ∈ A (2.13)

µR(a) = Sa(o1, o2), a ∈ A (2.14)

Likewise, the degree of truth of the universal quantified sentence “All im-
portant attributes present similar values in both objects” is calculated as shown
in eq. 2.15, where the implication has been substituted as shown in eq. 2.16,
and ⊕ represents a t-conorm.

∀a ∈ A, a ∈ P → a ∈ R = inf
a∈A

((1− µP (a))⊕ µR(a)) (2.15)

P → R = ¬P ∨R (2.16)

As it has been stated before, the Vilas’s approach combines the previous
degrees of truth to obtain the degree of truth of the fuzzy quantifier Most. This
degree of truth is calculated by the function defined in eq. 2.17, where, γMost

is a factor in the interval [0, 1] for modelling the fuzzy quantifier Most. The
value of this factor for the existential quantifier, γ∃, is 1, and for the universal
quantifier, γ∀, is 0.

VMost(P/R) = γMost supa∈A(µP (a)⊗ µR(a))+
(1− γMost) infa∈A(µP (a)⊕ (1− µR(a)))

(2.17)

The result of the previous function corresponds to the resemblance degree
of a pair of compared objects. More formally, the resemblance degree of two
compared objects is defined as eq. 2.18 shows.

S(o1, o2) = VMost(P/R) (2.18)

2.5.2 Fuzzy collections

Previously, it has been stated that the proposed SDSDM model aims to create
fuzzy extensions of the basic data type constructs of ORDBMSs. In the previous
section, a fuzzy extension of UDTs has been proposed, so the objects of the
extended UDTs could be flexibly compared. In this section a fuzzy extension of
collection types is proposed. The proposed extension aims to add flexibility to
the collection types by allowing partial membership of their elements.

If a collection is extended to allow partial membership, there is not a direct
transposition from it to a fuzzy set as it might seem at first glance. A fuzzy set, in
its classical sense, is defined on a classical domain, where the classical equality
can be applied. This is not the general case of the fuzzy sets defined in the
SDSDM model. The base type of a fuzzy extension of a collection type can be a
FCT, where the classical equality is substituted by a flexible equivalence relation.
Because of the previous reason, we consider an extension of a collection type
as a fuzzy set whose associated operators are modified to take into account the
possible flexibility of the equivalence relation of the base type of the collection.
Such an extension is named a Fuzzy Collection.
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Basic operators on fuzzy collections

A useful concept for the redefinition of the basic fuzzy collections operators is the
similarity driven extension of a fuzzy collection. We define a similarity driven
extension of a fuzzy collection A as a fuzzy set AS containing the elements of
the original fuzzy collection A and the domain elements which are similar to
the elements of A in any degree greater than zero. Formally, AS is defined as
shown in eq. 2.19, where, S is the flexible equivalence relation defined for the
base type of the fuzzy collection A.

d ∈ AS ⇐⇒ ∃d′ ∈ A, (d, d′) ∈ S (2.19)

The membership function of a similarity driven extension of a fuzzy collection
is defined in eq. 2.20, where, D is the underlying domain (i.e. the base type)
on which A is defined.

µAS (d) = sup
d′∈D

µA(d
′)⊗ µS(d, d

′), d ∈ D (2.20)

In case of a fuzzy collection whose elements are of a NFCT, the flexible
equivalence relation is defined as the classical identity. In this case a fuzzy
collection is similar to a fuzzy set in the classical sense. Thus, a fuzzy set is a
particular case of a fuzzy collection.

With the help of the previous concept, the intersection of two fuzzy collec-
tions is a fuzzy collection defined as shown in eq. 2.21. This operation is noted
∩S in order to distinguish it from the fuzzy set intersection. This definition can
be reformulated in a set oriented view as eq. 2.22 shows.

d ∈ A ∩S B ⇐⇒ d ∈ A ∧ d ∈ BS ∨ d ∈ B ∧ d ∈ AS (2.21)

A ∩S B = A ∩BS ∪B ∩AS (2.22)

The previous definition takes into account the partial equivalence of FCT
objects by correlating the elements of each intersected set with the similarity
driven extension of its counterpart. The corresponding membership function is
shown in eq. 2.23.

µA∩SB(d) = µA(d)⊗ µBS (d)⊕ µB(d)⊗ µAS (d), d ∈ D (2.23)

The union and complement operations of a fuzzy collection remain as they
are defined for classical fuzzy sets. These operators do not have to correlate
the members of their operands (i.e. fuzzy collections), and therefore the flexible
equivalence relation is not needed to perform them.

The membership function of the fuzzy collection resulting from the union of
two fuzzy collections A and B is shown in eq. 2.24.

µA∪B(d) = µA(d)⊕ µB(d), d ∈ D (2.24)

The same way, the membership function of the complement of a fuzzy co-
llection A is the one shown in eq. 2.25.

µ
A
(d) = 1− µA(d), d ∈ D (2.25)
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Fuzzy collection inclusion

One of the most common relational operators used in queries in an ORDBMS
when they involve a collection type field is the inclusion operator. This operator,
in its classical version, returns a true value when all the elements of the left
operand are elements of the right operand, and a false value otherwise. Likewise,
the classical inclusion operator for fuzzy sets returns a Boolean value indicating
whether the fuzzy set corresponding to the left operand is included in the fuzzy
set corresponding to the right operand. Beyond the classical conception of the
inclusion operator for fuzzy sets, there is a large variety of proposals which makes
flexible this operator by defining a degree of inclusion instead of a Boolean value.
One of the reference works on making flexible the inclusion operator for fuzzy
set is [36].

A direct adoption for fuzzy collections of the classical fuzzy version of the
inclusion operator is not coherent. As it has been argued in the previous subsec-
tion, an equivalent operator for fuzzy collections should take into account the
peculiarities of the allowed domains in the SDSDM model, as the model allows
the definition of domains with a flexible equivalence relation substituting the
classical equality.

In order to calculate the degree to which a fuzzy collection A is included in
a fuzzy collection B, the SDSDM model makes use of the Resemblance Driven
Inclusion Degree. This degree is originally proposed in [29] and later adopted
for its usage in a FORDBMS context in [15].

If the original function is adapted to the notation proposed in this work by
means of the similarity driven extension of a fuzzy set, the resemblance driven
inclusion degree of a fuzzy collection A in a fuzzy collection B is calculated
taking into account the reasoning shown in eq. 2.26. This operator is noted as
⊆S in the rest of the paper.

A ⊆S B ⇐⇒ ∀d, d ∈ A → d ∈ BS (2.26)

The functional expression to calculate the degree of truth of the previous
reasoning is shown in eq. 2.27, where I is a fuzzy implication operator.

ΘS(B|A) = inf
d∈D

I(µA(d), µBS (d)) (2.27)

A resemblance measure for fuzzy collections

Another possible relational operator for collection types is the equality operator.
This operator is applied in the classical context to check if two collections contain
the same elements. If so, a true value is returned, otherwise a false value is
returned. There is also a version of this operator for fuzzy sets. This version
continues returning a true value if the two compared fuzzy sets contain the same
elements and a false value otherwise.

Once again, a direct adoption for fuzzy collections of the classical fuzzy sets
equality operator is not possible. As stated before, this operator was conceived
for fuzzy sets defined on an underlying domain where the classical equality holds.
Thus, a fuzzy collection equality operator that takes into account the flexible
equivalence relation defined on the base type of the collection is needed.

Besides, the equality operator must take into account the semantics of the
fuzzy collections. Like fuzzy sets, the semantics of the membership of an element
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into a fuzzy collection affects the way the resemblance degree is determined. On
the one hand, the basic set oriented view of a fuzzy set traditionally calls for a
conjunctive semantics. If the value of an attribute is a fuzzy set with conjunctive
semantics, all the fuzzy set elements are meant to be actual values of the values
of the attribute. On the other hand, fuzzy sets can be used to model exclusive
expressions (for instance, possibility distributions) where the semantics is clearly
disjunctive. An attribute, whose value is a possibility distribution represented
as a fuzzy set with disjunctive semantics, is meant to actually have only one
value. The actual value of the field is unknown, but it must be an element of
the possibility distribution.

A resemblance measure for fuzzy collections with conjunctive seman-

tics The SDSDM model adopts the Generalized Resemblance Degree between
Fuzzy Sets proposed in [29], which once more was adapted to the FORDBMS
context in [15], for measuring the resemblance of two fuzzy collections with
conjunctive semantics.

This operator is devised relying on the concept of double inclusion. Two
sets A and B are equal if, and only if, A is included in B and B is included in
A, or more formally as shown in eq. 2.28.

A = B ⇐⇒ A ⊆ B ∧B ⊆ A (2.28)

The previous expression makes use of the classical inclusion operator. When
A and B are two fuzzy collections the Resemblance Driven Inclusion Degree de-
picted in the previous section is applied. Thus, the flexible equivalence relation
defined for the base types of the fuzzy collections is taken into account. This
resemblance measure for fuzzy collections with conjunctive semantics, noted as
∧
=S , is formally defined as eq. 2.29 shows.

A
∧
=S B ⇐⇒ A ⊆S B ∧B ⊆S A (2.29)

The degree of truth for the previous expression is calculated as shown in eq.
2.30.

S(A,B)ג = ΘS(B|A)⊗ΘS(A|B) (2.30)

A resemblance measure for fuzzy collections with disjunctive seman-

tics In order to determine the resemblance of two fuzzy collections with disjun-
ctive semantics, the SDSDM model adopts the classical possibility compatibility
measure of possibility distributions. It is adapted so the flexible equivalence re-
lation of a FCT base type is taken into account.

The classical possibility compatibility measure of two possibility distribu-
tions A and B corresponds to the truth value of the expression shown in eq.
2.31.

∃d, d ∈ A ∧ d ∈ B ⇐⇒ ∃d, d ∈ A ∩B ⇐⇒ A ∩B ̸= ∅ (2.31)

As the intersection operator for fuzzy sets has been defined previously, the
second expression in the previous sentence is used to adapt the classical possibi-
lity measure to the fuzzy collections peculiarities. The resemblance measure for
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fuzzy collections with disjunctive meaning, noted as
∨̇
=S , is defined as eq. 2.32

shows.

A
∨̇
=S B ⇐⇒ ∃d ∈ A ∩S B (2.32)

Therefore, the functional definition of the resemblance measure results as
shown in eq. 2.33.

Π(B|A) = sup
d∈D

µA∩SB(d) (2.33)

Fuzzy collections as flexibly comparable types In the previous subsec-
tions, a way to calculate the resemblance of a fuzzy collection, either with con-
junctive or disjunctive semantics, is introduced. These measures provide a way
to flexibly compare fuzzy collections depending on its semantics.

The only requirement of a database type for being considered a FCT, is the
availability of a way to calculate the degree to which two values of the type are
equivalent. If the previously introduced resemblance measures are used for this
purpose, a fuzzy collection type can be considered a FCT, and therefore it can
be nested in other complex FCT types as any other FCT.

2.5.3 User defined linguistic labels

The usage of linguistic labels is a common practice in fuzzy database querying.
Actually, linguistic labels mean for fuzzy databases what is commonly known
as symbolic constants. Linguistic labels are an easy way to specify common
domain values in queries. They result especially convenient for those values
of FCT which are large fuzzy collections or complex objects, as they mean a
shortcut for these values. In this case, the usage of a linguistic label means an
increment of query clarity because it avoids complex constant expression, and
of course a saving of query writing effort.

In the SDSDM model, a user defined set of linguistic labels can be attached
to every FTC. The relation between a FCT and its linguistic labels, together
with the value which represents the linguistic label, is maintained in a table of
the data dictionary (or meta-database).

Special linguistic labels

In the SDSDM model, every FCT has a predefined set of special linguistic
labels. These linguistic labels represent special values which are used to model
the ignorance of a field value, the UNKNOWN label, the inapplicability of a
field, the UNDEFINED label, and the ignorance about the applicability of
the field and its value if the field were applicable, the NULL label.

These special linguistic labels are directly taken from the GEFRED model
[30]. The way the special linguistic labels are defined in the SDSDM model
differ slightly from GEFRED model. In the latter, the special linguistic labels
are defined as possibility distributions, which are the GEFRED model basic
constructs. As SDSDM includes some more type constructs such as conjun-
ctive fuzzy collections and flexible comparable types that are not possibility
distribution oriented, the special linguistic labels are defined in terms of their
resemblance values when they are compared to other domain values.
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When the resemblance of the linguistic label UNKNOWN to another do-
main value is computed, the expression shown in eq. 2.34 is applied.

feq(d, UNKNOWN) = 1, ∀d ∈ D (2.34)

If the special linguistic label UNDEFINED is compared to another do-
main value or the label UNKNOWN , the resemblance degree is computed by
applying the expression shown in eq. 2.35.

feq(d, UNDEFINED) = 0, ∀d ∈ D ∩ {UNKNOWN} (2.35)

When the special linguistic label NULL is involved in a resemblance compa-
rison with another domain value or the special linguistic labels UNKNOWN
or UNDEFINED, the resemblance degree is computed as shown in eq. 2.36,
where null is the native null value of object-relational databases.

feq(d,NULL) = null,
∀d ∈ D ∩ {UNKNOWN,UNDEFINED} (2.36)

The reader should not confuse the previous null value, which is named native
null for the sake of clearness, with the special linguistic label NULL. The
former is a value of the three-valued logic used in relational and object relational
databases, where null means ignorance of the truth value of a proposition. This
is used by the SDSDM model to indicate the ignorance about a resemblance
degree value, because it is impossible to be determined with the current data in
the database. The latter, the special linguistic label NULL, as stated earlier,
represents the case of total ignorance about the applicability of a field, and the
ignorance of its value if it were applicable.

2.5.4 Expression capabilities of SDSDM

With the previously defined elements, the SDSDM model reaches the expressive
capabilities of the preceding fuzzy database models.

The GEFRED model stands out for gathering in one model the contributions
of the most important previous proposals. As a result, GEFRED is able to
manage all kinds of fuzzy and non-fuzzy data which are supported by most of
the previous models. These kinds of fuzzy and non-fuzzy data are:

1. A single scalar. This kind of values is represented as a discrete possibility
distribution including one element. The GEFRED model supports the
definition of a fuzzy equivalence relation between the elements of the scalar
domain.

2. A single number. This kind of values is represented as a built-in numerical
type or as a discrete possibility distribution with only one element.

3. Possibility distributions on scalar domains. This kind of values is repre-
sented as discrete fuzzy sets with disjunctive semantics. The GEFRED
model supports the definition of a fuzzy equivalence relation between the
scalars of the domain on which the possibility distribution is defined.

4. Possibility distributions on numerical domains. This kind of values is
represented as discrete fuzzy sets with disjunctive semantics. This kind of
data includes the particular case of fuzzy numbers.
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5. Special values representing the ignorance about a field value. This kind
of values is represented by the special linguistic label UNKNOWN .

6. Special values representing the inapplicability of a field. This kind of
values is represented by the special linguistic label UNDEFINED.

7. Special values representing the ignorance about the field applicability and
about its field value if it were applicable. This kind of values is represented
by the special linguistic label NULL.

The SDSDM model is able to represent the previous kinds of values. These
are represented by means of the following constructs:

1. A single scalar. This kind of values is represented by using the previously
described FCT for discrete scalar domains. As GEFRED, the SDSDM
model supports the definition of a fuzzy equivalence relation between the
scalars of the domain.

2. A single number. In SDSDM model this kind of values is represented as
the ORDBMS built-in numerical type.

3. Possibility distributions on scalar domains. This kind of values is re-
presented in SDSDM model as a combination of FCTs. The values are
represented as a fuzzy collection with disjunctive semantics of values of
the previously defined FCT that models the scalar domains.

4. Possibility distributions of numerical domains. In SDSDM model, this
kind of values is represented, as the previous kind, as a combination of
data types. The values are represented as fuzzy collections with disjunctive
semantics whose elements are values of the host ORDBMS built-in type
for numbers. Fuzzy numbers are represented by the previously described
FCT for fuzzy numbers.

5. Special values representing the ignorance about a field value. The spe-
cial linguistic label UNKNOWN is also available in SDSDM model for
symbolizing the ignorance of the attribute or field value.

6. Special values representing the inapplicability of a field. The special lin-
guistic value UNDEFINED is inherited by the SDSDM model from the
GEFRED model in order to symbolize this kind of values.

7. Special values representing the ignorance about the field applicability and
about its value if it were applicable. Once again, the SDSDMmodel adopts
the special linguistic label NULL from the GEFRED model to symbolize
this kind of values.

In addition to the previous kinds of values, the SDSDM model is able to
represent the following:

8. Possibility distributions on any kind of FCT and NFCT domains. Fuzzy
collections with disjunctive semantics are not limited to numerical or scalar
values. In SDSDM model it is possible to define a fuzzy collection with
disjunctive semantics on every domain of the database, which includes
every FCT or NFCT type.
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9. Fuzzy sets on any kind of FCT and NFCT domains. The SDSDM model
supports the representation of fuzzy sets defined on every kind of database
domain, particularly including FCT and NFCT types. This kind of data
is represented by fuzzy collections with conjunctive semantics.

10. Complex data types including FCT and NFCT attribute values. As an
object-relational database model, SDSDM model allows the definition by
the user of complex data types as a structure of fields, which can include
user defined methods to encapsulate its behavior. The SDSDM model in-
cludes an additional and optional feature to enable the flexible comparison
of complex data elements by making use of a flexible equivalence relation.
This flexible equivalence relation is totally user definable as it is defined as
a special method of the type, so the user can programmatically specify the
relation. Of course, SDSDM model also allows the definition and usage on
each model construct of classical complex data types that are not flexibly
comparable.

2.6 Soft Data Server, a fuzzy object relational
database management system

The previously depicted model is implemented in an experimental prototype
named Soft Data Server (SDS) [15]. SDS is an extension of a well-known and
widespread commercial ORDBMS. It creates a FORDBMS on the underlying
ORDBMS.

SDS extends the host ORDBMS by taking advantage of the extension me-
chanisms included in the latest SQL standards, SQL:1999 and SQL:2003, as the
underlying ORDBMS is compliant with useful parts of these standards for SDS
purposes.

SDS mainly defines a group of UDTs which holds the representation and
manipulation details of fuzzy data in the database, and helps the user to create
his own FCTs.

These UDTs, and their supertype/subtype relation are depicted in fig. 2.2.
The figure includes a pair of abstract data types that do not correspond to real
database types, but help to clarify the SDS type structure. The mentioned
abstract data types are DatabaseDataTypes, which model a root type for every
database data type, and BuiltInTypes, which is the common ancestor for the
built-in data types of the ORDBMS. In the figure these abstract data types
have a dark background in order to differentiate them from non-abstract UDTs

The UDTs for fuzzy data representation and manipulation included in SDS
are the following:

• FlexiblyComparableTypes: This UDT is the common ancestor for all the
UDTs included in SDS. Its main purpose is to encapsulate all the common
and compulsory behavior for FCTs. One of these compulsory methods is
an abstract method for flexible comparison, which is redefined in each
subtype in order to implement its corresponding flexible equivalence rela-
tion. This redefinition is particularly important in user defined FCTs, so
the user attaches to the data type an especially designed flexible equiva-
lence relation. Another common behavior encapsulated in this UDT is the
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DatabaseDataTypes
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Figure 2.2: SDS Data types

set of methods to allow the definition, update and deletion of linguistic
labels for the type.

• AtomicFCT : This UDT act as the common ancestor for those SDS UDTs
designed to represent non complex or set oriented data, namely atomic
fuzzy data, as fuzzy numbers and scalars.

• FuzzyNumbers: This UDT is designed to represent and manage fuzzy
numbers in SDS. This UDT is a FCT as it implements the method feq. It
encapsulates the flexible equivalence relation proposed in the subsection
devoted to describe the FCT for fuzzy numbers. Additionally, this type in-
cludes methods implementing fuzzy relational comparators for fuzzy num-
bers. These fuzzy relational comparators are similar to those included in
FSQL Server [21, 22], where are named fuzzy comparators.

• FCScalars: This UDT is designed as a common ancestor for the FCT
representing discrete scalar domains where a flexible equivalence relation
is defined. The type encloses helper methods for the definition and removal
of FCTs representing flexibly comparable scalar domains along with their
associated flexible equivalence relations.

• FuzzyCollections: This UDT is the common ancestor of every type inclu-
ded in SDS which represents an extension of the collection types of the
ORDBMSs.

• ConjunctiveFC : This UDT gathers all the necessary functionality related
to fuzzy collections with conjunctive semantics. This functionality inclu-
des helper methods for the definition and deletion of fuzzy collections of
base type determined by the user. In addition to these DDL methods,
the type includes a default implementation for the feq method, which im-
plements the flexible equivalence relation. This implementation is made
according to the flexible equivalence relation for fuzzy collections with con-
junctive semantics described in subsection devoted to this kind of data.

• DisjunctiveFC : This UDT is analogous to the previously described UDT,
but it is conceived for being the common ancestor of fuzzy collections
with disjunctive semantics. As the previous UDT, this data type includes
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helper methods for the definition and deletion of fuzzy collections whose
elements are of a user determined base type. Likewise, the type includes a
default implementation for the feq method that is based on the functional
specification of the flexible equivalence relation described in the SDSDM
model for this kind of types.

• ComplexFCT : This UDT is a common ancestor for every user defined FCT
designed to represent and manage complex data organized as a structure
of fields. It includes a set of methods that encapsulate the user defined
behavior for the data type. This supertype includes a specific implemen-
tation of the feq method that is based on the generic flexible equivalence
relation for flexibly comparable complex data types described in a previous
section.

2.7 A fuzzy object-relational database applica-
tion on image retrieval

This section introduces a sample application of a FDBMS implementing the
SDSDM model. This example focuses on querying an image database by domi-
nant color criteria, where each dominant color is described by linguistic labels.
In this example the previously proposed data types are used to model a complex
data type for representing the dominant color of an image, and the use of fle-
xibly equivalence relations for retrieving images with a similar set of dominant
colors.

2.7.1 Dominant fuzzy color descriptors

The base of this example has been previously published in [12, 2]. In these papers
an algorithm for extracting dominant fuzzy colors from an image is described.
For the example purpose, the only relevant detail is that the output of the
algorithm is a fuzzy set representing the dominant fuzzy colors of an image. We
refer the reader for particular details of this algorithm to the previous references.

A fuzzy color is described as a composition of three linguistic labels which
describe the hue, saturation and illumination components of the HSI color space.
A simplified set of these linguistic labels is illustrated by fig. 2.3. In this
figure, each label is associated with its corresponding trapezoidal possibility
distribution defined on the domain of a color component.

Each image is related to a fuzzy set of dominant fuzzy colors, where the
membership degree of each dominant fuzzy color is equivalent to its degree of
dominance in the image.

An example of the fuzzy set of dominant fuzzy colors of an image could be
the one shown in eq. 2.37.

{0.7/(red, lowSaturation, bright),
0.5/(blue, highSaturation, V eryHighIllumination),
0.3/(yellow,mediumSaturation,HighIllumination)}

(2.37)

At first glance, an evident advantage for the user can be noticed. Traditional
image databases work with quantities, so the user experiences more difficulties
to understand these values, and to write queries. This approach makes flexible
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Figure 2.3: Linguistic labels for HSI color components
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DatabaseDataTypes

FlexiblyComparableType AtomicFCTFuzzyCollections

ComplexFCT FuzzyNumbersConjunctiveFC

FIllumination

FHue

FSaturationFuzzyColorDominantColorSet

Figure 2.4: UML Diagram for DominantColorSet data type

the color comparison and definition and, at the same time, makes the query
definition and the results more easily understandable for users.

2.7.2 Flexible comparable types for representing domi-
nant fuzzy color descriptors

Previously, a descriptor for the set of dominant colors of an image is described.
When this data is handled by an image retrieval system supported by a DBMS,
a UDT for representing this complex piece of data can ease the storage, handling
and querying of these image descriptors.

As these descriptors are a complex combination of fuzzy data constructs, a
FORDBMS based on the SDSDM model would be very convenient for storing
and querying this kind of data.

The data type DominantColorSet is the FCT which models the proposed
image domain fuzzy color descriptor. This data type is modelled as shown in
fig. 2.4.

Let us describe the definition the DominantColorSet data type by a bottom-
up approach. A fuzzy color is basically composed of linguistic labels which
represent its hue, saturation and illumination components. These linguistic la-
bels, in turn, correspond to trapezoidal possibility distributions defined on crisp
numerical hue, saturation and illumination domains, as shown in fig. 2.3. Each
component of the fuzzy color could be modelled as a FCT based on the Fuzzy-
Number data type of SDS. Thus, the FCT FHue, FSaturation and FIllumination
data types are defined in order to model the domain of the components of a fuzzy
color. On these data types, the linguistic labels, shown in fig. 2.3, are defined
on their corresponding data type in order to make them valid constant values.

As it was described previously, a fuzzy color is a composition of three lin-
guistic labels, each one representing a fuzzy value of the hue, saturation and
illumination components. In the database a fuzzy color is represented as a com-
plex object. The data type FuzzyColor, which is a subtype of the ComplexFCT
SDS data type, is a complex data type composed by three fields whose values
are respectively of the FHue, FSaturation, and FIllumination data types.

Finally, the DominantColorSet data type is defined as a fuzzy collection
with conjunctive semantics whose elements are of the FuzzyColor FCT. The
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membership degree of each element of the fuzzy collection corresponds to the
degree of dominance of the represented fuzzy color.

2.7.3 Flexible operators for dominant color based retrieval

Once the dominant color descriptors are stored in the fuzzy database along
with their corresponding images, it is necessary to provide the user with a way
of defining queries to retrieve the images using the color descriptors as criteria.

As the dominant color descriptors of images are fuzzy collections of fuzzy
colors, the previously defined operators for fuzzy collections are useful.

The previously defined resemblance driven inclusion is a flexible way of re-
trieving from a database images that include a set of dominant fuzzy colors.
For instance, the user could ask the system for images including high saturated
bright red, and medium saturated high illuminated blue as dominant colors. If
the inclusion operator is used to define a condition on the set of dominant colors
in a query, the result is composed by images including the set of fuzzy dominant
colors defined in the condition. Besides, as the proposed inclusion operator is
based on resemblance measures, the results also contain images including a simi-
lar set of fuzzy dominant colors. Each returned image is related to a fulfillment
degree, which is as high as the set of dominant fuzzy colors of the image are
more similar to the set defined in the condition. This fulfillment degree makes
possible the ordering of the result by their similarity to the query conditions.

Another useful element for query definition in the proposed image database is
the previously defined fuzzy collection resemblance measure, which is modelled
as the fuzzy collection resemblance operator. If this operator is used in queries,
the user can retrieve images with a dominant fuzzy color descriptor similar to
a given one. This kind of queries is useful to retrieve from an image bank those
images with a similar set of dominant colors of a given sample image.

Flexible equivalence relation for fuzzy color instances

As it has been described previously, fuzzy color instances are values of the Fuzzy-
Color data type. This data type is a subtype of the ComplexFCT data type
and therefore its default flexible equivalence relation is the previously proposed
generalized resemblance measure for flexible comparable types.

During some tests with users, it was found that the resemblance degree bet-
ween two fuzzy colors computed using this default flexible equivalence relation
results to be very strict.

As the SDSDM model is designed with openness in mind, the deliberated
inheritance relation between the user defined FCT for representing fuzzy colors
(FuzzyColor) and its ancestor (ComplexFCT ) makes possible a redefinition of
the flexible comparable relation of domain elements, so it can be adapted to the
user needs and to the domain specificities.

When the FuzzyColor data type is defined, its flexible equivalence relation
is defined to match the expression shown in eq. 2.38, where o1 and o2 are two
objects of the FuzzyColor data type , o1.ai and o2.ai are the values of the i-th
attribute of the objects o1 and o2, and feq is the membership function of the
flexible equivalence relation of each corresponding attribute type.
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feq(o1, o2) =
1

n

n∑

i∈A
feq(o1.ai, o2.ai) (2.38)

2.7.4 Image retrieval by a dominant fuzzy color criteria

A dominant fuzzy color based image retrieval can be easily performed by ta-
king advantage of the previously defined FCTs, operators and the fuzzy color
resemblance measure.

The previous elements make the FORDBMS able to answer queries including
conditions defined in the set of dominant colors. SDS takes advantage of the
latest SQL standards so a flexible query for this server could be expressed as a
standard SQL in which UDT methods and user defined operators are used to
allow the access to flexible query features of the FORDBMS.

A dominant color based condition is, in fact, a flexible condition defined on
the fuzzy collection of fuzzy colors describing the dominant colors of each image
in the database. As it has been stated before, the inclusion and resemblance
operators of fuzzy collections can be used to create this kind of conditions. Each
user defined fuzzy color constant used in a query can be defined by using the
linguistic labels previously defined for the FCTs that represent the HSI color
components.

A requirement on a color component could be omitted by using the special
linguistic label UNKNOWN , which fully resembles to any value.

An example of a condition using the fuzzy inclusion operator is “Retrieve all
images including bright very high saturated red”. This condition is defined using
the fuzzy collection inclusion operator between the image descriptor and a user
defined fuzzy collection constant of fuzzy colors. A query applying this condition
is expressed in SQL using the previously defined data types and operators as
the following sentence:

SELECT image,cdeg(1) FROM images WHERE FCond( FInclusion(

ColorDescriptor,

DominantColorSet(1.0, FuzzyColor(

FHue(’red’),FSaturation(’veryhighsat’),

FIllumination(’bright’)

) ) ) , 1 ) > 0 ORDER BY 2 DESC;

where cdeg is an ancillary operator [32] that returns the fulfillment degree of
the flexible condition marked by the same numerical value in the where clause.
FCond is a function that encloses flexible conditions and returns their fulfillment
degree. An ancillary operator is a special operator that makes possible the
transfer of the result of an operator in the where section of a query to the select
section. In this case, FCond has the value 1 as its last argument to link it to the
cdeg operator at the select section that receives the same value as argument.

Figure 2.5 shows the results of the previous query and some more complex
query examples combining several color inclusion conditions of this type of que-
ries applied on a database of 160 flag images. In this figure, the first column
shows the fuzzy colors which must be included in the resulting images, and for
each fuzzy color a sample crisp color which fits it. The second column shows
the top 5 most relevant images.
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Query Results 
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Figure 2.5: Color inclusion query results

Another example of this kind of condition is the requirement “Retrieve all
the images including bright colors”. In this case, the inclusion operator must
ensure the inclusion of the fuzzy color whose hue is UNKNOWN , its saturation
is UNKNOWN , and its illumination is bright. The label UNKNOWN must
be used to avoid the definition of the condition for the hue and saturation
components. The previously defined query, applied on a database of about 700
color images, obtains the results shown in fig. 2.6. In the same figure the results
of a similar query for retrieving images with dark dominant colors is included.

Finally, an example of a query using the resemblance operator to retrieve
the set of images of a database with a dominant color pattern similar to the one
associated with a sample image is the following:

SELECT a.image,cdeg(1) FROM images a, images b WHERE b.id=# AND

FCond( FEQ( a.ColorDescriptor, b.ColorDescriptor ),1 ) > 0

ORDER BY 2 DESC;

where # is a number constant corresponding to the numerical identifier (i.e.
primary key) of the sample image.

The results of several examples of this kind of queries, applied on a database
with about 700 color images, are shown in fig. 2.7. In each example, the fist
column shows the sample image, and the second column shows the set of images
ordered by relevance with a dominant color pattern similar to the image sample.
The image sample is excluded from the results for the sake of brevity, as it is
obviously a perfect match.

2.8 Conclusions and future research directions

At the beginning of this chapter, the current trends in the database world and
in the fuzzy database research field have been discussed.
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Figure 2.6: Color inclusion query results for the illumination component
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Figure 2.7: Image resemblance query results
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On the one hand, the most recent answer of crisp DBMS practitioners
and manufacturers to the problem of complex data management is the object-
relational database model. Object-relational databases are being well accepted
by the database market due to their combination of the good features of the
relational and object-oriented database models. As a result of its success and
acceptance, the object-relational paradigm is gradually being incorporated in
recent SQL standards.

On the other hand, the aim of the fuzzy database models proposed in the
literature has been to extend current database models in order to make them
able to represent and retrieve fuzzy data. As a result, the relational model and
the object-oriented database model, have been extended in several ways.

In this chapter we propose the SDSDM model. This is an extension of the
object-relational model to make it able to represent fuzzy data. The model keeps
the modelling power of previous fuzzy relational models, as it is able to represent
the kind of fuzzy data that can be represented in previous proposals. Moreover,
the SDSDM model is able to represent new kinds of fuzzy data resulting from
the extension of the basic data constructs of ORDBMS, the UDTs and the
collection data types. These new fuzzy data types make the SDSDM model
able to represent complex data composed of fuzzy and crisp values, and fuzzy
collections of data with conjunctive and disjunctive semantics. The model is
designed with openness in mind, so the user can customize each default aspect
of the model.

Additionally, the chapter has introduced the basis of an implementation of
the SDSDM model in a FORDBMS. The proposed data types can be seamlessly
integrated in an ORDBMS by making use of its native extension mechanisms,
i.e. UDTs. As the fuzzy data representation features are integrated as native
extensions, there is no need for a special bridge, which overlies the underlying
DBMS, to process the specificities of the fuzzy data. Actually, every compo-
nent for fuzzy data handling is fully integrated in the host ORDBMS and the
query language extension for fuzzy querying is fully SQL compliant. A sam-
ple application of the resulting FORDBMS and its query language has been
presented.

One of the main weaknesses of fuzzy databases is that the flexible conditions
in queries hugely increment the number of candidate results. This leads to a
performance reduction of query processing, which makes fuzzy databases not
actually competitive, in contrast with crisp systems. Future research will focus
on providing indexing mechanisms for fuzzy data in order to increment the
performance of FORDBMS query processing. Additionally, the optimization of
fuzzy queries should also be addressed, as it could contribute to an additional
increase of fuzzy query processing performance.
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A B+-tree based indexing
technique for fuzzy
numerical data

3.1 Abstract

This paper proposes an indexing technique for fuzzy numerical data which in-
creases the performance of query processing when the query involves an atomic
possibility measured flexible condition. The proposal is based on a classical
indexing mechanism for numerical crisp data, B+-tree, which is implemented
in most commercial database management systems (DBMS). This makes the
proposed technique a good candidate for integration in a fuzzy DBMS when it
is developed as an extension of a crisp DBMS. The efficiency of the proposal is
contrasted with another indexing method for similar data and queries, G-tree,
which is specifically designed to index multidimensional data. Results show that
the proposal performance is similar to and more stable than the measured for
G-tree when used for indexing fuzzy numbers.

3.2 Introduction

Fuzzy set theory is a paradigm shift which helps to resolve classical, and non-
classical, problems in a more convenient way than crisp systems by softening
set boundaries. The database world has taken advantage of fuzzy set theory
by using it as a way to manage imprecise, uncertain and inapplicable data
(called fuzzy data in this framework) and to model and process flexible queries.
As a result of this trend, a significant number of proposals on fuzzy database
models [18, 39, 34, 49, 30, 10] and flexible querying [7] have been published.
There have also been various implementations of fuzzy DBMS (FDBMS) [24, 21],
in which imprecise, uncertain and inapplicable data can be managed and/or
flexible queries can be processed.

Original paper published in: Barranco, C. D., Campaña, J. R., and Medina, J. M. 2008.
A B+-tree based indexing technique for fuzzy numerical data. Fuzzy Sets Syst. 159, 12 (Jun.
2008)
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The emergence of fuzzy databases means that a new tool is available for de-
veloping novel applications which would process very large data sets pervaded
with imprecision and vagueness using fuzzy methods. As these novel applica-
tions prove their potential as prototypes, they are integrated into real-world
environments. In this kind of environment, high performance, scalability and
availability are required for applications, and subsequently for each of their
components, particularly for their underlying FDBMS.

Unfortunately, performance is the Achilles heel of existing FDBMS imple-
mentations. Many authors point out that FDBMS should not be developed from
scratch as building an efficient database engine is a costly task. In this case, the
resulting FDBMS (most of them research prototypes) would not offer the same
high performance, scalability and availability as their crisp counterparts. If so,
this shortcoming would undermine the benefits provided by the fuzzy approach.

An FDBMS can, however, be built on a crisp database engine. This approach
allows advantage to be taken of the qualities of the underlying crisp DBMS with
no costly implementation. One solution following this idea has been offered by
a recent proposal for a fuzzy object-relational DBMS (FORDBMS) model [15].
This proposal takes advantage of the extension mechanisms of recent commercial
object-relational DBMS (ORDBMS) in order to build user-defined data types
to seamlessly represent, store, query and manage fuzzy data by modeling them
as native database objects. The resulting FORDBMS following this approach
combines the high performance, scalability and availability of the underlying
crisp DBMS with the fuzzy data handling power of FDBMS.

In addition to an efficient database engine, indexing mechanisms are the key
for high performance in databases. Although a great deal of research has been
carried out into fuzzy database models, not so much work has been done into
indexing mechanisms for efficiently accessing fuzzy data. Moreover, the existing
proposals of indexing mechanisms for fuzzy data require specific data structures
and algorithms which cannot be easily incorporated into an ORDBMS using its
extension mechanisms.

This paper proposes an indexing technique for fuzzy numerical data to im-
prove query processing when a particular kind of flexible condition, known as
the possibility measured atomic flexible condition and defined in the following
section, is involved. The data structure and search algorithm of the propo-
sed indexing mechanism is based on classical indexing structures for numerical
crisp data, i.e. B+-trees. This underlying indexing technique is not specifically
designed to index fuzzy numerical data but it is a simple and well-optimized
technique which is available in virtually every current DBMS. This near-to-
general availability of B+-tree indexing methods would result in a reduction of
implementation, integration and optimization efforts, which in some cases do
not exist at all, to incorporate the proposed indexing technique to an FDBMS
extending a crisp DBMS. Although its performance might be lower than more
complicated specifically designed fuzzy numerical data indexing techniques, we
do not consider the difference in performance to be significant and therefore the
effort reduction would make up for this.

The chapter is organized as follows. The concept of fuzzy numerical data and
possibility measured flexible conditions in the context of the paper is described in
Section 3.3. Section 3.4 briefly introduces related work on fuzzy data indexing.
Section 3.5 outlines the indexing principle on which the proposed and studied
indexing techniques rely. Section 3.6 describes the studied indexing techniques.
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Figure 3.1: Trapezoidal characteristic functions

Section 3.7 presents the measures and procedures for evaluating the performance
of the studied indexing techniques. Section 3.8 analyzes the performance results.
Finally, Section 3.9 contains the concluding remarks and explores future lines
of research.

3.3 Fuzzy data and flexible queries

As mentioned previously, this paper focuses on the proposal of an indexing
method and its associated data structure for fuzzy numerical data to improve
the performance of query processing when a possibility measured atomic flexible
condition is involved. This section explains these concepts in the context of this
paper.

3.3.1 Fuzzy numerical data

For the purposes of the paper, a fuzzy numerical value is an imprecise and/or
vague numerical value. This kind of value is stored in a fuzzy database when
the precise value of a numerical attribute is not known. Examples of this kind
of data for an age attribute are “about five” or “between 20 and 30”. A value of
this kind of data is modeled by a convex possibility distribution defined on an
underlying domain D in which a linear order relation is defined. The function
that characterizes the possibility distribution maps every element d of D to the
possibility degree of the fact that d is the actual value of the attribute.

This kind of fuzzy data can be modeled using any possibility distribution
characterized by a convex function f : D → [0, 1], and the considered indexing
techniques are valid for any of them. Trapezoidal functions will, however, be
used exclusively in the examples in this paper for the sake of simplicity and the
strong expressive capacity of this kind of characteristic function. A trapezoidal
function t[α,β,γ,δ] on the underlying domain D is defined as shown in Eq. 3.1.
In the rest of the paper it is noted as [α, β, γ, δ] for the sake of simplicity. A
graphical representation of this kind of function is shown in Fig. 3.1.

t[α,β,γ,δ](d) =





0 d ≤ α or d ≥ δ
d−α
β−α α < d < β

1 β ≤ d ≤ γ
δ−d
δ−γ γ < d < δ

, α, β, γ, δ, d ∈ D,α ≤ β ≤ γ ≤ δ (3.1)

Trapezoidal possibility distributions are well suited for representing several
kinds of fuzzy and crisp numerical data such as:
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• Fuzzy intervals: when the trapezoidal possibility distribution is defined as
[p − m, p, q, q + m], where [p, q] is a crisp interval, and m is the margin
defining the looseness of the approximation.

• Approximate values: this is a particular case of the earlier type when
the possibility distribution is defined as [n − m,n, n, n + m], where n is
the value which is approximated, and m is the margin for expressing the
looseness of the approximation.

• Crisp intervals: a particular case of fuzzy intervals is when some impreci-
sion about the value can be represented as a strict interval. In this case,
the trapezoidal possibility distribution is defined as [a, a, b, b], where a and
b are the lower and upper bounds of the interval.

• Crisp numbers: a particular case of all the previous kinds is when the
possibility distribution is defined as [n, n, n, n], where n is the precise
number.

3.3.2 Atomic flexible conditions

In the context of this paper, an atomic flexible condition is a combination of a
mono-attribute fuzzy condition and a threshold.

A fuzzy condition is a gradual restriction imposed on the values of an attri-
bute. This restriction is modeled as a fuzzy set of acceptable values which must
be characterized by a convex membership function. Some instances of this kind
of condition on an age attribute are “around 30” and “in his/her 20s”.

Naturally, a fuzzy condition could be partially satisfied. When a fuzzy con-
dition is applied on an attribute of a table containing fuzzy numerical values
(including crisp values as a particular case), it results in two fuzzy sets of rows:
those possibly satisfying the condition and those necessarily satisfying it. The
membership degree of the table rows to these two fuzzy sets are the possibility
and the necessity degrees, respectively, and they indicate the extent to which
the fuzzy condition is possibly and necessarily satisfied.

The membership function of the fuzzy set of rows possibly and necessarily,
respectively, satisfying the fuzzy condition C on the attribute A is defined as in
Eq. 3.2, and Eq. 3.3, respectively. For these equations, D(A) is the underlying
domain associated to the fuzzy attribute A, ΠA(r) is the possibility distribution
which describes the fuzzy value of the attribute A for the row r, and µC is the
membership function defining the fuzzy condition C.

Π(C/r) = sup
d∈D(A)

(ΠA(r)(d) ∧ µC(d)) (3.2)

N(C/r) = inf
d∈D(A)

([1−ΠA(r)(d)] ∨ µC(d)) (3.3)

This paper only focuses on possibility measured conditions since necessity
measured conditions, which can take advantage of a more efficient indexing
schema, warrant specific work. Nevertheless, since the possibility degree is al-
ways greater than or equal to the necessity degree [25], the proposed indexing
schema can be used as a preselection mechanism for the processing of queries
including necessity measured atomic flexible conditions. In the rest of the paper,
the possibility degree is therefore called the fulfilment degree of the condition.



3.4 Related work 37

A fuzzy condition is typically used in conjunction with a crisp relational
comparator for setting a threshold (i.e. a minimum) for its fulfilment degree.
This minimum specifies the degree of flexibility in which the fuzzy condition is
applied. The threshold varies from 1 (no flexibility) to 0 (maximum flexibility).
The typical expression for applying a threshold T is Π(C/r) ≥ T , except when
the threshold is 0. In the latter case the expression Π(C/r) > T is applied. The
combination of a mono-attribute fuzzy condition with a threshold results in a
crisp Boolean condition. This combination is called an atomic flexible condition
for the purposes of this paper and is notated as ⟨C, T ⟩.

3.3.3 Queries involving flexible conditions

The performance of the evaluation process of a query involving an atomic fle-
xible condition can be improved by using an index when the fuzzy restriction
is a constant fuzzy numerical value. An example of this kind of query is the
following:

SELECT * FROM table WHERE FEQ(att,[a,b,c,d])>=T

The previous query is based on the syntax of Soft Data Server (SDS) [15],
a prototype of an FORDBMS. It includes the fuzzy comparator FEQ which is
based on the described possibility measure. When applied to two attributes or
values of a fuzzy numerical data type, the operator returns a numerical result
in the interval [0, 1]. This value indicates the extent to which the values of the
two attributes are possibly equal.

This query returns a table containing all the rows from the table table where
its value for the fuzzy numerical attribute att is possibly equal to the fuzzy
constant restriction, which is represented as a trapezoidal fuzzy set [a, b, c, d],
with a fulfillment degree greater than or equal to the threshold value T.

3.4 Related work

As mentioned previously, not much research has been carried out into the in-
crease of performance of fuzzy databases by means of indexing techniques. In-
cluded in this work is the seminal paper [5] by Bosc et al. which highlights the
need for specific indexing techniques for fuzzy databases. This paper propo-
ses two indexing principles for flexible querying using possibility and necessity
measures on fuzzy attributes modeled as possibility distributions. These inde-
xing principles, which are described in the next section, are the basis of later
work on indexing this kind of fuzzy data, which includes the indexing techniques
discussed in this paper.

In [6, 33], the same author proposes an indexing method to improve the
performance of flexible query processing on crisp databases. This consists in
creating one index structure for each fuzzy predicate associated to a crisp at-
tribute. Each index structure (one for each fuzzy predicate) associates each
possible satisfaction degree of the fuzzy predicate to the rows which satisfy the
predicate at this degree. This indexing technique results in a costly technique
due to the high number of necessary index structures, which raises the storage
and maintenance costs. In addition, the indexing technique is only applicable
when the number of potential flexible restrictions which can be used to build
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flexible conditions of queries is finite and low. Fuzzy restrictions must be lin-
guistic labels, and so it is not possible to query using arbitrarily defined fuzzy
restrictions and the attribute domains cannot be fuzzy.

At a later stage, Yazici et al. proposed an indexing technique for fuzzy
databases based on a crisp multidimensional indexing technique [43, 44]. This
proposal is applicable on heterogeneous domains (i.e. domains including crisp
and fuzzy values) and needs only one indexing structure. The experimental
results of these publications reveal that the proposed indexing technique out-
performs the previous one proposed in [6, 33]. The technique has been enhanced
and adapted to work in fuzzy object-oriented databases in [45]. This technique
is only applicable when the domain of the indexed attribute contains a finite
number of fuzzy values defined as linguistic labels that are also used as the only
available fuzzy restrictions.

Finally, [28] proposes an indexing technique based on a crisp multidimensio-
nal indexing technique suitable for indexing arbitrary fuzzy values defined on an
ordered underlying domain as convex possibility distributions. This technique
is valid for the kind of fuzzy data and flexible conditions on which this paper
focuses and it is described in detail in a later section of this paper.

3.5 Indexing principle

The proposed indexing scheme and the fuzzy index to which it is compared are
based on the indexing principles proposed in [5]. This work proposes an indexing
principle for possibility and necessity measured flexible conditions. This section
briefly describes the principle for possibility measured flexible conditions and
includes some discussion about it.

3.5.1 Preselection mechanism

The indexing principle considered in the paper is useful for preselecting those
rows from the queried table which potentially satisfy an atomic flexible condition
(in other words, the principle allows those rows which definitely do not satisfy
the condition to be filtered out). To accomplish this goal, the indexing principle
follows the next reasoning.

When an atomic flexible condition based on a possibility measure is included
in a query in its least restrictive case, when the threshold T is set to zero, the
only rows which are excluded from the result are obviously those with a fulfil-
ment degree which is equal to zero. Recalling Eq. 3.2, it can be concluded that
the fulfillment degree of a possibility measured condition is greater than zero for
a row r if and only if there is at least a possible element of the possibility distri-
bution ΠA(r) modeling the attribute value A(r) which also belongs to the fuzzy
set modeling the condition restriction. This conclusion can be reformulated in
a set-oriented expression as Eq. 3.4 shows.

Π(C/r) > 0 ⇐⇒ ∃d ∈ ΠA(r), d ∈ C ⇐⇒ ΠA(r) ∩ C ̸= ∅ ⇐⇒
supp(ΠA(r)) ∩ supp(C) ̸= ∅ (3.4)

In the previous equation, supp(S) represents the support of the fuzzy set S,
which is defined as Eq. 3.5 shows, where D is the underlying domain on which
S is defined and µS is the membership function of the fuzzy set S.
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supp(S) = {d ∈ D,µS(d) > 0} (3.5)

If the threshold of the atomic flexible condition is greater than zero, the
reasoning of Eq. 3.4 can be reformulated as Eq. 3.6 shows. In this equation,
suppλ(S) represents a λ-cut of a fuzzy set S, defined as in Eq. 3.7, where D is
the underlying domain on which S is defined and µS is the membership function
of the fuzzy set S.

Π(C/r) ≥ T ⇐⇒ ∃d ∈ ΠA(r), d ∈ C,ΠA(r)(d) ≥ T, µC(d) ≥ T ⇐⇒
suppT (ΠA(r)) ∩ suppT (C) ̸= ∅ (3.6)

suppλ(S) = {d ∈ D,µS(d) ≥ λ} (3.7)

The conclusion of Eq. 3.4 could be a very effective indexing principle when
the threshold of a flexible condition is zero, as every row satisfying it must
be included in the set of rows satisfying the flexible condition. To apply this
principle, it is only necessary to keep the support of the data in the restricted
attribute in a fast access data structure.

However, the conclusion of Eq. 3.6 is not an effective indexing principle
for flexible conditions with a threshold greater than zero. Although every row
satisfying it satisfies the flexible condition, the application of the indexing prin-
ciple requires quick access to every possible λ-cut of the data in the restricted
attribute. Nevertheless, it is possible to derive from Eq. 3.6 a weakened inde-
xing principle, as Eq. 3.8 shows, which only requires the support of the fuzzy
numerical data to be indexed.

suppT (ΠA(r)) ∩ suppT (C) ̸= ∅ ⇒ supp(ΠA(r)) ∩ suppT (C) ̸= ∅ (3.8)

It is worth mentioning that the previous weakened principle is a necessary
but not a sufficient condition, and therefore each row satisfying a flexible con-
dition satisfies it, but not every row satisfying it satisfies the flexible condition.
For this reason, the weakened principle can only be used to preselect the candi-
date rows for the query result by filtering out those rows which definitely do not
satisfy the necessary condition. After obtaining the preselection set of rows, it is
necessary to check whether each preselected row satisfies the flexible condition
in order to exclude possible false positives from the final result.

In our opinion, the previous conclusions can be generalized and reformulated
creating only one preselection criterion as shown in Eq. 3.9 and Eq. 3.10. In
these equations, the preselection function ps is defined as shown in Eq. 3.11, for
which base is defined in Eq. 3.12. Henceforth, the interval resulting from Eq.
3.12 when applied to a flexible condition ⟨C, T ⟩ is called the base of the flexible
condition.

Π(C/r) > 0 ⇐⇒ ps(C/r, 0) (3.9)

Π(C/r) ≥ T ⇒ ps(C/r, T ), 0 < T ≤ 1 (3.10)

ps(C/r, T ) ⇐⇒ supp(ΠA(r)) ∩ base(⟨C, T ⟩) ̸= ∅, 0 ≤ T ≤ 1 (3.11)
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base(⟨C, T ⟩) =
{

supp(C) , T = 0
suppT (C) , 0 < T ≤ 1

(3.12)

When the fuzzy data and the fuzzy conditions are modeled using convex
possibility distributions defined over a linearly ordered underlying domain, it
can be assumed that the support and generally every λ-cut is an interval. With
this in mind, when the preselection criterion is applied on fuzzy numerical data,
it can be reformulated as a conjunction of range conditions as shown in Eq. 3.13.
For this equation, inf(S) and sup(S) correspond, respectively, to the infimum
and the supremum of a crisp set S.

ps(C/r, T ) ⇐⇒ sup(supp(ΠA(r))) ≥ inf(base(⟨C, T ⟩))∧
inf(supp(ΠA(r))) ≤ sup(base(⟨C, T ⟩)) (3.13)

The previous indexing principle was proposed in Bosc’s seminal work [5]
which relies on three assumptions:

1. The underlying domains are provided with a linear order relation.

2. Each attribute value is represented by a possibility distribution whose
support is a closed interval.

3. The restriction of each fuzzy condition is modeled by a fuzzy set whose
support is a closed interval.

If our basic example is considered, when the possibility distributions and
fuzzy restrictions are modeled by trapezoidal membership functions, it is obvious
that the last two assumptions are not applicable because the support for a
trapezoidal fuzzy set is an open interval.

In our opinion, these assumptions can be avoided if the previous indexing
principle and preselection criteria are substituted by weakened ones which are
derived from the original. This derivation is shown in Eqs. 3.14, 3.15 and 3.16,
where ΠA(r) is the trapezoidal possibility distribution [αA(r), βA(r), γA(r), δA(r)]
and base(⟨C, T ⟩) corresponds to the open interval (lbase(⟨C,T ⟩), ubase(⟨C,T ⟩)) or
the closed interval [lbase(⟨C,T ⟩), ubase(⟨C,T ⟩)], where lbase(⟨C,T ⟩) and ubase(⟨C,T ⟩)
are, respectively, the infimum and the supremum of base(⟨C, T ⟩).

Π(C/r) > 0 ⇒ ps′(C/r, 0) (3.14)

Π(C/r) ≥ T ⇒ ps′(C/r, T ), 0 < T ≤ 1 (3.15)

ps′(C/r, T ) ⇐⇒ δA(r) ≥ lbase(⟨C,T ⟩) ∧ αA(r) ≤ ubase(⟨C,T ⟩) (3.16)

It should be noted that the proposed preselection criterion slightly increases
the occurrence of false positives in some extreme cases when δA(r) = lbase(⟨C,T ⟩)
or αA(r) = ubase(⟨C,T ⟩) if these values are not part of the support of the tra-
pezoidal distributions A(r) and C. This is a collateral effect of including the
boundaries of open intervals to transform them into closed ones in order to avoid
the restrictive assumptions.
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record r1 r2 r3 r4 r5 r6 r7 r8 r9 r10 r11 r12
key 5 7 8 3 10 1 6 4 15 2 11 9

Table 3.1: Sample data

3.6 Indexing techniques

This paper compares two indexing techniques for fuzzy numerical data based
on the previous indexing principle. The main difference between these schemes
is the kind of indexing structure for crisp data on which they are based. The
first approach, the one proposed in this paper, takes advantage of a combination
of two classical B+-trees, whereas the second approach uses a multidimensional
indexing structure. The following subsections describe both approaches.

3.6.1 Fuzzy indexing using B+-trees

The initial idea of this proposal was depicted in [2]. This paper reformulates it
in order to make it simple to evaluate its performance by the indexing technique
described in the previous section. This fuzzy indexing technique takes advantage
of classical B+-tree indexing structures for indexing the intervals representing
the support of the indexed fuzzy numerical data. For the rest of the paper this
technique is called 2BPT.

B
+
-trees

A B+-tree [14] is one of the variations of B-trees [4]. This kind of data structure
is a type of balanced tree used to maintain a collection of sorted records by a
key value in a way that allows for efficient insertion, retrieval and removal.

A B-tree stores the indexed keys and a pointer to its associated record in
every tree node, so that when the tree is traversed in-order, the records can be
retrieved in the order determined by their key values. To maintain the balance
of the tree, each node is allowed to store a minimum number of entries d, and a
maximum number of entries 2d. This policy ensures a minimum node usage of
50%. The value d is named the order of the tree [14]. A B+-tree, in contrast,
stores the indexed keys and a pointer to its associated record only in the leaf
nodes. The internal (i.e. non-leaf) nodes only store key values, and act as a fast
index access to the entries in leaf nodes. Additionally, each leaf node is linked
to the next leaf node. Because all the entries are stored in the leaf nodes and
these nodes are linked, the performance of sequential processing of the indexed
data of B+-trees is higher than of B-trees, especially when the tree is stored in
secondary memory.

An instance of a B+-tree of order 1 indexing the example records included
in Table 3.1 is graphically represented in Fig. 3.2, where the stripped entries of
the nodes are empty.

It can be seen that each entry in a node has two associated pointers on its
left and right sides. For the internal nodes, the pointer on the left points to the
subtree indexing the records with a key value which is less than the entry value.
Respectively, the pointer on the right points to the subtree indexing the records
with an associated key value which is greater than or equal to the entry value.
The leaf nodes make use of the left and right pointer of an entry in a different
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Figure 3.2: A sample B+-tree

Figure 3.3: B+-tree node structure

way: the left pointer points to the record associated with the key value of the
entry, whereas the farthest right pointer (the only one not associated as a left
pointer to an entry) points to the next leaf node in the tree.

We refer the reader to [14] for details about the insertion and deletion algo-
rithms of B+-trees, which are responsible for maintaining tree balance.

The search algorithm for a record with an associated key k in a B+-tree is
straightforward. Starting from the root node, we look for the leaf node which
should contain k. To determine the path to the leaf node, we follow the pointer
pi between two consecutive entries ki−1 and ki fulfilling ki−1 ≤ k < k1, p0 if
k < k0 or p2d+1 if k ≥ k2d. Once we have found the corresponding leaf node,
we look for an entry ki = k. If it exists, the record associated with k is pointed
by pi, otherwise there is no record associated to k. In the previous description,
keys and pointers are numerated as the scheme in Fig. 3.3 shows.

B+-trees are very appropriate for increasing the performance of range search.
The algorithm for searching all records whose keys are in the range [k,K] is also
quite straightforward. We search for the associated leaf node of k as if it were a
single key search. Once the leaf node has been found, we return all pointers pi
fulfilling k ≤ ki ≤ K. If the last key of the leaf node fulfills k2d < K, we obtain
the next leaf using the pointer p2d+1 and repeat the described procedure until
we find an entry ki such that ki >= K.

B
+
-trees applied to fuzzy indexing

In the 2BPT proposal, an interval is indexed by means of two B+-tree structures.
One B+-tree indexes the values of the lower bound of the indexed intervals,
whereas the other B+-tree indexes the upper bound values.

The preselection row set for a flexible condition ⟨C, T ⟩ is calculated by fo-
llowing these steps:

1. Apply the range condition sup(supp(ΠA(r))) ≥ inf(base(⟨C, T ⟩)) from the
preselection criterion of Eq. 3.13 (or δA(r) ≥ lbase(⟨C,T ⟩) from Eq. 3.16
when working with trapezoidal possibility distributions and/or fuzzy sets)
using the B+-tree which indexes the upper bound values of data support.
The set of rows satisfying this condition is named U⟨C,T ⟩.



3.6 Indexing techniques 43

rowID att rowID att

1 [8,10,10,21] 6 [10,12,12,14]
2 [42,46,47,51] 7 [26,28,30,32]
3 [1,9,15,19] 8 [51,57,60,60]
4 [41,50,55,57] 9 [18,22,27,37]
5 [38,46,47,47] 10 [25,35,39,45]

Table 3.2: Sample data table

rowID [αatt, δatt] rowID [αatt, δatt]

1 [8,21] 6 [10,14]
2 [42,51] 7 [26,32]
3 [1,19] 8 [51,60]
4 [41,57] 9 [18,37]
5 [38,47] 10 [25,45]

Table 3.3: αatt and δatt values for attribute att

2. Apply the range condition inf(supp(ΠA(r))) ≤ sup(base(⟨C, T ⟩)) extracted
from the preselection criterion of Eq. 3.13 (or αA(r) ≤ ubase(⟨C,T ⟩) from
Eq. 3.16 when working with trapezoidal possibility distributions and/or
fuzzy sets). This range condition will be processed by using the B+-tree
which indexes the lower bound values of data support. The resulting set
of rows is L⟨C,T ⟩.

3. The preselection row set PS⟨C,T ⟩ comprises those rows which satisfy the
two previous range conditions. This set is trivially calculated as PS⟨C,T ⟩ =
U⟨C,T ⟩ ∩ L⟨C,T ⟩.

Example of flexible query processing

This example shows how the result set of a flexible query is calculated using the
previously described indexing technique.

Example data and indexes An example data table, whose data is shown
in Table 3.2, is defined. This example table consists of two columns: rowID
and att. The rowID column is the primary key of the table and stores integer
values. The att attribute is a column of a fuzzy numerical type that stores fuzzy
numbers defined by trapezoidal possibility distributions.

In order to show how the proposed indexing mechanism works, a 2BTP
index is defined on the attribute att of the example table. Table 3.3 shows the
support of the fuzzy values used to build the index structures. The two B+-trees
of order 2 (this order is arbitrarily chosen only for example purposes) indexing
the supremum and infimum values of the support are shown in Figs. 3.4 and 3.5,
where the pointers of leaf nodes points to the rows whose rowID corresponds to
the value enclosed in parenthesis.

Query processing The example query, for which the steps of the query pro-
cessing mechanism will be depicted, is as follows:
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SELECT rowID,att FROM table WHERE FEQ(att,[20,25,35,40])>=0.3

This query includes the condition FEQ(att,[20,25,35,40])>=0.3 which is
defined on attribute att and whose threshold value is 0.3. When the query
processor detects that there is an index defined on attribute att, it starts the
query processing mechanism of the proposed indexing method by following these
steps:

1. Search ranges calculation: the lbase(⟨C,T ⟩) and ubase(⟨C,T ⟩) values are ex-
tracted from the second argument of the fuzzy condition operator. The
second condition operator (the restriction) is the trapezoidal fuzzy set
[20,25,35,40], therefore lbase(⟨C,T ⟩) = 20 and ubase(⟨C,T ⟩) = 40.

2. L⟨C,T ⟩ calculation: L⟨C,T ⟩ is quickly calculated by using the B+-tree inde-
xing the lower bound of the support, obtaining all rows which satisfy the
condition αatt ≤ 40. In this example, the L⟨C,T ⟩ set comprises the rows
{3, 1, 6, 9, 10, 7, 5}.

3. U⟨C,T ⟩ calculation: the U⟨C,T ⟩ row set is calculated by means of range
search on the B+-tree indexing the upper bound of the support. This set
contains all rows satisfying the δatt ≥ 20 condition. The calculated U⟨C,T ⟩
is the row set {7, 9, 10, 5, 2, 4, 8}.

4. Preselection row set calculation: this set is calculated as the intersection
of L⟨C,T ⟩ and U⟨C,T ⟩. In this example, the preselection row set PS⟨C,T ⟩ is
{9, 10, 7, 5}

5. Query result calculation: the preselection set is filtered in order to select
only those rows whose fulfilment degree satisfies the query threshold. Each
row is retrieved and the condition is applied to calculate its fulfillment
degree. The fulfilment degree for each row in the previously calculated
preselection set is shown in Table 3.4. Finally, the query result consists
of the rows {7, 9, 10} (row 5 is excluded because its fulfilment degree is
below the threshold).

3.6.2 Fuzzy indexing using a G-tree

The work [28] proposes that a G-tree [26] be used to index the lower and upper
bounds of the interval representing the support of the possibility distributions
which models the indexed data. This section introduces the basis of G-trees and
their application for fuzzy indexing.

Figure 3.4: B+-tree index (d = 2) for the infimum values of the support of att
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rowID FEQ(att, [20, 25, 35, 40])

5 0.1538
7 1
9 1
10 1

Table 3.4: Fulfilment degree for rows in the preselection set

G-trees

A G-tree is a combination of a B+-tree and a grid file for indexing multidimen-
sional data points. This index structure supports single point queries as well as
range queries.

G-trees organize data into partitions, each corresponding to a fixed size data
bucket. Initially, the D-dimensional data space is divided into two halves along
the first dimension. Each data point inserted in the G-tree corresponds to one
of the partitions and is stored in its associated data bucket. When a data
bucket overflows, its associated partition is split into two halves along the d+1
dimension, where d is the dimension along which the parent partition was split.
This division procedure is repeated, if necessary, until there is no overflow. Each
resulting subpartition is associated with a new data bucket and the points of
the original partition are stored in the bucket of their associated subpartition.

A partition is uniquely identified by a binary string. This string is created
by appending the identifier of the parent of the partition and a 0, if the partition
is the lower child of its parent, or 1, if it is the upper child of its parent.

Figure 3.6 shows the described partitioning and identification schema for
bi-dimensional data and a maximum data bucket of 2 data points. Figure 3.6a
represents the initial partitions with 3 data points. Figures 3.6b, 3.6c and 3.6d,
respectively, show the resulting partitions after a split due to an overflow in the
partition 0, 01 and 011.

Each time a data point is inserted, deleted or retrieved, the same procedure
must be repeated:

1. Determine the partition to which the data point belongs.

2. Retrieve the associated data bucket of the partition, and insert, delete or
retrieve the data point.

The first step is carried out by a simple geometric operation which does
not require any data to be stored and can be quickly calculated. However,
the second step requires an associative data structure. G-trees are in fact data
structures designed for fast determination of the associated data bucket given a

Figure 3.5: B+-tree index (d = 2) for the supremum values of the support of att
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Figure 3.6: G-tree partitioning identification schema

Figure 3.7: G-Tree for access to partitions buckets

partition identifier. They work like a B+-tree where the keys are the partition
identifiers. To enable the indexing of partition identifiers in a G-tree, an order
criterion must be set for them. This criterion is defined in Eq. 3.17, where
the partitions p1 and p2 have, respectively, an identifier of b1 and b2 bits long,
b = min(b1, b2), and MSB(p, b) means for the b most significant bits of the
identifier of partition p.

p1 > p2 ⇐⇒ MSB(p1, b) > MSB(p2, b) (3.17)

Figure 3.7 is a graphical representation of the G-tree used for indexing the
data points (in fact for associating the partitions with their respective data
buckets) represented in Fig. 3.6d.

We refer the reader to [26] for details on the insertion and deletion algorithm
of G-trees.

G-trees are very suitable for processing range queries. This kind of query
in the D-dimensional context is aimed at finding all data points inside a given
hyper-rectangle q. This kind of query is resolved following these steps:

1. Determine the partitions pl and pu respectively associated with the lower
point l and the upper point u in q.
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Figure 3.8: Range query

2. Determine the set of partitions P = {pi : pl ≤ pi ≤ pu} using a range
search similar to the one described for B+-trees in the G-tree structure.

3. For every pi ∈ P :

(a) If the partition pi is inside q, then every data point belonging to the
partition belongs to the query result.

(b) If pi overlaps q, each data point belonging to pi must be checked to
be inside q. Obviously, only the data points inside q are part of the
query result.

(c) If the partition pi is completely outside q, then it is discarded.

An instance of a range query (graphically represented by a dotted rectangle)
on the G-tree indexing the data points included in Fig. 3.6d is shown in Fig. 3.8.
The partitions pl and pu associated to the lower and upper point of the range
query are pl = 00 and pu = 1. The set of partitions P = {pi : pl ≤ pi ≤ pu},
calculated by conducting a range query on the G-tree represented in Fig. 3.7, is
P = {00, 010, 0110, 0111, 1}. Partitions 010 and 0111 are excluded from further
processing as they are outside the range query. The data points on partition
0110 are included in the query results as they are inside the range query. The
data points of partitions 00 and 1 are checked as they overlap the range query.
The only data point in partition 00 is included in the query result because it is
inside the range query, and the point in partition 1 is excluded as it is outside
the range.

G-trees applied to fuzzy indexing

Following the approach proposed in [28], henceforth denoted GT, an interval
(the support of an indexed fuzzy value) is mapped to a two-dimensional data
point. For each interval [l, u], a point (l, u) is inserted in the indexing structure.
The preselection row set of a flexible condition ⟨C, T ⟩, whose base is the inter-
val [lbase(⟨C,T ⟩), ubase(⟨C,T ⟩)], is calculated by retrieving all entries in the index
satisfying the range query m ≤ x ≤ ubase(⟨C,T ⟩), lbase(⟨C,T ⟩) ≤ y ≤ M , where
m and M are the minimum and maximum values of the underlying domain on
which the fuzzy attribute is defined. This range condition is a translation of
the preselection criteria of Eq. 3.13 (or Eq. 3.16 when working with trapezoidal
possibility distributions) to this multidimensional mapping scheme.
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3.7 Performance evaluation

It can clearly be seen that 2BPT doubles the overhead due to directory access
(i.e. browsing non-leaf tree nodes) because it makes use of two trees. This
should result in lower performance in contrast with GT, which uses only one tree.
However, 2BPT does not suffer from the performance degradation of GT due to
low bucket usage caused by its partitioning method, which is extremely sensitive
to data distribution. The stability of bucket usage of 2BTP may neutralize its
overhead in the directory access. The counteraction of these factors might enable
the proposed fuzzy indexing technique to perform in a similar way to the G-tree
based technique.

In order to assess the significance of the difference between 2BPT and GT
performance, a quantitative performance evaluation must be carried out. This
section describes the index performance measure used, the influential factors
on index performance which must be taken into account, and the experiment
aimed to evaluate performance.

3.7.1 Performance measurement

The performance of an index may be measured as the saving in time which
results when a query is processed using it, in contrast to the case when the query
is processed using sequential access. Obviously, this time saving is inversely
related to the time required to apply the indexing mechanism, which can be
divided into the necessary time to access index data and the time to process
this data.

Since the data of a large index is usually stored in secondary memory, the
time needed to access this data is much greater than the time to process it.
Besides, the computing power evolves faster than the secondary memory device
bandwidth, and the first depends much more strongly on the hardware features
than the second. Therefore, the processing time is usually neglected in the index
performance measurement context.

The time required to access the data is clearly dependent on the amount of
data accessed. Since secondary storage devices are block-based, the data block
is their information transfer unit instead of bytes or bits. Moreover, a DBMS is
usually run on an operating system (OS), and its disk access mechanism must
be taken into account. In order to increment disk performance, the OS usually
includes cache techniques to reduce data time access, and implements a block
access mechanism, the size of which is a multiple of the block size of the disk
device.

Taking into account the previous remarks, in order to achieve an independent
performance measure of the indexing techniques, a performance measure based
on the number of data blocks accessed by the indexing technique would be
appropriate. Any hardware or OS dependent techniques to reduce the access
time are ignored because the amount of data, not the time taken to access it, is
taken into account. Such performance measures should also take into account
the cardinality of the query results as the processing of a high cardinality query
would result in more index data accesses than the process of a low cardinality
one.

A good performance measure candidate which meets the previous conside-
ration would be the index efficiency. This performance measure is calculated as
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shown in Eq. 3.18, where d is the minimum number of data blocks in which the
result set can be fitted, and i is the number of blocks of index data accessed by
the indexing technique. The measure considers the minimum number of data
blocks which fits the query result, not the real number which is dependent on
the physical layout of the data due to DBMS and OS policies. This measure
therefore corresponds to the worst performance case.

eff =
d

d+ i
(3.18)

3.7.2 Influential factors for index performance

There are a large number of factors which would affect the performance of the
indexing techniques for fuzzy data. On one hand, there is the set of physical and
logical factors related to the classical indexing techniques on which these indexes
for fuzzy data are based. Although these factors could increase index efficiency
when tuned, they are basically hardware or particular case dependent. There-
fore, their study does not provide a good insight into the general performance
of the considered indexing techniques under general conditions. On the other
hand, there is a set of factors related to the indexed data and the processed
queries which would affect the index performance.

The employed indexing principle, on which both studied techniques are ba-
sed, calculates the preselection set as the intersection of two intervals: the fuzzy
data support and the flexible condition base. For this reason, as the extent
of those intervals and the amount of indexed data increases, calculating their
intersection becomes more complex.

In order to measure the extent of the support of a fuzzy set (or possibility
distribution) on an ordered underlying domain, the formula shown in Eq. 3.19
is proposed, where usupp(S) and lsupp(S) are the upper and lower bounds of the
interval representing the support of the fuzzy set S, and DM and Dm are the
maximum and minimum value of the domain D on which the fuzzy set S is
defined. For the purposes of this paper, the result in this formula would be
called the imprecision degree of the fuzzy set S.

impr(S) =
usupp(S) − lsupp(S)

DM −Dm
(3.19)

Although the imprecision factor of the fuzzy set modeling flexible queries is
also an influential factor, it is not the only one related to the extent of the base
of a flexible query. This extent is reduced as the threshold of the flexible query
is increased. The speed of this reduction is determined by the sharpness of the
transition of the possibility distribution from values of low possibility to high
possibility values.

A possible way to measure the sharpness of fuzzy sets (or possibility distri-
butions) on an ordered underlying domain is the one defined in Eq. 3.20, where
usupp(S) and lsupp(S) are the upper and lower bounds of the interval represen-
ting the support of the fuzzy set S and, ucore(S) and lcore(S) are the upper and
lower bounds of the interval representing the core of the fuzzy set S, which is
defined in Eq. 3.21. For the purposes of this paper, this value will be called the
fuzziness degree of the fuzzy set S.
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fuzz(S) =
ucore(S) − lcore(S)

usupp(S) − lsupp(S)
(3.20)

core(S) = {d ∈ D,µS(d) = 1} (3.21)

To sum up, the following five influential factors on the fuzzy index perfor-
mance have been identified: the amount of indexed data, the imprecision of
the fuzzy data, and the imprecision, the fuzziness and the threshold of flexible
queries.

3.7.3 Experiments

In order to asses the global performance of the compared fuzzy data indexing
techniques and their particular performance under different data and query
scenarios, the same experiment using the same randomly generated data and
queries has been conducted on both.

Different data scenarios have been taken into account by conducting the
experiment on different data sets. In order to evaluate the influence of the
amount of indexed data, the cardinality of data sets has been fixed to 6,250,
12,500, 25,000, 50,000 and 100,000 elements. The data of each is randomly
generated using a uniformly distributed random generator within the interval
[−1000000, 1000000] ensuring that each data element has the same fixed impre-
cision and fuzziness degree for all the set. For each cardinality, 110 data sets
have been evaluated, each with a fixed imprecision degree ranging from 0 to 0.9,
and a fixed fuzziness degree ranging from 0 to 1 applying a 0.1 increment. The
imprecision degree 1 is ignored because it means that all the randomly genera-
ted data are the same. A total of 550 data sets comprising 21,312,500 random
fuzzy data elements in total are considered in this experiment.

Likewise, different flexible query scenarios have been considered. Each data
set has been queried using randomly generated atomic flexible conditions. In
order to ensure that the influential parameter spectrum has been equably consi-
dered, the fuzzy sets modeling the restrictions of the applied flexible conditions
are generated ensuring a fixed imprecision and fuzziness degree ranging from 0
to 1 by applying an increment of 0.1. Similarly, the spectrum of threshold values
is explored by fixing threshold values ranging from 0 to 1 and an increase of
0.1. For each fixed combination of imprecision, fuzziness degree and threshold,
20 atomic fuzzy conditions are randomly generated. A total of 26,620 randomly
generated queries are applied to each data set, which results in an evaluation of
14,641,000 queries.

In order to isolate the experiment from physical and logical factors related
to the underlying indexing techniques, both share the same fixed values. The
bucket/node size has been fixed to 16kB which is the block size of the OS of the
platform on which the experiments were run. For the index entries, a size of 8
bytes has been assigned to bucket/node pointers and partition identifiers, and
an 8-byte floating point data type is used to represent numerical values. Each
data element of the queried data set is considered to have an 8-byte primary
key and a fuzzy numerical attribute represented by a trapezoidal possibility
distribution of 32 bytes in length (4 floating point numerical values of 8 bytes).
This configuration of the data set minimizes the row size which generates worse
case performance measures.
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Figure 3.9: Comparison of efficiency under different database sizes

3.8 Results

The results from the previously described experiment yield a global approxi-
mation of the efficiency of the indexing techniques of 0.42 with a 0.9 standard
deviation for 2BPT, and 0.43 with a 0.6 standard deviation for GT. This means
an approximate 2% difference.

The results have been analyzed in greater depth in order to assess the impor-
tance of the previously depicted influential factors. The first considered factor is
the database size which results in bigger index structures and may result in an
increase in the cardinality of the results. Figure 3.9 shows the mean efficiency
of the compared techniques for different database sizes. The figure shows that
even though the GT is slightly more efficient than the 2BPT, the 2BPT techni-
que is quite similar. The fluctuation in the efficiency of GT is directly related
to the fluctuation of block usage in its indexing data structure as will be shown
below.

Another crucial factor for the index efficiency is the imprecision degree of
the indexed data. Figure 3.10 shows the mean efficiency measured for diffe-
rent imprecision degrees of the considered data sets. In it, it can be seen that
2BPT has a similar (and in some cases greater) efficiency than GT for data sets
comprising highly imprecise data. The efficiency is much different for data sets
which consist of very imprecise data, especially when data sets are composed
exclusively of crisp data, which is a very extreme case of a fuzzy database. Once
again, a fluctuation in the efficiency of GT may be observed.

Figure 3.11 shows the aforementioned imprecision fluctuation of GT, con-
trasted with the stability of 2BPT. The block usage of GT is strongly data
dependent, as this indexing technique does not ensure a minimum block usage
value. In contrast, 2BPT ensures a minimum block usage of 0,5, which results
in an average of 0.73 block usage, whereas an average of 0.52 block usage is mea-
sured for GT. Figure 3.12 shows the fluctuation of block usage in GT, which
relates to the fluctuation in efficiency, in contrast with the stability of 2BPT
block usage and hence efficiency.

With regards to the set of influential query factors, Fig. 3.13 shows the
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Figure 3.10: Comparison of efficiency under different data imprecision degrees

Figure 3.11: Comparison of efficiency stability under different database sizes
and data imprecision degrees
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Figure 3.12: Comparison of block usage stability under different database sizes
and data imprecision degrees

relation between query imprecision and index efficiency. It can be seen that
2BPT is more affected by this factor than GT. Nevertheless, 2BPT shows a
similar efficiency except for very low imprecision queries, and particularly for
crisp ones.

Query fuzziness is another considered influential factor on index efficiency.
Figure 3.14 shows the comparison of the efficiency of GT and 2BPT under
different query imprecision conditions. A non-significant influence of this factor
for 2BPT and an inappreciable influence for GT can be observed. Similarly, the
query threshold has a slight influence on the efficiency of 2BPT, and practically
no effect on the efficiency of GT, as can be observed in Fig. 3.15.

3.9 Conclusion and outlook

In this paper, a new indexing technique, 2BPT, has been proposed. This impro-
ves query processing performance when a possibility measured atomic flexible
condition is used to query fuzzy numerical data.

The efficiency of 2BPT has been contrasted with the efficiency of GT, which
is, to the best of our knowledge, the only indexing technique suitable for handling
the same studied data and query types. This comparison has been made under
different data and query circumstances. Experimental results reveal a similar
mean performance for both techniques. Moreover, 2BPT has proved to be a
more stable indexing method than GT, which present instability issues relating
to data distribution.

2BPT is based on a classical, well-known and spread indexing technique,
B+-tree, which is implemented and highly optimized in most, if not all, of the
commonly used DBMS. GT, meanwhile, requires a specific data structure and
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Figure 3.13: Comparison of efficiency under different query imprecision degrees

Figure 3.14: Comparison of efficiency under different query fuzziness degrees

Figure 3.15: Comparison of efficiency under different query thresholds
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algorithm implementation.
In our opinion, the slight difference in efficiency and the enormous difference

in implementation effort of GT in contrast with 2BPT makes the latter a good
candidate for use in FDBMS built as an extension of a classical DBMS where the
B+-tree indexing technique is available. 2BPT offers a practically immediate,
or low implementation cost, indexing mechanism for fuzzy numerical data with
a practically similar index efficiency.

Future work would focus on providing and studying indexing mechanisms
(with low implementation cost if possible) for other necessity measured condi-
tions and other imprecise, uncertain and inapplicable data types, such as scalar
fuzzy data, fuzzy objects and fuzzy collections.
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Chapter 4

A B+-tree based indexing
technique for necessity
measured flexible conditions
on fuzzy numerical data

4.1 Abstract

The paper proposes an indexing technique for fuzzy numerical data which in-
creases the performance of query processing when the query involves an atomic
necessity measured flexible condition. The proposal is based on a classical inde-
xing technique for numerical crisp data, B+-tree. Its efficiency is contrasted with
another indexing method for similar data and queries, G-tree, which is specifi-
cally designed to index multidimensional data. Results show that the proposal
performance is similar to and more stable than the reference technique.

4.2 Introduction

Database world has taken advantage of fuzzy set theory by using it as a way to
manage imprecise, uncertain and inapplicable data (generally called fuzzy data)
and to model and process flexible queries. As a result of this trend, there is a
significant number of proposals on fuzzy database models [18, 39, 34, 49, 30,
10], flexible querying [7] and implementations of fuzzy database management
systems (FDBMS) [24, 21].

Unfortunately, up to now FDBMSs are not generally integrated into real-
world environments as the existing implementations do not provide the required
performance. In fact, it is not the fault of implementations. The flexibility of
fuzzy databases result in a increment of query results and makes the classi-
cal indexing techniques, which are the key for high performance in databases,

Extension of the original paper: Barranco, C. D., Campaña, J. R., and Medina, J.
M. 2008. A B+-tree based indexing technique for necessity measured flexible conditions on
fuzzy numerical data. In Proceedings of the twelfth International Conference on Information
Processing and Management of Uncertainty in Knowledge-Based Systems (IPMU) (Jun. 2008)
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inapplicable. Although a great deal of research has been carried out into fuzzy
database models, not so much work has been done into indexing mechanisms
for efficiently accessing fuzzy data.

This paper proposes an indexing technique for fuzzy numerical data to im-
prove query processing when a particular kind of mono-attribute flexible con-
dition based on as the necessity measure is involved. The data structure and
search algorithm of the proposed indexing mechanism is based on classical inde-
xing structures for numerical crisp data, i.e. B+-trees. This underlying indexing
technique is not specifically designed to index fuzzy numerical data but it is a
simple and well-optimized technique which is available in virtually every current
DBMS. This near-to-general availability of B+-tree indexing methods would re-
sult in a reduction of implementation, integration and optimization efforts to
incorporate the proposed indexing technique to an FDBMS built on a crisp
DBMS.

The paper is organized as follows. The concept of fuzzy numerical data and
necessity measured flexible conditions in the context of the paper are described
in Section 4.3. Section 4.4 briefly introduces related work on fuzzy data indexing
and outlines the indexing principle on which the proposed and studied indexing
techniques rely. Section 4.5 describes the proposed and considered indexing
techniques. Section 4.6 presents the measures and procedures for evaluating
the performance of the studied indexing techniques. Section 4.7 analyzes the
performance results. Finally, Section 4.8 contains the concluding remarks and
future works.

4.3 Basic concepts

Previously, the proposed indexing technique is described as a technique to im-
prove the performance of the processing of queries on fuzzy numerical data when
a necessity measured atomic flexible condition is involved. This section defines
these concepts in the context of the paper.

A fuzzy numerical value, for the purposes of this paper, is a convex possibility
distribution on an underlying domain in which a linear order relation is defined.

Also for the purposes of this paper, a fuzzy condition is a restriction imposed
on the values of an attribute which contains a fuzzy numerical value for each row.
This restriction is specified as a fuzzy numerical value to which the restricted
attribute value must possibly or necessarily be compatible. This paper only
focuses on necessity measured conditions since possibility measured conditions
has been previously studied [3].

The necessity degree is called the fulfillment degree of the condition in the
rest of the paper. This degree is computed as shown in eq. 4.1, whereD(A) is the
underlying domain associated to the fuzzy attribute A, ΠA(r) is the possibility
distribution which describes the fuzzy value of the attribute A for the row r,
µC is the membership function defining the fuzzy condition C and ∨ means for
a t-conorm.

N(C/r) = inf
d∈D(A)

[(1−ΠA(r)(d)) ∨ µC(d)] (4.1)

A fuzzy condition is combined with a crisp relational comparator to set
a threshold for its fulfillment degree. This threshold specifies the degree of
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flexibility in which the fuzzy condition is applied, from 1 (no flexibility) to 0
(maximum flexibility). The typical expression for applying a threshold T is
N(C/r) ≥ T , except when the threshold is 0. In the latter case, N(C/r) > 0
is applied. The combination of a fuzzy condition with a threshold is called an
atomic flexible condition for the rest of this paper and it is notated ⟨C, T ⟩.

An example of a query including a necessity measured atomic flexible con-
dition is the following:

SELECT * FROM tbl WHERE

NFEQ(f,[a,b,c,d])>=T

The previous query is expressed using the SDS [15] query language. It
returns a table containing the rows from tbl table whose value for the attribute
f is necessarily equal to the fuzzy numerical constant value represented as a
trapezoidal possibility distribution [a, b, c, d], with a fulfillment degree which is
greater than or equal to the threshold value T.

4.4 Related work

The works on fuzzy data indexing started, to the best of our knowledge, with
the seminal paper [5]. It exposes the need for specific indexing techniques for
fuzzy databases, and proposes two indexing principles for flexible querying using
possibility and necessity measures on fuzzy attributes described as possibility
distributions. For the sake of brevity this section only describes the indexing
principle for necessity measured fuzzy conditions, on which this paper is focused.
The reader is referred to [5, 3] for details on possibility measured ones.

The indexing principle allows the rows which do not satisfy an atomic flexible
condition to be filtered out of a table. For necessity measured flexible conditions
the article [5] proposes the one shown in Eq. 4.2, where, given a fuzzy set F ,
S(F ) means for the support of F and Sλ(F ) means for the λ-cut of F . It can
be applied by indexing the cores of the indexed data.

N(C/r) > λ → S1(A(r)) ⊂ Sλ(C) (4.2)

Since the publication of Bosc’s seminal paper, some fuzzy data indexing
techniques are proposed. The techniques [6, 33] and [43, 44, 45] are not based
in the previous indexing principles and are designed for applications where the
number of potential flexible conditions which can be used to build queries is
finite and low. Whereas, [23] takes advantage of Bosc’s indexing principles and
supports any query but it is designed for low cardinality fuzzy data types. The
limitations of the previous techniques make them unsuitable for indexing fuzzy
numerical values.

The paper [28] proposes an indexing technique for convex possibility distri-
butions defined on an ordered domain that relies on a crisp multidimensional
indexing method. This technique is suitable for numerical fuzzy data indexing,
on which this paper focuses, and it is described in the next section.
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4.5 Considered and proposed indexing techni-
ques

This paper contrasts the performance of two fuzzy data indexing techniques
based on the previously described indexing principle. Both tackle the problem
of indexing the core of fuzzy data, which in fact is a closed interval, by mapping
it to a point in a bidimensional space. This way, for each interval [l, u] a point
(l, u) is inserted in the indexing structure.

Given a necessity measured flexible condition ⟨C, T ⟩, its preselection row set
is obtained by retrieving all entries (x, y) in the index satisfying the range query
lST (C) ≤ x ≤ uST (C), lST (C) ≤ y ≤ uST (C), where lST (C) and uST (C) are the
lower and upper bounds of the interval corresponding with ST (C). For the rest
of the paper ST (C) is called the base of the condition flexible condition ⟨C, T ⟩.
This range condition is a translation of the preselection criteria of eq. 4.2 to the
described two-dimensional mapping scheme.

4.5.1 Fuzzy data indexing with a G-tree

Based in the previous proposal, [28] makes use of a G-tree [26] for indexing the
bidimensional points representing the core of the possibility distributions mode-
ling the indexed fuzzy data. A G-tree is a combination of a B+-tree and a grid
file for indexing multidimensional data points. This index structure supports
single point queries as well as range queries. For the rest of the paper, this
technique is called GT for the sake of conciseness.

4.5.2 Fuzzy data indexing with a B+-tree

This paper proposes a technique that takes advantage of classical B+-tree in-
dexing structures [4] for indexing bidimensional points representing the core of
the indexed fuzzy numerical data.

B+-trees are indexing structures designed for one-dimensional data. In order
to make them suitable to index multidimensional data some additional work is
required. One possible solution is to reduce multidimensional data to a one-
dimensional counterpart, and then use a B+-tree to index it. This reduction
can be made with the help of a space-filling curve [27], a kind of curve that
induces a linear order for multidimensional spaces. Among the variety of space-
filling curves, in this paper Hilbert curve is chosen. The decision is motivated
by its good performance contrasted with other popular possibilities.

Processing a multidimensional range query using the combination of a B+-
tree and a space filling-curve is an iterative process that comprises several
one-dimensional range queries on the B+-tree. Each iteration means a one-
dimensional range query for each segment of the space-filling curve that cross
the multidimensional query region. Figure 4.1 illustrates this process, where
the center of each square forming the gray grid represents one point in a two-
dimensional space, the order induced by the Hilbert curve is represented by a
continuos black line and the two-dimensional range query is represented by a
dotted rectangle. In the figure it can be seen that the Hilbert curve enters and
leaves the query area several times. In order to find the indexed points included
in the query area it is necessary to perform a one-dimensional range query on
the B+-tree for each curve segment inside the query region. For instance, for
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Figure 4.1: Number of query results and database size correlation

the case of the query region shown in the figure it is necessary to perform 4
one-dimensional range queries on the B+-tree.

If the described method to solve multidimensional queries is applied directly
it is unpredictably inefficient, as the number of one-dimensional queries ne-
cessary to perform varies for each multi-dimensional range query and so the
index efficiency. This decreases as the number of necessary one-dimensional
queries increases. This efficiency decrement is caused because each time a one-
dimensional query is performed most of the non-leaf nodes of the B+-tree must
be read again. In order to solve this problem we propose to make use of a non-
leaf node cache that will maintain only one node for each non-leaf level of the
index. Taking into account that one-dimensional queries are applied following
the order induced by the Hilbert curve, there is no need for a bigger cache. For
instance, a 10,000,000 elements database of the same characteristics of the ones
used in the experiments described later only requieres to maintain 2 non-leaf
nodes in the worst case. Throughout the remainder of this paper this proposed
indexing technique is called HBPT.

4.6 Performance evaluation

As it is remarked previously, HBPT is based on an one-dimensional indexing
scheme, so this should result in lower performance in contrast with GT, which
uses an specific multidimensional scheme. However, HBPT does not suffer from
the performance degradation of GT due to low bucket usage caused by its par-
titioning method, which is extremely sensitive to data distribution. In fact, the
stability of bucket usage of HBPT may neutralize the disadvantages due to its
non multidimensional specific indexing scheme. This might enable the proposed
fuzzy indexing technique to perform as well as GT.

In order to assess HBPT and GT performance, a quantitative performance
evaluation has been carried out. This section describes the index performance
measure used in this evaluation, the influential factors on index performance
which has been taken into account, and the experiment designed to evaluate



62 Chapter 4

performance.

4.6.1 Performance measurement

In order to measure the efficiency of the studied indexes independently of hard-
ware and OS dependent factors [3] the index efficiency measure in equation 4.3
is used, where d is the minimum number of data blocks in which the result
set can be fitted, and i is the number of blocks of index data accessed by the
indexing technique (i.e. the index overhead).

eff =
d

d+ i
(4.3)

Index performance is measured as the saving in time which results when a
query is processed using it, in contrast to the case when the query is processed
using sequential access. This time saving is inversely related to the time required
to apply the indexing mechanism, which can be divided into the necessary time
to access index data and the time to process this data.

The data of a large index is usually stored in secondary memory, thus the
time needed to access this data is much greater than the time to process it.
Besides, the computing power evolves faster than the secondary memory device
bandwidth. Therefore, the processing time is commonly neglected in the context
of index performance measurement and only the data access time is taken into
account.

The time required to access data is clearly dependent on the amount of data
accessed. Secondary storage devices are block-based, so the data block is their
information transfer unit. The time required to access the data is composed
by the time to read the data blocks and the required time to locate these data
blocks. The time to read the data blocks and the number of data blocks acces-
ses are proportional measures, but the time to locate the data blocks strongly
depends on the distribution of the blocks in the storage device media and on the
device technology to locate them. Moreover, a DBMS is run on an operating
system (OS), and its disk access mechanism must be taken into account. OSs
usually include cache techniques to reduce data time access so the time required
to access the data strongly depends on the cache schemes and the cache status
in a given moment.

In order to achieve an independent performance measure of the indexing
techniques, taking into account the previous remarks, a performance measure
based on the number of data blocks accessed by the indexing technique would
be appropriate. Any hardware or OS dependent techniques to reduce the access
time are ignored because the amount of data, instead of the access time, is taken
into account.

Such performance measures should also take into account the cardinality of
the query results as the processing of a high cardinality query would result in
more index data accesses than the process of a low cardinality one.

The measure considers the minimum number of data blocks which fits the
query result, not the real number which is dependent on the physical layout of
the data due to DBMS, OS, cache and file system policies. Thus, this measure
corresponds to the worst performance case.
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4.6.2 Influential factors for index performance

Performance of indexing techniques for fuzzy data are affected by a large number
of factors. On one hand, a set of physical and logical factors related to the classi-
cal indexing techniques on which these indexes for fuzzy data are based must be
taken into account. Even though the mentioned factors could increase index effi-
ciency when tuned, they are basically hardware or particular case dependent, so
their study does not provide a good insight into the general performance of the
considered indexing techniques under general conditions. Among these factors,
the index block size is the most critical for the considered indexing techniques.
On the other hand, there is a set of factors related to the indexed data and the
processed queries which would affect the index performance. These factors can
not be tuned and would provide a good measure of index performance under
different usage conditions.

The indexing principle on which both studied techniques are based calculates
the preselection set as the set of fuzzy data elements whose core is contained
inside the flexible condition base. The extent of these intervals and the amount
of indexed data would affect to the number of results for a query. Therefore,
this would relativize the index overhead and affect the index efficiency.

Both, the extent of fuzzy data core and the flexible condition base, are
dependant of the shape of the fuzzy set modeling the fuzzy data element and
flexible condition. This shape can be described as the extent of the support of
the fuzzy set and the sharpness of its transition from its support to its core.
The extent of the support means an upper bound for the flexible condition base
and also for the fuzzy data core. The sharpness means the speed of reduction
of the extent of the base of a flexible condition with respect to its threshold.
This highlights that flexible condition threshold is also an influential factor.
Additionally, the sharpness combined with the extent of the fuzzy set support
determine the extent of the fuzzy set core. In order to generally describe these
shape descriptors [3] imprecision and fuzziness degrees are proposed.

To sum up, the following six influential factors on the fuzzy index perfor-
mance have been identified: the amount of indexed data, the imprecision and
fuzziness of the fuzzy data and flexible queries, and the threshold of flexible
queries.

4.6.3 Experiments

The same experiments using the same set of databases and queries have been
conducted on both fuzzy data indexing techniques in order to asses their global
performance and their particular performance under different data and query
scenarios.

In order to isolate the experiment from physical and logical factors related
to the underlying indexing techniques, both share the same fixed values chosen
to generate worst case performance measures.

A test have been conducted on different randomly generated databases to
evaluate the global performance of the evaluated indexes. The test data set
is composed by 30 databases, each one randomly generated using a uniformly
distributed random generator within the interval [−1, 000, 000 , 1, 000, 000].
The size of these databases has been fixed to 10,000, 20,000, 40,000, 80,000 and
160,000 elements.
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The test query set is composed by 10,000 queries. Each flexible condition of
the query test set has also been randomly generated using a uniformly distribu-
ted random generator within the interval [−1, 000, 000 , 1, 000, 000].

In order to evaluate the index efficiency under different data and query
scenarios, the same previous test have been conducted several times (once for a
fixed value of each influential factor) on a modified test data set.

The original test data set has been modified by fixing the imprecision (in a
first test) and fuzziness (in a second test) degree of the database elements. This
way data elements are randomly generated except for the fixed factor.

For the first test, the imprecision degree has been fixed to values ranging from
0 to 0.9 by applying a 0.1 increment (i.e. 0, 0.1, 0.2, ..., 0.9). The imprecision
degree 1 is ignored because it means that all the randomly generated data
supports are the same as the extent of their support is equivalent to the extent
of the underlying domain. A total of 10 test data sets composed by 30 databases
(a total 18,600,000 randomly generated data elements) are considered in this
test.

The same way, the fuzziness degree has been fixed to values ranging from 0
to 1 by applying a 0.1 increment for the second test. A total of 11 test data sets
composed (a total 20,460,000 randomly generated data elements) are considered
in this test.

In order to evaluate the influence of different query scenarios on index ef-
ficiency, the same global efficiency test has been carried out several times by
applying each time a modified test query set.

In order to ensure that the influential parameter spectrum has been equably
considered, the modified test query set has been generated by fixing the value
of an influential factor, one factor for each modified test query set. This way,
all the fuzzy sets modeling the restrictions of the applied flexible conditions of a
test query set are randomly generated ensuring a fixed imprecision or fuzziness
degree ranging from 0 to 1 by applying an increment of 0.1. Similarly, the
spectrum of threshold values is explored by fixing threshold values ranging from
0 to 1 and an increase of 0.1.

As a result, 33 modified test query sets are randomly generated. Each query
test is then applied on the randomly generated test data set to measure the
average efficiency of each index.

The described tests consider a total of 330,000 randomly generated queries
and 9,900,000 query evaluations when they are applied to the 30 databases
included in the test data set.

4.7 Experiment results

Results from the previously described experiment yield an average efficiency of
the indexing techniques of 0.45 with a 0.04 standard deviation for HBPT, and
0.44 with a 0.04 standard deviation for GT. The minimum difference, which is
within the standard deviation range, practically means a similar performance
of both indexing techniques.
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Figure 4.2: Comparison of efficiency under different database sizes

4.7.1 Influence of data related factors

The first considered influential factor is the database size which results in bigger
index structures and may result in an increase in the cardinality of the results.
Figure 4.2 shows the average efficiency of the compared techniques for diffe-
rent database sizes. The figures shows a similar performance for both indexing
techniques, where HBPT slightly over-performs GT.

At first glance, it can be concluded that the larger the database size the
greater the performance. This conclusion is counterintuitive as the larger the
database size the greater the index overhead due to directory reads. Actually, a
deep study reveals that the performance increment shown in fig. 4.2 is caused
by an increase of the numbers of query results. The number of query results
is directly related with the database size as the proposed test generates the
test data set by randomly selecting values inside [−1, 000, 000 , 1, 000, 000]
whatever the database size is. This makes that the larger the database the
greater the number of data elements inside a given interval (i.e. the greater the
data density).

In conclusion, the results show that data density, not the database size, is an
influential factor on index efficiency of both evaluated indexing methods. This
is explained by the fact that a high data density means a greater number of
query results that significatively reduces the impact of index overhead.

The results obtained by the previously described test for evaluating the
influence of data imprecision on index efficiency are shown in fig. 4.3. In it, it
can be seen that both indexing methods have a similar tendency, but also it can
be noticed that HBPT is more stable than BT under data imprecision changes.

From the observed tendency, it can be concluded that the greater the data
imprecision the smaller the efficiency. This is an expected behavior as the greater
the support of data elements, the greater can be its core. Large cores of data
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Figure 4.3: Comparison of efficiency under different data imprecision and fuz-
ziness degrees

elements reduce the number of query results, as it is less probable given a query
to found data elements whose core is contained in the condition base. Finally,
less query results means a greater impact of index overhead that results in a
smaller index efficiency.

The aforementioned efficiency fluctuation of GT is directly caused by the
fluctuation of its block usage. The block usage of GT is strongly data distri-
bution dependent, as this indexing technique does not ensure a minimum block
usage value. In contrast, HBPT ensures a minimum block usage of 0.5. Figure
4.4 shows the fluctuation of block usage in GT in contrast with the stability of
HBPT block usage.

As previous results show a significative influence of the imprecision degree of
the data, and taking into account the imprecision degree of data only influences
indirectly on the extent of the core of data elements, it is expected that fuzziness
degree would be also significantly influential.

The results shown in fig. 4.3 confirm this conjecture. Results show for
both indexing techniques that the greater the fuzziness degree, the greater the
efficiency. This is explained by the increment of query results related to an
increment of the fuzziness degree, which causes smaller cores for data elements
and thus increment the number of data elements whose core is contained is the
condition base of a given query.

One more time, a fluctuation of GT efficiency can be observed. This fluc-
tuation is the result of a fluctuation of the block usage of GT, shown in fig. 4.4,
that makes evident its sensibility to data distribution in contrast with HBPT
stability.
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Figure 4.4: Block usage under different data imprecision and fuzziness degrees

4.7.2 Influence of query related factors

With regards to the set of influential query factors, fig. 4.5 shows the relation
between query imprecision and index efficiency. It can be seen that both inde-
xing techniques are affected by this factor, as it is the lower bound of condition
base extent, and so drastically determine the average number of query results.
The efficiency is particularly low for the extreme case of a query imprecision of
0, which means a crisp condition. It can also be observed that the efficiency
of GT does not grow at the rate of HBPT efficiency when query imprecision is
high.

Query fuzziness is another considered influential factor on index efficiency.
Figure 4.5 shows the comparison of the efficiency of GT and HBPT under dif-
ferent query fuzziness conditions. As the fuzziness degree indirectly determines
the extent of the core of conditions, and given that the extent of the core of
conditions means an upper bound for its condition base, the higher the impre-
cision the smaller the number of query results, and so the smaller the efficiency.
Additionally, in the figure it can be seen that this factor is more influential for
GT than for HBPT, specially for low fuzziness degrees where the difference of
efficiency is larger.

Finally, the observed results and influence of query threshold is the same as
the influence of fuzziness degree (Not included in fig. 4.5 for the sake of clarity).
In fact, both factors indirectly determine the average number of query results
by reducing the average extent of the base of conditions.

4.8 Concluding remarks and future works

In this paper, a new indexing technique, HBPT, has been proposed and evalua-
ted. It improves query processing performance when a necessity mono-attribute
flexible condition is used to query fuzzy numerical data. The efficiency of HBPT
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Figure 4.5: Comparison of efficiency under different query imprecision and fuz-
ziness degrees

has been contrasted with the efficiency of GT, which is, to the best of our know-
ledge, the only indexing technique suitable for handling the same studied data
and query types.

Experimental results reveal a similar average efficiency for both GT and
HBPT. HBPT has proved to be a more stable indexing method than GT, which
present instability issues relating to data distribution. It makes GT more af-
fected by data related factors. Moreover, HBPT is less affected by the studied
query related factors.

In our opinion, the similar efficiency of both methods, the greater stability
of HBPT and the difference in implementation effort of GT in contrast with
HBPT makes the latter a good candidate for use in FDBMS, specially for these
built as an extension of a classical DBMS where the B+-tree indexing technique
is available.

Future work will focus on providing and studying indexing mechanisms (with
low implementation cost if possible) for other imprecise, uncertain and inappli-
cable data types, such as scalar fuzzy data, fuzzy objects and fuzzy collections.
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Conclusions

This work has proposed an object-relational fuzzy database model, an architec-
ture and an implementation, in the form of database management system and
as an extension of a current ORDBMS. Additionally, a dominant color image
retrieval application have been presented in order to prove the utility and vali-
dity of the proposal. Finally, several indexing techniques have been proposed to
improve the performance of flexible query processing on numerical fuzzy data
in these kind of database management systems.

The proposed fuzzy object-relational model keeps the modeling power of
previous fuzzy relational models and it is able to manage new kinds of fuzzy
data resulting from the extension of the basic data constructs of ORDBMS.
This makes model able to represent complex data composed of fuzzy and crisp
values, and fuzzy collections of data with conjunctive and disjunctive semantics.
Additionally, an implementation has been proposed. Its data types can be
seamlessly integrated in an ORDBMS by making use of its native extension
mechanisms.

In order to improve query processing performance when a possibility measu-
red atomic flexible condition is used to query fuzzy numerical data the indexing
technique 2BPT has been proposed. The technique has proved to be a more
stable indexing method than its competitor.

Finally, a new indexing technique, HBPT, has been proposed to improve
query processing performance when a necessity mono-attribute flexible condition
is used to query fuzzy numerical data. HBPT has proved to be a more stable
indexing method than its competitor and it is less affected by the studied query
related factors.
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