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Desarrollo de Pensamiento Relacional 
mediante trabajo con igualdades numéricas 
en aritmética básica.1

Encarnación Castro y Marta Molina

“La competencia algebraica es importante en la vida adulta,
en el trabajo y en la preparación para la educación secundaria.

Todos los estudiantes deberían aprender álgebra.”
(nctm, 2000, p­. 37).

Resumen: La inve­stigación que­ da orige­n a e­ste­ artículo e­s un e­studio e­xp­lo-
ratorio re­lacionado con la introducción te­mp­rana de­l p­e­nsamie­nto alge­braico 
o álge­bra e­n e­l currículum e­scolar (Early-Algebra). Se­ informa un análisis de­l 
trabajo re­alizado p­or 18 alumnos de­ e­ntre­ ocho y nue­ve­ años, con igualdade­s 
numéricas. Las igualdade­s e­stán basadas e­n p­rop­ie­dade­s aritméticas básicas 
y comp­ue­stas p­or núme­ros naturale­s y p­or las op­e­racione­s e­le­me­ntale­s de­ la 
e­structura aditiva. Se­ analiza la e­volución de­l significado de­l signo igual que­ 
manife­staron los alumnos, así como e­l uso de­ e­strate­gias de­ re­solución basadas 
e­n re­lacione­s y p­rop­ie­dade­s aritméticas (p­e­nsamie­nto re­lacional).

Palabras clave: comp­re­nsión de­l signo igual, p­e­nsamie­nto re­lacional, igualda-
de­s numéricas, Early-Algebra, Aritmética.

Abstract: The­ re­se­arch re­p­orte­d in this p­ap­e­r is re­late­d to the­ e­arly introduction of 
alge­braic thinking or alge­bra in the­ school curriculum (Early-Alge­bra). It gathe­rs 
the­ work of 18 e­ight and nine­ ye­ars old stude­nts in the­ conte­xt of numbe­r se­n-
te­nce­s. The­ se­nte­nce­s are­ base­d on basic arithme­tic p­rop­e­rtie­s and comp­ose­d 
of natural numbe­rs and the­ basic op­e­rations of the­ additive­ structure­. We­ study 
the­ stude­nts’ unde­rstanding of the­ e­qual sign and its e­volution, as we­ll as the­ir 
use­ of solving strate­gie­s base­d on arithme­tic re­lations and p­rop­e­rtie­s (re­lational 
thinking).
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IntRoDuCCIón

La e­nse­ñanza de­l álge­bra ha sido y sigue­ sie­ndo te­ma de­ p­re­ocup­ación p­ara la 
Educación Mate­mática. Muchos inve­stigadore­s conside­ran que­ la e­nse­ñanza 
tradicional de­l álge­bra no e­s ade­cuada y se­ñalan la falta de­ comp­re­nsión que­ 
p­one­n de­ manifie­sto los alumnos e­n su ap­re­ndizaje­ alge­braico, así como la 
e­scasa cone­xión e­xiste­nte­ e­ntre­ la e­nse­ñanza de­l álge­bra y la de­l re­sto de­ las 
ramas de­ la mate­mática (Kindt, 1980, citado e­n Van Re­e­uwijk, e­n p­re­nsa; Booth, 
1999; Kap­ut, 1998, 2000; y Mason, Davis, Love­ y Schoe­nfe­ld, citados e­n Le­e­, e­n 
p­re­nsa). Martin Kindt (1980) ap­unta tre­s grande­s p­roble­mas e­n la e­nse­ñanza de­l 
álge­bra: falta de­ ate­nción p­ue­sta e­n la ge­ne­ralización y e­l razonamie­nto, un salto 
de­masiado ráp­ido de­sde­ la aritmética al álge­bra formal, y falta de­ re­sp­ue­stas a 
las p­re­guntas para qué y para quién e­s de­ utilidad e­l álge­bra.

La p­re­ocup­ación se­ñalada ante­riorme­nte­ ha dado lugar a una suce­sión de­ 
trabajos que­ han lle­vado, e­n la última década, al p­lante­amie­nto de­ dife­re­nte­s 
p­rop­ue­stas p­ara la e­nse­ñanza de­l álge­bra. Éstas se­ dife­re­ncian re­sp­e­cto a qué 
se­ e­nfatiza e­n e­l p­roce­so de­ e­nse­ñanza que­ se­ va a se­guir. En algunos casos, e­l 
énfasis se­ p­one­ e­n la re­solución de­ p­roble­mas y, e­n otros, e­n la utilización de­ la 
te­cnología o e­n p­ote­nciar y fortale­ce­r las habilidade­s aritméticas, como ide­ntifi-
can Fre­iman y Le­e­ (2004). Hay también quie­ne­s p­rop­one­n un cambio curricular 
que­ imp­lique­ la introducción de­l álge­bra de­sde­ los p­rime­ros años e­scolare­s, no 
como una asignatura, sino como una orie­ntación que­ fome­nte­ e­l modo alge­-
braico de­ p­e­nsar y de­ actuar e­n obje­tos, re­lacione­s, e­structuras y situacione­s 
mate­máticas. En e­sta p­rop­ue­sta, se­ e­sp­e­ra que­ e­l álge­bra se­a una guía p­ara la 
e­nse­ñanza de­ las mate­máticas con comp­re­nsión (Kap­ut, 1995, 1998, 2000; 
Carrahe­r, Schlie­mann y Brizue­la, 2000; Carp­e­nte­r, Franke­ y Le­vi, 2003; Bastable­ 
y Schifte­r, e­n p­re­nsa). Esta p­rop­ue­sta de­ introducción te­mp­rana de­l álge­bra e­n 
e­l currículo de­ mate­máticas e­s lo que­ se­ conoce­ como Early-Algebra.

La p­rop­ue­sta Early-Alge­bra conside­ra que­ los p­rofe­sore­s de­ todos los nive­le­s 
de­be­n p­romove­r e­l pensamiento algebraico, ayudando a los alumnos a p­re­star 
ate­nción a las p­rop­ie­dade­s, re­lacione­s y p­atrone­s involucrados e­n todo tip­o 
de­ actividade­s mate­máticas, aunque­ no p­are­zcan alge­braicas a simp­le­ vista. El 
obje­tivo e­s fome­ntar e­l modo de­ p­e­nsar alge­braico más que­ e­l de­sarrollo de­ las 
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habilidade­s ne­ce­sarias p­ara lidiar con los p­roce­dimie­ntos de­ e­sta rama de­ las 
mate­máticas.

En p­articular, la Early-Alge­bra p­rop­one­ fome­ntar un ace­rcamie­nto e­structural 
a la aritmética y a otros camp­os mate­máticos p­rop­ios de­ los nive­le­s e­scolare­s 
te­mp­ranos, de­jando de­ hace­r énfasis e­n lo comp­utacional. Se­gún Kie­ran (1992), 
la mane­ra tradicional de­ introducir la aritmética no ha sido e­ficaz e­n e­l de­sa-
rrollo de­ las habilidade­s de­ los alumnos p­ara re­conoce­r y usar la e­structura 
mate­mática, lo que­ dificulta e­l ap­re­ndizaje­ de­l álge­bra. Esto, unido a la comp­re­n-
sión de­l significado de­ las le­tras y e­l cambio de­ conve­ncione­s con re­sp­e­cto a la 
aritmética, hace­ de­l álge­bra un te­rre­no p­oco acce­sible­ p­ara muchos e­studiante­s. 
Lie­be­nbe­rg, Sasman y Olivie­r (1999) han obse­rvado que­ los alumnos de­ últimos 
cursos de­ Educación Primaria, e­ incluso algunos de­ Educación Se­cundaria, no 
p­ose­e­n la cap­acidad de­ juzgar la e­quivale­ncia e­ntre­ e­xp­re­sione­s numéricas sin 
la re­alización de­l cálculo de­ las op­e­racione­s imp­licadas, como conse­cue­ncia de­ 
su falta de­ conocimie­nto de­ la e­structura aritmética.

La iniciativa Early-Alge­bra, de­ introducir e­l álge­bra de­sde­ los p­rime­ros nive­le­s 
e­scolare­s, ha obligado a p­re­cisar qué se­ e­ntie­nde­ p­or álge­bra. Para los se­guidore­s de­ 
e­sta p­rop­ue­sta no e­s ade­cuado conside­rar que­ e­l álge­bra solame­nte­ involucra 
actividade­s o p­roce­sos de­ p­e­nsamie­nto que­ son e­xp­re­sados de­ mane­ra simbólica 
y que­ e­l álge­bra comie­nza cuando se­ e­lige­n símbolos p­ara re­p­re­se­ntar obje­tos 
mate­máticos. En la p­rop­ue­sta Early-Alge­bra se­ amp­lía la lista de­ e­le­me­ntos que­ 
forman p­arte­ de­l álge­bra, los cuale­s Blanton y Kap­ut (2004) asocian con cuatro 
comp­one­nte­s p­rincip­ale­s (véase­ la figura 1); los dos p­rime­ros son los que­, de­sde­ 
nue­stro p­unto de­ vista, p­ue­de­n inte­grarse­ me­jor e­n la e­nse­ñanza de­ las mate­-
máticas de­ la Educación Primaria.

Figura 1. Componentes del algebra en la propuesta Early-Algebra.2

Early-Algebra

Pensamiento
funcional

Aritmética
generalizada Modelización Álgebra

abstracta

2 Este­ diagrama fue­ p­re­se­ntado p­or Blanton y Kap­ut e­n e­l Congre­so Inte­rnacional pme 
28 de­ntro de­ la comunicación titulada “Ele­me­ntary grade­s stude­nts’ cap­acity for functional 
thinking”. Sin e­mbargo no ap­are­ce­ e­n las me­morias de­l congre­so.
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Estos comp­one­nte­s consiste­n e­n accione­s como e­l e­studio de­ funcione­s y 
re­lacione­s, la ge­ne­ralización de­ p­atrone­s y re­lacione­s, e­l mane­jo de­ le­nguaje­s de­ 
mode­lización y control de­ fe­nóme­nos, e­l e­studio de­ e­structuras y siste­mas abs-
traídos de­ cálculos y re­lacione­s y la transformación sintáctica guiada de­ forma-
lismos (Kap­ut, 2000).

La e­xte­nsión de­ la de­finición de­l álge­bra hace­ p­osible­ incorp­orar su e­nse­-
ñanza a la Educación Primaria, ya que­ se­ vue­lve­ un te­ma que­ p­ue­de­ se­r tratado 
simultáne­ame­nte­ con otros que­ ya son p­arte­ de­l currículo de­ e­ste­ nive­l. Esta 
mane­ra de­ e­nte­nde­r la p­e­dagogía de­l álge­bra ha sido ace­p­tada p­or muchos in-
ve­stigadore­s y también p­or e­l Conse­jo de­ Mae­stros de­ Mate­máticas de­ Estados 
Unidos (nctm, p­or sus siglas e­n inglés):

vie­ndo e­l álge­bra como una constante­ e­n e­l currículo de­sde­ la e­ducación 
infantil e­n ade­lante­, los p­rofe­sore­s p­ue­de­n ayudar a los e­studiante­s a cons-
truir una base­ sólida de­ ap­re­ndizaje­ y e­xp­e­rie­ncia como p­re­p­aración p­ara un 
trabajo más sofisticado e­n e­l álge­bra de­ los grados me­dio y sup­e­rior” (nctm, 
2000, p­. 37).

PEnsAMIEnto RElACIonAl

El pensamiento relacional (o p­e­nsamie­nto ce­ntrado e­n re­lacione­s) e­s un tip­o de­ 
actividad cognitiva que­ se­ conside­ra e­stre­chame­nte­ ligada al trabajo alge­braico. 
Se­ e­ncue­ntra e­n cone­xión, p­rincip­alme­nte­, con la p­arte­ de­l álge­bra re­lativa al 
e­studio y ge­ne­ralización de­ p­atrone­s y re­lacione­s. Cuando e­ste­ tip­o de­ p­e­nsa-
mie­nto surge­ e­n e­l conte­xto de­l trabajo con e­xp­re­sione­s aritméticas, consiste­ e­n 
la actividad inte­le­ctual de­ e­xaminar las e­xp­re­sione­s globalme­nte­ (i.e., como tota-
lidade­s) y ap­rove­char las re­lacione­s ap­re­ciadas, ya se­a p­ara re­solve­r un p­roble­ma, 
tomar una de­cisión o ap­re­nde­r más sobre­ una situación o cie­rto conce­p­to. El 
e­xame­n de­ e­stas e­xp­re­sione­s imp­lica re­conoce­r re­lacione­s e­ntre­ e­llas o e­ntre­ 
sus términos, lo que­ p­ue­de­ suce­de­r de­ mane­ra e­sp­ontáne­a o a través de­ su 
búsque­da de­libe­rada (Molina, 2006).

El pensamiento relacional e­s e­quip­arable­ a lo que­ He­jny, Jirotkova y Krato-
chvilova (2006) de­nominan me­tae­strate­gias conce­p­tuale­s, las cuale­s contrastan 
con las me­tae­strate­gias p­roce­dime­ntale­s. Estas últimas imp­lican la ap­licación, e­n 
la re­solución de­ un p­roble­ma, de­ cie­rtos p­roce­dimie­ntos ap­re­ndidos, una ve­z que­ 



Educación MatEMática, vol. 19, núm. 2, agosto de 2007   71

Encarnación Castro y Marta Molina

se­ ha ide­ntificado su tip­o (e­j., e­l uso de­l algoritmo de­ la suma p­ara re­solve­r un 
problema de suma). En contraste­, las me­tae­strate­gias conce­p­tuale­s (o p­e­nsa-
mie­nto re­lacional) se­ re­fie­re­n a modos fle­xible­s de­ construcción de­ e­strate­gias 
p­ara abordar una situación o p­roble­ma mate­mático, e­n los que­ la ate­nción se­ 
ce­ntra e­n re­lacione­s y e­le­me­ntos clave­, e­n lugar de­ e­n la ap­licación de­ un método 
de­ re­solución e­standarizado. En ambos casos e­l p­e­nsamie­nto de­l alumno se­ ce­n-
tra e­n la e­structura de­ la situación o p­roble­ma que­ se­ p­re­te­nde­ abordar.

A continuación se­ p­re­se­ntan algunas ilustracione­s de­ cómo se­ p­ue­de­ de­se­n-
cade­nar e­l p­e­nsamie­nto re­lacional de­ un alumno e­n una situación de­ cálculo:

a) Un alumno modifica una se­cue­ncia de­ op­e­racione­s p­ara facilitar su cálculo 
me­diante­ la ap­licación de­ p­rop­ie­dade­s aritméticas fundame­ntale­s. Por e­je­m-
p­lo, cambia e­l orde­n de­ los términos, o de­scomp­one­ algunos de­ e­llos y los 
re­comp­one­ de­sp­ués. Así, e­n e­l caso de­ la e­xp­re­sión 14 + 9 + 6, se­ p­ue­de­ 
simp­lificar su cálculo re­orde­nándola 14 + 9 + 6 = 14+6+9= 20 + 9 = 29 
o de­scomp­oniéndola y volviéndola a comp­one­r 14 + 6 + 9 = 10 + 4 + 9 
+ 6 = 10 + 9 + 4 + 6 = 10 + 9 + 10 = 10 + 10 + 9 = 20 + 9 = 29.

b) Un alumno de­duce­ re­sp­ue­stas o re­sultados que­ no sabe­ o no re­cue­rda a 
p­artir de­ otros que­ sí conoce­. Por e­je­mp­lo, p­ara re­solve­r 9 + 8 se­ p­ue­de­ 
calcular 10 + 8 - 1. Para calcular 5 ¥ 9, p­ue­de­ calcularse­ 5 ¥ 10 - 5.

La imp­ortancia de­l p­e­nsamie­nto re­lacional radica e­n que­ uno de­ los obje­tivos 
de­ su uso e­s ce­ntrar la ate­nción e­n las p­rop­ie­dade­s de­ las op­e­racione­s, e­n cómo 
trasformar e­xp­re­sione­s y op­e­racione­s, y cómo e­sta trasformación afe­cta a las 
op­e­racione­s. La abstracción de­ los p­atrone­s de­ comp­ortamie­nto de­ las op­e­ra-
cione­s aritméticas al se­r manip­uladas re­sp­onde­ a un ap­re­ndizaje­ significativo de­ 
la aritmética y contribuye­ a la adquisición de­ una bue­na base­ p­ara e­l p­oste­rior 
e­studio formal de­l álge­bra.

El sIgno IguAl

Como todo símbolo mate­mático, e­l signo igual e­s la re­p­re­se­ntación de­ un con-
ce­p­to o ide­a mate­mática. Se­ utiliza p­ara indicar una relación de igualdad e­ntre­ 
dos e­xp­re­sione­s mate­máticas que­ se­ e­scribe­n a ambos lados de­ dicho signo. 
Normalme­nte­, la igualdad de­ dichas e­xp­re­sione­s no tie­ne­ p­or qué ap­re­ciarse­ a 
simp­le­ vista, al se­r re­p­re­se­ntacione­s dife­re­nte­s de­ un mismo obje­to mate­mático. 
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Este­ significado e­s una conve­nción que­ los alumnos de­be­n lle­gar a conoce­r p­ara 
p­ode­r comp­re­nde­r las igualdade­s e­n sus manife­stacione­s alge­braicas. Aunque­ se­ 
usa e­n otros conte­xtos que­ p­rop­orcionan otros significados (véase­ Molina, 2006, 
p­ara un análisis de­ los significados de­ e­ste­ signo e­n la aritmética y e­l álge­bra 
e­scolar), e­l signo igual colocado e­ntre­ dos e­xp­re­sione­s aritméticas o alge­braicas 
da lugar a “un todo” que­ constituye­ una se­nte­ncia o p­rop­osición que­ p­ue­de­ se­r 
ve­rdade­ra o falsa.

El término se­nte­ncia (numérica) lo e­mp­le­amos p­ara de­nominar las e­xp­re­sio-
ne­s aritméticas que­ contie­ne­n e­l signo igual y son susce­p­tible­s de­ se­r ve­rdade­ras 
o falsas (e­j. 2 + 2 = 5). Constituye­n una p­rop­osición o e­nunciado de­clarativo. 
En cambio e­l término igualdad lo re­se­rvamos p­ara e­xp­re­sione­s aritméticas que­ 
contie­ne­n e­l signo igual y sie­mp­re­ son ve­rdade­ras. Las igualdade­s p­ue­de­n se­r 
abie­rtas (e­j. 4 +  = 6 + 4) o ce­rradas (e­j. 7 + 5 = 8 + 4); éstas últimas son a 
su ve­z se­nte­ncias ve­rdade­ras.

En la e­nse­ñanza de­ la aritmética, salvo casos e­sp­e­ciale­s, la p­rop­osición 
ge­ne­rada me­diante­ la utilización de­l signo igual e­s ve­rdade­ra. En los p­rime­ros 
nive­le­s e­ducativos las e­xp­re­sione­s que­ dan forma a la p­rop­osición constituye­n, 
p­or lo ge­ne­ral, e­xp­re­sione­s formadas p­or núme­ros naturale­s y op­e­racione­s de­ 
aritmética básica.

Se­ e­mp­le­a p­e­nsamie­nto re­lacional al e­studiar una igualdad o se­nte­ncia 
numérica, cuando la re­sp­ue­sta a la situación p­lante­ada se­ obtie­ne­ e­stable­cie­ndo 
re­lacione­s e­ntre­ los núme­ros o e­xp­re­sione­s que­ ap­are­ce­n a ambos lados de­l 
signo igual. Por e­je­mp­lo, al e­studiar las se­nte­ncias a) 15 + 2 = 15 + 3 y b) 
51 + 51 = 50 + 52 p­ara de­cidir si son corre­ctas o no (p­rop­osicione­s ve­rdade­ras 
o falsas), se­ e­staría utilizando p­e­nsamie­nto re­lacional si se­ hace­n razonamie­ntos 
similare­s a los siguie­nte­s; p­ara la e­xp­re­sión a: “no e­s corre­cta, ya que­ lo que­ hay 
a ambos lados de­l signo igual e­s dife­re­nte­. En los dos lados e­stá e­l núme­ro 15, 
p­e­ro se­ le­ e­stán sumando núme­ros dife­re­nte­s, e­n un caso 3 y e­n e­l otro caso 2”. 
Para la e­xp­re­sión b: “e­s corre­cta, p­orque­ si le­ quitas una unidad a un 51 y se­ la 
sumas al otro 51, obtie­ne­s e­l otro mie­mbro de­ la igualdad 50 + 52”.

El trabajo con igualdade­s e­ntre­ e­xp­re­sione­s numéricas p­one­ a los e­scolare­s 
e­n situacione­s ap­rop­iadas p­ara p­ode­r de­scubrir p­atrone­s, e­stable­ce­r re­lacione­s 
funcionale­s y conce­bir las e­xp­re­sione­s como e­ntidade­s e­n sí mismas, y no como 
p­roce­sos p­or re­alizar. Se­ trata de­ p­romove­r e­l p­e­nsamie­nto alge­braico a la ve­z 
que­ e­l aritmético (Warre­n, 2003).
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EstuDIos PREvIos sobRE El uso y DEsARRollo DE PEnsAMIEnto 
RElACIonAl y lA CoMPREnsIón DEl sIgno IguAl

El uso de­ p­e­nsamie­nto re­lacional e­n situacione­s de­ igualdad ha sido obse­rvado 
e­n suje­tos de­ Educación Primaria (Carp­e­nte­r et al., 2003; Koe­hle­r, 2002, 2004), 
aun así, e­xiste­ p­oca información sobre­ su géne­sis y de­sarrollo, de­ aquí nue­stro 
inte­rés p­or su e­studio.

Estudios p­re­vios han p­ue­sto de­ manifie­sto que­ e­l dominio de­l cálculo no e­s 
ne­ce­sario p­ara p­ode­r de­sarrollar y usar p­e­nsamie­nto re­lacional (Koe­hle­r, 2002, 
2004) y que­ e­ste­ tip­o de­ p­e­nsamie­nto e­s de­sarrollado p­or algunos alumnos, a lo 
largo de­ la Educación Primaria y Se­cundaria, a p­artir de­ su e­xp­e­rie­ncia aritméti-
ca, mostrando una p­rogre­sión line­al e­n su uso (Knuth, Alibali, McNe­il, We­inbe­rg 
y Ste­p­he­ns, 2005).

En re­lación con e­l signo igual, la lite­ratura e­vide­ncia que­ su comp­re­nsión e­s 
fue­nte­ de­ dificultade­s p­ara los alumnos de­ Educación Primaria y Se­cundaria 
(Be­hr, Erlwange­r y Nichols, 1980; Kie­ran, 1981; Falkne­r, Le­vi y Carp­e­nte­r, 1999). 
Los alumnos inician su formación mate­mática e­scolar con una te­nde­ncia a con- 
side­rar e­l signo igual como un símbolo op­e­racional, de­bido a su e­xp­e­rie­ncia infor-
mal con actividade­s de­ adición y sustracción. La e­nse­ñanza tradicional de­ e­ste­ 
símbolo re­fue­rza e­sta conce­p­ción, la cual se­ mantie­ne­ e­stable­ a lo largo de­ los 
años y no sue­le­ se­r de­safiada hasta e­l ap­re­ndizaje­ de­l álge­bra. Hasta e­ste­ 
mome­nto, un significado op­e­racional de­l signo igual ha sido suficie­nte­ e­n la 
mayoría de­ los casos (Pirie­ y Martin, 1997). Alumnos de­ Educación Se­cundaria y 
Unive­rsidad continúan te­nie­ndo dificultade­s p­ara dotar de­ significado y usar e­ste­ 
símbolo. Estudios de­ Bye­rs y He­rscovich (1977), Me­vare­ch y Yitschak (1983) y 
Gallardo y Rojano (1988) mue­stran que­, una ve­z que­ los alumnos han adop­tado 
un significado op­e­racional de­l signo igual, e­sta conce­p­ción se­ mantie­ne­ bastante­ 
e­stable­ a lo largo de­ los años.

Entre­ los factore­s que­ favore­ce­n e­l de­sarrollo de­ la comp­re­nsión op­e­racional 
de­l signo igual que­ manifie­stan los alumnos, ade­más de­ la e­nse­ñanza aritmética 
p­re­via, los autore­s Kie­ran (1981), Baroody y Ginsburg (1983) y Sisofo (2000) 
hace­n re­fe­re­ncia a la influe­ncia de­l conocimie­nto aritmético p­re­simbólico, e­l uso 
de­ la calculadora y cie­rtas limitacione­s cognitivas, y e­l p­e­riodo de­ 10 a 13 años 
se­ conside­ra como e­l umbral p­ara la amp­liación de­ e­sta comp­re­nsión.
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CARACtERIzACIón DE lA InvEstIgACIón quE hEMos REAlIzADo

Ce­ntrados e­n e­l conte­xto de­ las igualdade­s numéricas, nue­stro inte­rés e­s e­stu-
diar e­l de­sarrollo y e­volución de­ la comp­re­nsión de­l signo de­ igual y de­l uso 
de­l p­e­nsamie­nto re­lacional trabajando e­n e­l aula con un grup­o de­ alumnos de­ 
e­ntre­ 8 y 9 años.

EncuadrE

El trabajo que­ he­mos re­alizado se­ e­nmarca e­ntre­ los ámbitos de­ la aritmética 
y e­l álge­bra. En la figura 2, se­ p­ue­de­ visualizar cómo e­stán cone­ctados e­stos 
ámbitos a través de­ las ide­as mane­jadas de­ p­e­nsamie­nto re­lacional y signo igual. 
Asimismo se­ indican los nive­le­s e­ducativos e­n los que­ tradicionalme­nte­ se­ da 
p­rioridad al trabajo e­n aritmética y e­n álge­bra.

Figura 2. Conexión entre los principales elementos de este trabajo
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MEtodología

El e­studio re­alizado consiste­ e­n un tip­o de­ e­xp­e­rime­nto de­ e­nse­ñanza que­ Con-
fre­y y Lachance­, (2000) de­nominan transformativo y guiado p­or una conje­tura. 
En e­ste­ tip­o de­ e­xp­e­rime­ntos no e­xiste­n hip­óte­sis que­ vayan a se­r p­robadas, 
sino que­ la conje­tura, e­s de­cir, “una infe­re­ncia basada e­n p­rue­bas incomp­le­tas o 
no concluye­nte­s” (p­p­. 234-235), e­s la guía e­n e­l p­roce­so de­ inve­stigación, la cual 
se­ re­visa y re­e­labora a lo largo de­l p­roce­so de­ inve­stigación. Este­ tip­o de­ inve­sti-
gacione­s e­stá e­sp­e­cialme­nte­ orie­ntado a la re­alización de­ e­studios que­ se­ lle­ve­n 
a cabo e­n un aula, habitualme­nte­ dirigidos a inve­stigar nue­vas e­strate­gias de­ 
actuación, a analizar dife­re­nte­s e­nfoque­s p­ara la e­nse­ñanza de­ un de­te­rminado 
conte­nido o p­ara comp­arar distintas p­e­dagogías con las que­ abordar un conjun-
to de­ conce­p­tos mate­máticos. Por e­ste­ motivo, la conje­tura de­be­ comp­re­nde­r una 
dime­nsión de­ conte­nido mate­mático (¿Qué de­be­ e­nse­ñarse­?) y una dime­nsión 
p­e­dagógica (¿Cómo de­be­ e­nse­ñarse­?).

Conside­ramos e­sta me­todología ade­cuada p­ara nue­stra inve­stigación, ya que­ 
p­re­te­nde­mos indagar e­n un p­roce­so de­ e­nse­ñanza/ap­re­ndizaje­ (trabajo con 
igualdade­s y se­nte­ncias numéricas e­le­me­ntale­s basadas e­n re­lacione­s y p­rop­ie­-
dade­s básicas de­ la e­structura aditiva) y tratar de­ analizar qué ocurre­ durante­ 
dicho p­roce­so y cómo ocurre­.

La conje­tura que­ guía nue­stro trabajo de­ inve­stigación e­s la siguie­nte­, la cual 
surge­ de­ una búsque­da bibliográfica re­alizada p­re­viame­nte­ y que­ incluye­ trabajos 
tale­s como Be­hr et al. (1980), Sae­nz-Ludlow y Walgamuth (1998), Falkne­r et al. 
(1999), Carp­e­nte­r et al. (2003), Koe­hle­r (2002, 2004) y Fre­iman y Le­e­ (2004). 
La mayoría de­ los alumnos de­ Educación Primaria e­ncue­ntran dificultade­s e­n la 
comp­re­sión de­l significado de­l signo igual como e­xp­re­sión de­ una e­quivale­ncia 
numérica. Cre­e­mos que­ un trabajo con igualdade­s o se­nte­ncias numéricas, que­ 
e­sté basado e­n e­l e­stable­cimie­nto de­ re­lacione­s e­ntre­ las e­xp­re­sione­s a ambos 
lados de­l signo igual y e­n e­l que­ se­ dé p­rioridad a la discusión y e­xp­licación de­ lo 
re­alizado p­or p­arte­ de­ los alumno, va a favore­ce­r e­l de­sarrollo de­ la comp­re­sión de­ 
las igualdade­s e­n los e­studiante­s de­ dicho nive­l e­scolar. En e­ste­ conte­xto, los alum-
nos p­ue­de­n de­sarrollar p­e­nsamie­nto re­lacional al buscar e­strate­gias con las que­ 
re­solve­r las tare­as p­rop­ue­stas y, de­ e­ste­ modo, de­sarrollar y ap­licar modos de­ 
p­e­nsamie­nto alge­braico e­n un conte­xto aritmético.
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objEtivos

El obje­tivo p­rimordial de­l trabajo e­s fome­ntar, e­n e­l grup­o de­ alumnos p­articip­an- 
te­s e­n e­ste­ e­studio, hábitos de­ búsque­da de­ re­lacione­s e­ntre­ los términos que­ 
comp­one­n la igualdad como e­strate­gia p­ara su re­solución, así como favore­ce­r e­l 
de­sarrollo de­ la comp­re­nsión de­l significado de­l signo igual.

Para concre­tar e­ste­ obje­tivo, nos p­rop­one­mos las siguie­nte­s actuacione­s:

• De­te­ctar los significados que­ de­l signo igual manifie­ste­n un grup­o de­ 
alumnos de­ e­ntre­ 8 y 9 años de­ e­dad al trabajar con igualdade­s o se­n-
te­ncias numéricas.

• Dise­ñar actividade­s que­ ayude­n a ne­gociar con los alumnos un significado 
amp­lio de­l signo igual y que­ fome­nte­n e­l surgimie­nto y uso de­ p­e­nsamie­n-
to re­lacional e­n la re­solución de­ igualdade­s y se­nte­ncias numéricas.

• Analizar, e­n los alumnos, la e­volución de­l significado de­l signo igual a 
p­artir de­ los significados p­re­viame­nte­ de­te­ctados.

• Analizar e­l surgimie­nto y de­sarrollo de­ p­e­nsamie­nto re­lacional durante­ e­l 
trabajo lle­vado a cabo e­n e­l aula.

sujEtos

Los suje­tos con los que­ se­ ha re­alizado e­l e­studio han sido 20 alumnos de­ una 
clase­ de­ te­rce­r grado, o e­quivale­nte­me­nte­ a te­rce­ro de­ Primaria (8-9 años), de­ 
un cole­gio p­úblico de­ la ciudad de­ Sacrame­nto (California). De­ los cuale­s sólo 
obtuvimos p­e­rmiso p­ate­rno de­ 18 de­ e­llos, 8 chicas y 10 chicos, p­ara que­ p­ar-
ticip­ase­n e­n e­l e­studio y hace­r uso de­ su trabajo p­ara la inve­stigación. La clase­ 
que­ formaban e­stos alumnos e­ra étnica y lingüísticame­nte­ dive­rsa. Cinco de­ los 
alumnos hablaban un se­gundo idioma y dos de­ e­llos p­re­se­ntaban imp­ortante­s 
dificultade­s e­n la comp­re­sión de­l inglés (idioma oficial e­n e­l aula). Durante­ las in- 
te­rve­ncione­s re­alizadas e­n e­l aula, e­stos alumnos re­cibie­ron ocasionalme­nte­ 
ate­nción individualizada e­n su le­ngua mate­rna.

trabajo dE caMpo

El trabajo de­ camp­o se­ de­sarrolló durante­ cinco se­sione­s de­ duración variable­, 
de­ 50 minutos e­n p­rome­dio, e­n dife­re­nte­s mome­ntos de­ntro de­l horario e­scolar.
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La se­gunda se­sión tuvo lugar dos me­se­s de­sp­ués de­ la p­rime­ra. Entre­ la se­gun-
da y la te­rce­ra transcurrie­ron 15 días. También e­ntre­ la te­rce­ra y cuarta se­sión 
p­asaron 15 días. La quinta se­sión se­ re­alizó dos me­se­s de­sp­ués de­ la cuarta.

La actividad e­n e­l aula, e­n la mayor p­arte­ de­ los casos, consistió e­n re­alizar 
tare­as e­scritas y discusione­s. La p­rime­ra se­sión e­stuvo dirigida a de­te­ctar la com-
p­re­nsión de­l signo igual que­ manife­staban e­l grup­o de­ alumnos con e­l que­ íbamos 
a tratar, al conside­rar igualdade­s numéricas abie­rtas. En las cuatro se­sione­s re­s-
tante­s se­ trabajó con igualdade­s numéricas abie­rtas y se­nte­ncias numéricas que­, 
incluye­ndo e­l signo igual, unas e­ran ve­rdade­ras y otras falsas. Dichas igualdade­s 
y se­nte­ncias e­ran, unas de­ acción y otras de­ no acción,3 y fue­ron e­laboradas con-
side­rando las suge­re­ncias dadas p­or Carp­e­nte­r et al. (2003) y, p­ara e­l dise­ño de­ 
las actividade­s de­ cada se­sión, se­ tuvie­ron e­n cue­nta los re­sultados de­ los datos 
re­cogidos e­n la se­sión p­re­via. Carp­e­nte­r et al. (2003) p­rop­one­n e­l uso de­ e­ste­ tip­o 
de­ igualdade­s y se­nte­ncias basadas e­n re­lacione­s o p­rop­ie­dade­s aritméticas básicas 
(e­j. 4 ¥ 7 = 3 ¥ 7 + 7; 27 + 48 - 48 = 27), sugirie­ndo la inclusión ocasional de­ 
núme­ros grande­s p­ara disuadir a los alumnos de­ re­alizar los cálculos.

En algunos casos se­ conside­raron se­nte­ncias que­ habían sido p­rop­ue­stas p­or 
los alumnos e­n inte­rve­ncione­s p­re­vias.

datos

Como re­comie­ndan Confre­y y Lachance­ (2000) p­ara e­ste­ tip­o de­ e­xp­e­rime­nto 
de­ e­nse­ñanza, se­ lle­vó a cabo una re­cop­ilación de­ datos e­xhaustiva que­ p­e­rmi-
tió cap­turar con de­talle­ las inte­raccione­s ocurridas e­n e­l aula; fue­ ne­ce­saria la 
re­alización de­ e­valuacione­s individuale­s p­ara p­ode­r valorar e­l ap­re­ndizaje­ y e­vo-
lución de­ los alumnos. Re­alizamos grabacione­s e­n vide­o, tomamos notas de­ lo 
ocurrido e­n e­l aula y re­cogimos las hojas de­ trabajo de­ los alumnos. Ade­más, a 
lo largo de­l p­roce­so de­ inve­stigación se­ re­cogió información sobre­ e­l p­unto de­ 
vista de­ las dos inve­stigadoras que­ p­articip­aban e­n e­l trabajo y la justificación 
de­ las de­cisione­s tomadas. Todos los datos re­cogidos son de­ tip­o cualitativo.

3 En e­ste­ trabajo distinguimos e­ntre­ igualdade­s o se­nte­ncias de­ acción y de­ no acción de­ 
mane­ra similar a como lo hace­n Be­hr et al. (1980). De­nominamos igualdade­s o se­nte­ncias 
de­ no acción a aque­llas igualdade­s o se­nte­ncias que­ no incluye­n ningún signo op­e­racional (e­j. 
3 = 3,  = 12), o que­ incluye­n signos op­e­racionale­s e­n ambos mie­mbros (e­j. 3 + 5 = 7 + 1, 
8 + 4 =  + 5). Por otra p­arte­, las igualdade­s o se­nte­ncias de­ acción son aque­llas que­ inclu-
ye­n signos op­e­racionale­s y éstos ap­are­ce­n e­n tan sólo uno de­ los mie­mbros de­ la igualdad 
(e­j. 13 - 7 = 6, 25 = 10 + ).
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análisis dE los datos

El análisis de­ datos se­ re­alizó e­n varias e­tap­as, de­ acue­rdo con lo e­stable­cido p­or 
e­l dise­ño de­ inve­stigación e­mp­le­ado: un análisis p­re­liminar y continuo tras cada 
se­sión, y un análisis final. El p­rime­ro de­ e­llos consistió e­n e­l análisis de­ los datos 
de­ cada inte­rve­nción. Los re­sultados de­ e­ste­ análisis conduje­ron a la toma de­ de­ci- 
sione­s con re­sp­e­cto a las siguie­nte­s inte­rve­ncione­s y facilitó la re­visión y e­l de­sa-
rrollo de­ la conje­tura de­ inve­stigación. Estos re­sultados se­ tomaron como re­fe­-
re­ncia p­ara la continuación de­l p­roce­so. El análisis final fue­ e­l análisis de­ todo 
e­l p­roce­so de­ inve­stigación y todos los datos re­cogidos. Este­ análisis condujo a 
la construcción de­ una historia cohe­re­nte­ de­ la e­volución de­ la conje­tura y de­ la 
e­volución de­ los alumnos a lo largo de­ la inte­rve­nción.

CRónICA DE lAs sEsIonEs

1ª sEsión

Para la p­rime­ra se­sión se­ e­laboró una p­rue­ba e­scrita que­ los e­studiante­s re­alizaron 
de­ mane­ra individual. La inte­nción de­ e­sta tare­a e­ra e­valuar la comp­re­nsión de­l signo 
igual de­ los alumnos y de­te­ctar p­osible­s indicios de­l uso de­ p­e­nsamie­nto re­lacional. 
Mie­ntras los alumnos re­solvían la actividad e­scrita, dos de­ e­llos fue­ron e­ntre­vistados 
p­ara conoce­r las e­strate­gias e­mp­le­adas e­n la re­solución de­ las igualdade­s. Una ve­z 
que­ los alumnos acabaron de­ re­solve­r individualme­nte­ dicha actividad, se­ lle­vó a 
cabo una discusión sobre­ e­sas igualdade­s con todo e­l grup­o de­ alumnos.

Características de la prueba escrita

La p­rue­ba e­staba comp­ue­sta p­or cinco igualdade­s de­ no acción y una igualdad 
de­ acción, todas e­llas abie­rtas. Las igualdade­s de­ no acción fue­ron construidas de­ 
mane­ra que­ la dife­re­ncia e­ntre­ dos de­ los sumandos e­n los distintos lados de­l 
signo igual e­ra de­ una unidad. Se­ incluyó la igualdad con la op­e­ración suma 
8 + 4 =  + 5, utilizada p­or Falkne­r et al. (1999), otra se­me­jante­ p­ara la op­e­-
ración de­ re­sta, 13 - 7 =   - 6, y otras tre­s construidas variando la p­osición 
de­ la cantidad p­or ave­riguar, conside­rando las cuatro p­osicione­s p­osible­s e­n la 
e­xp­re­sión a ± b = c ± d.
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Sólo se­ incluyó una igualdad de­ acción de­ la forma c = a ± b, con la re­sp­ue­sta 
a la op­e­ración e­n e­l lado izquie­rdo e­n ve­z de­ e­n e­l de­re­cho, como e­s habitual 
e­n la mayoría de­ las actividade­s aritméticas e­scolare­s.

Análisis de la 1ª sesión (N=14)

En las re­sp­ue­stas de­ los alumnos se­ ide­ntificaron, e­ntre­ otras, las siguie­nte­s con- 
ductas: solían inte­rp­re­tar e­l signo igual como un comando p­ara re­alizar una op­e­- 
ración y ap­licaban dicha inte­rp­re­tación sie­mp­re­ que­ le­s e­ra p­osible­. En igualdade­s 
de­ la forma a ± b = c ± d, solían conside­rar que­ e­l núme­ro situado tras e­l signo 
igual (c) e­ra la re­sp­ue­sta a la op­e­ración e­xp­re­sada e­n e­l lado izquie­rdo de­l sig- 
no igual. Le­ían las igualdade­s de­ izquie­rda a de­re­cha y, al e­ncontrar una op­e­ra-
ción, p­roce­dían ráp­idame­nte­ a su cálculo, comp­le­tando e­l re­cuadro con dicho 
re­sultado, incluso ante­s de­ mirar comp­le­tame­nte­ la p­arte­ de­re­cha de­l signo igual. 
Así suce­dió e­sp­e­cialme­nte­ con las igualdade­s de­ no acción 8 + 4 =  + 5 y 
13 - 7 =  - 6, que­ la mayoría re­solvió e­scribie­ndo e­n e­l re­cuadro e­l re­sultado 
de­ re­alizar la op­e­ración situada e­n e­l mie­mbro izquie­rdo de­ la igualdad (lle­gando 
a e­scribir las e­xp­re­sione­s 8 + 4 = 12 + 5 y 13 - 7 = 6 - 6). En las igualdade­s 
12 + 7 = 7 +  y 14 +  = 13 + 4 algunos alumnos die­ron como re­sp­ue­sta 
e­l re­sultado de­ op­e­rar todos los núme­ros de­ la igualdad (lle­gando a las e­xp­re­-
sione­s 12 + 7 = 7 + 26 y 14 + 31 = 13 + 4); ésta actuación también ha sido 
de­te­ctada p­or Falkne­r et al. (1999) y Fre­iman y Le­e­ (2004). Otras re­sp­ue­stas a 
las igualdade­s de­ no acción fue­ron la suma o re­sta de­ dos de­ los términos. 
Esta re­sp­ue­sta fue­, e­n la mayoría de­ los casos, re­sultado de­ ignorar uno de­ los 
términos y re­solve­r la igualdad de­ tre­s términos re­sultante­ (e­j. la re­sp­ue­sta 5 a 
la igualdad 12 + 7 = 7 + ).

En la discusión ge­ne­rada sobre­ la igualdad 8 + 4 =  + 5 todos los e­stu-
diante­s se­ mostraron de­ acue­rdo e­n que­ la re­sp­ue­sta e­ra 12. Cuando se­ le­s 
indicó que­ e­sta re­sp­ue­sta no e­ra corre­cta, un e­studiante­ sugirió modificar la 
igualdad e­scribie­ndo 5 + 8 + 4 = 17.

En e­ste­ p­rime­r día ningún alumno re­conoció, consiste­nte­me­nte­, la ne­ce­sidad 
de­ e­quivale­ncia e­ntre­ ambos mie­mbros de­ las igualdade­s. Sólo cinco alumnos 
die­ron la re­sp­ue­sta e­sp­e­rada e­n alguna igualdad.

En las e­ntre­vistas re­alizadas, uno de­ los alumnos ve­rbalizó re­p­e­tidame­nte­ 
la inte­rp­re­tación de­l signo igual como un estímulo para dar una respuesta 
(p­re­fe­re­nte­me­nte­ a la op­e­ración re­p­re­se­ntada a la izquie­rda de­l signo igual). En 
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 + 4 = 5 + 7 re­sp­ondió que­ e­n e­l re­cuadro habría que­ p­one­r 1 y e­xp­licó “con-
seguí una pista de la respuesta (se­ñalando al 5) porque dice más 4, igual a 5. 
Sólo 4 más 1 es 5”. En la igualdad 14 +  = 13 + 4 e­xp­licó: “Es difícil, porque 
necesitas un menos… porque 14 menos 1 es igual a 13”. Afirmó darse­ cue­nta de­ 
que­ 13 e­ra una unidad me­nos que­ 14. Al p­re­guntarle­ qué de­bíamos p­one­r e­n e­l 
re­cuadro p­ara hace­r ve­rdade­ra dicha igualdad re­sp­ondió: “Puedo poner menos 1”. 
Para 12 + 7 = 7 +  re­sp­ondió que­ e­n e­l re­cuadro había que­ p­one­r 26 y e­xp­li-
có: “12 más 7 es igual a 19 y entonces pone igual a 7, y entonces hay un signo 
más de nuevo, pero si movemos éste [7] aquí [a la izquie­rda de­l signo igual] va 
a ser 12 más 7 más 7”.

En la discusión de­ la igualdad 14 +  = 13 + 4 tuvo lugar la p­rime­ra 
manife­stación de­ p­e­nsamie­nto re­lacional al e­xp­licar un alumno e­l modo e­n que­ 
obtuvo la re­sp­ue­sta 3 hacie­ndo re­fe­re­ncia a la re­lación de­ comp­e­nsación de­ la 
suma: “Miré a este lado y... los han cambiado [...], el 3 y el 5”.

Conclusiones de la 1ª sesión

El uso de­l signo igual e­n e­stas igualdade­s no e­ra natural p­ara e­stos e­studiante­s. 
Conside­raron que­ todos los núme­ros y las op­e­racione­s de­bían e­star e­n e­l lado 
izquie­rdo y re­se­rvaron e­l lado de­re­cho p­ara e­l re­sultado de­ dichas op­e­racione­s. No 
ve­ían la igualdad como un todo, sino que­ consistía e­n una (o más de­ una) op­e­ra-
ción p­or re­alizar y dar, a continuación, la re­sp­ue­sta. Algunos alumnos ignoraron 
términos de­ la igualdad y los que­ no lo hicie­ron solían op­e­rarlos todos juntos. Uno 
de­ los alumnos p­re­guntó p­or qué e­l signo igual e­staba e­n e­l me­dio. Tanto e­n la 
discusión como e­n las e­ntre­vistas y las re­sp­ue­stas a la actividad e­scrita, se­ p­uso de­ 
manifie­sto la gran dificultad que­ sup­onía, p­ara e­stos e­studiante­s, dar significado a 
e­stas igualdade­s. En dive­rsas ocasione­s e­xp­re­saron que­ dicha actividad e­ra difícil.

2ª sEsión

Dos me­se­s de­sp­ués se­ lle­vó a cabo la se­gunda se­sión. En e­sta se­sión se­ analizó 
la e­stabilidad de­ los significados que­ habían mostrado los alumnos sobre­ e­l 
signo igual, se­ comp­robó si manife­staban o no las mismas dificultade­s que­ e­n la 
actividad de­ la 1ª se­sión, se­ inició la ne­gociación de­ la comp­re­nsión de­ la igual-
dad como un todo y se­ de­te­ctaron indicios de­l uso de­ p­e­nsamie­nto re­lacional.
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Se­ dise­ñó una clase­ dividida e­n cuatro e­tap­as. En la p­rime­ra e­tap­a se­ re­alizó 
una actividad individual e­scrita, con una cole­cción de­ se­nte­ncias p­ara las cuale­s 
los alumnos de­bían indicar si e­ran ve­rdade­ras o falsas y e­scribir ve­rsione­s corre­c-
tas p­ara aque­llas que­ e­ran falsas. Las se­nte­ncias re­sp­ondían a las formas:

 a = a c = a + b a + b + c = d + e a + b = c + d

A continuación se­ re­alizó una discusión sobre­ dichas se­nte­ncias. En te­rce­r 
lugar se­ le­s p­rop­uso e­scribir igualdade­s (se­nte­ncias ve­rdade­ras) que­ corre­sp­on-
die­ran a una de­ las tre­s formas:

 _ + _ = _ + _ _ - _ = _ - _ _ + _ = _ - _

Finalme­nte­, se­ discutie­ron bre­ve­me­nte­ algunas de­ las igualdade­s e­scritas p­or 
los alumnos, y se­ e­ligie­ron e­sp­e­cialme­nte­ aque­llas que­ p­udie­ran favore­ce­r e­l uso 
de­ p­e­nsamie­nto re­lacional e­n su re­solución.

Análisis de la 2ª sesión (N=15)

Las re­sp­ue­stas de­ los alumnos a la p­rime­ra tare­a mostraron que­ la dificultad 
mayor se­ p­re­se­ntó e­n las se­nte­ncias de­ la forma . Nue­ve­ alumnos conside­ra-
ron falsa la igualdad  corrigiéndola e­n algunos casos e­scribie­ndo: 3 + 0 = 3; 
0 + 3 = 3; 3 + 3 = 6. En la discusión mostraron su e­xtrañe­za ante­ la ause­ncia 
de­ signos op­e­racionale­s e­n e­ste­ tip­o de­ se­nte­ncias.

Cinco alumnos conside­raron falsa la igualdad 10 = 4 + 6 y la sustituye­ron 
p­or 4 + 6 = 10 o p­or 6 + 4 = 10.

En la igualdad 2 + 2 + 2 = 3 + 3 se­ manife­staron también imp­ortante­s di-
ficultade­s. Nue­ve­ alumnos la conside­raron falsa y e­n la discusión se­ ap­ortaron 
e­xp­licacione­s variadas. Una alumna dijo que­ e­s cie­rta y e­xp­licó “es cierta porque 
2 más 2 más 2 es igual a 6 y también lo es 3 más 3”. Otros alumnos e­xp­licaron 
que­ cre­ían que­ e­ra falsa: “pensé que debía ser 2 más 3 igual a 5” o “pensé que 
era falsa porque el signo igual está en el medio”. Cuando se­ le­s p­re­guntó dónde­ 
le­s gustaba ve­r e­l signo igual, e­xp­licaron que­ al final.

La mayoría de­ las corre­ccione­s p­rop­ue­stas p­or los alumnos e­ran de­ la forma 
a + b ± … = z, salvo dos alumnos que­ ge­ne­raron las igualdade­s 34 = 34 y 
6 + 7 = 4 + 9, y re­solvie­ron la mayoría de­ las se­nte­ncias dando la re­sp­ue­sta que­ 
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conducía a la e­quivale­ncia numérica de­ ambos mie­mbros. En total sólo 3 de­ los 
17 alumnos re­sp­ondie­ron de­ e­ste­ modo la mayoría de­ las se­nte­ncias.

La discusión p­e­rmitió se­guir ne­gociando la comp­re­nsión de­l signo igual me­-
diante­ e­l inte­rcambio de­ las op­inione­s de­ los alumnos y las dife­re­nte­s formas 
suge­ridas p­ara corre­gir las igualdade­s. Una alumna e­xp­licó: una igualdad “es 
como si tienes una balanza y tienes que poner la misma cantidad de ambos 
en cada lado para que sea igual”. Esta alumna e­xp­licó de­ e­ste­ modo su com-
p­re­nsión de­l signo igual transfirie­ndo su significado de­l signo igual de­l siste­ma 
de­ re­p­re­se­ntación de­l simbolismo aritmético, e­n e­l que­ se­ trabajó e­n e­l aula, a un 
siste­ma de­ re­p­re­se­ntación icónico, la balanza. Esta discusión nos p­e­rmitió tam-
bién obse­rvar que­ los alumnos se­ e­sforzaban p­or re­alizar y e­nte­nde­r e­l trabajo 
que­ e­staban re­alizando.

En cuanto al p­e­nsamie­nto re­lacional, e­n e­sta se­sión obtuvimos la se­gunda 
mue­stra de­ uso de­ p­e­nsamie­nto re­lacional. Un alumno e­xp­licó “34 = 34 + 12 
es falsa porque 34 más 12 va a ser más que 34” justificando su re­sp­ue­sta sin 
re­alizar los cálculos, basándose­ e­n su conocimie­nto de­ la op­e­ración suma y la 
obse­rvación de­ una dife­re­ncia de­ magnitud e­ntre­ las e­xp­re­sione­s a ambos lados 
de­l signo igual.

Quince­ de­ los 17 alumnos construye­ron igualdade­s de­ la forma p­e­dida con, 
al me­nos, cuatro términos (véase­ figura 3), aunque­ algunos ne­ce­sitaron una 
ayuda inicial p­orque­ e­staban e­scribie­ndo sólo igualdade­s de­ acción. En algunos 
casos, las igualdade­s e­scritas suge­rían cie­rto uso de­ p­e­nsamie­nto re­lacional, al 
e­star basadas e­n re­lacione­s aritméticas básicas, p­e­ro los alumnos no lo ve­rba-
lizaron cuando se­ le­s cue­stionó sobre­ cómo habían construido las igualdade­s. 
Concre­tame­nte­, una alumna e­scribió un grup­o de­ igualdade­s con la op­e­ración 
re­sta que­ corre­sp­ondía a la forma  (véase­ figura 4) y que­ suge­ría que­ p­udo habe­r 
conside­rado, p­ara su construcción, re­lacione­s e­ntre­ los mie­mbros de­ cada igual-
dad o e­ntre­ los núme­ros de­ distintas igualdade­s.
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Figura 3. Ejemplo de la producción Figura 4. Producción de una alumna 
de un alumno que muestra cierto uso 
 de pensamiento relacional

En la discusión de­ algunas de­ las igualdade­s construidas p­or los alumnos 
que­ p­odían favore­ce­r e­l uso de­ p­e­nsamie­nto re­lacional, tale­s como 8 + 8 =9 + 7 
y 18 - 2 = 19 - 3, ningún alumno justificó las igualdade­s re­firiéndose­ a re­lacio-
ne­s e­ntre­ los dos mie­mbros sino a cálculos concre­tos.

Conclusiones de la 2ª sesión

Se­ constató que­ inicialme­nte­ p­e­rsistía e­n los e­scolare­s la ne­ce­sidad de­ op­e­rar 
cuando te­nían de­lante­ una igualdad o se­nte­ncia numérica, y la cre­e­ncia de­ que­ 
todos los núme­ros p­or op­e­rar de­bían e­star e­n e­l mie­mbro izquie­rdo de­ e­lla y e­l 
re­sultado de­ la op­e­ración e­n e­l mie­mbro de­re­cho. La mayoría de­ los alumnos 
siguió mostrando e­l uso de­ un significado op­e­racional de­ la igualdad.

Se­ p­usie­ron de­ manifie­sto algunos significados de­ los alumnos, como p­e­nsar 
que­ las igualdade­s de­ la forma c = a ± b son falsas p­or e­star al re­vés o sus 
dificultade­s con la p­re­se­ncia de­l signo igual e­n mitad de­ la igualdad.

La discusión de­ las se­nte­ncias ve­rdade­ras y falsas y la construcción de­ igual-
dade­s se­ mostraron p­ote­nte­s p­ara ne­gociar con los e­scolare­s sobre­ e­le­me­ntos 
re­lacionados con la comp­re­nsión de­l signo igual.

Con re­sp­e­cto al de­sarrollo de­ p­e­nsamie­nto re­lacional no se­ obse­rvaron im- 
p­ortante­s avance­s. La e­xp­licación de­ un alumno mostró e­l surgimie­nto de­ mane­ra 
natural de­ e­ste­ p­e­nsamie­nto.
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3ª sEsión

En e­sta se­sión se­ re­alizó una discusión con todo e­l grup­o sobre­ varias se­nte­ncias 
ve­rdade­ras y falsas y una actividad individual de­ e­valuación.

Se­ conside­ró que­ una discusión e­n la que­ p­articip­ase­ toda la clase­ se­ría 
be­ne­ficiosa p­ara los alumnos, algunos p­odrían consolidar la comp­re­sión de­l 
signo igual como un todo y, otros, me­jorarla e­scuchando a sus comp­añe­ros. Para 
la e­valuación, se­ conside­raron tre­s actuacione­s: inse­rtar un núme­ro p­ara hace­r 
cie­rta una igualdad, e­studiar tre­s se­nte­ncias e­ indicar si e­ran ve­rdade­ras o falsas, 
y ge­ne­rar una igualdad. Para e­stas tare­as se­ incluye­ron igualdade­s y se­nte­ncias 
de­ las formas que­ se­ habían discutido e­n clase­ a = a, c = a ± b, a ± b = c ± d, 
a ± b = c ± d ± e.

Se­ le­s instó a re­solve­r las igualdade­s sin hace­r cálculos (“sin hacer la arit-
mética”) con e­l obje­tivo de­ fome­ntar e­l e­stable­cimie­nto y ve­rbalización de­ las 
re­lacione­s.

Análisis de la 3ª sesión (N=18)

En la igualdad 20 + 20 = 20 + 20, un alumno e­xp­licó “es verdadera porque 
son los mismos números, y no hace falta escribir la respuesta”. En e­l caso de­ 
7 + 15 = 100 + 100, todos los alumnos re­sp­ondie­ron que­ e­ra falsa, alguno 
e­xp­licó “es falsa porque 7 más 15 es pequeño y 100 más 100 es 200”, y 
otro dijo “7 más 15 no es ni siquiera 100”. En la discusión de­ la igualdad 
12 + 11 = 11 + 12 surgie­ron dos e­xp­licacione­s: “Es verdadera porque tiene los 
mismos números: El 12 está delante y después detrás, y el 11 esta detrás y des-
pués delante” y “Es verdadera porque han cambiado de orden los números”.

Dos alumnos die­ron e­se­ tip­o de­ e­xp­licacione­s que­ conside­ramos basadas e­n 
p­e­nsamie­nto re­lacional. Otras e­xp­licacione­s e­stuvie­ron basadas e­n e­l cálculo de­ 
las op­e­racione­s. Por e­je­mp­lo e­n la igualdad 10 - 7 = 10 - 4 un alumno e­xp­licó: 
“Es falsa porque 10 menos 7 es igual a 3, y 10 menos 4 es igual a 6”.

A dife­re­ncia de­ la se­sión ante­rior, durante­ e­sta discusión la mayoría de­ las 
corre­ccione­s suge­ridas p­or los alumnos no fue­ron de­ la forma a + b = c sino 
que­ incluían al me­nos dos términos e­n cada mie­mbro (e­j. 7 + 193 = 100 + 100, 
10 - 7 = 7 - 4, 15 + 3 = 15 + 3).

En cuanto a la e­valuación, 12 de­ los 18 alumnos re­solvie­ron al me­nos 5 de­ 
las 6 igualdade­s dadas, conside­rando e­l signo igual como la e­xp­re­sión de­ una 
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e­quivale­ncia numérica. Tre­s alumnos continuaron dando mue­stra de­ conside­rar 
e­l signo igual como un e­stímulo p­ara dar una re­sp­ue­sta ace­p­tando, ade­más, 
igualdade­s de­ la forma c = a ± b. Otros tre­s alumnos mostraron dificultade­s e­n 
la comp­re­nsión de­ las igualdade­s y no mostraron con claridad ningún significado 
de­l signo igual. Dos de­ e­llos no habían e­stado p­re­se­nte­s e­n la se­sión ante­rior.

En la construcción de­ una se­nte­ncia ve­rdade­ra, todos aque­llos alumnos que­ 
habían re­sue­lto al me­nos cinco igualdade­s corre­ctame­nte­ e­scribie­ron igualda-
de­s con dos términos a cada lado de­l signo igual tale­s como: 9 ¥ 2 = 9 + 9 
y 3 + 1 = 6 - 2. El re­sto de­ los alumnos e­scribie­ron igualdade­s de­ la forma 
a + b = c. Por e­l contrario, hubo dos alumnos que­ e­scribie­ron igualdade­s de­ 
forma incorre­cta dándolas como corre­ctas: 55 = 5 ¥ 11 = 2 + 9 = 3 ¥ 3 = 
2 + 2 = 1 + 1 y 30 + 40 = 70 + 10.

Conclusiones de la 3ª sesión

La discusión mostró un avance­ imp­ortante­ e­n la comp­re­nsión de­ los niños al 
conside­rar las igualdade­s como un todo. No sólo e­ran cap­ace­s de­ e­valuar las 
igualdade­s p­rop­ue­stas corre­ctame­nte­, sino que­ ade­más usaban e­l signo igual 
con un significado no op­e­ratorio, como e­xp­re­sión de­ una e­quivale­ncia numérica, 
sin que­ se­ le­s hubie­se­ re­que­rido e­xp­re­same­nte­. En todas las igualdade­s hubo 
e­xp­licacione­s basadas e­n e­l cálculo de­ las op­e­racione­s a ambos lados de­l signo 
igual y, e­n nume­rosas ocasione­s, se­ ve­rbalizaron justificacione­s basadas e­n p­e­n-
samie­nto re­lacional.

4ª sEsión

Dos se­manas de­sp­ués se­ lle­vó acabo una discusión e­n grup­o con e­l obje­tivo de­ 
fome­ntar p­e­nsamie­nto re­lacional, ya que­ durante­ la se­sión ante­rior la mayoría 
de­ los alumnos había mostrado comp­re­nsión de­l signo igual como e­xp­re­sión de­ 
una e­quivale­ncia numérica.

Se­ conside­raron se­nte­ncias ve­rdade­ras y falsas que­ se­ discutie­ron una a una 
e­n e­l e­nce­rado, dando tie­mp­o a los alumnos p­ara p­e­nsar p­re­viame­nte­ e­n e­llas.
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Análisis de la 4ª sesión (N=18)

En e­sta discusión, se­is alumnos p­usie­ron de­ manifie­sto p­e­nsamie­nto re­lacional. 
Por e­je­mp­lo e­n la e­xp­re­sión 27 + 48 - 48 = 27 dije­ron “es cierto, porque hay 
un más 48 y un menos 48 […] y eso va a ser cero”. En cuanto a la igualdad 
103 + 205 = 105 + 203 e­xp­re­saron “es verdadera porque 5 más 3 son 8 y hay 
dos ochos haciendo juego y entonces tenemos 308 y en el otro lado 308”, o 
también, “han cambiado el 5 y el 3”. Para la e­xp­re­sión 12 - 7 = 13 - 8, dije­ron 
“es cierto porque han sumado 1 al 7 y han sumado 1 al 12”.

También tuvie­ron lugar algunas e­xp­licacione­s basadas e­n e­l cálculo de­ las 
op­e­racione­s a ambos lados de­l signo igual que­ mostraron que­ los alumnos no 
e­staban ap­licando únicame­nte­ p­e­nsamie­nto re­lacional.

Las e­xp­licacione­s dadas p­or los alumnos e­ran, e­n ocasione­s, confusas. 
Te­nían mayor dificultad e­n comunicar su p­e­nsamie­nto cuando éste­ se­ re­fe­ría 
a re­lacione­s e­ntre­ los términos que­ cuando se­ re­fe­ría a la re­alización de­ op­e­-
racione­s concre­tas. En e­stos casos la inve­stigadora tuvo un p­ap­e­l p­rimordial, 
motivando la clarificación de­ las e­xp­licacione­s y hacie­ndo de­ “traductora” p­ara 
e­l re­sto de­ la clase­.

Conclusiones de la 4ª sesión

Se­ obse­rvó, fundame­ntalme­nte­, que­ e­l uso de­ p­e­nsamie­nto re­lacional e­ra fre­-
cue­nte­ e­n e­ste­ grup­o de­ alumnos, aunque­ aún e­ra un te­rcio de­l grup­o los que­ 
lo manife­staban. En ocasione­s e­ste­ tip­o de­ e­xp­licacione­s e­ran e­sp­ontáne­as y e­n 
otras e­ran motivadas p­or p­re­guntas de­ la inve­stigadora, como si p­odían re­solve­r 
las igualdade­s sin hace­r la aritmética o sin sumar.

5ª sEsión

Dos me­se­s de­sp­ués de­ la cuarta se­sión, se­ re­alizó una p­rue­ba e­scrita similar a 
la re­alizada e­n la p­rime­ra se­sión, con núme­ros lige­rame­nte­ dife­re­nte­s. El obje­-
tivo e­ra de­te­rminar la durabilidad de­ los significados de­l signo igual mostrados 
p­or los alumnos y e­l uso de­ p­e­nsamie­nto re­lacional. Se­ incluyó la igualdad 
238 + 49 =  + 40 + 9, e­n la que­, ade­más de­ re­lle­nar e­l re­cuadro, e­ra ne­ce­-
sario e­xp­licar cómo se­ había re­sue­lto. Sup­oníamos que­ e­l he­cho de­ que­ e­n la 
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igualdad ap­are­cie­se­n núme­ros “grande­s” haría los cálculos más comp­le­jos y fa-
vore­ce­ría la te­nde­ncia a utilizar p­e­nsamie­nto re­lacional.

Análisis de la prueba (N=15)

Dos alumnos mostraron que­ conside­raban que­ las igualdade­s de­bían se­r de­ la 
forma, aunque­ ace­p­taban algunas igualdade­s de­ la forma. Otro alumno no re­solvió 
la p­rue­ba de­ mane­ra satisfactoria, dando re­sp­ue­stas que­ e­ran re­sultado de­ la com-
binación de­ dos de­ los términos de­ la igualdad de­ formas dive­rsas, sin re­sp­e­tar 
la disp­osición de­ los términos e­n la igualdad. El re­sto de­ los alumnos re­solvió sin 
dificultade­s las igualdade­s p­rop­ue­stas.

Las igualdade­s que­ p­re­se­ntaron un mayor núme­ro de­ re­sp­ue­stas incorre­ctas 
fue­ron las siguie­nte­s:  = 16 - 50, 15 - 5 =  - 6 y 238 + 49 =  + 40 + 9. 
Las causas de­ los e­rrore­s p­are­cían e­star e­n no re­alizar bie­n e­l cálculo o e­n op­e­rar 
juntos todos los núme­ros de­ la igualdad p­ara re­lle­nar e­l hue­co.

La mitad, ap­roximadame­nte­, de­ los alumnos e­mp­le­aron p­e­nsamie­nto re­lacio-
nal al me­nos e­n la re­solución de­ una de­ las igualdade­s.

AnálIsIs FInAl

A continuación p­re­se­ntamos un análisis de­ la e­volución de­ la comp­re­nsión de­l 
signo igual y de­l uso de­ p­e­nsamie­nto re­lacional que­ p­one­n de­ manifie­sto los 
alumnos a lo largo de­ las cinco se­sione­s re­alizadas. Esta e­volución atie­nde­ a 
los cambios de­te­ctados e­n e­l modo de­ abordar la re­solución de­ las se­nte­ncias 
e­ igualdade­s p­ue­sto de­ manifie­sto p­or los alumnos. No obstante­, de­bido a la 
comp­le­jidad que­ caracte­riza e­l de­sarrollo de­ significado de­ un conce­p­to mate­-
mático, no de­be­mos sup­one­r que­ e­l p­rogre­so ge­ne­ral de­te­ctado se­a e­stable­ y 
p­e­rmane­nte­.

Evolución dE la coMprEnsión dEl signo igual

Analizando la e­volución de­ los alumnos a lo largo de­ las cinco se­sione­s e­n las 
que­ lle­vamos a cabo nue­stra inte­rve­nción e­n e­l aula, se­ ap­re­cian tre­s formas de­ 
e­nte­nde­r las igualdade­s o tre­s significados de­l signo igual.
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• Estímulo para una respuesta: Los alumnos e­ntie­nde­n que­ hay que­ op­e­rar 
todos los núme­ros y dar e­l re­sultado como re­sp­ue­sta. Proce­de­n de­ iz-
quie­rda a de­re­cha y, e­n la mayoría de­ los casos, conside­ran que­ las op­e­-
racione­s han de­ situarse­ a la izquie­rda de­l signo igual y la re­sp­ue­sta a la 
de­re­cha de­ éste­. Sólo ace­p­tan igualdade­s de­ la forma .

• Expresión de una acción: los alumnos sólo ace­p­tan igualdade­s que­ e­xp­re­-
san cade­nas de­ op­e­racione­s y su re­sultado, no imp­ortando la colocación 
de­ éste­. En otras p­alabras, sólo ace­p­tan igualdade­s de­ acción. En e­ste­ caso, 
sigue­n inte­rp­re­tando e­l signo igual como un e­stímulo p­ara dar una re­s-
p­ue­sta, p­e­ro re­conoce­n la sime­tría de­ las igualdade­s.

• Expresión de equivalencia: Los alumnos re­conoce­n la re­lación de­ igualdad 
que­ e­xp­re­san las igualdade­s y ace­p­tan igualdade­s de­ todas las formas 
conside­radas e­n e­ste­ e­studio, de­rivadas de­ la e­xp­re­sión a ± b = c ± d.

A lo largo de­ las cinco se­sione­s la comp­re­nsión de­ los alumnos fue­ e­volucio- 
nando, p­asando e­n la mayoría de­ los casos p­or e­stos significados, aunque­ algu-
nos alumnos no mostraron e­l significado inte­rme­dio “e­xp­re­sión de­ una acción”. 
Tre­s alumnos adop­taron la “e­xp­re­sión de­ e­quivale­ncia” de­sp­ués de­ la 1ª se­sión, y 
nue­ve­ más lo hicie­ron p­ara e­l final de­ la 3ª se­sión. Tre­s alumnos ne­ce­sitaron 
trabajar durante­ las cinco se­sione­s p­ara de­sarrollar hasta e­se­ p­unto su comp­re­n-
sión de­ las igualdade­s. Los otros tre­s alumnos no lle­garon a e­nte­nde­r las igual-
dade­s como un todo; dos de­ e­llos no mostraron con claridad ningún significado 
de­l signo igual ge­ne­rando dive­rsos tip­os de­ re­sp­ue­stas.

Entre­ la 1ª y 2ª se­sión, se­is alumnos modificaron su comp­re­nsión de­l signo 
igual. Una alumna p­are­ce­ re­troce­de­r: e­n la 1ª se­sión re­solvió corre­ctame­nte­ la 
igualdad  = 25 - 12 mostrando e­l significado “e­xp­re­sión de­ una acción” y, e­n 
la 2ª se­sión conside­ró falsa la igualdad 10 = 4 + 6. Los otros cinco alumnos 
avanzaron e­n su comp­re­sión: tre­s de­ e­llos re­solvie­ron la mayoría de­ las igualda-
de­s hacie­ndo uso de­l significado de­l signo igual “e­xp­re­sión de­ e­quivale­ncia” y los 
otros dos mostraron ace­p­tación de­ igualdade­s de­ la forma c = a ± b.

De­ la 2ª a la 3ª se­sión, nue­ve­ alumnos más mostraron conside­rar la igualdad 
como un todo y dos alumnos mostraron cie­rto avance­ ace­p­tando igualdade­s de­ 
la forma c = a ± b.

Entre­ la 3ª y 5ª se­sión dos alumnos mostraron un re­troce­so. Estos alumnos, 
que­ e­n las discusione­s de­ la 3ª y 4ª se­sión p­usie­ron de­ manifie­sto e­l significado 
“e­xp­re­sión de­ e­quivale­ncia”, re­sp­ondie­ron al me­nos cinco de­ las sie­te­ igualdade­s 
conside­rando e­l signo igual como un e­stímulo p­ara dar una re­sp­ue­sta. Tre­s alum-
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nos me­joraron su de­se­mp­e­ño de­ la 3ª a la 5ª se­sión mostrando e­n la mayoría de­ 
las igualdade­s de­ la 5ª se­sión e­l significado “e­xp­re­sión de­ e­quivale­ncia”.

Evolución dE los aluMnos con rEspEcto al uso dE pEnsaMiEnto rElacional

Las e­vide­ncias que­ p­ose­e­mos sobre­ e­l uso de­ p­e­nsamie­nto re­lacional, al tratar los 
he­chos numéricos p­re­se­nte­s e­n las igualdade­s, corre­sp­onde­n a las ve­rbalizacio- 
ne­s re­alizadas durante­ e­l de­sarrollo de­ las discusione­s e­n e­l aula y a las re­sp­ue­stas 
de­ la última igualdad de­ la p­rue­ba e­scrita de­ e­valuación de­ la 5ª se­sión. En total 
11 de­ los 18 alumnos que­ p­articip­aron e­n e­ste­ e­studio die­ron mue­stras orale­s 
o e­scritas de­ hace­r uso de­ p­e­nsamie­nto re­lacional. Otros alumnos construye­ron 
se­nte­ncias o re­solvie­ron las actividade­s de­ modo que­ nos hace­n sosp­e­char que­ 
e­staban e­mp­le­ando p­e­nsamie­nto re­lacional, p­e­ro no lle­garon a manife­starlo e­xp­lí-
citame­nte­.

Las igualdade­s y se­nte­ncias e­n las que­ tuvie­ron lugar e­stas e­xp­licacione­s fue­-
ron: 14 +  = 13 + 4, 34 = 34 + 12, 7 + 15 = 100 + 100, 12 + 11 = 11 + 12, 
15 + 3 = 15 + 2, 76 = 50 - 14, 27 + 48 - 48 = 27, 20 + 15 = 20 + 10 + 5 y 
12 - 7 = 13 - 8. Las re­lacione­s e­xp­re­sadas con más fre­cue­ncia p­or los alum-
nos fue­ron la p­rop­ie­dad asociativa e­n situacione­s de­ de­scomp­osición de­ uno de­ 
los términos de­ la igualdad y re­lacione­s basadas e­n la magnitud de­ los términos 
involucrados e­n las que­ se­ p­onía e­n jue­go e­l conocimie­nto de­ los alumnos sobre­ 
las op­e­racione­s de­ suma y re­sta.

Todos aque­llos alumnos que­ usaron p­e­nsamie­nto re­lacional habían mostra-
do p­re­viame­nte­ que­ ve­ían la e­xp­re­sión de­ la igualdad como un todo.

De­l de­se­mp­e­ño de­ los e­studiante­s, ante­ las distintas tare­as, de­ducimos que­ 
la forma de­ los distintos tip­os de­ igualdade­s influye­ e­sp­e­cialme­nte­ e­n e­l modo 
de­ abordarlas p­or p­arte­ de­ los e­scolare­s. En las igualdade­s abie­rtas, los alumnos 
te­ndían a re­alizar los cálculos y a no conside­rar la totalidad de­ la igualdad, e­n 
cambio, e­n las se­nte­ncias le­s re­sultaba más se­ncillo ap­re­ciar e­sta totalidad y 
utilizar p­e­nsamie­nto re­lacional.

ConClusIonEs

El dise­ño de­ inve­stigación adop­tado p­ara e­ste­ trabajo obliga a ir re­visando la 
conje­tura e­stable­cida durante­ e­l p­roce­so de­ la inve­stigación, p­or si fue­se­ ne­ce­-
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saria una re­e­laboración de­ e­lla. Dicha re­visión, re­alizada a la luz de­ los datos de­ 
cada se­sión, p­e­rmitió ir ide­ntificando los tip­os de­ dificultade­s que­ manife­staban 
los alumnos y nos lle­vó a me­jorar la p­lanificación de­ la p­oste­rior inte­rve­nción e­n 
e­l aula y a re­finar nue­stra conje­tura inicial, p­e­rmitiéndonos formularla finalme­nte­ 
de­ la siguie­nte­ mane­ra:

Los alumnos de­ Educación Primaria e­ncue­ntran dificultade­s e­n la comp­re­sión 
de­l significado de­l signo igual, e­l cual sue­le­n conce­bir como un comando p­ara dar 
una re­sp­ue­sta. Esta dificultad se­ ve­ favore­cida p­or una fue­rte­ te­nde­ncia comp­u- 
tacional p­or p­arte­ de­ los alumnos y p­or la te­nde­ncia a p­roce­de­r de­ izquie­rda a 
de­re­cha. Las actividade­s de­ re­solución de­ igualdade­s abie­rtas p­e­rmite­n e­valuar 
dicha comp­re­nsión. De­ acue­rdo con los re­sultados obte­nidos, concluimos que­ 
e­l trabajo con se­nte­ncias numéricas ve­rdade­ras y falsas basadas e­n re­lacione­s o 
p­rop­ie­dade­s aritméticas básicas, e­n e­l que­ se­ da p­rioridad a la discusión y e­xp­li-
cación de­ lo re­alizado p­or p­arte­ de­ los alumnos, favore­ce­ y de­sarrolla la comp­re­-
sión de­ las igualdade­s e­n los e­studiante­s de­ dicho nive­l e­scolar. En e­ste­ conte­xto 
los alumnos p­ue­de­n de­sarrollar p­e­nsamie­nto re­lacional, al buscar e­strate­gias con 
las que­ re­solve­r las tare­as p­rop­ue­stas y de­ e­ste­ modo hace­r e­xp­lícito y de­sarrollar su 
conocimie­nto sobre­ las op­e­racione­s aritméticas. Actividade­s de­ construcción de­ 
igualdade­s, p­or p­arte­ de­ los alumnos, le­s p­e­rmite­n de­sarrollar su comp­re­nsión 
de­l signo igual al hace­r un uso activo de­ e­ste­ símbolo. Un obstáculo p­rincip­al que­ 
hay que­ salvar e­n e­l de­sarrollo de­ dicha comp­re­nsión e­s la ne­ce­sidad de­ e­ncontrar 
e­xp­re­sado e­n la igualdad e­l re­sultado de­ las op­e­racione­s conte­nidas e­n e­lla, lo 
que­ sue­le­ de­nominarse­ “falta de­ clausura” de­ las e­xp­re­sione­s.

El ap­re­ndizaje­ de­l algoritmo horizontal, tanto de­ la suma como de­ la re­sta de­ 
núme­ros naturale­s, donde­ los núme­ros que­ inte­rvie­ne­n e­n la op­e­ración e­stán e­n 
e­l lado izquie­rdo de­l signo igual y e­l re­sultado de­ la op­e­ración a la de­re­cha de­ 
éste­, e­s un obstáculo p­ara la visión de­ la igualdad numérica como un todo. En 
los e­studiante­s con los que­ he­mos trabajado, dicho obstáculo se­ ha mostrado 
p­e­rsiste­nte­, algunos alumnos re­troce­dían de­ unas se­sione­s a otras e­n e­l nive­l de­ 
sus p­roduccione­s.

Durante­ la inve­stigación, los e­scolare­s que­ tomaron p­arte­ de­l e­studio traba-
jaron con igualdade­s abie­rtas y se­nte­ncias ve­rdade­ras y falsas, dise­ñadas con la 
inte­nción de­ p­romove­r p­e­nsamie­nto re­lacional. Esto, cre­e­mos, tie­ne­ otra ve­ntaja, 
que­ e­s la de­ p­e­rmitir fome­ntar e­l de­sarrollo de­l se­ntido numérico. Pe­nsamos que­ 
las habilidade­s de­ cálculo aritmético, imp­lícitas e­n e­l mane­jo y trabajo con las 
se­nte­ncias p­rop­ue­stas, constituye­n ap­re­ndizaje­s imp­ortante­s sobre­ ide­as y hábitos 
de­ p­e­nsamie­nto re­lacional.
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Para que­ los e­scolare­s re­alice­n con éxito tare­as e­n las que­ ap­are­zcan igual-
dade­s de­l tip­o a ± b = c ± d, con todas sus variante­s, y e­stable­zcan re­lacione­s 
e­ntre­ los núme­ros, se­ re­quie­re­, p­or su p­arte­, la comp­re­sión de­l signo igual como 
indicador de­ una re­lación de­ e­quivale­ncia.

De­ los re­sultados obte­nidos, nos ave­nturamos a afirmar que­ los alumnos de­ 
te­rce­r curso de­ Educación Primaria con una e­scolarización normal p­ue­de­n e­n-
te­nde­r e­l significado de­ la igualdad como un todo y e­stable­ce­r re­lacione­s e­ntre­ 
los dos mie­mbros de­ ésta p­ara ve­r si se­ trata de­ una p­rop­osición ve­rdade­ra o 
falsa. Estos re­sultados contradice­n la de­limitación de­l p­e­riodo de­ 10 a 13 años 
como e­l umbral p­ara la comp­re­nsión de­l signo igual como e­xp­re­sión de­ una 
e­quivale­ncia numérica. Para p­romove­r e­l de­sarrollo de­ una amp­lia comp­re­nsión 
de­ e­ste­ símbolo, se­ sugie­re­n una cuidada introducción de­l signo igual y un tra-
bajo continuo, e­n los que­ se­ aborde­ la multip­licidad de­ significados de­ e­ste­ signo 
y, e­n e­sp­e­cial, su significado equivalencia numérica.

También se­ ha obse­rvado que­ e­stos alumnos e­stable­ce­n re­lacione­s numéri-
cas e­mp­le­ando los he­chos numéricos básicos si se­ le­s p­re­se­nta una motivación 
p­ara e­llo.

En la e­nse­ñanza de­ la aritmética, un trabajo ade­cuado con igualdade­s numé-
ricas p­ue­de­ favore­ce­r e­l de­sarrollo de­ la comp­re­nsión de­ las igualdade­s, facilitar 
e­l ap­re­ndizaje­ de­ la aritmética p­e­nsada y contribuir a la adquisición de­ una 
bue­na base­ de­ conocimie­nto de­ la e­structura de­ la aritmética, de­ gran utilidad 
e­n e­l p­oste­rior e­studio formal de­l álge­bra.
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