Algebra Lineal y Estructuras Matematicas 1

TEMA 1
Conjuntos, aplicaciones y relaciones
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Conjuntos

Vamos a iniciar este primer tema con una aproximacién muy intuitiva al concepto de conjunto. La primera idea
que debemos destacar es que un conjunto estd determinado por sus elementos.

Dado un objeto x y un conjunto X, la prequnta /es x elemento de X7 debe tener respuesta univoca.

Observacion. Que la pregunta anterior tenga respuesta no significa que la conozcamos. Por ejemplo, el niimero s
no se supo hasta el siglo XIX si era racional o no.

Utilizamos los simbolos € y ¢ para indicar pertenencia y no pertenencia. Asi x € X significa que x pertenece
a (o es elemento de) X.

Definicion 1. Hay un conjunto especial, el conjunto que no tiene elementos. Los llamamos conjunto vacio, y lo
notamos @ = {}. Observemos que la prequnta ";es x elemento de @?" siempre tiene una respuesta inequivoca, y
la respuesta es no.

Definicion 2. El siguiente concepto que vamos a presentar es el concepto de subconjunto. Dados dos conjuntos
X e Y, decimos que X es un subconjunto de (o estd incluido en) Y si todo elemento de X es elemento de Y. Lo
notamos X C Y. Se emplea ademas la notaciéon X C Y o X C Y para indicar que X es subconjunto de Y y que no
son iguales. Es lo que se llama inclusién estricta.

Ejemplo 3.
NczZzcQcRcC

La presentacion que acabamos de hacer de los conceptos de conjunto y subconjunto nos conduce a las propie-
dades que enumeramos a continuacién

Proposicion 4. Si X, Y y Z son conjuntos cualesquiera, se tiene
1. o CX;
2. X C X (esta propiedad recibe el nombre de reflexiva);
3. siXCVYeVYCX, entonces X =Y (esta propiedad recibe el nombre de antisimétrica);
4 si X CYeY C/Z entonces X C Z (y esta propiedad recibe el nombre de transitiva).

Definicion 5. Se define el conjunto potencia de X como el conjunto cuyos elementos son los subconjuntos de X,
es decir
PIX)={A| AC X}

Este conjunto también se llama partes de X.

Definicion 6. Dados A, B C X definimos los siguientes subconjuntos de X:
AnB={xeX|xeAyxe B}
AUB={xe X |xeAoxe B}
A\B={xeX|xeAyx¢B}={xeA|x¢&B}

A=X\A
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Proposicion 7. Sean A, B, C C X. Entonces
= ACAUB ANBCA,
= ANB=BNAAN(BNC)=(ANB)NC,
s AN =0, ANX=A
» AUB=BUA AU(BUC)=(AUB)UC,
= AU =A AUX =X,
= AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
= AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
» AUB)=ANB, (ANB)=AUB,
= A=A A\ B=A\ (AN B).

Definicion 8. Sean X, Y dos conjuntos. Se define el producto cartesiano de X e Y como el conjunto cuyos elementos
son pares ordenados en los que el primer elemento pertenece a X y el sequndo a Y, es decir,

XxY={xy|xeXyeVY}
Si n > 2 se define recursivamente X" = X"~ x X.
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Relaciones de equivalencia

Definicion 9. Una relacion binaria R en un conjunto X es un subconjunto de nX x X, es decir, R C X x X.
Utilizamos la notacién xRy para expresar que (x,y) € R.

Definicion 10. Algunas propiedades de las relaciones binarias tienes nombres especificos. Sea R una relacién
binaria en X.

= La relacidn se dice reflexiva si para cualquier x € X tenemos que xRx.

= La relacidn es simétrica si para cualesquiera x,y € X, xRy implica yRx.

= La relacidn es antisimétrica si para cualesquiera x, y € X, xRy e yRx implica x = y.

= La relacidn se dice transitiva si para cualesquiera x,y,z € X, si xRy e yRz entonces xRz.

Definicién 11. Una relacidn binaria reflexiva, simétrica y transitiva se llama relacién de equivalencia. Si la relacién
binaria es reflexiva, antisimétrica y transitiva, recibe el nombre de relacién de orden.

Definicion 12. Sea X un conjunto y R una relacion de equivalencia sobre X. Sea ademéas x € X. Se define la
clase de equivalencia de x como

[Xlr = {y € X | xRy}

Si no hay confusién con la relacién se suele prescindir de la R en la notacién, es decir, [x] = [x]g.

Proposicion 13. Si R es una relacion de equivalencia sobre un conjunto X y x,y € X, tenemos
xRy & [XIn[y]# & < [x] =y]

Demostracién. Supongamos que xRy; st z € [x] entonces xRz, por las propiedades simétrica y transitiva tenemos
que yRz, por lo que z € [y]. Hemos demostrado que [x] C [y], andlogamente se demuestra la otra inclusidn y por
tanto la igualdad.

Es evidente que [x] = [y] implica que [x] N[y] # &, ya que las clases son no vaclas por la propiedad reflexiva.

Finalmente si z € [x]N[y] tenemos que xRz y yRz. De nuevo por las propiedades simétrica y transitiva tenemos
que xRy.

Hemos hecho una demostracidn circular. O

Observacion 14. En primer lugar todo elemento esta en al menos una clase de equivalencia. En segundo lugar
dado x € X, existe una y sélo una clase de equivalencia conteniendo a x.
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Definicion 15. Dada una relacién de equivalencia R sobre X se define el conjunto cociente de X con respecto a
R como

XIR={[x]r | x € X}

¢Qué significa describir un conjunto cociente? St X es finito podemos enumerar todas las clases de equivalencia
y decir a su vez qué elementos de X estan en cada una de ellas. St X no es finito, es necesario encontrar otra
forma de describirlo.

Definicion 16. Sea R una relacidn de equivalencia sobre un conjunto X. Un conjunto minimal de representantes
para R es un subconjunto Xp C X tal que:

1. todo elemento de X esta relacionado con algtin elemento de Xj, es decir, para cualquier x € X existe y € Xp
tal que xRy;

2. dos elementos distintos de Xy no estan relacionados, es decir, si x,y € Xp y xRy entonces x = y.
En este caso podemos describir el conjunto cociente como
XIR ={[x]r | x € Xo}
Definicion 17. Sea X un conjunto y A = {A; | i € I} CP(X) con @ ¢ A. Decimos que A es una particién de X si
1. X = UielAi'
2. Ai#£Ajsiysilosi ANA =0.
Ejemplo 18. Si R es una relacién de equivalencia sobre X entonces X/R es una particidon sobre X.

Teorema 19. Existe una correspondencia biunivoca entre las particiones sobre X y las relaciones de equivalencia
en X.

Demostracion. Ya sabemos que X/R es una particion cuando R es una relacion de equivalencia sobre X. Si A es una
particion en X, definimos la relacion Ry diciendo que dos elementos de X estan relacionados si pertenecen al mismo
elemento de la particidon. Es sencillo comprobar que esta definicion nos da una relacién de equivalencia. También
es sencillo verificar que el componer estos dos procesos deja invariantes a las relaciones o a las particiones. [
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Relaciones de Orden

Observacién 20. Recordemos que una relacion < en un conjunto X se dice relacién de orden si satisface la
propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva.

.y . .y . .y def
Observacion 21. St < es una relacion de orden es sencillo comprobar que la relacién opuesta (x > y < y < x)
también es una relacion de orden. Normalmente utilizamos para expresar una relacidn de orden los siguientes
stmbolos <, <, que leemos 'menor o igual que’, y también >, = que leemos 'mayor o igual que’.

Definicion 22 (Orden estricto). Una relacidn < en un conjunto X se dice relacion de orden estricto si satisface la
propiedades:

(@') (ANTIREFLEXIVA) para todo x € X, x £ x;
(b’) (TRANSITIVA) para cualesquiera x,y,z € X, si x < y e y < z entonces x < z.
Proposicion 23. Sea X un conjunto y sean <, < relaciones de orden y orden estricto respectivamente. Entonces

1. La relacion x < y & (x <y yx #y) es una relacion de orden estricto.

. def, .
2. La relacién x < y <= (x <y o x = y) es una relacién de orden.

Demostracién. Sencilla. O

Ejemplo 24. Los ejemplos mas conocidos son la relacién de orden usual enN C Z C Q C R. La relacién en R se
define por x <y & y—xeR{.
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Ejemplo 25. Sea X un conjunto. La relacién C definida en P(X) es una relacidn de orden ya que para cualesquiera
A B, CCXsetienet ACA stACByBCAentonces A=B;stAC By BC C entonces AC C.

Ejemplo 26. La divisibilidad en N otra relacidon de orden. De hecho, ya que @ = a1 tenemos que a | a para todo
a € N (reflexiva); por otra parte, st a = br y b = as entonces 1 =rsyr=s=1,de donde a | b y b | a implican
que a = b (antisimétrica); finalmente, st b = ar y ¢ = bs entonces ¢ = a(rs), de donde a | b y b | ¢ implican a | ¢
(transitiva).

Destacamos D(n) = {a € N; a | n} C N. Si no se indica lo contrario consideraremos D(n) como un conjunto
ordenado con respecto a la relacién de divisibilidad, es decir, (D(n), |) serd uno de los ejemplos méds importantes
a tener en cuenta en este curso.

Definicion 27. Sea (X, <) un conjunto ordenado y sean x,y € X. Decimos que y cubre a x si x < y y no existe
ningun otro elemento entre ellos, es decir, x < y y no existe v € X tal que x < u < y.

Definicion 28. El diagrama de Hasse de (X, <) es un grafo dirigido cuyos vértices son los elementos de X y existe
linea ascendente de x en y si y sdlo si y cubre a x

(P{1.2.3}). €) (D<30), ) (D@).)  (D(12),])
{1 2, 3} 8 12
0,2} 0,3} 12,3} 6/ 4 4?6
I XX g
\/ \1/ |
El diagrama
a J g (1)
b
c\e h

produce las siguientes desigualdades ademds de las que vienen de la propiedad reflexiva: {b < a,¢c < b, ¢
a,c<de<be<ae<d f<af<bf<cf<d f<eh<g}

/A

Definicion 29. Un elemento x € X se dice maximal si no existe y € X tal que x < y. Analogamente se definen
los elementos minimales, x € X es minimal si no existe y € X tal que y < x.

En el ejemplo dado por el diagrama de Hasse (1) los elementos a, d, g son todos los maximales, mientras que
los elementos f, h son los tnicos minimales. Por otra parte, en N con el orden usual el Unico elemento minimal es
el 0, mientras que no hay elementos maximales. Z no tiene maximales ni minimales.

Definicion 30. Un elemento x € X se dice mdximo si para todo y € X y < x. Analogamente se define el minimo
de un conjunto ordenado. Es inmediato comprobar que el méximo y el minimo son Unicos en caso de existir.

Definicion 31. Sea Y C X. Decimos que x es una cota superior para Y si para cualquier y € Y, y < x
Anélogamente se definen las cotas inferiores.

Definicion 32. Sea Y C X y sea S el conjunto de las cotas superiores de Y. St S tiene minimo dicho elemento
recibe el nombre de supremo de Y. Andlogamente se define el (nfimo, como el maximo de las cotas inferiores.
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Proposicion 33. y € Y es el mdximo si y sdlo si y es el supremo de Y e y € Y. Andlogamente, y € Y es el
minimo si y sélo si y es el infinode Y ey €Y.

Definicion 34. Una relacién de orden < sobre un conjunto X se dice que es un orden total si para cualesquiera
x,y € X se tiene x < y o y < x. En este case se dice que (X, <) es un conjunto totalmente ordenado o una
cadena. Los drdenes totales también se llaman drdenes lineales.

Proposicion 35. Todo subconjunto de un conjunto totalmente ordenado es totalmente ordenado.
Observacién 36. Es inmediato comprobar que en una cadena finita existe minimo y maximo.

Definicion 37. Una relacién de orden < sobre un conjunto X se dice que es un buen orden si todo subconjunto
Y C X no vaclo tiene minimo. En este caso se dice que (X, <) es un conjunto bien ordenado.

Proposicion 38. Todo buen orden es un orden total.
Demostracién. Basta observar que el conjunto {x, y} tiene minimo para cualesquiera x, y € X. O
(X1, <4) y (X3, <2) son dos conjuntos ordenados.

Definicion 39. Sean (x1, x2), (Y1, y2) € X1 x Xa. Se define el orden producto como
(x1,x2) <1 x <2 (Y1, y2) sty sélosi xg <1 y1 y x2 <o yo.
Proposicion 40. (X7 x X2, <1 x <3) es un conjunto ordenado.

Proposicion 41. (x1, x2) es un mdximo (resp. minimo) de (X1 x X3, <1 X <3) si y sdlo si x; es mdximo (resp. minimo)
de X1 y xo es mdaximo (resp. minimo) de X;.

Proposicion 42. (x1, x2) es un elemento maximal (resp. minimal) de (X1 x X2, <1 x <3) si y solo si x1 es elemento
maximal (resp. minimal) de X1 y x, es maximal (resp. minimal) en X;.

Definicion 43. Sean (Xi,<4),..., (X, <») conjuntos ordenados. Sean (x1, Xx2), (y1,y2) € X1 x X3. Se define el
orden lexicogrdfico mediante la siguiente equivalencia

X1 <1 Y1 0

def
(X1, x2) Stex (Y1, 42) &=
X1 =Y1 Yy x2 <2 Y2

Por recurrencia podemos extender esta definicién a tamafo n. Si (x1,...,x5), (Y1,...,Yn) € X4 X --- X X,
def
(X1, Xn) Stex (Y1,-- - yn) &=
def x1 <1 Y1 0
—
X1 =y1 Y (x2, ..., Xn) Stex (Y2, -+, Yn)-

Proposicion 44. (X; x --- x X, <ex) €S un conjunto ordenado. Ademds, si <1,--- <, son drdenes totales (resp.
buenos) entonces < ex es un orden total (resp. bueno).
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Aplicaciones

Definicion 45. Una aplicacion f es una terna f = (X, Y, G) donde

1. X es un conjunto llamado dominio (origen, inicio),

2. Y es un conjunto llamado codominio (destino, fin),

3. G C X x Y satisfaciendo que para todo x € X existe un Unico f(x) € Y tal que (x, f(x)) € G.
La aplicacion anterior se denota

f:X—Y
x — f(x)

El conjunto de las aplicaciones de X en Y se denota Y*X

F. J. Lobillo
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Ejemplo 46. Si X es un conjunto, la aplicacién identidad en X se define como sigue,
dy : X — X
x — idx(x) = x,
es decir, G = {(x,x) | x € X} C X x X.
Definicion 47. St f : X — Y es una aplicacién, se emplea la notacion imf = {f(x) | x e X} C Y.

Ejemplo 48. Sea f : X — Y una aplicacion. Definimos una relacién Ry asociada a f de la siguiente forma:
xRy < f(x) = f(y). Es sencillo comprobar que Ry es una relacién de equivalencia. El cociente se denota X/f.
La clase de un elemento x suele denotarse [x]y.

Definicion 49. Sean f: X —» Y y g : Y/ — Z dos aplicaciones tales que imf C Y’. Se define la composicion de f
con g como

gof=gf: X —Z
x> gf(x) = g(f(x))-

Proposicion 50. Seanf: X - Y, g: Y — Z y h:Z' — W aplicaciones tales que imf C Y’ e img C Z'. Se
tienen las siguientes igualdades,

1. h(gf) = (hg)f,
2 fidy =f,
3. idyf=H.

Definicion 51. Una aplicacién f : X — Y se dice inyectiva si f(x) = f(y) implica que x = y, es decir, elementos
distintos de X tienen imédgenes distintas. Se dice que f es sobreyectiva si imf =Y.

Proposicion 52. Sea f : X — Y una aplicacién.
1. f es inyectiva si y solo si existe g : Y — X tal que gf = idy,
2. f es sobreyectiva si y solo si existe g : Y — X tal que fg = idy.

Definicién 53. Una aplicacién f se dice biyectiva si es tanto inyectiva como sobreyectiva. Si f : X — Y es una
aplicacion biyectiva decimos que X e Y son biyectivos.

Ejemplo 54. St X, Y, Z son tres conjuntos cualesquiera, es muy sencillo comprobar que (X x Y)x Z y X x (Y x Z)
son biyectivos. Ademds son biyectivos con el conjunto X x Y x Z de las ternas ordenadas. Por este motivo solemos
identificar dichos conjuntos.

Proposicion 55. Una aplicacion f : X — Y es biyectiva si y sdlo si existe g : Y — X tal que gf =idx y fg = idy.
En este caso la aplicacién g es tnica y se denota f~.

Demostracion. En vista de la Proposicion 52 existen g1, g, : Y — X tales que g1f = idx y fg, = idy. Dado que
g1 = g1idy = g1(fg2) = (91f)g2 = idx g2 = g2
obtenemos la tesis de la proposicion. O

Definicion 56. Sea f : X — Y una aplicacién, y sea A C X. La aplicaciéon con dominio A, codominio Y gréfica
x +— f(x) se denota f|4, es decir,

flat:A—Y

x — fla(x) = f(x),
aunque normalmente se abusa del lenguaje y se representa f|4 = f si no hay riesgo de confusién.
Proposicion 57. f es inyectiva si y sdlo si f|a es inyectiva para cualquier A C X.

Demostracion. Ejercicio. O
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Vamos a denotar porn={0,...n —1}.
Lema 58. n es biyectivo con m si y sélo si n = m.

Demostracion. Induccién en n. Para n = 1 el resultado es claro. Supongamos que el resultado es cierto para n y
que n+ 1 es biyectivo con m con f la biyeccién. Componiendo con la biyeccién de m en m adecuada no perdemos
generalidad si suponemos que f(n) = m — 1. De esta forma f|, es una biyeccién de n en m — 1. Por hipdtesis de
induccion n = m — 1, de donde n +1 = m. O

Definicion 59. Un conjunto X se dice finito si es biyectivo con n para algin n. En este caso se dice que el cardinal
de X es n, y se representa
IXI=n

Proposicion 60. Sean X, Y conjuntos y A, B C X. Entonces,

1. JAUB|+|ANB| = A+ |B

’

2. [P(X)| = 2.
31X x Y| =|X]]Y|

Teorema 61. Un conjunto X no es finito si y sélo si existe Y C X tal que Y es biyectivo con X

F. J. Lobillo
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TEMA 2

Elementos de combinatoria
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Principios generales.

Existen dos principios generales que debemos estudiar para adentrarnos en las técnicas de conteo. Aunque la
interpretacion mas intuitiva de los mismos se refiere a posibilidades de eleccion dentro de una gama de alternativas,
la presentacién mas algebraica hace referencia a cardinales de conjuntos. La cuenta mas simple que podemos
analizar es la siguiente.

Proposicion 1 (Principio de la suma). Sean A, B C X con AN B = @. Entonces |AU B| = |A| + |B].

En términos de opciones y elecciones debemos interpretar el principio de la suma de la siguiente forma. Para
tomar una decisién tenemos dos alternativas. La primera nos lleva a seleccionar una opcién entre n posibles, y
la sequnda una opcidn entre m posibles. St no hay opciones comunes entre ambas alternativas entonces nuestra
actuacidn consiste en decantarnos por una de las n + m opciones totales.

Corolario 2. Para cualesquiera A, B C X, |AU B| + |An B| = |A|] + |B].
Demostracién. Basta con escribir AUB =AU (B\A)y B=(B\A)U(AN B) y aplicar la Proposicién 1. O

El siguiente principio analiza aquellas situaciones en las que tenemos que realizar varias elecciones consecu-
tivas entre alternativas no necesariamente iguales.

Proposicion 3 (Principio del producto). Si Xj,..., X, son conjuntos de cardinal finito entonces | X1 x -+ x X;| =
1Xal - 1X-

La interpretacion de este principio es la siguiente: Si tenemos que realizar cadena de k selecciones indepen-
dientes, la primera entre nq posibilidades, la sequnda entre n, y asi sucesivamente hasta la tltima seleccién que
debemos realizar entre ny alternativas, las alternativas totales entre las que debemos optar son niny - - - ng.
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Orden importa. Factorial

El principio del producto nos permite calcular el nimero de palabras de longitud dada r que podemos formar
con un alfabeto de n caracteres. Este niimero es n". La clave estd en que podemos repetir las letras en cada
eleccidon. Vamos a analizar a continuacidn situaciones en las que no podemos realizar dicha repeticién. Recordemos
que el factorial de un natural n € N se define recursivamente como

0'=1, (n+N=(n+1)nl,

lo que podemos interpretar como
nl=nn-1---3-2-1

cuando n > 1.

Definicion 4. Sean r < n dos naturales. Una r-permutacién en n es una aplicacién inyectiva o : {1,...,r} —
{1,...,n}. Al conjunto de las r-permutaciones en n lo denotamos P(n, r).

Proposicion 5.
n!
|P(n,r)| = m :n(n—1)(n—r+1)

F. J. Lobillo
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Demostracion. Aplicacién directa de la proposicion 3, ya que comenzamos con n alternativas y tras cada eleccidn
tenemos una posibilidad menos para la siguiente. O

Corolario 6. El ndmero de permutaciones de un conjunto de n elementos (aplicaciones biyectivas del conjunto en
si mismo) es n!.

Definicion 7. Una particion ordenada en un conjunto X es una particidn en la que los subconjuntos estdn ordenados.
Si bien los subconjuntos estan ordenados, los elementos dentro de cada subconjunto no lo estén.

El siguiente lema es intuitivo y facil de demostrar a partir del principio de la suma. Ademas es muy util para
comprobar otros resultados.

Lema 8 (Lema de conteo). Sea ¢ : A — B una aplicacién sobreyectiva entre conjuntos finitos. Para cada b € B
llamamos ¢~'(b) = {a € A | ¢(a) = b}. Si existe k € N tal que |¢_1(b)| = k para todo b € B, entonces
|Al =k -|B|.

Demostracién. Basta observar que A = |J,.5 ¢ (b), que la unién anterior es disjunta y aplicar la Proposicién

1 =
Proposicion 9. Sea X un conjunto con |X| = n, y sean nq, ..., nx ndmeros naturales tales que n = nq + -+ + ny.
El ndmero de particiones ordenadas (A1, ..., Ax) con |Aj| =nj para cada 1 < j< k es
n!
nq !n2! T nk!
Demostracién. Consecuencia de la Proposicién 5 y del Lema 8: Sea o : {1,...,n} — X una biyeccién y sea ¢ la
aplicacién que lleva ¢ en una particién ordenada (A1, ..., Ax) llevando a(1),..., a(n) a Ay, a(n1+1), ..., a(n1+n2)
a A, etcétera. Entonces ¢~ ((A1,...,Ar)) = ni!---ngl. Como existen n! permutaciones en X concluimos que el
numero de particiones ordenadas es #,'nk‘ O

El nimero de particiones ordenadas coincide con el nimero de permutaciones que podemos hacer en un conjunto
con elementos repetidos.

Proposicion 10. Dado un conjunto de n elementos que tiene n1 elementos repetidos de un primer tipo, n, de un
segundo tipo y as( sucesivamente hasta ny de un tipo k-esimo. El nimero de permutaciones de dicho conjunto es

n!
n1!n2!-~~nk!'

Demostracién. Si ordenamos los elementos y consideramos el conjunto X de las posiciones que ocupan, dar una

permutacién es equivalente a dar una particion ordenada (As, ..., A¢) donde A; contiene las posiciones que ocupan
los n; elementos de tipo i-ésimo. O
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Orden no importa. Coeficientes binomiales

Definicion 11. Llamemos ('r’) al numero de subconjuntos de r elementos que tiene un conjunto de n elementos.

Entonces
n\ n!
r] rl(n=r)

Estos nimeros reciben el nombre de coeficientes binomiales, debido sobre todo al teorema 13 que veremos con
posterioridad.

Corolario 12. El nimero de cadenas compuestas por n — r ceros y r unos es ()

Demostracion. Cada una de las cadenas referidas es la imagen de la aplicacidn caracteristica de un subconjunto
con cardinal r del conjunto {1,...,n}, luego hay tantas cadenas como subconjuntos de r elementos. O

F. J. Lobillo
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Entre otras, los coeficientes binomiales satisfacen las siguientes propiedades para r < n
)= ()=12)
0 r n—r
") =000 0
= + .
r r—1 r
Teorema 13. Sea A un anillo. Para cualesquiera a,b € A y n € N se tiene

(@ +b)" i (I:) a'b" " =

r=0

n n n n—1 . n n—=1 n n
(O)b +(1)ab + +(n_1)a b—i—(n)a

) formas de descomponer n € N como suma de k ndmeros naturales.

n+k—1

Proposicion 14. Existen ( P

Demostracidn. La aplicacion
(n,...,n)—0---010---01---10---0
—— N — N——"

n n2 Nk

es una biyeccion entre el conjunto de las descomposiciones de n como suma de k naturales y cadenas con n ceros

y k — 1 unos, asl el resultado es consecuencia directa del Corolario 12. O
Corolario 15. Existen ("ﬁf) formas de distribuir n objetos indistinguibles en k cajas distinguibles.

n+k—1

Corolario 16. Existen ( i

) formas de seleccionar n objetos entre k objetos distintos, permitiendo repeticiones.
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Otros principios de conteo

Teorema 17 (Principio de inclusién-exclusién). Sean A1, ..., A, C X subconjuntos finitos. Entonces

n

AU UA =) (1) > Ay N NA,

k=1 {i1,nik}CS{1,.m}

’

es decir, sumamos los cardinales de los conjuntos obtenidos al realizar la interseccion de un numero impar de
subconjuntos y restamos los cardinales de los conjuntos obtenidos al intersecar un nimero par de subconjuntos.

La formula se entiende mas claramente si la describimos para tres y cuatro conjuntos:

[AUBUC|=|Al +|B| +|C]
—|AnB|—|AnC|—|BnC]
+|ANBNC]

|[A1 UA UA3 U Ag| = |A1] + |Az] + |As] + |As]
— A1 N Azl — |A1 N A3 — |A1 N A4
— A2 N As| — |A2 N As| — |As N A4
+ |A1 N A2 N As| + [AT A N Ay
+ AT N A3 N A + |A2 N A3 N Ay
—AINANANA

Terminamos con otro principio aparentemente sencillo, pero de gran utilidad a la hora de resolver problemas.
Se le conoce con el nombre de principio del palomar o de Dirichlet.
Proposicion 18 (Principio de Dirichlet). Sea {A1, ..., Ac} una particién de un conjunto X tal que |X| = n. Existe
ie{1,... k} tal que |A]| > Z.

F. J. Lobillo
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1"
Demostracién. Como consecuencia de la Proposicion 1 (principio de la suma) |X| = |A¢| + - - - + |Ak|. St para todo
i |Ail < %, necesariamente tendriamos que |X| < k7 = n, lo que es imposible. O

Corolario 19. Sea ¢ : X — Y una aplicacidn entre conjuntos finitos tales que |X| > k|Y| para cierto k € N.
Existe y € Y tal que |<p‘1(y)| > k.

Demostracién. Sencilla aplicacién de la Proposicién 18 a la particion {¢~"(y) | y € Y} \ {2} de X. O

F. J. Lobillo
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TEMA 3

Aritmética entera y polinomial

© © 0 0 0 06000000 0000000000 00000000000 000000000000 0000000000000000000 31

Nimeros naturales: Divisién y bases de numeracién.

Definicion 1. Denotamos al conjunto de los niimeros naturales mediante el simbolo N. En los naturales tenemos
definidas dos operaciones conocidas por todos que son la suma y el producto, operaciones cuyas propiedades son
sobradamente conocidas y que explicitaremos en el apartado de nimeros enteros.

Definicion 2 (Orden). Decimos que n < m si existe ¢ € N tal que m = n + c.
Proposicion 3. La relacion < satisface las propiedades siguientes:
Reflexiva: n < n para cualquier natural n.

Antisimétrica: si n < m y m < n entonces n = m.

Transitiva: sin < m y m < p entonces n < p.
Proposicion 4. Para cualesquiera a,b,c € N con a < b se tienea+c < b+ cyac< bc.

Proposicion 5. 1. La relacion < es un orden total, es decir, para cualesquiera n,m € N se tiene n < m o
m < n.
2. La relacion < es un buen orden, es decir, todo subconjunto no vacio de N tiene minimo.

Teorema 6 (Algoritmo de la divisién). Para cualesquiera a, b € N con b + 0 existen tinicos c,r e Ncon0<r < b
tales que a =c-b+r.

Teorema 7. Dado un natural b > 2 y k > 1, todo n < b* se representa de manera tnica como
n=dg - b1 +dk,2-bk_2+"'+d1 -b+ do
donde 0 < d; < b para todo i =0,..., k—1.

Busquemos b simbolos que representen a cada uno de los nimeros naturales comprendidos entre 0 y b — 1.
En virtud del Teorema 7 todo natural n se representa de manera unica como n = d¢_1di_3 ... d1dp), donde los d;
son los simbolos anteriores. La representacidon nos dice que

n=di_1-b*"4+ .- 4+di-b+do.

Si n = di_1di—2...d1dp)p con di—1 # 0 decimos que n es un nimero de exactamente k digitos en base b.
Observemos que n tiene exactamente k digitos en base b si y sélo si b*=" < n < b, lo que nos permite comprobar
que el nimero de digitos en base b de n es |log, n| + 1, donde |_| representa la funcién parte entera.

Para pasar de base b a base 10 basta con utilizar la aritmética usual en la base 10. Para pasar de base 10 a base
b el Teorema 7 nos da la clave, hay que realizar divisiones e ir tomando los restos. Por ejemplo, para convertir 25
a binario realizamos divisiones sucesivas entre 2, la base, y nos quedamos con los restos:

25=2x12+1

12=2x6+0
6=2x3+0
3=2x1+1
1=2x0+1

F. J. Lobillo
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Por tanto 25 = 11001),

Existe una situacion en la que es especialmente sencillo hacer cambios de base. Vamos a cambiar de base b a
base b® y viceversa. Todo natural comprendido entre 0 y b* — 1 se escribe como ds_1b*~" 4 --- + d1b + do donde
los simbolos dy, ... ds_1 son digitos en base b. Asi, todo digito en base b° se escribe mediante s digitos en base
b. Asi, si n = (Dx_1...D1Dg)ps, y D; = (d(;)_1 . dgl)dg))b tenemos que
n = Dk,1(bs)k71 + -+ D1 b°® + D()
= (@b o+ d b+ ) ()T
o ( dD b d b+ )b+ (00 4+ d b+ dY)
— d(g’:*11)b(k—1)s+(s—1) 4o dgk*“b(k—‘l)s-ﬂ + d{)kfnb(k—ﬂs_’_
e dD b 1 d T a0 d9 e e dOb 4 dY
es decir, k=1 k=1) (k=1 1 1) (1) 40 0) 40
(Di_1 ... D1 Do)ps = (d51 . d Vgl ddPd g d P d,.
Cada digito en base b® se sustituye por su representacion mediante s digitos en base b. El proceso inverso es
completamente andlogo.

Ejemplo 8. Convertimos

n =100100101110100100111001010),
a base 16 = 2%. Para ello agrupamos n en bloques de cuatro bits,

n =100100101110100100111001010),

como 100)2 =4 = 4)16: 1001)2 =9 = 9)16, 0111)2 =7 = 7)16, 1100)2 =12 = C)15 y 1010)2 =10 :A)16,

n =49749CA)1s.

Reciprocamente, convertimos m = 74051)g a base 2. Ya que 7)g = 111),, 4)g = 100),, 0)s = 000),, 5)5 = 101),
y 1 = 001),, tememos que m = 111100000 101 001),. Este es el motivo por el que las bases 8 y 16 se utilizan
mucho en diversos campos de la informatica.
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Ndmeros enteros

En el conjunto Z de los nimeros enteros conocemos dos operaciones, la suma y el producto, que satisfacen las
propiedades que vamos a describir a continuacién

Proposicion 9. La suma de nimeros enteros es
conmutativa, es decir, para cualesquiera x,y € Z, x + y = y + x,
asociativa, es decir, para cualesquiera x,y,z € Z, x + (y + z) = (x + y) + z,

tiene elemento neutro, es decir, existe un elemento 0 € Z (necesariamente tnico) tal que para cualquier x € Z,
x+0=0+x=x,

tiene elemento simétrico, es decir, para cualesquiera x € Z existe —x € Z (llamado opuesto) tal que x + (—x) =
(=x) +x=0.

Proposicion 10. El producto de nimeros enteros es

conmutativo, es decir, para cualesquiera x,y € 7Z, xy = yx,

asociativo, es decir, para cualesquiera x,y,z € Z, x(yz) = (xy)z,

tiene elemento neutro, es decir, existe un elemento 1 € Z (necesariamente uUnico) tal que para cualquier x € Z,

x1=1x=x

F. J. Lobillo
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distributivo respecto de la suma, es decir, para cualesquiera x,y,z € Z, (x +y)z = xz+ yz y x(y + z) = xy + xz.

Es decir, Z es un anillo conmutativo. Ademds es lo que se conoce como dominio, es decir, si a,b € Z\ {0}
entonces ab #+ 0

Definicion 11 (Orden). El orden en Z se define igual que en N, es decir, decimos que p < g si existe n € N tal
que g = p + n.

Muchas de las propiedades son analogas
Proposicion 12. La relacion < es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Proposicion 13. Para cualesquiera a,b,c € 7Z con a < b se tiene a + ¢ < b + c. Ademads, si ¢ > 0 se tiene que
ac< bc,ysic<0bc<ac.

Definicion 14 (Valor absoluto). Para todo p € Z se define el valor absoluto de p como

p sip20

p| = { :

—p sip<O
Teorema 15 (Algoritmo de la divisién). Para cualesquiera a,b € Z con b # 0, existen dnicos q,r € Z tales que
a=q-b+ry0<r<|b|
En la division el resto se denota a mdd b y el cociente suele representarse por a quo b.
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Divisibilidad

Definicion 16. Dados a, b € Z, decimos que a divide a b si existe ¢ € Z tal que ac = b. Se denota a | b. Es
inmediato comprobar que
a|b <= —a|b = a|-b < —a]|-b,

por lo que para estudiar la divisibilidad podemos restringirnos siempre a los valores absolutos de los enteros
implicados.

Proposicion 17. Para cualesquiera a, b € Z,
1. a|a,
2.1]a,
3. a0,
4. sia,b#0yal|b entonces |a| < bl
Definicion 18. Dados a, b € Z, decimos que d es el maximo comun divisor de a y b (d = mcd(a, b)) si
1.d|ayd]|b,
2. sie|ayelbentonces e <d.
Lema 19. Si a = ¢b + r entonces med(a, b) = mcd(b, r).

Demostracion. Sean dy = mcd(a, b) y d» = mcd(b, r). Dado que d, divide a b y a r, también divide a a, por lo que
d, < dy. Analogamente, como r = a — c¢b y dq divide a a y a b tenemos que dq divide a r, por lo que di < d>.
Por tanto di = d>. ]

Algoritmo de Euclides

procedure mMcD(a, b)

a < |a|, b < [b]
repeat

r« amodb

F. J. Lobillo
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a—b
ber
until r =0
return a
end procedure
El algoritmo termina porque los restos son todos mayores o iguales que 0 y cada vez menores.
Observacién 20. Supongamos que x = uya + vyb e y = uya + v, b, es decir, x, y son combinaciones lineales de a
y b. Si x = cy + r entonces, sustituyendo los valores de x e y, tenemos:
r=x-—cy
= (uxa + wb) — c(uya + v, b)
= (uy — cuy)a + (vx — cvy)b,
por lo que r también puede escribirse como combinacién lineal de @ y b. En vista de esta propiedad en cada
repeticion del algoritmo de Euclides podemos expresar el resto como combinacidn lineal de a y b.

La Observacion 20 tiene dos consecuencias. En primer lugar sirve para demostrar la Propiedad Lineal:
Proposicion 21 (Propiedad lineal). Si d = mcd(a, b) entonces existen u,v € Z tales que d = ua + vb.
Demostracion. Cada resto calculado puede escribirse como combinacidn lineal entera de a y b. O
Corolario 22. Sic| a y c| b entonces ¢ | med(a, b).

Demostracion. Por hipdtesis tenemos que a = sc y b = tc para ciertos s, t € Z. Llamemos d = mcd(a, b), por la
Proposicion 21 existen u,v € Z tales que d = ua + vb. Por tanto

d=ua+vb =usc+vtc=(us+ vit)c,
luego ¢ | d como queriamos. O

En segundo lugar la Observacidn 20 también es la clave del conocido como Algoritmo de Euclides extendido:

Algoritmo 23 (Algoritmo de Euclides extendido).  procedure mMcDEXx(a, b)
s« ﬁ
a < |a|, b < |b]|
u' <1, v <0

b
t <« 77
1]

u 0, v e
repeat

r < amodd b

g« aquob

a<b

b«r

U — u"—qu’, u” — U’, U — u

Ve " — qV', Ve V', Vio— v
until r =0
return a, su”, tv

end procedure

1

Teorema 24 (Bezout). Sean a,b # 0. med(a, b) = 1 si y sélo si existen u,v € Z tales que 1 = ua + vb.

Demostracién. Una implicacién es aplicacion directa de la Proposicion 21. Si d | a, d | by 1 = ua + vb entonces
d |1, de donde d = £1, lo que nos dice que mcd(a, b) = 1. O

Definicion 25. Dados a, b € Z, decimos que m > 0 es el minimo comun multiplo de a y b (m = mem(a, b)) si
1.a|myb|m,
2.sta|nyb|nentonces m < |n|.

Proposicion 26. Para cualesquiera a,b € Z

|ab| = mcd(a, b) mem(a, b)

F. J. Lobillo
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Ecuaciones Diofanticas
Una ecuacién diofantica es una ecuacion del tipo
ax + by = ¢, donde a,b, c € Z, (2)

y de la que queremos encontrar sus soluciones enteras, es decir, encontrar valores xp, yo € Z que satisfagan la
ecuacion.

Proposicion 27. La ecuacidon (2) tiene solucidn si y sélo si med(a, b) | c.

Proposicion 28. Si (xo, yo) es una solucién de (2) y d = mcd(a, b), entonces todas las soluciones se calculan
mediante las formulas

x:xo+§n, y=yo— G 3)
conn € 7.
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Congruencias y aritmética modular
Definicion 29. Sea m € Z m # 0, £1. Sean a, b € Z. Decimos que a es congruente con b médulo m st m | a — b.

Este hecho se denota

7

a=b (mdd m)

Proposicion 30. La congruencia médulo m es una relacion de equivalencia, es decir,

1. (reflexiva) a = a (méd m),

2. (simétrica) si a = b (mdd m) entonces b = a (mdéd m),

3. (transitiva) si a = b (mdd m) y b = ¢ (mdéd m) entonces a = ¢ (mdd m).
Proposicion 31. Sia = d’ (méd m) y b =b" (méd m), entonces a+ b =a’ + b’ (méd m) y ab = a’b’ (méd m)
Observacion 32. Hay otras propiedades sencillas referentes a congruencias

1. sia=b (méd m)y d | m entonces a = b (mdd d),

2.sid|a,b,mya=>b (méd m) entonces § = g (méd %),

3. sia=b (méd m1) y a = b (méd my) entonces a = b (mdd mcm(mq, my)).

Definicion 33. Sea m € Z con m # 0,1. No perdemos generalidad con suponer que m > 0, ya que podemos
sustituir m por |m| para estudiar divisibilidad. Llamamos Z,, al conjunto cociente Z sobre la relacién de equivalencia
ser congruente médulo m. Tenemos entonces que Z, = {[0],...,[m — 1]}. Vamos a definir dos operaciones en Z,,

Suma [a]+[b] =[a + b],
Producto [a]b] = [ab].

Estas definiciones estdn bien hechas (es decir, no dependen del representante) en virtud de la Proposiciéon 31.
Vamos a identificar normalmente Z,, con {0, ..., m — 1}. Via esta identificacién, las operaciones en Z,, quedan de
la siguiente forma para 0 < a,b,c < m —1,

Suma a+ b =csiysélosia+b=c (méd m),
Producto ab = ¢ si y sélo si ab = ¢ (méd m).

Lema 34. La ecuacion ax = b (mdéd m) tiene solucién si y sélo si med(a, m) | b. Si xo es una solucién de la

ecuacion anterior entonces todas las soluciones son de la forma x = xy + mn conn € Z.

F. J. Lobillo
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Sistemas de congruencias
Lema 35. Sean m,n, k € Z con med(m, n) = med(m, k) = 1. Entonces med(m, nk) = 1.

Teorema 36 (Teorema chino del resto). Si my, ..., my son enteros primos relativos dos a dos, entonces el sistema
de ecuaciones

x=a; (mod my)
(4)
x=ax (méd my)
tiene solucion dnica modulo M = mymy ... myg.
Demostracién. Para cada j sea M; = =ik = mM] y b; un entero que satisface M;b; =1 (méd m}), el cual existe

porque mcd(m;, M;) = 1 en virtud del Lemé\ 35. La solucion del sistema es x = aiMyby +- - -+ a, M by. La unicidad
es consecuencia de que mem(m;, m;) = m;m; si i # j y de la Observacién 32. O

Analicemos el caso general. Vamos a dar un procedimiento iterativo para resolver sistemas de ecuaciones en
congruencias del tipo
aix = by (méd my)

)
agx = by (mod my)

sin restricciones en los posibles valores de my, ..., m,. En primer lugar resolvemos la primera ecuacién mediante
el Lema 34, que en caso de tener solucidn serd de la forma

x=c¢1 (méd m}).
Consideremos las dos primeras ecuaciones,

x=c¢1 (méd m})

axx = by (mod my)

La primera ecuacidon puede describirse como x = ¢1 + m}s donde s € Z. Sustituyendo dicho valor de x en la
segunda ecuacién tenemos
az(cy + mis) = by  (mdéd my),

o lo que es lo mismo
szqs = b2 — ax (m(’)d mz).

Hallamos los valores de s para los que dicha ecuacidn es cierta, es decir, resolvemos la ecuacién anterior de nuevo
mediante el Lema 34. La solucién seréd de la forma s = so + m5n para cualquier n € Z. Susituyendo s tenemos la
HPA ! ! ! 4 ! H H
solucidon x = ¢ + mj(so + m5Hn) = ¢1 + m’so + mym,Hn para cualquier n € Z, o equivalentemente
X =c¢1 +misg (méd mimb).

Nuestro sistema (5) se ha convertido en el sistema

x=c; (méd mym))

Q
w
>

I

= b3 (mc')d m3)

akgx = by (mod my)

que es un sistema del mismo tipo que (5) pero con una ecuacién menos. Podemos reiterar el proceso hasta alcanzar
una Unica ecuacion que nos dara la solucidn, si existe.

F. J. Lobillo
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Ndmeros primos

Definicion 37. Un nimero entero p € Z p # +1 se dice primo si satisface algunas de las siguientes afirmaciones
equivalentes:

1. sus Unicos divisores son =1 y £p,
2. para cualquier 1 < a < p se tiene que mcd(a, p) =1,
3. Zp es un cuerpo, es decir, todo elemento no nulo de Z, tiene inverso,
4. para cualesquiera a,b € Z, p | ab implicap |aop | b.
Proposicion 38. Hay infinitos ndmeros primos.

Teorema 39 (Fundamental de la aritmética). Todo entero m se escribe de manera dnica como m = £p{" ... p*

donde p1 < --- < pi son primos positivos y oy, ..., o € N*.
Teorema 40 (Pequeiio de Fermat). Sea p un entero primo. Si p no divide a a entonces a?~' =1 (méd p).

Definicion 41. La funcidn ¢ de Euler es una aplicacion ¢ : N — N definida por

o(n)=|{m e N | m<n, mcd(n, m=1}

)

es decir, ¢(n) nos dice cuantos naturales menores que n son primos relativos con n.
. oy . r

Proposicion 42. Sin = p{"...p% conpy < --- < p,, entonces

0(1—1

o(n) = pI(pr=1)...p (= 1)
Teorema 43 (Euler). Si mcd(a, n) =1, entonces a®" =1 (méd n).
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Polinomios y aritmética

Definicion 44. Sea A un anillo conmutativo y x una variable. Un polinomio sobre A es una expresion formal

ao+ aix+ -+ apx"

donde ay,...a, € A. Salvo que el polinomio sea cero la representacién se suele presentar normalizada para que
a, # 0. En este caso decimos que el grado es n, y el coeficiente lider a,. St p(x) es un polinomio cualquiera
representamos el grado por deg(p) o deg(p(x)). Al polinomio cero no se le asigna grado o se dice que tiene grado
—o0. El conjunto de los polinomios sobre A se denota Alx].

Definicion 45. St a(x) = ag+a1x+...a,x" y b(x) = bo+ bix+ ... byx", definimos la suma de a(x) y b(x) como
a(x) + b(x) = (ao + bo) + (a1 + bi)x +--- 4 (a, + by)xP
donde p = méx{n,m}, a;=0sii>nyb;=0sij>m.

Definicion 46. Igualmente, si a(x) = ap + a1x + ... a,x" y b(x) = bg + bix + ... byx™, definimos el producto de
a(x) y b(x) como
a(X)b(x) = co+ c1x + -+ + Chymx"T™, con ¢, = Z aib;.
i+j=k

Observacidon 47. Si p, g € Alx], deg(p + q) < max{deg(p), deg(q)} y deg(pq) < deg(p) + deg(q).
Proposicion 48. (A[x], +, ) es un anillo conmutativo.

Demostracion. Mecanica, sélo hay que tener cuidado en manipular subindices. O
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Divisibilidad
Teorema 49. Sea k un cuerpo. Para cualesquiera p,q € K[x] con g # 0 existen dnicos c¢,r € K[x] tales que
p = cq + r y deg(r) < deg(q).

Definicion 50. Sean a,b € k[x]. Decimos que d es un mdximo comin divisor de a y b st d | a, d | b y para
cualquier elemento ¢ con ¢ | a y ¢ | b se tiene que ¢ | d. Denotamos MCD(a, b) al conjunto de los elementos que
son maximo comun divisor de a y b.

Proposicion 51. Para cualesquiera a, b € K[x|, d € MCD(a, b) si y sélo si
MCD(a, b) = {ud | u € k\ {0}}
Lema 52. Sean a, b € k[x]. Si a = cb + r. Entonces MCD(b, r) = MCD(a, b)

Demostracion. Sea d € MCD(a, b). Dado que r = a — cb, tenemos que cualquier divisor de a y b también divide
a r, en particular d | r. Por otra parte, si e | b y e | r, dado que a = cb + r tenemos que e | a, de donde e | d por
la definicion de méximo comdn divisor. Por tanto d € MCD(b, r). La otra inclusién se obtiene andlogamente. [

Teorema 53 (Algoritmo de Euclides). Si a, b € Kk[x] entonces MCD(a, b) + @.

Demostracion. ELl siguiente procedimiento permite justificar la existencia y calcular el maximo comun divisor de a
y b. Podemos suponer que tanto @ como b son distintos de cero.

1. Realizamos la divisidn, es decir, calculamos q, r tales que @ = gb + r con r = 0 o deg(r) < deq(b).
2. Si r = 0 entonces b € MCD(a, b), st no asignamos a el valor de b, a b el de r y repetimos el paso 1.

El proceso debe terminar porque los restos tienen norma cada vez menor. Ademas, por el Lema 52 el resultado es
el correcto. O

Proposicion 54 (Propiedad lineal). Sean a,b € klx]. Si d € MCD(a, b) entonces existen u,v € K[x] tales que
d=ua+vb.

Demostracion. Esencialmente la misma que la de la Proposiciéon 21. O

El Algoritmo Extendido de Euclides que se presenta en el Algoritmo 23 del Tema 3 funciona exactamente igual
para k[x]. De la misma manera tenemos el siguiente teorema:

Teorema 55 (Bezout). Sean a,b € Kk[x]\ {0}. 1 € MCD(a, b) si y sdlo si existen polinomios u,v tales que
1=ua+vb.

Observacién 56. Algunas consecuencias directas del Teorema de Bezout son las siguientes:
1. St d € MCD(a, b) entonces 1 € MCD(4, 2).
2. Si1 € MCD(a, b) y a | bc, como 1 = ua + vb tenemos que ¢ = uac + vbe, de donde a | c.
3. Es sencillo comprobar que MCD(a, b) =k \ {0} st y sélo st MCD(a, b) Nk \ {0} # @.

Terminamos la seccidn con un resultado que relaciona el maximo comdn divisor y el minimo comdn multiplo,
que se define de forma natural.

Proposicion 57. Sean a,b € K[x| y sea d, m € K[x| tales que dm = ab. Entonces d € MCD(a, b) si y sdlo si
m € MCM(a, b).

Demostracién. Supongamos que d € MCD(a, b) y escribamos a = a’d y b = b’d. Necesariamente m = a’b = ab’,
por lo que m es multiplo de @ y de b. Supongamos que ¢ es multiplo de a y b. Tenemos entonces que ¢ =
a’a’d = b"b’'d. Ast b’ | a”d’, y en vista de la Observacién 56 tenemos que b’ | a”, es decir, @” = a”’b’. Por tanto
c=a"b'a’d=a"mym|c, lo que implica que m € MCM(a, b).

Supongamos ahora que m € MCM(a, b). Podemos escribir m = a’a = b’b, y dado que m es un minimo comdin
maltiplo podemos deducir que 1 € MCD(d’, b’). Dado que dm = ab tenemos que a’dm = a’ab = mb, por lo que
b=4d'd yd|b. Andlogamente a = b'd y d | a. Supongamos que ¢ | a y ¢ | b. Como 1 = ua’ + vb’ tenemos que
d =ud'd+vb'd = ub+va, de donde ¢ | d y d € MCD(a, b). O

F. J. Lobillo



20 Tema 3

© © 0 0 0.0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0000 0000000000 0000000000 0000000000000 000000 o0 310

Congruencias
Todas las definiciones y propiedades de la Seccién 3.5 del Tema 3 se pueden extender a k[x] de manera directa.

Definicion 58. Sean a, b, m € k[x]. Decimos que a es congruente con b médulo m si m | a — b. Este hecho se
denota

a=b (mdd m)

Proposicion 59. La congruencia médulo m es una relacion de equivalencia, es decir,

1. (reflexiva) @ = a (méd m),

2. (simétrica) si a = b (mdd m) entonces b = a (m),

3. (transitiva) si a = b (mdd m) y b = ¢ (mdéd m) entonces a = ¢ (mdéd m).
Proposicion 60. Si a = o’ (méd m) y b= b’ (mdéd m), entonces a + b = a’ + b’ (méd m) y ab = a’b’ (méd m)
Demostracién. La misma que la Proposicién 31 O
Observacion 61. Las propiedades descritas en la Observacion 32 también son ciertas para un anillo de polinomios:

1. sita=b (méd m)y d | m entonces a = b (mdd d),

2. sid|a,b,m, tenemos que a = b (méd m) si y sélo si § = % (méd ),

3. a=b (méd my) y a =b (méd m;y) si y sélo si a = b (méd m), donde m € MCM(m4, m3).

Definicion 62. Sea m € k[x] con deg(m) > 0. Llamamos k[x], al conjunto cociente k[x] sobre la relacién de
equivalencia ser congruente médulo m. De nuevo tenemos dos operaciones en k[x|n,

Suma [a]+ [b] =[a + b],
Producto [a]b] = [ab].

Estas definiciones estan bien hechas (es decir, no dependen del representante) en virtud de la Proposicion 60.
Como en el caso de Z podemos identificar k[x], con el conjunto de los restos de las divisiones por m. Via esta
identificacion las operaciones en kx|, quedan de la siguiente forma para a, b, ¢ restos médulo m,

Suma a+ b =csiysélosia+b=c (méd m),
Producto ab = c si y sélo si ab = ¢ (méd m).
Lema 63. La ecuacién ax = b (m) tiene solucién si y sélo si MCD(a, m) | b.

Demostracion. Se obtiene a partir de la Proposicion 54 tal y como el Lema 34 se obtiene a partir de la Proposicién
21 O

Teorema 64 (Teorema chino del resto). Si mq,...,my € A tales que 1 € MCD(m;, m;) para toda pareja i, j,
entonces el sistema de ecuaciones
x=ar (m)

(6)

tiene solucién tnica médulo M = mym, ... my.

Demostracion. Analoga al Teorema 36 del Tema 3, utilizando una versién para anillos de polinomios del Lema 35
del mismo Tema. O
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Irreducibilidad y Teorema Fundamental de la Aritmética

Definicion 65. Decimos que a, b € k[x] son asociados (abreviadamente @ ~ b) si @ = ub con v € k\ {0}. Un
polinomio p € k[x] se dice irreducible si no es una constante y sus unicos divisores no constantes son sus asociados,
es decir, st g | py g ¢k, entonces g = up con u € k\ {0}.

Lema 66. Un polinomio p € K|x] es irreducible si y sélo si para cualesquiera a,b € k[x], si p | ab entonces p | a
op|b.

Demostracién. Sea p irreducible. St p | ab entonces ab = cp. Sea d € MCD(a, p), si d & U(A) entonces d tiene
que ser asociado a p, de donde p | a. As{ pues, si suponemos que p { a tenemos que 1 € MCD(a, p), de donde
1=ua+vp. Ast uab = ucp, por lo que b = ucp — vpb = (uc — vb)p, es decir, p | b.

Reciprocamente, supongamos que p | ab implica p | @ o p | b. St a | p tenemos que p = ac para algin c. Asi
p | ac, de donde p | a o p|c En el primer caso a ~ p, y en el sequndo p ~ ¢ de donde a € k\ {0}. O

Proposicion 67. p € k[x] es irreducible si y sélo si k[x], es un cuerpo.
Lema 68. Si a | b y deg(a) = deg(b) entonces a ~ b.
Lema 69. Si @ # B C K[x], existe b € B tal que para todo a € B, a | b implica a ~ b.

Demostracién. Supongamos que el resultado es falso. Podemos construir una sucesién {a; | i € N} tal que a;41 | a;
y a;41 ~ a;. A partir de la sucesion anterior tenemos una nueva sucesién {0(a;) | i € N} C N tal que d(a;+1) < d(a;).

Como {d(a;) | i e N} C{0,...,0d(a0)} que es un conjunto finito, existe un natural n tal que d(a,) = 0(a,4+«) para
todo k. En particular d(a,) = d(an+1), y por el Lema 68 tenemos que a, ~ a,+1, lo que contradice nuestra hipétesis
sobre las propiedades de la sucesién {a; | i € N}. Por lo tanto el Lema es verdadero. O

Teorema 70 (Fundamental de la Aritmética). Todo polinomio a € k[x] se descompone como a = py---ps con p;
irreducible. Ademds si a = p1---ps = q1--- q; son dos descomposiciones como producto de irreducibles entonces
s =t y salvo reordenacion p; ~ q;.

Demostracién. Demostramos la existencia de descomposiciones. Sea B el subconjunto de A formado por todos los
elementos que no se descomponen como producto de irreducibles. Supongamos que B es no vaclo. Sea b el elemento
dado por el Lema 69. Como b € B tenemos que b no es irreducible, asi que b = byb, y con b; = b. Como b; | b
y b; = b tenemos que b; & B. Entonces tanto by como b, tienes descomposiciones como producto de irreducibles,
es decir, by = p1---ps y b = g1---q, de donde b = b1by, = p1---psq1---q; tiene una descomposiciéon como
producto de irreducibles, es decir, b ¢ B, lo que contradice la eleccidn de b. Asi B = @ y todo elemento de A se
escribe como producto de irreducibles.

Vayamos con la unicidad. St @ = pq---ps = q1 -+ - g, entonces pq | g1 --- g Por el Lema 66 p; divide a algdn
gi, que podemos suponer g1 después de reordenar. Como g es irreducible tenemos que p; ~ 1. La reiteracion
del proceso nos da la unicidad. O

© 0 0. 0.0 0. 0. 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0000000000000 0000000000000 000000000000 00000 312

Criterios de Irreducibilidad de Polinomios

Proposicion 71 (Criba de Eratdstenes). Sea p € Z. p es primo si y sélo si para todo natural n con 2 < n <~/|p|,
ntp.

Demostracion. Basta observar que si p = ab el valor absoluto de alguno de los factores debe ser menor o igual

que /|p|. O

Observacién 72. La Criba de Eratdstenes proporciona un algoritmo para determinar si un natural p dado es
irreducible o no, calcular las divisiones de p entre todos los naturales menores que /p. De esta forma tenemos un
procedimiento para determinar sin ningun género de duda si un entero es primo o no. Por otra parte la Criba de
Eratdstenes tiene complejidad exponencial, aunque existen algoritmos que determinan la primalidad de un entero
en tiempo polinomial.

Observacién 73. Lamentablemente la situacidn no es tan cémoda en k[x]. Por ejemplo todos los polinomios de la
forma x —a con a € k son irreducibles (lo que se argumenta facilmente con el grado) y no asociados (el coeficiente
de x es uno). Asi pues, si k es infinito un algoritmo tipo Criba de Eratdstenes parece no funcionar a priori.
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Vamos a estudiar cudndo un polinomio tiene como factor a un polinomio de grado uno.
Definicion 74. Sea p(x) = ap + - - + a,x" € k[x]. Denotamos también por p a la aplicacidn
p:k—k
ar— ag+aa+---+a,a”
Esta aplicacion se llama evaluacion.
Lema 75. Sea p un polinomio y a € k. Existe un dnico q € k[x] tal que
p(x) = q(x)(x — a) + p(a).
Demostracion. Por la division p(x) = q(x)(x — a) + b con b € k (el resto tiene grado cero porque el divisor tiene

grado uno). Ast
pla) = qla)(a —a)+ b =q(a)0+ b =b.

Proposicion 76. (x — a) | p(x) si y sdlo si p(a) = 0.

Si p(a) = 0 se dice que a es una raiz de p. Este resultado permite comprobar si un polinomio tiene raices, o
equivalentemente factores de grado uno.

Algoritmo de Horner—Ruffini
Sea el polinomio p(x) = ag + a1x + - -- + a,x" € k[x], y sea a € k. Sean

b, =a,
bn71

an_1+ bpa

X) = by + box + -+ byx™!
bj20j+bj+10 Y q( ) ! 2

bg = ag + bia

Entonces
px)=q(x)(x —a)+bo y pla)=bg

Observacion 77. St k es un cuerpo finito, la evaluacidn en todos los elementos de k permite determinar si cierto
polinomio tiene factores de grado uno. A partir de este algoritmo, y dado que hay un niimero finito de polinomios
de un grado fijo, podemos construir TODOS los polinomios irreducibles del grado que queramos. Por ejemplo, seran
irreducibles aquellos de grado dos que no tengan raices. Lo mismo podemos decir de los de grado tres. Para los
de grado cuatro basta estudiar sus raices y si tienen algun factor irreducible de grado dos, que ya son conocidos.
Podemos reiterar este procedimiento hasta el grado que queramos. Lamentablemente la complejidad es horrorosa,
y mucho peor si k es grande.

Observacion 78. Los casos k = R, Q no pueden estudiarse a priori de la misma manera ya que son infinitos. Vamos
a estudiar en primer lugar Q[x]. Todo polinomio con coeficientes racionales tiene como asociado otro en Z[x], es
decir, otro cuyos coeficientes son enteros. Comprobamos primeramente que las posibles raices son un conjunto
finito.

Proposicién 79. Sea p(x) = ag + a1x + --- + a,x" € Z[x] donde a, # 0. Sea § € Q tal que mcd(a, b) = 1. Si
p(3) =0 entonces a | ap y b | a,.

Demostracién. Si p(3) = 0 entonces

a
00+G1*+"'+an(

b )nzo

y multiplicando por b” tenemos
aob” + a1ab" "+ -+ a,a" = 0.

Por tanto a | agh”, y al ser a y b primos relativos necesariamente a | ag. Andlogamente b | a,,. O

Observacion 80. Por tanto las posibles raices de p(x) = ap + a1x + - -- + a,x" hay que buscarlas en el conjunto
{# | alao b|as} que es un conjunto finito.
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Cuerpos Finitos

Terminamos el tema con una de las principales aplicaciones de los polinomios irreducibles, la construccion de
los cuerpos finitos. A lo largo de esta seccidn F representa un cuerpo con un nimero finito de elementos. Vamos a
tratar de analizar cuantos elementos puede tener F.

Proposiciéon 81. Si F es un cuerpo finito entonces F tiene p’ elementos con p un nimero primo.

El siguiente teorema es una de las piezas clave en la clasificacion de los cuerpos con un ndmero finito de
elementos.

Teorema 82. Dados p € Z primo y f > 1, existe un polinomio irreducible de grado f sobre Z,[x].

Dados un primo p y un natural f, el Teorema 82 permite construir un cuerpo finito con p/ elementos. Dicho
cuerpo se denota por IF, y podemos verlo como Z,[x]4, el conjunto de los restos obtenidos al dividir entre ¢, donde ¢
es un polinomio irreducible de grado f en Z,[x] (el problema de encontrar dicho polinomio no lo vamos a considerar
por ahora). La suma y el producto se realizan conforme a la Definicién 62, y el inverso se calcula con la versién
extendida del algoritmo de Euclides que proporciona los coeficientes de Bezout, de manera totalmente anéloga al
algoritmo 23 del Tema 3.
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TEMA 4

Matrices y sistemas de ecuaciones
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Aritmética de Matrices

En este tema k representa un cuerpo, es decir, un conjunto k junto con dos operaciones suma y producto tales
que

suma asociativa x + (y + z) = (x + y) + z para cualesquiera x, y, z € k,

elemento neutro de la suma existe 0 € k tal que x + 0 = 0 + x = x para cualquier x € k,
elemento opuesto para cualquier x € k existe —x € k tal que x + (—x) = (—x) + x =0,
suma conmutativa x + y = y + x para cualesquiera x, y €k,

producto asociativo x(yz) = (xy)z para cualesquiera x, y,z € k,

elemento neutro para el producto existe 1 € k\ {0} tal que x1 = 1x = x para cualquier x € k,

1 1

elemento inverso para cualquier x € k\ {0} existe x~' € k tal que xx~! = x"'x =1,
producto conmutativo xy = yx para cualesquiera x,y € k,

distributiva del producto con respecto de la suma x(y + z) = xy + xz y (x + y)z = xz + yz para cualesquiera
x,y,zek

Definicion 1. Una matriz de m filas y n columnas sobre un cuerpo k es una aplicacién
A:{1,...,m}yx{1,...,n} —k, [(i.j)— a;].

Normalmente se representa a una matriz A de la forma siguiente:

a1 a1 aqp
an an azp
A = (aif) 1<i<m =
1<j<n
am1 dm2 ... dpgp

El conjunto de las matrices de m filas y n columnas sobre k se denota M, x,(k)
Definicion 2. Sean A, B € M «,(k). Se define la suma de Ay B como

A+B:{1,....m} x{1,....n} —k, [(i,j)— a;+ by],

es decir,
ayn ap ... ai, biv b1z ... b,
an anp N asp b21 b22 . bzn
+ . . =

am dm2 ... Amn bm‘l me cee bmn
a1 + by ap+ by .. ay, + by,
a» + by a»n+ by ... ar, + by,
am1 + bm1 am2 + bm2 cee Apn + bmn
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Definicion 3. Sean A € M,,(k) y B € M, x,(k). Definimos el producto de A por B como

AB:{1,....m}x{1,...,p} — Kk, l(i,j)HZaikbkj],

k=1

0 en otra notacion

a1 ayp ... ap b11 b12 b1p 11 c12 ... C1p
an ayy ... anp b21 bzz . bzp 21 ¢ ... C2p
am1 dpm2 ... dmnp b,ﬂ bnz b”p Cm1 Cm2 ... Cmp

donde ¢;j = apbij + apbyj + -+ ai by

Proposicion 4. La suma y el producto de matrices satisfacen las propiedades siguientes:

suma asociativa A+ (B + C) = (A+ B) + C para cualesquiera A, B, C € M pxn(k),

elemento neutro de la suma existe 0 € M,«,(k) tal que A+ 0 =0+ A = A para cualquier A € M x,(k),
elemento opuesto para cualquier A € M «n(k) existe —A € M xn(k) tal que A+ (—A) = (-A)+ A =0,
suma conmutativa A+ B = B + A para cualesquiera A, B € M xn(k),

producto asociativo A(BC) = (AB)C para cualesquiera A, B, C € M. (k),

elemento neutro para el producto para cada n € N existe I, € M, «,(k) tal que Al, = I,A = A para cualquier

A € Mpxn(k),

distributiva del producto con respecto de la suma A(B+C) = AB+AC y (A+B)C = AC+ BC para cualesquiera
A B, C € M. (k).

La matriz cero y la matriz identidad, elementos neutros para la suma y el producto, son

00 ... 0 10 0
00 ... 0 0 1 0
VD= 0 | =)=
00 .. 0 00 ... 1

Las matrices con igual nimero de filas y de columnas se llaman matrices cuadradas. Para denotarlas empleamos
un Unico tamafio: M, (k) = M, x,(k)

Teorema 5. (M, (k), +, ) es un anillo.
El producto de matrices es no conmutativo
1. Porque hay matrices que pueden multiplicarse en un orden y no en otro.
2. Porque hay matrices que alin multiplicandose en los dos drdenes los resultados tienen tamaiio distinto.

3. Porque incluso hay matrices cuadradas cuyo producto en los dos sentidos dan resultados distintos.

Definicion 6. Dada una matriz, se define su traspuesta como aquella que se obtiene intercambiando filas por
columnas, es decir,
A= (ay),.. € Muall) = A" = (az) .

1<j<n 1<i<m

€ Myxm(k)

Definicion 7. Una matriz cuadrada A € M, (k) se dice simétrica si A = A"

Proposicion 8. Para cualesquiera matrices A, B de tamanos adecuados,

(A+B) = A + B' y (AB)! = B'A!
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Definicion 9. Una matriz por bloques es una matriz

A | A |- | At

An |An | - | A
A=

A$1 ASZ e Asr

donde cada A; € M., ««(k) de modo que matrices en la misma fila tienen el mismo néimero de filas y matrices en
la misma columna el mismo nimero de columnas.

Proposicion 10. Sean A = (A[j) yB= (Bi/) dos matrices por bloques de tamarios adecuados. Entonces
SXr rxt

AB=C = (C,.-)W donde C; = gAikBk/‘
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Matrices escalonadas reducidas

Definicion 11. Para una matriz cualquiera, el primer elemento no nulo de cada fila se llama pivote. Una matriz
A € Mpuxn(k) se dice que estad en forma escalonada reducida si

1. las filas nulas (todos sus elementos son 0) ocupan las ultimas posiciones de la matriz.
2. el pivote de cada fila es un 1,

3. st i <, el pivote de la fila j esta mas a la derecha del pivote de la fila i,

4. el resto de los elementos de cada columna que contiene a un pivote es 0.

Definicion 12. Sobre una matriz de cualquier tamaio definimos tres tipos de transformaciones elementales sobre
las filas de la matriz:

Tipo 1 Intercambiar dos filas.
Tipo 2 Multiplicar una fila por una constante no nula.
Tipo 3 Sumar a una fila un multiplo de otra.

Definicion 13. Decimos que A y B son equivalentes por filas si existe una sucesion de transformaciones elementales
sobre las filas ~q, ~,..., ~; tales que
A~y A ~yomoy B

Este hecho se denota A ~¢ B. Es sencillo comprobar que ser equivalentes por filas es una relacidon de equivalencia.

Teorema 14. Dada una matriz A es equivalente por filas a una dnica matriz escalonada reducida H. H recibe el
nombre de forma normal de Hermite de A.

La demostracidon de la existencia de H consiste en describir el método de Gauss-Jordan para el célculo de H.
Para cada fila y en orden secuencial desde la primera hasta la ultima,

1. intercambiamos la fila actual por cualquiera que esté debajo de ella y que tenga su pivote lo mas a la
izquierda posible,

2. multiplicamos la fila por el inverso del pivote,

3. sumamos a cada una de las demas filas el correspondiente multiplo de la fila actual hasta consequir que
todos los elementos por encima y por debajo del pivote sean 0.

Definicion 15. Se define el rango de una matriz A como el nimero de filas no nulas de su forma normal de Hermite.

Proposicion 16. Si A € M ,«,(k), entonces rango(A) < min{m, n}.
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Matrices regulares

Llamaremos matrices elementales de orden n a aquellas matrices cuadradas que se obtienen aplicando una
transformacidn elemental a la matriz identidad. Tenemos por tanto tres tipos de matrices elementales.

1

1 1

E,‘j(O() = ' 1 (0] E,‘I‘(G) = . 1

Proposicion 17. Sea A € Muxn(k) y sea E € My(k) una matriz elemental. Entonces EA es la matriz que se
obtiene a partir de A aplicando a sus filas la misma transformacion elemental elemental con la que se obtiene E
a partir de I,.

Corolario 18. Sean A, H € M ,«n(k) tales que H es la forma normal de Hermite de A. Existen matrices elementales
Ei,..., Er € M, (k) tales que
H == EtEt71 o E1A

Definicion 19. Una matriz cuadrada A € M, (k) se dice reqular si tiene inversa para el producto, es decir, si existe
B € M, (k) tal que AB = BA =1,

Lo primero que hay que observar es que de existir la inversa es Unica: st By y By son inversas de A entonces
By = Bil, = B1(ABy) = (B1A) By = 1,B; = B,.
La inversa de A, en caso de existir, se denota A~ Dos propiedades muy faciles de comprobar son:
1. (AB)™' = B'A,
2. (AHYT = (AT
Proposicion 20. Las matrices elementales son reqgulares, y sus inversas son matrices elementales.
Teorema 21. Para una matriz A € M, (k) son equivalentes las siguientes afirmaciones:
1. A es reqular,
2. rango(A) = n,
3. la forma de Hermite de A es |,
4. A se puede escribir como un producto de matrices elementales.

Corolario 22. H € M«,(k) es la forma de Hermite de A € My,«n(Kk) si y sélo si existe una matriz reqular
P e M (k) tal que H = PA.

Para calcular la inversa de una matriz procedemos de la siguiente forma.

1. Dada una matriz A € M, (k), construimos la matriz (A|/,) € M x2,(Kk).
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2. Calculamos la forma normal de Hermite H ~ (A|l,).
3. St H = (/,|B) entonces A es reqular y su inversa es B, en caso contrario A no es regular.
La misma idea sirve para calcular la matriz de paso junto a la forma de Hermite:
1. Dada una matriz A € M,,(k), construimos la matriz (A|/n) € Mpx(ns-m(K).
2. Calculamos la forma normal de Hermite H ~¢ (A|l,).
3. Si H = (Ha|P) entonces Hy es la forma de Hermite de A y Ha = PA.
T T T T T T T T S S S
Sistemas de ecuaciones lineales

Definicién 23. Un sistema de ecuaciones lineales (SEL) sobre un cuerpo k es una expresién de la forma

anxi + aixa + -+ apX, = by

a1 X1+ anxo + -+ apx, = b

Am1X1 + ApaX2 + -+ AmpXp = bm
donde a;;, b; € k para cualesquiera 1 <i<m, 1< j<n.
Definicion 24. Una solucion de (7) es una lista (s1,s2,...,s,) € k" tal que

a11s1 + a1282 + -+ + @15, = by
a2181 + ax»sy+ -+ axs, = by

Om1S1 +amS2+ -+ AppSp = bm

Asociado al sistema de ecuaciones (7), podemos definir dos matrices la matriz de los coeficientes y la matriz
de los términos independientes:

a1 a4 - a1, b1

a» axp -+ day by
A= . ) ) ) B=

am am2 - Amn bm

Estas matrices permiten describir el sistema (7) de forma matricial como
AX =B (8)

donde

Un sistema de ecuaciones lineales

a11x1 + aix2 + - 4 a1,x, = by

axnxi 4+ apxy + -+ axyx, = by

AmiX1 + Am2X2 + - 4 AppXp = by
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esta por tanto determinado por la llamada matriz ampliada:

a1 a2 - a1, | by

ay axp - ay | b
(AlB) =

am am2 - Amn bm

Cada matriz sistema con m ecuaciones y n incégnitas esta determinado por una matriz de tamafio m x (n + 1), y
reciprocamente cada matriz de tamafio m x (n + 1) determina un sistema con m ecuaciones y n incdégnitas.

Definicion 25. Dos sistemas se dicen equivalentes si tienen las mismas soluciones.

Proposicion 26. Los sistemas asociados a dos matrices que se diferencian en transformaciones elementales sobre
filas son equivalentes, es decir, si (A|B) ~¢ (A’|B’), entonces los sistemas de ecuaciones

AX=ByAX="8
tienen las mismas soluciones.

Esta proposicion es sencilla de demostrar una vez que sabemos que las transformaciones elementales se co-
rresponden con los productos por matrices elementales.

Definicion 27. Un sistema se llama compatible si tiene solucién, en caso contrario se llama incompatible.
Un sistema compatible se llama determinado si la solucién es Unica. En caso contrario se llama indeterminado.

Teorema 28 (Rouché—Frobenius). Un sistema AX = B es compatible si y solo si rango(A) = rango(A|B); en otro
caso es incompatible. Un sistema compatible es determinado si y solo si rango(A) = n, el ndmero de incégnitas;
en otro caso es indeterminado.

® © O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O O O O O O O O O O O O O O O O O O OO OO OO O O O O O O O O O O O OO OO OO SN 4.5
Determinantes

Dada una matriz M € M, ,(k), denotamos M;; a la submatriz de M que se obtiene eliminando la fila i y la
columna j de A.

Definicion 29. Definimos el determinante de una matriz cuadrada A € M, (k) de forma recursiva:
= Si A= (ag) € Mq(k) entonces det(A) = a.
» Si A€ M,(k) lamamos a;; = (—1)"*/ det(A;) (que ya estd definido por tener un tamafio menor), y definimos

det(A) = a11a11 + appop + - - + a1,y

Se denota
anr a2 ... 0Oy ayr a2 ... 0y
a dxp ... dz a  dxzp ... dz
det(A) = |[A| =det | . S| =
apr dp2 ... dpp apr dp2 ... dpp
Propiedad 1
an ang aip ay a2 ... 041y ayr a2 ... 01y
X1+yr x2+yz ... Xp+yn =|Xx X2 Xp |+ | Y1 Yy, ... Yn
ani an2 cee Upn an ap2 ... Upn ap1 dp2 ... Unpn
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Propiedad 2

an
X

Y1

api

a2 ... Q1 ayy ds
X2 Xn UK Y2
Y2 .- Yn ) X1 X2
dp2 ... dpp ap1  dp2

En particular el determinante es cero si hay dos filas iguales.

Propiedad 3

Propiedad 4

Propiedad 5

Propiedad 6

Propiedad 7

Propiedad 8

an
X1

Y1

an

)\X1

an
ai2
X2
y:

an2

a2 ... 01p arn an
Mo dal=Alx ox
ap e dpn anp an2

aip aqq ain

Xn X1+ Ay1 xo+ Ay

Yn Y1 42

dnn apq anp2
det(AB) = det(A) det(B).
det(A") = det(A).
A es reqular < det(A) #0

det(A) = apan + apap + -+ Ain A

para cualquier 1 < i < n, donde o;; = (—1) det(A;).
Los elementos a;; = (—1)"*/ det(A;;) reciben el nombre de adjuntos. La matriz

se llama matriz adjunta. De las propiedades anteriores se deduce que para cualquier matriz A € M, (k)

y por lo tanto,

a1 a2 Ap
e a1 a2 Q2p
a1 Qp2 - Qnn

A (AN = det(A)l,

Teorema 30. Si A es regular entonces A" = det(A)~"(A*)".

aqp

Yn

ann

a1p

Xn

ann

Xn + Ay,

aip

Yn

ann

Tema 4

Proposicion 31. El rango de una matriz A € My, (k) coincide con el tamafo de la mayor submatriz cuadrada
con determinante distinto de cero.
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TEMA B

Espacios Vectoriales y Aplicaciones Lineales
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Espacios Vectoriales. Bases

Como siempre k es un cuerpo. Un conjunto no vacio V es un k—espacio vectorial si satisface las siguientes
propiedades:

1. Existe una operacién + en V tal que (V, +) es un grupo abeliano, es decir, la operacién

= es asociativa: (u 4+ v) + w = u + (v + w) para cualesquiera u,v,w € V,
= es conmutativa: u + v = v 4 u para cualesquiera u,v € V,
= tiene elemento neutro: existe 0 € V tal que 0 + v = v + 0 = v para cualquier v € V,

= tiene elemento opuesto: para cualquier v € V, existe —v € V tal que v + (—v) = (—v) + v =0.
2. Existe una accién de k sobre V' denotada por yuxtaposicion tal que

» a(u+v) = au+ av para cualquier a € k y cualesquiera u,v € V,
» (a + b)u = au + bu para cualesquiera a, b € k y cualquier u € V,
» a(bu) = (ab)u para cualesquiera a, b € k y cualquier u € V,

» Tu = u para cualquier v € V.
Ya conocemos muchos ejemplos:
n men(k)l

. Kk,

Kkx],

KXl = {p(x) € Kx] | deg(p) < m},

= el conjunto de las funciones reales definidas en un intervalo fijo sobre R,

soluciones de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo.
Proposicion 1. Sea V un k—espacio vectorial. Para cualesquiera a,b € k y u,v € V se tiene que:
» Qu=0,
» a0 =0,
» siagu =0 entoncesa=00u=0,
» —(au) = (—a)u = a(—u),

» glu—v)=au—av,

(a = b)u = au — bu.
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Definicion 2. Sean {v1,...,v,} C V. Una combinacién lineal de {v1,...,v,} es un vector de la forma

n
vt agv =) aw
i=1

donde a4,...,a, € k.
Un conjunto de vectores {v1,...,v,} se dice linealmente dependiente si el vector O se puede escribir como una
combinacién lineal de {vi,...,v,} en la que no todos los escalares son cero, es decir,

daq,...,ap €k Jipe{1,....n} |ay, #0y arvi+---+a,v, =0.

Un conjunto de vectores {v1,...,v,} se dice linealmente independiente st no es linealmente dependiente, es
decir,
a,lv1+...+an\/n:O:>a»| :-«»:an:O,
Proposicion 3. m Si0 e {v,...,v,} entonces {wv1,...,v,} es linealmente dependiente.

= {v} es linealmente independiente si y solo si v # 0.

w Si{wi,..., vy} es linealmente dependiente entonces {v1,...,Vy, Vpt1,..., v} es linealmente dependiente.
w Si{vi,..., Vo, Vos1, ..., v} es linealmente independiente entoces {v1,...,v,} es linealmente independiente.
Proposicion 4. Un conjunto {vy,...,v,} es linealmente dependiente si y solo si uno de los vectores se puede

escribir como combinacion lineal de los demds.

Definicion 5. Se dice que S C V es un sistema de generadores de V si todo vector de V' se puede expresar como
combinacién lineal de un subconjunto finito de S.

Proposicion 6. Si{v1,...,v,} es un sistema de generadores de V y v; es combinacidn lineal de los demds, entonces
{vi,.. .. Vi1, Vig1, ..., Vo } €s un conjunto de generadores de V.
Lema 7. Si{wv,..., vy} es linealmente independiente y {u, ..., us} es un sistema de generadores entonces m < s.

Definicion 8. Una base de un espacio vectorial V es un subconjunto B C V tal que
= B es linealmente independiente,
= B es sistema de generadores.

Teorema 9 (Teorema de la base). Si un espacio vectorial V' tiene una base formada por un ndmero finito de vectores
entonces todas las bases de V son finitas y tienen el mismo nimero de vectores.

Definicion 10. Si V tiene una base finita definimos la dimensién de V como
dim(V) = dimg(V) = |B|
donde B es una base cualquiera de V.

Teorema 11. En un espacio vectorial, de cada sistema de generadores finito puede extraerse una base.

Teorema 12. Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sea {vy, ..., vn} un conjunto linealmente independiente.
Existen vectores {Vp41,...,va} tales que {v1,..., Vi, Vi1, ..., Vn} €s una base de V.

Corolario 13. Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sea {w,...,v,} C V. Son equivalentes:

(1) {v1,...,vn} es linealmente independiente,

(2) {v1,...,vn} es sistema de generadores de V,

(3) {v1,...,vn} es una base de V.

Proposicion 14. Sea B = {eq, ..., e,} una base de un k—espacio vectorial V. Entonces todo vector se escribe de
forma tnica como combinacién lineal de los vectores de B.
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SiB={ey,...,e,} esunabase yv € V entonces existe un tnico (x1, ..., x,) € k" tal que x = xje1+- - -+x,e,.

Se suele denotar
xXg = (X1, ..., Xn),

y (x1,...,x,) se llaman las coordenadas de x en la base B. La aritmética del espacio vectorial se recupera a partir
de las coordenadas:

» (x+y)g=xg+ys,

L ()\X)B = Axg.
Proposicion 15. Sea V' un k-espacio vectorial y sea B una base. Un conjunto de vectores {vy,...,v,} C V es

linealmente independiente si y solo si la matriz que tiene por columnas (o por filas) las coordenadas de los vectores
{vi,.... v} respecto de B tiene rango r.

Teorema 16 (Cambio de base). Sean B = {e1,...,e,} y B' = {¢€),..., e},} dos bases de V. Sea Mg g la matriz
que tiene como columnas las coordenadas de los vectores de B’ en la base B, es decir

Mg = ((€})a]---|(e})B).

Entonces para todo vector v € V se tiene

Vg = MB’BVB’~

1
Mpgrg = Mg gMprg, Mgz = Mgp.
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Subespacios vestoriales

Definicion 17. Un subconjunto no vaclo U de un k—espacio vectorial V' es un subespacio vectorial si

= U es cerrado para sumas: Vu,ve U, u+v e U,

= U es cerrado para producto de escalares: Vu € U y VA €k, Au € U.
Proposicion 18. Sea V un k—espacio vectorial. Para @ # U C V son equivalentes:

1. U es un subespacio vectorial,

2. Nu,ve UyvVAapek lu+pvel,

3. U es cerrado para combinaciones lineales.

Dado S C V denotamos (S) al conjunto de todas las combinaciones lineales de vectores de S, es decir,

(S)={a1s1+---+ays, |a; €k,s; €S,i=1,...,n}

Proposicion 19. (S) es el menor subespacio vectorial que contiene a S. Se llama el subespacio vectorial generado
por S.

Proposicion 20. Sea V' un k—espacio vectorial de dimensidn n y sea B una base de V. Sea U = (uy,...,u,) y
sea A la matriz r x n sobre k que tiene por filas las coordenadas de los vectores uy, ..., u, en la base B. Entonces

= rango(A) = dim U,

 las filas no nulas de la forma de Hermite de A son las coordenadas en B de una base de (uy, ..., u,).

F. J. Lobillo



34 Tema 5

Sea V un subespacio vectorial de dimensién n y sea B una base de V. Sea U = (uy, ..., u,) un subespacio
vectorial de V. Las coordenadas de los vectores {uq,...,u,} en B las denotamos por
(ui)g = (c1i, €ip o) 1< 0T
Por tanto, si x € U tenemos que x = Ajuy + Ayuz + -+ + A.u, y si sus coordenadas en B son xg = (x1, X2, ..., Xp)
éstas deben verificar
X1 11 C12 C1r
X2 €21 €22 Cor
= . |M+] . At +] A
Xn Cn1 Cn2 Cnr

o equivalentemente
X1 = A + cpAo + -+ C1 A

M+ ety + o+ A

X2

9)
Xn = Cn1)\1 + CnZ)\Z + -+ Cnr)\r-

Las ecuaciones (9) reciben el nombre de ecuaciones implicitas o paramétricas de U. Estas ecuaciones permiten
producir todos vectores de U a partir de todos los posibles valores asignables a los parametros. Es inmediato
calcular unas ecuaciones paramétricas a partir de un sistema de generadores de U y viceversa.

Por otra parte las ecuaciones (9) pueden verse como las soluciones de un sistema de ecuaciones homogéneo.
Decimos que un sistema de ecuaciones homogéneo forma unas ecuaciones explicitas o cartesianas de U si su
conjunto de soluciones constituyen unas ecuaciones paramétricas de U.
Sean
anxi+apxa+ -+ apx, =0
anxi + anxa+ -+ axpx, =0
(10)

AmX1 + amaxa + -+ appxy =0
unas ecuaciones cartesianas de U.

{Cémo podemos calcular unas ecuaciones paramétricas (9) de U a partir de unas ecuaciones cartesianas (10) de
U? Este paso es sencillo, resolviendo el sistema dado por (10). De esta forma podemos construir un sistema de
generadores y una base de U.

¢{Como podemos calcular unas ecuaciones cartesianas (10) de U a partir de unas ecuaciones paramétricas (9) de
U? Consideremos las variables de (9) como parametros y viceversa, es decir, consideremos el sistema de ecuaciones
lineales
At end + o+ ard = x
M+l + 4 h =X
(1)

Cn1/\1 + CnZ)\Z + -+ Cnr)\r = Xp

o en forma matricial
CN\ = X.

Los elementos de U son aquellos para los cuales el sistema de ecuaciones (11) tiene solucidn, es decir, aquellos
para los cuales rango(C) = rango(C|X). Por tanto, si calculamos transformaciones sobre las filas para calcular el
rango tenemos:

(H * \

cn1 G2 0 QO | X a1 x1 + apxo + -+ aqgpXx,
21 €22 e Cor | X2

a,xi1 + axxy + -+ dapXy

~f

Cm Cn2 - Cnr | Xn
Am1X1 + X2 + - + AppXp
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donde H es la forma de Hermite de C (o cualquier matriz escalonada equivalente a C). Unas ecuaciones cartesianas
de U vienen dadas al hacer cero las ultimas filas por debajo de H, es decir,

atixi +apxo+ -+ ax, =0

axx1 +apx + -+ axyx, =0

AmX1 + amaxa + -+ appxy =0

Proposicion 21. Sea V un k-espacio vectorial de dimensién n y sea U un subespacio vectorial de V. Sean AX =0
y X = CA ecuaciones cartesianas y paramétricas respectivamente de U. Entonces:

= dim U + rango(A) = n,
= dim U = rango(C).
Proposicion 22. Sean U y W dos subespacios vectoriales de un k—espacio vectorial V.
= UN W es un subespacio vectorial de V, el mayor subespacio vectorial contenido en U y W.

w El conjunto U+ W = {u+w | u e Uw e W} es un subespacio vectorial de V, el menor subespacio
vectorial que contiene tanto a U como a W. Se llama la suma de U y W.

Proposicion 23. Si U = (S) y W = (T) entonces U+ W =(SUT).
Proposicion 24. Sea V un k—espacio vectorial de dimensién n y sean U y W subespacios vectoriales. Sean

anxi+ -+ aipx, =0 bi1xy + -+ 4+ bipx, =0

AmX1 + -+ GpoXp = 0 bpixi + -+ bpaxy = 0
ecuaciones cartesianas de U y W respectivamente. Entonces unas ecuaciones cartesianas de U N W son

anxi+apxo+ -+ apx, =0

Am X1 + ApaXo + -+ A Xp = 0
-
biixi + bixa + -+ bix, =0

L bpixi +bpoxa+ -+ bpax, =0

Definicion 25. Sea V un k—espacio vectorial y sean U y W subespacios vectoriales. Decimos que la suma de U
y W es directa si UN W = {0}. En este caso la suma se denota U+ W =U® W.

Proposicion 26. Sea V' un k—espacio vectorial de dimension n y sean U y W subespacios vectoriales tales que
Un W = {0}. Si B es una base de U y C una base de W entonces BU C es una base de U & W.

Proposicion 27 (Férmula de las dimensiones). Sea V' un k—espacio vectorial de dimensién n y sean U y W
subespacios vectoriales. Entonces

dim U + dim W = dim(U N W) + dim(U + W).
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Aplicaciones lineales

Definicion 28. Una aplicacién f: V — V' entre k—espacios vectoriales V y V' se dice lineal si

(1) fu+v)="~Ffu)+1f(v),VuveV,
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(2) f(Au) = Af(u), VAE Kk, Yu € V.

O equivalentemente si
f(Au + pv) = Af(u) + pf(v), YA p ek, Yu,ve V.

Proposicion 29. Cualquier aplicacidn lineal f : V — V' verifica
1. f(0) =0,
2. f(—u) = —f(u),
3 (X Awy) = Y[y Aif (ug) para cualesquiera Ay, ..., Ay Ek uy, ..., uy, € V.

Lema 30. Sea f : V — V' una aplicacion lineal y sea U un subespacio vectorial de V. Entonces f(U) es un
subespacio vectorial de V'. En particular im f es un subespacio vectorial de V.

Lema 31. Sea f: V — V' una aplicacion lineal y sea S C V. Entonces f((S)) = (f(S)). En particular, si S es un
sistema de generadores de V entonces im f estd generado por f(S).

Como consecuencia de los resultados anteriores podemos determinar si una aplicacién lineal es sobreyectiva
calculando la dimensién de im f y comparandola con la dimensién de V’. Ademas

Lema 32. Una aplicacidn lineal f : V — V' es sobreyectiva si y solo si para cada sistema de generadores S C V,
f(S) es un sistema de generadores de V'.

Definicion 33. Sea f: V — V' una aplicacién lineal. Se define el nicleo de f como kerf = {v € V| f(v) = 0}.
Lema 34. Una aplicacién lineal f : V — V' es inyectiva si y sdlo si ker f = {0}.

Lema 35. Una aplicacién lineal f : V — V' es inyectiva si y sélo si para cualquier conjunto {un, ..., u,} linealmente
independiente el conjunto {f(u1),...,f(u,)} es también linealmente independiente.

Sean f,g : V — V’ aplicaciones lineales, y sea A € k. Las siguientes aplicaciones son también lineales:
= Suma:
f+g:V—V
vi—= (f+g)(v) = f(v) + g(v)
= Producto por escalar:
MV —V

vi—s (Af)(v) = Af(v)

Proposicion 36. Dados dos espacios vectoriales V y V', el conjunto Homy(V, V') de todas las aplicaciones lineales
de V en V' es un espacio vectorial.

Proposicion 37. La composicidn de aplicaciones lineales es una aplicacion lineal, es decir, si f : V — V' y
g : V' — V" son aplicaciones lineales entonces go f = gf : V — V" es lineal.

Proposicién 38. Si una aplicacién lineal f : V — V' es biyectiva entonces f~' : V' — V es también una aplicacién
lineal.

Dos espacios vestoriales V y V'’ se dicen isomorfos si existe una aplicacién lineal biyectiva entre ellos. Las

aplicaciones lineales biyectivas se llaman isomorfismos. Similarmente las aplicaciones lineales inyectivas se llaman
monomorfismos y las aplicaciones lineales sobreyectivas se llaman epimorfismos.
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Matrices y aplicaciones lineales

Seaf:V — V' una aplicacién linealysean B = {eq,...,e,} yB = {e],..., e},} bases de V y V' respectivamente.
Para cada 1 < j < n la imagen del correspondiente vector de B se escribe como combinacién lineal de los vectores
de B', es decir,

m

’ 4 ’ 4

f(ej) = aqjey + azjey + -+ apjel, = Z a;e;.
i=1

Sea Mpg (f) la matriz que tiene por columnas las coordenadas de las imagenes por f de los vectores de B respecto
de B, es decir,

aiy | 12 | ... | O1p

an an azp
Mpg (f) =

dm am2 | ... dmn

Lema 39. En la situacidén anterior, para cualquier vector v € V si las coordenadas' de v con respecto a B son

vg = (X1, ..., Xp), entonces las coordenadas de f(v) con respecto a B’ son
a4 ... a1, X1
a1 ap ... 0z X2

f(V)B/ = MBB’(f)VB =
am am2 ... dmn Xp

Corolario 40. Para conocer una aplicacion lineal basta con conocer las imdgenes de los vectores de una base del
dominio.

Proposicion 41. Sean f,f1,f,: V = V' y g : V' — V" aplicaciones lineales, A € k y sean B, B' y B” bases de
V, V' y V" respectivamente. Entonces:

Mgp (f1 + £2) = Mg (1) + Mg (f2),
Mgp (Af) = Mg (f),
MBB”(g [e] f) = MBrBrr(g)/VIBBr(f).

Lema 42. Sean By y B, bases de un espacio vectorial V. Entonces Mg, g, = Mg, 5,(idv).

Corolario 43. Sea f : V — V' una aplicacién lineal y sean By, B, y By, B, bases de V y V' respectivamente.
Entonces

Mg, g, (f) = Mg, 8,Ms, g, ()M, s,

Sea f : V — V' una aplicacién lineal y sean B = {eq,...,e,} y B = {€),..., e} bases de V y V'
respectivamente. Sea

an ann aqp

an an aop
Mpg (f) =

am am2 dmn

Proposicion 44. Las columnas de Mgg(f) son las coordenadas en B’ de un sistema de generadores de imf. En
particular dimim f = rango(Mpg (f)).

Proposicion 45. La matriz Mppg (f) es la matriz de coeficientes de unas ecuaciones cartesianas de kerf. En
particular dimker f = n — rango(Mpgg (f)).

Corolario 46. Sea f: V — V' una aplicacion lineal. Entonces dim V = dimker f + dimim f.

"Las coordenadas las escribiremos indistintamente como filas o como columnas segtin nos interese.

F. J. Lobillo



38 Tema 5

© © 0 0 0 0 0 0 000 0 00 0 0 0 00000 00000 00000000000 00000000000 0000000000000 0o 55

Diagonalizacién

Definicién 47. Dos matrices M, N € M, (k) se dicen semejantes si existe una matriz reqular P € M, (k) tal que
M= PNP.

Proposicion 48. Dos matrices M, N son semejantes si y solo si existen bases By y B, en un espacio vectorial V
y una aplicacion lineal f : V — V tales que M = Mg, g,(f) y N = Mg,g,(f), en cuyo caso P = Mp,,.

Definicion 49. Una matriz cuadrada se dice diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal.

Diagonalizar una matriz A € M, (k) consiste en comprobar que es diagonalizable y en caso afirmativo encontrar
matrices D, P € M,(k) tales que D es diagonal, P es reqular y A= PDP~".

Vamos a responder a esas preguntas.

Sea f: V — V una aplicacién lineal.

Definicion 50. Decimos que A € k es un valor propio de f si existe un vector v # 0 tal que f(v) = Av.

Sea
Vi =ker(f —Aid) = {v e V| fv)=Av}

Definicién 51. Dado un valor propio A € k llamamos a V, el subespacio propio asociado al valor propio A. Los
elementos no nulos de V) se llaman vectores propios de valor propio A.

Sea V un espacio vectorial tal que dim V = n. Sea B una base de V. Sea f : V — V una aplicacién lineal y sea
A = Mgg(f). En vista de lo anterior, A es un valor propio para f si y solo si rango(A— Al,) < n, o equivalentemente

Lema 52. A es un valor propio para f si y solo si det(A — Al,) = 0.

Proposicion 53. Los valores propios de f son las raices del polinomio p(x) = det(A — x1,). Dicho polinomio recibe
el nombre de polinomio caracteristico.

Lema 54. Sean Ay, A2 € k valores propios de una aplicacién lineal f: V — V. Entonces V), N V), = {0}.

Teorema 55. Sea A € M, (k) y sea f : k" — k" la aplicacién lineal asociada a A. Sean Ay, ..., As € k los valores
propios de f. A es diagonalizable si y solo si n = dim V), + --- + dim V). En este caso, si B,,, ..., By, son bases
de Vy,, ..., V), respectivamente, entonces B = B,, U---U B, es una base de V formada por vectores propios y
M, 0o |- 0
0 | Aapy | -+ 0
A=P [ T | P!
0 0 |- | Ash,

donde n; = dim V), para todo 1 <i<syP = Mgp.
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