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INTRODUCCION

Las ecuaciones integrales fueron estudiadas en el siglo XIX como herramienta
para la investigacién de los problemas de frontera asociados a la ecuacion de

Laplace, los cuales son de la forma:

Au(P), PeD
uw(P)=g(P), Pe€dD

donde D es una regién acotada de R?® con interior no vacio, y 0D es la
frontera de D. Asimismo, las ecuaciones integrales sirvieron para el analisis
de otras ecuaciones elipticas en derivadas parciales. En los primeros anos del
siglo XX, Ivar Fredholm proporcioné condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de solucién de una amplia variedad de ecuaciones integrales de
Fredholm de segunda especie. Posteriormente, con estos resultados, fue capaz
de establecer teoremas de existencia mucho mas generales para la solucion

de problemas de frontera tales como el anterior.

Actualmente, la teoria y aplicaciones de las ecuaciones integrales cons-
tituyen una materia importante en la rama de la Matematica Aplicada. Las
ecuaciones integrales se usan como modelos matemaéaticos para una amplia

variedad de situaciones fisicas, y, ademas, aparecen como reformulaciones de
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otros problemas matematicos.

Comencemos distiguiendo entre dos tipos principales de ecuaciones in-
tegrales: aquellas en las que el dominio de integracion varia con la variable
independiente de la ecuacion, las cuales se conocen como ecuaciones inte-
grales de Volterra; y aquellas en las cuales el dominio de integracion es fijo,
que se denominan ecuaciones integrales de Fredholm. En la presente me-
moria nos centraremos en una ecuacion integral de Fredholm en particular,

llamada ecuacion integral lineal de Fredholm de segunda especie.

Los objetivos de esta memoria son, basicamente, dos, a saber: por un
lado, estudiar los métodos clasicos de resolucion de este tipo de ecuaciones
integrales, lo cual se lleva a cabo en el Capitulo 2; por otro lado, proponer un
nuevo método numérico para aproximar la soluciéon de la ecuacién integral
lineal de Fredholm de segunda especie, estudio que se realizara en el Capitulo
4. Este nuevo método numérico estd basado en el uso de bases de Schauder,
en las que nos centraremos en el capitulo tercero. Pero pasemos a detallar

explicitamente el contenido de esta memoria.

En el primer capitulo, presentamos la ecuacion integral lineal de Fred-
holm de segunda especie y planteamos el problema de hallar su solucién
numeérica. A continuacién, introducimos el concepto de operador compac-
to y estudiamos ciertas propiedades de éstos. En la tercera seccion de este
capitulo transformamos la ecuacién integral en una ecuacién equivalente de
punto fijo y analizamos la existencia y unicidad de solucién de dicha ecua-
cién mediante el uso del teorema del punto fijo de Banach. Ademas, bajo
la hipotesis necesaria para que exista una unica solucion, obtendremos dicha

soluciéon como la suma infinita de potencias de un operador lineal. Final-
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mente, planteamos un caso concreto de ecuacién integral lineal de Fredholm

de segunda especie que puede resolverse aplicando un método directo.

En el Capitulo 2 se hace un estudio detallado de varios métodos clasicos
que son fundamentales en la teoria de resolucion de la ecuacién integral li-
neal de Fredholm de segunda especie. Comenzamos viendo los métodos de
proyeccion: el método de colocacion y el método de Galerkin. Estudiamos el
contenido tedrico de cada uno de ellos y obtendremos, en cada caso, la solu-
cion exacta de la ecuacién integral como limite de una sucesion de soluciones
aproximantes. Posteriormente, analizamos el error numérico que conlleva
aplicar los métodos anteriores, obteniendo una cota del mismo. Concluimos
esta primera seccion exponiendo varios ejemplos de los métodos desarrolla-
dos a lo largo de la misma. En la siguiente seccién presentamos los métodos
de las proyecciones iteradas, con los que se obtiene una sucesién de funcio-
nes que converge a la soluciéon de la ecuacion integral lineal de Fredholm de
segunda especie mas rapidamente de lo que lo hacia la sucesién resultante
de los métodos de proyeccién. Para concluir este segundo capitulo, estudia-
mos el método de Nystrom, que se basa en el uso de férmulas de integracién
numérica para el calculo aproximado de la integral que aparece en la ecuacion
integral lineal de Fredholm de segunda especie y veremos la convergencia de

este método, asi como el error que se comete al hacer uso del mismo.

En el capitulo tercero, nos ocupamos del estudio de las bases de Schau-
der. Motivaremos la necesidad de tal concepto y, posteriormente, asociamos
dos aplicaciones a una tal base de Schauder. En torno a estos tres conceptos
girard todo este capitulo: veremos ejemplos y propiedades de cada uno de
ellos y estudiaremos la continuidad de dichas aplicaciones. Los conceptos y

propiedades estudiadas a lo largo de este capitulo constituiran una herra-
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mienta basica para el posterior desarrollo del iltimo capitulo.

Para concluir esta memoria, en el Capitulo 4 presentamos un nuevo
método numeérico para obtener una aproximacién de la solucién de la ecuacién
integral lineal de Fredholm de segunda especie. Este método se basa en el
uso del teorema del punto fijo de Banach, para obtener una sucesion de
funciones que converja a la solucion exacta de la ecuacion integral. Pero
entonces surge un problema de calculo, ya que aparecen sucesivas integrales
que no pueden calcularse numéricamente. Entonces, la idea clave del método
consiste en tomar el integrando, obtener su desarrollo en serie en la base
de Schauder del espacio de Banach correspondiente y truncar dicha serie
utilizando para ello una de las aplicaciones asociadas a la base. El nuevo
integrando asi obtenido posee una primitiva inmediata y, por tanto, el método
es facilmente implementable. Concluiremos el capitulo exponiendo varios

ejemplos numéricos que ponen de manifiesto la validez de este nuevo método.

Todos los resultados numeéricos que aparecen en esta memoria los hemos
obtenido mediante la implementacién de los correspondientes métodos con

el programa Mathematica.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1 Ecuacién integral lineal de Fredholm de

segunda especie

La forma general de una tal ecuacién integral es
wul) = [ ay)ulty) dy = fa), v e D A£0, (1)
D

siendo D un subconjunto compacto de R", para algin n > 1. Fijamos en lo
que sigue n = 1y D = [a,b], por lo que la ecuacién integral queda como

sigue:
Au(z) — / E(x,y)u(y) dy = f(x), a<xz<b, A#0. (2)

Antes de continuar, mencionar que el estudio del caso general, en la mayoria

de los casos, es analogo al que vamos a desarrollar en esta memoria.

1
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La funcién niicleo k(x,y) se considera absolutamente integrable, y se
supone que verifica otras propiedades que seran suficientes para aplicar el

teorema de la alternativa de Fredholm.

Para f # 0, tenemos A\ y f dadas, y buscamos u; éste es el problema
no homogéneo. Para f = 0, la ecuacion se convierte en un problema de
autovalores, y buscamos los autovalores A\ y las autofunciones u. En las
siguientes secciones presentamos una teoria para el operador integral que

aparece en la ecuacién (2).

1.2 Operadores integrales compactos

La teoria que presentamos en este apartado puede parecer alejada de la
bisqueda de la solucién numérica de la ecuacion integral (2). Sin embar-
go, los conceptos y las propiedades que se exponen seran necesarios para
comprender el comportamiento de los métodos numéricos que se utilizaran

en la resolucién de la ecuacién integral (2).

Es importante poner de manifiesto desde el principio que todos los
espacios vectoriales que aparecen en esta memoria se consideran sobre el

cuerpo de los niimeros reales.

Cuando X es un espacio vectorial finito-dimensional y 7" : X — X es
lineal, existe una teoria muy desarrollada sobre la resolucion de la ecuacién
Tx = y. Para extender estos resultados a espacios infinito-dimensionales,

introducimos el concepto de operador compacto.
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Definicién 1.1. Sean X e Y espacios normados, y sea K : X — Y lineal.
El operador K se dice compacto si la clausura del conjunto

{Kz:|lzllx <1}
es compacta en Y; esto es, K(By) es relativamente compacto en Y.

Una condicién equivalente es que la imagen de todo subconjunto aco-

tado de X sea relativamente compacto en Y.

1.2.1 Operadores integrales compactos en C([a, b))

De aqui en adelante nos ocupamos del operador
K C([CL,Z)]) - C([CL?b])

definido por

Ku(z) := / k(z,y)u(y) dy, (ue C(la,b]), a <z <Db).

Considerando C([a, b]) con su norma || - ||o, comprobemos que K es un ope-
rador acotado y compacto. Supongamos que k(x,y) es Riemann-integrable

como funcién de y, para todo x € [a, b]; ademds, supongamos lo siguiente:

i)
}lllir(l) w(h) =0,

siendo )
w(h)=  max / k() — k(=) dy.

a<w,z<b,|z—z|<h
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i)
b
max/ k(. )| dy < oo.

x€la,b]

Utilizando la condicién i), si u(y) es acotada e integrable, entonces

Ku(z) es continua, con
|Ku(z) = Ku(z)] < w(lz = 2[)]ull- (3)

Usando la condicién ii), tenemos acotada K, con

b
1K) = max / k()| dy
z€la,b] J,,

Para estudiar la compacidad de K, comencemos identificando los con-
juntos compactos de C([a,b]). Para ello, utilizamos el teorema de Arzela-
Ascoli que afirma que un subconjunto S C C/([a, b]) posee clausura compacta
si y solo si:

1) S es un conjunto de funciones uniformemente acotado y

2) S es una familia equicontinua.

Ahora, consideremos el conjunto A = {Ku : u € C([a,b]), ||u]l < 1}. Como,
dado Ku € A, se tiene que

[Kulloo < K] f[ulloe < (1K1,

entonces A es uniformemente acotado. Ademds, a la vista de (3), A es
equicontinuo. Por tanto, A tiene clausura compacta en C([a,b]), v, en con-
secuencia, K es un operador compacto de C([a,b]) en C([a, b]).

Una cuestion que debemos plantearnos en estos momentos es: jqué funciones
ntcleo k verifican las condiciones anteriores i) y ii)? Senalemos que, en par-

ticular, las funciones k(z,y) que sean continuas para x,y € |a,b|, verifican



1.2. Operadores integrales compactos 5)

esas dos propiedades. Terminemos este apartado viendo algunas propiedades

de los operadores compactos.

Otra manera de obtener operadores compactos, ademas de la vista an-
teriormente, consiste en estudiar los limites de operadores méas simples: los
operadores finito-dimensionales sobre L(X,Y’), el espacio de Banach de los
operadores lineales y continuos de X en Y. Esto nos proporciona otra pers-
pectiva sobre los operadores compactos: una vision que nos posibilita una
mejor intuicion, enfatizando la relacién entre operadores compactos y opera-

dores sobre espacios finito-dimensionales.

Definicién 1.2. Sean X e Y espacios vectoriales. El operador lineal K :
X — Y se dice un operador de rango finito si el rango de K, R(K), es

finito-dimensional.

Veamos a continuacion un resultado que nos asegura la compacidad de un

operador bajo ciertas hipdtesis.

Proposicién 1.3. Sean X e Y espacios normados y sea K : X — Y un

operador acotado y de rango finito. Entonces K es un operador compacto.

Demostracién. R(K) es un espacio normado finito-dimensional, y, por

tanto, es completo. Consideremos el conjunto
A={Ku:||ul|x <1}.

Claramente, el conjunto A esté acotado por || K||. Por tanto, A es cerrado y
acotado, y claramente A C R(K), luego A es compacto. En consecuencia,

K es compacto. O
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Ejemplo 1.4. Sea X =Y = (C([a,b]), con norma || - ||. Consideremos la

funcién nicleo

k(z,y) = Zﬂi(w)%@)) (4)

donde cada f3; es continua sobre [a, b] y cada 7;(y) es absolutamente integrable
sobre [a,b]. Las funciones niicleo que se expresan de esta forma se llaman
degeneradas. Entonces, el operador integral asociado K es acotado y de
rango finito de C'([a,b]) en C([a,b]), luego K es compacto. En efecto,
n b
Ku) = Y4 [ ) dy. e Cllat)ae bt ()
i=1 a

Entonces

n b
EN / I7:(w)] dy < o (6)
=1 a

De (5), como Ku es combinacién lineal de las funciones (3;, Ku € C([a, b))
y ademés R(K) C< f,..., [0, >, luego R(K) es finito-dimensional. De (6)

obtenemos que K es acotado.

Proposicién 1.5. Sean S € L(X,Y) y T € L(Y,Z), y supongamos que S
o T (o ambos) es compacto. Entonces la composiciéon T'S es un operador

compacto de X en Z.

Demostracion. Supongamos, en primer lugar, que S es compacto. En ese

caso,

TS(Bx) = T(S(Bx)) € T(S(Bx)).

Como S es compacto, S(Bx) es compacto; y como T es continuo, 7'(S(Bx))

es compacto. Por tanto,

TS(Bx) CT(S(Bx)),
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y como éste ultimo es compacto, entonces T'S(Byx) es compacto. En conse-
cuencia, T'S es un operador compacto.

Supongamos, finalmente, que T es compacto. Asi,
TS(Bx) = T(S(Bx)).

Como T es acotado, T(Bx) es un subconjunto acotado de Y; y por ser T'
compacto, entonces T'S(Bx) es un subconjunto relativamente compacto de

Z. Por tanto, T'S es compacto. O

El siguiente resultado nos proporciona una herramienta para utilizar los
operadores de rango finito con el objetivo de obtener operadores compactos.
Para la mayoria de los espacios de funciones X, los operadores compactos
pueden ser caracterizados como limite de una sucesion de operadores acotados

de rango finito. Esto justifica que enunciemos la siguiente proposicion.

Proposicion 1.6. Sean X e Y espacios normados, con Y completo. Sea
K € L(X,Y), sea {K,} una sucesién de operadores compactos en L(X,Y)
y supongamos que K,, — K en L(X,Y). Entonces K es compacto.

Este es un resultado estandar, cuya demostracion puede encontrarse en
cualquier texto de andlisis funcional. Consultar, por ejemplo, [1, p. 10] o
bien [4, p. 174].

Ejemplo 1.7. Consideremos el intervalo [a, b] y sea k(z,y) una funcién con-
tinua para z,y € [a,b]. Supongamos que podemos definir una sucesién de

funciones nticleo degeneradas y continuas k,(z,y) para las cuales

b
max / k(s y) — kals )| dy "= 0 (7)

z€[a,b]
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n—oo

Entonces, para los operadores integrales asociados, se tiene que ||K—K, || —
0. En efecto,

b
IK — K| = max/ (k= k) (2, 9)] dy =

a<z<b

b
— max / k() — knlz,y)| dy "= 0.

a<z<b

Por la Proposicion 1.6., K es compacto.

Este ejemplo muestra la estrecha relacion entre los operadores compactos y

los operadores finito-dimensionales.

1.2.2 Operadores integrales compactos en Ls([a, b))

Sea X =Y = Ly([a,b]) y sea K el operador integral asociado a la funcién

nicleo k(z,y), esto es,

Ku(z) = / Kz, p)uly) dy, (u€ Lo(ja,b]), a <z <b).

Comencemos viendo que, bajo ciertas hipotesis sobre k, el operador K es

acotado y se aplica de Lo([a, b]) sobre La([a, b]). Sea

o= ([ [ el ) " 0
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y supongamos que M < oo, esto es, supongamos que k € La([a,b] x [a,b]).

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, para u € Lo([a, b]), tenemos que

il = [ b
< [([ wear ar) ([ 1w av) ar =

= M?||ulf3.

2
de <

b
/ Bz, y)uly) dy

Esto prueba que Ku € Ls([a,b]) y que
K| < M. (9)

Ahora bien, los operadores integrales K con funcion ntcleo degenerada, como

en (4), son operadores acotados si para todo i, f;,7; € La([a,b]). En efecto,

b b
|Kul2 s( [ [ dydx) a2 =
[ |

> Bia)uly)| dyde | Jlul3 <
= ( / / 2 5ruto)l dydcc) lullz =
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- (/ab/ ZW@ | iy | dydm) lull5 =
(g/ab/:!ﬁi(x)f!%(y)IQ dyda:) )2 =
- (i /:'5@'(55)’2 do /ab\%(y)|2 dy) lalf3

[ ul]3 < (Z 1:113 II%H§> 13,
=1

luego K es acotado y

Por tanto

=1

Y, como ya vimos en el Ejemplo 1.4, K es de rango finito. Entonces, por la

Proposicién 1.3., el operador integral K es compacto.

Con el objetivo de estudiar la compacidad de K para funciones nicleo
més generales, supongamos que existe una sucesién k,(z,y) de funciones
nicleo, para las cuales

i) ky : Lo(a,b) — Ly(a,b) es compacto, y

i)
b b 3
M, = (/ / \k(z,y) — kn(z,y)? dyd:v) == 0.

Por ejemplo, si k es continuo, entonces esta condicién se deduce de (7). El
operador K — K, es un operador integral, y aplicando (8) y (9), obtenemos
que

|K — K| < M, ==0.

Por tanto, por la Proposicion 1.6., K es compacto.
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1.3 Existencia y unicidad de solucion

En esta tltima seccién del primer capitulo, expondremos dos importantes
resultados acerca de la existencia y unicidad de solucién de ecuaciones inte-
grales, como son el teorema de la alternativa de Fredholm y el teorema del
punto fijo de Banach. Posteriormente, aplicaremos éste ltimo resultado a
la ecuacién (2) y obtendremos una condicién necesaria y suficiente para la
unicidad de solucién. Finalmente, estudiaremos la ecuacién integral cuando

ésta posee una funcién nicleo degenerada.

1.3.1 Teorema de la alternativa de Fredholm

A continuacién estudiamos un importante resultado sobre existencia y unici-
dad de solucién para ecuaciones con operadores, en el que se pone de mani-

fiesto la importancia de los operadores compactos en este tipo de ecuaciones.

Teorema 1.8. (alternativa de Fredholm) Sea X un espacio de Banach y sea
K : X — X un operador compacto. Entonces la ecuacién (A — K)u = f,
A # 0, tiene una tnica solucion uw € X si, y sélo si, la ecuacion homogénea
(A — K)v = 0 tiene sdlo la solucién trivial v = 0. En tal caso, el operador

1

A— K : X — X es biyectivo y tiene inversa (A — K)~! acotada.

Omitimos la demostracion de este importante resultado ya que ésta
no constituye un objetivo de la presente memoria. Su comprobacién puede

consultarse en [1, p. 13].
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1.3.2 Teorema del punto fijo de Banach

En esta seccién nos ocupamos del estudio de ecuaciones con operadores y de
su solucion numérica. Para ello, sea X un espacio de Banach con la norma
| - ||, A un subconjunto de X, y T': A — X un operador. Comencemos

considerando las ecuaciones de operadores que son de la forma siguiente:
u="T(u), ueA. (10)

Como las soluciones de esta ecuacion permanecen invariantes por 7', se llaman
puntos fijos del operador T'. Una de las herramientas més importantes de
que disponemos para asegurar la existencia de solucién para tales ecuaciones,
es el teorema del punto fijo de Banach. Presentaremos dicho resultado vy,
posteriormente, trataremos su aplicacion en el estudio de algunos métodos

iterativos en el andlisis numérico.

Nuestro objetivo es el de estudiar la existencia de soluciéon de la ecuacion
(10) y la posibilidad de aproximar dicha solucién u por el siguiente método
iterativo. Tomemos una aproximacion inicial u, € A, y definamos la sucesion

{u,} mediante la férmula de iteracion
U1 = T(un), n=0,1,... (11)

Para que esta definicion tenga sentido, analicemos el siguiente planteamiento:
por un lado, u; = T'(ug) con uy € A; por otro, us es la imagen por 7' de uy,
luego debe ocurrir que u; € A para poder aplicarle T. En consecuencia la
imagen de T esta contenida en A. Por tanto, le imponemos a T la siguiente
condicién logica:

Tw)e A, VwveA (12)
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Sea ahora un operador S : A C X — X. Veamos cémo resolver la ecuacion
S(u) =0 (13)

mediante su reformulacién en un problema equivalente de punto fijo de la
forma (10). En efecto, si consideramos el operador T'(v) = v + S(v), el
problema equivalente es obtener un punto fijo del operador 7. Por tanto,
cualquier resultado sobre el problema de punto fijo (10) puede ser trasladado
a un resultado para la ecuacién (13). De hecho, el método iterativo (11)
nos proporciona un posible procedimiento de aproximacién de la soluciéon de
(13).

Parece 16gico, en principio, que para que el método iterativo anterior
sea efectivo, debamos suponer alguna restriccion sobre el operador T', ademas
de la ya expuesta (12). Con este propdésito, consideremos el siguiente ejemplo,

el cual nos servird de motivacion.
Ejemplo 1.9. Tomemos V' =R, y T el operador lineal
T(x)=ax+b z€eR,

siendo a y b constantes. Consideremos el método iterativo que induce el

operador T, esto es: sea o € R, y paran = 0,1, ..., definamos
Tpi1 = AT, + b.

Por tanto, tenemos que

T, =azr, 1+b=alar, o+b)+b=a’xr, »+ab+b=
=a*(ar,_3+b)+ab+b=a*v, 3+a*b+ab+b=

=...=ad"zy+a" " b+a" b+ ... +ab+b,
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es decir,

o +nb ,sia=1

n—1
T, =a"rg+by a = . 1—a" .
kz—o axo—i-bl_a ,sia#1

Por tanto, para el caso no trivial en que a # 1, el método iterativo es con-

vergente si, y solo si, |a| < 1.

A la vista de la conclusién obtenida, consideramos el siguiente concepto.

Definicién 1.10. UnoperadorT : A C X — X decimos que es contractivo

con constante de contractividad o € [0,1) si

IT(z) =T < alle—yl, YayeA

Observemos que si T' es un operador contractivo, entonces 71" es uni-
formemente continuo (en particular, 7" es continuo). En efecto, si a = 0,
entonces T es constante, luego uniformemente continuo. Por tanto, supon-
gamos que « # 0; fijado € > 0, tomemos § = 2 y comprobamos que, dados

x,y € A con ||z —y| < 0, se verifica que
€
IT(@) =Tl < alz -yl <a —=¢
con lo que T es uniformemente continuo.

A continuacion estudiamos el resultado més importante de esta seccion,

del cual obtendremos consecuencias interesantes en la siguiente.

Teorema 1.11. (Teorema del punto fijo de Banach) Sean X un espacio de

Banach, A un subconjunto cerrado y no vacio de X. Sea T : A — A
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una aplicacion contractiva con constante de contractividad a, 0 < a < 1.
Entonces se verifican:

1. Existencia y unicidad: existe un tinico u € A tal que

u =T (u).

2. Convergencia y estimacion del error de la iteracion: Para cualquier ug € A,
la sucesion {u,} C A definida por u,4+1 = T(u,),n =0,1,..., converge a u:
n—oo

||ty — u|| —— 0.

Para el error, las siguientes acotaciones son validas:

(0%
[n — ul] < [Juo — wal, (14)
—
«
n < n—1 — nlls 15
i =l < 2 w1 — (15)
[un — ul] < aljun—1 —ul]. (16)

Demostracién. La sucesion {u,} estd bien definida ya que T estd definida
de A en A. Comencemos, pues, probando que {u,} es una sucesién de

Cauchy. Gracias a la contractividad de la aplicacion T', tenemos que

[uns1 = unl < aflun = unal <. < @flur = ol
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Entonces, para cualquier m > n > 1,

m—n—1
=l <D Ntngger — o] <

j=0
m—n—1

< > 0" fuy — uof| =
=0 (17)
o —a™

- — <
1 — o Jur — uol| <
an

< — .

=71 [ug = woll

Como « € [0,1), ||ty — unl| — 0 cuando m,n — oo. Por tanto, {u,} es una
sucesion de Cauchy; como ademas A es un subconjunto cerrado del espacio
de Banach X, {u,} posee limite u € A. Tomando limite cuando n — oo en
Ups1 = T(uy,), vemos que, por la continuidad de T', u = T'(u); es decir, u es
un punto fijo de 7.

Respecto a la unicidad, supongamos que u, us € A son puntos fijos de

T, esto es, uy = T'(u1) y uz = T(uz). Entonces
Up — Uy = T(U1> — T(Ug)
Por tanto,
[ur = waol| = [[T(w1) = T'(wa)[| < aflur — us,

lo cual implica que ||u; —uz|| = 0, ya que a € [0,1). En conclusién, un punto
fijo de la aplicacién contractiva T' es unico.
Pasemos a comprobar el error en la estimaciéon. Haciendo m — oo en (17),

obtenemos la estimacién (14). A partir de

[un = ull = [T (un—) = T(W)l| < aflups = ull
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obtenemos la estimacién (16). Finalmente, con esta estimacién, obtenemos

que
[un —ull < allun —ul| <
< afllunr = un|| + [lun —ul]) =
= alfun—1 = un|| + aflun —ull
Por tanto,
(1= a)llun = ull < aflun—1 —unl,
de donde se deduce facilmente (15). O

1.3.3 Resultado de existencia y unicidad de solucion

Consideremos la ecuacion integral lineal de Fredholm de segunda especie

b
Nau(z) — / ko, y)uly) dy = fa), a<o<b (18)

Supongamos que k € C([a,b] X [a,b]) v que f € C([a,b]), aunque estas
condiciones pueden ser debilitadas considerablemente. En el espacio C([a, b])
consideramos la norma del méximo, esto es, la norma || - ||. Trabajaremos

con la ecuacién (18) en la siguiente forma, utilizando operadores:
(A= Ku=f, (19)
donde

b
Ku(x) = / E(x,y)u(y) dy, (ue€ C([a,b]), a <z <D).
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Vamos a aplicar el teorema del punto fijo de Banach para estudiar la exis-
tencia de solucion de esta ecuacion. Es importante resaltar la relacion entre
dicho teorema y el teorema de la alternativa de Fredholm: cada resultado
posee unas hipétesis diferentes de las del otro y, sin embargo, ambos nos
proporcionan la misma tesis, que es la unicidad de solucién de una ecuacion
de la forma (19). Resulta también interesante observar que en ambos teore-
mas no se enuncia ninguna hipétesis acerca de f, sino sélo de K y \. Asi,
sea cual sea la aplicacion f que aparezca en la ecuacion integral, la unicidad
de solucion de la misma sélo dependera de K y de A\. Nosotros vamos a
utilizar el teorema del punto fijo de Banach para asegurar unicidad de solu-
cién de la ecuacién (19), pero podriamos utilizar igualmente el teorema de

la alternativa de Fredholm.

La ecuacién (19) la expresamos de manera equivalente en la forma:

(I—-Lu=g
donde
K f
L=2 _ 7
U 9T
Equivalentemente,
u=L(u)+g
Si consideramos la aplicacién T' dada por T'(u) = L(u) + g, ya tenemos

expresada la ecuacién (19) como una ecuacién de punto fijo. Para poder
aplicar el teorema del punto fijo de Banach, veamos cuando se verifica la

unica hipotesis de éste. Veamos, pues, cuando 1" es contractiva: dadas u,v €

C(la, 0]),

1T (w) = T ()l = [[L(u) = L) | < L] lu = v]]oo,
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donde en la desigualdad hemos utilizado la linealidad y continuidad de L (T
no tiene por qué ser lineal; pero L si) (para cada g, T es distinta, pero en el
célculo de la constante de contractividad, g no influye). Luego la constante

de contractividad es

1 b

0 = L] = 57 ma, [ k)]

Por tanto, hay un tnico punto fijo si a = || L|| < 1, si y solo si,

K < 1AL,
esto es,

b

max [ k)] dy <\

A
Por ejemplo, esta condicion se verifica si ||k||o < Al , ya que
a

b —

A A
HKH—maX/ |k(x,y)| dy < max/%dy—imax(b—a) |l

a<x<b b— a a<z<b

En ese caso, la solucion u viene dada por el siguiente método iterativo:

dada ug € C([a,b]) arbitraria, tenemos:

(uo) = g+ L(uo),
(u1) = g+ L(g) + L*(uo),

Uy T
T

Uz

Uy =T (up1) =g+ L(g) + ...+ L"(g) + L"(uo).
Entonces:
u = lim u,,.
n>1

Por tanto,

u_}gq[(ZLk >+L” u0] ZLk
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ya que L"(ug) ==+ 0 porque, al tener ||L| < 1, entonces

n—oo

117 (o) loo < IL" [ fluolloe < [ILA" lluollocc —— 0.

1.3.4  Ecuaciones con nucleo degenarado

Para finalizar este primer capitulo, estudiemos un tipo particular de ecuacién
integral de Fredholm de segunda especie que se puede resolver, al menos de
manera tedrica, mediante la aplicacion de un método directo. Estas son las

ecuaciones integrales que poseen un nicleo degenerado.

Ya introdujimos este tipo de funciones nicleo en el Ejemplo 1.4. de
este mismo capitulo. Recordemos que se trata de una ecuacién integral de

Fredholm de segunda especie

Xuu(z) — / ke, y)uly) dy = f@), a<a<b, ueC(lab),

donde .
k(e y) = 3 Bil@)u(),

siendo cada 3; € C([a,b]),v; € Li([a,b]). Para resolver este tipo de integrales
utilizaremos el método del niicleo degenerado, que es uno de los métodos

numéricos mas sencillos de definir y analizar.

Comencemos analizando aspectos generales acerca de este método. Pa-

ra ello, consideremos la ecuacién integral

b
() — / ke, yuly) dy = f(z), a<az<b (20)
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con A # 0. Normalmente trabajaremos en el espacio X = C([a,b]) con la
norma || - ||, y ocasionalmente en X = Ls([a,b]). El operador integral K
asociado a la ecuacién (20) se supone que es un operador compacto de X en
X.

Aproximemos la funcién nicleo k por una sucesion de funciones nticleo

degeneradas, .
kn(z,y) = Z i (T)Bin(y), n =1 (21)
i=1
de tal manera que los operadores integrales asociados K, verifiquen
lim K = K, =0,

A medida que aumente la velocidad de convergencia a cero de este limite,
aumentara la velocidad de convergencia de u,, hacia u, donde u,, es la solucién

de la ecuacién aproximante

yin(e) = [ (o) dy = fla), a<a<b (22)

Nuestro primer objetivo es el de conseguir u,, a partir de la ecuacién (22).
Esto es, tratamos de obtener un método que nos proporcione la solucién

aproximante .

Si utilizamos la férmula (21) para la expresién de k,(z,y), la ecuacion

integral (A — K,)u,, = f adopta la siguiente forma:
n b
(o) = - ay(o) [ Bi0ualy) dy = fla), a<a<h (@
=1 a

Entonces, la solucion u,, viene dada por

zmm=§<ﬂ@+§jwmw), (24)
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donde ¢; = [ B(y)un(y) dy. Para determinar {c;}, multiplicamos la ecua-

cién (23) por ﬁl( ) e integramos sobre [a, b]. Por tanto, tenemos

/ﬂz )t ( dac—ch/ﬂZ x)a(z dx_/@

Si llamamos ,
< ay, B >:/ Bi(x)oj(x) du,

obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

n

)\Ci_zcj<aj7ﬁi>:<f,5¢>, i=1,...,n. (25)

j=1
Por tanto, resolvemos el sistema (25) y la solucién aproximante u, se obtiene

por la expresién (24).

Una vez que hemos conseguido un procedimiento para obtener la solu-
ciéon aproximante u,, veamos un resultado con el que aseguramos la conver-

gencia de u, hacia u, bajo ciertas hipotesis.

Teorema 1.12. Sean X un espacio de Banach y K un operador acotado.
Supongamos que A — K : X — X es biyectivo. Ademas, supongamos que

{K.,} es una sucesion de operadores lineales continuos verificando
lim ||K — K,| = 0. (26)

Entonces existe N € N tal que para todon > N, el operador A\— K, : X —
X es biyectivo y

(A= K)~1|
L= [|(A = K)7H| [ K = K| |
Para las ecuaciones (A — K)u = f y (A — K,)u, = f, n > N, tenemos que

1A = Ko) 7| < n> N. (27)

lu = unll < (A = Ko) M | Kw = Kyull, n>N. (28)
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n—oo

Demostracién. Como |[|K — K,,|| — 0, elijamos N € N tal que

1K — K| < n> N. (29)

1
A= K)=H
Por el teorema de la serie geométrica (ver Teorema A.1 en [1, p. 515] o bien
[5, p. 192]), el operador I + (A — K)™'(K — K, )es biyectivo, tiene inversa

acotada y

1

[T+ (A= K) (K- K,) | < L= [A= )Y | K = K|~

Haciendo uso de la igualdad

A—K, =\—K+(K-K,) =

=\ =EK)(I+ (= EK)"(K - Ky)),
deducimos que el operador A — K, es biyectivo, ya que los dos factores que

lo definen en la igualdad anterior son biyectivos, y obtenemos la cota (26).

Para la cota de error (27), usamos la siguiente igualdad:

u—u, =AN=-K)'f-(\N=-K,) 'f =
= (>‘_ Kn)il(K_ Kn)()‘_K)ilf =

= (A= K,) Y (Ku— K,u)
De donde la cota de error se obtiene de manera inmediata.

Una modificacion de lo anterior nos proporciona
A= K)™ = (A= K) 7 < IO = K) T = K)H K = Kol

Como ||K — K,|| — 0, por la hipétesis (26), y [[(A — K)7Y| vy [[(A = K,)7!|

estan acotados, por la hipétesis (27) y la relacién (29), entonces

A=K, " === (A= K)!
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en L(X, X). De hecho,
IO = K) 7 == | (A = B) I,

con lo que concluimos la demostracion. O

Como consecuencia de este teorema de convergencia, observamos que
la velocidad de convergencia de u,, hacia u es independiente de la diferencia-

bilidad de la solucién u, ya que la desigualdad (28) implica que
[l — |l < [N = K) 7K = K| [l

Si || K — K,,|| converge a cero rapidamente, entonces lo mismo podemos decir
de ||u — u,||, independientemente de la diferenciabilidad de u. Esto no sera
cierto para la mayoria de otros tipos de métodos numéricos para resolver la

ecuacion (20).

Si, por un lado, consideramos X = C/([a,b]), elegimos el nicleo de-
generado (21) de manera que las funciones «;(x) sean todas continuas y las
funciones 3;(y) sean todas absolutamente integrables. Para aplicar el anterior
teorema de convergencia, notemos que

b
I = 8l = max, [ (e9) = (o) dy
Si, por otro lado, consideramos X = Ls([a,b]), exigimos que en el nticleo
degenerado (21) se verifique que oy, 5; € Lo([a,b]), para todo i = 1,...,n.

Para aplicar el teorema de convergencia, podemos utilizar que

b b %
I = s = ([ [ o) — o g )

Si esto no fuese suficiente, entonces podemos elegir otras cotas que también se
suelen utilizar. Los nicleos k,(x,y) se deben elegir de manera que ||K — K, ||

converja a cero tan rapido como sea posible.
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Existen muchas razones practicas por las cuales es apropiado el uso del
método que proporcionan las ecuaciones (24)-(25). De acuerdo con el Teo-
rema 1.12., podemos suponer que (A — K,,)u,, = f posee una tnica solucién
para todo y € X. Entonces queremos que el sistema lineal asociado (25) sea
compatible determinado, esto es, que tenga una unica solucién. Ademas, en
el momento de elegir las funciones o;(z) y 5;(y), hay que tener presente que
el sistema requiere de la evaluacién de las integrales < o, 5; >y < f, 5; >,
y tomar tales funciones de manera que la evaluacién numérica esas integrales

sean relativamente sencillas.

El siguiente resultado se refiere a la compatibilidad del sistema (25), y
nos proporciona condiciones bajo las cuales dicho sistema lineal es compatible
determinado. Omitimos la demostracion del mismo ya que no aporta nada

relevante sobre el tema que estamos tratando. Para consulta, ver [1, p. 26].

Teorema 1.13. Sea X = C([a,b]) o Ly([a,b]). Supongamos que A — K, :
X — X es un operador biyectivo, con X\ # 0. Y supongamos que K, tiene

el niicleo degenerado (21). Entonces el sistema lineal (25) es regular.

Este teorema nos asegura que el sistema (25) es regular para los casos

en que estamos interesados, que son aquellos en los que A — K, es biyectivo.

Finalmente, para finalizar con esta seccion, vamos a exponer un método
con el que se construyen aproximaciones de nicleos degenerados. Para ello,

recordemos la ecuacién (20):
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Normalmente, k£ se puede escribir como una serie de potencias en y,

=> gi(z)(y —a) (30)
=0
o en la variable x,
Z hi(y)(z — a)’

Denotemos por k, a la suma parcial de los n primeros términos del segundo

miembro de (30), esto es,

kn(,y) = Zgi(x)(y —a)".

Haciendo uso de la notacién utilizada en (21), k, es una funcién nicleo

degenerada, con

ai(r) = gioi(z), Bily)=(y—a)t, i=1,...,n.

Entonces, el sistema lineal (25) se expresa como sigue:

Zc]/ gy dy—/f (y—a)tdy, i=1,...,n,

y la solucion u,, viene dada por



Capitulo 2

ALGUNOS METODOS
NUMERICOS CLASICOS

En el presente capitulo estudiaremos dos de los mas importantes tipos de
métodos de resolucién numérica de la ecuacion integral lineal de Fredholm
de segunda especie: los métodos de proyeccion y el método de Nystrom.
En cada uno de ellos, analizaremos ejemplos numéricos que nos faciliten la

comprensién del desarrollo tedrico de los métodos.

27
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2.1 Método de las proyecciones: colocacion y

Galerkin

2.1.1 Introduccion

El objetivo que nos planteamos en esta seccion es resolver numéricamente la

ecuacion integral lineal de Fredholm de segunda especie

() — / Ko, y)uly) dy = f(@), (z € [a,B]). (1)

Recordemos que esta ecuacion puede escribirse en notacién de operadores de

la siguiente forma: si
b
Ku:= / k(- y)uly) dy,

la ecuacién (1) equivale a

(M — K)u = f,

o de forma algo mas intuitiva

(A= K)u=f. (2)

En cualesquiera de los métodos de las proyecciones intervienen siempre
los siguientes elementos: un espacio de Banach de funciones V' (normal-
mente C([a,b]) o La([a,b]), una sucesién de subespacios aproximantes finito-
dimensionales V,, C V| n > 1, donde cada V,, tiene dimension k, y una base
{t1,..., ¢y, } de V,,, para cada n > 1. La idea fundamental de un método

numérico de este tipo consiste en considerar una funcion u,, € V,, arbitraria,
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la cual puede ser expresada en términos de la base anterior como sigue:
kn,
un(-r) = Zaj¢j<x>’ (I S [aab])a (3)
j=1

sustituir esta expresion de u, en la ecuacién (1) y determinar los coeficientes
{ai,...,ax, } exigiendo exactitud en algin sentido. La funcién wu,, asi obte-

nida se considera una aproximacion de la solucién exacta u de la ecuacion

(1).

Como posteriormente serd utilizado, introducimos ahora el concepto
de residuo en la aproximacion de la ecuacion cuando se considera la apro-
ximacién u, de la solucién exacta u, que para cada = € [a,b], viene dado

por
b
() = () / ke, y)un(y) dy — f(z) =
kn b
=0y (M) - [ ke ) - s

es decir, el residuo consiste en la ecuacién aproximante despejada a cero. Tal
como hemos hecho con la ecuacion (1), el residuo puede escribirse en notacién

de operadores como sigue
== Ku, — f.

Con este concepto que acabamos de introducir, podemos reformular equiva-
lentemente que el objetivo de los métodos de proyeccion es el de determinar
los coeficientes {ay, ..., aq, } forzando que r,(z) sea cero en algin sentido.
De esta forma se obtiene una funcién w,(z), que, en principio, debe ser una
buena aproximacion de la verdadera solucién u(z). Pondremos de manifiesto
que efectivamente ocurre asi en dos métodos clasicos usados asiduamente: el

de colocacién y el de Galerkin.



30 Capitulo 2. ALGUNOS METODOS NUMERICOS CLASICOS
2.1.2 Meétodo de colocacion

Consideremos unos puntos zi, ...,z € [a,b] (que llamaremos nodos), e
imponemos que
ro(x) =0, i=1,... k,.

Esto nos lleva a determinar los coeficientes {ay, ..., a, } como la solucién

del siguiente sistema de ecuaciones lineales

kn

b
> (ij(x,-) —/ k(zs, ) (y) dy) = flx:), i=1,... k. (4)
=1 a
Una vez planteado el método, resulta natural plantearse si este sistema de
ecuaciones lineales es compatible determinado. Ademas, en caso afirmativo,
cabe plantearnos si verdaderamente la sucesiéon de funciones {u,},>1 obte-
nida converge a la solucién exacta u de la ecuacién (1). A lo largo de este

capitulo iremos dando respuesta a estas cuestiones.

Otro punto que debe quedar claro es el espacio de funciones V' en el
que trabajaremos en el método de colocacién. Este suele ser C([a,b]) ya
que presenta la ventaja de permitir evaluar las funciones en los nodos. Asi,
no consideramos Ly([a, b]) ya que los elementos de este espacio constituyen
clases de equivalencia, de manera que dos funciones estan en la misma clase
si son iguales salvo en un conjunto de medida nula, esto es, iguales casi por
doquier. Por tanto, no influye para nada el valor de una funcién en un punto
y, en consecuencia, no tiene sentido la aplicacion evaluacién en este espacio.
Por esta razén es por la que consideramos el espacio de C([a, b]) en el método

de colocacion.

A continuacién, nuestro propésito es el de escribir el sistema de ecuacio-
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nes (4) de una forma mas abstracta. A este respecto, introducimos un ope-
rador lineal y continuo P,, que ademds es una proyeccién de C([a, b]) sobre
V,,. Esto es, P, se define de la siguiente forma: dada u € C([a,b]), se define
P,u como el elemento de V,, que interpola a w en los nodos {x1,...,z, }.
Mas adelante probaremos que P, es una proyeccion lineal y continua. Como

P,u es un elemento de V,,, se expresa en la forma
kn,

Pyu(z) =) ajii(w),
j=1

donde los coeficientes {; } estan determinados resolviendo el sistema de ecua-

ciones lineales .
Z%‘?ﬁj(iﬁi) :U(.%'l), = 17---7kn-
j=1

Es bien conocido que éste ultimo sistema tiene solucion tnica si, y solo si,

Sin embargo, esto no supone dificultad alguna en el desarrollo tedrico que
pretendemos llevar a cabo, ya que supondremos que la condicién (5) se verifi-
ca en cualquier método de colocacion sobre el que trabajemos. De hecho, esta
condicién es equivalente a que las funciones {1y, ..., 1y, } sean linealmente

independientes como funciones definidas en [a, b].

Ahora introducimos una nueva base en cada subespacio V,,. Para cada
i€ {l,...,k,}, sea l; € V, el elemento que satisface las condiciones de
interpolacion

ll(l']) = (5ij, j = 1, .o .,k’n.

Debido a, (5) sabemos que existe una tnica funcién l; que verifica dichas con-

diciones; ademas, el conjunto {l1, ..., [, } constituye una base para V,,. Estas
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funciones [; se llaman funciones basicas de Lagrange o base de Lagrange. Con

esta nueva base podemos ahora escribir

kn
T) = Zajlj(x), (u € V,x € [a,b)).

Evaluando en un nodo z; y teniendo en cuenta que P,u interpola a u en los

nodos {1,...,xx, }, tenemos que

u(xl) = iajlj(xi) =0 = U(l'z)

luego
kn

Pyu(z) = Zu(a:j)lj(x), z € [a,b]. (6)
j=1
Gracias a esto, vemos que P, es lineal. Légicamnete, es de rango finito, pues

P,(V) C V,. Ademés, como operador de C([a,b]) comprobemos que P, es

continua y que se verifica

kn
A meagzl ()
j:

Sean z € [a,b],u € V. Entonces

IPnu($)|§i:IU(xj)|ll \<I|UI|ooZ|l < flulloo max (Z\l >

Por lo tanto,

1Prull = masc [Pru(@)] < flullo max (Z!l )

lo que garantiza que P, es continua y que, concretamente,

1Pl < ma (Zu )
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Para comprobar que también se cumple la otra desigualdad, veamos que, de
hecho, se alcanza la norma; esto es, vamos a probar que existe una funcién

u (con [|ullo < 1) que verifica

kn
P — YD =
P = max z;um)z](x = max (Zu )

Para ello, seguimos un razonamiento heuristico. Como [; es continua y el
intervalo [a, b] es compacto, el anterior maximo se alcanza en un punto x,

es decir,
kn
max (Z!l ) = l(x0)]
j=1

Si tuviésemos esa funcion u, entonces deberia ocurrir que

> ulelsteo) = 3 e

y, en consecuencia, los sumandos de estas sumas deben coincidir término a

término. Asi pues, definimos u de la siguiente forma:

1 si Li(zg) >0
u(z;) = Sl 20k
—1 ,si l]’(l’o)<0

y sobre los intervalos de la forma |z;, x;1[, para j = 1,2,...,k, — 1, u es
lineal. De esta forma, u es una funcién poligonal a trozos con ||ul|e < 1y

que verifica:
kﬂ/
1Pl = s 3101 ).

z€[ab]

con lo que concluimos la comprobacion.

Retomemos en este momento el motivo por el cual introdujimos la

proyeccién P, y por el que hemos deducido la expresién (6). Gracias a ésta,
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dada una funcién g € C(]a,b]), notemos que
P,g = 0 si, y solo si, para todo i = 1,...,k,, g(x;) = 0.
Por lo tanto, la condicién (4) se puede escribir como
P,r,=0
o lo que es lo mismo
P.(AN—K)u, = P,f, wu, €V, (7)

Por tanto, tenemos expresado en términos de operadores el sistema de ecua-
ciones que obtuvimos al plantear el método de colocacion, y mediante el

cual se obtienen los coeficientes de la funcién aproximante u, en la base

{1, U, )

2.1.3 Meétodo de Galerkin

En esta seccion, consideraremos como espacio de funciones V' el espacio de
Hilbert Ls([a,b]). El método de Galerkin consiste en imponer que 7, verifique
que

Vi=1,...,k,, <rp,1;>=0 (8)

donde < -,- > denota el producto escalar usual de V.

Vamos a analizar cudl es la filosofia del método de Galerkin, que no es
mas que imponer una condicién de ortogonalidad. Para entenderlo mejor,
fijemos x € V. Es bien conocido que xg € V] es la mejor aproximacion de x

en V) si, y solo si, xg es la proyeccién ortogonal de x sobre V. Por lo tanto,

ro=Px)er—2c Vi aVYWeV, <x—xyy>=0.



2.1. Método de las proyecciones: colocacion y Galerkin 35

Si consideramos una base de V7, solo tenemos que imponer que el vector
x — xo sea ortogonal a los elementos de dicha base para asegurar que es
ortogonal a todo Vi. Luego ésa es la motivacion del método de Galerkin,
considerando {91, ..., 1y, } como base de V,, e imponiendo que Vi = 1,. .. k,,
< Tn,; >= 0, es decir, que los coeficientes de Fourier de r,, asociados a la

base {91, ...,vx, } sean todos nulos.

Sea ahora una funcién u,, € V,, dada como en (3). Veamos c6mo obtener
los coeficientes o, j = 1,...,k, a partir de la condicién (8). Como r, =

(A = K)u, — f, la relacién (8) se traduce en

<AN=K)u, — f,; >=0, i=1,... kp,

esto es,
kn
<N=K)Y Jagib— fhy >=0, i=1,.. k.
j=1
Por lo tanto, los coeficientes {a, . .., ag, } constituyen la solucién del siguien-

te sistema de ecuaciones lineales:

kn

Do A<y > = <Ky >) =< fih >, i=1,.. k.  (9)
j=1

Este es el método de Galerkin para obtener una solucién aproximada de (1).
De nuevo, nos surgen, de manera natural, las mismas cuestiones que en el
método de colocacién, acerca de la compatibilidad de este sistema de ecua-
ciones y de la convergencia del método de Galerkin; éstas se iran resolviendo

a lo largo del capitulo.

A continuacién, como ya hicimos en el método de colocacién, escriba-

mos (9) de una forma mas abstracta. Consideremos el operador proyeccién



36 Capitulo 2. ALGUNOS METODOS NUMERICOS CLASICOS

ortogonal P, definido sobre Ls([a, b]) de la misma forma que en el método de
colocacion. De este modo, P, es lineal y continua, y, de hecho, ||P,|| =1 (ya
que P, es una proyeccién ortogonal sobre un subespacio cerrado). Notemos
que

P,g=0si,ysolosi,Vi=1,...,k,, <g,1; >=0.
Ahora, utlizando P,, podemos escribir la condicién (8) como:
P,r, =0,
o equivalentemente,
P,(A— K)u, = P.f, (u, €V,). (10)

Por tanto, de manera analoga a como razonamos en el método anterior, he-
mos obtenido una expresion para el sistema (9) en términos de operadores.
Observemos que las férmulas (7) y (10) son idénticas, y, por tanto, las trata-
remos como una sola. En la siguiente seccion veremos la ventaja que supone
hacer uso de esta relacion en el estudio del error de los dos métodos que

hemos planteado.

2.1.4 Analisis general

Abstrayendo el andlisis realizado en 2.1.2 y 2.1.3, consideramos un espacio de
Banach V' y una sucesién {V,, : n > 1} de subespacios finito-dimensionales
de dimensién k,, con lim k, = oco. Dado n € N, consideremos

P,V —V

una proyeccion lineal y continua con rango V,,. Es decir,

P?=Pp,
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P, (V) =V,.

En particular, || P,|| > 1y para todo v € V,,,

P,(v) =wv.

Motivados por (7) y (10), aproximamos la ecuacién (2) tratando de

resolver el problema

Notemos que esta es la forma en que el método es implementado, ya que nos
conduce directamente a sistemas de ecuaciones lineales finitos equivalentes,
tales como (4) y (9). Sin embargo, para el error, escribimos la ecuacién (11)

de una forma equivalente mas conveniente para nuestros propositos.

Si u, es una solucién de (11), y teniendo en cuenta que P,u, = u,, la

ecuacion puede escribirse en la forma:

Comprobemos que las ecuaciones (11) y (12) son equivalentes. Es evidente
que de (11) se deduce la ecuacién (12). Reciprocamente, si u,, € V' es una

solucién de (12), entonces
1
Uy = X(P”f + P, Ku,) € V,.
Asi que P,u, = u, y
(A= P.K)u, = P,(A — K)uy,

lo cual prueba que (11) se deduce de (12).
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Observacion 2.1. Notemos que en (11) y (12) el espacio es diferente: en la
ecuaciéon (11), u, € V,, y como V,, es finito-dimensional, esta ecuacién sera
més facil de tratar para los célculos; sin embargo, la ecuacién (12) es mejor
para trabajar en el aspecto tedrico ya que u,, € V, que es el mismo espacio

que la ecuacién (2) y asi es més sencillo compararlas.

Para el andlisis del error, comparamos la ecuacién original (2), (A —
K)u = f, con la ecuacién (12), ya que ambas estan definidas en el espacio

V. El andlisis tedrico esta basado en la aproximacién de A — P, K por A — K:
AP,K=AK)+(K-P,K)=\-K)I+(\-K) "(K-P,K)), (13)

igualdad que usaremos en el siguiente teorema, en el cual estudiamos la
convergencia de u,, hacia u, de forma similar a como hicimos en el Teorema
1.12. Notemos que en ambos teoremas los operadores que aproximan son de

rango finito.

Teorema 2.2. Sea V un espacio de Banach. Supongamos que K : V — V
es lineal y continuo y que A\— K : V. — V es biyectivo. Supongamos ademas
que

T}erolo |K — P,K| = 0. (14)
Entonces existe N € N tal que paran > N, el operador A — P, K es biyectivo
y (A = P,K)™! es un operador lineal y continuo de V en V. Ademds, la
sucesion {(A — P,K) '},sn C L(V) estd acotada. Para las soluciones u,

(para n suficientemente grande) y u de (12) y (2), respectivamente, tenemos
u—up, = A\ — P,K) ' (u— P,u) (15)

v la estimacion del error
Al

e lv = Poull < Jlu—unll < AN = PuK) 7] lu = Poull. - (16)
A — BK|
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En consecuencia, ||u—u,|| converge a cero exactamente a la misma velocidad

de lo que lo hace ||u — Pyul|.

Observacién 2.3. 1) El hecho de que A — K sea biyectivo indica que

existe (A — K)~'. Por tanto, el problema (A — K)u = f tiene solucién,
y viene dada por u = (A — K)7'f.

Veamos qué significa que ||K — P, K| — 0 cuando n — oco. En primer
lugar, como los subespacios finito-dimensionales {V,, : n > 1} verifican
que dim(V},) — oo cuando n — o0, los subespacios V,, van rellenando el
espacio infinito-dimensional V. Supongamos que V; es un subespacio
1-dimensional de V' y que V5 es un subespacio 2-dimensional de V.
Tomemos v € V' y consideremos P;(v) y Py(v). Es claro que Py(v) se
parece a v mas de lo que P;(v) se parece a v. Es decir, ||K — P, K| — 0
indica que con P, K nos aproximamos cada vez mas a K, a medida que

aumenta n.

! significa que:

En la tesis del teorema, afirmar que existe (A — P, K)~
A — P, K es biyectivo y el problema (A — P, K)u,, = P, f tiene solucién.
Por tanto el teorema dice: si (A — K)u = f tiene solucién y ||K —
P, K| = 0, entonces (A — P,K)u, = P,f tiene solucién, para n

suficientemente grande.
La desigualdad
lu = sl < AN = PaE) 7| lu = Paul|

indica que si P,u — u, entonces u,, — u. Por tanto, el teorema se puede
releer como sigue: si (A — K)u = f tiene solucién, ||K — P, K| —— 0
y P,u — u, entonces (A — P, K)u,, = P, f tiene solucién u, y ademas

Uy, — U.
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Por tanto, de esta cuarta y ultima observacion, podemos concluir que
el teorema responde a las preguntas que nos hemos planteado sobre la
existencia de solucion de los sistemas (4) y (9), y sobre la convergencia

de la solucion aproximante u,, hacia la solucién exacta wu.

Demostracién. (a) Tomemos N tal que

1

=& a7)

ey =sup |K — P,K|| <
n>N

Entonces, en virtud del teorema de la serie geométrica, el operador I + (A —
K)™Y(K — P,K) es inversible y, ademds

1
-1 < )
I < T =

I+ (A= K)" (K = BK))

Haciendo uso de (13), (A — P, K)~! existe (porque existe la inversa de ambos

"factores”) y ademads

A=—PK)'=I+(\N-K)YK - P,K))'(\=K) ™,

6-8)
e R M (18)

I = PK) ™| <
Esto prueba que la sucesién {(A — P, K)~'},>y estd acotada.
(b) Para la férmula del error (15), consideramos la ecuacién (A — K)u = fy

le aplicamos P,, obteniendo
P,(A\— K)u= P,f.

Pasando AP,u al segundo miembro, y sumando Au en ambos miembros, te-
nemos que

Mu— P,Ku= P,f+ MAu— AP,u,
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o equivalentemente,
(A=P,K)u=P,f + ANu— Pu).
Restamos (A — P, K)u,, = P, f para obtener
(A= P, K)(u—1u,) = XMu— Pu). (19)

Entonces
U — Uy = A\ — P,K) Y u — Pyu),

que es la igualdad (15). Si ahora tomamos normas y utilizamos la desigualdad
(18), tenemos que
[ = un|] < [A] M [Ju = Poul. (20)

Por tanto, si P,u — u, entonces u,, — u cuando n — o0.
(c) Teniendo en cuenta la igualdad (15), que ya hemos probado, obtenemos
directamente la cota superior de (16). Por otro lado, si tomamos norma en

(19), llegamos a que
Al = Baul] < IA = B[] flu = wnll,

y de ahi deducimos la cota inferior de (16).
Para obtener una cota inferior que sea uniforme en n, notemos que para
n>N,
A= FPK|| <[]A-K|+[K-PFK| <
<A = K| +en.
La cota inferior de (16) puede ser ahora reemplazada por
A
A= K| +en

lu = Poull < flu = un|.

Combinando esto y (20), tenemos que

Al
A= K| +en

[ = Poull < flu—un|l < [A] M {ju = Pyul]
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Esto prueba que u,, converge a u si, y solo si, P,,u converge a u. Es mas, si hay
convergencia, entonces ||u — Pul| y ||u — u,|| convergen a cero exactamente

con la misma velocidad. O

Para que el teorema sea cierto tan sélo necesitamos que se verifique
(17), y no es necesario que se cumpla (14), que es una condicién mas fuerte.
Sin embargo, normalmente el teorema se aplica usando la condicién (14). A
continuacion estudiaremos dos resultados técnicos, en el tltimo de los cuales
se ponen de manifiesto condiciones para asegurar que || — P, K| — 0 cuando

n — oQ.

Lema 2.4. Sean V' y W espacios de Banach y sea A,, : V — W, n > 1, una
sucesion de operadores lineales acotados. Supongamos que {A,u} converge
para todo u € V. Entonces la convergencia es uniforme sobre subconjuntos

compactos de V.

Demostracién. Por el teorema de Banach-Steinhaus (que asegura que si
tenemos una familia de operadores lineales y continuos entre espacios de Ba-
nach que es puntualmente acotada, entonces dicha familia es uniformemente

acotada), los operadores A,, estan uniformemente acotados:
M =sup |4, < oo.
n>1
Ademas las funciones A,, son equicontinuas:
[Anur — Apus|| < M|uy — us|.

Sea B un subconjunto compacto de V. Entonces {A,},>1 es una familia de
operadores uniformemente acotada y equicontinua sobre el compacto B. Y
por tanto, por el teorema de Ascoli para espacios de Banach, tenemos que

{A,u},>1 es uniformemente convergente para u € B. O
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Lema 2.5. Sea V un espacio de Banach y sea {P,},>1 una familia de ope-

radores lineales y continuos sobre V verificando que para todo u € V,

lim P,u = u. (21)

n—~o0

Si K : V — V es compacto, entonces

lim || K — P,K|| = 0.

Demostracion. De la definicién de la norma de un operador tenemos

|K — P,K| = sup ||Ku— P,Kul| = sup |z— Pz,

[[ul|<1 z€K(By)

donde By = {u € V : ||ul]| < 1}. Como K es compacto, entonces K (By) es
compacto. Por tanto, por el lema anterior y por la hipdtesis (21),

n—oo

sup ||z — P.z|| —— 0,
ZGK(B\/)
luego con mayor motivo
sup ||z — Poz|| == 0,
ZEK(B\/)
lo cual prueba el lema. O

Este ultimo resultado incluye muchos casos de interés, pero no todos.
A este respecto, existen situaciones en las que P,u — wu para casi todo
u € V, pero no para todo u. En tales casos, nos vemos obligados a probar
directamente que || K — P, K| converge a cero, si es que fuera cierto. En tales
casos, teniendo en cuenta la expresién (16), vemos que u,, — u si, y sélo si,
P,u — u, y por tanto, el método no es convergente para algunas soluciones
u. Esto ocurre, por ejemplo, considerando V' = C([a,b]) y V,, el conjunto de

polinomios de grado menor o igual que n.
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2.1.5 Ejemplos

En este apartado se desarrollan ejemplos que completan el desarrollo teérico

que acabamos de exponer en las anteriores subsecciones.

La mayoria de los métodos de proyeccion estan basados en la mane-
ra en que aproximamos funciones, distinguiéndose dos tipos principales de

aproximaciones:

1.- Consiste en descomponer la regién de aproximacion D en elementos
D1, Ds,...,D,,; v después aproximar la funcién v € C(D) por un
polinomio de grado bajo sobre cada elemento D;. Estos métodos de

proyeccion se suelen llamar métodos polinémicos a trozos.

2.- Se aproxima la funcién v € C(D) utilizando una familia de funciones
que estén definidas globalmente sobre todo D, tales como polinomios
o polinomios trigonométricos. Estos metodos de proyeccion se conocen
como métodos espectrales, especialmente cuando se utilizan polinomios

trigonométricos.

A continuacién, vamos a estudiar cada uno de estos dos tipos de métodos
sobre los métodos de proyeccion estudiados, esto es, sobre el método de

colocacién y el método de Galerkin.
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Colocacién lineal a trozos

Nos disponemos a calcular la solucion numérica de la ecuacién integral lineal

de Fredholm de segunda especie

b
() — / E(oy)uly) dy = f(@), a<z<b,

utilizando funciones aproximantes que sean lineales a trozos.

Sea n > 1, definamos h = (b — a)/n y consideremos los nodos
rj=a+(—1h, j=1,2,....n+1

El subespacio V), es el conjunto de las funciones continuas y lineales a trozos
sobre el intervalo [a, b], con nodos {xy,...,Z,+1}. Notemos que la dimensién

de V,, esn + 1.

Introduzcamos las funciones basicas de Lagrange para la interpolacion

lineal a trozos continua:
= |z —

0, en otro caso

Tic1 ST < Xiq (22)

con el ajuste adecuado para las funciones l; y [,,41. El operador proyeccion

para esta base se define como sigue:

n+1

Pou(z) = ula)li(z), (23)

i=1

expresion que ya vimos en la férmula (6) de este capitulo. Sobre la conver-
gencia de P,u hacia u podemos afirmar que (ver [2, p. 99])
w(u,h), st ueC(a,b])

lu— Poulloe < § A2 (24)

§||u”||oo, si ue C?[a,b])
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donde

wluh) = max  fulz) = u(y)]

Con esto vemos que P,u — u para todo u € C([a,b]), y para u € C*([a, b)),

la convergencia es de orden 2.

Dado cualquier operador compacto K : C([a,b]) — C(a, b]), el Lema

2.5. nos proporciona que
lim ||K — P,K|| = 0.
n—oo

Por lo tanto, podemos aplicar directamente el Teorema 2.2. y obtener resul-
tados para la soluciéon numérica de la ecuacién integral (A — K)u = f. De
esta forma, para n suficientemente grande, pongamos n > N, la ecuacion
(A = P,K)u,, = P,f tiene una tnica solucién u,, para cada f € C([a,b]). Si
suponemos que u € C?([a, b)), entonces la ecuacién (16) implica que

h2
"
lu = nlloo < A] M - [,

siendo M una cota uniforme sobre (A — P,K)~! paran > N.

El sistema de ecuaciones lineales (4), considerando como base de V, las
funciones basicas de Lagrange, adopta la siguiente forma

n+1

;un(l’j) (Mj(fﬂi) —/Dk(xz'>y)lj(y) dy) = f(z;), i=1,...,n+1,

donde las incégnitas de este sistema son los u,(z;), 7 =1,...,n+ 1. Como
n+1

up(z) = Z un(z;)l;(x), entonces el sistema se simplifica y se escribe como
7j=1

sigue:

n+1

b
)\un(mi)—Zun(xj)/ k(zo, )l;(y) dy = f(z;), i=1,...,n+1. (25)
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Las integrales que aparecen deben ser calculadas numéricamente. Por tanto,
con el propdsito de simplificarlas lo maximo posible, y teniendo en cuenta la

expresion de las funciones basicas de Lagrange, escribimos, para j = 2,...,n,

/abk(fti,y)lj(y) dy — /+ Keny) (1 - |y—hxj|> Gy

Jj—1

Las integrales para j =1y 7 = n + 1 se modifican convenientemente.

Ejemplo 2.6. Consideremos la ecuacion integral

Su(z) —/0 eVu(y) dy = f(z), 0<z<1. (26)

Veamos que esta ecuacion integral posee una unica solucién, para cualquier

f € C([0,1]). Para ello, de acuerdo con la seccién 1.3.3 del Capitulo 1,
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comprobemos que ||K|| < |A\] = 5. En efecto,

1
K| = maX/ e™ dy =
0

0<z<1

e — el

ya que representa la pendiente de la recta tangente a la curva y = e”,

y ésta se hace maxima en el intervalo [0, 1] en el punto de abcisa x = 1.

Consideremos ahora las funciones
uM(z) =eTcosz, uP(z)=+x, (0<z<1)

como soluciones exactas de la ecuacién integral (26) para definir f(z) conve-
nientemente en cada uno de los dos casos. Una vez fijado el correspondiente
f(z) en cada caso, el objetivo es calcular la sucesién de soluciones aproxi-
mantes {uﬁf)}, 1 = 1,2, que converge a la correspondiente solucién exacta

u®, i =1,2. Por las nociones que ya tenemos, sabemos que

n+1

ul(z) = Zuﬁf)(%)la‘(m),

por lo que para conocer ull ), nos basta conocer los coeficientes {ug) (z;)}, 7=

1,...,n 4+ 1. Estos se calculan resolviendo el sistema de ecuaciones lineales
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(25). Por tanto, planteamos el sistema y lo resolvemos.

) representa la maxima diferencia, en

En la siguiente tabla la expresion de EY
valor absoluto, entre el valor de la solucién exacta y la solucién aproximada
en los nodos del método de colocacion, esto es,
(i) — D) (Y — 4, (.
B = max [u(e;) = (@;)]
Los resultados que hemos obtenido mediante programaciéon en el ordenador

son los siguientes:

ET(Ll) Er(?)

4 1131 x10731]791x10°3
3.27 x 107% | 2.75 x 1073
16 | 8.18 x 107° | 9.65 x 1074
32 12.04x107° | 340 x 107

Colocacién polinomial trigonométrica

Resolvamos la ecuacion integral

Nu(z) — / k(e y)uly) dy = fa), 0<w<om, (27)

donde suponemos que la funcién nicleo k(x,y) es continua y 2m-periédica en

ambas variables x e y, esto es,
k(z+2m,y) = k(z,y + 7) = k(z,y).

Por tanto, consideremos el espacio V = C,(27) de las funciones continuas
y 2m-periddicas definidas sobre R. En ese caso, fijamos f € C,(27) y, en

consecuencia, la solucién u de (27) también esta en el espacio C,(27).
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Como la solucion exacta u es 2w-periddica, la aproximamos por poli-
nomios trigonométricos; luego consideramos como subespacio V,, el espacio
de los polinomios trigonométricos de grado menor o igual que n, que tiene

dimension 2n + 1. Fijemos la siguiente base de V;:
{1,sen z,cosx,...,sen nx,cosnr}
que, para simplificar, nos referimos a ella como {1, 19,13, . .., Van, Yoni1}-

El operador proyeccién, P,, de C,(2m) sobre V,, se expresa como

Pou(z) = ) u(z;)l(z),

J

+
—

Il
—

donde {l; : j =1,...,2n + 1} constituyen las funciones bésicas de Lagrange
para interpolacién polinomial trigonométrica. En el libro de Rivlin [8, p. 13]

se prueba que

2
|Pn]] <14 = log n
7T

luego

lim ||P,] = oo,
n—00

de donde deducimos, por el teorema de Banach-Steinhaus, que existe una

funcién u € C,(27) para la cual P,u no converge a u en C,(2m).

Consideremos la anterior interpolacién trigonométrica para resolver la
ecuaciéon (27) por el método de colocaciéon. Con este propdsito, planteamos

el sistema de ecuaciones lineales (4), que ahora se escribe como sigue:

2n+1

> a ()\%‘(%‘) - /027r k(zi, y)v;(y) d?/) = f(z;), i=1,....2n+1,

J=1
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cuya solucién viene dada por

2n+1

un(@) = 3 o).

En el sistema anterior, las integrales que aparecen deben ser evaluadas de
forma numérica, para lo cual es recomendable utilizar la regla del trapecio,
ya que los integrandos son periddicos y dicho método es efectivo para ese
tipo de funciones, como se pone de manifiesto en la Proposicién 6.5.6 de |2,
p. 227].

A continuacién nos disponemos a comprobar la convergencia de este
método de colocacién. Para ello vamos a utilizar el Teorema 2.2. Como
no podemos aplicar el Lema 2.5., por lo dicho anteriormente sobre la no
convergencia de P,u hacia u para una determinada funcion u, analicemos
directamente ||K — P,K]|| y verifiquemos que converge a cero, cuando n di-

verge.

El operador integral P, K se expresa como sigue:

P, Ku(z) = /0 7rPn/f(a:,y)u(y) dy.

Por tanto, tendremos que comprobar que

2
I = Pukl = [ () = Puktr )| dy

0<ax<2m 0

converge a cero. Para ello, usaremos el siguiente resultado sobre la conver-
gencia de la interpolaciéon polinomial trigonométrica, que puede consultarse
en [2, p. 128]: si f € C}*(2m) para algin k > 0y para a €]0, 1], entonces
log n

0
I f = Pufllo < Chbras Patan > 2,
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donde cj es una constante que depende de f. En consecuencia, en el ejemplo

que nos ocupa, si suponemos que k(z,y) verifica, para algin a > 0,

|k, y) — k(& )] < (k)| —€[7, (28)

para todo x, y, &, entonces tenemos que

1
|K — PK|| < &8
na

Por tanto, aplicando el Teorema 2.2., obtenemos los siguientes resultados
sobre el andlisis del error del método de colocacion para interpolacion tri-
gonométrica: si suponemos que la ecuacion (27) tiene una tnica solucidn,

entonces la ecuacion de colocacion
(A= P,K)u, = P,f
tiene una unica solucion u,, para n suficientemente grande; ademas,
|l — tp|loo = 0 < ||lu— Prul|e — 0.

Sin embargo, existen funciones nucleo k(x,y) que no satisfacen la condicién
(28), pero para las cuales el método de colocacién anterior sigue siendo vélido.
Esto ocurre, por ejemplo, cuando se resuelven ecuaciones integrales que tie-
nen funciones nicleo singulares. En estos casos, el andlisis del error requiere

un conocimiento mas detallado de las propiedades de diferenciabilidad de K.

Método de Galerkin lineal a trozos

Al igual que trabajamos en la seccién 2.1.3, fijemos como espacio ambiente

para el analisis del error del método de Galerkin el espacio de Hilbert V' =
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Ls(a,b), con producto escalar < -, - > y la norma || - ||. Consideremos la
solucion numérica de la ecuacién integral lineal de Fredholm de segunda
especie ,
yua) = [ kwy)uty) dy = f@), a<o<

Asimismo, consideremos (;/n el subespacio de las funciones continuas y lineales
a trozos con nodos {x1, ..., Ty}, el cual tiene dimensién n+1. Fijemos como
base de este subespacio las funciones bésicas de Lagrange, dadas en (22).
Ahora, P, denota la proyeccién ortogonal de Lo(a, b) sobre V,,. Comencemos

probando que P,u — u para todo u € Ly(a,b).

Para ver esto, vamos a utilizar la densidad de C([a,b]) en Lsy(a,b). Por
tanto, en primer lugar, comprobemos la afirmacion para una funciéon continua

y después aplicaremos la densidad.

Sea, pues, u € C([a,b]) y denotemos por T,,u la funcién lineal a trozos
de V,, que interpola a u en los nodos z1,...,x,. De hecho, la expresién de
T,u(z) viene dada por (23). Notemos que P,u minimiza |[u — z||, donde

z € V,,. Por tanto,

lu— Poull < flu— Tl <
< Vh—alu— T < (29)

<Vb—aw(u,h),

donde se ha utilizado la cota (24). Claramente, si u € C([a,b]) entonces

w(u, h) — 0, luego hemos comprobado que P,u — u para toda u € C([a, b]).

Consideremos ahora u € Lg(a,b). Por la densidad de C([a,b]) en

Ly(a,b), existe una sucesién de funciones continuas {u,,} que converge a
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u en Ls(a,b). Entonces, teniendo en cuenta que ||P,|| = 1,

lu = Poull - < lu = w4 [[um = Poti[| + ([ Pa(u = um)|| <
< = vl + llum = Baw || + [ Pall e = wml| =

= 2w = | + lfum = Pom-

Como la sucesion {u,,} converge a u, dado € > 0, existe un natural m tal
que ||u — uy,| < e/4; fijemos ese natural m. Entonces, para todo n > m,
tenemos que

€
lu = Poull < 2 + [t = Poum|-

Finalmente, como u,, € C([a, b]), apliquemos la relacién (29) tomando vb — a

w(Um, h) = /2, y obtenemos que
Ju— Py <e

para valores de n suficientemente grandes, esto es, para n > m. Como ¢ era

arbitrario, esto prueba que P,u — u para u € La,b).

En consecuencia, para la ecuacién integral (A — K)u = f, podemos
aplicar el Lema 2.5. para asegurar que | K — P, K|| — 0. Ahora, el Teorema
2.2. nos proporciona informacién acerca del analisis del error para la ecuacion
de Galerkin (A— P, K)u,, = P, f; concretamente, que el orden de convergencia

a cero de ||u — u,|| y ||u — Pyul| es exactamente el mismo.

Una vez que hemos estudiado el error del método de Galerkin lineal
a trozos, nos disponemos detallar dicho método. Para ello, analicemos el
sistema de ecuaciones lineales (9), en el que utilizaremos como base de V,,

las funciones bésicas de Lagrange, dadas por (22). La solucién u, de (A —
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P,K)u, = P,f se expresa como

n+1

up () = Z a;li(x).

Como ya vimos en la seccién 2.1.3, los coeficientes {a; : j=1,...,n+ 1} se

obtienen resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

n

i%‘ (A <liyly > = /ab /&bk(%y)li(m)lj(y) dyd:t) = /abf(x)li(m) dz,
1=1 n

J=
=1,...,n+ 1.
(30)
Para facilitar la expresiéon de este sistema, damos el valor del producto escalar

de l; y I, que es:

2h .
3 ,0<i=35<n
<lylj>=4q h
% ,i:jzo,n
n ST
L il

Ademas, es conveniente tener en cuenta que las integrales dobles que aparecen
en el sistema (30) se reducen a subintervalos, ya que la expresién de cada

funcién bésica [; es nula sobre gran parte del intervalo [a, b].

Ejemplo 2.7. Nos planteamos resolver la misma ecuacién del Ejemplo 2.6.,

Su(x) —/0 eu(y) dy = f(x), 0<x<1.

En este caso, la expresion de Er(f)

representa la maxima diferencia, en valor
absoluto, entre el valor de la solucion exacta y la soluciéon aproximada en los

nodos del método de Galerkin, esto es,

(i) — () — uD (.
E; 1;?25(_’_1‘“ (@) — uy ()
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considerando
u(z) =ecosz, u@(x)=+x, (0<z<1)

como soluciones exactas de la ecuacion. Los resultados que nos ha proporcio-
nado la progamcion del método anterior son los presentados en la siguiente

tabla:

E7(11) E,(f)
3.34x 1073 | 1.40 x 107!
8.40 x 107* | 9.92 x 1072
16 | 2.10 x 107* | 7.02 x 1072
321525 x 107° | 4.96 x 1072

Método de Galerkin con polinomios trigonométricos

En este apartado, nos planteamos resolver la ecuacion integral

Nu() — / "k, y)uly) dy = f(2), 0<a <o

siendo k(x,y) v f(z) funciones reales, continuas y 2r—periddicas. Para ello
utilizaremos polinomios trigonométricos, que nos proporcionaran aproxima-

ciones de la solucién de la ecuacion integral.

Fijemos como espacio ambiente V el espacio de las funciones complejo-
valuadas definidas sobre |0, 27| que son Lebesgue medibles y cuadrado inte-

grables; esto es, V' = Ly(0,27), con el producto escalar definido por

<u,v >= /027r u(x)v(x) do.
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Fijemos también el subespacio aproximante V,, como el espacio de los poli-
nomios trigonométricos de grado menor o igual que n, el cual sabemos que

tiene dimensién 2n + 1. Ademds, consideremos las exponenciales complejas
pij(z) =" j=0,%1,...,&n

como base de V,,. Es bien conocido que si u € Ly(0,27), su desarrollo en

serie de Fourier en la base
{1,sen z,cosx,...,sen nx,cosn, ...}

viene dado por:
1 oo
M@:§%§:<u¢g>@@) (31)
Jj=—00
Ademas, la serie de Fourier converge en la norma de Ly(0, 27).
La proyeccién ortogonal de Ly(0, 27) sobre V,, es la n-ésima suma parcial de

esta serie, es decir,

1 n
Pou(z) = b Z <u, ;> ¢j(x).
j=—n
De la convergencia de (31), se sigue que P,u — u para todo u € Ly(0, 27).
Por tanto, utilizando el Lema 2.5., tenemos que

lim || K — P,K|| = 0.

n—oo

En consecuencia, podemos aplicar el Teorema 2.2. para el anélisis del error de
la ecuacién de aproximacion (A — P, K)u,, = P, f. Segun este resultado, para
n suficientemente grande, pongamos n > N, las inversas (A — P, K)~! estén
uniformemente acotadas y ||u — u,|| puede ser acotado proporcionalmente a

||lu — P,ul|, y, por tanto, u, converge a u.
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Con respecto a la base {€¥%, j = 0, 41,42, ...}, el sistema de ecuaciones

lineales (9) para (A — P,)Ku,, = P, f viene dado por

n 2w 2
2oy, — Z Oéj/ / ei(jy’lx)k(:v,y) dydx =
o Jo

j=—n

27
:/ e f(x)de, 1= -n... )n,
0

cuyas solucion nos proporciona los coeficientes {o; : j = —n,...,n}, los

cuales nos determinan la solucién aproximante dada por

n
up(x) = Z e’

j=—n

2.2 Meétodos de la proyecciones iteradas

Consideremos la ecuacion integral lineal de Fredholm de segunda especie
AN=—K)ju=f.

El objetivo de estos métodos es el de construir una sucesién de funciones que
converja a la solucion de dicha ecuacion, de manera que la convergencia sea

mas rapida que aquella que obtuvimos con los métodos de colocacion.

Veamos a continuaciéon la motivacién de estos métodos. Tal y como
comentamos en el primer capitulo, la inica solucién u € C([a, b]) de la ecua-
cién viene dada, cuando || K|| < ||, por el inico punto fijo de un conveniente

operador. Esto nos lleva a considerar la siguiente iteracion de punto fijo

1
uk ) = X(f+Ku(k)), E=0,1....
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Ademas,

fu a0 < Bl =
En [12], Sloan probé que tal iteracién es una buena idea cuando el operador
K es compacto y la aproximacion inicial es la solucién wu, obtenida por el
método de Galerkin. Nosotros vamos a analizar esta idea y sus consecuencias

para los métodos de proyeccién.

Sea u,, la solucién de la ecuacién de proyeccion (A — P, K)u, = P,f.

Definamos la solucién de proyeccioén iterada como
N 1
un:X(ijKun). (32)

Normalmente, esta nueva aproximacién u,, representa una mejora respecto a

up,. Ahora aplicamos P, a ambos miembros de (32), y tenemos que

1
P, = X(Pnf + P, Kuy,),

y teniendo en cuenta que (P, f + P,Ku,) = Au,, concluimos que
P, = u,. (33)

Por tanto, u, es la proyeccién de u, sobre V,. Sustituyendo este valor de
up, en (32) y reordenando los términos, tenemos que 1, verifica la siguiente

ecuacion:

(A — KP)i, = f. (34)

Frecuentemente se analiza esta ecuacién y posteriormente, haciendo uso de

(33), se obtiene informacién sobre w,,.

Por otro lado, para obtener una cota del error, tengamos en cuenta que
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se cumple:

w—in =y (F+ Ku) = (] + Kug) =

1

de donde obtenemos la cota de error

~ 1
lu = ] < By K = -

Esto prueba que la convergencia de u, a u es, al menos, tan rapida como lo
es la de u, a u. Ademas, de todo lo anterior podemos concluir que si existe
solucién de (A — P,K)u, = P,f (esto es, si existe (A — P,K)™!) y es uy,,
entonces existe soluciéon de (A — K P,)u, = f (es decir, existe (A — KP,)™")
y es @,. Por tanto, la existencia de (A — P, K)~" implica la de (A — KP,)~".
Es més, si existe (A — P,K)™!, de (A — P,K)u,, = P,f obtenemos que u,, =
(A= P,K)™'P,f, y sustituyendo en (32), tenemos que

1
=5 (f+EQX- P,K)'P,f)
y sustituyendo en (34) obtenemos

A—=KP)~(f+KW\—P,K)'P,f)=f.

> =

Por tanto,
1
(A= KP)y (I+ KX\~ PK)'P)f = f.

luego concluimos que
1
A—KP,) ' = 3 (I + K(A— P,K)'P,). (35)

Para estudiar el reciproco de esta propiedad, necesitaremos el siguiente
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Lema 2.8. Sea V un espacio de Banach, y sean S y T' operadores lineales y
continuos de V en V. Supongamos que el operador A — ST es biyectivo de

V en V. Entonces el operador A —T'S es biyectivo y

A=TS)* = % (I+T(\—ST)™*S).

Demostracién. Calculemos

(- TS)% (I+T(\— ST)LS) — %{)\ ~ TS+ (A= TS)T(A — ST)1S} =

_ %{)\ — TS+ T(A— ST)(A— ST)"'S} =
1
= 1A -TS+ TS} =

=1

De manera similar se prueba que
1
3 (I+T\—ST)*S)(A\—TS) =1

O

Haciendo uso de este resultado, si el operador A — K P, es biyectivo
(es decir, existe (A — KP,)™!), entonces el operador A — P, K también es
biyectivo (es decir, existe (A — P, K)™1), y ademas

a1

(A= Pu) ™t = 5 (I + Pu(A = KP)'K). (36)

Combinando (35) y (36), o retomando las definiciones de u,, y u,, tenemos
que

(A= P,K)"'P, =P, (A~ KP,)™".
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Por tanto, podemos elegir probar la existencia de (A — P,K)™! o de (A —
KP,)™!, segiin sea més conveniente en cada situacién, y automdticamente
tenemos asegurada la existencia de la otra inversa. Ademas, gracias a esta

expresion, tenemos cotas de una de las inversas en funcién de la otra.

Para estudiar el error de 1, reescribimos (A — K)u = f como A\u =

f + Ku; y ahora restando K P,u en ambos miembros tenemos que
(A—KP,)u=f+ Ku— KP,u.
Restamos la expresion (34) y obtenemos
(A= KP,)(u—1,)=K(I - P,)u. (37)

A continuacién analizamos esta ecuacién con mas detalle.

2.2.1 Meétodo de Galerkin iterado

Sea V el espacio de Hilbert Lo(D) y sea u, la solucién de Galerkin de la
ecuacién (A — K)u = f sobre un subespacio finito-dimensional V,, C V.

Entonces
(I—Pn)2 :I—Pn—Pn—i—P,f:

=1—-P,.
Por tanto,
[K(I = Poul| = [|[K( = P)(I = Poul| <

(38)
< S =PI = Po)ul.
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Como estamos en un espacio de Hilbert y P, es una proyeccion autoadjunta,

tenemos que

1K =Pl = (K = P))*| =

= (I = P) K.
Con los métodos de Galerkin, cuando se considera P, como un operador
sobre un espacio de Hilbert V', entonces P,v —— v, para todo v € V.
Comprobemos esta afirmacion: esto ocurre si la sucesion de espacios {V, :
n > 1} tiene la propiedad de aproximacién sobre V: para cada v € V| existe

una sucesion {v, },>1 con v, € V,, y

lim ||v —v,|| = 0.

n—o0
Combinando esto con la propiedad de aproximacién 6ptima (ver Proposicién
3.5.9(c) de [2]), tenemos que P,v ~— v, para todo v € V.
Teniendo en cuenta que:
i) si K es un operador compacto, entonces también lo es su adjunto
K~
ii) la convergencia puntual de P, a I sobre V;
iii) y el Lema 2.5.,
tenemos que
lim ||[(I — P,)K*|| = 0. (39)
n=oc0
Ademas podemos aplicar el Teorema 2.2. para obtener la existencia y aco-
tacion uniforme de (A — P,K)~! para n suficientemente grande, pongamos
n > N. Incluso, de (35), tenemos que (A— K P,)~! existe y es uniformemente

acotada para n > N. Aplicamos esto y (38) a (37) para obtener
lu =l < (A= KP)7H K = Pa)ull <

< c[[(f = P) K| [T = Py)ull
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Combinando esto con (39), vemos que
<c¢lim ||(I — P,)K*|| =0,

luego
[

0.

lim —— =
n—o0 [lu —uy||

Es decir, ||u — @,|| converge a cero mas rapidamente de lo que lo hace ||(I —

P,)ul|, o equivalentemente, ||u — u,||.

La cantidad ||(I — B,)K*|| puede ser estimada de la misma forma que
|(I — P,)K||. Asi, en el caso particular de la ecuacién integral lineal de
Fredholm de segunda especie, si consideramos el operador integral K sobre

Lo(D), el operador K* viene dado por la siguiente expresion:

K*u(x) = /L;k(y,x)u(y) dy, wu € Ly(D).

2.2.2 La solucion de colocacion iterada

Con los métodos colocacién, la soluciéon iterada u, no siempre supone una
mejora respecto a la solucion original del método de colocacion wu,. Sin
embargo, el estudio de w, tiene, en muchos casos, interés en si mismo. La
teorfa abstracta ya estudiada es aplicable y la ecuacién del error (37) es atin

el centro del analisis del error:
u— Uy, = (N — KPn)*lK([ — Py)u.

Notemos que la proyeccion P, es ahora un operador interpolatorio, como en

(6). En contraposicién con el método de Galerkin iterado, en este caso no
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podemos asegurar que || — K P,|| converja a cero. De hecho,
I1K(I =Pl = [l K].

Para probar la mayor velocidad de convergencia de u,, debemos estudiar los

métodos de colocacion dependiendo de la base que se considere.

2.3 El método Nystrom

El método de Nystrom fue originalmente introducido para proporcionar apro-
ximaciones basadas en la integraciéon numérica del operador integral en la

ecuacion integral lineal de Fredholm de segunda especie
hule) = [ Ke.yuly) dy = f(a), z €D, (10)
D

La solucién resultante se obtiene, en primer lugar, sobre los nodos de cua-
dratura, y posteriormente se extiende a todos los puntos de D mediante una

férmula de interpolacion.

2.3.1 El método Nystrom para funciones ntcleo conti-

nuas

El desarrollo que presentamos del método de Nystrom es valido para fun-
ciones nucleo continuas. Consideremos la siguiente férmula de integracion
numérica:

[ oty dy~ S ansg(rny). g€ CD), (41)

Jj=1
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donde los valores de n varian de manera creciente. Supongamos que para cada
g € C(D), las integrales numéricas convergen a la verdadera integral, cuando
n — o00. Esto implica, como aplicacién del teorema de Banach-Steinhaus,

que
an

cr = supz |, ;| < 0. (42)

n>1 =1

Para simplificar la notacién, omitiremos el subindice n, asi que z,, ; = x;, oy, j =

Oéj.

Sea D un conjunto compacto de R? con d > 1. Sea k(z, y) una funcién
continua para todo z,y € D. Utilizando la anterior formula de integracion,

aproximamos la integral que aparece en (40), oteniendo una nueva ecuacion:
dn

Mun () =Y ajk(z, 25 un(x;) = f(z), @€ D. (43)
j=1

La escribimos como una ecuacion exacta con una nueva funciéon desconocida
u,(z). Esta es la nueva ecuacién que pretendemos resolver, de cuya solucién
obtendremos una aproximacion. Para encontrar la solucién en los nodos
{z; 1 < j < ¢}, hacemos que z varie sobre eston nodos, lo cual nos

proporciona
dn
)\un(xz) _Zajk(xiaxj)un(xj) = f(xl)7 Z = 17"'7Qn7 (44)
j=1

que es un sistema de ecuaciones lineales de orden ¢, (esto es, hemos impuesto
exactitud en los nodos y hemos obtenido ese sistema lineal). Las incégnitas

de (44) son los elementos u,(x;),i = 1,..., gy, es decir, un vector

Uy = (Un (1), -+ Un(24,))T



2.3. El método Nystrom 67

Comprobemos que resolver (43) y (44) es equivalente, y la solucién de una en
funcién de la solucién de la otra. Cada solucién wu, () de (43) nos proporciona
una solucién de (44), simplemente evaluando u, (x) en los nodos. El reciproco
es también cierto. Para cada solucién z = (2, ..., z,,) de (44), existe una
unica solucién de (43) que coincide con Z en los nodos. Dada una solucién z
de (44), definimos

z(x) = % (f(x) + iaﬂ(m,ag)@) , (zeD). (45)

Esta es una férmula de intepolacién. De hecho, teniendo en cuenta que z es

solucién (44), tenemos que

2(x;) = % (f(l‘i) + i@jk(fci»%)%‘> = Zi,

para i =,...,q,. Usando este resultado de interpolacién, tenemos que z(x)
es solucién de (43). La unicidad de la relacién entre Z y z(z) se deduce del
hecho de que las soluciones u,(z) de (43) estan completamente determinadas
por sus valores en los nodos {z;}. Comprobemos esta tltima afirmacion.
Supongamos que tenemos dos soluciones u,, y v, de (43) tales que wu,(x;) =

vn(xj),j =1,...,q,. Entonces, teniendo en cuenta que u,, y v, verifican

Ay (x) — iajk(m, x;)un(2;) = f(2)

qn
v (x) — Z a;k(z, z;)v,(z;) = f(2),
j=1
resulta que A(u,(x) — v,(x)) = 0. Como A # 0, concluimos que u, = v,.

La férmula (45) se llama la férmula de interpolacién de Nystrom, que

suele ser una férmula de interpolacién muy buena.
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Ejemplo 2.9. Consideremos la ecuacion integral del Ejemplo 2.6. de la

seccién 2.5.1:

y las funciones
uM(z) =ecosz, uP(x)=+z, 0<z<1 (47)

como soluciones exactas de la ecuacion integral (46) para definir f convenien-
temente en cada uno de los dos casos. Como ya vimos, | K| =e—1 <5 = |},

por lo que la ecuacion tiene una tnica solucién para cualquier f € C([0, 1]).

Consideremos, en primer lugar, la regla de Simpson en tres nodos para

aproximar la integral que aparece en (46), con nodos {z1 = 0,25 = 0.5, 23 =

1}:
[ o =g (560119 (5) +ow).

Si llamamos v, i = 1,2, a la solucién aproximada que nos proporciona el
método Nystrom para cada uno de los dos casos que estamos considerando,
entonces los errores en los nodos entre la solucién exacta de (46) y la solucién

aproximada vienen dados por la expresion:

BY = [u®(z;) —vD(zy)], i=1,2, j=1,2,3.

Los errores son los siguientes:

i By By By
1]11.64x10%] 743 x107° (423 x10°°
21720x1073 | 7.42x 1073 | 7.64 x 1073
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Consideremos ahora la formula de cuadratura de Gauss-Legendre para tres

nodos, )

/0 g(z) dx ~ % (5g(x1) + 8g(x2) + Hg(x3)),
donde

t = %ﬁ, ty =05, t3= %.

Si, de nuevo, llamamos v, i = 1,2, a la solucién aproximada de la ecuacién
(46) que nos proporciona el método de Nystrom para esta férmula de cua-
dratura y para las dos soluciones exactas de (47), entonces los errores en los

nodos vienen dados por:
EY = [u®(t) — ()], i=12, j=1,2,3.

A continuacion se detallan los errores cometidos:

i EY E{ By
11342x107%|1.64x1077]1.94x 108
216.38x107%|6.57x 1074 6.86 x 104

Como se puede observar, los errores que se cometen al utilizar la regla de
Gauss-Legendre son mucho menores que con la regla de Simpson. Ademas, el
método de Nystrom nos proporciona una mejor aproximacion para la solucion

exacta u)(z) = e~® cosz que para u'? () = \/z.

2.3.2 Propiedades, error y convergencia

El método de Nystrom es implementado con el sistema de ecuaciones lineales
finito (44), aunque para el andlisis formal del error se utiliza la ecuacién
funcional (43).
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Para el analisis inicial del error, trabajaremos en el espacio de Banach
V = C(D). Escribamos de forma abstracta la ecuacién integral (40) como ya

hicimos anteriormente, esto es
(A= K)u=/,
y la ecuacién integral numérica (43) como
(A — Kp)u, = f.

El operador integral numérico

qn

Kou(z) = Zajk:(:v,asj)u(xj), (x € D, uwe C(D)),

j=1

es un operador lineal de rango finito, acotado de C'(D) en C(D). Veamos

que

an
| Kll = max y _ |ok(z, 2;)]. (48)
j=1

En efecto,

1Kl = sup [[Kyull = sup (max |Kyu(z))).

[lul|<1 ul|<1 ZED
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Sea x € D,

| Kou(z)| = <

> k(e 2 )ula)

qn
<Y Jask(e, z))| fu(z;)] <
7j=1
dn
< ullow Y lgk(z,2;)] <
7j=1

qn
< Julloo max (Z |ajk(2717j)|> :

Jj=1

Por tanto,

qn
| Knul| = mas | Kyu()| < [|ufloc max (Z I%k(z,%)!> 7

j=1

luego
qn

”Kn“ < gle%{z; |Oéj]€(l‘,l‘j)|.
j:

Comprobemos que se da la igualdad demostrando que alcanza el maximo
anterior. Probemos, pues, que existe una funciéon v € C(D), con ||[ul|e < 1,
que verifica

qn

Z%‘k(%%)u(l‘j)

[l = max

qn
= max (2 |Oéjk(l”$j)|) :
pm

Como k es continua, existe Ty € D tal que

qn dn
max g lajk(x,x;)| = E |k (Zo, )]
zeD — =

J_ =
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Consideremos u € B (py que cumpla:

1, st a; k(To,z;) >0
u(z;) = o i=1 "
-1 ,si a; k(To,z;) <0
y que en cada intervalo de la forma |z;,x;11[,7 = 1,...,¢, — 1 u sea lineal.

Entonces u es una funcién que estd en C'(D), con ||ull. < 1y que cumple

qn

K] = maax 3oy k(e 2)],

Jj=1

con lo que concluimos la comprobacion.

En los anélisis del error para los métodos de proyeccion, se probaba que
|K — P,K|| convergia a cero, cuando n tendia a infinito; éste no es el camino

a seguir para el método de Nystrom, ya que, en este caso, se tiene que
K — PK[| = || K.

Por tanto, comencemos estudiando qué cantidades convergen a cero cuando

n tiende a infinito.

Lema 2.10. Sea D un conjunto compacto de R? y sea k(z,y) continua para
x,y € D. Supongamos que la férmula de cuadratura (41) es convergente

para cualquier funcién continua sobre D. Definamos
an
en(z,y) = / k(x,v)k(v,y) dv — Zajk(x,xj)k‘(mj,y), z,y € D;n>1,
D ,
7j=1

el error de integraciéon numérica para el integrando k(zx,-)k(-,y). Entonces,

para z € C(D),

<K—mmww:4%uw4m@, (49)
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(K — K,) Zoz] en(z,25)2(x;). (50)
Ademas
|(K — K,) K| = max / lealz, )] dy, (51)
xeD D
qn
IO )Rl = a3 e, (52)

Finalmente, el error de integraciéon numérica e, converge a cero uniforme-
mente sobre D,

cp = lim max |e,(z,y)| =0 (53)

n—oo x,yeD
¥, por tanto,

Demostracién. La comprobacién de las férmulas (49) y (50) es sencilla

teniendo en cuenta, lo siguiente:
Kea) = [ blae.)=(0) dy.
Ko2() = ;;nlajm, 2))2(x,).
K(K2)(x) = / ke, v) K 2(0) dv — / / k(o v)k(v, y)=(y) dyd,
Ko(K2)(x Z% v, K 2(z;) Zaj mj/D (25, 9)2(y) dy.

/D cola):) dy = [ [ K ok(e,)sty) dody-

qn

—/DZozjk(x,xj)k?@j,y)z(y) dy;

J=1
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K(K,2)(X) = /Dk:(x,v)an(v) dv = /Dk(x,v) i:ajk(x,xj)z(xj) dv,

qn qdn

gozzx:szxz Eazxx gozj z;, ;) 2(x;),

dn dn

S asealeaz(a) =30 ( [ Kaoktv,)ste) do-

j=1 i=t
qn

- Z aik(z, x;)k(x;, x])z(x])> :
i=1

Por la férmula, tenemos que (K — K,,) K es un operador integral sobre C(D)
y, por tanto, tenemos (51) para su cota. La verificacién de (52) es sencilla y
la omitimos.

Comprobemos (53). Comencemos mostrando que {e,(z,y) : n > 1} es una
familia equicontinua y uniformemente acotada que converge puntualmente a
cero sobre D; por tanto, por el teorema de Ascoli, e, (z,y) — 0 uniformemen-
te sobre D. Por la hipdtesis de que la féormula de integracién (41) converge
para cualquier funciéon continua g sobre D, tenemos que para cada z,y € D,
enl(z,y) == 0. Comprobemos pues que dicha familia es equicontinua y uni-
formemente acotada.

Con respecto a la acotacion,

len(z,y)| < (cp + 1)k,

con

cp :/ dy, cx= max k(z,y)l, e = SUPZ |a].
D fl

Para la equicontinuidad,

len(z,y) — en(C V)| < len(z,y) — en(C )| + [en(C y) — en(C, V)],
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len(2,y)| — en(C,y)| < cxlep +cr) max k(z,y) — k(¢ y)l,
len(C,y) — en(C,v)| < exlep +cr) max |k(x,y) — k(x,v)].

Esto prueba la equicontinuidad de {e,(x,y)}, debido a la continuidad unifor-
me de k(x,y) sobre el compacto D. De hecho, esto completa la demostracién
de (53).

Para (54), notemos que
(K — K,)K|| < ¢p max |e,(z,y)],
z,yeD

(K — K) K| < ¢ max |en(z,y)].
z,yeD

Con esto concluimos la demostracion. O

Veamos el siguiente teorema de perturbacién, con el cual analizaremos
el error en el método de Nystrom (43)-(45). Este resultado nos proporciona
una alternativa a los argumentos de perturbacion que aparecen en el teorema

de la serie geométrica.

Teorema 2.11. Sea V un espacio de Banach, sean S, T operadores lineales
y continuos de V en V' y supongamos que S es compacto. Dado A # 0,

supongamos A\ — T : V. — V es biyectiva. Finalmente supongamos que

Al
(T = 5)5] < : (55)
A =T)
Entonces existe (A — S)™! y es un operador acotado de V en V', con
- L+ [(A=T)" M [1S]
(A =9)" < (56)

A=A =T) T = $)ST
SiA=T)u= fy (A= 95)z=f, entonces

lu =zl < [(X = S) 7 1 Tu = Sull. (57)
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Observacién 2.12. Suponer que el operador A — T' es biyectivo, implica,
por el teorema de los isomorfismos de Banach, que existe (A —T)~! y es un

operador acotado de V en V.

Demostracién. Supongamos que (A — S)7! existe, en cuyo caso deberia

satisfacer
1

A

(ya que al componer con (A — S) obtenemos la identidad).

A= S) = (I + (A= 5)S).

Teniendo esto en cuenta, consideremos la aproximacion

A= S~ %(1 +(A=T)S).

Para comprobar esta aproximacion, veamos que

§(1+(/\—T)‘1S)()\—S) =I+§(A—T)‘1(T—S)S. (58)

Comprobemos esta igualdad: (58) es cierta si, y solo si,

_T\1 _
Yoo gy Q=D SO=9 1 pyyr—g)s
A A A
equivalentemente

A=T)'SA=S) =S (A=T)Y(T-S)S

A A

cuando y sélo cuando
A=T)'SA=8) - A=T)"'AN-T)S=\-T)" 4T - 5)S

si, y solo si,

S(A—S8)—(A=T)S = (T — S)S,
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y esto es cierto.
Haciendo uso del teorema de la serie geométrica, el miembro de la derecha

es invertible, ya que (55) implica

1§nu—Trwn@—swn<L

Ademas, por dicho teorema, tenemos que

1

U+§Mﬂ1@5ﬁﬂ<1lQ T
Fo-na-

1
Multiplicando esta desigualdad por W y simplificando, obtenemos

1
AL = =T) = IT = 9)ST

A+ X =T)" (T = 8)9) 7" < (59)
Como el segundo miembro de (58) es invertible, el primero también es inver-
tible. Esto implica que A — S es inyectivo. Debido a la compacidad de S, el
teorema de la alternativa de Fredholm nos dice que (A — S)~! existe y es un
operador acotado de V en V' (ya que, si (A—S)v = 0, como A— S es inyectivo,
entonces v = 0; por tanto, podemos aplicar el mencionado resultado). En

particular,
A=) t=A+A-T)H T -89)S) " (IT+N-T)"19). (60)
La cota (56) se obtiene utilizando (59) y (60) como sigue:
A =97 <A+ A =T)"HT =8)) 7| [+ (A =T)7'3|| <

L+ [[A =) 11S]
A=A =T) N = S5)SIE
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Para el error u — z reescribamos (A — T)u = f como
A=8u=f+ (T - 95)u.

Restamos (A — S)z = f para obtener
A=9(u—=z2)=(T— 95, (61)

u—z=(A—=8)" T - S)u,
lu =zl < (A= S)7H (T = S)ul,

lo que prueba (57). O

A continuaciéon damos un resultado que nos permite analizar la conver-

gencia del método de Nystrom (43)-(45).

Teorema 2.13. Sea D un conjunto compacto de R? y sea k(x,y) continua
para x,y € D.Supongamos que la férmula de cuadratura (41) es convergente
para cualquier funcién continua sobre D. Ademads, supongamos que la ecua-
cion integral (40) tiene una tnica solucién para f € C(D) dada, con A # 0.
Entonces, para n suficientemente grande, pongamos n > N, las inversas

aproximadas (A — K,,)~! existen y estdn uniformemente acotadas,

L0 =KD
=IO = BT I — KK =

1A = Ka) 7l < n=N,

para una constante apropiada ¢ < co. Para las ecuaciones (A — K)u = f y
(A= K,)u, = f, tenemos

lu = tnlloe < 1A = Kn) K = Kn)ufloo <

< |[(K — Kp)ul|lw, m > N.
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Demostraciéon. La comprobacion es una aplicacién directa del Teorema
2.10., con S = K, y T = K. Del Lema 2.9. tenemos que |[(K —K,)K,| — 0,
y, por tanto, la condicién (55) se satisface para todo n suficientemente grande,
pongamos n > N. De la acotacién de k(x,y) sobre D, de (48), y de (42),

| K, < crex, n>1.

En consecuencia,

_ L+ [[(A = K) 7| K|
c = sup < 0

>N Al = [(A = K) =] [(K = Ko) I ’

con lo que conluimos la demostracién. O

Estudiemos, a continuacion, la convergencia del método de Nystrom
haciendo uso del teorema que acabamos de probar. A la vista de (62), la
velocidad con que ||u — u,||o converge a cero estd acotada por el error de

integracion numérica

0 = K)o = mae

[ Kl dy =3 asko,zutz,).

Ademads, de hecho, el error ||u — u, || converge a cero exactamente con esta
velocidad, es decir, con la misma velocidad con que [|(K — K,,)ul|» converge

a cero. En efecto, si consideramos (61) para S = K,, y T = K, tenemos
A= K,)(u—u,) = (K- K,)u. (63)
Acotando esto, obtenemos
I = K )ulloo < A = K| flu = oo

Teniendo en cuenta esta desigualdad y la relacién (62), probamos la afir-
macién de que ||u — up|loo ¥ ||(K — K, )ul|o convergen a cero con la misma

velocidad.
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Por tanto, la velocidad con que ||u — u,||~ converge a cero puede ser
determinada usando resultados sobre la velocidad de convergencia de la regla

de integracién (41) cuando se aplica a la integral

/D ke, y)uly) dy.

Llegados a este punto, nuestro siguiente objetivo es el de dar una es-
timacion asintética del error que cometemos al resolver la ecuacion integral
(40) utilizando el método de Nystrom. Esto serd posible en aquellos casos en
los que la férmula de cuadratura (41) posea una férmula de error asintético.

Reconsiderando la relacién (63), podemos escribir
u—u, =A—K,) (K- K,)u=¢,+ 1,
con
en=N—-K)'K-K,u

rn =(A=K,)'—=A=K)") (K- K,u=

=N\—K,) YK, - K)A= K)"'(K - K,)u.
El término 7, suele converger a cero méas rapidamente de lo que lo hace ¢,
aunque probar esta afirmacién conlleva distinguir qué féormula de cuadratura

se considera en cada caso. Asi,
U — Up = Ep,

con ¢, satisfaciendo la ecuacién integral original con miembro de la derecha

el error de integracién numérica (K — K, )u, esto es, verificando

(A= K)e, = (K — K,)u.



2.3. El método Nystrom 81

Finalmente, para acabar esta seccion, estudiemos el condicionamiento
del sistema lineal que aparece en el método de Nystrom. Sea A, la matriz

de coeficientes del sistema lineal (44):
(An)ij = Adij — azk(xi, ;).
Nuestro objetivo es calcular su condicionamiento, el cual se define como
cond(Ay) = [[Anll 14,1,

y demostrar que dicha sucesién esta acotada.

Veamos que

En efecto, como

[Anll = max (Ja;y],...[a,]) =
= n
= Z'ir11ew<n(|)\(5i’1 —ark(xi, x)| + oo [N — ank(4, 24)]),
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el maximo se alcanza para
1 =1, esto es

ALl = [N — ank(xy, 21)| + |agk(xy, 22)| + .. . + | k(x1, 2,)].

Por otro lado,

IN—K,||= sup ||Mu— K,ul.

lullso<1

Asi pues, si encontramos u € Be(py tal que

[Au = Kpul| = [|A4]];
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hemos terminado (ya que tendremos que ||A,| < ||Au — Kyul| < ||X— K,||).

Como

| A — K,ul| = sup
zeD

qn

Mu(w) = azk(e,z;)u(x;)|,
=1

consideremos v : D — R continua, con ||u|l« < 1y verificando:

(21) 1, sid—aik(zy,z1) >0
u(zy) =
' —1 , st A—agk(xy,21) <0

y
u(xj) _ 1 s si Oéjl{?(ZEh.Tj) >0
-1, siojk(zy,25) <0
Entonces
> | Mu(zy) — Kpu(xy)| =
= (N — agk(zq, x1))u(z1) — agk(z, x2)u(zy) — ... —
—apk(xy, ) u(z,)| =
=N = K(x1,21)| + |k (xy, 22)| + . . . + |ank(z1, 2,)| =
1A ]l-
Para A;!,

1A =" sup A .
feRan | 5llo0=1

Para un tal 3, sea = A.'(, o equivalentemente, 8 = A,z. Tomemos
feC(D) con ||flleo = |5l tal que
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Sea ahora u, = (A — K,)~! f, o equivalentemente (A — K,,)u,, = f. Entonces,

por la anterior discusién del método de Nystrom,

un (i) =25, i=1,...,¢.
Por tanto
1A, Blloe = [[7]loe <

<N = K)7HH [ lloe =

= (A = Kp) 7 18]l oo
En consecuencia

1A oo < NN = Ko) 1.
Finalmente, combinando estos resultados, tenemos que

cond(A,) < ||A = K| [|(A = K,)7 Y| = cond(A — K,,).

Por tanto, si la ecuacion (A — K,,)u, = f estd bien condicionada, entonces

también estd bien concionado el sistema lineal asociado a ésta.
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Capitulo 3

BASES DE SCHAUDER

En el capitulo que nos ocupa, vamos a introducir el concepto de base de
Schauder. Asimismo, estudiaremos dos tipos de funciones asociadas a una
tal base de Schauder: los funcionales biortogonales y las proyecciones na-
turales. Estas tres nuevas nociones constituiran piezas fundamentales en el
estudio de la resolucién numérica de la ecuacion integral lineal de Fredholm

de segunda especie, que llevaremos a cabo en el Capitulo 4.

3.1 Dellema de Baire a las bases de Schauder

El objetivo de esta seccion es poner de manifiesto la necesidad de un nuevo
concepto de base: la base de Schauder. Para ello, planteemos la siguiente

cuestion.

85
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. Qué espacios de Banach de dimensién infinita poseen una base nu-
merable? Para responder a esto, haremos uso del lema de Baire, resultado

topoldgico que para nuestros propdsitos se enuncia como sigue:

Lema 3.1. (de Baire) Sea E un espacio de Banach. Supongamos que ¥Yn €
N, GG,, es un abierto denso de E. Entonces ﬂ G,, es un abierto denso de E.

n>1
Equivalentemente, supongamos que Vn € N, F), es un cerrado de E con

interior vacio. Entonces int U E, | =0.
n>1

Ahora, en relacion a la pregunta anterior, supongamos que existe un
espacio de Banach X que posee una base B = {z,},>; infinita numerable.

Dado n > 1, consideremos el cerrado F;,, de X dado por
F, = Lin({xy,...,x,}).

Claramente F,, # X, y por tanto F = (). En consecuencia, segtin el lema de

int (U Fn) =0
n>1

int (U Fn> = X.

n>1

Baire,

lo cual es absurdo, ya que

Por tanto concluimos que no existen espacios de Banach de dimension

infinita que posean una base numerable.

Este es el motivo por el cual surge una nueva nocién de base en un

espacio de Banach, llamada base de Schauder.
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3.2 Primeros ejemplos y propiedades elemen-

tales

Comenzamos esta seccion presentando la nocion de base de Schauder. Este
concepto fue introducido por J. Schauder en el ano 1926 [10] y serd de enorme

utilidad en el desarrollo de este capitulo del siguiente.

Definicién 3.2. Una sucesién {z,},>; en un espacio de Banach X es una
base de Schauder para X si para cada x € X, existe una tnica sucesién de
escalares {a, },>1 tal que

xr = E Qp T,

n>1

Observacién 3.3. De ahora en adelante, cuando hagamos referencia a una
base para un espacio de Banach, nos referiremos a una base de Schauder.
Para evitar confusiones, las bases para espacios vectoriales se suelen llamar

bases de Hamel.

Ejemplo 3.4. 1. Consideremos el espacio de Banach X = ¢y, con la norma

|| [|oo- Veamos que la sucesion {e, },>1 es base de X, donde para cada n > 1,
n)
en=(0,...,0,1,0,...).

Para ello, consideremos un elemento arbitrario z = (z(1), z(2), x(3),...) € co.

Comprobemos inicialmente que
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En efecto,

T — Z z(n)e,

= Sup —=
J=z1 n=1
= (s teli) — (i)} v (suplati) - 0]) -
j=1,....m ji>m
= sup |z(j)] —= 0,
j>m
luego
xr = Zx(n)en
n=1

Veamos finalmente la unicidad de la sucesién de escalares que aparece en la
expresion anterior.

Sea = € ¢y. Supongamos que existe una sucesién de escalares {a, },>1 tal que

T = Zx(n)en = Zanen.

n=1 n=1
En ese caso,
oo
Z(an —z(n))e, =0,
n=1

de donde se deduce, por la expresion de los elementos {e, : n > 1}, que
a, =x(n), ¥Yn>1.
Por lo tanto, {e, },>1 es base de .

2. Sea X =1, (1 <p < 00) y consideremos este espacio de Banach con la

norma || - ||,, donde para cada x € [,

1, = (Z MMV’)

P
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Comprobemos que, al igual que en el ejemplo anterior, {e,},>1 es base de
X.
En efecto, dado x € [,

p

= (Z |x(n)]”) ! 270

n>m

ya que g |z(n)[? es la cola de una serie convergente.

n>m
La unicidad de la sucesion de escalares se comprueba de manera analoga al

ejemplo anterior.

Sin embargo, la sucesion {e, },>1 no es base para l, ya que, por ejemplo,
no existe una sucesién de escalares {a,}n>1 tal que (1,1,1,...) = g €.

n>1

Comprobemos esta afirmacién. Llamemos u = (1,1,...). Veamos, en primer
oo

lugar, que si u = Z anée, entonces a, = 1,Vn € N. En efecto, si para cada
n=1
1 =1,2,... consideramos la aplicacién ®; : [, — R dada por

O;(z) :=2(i), (v€lxn),

(o)
entonces aplicando ®; a nuestra hipotesis de que u = Zanen y usando la

n=1
linealidad y continuidad de ®;, tenemos que

u(i) =Y aneq (i),

luego a; = 1, para ¢ = 1,2,.... Por lo tanto, de este primer razonamiento
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concluimos que si

oo
u = Z A €n
n=1
entonces

=3 e (1)

n=1
)

Finalmente, veamos que no es posible que v = g €n, con lo que concluiremos

n=1
lo anunciado. Si para cadan =1,2,..., llamamos

Sn=Y _¢;=(1,".,1,0,0,...),
j=1
entonces
lim ||sp, — uljoc = lim ||(0,.7.,0,—1,—1,...)]|c = lim 1 # 0.
lo que contradice la identidad (1).

3. Si H es un espacio de Hilbert separable y {e,},>1 es una base ortonormal

de H, entonces {e,},>1 es base de Schauder de H. Ademsés, en ese caso,

xzz<m,en>en.

n>1

para cada x € H,

En efecto, si x = E anén, se tiene que, para cada m > 1,
n>1

< T, ey, >= g p < €p, € >= Q.
n>1

Por tanto, {e,},>1 es base de Schauder de H y

a::z<x,en>en.

n>1
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4. Consideremos X = L,[0,1], (1 < p < 00), con la norma || - ||,, donde para

cada f € L,[0,1],
LN
1= ([ 1)

Fijemos p € [1,00] y definamos una sucesion {f,} en L,[0, 1] como sigue.
Sea f; la funcién constantemente 1 sobre el intervalo [0,1) y 0 en el punto
de abcisa 1, es decir, f; = 1 c.p.d. Para n > 2 definamos f,, considerando un

entero positivo m tal que 2™~! < n < 2™, y entonces sea,

om — 2 om—1
VR R R L |
2n2n—11 2n
) =19 -1 « o l<t<o-l

0 en otro caso

Comprobemos que { f,,} es base de Schauder de L,[0, 1]. Sean ng y mq enteros

positivos tales que ng > 2 y 2071 < ny < 2™y sean I e I, los intervalos

2710-2 2710-1
o)

2ng — 1 2
|:TL() 1 n0_1>

2m0 ) 2m0

respectivamente y consideremos una sucesiéon de escalares {a,}. Sea a el
no—1

valor constante Z Gy fr sobre I; U I, Para r;s > 0 se tiene que rP 4 sP —

n=1
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2((r +s)/2)? > 0, de lo cual deducimos que

no no—1
’ anfn’p_/ | anfn’p :/ |a+an ‘p‘i‘/ ’a—an P
/[011} ; 0.1 ; I B /2 ’

[ lar=
11Ul>

_ |a’ + an0|p + |CL B CLno|p B 2|a’p

= S

> 0.

no—1 n,

0 mi
Por tanto || Z anfollpy < |l Zanfnﬂp, y en consecuencia || Zananp <
n=1 n=1 n=1

ma

| Zananm para my,mg € Ny my < mo.

n=1

Por otro lado, tenemos que L,[0,1] = Lin({f, : n € N}), ya que

({fn : n € N}) contiene a la funcién indicadora de cualquier intervalo diadico
n—1 n
om 7 9m
que 1 <n < 2™,

) , donde m es un entero no negativo y n es un entero verificando

Finalmente, como cada f,, es una funcién no nula, aplicando el Teorema

4.1.24. de [7], concluimos que {f,} es una base para L,[0, 1].

La sucesion {f,} se llama base de Haar para L,[0,1]. EIl hecho de
que fuera una base para este espacio fue demostrado por primera vez por

Schauder en un articulo publicado en 1928 [9].

5. Sea el espacio de Banach X = C(][a,b]) con la norma || - ||«. Una base de
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Schauder para este espacio de Banach es una sucesion {s,},>1 de funciones
de C([a, b]) definidas como siguen: consideremos {¢; : ¢ > 1} un subconjunto
denso de [a, b] de puntos distintos, con t; = a y t; = b. Definamos la funcién
$1 €omo
Sl(t) = 17 (t € [aab])
Para 5 =2,3,...,
sj:la,b) — R
es la funcién cuya grafica es la poligonal pasando por los puntos (t1,0), ...,

(tj_1,0),(tj,1). En particular, para j =2,3,...,
1, sii=j
si(ti) = { L
0 ,siz<y
Vamos a comprobar que {s,},>1 es base de X.

Para ello, sea = € C([a,b]) y supongamos que existen a,, n =1,2,...,
(0.0

tales que x = Zansn. Entonces, por definicién de la norma de C([a,b]),
n=1

la serie converge uniformemente, luego también hay convergencia puntual.

Es decir, Vt € [a,b], z(t) = Zansn(t). Vamos a calcular los coeficientes
n=1

anp,n=1,2,....

Tomando ¢ = ¢; obtenemos
x(t1) = a1s1(ty) + agsa(ty) +aszss(ty) + ... = a1 +0=ay.

Por lo tanto a; = z(t;).

Para t = t5 se tiene que

x(ta) = a181(te) + asa(te) + agss(ta) + ... = a1 + as
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Por lo tanto ay = x(t3) — a;.

Ahora para t = t3 resulta
I(tg) = alsl(tg) + a232(t3) —+ (l383(t3) —f- e, = a181<t3) + a282(t3) —|— as

y por tanto az = z(t3) — agsa(ts) — ai$1(t3)
Razonando de manera andloga para los sucesivos t;, se obtienen finalmente

las siguientes expresiones:
a; = x(t1), paran>2, a, =x(t,) — Y a;si(ty)

Comprobemos, finalmente, que dada la sucesion de escalares {a,, },,>1 definida

por las relaciones anteriores, se verifica que

T = E Qn S,

n>1

m
Para ello, veamos que dado m > 1 arbitrario, E anS, converge uniforme-

n=1
mente a x en [a, b], es decir,

=0.

m
T — E QS

n=1

lim
m—00

o0

En primer lugar, notemos que, al ser z continua en el intervalo [a,b], = es

uniformemente continua en [a, b], esto es,

Ve >0, 30 >0: sis,te€la,b], |s—t] <J, entonces |z(s) —z(t)] < e.

m

Ahora, comencemos comprobando que E a, Sy, coincide con x en los nodos

n=1
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{t1,...,tm}. En efecto, para j = 1,...,m, se tiene que

Z CLnSn(tj) = alsl(tj) + a282(tj) + ...+ CLij(tj) =

n=1 i1
= CLlSl(tj) + ...+ aj_lsj_l(tj) + (l’(t]) — Zaisi(tj)> =
i=1
Ademas, Z @, Sy es lineal en cada intervalo [t;,t;41],7=1,...,m—1, ya que
n=1
paracadan =1,...,m, s, es lineal en [¢;,t;,1]. Por tanto, teniendo en cuenta

m

las dos afirmaciones que acabamos de detallar, Zansn es el interpolante

n=1
lineal a trozos de x en los nodos {t1,...,t,}. Ahora bien, es relativamente

sencillo comprobar que

< w(x,0).

m
xr — E AnSp
n=1

Luego, por la continuidad uniforme de x, se tiene que

m
T — E AnSn

n=1

o0

<w(z,0) < e.

oo

lim
m—00

En consecuencia, {s,},>1 es base para C([a, b]), llamada base de Schau-

der clasica para C(|a,b])

Propiedades 3.5. 1. Si {z,},>1 es base de Schauder de X, entonces X =

Lin({z, : n > 1}). En particular, X es separable (un espacio X se dice se-

parable si contiene un subconjunto denso y numerable de elementos de X,

equivalentemente, existe un subconjunto A de X tal que X = Lin(A4)). A
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proposito de esta afirmacion, surge, de manera natural, la cuestién de plan-
tearnos si el reciproco de la misma es cierto; esto es, si todo espacio de
Banach infinito-dimensional que sea separable posee una base de Schauder.
Este problema se mantuvo abierto durante cuarenta anos y se conoce con el
nombre de problema de la base de Banach. Este fue resuelto finalmente, de
manera negativa, en un articulo publicado en 1973 por P. Enflo ([6]), que
mostré un contraejemplo, en el que se exponia que cierto subespacio cerrado

del espacio separable de sucesiones convergentes a cero, ¢y, no tiene base de

Schauder.

2. Sean X e Y espacios de Banach y sea {z,},>1 base de X. SiT: X —
Y es un isomorfismo, entonces {T'z,},>1 es base de Y.En efecto, sea y €
Y. Comprobemos que existe una sucesién de escalares {b, },>1 tal que y =

E b,Tx,. Asi es, como T es un isomorfismo, existe un tnico x € X tal
n>1
que Tz = y. Entonces existe una tnica sucesion de escalares {a, },>1 tal que

T = Z a,Z,. Por lo tanto, haciendo uso de la linealidad de 7', tenemos que
n>1

y=Tr =T (Z anxn> = Z a1z,

n>1 n>1
A continuacién, veamos que dicha sucesién de escalares es tnica. Asi, sean
{an}n>1 ¥ {bn}n>1 sucesiones de escalares tales que
Yy = E an Tz, = g b, Tx,.
n>1 n>1

Como T es un isomorfismo, existe un tinico x € X tal que # = T~ 'y. Por

tanto, aplicando 7! a la expresién de y, tenemos que

g =T"" (Z anTxn> =71 (Z bnT:z:n> :

n>1 n>1
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luego

T = Zanxn = Z by,

n>1 n>1

Como {z, },>1 es base de Schauder de X, entonces
a, = b,, Vn €N,

con lo que concluimos la demostracion.

Algunas de las propiedades que mas adelante se mencionaran son validas
para cualquier base de Schauder en C([a, b] X [a,b]). Sin embargo considera-

mos mas apropiado restringirnos a la base de Schauder clésica.

Para nuestros propdsitos, es conveniente introducir la siguiente nota-
cién: dado un numero real z, denotemos por [z]| a la parte entera de z, esto
es, al entero max{k € Z : k < z} y llamamos 7 = (71,73) : N — N x N la

aplicacion definida por:
(Vn,v/n), si [Vn]=+vn
7(n) = (n—[vn P [Vn]+1), st 0<n—[Vn]?<[Vn]
(Wnl+ln—[Vn]?=[Vn]), si [Vn]<n-—[yn]?
Es facil observar que 7 es una aplicacion biyectiva, que ademas verifica:
nmeN, n<m=m7(n)<m(m) & mn)<mn(m).
De hecho, 7 nos permite ordenar N x N.
En la siguiente propiedad veremos cémo obtener una base de C([a, b]?)

a partir de dos bases en C([a,b]). La demostracién este resultado puede

consultarse en [3] y [11].
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Proposicién 3.6. Sean {s;}i>1 y {5;};>1 bases de Schauder en el espacio de

Banach C([a,b]) y sea, paran € N

U(r,y) = si(x)5;(y)  (v,y € [a,b]),

donde T(n) = (i, j). Entonces {¥,, },>1 es una base de Schauder para C([a, b]?).

Si {t;}i>1 en un subconjunto denso en [a, b] de puntos distintos, con t; =
a,ty = by {si}i>1 es la base de Schauder asociada introducida anteriormente,

entonces para cada n > 1, escribamos
To(s,t) = si(s)s;(t)  (s,t € [a,b]),

donde 7(n) = (i,7). De aqui en adelante se supondra que {z,},>1 es esta
base de C([a, b]?).

Haciendo uso del orden inducido por 7, veamos el siguiente resultado
técnico, cuya comprobacién es relativamente sencilla si prestamos atencion
a la definicién de la base de C([a,b]) vy a la propiedad que hemos resaltado
de la aplicacion 7. Notemos que el resultado nos proporciona una propiedad
para la base 2-dimensional andloga a la ya vista para la base 1-dimensional:
la funcién n-ésima de la base toma el valor 1 en el nodo correspondiente a

7(n) y vale 0 en los nodos anteriores a 7(n).
Lema 3.7. La base {z,},>1 para C([a,b]?) satisface
para todo s,t € [a,b], x1(s,t) =1

Tn(tis ty) = { Lot rn) = ()

0, si 77Yi,5)<n
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Demostracién. Como 7(1) = (1,1), entonces zy(s,t) = s1(s)s1(t) =

1,Vs,t € [a,b]. Para comprobar la segunda expresién, pongamos

xn(tia tj) - ST1(TL) (ti)srg(n) (t])
Ahora bien, por la definicién de la base clésica de C(]a, b)), sabemos que

{ 1 sii=mn(n)

Sti(n tz =
@ =1 si i < 11 (n)

1 sij=m(n)
Sry(m) (85) = {

0 sij<mn)

Por tanto, tenemos que
.

1 si(i,j7) =71(n)

( . .
i <mi(n),j =T72(n)
o bien
Sri(n)(Ei) S (E5) =

1(m) () Sy (£5) 0 sidizn(n).j<nm

o bien

\ L ’i<7'1<7b),j<7'2(7”l)
Por tanto, si 77'(4,7) < n entonces i < 71(n) o bien j < 73(n), y haciendo uso
de la expresién de s;, () (t;)Sr,n)(t;) que acabamos de obtener, concluimos la

demostracion. O

3.3 Continuidad de los funcionales biortogo-

nales y las proyecciones

En esta seccién, nuestro principal objetivo es el de probar la continuidad

automatica de dos tipos de aplicaciones lineales sobre espacios de Banach
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que tienen bases. A este respecto, comencemos definiendo las mencionadas

aplicaciones.

Definicién 3.8. Sea {z,},>1 una base para un espacio de Banach X. Para
cada entero positivo m, el m-ésimo funcional coordenado z7, para {x,},>1

es la aplicacion de X en R dada por E QpTp — A, ¥ 1la m-ésima proyeccion
n>1

natural P, para {z,},>1 es la aplicacién de X en X definida por Z AnLy

n>1
m
E T
n=1
Con las definiciones que acabamos de introducir, observemos lo siguien-
te:
o0
si x = E anxy,, entonces z (r) = an, Ym € {1,2,...} y, por tanto,
n=1
o m
x = E x; (x)x,. En consecuencia, P, (x) = E ()X,
n=1 n=1

Abordemos ya la continuidad de las proyecciones naturales y de los
funcionales biortogonales. Es claro que, con la notacién introducida en la
definicién anterior,

(Pn — Pao1)(2) = 2, (2) 2n,

lo cual nos proporciona la equivalencia entre las continuidades de P, y x.

Pasamos a enunciar el resultado mas relevante en lo que a bases de
Schauder se refiere, el cual nos asegura, en un ambiente de complitud, la
continuidad de las aplicaciones lineales anteriormente mencionadas. Necesi-
taremos del siguiente concepto: sea A un subconjunto de un espacio normado

y definimos una serie convexa de elementos de A como una serie de la forma
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Z Ay, donde a,, € Ay A\, > 0 para cadan, y Z A, = 1. A lo largo de la
n>1 n>1
demostracion de dicho resultado, haremos uso de la siguiente nocién.

Definicion 3.9. Un subconjunto A de un espacio de Banach se dice CS-

cerrado si contiene a la suma de toda serie convexa convergente de elementos

de A.

Ejemplo 3.10. Todo subconjunto conexo y cerrado de un espacio de Banach

es CS-cerrado.

Ademas, necesitaremos del siguiente resultado técnico.

Lema 3.11. Si A es un subconjunto CS-cerrado de un espacio vectorial nor-

mado, entonces A y su clausura A poseen el mismo interior.

Demostracién. Como int(A) es abierto, es suficiente probar que estd con-
tenido en A. Con este propésito, sea o € int(A). Entonces existe § > 0 tal
que

r+ucA Yu, ||ul <4

Probemos que = € A. Para ello, como A es CS-cerrado, construyamos una

sucesion {a,} de elementos de A tal que

oo

—n
g 27 "%a,, = .
n=1

Si probamos esto, concluimos la demostracion ya que la serie anterior es una

serie convexa. Ahora bien, como

[o.¢]
E 27 "r = x,
n=1
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la relacion que debe verificar la sucesion {a,} es equivalente a que

i 27" (a, —x) =0.
n=1

Probaremos, de hecho, que cada a,, puede ser elegido de manera que ||s,| <

27-"~1§ para cada n, donde

Para comenzar la construccion de la sucesion, sélo necesitamos elegir un

punto a; de A verificando
lar — =] < 6/2.

Esto siempre es posible ya que z € A. Sigamos, a continuacién, un ra-
zonamiento inductivo. Supongamos que aq,...,a,_1 han sido definidos de
manera que |[s.|| < 27719, para 1 < r < n — 1. Entonces, en particular,
12"s,_1|| < 6, por lo que x — 2"s,,_; € A, y podemos, pues, elegir a, € A
verificando

la, — x4 2"s,-1]| < 6/2.

Como s, = 8,1 + 2 "(a, — ), esto prueba que |s,|| < 27714, como se

queria demostrar. a

Teorema 3.12. Sea {x,},>1 una base de un espacio de Banach X. Entonces
los funcionales biortogonales x;, y las proyecciones naturales P,, son continuos.

De hecho, existe una constante M tal que || P,|| < M, para todo n > 1.

Demostracion. Por lo expuesto antes del teorema, nos limitamos a com-

probar la continuidad de los P,.
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Sea pues n € N, y consideremos el conjunto
A={z e X :||P,(2)]] < 1}.

Como P,(r) = z, si x € A entonces ||z|| < 1. Ademds, para cualquier
r € X, como {P,(x)},>1 es convergente, {P,(z)},>1 es acotada. Por lo

tanto,

U (nA) =X

n=1
(en efecto, si © € X, nos preguntamos si In > 1 tal que = € nA. Equiva-
lentemente, la cuestién es si In > 1 tal que || P,(7)|| < n. Si fn > 1 tal que
| Po(2)|| < n, entonces Vn > 1,||P,(x)|| > n, lo cual es absurdo ya que la
sucesion {P,(z)},>1 es convergente).

Por el lema de Baire, A tiene puntos interiores (ya que, como quiera que
X es completo, entonces X es de 2% categoria en si mismo. Por lo tanto,
In > 1 tal que (nA)? # (. En consecuencia A’ # (). Probemos que A es
CS-cerrado, de lo cual, en virtud del lema anterior, se deduce que A tiene
puntos interiores y, en particular, el cero es un punto interior de A (por ser
A simétrico y convexo). Asi A contiene a §U para algin § > 0 y por tanto

1
| P < 5 para cada n.

(o]
Pasemos pues a comprobar que A es CS-cerrado. Sea E Q,a, Una serie

p=1
convexa de elementos de A que converge a ag € X. Veamos que ag € A. Si

ponemos b, = a,a,, entonces || P,(b,)|| < a,, para todo ny p (ya que a, € A,
o0

para todo p). Por lo tanto, para cada n, la serie ZPn(bp) es convergente

p=1
o0 o0
(por estar acotada por la serie convergente Z @), pPONAMos ¢;,, = Z P,(by)
p=1 p=1

v |len]] < 1. Ahora, Pi(b,) = x3(by)z1 y (P — Po1)(by) = z(by)xy, para



104 Capitulo 3. BASES DE SCHAUDER

o [o.¢]
n > 1, por lo que Z z,(b,) es convergente, pongamos \, = Z z, (b,), para
p=1

p=1
cada n y

o0 n

Cp = Z P,(b,) = Z fo(bp)xi = Z (Z xf(bp)> x; = Z i

p=1 i=1 i=

o0

Veamos que ¢, — ag, esto es, E Aix; = ag. En consecuencia,

=1

i=1 =1

y como ||¢,|| < 1, entonces ||P,(ag)|] < 1, para cada n, con lo que con-
cluirfamos la demostracion.
Comprobemos, por tanto, que ¢, — ag. Dado ¢ > 0, existe k£ > 1 tal

que Zap < % Como ||b,|| < a, (va que ||ap|| < 1) para cada p, tenemos
p>k

que [|ag — (b1 + ... + bp)|| <
ra todo n. Como P,(z) — =z, para todo x € X, existe ng € N tal que

(br+...4bg) — Po(br+...bp)|| < %, para todo n > ng. Por tanto, para ese

. Ademas, ||c, — Po(by + ...+ bp)|| < %’ pa-

w| ™

n, tenemos que

llen — aoll < |len — Pu(br + ...+ be) ||+
H|Po(br+ ...+ bk) — (by+ o D)+ [[(0r 4 -+ br) — ag| <
<e

O

La definiciéon de base de Schauder es totalmente valida para espacios
normados. Sin embargo, en el siguiente ejemplo se pone de manifiesto la

necesidad de que el espacio ambiente sea completo para asegurar la veracidad
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del resultado anterior.
En X = ¢y (coo es el espacio de las sucesiones en el cuerpo que son casinulas,

con la norma || - ||« ), consideremos
bp=e1y b, =e€,—e1, paran > 2.

Claramente {b,},>1 es base de Hamel de ¢ypy. Veamos que {b,},>1 es base
de Schauder de c¢q.

Dado = € ¢gp, nos preguntamos si existe una tdnica sucesion {a,},>1 € K

(o)
T = E Qpby,.
n=1

Supongamos que existe dicha sucesion de escalares. En ese caso,

o
T :E apb, =
n=1

verificando

206161+CY2(62—61)+043(€3—€1)+...+Ozn<€n—€1)—|—...:

=(g—ae—az—...—a, —...)e1 +ages + azes + ...

Como = € ¢, entonces x € cy. Por tanto, teniendo en cuenta que {e, },>1

es una base de ¢, existe una unica sucesién de escalares {3, },>1 tal que

37:25n€n25161+ﬁ2€2+---~

n=1

En consecuencia, tenemos que

ar=01+0+...+ 0t ... a0 =03 =03,...,0, = Bp,....

Por tanto, la sucesién {a, },>1 existe, es unica (por la unicidad de los esca-

lares {f3,} respecto de la base {e,},>1 de ¢g) y ademds hemos obtenido una



106 Capitulo 3. BASES DE SCHAUDER

expresion de dichos escalares. Luego {b,},>1 es base de Schauder de cq.
Sea ahora {P,},>1 la sucesién de proyecciones naturales asociada a
la base {b,},>1. Veamos que P; no es continuo. En efecto, el elemento

€1+ ...+ e, en términos de la base {b,} se expresa como

e1tetes+...+e, =e +(ea—e1)+e+
+(ezs—e))ter+...+(en—e1)+e =
=ne;+ (ea—e1)+(eg3—e1)+ ...+ (en —e1).

Entonces
Pi(e1+es+...+e,) = Pi(ne;+(e2—e1)+...+ (e, —€1)) = ney

Sabemos que P; es continua si, y solo si, 3k > 0 tal que || Py (x)|| < k||z|,Vz €
coo- Ahora bien, considerando x = e;+...+e,, si 3k > 0 tal que || P (7)]|c <
k||z| s, entonces Ik > 0 tal que n < k'y, por tanto, acotariamos superiormen-
te los naturales, lo cual contradice la arquimedianidad de N. En consecuencia,

P, no es continuo.

Ejemplo 3.13. (de funcionales biortogonales)

1.- Consideremos el espacio de Banach ¢y de las sucesiones convergentes a
cero. Sabemos que {e, },>1 es base de Schauder de ¢, (ver el ejemplo 1 de la
subeccién Ejemplo 3.4.). Estudiemos los funcionales biortogonales {e} },>1.
Consideremos, en primer lugar la siguiente aplicacién ¢ : l; — ¢f; definida
por
yr—oy): co—R
z— ¢(y)(z) = 35 x(n)y(n)
Usaremos el hecho de que ¢ es un isomorfismo isométrico.

¢
Vn € Nye! € ¢f = 1. Por tanto Vn € Njef = (el (1),€:(2),€:(3),...) € 5.

n\-/r» " n\=/r"n
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Veamos quiénes son los e’ (m), para m = 1,2,.... Claramente, para n € N

fijo y para m > 1, se tiene que

1 —
e;(em) = 6nm = { 0 " 7£ "
., n#Em

Ahora bien, si comprobamos que e’ (m) = e} (e,;,) para m = 1,2, ..., hemos
terminado pues, en ese caso, € (m) = 0pm, Vm > 1y por tanto para cada
n € N se tiene que

n)
er=(0,...,0,1,0,...).

De esta forma conocemos la sucesién de funcionales biortogonales {e},>1
en ¢, que no es mas que la base de Schauder de [; (via la identificacién
dada por ¢) estudiada en el ejemplo 2 de la subseccién 3.4. Por tanto sélo
nos falta verificar que e (m) = e’ (e,,), para m = 1,2,.... En efecto, para
2 : * *
nuestro propdsito basta considerar e} como elemento de ¢ (como ¢ es un
isomorfismo, existird un unico y € [y tal que ¢(y) = €, pero ese elemento y
no nos interesa, sino simplemente e, y su definicién como aplicacién de ¢y en

R). Ahora, atendiedo a la definicién de ¢, para m = 1,2,..., tenemos que

enlem) =D enk)em(k) = e (m),

k=1

con lo que concluimos el ejemplo.

2.- Si ahora consideramos el espacio I, (1 < p < 00), tenemos una situacion
analoga a la que hemos estudiado en el ejemplo primero. Mas concretamente,

sea {e,}nen la base de Schauder de [, que ya vimos en el ejemplo 2 de

1 1

la subseccién 3.4. de este capitulo. Sea ¢ € N verificando — + — = 1
p q

(con el convenio de que ¢ = oo si p = 1). Es conocido que [; y I, son

isométricamente isomorfos, via un isomorfismo ¢ que actia, en este caso, de
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la misma forma a como lo hacia en el ejemplo anterior. Si nos planteamos
estudiar los funcionales biortogonales {e} },,cn, comprobamos que la situacién
es parecida a la ya vista, obteniendo las siguientes conclusiones: para cada
keN,ef €l,yademss e = (0,...,0, kl), 0,...), luego {e’ } ey resulta ser la
base de Schauder de .

3.- Si en el espacio C([a,b]) consideramos la base de Schauder clésica, los
funcionales biortogonales asociados a dicha base ya fueron calculados en el
ejemplo 5 de la subseccién 3.4. Esto es, si {s,},>1 es la base anteriormente
mencionada, la expresion de los funcionales biortogonales es la siguiente:

dada = € C([a,b]), se tiene que
n—1
si(z) = x(ty), paran > 2, sr(x) = z(t,) — si(x)si(tn),
1

7

donde {t; : i > 1} es un subconjunto denso de [a,b], con t; = a y ty = b.

Propiedades 3.14. (de los funcionales biortogonales y de las proyecciones

naturales)

1) Refiriéndonos al ejemplo concreto en que X = C([a,b]), dado z € C([a, b])
J

y fijado j € {1,2,...}, tenemos que P;(z) = Zsj(a@)sz Entonces Pj(x)
i=1
es suma de funciones continuas y lineales a trozos con nodos t1,ts,...,t;,

luego P;j(x) tambiés es continua y lineal a trozos con esos mismos nodos. En
otras palabras, P;(z) tiene por grafica una poligonal con nodos t1,ts, ..., ;.

Ademas verifica:
P](I‘)(tl) = (1181(151) -+ a282(t1) + ...+ CLjS(tl) = a] = x(tl),
y para ¢ < j se tiene que

Pi(z)(t;) = ars1(ts) +. .. +a;si(t;) = arsi(ts) +. ..+ ai—18i-1 () +a; = ().
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En consecuencia, Pj(x) es una poligonal que coincide con x en los nodos
t1,t2,...,t;. Finalmente, como estamos trabajando en el intervalo [a, b] que
o

es compacto, la convergencia uniforme de la serie E an S, a x en el [a,b] nos

n=1
asegura que

|z = Pj(a)[|oc == 0

y por tanto P;(z) interpola linealmente a x en los nodos 1, s, . .., ;.

2) Sea T': X — Y un isomorfismo. Sean {x,}n,>1 v {T(x,)}n>1 bases de X
e Y respectivamente. Si {2} },>1 es la sucesién de funcionales biortogonales
asociada a la base {z,, }n>1, entonces {(T*) 7! (z})},>1 es la sucesién de funcio-
nales biortogonales asociada a la base {T'(xy,)}n>1. En efecto, como T" es un
isomorfismo, entonces T* : Y* — X* es un isomorfismo y (7%)~! = (T~1)*.
Sea y = Z b, T (). Veamos que ((T%)~"(x%,)) (y) = by, Asi es, para cada

n>1
m > 1 se tiene que

(T (%)) (Z M(xn)) = ((T71)"(=},)) (Z bnT<xn>) =

n>1 n>1

= (a3, T7) (Z bnT(:z;n)> _

n>1

=, (T—l (Z bnT(g;n)>) -

=z, (Z bn:rn) =
n>1

::bnu
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con lo que obtenemos lo que habiamos anunciado.

De ahora en adelante, consideraremos que {z}},>1 vy {Pn}n>1 son las
sucesiones de funcionales biortogonales y proyecciones naturales, respectiva-
mente, asociadas a la base de Schauder clésica {x,},>1 de C([a,b]?). Como
consecuencia del Lema 3.7., vamos a deducir, de forma recursiva, una ex-
presion operativa para los funcionales biortogonales z asociados a la base
{y}n>1. Notemos que ya tenemos una expresion de los funcionales biorto-
gonales asociados a la base de C([a,b]) (ver el ejemplo 5 de la subseccion
Ejemplo 3.4. de este capitulo), y lo que nos disponemos a hacer, es similar a

aquello, en cierto modo.
Proposicién 3.15. Si ® € C([a, b]?), entonces
.CL’T((I)) = (I)(tl,tl)

y para todon > 2, si 7(n) = (i,7), tenemos

o (D) = B(t;, 1) ka Van(ti, t)

Demostracién. Como {z,},>; es base para el espacio de Banach C([a, b]?),

entonces se verifica que

para todo s,t € [a,b], hm <Zx xn(x,y)> = ®(s,t).

n=1

Para concluir la demostracion, basta aplicar el Lema 3.7. O

A la vista de esta proposicién, veamos una propiedad que involucra a

las proyecciones naturales, y que es andlogo al caso de C([a, b])
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Corolario 3.16. Sea ® € C([a,b]?) y n € N. Entonces
Po(®) (i, t5) = B (ti, t5)

parai,j € N, y 771(i,5) < n.

Demostracién. Ya que ® € C([a, b]?), tenemos que

Entonces P,(®) = Z Tp(P)xy.
k=1

Por lo tanto, y teniendo en cuenta el Lema 3.7. y la primera parte de la

Proposicién 3.15., tenemos que
Pn(cb)(tl, tl) = x’{(@)xl(tl, t1> = (I)(tl,tl)

Y a la vista del Lema 3.7. y de la segunda parte de la Proposicién 3.15.

tenemos que

Po(®)(ti, ;) = > wi()an(ti, 1) = a5, (@) + Z_ wp(P)an(ts, ;) = O(t;, 1)

O

De este resultado se deduce que, con la base de Schauder clasica para
C([a,b]?), la proyeccién natural n-ésima interpola a la funcién en los nodos

anteriores correspondientes a 7(n)

El siguiente resultado, cuya aplicacion se vera en el Capitulo 4 y que
tiene un enunciado andlogo en el espacio C([a, b]), nos proporciona una esti-

macién explicita de la razén de convergencia, bajo una suposicion adicional
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de regularidad. Con este fin, sea {t;},>1 un subconjunto denso de [a, b] y sea
n > 2y escribamos A, para el conjunto {tq,%s,...,t,} ordenado de forma

creciente.

Corolario 3.17. Sea ® € C'([a,b]?) y

od
M := max {Ha

.}

Supongamos que M # 0 (en otro caso, el resultado es trivial). Dado ¢ > 0,
para todon >2 con A, ={t; =a <ty <...<t,1 <t,=">} tal que

max (t; —t;-1) < 2
X Ui — Ui— VBV
i=2,...,m ! AM

entonces se verifica

1@ — (@) <&

Demostracién. En primer lugar, consideremos (u,v) € [a,b)? y fijemos
un rectangulo [t;, t;41] X [tj,t;41] determinado por A, x A,,, de manera que
(u,v) € [ti, tiz1] X [t;,tj41]. Notemos P a la restriccién de P,(®) a [t;, ti11]
[tj,tj41]. Como cada elemento z; de la base de C([a,b]?) es producto de dos
elementos, s; y s;, de la base de C([a, b]), v los s; en cada intervalo [tg, 1]
son lineales o cero, el producto de dos s; es un polinomio cuadratico en dos
variables en cada intervalo [t,tx1]. Entonces existen ci, ¢, c3,c4 € R tales

que
P(s,t) = c18t + 28 + c3t + ¢4, ((s,t) € [ti, tiva] X [tj,tj41]) -
Aplicando el Corolario 3.16. y la desigualdad triangular, obtenemos

|[@(u, v) = P(u,v)] < [(u,v) = B(t;, ;)| + |P(u,v) = P(ti, t)] . (2)
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Con el objetivo de completar la demostracién, vamos a conseguir una cota
superior para cada término de la parte derecha de la desigualdad (2). Para
el primero, si llamamos < - > al producto interno usual de R?, entonces el
teorema del valor medio asegura la existencia de ((1,(2) € [ti, tit1] X [, tj41]

de manera que
D, 0) — Bt 1) = (VO(Gr, G, (1 — 0 — 1)
y gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
€

[(u,0) = Bt )| < VEM— < = 3)

De nuevo, el teorema del valor mefio nos proporciona una cota superior para
el segundo sumando de (2). Por un lado, en virtud de dicho resultado, existe

t € [tjathrl] con

0P
D(titjp1) — (L, t5) = E(tiat)(tﬂ-l —tj)

y por otro lado, como, por el Corolario 3.16., ®(¢;,t;) = P(t;,t;) y ®(ti, tj41) =

P(t;,t;+1), entonces

0o
cr(tj — )t + es(tjn — t5) = a(tiat)(tjﬂ-l —tj).

En consecuencia

0P
ity +c3 = E(ti’ t),
y por tanto
leiti + c3| < M.

Utilizamos exactamente este mismo argumento con los puntos (f41,%;) ¥y
tit1,tj+1), obteniendo
leitivr + c3] < M,
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que junto con la anterior desigualdad nos proporciona, por un sencillo argu-
mento de convexidad,
leyu + c3) < M. (4)

Argumentando de forma similar con los puntos (t;,t;) y (ti+1,t;), se deriva
que
leit; + e < M. (5)

En consecuencia, a la vista de (4) y (5), el segundo término de la parte

derecha de (2) verifica

’P(U, U) — P(t“ t])‘ = \cluv + Ccou + Cc3v — Cltitj — Cgti — Cgtj’

= |(cru+¢3)(v = t;) + (et + c2)(u — ;)|

6

eM (6)
< 2——
— AM

<

DN ™

Finalmente, (2), (3) y (6) implican que
|P(u,v) — P(u,v)| <e,
y como esto se verifica para todo (u,v) € [a, b]?, entonces
@ — Pl <ce,

como se queria demostrar. a

Como se puede observar en el enunciado del corolario, podemos contro-
lar la velocidad de convergencia sin mas que tomar los nodos suficientemente

proximos.



3.3. Continuidad de los funcionales biortogonales y las proyecciones 115

Observacién 3.18. Si analizamos la demostracién que acabamos de llevar
a cabo, se observa que es suficiente que ® sea una funcién continua en [a, b] x

[a,b] v de clase C! en [a, ] x [a,b] excepto quizés en las lineas

{t;} x [a, ], 1=1,2,...,n

la,b] x {t;}, i=1,2,...,n.

Esto es debido a que sélo se usa que ® € C'([a,b] X [a,b]) para aplicar el
teorema del valor medio, pero los puntos ({1, (s2) que nos proporciona dicho
teorema estan en el intervalo abierto |t;, ;1 1[. Por tanto, en las hipdtesis del

teorema podriamos debilitar la regularidad de .
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Capitulo 4

APORTACIONES A LA
ECUACION DE FREDHOLM

En este capitulo estudiaremos un nuevo método numérico para resolver la
ecuacion integral de Fredholm de segunda especie (A — K)u = f. Més con-

cretamente, si
k:la,b] x [a,b] — Ry f :[a,b] — R son funciones continuas, A\ € R\{0},

entonces 1" denota el operador
T: O([a,4)) — C([a, )

definido por

b
T =5 |70+ [ Kapuds|, (e Clabe e o)

Por lo tanto, el objetivo es el de obtener un método numérico que permita

hallar el inico punto fijo del operador integral 7.

117
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El método se propone esta basado en el uso de bases de Schauder y nos
proporciona una sucesion de funciones continuas que converge de manera
uniforme a la solucion del problema y una estimacién de la velocidad de
convergenvia. Entre algunas de las principales ventajas que presenta respecto
a otros métodos clasicos, tales como colocacién o Galerkin, podemos senalar
que las integrales que aparecen en este método son inmediatas por lo que no
es necesario el uso de ningin metodo de cuadratura para calcularlas, ademas
de no tener que resolver ningin sistema de ecuaciones lineales, como ocurria
con los métodos de colocacion o Galerkin, y que puede complicar en exceso

el calculo de una solucién para nuestro problema.

4.1 Nuevo método para la resoluciéon de la

ecuacion de Fredholm

Comencemos observando que podemos determinar, en términos de la base de
Schauder {z,},>1, la imagen de una funcién continua via el operador T de
manera sencilla: fijemos u € C([a,b]) y sea ® € C([a,b]?) la funcién definida

por

O(s,t) = k(s,t)u(t), (s,t € la,b]).

Entonces se tiene que

lim || — > " a7 (@)oo = 0
n=1

m>1
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Por lo tanto,

) =5 (s60+ [ ot o)

|
> =
—
©
+
@\é‘
VRS
L
3]

3 x
=

8]

3

w
N
~__
joH
~
~__—

A continuacién enunciaremos el principal resultado de este capitulo, el
cual contiene las ideas clave del método numérico. Haciendo un uso reiterado
del teorema del punto fijo de Banach, podemos obtener una sucesion de
funciones que converge a la solucion de la ecuacion integral de Fredholm,
pero el problema que presenta este procedimiento es que soélo se puede llevar
a cabo explicitamente en algunos casos, por la dificultad que presentan las
integrales que van apareciendo en el proceso. Asi, aplicando inductivamente
el teorema de Fubini, para u € C([a, b]), obtenemos la expresion de T"u(ty),

que es

T"u(tl) i\f(tl —|——/ K tl,tz)f(tg) dt2+

1 b b
+§/ / K (t,t2) K (T2, t3) f (t3) disdts + ... +
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1 b b
+>\n71 / n—2) / K(tla tZ) e K(tn—Qy tn—l)f(tn—l) dtn—l o dtZ‘l‘

1t b
+F/ "-_.1-)/ K (ty, 1) K (ta, t3) - - - K(tn—1,tn) f(tn) dby - - - dly+

1 b b
+F / ), / K(t1,t)K(to,t3) - K(tn, tni1)u(tny1) dtpyq - - - dis,

y podemos observar que resultaria extremadamente dificil (o incluso imposi-
ble) calcular las integrales que ahi aparecen. Para resolver este problema que
se nos plantea en la integracion, haremos uso de las proyecciones naturales
y, entonces, en vez de integrar una funcién, lo que haremos sera integrar
su desarrollo en serie en la base de Schauder truncado por una proyeccién

natural y repetir sucesivamente el proceso.

La idea clave de utilizar el teorema del punto fijo de Banach truncando

las funciones se describe en el siguiente resultado.

Teorema 4.1. Sean m € N y ny,...,n,, € N. Consideremos k € C([a,b]?),
go, [ € C([a,b]),\ € R\ {0} y el correspondiente operador integral de Fred-

holm T'. Dado i =1,...,m, definimos inductivamente las funciones

D;_1(s,t) == k(s,t)gi_1(t) (st € [a,b]),

gi(s) = {f(s) +/ab Pnitbi_l(s,t)dt} (s € [a,b]).

> =

Si para todo it =1,...,m,e; > 0 se verifica que

| Tgi—1 — gill < eis
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entonces

) m
||g - gm“oo S Z Hgo - TgoHoo + Zaiam”,
i=m =1

donde g es la solucién de la ecuacion integral de Fredholm Tu = u y o =
1Kl

Al
Demostracion. Dado que

19 = gmllso < lg =T golloo + |gm — T™ gol| oo (1)

vamos a obtener por separado una cota superior para cada término de la
parte derecha de (1).
Teniendo en cuenta la expresién de T™ que hemos calculado anteriormente,

para todo g, h € C([a,b]) y para todo ¢ = 1,...,m, tenemos que

|7 — Th|| < (%) g — @

Como nuestro problema tiene existencia y unicidad de solucién, gracias a que

K %
o< ]_, entonces la serie E (u €S una serie geometrlca de razén menor

; Al
1>1
que 1, luego convergente. Entonces, haciendo uso del teorema del punto fijo

de Banach, obtenemos que

lg = T™golloe <D ’llgo — Tol|oo- (3)

i=m

Por otro lado, para todo g,h € C([a,b]), y tomando ¢ = 1 en la expresién

(2), tenemos que

[Tg — Thlle < g = hlloo;
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entonces si ¢ = 1,...,m, tenemos que

y por tanto,

19:i = T'golloe < 1198 — Tgi-1lloo + 11T 9i—1 — T"golloo

<&+ IT(gie1 — T g0) 0o

<&+ allgi-1 — T golloos

lgm =T golloc < €m + l[gm-1 —T™ ' golloe <

<em+agm1 + 0% gmo — T g0l <
<éemtacm_1+alemo+|gms —T" 3gollec < ... <
<emtacg,_ 1+ a25m,2 +...+

+am ey + ™ Mg — Tgollo <

<emtaeg,_1+ 042€me +...+

+a™ ey + o e+ allgo — gollo) =

—emtac, 1 +a%e, o4 ...+am 2eg+am e =

= zm: €Z‘Oém7i.
(4)

Por tanto, lo que se pretende demostrar se sigue claramente de (1), (3) y (4).

O
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Con la siguiente proposicion, lo que se pretende es completar, en cierto
modo, el teorema anterior, de manera que si suponemos ciertas restricciones
adicionales, podemos determinar qué numeros naturales nq,...,n,, deben

tomarse en el teorema anterior.

Proposicion 4.2. Con la notacion del Teorema 4.1., supongamos que k €
C'([a,b]?), go,f € C*([a,b]), A #0, y parap € N, M, # 0, donde

Ok ,
S| ot + W1l

ok
My = ma (| S5 oyl

Dado €, > 0, fijemos n, > 2 y supongamos que A, :={t; =a <ty <...<
tn,—1 < tn, = b} satisface
epl Al
max (t; —ti_q) < —2 .
z’:2,...,np( i~ tie) 4M,(b— a)
Entonces

||T9p—1 - ngoo < &p.

Demostracién. En efecto, como ®,_(s,t) = k(s,t)g,—1(t) entonces

0, Ok 0D, Ok ,
ai . (Sv t) = %(87 t)gp,1<t), aZ; - <S7 t) = 5(87 t)gp*1<t> + k(57 t)gpfl(t)

0P, 0P,
e {12527 e | 25 e =

Luego

ok ok ,
= max {5 p-1les 15 991 + gyl b <

ok ok
< {15 Ll 155 D+ Wil =

= M,
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Por lo tanto

e SV
Os "N oo e

M, > max{“

Ahora, aplicando el Corolario 3.17. (ver Observacién 3.18.), puntualmente

para s € [a, b], obtenemos que

o) =) =[5 (760 + [ 0pststy ) -

< <f(s) + /ab P, (s, 1) dt)‘ -

b
‘%\/ ((I)P—l(svt) - Pnpq)p—l(S,t)) dt‘ <

1 b
S |—)\|Hq)p,1 — Pnpq)pluoo/ 1 dt -

1
= Wll%—l — P, ®pifloc(b—a) <
< b—a)S Al
— AN Pb—a
:gp_

En consecuencia, variando s en [a, b], concluimos que
1T gp-1 = Tpllc < &p

como se queria demostrar.
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4.2 Ejemplos numéricos

Para concluir este ultimo capitulo, presentamos un ejemplo numérico en el

que se pretende aproximar la solucion de la siguiente ecuacién:

Su(z) — / euly) dy = f(z), (0<z<1). (5)

En este ejemplo vamos a comparar los resultados obtenidos por el método
clasico de colocacion, en su version de colocacion lineal a trozos vista en la

seccion 2.1.5, y por el método que hemos planteado en la seccién anterior.

Consideramos las funciones
uM(z) = e %cosz, uP(x)=+xz, (0<z<1)

como soluciones exactas de la ecuacién (5) para definir f(x) convenientemente

en cada caso.

Parai=1,2, EY representa lo mismo que ya vimos en aquel ejemplo de
la seccién 2.1.5, esto es, representa la méaxima diferencia, en valor absoluto,
entre el valor de la solucion exacta y la solucion aproximada en los nodos del
método de colocacion, es decir,

(i) _ O (g.) — (s,
B = max [u(e;) - (z))

Y

siendo u¥(z) la solucién exacta, parai = 1,2,y {x; }5%} los nodos del método

de colocacién, esto es, z; = (j —1)h, j =1,2,...,n+ 1, siendo h = —.
n

Para comparar estos resultados con los obtenidos por nuestro método,

hemos procedido de la siguiente forma:
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En la definicién de la base de Schauder de C(]0, 1]) hemos considerado

el conjunto denso

113 3 2k — 1
0,1,=,=,=,...,—, —,.
{ ) 7274747 72k7 2k7 ) 2k ) }
Fijado k, el conjunto
113 1 3 2k — 1
0,1,=,— 2 = = :
{7 72’4747 72k72k.’ ? 2k }

coincide con los nodos del método de colocacién para n = 2%, y el cardi-
nal de dicho conjunto es n + 1. De esta forma, al aplicar nuestro método,

consideraremos los valores nq,...,n,, indicados en el Teorema 4.1. como
ny =...=n,, =n-+ 1. Asimismo, notamos por g,(f%,(x) la aproximacion de la

solucién exacta v (x) obtenida por nuestro método numérico, considerando

f(z)

como aproximacién inicial go(x) = o en ambos casos. El nimero p € N

especifica el nimero de iteraciones realizadas para cada n fijo. Para cada ite-
racion, notamos F}LZI), la maxima diferencia, en valor absoluto, entre el valor
de la solucién exacta u'?(z) y la solucién aproximada g,%(x) en los nodos
especificados anteriormente, esto es,
FY = max ‘u(i) ;) — g\ (x; ‘ .
n,p 1<j<nt1 ( ]) gn,p( ])
Para determinar el nimero natural p, hemos establecido, en la ejecucion del

método, el siguiente criterio de parada: elegimos p tal que

F,
— P 141072
Fn7p+1

Los resultados que hemos obtenido al programar ambos métodos con Mathe-
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matica son los siguientes:

n p By Fiy
n= p= 3.27 x 107* | 2.55 x 10~
n=16|p=10|8.18 x 1075 | 6.36 x 107>
n=32|p=11[204x1075 | 1.58 x 107°

n p EY Py
n=8 |p=7|275x107%|2.09 x 107*
n=16|p=89.65x107*| 7.62 x 10~*
n=32p=9|340x 10| 2.76 x 10~*

Como podemos observar, los errores que se cometen al aplicar el nuevo
método numérico son del mismo orden que los del método de colocacién.
Sin embargo, hay que tener en cuenta que estos resultados se han obtenido
utilizando la base clédsica de Schauder para C([0, 1]) y éstos mejoran cuando
se considera una base mas compleja en dicho espacio. A pesar de conseguir
peores resultados, hemos preferido hacer uso de la base clasica para favorecer
la simplicidad de los enunciados que se han presentado en esta memoria. El

uso de otras bases en el espacio C([a, b]) serd objeto de préximos trabajos.
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