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Notaclones

Notaciones generales

Dado z € RN, |z| = /32N | 22,
Br={z eR": |z| < R}.
Q2 C RY dominio (abierto y conexo).

Vu:<@ Qu 8“),gradientedeu:9—>]R.

O0x1’ Oz’ ’Eﬂ;;
Au:g%‘—%g%+---+%,laplacianodeu:Q%R.
1 2 N
div(¢) = g—i%—g—i—#---%—gﬁ—x, divergencia de ¢ : A C RV — RY.
Apu = div(|Vu[P~2Vu), p-laplaciano de u : @ — R.
A%y = A(Au), bilaplaciano de u :  — R.
LP(Q) = {u medible en Qy [, |uf’ < o0}, con1<p < .
L>*(Q) ={u:Q — R; ues medible y 3C € R : |u(z)| < C c.t.p. en Q}.
Lfoc

C.(2) ={ueC(Q): ulr)=0Vr € Q\ K donde K C 2 es un compacto}.

(Q) ={u:Q—R: uxgx € LP(Q)V compacto K C 2}, con 1 <p < oc.

C*(92) son las funciones k veces continuamente diferenciales en Q (k > 0).

C=(9) = NCHQ).

CH(Q) = C*(Q) N CL(Q), k > 0.

CP Q) =< ueC’Q): sup —lu(m)_“éy)‘ < 00
x,y€eN |2yl
zFy
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Capitulo 1

Introduccion y resumen de resultados

En muchas disciplinas que abarcan el conocimiento humano encontramos nume-
rosas circunstancias que pueden modelarse por ecuaciones diferenciales. La magni-
tud de problemas posibles que podemos plantear es tan amplia que es inabarcable

analizar cualquier ecuacion de una manera genérica.

En esta tesis estudiamos propiedades de soluciones estables de ecuaciones elip-
ticas semilineales con no linealidades generales. Esta clase de soluciones incluye
minimizadores locales del funcional de energia asociado, soluciones minimas, solu-
ciones extremales, y también algunas soluciones que se encuentran entre una sub
y super solucion. Particularmente trabajamos cuatro problemas: dos en el espacio
euclideo RV y dos en la bola unitaria donde obtenemos resultados relevantes para

la solucién extremal.

Nuestra motivacion para trabajar este tipo de soluciones se debe, en primer lugar
al estudio de resultados obtenidos por Cabré, Capella, Dupaigne, Farina, Sanchon,
Villegas y Warnault, entre otros, sobre la existencia, monotonia, estimaciones de
derivadas radiales y regularidad de una solucién estable. Ademas utilizamos ideas

de los autores para completar parte de los trabajos, obtener nuevos resultados y
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responder a preguntas abiertas propuestas por los mismos. Otra motivacion del
presente trabajo es dar respuesta a diferentes cuestiones planteadas en el proyecto

de investigacion MTM2009-10878.

Estamos particularmente interesados en las relaciones entre su estabilidad, sime-
tria y regularidad. Por resultados obtenidos por Warnault en [36], Cabré, Capella y
Sanchon en [6] respecto de la simetria radial en el caso de la bola unitaria, consi-
deramos para nuestro trabajo mayoritariamente soluciones radialmente simétricas.
Sin embargo, en el segundo capitulo obtenemos un resultado para una solucién no

necesariamente radial.

A continuacién describimos brevemente los resultados principales obtenidos en

cada capitulo de esta Tesis.

El segundo capitulo de la tesis estd dedicada al problema —Au = f(u) en RY
con N >1, f>0, fe C? f#0. Damos respuesta a la pregunta de si son o no
necesarias las condiciones (9) — (10) del Teorema 1.1 de [13]. Para ello demostramos
que toda solucion estable (no necesariamente radial) es constante para N = 1,2 si
f se anula en algtin punto de un intervalo [a,b] C Ry f/ >0,y para3 < N <9
construimos un ejemplo para mostrar que las condiciones impuestas en [13] son

necesarias.

El tercer capitulo esta dedicada al problema —A,u = f(u) en RY, donde N > 2,
p>1,y f € C'(R). Extendemos algunos de los resultados obtenidos por Villegas en

[33], adaptandolos a nuestro problema. Obtenemos estimaciones puntuales 6ptimas

para una solucién semi-estable radial parap > 262 >p > 1y % > N,
donde el valor minimo de 2(’;)(_— Vf)(_Qp_J;l)) es 10 + 6v/3 ~ 20.39 y se alcanza cuando

p = 2v/3 — 2 ~ 1.46. Por ello, en términos generales, podemos observar que si

N <20 6 p > 2 el resultado principal es 6ptimo.

El cuarto capitulo esté dedicada a establecer estimaciones para soluciones semi-



estables del problema —A,u = g(u) en B; \ {0}, donde p > 1, B; es la bola unitaria
de RY, vy g : R — R es una funcién localmente Lipschitz. Logramos mejorar los
resultados obtenidos por Cabré, Capella y Sanchon en [6], y responder afirmativa-
mente a la pregunta sobre la posibilidad de eliminar el factor logaritmico |log r|%
en la estimacion del item ¢) y d3) del Teorema 1.2, ademéas de obtener estimacio-
nes puntuales para las derivadas radiales hasta orden 3 para N > p + 4p/(p — 1)
cuando g > 0, g > 0 y es no decreciente, y g > 0, es no decreciente y convexa, res-
pectivamente. Finalmente como aplicacion de los resultados principales, obtenemos

estimaciones 6ptimas para la solucién extremal.

El dltimo capitulo esta dedicado al problema A%u = Af(u) en By, u = % =0
en 0B;, donde n es el vector unitario normal exterior, A > 0 es un parametro, y
f € CYR). Warnault en [36] demostré que la solucién extremal u* esta acotada
para dimensiones N < 9. Por otro lado, en un trabajo anterior Déavila, Dupaigne,
Guerra y Montenegro en [I1] demuestran que para f(u) = e* la solucion extremal
u* estd acotada para dimensiones N < 12 y es singular para N > 13, lo que deja
abierto si la solucion extremal u* esta acotada para dimensiones 10 < N < 12y para
una no linealidad general. Nosotros logramos demostrar que la soluciéon extremal u*

esté acotada para la dimension N = 10. Ademas obtenemos estimaciones cerca del

origen para N > 11.

En el resto de este capitulo se presentan las definiciones y los resultados preli-
minares que se utilizardn a lo largo de la tesis, y describimos nuestros principales

resultados.
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1.1. Teoremas de Liouville para soluciones estables

de ecuaciones elipticas semilineales
En este apartado estudiamos el siguiente problema
— Au = f(u) en RY, (1.1.1)

donde f € C'(R). Consideramos soluciones clasicas u € C?(R") no necesariamente
radiales.

Una solucion u de ([1.1.1)) se dice estable si

[ Iver = e 2o,

para todo £ € C(RY).
Dupaigne y Farina establecen condiciones para que una solucion estable de (|1.1.1))

sea constante, obteniendo el siguiente teorema

Teorema 1.1.1 (Dupaigne y Farina [13]). Sea I = (a,b) C R un intervalo abier-
to mawximal, posiblemente no acotado, tal que 0 Z f € C*(I;R) N C°(I;R) es no

negativa, no decreciente, convexa en I y se anula en algin punto de I. Se define

2
a(w) = ;@ = lmsupq(u); Qo = liminf g(u); oo = limsup g(u),

ff” u—szt u—z u—b—

donde z = sup {u cl=lab CR: flu)= O} y b = supl. Supongamos que u €
C?*(RY) es una solucion estable de (1.1.1). Entonces, u es constante si N < 2 y

0<qgo<qo<+00 y 0<qoo <+ (1.1.2)

o st N >3 y se cumplen las siguientes condiciones



1.2 Estabilidad en el caso del p-laplaciano en R 5}

4
_ 4 — _

Los autores plantean si las condiciones ((1.1.2))-(|1.1.4)) son necesarias para el teo-
rema anterior. Damos respuesta a dicha pregunta a través de los casos: primero para

dimensiones N = 1,2 obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.1.2 (Navarro y Villegas [27]). Sea N <2, y0 # f € C*(R) una funcidn
no decreciente que se anula en algin punto de 1. Supongamos que u € C*(RY) es

una solucion estable de (1.1.1)). Entonces u es constante.

Por otra parte para las dimensiones 3 < N < 9, obtenemos la siguiente proposi-

cion:
Proposicion 1.1.3 (Navarro y Villegas [27]). Sea 3 < N <9 y g > 0 satisfaciendo
4 (1 L 1 ) < 1
N -2 Vi) T a
Entonces eziste u, € C°(RY) con uy (RY) = (=00, —1] y f, € C®°(R) tal que u,

es una solucion estable de (L.1.1) con f = f,, y f, satisfaciendo fq, f,, f >0 en R,

12
limy, o fq(u) =0yq =qo=lim, ffLﬂ;/(zo =4q.

En resumen, podemos afirmar que la condiciéon ((1.1.2]) no es necesaria si N < 2,

y que las condiciones ((1.1.3)) y (1.1.4)) resultan ineludibles.

1.2. Estabilidad en el caso del p-laplaciano en RY

En la siguiente unidad estudiamos el problema
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—Ayu= f(u) enRY (1.2.1)

donde N > 2, p > 1, Ayu := div(|Vu[P72Vu) es el p-laplaciano de u, y f € C*(R).
Diremos que una soluciéon u de ((1.2.1]) es semi-estable si

p2 ) o Vu L) 2\ [ e
Q€)= [ 1w {<p 2) (o ¥¢) +|vs|} [ e =0

para toda £ € C°(RY).
Para este problema no encontramos resultados conocidos en la literatura. Noso-
tros logramos extender los resultados de Villegas en [33], y obtenemos los siguientes

teoremas:

Teorema 1.2.1 (Navarro y Villegas [30]). Sea N > 2 y u una solucion radial semi-
estable verificando u,.(r) # 0 para todo r > 0 (no necesariamente acotada) de ((1.2.1).

Entonces existen M,rq > 0 tal que para todo r > ry,

(N2 S ) _
u(r)| > M N#p+ip/o=1) (1.2.2)

log(r) si N=p+4p/(p—1).
Teorema 1.2.2 (Navarro y Villegas [30]). Sea N > 2 y u una solucion radial semi-

estable verificando u,.(r) # 0 para todo r > 0, acotada de (1.2.1)). Entonces,
i) N>p+4p/(p—1).

ii) Eziste M > 0 tal que para todo r > 1, se tiene

N—-1
[u(r) = ol = M3V )

donde o, = lim, o u(r).

Finalmente mostramos que el Teorema [1.2.1| es 6ptimo para p >262 >p > 1

2p(v2—p+1)
Y oy = V22
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1.3. Soluciones extremales

1.3.1. Soluciones extremales: Caso p-laplaciano

En esta seccion trabajamos sobre el problema

— Apu = g(u) en By \ {0}, (1.3.1)

donde p > 1, B; es la bola unitaria de RY, y g : R — R es una funcién localmente
Lipschitz.
Por abuso de notacion, escribimos u(r) en lugar de u(z), donde r = |z| y 2 € RY.

Se denota por u, la derivada radial de wu.
Una solucién radial u € W7 (By) de ((1.3.1)) tal que u,(r) < 0 para todor € (0,1)

se dice semi-estable si

[ =l 6 - e =0
By
para toda funcién radial ¢ € C! (B \ {0}). En este caso ampliamos el principal

resultado obtenido por Cabré, Capella y Sanchon en [6].

Teorema 1.3.1 (Cabré, Capella y Sanchon [6]). Sea g una funcion localmente Lips-
chitz y u € WP (By) una solucion radial semi-estable en By \ {0} de (1.3.1) satis-

faciendo u,(r) < 0 para todo r € (0,1). Entonces:
a) Si N <p+4p/(p—1) entonces u € L>®°(By). Ademds,
[ull ooy < O l[ellrngs,y »
donde C,, es una constante que depende de N y p.
b) Si N=p+4p/(p — 1) entonces u € L1(By) para todo q < +00. Ademds,

u(r)| < Cp lullwrsp,) (logr| +1) en By,
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donde C,, es una constante que depende solo de p.

¢) SiN>p+4p/(p—1) y q < qo, entonces u € LU(By) y

HUHL‘I (B1) = < CNpaq HUHWIP (B1)

donde Cy pq €s una constante que depende de N, p, y q. Ademds,
_i(N_o /N=1_,_ 1

lu(r)| < Cnpr P(N Vo P 2) <|logr\Zz + 1) en By,
donde Cn, es una constante que depende de N y p.

d) Asumiendo que g es no negativa. Entonces:

d1) Se tiene

19000, < o {10 = 01 By + N
donde Cn, es una constante que depende de N y p.
d2) v € WY(By) para todo q < q1, y
[ullwragp,y < C sig <a,

donde C' es una constante que depende de N, p, q, y cotas superiores de

HuHLl(Bl) Y9

d3) Si N >p+4p/(p — 1) entonces

()] < Cwp ltllgrns #3532 logrfs en By,

donde C, es una constante que depende de N y p.
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La definicion de q, para k = 0,1, esta dada por

1 .1 2 N—1 k—1 2 .
w Ty N TN —w SNzZp+Ap/lp-1),
qr = +00 si N <p+4p/(p—1).

Hemos respondido afirmativamente a la posibilidad de eliminar el factor loga-
ritmico del teorema anterior en el item ¢) y d3), obteniendo ademés estimaciones
puntuales 6ptimas de la derivada radial de u hasta orden 3, mostradas en los si-

guientes teoremas:

Teorema 1.3.2 (Navarro y Villegas [28]). Sea p > 1, g : R — R wuna funcion
localmente Lipschitz, y u € WYP (By) una solucion radial semi-estable de ([1.3.1)
satisfaciendo u,(r) < 0 para todo r € (0,1). Entonces existe una constante Cy,,

dependiendo solo de N y p tal que:
i) Si N <p+4p/(p—1), entonces
[u(r)] < Cnp llullyro(pmr) - V7 € (0,1]:
i) Si N =p+4p/(p—1), entonces
()] < Gyl (o) (logr| + 1), ¥r € (0,1),
i) Si N >p+4p/(p—1), entonces
_1(N—9, /N=1_H o
IR T ——C ) vre (0,1

Teorema 1.3.3 (Navarro y Villegas [28]). Sea N > p+4p/(p—1), g: R — R una
funcion localmente Lipschitz, y w € WP (By) una solucion radial semi-estable de
(1.3.1) satisfaciendo u,.(r) < 0 para todo r € (0,1). Entonces existe una constante

~N.p dependiendo solo de N y p tal que:
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i) Sig >0, entonces

-1 (N—z %—2)

[ur ()] < Oy I Vull o , Vr e (0,1/2].

Bi\By ) r

ii) Si g >0 es no decreciente, entonces

s ()] < Chyy [Vl a0,y 7 V55772 r e (0,1/2),

ii1) Si g > 0 es no decreciente y convezra, entonces

1

[trrr ()] < Oy [IVl] o )fp(N_Q ) g e (0,1/2].

Bi\By 2

Como aplicacion de los teoremas anteriores, estudiamos la regularidad y estima-

ciones para soluciones del siguiente problema:

—Apu = Af(u) en By,
u > 0 en Bj, (1.3.25p)
u = 0 en 0B,

donde A > 0 es un parametro y f es una funciéon C! creciente con f(0) >0y

TG, (1.3.3)

t—+oo tP—1
Para este problema Cabré y Sanchén en 7] demuestran que existe un parametro
positivo A* tal que si A € (0, \*), la ecuacion admite una solucion regular
minimal (la mas pequefia) decreciente en r uy € CY(B;) y si A € (\*, +00) en-
tonces no admite solucién regular. Ademas, para A € (0, \*) la solucién
minimal u, es semi-estable. Por otro lado, podemos considerar el limite creciente

u* = limy s\~ uy que se llama solucion extremal de ((1.3.2),)), y es una solucion débil

de (1.3.2),)) para A = \*.

Finalmente obtenemos para la solucion extremal el siguiente teorema que amplia

los resultados obtenidos por Cabré et al. en [6].
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Teorema 1.3.4 (|28]). Sea p > 1. Supongamos que f satisface (1.3.3). Sea u* la
solucion extremal de (1.3.2) ). Se tiene que

i) Si N <p+4p/(p—1), entonces u*(r) < C(1—r), Vr € (0,1].
i) Si N =p+4p/(p—1), entonces u*(r) < C|logr|, Vr € (0,1].
ii1) Si N >p+4p/(p— 1), entonces

u*(T)SC( (-2 =) 1),Vr€(0,1].

iv) Si N >p-+4p/(p—1), entonces

o0 ()] < or s (IR e (0,) ke (1,2).

v) Si N>p+4p/(p—1), y f es convexa, entonces

(N2

ity ()] < O 32 g e (0,1),

Donde C = C’Npter[rllgll [ur(t)], y Cnp es una constante que depende de N y p .

Del teorema anterior, por resultados de Garcia-Azorero, Peral y Puel en [23], y
Cabré, Capella y Sanchén en [6] se tiene que los items i) — v) son estimaciones

Optimas.

1.3.2. Soluciones extremales: Caso Bilaplaciano

En este apartado estudiamos el problema

A*u = \f(u) en By,

u:%:O en 0B,
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donde n es el vector unitario normal exterior, A > 0 es un parametro , f € C*(R) y

satisface lo siguiente:
. , t
f es no decreciente, f(0) >0y lim — = +oc. (1.3.5)
Trabajamos en base a los siguientes resultados obtenidos por Warnault en [36].
Teorema 1.3.5 (Warnault [36]). Eziste \* < oo tal que:

i) Si A€ [0,X%), (b.1.1,) admite una solucion minima cldsica uy .
i) Si A > \*, no existe una solucion cldsica.

iii) Si A = \*, existe una solucion débil )\li/I&l* uy = u* € L'(By) de (1.1y), llamada

solucion extremal.

Respecto de la regularidad de la solucion extremal Warnault obtiene que u* esta

acotada para dimensiones N < 9, lo que se describe en el siguiente teorema:

Teorema 1.3.6 (Warnault [36]). Supongamos que f satisface (1.3.5). Sea u* la
solucion extremal de (1.3.4))). St N <9, entonces u* estd acotada.

Anteriormente Davila et al. en [11] demuestran que para f(u) = €" la soluciéon
extremal u* esta acotada para N < 12 y es singular para N > 13.

Moradifam [26] estudia el comportamiento asintético de la singularidad de la
solucion extremal para N > 13.

Nosotros logramos avanzar hasta N = 10 respecto de la regularidad de la solucion
extremal (bésicamente logramos una demostracion sencilla para dimensiones 5 <
N <10), y dar una estimacion cerca del origen para N > 11, lo cual se concluye en

el siguiente teorema:

Teorema 1.3.7 (Navarro y Villegas [29]). Supongamos que f satisface ([1.3.5)). Sea
u* la solucion extremal de (1.3.4,)). Se tiene que
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i) Si N =10, entonces u* estd acotada.

ii) 5111 < N <19, entonces

N-8 N-10

limr 2z ui(r) =limr 2 u*(r)=0.
r—0 r—0

iit) Si N > 20, entonces
limTNggu:(r) = limrNguu*(r) = 0.
r—0 r—0

Con este resultado, sigue abierta la pregunta respecto de la regularidad de la
solucion extremal u* para f satisfaciendo para dimensiones N = 11, 12.

Para finalizar, incluimos un apartado de conclusiones, preguntas abiertas y futu-
ras lineas de investigacion, donde mostramos ciertos problemas directamente rela-
cionados con los que desarrollamos en esta tesis, susceptibles de ser estudiados con
més profundidad.

Cabe destacar que algunos de los resultados de esta tesis han sido aceptados para
publicacion en diferentes revistas, y otros se encuentran en la actualidad en proceso

de referee. (véase |27, 28] 29, [30]).






Capitulo 2

Optimalidad de algunos resultados

de soluciones estables de —Au = f(u)

en RV

En este capitulo cuyos resultados pueden verse en [27], estudiamos soluciones

estables del siguiente problema:
— Au = f(u) en RY, (2.0.1)

donde f € C'(R). Consideramos soluciones clasicas u € C?*(RY).

Una solucion u de ([2.0.1]) se dice estable si

/ VP = Fu)e? > 0, v € C(RY),
RN

Notese que la expresion anterior es la segunda variacion del funcional de ener-
gia asociado a (2.0.1)) en un dominio acotado Q: Eq(u) = [, (]Vu|2 /2 — F(u)) dz,
donde F' = f. Asf, si u € C*(RY) es un minimizante local de Eq para todo domi-

nio suave acotado 2 C R (es decir, un minimizante bajo pequefias perturbaciones

15
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C'(9) que se anulen en 02), entonces u es una solucion estable de (2.0.1]). Las solu-
ciones estables de estan bien estudiadas: por Cabré y Capella [4] y Villegas
[33], toda solucion radial acotada de es constante si N < 10. Ademas en este
ultimo trabajo se encuentra el crecimiento 6ptimo de tales soluciones, tanto en el
caso acotado como en el caso general. En dimensiones N < 4, Dupaigne y Farina
[14] obtuvieron que cada solucion estable acotada de es constante, si f > 0.
En el caso N = 2, Farina, Sciunzi y Valdinoci [20] demostraron que toda solucion
estable de con gradiente acotado es unidimensional (es decir al hacer una
rotacion del espacio, u depende solo de una variable). Para cada dimension N del
espacio, en el caso de las no linealidades f(u) = |u|’ " u, p > 1y f(u) = e, resul-
tados de clasificacion son obtenidos por Farina [17, 18|, [19]. Por otro lado Dupaigne
y Farina [I3| consideran en cualquier dimension N > 1, una no linealidad general,
no negativa, no decreciente y convexa. En la siguiente secciéon mostramos con més

detalle estos resultados.

2.1. Resultados previos

Teorema 2.1.1 (Dupaigne y Farina [13]). Sea I = (a,b) C R un intervalo abier-
to mazimal, posiblemente no acotado, tal que 0 Z f € C*(I;R) N C°(I;R) es no

negativa, no decreciente, convexa en I y se anula en algin punto de I. Se define

2
_/ (u); @ =limsupq(u); gqo = lim iIJ}f q(u); Goo = limsup q(u),

ff” u—zt u—z u—b—

q(u)

donde z = sup {u €l=lab CR: f(u) = O} y b = supI. Supongamos que u €
C?*(RY) es una solucion estable de (2.0.1). Entonces, u es constante si N < 2 y

0<q<q <+00 y 0<qo <+00 (2.1.1)
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o st N >3 y se cumplen las siguientes condiciones

4
T<+00 Y <1+ 1/\/%) > 1/g0. (2.1.2)
Qoo < +00 ¥y L<1+1/\/q_)>l/q_ (2.1.3)

En [13, Rem. 1.3] se muestra que las condiciones y (2.1.3)) son necesarias si
N > 10: un contraejemplo esta dado por f(u) =e*si N =10y por f(u) = |ul’" u
(para p > 1) si N > 11. También se plantea si las condiciones , y
son necesarias en dimensiones 1 < N < 9.

En este capitulo respondemos a dicha pregunta. Mostramos que, en el Teorema

la condicion (2.1.1)) no es necesaria si N = 1,2, mientras que las condiciones

(2.1.2) v (2.1.3) son optimas si 3 < N < 9. Mas precisamente se obtienen los

siguientes resultados:

2.2. Caso N =1,2

Teorema 2.2.1 (Navarro y Villegas [27]). Sea N < 2, f € CY(R) una funcion
no decreciente y u una solucion estable de (2.0.1). Entonces f es constante en el

intervalo J := u(RY).

Como corolario de este teorema obtenemos el siguiente resultado, que demuestra

que la condicion ([2.1.1]) del Teorema no es necesaria para dimensiones N = 1, 2.

Corolario 2.2.2 (Navarro y Villegas [27]). Sea N < 2, y0 £ f € CY(R) una funcidn
no decreciente que se anula en algin punto de 1. Supongamos que u € C*(RY) es

una solucion estable de (2.0.1)). Entonces u es constante.
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Para demostrar el Teorema [2.2.1] necesitamos del lema que sigue. Un resultado
similar, utilizando las mismas ideas de este lema (una funcién de prueba de ca-
pacidad) se ha escrito en el caso del operador biarmonico o bilaplaciano (ver [37,

Teorema 6.
Lema 2.2.3. Sea N <2 y h € L, (RY) con h >0. Si
/ \Vuw|* dz > / hw?dz, Yw € C (RY), (2.2.1)
RN RN
entonces h = 0.

Nota 1. El Lema [2.2.3] no es cierto en dimensiones N > 3 debido a la desigualdad
de Hardy:

_ o\2 2
/ |Vw|2dx2<N42) / = dw, Yw € C (RV) .
RN R

v |al”
Demostracion del Lema[2.2.3. Primero notamos que ([2.2.1)) sigue siendo verdadera
si consideramos funciones w € W, (Bg) donde 2 < p < 00, y R > 0.

Efectivamente, si p > 2, entonces p > N y tenemos que Wy ” (Bg) C (I/Vol’2 N L>) (Bg).
Por lo tanto el funcional w (|Vw|2 — hw?) es continuo en Wy” (Bg). La
densidad de C®°(Bg) en W,* (BI:SI:c asegura que se cumple para cualquier
w € WyP(Bg).

Consideramos la siguiente secuencia de funciones

(

1 si |z| < n,
1
wn($)=<2—%z| sin < |z] <n?
0 si |z| > n?,

que graficamente son representadas por:
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0.5 8
0 - |
"2 om0
Figura 2.1: w,(x) para N = 1. Figura 2.2: w,(z) para N = 2.

Se sigue facilmente que
/ IVw,|* dz — 0.
RN
Por lo tanto, por (2.2.3), se deduce que

/ hw? dz — 0.
RN

Finalmente, dado que / hw? > / hy h>0enRY, se concluye que h = 0
RN n

en RV, O

Demostracion del Teorema[2.2.. Aplicando el lemma anterior con h(z) = f'(u(z))
se deduce que f’(u(z)) = 0 para todo x € RY. De donde f’(s) = 0 para todo s € J,

con lo cual se concluye la demostracion. O]

Demostracion del Corolario [2.2.2. Aplicando el Teorema [2.2.1] se tiene que —Au =

C en RY para alguna constante C' € R. Considerando la siguiente funcién

w(e) = u(e) + St

se obtiene que w es armonica.

La demostracion se sigue en tres casos
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- Caso C' > 0,
e Si w no es constante, entonces w > wu, por tanto u no esta acotada
inferiormente.
e Si w es constante, entonces u no esta acotada inferiormente.

de donde se tiene que el intervalo J C I no esta acotado inferiormente y

f(s) > 0en J, esto contradice las hipotesis sobre f.

- Caso C' < 0. Al igual que en el caso anterior se deduce que u no esta acotada
superiormente. Por lo tanto el intervalo de J C I no esta acotado superior-

mente y f(s) <0 en J, esto contradice nuevamente las hipotesis sobre f.

- Caso C' = 0. En este caso u es una funciéon armonica en RY. Si u no es
constante entonces u no esti acotada. De donde J =R y f =0, lo que es una

contradiccion.

De todo lo anterior, podemos concluir que u es constante, lo que demuestra el

corolario. n

2.3. Caso3< N9

En dimensiones 3 < N < 9, el siguiente resultado muestra que las condiciones

(2.1.2) y (2.1.3) del Teorema son Optimas, al menos para el caso z = —oo0.

Seria interesante encontrar contraejemplos para el caso z € R.

Proposicion 2.3.1 (Navarro y Villegas [27]). Sea 3 < N <9 y g > 0 satisfaciendo

4 1 1
— (1+=) <= 2.3.1
N—2(+ )_q ( )
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Entonces eziste u, € C°(RY) con u,(RY) = (=00, —1] y f, € C*(R) tal que u,
es una solucidn estable de (2.0.1) con f = f,, y f, satisfaciendo fq, fi, foi >0 en R,

12
limy oo fo(u) =0y G = qo = lim,, o %ﬁ,(u) =q.

Nota 2. Podemos observar que ¢, = lim,,_; o ¢(u) no es relevante, ya que u, (RY) =
(—o00, —1]. De hecho, es facil obtener cualquier valor de ¢, € [1,400] modificando

adecuadamente la funcion f, en (1, +00).

Demostracion de la Proposicion|2.3.1. En primer lugar, se verifica facilmente que
para 3 < N <9, ¢ >0y (2.3.1)), se tiene que
N N-1

D<g< —~ VY170 2.3.2
¢< 5 < (2.3.2)

Definimos la funcién radial

ugle) = — (1+ 2",

4g(1 — @) (=5) T +2(1 — Q) (N — 2¢)(—8)TT i s < —1,
fi(s) = q(1—q)(—s) (1T —a)( q)(—s)

C> — extension sis > —1,
tal que f, € C*(R) y fy, fo, fi > 0 en R.
Dado que ¢ € (0,1), es facil comprobar que
2

lim f,(u)=0yq=q = lim —(u)=gq.

u——00 —  u——co qué’

Queda por demostrar que u, es estable. Luego por ([2.3.2), tenemos que

2q (N —2q) |z|* + (N +2)) _ 2a(N —2)
(1+ ) jaf*

(N —2)*
42|

fq (ug()) =

<

)

para todo x € RY. Por la desigualdad de Hardy se concluye que u, es estable. [






Capitulo 3

Soluciones radiales semi-estables de

ecuaciones del p-laplaciano en RV

En este capitulo estudiamos soluciones semi-estables del siguiente problema:

—Ayu= f(u) enRY (3.0.1)

donde N > 2, p > 1, Ayu := div(|Vu|P~?Vu) es el p-laplaciano de u 'y f € C*(R).
Consideraremos soluciones v € C*(RY).

Diremos que una solucion u de (3.0.1)) es semi-estable si

p—2 _ & i 20 ! 2
Q.= [ 1w {<p 2) (e V¢ +|vs|} [ e =o

para toda £ € C>®(RY). Notese que en el caso p > 2 obtenemos que la funciéon
|Vul? ~? es localmente acotada y por tanto tiene perfecto sentido la definicion de
Q.. En el caso 1 < p < 2 se tiene facilmente que, en la primera integral de Q,,
el integrando esta acotado inferiormente por (p — 1) |Vul["~? |V&[* y superiormente

por |Vul|’~* |VE’. Por tanto, en este caso, también tiene sentido la definicion de

23
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estabilidad, entendiendo que Q,(€) = 400 si |Vul"~* |V&]? no fuera integrable.

Por otra parte podemos observar que la expresion por la que definimos Q,, es
formalmente la segunda variacion del funcional de energia asociado a en un
dominio acotado Q: Eq(u) = [, (|Vu|” /p — F(u)) dx, donde F’ = f. Por tanto, si
u € C1(RY) es un minimizante local de Eq en cualquier dominio acotado suficien-
temente regular 2 C RY (i.e., un minimo bajo pequefias perturbaciones C1(2) que

se anulen en 0f), entonces u es una solucion semi-estable de (3.0.1).

Hasta nuestro conocimiento, no existen hasta la fecha trabajos del operador p-
laplaciano en todo el espacio RY que traten sobre soluciones semi-estables. Si que
existen diferentes articulos sobre este tipo de cuestiones en la bola unidad (véase
[6] v [28]). También existen numerosos trabajos en la literatura reciente en el caso

p =2 en todo el espacio euclideo RY. (Véase [4], [17], [19] v [33]).

Estaremos especialmente interesados en soluciones radiales u de ({3.0.1]) tales que
u, # 0 para todo r > 0. Abusando de la notacion, escribiremos u(r) en vez de u(x),

donde r = |z| y u,(r) para la derivada radial de u.

3.1. Estimaciones sobre crecimiento asintotico de

una solucién semi-estable

En esta seccién obtendremos diferentes cotas sobre el crecimiento asintotico de

este tipo de soluciones. Nuestros principales resultados son los siguientes:

Teorema 3.1.1 (Navarro y Villegas [30]). Sea N > 2 y u una solucion radial semi-

estable verificando u, () # 0 para todo r > 0 (no necesariamente acotada) de (3.0.1)).
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Entonces existen M,rq > 0 tal que para todo r > rg,

), :
()| > M N#p+ip/p=1) (3.1.1)
log(r) si N=p+4p/(p—1).

Teorema 3.1.2 (Navarro y Villegas [30]). Sea N > 2 y u una solucion radial semi-

estable verificando u,.(r) # 0 para todo r > 0, acotada de (3.0.1)). Entonces,

i) N>p+4p/(p—1).
ii) Eziste M > 0 tal que para todo r > 1, se tiene
lu(r) = un| > My~ 3 (V25 0-2) (3.1.2)
donde oo = lim, o0 u(r).

Lema 3.1.3. Sea N > 2 y u una solucion radial semi-estable verificando u,(r) # 0

para todo v > 0 de (3.0.1). Entonces, existe K > 0 tal que
o ds _o /N=T
—_— <K Y > 1. 3.1.3
| g = r= (3:4:3)
Demostracion. Usamos [0, Lem. 2.2| (ver también la demostracion de [6, Lem. 2.3|)

para obtener que

Qu(urn) = [ bl (0= 01¥a(@)* = =2 ar >0 a1

para todo n € (H' N L*®)(RY) con soporte compacto en RY. Aplicando esta de-

sigualdad a una funcion radial n(|x|) se tiene

(C=1) [ wraws s [Cluorierea @)

Fijamos R > r > 1 y consideramos la siguiente funcion:
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1 si0<t<1,
_ /N1
t Vol sil<t<r,
n(t) = rV /R ds ir<t<R
sir <R,
[ = e PAE]
0 si R<t<o0.

\

Por (3.1.5)), se sigue que

(5=2) ([ o esars [ty )

p—1
N—-1
N -1 " o /N1 Ve
s( 1)/ fur (O VT
D= 1 -

r ST ()7

de donde

/R ds < r Pt
o SO (55 ) e ar
Finalmente tendiendo R — 400, se tiene (3.1.3) con

K - K%) / (g 93 dt] -

de donde se concluye la demostracion. O]

Proposicion 3.1.4. Sea N > 2, y u una solucion radial semi-estable verificando

ur(r) # 0 para todo r > 0 de (3.0.1). Entonces, existe M' > 0 tal que

(Nfz Nl p2

lu(2r) —u(r)| > M'rs ) ,Vr > 1. (3.1.6)

Demostracion. Fijamos r > 1. Aplicando la desigualdad de Hélder, se tiene
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2 2r 2r Fasy
(/ £ dt> rR :/ £ dt :/ S
! r v (N ()

: (/jr %) </,~2T u-0) d’f)pil

< Kot p otV ot [y(20) — u(r)|7

de donde se tiene ([3.1.6)).

Demostracion del Teoremal3.1.1. Seady, = —% <N -2,/ % —p— 2). La demos-

tracion se realiza en dos casos:

» Caso N >p+4p/(p—1), entonces dn, <0,y

o Silim, o |u(r)| > 0, entonces lim, o, r°V» = 0, y (3.1.1]) se sigue inme-

diatamente.

e Si lim, o |u(r)] = 0 de donde por la monotonia de u y la Proposicion

3.1.4] existe M’ > 0 tal que para todo r > 1:

u(r)] = [u(@1r) — u(2r)]
> M3 (k) = (Mfz <2<w>k)

la serie anterior es convergente y (3.1.1)) es demostrado con o = 1.

» Caso N < p+4p/(p — 1), entonces dy, > 0. Sea r > 1, existen m € Ny

1 <r; < 2tal que r = 2™ . Por la monotonia de u y la Proposicion [3.1.4]
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se sigue que

Ju(r)] + lu(r)] = Ju(r) = u(r)]

m—1 m—1
= !u(2kr1) — u(2k_1r1)| > MY (28 )0
k=1 k=1 (3.1.7)
— M ( iy (Q_JN’p)k> rfe si gy >0,
logr—logr; q(:gl;’g & si On,p = 0.

Por (3.1.7)), se tiene

| ( )l S M1T5N,p_M2 si 5N,p>07
w(r)| >
Mslogr — My sidn, =0,

para ciertas constantes M; >0, 7 =1,2,3,4.

Luego se sigue facilmente (3.1.1)). O

Demostracion del Teoremal3.1.2 Fijamos R/2 > r > 1. Se tiene

() = ()| = [ @] de > [ 0] de = futer) - ()],

haciendo R — oo y por el Lema [3.1.3] obtenemos 7). Finalmente por la desigual-

dad (3.1.2), podemos concluir que el exponente —]lg (N — 24 /% —p— 2) debe ser
negativo, que es equivalente con N > p + 4p/(p — 1), desde donde se sigue i). [

3.2. Optimalidad de las estimaciones sobre creci-
miento asintético
Lema 3.2.1. Sea V(z) € C*(RY) una funcion no negativa y X\ < N — 2, tal que

z-VV(r)+ AV (z) >0, Vo € RY. (3.2.1)
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Entonces

/RN V(x)|Vny|* de > <N_—)‘_2)2/RN V(z)n? dr. Vo € C*(RY\ {0). (32.2)

2 jaf?

Demostracion. Sean € C2(RY \ {0}). Por lo tanto

2
/ V(z) <x_772 - tVn) dx >0,
RV ]

para todo t € R. Desarrollando la expresion anterior, tenemos la siguiente desigual-
dad cuadratica para t:

2 U2
/ —V(x);? dr — t/ Vi) (z- Vi) dr + t2/ V(x)|Vy* dz >0
RN RN RN

]

Por el Teorema de la divergencia, integrando el segundo termino, tenemos

2

[P et [ @wvi + v -2We) e [ v (et 2o,

2 7|

Por lo tanto, la desigualdad cuadratica anterior es equivalente a

URN (x- VV(z) + (N = 2)V(z)) %dx} 2 <4 (/RN V’(;"‘)QWQ d:v) (/RN V() |Vil? dx) ,

por (3.2.1)), se sigue que

(N =\ —2) (/RN ngf da:)2 g4</RNV|(xL|);72dx) (/RNV(;CHWF da:),

de donde se sigue (3.2.2)). O

Ejemplo 3.2.2. Sea N > 2 y u,, una funcion radial definida por

(p—1o

<1—|—7"P%1> ! st a # 0,Vr > 0.
Uap(T) =
<’%1) log <1 + rp%l> sta=0,Vr > 0.
Es facil comprobar que u,, es una solucion de (3.0.1)) con f,, € C'(R) definida

por:
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m Sia>0

Fap(s) = —ar Lk [(p— (p— 1)) (57T —1) + N| sis> 1,

C! — extension sis <1,
» Sia<0y2—pa+p>0

—aP ™ 1 [(p— (- Da) (577 — 1) 48] sis>0,

fap(s) =
C! — extension st s <0,
s Sia=0
25
fol(s) :=—pe#1 — (N —ple ™, s € R.
Entonces:
Sip>262>p>1y 2Vt 5

(p—1)(2—p)

1 N -1
Uq,p €5 semi-estable <= o > —— (N -2 P~ 2).
p

Nota 3. El valor minimo de 250(_— Vf)gfpl)) es 10 + 6v/3 ~ 20.39 y se alcanza cuando

p=2v3—2~ 1.46. Luego si N <20 6 p > 2 el Teorema y son 6ptimos.

Demostracion. En primer lugar planteamos que la condiciéon necesaria de valores de
« para soluciones semi-estables, es una consecuencia inmediata del Teorema [3.1.1]

Luego procedemos a demostrar la condiciéon suficiente.

1 p %*1 a sia 7é O,
(Uap)r(r) = AgrpT (1 + TE) , donde A\, =
1 sia=0.

Consideramos el potencial radial V() = V(1) = |(uap)-(r)|", para r > 0 se tiene

p p rv-1
z - VV()=rV.(r)= | —+p | — -
(@) ) [p—l p( p—l)(1+w1>

V().  (3.2.3)
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1 N—-1 :
Para o > 5 <N_2«/pT1 —p—2), se sigue que

_p_ 2 _p_
rp—1 1 re-1
p (O[ - b ) D > — (V N—-1- ) D )
p—1 14 rp-1 p—1 14 re-1
usando (3.2.3)), se tiene

rw(r)+<N—2 E—Q)V(r)z(\/ﬁ— 11)2( Vir) )

p- 14751

Finalmente, por el Lema [3.2.1{con A = N — 2, /% — 2, se tiene (3.1.4)), que es

equivalente a la semi-estabilidad de wu. O]






Capitulo 4

Estimaciones optimas de
minimizadores radiales de ecuaciones

del p-laplaciano

4.1. Introduccién y resultados previos

En este capitulo estudiamos soluciones radiales semi-estables decrecientes u €

WP (By) del siguiente problema:
— Apu = g(u) en By \ {0}, (4.1.1)

donde p > 1, Ayu := div(|Vul[P~2Vu) es el p-laplaciano de u, B; es la bola unitaria
de RN,y g : R — R es una funcién localmente Lipschitz.

Se dice que u € WP(By) es una solucion débil de (£.1.1)), si u es una funcion tal
que g(u) € L*(By,6(x)?) y

Va2 Vuve — / g(u)p, Yo € C2(By), (4.1.2)

Bl Bl

33
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donde §(z) = dist(x,0B;) denota la distancia hasta la frontera de By. Por otro lado,
se dice que una funcién no negativa u € W1?(By) es una solucién regular de ([4.1.1])
siu € L*(By) y satisface (4.1.2)).

Como u € WP (B;) es radial, por la inclusion del espacio de Sobolev en una
dimension, se obtiene u € L{® | (B1\ {0}). Por lo tanto, por los resultados estandar
de regularidad, se deduce que u € Cllé)ﬁc (B1\ {0}) para algin 8 € (0,1).

Por abuso de notacion, escribimos u(r) en lugar de u(x), donde r = |z| y x € RV,
Se denota por u, la derivada radial de u.

Una solucién radial uw € W7 (By) de (4.1.1)) tal que u,.(r) < 0 para todor € (0, 1)

se dice semi-estable si

/B (= 1) [ P2 [, — g/ ()€ = 0,

para toda funcion radial £ € C! (By \ {0}).
Notese que la expresion anterior es la segunda variacion del funcional de energia

asociado a (4.1.1)):

Eq(u) ::%/Q|Vu\p dx—/QG(u) dr, (4.1.3)

donde G’ = gy Q) C Bj. Asi, si u es un minimizante local radial de con ) = B
(es decir, para cada d € (0,1) existe &5 > 0 tal que Ep \5;(u) < Ep,\5;(u +§), para
toda funcién radial £ € C! (By \ Bs) satisfaciendo [|€[|1 < e5), entonces u es una
soluciéon semi-estable de (4.1.1).

Otras situaciones generales incluyen soluciones semi-estables: por ejemplo, solu-
ciones minimales, soluciones extremales, y también algunas soluciones entre una sub
y super solucion (Ver [0, Nota 1.7] para mas detalles).

Todos los resultados obtenidos en esta seccion fueron obtenidos por Villegas en

[34] para el operador Laplaciano (p = 2).
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Teorema 4.1.1 (Cabré, Capella y Sanchon [6]). Sea g una funcion localmente Lips-
chitz y w € W2 (By) una solucion radial semi-estable en By \ {0} de (4.1.1) satis-

faciendo u,(r) < 0 para todo r € (0,1). Entonces:
a) Si N <p-+4p/(p—1) entonces u € L>°(B;). Ademds,

||uHL°° (B1) = < Cnp HU’HWlP (B1)
donde Cn, es una constante que depende de N y p.
b) Si N=p+4p/(p—1) entonces u € LI(By) para todo q < +00. Ademds,
u(r)| < Cy l[ullyrpp,) (logr| + 1) en By,
donde C,, es una constante que depende solo de p.

c) SiN>p+4p/(p—1) y q¢ < qo, entonces u € LY(By) y

HUHLq(Bl) < Chnyp,

) )

donde Cy p4 €s una constante que depende de N, p, y q. Ademds,
lu(r)| < Cnpr- p (V235 r-2) (|log7’|% —i—l) en By,
donde Cn ) es una constante que depende de N y p.

d) Asumiendo que g es no negativa. Entonces:

d1) Se tiene

||vu||LP(Bl) < Cnp {H(“_ u(1))P” 1HL1(31 + llg(u )“Ll (By) }

donde C, es una constante que depende de N y p.



36 Capitulo 4. Estimaciones optimas de minimizadores radiales de ecuaciones del p-laplaciano

d2) v € WY4(By) para todo q < q1, y
[ullrap) < C siq<aq,

donde C' es una constante que depende de N, p, q, y cotas superiores de

HuHLl(Bl) vyg.
d3) Si N >p+4p/(p — 1) entonces
_i(N_g /NI 1
()] < Coxg gy * V5T ) o en By

donde Cy,, es una constante que depende de N y p.

La definicion de q, para k = 0,1, esta dada por

SR Nz /1),

qr = o0 si N<p+4dp/(p—1).

4.2. Lema para una soluciéon radial semi-estable

El siguiente lema es el punto de partida de las demostraciones de nuestros resul-

tados.

Lema 4.2.1. Sea N > p > 1, g : R — R wuna funcion localmente Lipschitz, y
u € WY (By) una solucion radial semi-estable de (4.1.1)) satisfaciendo u,.(r) < 0
para todo r € (0,1). Entonces existe una constante Ky, dependiendo de N y p tal

que:

| e < Ky 1Vl o, e
0

Bi\By2)
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Demostracion. Usamos [6, Lem. 2.2| (ver también la demostracion de [0, Lem. 2.3|)

para obtener que
(N=1) [ JulrPde<(p=1) [ |wl" V([ dz, (4.2.1)
B1 Bl

para toda funcion Lipschitz radial n que se anule en 0B;.

Fijamos r € (0,1/2) y consideramos la funcion test

F L711
r Vo si0<t<e,
/=L
n L tp_ sie<t<r,
77515 = ~N T
Vet sir<t<1/2,
N-—1
V11 —t) sil/2<t<1.

\

Por la desigualdad (4.2.1)), se sigue que

_/m=1\ 2
r p—l

€

(N —p)

/!ur(t)]ptNldt—i—
0
LN — 1) / (/)2 [ (£) P £ it

Lo/t /1/12 (N=1Q—=t)*—(p—1)(1—=2t)°) Ju ()" t" " at < 0.

Como N > p,yr/t > 1 para 0 <t <r, tendiendo € — 0, obtenemos que

" N—1 (p— 1)22 =it 2 /54 ! N—1
/ lu ()Pt dt < roV -l / lu, (0)[P £ dt,
0 N-1 1/2

de donde el lema es demostrado para 0 < r < 1/2.

Luego si 7 € (1/2,1] entonces, aplicando la desigualdad anterior para r = 1/2,
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se tiene que

r 1/2 1
/ |ur(t)|ptN_1dt§/ |uT(t)|ptN_1dt+/ ()P V1 dt
0 0

1/2
(p— D2V AR 1 v
< (—) +1 / lu, ()Pt dt
N1, (4(p—1 !
<V (=D ) [ ppeta,
lo que completa la demostracion para 1/2 < r < 1. O

Para finalizar la presente seccién, presentamos la siguiente proposicién que nos
permite estimar la diferencia puntual |u(r) — u (%)| para todo r € (0,1] de una

solucién radial semi-estable.

Proposicion 4.2.2. Sea N > p > 1, g: R — R una funcion localmente Lipschitz,
yu € WP (By) una solucion radial semi-estable de (£.1.1)) satisfaciendo u,(r) < 0
para todo r € (0,1). Entonces existe una constante Ky, dependiendo de N y p tal

que:

‘u(r) v (9‘ < Knp IVl os,,,) r—%(N—2\/§—p—2)’ vre (0,1 (42.2)

Demostracion. Fijamos r € (0,1]. Aplicando la desigualdad de Holder y el Lema
se deduce que

" -1 —(N-1)
u) = ()] = [ w07 5
2 r/2
, 1 , p—1
P N—1) P
< (/ !ur(t>|”tN1dt) (/ = dt>
r/2 r/2
2 /[N-1,2 (N—1) 1 1 N—1) pT
A =1 T -+ -
Bl\B1/2) reve g (T Pt /1/2 ! dt) 3

p—1

—1) o
= dt) . 0

1
< K3y 90l

1
de donde es demostrada con K}y, = Kf | < fl ot



4.3 Estimaciones puntuales para g y ¢’ 39

4.3. Estimaciones puntuales para gy ¢

En el presente lema mostramos estimaciones puntuales para g y ¢, esto nos

permite obtener estimaciones para . y Uy

Lema 4.3.1. Sea p > 1, g : R — R wuna funcion localmente Lipschitz, y u €
WP (By) una solucion radial semi-estable de (4.1.1)) satisfaciendo u,(r) < 0 para

todo r € (0,1). Entonces

p—1
glu(r)) < NM, vr € (0, 1]. (4.3.1)
Ademds, si g es convexa, entonces
p—2
g () < My, O v e (0,1 (4.3.2)

r2

donde My, es una constante que depende de N y p.
Demostracion. Consideramos la funciéon
U(r) == N Ju, (b YN P € (0,1].

Es facil comprobar que ¥'(r) = g (u (r'/")), r € (0,1]. Como g es no negativa y
no decreciente, se tiene que ¥ es una funcién no negativa, no decreciente y céoncava.

De donde se sigue facilmente que
0< W' (r)<W(r)/r,re(0,1],

y se obtiene (4.3.1]).
Para obtener (4.3.2)), primero observamos que por (4.1.1)) se sigue que

1 g(u) N -1
Upy = —
p—1 |p_2 r

Por lo tanto, usando la no negatividad de g y la desigualdad (4.3.1)) se deduce

ur> , Vre (0,1].

|uy

que
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1 N -1 2N —1
|uw|sp_1(|9<“> # ) < (B Ml we ol sy

ur|p72 b= 1 r

Luego para a € R un célculo facil muestra que

O (r* Juy %) = ar® ™ a7 = (p = 2)r gy [, [
_ —2| (2N -1
> T,ozfl |uT|p 2(04— |p |( )>7 VTG(O,l].
p—1
Ast r® |u, | 2 es no decreciente para a = ”’_21‘3(%_1). Usando esto, la monotonia

de ¢'(u(r)) y la semi-estabilidad de u, se deduce que

¢ (u(r)) / LN e(s)ds < / N (u(s))€(5)ds
< (-1 / () P2 5V (5)2ds

< (- a7 / Nl (5)2ds,

0
para todo r € (0,1) y todo £ € CL(0,r).
Tomando £(s) = ¢(2) para s € [0,7], donde ¢ € C}(0, 1), se obtiene la desigual-

dad ([I32). m

4.4. Regularidad y estimaciones para una solucion
semi-estable

En esta seccidon establecemos estimaciones puntuales para soluciones radiales
semi-estable y decrecientes u € WP (By) de y sus derivadas hasta el orden
de tres. Mejoramos el Teorema [4.1.1] y respondimos afirmativamente a la pregunta
planteada en [6], acerca de la eliminacion del factor logaritmico |log r|% de los items

c) y d3).
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En los siguientes teoremas obtenemos una estimaciéon puntual para una solucion

radial semi-estable de (4.1.1]), y para sus derivadas radiales hasta orden 3.

Teorema 4.4.1 (Navarro y Villegas [28]). Sea p > 1, g : R — R wuna funcion
localmente Lipschitz, y u € WY (By) una solucién radial semi-estable de ([4.1.1)
satisfaciendo u,(r) < 0 para todo r € (0,1). Entonces existe una constante Cy,

dependiendo solo de N y p tal que:

i) Si N <p+4p/(p—1), entonces
()| < Covg [l sy ¥ € (0,1
ii) Si N =p+4p/(p— 1), entonces
()] < Cy sy (ol + 1) ¥r € (0,1],
i) Si N >p+4p/(p—1), entonces

_1(N_o /N=1_,_
lu(r)| < CN,pHuHWLp(Bl\m)T p<N 2P 2>, Vr € (0,1].

Teorema 4.4.2 (Navarro y Villegas [28]). Sea N > p+4p/(p—1), g : R — R una
funcion localmente Lipschitz, y u € WP (By) una solucion radial semi-estable de
(4.1.1) satisfaciendo u,.(r) < 0 para todo r € (0,1). Entonces existe una constante

Cy, dependiendo solo de N y p tal que:

i) Si g >0, entonces

—%(N—2 ESEE )

[ur ()] < Oy [ Vull o vr e (0,1/2].

Bi\By ) "
ii) Si g >0 es no decreciente, entonces

’"W"r(r)‘ < C;V,p “VUHLP(Bl\B1/2> <N 2\/7—&-10 2) Vr G 0 1/2]
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ii1) Si g > 0 es no decreciente y convera, entonces

—1(N—9,/N=1liop 2
|um~r(7“)\ < C.;\ﬂp HquLp(Bl\Bl/z) r P( p—1 4P ), Vr e (O, 1/2}.
Nota 4. Observe que las estimaciones obtenidas en los teoremas y estan
expresados en términos de la norma W' en el anillo B, \ By /2, Mmientras que u
debe pertenecer a WP (B;). Este requisito es esencial para obtener los resultados,
ya que podemos encontrar facilmente soluciones radiales semi-estables decrecientes

de (#.1.1) (por ejemplo u(r) = r*, con s << 0), que no pertenezcan a W'» (By), y

para las cuales los items de los teoremas [£.4.1] y [4.4.2 no se satisfacen.

Nota 5. Segtn nuestros conocimientos no existen estimaciones de || 0 |ty| en

la literatura para este tipo de soluciones.
A continuacién veremos las demostraciones de los teoremas anteriores.

Demostracion del Teorema[].4.1. Analizamos en primer lugar el caso N < p. De

[@E1T) se deduce O, (r¥'|u,|P"") = r¥lg(u). Por lo tanto 7V7!|u, [P es una
_p_

funcién positiva no decreciente y también lo es (TN “u,|? 71) P=! . de donde

1 1 _p_ _
/ N, ()P dt:/ (N Ju, [P P T e
1

/2 1/2

(4.4.1)

1
(N—-1) -
zumf* /tﬂfﬁhmvm%
1/2

Como u € Wt» (Bl/g), la inclusion de Sobolev conduce a u € L™ (Bl/g) y por tanto

deducimos que existe una constante C' que solo depende de N y p tal que

1/2 % 1/2 N B %
ul0) < € / Fel) =C / (V" Ju P T
O : (4.4.2)

1/2 N—1 P N—1
s(é tplﬁ)<umpwmam»
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Puesto que N < p, la integral f01/2 £ dt existe, y por tanto de (4.4.1) y (4.4.2)

deducimos
u(0) = Cnp lullirn(505775) -

donde Cly, es una constante que solo depende de N y p. Finalmente puesto que u
es decreciente, se sigue i) para N < p. Notese que en este caso N < p no hemos
utilizado la estabilidad de u

Por lo tanto en lo que sigue supondremos N > p.

Sea 0 < r < 1. Entonces, existen m € Ny 1/2 < r; <1 tal que r = /2™ L.
Como u es radial tenemos |u(r)| < ||u||LOO(Bl\m) < YNp ||u||W17p(Bl\m), donde

Yn,p depende de N y p. Entonces por la Proposicion se sigue que

()] < Ju(r) = ulry)] + u(r)| = mz u(5) = u(5)] + et
< (K&p% (2:=11)—;(N_2m_p—2) +7N,p> ||u||W1,p(Bl\m) .

(4.4.3)

Luego definimos 0y, 1= —]lj (N — 2, /% —p— 2), de donde la sumatoria de la
desigualdad anterior puede estimarse como

(

Ny si gy, <0,

SN.p
> <oanp1 si oy, >0, (4.4.4)

m—1

> (5

=1

\|log7’| si oy, =0,

donde ayy,, es una constante que depende de N y p.

Finalmente la demostracién se siguen en tres casos segun el signo de .

» Sip< N <p+4p/(p—1), entonces oy, > 0. Por (4.4.3) y (4.4.4) tenemos

u(r)] < (Khpanp +70) il iz
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» Si N=p+4p/(p—1), entonces éy, = 0. Por (4.4.3) y (4.4.4) tenemos

u(r)] < (K yowy Mogr] + ) el (51557

< (KEV,pO‘N,p “"YN,p) HUHV[/Lp(Bl\m) ([logr| +1).

= Si N > p+4p/(p — 1), entonces dy, < 0y r*v» > 1. Por (4.4.3) y (#.4.4)

tenemos

0r)] < (K + 10) P57 [l 5,7
de donde se completa la demostracion. O

Demostracion del Teorema[4.4.3.

i) Primero observamos que ;. (r¥ =1 |u,[""") = rN~1g(u). Por lo tanto V=1 Ju, [P~
_p_
es una funcion positiva no decreciente y también lo es (r¥ = |u,|” _1) P~ Luego,

para 0 < r < 1/2, tenemos
2r 2r
u (PN de > w ()P N dt
|ur(2)]
0 r
2r p N1
— / (N u PP at
p(N-1) N
P |ur(7“)|p/ t™ o1 dt
N 2 _N-1
= ) [ a
1

por esto y el Lema obtenemos 7).

ii) Por (4.3.3) y i) se sigue i1).

iii) Por (4.1.1) tenemos
_ 1 (g’(U)ur

Uppr = _p_ 1

—(p—29 — .
(r—2) G Ut

Uptrg(u) N —1 N — 1u >

para todo r € (0, 1]. Por lo tanto por (4.3.1)), (4.3.2)) y (4.3.3), se tiene
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1 (g'(u)|ul || [trr] g(u1)
|urrr| < — ( p—2 ’ — 2‘ —p—|—
=1\ lul Jur |
N —1 N -1
R— |ur| + ||
r T
(4.4.5)
< 1 M +|p—2|N(2N—1)+
=~ p— 1 N,p = 1
(N-1EN -1\ |ur|
N -1 v 0, 1].
+( )+ o 7n2,7“€(,]
entonces i) se sigue por 7).
Lo que concluye la demostracion del teorema. O]

4.5. Regularidad y estimaciones para la soluciéon ex-
tremal

Como parte final del capitulo, aplicamos los resultados anteriores, al siguiente

problema

—Ay,u = Af(u) en By,
u > 0 en B, (4.5.1xp)
u = 0 en 0B,

donde A > 0y f es una funcién C* creciente con f(0) >0y

m /) = 400. (4.5.2)

t—s+oo tP—1

Este problema es estudiado por Cabré y Sanchon en [7] para dominios generales
suaves y acotados Q de RY. Se demuestra que existe un pardmetro positivo \* tal
que si A € (0, \*) entonces admite una soluciéon minimal (la més pequena)
uy € CHQ), y si A € (\*,+00) entonces no admite solucion regular.
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Ademas, para A € (0, \*) la solucion minimal u, es semi-estable. Por otro lado,

podemos considerar el limite creciente

u* = lim wy.
AN

En el caso p = 2 es bien sabido que u* es una soluciéon débil de , para
A = \*. Es llamada soluciéon extremal. Para generales p, ) y f, no se sabe si u* es
una solucion débil de (4.5.1,,)), para A = A*. En el caso Q2 = By, Cabré, Capella y
Sanchon en [6] demuestran que u* es una solucion radial semi-estable decreciente (es
decir u* € VVO1 Py de . Por lo tanto podemos aplicar a la solucion extremal
los resultados obtenidos en esta seccién para este tipo de soluciones.

Hacemos referencias a [3], 9] para estudios sobre soluciones minimas y extremales
y a [2, 10, 1T, 12, 15, 16], 24, 25, BT, B2 B35] para otros resultados interesantes en el

tema de las soluciones extremales.

Teorema 4.5.1 (Navarro y Villegas [28]). Sea p > 1. Supongamos que f satisface

(4.5.2)). Sea u* la solucion extremal de (4.5.1,,)). Se tiene que

i) Si N <p+4p/(p—1), entonces u*(r) < C(1 —r), ¥r € (0,1].
ii) Si N =p+4p/(p—1), entonces u*(r) < C|logr|, Vr € (0,1].
iii) Si N >p+4p/(p — 1), entonces
u(r)<C (r_;(N_2 r2) _ 1) , Vr e (0,1].
iv) Si N >p+4p/(p—1), entonces
|0 u*(r)| < Cf%(N*z %Hk*l)p*z), vr e (0,1], Vk € {1,2}.

v) SiN>p+4p/(p—1), y [ es convexa, entonces

s ()] < Cr (A2 g e (0,1
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Donde C = Cy,, ter[rll/iglu \u(t)], y Cn,p es una constante que depende de N y p .

u

Nota 6. En [23] Garcia-Azorero, Peral y Puel demuestran que si f(u) = e* y

N =p+4p/(p— 1) entonces

u'(r) = —plogry A" =4p/(p — 1).
Esto demuestra que las estimaciones puntuales de Teorema son 6ptimas

para N = p +4p/(p — 1).
Por otro lado, en [6] Cabré y Sanchén demuestran que si N > p+4p/(p—1) y
flu) = (14 u)™, donde

_(-DN-2y/(p-1(N-1)—p+2

N2, /YLy 2 ’

entonces

v (b)) ()

Esto demuestra que las estimaciones puntuales de Teorema [1.5.1] son 6ptimas

para el caso N > p+4p/(p—1).
Luego para demostrar el Teorema |4.5.1} necesitamos del siguiente lema

Lema 4.5.2. Sea p > 1, g : R — R wuna funcion localmente Lipschitz, y u €
WP (By) una solucion radial semi-estable de (4.1.1)) satisfaciendo u,.(r) < 0 para
todo r € (0,1). Entonces

i) TN u, [P es mo decreciente para r € (0, 1].
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i) 1 |ur|p*l es no creciente para r € (0, 1].

11) maxeeqj2,1) [Ur ()| < 271 mingep 2.7 |ur(t)].

iv) HVU’HLP(BI\Bl/Z

de N y p.

) < gnpmingep/21) [ur(t)| para una constante qn, que depende

Demostracion.
i) Como u, < 0 se tiene que &, (r¥ =1 ju, /") = rN=1g(u) > 0.
ii) Por del Lema , tenemos que
N2 \u,,|p*1 > 0, (rN_l |ur]p71) = NpN-2 |u7«|p71 +rNo, (7"_1 ]ur|p71) ,
y 1) se sigue inmediatamente.
iii) Tomando 71,79 € [1/2,1] tal que

r — i r t r — r t)|.
|, (71)] o lur (t)] y |ur(r2)] Jnax, |, (t)]

e Siry <7, se deduce por i) que
[ur (r2) P~ < (/7)Y ()P <27 g ()P
e Siry > 1y, se deduce por ii) que
[ (r2) P71 < (o) e (r0) [P0 < 2 g ()P0 <27 fug ()P

iv) Podemos ver facilmente que

1/
||vu||LP(B1\Bl/2) < ‘Bl\Bl/z} ! max |u7"(t)|’

te(1/2,1]
y iv) se sigue por 7ii).

Lo que concluye la demostracién del lema. O
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Demostracion del Teorema[].5.1. Como ya hemos mencionado, sabemos que u* es
una solucién radial semi-estable y decreciente WP (B;) de para ¢(s) =
A*f(s). Por tanto podemos aplicar a u* los resultados obtenidos en Lema [4.2.1]
y Lema [4.5.2]

Primero observamos que en el caso N < p podemos proceder de forma similar a
la demostracion del Teorema 4.4.1]. Por lo tanto en lo que sigue supondremos N > p.

Sea 0 < s < 1. Por el item i) del Lema y aplicando la desigualdad de
Holder, se deduce que

_ s _ ¥ -nw-1) 4 N—pN-—
i (s) Pt 32/ ()P dt:2/ P e e dt

s/2 s/2

§2( / N ()P dt) ’ ( / tN-pN=1 dt)p
s/2 s/2

Por esto, el Lema [£.2.1]y item 4v) del Lema [4.5.2] se tiene

i (s)] < Cnp min [ur(®)] s 7T vse (0,1, (4.5.3)

te[1/2,1]
donde Cy, depende de N y p.
Entonces como u*(1) = 0, usando se obtiene que

1 1 1 N-1
|u*(r)|:/ lur(s)] ds < Cn, min  |ur( )|/ 3_5<N_2 =) ds, (4.5.4)

te[1/2,1]

(N2

para todo 0 < r < 1. Ahora calculamos la integral f s P )ds que se

separa en los siguientes tres casos.

- Si N <p+4p/(p—1), se tiene que —= ( 2,/ ) > —1, entonces

! 1<N—2 N1 2) 1 —r_%(N_QV %_p_Q)
/ ds =

1
—p(N 2 —p— 2)

< |1+ (1—r).
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- SiN=p+4p/(p — 1), se tiene que —% (N — 24 /% — 2) = —1, entonces

1
/ sii(N*ZV %7@ ds = —logr.

- SiN>p+4p/(p— 1), se tiene que —% (N — 2, /% - 2) < —1, entonces

/ i) g A .
T

LN =22 —p-2)

p—1

Por lo anterior y (4.5.4)), concluimos i), i), y iii).
Finalmente, la demostracion de iv) y v) se sigue por (4.3.3)), (4.4.5) y (4.5.3). Lo

que concluye la demostracion del teorema. O



Capitulo 5

Propiedades de la solucién extremal

para ecuaciones del bilaplaciano

5.1. Introduccién y resultados previos

En este capitulo estudiamos del siguiente problema:
A*u = Af(u) en By,
5.1.1))
9 (511,
= —u =0 en th
on

donde B; es la bola unitaria de R, n es el vector unitario normal exterior, A > 0

u

es un parametro , y f € C'(R) satisface

t
f es no decreciente, f(0) >0y lim () = +o00. (5.1.2)

t—+oo t
Definiciéon 5.1.1. Decimos que v € L'(B;) es una soluciéon débil de (5.1.1,)) si
fu) € LY(By,6(x)*) y

/ ul?p = \ fu)p, Yo € CHB,), ¢ = g—(p =0en 0By, (5.1.3)
Bl B1

n

donde d§(z) = dist(x,0B;) denota la distancia hasta la frontera de B.

ol
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Nota 7. Resulta obvio que toda solucion clasica de (5.1.1,]) es una solucion débil.

Definicién 5.1.2. Sea u una soluciéon de (5.1.1,]), se dice que u es estable si

Qu(&) = | {|AE? = Af'(u)€?} >0, VE € O (By). (5.1.4)
B1
Teorema 5.1.3 (Warnault [36]). Eziste \* < oo tal que:

i) Si A€ [0,\%), (5.1.1)) admite una solucion minimal cldsica uy .
ii) St A > N\*, no existe una solucion cldsica.

iii) Si A = \*, existe una solucion débil )\h}&l* uy = u* € L*(By) de (1.1y+), llamada

solucion extremal.

Otro resultado que nos permite trabajar con soluciones radiales de (5.1.1,)) co-

rresponde a:

Proposicion 5.1.4 (Warnault [36]). Puesto que la solucion uy dada en el Teorema

es minimal, es automdticamente radial y estable.

Deducimos facilmente que u* es también radial y estable. Dada la simetria radial
escribiremos u(r) en lugar de u(x), donde 7 = |z| y x € RY.

En este capitulo estudiaremos la regularidad de la soluciéon extremal u*. Como
punto de partida tenemos el resultado de Davila et al. [I1] para f(u) = e“. En este
trabajo se demuestra que u* esta acotada para dimensiones N < 12, y no acotada
para N > 13.

Esto nos permite plantearnos la pregunta de si u* esta acotada para dimensiones
N < 12 y para una no linealidad general f que satisface . En esta direccion

Warnault obtiene el siguiente teorema:

Teorema 5.1.5 (Warnault [36]). Supongamos que f satisface (5.1.2). Sea u* la
solucion extremal de (5.1.1,)). St N <9, entonces u* estd acotada.
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Este tipo de operadores de cuarto orden es de interés para muchos investigadores,
especialmente cuando f es una exponencial o una no linealidad del tipo (14 u)? con
p> 1.

Para f(u) = e* Davila et al. [IT] y Moradifam [26] prueban la singularidad de la
solucion extremal para dimensiones N > 13. Para f(u) = (14 u)? Ferrero et al. [22]
prueban para N > 5y p > (N +4)/(N —4) que u* esta acotada si N < 12.

Para dominios generales con condiciones de frontera u = Au = 0 en 92, Cowan

y Ghoussoub [8] demuestran que u* esta acotada para

N <2+ 4V2 +4\/2 — V2 ~ 10.718,

N AS) \/7 \/ \/W )
p— 1 p+1 p+1 p+1
con f(u)=1+uPyp>1.
En lo que sigue, suponemos N > 5y A € (0,\"), de modo que u = uy es
una soluciéon clasica de . Como hemos mencionado antes, se sabe que u* esta
acotada para dimensiones N < 9. No obstante, nosotros proporcionamos una prueba

sencilla para dimensiones 5 < N < 9.

5.2. Lema en la segunda variacién de la energia para

soluciones estables radiales

El siguiente lema es una de las principales herramientas que vamos a utilizar en
el presente capitulo. Nos permite eliminar el término de reaccion semilineal f’'(u) de

la segunda variacion de energia (5.1.4]), obteniendo asi una expresion en términos de
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u y derivadas radiales hasta orden 3. Este resultado esté inspirado por [36, Lema 5]

y |5, Lema 2.1].

Lema 5.2.1. Sea u una solucion radial de (5.1.1,]). Entonces

(S -1k @], G2
para todo n € C* (B, \ {0}), donde Q,, es definido por (5.1.4) y

N-1 2
Ju(n) = / [QVUVUT + ( o -+ An) u,} )
By

Demostracion. Sea v = Au, yn € C®(B; \ {0}). Como u es una solucion radial de

(5.1.1,)), entonces

Qu(urm) = Ju(n) +2 /

B1

N-1
Aty = =5ty + vy (5.2.2)

Usando ((5.2.2)) tenemos
A(un)|? = / (2VnVu, + 1, Ap + nAu,)?
B B

N1 ?
= / lZVnVuT + ( ol + An) Uy + UH?]
B1

By

+ /B 1 (vrn)*.

Entonces como Av = \f(u), derivando respecto de r, tenemos

(5.2.3)

72

N -1

Avy — —5—v, = A (u)u,.

r

Multiplicando por u,n? e integrando por partes, se tiene que

N -1
A f(w)(um)? _/ (u,n*) Av, — VU]
Bl Bl Bl r
N -1
_/ v, A(u,n?) — 5 IRTRe
Bl Bl r
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Ahora usando (5.2.2), calculamos la integral [ v, A(u,n?):

/ v A(u?) = / v (0 Ay + 4nVu, Vi + 2u,mAn + 2u, [V [)
Bl Bl

- [ oo
o] fonr (25
o [ o= [ (52

de donde se tiene

A (w)(um)? = 2/ l2VT]VuT + (N; ! ) UT:| v+
B: By r

e [(5 )]

Finalmente, restando (5.2.3)) y (5.2.4]), se completa la demostracion del lema. [J

+ 4nVu, Vn + 2u.nAn + 2u, |V?7]2>

oo

-2 |V77\2> UT’LLT:| ,

(5.2.4)

5.3. Estimacién para una no linealidad general

En esta seccion del capitulo, obtenemos una cota superior en términos de (Au),
para la no linealidad ¢, la cual nos permite junto al Lema concluir nuestro
resultado principal. Esta desigualdad esta inspirada por el item #i) del Teorema 1.7

de [34].

Lema 5.3.1. Sea g € C*(R) una funcion no negativa y no decreciente, yu € C*(B;)

una cldsica solucion radial de {A*u = g(u) en By, u = % =0 en 0B;}. Entonces

g(u(r)) < NM, Vr e (0,1]. (5.3.1)

Nota 8. Sea u(r) = (1 — r?)?, entonces u es una solucion de {A%u = g(u) en By,
u=2%%=0endBi} con g(u) =8N(N+2),yu, = —4r(1—r*) < 0 en [0,1]. Luego
Au=4(N+2)r?—4N y g(u) = N@. Por tanto podemos observar que N es una

constante 6ptima para el lema anterior.
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Demostracion. Esta demostracion sigue la misma idea de [34] Teo.1.7 ii)|. Conside-

remos la funcién

U(r) == Nr'=VN(Au), (rN) e (0,1].

Es facil comprobar que ¥(0) =0y ¥'(r) = g (u (r'/V)), r € (0,1]. Como g es no
negativa y no decreciente tenemos que ¥ es una funcién no negativa, no decreciente,
y concava. Se sigue facilmente que

)

r

0<W(r) <

€ (0,1],

de donde se deduce (5.3.1)) y se concluye la demostracion del lema. [

5.4. Nueva estimaciéon para una solucién radial es-

table

El siguiente lema es el resultado que nos permite demostrar la regularidad de la
solucion extremal hasta dimension N = 10, consiste en relacionar los Lemas y

[5.4.7] para conseguir una desigualdad no negativa en términos de u, y ;.

Lema 5.4.1. Sea u una solucion radial estable de (5.1.1,)). Entonces

/B1 Z(n,r)u; — 2/31 K(n,r)u2, > 0,%n € C= (B, \ {0}), (541)
donde
Ty = 2+ [Vl + 2N +2)(wV [Vl
+AK(p, ) — 22 12/6(77,7«) +2A|Vnl* + (N; )2+
4 (v ( ) ( ) An) |
Y

N 1

K(n,r) = Vnl?.
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Demostracion. Sea v = Au, por (5.2.2) y Au? = 2u,Au, + 2u?,, tenemos

2(N -1
2u,v, = Au? — 2u? — ¥u3
r

Integrando por partes el segundo término de , se tiene

2 [ Ky = [ Ko (Aui—?ui—w—;l)ﬁ)
B1 B1 T

[ (st DR

Extendiendo e integrando por partes J,(n), deducimos

Ju(n)—/ {QVnVur ( )url
B
N —
P T / ( ) et (5.4.3)
Bl Bl r
N-—-1 N -1
—2/ (V( 5 )Vn+<—r2 77+An)A77>u2
B
Como v, = Au?/2 — u,Au,, integrando por partes a [, Vn*u
Au?
v, = [ 1l (557w
B
AV u?
:/ (% — \Vn[2urAu,,>.
B

Luego, por (5.2.1)), (5.4.2), (5.4.3) y (5.4.4)), se deduce
2
) > uZ+

/Bl (AIC(n,r) _2AN - 7{3’“’”) oA V) + (N;
) An) it (5.4.5)

2, (G (55

IV |? A, — 2/ K(n,r)uZ, > 0.

B

(5.4.2)

u?,, se tiene

(5.4.4)

By

Por el Lema [£.3.1] obtenemos

0 < s*(sVtw,)s < NsMNoy, Vs € (0, 1],
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o8

Integrando desde 0 a r, se tiene

' T
/ SNUSdS:TNU—N/ sN " ds
0 0

=Ny — Nr¥—1y,

= rNuTr — TN_lur

N+1 <u7'7" u’l”)
=T _—
2 Y
T T

de donde se sigue

2 (“ - “—2) < v, < (N +2) (“ - %) . (5.4.6)

r T r

Por (5.2.2)) y (5.4.6)), se obtiene

—(N + 2)uupr  3u?
+

—u,Au, < >
r r

de lo cual se deduce

/ (= |Vnl* u,Au,) < /
Bl Bl

Asi, integrando por partes, se obtiene

N 2 N— 2 2 2 3 2
/ (= |Vnl* u-Au,) g/ ( + <( ) [Vl” + 2V |V )+ \Zn,)
B B

r r2

(—(N +2) |Vl w3 |Vn|2uz>

2
Uy

2 r2

_ / ((N? +2) [Vl + <N+2><N|vm2>) 2

2r2
(5.4.7)

]

Finalmente, por (5.4.5) v (5.4.7)) se sigue (5.4.1)).




5.5 Regularidad y estimaciones para la soluciéon extremal 59

5.5. Regularidad y estimaciones para la soluciéon ex-
tremal

En este capitulo demostramos la regularidad de la solucién extremal u* para
dimension N = 10, aumentando asi el rango de dimensiones establecidas en el
Teorema hasta N = 10. Ademas conseguimos estimaciones cercanas del origen
para N > 11. Por otro lado se sigue manteniendo el problema abierto si la soluciéon
extremal estd acotada para N = 11, 12 para una no linealidad general f que satisface

(5.1.2).

Teorema 5.5.1 (Navarro y Villegas [29]). Supongamos que f satisface (5.1.2). Sea
u* la solucion extremal de (5.1.1,)). Se tiene que

i) Si N =10, entonces u* estd acotada.

ii) 5111 < N <19, entonces

. N8 9 N—10 i

}1_r)r(1)r > un(r) = ll_I}I(l]?” 7 u*(r) =0.
iii) Si N > 20, entonces

L ONZ9 Lo NI

71}_1)1(1)7’ T uy(r) = 11_1%7’ > u(r)=0.

Los items 7) y ii) del Teorema anterior son motivados por los siguientes resulta-
dos:

En [11] los autores dicen que una solucion débil radial u de con f(u) = e*
es débilmente singular si

li_I)I(l) ru,(r) existe,

y demuestran que la solucion extremal u* de (5.1.1,]) con condicién de frontera

ou*
on

> —4 en 0B es siempre débilmente singular.
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En 2] los autores dicen que una solucion débil radial u de (5.1.1,]) con f(u) =
(14 u)? para p > (N +4)/(N — 4) es débilmente singular si

47 .
lim r»=Tu(r) existe,
r—0

y demuestran que la solucion radial singular de (5.1.1,]) es débilmente singular, por
el Teorema [5.5.1], deducimos que

lim 771" (r) = 0
p— =
=

parap < (N —2)/(N —10) enel caso 11 < N <19y p < (N —3)/(N —11) en el
caso N > 20.

Demostracion del Teorema[2.5.1. La desigualdad (5.4.1)) puede extenderse al espa-
cio H3(Bj) por densidad y por consiguiente a Hg,md(Bl), por lo tanto para cada

a€Ryee(0,1/2), consideramos la siguiente funcion test

e (Z o, (t/e)”) sitel0,e,

Mewe (1) = @ site(e1/2],

O3 — extension site(1/2,1],

\

donde 7a,¢(1) = n;, (1) = g (1) = 0 (1) = 0, y

1 2 1

Luego con un simple calculo tenemos

;

(e722/4) (Z B (t/e)") 2 site (0,6,
Ko t) = (N —1—qa?)t 22 site(e1/2],

funcion acotada (que no depende de €) sit € (1/2,1],

\
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donde

Bo = (a+1)*a+2)*N —1), f1 = —da(a+1)(a+2)*(N - 1),

By = 2a(a +2)((3N — 5)a® + (6N — 10)a + N — 1),
By = —4a*(a +1)(a+2)(N = 3), Bs = (N = 5)a’(a + 1)?
Y ( 4
(e72/4) (Z An (t/ 6)”) t sit € (0,¢,
n=0
Loert) = § py(a)i—20-1 site(e1/2,
funcion acotada (que no depende de €) sit e (1/2,1],
donde \

Mo = —3(a+1)*(a+2)*N —3)(N —1), \; =8ala+1)(a+2)*(N - 3)(N — 1),
Ao = —2a(a +2)((N? — 26N + 13)a® + 2(N? — 26N + 13)a + N? — 6N +5),
Mg = —8a?(a+ 1) (a4 2)(N? 4+ 8N +3), \y = &*(a + 1)*(5N? + 32N + 39),

y

Py(a) = a® =2(N+44)a® 4+ (N? +6N —12)a? —2(N —1)(N —4)a— 3(N —1)(N —3).

Por tanto,

' [ Tt
Be

donde wy es la medida del area de la esfera unitaria N — 1 dimensional.

< wy (Z (10 /4)) / N

n=0

Asi, para o < N/2 — 2, tenemos que fBe Z(Ne, r)u converge 0 cuando € — 0.

Por lo tanto, se tiene que
f—20—4,2

lim T(Mae,r)uz =lm [ (g, m)u’ + Py(a)lim u
e—0 e—0 B. e—0 By 2\Be (5 . 1)

By 2
1/2
= wyPy(a) / tN_ZO‘_E’uf dt.
0
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Sea

B39 515 < N < 10,

ay=1421 sil1ll<N<I19, (5.5.2)

251 si N > 20.

\
Comprobemos que Py(ay) < 0,y K(fay.et) > 0 para N > 5.t € (0,1/2], y

e € (0,1/2). Primero analizamos Py(ay) v luego K(nay e, t)-

Si N > 11, se tiene que ay es constante y que Py(ay) es decreciente en N, de
donde se sigue que Py(ay) < P11(2.1) < —20.63 para 11 < N < 19,y Py(ay) <
Py(2.51) < —13.97 para N > 20. Luego, si 5 < N < 10 podemos verificar (ver
Figura[5.1) que Py(ay) < —10.

-10

45 i

Figura 5.1: Py(¥522, N) para 5 < N < 10.

Por otra parte, si ¢ € (¢,1/2], entonces se sigue facilmente que K(nay.e,t) =
(N—1-0a%)>0.

Luego, si t € (0, €], para comprobar la no negatividad de k(74 ., t), analizamos
el polinomio Y1 _ B3, (t/€)" debido a que tienen el mismo signo.

Por la definiciéon de o podemos diferenciar dos casos:

s Sih < N <10, se tiene que ay es variable en N. Entonces podemos verificar
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(ver Figura que K(Napy e t) > 0.

1000

Figura 5.2: Zizo B (E)n con ay = 8522 y 5 < N < 10.

= Si N > 11, para estas dimensiones se tiene que ay es constante y por ende
K(fay.c,t) es creciente en N, de donde se deduce que >0 _ B, (t/€)" es crecien-

te en V. Entonces podemos verificar (ver figuras|5.3|y que K(Nay.e,t) > 0.

‘ — 5000 |- ‘ o
oo — s ("] 0|
4000
1000 3000 |
2000 |
500 |
1000 |
ol ol
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

Figura 5.3: ay =2.1y N =11 Figura 5.4: ay = 2.51 y N = 20.
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Luego, aplicando el Lema [5.4.1} (5.5.1]), y teniendo en cuenta que u = uy — u*

en H?(Bj) cuando A — \* (ver [1]), se tiene
1/2
K + Py(ay) / tN=2en =52 qt > 0, (5.5.3)
0

donde la constante K > 0 no depende de A.
Fijamos r < 1/2, por (5.4.6) podemos deducir que (u,/t)* es no creciente. En-
tonces, por (5.5.3) se sigue la siguiente desigualdad

1 2 pr
T,N—2OLN—4UT(T>2 / tN_2aN_3 dt — (UT(T)> / tN—QaN—3 dt
1/2 r r/2

< / tN*2aN*5u$dt§i.
r/2 Py(an)

Esto, junto con (5.5.2), permite obtener la siguiente estimacion

/

r 095 sib5 < N <10,

—u,(r) < K'{r=%* s 11< N <19,

—N+49.02
2

r si N > 20,

\

~1/2
para todo 7 € (0,1/2], donde K' = K'/? (—PN(aN) f11/2 th=2an=3 dt)
Finalmente tendiendo A — A\*, se tiene

.
r—095 sib < N <10,

—uy(r) <K' ¢ =5 §i11< N <19,

—N+9.02
2

r si N > 20,

\

para todo r € (0,1/2], desde donde se sigue la demostracion del teorema. O



Conclusiones

En esta ultima seccion exponemos algunas cuestiones que surgen de manera
natural al hacer un analisis de los resultados obtenidos en los capitulos anteriores.
Algunos de nuestros resultados completan los trabajos de otros autores, y en otros
casos tenemos estimaciones puntuales 6ptimas, por ello las posibles lineas futuras

de investigacion o preguntas abiertas corresponden a:

Profundizar en la optimalidad del Teorema [3.1.1] para 1 < p < 2y N >
2p(v2—p+1)

(r—1)(2—-p)
= Seguir avanzando en la regularidad de la solucién extremal del problema del

bilaplaciano para dimensiones N = 11, 12.

» Estudiar a detalle la Proposicion 1.8 de [I1] y el Teorema 3 de [21] respecto de

si la solucion extremal es siempre débil singular para una no linealidad general.

= Buscar estimaciones puntuales para una soluciéon estable y sus derivadas ra-

diales para el problema del bilaplaciano.

65
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