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Exploramos el conocimiento diddctico desarrollado por diez futuros pro-
fesores de matemdticas de secundaria que participaron en un programa
de formacion que integra, a través del dalgebra lineal, el uso de la calcu-
ladora grdfica y la modelizacion matematica. Utilizamos una aproxima-
cion cualitativa. El andlisis de las actividades de ensefianza diseriadas
por los participantes que involucran la calculadora grdfica y la modeli-
zacion muestra cambios y progreso en su conocimiento diddctico.
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Using Modelling and Graphic Calculators in the Teaching of Linear Al-
gebra: A Study in a Teacher Training Program

We explored the didactical knowledge developed by ten secondary
mathematics teachers who participated in a training program that in-
volved the graphing calculator and modeling on linear algebra topics.
We used a qualitative approach. The analysis of the algebra teaching ac-
tivities designed by the participants involving the graphing calculator
and modeling shows changes and progress in their didactical knowledge.

Keywords: Didactical knowledge; Graphic calculator; Linear algebra; Modeling;
Teacher training

El desarrollo de esta investigacion persigue analizar el conocimiento didactico
derivado de la implementacion de un programa de formacion que integra, a tra-
vés del algebra lineal, el uso de la calculadora grafica y la modelizaciéon en la
formacion inicial de profesores de matematicas de secundaria. A efecto del anali-
sis curricular, se partidé de una estructura teorica fundamentada en las cuatro di-
mensiones siguientes: conceptual, cognitiva, formativa y social (Rico, 1997a,
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1997b). Por otra parte, dicha teoria considera que el conocimiento didactico de
los temas matematicos debe fundamentarse en los sistemas de representacion
(Duval, 1995; Janvier, 1987), la modelizacion (Bloom, Booker, Huntley y Gal-
braith, 1998; Niss, Blum y Huntley, 1991; Ortiz, 2002), los errores y dificultades
(Borassi, 1987), la fenomenologia (Freudenthal, 1983), la historia de las matema-
ticas (Fauvel, 1991) y los materiales y recursos. Este estudio se llevd a cabo en el
contexto de la Universidad de Granada, Espafia, dentro de los planes de forma-
cion vigentes en el curso 2001-2002.

En esta investigacion se ha optado por la utilizacion de la calculadora grafica
TI-92, la cual se incorpora como recurso didéctico en el proceso de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas. El contenido matematico involucrado fue el al-
gebra lineal, el cual propicia una riqueza de aplicaciones importantes en la mode-
lizacion de situaciones del mundo real, tal como lo plantean Brunner, Coskey y
Sheehan (1998), Dorier (2000) y Harel (1998), entre otros.

La eleccion del algebra lineal se apoya en el curriculo disefiado por la Conse-
jeria de Educacion de la Junta de Andalucia (1992). Ese documento establece
que, en el nicleo de Algebra para la Educacion Secundaria Obligatoria, se debe
contemplar la resolucién de ecuaciones lineales y sistemas de dos ecuaciones
mediante métodos diversos. Asimismo, se deben considerar aplicaciones de mé-
todos algebraicos en la resolucion de problemas matematicos y de la vida real.
Dentro de la diversidad de situaciones que se resuelven con tratamiento algebrai-
co, se destaca la importancia de aquellas cuya formulacion implica la busqueda
de uno o dos datos.

La pertinencia de la investigacion procede del programa de formacion inicial
de profesores de matematicas de secundaria en la Universidad de Granada, to-
mando en consideracion que en la actualidad en dicho programa se aprecia esca-
so tratamiento de las nuevas tecnologias y de la modelizacién matematica. Para
realizar el estudio se implementd un programa que integra la modelizacion, la
calculadora grafica y el algebra lineal en la elaboracion de actividades didacticas.

Las cuestiones de investigacion formuladas fueron las siguientes:

4 ;Qué conocimiento didactico desarrollan los profesores en formacion me-
diante el manejo e incorporacion de la calculadora grafica en tareas esco-
lares, y de qué manera lo integran en su conocimiento profesional?

4 ,Cuales son los criterios que manejan los profesores en formacion para el
uso de la modelizacion matematica y de qué manera recurren a ella?

¢ ,Qué potencialidades didacticas brinda el algebra lineal, en la formacion
inicial del profesor, para el establecimiento de vinculos y relaciones entre
la calculadora y la modelizacion matematica?
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METODOLOGIA

El estudio se desarrollé con diez sujetos que siguieron durante 30 horas (diez
sesiones) la implementacion de un programa de formacion, mediante un curso-
taller, cuyo disefo se sustentaba sobre la modelizacion y la calculadora grafica
como recurso en un contexto matematico de algebra lineal. Los sujetos del estu-
dio fueron profesores de matematicas en formacion que participaron de forma
voluntaria. Se seleccionaron con base en criterios de ser potencial profesor de
matematicas y no estar en ejercicio docente.

Este trabajo se enmarca dentro de la metodologia de estudio de caso. El foco
de la investigacion se centra en las producciones de los sujetos participantes en la
implementacion del programa.

En el estudio se consideran las producciones de los participantes en relacion
con: (a) el uso de la calculadora grafica y la modelizacion en la ensefianza del
algebra lineal, (b) el manejo instrumental de la calculadora grafica y su articula-
cion con la modelizacion, y (c) el empleo de estos elementos para planificar ta-
reas de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Es decir, el estudio se centra
en estos aspectos del conocimiento didactico del profesor en formacion.

El analisis de las producciones se efectué tomando como criterio la identifi-
cacion de tres momentos claves en el desarrollo del curso-taller: (a) la primera
sesion (momento inicial), (b) la cuarta sesion (momento intermedio) y (c) la dé-
cima sesion (momento final). Todo ello contrastado con las producciones de las
demas sesiones del curso-taller.

Se consideraron diferentes aspectos para el analisis. Con respecto a la mode-
lizacion, se identifico el desarrollo de habilidades para resolver problemas abier-
tos, la discusion y reflexion sobre los abordajes de las situaciones problema, la
valoracion critica de cada parte de la actividad desarrollada, las habilidades de
comunicacion oral y escrita y las habilidades para trabajar en grupo, aspectos
sugeridos por Galbraith, Haines e Izard (1998). Con respecto al apoyo de la cal-
culadora grafica como recurso didactico, se analizé la utilizacion de los diversos
sistemas de representacion y sus conexiones entre ellos, con los conceptos mate-
maticos y con las situaciones planteadas en el disefio de actividades didacticas.
También se tomod en cuenta el aprovechamiento de las posibilidades de calculo,
experimentacion, visualizacion y contraste de resultados posibles de efectuar con
el uso de la calculadora grafica, de acuerdo a lo planteado por Kutzler (2000).

RESULTADOS

Presentamos los resultados del estudio describiendo el estado de los profesores
en formacion en el momento inicial, en el momento intermedio y en el momento
final.
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Estado de los Profesores en Formacion en el Momento Inicial
El estado inicial de los futuros profesores se puede sintetizar en los siguientes
aspectos generales. Los participantes:

4 poseen una sélida formacion disciplinar;

4 cstan abiertos al empleo de la calculadora grafica por parte del profesor de
matematicas, aunque mantienen una posicion moderada sobre el uso de la
misma por parte de los alumnos;

4 tienen relativa habilidad para proponer situaciones del entorno del alum-
no;

4 conservan el esquema de conduccion de la clase dominada por el profesor;
y

4 manifiestan poca iniciativa al momento de proponer actividades de eva-
luacion.

Estado de los Profesores en Formacion en el Momento Intermedio

El objetivo de la cuarta sesion fue modelizar situaciones en las cuales subyacen
relaciones de linealidad que conllevan a la resolucion de inecuaciones lineales.
Una de las situaciones problema propuestas en esta sesion fue la siguiente, rela-
cionada con el ingreso laboral:

Ricardo tiene dos trabajos de tiempo parcial; en uno le pagan 7 euros
por hora y en el otro 5 euros por hora. Debe ganar, cuando menos, 140
euros semanales para sufragar sus gastos escolares. Determinar las di-
versas formas en que puede programar el tiempo para alcanzar su meta.

Resolucion Directa sin Usar Calculadora Grdfica

En este caso los profesores en formacion identificados como PF4 y PF7 resolvie-
ron el problema con pocos detalles. El participante PF4 consider6 las variables x
e y que denotan el numero de horas en el trabajo que paga 7€ la hora y el nimero
de horas en el trabajo que paga 5€ la hora, respectivamente. Luego defini6 las
funciones 7} y 75 por T;(x)=7x y 5(y)=>5y y formulo el modelo de la situacion
planteada definido por la desigualdad 7j(x)+ 7>(»)=140. No se observo la consi-
deracion de condiciones o restricciones en la construccion del modelo. Tampoco
se explicaron los detalles y la necesidad de introducir las funciones lineales 7; y
7. Finalmente no se resolvid el problema, sino que se planted la desigualdad
y > @ y se afirmé tener “siempre partes del semiplano superior”. Ob-
viamente no se vislumbro una clarificacion de los procedimientos sefialados. Se
podria decir que el disefo de la actividad no se estructurd para ser comprendido
por alumnos de secundaria.
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Resolucion Directa Utilizando Calculadora Grdfica

En este caso tenemos el uso de la calculadora grafica pero sin introduccion previa
a la visualizacion de la misma. Es decir, se dejo que la calculadora grafica “ex-
plicara” por si misma. No se hizo interpretacion ni se aprecio su incorporacion al
proceso de modelizacion. Un ejemplo de este caso lo representan las produccio-
nes de los participantes PF5 y PF9. PF5 planteo las inecuaciones 140 < 7x + 5y y

x+y <40, defini6 las funciones y = MO%%C =y3(x) y y=40-x=yd(x), y fi-

nalmente hizo la representacion (Figura 1), sin dar detalles ni interpretaciones
respecto a la situacion problema.
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Figura 1. Representacion propuesta por PF5
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El participante PF9 defini6 la funcién ingreso de Ricardo como i(#,t,) =7t + 5t
donde ¢#, es el tiempo en el trabajo 1 y #, el tiempo en el trabajo 2. Luego escribio
y present6 i(¢,1,) =140 y en la calculadora hizo la representacion mostrada en la
Figura 2.
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Figura 2. Representacion propuesta por PF9

MAIN RAD EXACT

En esta tltima produccién se notdé dominio técnico de la calculadora grafica en la
graficacion de funciones, pero no se aprovechod para sacar conclusiones acerca de
las soluciones, lo cual pudo haber conducido a tomar en cuenta nuevas condicio-
nes y el ajuste del modelo.

Resolucion Detallada Utilizando Calculadora Grdfica

En este caso, los profesores en formacion intentaron explicar los detalles de sus
razonamientos. Ademads, incorporaron la calculadora grafica en sus producciones
y abordaron el proceso de modelizacion. Utilizaron la calculadora grafica para
despejar variables, tal como se observa en la Figura 3. También emplearon la
calculadora gréafica para realizar tablas como la mostrada en la Figura 4, cons-
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truida con la funcidén y(x) = @ En el contexto algebraico definieron las

variables a utilizar en la construccion del modelo, introdujeron ecuaciones e in-
ecuaciones en dos variables y la interpretacion de sus soluciones. Respecto del
estudio de la situacion problema se encontré que la mayoria de participantes en
esta categoria resolvieron casos particulares.
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3 33.8
3 22.4
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S 6 5.6
msolye(?-x+5-y=140,4) g=—(x5 ) ; 2:%
solve(?x+5y=140 x=5.
MAIN RAD ERACT FUNC 1730 MAIN RAD EXACT FUNC
Figura 3. Despeje de variables Figura 4. Presentacion de tablas

Estado de los Profesores en Formacion en el Momento Final
El objetivo de la ultima sesion fue disefiar una actividad didactica de contenido
algebraico para desarrollarla con alumnos de secundaria, segin se muestra a con-
tinuacion:
Supongamos un profesor de secundaria que necesita elaborar una acti-
vidad didactica con la que mostrar la utilidad de los sistemas de ecua-
ciones lineales. Para satisfacer este proposito te pedimos que

1. describas (o propongas) una situacion problema del mundo real que
cumpla esa asignacion.

Suponiendo que el profesor conoce el proceso de modelizacion y que uti-
lizara la calculadora grdfica con sus estudiantes:

2. enuncies al menos dos preguntas, cuya respuesta requiera el uso de la
modelizacion y la calculadora grdfica;

3. ordenes la secuencia de las actividades (guion) a seguir por el profe-
sor, para lograr su objetivo; y

4. sugieras al menos dos aspectos a evaluar (en los alumnos) e indica
como los llevarias a cabo.

Es importante destacar que el enunciado de esta actividad fue idéntico al pro-
puesto en la parte B de la sesion inicial.

En la primera cuestion, los profesores en formacion plantearon situaciones de
la vida cotidiana, familiar, empresarial, comercial y del &mbito bélico. En gene-
ral, los profesores en formacion acudieron a diferentes ambitos de interés para
plantear las situaciones problema.

PNA 2(4)



La Ensefianza del Algebra Lineal... 187

En cuanto a la segunda cuestion, las preguntas expuestas por los participan-
tes podrian contribuir a desarrollar procesos de modelizacion donde se desarro-
llaran habilidades de comunicacion oral y escrita, asi como la criticidad e inde-
pendencia de pensamiento de los alumnos.

Respecto a la tercera cuestion, los profesores en formacion consideraron la
secuencia siguiente: (a) organizacion de los alumnos en grupos pequeiios, (b)
planteamiento de la situacion problema, (c) formulacion (y seleccion) del pro-
blema, (d) identificacion de variables, (e) establecimiento de relaciones entre las
variables —puede utilizarse la calculadora grafica—, (f) construccion del mode-
lo, (g) representacion del modelo utilizando varios sistemas de representacion
—con el apoyo de la calculadora grafica—, (g) resolucion del problema (mate-
matico), (h) interpretacion de la (o las) solucion (o soluciones), (i) formulacion
de nuevas preguntas y (j) planteamiento de nuevas situaciones a manera de ejem-
plo.

Las propuestas de la cuarta cuestion, referida a la evaluacion, sugieren que
los profesores en formacion consideraron la evaluacion como busqueda de in-
formacion para el profesor, para que éste ultimo lograra construir un marco gene-
ral de sus alumnos y tomara decisiones en relacion con las estrategias de ense-
flanza y el aprendizaje. No se considero explicitamente la evaluacion como fuen-
te para contribuir a fortalecer en los alumnos sus capacidades intelectuales y
aprovechar las posibles ventajas que le ofrece el contexto escolar.

LOGROS Y HALLAZGOS

Los profesores en formacion plantearon situaciones del mundo real ajustadas a
los niveles de educacion secundaria y cercanas al entorno del alumno. En cuanto
a los materiales y recursos, se evidencié un dominio en el manejo técnico y di-
dactico de la calculadora grafica y de las opciones que ésta ofrece, otorgandole
importancia tanto para el profesor como para el alumno. Se reveld una postura
ante la ensefianza de las matematicas que colocaba al alumno en un plano de su-
jeto activo, donde éste podria experimentar, conjeturar, formular, resolver, expli-
car, predecir y contrastar con los demas compaiieros y con el profesor. Los profe-
sores en formacion recurrieron a diferentes sistemas de representacion y sus in-
terconexiones, lo cual revelo la bisqueda de alternativas para facilitar la com-
prension en los alumnos. Exploraron formas de explicar el algebra a los alumnos
como mecanismos para favorecer la comprension de la situacion problema. Se
puso en evidencia la aplicacion del proceso de modelizacion, integrado a la cal-
culadora grafica, en todas sus fases para el disefio de la actividad didactica de
contenido algebraico solicitada, destacandose el énfasis que mantuvieron en el
uso de preguntas abiertas.

Las producciones de los participantes estuvieron referidas a: (a) la aplicacion
sistematica de la modelizacion en la resoluciéon de problemas del mundo real, (b)
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el uso de la experimentacion para la resolucion de problemas, (c) la utilizacion de
la calculadora grafica en los momentos de abstraccion y resolucion correspon-
dientes al proceso de modelizacion y (d) la utilizacion de las potencialidades de
la calculadora grafica con fines didacticos.

Respecto a la modelizacion, los profesores en formacioén propusieron pro-
blemas abiertos con el propdsito de contribuir al desarrollo de la autonomia inte-
lectual de los alumnos.

Por otra parte, respecto a la secuencia, en el momento inicial sélo se hizo én-
fasis en plantear la situacion problema, formular el modelo, resolver y plantear
otros ejemplos similares y comprobar resultados con la calculadora grafica. En el
momento final se considero el trabajo en grupo por parte de los alumnos, el plan-
teamiento de situaciones y la seleccion y formulacion de problemas, la construc-
cion y representacion multiple del modelo (con el apoyo de la calculadora grafi-
ca), la interpretacion de las soluciones y la formulacion de nuevas preguntas. Es-
to revela avances en el conocimiento didactico de los profesores en formacion
generados en la implementacion del programa.

En lo relativo a la importancia del algebra lineal para la ensefianza, los profe-
sores en formacién plantearon contextos que permitieron utilizar los conceptos
algebraicos para la aplicacion de la modelizacion y el reconocimiento de diferen-
tes formas de ensefianza.
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