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Capitulo 1

Origen de la investigacion y
delimitacion del problema de

investigacion

En este capitulo nos ocupamos de la génesis del problema de investigacion y de establecer
los objetivos del trabajo referidos a los usos y significados de las letras como fuentes de
errores algebraicos por parte de los estudiantes del Centro Universitario de la Costa Sur de

la Universidad de Guadalajara (México) (CUCSUR).
1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Durante mi experiencia docente de 18 afios impartiendo algebra a estudiantes de bachillerato
y universidad, en continuas ocasiones percibi, algunos patrones repetitivos en los errores que
manifestaban al responder a las tareas de las evaluaciones correspondientes a los temas de

algebra.

Asi mismo, observé las continuas dificultades que manifestaban al intentar desarrollar
distintas tareas algebraicas, proporcionadas con motivo de practicar los temas cotidianos

expuestos en cada clase.

A partir de estas observaciones y evidencias que me causaban inquietud, me pregunté en
numerosas ocasiones cuales seran las fuentes de los errores con que tropezaban los
estudiantes regularmente, por qué se repiten con tanta frecuencia algunos de ellos y cuales

seran las causas, por las cuales los estudiantes de distintos etapas educativas manifiestan
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errores comunes a pesar de tener distintos niveles de formacion educativa en matematicas.
En la busqueda de respuestas, y de manera un poco ingenua en principio — pues la respuesta
a tales interrogantes es compleja por naturaleza — decidimos iniciar nuestra incursion en la
investigacion en el area de la Didactica de la Matematica enfocando mi atencion en los
errores algebraicos que cometen los estudiantes en el primer semestre de un centro educativo
como el CUCSUR. La necesidad de informacion al respecto fue la que me motivo a iniciar
mi formacion en el campo de la investigacion en Didactica de la Matematica a través de un
master, concretamente el Master de Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada

en Espaiia.

Con base en el interés que se ha descrito, en el contexto de los cursos del Doctorado de
Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada, analizamos algunas respuestas
relacionadas con la solucién de distintas tareas matematicas resueltas por estudiantes
universitarios. Esto nos llevo a efectuar nuestra primera aproximacion documental al tema
de los errores que se presentan en educacion matematica. Las lecturas realizadas en esa
investigacion documental nos ilustraron acerca de la importancia y vigencia de esta linea de
investigacion dentro del &mbito de la Didéctica de la Matematica. Ademas, reafirmé nuestro
interés por este tema ya que nos permitié conocer mas a fondo diversos enfoques tedricos e
investigaciones sobre el algebra y concretar mi Trabajo Fin de Master en el campo de los

errores algebraicos de los estudiantes universitarios (Garcia, 2010).

Inicialmente llevamos a cabo una revision bibliografica de las distintas concepciones del
algebra que forman parte de la instruccion matematica de los estudiantes, y una vez que
tomamos en consideracion los distintos contenidos que implican la ensefianza del algebra
desde cada nivel, inferimos la necesidad de la eleccion y fundamentacioén de un instrumento
de evaluacion que permitiera explorar los conocimientos adquiridos por los alumnos que
reciben la instruccion de algebra bajo los enfoques mencionados. En la lectura de las
investigaciones encontradas acerca del error algebraico, se manifesto, la preocupacioén por
los errores que tenian los estudiantes de todos los niveles, sus caracteristicas particulares, sus
puntos de vista acerca de los problemas en sus sujetos de estudio y algunas recomendaciones

para reducir el problema que se presenta en la mayoria de estudiantes que, ante el hecho de



saberse poco competentes en el drea matematica, muchas veces deciden elegir materias en

las que no exista interaccion constante con el area matematica.

Sobre la desercion, Chumba (2009, p. 12) explica los principales factores por los que un
estudiante decide dejar sus estudios superiores, entre los que se encuentras la mala formacién
previa, que ocasiona baja autoestima e incapacidad para superar obstaculos. Esto puede
sugerirle realizar una eleccion inadecuada de sus estudios que puede abocarle al abandono.
Detras de toda esta cadena de implicaciones en muchas ocasiones en las areas fisico-
matematicas de los estudios superiores estan los errores del algebra que documentaron
autores como Franchi y Herndndez (2003), Hartnett y Gelman (1998), Mason (2002), Chi y
Roscoe (2002), Merenluoto y Lehtinen (2002), Kieran (1992), Brown, Montfort y Findley
(2007). La revision de las investigaciones acerca de los errores en educacion matematica

sigue el proceso de la Figura 1.

Errores en algebra

) N

Errores en la educacion
matematica

" 4

Enfoques del algebra

Resolucion de tareas
algebraicas

Figura 1. Planteamiento de investigacion documental



Para contextualizar nuestro problema de investigacion, realizamos una primera aproximacion
a la definicion del concepto de algebra, ademas de hacer un andlisis de sus caracteristicas
mas comunes y que han sido estudiadas desde las diferentes perspectivas establecidas por los
investigadores de la Educacion Matematica. En la revision, ha quedado evidente la existencia
de diversos conceptos acerca del algebra que bien pueden ser considerados como fuente de
errores y dificultades en la ensefianza y aprendizaje en la relacion profesor-alumno,

destacando en muchos de ellos el diferente papel que juegan las letras.

Como hemos indicado existe un problema en el CUCSUR ocasionado porque los estudiantes
de primer ingreso llegan con problemas en su desempeiio algebraico. Esto puede ocasionar
problemas de bajo rendimiento y una frustracién posterior que puede ocasionar la desercion
escolar o que el estudiante tenga problemas para avanzar en su educacion superior. El hecho
de que el algebra forme parte importante de las titulaciones que incluyen matematicas,

acrecienta este problema.

Por esta razon consideramos necesario realizar un estudio que permita conocer cuales son las
causas principales por las que estos alumnos tienen dificultades que les impiden resolver
adecuadamente las tareas algebraicas que se les presentan regularmente en sus estudios
universitarios y qué papel juegan las letras en esas dificultades. Esta necesidad nos permite

plantear la siguiente pregunta de investigacion:

(Cudles son las causas mas frecuentes de los errores que cometen los estudiantes
universitarios cuando es necesario el manejo y la comprension de los distintos usos de las

letras en algebra?

Para abordar esta pregunta, a lo largo de esta memoria de tesis responderemos a las siguientes

preguntas especificas:

1. (Es posible caracterizar algunos elementos de las respuestas de los estudiantes y
agruparlas para evidenciar las distintas fuentes de errores originados por los distintos

usos y significados de las letras en algebra?



2. (Qué sucede en la introspeccion cognitiva del estudiante cuando se enfrenta a tareas

que conscientemente sabe que no puede resolver, como es el caso de algunas tareas
de algebra, donde se involucran los distintos usos y significados de las letras?
(Existe relacion entre el rendimiento de los estudiantes y los errores que cometen de
acuerdo a las titulaciones en las que estan inscritos?

(Existe relacion entre el rendimiento de los estudiantes y los errores que cometen de

acuerdo al sexo al que pertenecen?

Considerando su formacion académica previa, ;estdn situados los estudiantes de nivel

universitario en los niveles mas altos de comprension de los distintos usos y significados de

las letras en algebra?

1.2 OBJETIVOS DE INVESTIGACION

El objetivo general de la investigacion es estudiar, analizar y caracterizar los errores en los

que incurren los estudiantes al resolver tareas algebraicas con el fin de proponer un conjunto

de sugerencias dirigidas a implementar estrategias de ensefianza del algebra.

1.2.1 Objetivos Especificos

1.

Adaptar la prueba disefiada por Kiichemann (1980) para que permita explorar y
profundizar en los errores en los que incurren los estudiantes cuando se enfrentan a
tareas que requieran soluciones algebraicas.

Organizar y caracterizar los errores que se manifiestan en las producciones de los
estudiantes del primer curso universitario de distintas titulaciones del CUCSUR al
resolver las tareas algebraicas de la prueba adaptada de Kiichemann (1980).
Analizar y comparar los resultados obtenidos en este trabajo con los niveles de
comprension del modelo The Concepts in Secondary Mathematics and. Science
(CSMS).

Identificar, clasificar y caracterizar los errores que se presentan en las producciones
de los estudiantes de acuerdo a los distintos usos y significados de las letras

propuestos por Kiichemann (1980).



5. Indagar el rendimiento general y por nivel de entendimiento de los estudiantes
participantes en esta investigacion.

6. Analizar la dificultad de los items de la prueba considerando su ubicacion en los
niveles de entendimiento propuestos por Kiichemann (1980).

7. Comparar el rendimiento entre los hombres y mujeres participantes para determinar
si hay diferencias significativas en el rendimiento entre ambos sexos.

8. Comparar el rendimiento de los estudiantes de las titulaciones del area de ingenieria
y las de otras areas para determinar si hay diferencias significativas en el rendimiento

de los estudiantes de esas areas.

1.3 JUSTIFICACION

Es importante destacar que actualmente, en muchos curriculos escolares de secundaria y
bachillerato que se imparten en México, no profundizan en la reflexion teorica acerca de los
diferentes enfoques sobre algebra y s6lo se presentan como contenidos de programas de

estudio de manera superficial.

También cabe sefialar que, al menos hipotéticamente, los alumnos de primer curso
universitario ingresan a este nivel con una preparacion matematica previa, que en teoria han
superado lo que deberia permitirles la resolucion de determinadas tareas algebraicas sin
dificultad. Sin embargo, la realidad muestra que esto no es asi y se hace necesario realizar
cursos iniciales de nivelacion, lo que retrasa el avance en la adquisicion de nuevos

conocimientos.

Esta educacion previa no es, en ocasiones, lo suficientemente sélida como para afrontar
situaciones de tareas relacionadas con el algebra e incluso la aritmética, y esto hace percibir
que los alumnos llegaron con conocimientos previos pobres, como se document6 en Garcia
(2011), o en la serie de investigadores mencionados anteriormente que estan de acuerdo que,
un factor importante que ocasiona los errores algebraicos y aritméticos en los estudiantes

universitarios es su formacion previa.

Es importante pues sefialar bajo qué perspectiva se conduce la ensefianza del algebra en los

niveles educativos precedentes al de licenciatura, ya que uno de los objetivos principales de
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este trabajo, sera el explorar las principales fuentes de errores que puedan presentarse en las
producciones de los alumnos al resolver distintas tareas algebraicas. El resultado de nuestro
estudio pretende ser un analisis detallado acerca de las posibles fuentes de errores que se
presentan en las producciones de los estudiantes de primer ingreso en un centro universitario
concreto de México, que esperamos sirva para documentar esta problematica y marque la
pauta para el inicio de posteriores investigaciones orientadas a paliar el problema de la

ensefanza y aprendizaje del algebra en esta y otras instituciones.






Capitulo 2

Marco Teorico

En este capitulo, inicialmente se realiza una primera aproximacion a la definicion del
concepto de algebra, analizando sus caracteristicas mas comunes estudiadas desde las
diferentes perspectivas establecidas por varios investigadores de educacion matematica. El
recorrido evidencia la existencia de diversos conceptos que pueden ser considerados como

fuente de errores y dificultades en la ensefianza y aprendizaje del algebra.

Asi mismo, hacemos un recorrido sobre los fundamentos filosoficos del error, tomando en
cuenta los distintos enfoques como oportunidad del aprendizaje y como producto de las
experiencias. Por otra parte, también se analizan los antecedentes del estudio de errores de
principios del siglo XX hasta la actualidad, con el objetivo de identificar investigaciones
relacionadas con la clasificacion de los errores encontrados en las producciones de los

estudiantes.
2.1 ;QUE ES EL ALGEBRA?

Desde el nacimiento del algebra como conocimiento cientifico, fue concebida como una
generalizacion de la aritmética para la resolucion de ecuaciones y el estudio de las
operaciones y sus propiedades. Siendo un 4rea del conocimiento que siempre ha ido
evolucionando, algunos autores dividen su desarrollo histdérico en tres grandes etapas: la

etapa retdrica, la sincopada y la simbdlica, que describimos a continuacion.



2.1.1 Etapas historicas del algebra

Etapa Retorica

Nesselman asignoé en 1842 (Puig, 1998), los nombres a cada etapa del desarrollo del lenguaje
simbdlico, y menciona que en esta etapa los problemas algebraicos eran resueltos a través
del lenguaje natural. Histéricamente se reconoce el trabajo algebraico de tres civilizaciones:
la babilonica, la egipcia y la griega. Ademas estas civilizaciones no se conformaron
unicamente con utilizar el lenguaje retérico: tuvieron el primer acercamiento al significado
de variable, seglin se demostrd en algunos de los problemas encontrados en tablillas y papiros

de la época.

La Tabla 1 muestra que a pesar de no contar con un lenguaje simbdlico, las civilizaciones
mencionadas lograron avances significativos en los temas que se refieren al manejo de las
matematicas, ya que mostraron que dominaban los aspectos basicos del algebra, aunque
reconociendo que apenas comenzaban con este tipo de ejercicios, no los expresaban con
rigor, ni con la generalidad actual, como pueden ser las ecuaciones lineales y las de segundo

grado, como explica su autora.
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Tabla 1. Etapa Retorica del algebra: aportes por civilizacion

Civilizacioén Babilonica

(2000- 300 a.C)

Civilizacion egipcia (siglos
XXy X a.C)

Civilizacion griega

En cuanto al lenguaje algebraico

(2800 a.C)

Se destacaron en la Calcularon varias raices Usaron procesos
resolucion de ecuaciones cuadradas, efectuaron  geométricos para
de primer, segundo y te.rcer potengias, e ipcluso solucionar situaciones
grado, aunque en tablillas obtuV}eron la solgcu’)n de algebraicas. La idea de
se describian sus ecuaciones de primero y ) )

procedimientos sin usar segundo grado. Le dan el C?mblo y variable n'o era
variables. Al acercarse a nombre de aha a la @ena para los griegos,
encontrar el valor de V2, incognita (valor aunque no fue estudiada
descubrieron la relacion desconocido): Resolvieron desde el punto de vista
entre lado y diagonal del problemas — como  los cuantitativo. No  hay
cuadrado. siguientes: consideracion

Segiin ARBELAEZ (1998)
en una tablilla babilonica
aparece el problema de
determinar la constante por
la que se debe multiplicar
30 (not. sexag.) al lado de
un cuadrado para obtener la
diagonal 45,25. Usando un
ensayo y error concluyen
que la constante es
1,2545110 es decir,
obtenian una aproximacion

al numero racional V2

“a aha, si se le anade la
cuarta parte, resulta 15.
¢Cudl es esa cantidad?”

A través del método de la
falsa posicion razonan de la
siguiente manera:

Cuenta con 4, al cuarto
es 1 total 5.

Cuenta con 5 para
encontrar 15.

2 10

El resultado es
Multiplicar 3 por 4

“cComo dividir 100 en dos
partes para que la raiz de
una de ellas sea los % de la
otra?”

Usan de nuevo el método
de la falsa posicion, es
posible plantear que dan
significado a la variable
como incognita pero no
utilizan para ella una
representacion simbdlica.

general
sobre la idea de variable,
dependencia o funcidn,
pues las aproximaciones
cuantitativas y cualitativas
estan aun disociadas. Sin
embargo Diofanto hace
interesantes

aproximaciones al trabajo
con expresiones
algebraicas y
significativamente en el
uso del lenguaje sincopado.

avanza

Nota. Fuente: Guzman, N. (2013). Una propuesta para desarrollar pensamiento algebraico desde la basica primaria a través
de la aritmética generalizada (Tesis de Maestria). Universidad Nacional de Colombia, Colombia. (p. 7)
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Etapa sincopada

Diofanto, quien vivio alrededor del afio 250 D.C., reconocié el uso de letras y simbolos que
representaban cantidades, solucionando con ellos algunos problemas algebraicos; estas
abreviaturas o sincopas permitian economizar el uso del lenguaje y eran usadas en lugar de
incognitas o valores desconocidos (Guzman, 2013). Este autora agrega que las civilizaciones
como la china, la hindu y la arabe lograron grandes avances en el estudio de esta rama del
conocimiento ya que fueron motivados por varias necesidades, como la de explicar el
funcionamiento de diversos fendémenos fisicos, sobre todo aquellos que se relacionaban con

la astronomia.

Posteriormente (siglo V), la civilizacion hindd tuvo la necesidad de abreviar una
simplificacion trascendente, suprimiendo cualquier referencia a las palabras que usaban para
nombrar las potencias y los nimeros y haciendo mas notorias las sincopas al encontrar una
eficiente notacion decimal posicional y en particular el uso del cero, que es una herencia
hindu. En el caso de la civilizacion arabe, aparte de adoptar el cero y los nueve simbolos
hindues que representan los nimeros naturales, adoptaron su sistema posicional, siendo uno

de los ejemplos mas relevantes en lo referente a la economia del pensamiento del ser humano.

Por su parte, Malisani (1999) menciona ademas que la transicion del algebra retdrica al
algebra sincopada tardo varios siglos y la ubica con autores que la seguian usando entre los
afos de 1500 y 1600, cuando fueron introducidos todos los simbolos y abreviaturas que se
conocen actualmente. Pero a pesar de los avances logrados con las dos épocas, hubo un
escaso desarrollo algebraico por lo que surge la necesidad de recurrir a otros lenguajes o de
hacer uso de la geometria, con la intencion de sustentar las premisas, usar un lenguaje mas

natural o usar otros métodos o argumentos aritméticos para la solucion de problemas.
Etapa simbolica

Segin Guzman (2013), esta etapa se inicia formalmente a partir del siglo XV con los trabajos
de Tartaglia, Cardano, Viette, Galileo, Descartes, Wallis, Peacock, Boole, Newton y Leibniz.
En esta etapa se usan de manera sistematica las letras para las cantidades y los signos para

las operaciones; este tipo de lenguaje algebraico ademas se usa para resolver ecuaciones y
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para demostrar reglas generales. En esta época naci6 la geometria analitica, que da paso al
calculo infinitesimal, progresando el estudio de funciones al abordar ecuaciones y sus
gréaficas con variables x e y, pudiendo utilizar una relaciéon de dependencia entre ellas y se

define el término funcion.

Viette genera un cambio fundamental en el lenguaje simbdlico, ya que hasta ese momento
solo se habian utilizado abreviaturas del lenguaje natural; en este momento se entiende la
importancia del uso de variables para representar potencias, lo que significd un gran avance
en el desarrollo del lenguaje simbolico. En este campo, Jordan Nemorarius utiliz6 los signos
p y m para indicar el més y el menos, mientras que el guion (—) para sefialar el menos en la
resta fue introducido por los alemanes en los siglos XV y X VI, siendo tomado por los libros

de contabilidad de los comerciantes quienes lo utilizaban para simbolizar sus faltantes.

La facilidad que da la simbologia es la que ha ocasionado un desarrollo mayor del algebra,
permitiendo que con el uso de estos simbolos dar una mayor libertad a las matematicas para
la construccion de un algebra superior. La diferencia con las dos etapas anteriores, reside en
que lo fundamental ya no era representar, sino operar ese nuevo sistema de simbolos sin
recurrir a otros lenguajes, pudiendo afirmar que el lenguaje simbolico es auto-suficiente, atin

sin el uso de la retodrica.

Un acercamiento al significado del algebra

En la descripcion de esas tres etapas se ha observado que el algebra ha ido evolucionando
para poder tener un mayor grado de expresion, ademas de un manejo mas adecuado por parte
de los estudiosos en matematicas, en el que esta rama del conocimiento se ha ampliado para
beneficio del conocimiento y la ciencia. Es de mencionar que este amplio campo de estudio
conocido como 4lgebra es definido de manera concisa por Lacampagne (1995), como el
lenguaje de las matematicas. Sin embargo, otra idea extendida es que el algebra es la ciencia
que se encarga de resolver ecuaciones, graficar funciones en el plano de coordenadas, y
muchos otros algoritmos que se realiza con las omnipresentes letras x e y. El matematico
Euler, ya en el siglo XVI la definia como “la ciencia que ensefia a determinar las cantidades

desconocidas a través de lo que se sabe” (Katz, 2007, p. 41).
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La naturaleza del algebra tiene sus raices epistemoldgicas y ha estado en el centro de las
discusiones y definiciones desde siempre. Kieran (1992) habla de un serio debate entre los
matematicos britdnicos en la primera mitad del siglo XX, que sostenian la posicion de que el
algebra es la aritmética universal. En este sentido, se da una devaluacion de la definicion de
algebra reduciendo su significado a las cantidades y las operaciones con ellas. Sus reglas son
definidas por las propiedades cuantitativas de la aritmética. Por otro lado, debatian si el
algebra es puramente un sistema de simbolos arbitrarios y es esencialmente regida por los

principios arbitrarios (Garcia, Segovia y Lupiafiez, 2012).

Ante tal disyuntiva, Kieran (1992) cuestiona el uso legitimo de los numeros negativos,
irracionales, imaginarios, por el hecho de que no pueden ser interpretadas como medidas de
cantidad. Por su parte Wheeler (1996), aborda el problema como que, el algebra deberia ser
una extension o conclusion de la aritmética, ya que reconoce que el adlgebra resuelve
problemas que la aritmética no incluye y que al mismo tiempo el dlgebra no puede manejarse
por si misma. Por tanto, la aritmética no puede vivir sin la ayuda del algebra, ya que necesita

de los numeros reales para su funcionamiento.

Este autor advierte ademas, que un enfoque de algebra como aritmética generalizada puede
no ser apropiado desde la perspectiva de la pedagogia escolar, debido a que el dlgebra tiene
sus propias raices, no necesariamente deducibles de las relaciones aritméticas. Finalmente
seflala que la existencia de ciertas continuidades entre el algebra y la aritmética crea

conflictos sobre la definicion y extension de algebra.

En nuestros dias, se ha desarrollado el concepto de que el algebra es la disciplina que
involucra la manipulacion de simbolos, la resolucion de ecuaciones y expresiones en donde
se implica la simplificacion de simbolos. Sin embargo, el algebra es mas que mera
manipulacion de simbolos, en este sentido se coincide con el National Council of Teachers
of Mathematics (NCTM) (2003), quienes afirman que el algebra comprende ademas las
relaciones entre cantidades, incluyendo las funciones, formas de representar las relaciones

matematicas y el analisis del cambio.

Existen varias definiciones y enfoques sobre el dlgebra, y sobre ellas se ha afirmado y negado

demasiado. Por ejemplo, en el Curriculo y Estdndares de Evaluacion para las Matematicas
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Escolares que desarrollé el NCTM en 1989, el algebra fue descrita como la lengua a través
de la cual la mayor parte de las matematicas se comunican. Esta definicion se reestructurd
mas tarde como, “la rama que estudia las estructuras abstractas y sobre el uso de los principios
de esas estructuras en la solucion de problemas expresados con los simbolos” (NCTM, 2000,
p. 37), definicién compartida con el Instituto Nacional para el Desarrollo Curricular (INDEC)

(2003).

Sin embargo, el dlgebra puede ser vista como el lenguaje con dialectos de simbolos literales,
graficos, tablas, palabras, diagramas y otros medios visuales, asi como también se considera
como una manera de pensar y representar muchas situaciones, también dispone de un
lenguaje y la sintaxis, junto con herramientas y procedimientos, que promueven una

determinada forma de pensar y modelar.

Al igual que el NCTM, Sharma (1998, citado en Garcia, 2012) definio el dlgebra como el
lenguaje simbdlico de los nlimeros reales. Bajo este contexto, entender el algebra es conocer
las relaciones entre los elementos del lenguaje y donde se utilizan estas relaciones para
resolver problemas; hacer o realizar dlgebra es la manipulacion de los simbolos para producir
otro tipo de relaciones y soluciones a los ejemplos, ejercicios y problemas, que en

determinado momento se pueden plantear.
Una de las definiciones mas precisas es la de Lane y Birkhoff (1999) quienes consideran que:

“El algebra empieza como el arte de manipular sumas, productos, y potencias de numeros;
las reglas para estas manipulaciones son vdlidas para todos los nimeros, asi que las

manipulaciones pueden llevarse a cabo con letras que representan a los numeros.” (p. 1)

Hasta aqui se han revisado diversas reflexiones tedricas con el objetivo de establecer una
definicion que englobe todos los aspectos del término de algebra, sin embargo, hasta el
momento no se ha llegado a ningiin consenso. Por lo anterior, es necesario analizar las
distintas perspectivas de estudios orientados hacia las diversas caracterizaciones del algebra

que algunos autores denominan como enfoques.
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2.1.2 Enfoques del algebra

Mas allé de las discusiones epistemologicas y de contenido que giran en torno al algebra y
que se han desarrollado a lo largo de la historia, diversos investigadores han descrito y
desarrollado diferentes caracterizaciones del algebra que se pueden encontrar en el curriculo
del area matematica. Kaput (1995), menciona que existen varios conceptos del algebra en el
programa de ensefianza de las matematicas; sostiene ademas que el algebra se basa en la
generalizacion, en la manipulacion de la sintaxis, en el aprendizaje de la estructura, ademas

del estudio de las funciones, relaciones, variaciones y lenguaje modelado.

Por otra parte, el NCTM (1998) establece que los temas que se tratan en el algebra escolar
deben ser las funciones y las relaciones, el modelado y el estudio de los esquemas, junto con
el lenguaje y la representacion. Por su parte Kieran (1996), caracteriza algebra escolar como
una actividad generacional, ya que esta actividad consiste en la formacion de las ecuaciones
con incognitas o variables que representan situaciones problematicas, que permite conocer
las expresiones que se forman a partir de patrones numéricos geométricos, Ademas de la

formacion de las expresiones entre la relaciones numéricas, tal como menciona esta autora.

El algebra también es una actividad de transformacion, con actividades que se basan en
normas o reglas bien definidas como factorizar, sustituir, sumar, restar, multiplicar, dividir
polinomios, resolver ecuaciones y expresiones, simplificar y trabajar con ecuaciones y

expresiones equivalentes que deben ser mas manejables a otras (Garcia, et al., 2012).

También Kieran (1996) caracteriza dlgebra escolar como las actividades “meta-level”, es
decir, las actividades que pueden realizarse sin usar algebra o que se utiliza solo como una
herramienta. Estas actividades son la solucion de problemas, el modelado, el estudio de
esquemas, el estudio del cambio, la generalizacion, el analisis de las relaciones, las
justificaciones, demostraciones y las predicciones (Garcia, et al., 2012), aunque éstas ultimas

no son patrimonio exclusivo del algebra.

Bednarz, Kieran y Lee (1996) desarrollaron cuatro enfoques relacionados con los objetivos
y contenidos del curriculo de algebra que se presentan habitualmente en la escuela basados

en los cuatro aspectos diferentes del algebra y en cada uno de ellos ponen una especial
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atencion. Socas (1999) los expresa asi: 1) el algebra como la expresion de la generalidad; 2)
el algebra como una herramienta para resolver problemas; 3) algebra como el modelado, el

uso de multiples representaciones; y 4) el algebra como el estudio de las funciones.

Usiskin (1998), quien analiza el tema del algebra desde una perspectiva utilitarista, propone
cuatro enfoques para el algebra, los cuales se correlacionan con los distintos usos de las

variables:

Aritmética generalizada en la cual, las variables, se pueden considerar como patrones

generalizadores, como por ejemplo 3 + 5.7 =5.7 + 3, que se generalizacomoa+b =b +a.

Algebra como un estudio de los procedimientos para la resolucion de ciertos tipos de
problemas, en los que las variables aparecen como incdgnitas o constantes. Como ejemplo
de esta concepcion es “Cuando se suma tres a cinco veces cierto niumero el resultado es 40.

(Cual es el nimero?” Usiskin (1988).

Usiskin también menciona que el algebra debe ser considerado como el estudio de las

relaciones entre las cantidades, en las cuales las variables cambian; en este grupo estan los
. . 1 ,
problemas del tipo “;Qué le sucede al valor - cuando x se hace mas grande?”, que es una

situacion en apariencia simple, pero que ha servido para retar a una gran cantidad de

estudiantes.

Algebra como el estudio de la manipulacion y justificacion de las estructuras en las que la
esencia se encuentra en las propiedades de las variables, Usiskin agrega que en las relaciones
entre xs, y’s y n’s, ya sean sumandos, como factores, bases, o exponentes. Esta tltima
percepcidn de la variable se ha convertido en un objeto arbitrario, en una estructura abstracta

relacionada con ciertas propiedades

En sintesis, el primer enfoque sostiene que el algebra puede ser concebida como aritmética
generalizada, es decir, esta perspectiva concibe el algebra como un tipo de aritmética en la
que los nimeros se sustituyen por letras, cominmente llamadas variables; por ejemplo,
cuando se parte de un patron aritmético para obtener una propiedad algebraica como en la

siguiente tarea:
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34+43+3+3=3x45+5+5+5=5x4
Son casos particulares del enunciado algebraicoz + z + z + z = 4z

Sobre este mismo concepto, Mason (1996) considera la generalizaciéon como un camino hacia
el algebra e incluso como la esencia del algebra, afirmando “que la generalizacion es la sangre
y el corazdn de las matematicas” (Ruano, Socas y Palarea, 2008), y sostiene que la estructura
de la aritmética, cuando es expresada, produce algebra como una aritmética generalizada.
Hewitt (1998) considera que el algebra o el pensamiento algebraico subyace a la aritmética,
ya que la aritmética no consiste en la memorizacion de cientos de hechos numéricos sino en
el aprendizaje de métodos para hacer célculos aritméticos, en el proceso que se ha definido

anteriormente como generalizacion.
Para Kaput (1999) la generalizacion consiste en:

[...] extender deliberadamente el rango de razonamiento o comunicacion mds alld del caso
o casos considerados, identificando explicitamente y exponiendo similitud entre casos, o
aumentando el razonamiento o comunicacion a un nivel donde el foco no son los casos o
situacion en si mismos, sino los patrones, procedimientos, estructuras, y las relaciones a lo

largo y entre ellos (p. 6).

Este autor destaca que en algebra, con el conocimiento adecuado de la generalizacion, se
pueden intentar resolver algunos casos utilizando la experiencia obtenida en casos similares
por medio del uso de los patrones, procedimientos, estructuras, etc. ya que estos pueden
apoyar a los estudiantes en la busqueda de la resolucion de tareas algebraicas, por medio de

la comprension de las relaciones existentes en este tipo de razonamiento.

En el mismo sentido, para Kieran (2006, 2007), el “adlgebra como generalizacién” es una
perspectiva que tiene sus raices en el uso de la notacidn algebraica siendo usada como una
herramienta para expresar demostraciones (Trujillo, 2008). Afirma ademas que la
experiencia previa de los alumnos con la estructura de las matematicas, con especial atencion
en la estructura de expresiones aritméticas, puede tener un efecto importante en la capacidad
de los alumnos en dar sentido al algebra, lo que les permitiria tener una mayor comprension

de esta materia, si se entiende la generalizacion en el algebra.
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El segundo enfoque al que se refiere Usiskin (1988), es a la orientacion del algebra como un
método para la solucion de problemas que impliquen la presencia de incognitas obtenidas a
partir de la generalizacion, es decir, que una vez establecido el patron generalizador
algebraico, la etapa siguiente consiste en la solucion del problema. El ejemplo citado 'Cuando
se afiade 3 a 5 veces un niimero determinado, la suma es 40. Encontrar el niimero' se traduce

al lenguaje algebraico de la siguiente manera:
S5x+3=40

Bajo la concepcion del algebra como generalizador de patrones, se ha encontrado el modelo
que se genera, en este caso; cuando se tiene conocimientos del 4lgebra adecuados, entonces
es posible aplicar las técnicas apropiadas para su resolucion. Sin embargo, para considerarlo
como un método para solucion de problemas, es necesario complementar el primer paso del
procedimiento hasta obtener un valor de la incdgnita. Dando secuencia al ejemplo anterior

se soluciona de la siguiente manera:

Si se aflade -3 a cada lado tenemos:

S5x+3-3=12
Simplificando:
Sx =37

Finalmente resolviendo esta ecuacion se obtiene que: x = 7.4, por lo tanto el nimero buscado

en el problema es 7.4.

En la solucion de este tipo de problemas muchos estudiantes tienen dificultades para pasar
de la aritmética al algebra. Considerando que la solucion aritmética consiste en restar 3 y
dividir por 5, la forma algebraica 5x + 3 implica la multiplicacion por 5 y la adicion de 3, es
decir, pueden percibirse como operaciones inversas. En este tipo de tareas, para establecer la
ecuacion hay que pensar precisamente lo contrario de la forma en que lo resolveria con la
aritmética; ademas no se debe olvidar que en esta concepcion del algebra las variables pueden

ser incognitas o constantes.
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Mientras que las palabras claves del primer enfoque de Usiskin muestran el algebra como
aritmética generalizada en donde traducir y generalizar es el principal objetivo, la prioridad
del segundo enfoque es simplificar y resolver, obteniendo expresiones equivalentes. Algunos
investigadores apoyan este ultimo enfoque; por ejemplo, en las diversas propuestas de
reforma de la educacion matematica, se ha sugerido el término razonamiento algebraico, con
el fin de ampliar el significado del algebra y para destacar su importancia en todos los niveles

escolares (NCTM, 2000; Driscoll, 1999).

Dentro de las definiciones del razonamiento algebraico se encuentran algunas relacionadas
con la perspectiva del algebra como un método de solucién de problemas cuando implican
expresiones que presentan valores desconocidos o incognitas. Tal es el caso del trabajo de
Langrall y Swafford (1997), quienes describen el razonamiento algebraico como “la
capacidad de operar sobre una cantidad desconocida asi como si la cantidad es conocida” (p.
2). Destacamos que esta vision contrasta con el razonamiento aritmético, en cuyo caso las
cantidades son siempre conocidas, en consecuencia el concepto de variable y su
manipulacion se convierte en el foco de esta descripcion del razonamiento algebraico,

alineandose con la perspectiva del 4lgebra que se recalca en este enfoque.

El tercer enfoque que menciona Usiskin (1988), se refiere al dlgebra como un instrumento
utilizado en el estudio de las relaciones entre cantidades; un ejemplo de esta orientacion es
cuando escribimos A = bh, la formula del area de un rectdngulo. En este tipo de férmulas o
expresiones algebraicas se esta describiendo una relacion entre tres cantidades. En este tipo
de expresiones no existe la percepcion de un valor desconocido, porque no se esta resolviendo
nada; aunque se debe tener cuidado cuando uno se aborda en este tipo de expresiones, ya que

la percepcion de formulas tales como A= bh, es diferente de la de generalizaciones tales como
1 , . . .
1 =n (H)’ aun a pesar de que se puede pensar en una formula como un tipo especial de

generalizacion.

. o . . 1 .
Consideremos el siguiente enunciado: ;Qué ocurre con el valor de p cuando x se hace mas

y mas grande?
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En este ejemplo no se ha pedido encontrar un valor desconocido, entonces la variable no es
una incognita; tampoco se pide al alumno que traduzca ya que existe un patréon para
generalizar, pero es fundamentalmente un modelo algebraico. Otro ejemplo de este enfoque
lo da Fey y Good (1985, p. 48) quienes proponen las siguientes preguntas que consideran

clave para el estudio del algebra y que se refiere a las variables:

Para una f dada x, se debe tener en cuenta opciones diferentes para determinar:
f(x) parax =a

x para f(x)=a

X para que se produzcan los valores méximo o minimo de f (x)

La tasa de cambio de f cuando x = a

El valor promedio de f en el intervalo (a, b)

Bajo esta concepcidn, una variable es un pardmetro que representa un numero del que
dependen otros niimeros o también puede ser un argumento que podria representar un valor

en el dominio de una funcién o tal vez no.

Sobre el enfoque algebraico utilizado para el estudio de la relacion entre las cantidades,
Driscoll (1999) sugiere desde su vision del razonamiento algebraico que la define como la
“capacidad de representar situaciones cuantitativas a fin de que se manifiesten las relaciones
entre las variables” (p. 1). Este autor también identifica algunos hébitos mentales, que son
necesarios para el desarrollo de este razonamiento: los estudiantes deban tener la capacidad
para la construccion de reglas algebraicas para representar las funciones, ecuaciones,

igualdades, entre otras cosas.

Finalmente el cuarto enfoque que menciona Usiskin (1988), concibe el algebra como el
estudio de estructuras abstractas algebraicas como grupos, anillos, dominios de integridad,
campos y espacios vectoriales. En este sentido, en la concepcion del dlgebra visto como el
estudio de las estructuras, la variable es poco mas que un simbolo arbitrario. El propio autor

recurre al siguiente problema como ejemplo:
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Factorizar 3x2% + 4ax — 132a®

Ante una expresion algebraica como la anterior, Usiskin (1988) menciona que la concepcion
de algebra representada aqui no es la misma que en cualquiera de las descritas anteriormente.
En este tipo de representaciones no existe un patrén aritmético a generalizar, tampoco hay
ninguna ecuacion que resolver, por lo que la variable no est4 actuando como una incégnita y
ademads no existe una funcion o relacion y por ultimo, la variable no es un argumento. Es
evidente que cuando un alumno se enfrenta a expresiones de este tipo, cuando no ha
comprendido, ni construido expresiones algebraicas, entonces tiene problemas para poder
captar que se le ha pedido en tareas como la solucion del problema expuesto; pero si el
alumno ya ha tenido practica en expresiones o tareas de ese tipo y ha logrado entender cémo

se pueden resolver, entonces le resulta viable la factorizacion de dicho polinomio.

En el trabajo docente, cuando se trabaja con el algebra, se pretende que los alumnos sean
capaces de operar sobre las variables sin tener que recurrir siempre al nivel del referente. Por
ejemplo, consideremos un problema cuyo objetivo sea resolver una identidad trigonométrica

como la siguiente expresion
2sen2x — 1 = send x — coséx,

El estudiante no debe de interpretar que las funciones seno o coseno tienen un valor
especifico. Simplemente se requiere que el alumno manipule sen x y cos x utilizando las
propiedades que son tan abstractas como la identidad que se quiere obtener. Estas expresiones
algebraicas tienen ciertas reglas definidas que han sido expuestas tan ampliamente, que el
estudio del algebra se centra en las propiedades de las variables, en las relaciones entre x s,

y’s yn’s, ya sean como sumandos, factores, bases o exponentes.

En este mismo sentido hay que destacar las consideraciones que hacen al respecto los
Principios y Estdndares de la Educacion Matematica del NCTM (2000; 2003), quienes
mencionan que el 4lgebra trata de estructuras abstractas, ademas del uso de los principios de

esas estructuras en la solucion de los problemas expresados con simbolos.

Por otra parte, algunos trabajos de investigacion describen las caracteristicas del

razonamiento algebraico, encontrando en ellos similitudes en relacion a los cuatro enfoques
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del algebra propuestos por Usiskin. Tal es el caso de Bell (1996), quien considera que el
algebra consiste en las herramientas conceptuales que se utilizan para realizar abstracciones
como la capacidad de clasificar, comparar, transformar y utilizar la reversibilidad asociada

con las estructuras basicas de conjuntos de niameros, relaciones, funciones, entre otros.

Este autor distingue también cuatro enfoques del algebra: generalizacion, resolucién de
problemas, modelado y funciones; afirma que, histéricamente el algebra se concibe como
plantear y resolver ecuaciones y que tuvo un inicio en la solucion de problemas relacionados
con las cuatro operaciones basicas de la aritmética. Bell (1996) sostuvo ademas que para
garantizar un aprendizaje significativo del algebra por parte de los alumnos, éstos deben ser
capaces de utilizar el lenguaje algebraico para expresar relaciones por medio de
representaciones, asi como explorar estas relaciones por medio de la manipulacion de
expresiones simbdlicas con el fin de que logren un entendimiento correcto de las tareas
relacionadas con el planteamiento y solucion de ecuaciones, la generalizacion y el trabajo
con funciones. Cuando un alumno tiene la capacidad de construir expresiones algebraicas a
partir de problemas de la realidad o de problemas expresados verbalmente, él estd en un

entendimiento que le permitira enfrentarse a tareas algebraicas con argumentos solidos.

Por su parte, Kaput (1995) explica que para entender algebra es necesario hacer las
conexiones, abstracciones y generalizaciones del razonamiento algebraico y describe este
como un compuesto complejo de cinco formas interrelacionadas de pensamiento que

comprende los siguientes elementos:

La capacidad de generalizacion y formalizacion de los procesos;
La manipulacion sintacticamente guiada de éstos;
El estudio de las estructuras;

Las funciones; y

A e

La adquisicién de un lenguaje para la modelacion (Kaput, 1995; Diaz, Martinez y

Soto, 2007).

En el mismo sentido, investigadores como Dugdale et al., (1995), conciben que el algebra es
una forma de razonamiento que incluye tres temas generales relacionados entre si. Sugieren

ademas, que el razonamiento algebraico, identifica varias caracteristicas como:
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1. Las variables y relaciones que incluyan las representaciones a partir de ecuaciones,
Tablas o graficos; ademas sugieren que cuando los estudiantes estudian la aritmética
pueden incluir experiencias con variables y relaciones funcionales.

2. La generalizacion y los modos de representacion, preferentemente mediante el
desarrollo y uso de formulas, traduccion de ideas orientindolas hacia distintas
representaciones y la manipulacion de dichas representaciones.

3. La investigacion de la matematica que les permita a los estudiantes argumentar a
partir de la observacion de patrones, la formulacion de conjeturas, las pruebas y

comprobacion de las mismas y reformular el razonamiento si es necesario.

Otros autores, como Koedinger, Alibali y Nathan (2008) explican que los alumnos tienen
entonces la capacidad de realizar una transicion de la aritmética al dlgebra mediante la
representacion, teniendo las mismas opiniones que autores como Dugdale et al., (1995),
Kaput (1995) o Diaz, et al. (2007), siendo entonces necesario remarcar que la representacion

es una de las herramientas mas usadas cuando se trabaja en algebra.

A manera de conclusion es posible afirmar que no existe un acuerdo global para definir el
término “algebra” ya que involucra diferentes tareas y procesos de cognicion, por lo que es
dificil que exista un consenso en el que todos los involucrados estén satisfechos, como se vio
en la serie de autores que explicaban el término. Por tanto, una definicion que encierre todos
los procesos que abarca el algebra en toda la extension de la palabra, su comprension, su
explicacion, su significado mas acertado, queda corta. Por otra parte, distintos investigadores
han intentado homogenizar la definicion del término algebra, orientando sus investigaciones
hacia la aclaracion de lo que se deben incluir desde sus distintos enfoques tomando en cuenta
que la mayoria de éstos convergen en puntos comunes como el tratado anteriormente de la
generalizacion de la aritmética, o como método de resolucion de problemas, también como
instrumento para el estudio de las relaciones entre las cantidades y como el manejo de

estructuras abstractas algebraicas.

Asi mismo, se ha recurrido complementar la definicién del algebra mediante la propuesta
del concepto razonamiento algebraico cuyas caracteristicas, incluyen las definiciones basicas
del algebra y proporcionan més aspectos a considerar, pero, al igual que el término algebra
el concepto de razonamiento algebraico presenta distintas acepciones, que van desde la
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capacidad de operar sobre cualquier cantidad conocida o desconocida, representar
situaciones cuantitativas, hasta las formas de razonamiento que involucran distintos héabitos
mentales haciendo uso de simbolos. Lo dicho hasta aqui nos conduce a considerar que lo mas

apropiado seria el uso de ambos términos para explicar en qué consiste el algebra.

Después de conocer los conceptos que giran en torno al dlgebra y el razonamiento algebraico,
ademas del recorrido de los tedricos acerca de este tema, se hace necesario realizar un primer
acercamiento, con el problema que tienen muchos estudiantes con el error sobre el que
hacemos una reflexion tedrica para luego enlazarlo con las tareas algebraicas, lo que
permitira tener un acercamiento a la comprension sobre porque los estudiantes tienen

problemas para realizar adecuadamente tareas algebraicas que demuestren su dominio.

2.2 EL ERROR ALGEBRAICO

En este apartado se presenta un recorrido historico de los principios filosoficos del error.
También se analizan las principales lineas de investigacion en torno de los errores en la
educacion matematica con el objetivo de esclarecer las probables fuentes de los errores

presentes en las producciones de los estudiantes.
2.2.1 Fundamentos filosoficos del error

La falibilidad del conocimiento humano ha sido una preocupacion constante de filésofos y
pensadores dedicados a estudiar la capacidad del hombre por conocer y comprender, pues en
todo proceso de conocimiento esta latente la posibilidad de considerar como verdaderos

conceptos y procedimientos erréneos. (Del Puerto, 2006)

De igual forma sucede en el conocimiento cientifico, en el curso de diversas investigaciones
se puede encontrar el error como parte del conocimiento humano, un error que permite
aprender y comprender el porqué de dichas respuestas equivocadas. Esta comprension ha
contribuido al progreso de la humanidad en cada una de las diferentes ciencias del saber del
hombre, entre ellas la filosofia, siendo ésta la encargada de estudiar el pensamiento humano,
establece que el error es atribuible a la capacidad de considerar verdaderos conceptos y

procedimientos que estan deficientemente desarrollados, pudiendo por ejemplo, estar
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incompletos o inacabados lo que permite que el sujeto tenga elementos inacabados o
equivocados que le impediran llegar a buen puerto, estos pueden ser ideas contradictorias o

interpretaciones y justificaciones falsas (Lucchini, Cuadrado y Tapia, 2006).

De igual manera, en la historia de las matematicas hubo que encontrar proposiciones que se
consideraron como verdaderas en su momento y que con el tiempo se demostré su falsedad;
esto lo sostienen Abrate, Pochulu y Vargas (2006) en sus investigaciones sobre los nimeros
de Fermat. Otras proposiciones falsas fueron la trilogia de problemas (planteados por los
griegos), es decir, la cuadratura del circulo, la triseccion del angulo y la duplicacion del cubo,
descritos por Fernandez (1999), asi como el problema de los cuatro colores, que incluso es
tratado aun actualmente como el trabajo que realizé Lopez (2009), que busca formulaciones
diferentes de este problema. Finalmente ellos sefialaron que la identificacion y analisis de

estos errores ha permitido sustituir los conocimientos anticuados por conocimientos actuales.

El problema del error se vincula a un encuentro con la verdad como la fuente Gltima del
conocimiento, y esto se pudo considerar desde que el hombre ha podido mantener las
memorias de sus avances; ya desde los comienzos de la filosofia se intentaba interpretar
desde diferentes enfoques las respuestas a los multiples errores y sus posibles soluciones y

habian observado que el error puede generar conocimiento nuevo.

Uno de los primero en analizar el origen de los errores fue Socrates, a través de su doctrina
de la falibilidad, en la que proponia que el hombre que puede errar individual y
colectivamente debe aspirar a la verdad objetiva examinando sus errores mediante la
autocritica y la critica racional. Esta doctrina no debe ser considerada como una idea de
epistemologia pesimista, ya que como se explicd, implica que el hombre puede buscar la
verdad, la verdad objetiva, aunque en muchos casos se puede equivocar por amplio margen;
esta idea socratica agrega que, si se respeta la verdad, se debe aspirar a ella examinando
persistentemente los errores cometidos, siendo criticos y autocriticos, tal como sugiere

Popper (1983).

A partir de su estudio socratico, surgen distintas corrientes filoséficas que tratan ese tema.
Erasmo de Rotterdam intent6 revivir esta doctrina con la de “jCondcete a ti mismo y admite,

por consiguiente, cudn poco sabes!” (Popper, 1983), aunque destaca la del empirismo
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filosofico de Hume, en el que se sostiene que los conceptos matematicos tienen origen
empirico y que las verdades matematicas se derivan de observaciones del mundo fisico.
Opuesto a los empiristas, los racionalistas, afirmaban que los conocimientos se adquieren por
medio del razonamiento. Por su parte, la corriente del autoritarismo, postuld que en ausencia
de una verdad, la autoridad impone lo que es verdadero, sin dar margen al error. De las
corrientes antes mencionadas se deduce que la busqueda de cualquier conocimiento conlleva
la posibilidad de incurrir en errores, pero también de aprender de ellos para crear nuevo

conocimiento.

Siguiendo sobre las bases filosoficas del error, el investigador britanico Karl Popper en su
momento analizé todas las corrientes relacionadas con la busqueda de la verdad y concluyo,
entre otras cosas, que el problema de la verdad se reduce a detectar y eliminar el error a través
de la critica permanente de las teorias propias y de otros; afirma también, que la fuente mas
importante de nuestro conocimiento es la tradicion, pues la mayoria de las cosas las
aprendemos a través del ejemplo, la lectura o la transmision oral, partiendo de sus postulados,
¢l gener¢ el siguiente pensamiento “el conocimiento no puede partir de la nada. El avance
del conocimiento consiste, principalmente, en la modificacion del conocimiento anterior”
(Popper, 1983). Es de indicar que todas las bases filosoficas acerca del error lo utilizan para

la mejora del conocimiento de la humanidad.

Actualmente, el error es objeto de consideracion por parte de algunas aéreas del conocimiento
comun Yy cientifico, ya que se puede encontrar inmerso en distintas concepciones del ser
humano como: la sabiduria popular, la estadistica, la historia, la filosofia, la ensefianza, las
matematicas, las nuevas tecnologias, la fisica, la literatura, el derecho, entre otras, como
afirma De la Torre (2004). Este autor agrega que el campo semantico del error es tan amplio,
que tal vez existan pocas palabras con tantas variantes y matizaciones, lo ejemplifica de la

siguiente forma (Figura 2):
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PENSAMIENTO LENGUAIJE
Confusién Coladura
Desacierto Dislate
Disparate Disparate
Equivocaciéon Errata
Falsedad Gazapo
Fallo Lapsus
Inadvertencia Pifia
Inexactitud
Yerro SINONIMIA
Desacierto DEL ERROR Engafio
Desatino Encubrimiento
Descuido Falacia
Distorsion Fraude
Equivocacién Invencidn
Fallo Mentira
Pifia Simulacion
Defecto Manipulacion

Tergiversacion
ACCION, PROCEDER ERROR VOLUNTARIO

Figura 2. Sinonimia del Error

Fuente: De la Torre, S. (2004) Aprender de los errores. El tratamiento didactico de los errores como estrategia de innovacion
(p- 22) Buenos Aires: Magisterio del Rio de la Plata.

Dentro las categorias establecidas por De la Torre (2004), es de interés para esta investigacion
hacer énfasis en aquellas acepciones relacionadas con el pensamiento, el lenguaje y los
procedimientos. La razon es que estas estan relacionadas con el area de estudio de este
trabajo, ya que, pensando en un alumno, ¢l puede efectuar una tarea algebraica en que
intentard solucionar los posibles problemas haciendo uso de ciertas habilidades adquiridas.
Por ejemplo, empezando con la interpretacion del lenguaje oral y escrito, seguido del
conocimiento cognoscitivo y finalmente, para desarrollar una serie de procedimientos
algebraicos que culminaran en la posible resolucion de las tareas con una respuesta que sea
adecuada de acuerdo a su conocimiento. En estas fases hay posibilidades de que se cometan
errores en cualquiera de las tres etapas y que como consecuencia tengamos un resultado

erroneo.

A lo largo de este apartado se ha intentado hilvanar el principio y los cimientos sobre los que
se apoyan los errores, tomando en cuenta que son la razén principal que empuja a algunos

investigadores a encontrar la verdad. Después de considerado lo anterior, se hara lo posible,
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en lo sucesivo, dirigir la atencion hacia los diversos enfoques que acercan a este trabajo hacia

las distintas fuentes por las que se genera el error algebraico.
2.2.2 Diversas aproximaciones del error

En la percepcion del ser humano, el error siempre ha sido considerado un resultado
sancionable, como un hecho que no debe existir, como un acto indeseable; se entiende que
siempre se ha tratado de limitar sus efectos perniciosos, para eliminarlo, incluso antes de que
este ocurriera, como explica De la Torre (2004). En la busqueda de la verdad, encontrarse
con el error ocasionaba malestar en los investigadores y en la sociedad en general, pero llegd
un momento en que se comprendid su importancia, por lo que el error comenz6 a ser
estudiado en sus dimensiones y propiedades; hasta ese momento, la generalidad era intentar
erradicar al error, pero siendo consistentes en el aprendizaje y el encuentro del conocimiento,
el error promueve oportunidades para el avance del ser humano y todas las ciencias del

conocimiento.

Lo anterior lo refuerza Riickert (citado por De la torre, 2004), un poeta lirico de Alemania
que hizo constar la potencialidad de la vision constructivista y creativa del error cuando
sefialaba que un error despejado proporciona una sélida base para apoyar el conocimiento
que se construye posteriormente. Para este autor, se debe considerar el error como un
obstaculo provocador que debe ser superado en beneficio del aprendizaje, del conocimiento.
Si se lleva este entendimiento al ambito educativo, cuando se encuentra al error, por si solo
no conduce a un cambio en el alumno; es necesario que exista la reflexion sobre el mismo
que permita modificar la comprension equivocada, en un entendimiento que deje ensefianza

verdadera.

Otro autor, Astolfi (1999, citado por Franchi y Herndndez, 2004) sugiere ver los errores de
manera individual, pues segiun su naturaleza, se pueden proponer distintas modalidades de
intervencion didéctica que ayude a las personas a evitar dichos problemas. Entre otros
menciona los errores debidos a la comprension de las instrucciones de trabajo dadas, aquellos
que provienen de los hébitos escolares o de una mala interpretacion de las expectativas de
los alumnos; también menciona a los errores que son el resultado de las concepciones o

alternativas de los alumnos, aquellos ligados a las operaciones intelectuales implicadas,
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procesos adoptados, sobrecarga por actividad cognitiva, que tienen origen en otras disciplinas
y los causados por la complejidad del contenido. Para Astolfi, no se puede considerar al error
como algo superficial o como una desviacion que deba ser eliminada, se puede convertir en
un inconveniente provocador que ocasione que las personas busquen la superacion de

aquellas condiciones que provocaron su aparicion.

Segun lo visto hasta este punto, el error puede concebirse como una oportunidad de
aprendizaje, ya que si es posible evidenciar aquellas causas que lo originaron, se pueden
orientar los procesos de ensefianza hacia la superacion de las condiciones que los provocan.
Al identificar las causas es posible generar nuevo conocimiento que sea susceptible de ser

aplicado en situaciones iguales similares que se presenten en el futuro.

Brousseau (1993) menciona que el error, ademas de ser un efecto de la ignorancia, de la
inseguridad y del azar, puede surgir como resultado de un conocimiento anterior que ahora
se revela falso. Asi un error no solo es la ausencia de una respuesta correcta o el resultado de
un accidente, es mas también un producto de la experiencia que se adquiere al enfrentar
problemas desconocidos, como menciona Radatz (1980). Las carencias en el conocimiento
del algebra en estudiantes de primer curso, llevan a pensar a este investigador en la
posibilidad de que sean resultado de una pobre adquisicion conocimientos matematicos en

cada una de las etapas educativas anteriores.

Centramos nuestra atencion ahora en presentar las principales lineas de investigacion

desarrolladas por la comunidad cientifica internacional referidas a los errores en el algebra.
2.2.3 Trabajos de investigacion sobre errores en educacion matematica

Rico (1995), en una reseia histérica acerca de la investigacion de los errores en educacion
matematica, menciona que es en Estados Unidos, en el afio de 1917, cuando se comienza la
difusion y el conocimiento de trabajos sobre la determinacion de los errores. Se puede afirmar
que la investigacion de los errores comienza formalmente con los estudios de Meyers (1924),
quien es considerado como el pionero en la investigacion de los errores en calculo aritmético,

centrando su trabajo en el diagnostico de errores persistentes en esta area.
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Otros autores, Buswell and Judd (1925, citados por Lannin, 2006), analizaron mas de 30
trabajos sobre diagnostico y remediacion de los errores aritméticos, pudiendo establecer la
fiabilidad en el diagnostico y solucion los patrones de error encontrados; esta idea seria
confirmada por Brueckner (1929) citado en Cox (1974) en un estudio que realiz6 sobre los
procesos de calculo de los niumeros racionales. Otro trabajo con las mismas caracteristicas
que incluia el proceso de computo en la division de nimeros enteros, fue desarrollado por
Grossnickle (1935) citado en Cox (1974). En el mismo sentido, se tienen los trabajos de
Llinares y Sanchez (1988) y Castro y Toralbo (2001) quienes en sus trabajos recogen los

errores mas frecuentes resultados de diversas investigaciones.

Ya en 1980, Radatz, afirm6 que la aritmética y el conocimiento numérico son parte del area
que predomina en la mayoria de los estudios sobre errores en matematicas a nivel educativo.
Este autor sostuvo ademds que en Estados Unidos se logré un desarrollo tedrico continuo
desde principios del siglo XX en realizar andlisis relacionados al error; el desarrollo, sin

embargo fue mas lento en Europa.

Rico (1995) menciona que hubo una gran cantidad de estudios acerca de los errores antes de
1960. En estas investigaciones algunas solo trataban recuentos numéricos, en las que
analizaban s6lo el nimero de respuestas incorrectas y luego le asignaban una categoria. En
otros trabajos, partiendo de esa categorizacion, intentaban determinar de donde surgian los
errores y realizaban inferencias sobre los elementos o factores que conducian a la

equivocacion.

Abrate, Pochulu y Vargas (2006) mencionan que en anos posteriores a 1960 las aplicaciones
e implicaciones en la educaciéon en que se abordaba el error, desde una perspectiva
constructivista, estimulan el suceso del error, que brinda posibilidades para que el sujeto
construya su conocimiento. Pochulu (2004) establece que las investigaciones relacionadas
con el andlisis de los errores pueden clasificarse segiin dos objetivos principales; el primero
comprende la superacion del error a través de su eliminacidon, desde pensamientos
conductistas y del procesamiento de la informacion y el segundo, desde el constructivismo,

a través de la exploracion de las potencialidades de los sujetos estudiados.
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En este trabajo, se retoman estudios realizados sobre el error, tomando en cuenta la forma en
que se categorizaban; ello permitié desarrollar un primer acercamiento de los errores

producidos en el aprendizaje del algebra (Garcia, 2010).

Consideramos que desde la educacion inicial y llegando hasta niveles superiores, los
estudiantes aprenden conceptos y principios matematicos en su sentido abstracto asi como
procedimientos que les permiten desarrollar tareas matematicas; pero hay muchos estudiantes
que tienen dificultades para comprender los conceptos y principios que dan sostén a los
procedimientos; estos alumnos son los que emplean procedimientos equivocados y mal
comprendidos, que arrastran consigo durante toda su formacion en los distintos niveles
educativos y que afloran con mucha fuerza si acceden a estudios superiores de las areas de

cientificas.

Asi, cometer los errores y aprender como es posible su identificacion, con el fin de
corregirlos, es parte importante del aprendizaje de los alumnos en cualquier nivel educativo
y por lo que distintos investigadores realizan estudios para identificar las razones por las que
surgen y a partir de ahi, tener posibilidades de ayudar a cada alumno o grupo de alumnos a
que se corrijan, tal como lo refiere Bachor (1979). Meyerson (1976) compar6 los errores de
los estudiantes con sintomas de una enfermedad o un conjunto de enfermedades que
requieren un andlisis médico especial; supuso que con los errores en matematicas sucede lo
mismo: es necesario primero, identificar los errores, clasificarlos y luego de reconocer sus
causas mediante el estudio y tratarlos adecuadamente. Este tipo de pensamiento se ha
mantenido y ha cobrado impulso en los tltimos afios en el campo de la matematica, de tal
suerte, que los errores se estarian reconociendo como componentes elementales en el proceso
de aprendizaje, permitiendo tener la oportunidad para profundizar en la comprension para
una mejor ensefianza, ya que se reconocerian los elementos presentes en los principales tipos

de errores y se tendrian elementos pasa subsanarlos.

También hemos identificado una considerable coleccion de investigaciones acerca del error
matematico en estudiantes de diversos niveles educativos entre los que se encuentra los
trabajos de Hartnett y Gelman (1998), Mason (2002), Chi y Roscoe (2002), Merenluoto y
Lehtinen (2002), Kieran (1992), Brown, Montfort y Findley (2007). Todos ellos pusieron de
manifiesto que los conocimientos previos eran las fuentes de los errores de los estudiantes.
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Otros autores dedicaron sus investigaciones a las creencias intuitivas que daban origen a los
errores como Ashlock (2002), Vosniadou y Verschaffel (2004) o Matz (1982), quienes
consideran que el uso inadecuado de los procedimientos especificos es la causa que los
origina. También hubo investigadores que se centraron en una teoria denominada 'Buggy
algorithms', en la que se intenta escudrifiar las causas de los errores con base en el mal uso
de procedimientos como el caso de VanLehn (1990), Resnick y Omanson (1987), Young y
O'Shea, (1981), Brown y Burton (1978), Payne y Squibb (1990), entre otros. Como
derivacion del anterior y que se complementd con la diferenciacion que hacen del
conocimiento conceptual y sus procedimientos se mencionan en los trabajos de Hiebert y

Lefevre (1986) y Silver (1986).

2.2.4 Estudios sobre analisis, causas y elementos que llevan al error algebraico y

matematico

En nuestro estudio toma especial relevancia la clasificacion organizada de los errores
presentados por los estudiantes universitarios al afrontar la resolucion de tareas algebraicas.
Una parte notable de las investigaciones sobre errores en matematicas se ha centrado en las
causas que los provocaban y como consecuencia, el establecimiento de diversos factores
condicionantes derivo en sistemas clasificatorios. Por esta razon, muchos resultados de este
tipo de estudios han generado diferentes categorias de errores. Como veremos a continuacion,
algunas de esas categorias obedecen a facetas propias del pensamiento matematico, mientras

que otras se han focalizado en diferentes habilidades y conocimientos del trabajo en algebra.

Un primer trabajo de referencia es el de Roberts (1968), quien al analizar el desempeio de
escolares de tercer curso de educacidon primaria en calculos aritméticos, identificé varias
estrategias erroneas y las agrup6 en cuatro categorias: seleccion erronea de operacion, cuando
los escolares escogian equivocadamente la operacion a realizar; error basico de célculo,
cuando los escolares escogian la operacion correcta pero presentan errores al aplicar hechos
numéricos basicos; algoritmos defectuosos, cuando aplican correctamente la operacion pero
se equivocan en un paso especifico del algoritmo; respuesta aleatoria, cuando los escolares
responden algo que no tiene relacion con el problema dado. Este estudio fue la base de
investigaciones posteriores que depuraron o enriquecieron esa clasificacion, centrandose en
algunos casos en tareas algebraicas. Uno de ellos es el de Cox (1975), quien identifica errores
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sistematicos con motivo de la aplicacion de algoritmos basicos y también que varios sujetos
de su estudio muestran evidencias de saber como realizar los procesos y calculos correctos,
pero debido a distracciones, aburrimiento o a una lectura inapropiada, generan una

comprension inadecuada que redunda en un error.

Engelhardt (1977), reprodujo la investigacion de Roberts (1968) con nifios de otra edad y
document6é ocho categorias de errores, con una mayor concrecion de habilidades
matematicas: Error basico de ejecucion, algoritmos defectuosos, error de agrupamiento,
inversion inadecuada, operacion incorrecta, algoritmo incompleto, error de identidad y
errores relacionados con el cero. En este estudio se destaca la presencia de errores en las
cuatro primeras categorias. Zigmond et al. (1981) identificaron dos categorias mas: el
descuido y no entender el concepto involucrado. Davis (1984) utilizd también el trabajo
original de Roberts y categorizd los errores de los estudiantes en reversiones binarias, errores
inducidos por el lenguaje o la notacion, errores por la recuperacion de un esquema previo,

errores producidos por una representacion inadecuada y reglas que producen reglas erroneas.

Otra investigacion que ha sido un referente importante en esta linea es la de Radatz (1980),
quien en el contexto del procesamiento de la informacion y desde la revision de literatura de

investigacion, establecid las siguientes categorias de errores:

1. Errores debidos a dificultades de lenguaje.

2. Errores debidos a las dificultades para obtener informacion espacial.

3. Errores debidos a un aprendizaje deficiente de hechos, destreza y conceptos previos.
4. Errores debidos a la aplicacion de reglas o estrategias irrelevantes.
5

Errores debidos a asociaciones incorrectas o a rigidez del pensamiento.

Radatz (1980) sugiere que los errores de la ultima categoria dependen de la experiencia de
los alumnos sobre problemas similares, es decir, de su practica. Esta puede producir una
rigidez en su modo habitual de pensamiento y una falta de flexibilidad para codificar o
decodificar informacion nueva, razén por la cual, los estudiantes continian empleando
operaciones cognitivas que les son familiares, incluso cuando hay modificaciones en las

condiciones iniciales.
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Otro trabajo de referencia es el de Mosvshovitz-Hadar, et al. (1987), quienes desarrollaron
una clasificacion empirica sobre los errores, utilizando como base el analisis constructivo de
las soluciones de un grupo de alumnos a una serie de tareas, y sometiéndolo al juicio de

determinados expertos. Los resultados generaron seis categorias:

Datos mal utilizados.
Interpretacion incorrecta del lenguaje.
Inferencias no validas l6gicamente.

1

2

3

4. Teoremas o definiciones deformados.
5. Falta de verificacion en la solucion.

6

Errores técnicos.

Una investigacion que trata directamente los errores algebraicos es la que realizaron Ruano
et al. (2008), quienes sostienen que uno de los origenes de los errores es la evolucion de las
distintas etapas de aprendizaje del sistema de representacion que involucra el lenguaje
algebraico con respecto al trabajo en aritmética. De esa manera distinguen errores del algebra
que tienen su origen en la aritmética, errores de procedimiento en los que los estudiantes usan
de forma inapropiada las férmulas o reglas de procedimiento y los errores del algebra que
son debidos a las caracteristicas propias del lenguaje algebraico. Estos investigadores
finalizan afirmando que algunos errores tienen otros origenes como por ejemplo en las

actitudes afectivas y emocionales, en excesos de confianza, bloqueos u olvidos, entre otros.

Caputo y Macias (2006) realizaron de un estudio sobre los errores algebraicos de los
estudiantes de la asignatura Algebra I, correspondiente a un primer curso universitario. En
este trabajo se destacd la importancia de considerar que los errores de los alumnos son
valiosos indicadores que permiten conocer los indicadores de los procesos cognitivos e
intelectuales que cada escolar realiza al enfrentarse a tareas algebraicas. Por tanto, resulta
fundamental analizar dichos indicadores, con la intencién de determinar las razones por las
cuales los alumnos no logran concluir o realizar correctamente un ejercicio o procedimiento
algebraico, identificando los posibles obstaculos con que se enfrentan y planificar en funcién
de futuras intervenciones e investigaciones. Estos autores clasificaron los errores en cinco
categorias, en las que ya se vislumbran coincidencias importantes con trabajos referidos

anteriormente:
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Secuencias incoherentes o a primera vista que sean incomprensibles, en las que no es
posible su justificacién o se justifica incorrectamente en alguno de los pasos de
demostracion.

Uso incorrecto de la notacion o confusion en el uso del lenguaje algebraico;
destacando aquellos que se relacionan en los distintos contextos en los que se usan
las letras propias del algebra, ademas de los significados que las letras tienen en cada
uno de dichos contextos y los problemas de traduccion que afronta el estudiante para
pasar del lenguaje usual al lenguaje algebraico y viceversa.

Errores algebraicos elementales, que se dan debido a la carencia de los conocimientos
adecuados en los niveles anteriores de educacion.

Desconocimiento o uso inadecuado de conceptos, definiciones o propiedades
incluidas entre los contenidos de la asignatura de algebra.

Demostraciones incompletas o conclusiones por decreto o con pasos “intermedios”

incompletos.

Por su parte, Booth (1984) reporta una investigacion, en la que se apoya nuestro trabajo,

relacionada con el enfoque del dlgebra como una generalizacion de la aritmética. En ella se

investiga el uso de las letras como generalizacion de los niimeros, asi como las distintas

formas de construir expresiones con letras y numeros. En este estudio las pruebas de

comprension se disefiaron con base en los conceptos que los investigadores consideraron

importantes, y tomando como referencia la revision de libros de texto, las discusiones con

profesores, las consideraciones psicologicas y las distintas referencias de la literatura

consultada, asi como la misma informacion obtenida de las entrevistas realizadas a los

estudiantes. El estudio toma como referencia las siguientes interpretaciones de las letras

como fuentes de errores:

AN

Letra evaluada.

Letra ignorada.

Letra como objeto.

Letra como cantidad desconocida con valor Unico.
Letra como niimero generalizador.

Letra como variable.
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Booth (1984), menciona que los errores que se presentan en el uso de las letras en algebra

pueden tener como fuente las siguientes razones:

1.

Los alumnos muestran una tendencia natural a interpretar las letras con valores
especificos y sin posibilidad de que representen distintos valores, idea que se estudia

también en Palarea (1998).

Para los estudiantes es mas facil concebir que las letras representan nimeros con
valores unicos. En algunos casos pueden manejarlos como entidades mas que como
cantidades, como en la manipulacion de la expresion 2a + 5a + b = 7ab, en donde es
comln que inventen reglas para sumar los numeros y agrupar las letras. Palarea

(1998) menciona también este tipo de errores.

Algunos estudiantes no hacen la distincion cuando las letras representan valores de
nimeros, medidas de objetos y cuando representan medidas o valores por si mismos.
Y algunos interpretan las letras como etiquetas utilizandolas como en los casos de las
iniciales de los objetos representados. Por ejemplo: Utilizar la letra “m” para
manzanas, la letra “e” para estudiantes, entre otras, situacion mencionada también por

Palarea (1998).

Asi mismo, Booth (1984) atribuye a la formalizacion de los métodos las siguientes

dificultades:

1.

Algunos estudiantes tienen problemas para explicar los métodos que utilizan para

resolver problemas algebraicos.
Ademas los procedimientos que los estudiantes utilizan para resolver problemas

aritméticos son frecuentemente informales y son dificiles de codificar para

transformarlos en métodos algebraicos validos.
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Por ultimo, la mayoria de los procedimientos son contexto-dependientes, es decir, no
se pueden generalizar para otros problemas parecidos y s6lo se pueden simbolizar de
manera informal, siempre y cuando se haga referencia al contexto particular de la

interpretacion.

Una tercera fuente de errores sefialada por este mismo autor, esta en la pobre comprension
de la notacion algebraica por parte de los estudiantes:

1.

3.

Los estudiantes desean siempre obtener una respuesta numérica de las operaciones
algebraicas, lo que los lleva a realizar operaciones inventadas que generan resultados
erroneos.
Generalmente los estudiantes ignoran el uso de los signos de agrupacioén, muchas
veces por considerarlos innecesarios, esto puede ser debido a que:

a) El contexto del problema determina el orden de las operaciones.

b) En ausencia del contexto, las operaciones se hacen de izquierda a derecha.

c) Consideran que se obtienen siempre los mismos valores independientemente

del orden de las operaciones.

Los estudiantes presentan diversas confusiones con la notacion. Por ejemplo 4y puede
ser interpretada como 4 veces y 0 como cuarenta y o como 4 + y. En otros casos si se
le da un valor a la incognita por ejemplo si y = 3, 4y puede ser interpretada como 43

o como 7, hecho documentado por Palarea (1998).

Con esta revision es posible afirmar que en los Ultimos afios ha ocurrido un cambio

significativo de un enfoque conductista a un enfoque cognitivo para la clasificacion de errores

de los estudiantes. Los investigadores han desarrollado clasificaciones de errores basados en

distintos modelos teodricos cognitivos, y este cambio ha hecho hincapié en los “procesos de

pensamiento” que dan pie a los errores que presentan los estudiantes.

A manera de conclusion, se puede confirmar que se distinguen dos grandes categorias

comunes a la mayoria de las investigaciones antes mencionadas y las cuales se toman como

punto de partida para esta investigacion:
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1. Errores de caracter procedimental: aquellos que estan relacionados con los calculos o
que se ven reflejados en el momento de realizar alguna manipulacion de incognitas u
operaciones necesarias para el desarrollo de una tarea, asi como procedimientos

incompletos atribuibles a decisiones arbitrarias de los estudiantes.

2. Errores de caracter conceptual: aquellos errores cuyo origen se sitia en el cambio del
lenguaje utilizado en la aritmética al pasar al lenguaje algebraico y realizar por tanto
representaciones inadecuadas de la informacion que requieren para resolver las
nuevas situaciones a las que se enfrentan. También se incluyen aqui inferencias
logicas no validas, que generan una mala comprension de los conceptos basicos
algebraicos. Todos estos errores pueden deberse a una aparente rigidez de su
pensamiento que no les permite adaptar sus conocimientos previos al nuevo contexto
en el que se desenvuelven o también, por una sobrecarga cognitiva en las distintas

etapas de desarrollo intelectual en el que se encuentran los estudiantes.

2.2.5 Posibles fuentes de errores

Como se mencion6 anteriormente, es sabido que en el desarrollo académico del estudiante,
antes de llegar a niveles universitarios, éste adquiere conocimientos matematicos, desde los
niveles preescolares hasta la educacion media superior; estos conocimientos, posible fuentes
de errores, han sido clasificados e identificados en dos categorias que son las ideas previas y
los conceptos falsos. Una idea previa se le reconoce como un tipo de conocimiento simple
que es facilmente alterado o borrado a través de la instruccion adecuada, el otro, el concepto
falso, es un tipo de conocimiento nativo en el estudiante que también estd muy arraigado y
por lo tanto es muy resistente al cambio, incluso con formas ingeniosas de ensefianza. De
ahi, es importante considerar la influencia adquirida en los niveles pasados de los estudiantes
y que afectan su comprension actual, ya que los errores pueden venir arraigados desde la
estructura bésica y se presentan como un problema que se debe encontrar, analizar,

comprender, corregir y validar.

Enfocando ahora la atencion en el algebra, se debe comprender la relevancia del uso de las
letras en los diferentes programas escolares de la secundaria y el bachillerato, por el papel

diverso que juega cada letra de acuerdo a distintos conceptos y situaciones en que se usa,
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como incdgnita, como relacion funcional o parametro, como un numero general, etc., ya que
este conocimiento permite minimizar los errores que pueden generar el uso de las letras en

actividades algebraicas.

Usiskin (1988) pone de manifiesto cuatro usos diferentes en las variables, y que se asocian a
cuatro distintas concepciones del algebra, en la que se hace énfasis en la relacién que existe
entre ellas y que se utiliza con propositos en la ensefianza del algebra. Estos usos se
representan en la Tabla 2, en la se muestran las diversas concepciones del algebra y los

distintos usos de ellas.

Tabla 2. Uso de la variable segiin Usiskin (1988)

Concepcion del algebra Usos de la variable

Aritmética generalizada Generalizadores de patrones
Procedimientos para resolver problemas  Incognitas y constantes
Estudio de relaciones entre cantidades =~ Argumentos y parametros

Estudio de estructuras Marcas arbitrarias en el papel

Este autor sostiene que la diversidad de enfoques bajo los cuales los estudiantes de secundaria
y bachillerato aprenden algebra, puede condicionar el aprendizaje no holistico de los
conceptos algebraicos basicos, lo cual puede tener repercusiones en las producciones de los
estudiantes cuando son incapaces de integrar los cuatro enfoques antes mencionados para

una correcta y completa comprension del algebra.

Sobre el uso y estudio de las variables en el dlgebra, existen investigaciones realizadas con
universitarios, destacandose principalmente las de Ursini y Trigueros (1997, 1998, 2006). En
estos trabajos observaron y analizaron que el aprendizaje del concepto de variable durante
los niveles basico o secundaria y medio superior o bachillerato, en los que su comprension
es poco significativa, alcanzando el nivel de manejo de estos estudiantes en su nivel elemental

(ya sea variable como incdgnita especifica, como niimero general y en su relacion funcional),
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cada alumno recurre de manera frecuente a sus conocimientos previos para poder resolver

las nuevas situaciones que se les presentan, aunque estos conocimientos sean deficientes.

Estos autores explican que, ya en su paso de estudiantes a nivel superior, los universitarios
ya han aprendido mas técnicas, por lo que tienen la capacidad de aplicar los algoritmos y
expresiones algebraicas con mayor rapidez y fluidez, mejorando su capacidad de
interpretacion de variables en las expresiones; agregan que la gran mayoria de estudiantes no
utilizan las variables para analizar y resolver los problemas a los que se enfrentan. Ursini y
Trigueros (1998) mencionan que estos estudiantes cuando se enfrentan a problemas
complejos, suelen evitar el acercamiento algebraico y utilizan el conocimiento aritmético, en

que confian mas.

Estos investigadores llegaron a la conclusion de que durante la ensefianza secundaria los
alumnos se enfrentan a una serie de problemas que requieren cada uno de los usos
mencionados para las variables, ya sea de manera separada o integrada y los textos escolares
de apoyo disefiados para ayudar a los alumnos a desarrollar una comprension integrada del
concepto de variable no ayudan en este sentido. Adicionalmente las autoras mencionan que
por lo general, los estudiantes tampoco reciben apoyo de los profesores, ya que ellos también

carecen de una comprension adecuada del concepto del elemento analizado.

Rosnick (1981) afirma que las implicaciones del uso de las letras como variables en la escuela
secundaria son muy importantes y defiende que se debe marcar como objetivo en los planes
de estudio de los niveles medio y superior, que los estudiantes sean capaces de distinguir
entre diferentes formas en que los simbolos y las letras sean utilizadas en las ecuaciones. Los
estudiantes deben aprender a diferenciar cuadndo las letras son utilizadas como etiquetas que
se refieren a entidades concretas o en forma alternativa, como variables que representan de
forma abstracta algin numero o cantidad. Cuando esto no es asi, se dan casos en que, alumnos
de nivel secundaria tienen dificultades para hacer distinciones entre los usos de las letras
como etiquetas en las variables y como consecuencia encontrar casos, ya a nivel universitario,
en que aun se carece del nivel adecuado de desarrollo intelectual para tener la capacidad de

hacer la diferenciacion adecuada.
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Uno de los problemas encontrados sobre el error del reconocimiento de los simbolos
algebraicos lo exponen también Wagner y Parker (1999); para los autores una expresion
algebraica es una descripcion de unas operaciones que contienen signos matematicos y
ademas emplean dos sistemas de simbolos distintos, uno de letras y otro de niumeros, y se
puede presentar confusion acerca de la comprension del uso adecuado de las letras. Inciden
en que una situacion muy comun por la que pasan una gran cantidad de estudiantes al ver la
notacion algebraica de la multiplicacion (por ejemplo, ab), es que le dan valor como un solo
simbolo con a decenas y b unidades, es decir le dan valores a @ y b y los acomodan como la
unidn de esos nlimeros y no como proceso multiplicativo. También, indican los autores, que
en etapas iniciales, cuando el alumno est4 aprendiendo aritmética, se suele hacer uso de letras,
por ejemplo P para un punto, N para un numero, etc., haciendo entender a los alumnos que
esta es la forma usual en que se manejan las letras, y cuando llegan a cursos de algebra
persisten en esa idea del uso de las letras para nombrar las cosas, no para realizar procesos

matematicos y algebraicos (Wagner y Parker, 1999).

Otro estudio sobre errores en algebra (Ursini et al, 2005), documentd que las principales
causas por las que se cometen errores en el manejo de las variables se refieren a que los
estudiantes, en sus esfuerzos por darle sentido a las variables, recurren a conocimientos
previos de la aritmética, similar a lo que explicaban Wagner y Parker (1999). Cuando los
estudiantes hacen sus primeros acercamientos al algebra, generalmente es cuando inician su
educacion secundaria, o después de seis afios de estudio de la aritmética (posiblemente la
primaria), los profesores no tienen la costumbre de ensefiarles detalles especificos sobre el
significado de los simbolos literales y dedicando mas tiempo en instruirles técnicas para
resolver ecuaciones y practicar reglas de manipulacion de expresiones algebraicas para
plantear algunos problemas en los que se espera que sus alumnos empleen los procedimientos

que han aprendido mecénicamente para encontrar la solucion (Ursini et al, 2005).

Siguiendo la linea de influencia de los conocimientos previos como causa de los principales
errores algebraicos, Chi y Roscoe (2002) estan en contra de la idea que indica que los
estudiantes entran a situaciones de aprendizaje como si llegaran a un pizarrén en blanco.
Consideran que los estudiantes tienen algiin conocimiento previo acerca de un dominio de

estudio, y que este conocimiento, al compararse con el conocimiento formal tiene una
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tendencia a ser incorrecto, ya que, probablemente, tiene bases empiricas no fundamentadas
adecuadamente, lo que dificulta el aprendizaje de conocimientos formales con un sentido
mas profundo y correcto. Este conocimiento previo puede ser visto como una base de la que
parte el nuevo conocimiento, en la que ellos fundamentan los nuevos conceptos para ser

integrados y de ahi que traen los errores que pueden producirse.

Otros investigadores coinciden en mencionar que es dificil aumentar la comprension
conceptual de los alumnos, porque gran parte de ellos llega al aula con una serie de creencias
pre-existentes sobre un concepto que puede ser dificil de corregir (Chi y Roscoe, 2002;
Brown, Montfort y Findley, 2007). En este caso el conocimiento previo puede ser
frecuentemente visto como un obstaculo de cambio conceptual, como refiere Mason (2002).
En estas dos explicaciones se refuerza la idea que los alumnos tienen un conocimiento previo
que ha sido mal encauzado, por lo que tienen problemas de entendimiento sobre el uso de los
simbolos y de las variables que ocasionan los problemas que enfrentan en estudios

posteriores, llegando a veces a llevarlos a la universidad sin haber sido corregidos a tiempo.

Brown et al., (2007) mencionan los 'misconceptions', como elementos que son dificiles de
abordar en las investigaciones. Ellos consideran que sin un conocimiento especifico de los
conocimientos erroneos de los estudiantes, es poco probable modificar el pensamiento de
ellos a través de la ensefianza tradicional; esto lo explican partiendo de que se pueden dar
cambios solo después de que ciertos hechos hayan sido corregidos de la mente y no se pueden

corregir si se desconocen.

Se argumenta también que los errores existen debido también a discordancias y conflictos
entre los muchos conceptos de matematica avanzada y matemadtica basica (Stafylidou y
Vosniadou, 2004), fundamentando lo anterior con trabajos como el de Fischbein (1987),
quien puso de manifiesto que las creencias intuitivas pueden ser las causas de los errores
sistematicos de los estudiantes. Este hecho también fue observado por Stavy y Tirosh (2000),
quienes establecieron una teoria respecto a las reglas intuitivas. Todos estos autores
relacionan los errores que se dan en el algebra con respecto a diferencias de conocimiento,
ya que si se fija en las matematicas avanzadas, a veces su relacion con las bésicas es muy
distante. Tomese como ejemplo las integrales de orden superior si se comparan con al algebra
de secundaria. En definitiva la incompatibilidad entre los conocimientos previos y los nuevos
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conocimientos ocasiona problemas de comprension y constituye una de las razones por las
que los estudiantes cometen errores en tareas algebraicas, fracciones, nimeros racionales,

etc. (Hartnett y Gelman, 1998, Merenluoto y Lehtinen, 2002 y Kieran, 1992).

En Garcia (2010) hemos analizado el trabajo de estudiantes universitarios y hemos
encontrado que sus errores pudieron ser originados por el conflicto que presentan algunos de
ellos para lograr un cambio conceptual derivado del aprendizaje previo. Este hecho origina
un desequilibrio que lo obliga a encontrar soluciones o alternativas sobre las tareas

algebraicas a las que estan enfrentados.

Otras probables fuentes de errores se pueden apreciar en la investigacion de Ashlock (2002),
quien clasifico algunos errores de los estudiantes en calculo, geometria y algebra
atribuyéndolos a la generalizacion y a la particularizacion. Sin embargo, el hecho de que los
alumnos cometan ciertos errores no responde a la pregunta de por qué se producen. Para
ofrecer una respuesta Matz (1982, p. 25), explica que “los errores son el resultado razonable,
aunque sin ¢€xito, de los intentos de adaptar los conocimientos previamente adquiridos a
nueva situacion”. En esta situacion es necesario que el profesor sea un apoyo solido para que
el estudiante logre adaptar el nuevo conocimiento de forma correcta, recordando el objetivo

que mencion6 anteriormente Rosnick (1981).

Se ha documentado y comprobado en el aula, que muchos estudiantes cometen errores como

el siguiente: vVa + b =+/a +Vb. En este caso, Matz (1981, p. 29) afirma que una de las causas
es la linealidad que define como*“una forma de trabajar con un objeto que puede ser
descompuesto mediante el tratamiento de cada una de sus partes de forma independiente”, y
esto lo relaciona con en clases de aritmética donde tienen la costumbre de utilizar la ley
distributiva cuya estructura se relaciona en apariencia a la ley de linealidad definida, pero

que conceptualmente se rigen por reglas diferentes.

Con relacion a los buggy algorithms antes mencionados, Burton (1978) y Young & O'Shea
(1981) han tratado de explicar y ademas diagnosticar los errores de los estudiantes que
aplican ciertos algoritmos defectuosos o equivocados; estos autores explican que los errores
de los estudiantes son causados por el seguimiento correcto de algoritmos defectuosos y no

por desconocimiento de los procesos. Por tanto es necesario analizar y conocer los errores de
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los estudiantes para identificar los algoritmos defectuosos que ellos aplican. Se da mucho el
caso en que hay estudiantes que son muy buenos para seguir ciertos procedimientos, aunque
muchas veces dichos pasos son equivocados. En la Figura 3 se muestra el buggy algorithm
que muestra las producciones de algunos estudiantes en el proceso de la adicién que formaron

parte de la investigacion de Brown y Burton (1978).

En este ejemplo se entiende que el estudiante, ante sumas sencillas de dos numeros, en el
proceso de adicion, si la suma de los dos elementos es menor a 10 puede obtener el resultado
sin problema. Pero si la suma de los dos elementos es igual o mayor que 10, en vez de acarrear
el digito del lado derecho (que corresponde a las unidades) debajo del sitio de
correspondencia, acarrea el digito del lado izquierdo (que corresponde a las decenas), siendo

este siempre el numero 1.

365 679 023 27493
374, 724 +481 +_1509
819 111 114 28891

Figura 3. Ejemplo de “buggy algorithm” (Brown y Burton, 1978, p.158)

En este ejercicio se puede percibir como el estudiante realiza el algoritmo de la suma de
manera correcta, cuando el resultado de la suma de dos nimeros es menor de diez, pero
cuando el resultado de dicha suma es mayor de diez, solo registra el digito de la decena

ignorando el de las unidades y por consecuencia obtiene un resultado incorrecto.

Sobre este error VanLehn (1980, p. 7) explica en forma detallada que en muchos casos la
respuesta puede ser pronosticada con precision con una pequefia modificacion de la
estructura del procedimiento correcto. Esas pequefias modificaciones pueden servir

posiblemente como una descripcion precisa del error, son las llamadas bugs.

Esta teoria proporciona una buena explicacion de los errores de los estudiantes, pero también
es importante saber de donde se origina el error; se sabe que, en muchos casos, estos
elementos son invenciones de los estudiantes, porque ningun centro escolar ensefia

procedimientos incorrectos de forma intencionada (Payne y Squibb, 1990).
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Respecto a este mismo tema, VanLehn (1990) diferencia dos tipos de errores: los sistematicos
y los despistes, reconociéndose como la “Teoria de VanLehn” (Sanchez y Lopez, 2011, p.
431). En esta teoria los errores sistematicos significan la aplicacion de métodos defectuosos:
los algoritmos o reglas son cometidas por practicantes novatos; los slips, como se conocen
los despistes de VanLehn, son por lo general por falta de cuidado y éstos pueden ser
cometidos por practicantes expertos o novatos, aunque es mas complicado que le suceda a

un experto.

Una de las principales explicaciones de la fuente de los errores es la Repair Theory, propuesta
por Brown y VanLehn en el afio de 1980. En ella se explica que cuando un estudiante no es
capaz de realizar una accion y se produce un callejon sin salida, en este momento el estudiante
puede tomar varias lineas de accion como, dejar sin resolver el problema, intentar repararlo
con el fin de poder continuar con la ejecucion del procedimiento o, tal vez, hacer uso de

conocimientos previos que tengan o no relacion con el problema que se intenta resolver.

Lo que recomienda Muller (2010) cuando un estudiante se enfrenta a un callejon sin salida,
es que debe reorganizar su informacién y hacer un alto en el camino para buscar la mejor
solucion posible, que vaya en el mismo sentido de la meta. Aunque lo dicho por Miiller es
sencillo, cuando el estudiante carece del conocimiento correcto sobre el problema a resolver,
es necesario que pida ayuda a su profesor y aprenda cudl es el camino correcto para que no

se vuelva a bloquearse en tareas similares.

Existen otras investigaciones que tratan la naturaleza del conocimiento matematico y que
proporcionan pistas para dar explicaciones sobre las fuentes de error haciendo uso de las
teorias de los bugs, que van mas alld de la estructura superficial de los procedimientos
entrando a fondo en los principios matematicos que se encuentran involucrados. Se hace
necesario entonces, revisar la base conceptual de los errores que producen los estudiantes;
hay investigaciones que diferencian el conocimiento procedimental y conceptual. El primero
se define como las reglas, algoritmos, el lenguaje formal de las matematicas, ademas de
aquellos procedimientos utilizados para resolver las tareas relacionadas con la matematica.
El segundo lo constituyen las conexiones existentes entre la informacion, una red de datos de

las matematicas y las proposiciones (Hiebert y Lefevre, 1986).
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Hiebert y Lefevre (1986, p. 200) explican que los estudiantes de matematicas a menudo se
dedican a observar los problemas en forma superficial, luego recuerdan y aplican las reglas
memorizadas en la manipulacién de simbolos. La consecuencia es recurrente en que se dan
respuestas que son irracionales, por lo que se obtiene un bajo rendimiento en una serie de
problemas, que son a veces repetidos y practicados por estudiantes que desarrollar tareas
algebraicas. En este caso, una posible forma de corregir estos errores es que el profesor esté
seguro que el alumno comprendid, mas que en modo memorista los procedimientos correctos
aunque esto es complicado de hacer cuando se tienen decenas de estudiantes dentro de sus

aulas.

También existen fuentes conceptuales de los errores que producen errores sistematicos en los
procedimientos que se remontan a los defectos del conocimiento conceptual o de la falta de
vinculos entre conceptual y procedimental (Silver, 1986; Resnick et al., 1989). Estos autores
examinaron los esfuerzos de los nifios por darle sentido a los nuevos conocimientos a los que
enfrentaban; en su investigacion documentaron las principales categorias de los errores que
aparecian constantemente cuando los nifios aprendian fracciones decimales, sugiriendo
ademas, que ellos son una secuencia natural de los intentos de los estudiantes por integrar el
nuevo material que se les ensefid con el conocimiento que ya poseen del pasado. Se puede
entender que el nifio lucha por comprender los conceptos e ideas matematicas, los procesos
de aprendizaje, y unirlos con el conocimiento existente; cuando lo hace bien, se crea nuevo
conocimiento, pero cuando se hace mal, entonces surgirdn problemas en el futuro cuando el

nifio enfrente problemas similares.

En este apartado hemos presentado los fundamentos tedricos que sirven de base a esta
investigacion, esas referencias nos orientan hacia la eleccion de una concepcion holistica del
algebra, la cual estructuramos con base en las definiciones y enfoques mencionados
anteriormente y sustentada en los distintos trabajos de investigacion revisados, dicha

concepciodn consiste en considerar el dlgebra como:

* Una generalizacion de la aritmética.

* Un método para la resolucioén de problemas.

* Una herramienta para el estudio de las funciones.
* El estudio de estructuras matematicas.

47



Tomando en cuenta esta perspectiva del algebra y en la busqueda de un instrumento de
evaluacion que incluyera estos preceptos, se considerd lo mencionado por Booth (1984),
relacionado con el enfoque del algebra como una generalizacion de la aritmética, como el
punto de partida de nuestro trabajo de investigacion. Booth (1984) considera las siguientes

interpretaciones de las letras como fuentes de errores:

= Letra evaluada.

» Letra ignorada.

= Letra como objeto.

= Letra como cantidad desconocida con valor unico.
» Letra como numero generalizador.

= Letra como variable.

La busqueda de un instrumento de evaluacion que nos fuera de utilidad para la valoracion de
las competencias algebraicas de los estudiantes al resolver distintas tareas algebraicas, nos
dirigi6 al trabajo de Kiicheman (1980) quien basado en el trabajo de Booth, disefia y aplica
un instrumento que valora el uso y significado de las letras en algebra y el cual es parte

esencial de este trabajo. En el capitulo siguiente se describe el citado instrumento.
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Capitulo 3

Marco Metodologico

En este capitulo describimos el disefio metodolégico de nuestra investigacion. En primer
lugar se caracteriza el tipo de investigacion y se describe la seleccion del centro y de los
alumnos que actuaron como sujetos. Posteriormente, describimos los instrumentos de
recogida y analisis de datos justificando las razones que nos llevaron a elegir estos

instrumentos.
3.1 FASES DE LA INVESTIGACION

La investigacion que recogen estas paginas ha sido abordada desde los enfoques cuantitativo
y cualitativo. Por un lado, nos centramos en la aplicacion del test creado en el proyecto
denominado, The Concepts in Secondary Mathematics and Science Project (CSMS), que es
de correccidn cuantitativa; por otro lado, realizamos doce entrevistas semi-estructuradas, con
el objetivo de “maximizar la comprension de los hechos y facilitar la interpretacion de los
datos” (Hitchcock y Hughes, 1995, p. 296). La investigacion tiene dos fases claramente
diferenciadas. La primera, que constituy6 el Trabajo Fin de Master, con un marcado caracter
exploratorio, se centrd en la recogida de datos con un instrumento de evaluacion disefiado
para conocer el rendimiento algebraico con una muestra de estudiantes universitarios y su
posterior analisis (Garcia, 2010; Garcia et al, 2011, Garcia et al, 2014). Esta primera fase nos
permitid documentar la presencia de errores sistematicos en la resolucion de tareas
algebraicas y constatar la necesidad de analizar las causas de esos errores. Un resumen de
esta fase se presenta en el anexo IV. La segunda fase se centra en la aplicacion del
instrumento de evaluacion del CSMS para estudiar con detalle en qué tipo de habilidades y
sobre qué tipo de conocimientos algebraicos presentaban errores. Esta segunda fase también

incluye la realizacion de una entrevista semiestructurada en algunos de los estudiantes
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participantes en el estudio, con el fin de conocer su razonamiento y sus argumentos en
aquellas preguntas en las que se presentaron errores. Los instrumentos empleados los

describiremos y justificAremos mas adelante.

3.2 EL CONTEXTO ACADEMICO

La institucién educativa en la que se desarrolla la investigacion es una universidad publica
mexicana localizada en la ciudad de Autlan de Navarro, en el Estado de Jalisco. Se trata del
Centro Universitario de la Costa Sur, dependiente de la Universidad de Guadalajara, en donde

se ofrecen las titulaciones de:

[

Agronomia
Abogado
Administracion
Biologia Marina
Contaduria Publica
Nutricioén

Turismo

Ingenieria en Teleinformatica

A S A N U S

Ingenieria en Mecatronica

—
o

. Ingenieria en Obras y Servicios

p—
p—

. Ingenieria en Procesos y Comercio Internacional

—_
[\

. Ingenieria en Recursos Naturales y Agropecuarios.

—_
(98]

. Técnico Superior Universitario en Electronica y Mecéanica Automotriz.

14. Enfermeria

En todas estas titulaciones se contemplan materias del area de matematicas, a excepcion de
las de Abogado y Enfermeria en las cuales solo se incluyen algunos topicos dentro de algunas

asignaturas en especifico (Derecho laboral, Fundamentos de enfermeria).
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3.3 TAMANO DE LA MUESTRA Y METODO DE MUESTREO

La seleccion de este centro universitario se debid a la relacion laboral del doctorando como
docente. La muestra seleccionada es de tipo no probabilistico (Hernandez et al. 2010), debido
a que en el momento del estudio no se contaba con las facilidades para disefiar una muestra
probabilistica en donde todos los sujetos tuvieran la posibilidad de participar. De esta manera,
para la integracion de la muestra fueron considerados los estudiantes de los profesores que

aceptaron apoyar este trabajo.

La muestra final se compone de 194 estudiantes de primer curso universitario, pertenecientes
a seis carreras que ofrece el centro universitario donde se desarrollo esta investigacion. La
distribucion de estudiantes por titulacion la recogemos en la Tabla 4. El grupo méas numeroso
fue el de Administracion seguido por Nutricion. Los grupos con menos estudiantes son los de
Ingenieria en Recursos Naturales y Agropecuarios, asi como los de Ingenieria en

Teleinformatica.

Tomando en consideracion la notable diferencia en cuanto a la cantidad de estudiantes de cada
una de las titulaciones y con el proposito de realizar analisis comparativos confiables, se decidid
agrupar en dos categorias a los estudiantes: estudiantes de ingenieria y estudiantes de otras

titulaciones, con lo cual los grupos mencionados quedaron conformados por 98 y 96 sujetos,

respectivamente.
Tabla 3. Muestra segtn la titulacion
Titulacion Numero de estudiantes
Licenciado en Administracion 52
Licenciado en Nutricion 44
Técnico Superior en Electronica y Mecanica Automotriz 36
Ingeniero en Procesos y Comercio Internacional 37
Ingeniero en Recursos Naturales y Agropecuarios 17
Ingeniero en Teleinformatica 8
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La edad media de los participantes en el estudio era de 18.7 afios en el momento de realizar
el estudio. La edad mas frecuente oscilaba entre los 17 y 19 afios (83.5%), el 13.9% estaba
entre los 20 y 22 afios, y el resto (2.1%), tenian entre 23 y 29 afos. Respecto al sexo, dentro
del grupo de participantes en el estudio se considerd igual nimero de hombres que de

mujeres.

3.4 DISENO Y APLICACION DE LOS INSTRUMENTOS DE RECOGIDA DE
INFORMACION

En este apartado presentamos y justificamos el disefio de los instrumentos de recogida de
informacion y la aplicacion que se realizd de los mismos en el marco de nuestra
investigacion. En primer lugar aplicamos un instrumento de evaluacion ex post facto como
primer acercamiento al problema de investigacidn, posteriormente nos centramos en el

cuestionario CSMS y mas adelante en las entrevistas semiestructuradas.
3.4.1 Breve descripcion del trabajo de fin master

Con el fin de estudiar, analizar y caracterizar los errores que cometen los estudiantes de
primer curso universitario al resolver distintas tareas algebraicas, se realizd6 un primer
acercamiento a la investigacion de las fuentes de los errores y su naturaleza por medio de la
investigacion llevada a cabo en el trabajo de Garcia (2010), en el cual se pretendia evaluar el
rendimiento, cuantificar y tipificar los errores en la resolucion de tareas algebraicas por
alumnos de primer curso de diferentes carreras del Centro Universitario de la Costa Sur de

la Universidad de Guadalajara México.

A continuacion se hace un resumen de las ideas mds sobresalientes de esta primera

aproximacion a nuestro problema de investigacion.

Con el interés de documentar la existencia de errores algebraicos en las producciones de los
estudiantes universitarios, se realizd un estudio expo-facto del andlisis de los errores
encontrados en las respuestas de 153 estudiantes en el instrumento de evaluacion aplicado en
el Centro Universitario de la Costa Sur de la Universidad de Guadalajara (CUCSUR). El

instrumento utilizado para ese estudio fue el primer examen departamental de matematicas |
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para el calendario 2008, aplicado por el departamento de ingenierias de dicho centro (ver

Anexo 1).

Este instrumento constd de 10 ejercicios de desarrollo de operaciones de tipo algebraico.
Evaluaba contenidos procedimentales, distribuidos en los bloques tematicos que se muestran

en la Tabla 4.

Tabla 4. Descripcion del contenido algebraico de las tareas

Namero de tarea Contenido algebraico
1,3 Resolucion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales
2,7 Aplicacion de reglas de operaciones algebraicas
4,5 Desarrollo de reglas de productos notables
6,8 Factorizacion de expresiones algebraicas
9,10 Resolucion de inecuaciones lineales

La Tabla 4 explica como se distribuyeron los contenidos algebraicos por cada tarea, ello para

una mejor observacion.

La asignatura de matemadticas I se caracterizaba mayoritariamente por tener contenidos
procedimentales, por ello la prueba recogia en su totalidad, preguntas de contenido

procedimental, en esta prueba las cuestiones estaban planteadas en forma de evocacion.

La construccion del examen que media el nivel de conocimiento en matematicas al finalizar
el primer bimestre del primer ciclo del curso de matematicas I se elabord de la siguiente
forma: Cada inicio de ciclo se convoca a un equipo de trabajo con profesores de la academia
de matematicas del departamento de ingenierias del CUCSUR, compuesto de profesores que
imparten asignaturas de matematicas en todas las titulaciones que ofrece la institucion. Los
profesores proporcionaban tareas que ellos creen que son imprescindibles para superar la

asignatura.
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Se contaba con la colaboracion de docentes de distintos ciclos escolares, para confirmar que
existia un acuerdo en cuanto a los contenidos minimos que debe saber un alumno para superar
ese ciclo educativo y que sirvieran de antecedentes a cursos posteriores relacionados con las
matematicas. Una vez seleccionado el material que proponia el profesorado, seguia una
contrastacion de estos contenidos con los objetivos curriculares y contenidos de la asignatura
a evaluar y, finalmente, se comprobaba que los objetivos y contenidos seleccionados

formaban parte de la bibliografia basica que aparece en los programas analiticos de la misma.

De todas estas fuentes de informacion, se seleccionaban aquellas tareas que involucraran
contenidos que fueran compartidos por todas estas fuentes, es decir, si los profesores
consideraban que determinados contenidos eran conocimientos basicos, se confirmaban que
¢éstos estaban en los objetivos curriculares del ciclo y que ademés se trabajaba en los
diferentes libros sugeridos como bibliografia basica, en este momento cabe mencionar que
la eleccion final de los ejercicios estaba a cargo de profesores que no impartian la asignatura
en el ciclo que se iba aplicar la prueba, intentando evitar algin tipo de sesgo por parte del

disenador final de la prueba.

La fecha para la aplicacion de la prueba se acordaba considerando el calendario escolar
vigente y ademas un periodo de tiempo adecuado seglin las experiencias de los profesores
que impartian la asignatura en cuestion. En la seleccion de los alumnos, ellos fueron
distribuidos en grupos de aproximadamente 25 integrantes, utilizando el criterio del orden
alfabético de sus apellidos, evitando con esta medida que no se concentraran los mismos

alumnos que tomaban el curso en las diversas titulaciones.

La fecha programada para la aplicacion de la prueba. En esta etapa acudian los alumnos al

mismo horario y se les daba un tiempo de dos horas para la resolucion de la misma.

Al iniciar la prueba se les daba a conocer las instrucciones normativas, destacando en la
cuestion pedagogica, la regla que no se les permitia usar ningin tipo de instrumento
electronico de calculo y se les insistia en la utilidad de desarrollar procedimientos en las hojas

que se les proporcionaba para ese fin.
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Una vez terminada la aplicacion de la prueba, los alumnos entregaban las hojas de
procedimientos y respuestas al responsable de la academia de matematicas quien citaba al

resto de responsables a una reunidn posterior para la evaluacion de ésta.

Finalmente se reunian los profesores aplicadores para evaluar las pruebas, se les
proporcionaba una guia de respuestas pero con la recomendacion de considerar los
procedimientos de las respuestas y consensuar cualquier duda acerca del valor que deberia

de asignarse a los mismos.

La poblacion considerada para efectuar la investigacion fue la de estudiantes de primer
ingreso del nivel de Licenciatura de las titulaciones de Licenciado en Administracion de
Empresas, Licenciado en Turismo, Ingeniero en Recursos Naturales y Agropecuarios,
Ingeniero en Obras y Servicios y Técnico Superior Universitario en Electronica y Mecénica

Automotriz, inscritos en el CUCSUR de la Universidad de Guadalajara (México).

A partir de los resultados encontrados en esta primera aproximacion al problema de estudio,
en los cuales se evidencio la presencia de errores algebraicos basicos por parte de los
estudiantes universitarios, surgid la necesidad de proponer una herramienta de evaluacion
cuantitativa que partiera de la valoracion del uso de las letras como fuentes de errores, pues
consideramos pertinente partir de la estimacion del conocimiento basico del uso y
comprension del algebra en estudiantes del citado nivel. El objetivo inicial fue obtener,
analizar y clasificarla informacion conseguida con la citada herramienta para posteriormente
dirigir la investigacion hacia el siguiente paso que consistio en la eleccion de un instrumento
de estimacion cualitativa, que permitiera profundizar en el andlisis y esclarecimiento de las
probables fuentes de los errores cometidos por los alumnos de primer curso universitario del
Centro Universitario de la Costa Sur de la Universidad de Guadalajara. (Los resultados se

pueden ver en el Anexo V)
3.4.2 El cuestionario CSMS

El principal instrumento de evaluacién considerado en esta investigacion, fue obtenido del
proyecto denominado The Concepts in Secondary Mathematics and Science Project (CSMS), que se

basa en la categorizacion de los distintos usos de las letras propuestos por Kiichemann (1980),
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con el fin de caracterizar la forma en la que los estudiantes interpretan los simbolos literales
en diferentes contextos algebraicos. Dicho instrumento consta de un cuestionario escrito en
el que los estudiantes deben interpretar y manipular expresiones algebraicas, asi como
resolver problemas representados por simbolos literales. Cabe mencionar que al cuestionario
original se le realizaron modificaciones en cuanto a la redaccion para adaptarlo al contexto

social mexicano en el cual se implemento.

El instrumento, originalmente disefiado por Kiichemann, Brown y Blackeley (Kiichemann,
1980, p.16), estd compuesto por 23 tareas y 53 items en torno a distintos contenidos
algebraicos: sustitucion formal, simplificacion, generalizacion y formulacion, interpretacion

y solucion de ecuaciones.

Las tareas fueron disefiadas por Kiichemann para cada categoria, describiéndose cada una
de ellas en funcion de la respuesta esperada, es decir, distinguiendo cuando los estudiantes
tenian que interpretar letras en cada item como valores evaluados, objetos, incognitas con
valor especifico, nimeros generalizados y variables. La evaluacion de la prueba fue
organizada de acuerdo con los niveles de entendimiento en el manejo de las letras de este

autor, bajo el siguiente formato:

Letra evaluada. Se asigna a la letra un valor numérico.

Letra ignorada. Se ignora la letra presente o al menos se reconoce su existencia sin darle

significado.

Letra como objeto. Se considera la letra como una forma abreviada de un objeto o como

objeto en si mismo con valor propio.

Letra como incdgnita de valor especifico. Se considera una letra como nimero Unico, pero

desconocido y que pueden operar directamente sobre ella.

Letra como niimero generalizado. La letra es vista como una incognita que puede tomar

varios valores.

Letra como variable. Las letras son la representacion de un rango de valores desconocidos y

con una relacion sistematica existente entre estos conjuntos de valores.
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Las tareas relacionadas con cada uno de los niveles de entendimiento, que fueron
consideradas para el andlisis de las respuestas de la prueba aplicada se presentan en la Tabla

6 (véase seccion 3.5) y son las mismas que propone Kiichemann (1980).

El disefo del cuestionario tiene tres partes diferenciadas y en el Anexo 2 se presenta tal y
como se aplicé en nuestro estudio. La primera es una presentacion a los estudiantes en la que
se describe la finalidad de la investigacion. La segunda incluye algunos datos personales del
encuestado y unos items de prueba que introducen a modo de ensayo a los encuestados en el
modo de presentacion de las tareas y la forma de responder. Finalmente, la parte principal

del instrumento incluye las 22 tareas algebraicas, algunas de ellas con varios apartados.

El instrumento empleado evalua contenidos conceptuales y procedimentales distribuidos en

los siguientes bloques tematicos que se muestran en la Tabla 5.
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Tabla 5. Descripcion del contenido de los items

Numero de item Contenido matematico
lblcaudbiadodisags Sty prde wimiieo,
6a,7a,7b,8,11a,11b, 15a : P

algebraicas.

Aplicacion de formulas geométricas,
reconocimiento de las letras como objetos
con valores propios.

7¢,9a,9b,9¢,13a,13b,13¢,13d,13e,131,13g,
13h,134i,

Sustitucion de valores numéricos en
expresiones algebraicas, interpretacion de

4¢, 4f, 6b, 7d, 17b,21 datos numéricos en problemas algebraicos,
resolucion de ecuaciones algebraicas
lineales.

Manejo de rango de valores para hacer
validas las ecuaciones algebraicas,
generalizacion de resultados, planteamiento
de ecuaciones a partir de problemas
contextualizados.

3,4e,5¢, 9d, 10a,10b,12, 14,
15b,16,17a,18a,18b,20,22

Manipulacién de rangos de valores
desconocidos, analisis de relacion entre
cantidades y manejo de operaciones con
estructuras algebraicas abstractas.

19a,19b

La tarea 23, que originalmente se encontraba en el instrumento aplicado por Kiichemann
(1980) no fue considerada en nuestro trabajo de investigacion ya que para resolverla se
necesitaba la implementacion de secuencias didacticas especificas para familiarizar a los
estudiantes con este tipo de estructuras y eso no entraba dentro de los objetivos de este

trabajo.

En las paginas que siguen se describen las 22 tareas asi como cada uno de sus items,
especificando lo que persigue explorar cada una de ellas y agrupandolas segtin los niveles de

entendimiento anteriormente mencionados.
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Descripcion de la Tarea 1

En esta tarea se requeria a los estudiantes completar los espacios en blanco de los items, con
el objetivo de estimar el manejo de las letras como letras evaluadas; para resolver de manera
correcta esta tarea requerian de conocimientos de sumas y productos aritméticos y al mismo
tiempo deberian demostrar conocimientos para realizar sustituciones en expresiones
algebraicas. Los items de esta tarea fueron considerados dentro del nivel de entendimiento L.

En la Figura 4 se presenta dicha tarea.

Tarea 1

1. Completar los espacios: X > %42 X > 4x

I

Figura 4. Tarea 1
Descripcion de la Tarea 2

En esta tarea se les requeria a los estudiantes determinar cual de las expresiones era mayor o
menor, lo cual deberian realizar sustituyendo con valores arbitrarios todas las expresiones de
la tarea. Por lo anterior, la tarea estaba disefiada para evaluar el uso de las letras como letras
evaluadas o como incognitas de valor especifico; para resolverla era necesario tener
conocimientos de las operaciones aritméticas basicas, asi como de sustituciones de valores
en expresiones algebraicas. Por la estructura algebraica de sus items esta tarea fue clasificada

en el nivel de entendimiento L

2. Escribe el menor y el mayor de las siguientes expresiones: menor mayor
n+1, n+4, n-3, 1, n="T7. . e
Figura 5. Tarea 2
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Descripcion de la Tarea 3

En esta tarea se les solicitaba a los estudiantes que determinaran cudl de las dos expresiones
algebraicas era mayor, lo cual deberian resolver utilizando las letras como numeros
generalizados, es decir sustituir distintos valores para poder dar una respuesta que implicara
un valor generalizado. Por lo anterior, el objetivo de esta tarea era evaluar el uso de las letras
como numeros generalizados mediante la demostracion de conocimientos que implicaran el
manejo de rangos de valores que hicieran valida la expresion; asi mismo, los estudiantes
deberian ser capaces de realizar multiplicaciones y sumas aritméticas para poder dar una
respuesta que implicara la generalizacion del resultado. Esta tarea estd considerada en el nivel

de entendimiento IV.

3. Cuales mas grande, 2n 0o n+2 ...

Explicalo: oo e

Figura 6. Tarea 3
Descripcion de la Tarea 4

Esta tarea estaba compuesta por 6 items, en los cuales, a una expresion, se les debe sumar
y/o multiplicar una cantidad constante. La estructura algebraica de los items es diversa, lo
cual implica que el nivel de entendimiento requerido para resolverla es distinto. De esta
manera, para resolver los items 4a, 4b y 4d, habian de sumar o multiplicar la constante que
se daba como dato; asi pues para resolverlos se deberian realizar operaciones aritméticas
basicas ya sea de suma o producto. Por lo anterior, estos items fueron considerados de nivel
de entendimiento I puesto que para su resolucidon solo se deberian evaluar las expresiones
mediante la ejecucion de la operacion indicada en las instrucciones del problema. Por otra
parte, para los items 4c y 4f, con expresiones algebraicas a la cuales también se les deberia
sumar o multiplicar la constante que se daba como dato, los estudiantes, deberian demostrar
conocimientos del uso de la letra como incognitas de valor especifico y ademas deberian ser
capaces de aceptar que la respuesta pudiera contener una letra como incdgnita; por lo anterior

estos items estan clasificados en el nivel de entendimiento III. Finalmente la estructura
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algebraica del item 4e asi como la operacion indicada para la evaluacion de la expresion
algebraica que representaba, ubican a este item en el nivel de entendimiento IV, ya que para
su resolucion se requeria que los estudiantes fueran capaces aplicar reglas de operaciones
algebraicas (producto algebraico), manipulacion de estructuras algebraicas abstractas, asi

como expresar un resultado que implicara un rango de valores desconocidos.

4. 4 sumado a n puede ser escrito como n + 4. n multiplicado por 4 puede ser escrito como 4n.
Suma 4 a cada una de las siguientes expresiones:  Multiplica cada una de las siguientes expresiones por 4:
al b} c/ a; el £
8 n+35 3n 8 n+5 3n
Figura 7. Tarea 4

Descripcion de la Tarea 5

Esta tarea consta de 3 items, dos de los items (5a y 5b) estan disefiados para evaluar el uso
de las letras como letras evaluadas, ya que para resolverlos se requiere sustituir los valores
que aparecen como datos en el enunciado del problema en las letras que aparecen como
incognitas; por esto dichos items se ubican en los niveles de entendimiento I y II
respectivamente, ya que la Unica diferencia entre ellos es la dificultad que implica su
resolucién como resultado de su diferente estructura algebraica. Por otra parte para la
resolucion del item 5S¢, implica el empleo de las letras como niimeros generalizados, ya que
para resolver dicho item, los estudiantes deberian identificar y aceptar que algunas
expresiones algebraicas tienen soluciones que incluyen letras como incdgnitas y que éstas
representan rangos de valores desconocidos; por lo anterior el item 5c esta ubicado en el nivel

de entendimiento III.

A 5. 8 a+b =4 B i ,-246 = 762 S e+f =8
a+b +2 = ...... n-247 = ...... etf+g = ......
Figura 8. Tarea 5
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Descripcion de la Tarea 6

Esta tarea consta de dos items (6a y 6b) los cuales fueron disefiados para evaluar el uso de
las letras como letras evaluadas; para resolver estos items era necesario que los estudiantes
demostraran capacidad para evaluar las letras y sustituir esos valores en las expresiones
dadas. Por la estructura algebraica del item 6a este queda ubicado en el nivel de

entendimiento I, por su parte el item 65 fue ubicado en el nivel de entendimiento I1.

al
6. Quépuedesdecirde @ s1 a+5=8 e
2]
.

Qué puedes decirde & st b+2 esiguala 2B L e

Figura 9. Tarea 6
Descripcion de la Tarea 7

Esta tarea consta de 4 items; los items 7a y 7b estan disefiados para evaluar el uso de las
letras como letras evaluadas, por lo tanto se ubican en el nivel de entendimiento I, ya que
para su resolucion es necesario recordar la formula del area del rectangulo y aplicarla en las
figuras correspondientes. Por su parte, el item 7c esta planteado para evaluar el uso de las
letras como objetos; en este caso, por el valor de los lados de la figura, se ubica en el nivel
IL, por la dificultad que implica el manejo de letras como valores desconocidos. Con respecto
al item 7d, éste estd disefiado para valorar el uso de las letras como numeros generalizados,
ya que para resolverlo, los estudiantes requerian aceptar que el resultado podia contener una
letra que representaba un rango de valores desconocidos; por lo tanto este item es considerado

dentro del nivel de entendimiento IV.
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7. ¢Cuél es el drea de las siguientes figuras?

a) ) ¢) dy

I 6 n >

Figura 10. Tarea 7
Descripcion de la Tarea 8

Esta tarea consistia en sumar la longitud de los lados de la figura geométrica para obtener su
perimetro; por la estructura de la misma esta considerada dentro del nivel de entendimiento
I, ya que para resolverla requiere conocimientos relacionados con las operaciones aritméticas

basicas, en este caso la suma, y de recordar el concepto geométrico de perimetro.

4
10
3
2 2
1
6 9
8. El perimetro de esta figura es igual a Calcula el perimetro
6+3+4+2, locual esigualal5. de esta figura P =

Figura 11. Tarea 8
Descripcion de la Tarea 9

Esta tarea estd compuesta por 4 items: el item 9a estd disefiado para evaluar el uso de las
letras como objetos (lados de la figura); al contener solo una letra como incognita, se
considera de nivel de entendimiento I; los items 96 y 9c¢ también estan disefiados para la
valoracion del uso de la letra como objetos, pero al contener dentro de su estructura mas de
una letra y nimeros, son considerados de una mayor dificultad y por lo tanto estan ubicados

en el nivel de entendimiento II. El item 9d por su parte, estaba disefiado para evaluar el uso
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de la letra como niimeros generalizado — pues para su resolucion se requeria de plantear una
expresion algebraica que indujera a un resultado generalizado — por lo tanto estd ubicado en

el nivel de entendimiento I1I.

=4
9.
R i £ =z

Este cuadrado tiene sus lados de longitud g.
Por tanto, para su perimetro. podemos escribir p = 4g.

N - . =4
L Qué podemos escribir para el perimetro

de cada una de las siguientes figuras? d}

a3 By =)
Parte de esta

- - figura no
s esta dibujada.
h h Hay n lados
en toral,

todos de longinud 2.

V)

Figura 12. Tarea 9
Descripcion de la Tarea 10

Esta tarea consta de dos items. La tarea esta disefiada para evaluar el uso de las letras como
numeros generalizados. Para resolverlo los estudiantes deberian ser capaces de comprender
que el item /0a es una expresion algebraica que representa un rango desconocido de valores.
Asi mismo, para dar respuesta al item /0b, era necesario que plantearan una expresion
algebraica que representara la generalizacion del resultado. Por lo anterior estos items fueron

considerados en el nivel de entendimiento I11.

10. Las zanahorias cuestan 8 centavos cada una y los pepinos cuestan 6 centavos cada uno.

a) Si z representa el mimero de zanahorias compradas
y p representa el nimero de pepinos comprados,
;,Qué representa
8z+6p ?

b) ¢ Cual es el nimero total de verduras compradas?

Figura 13. Tarea 10
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Descripcion de la Tarea 11

Esta tarea consta de 2 items. Ambos items (//a y 11b) estan disefiados para valorar el uso de
las letras como letras evaluadas. Para su resolucion los estudiantes deberian mostrar

capacidad para realizar sustituciones de valores conocidos en expresiones algebraicas. Por lo

tanto, ambos items quedaron estan en el nivel de entendimiento II.

. . a .
11. Qué puede decir sobre ) u  si u

y v

Iy
Lol
|

[¥%]

b}
Qué puede decir sobre m  si

3
I

Figura 14. Tarea 11

Descripcion de la Tarea 12

Esta tarea esta disefiada para evaluar el uso y manejo de las letras como numeros
generalizados ya que la respuesta implica el planteamiento de una expresion algebraica que
induzca a un rango de valores desconocidos a través de la interpretacion de problemas

contextualizados y por medio de la traduccion del lenguaje comun al lenguaje algebraico.

Esta tarea se ubicé en el nivel de entendimiento II1.

12. SiJuan tiene J canicas y Petra tiene P canicas,
(Qué puede escribir para el nimero de canicas
que tienen juntos?

Figura 15. Tarea 12

Descripcion de la tarea 13

Esta tarea estd compuesta por 9 items. La tarea estd disefiada para evaluar el uso de las letras
como objetos con caracteristicas particulares, asi como el manejo de las letras como

incognitas de valor especifico. Los items /3a y [3g estan ubicados en el nivel de
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entendimiento I debido a que su solucidon implicaba una suma algebraica. Por otra parte, los
items /3c, 13d, 13e, 13fy 131, al contener dentro de su estructura signos de agrupacion, esto
implicaba un mayor grado de dificultad para su resolucion y por lo tanto se ubicaron dentro
del nivel de entendimiento II. Por lo que se refiere a los items /3b y 13g estos se ubican
dentro del nivel de entendimiento III considerando que su estructura hacia referencia a la
reduccién de términos semejantes de letras distintas dentro de una expresion algebraica

siendo esto parte del estudio de las estructuras algebraicas abstractas.

13. @ + 3a puede escribirse de manera mas sencillamente como 4a.

Escribe las siguientes expresiones mas sencillamente, si es posible:

a) 2a + S5a = ...
b) n |

2a +5h = Ja-(b+a) = i
Cc
) (@a+b)+ta= ... g)a—4—a—4= ................
d)

2a +5a+ta= ... h) 3¢ -b+a= ... ...
e) .

(@a=-b)y+b= ... ... 1) (a+b)+(a@a-by= ................

Figura 16. Tarea 13
Descripcion de la tarea 14

Esta tarea estd disefiada para valorar el uso de la letra como incognita de valor especifico. La
solucion de esta tarea involucraba realizar sustituciones algebraicas para resolver la expresion
algebraica resultante de esa sustitucion. Esta tarea estd ubicada en el nivel de entendimiento

II1.

14. Que puede decir sobre r» si r o= 5+t
y r+s -+t = 30 L.

Figura 17. Tarea 14
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Descripcion de la Tarea 15

Esta tarea consta de 2 items. El item /5a esta disefiado para valorar el uso de las letras como
letras evaluadas, por lo tanto, fue ubicado en el nivel de entendimiento II. Por su parte el item
15b fue ubicado en el nivel de entendimiento III debido a que para su resolucion los
estudiantes deberian plantear una expresion algebraica que representara un rango de valores

desconocidos o numeros generalizados.

En un dibujo como este puedes

calcular el nimero de diagonales

restando 3 del numero de lados.

Por lo tanto, una figura con 5 lados tiene 2 diagonales;

a) unafiguracon 57 ladostiene ............ diagonales;

b) una figura con k ladostiene ............ diagonales.

Figura 18. Tarea 15
Descripcion de la Tarea 16

Esta tarea esta disefiada para evaluar el uso de la letra como numeros generalizados; para
resolverla los estudiantes requerian analizar un rango de valores que hicieran valida la

expresion algebraica. Por lo anterior esta tarea fue ubicada en el nivel de entendimiento III.

16. Qué puedes decir sobre de ¢ si c+d =10
y € eSMmMenorque d ...,

Figura 19. Tarea 16
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Descripcion de la Tarea 17

Esta tarea consta de dos items. La tarea estd disenada para evaluar el uso de las letras como
numeros generalizados. Para resolver el item /7a los estudiantes deberian ser capaces de
plantear una expresion algebraica que simbolizara las condiciones del enunciado problema y
que esta expresion algebraica representara un rango de valores desconocidos; asi, este item
esta ubicado en el nivel de entendimiento IV. En el item /7b, una vez obtenida una ecuacion
que representara las condiciones del problema era necesaria la sustitucion de los valores
numéricos presentes en el enunciado y la comprension de problemas contextualizados. Es

por esto ultimo que este item fue considerado en el nivel de entendimiento III.

17. El salario base de Maria es de $200 por dia.
Ella también recibe otro pago de $20) por cada hora extra que trabaja.

a) Si h representa el nimero de horas extras que ella trabaja, y
si P representa su paga total por dia (en §)
escribir una ecuacion que relacione Py h: L.

;Cual seria la paga total del dia si ella
trabajo 4 horas extras? e

Figura 20. Tarea 17
Descripcion de la Tarea 18

Esta tarea consta de 2 items. La tarea esta disenada para valorar el uso de las letras como
nimeros generalizados; para su resolucion era necesario que los estudiantes fueran capaces
de probar con un rango determinado de valores numéricos la validez de las expresiones. El
item /8a al presentar las mismas letras requeria que los estudiantes sustituyeran valores
numéricos directamente en ambos miembros de la igualdad y que validaran la respuesta; por
esta razon este item fue ubicado en el nivel de entendimiento III. Por su parte el item /8b
presentaba una mayor dificultad al introducir dos letras distintas en diferentes miembros de

la igualdad por lo que se ubica en el nivel de entendimiento IV.
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18. ;Cuando son verdaderas las siguientes expresiones - siempre, nunca, o a veces?
Subrayar la respuesta correcta:

a) A+B+C=C+4+8B Siempre. Nunca. A veces,cuando ...............

b) L+M+N=L+P+N Siempre. Nunca. A veces,cuando ...............

Figura 21. Tarea 18
Descripcion de la tarea 19

La tarea 19 consta de dos items. La tarea esta disefiada para evaluar el uso de las letras como
variables; en esta tarea el estudiante deberia mostrar la capacidad para la manipulacion de
rangos de valores que satisfagan la expresion asi como el analisis de la relacion entre
cantidades y el manejo adecuado de operaciones con expresiones algebraicas. De esta forma
los items que conformaban esta tarea (/9a y 19b) fueron ubicados en el nivel de

entendimiento V.

a) 19. a = b+ 3. ;Quésucedecon a si b seincrementaen2? ......................

b) f = 3g + 1. (Quésucede con fsi g seincrementaen2?  ......... ... ...iiaun.n.

Figura 22. Tarea 19
Descripcion de la Tarea 20

Esta tarea estd disefiada para evaluar el uso de las letras como numeros generalizados. Para
resolverla los estudiantes deberian ser capaces de plantear una expresion algebraica que
simbolizara las condiciones del enunciado problema, traduciendo el lenguaje comun al
lenguaje algebraico demostrando con esto la capacidad para la resolucion de problemas
contextualizados; asi mismo la solucién deberia ser una expresion algebraica que
representara un rango desconocido de valores. Este item estd ubicado en el nivel de

entendimiento V.
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20. Los pasteles cuestan p centavos cada uno y las empanadas e centavos cada una.

Si compro 4 pasteles y 3 empanadas,
. Queé significa
dp+3e 7

Figura 23. Tarea 20
Descripcion de la Tarea 21

Esta tarea esta disefada para valorar la capacidad de los estudiantes del manejo de la letra
como incdgnita de valor desconocido; asi mismo la solucion de esta tarea implica el uso de
nimeros racionales y el conocimiento de la resolucion de ecuaciones algebraicas lineales,

por lo que esta tarea esta ubicada en el nivel de entendimiento IV.

21. Siesta ecuacion—s- (x+ D3+ x = 349
es verdadera cuando x = 6,

Entonces

;Qué valor de x

hara esta ecuaciéon — (5x + 1)+ 5x = 349
verdadera?

Figura 24. Tarea 21
Descripcion de la Tarea 22

Esta tarea estd disefiada para evaluar el uso de las letras como numeros generalizados. Para
resolverla los estudiantes deberian ser capaces de plantear una expresion algebraica que
simbolizara las condiciones del enunciado del problema, traduciendo el lenguaje comun al
lenguaje algebraico y demostrando con esto la capacidad para la resolucion de problemas
contextualizados; asi mismo la solucién deberia ser una expresion algebraica que
representara un rango de valores desconocidos. Este item estd ubicado en el nivel de

entendimiento V.
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22. Los lapices azules cuestan 5 pesos cada uno y los lapices rojos cuestan 6 pesos cada uno.
Si compro algunos lapices azules y algunos rojos v en total me cuestan 90 pesos.

Si a esel numero de lapices azules comprados, y
si r es el nimero de lapices rojos comprados,
;Qué puede escribiracercade a y ¥?7 L.

Figura 25. Tarea 22
3.4.3 Descripcion del analisis cualitativo

Para la realizacion de este andlisis se eligié como instrumento de recogida de datos la
entrevista. En el caso de las entrevistas, asumimos el significado de Cohen y Manion (1990)
a la entrevista de investigacion; “un didlogo iniciado por el entrevistador con el propdsito
especifico de obtener informacién relevante para la investigacion y enfocado por €l sobre el
contenido especificado por los objetivos de investigacion de descripcion, de prediccion o de
explicacion sistematica” (p.378). Se trata de un método que comprende la reunion de datos a

través de una interaccion oral directa entre individuos.

Centramos nuestro trabajo en una entrevista semiestructurada y dirigida. A los entrevistados
se les plantea una situacion y éstos tienen flexibilidad y libertad para dar respuesta. El
entrevistador puede, cuando considere adecuado, representar un papel mas activo,
introduciendo indicaciones orales mas explicitas para estimular las respuestas de los

entrevistados.

Taylor y Bogdan (1986) consideran la investigacion cualitativa como "aquella que produce
datos descriptivos: las propias palabras de las personas, habladas o escritas, y la conducta
observable". Asi mismo, Miles y Huberman (1994) sefialan que una de las caracteristicas
basicas de la investigacion cualitativa es que persigue explicar las formas en que las personas
en situaciones particulares comprenden, narran, actian y manejan sus situaciones cotidianas.
Estas caracteristicas son las que justifican nuestro estudio cualitativo: perseguimos
interpretar de manera correcta los significados que los estudiantes les dan a las letras cuando
resuelven tareas algebraicas, asi como explicar esas actuaciones. En la investigacion que
realiz6 Palarea (1998) centrada también en algebra, sefial6 que al aplicar una entrevista, se

pretende analizar con algunos estudiantes en particular, los elementos conceptuales,
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cognitivos y metacognitivos, con el fin de registrar la observacion del mayor nimero posible
de hechos en algunos individuos especificos. Ademas, sostiene que estas indagaciones son
importantes, ya que no siempre lo escrito responde a todo lo que es capaz de hacer el alumno
y sobre todo porque interesa que ¢l mismo sea consciente de por qué actia de una u otra

manera y del efecto que produce su actuacion.

Siendo uno de los objetivos de este trabajo indagar en el analisis de las respuestas a las
cuestiones planteadas en el instrumento de evaluacion aplicado para valorar el uso y
significado de las letras en algebra por parte de estudiantes universitarios y considerando los
resultados obtenidos del andlisis cuantitativo se disefiaron y realizaron entrevistas

semiestructuradas (Cohen y Manion, 1980).

La seleccion de los estudiantes que participaron en la entrevista fue intencional. Para la
discriminacion de los participantes, posteriormente a la aplicacion del instrumento de
evaluacidn, se examinaron las respuestas a las tareas considerando los distintos usos de las
letras presentes en las producciones de los estudiantes. De esta forma, se seleccionaron 12
estudiantes en cuyas producciones identificamos el empleo de distintos usos de las letras y
paralelamente proporciondndoles distintos significados, como los propuestos por
Kiichemann (1980) a saber: letra evaluada, letra como objeto, letra ignorada, letra como
incognita de valor especifico, letra como numero generalizado y letra como variable. Asi
mismo, se tomo en cuenta que las respuestas escritas de los sujetos elegidos, no fueran tan
evidentes para inferir de manera directa la fuente de los errores que se presentaron en sus
respuestas, buscando con esto profundizar en la busqueda de las posibles fuentes de esos
errores. Una vez realizada la eleccion de los sujetos, se citd inicialmente a 20 estudiantes,
buscando tener una muestra de aproximadamente el 10% del total de estudiantes participantes
en este trabajo, pero debemos mencionar que al ser una actividad voluntaria ajena al curso
en el cual estaban inscritos en ese momento, solo se presentaron 12 estudiantes del total
originalmente citado. Los estudiantes fueron identificados como sujetos entrevistados del #1

al #12 siguiendo el orden cronoldgico de su asistencia a las entrevistas.

Las entrevistas tuvieron una duracion aproximada de 20 minutos por cada estudiante, y se
programaron una semana después de la aplicacion del instrumento de evaluacion, ajustandose
a los tiempos libres disponibles de los participantes. Asi mismo, se realizaron grabaciones de
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audio para facilitar los analisis posteriores de las entrevistas. Después de cada entrevista se

realizaban las anotaciones relevantes que se consideraban pertinentes.

El andlisis de las entrevistas sirvio para explorar sobre algunas de las situaciones tipicas que
pueden ser la fuente de los errores que se presentan por parte de los estudiantes, asociados
posiblemente a sus deficiencias de conocimientos sobre los diferentes usos y significados de
las letras en algebra. Asi mismo, este analisis nos fue util para comprobar si nuestras
inferencias acerca de las respuestas a algunos items eran correctas cuando no era tan evidente

la dificultad que daba origen a las respuestas erroneas a los mismos.
3.4.4 Aplicacion del instrumento de evaluacion cuantitativo (CSMS)

La aplicacion de este instrumento se llevo a cabo en 6 sesiones de 50 minutos cada una y fue
dirigida por el autor de esta tesis con el apoyo de los profesores titulares de las asignaturas.
Al inicio de la aplicacion se destinaron 5 minutos para dar una breve explicacion sobre el
estudio que se estaba realizando y se brindaron las instrucciones necesarias para su
cumplimentacion. Durante la aplicacion del cuestionario no se permiti6 el uso de dispositivos
electrénicos de apoyo para el calculo de las tareas propuestas. Asi mismo, el investigador y
los profesores se limitaron a vigilar que los participantes contestaran de manera individual el

cuestionario
3.4.5 Aplicacion de las entrevistas semiestructuradas

Una vez aplicado el cuestionario, se hizo necesario un estudio cualitativo en el cual pudimos
indagar acerca de los procesos cognitivos que siguen los estudiantes en sus producciones, asi
como ahondar en la aceptacion por parte de ellos de los distintos significados y usos de las
letras necesarias para resolver diferentes tareas algebraicas. Este estudio nos permitio
afrontar la tercera pregunta de investigacion, centrada en el porqué de la presencia de errores
en la resolucidn de tareas algebraicas. La entrevista semiestructurada se aplicod a doce sujetos
de estudio, ubicados los niveles de entendimiento I, II y III propuestos por Kiichemann
(1980). Los estudiantes ubicados en el nivel de entendimiento IV no fueron tomados en

cuenta para la entrevista debido a que no presentaron errores atipicos en sus respuestas.
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Las preguntas de la entrevista se centraron en las posibles dificultades que se presentaron a
través de las interpretaciones de los usos y significados de las letras y los distintos niveles de
comprension. La atencidn se centrd en como y por qué los estudiantes interpretan las letras
de cierta manera. Para estructurar las preguntas de las entrevistas se utilizo una breve
introduccion, una serie de preguntas de seguimiento y otras de sondeo. La introduccion a la
entrevista se utilizo para familiarizar a los estudiantes en los temas y distintos aspectos para
la discusion. Las preguntas de seguimiento se utilizaron para investigar las respuestas
fundamentales de los alumnos en relacion con las preguntas de investigacion. También se
hizo uso de preguntas de sondeo que impulsaran a los estudiantes a explicar su forma de
pensar sobre la realizacion de las tareas, pero se tuvo cuidado de no canalizar sus respuestas.

A continuacion detallamos el protocolo seguido en estas entrevistas.

El objetivo general de las entrevistas era profundizar en algunos aspectos relacionados con
los errores encontrados en las respuestas de los estudiantes de primer curso universitario al

resolver distintas tareas algebraicas.

Partimos del supuesto de que los estudiantes de este nivel educativo, cuentan con una
formacion matematica previa que ha sido adquirida en los distintos cursos de los niveles de
secundaria y del bachillerato. Antes de iniciar las preguntas de la entrevista, se inform¢ al
estudiante del motivo de la misma, asi como su caracter de confidencialidad, tratando con
esto de crear un ambiente de amabilidad entre el entrevistador y el entrevistado, buscando

con esto, que el estudiante cooperara de la mejor forma posible en este trabajo.

Para iniciar la entrevista se utilizaban frases como “observé tu respuesta pero no alcancé a
comprender bien lo que haces, ;me puedes comentar un poco acerca de como obtienes ese
resultado?”. Una vez que el estudiante tomaba la palabra se empleaban frases orientadoras
como /esa informacion no te daba una idea? ;No creiste, al momento de responder, que eso
estaba incompleto y deberias interpretarlo de alguna otra forma para obtener una respuesta
mds general? ;No te llamo la atencion? | Por qué? Lo que se buscaba con ellas era estimular
a los estudiantes a desarrollar aclaraciones explicitas de sus respuestas escritas. Ademas, se
les daba la libertad de expresarse sin estar sujetos a un guion rigido, logrando con esto una

interaccion cordial entre el entrevistador y el entrevistado.
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3.5 PROCESAMIENTO DE LA INFORMACION

Para la recogida de datos, y en consonancia con el marco teérico, se tom6 como referencia la
investigacion de Kiichemann (1980). La correccién del cuestionario fue organizada de
acuerdo con los niveles de entendimiento en el manejo de las letras de este autor, como se
menciona en la seccion del marco tedrico de este trabajo de investigacion. Las tareas
relacionadas con cada uno de los niveles de entendimiento, que fueron consideradas para el
analisis de las respuestas del instrumento aplicado se presentan en el Tabla 6 y son las mismas

que propone Kiichemann (1980).

Tabla 6. Tareas y niveles de entendimiento

Nivel Criterio

0 Menos de 4 respuestas correctas de las tareas del nivel 1

1 Al menos 4 de 6 respuestas correctas de las tareas 5(a), 6(a), 7(b), 8, 9(a), 13(a).

2 Al menos 5 de 7 respuestas correctas de las tareas 7(c), 9(b), 9(c), 11(a), 11(b),
13(d), 15(a).

3 Al menos 5 de 8 respuestas correctas de las tareas 4(c), 5(c), 9(d), 13(b), 13(h),
14, 15(b), 16.

4 Al menos 6 de 9 respuestas correctas de las tareas 3, 4(e), 7(d), 17(a), 18(b), 13(e),
20, 21, 22.

Fuente: Kiichemann, D. (1980). The understanding of generalized arithmetic (algebra) by secondary school children. (pp.
64-69). PhD Thesis, University of London

Es importante mencionar que en nuestro trabajo descartamos el item /3e del nivel de
entendimiento IV pues consideramos que, en estudiantes universitarios, las respuestas a ese
item no serian significativas. Ademads se agregaron los items /9a y 19b, descartados en el
estudio de Kiichemann (1980) al encontrar que lo estudiantes participantes en ese trabajo no
fueron capaces de comprender la estructura de los mismos, haciendo referencia a las
variables, ya que en los estudiantes universitarios si deberia ser comprendido este concepto

por la formacion académica previa de dichos estudiantes.

Las tareas del instrumento de evaluacion se clasificaron en seis interpretaciones de las letras

y cuatro niveles de comprension. Las diferentes interpretaciones se refieren al significado
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minimo necesario que debe darse a la letra para resolver cada tarea. Por otra parte, se analizan
los niveles de comprension que implican las dos dimensiones de la interpretacion de las letras

y la complejidad estructural de las mismas.

En los niveles I y II, las tareas tienen una estructura aritmética y los estudiantes podrian

resolverlas mediante las siguientes opciones:

= Evaluando las letras.
» Utilizando las letras como objetos.

= Sin usar las letras.

Se requiere una mayor nocion algebraica de la letra a resolver las tareas en el nivel Il y IV
por la interpretacion de las letras como incdgnitas, nimeros generalizados o variables. En el
nivel IV las tareas son mas abstractas y tienen una estructura compleja. Una vez definidos
los criterios de evaluacion del instrumento se organizaron las respuestas encontradas en las

producciones de los estudiantes utilizando la siguiente categorizacion.

En un primer momento las respuestas fueron clasificadas de forma general como correcta (1)
e incorrecta (2). En una segunda categorizacion se clasificaron de acuerdo al uso de la letra
como: correcta (0), letra evaluada (1), letra como objeto (2), letra ignorada (3), letra con valor
especifico (4), letra como numero generalizado (5) y letra como variable (6). Asi mismo,
durante la clasificacion se identifico el sexo y la titulacién de cada uno de los participantes

en el estudio.

Para el desarrollo de esta tarea se utilizé el software Microsoft Excel, como medio de captura
y almacenamiento de la informacion, mientras que para su posterior andlisis estadistico se
emplearon los paquetes estadisticos SPSS y R. Dicho andlisis consistio en obtener los
estadisticos descriptivos, la representacion grafica de resultados y las pruebas de hipotesis.
En este trabajo para la realizacion de la prueba de hipdtesis se utilizaron dos metodologias, a
saber la prueba 7 de Student y la prueba U de Mann Whitney. La primera de ellas se utilizo
para probar de manera global la existencia de diferencias en el rendimiento por sexo y por
titulaciones. La segunda fue utilizada para analizar la existencia de diferencias en el

rendimiento por sexo y por titulaciones de acuerdo a los niveles de entendimiento propuestos
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por Kiichemann (1980). La eleccion de esta prueba estuvo basada en el tamafio de la muestra
formada para cada uno de los niveles de entendimiento, las cuales, desde el punto de vista

estadistico, se pueden considerar como pequenas.
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Capitulo 4

Resultados

En este capitulo presentamos los resultados de la aplicacion del instrumento de evaluacion
del uso y significado de las letras en algebra, que ha sido llevado a cabo en una muestra de
194 estudiantes del primer curso universitario del Centro Universitario de la Costa Sur de la
Universidad de Guadalajara México. Aunque Kiichemann (1980) aplica un estudio similar
en Inglaterra, la edad y el nivel de educativo son diferentes. Kiichemann se interesé por
estudiantes de 14 a 16 afios, edades que consideramos como equivalentes de estudiantes
regulares del bachillerato en México. En nuestro estudio las edades mas frecuentes oscilan

entre los 17-19 afios y abarcamos el nivel de ensefianza superior.

Varios son los aspectos de los que nos ocuparemos a lo largo de este capitulo. En primer
lugar describimos la composicion de la muestra segin edad, sexo y tipo de estudios. Después
analizamos los datos seglin aciertos y errores de los items ubicandolos en los niveles
establecidos por Kiicheman (op. cit.), consideramos los items més complejos y mas sencillos,
a continuacion estudiamos éstos items agrupados por niveles de entendimiento segun
Kiicheman. Después del andlisis de items examinamos el rendimiento de los sujetos de la
muestra y ubicamos éstos en los niveles de Kiicheman y por ltimo comparamos los

resultados seglin sexo y tipo de estudios.
4.1 DESCRIPCION DE LA MUESTRA

Como se indic6 en el capitulo anterior (apartado 3.3) la muestra estd compuesta por 194

estudiantes mexicanos de entre 17 y 29 anos de edad de seis titulaciones diferentes.
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La codificacion de las titulaciones para su estudio se establecié como se muestra en la Tabla

7.

Tabla 7. Titulaciones participantes en la investigacion

Codigo Nombre de la titulacion

I Licenciado en Nutricion

II Licenciado en Administracion

I Técnico Superior en Electronica y Mecanica Automotriz
v Ingeniero en Procesos y Comercio Internacional

\Y Ingeniero en Teleinformatica

VI Ingeniero en Recursos Naturales y Agropecuarios

La distribucion de los estudiantes por carrera se presenta en la Figura 26.

Distribucion de participantes por carrera
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Figura 26. Distribucion de estudiantes por carrera

En cuanto a la distribucion de los estudiantes por sexo, la Figura 27, muestra que la cantidad

de hombres y mujeres fue idéntica 50% por cada sexo.
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Distribucion de participantes por sexo
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Figura 27. Distribucion de participantes por sexo

La distribucion de la muestra por edades, es la siguiente (Figura 28):

Edad de los participantes
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Figura 28. Rango de edades

Las edades caracteristicas de los estudiantes que formaron parte de la muestra de este estudio,
estuvieron comprendidas entre los 17 y los 19 afios; este rango de edades representa el 83.5%
del total de la muestra. El resto de la muestra (16.5%) se distribuyo de la siguiente manera:
12 estudiantes de 20 afios, 12 estudiantes de 21 afos, 3 estudiantes de 22 anos, 1 estudiante

de 23 afos, 1 estudiante de 25 afos, 2 estudiantes de 26 afios y 1 estudiante de 29 afios.
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4.2 RESULTADOS GENERALES. RENDIMIENTO GENERAL Y DIFICULTAD
DE LOS ITEMS

Interesa estudiar la dificultad de los items medida segun el porcentaje de aciertos/errores ya
que es la primera vez que se aplica este instrumento en nuestro contexto de investigacion.
Partimos del supuesto de que el instrumento era el adecuado para evaluar el razonamiento
algebraico de estudiantes universitarios, reflejando el nivel de entendimiento en el uso y
significado de las letras en algebra. El instrumento estd compuesto por diferentes niveles de
dificultad, lo cual posibilitdo estudiar diferentes tipos de error en las producciones de los
estudiantes. Asi mismo, permitio diferenciar a los estudiantes en un continuo de menor a
mayor rendimiento. La distribucion de las respuestas obtenidas se muestra en la Figura 29
donde se puede apreciar que, en términos generales, a nivel global la cantidad de aciertos y
la de errores son muy parecidas, aunque la cantidad de errores fue predominante. Asi mismo,
en los resultados obtenidos se encontraron items sin respuestas, a pesar de que se les
recomendo en las instrucciones para la resolucion de las pruebas evitar estos casos. Este
primer resultado ya pone de manifiesto la deficiencia de los sujetos universitarios para

afrontar las tareas algebraicas disefiadas para niveles de secundaria.

Distribucién de las respuestas

5000
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Frecuencia

1000

0
L

Acierto Error Sin respuesta
Tipo de respuesta

Figura 29. Distribucion de las respuestas correctas e incorrectas de los estudiantes

En la Tabla 8 se resumen los resultados de los items seglin porcentaje de aciertos. Se puede

observar que el item de mayor numero de aciertos obtuvo el 98.5% del total de respuestas
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correctas, mientras el item con el minimo de aciertos fue del 1%. La media de respuestas
acertadas se ubico en 94 respuestas correctas de un total de 194 posibles. Por otra parte,
destacamos que el 47.2% de los items fueron resueltos de manera correcta con mas del 50%
de aciertos, mientras que el 22.6% de los items fueron resueltos con mas del 75% de aciertos

y se destaca que solamente el 9.4% de los items alcanzd mas del 90% de aciertos.

Tabla 8. Tabla resumen de los aciertos obtenidos por item en el instrumento de evaluacion.

No. Aciertos Porcentaje

Minimo 2 1.0%
Maéximo 191 98.5%
Media 94

Mediana 93

Desviacion Estandar 55

Prosiguiendo con el andlisis de las respuestas obtenidas en nuestro estudio, en la Tabla 9 se
presentan los items ordenados seglin el porcentaje de las respuestas correctas iniciando con
los que tuvieron menor nimero de aciertos hasta los de mayor numero de respuestas
correctas. Los distintos colores se corresponden con los niveles de Kiichemann (1980) a los
que nos referiremos mas adelante. En la tabla mencionada se presenta una propuesta de
clasificacion propia, derivada del andlisis cuantitativo de la totalidad de los items que
componian la prueba. Los resultados del anélisis cuantitativo de los items nos dieron
evidencias claras, segiin nuestro punto de vista, de que el total de los items se pueden agrupar
en 4 niveles de dificultad equiparables con los 4 niveles de entendimiento propuestos por

Kiichemann (1980).

Teniendo en cuenta estos resultados, mas adelante se analizaran de manera detallada los casos
que presentaron una frecuencia menor al 10%, asi como los casos que muestran una

frecuencia mayor al 90%.
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Tabla 9. Tabla de aciertos por item del instrumento de evaluacion

Nivel Item No. aciertos Porcentaje Nivel Item No. aciertos Porcentaje

*Cambi6 de nivel 1 a nivel 3, + cambid de nivel 3 a 1.

84



Andlisis de los items de mayor indice de complejidad

Los items con menor frecuencia de respuestas correctas corresponden a casos en los cuales
el nivel de complejidad es alto, ya que los conocimientos requeridos para su resolucion
implicaban la comprension del uso y significado de las letras como niimeros generalizados,
asi como la interpretacion de las letras como variables, como se muestra en los siguientes

ejemplos.

Item 19b: este item consideraba la manipulacion de rangos de valores que cumplieran la
expresion algebraica a resolver, el andlisis de relacion de cantidades y la ejecucion
operaciones con expresiones algebraicas por parte de los estudiantes.

Objetivo: Uso de las letras como variables.

En los resultados encontrados observamos evidencias de que los estudiantes eran capaces
solamente de relacionar la palabra incremento con un aumento de valor de la expresion,
pero son incapaces de comprender, que cuando se presenta un cambio de valor en uno de
los elementos de la expresion el otro forzosamente cambia y puede cuantificarse el valor
de ese cambio. En el siguiente ejemplo se muestra este tipo de respuestas.

[l

A)

19, a = b+ 3 ;Quésucedecon a s1 b seincrementaen? L2k e valar

. . § s - a0 = e e oL a""l
I B) = 3z+ 1 ;Quésucede con fsi g seincrementaen2? el Y f'.}.“:'. Huoment -

Por otra parte, encontramos que una considerable cantidad de estudiantes evaluaban la

expresion con el valor que aparecia como dato en el enunciado del problema (2).

A) =147 =(a=92 'Ty

19. ¢ = b+ 3.  ;Quésucedecon a si b seincrementaen2?2Y ... &7 ... 20T ~

B) ;= 3g+ 1. ;Quésucede con fsi g seincrementaen?2? ? S )(Q %\ﬂ?%‘

Mas adelante en el analisis de las respuestas del item /9a y por la similitud de la estructura
algebraica de los items (/9a y 19b) que conformaban esta tarea, presentamos las evidencias
obtenidas con base en las respuestas recogidas en las entrevistas realizadas a los estudiantes

participantes.
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Item 3: este item estaba disefiado para estudiar la manipulacion de rangos de valores para
satisfacer la expresion a resolver, asi como el andlisis de relacion de cantidades, las

multiplicaciones, sumas y la generalizacion por parte de los estudiantes.

Objetivo: uso de las letras como variables.

3. Cuélesmésgrande, 2 o »+2 ...

3. Cuéalesmas grande, 2n o n+2

oo
LG E als

Yhp\'ado y N2 SOMO30. €y 22 \O

pPvA 2n &

El analisis de las respuestas obtenidas para este item muestra que los estudiantes, en el mayor
nimero de los casos, tienden a evaluar arbitrariamente la expresion y con base en esa
valoracion expresar el resultado (como se muestra en los ejemplos anteriores). De la misma
manera observamos en buena medida una preferencia por hacer una evaluacion mental donde
consideran que la multiplicacion siempre es mayor que la suma y se convencen de ello, como

se muestra a manera de ejemplo a continuacion.

3. Cualesmasgrande, 2n o n+2 .dn /(

' ) e B } _ - |
Explicalo: Poi.que. .2l ow) )q)!;mv. poy.un numexo Je daa . mas.que dl.cumar

También cabe senalar que al analizar las producciones de algunos estudiantes encontramos
respuestas en las que consideraban las letras (n) como objetos que al ser o representar lo
mismo se pueden sumar o hacer equivalentes. Enseguida se muestran algunos casos

representativos de estos tipos de respuesta.

3. Cudlesmds grande, 2n o n+2

3. Cudl esmas grande. 2 o n+2 VL&
Yom&e wil ovque n Yene \la\ov &1 uno \.I SumMa 3n
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Para confirmar las competencias de los estudiantes para el manejo de las letras como nimeros
generalizados, presentamos a continuacion algunos segmentos de entrevistas que nos

permitieron comprobar nuestras inferencias.
Segmento de entrevista #1 (Sujeto entrevistado #3)

En este caso, muy frecuente segun el analisis de las respuestas obtenidas para este item, el
estudiante se limita a sustituir un valor arbitrario y con el resultado obtenido considera que
es suficiente para generalizar ese resultado, siendo incapaz de comprender que las letras
pueden representar un rango de valores y no solo valores unicos. En el siguiente fragmento

de entrevista se ejemplifica esta idea:

Investigador (i): Al observar tu respuesta no me queda claro cémo llegas a la misma. ;Me
puedes comentar como obtienes esa respuesta?

Estudiante (e): 2n es mas grande porque esta multiplicando, y la multiplicacion siempre es
mas grande que la suma.

(i): {Puedes darme un ejemplo numérico de esa afirmacién que haces?

(e): Por ejemplo, si n es 3, seria 2x3 y 2+3. Y 6 es mas grande que 5.

(i): {Asi fue como obtuviste esa conclusion? ;Con un solo ejemplo?

(e): Si

(i): Ok, ;Consideras que pueda haber algin caso en el cual no se cumpla esa respuesta?
(e): No creo.

(i): Muy bien, haremos unos ejemplos con numeros negativos, por ejemplo con el -1,
(Como quedan esas expresiones con -1? Hazlo por favor.

(e): 2 por -1 esigual a-2 y 2 mas -1 es igual a 1.

(i): Ahora, ;cudl es mas grande, la multiplicacion o la suma?

(e): La suma.

(i): Considerando esto ultimo, ;qué dirias de tu respuesta inicial?
(e): Que esta mal.

(i): (Y cual seria la respuesta correcta?

(e): ;(Que depende del valor de n?

(i): Asi es. De acuerdo con esto ultimo, ;Podrias indicarme el motivo de tu respuesta inicial?
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(e): Que solo sustitui un valor para dar la respuesta.

Segmento de entrevista #2 (Sujeto entrevistado #3)

Un caso que vale la pena destacar, es cuando el estudiante considera que la operacion 2 + n
es igual a 2n, evidenciando desconocimiento de las reglas basicas de las operaciones
algebraicas, exhibiendo dificultades para distinguir una suma algebraica de un producto
algebraico, algo inesperado en estudiantes universitarios. Como puede observarse en el
siguiente fragmento de entrevista:

Investigador (i): Vamos al ntimero tres, al item 3. ;Me puedes leer la pregunta y la
respuesta?

Estudiante (e): ;Cudl es el mas grande 2n o 2+n?
(i): Explicalo.

(e): Yo le puse que igual, y es igual porque, al sumar 2 por n es igual que al sumar 2+n es
igual que 2n.

(i): Entonces ahi, algebraicamente, cometiste un error.

(e): Ahi seria, segun yo, lo que estamos viendo ahorita, que iria el error que cometi en el
problema 5. No fue un error, sino que 8+g, eso fue mi duda de hace ratito, nomas que no le
habia preguntado, 8+g ya no se puede sumar ;no? Y ya asi queda el mismo signo, es el que
los esta identificando.

Item 19a: al igual que el item /9b (sefialado anteriormente) en este se consideraba la
manipulacion por parte de los estudiantes de los rangos de valores que cumplieran la
expresion algebraica a resolver, el andlisis de relacion de cantidades y la ejecucion

operaciones con expresiones algebraicas.
Objetivo: Uso las letras como variables.

La mayoria de los resultados obtenidos en las respuestas a este item nos mostraron que los
estudiantes agregaban el valor dado como dato (2) en la expresion a resolver, sin realizar

ninguna operacion.

A)

190 4 h 4 1 L : 5 -

a4 =05 Quésucedecon g si b seincrementaen?? .45 Qb '1'3
B)

g+ 1 jQuésncede con fsi g seincrementaen?? hg 2€¢
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Asimismo, algunos estudiantes no son capaces de recordar el concepto de variable, como lo
expresan en los siguientes segmentos de las entrevistas realizadas en este trabajo; con el fin
de profundizar en estas consideraciones presentamos a continuacion diversas respuestas

obtenidas.
Segmento de entrevista #3 (Sujeto entrevistado #4)

Este estudiante presenta dificultad para comprender las reglas de las operaciones basicas
algebraicas pues manifiesta problemas para distinguir que al multiplicar una expresion
algebraica por una constante se ve afectada toda la expresion y derivada de esta dificultad
manifiesta que al multiplicar 2 por b+3 el resultado es 2b+3, como se muestra en el siguiente
fragmento de entrevista.

Investigador (i): Al observar tu respuesta, no me queda claro como llegas a la misma. ;Me

puedes comentar acerca de como obtienes la respuesta a la primera pregunta?

Estudiante (e): En el primer inciso respondi 2b + 3.

(i): Si lees de nuevo, ahi mismo dice cuanto se incrementa, /estas de acuerdo?

(e): Si, dice que se incrementa en 2. Por eso multipliqué esto (sefiala el segundo miembro
de la expresion algebraica) por 2.

(i): Considerando esto ultimo, entiendo que multiplicaste el 2 por b + 3, ;Cuanto te qued6?
(e): 2b + 3, eso puse.

(i): No es correcto, /sabes porque?

(e): No.

(i): Cuando multiplicas un nimero por una expresion algebraica, debes multiplicar por
todos los elementos de esa expresion.

(e): Ya no me acordaba.

Otros estudiantes solo eran capaces de identificar que la palabra incremento producia un
cambio en el valor de las expresiones, siendo incapaces de percibir que al afectarse un lado
de la expresion se afectaba el otro lado de la misma. Notese que si manifestaban conocer este
razomiento basico, nos indicaria la comprension del concepto de variable en su modo mas
primario. Lo anterior lo concluimos de una entrevista realizada y de la cual transcribimos el

siguiente segmento:
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Segmento de entrevista #4 (Sujeto entrevistado #5)

Investigador (i): Vamos con el ultimo item de esta entrevista, seria el 19.
Estudiante (e): El 19.

(i): El 19 lo sacaste incorrecto.

(e): Ay si qué pena, otro.

(i): Dice: a=b+3 ;qué sucede si a, si b se incrementa en 2?

(e): El valor de a aumenta.

(i): ...por eso te decia que esta parcialmente correcto, porque dices el valor aumenta y eso
lo expresas aqui, pero te faltd decir que también aumenta en 2.

(e): Si, es cierto.
En otro caso, se muestra como algunos estudiantes no son capaces de comprender el uso de
las letras como variables, es decir que pueden representar un rango de valores desconocidos
con una relacion sistematica existente entre ese conjunto de valores y se limitan a evaluar las
incognitas desconocidas con valores arbitrarios que toman de los datos presentes en los

enunciados de las tareas.
Segmento de entrevista #5 (Sujeto entrevistado #1)

Investigador (i): El item 19 dice: si a=b+3, te pregunta qué sucede con a si b se incrementa
en 2, y das como respuesta a=J3, ;qué hiciste?

Estudiante (e): Pues aqui, en la formula, dice: a=b+3 ;qué sucede con a si b se incrementa
en 27 si b se incrementa en 2, pues seria el mismo error, porque no te estd dando qué valor

numérico es b si se incrementa en 2 podemos darle 2 mas, es b+2, pero a cuanto equivale
b.

(i): Ah ok, pero lo que tu tienes...

(e): Pero aqui mi respuesta fue a=35, yo lo que hice fue... sumé, como si dijéramos que yo
le puse un valor numérico. Si, sustitui, y es el mismo error en que cai en los demas.

(i): Si, ahorita rescatamos eso. Volvamos al error, tu error fue que sustituiste el valor de la
literal desconocida, el dato que tu tenias, entonces te quedd 2+3=5.

(e): Sipuesigualas...
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Otro caso tipico de este tipo de respuestas se presenta a continuacion:
Segmento de entrevista #6 (Sujeto entrevistado #7)

Investigador (i): Al observar tu respuesta a la primera pregunta, no me queda claro como
llegas a la misma. ;Me puedes comentar acerca de como obtienes esa respuesta?

Estudiante (e): Sustitui directamente el 2 por la b y me dio 5

(i): Entonces tu respuesta es que a =5, porque la pregunta es ;qué sucede con a?
(e): Es cierto, solo resolvi la ecuacion.

(i): (Recuerdas el concepto de variable?

(e): Es algo que no es fijo.

(i): Entonces, ;podrias dar otra respuesta al problema con esta ultima informacion?

(e): No, no entiendo...

En resumen y de acuerdo a los resultados obtenidos de las respuestas de algunos de los
estudiantes entrevistados, se pudo ratificar, que aparentemente la mayoria de estudiantes no
son capaces de recordar el concepto de variable, ya sea porque no lo han tratado en su
formacion escolar previa o por olvido, limitandose a distinguir que la palabra incremento
implica una suma, asi mismo, muestran una marcada tendencia a sustituir los valores

conocidos sin validar la respuesta obtenida de esa sustitucion.

Item 21: aqui se analiz6 el manejo de las operaciones con expresiones algebraicas y nimeros
racionales, la aplicacion de reglas algebraicas y la resolucion de ecuaciones por parte de los

estudiantes.
Objetivo: Uso de las letras como incdgnita con valor desconocido.

En practicamente todos los casos los errores encontrados corresponden a intentos de resolver
el problema evaluando la expresion con el resultado del proceso erroneo, como se muestra

en el ejemplo siguiente.

21. Siesta ecuacion—-> x+ D+ x = 349
es verdadera cuando x = 6, ¢ z |
Entonces !
¢ Qué valor de x
hard csta ccuaciéon — Gx + D35y = 349 '
verdadera? VESx $| F Te M0 91
] Y Ry = JHE »74 )
X = "6‘5 ......... Yil‘}ﬁ.— Jlﬂ:
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Item 10b: en este item se estudia la interpretacion de problemas contextualizados y
traduccion a expresiones algebraicas, asi como el concepto de nimeros generalizados, por

parte de los estudiantes.

Objetivo: uso de las letras como incognitas que pueden tomar multiples valores (nimero

generalizador).

Los resultados obtenidos, nos muestran que casi la totalidad de los estudiantes, relacionan las
letras como etiquetas, en este caso la letra inicial del objeto representa al objeto mismo, como

se muestra en el siguiente ejemplo.

10, Las zanahorias cUestan 8 centavos cada una v los pepinos cucstan 6 eentavos cada uno.

A) 5i z representa el smimers de zanahorias compradas
¥ p representa el namere de pepines comprados,
£ Qué representa

8z+6p 7 8. 2anetrarrasr. ‘f’:\pm‘ff“m

B) < Cudl es el ndmero wotal de verduras compradas? . ! L\‘ cees

La mayoria de los estudiantes muestran una fuerte tendencia a relacionar las letras con las
iniciales de las palabras de los objetos que representan como se demuestra con los resultados

obtenidos y como se puede observar en los siguientes fragmentos de entrevistas:
Segmento de entrevista #7 (Sujeto entrevistado #9)

Investigador (i): Vamos con el 10, regrésate al 10 por favor. Este decia sobre las verduras:

({4

si “z” representa el nimero de zanahorias compradas y “p” representa el nimero de pepinos
comprados, ;Qué representa 8z+6p? ;Cual fue tu respuesta primera?

Estudiante (e): 8 zanahorias mas 6 pepinos
(i): Basado en esto ;verdad? Senalo la expresion 8z+6p
(e): Si basado en eso.

(i): Pero en informacién anterior decia que tenian un costo, ;eso donde lo representaste?
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(e): mmm no.

(i): No verdad, lo omitiste, veo que hasta aqui tienes unas anotaciones que dicen.
(e): Dice: z = n zanahorias.

@i): Y la P?

(e): ey (si), por ejemplo z = al numero de zanahorias y p = al nimero de pepinos.
(i): Entonces te faltdé multiplicar.

(e): Por la cantidad.

(i): Entonces, el error fue que cometiste asumiendo que éste era el nimero de zanahorias y
pepinos, cuando esto es el costo de cada pepino y el costo de cada zanahoria.

(e): Entonces es multiplicar, por ejemplo 8 por los centavos.

(i): Exactamente. Y bueno, muy a la par de esto, si te fijas, concluyes de acuerdo a la
informacién que creias valida.

(e¢): mmm.
(i): Que en total son 14.

(e): Pero no.

Otro caso frecuente se presenta a continuacion:
Segmento de entrevista #8 (Sujeto entrevistado #3)

Investigador (i): Vamos con el 10, regrésate al 10 por favor. Este decia sobre las verduras:

(Y34

si “z” representa el nimero de zanahorias compradas y “p” representa el nimero de pepinos
comprados, ;Qué representa 8§z+6p? ;Cual fue tu respuesta primera?

Estudiante (e): 8 zanahorias mas 6 pepinos

(i): Basado en esto ;verdad? (Le sefalo la expresion 8z+6p en la prueba)

(e): Si basado en eso.

(i): Pero en informacion anterior decia que tenian un costo, ;eso donde lo representaste?
(e¢): mmm no.

(i): No verdad, lo omitiste, veo que hasta aqui tienes unas anotaciones que dicen.

(e): Dice: z = n zanahorias.

@i): ¢y la P?

(e): ey (si), por ejemplo z = al nimero de zanahorias y p = al nimero de pepinos.
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(i): Entonces te faltdé multiplicar.
(e): Por la cantidad.

(i): Entonces, el error fue que cometiste asumiendo que éste era el nimero de zanahorias y
pepinos, cuando esto es el costo de cada pepino y el costo de cada zanahoria.

(e): Entonces es multiplicar, por ejemplo 8 por los centavos.

(i): Exactamente. Y bueno, muy a la par de esto, si te fijas, concluyes de acuerdo a la
informacién que creias valida.

(e¢): mmm.
(i): Que en total son 14.

(e): Pero no.

Con estas evidencias, consideramos que quedan sustentadas nuestras inferencias acerca de la
tendencia comun de los estudiantes universitarios para relacionar las letras como etiquetas
(objetos) y esto los conduce a interpretar las iniciales de las palabras como objetos con
caracteristicas propias y a su vez los lleva a ignorar informacién importante que puede estar

establecida en los enunciados de los problemas.

Andalisis de los items con menor indice de complejidad. Los items con mayor frecuencia de
respuestas correctas corresponden a casos en los cuales el nivel de complejidad es bajo, ya
que los conocimientos requeridos para su resolucion implicaban operaciones aritméticas,
sustituciones simples, identificacion de letras como objetos, como se muestra en los

siguientes ejemplos.

Item 8: relacién de cantidades

10
> o
1 y
6 S /
8. El perimetro de esta figura es igual a Calcula el perimertro . -

6+3+4+2 locualesigualal5s de esta figura po= .. .
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Item 9a: Anilisis de relacién de cantidades

&
9
X : ; g &
Este cuadrado tiene sus lados de longiwd g.
Por tanto, para su perimetro, podemos escribir p=4g.
. oy x £
{Qué podemos escribir para el perimetro
de cada una de las siguientes figuras?
u 1
/ / Parie de esta
: L, Sfigura no
= 3 esta dibujada.
h I N N Hay n lados
en total,
todos de longitud 2.
€ 14 6
L L1ny, 1 ™
p= fbc ..... ng'}.".".'.“... p= Jexl, p= I s SO f

Ac/ 14

n-246

n=-247

762

16)..

Si e+f =8
/ 12

et g ma i,

Item 13a: operaciones con expresiones algebraicas; aplicacion de reglas algebraicas.

13. a + 3a puede escribirse de manera mas sencillamente como 4a.

Escribe las siguientes expresiones mds s

o 2+sa=  Fa....
—
-~
2a + 5b = S
i 2 X
@a+b+a= Q254912 ""/
2a + 5a +a= "6]“
' |z
(@a-5b)+bh= ..qp:—..qﬁ....?.(

cillamente, si es posible:

Ja=(b:tad)=  dmas Vot e

a+4+a-4= 2. ... /

3a -b+a

(@ +:B) F:{a:=ib) = svacasiavia 74

= Yq....... A..
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Item 6a: resolucion de ecuaciones, sustituciones algebraicas

I 6. Qué pucdes decirde @ si a+5=8§ .q.\.’{’. Qovoke 30 A) I

Qué puedes decirde b si bh+2 esiguala 25 Que . 0.g5. whdy ncggnt @

Finalmente, consideramos importante destacar que en los resultados obtenidos se puede
distinguir cuatro agrupaciones relacionadas con los porcentajes de aciertos de las respuestas
de los estudiantes; dichas agrupaciones se compararon con los 4 niveles de entendimiento
del uso y significado de las letras propuestos por Kiichemann (1980) encontrando algunas
concordancias, a pesar de las distintas edades y niveles educativos de los participantes; estas
relaciones encontradas se discutiran un poco mas adelante. Teniendo en cuenta lo anterior,
en la Tabla 9 se sefialan los items (/b y Ic) que pasan de un nivel menor a un nivel mayor (*)

asi como el item (/2) que se ubico de un nivel mayor a uno menor (+).
Conclusiones

Destacamos que el total de los estudiantes participantes en esta investigaciéon manifestaron
respuestas incorrectas en el instrumento aplicado. No obstante, no hubo evaluaciones erradas
en la totalidad de los items para ninguno de los estudiantes; se constatd que si bien existe
capacidad en los estudiantes universitarios para la comprension del uso de las letras en
distintos contextos, no es la esperada en ese nivel educativo. Esta conclusion, se vio
refrendada en las respuestas incorrectas de la tarea disefiada para evaluar el uso de las letras
como variables, donde casi la totalidad de los estudiantes contestaron de manera erronea lo

que nos hace pensar que no comprenden ese significado de las letras.

Cabe recordar que la mayoria de las edades de los participantes en nuestro estudio, se
concentran entre los 17-19 afios, siendo éstas mayores a las edades de los participantes en el
trabajo de investigacion de Kiichemann (1980) las cuales oscilaban entre los 13 y los 15 afios;
en dicho trabajo se observa una tendencia por parte de los estudiantes participantes a ubicarse
en un mayor nivel de entendimiento en proporcion directa a su edad, es decir, a mayor edad
le correspondia un mayor nivel de entendimiento. Partiendo de esa suposicion, en nuestro
estudio, inicialmente esperabamos que la mayoria de los estudiantes de nivel universitario

lograran responder de manera correcta la mayoria de los items que conformaban el
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instrumento y de esta manera ubicarse dentro del nivel mas alto de entendimiento en el uso
y significado de las letras en algebra; es decir, que los estudiantes fueran capaces de
interpretar las letras como niimeros generalizados y como variables, pero no result6 asi, pues
los porcentajes de aciertos del nivel IV fueron inferiores al 10%. Teniendo en cuenta lo
anterior, consideramos que los resultados obtenidos son causados probablemente por las
diferencias observadas en los niveles educativos entre los paises en los cuales se desarrollaron
los estudios, lo cual puede ser respaldado por los resultados de la prueba PISA 2012 en el
area de competencias matematicas. En dichos resultados, se puede observar que el Reino
Unido se encuentra en el lugar 22 de los paises participantes, mientras que México se ubica
en el lugar 49 de 61 paises evaluados, revelando esto, la disparidad de conocimientos
matematicos entre estudiantes de la misma edad pero de distintos contextos. Lo anterior nos
lleva a coincidir con lo que se ha manifestado en Garcia et al., (2014) en el sentido que,
parece necesario revisar con detalle el tratamiento que recibe el algebra en los programas de
estudio de los niveles de primaria, secundaria y bachillerato en nuestro contexto educativo,
en cuanto al significado de las letras y especialmente en su papel de variable aunque, ya
pusimos de manifiesto en Garcia (2010) que los contenidos en algebra en los niveles
preuniversitarios en México son similares a los de otros paises como el caso del Reino Unido.
Asi mismo, podria también ser de interés, atender la formacion de profesores acerca del
tratamiento escolar que deben tener los diferentes usos de las letras, ya que, por ejemplo en
algunos estudios como el de Juarez (2010), se sugiere que las dificultades que presentan los
estudiantes en el manejo de las letras como variables, podrian ser causadas por la poca
comprension que tiene el profesor de los diferentes aspectos de la variable y que al momento
de ensefiar los contenidos, esta misma incomprension es transmitida a los estudiantes sin que
el profesor sea consciente de ello, dificultando de esta forma, lograr un desarrollo mas

adecuado del pensamiento algebraico de los estudiantes.

Respecto al indice de dificultad de los items, en nuestro estudio se realiz6 una clasificacion
de acuerdo a los porcentajes de aciertos alcanzados por los participantes, tratando de hacerla
equiparable con los niveles de entendimiento propuestos por Kiichemann (1980),
encontrando algunos casos que consideramos importante destacar: Los items /b y Ic,
considerados por Kiichemann como items disefiados para que el estudiante aplique el uso de

la letra evaluada para su resolucion, y que de acuerdo a su complejidad los clasifica en el
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nivel de entendimiento I, en nuestro estudio y con base en los porcentajes de respuestas
correctas obtenidas, se catalogd, que estos items pertenecian al tercer nivel de dificultad, ya
que menos del 50% de los participantes lo contestaron de forma correcta. Estos resultados
sugieren que algunos estudiantes no aceptan las expresiones algebraicas “sin cerrar” como
respuestas validas, es decir expresiones como r+2, no tienen validez para ellos por “carecer”
de un resultado unicamente numérico; consideramos que probablemente, es por esto que, en
el item /b, en el que se pedia adicionar dos unidades a la letra r y obtener como resultado: r
+ 2, los estudiantes no fueron capaces de aceptar una respuesta sin resultado numérico y no

lo contestaban, coincidiendo con lo sefialado por Collis (1975).

Por otra parte, la tarea nlimero /2 nos arrojo resultados que consideramos pertinente destacar
ya que en el estudio realizado por Kiichemann, este item se disefio para evaluar el uso de las
letras como nimeros generalizados y por lo tanto exigia nivel alto de entendimiento (Nivel
IIT). Sin embargo, en nuestro trabajo de investigacion y con base en los resultados de las
respuestas correctas, lo catalogamos como un item de dificultad baja (Nivel 1) ya que el
80.9% de los estudiantes respondieron de manera acertada donde el requerimiento consistia
en el planteamiento algebraico de un problema a partir de un enunciado en donde se les
proporcionan como datos las letras para representar cantidades desconocidas. Este resultado
parece entrar en contradiccion con los resultados del item /74, cuya respuesta exigia también
el planteamiento de una expresion algebraica representativa de niimeros generalizados y
donde se registraron solo 48 respuestas correctas; mientras que parece mas concordante con
los resultados del item /7b donde se obtuvieron 144 respuestas correctas al requerimiento de
una respuesta numérica que se podia obtener a partir del enunciado del problema; quizas
porque en el primer caso las letras P y J, algunos alumnos las hayan considerado como

valores especificos.

Asi mismo, considerando que los estudiantes universitarios hipotéticamente deberian
responder correctamente al menos las tareas del nivel III, se observa que no es asi, ya que
por ejemplo el item /8b sdlo ha sido respondido correctamente por 16% (el que tiene la tasa
mas baja de acierto en este nivel). El tema se agrava si observamos que el item de menor
dificultad del nivel III (/c) solo ha sido acertado por el 48.5% de los participantes en el

estudio. Por lo tanto, hay un gran porcentaje de estudiantes que no alcanzan a responder
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correctamente los items que deberian manejar con fluidez de acuerdo a su nivel educativo,
manifestando deficiencias en el manejo de letras como nimeros generalizados y como
variables (nivel de entendimiento III y IV), a pesar de su formacién matematica adquirida en

los niveles educativos previos a su ingreso a la universidad.

Teniendo en cuenta lo anterior, destacamos que se documentaron 3633 respuestas erroneas
(ver Tabla 10), cuando se consideraron solo los items clasificados en cada nivel de
entendimiento. El error més frecuente es el de letra como objeto (17.6%) por ejemplo, en el
item /0a que se presenta a continuacioén, se puede apreciar, como algunos estudiantes
emplean las letras como etiquetas, en este caso relacionan las iniciales de los nombres de los

objetos representados en el enunciado la tarea, z para zanahorias y p para pepinos.

10. Las zanahorias cuestan 80 centavos cada una vy los pepinos cuestan 60 centavos cada uno.

51z representa el mimero de zanahorias compradas ]
¥y p representa el niimero de pepinos comprados,
i Qué representa -~ I
Gz+o6p ? \Jf\~ S ranonatios L\ T 1o,

En segundo lugar de frecuencias de errores fue el error de letra evaluada, el cual se presentd
en el 13.2% de las respuestas. Un ejemplo de este error se presenta a continuacion en el
ejemplo que se muestra de la respuesta a la tarea 3, en la que se puede apreciar como algunos
estudiantes evaltian de manera arbitraria las tareas algebraicas en el intento de resolverlas, en
ese caso en particular le asigna el valor 2 a la expresion y basado en ese valor expresan el

resultado. Dicho ejemplo es el siguiente:

3. Cuélesmdsgrande. 2n o n+2

Explicalo: F.E.E?SJL sk 4 d:cg_?_q@_e&_? ;tm_( .................... 7L

Se registraron pocos casos de error de letra ignorada (321 respuestas, suponen un 3,1%), en
los cuales los estudiantes ignoran las letras presentes y expresan resultados erroneos sin

utilizarlas, como el ejemplo que se presenta a continuacion, en el cual se puede observar que
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el estudiante intenta resolver la operacion 4 x 3n y realiza la operacion aritmética pero ignora

la existencia de la letra a.

Ty N . -
4. 4sumado a n puede ser escrito comd g 4 4./ . » multiplicado por 4 puede ser escrite como 44,

Suma 4 a cada una de las siguientes expresiones:  Multiplica cada una de las siguientes expresiones por 4;

AL, A 1. L Bl 24] 1

Ademas, se presentaron 154 respuestas (1.5%) con errores al emplear la letra como incognita
de valor especifico, estos errores se presentan cuando los estudiantes no son capaces de
comprender que la letra representa un niumero particular pero desconocido y son capaces de
operar directamente sobre ella, como ejemplo se muestra la respuesta de un estudiante que
considera que la letra g tiene un valor especifico, en ese caso 4 y lo suma al valor conocido

8; expresando como resultado /2, como se muestra a continuacion.

5. Si oa+b = 43 Si- n-246 =762 —NSi e+f =38
A o
a+hb +2 iu n-247 = ﬂ.wfl etf +g 12

En un apartado posterior (objetivo especifico 4) abordaremos el estudio de los errores
detectados. Por ahora, solo se presenta una vision general de los errores detectados en los

resultados obtenidos con el instrumento de evaluacion.
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Tabla 10. Frecuencias de los errores

Error N° %*
Errores
Tipo 1: Letra evaluada (LE) 1353 13.2
Tipo 2:  Letra como objeto (LO) 1805 17.6
Tipo 3: Letra ignorada (LI) 321 3.1
Tipo4: Letra como incognita de valor especifico (Live) 154 1.5
Tipo 5: Letra como niimeros generalizados 0 0
Tipo 6: Letra como variable 0 0
Total 3633 35.2

a. El total de respuestas registradas son 10282 (194 casos por 53 items)

Finalmente como resultado de la aplicacién del instrumento de evaluacién podemos
mencionar que a pesar que el instrumento fue diseflado originalmente para un nivel educativo
precedente al nivel universitario y en un contexto educativo diferente, en nuestro caso nos
fue util ya que al aplicarlo sin modificaciones significativas!, nos permiti6 detectar diferentes
errores en las producciones de los estudiantes, asi como los distintos niveles de entendimiento
en la comprension del uso y significado de las letras en algebra por parte de los estudiantes

participantes en el estudio.

43 DIFICULTAD DE LOS ITEMS AGRUPADO POR NIVELES DE
ENTENDIMIENTO

En este apartado se presentan el andlisis segun los niveles de entendimiento descritos por
Kiichemann (1980). Los items relacionados con cada uno de los niveles de entendimiento,
que fueron considerados para el andlisis de las respuestas del instrumento de evaluacion
aplicado se presentan en la Tabla 6 del apartado 3.5 y que corresponden a los considerados
por Kiichemann (1980). Tal y como se describid, el instrumento de evaluacion aplicado posee

un numero determinado de items que al corregirlos nos establecen el nivel de entendimiento

!Cabe recordar que la tarea nimero 23 no fue tomada en consideracion para el analisis de los resultados por no
haber sido contestada de manera correcta por ningun estudiante de los participantes del estudio. Los motivos
podrian estar relacionados con el hecho de que no fue posible implementar una secuencia didactica especifica
con los estudiantes similar a la implementada en el estudio de Kiichemann (1980) para resolver esta tarea.
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de los sujetos, el cual varia de 0 a IV. En este apartado se van a describir las respuestas en
los items propuestos para la correccion de cada nivel. Se espera que entre ellos las tasas de
aciertos no sean muy diferentes, pero si al compararlos en los diferentes niveles de
entendimiento. Ademas se espera que al aumentar el nivel de entendimiento el numero de

aciertos disminuya gradualmente.

La correccion por nivel se realizd con un calculo del porcentaje medio para cada tipo de
respuesta: acierto, no contestdé (NC) y error. No consideramos el nivel 0 ya que los items
relacionados con este nivel son los mismos que los del nivel 1; para situar a los alumnos en
el nivel 0 deben tener menos de cuatro respuestas correctas de los items considerados en el

nivel L
4.3.1 Dificultad de los items de Nivel 1.

Recordamos que los estudiantes que se encuentran en este nivel evitan trabajar con la letra,

le dan un valor arbitrario a la misma, las ignoran o las tratan como objeto.

Tabla 11. Analisis de resultados del nivel de entendimiento |

Porcentaje
Item  Porcentaje correctas
Incorrectas
8 98.5 1.5
Oa 943 5.7
Sa 91.8 8.2
13a 91.2 8.8
6a 90.7 9.3
7b 86.1 13.9

Como puede apreciarse en la Tabla 11, la gran mayoria de los estudiantes (entre el 86.1% y
el 98.5%), resolvieron con facilidad este tipo de items, al tratarse de items que son puramente
aritméticos o requerian el uso de las letras como letras evaluadas o como objetos. Sin

embargo, los resultados encontrados nos indican que, a pesar de que los estudiantes
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universitarios cuentan con una formacion matematica adquirida previamente, persisten
errores en el manejo y comprension del uso de las letras en algebra al evaluarlas o
considerarlas como objetos. Nuestros resultados concuerdan con los encontrados por
Kiichemann (1980), quien menciona que entre el 87% al 93% de los estudiantes participantes
en su estudio contestan de manera correcta los items catalogados en este nivel de
entendimiento. A continuacion ejemplificamos algunos de los errores significativos

encontrados en las respuestas de los participantes ubicados en este nivel de entendimiento.

Un error significativo documentado en este nivel, se observa en la Figura 30, donde se aprecia
un error al sumar los lados de la figura geométrica; aparentemente el estudiante conoce el
concepto de perimetro, ya que suma los lados de la figura, pero se equivoca al obtener el

resultado de la suma.

4

10
2 2
1

[F¥)

6 S
8. El perimetro de esta figura es igual a Calcula el perimetro
6+3+4+2, locual esiguala15. de esta figura pP= ... 2—5 ......

Figura 30. Ejemplo de error por descuido (Nivel I)

Considerando que es usual que los estudiantes en ocasiones, cuando enfrentan poco dificultad
cognitiva en alguna tarea, tienden a emitir una respuesta sin analizarla ya que al requerir poco
trabajo de introspeccion y evaluacion, el alumno no realiza una actividad que se considera
un buen hébito: revisar la tarea realizada para poder detectar a tiempo errores como el de la
Figura 30, lo que ocasiona que se confirme el descuido. Similar opinidn se tiene si se revisa
a Mosvshovitz-Hadar, et al. (1987), quienes ubican este tipo de error en su escala en el nivel

5 que se refiere a la falta de verificacion de la solucion.

Continuando con el andlisis de los errores de los items disefiados para este nivel,

concordamos con Kiichemann (1978) quien menciona que, un estudiante de algebra que no
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es muy diestro para el manejo algebraico o no lo ha comprendido muy bien, frecuentemente
le adjudica un valor a la letra, ya que no puede aceptar (o entender) que es un elemento
desconocido cuando se presenta en una ecuacion algebraica. Con base en esta explicacion se
puede ver en la Figura 31, que el estudiante no tiene la capacidad de enfrentarse a situaciones
como las que menciona Kiichemann (1978), al no comprender qué sucede con el ejemplo
ofrecido al principio de la pregunta, algo sucede en la mente del alumno que en la suma a +

b + 2, obtiene por resultado el nimero 9.

Si n-246 = 762 Si e+f =

p=247 = . e+rf+g =

(g)

Figura 31. Ejemplos de errores frecuentes en items de nivel I

Finalmente, encontramos en las respuestas del item /3a, como la que se muestra en la Figura

32, la presencia del errores al utilizar la letra como objeto, tal como se menciond en

Kiichemann (1980) y Booth (1984); los estudiantes al considerar que las letras y los nimeros

tienen valor propio, suman las cantidades conocidas y operan las letras como si tuvieran
. . . . . _ 2 .

valores propios, obteniendo como resultado en el ejemplo citado que: a+a = a*, sin evaluarla

correctamente, lo cual evidencia una falta de conocimiento adecuado para realizar el proceso

correcto.

glamcnte, si es pagible:

@+B) +a= urrf:a;ﬂ/ atd+a-d4= Gom N
la+Sg+ag= .Bf ..... ja-b+tas= b= ‘/

@-8+b-= __f.-.-rﬁ.t.;.#.\f{\ La+m+{a-m-.ut.:ﬂ:,‘....,b{ﬁ

g+ 5h = —ﬁﬂi g -(b+a)s=

Figura 32. Ejemplo de error por uso de la letra como objeto (Nivel I)
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4.3.2 Dificultad de los items de Nivel II.

Recordamos que el estudiante que estd ubicado en este nivel resuelve problemas mas
complejos que los del nivel anterior, por ejemplo la introduccion de varias letras en la tarea
algebraica a resolver. (Mientras que un item de nivel 1 seria por ejemplo la expresion: si a +
5 =8, entonces a =? En el nivel II el item involucraria la resolucién de una expresion como:
m = 3n + I conn=4 ym =? La Tabla 12 recoge los porcentajes de respuestas correctas e

incorrectas de los items de este nivel.

Tabla 12. An4lisis de resultados del nivel de entendimiento II

Item Porcentaje correctas Porcentaje incorrectas
9b 83.5 16.5
13d 82.5 17.5
9c 78.4 21.6
1la 73.2 26.8
Tc 71.1 28.9
11b 62.4 37.6
15a 57.7 423

Como puede verificarse en la Tabla 12, en los items del nivel Il aumentaron los porcentajes
de las respuestas erroneas, pasando de un 7.9%, obtenido como promedio en el primer nivel,
a un promedio de 27.3%. En este nivel la tasa de respuestas acertadas varia de 57.7% (item
15a) a 83.5% (item 9d), siendo el promedio de aciertos de un 72.7%. Cabe senalar que el
porcentaje de error mencionado toma en cuenta los casos donde el estudiante no contesto o en
su defecto cometio un error. Este incremento en el porcentaje de error lo podemos considerar
normal ya que segiun Kiichemann (1980) la diferencia entre el Nivel I y el Nivel II de
entendimiento del uso de las letras, es basicamente el incremento en la dificultad de los items
considerados en cada nivel; se comprueba que el mayor nivel de complejidad produce un
considerable aumento en el porcentaje de errores en las respuestas de las tareas de los

estudiantes. Sin embargo, debemos mencionar que la mayoria de ellos logra resolver
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adecuadamente esta clase de tareas, como es de esperar en estudiantes de este nivel educativo.
A continuacion, ejemplificamos varios de los errores mas significativos encontrados en las

contestaciones de los participantes ubicados en este nivel de entendimiento.

En el item /5a, mostrado en la Figura 33, consideramos que el error fue ocasionado también
por descuido; aparentemente el estudiante comprende el ejemplo dado al inicio del problema
y realiza la operacion de resta indicada y por descuido da un resultado incorrecto,

coincidiendo con lo expresado por Mosvshovitz-Hadar, et al. (1987).

I5.

En un dibujo como este puedes
calcular ¢l nimero de diagonales

restando 3 del niimero de lados.

Porlo tanto, una figuracon 5 ladostiene 2  diagonales;

A) una figuracon 57, lados tiene 5 S ‘][ ., diagonales;

Figura 33. Ejemplo de error por descuido (Nivel II)

Este item (/5a) tuvo una tasa de respuestas incorrectas del 37.1% de la muestra total, un dato
que hace inferir que los estudiantes no analizan los datos del ejemplo adecuadamente, lo que

lo lleva al error.

Otro ejemplo de error se presenta en el item 7/1b, que se muestra en la Figura 34; se puede
apreciar en la respuesta incorrecta que el alumno no alcanza a entender qué la letra m esta
multiplicando al nimero 3. En la misma figura se puede apreciar que este sujeto no tiene
dificultades para resolver las expresiones algebraicas de estructura simple (//a) pero
manifiesta dificultades para resolver las expresiones con estructuras algebraicas mas

complejas (11b).
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11. Qué¢ puede decir sobre A) u sl u = v+3 q

Qué puede decir sobre

Figura 34. Ejemplo de error de letra de concatenacion (Nivel 1)

En el caso referido los estudiantes utilizan las letras como objetos en lugar de darles un valor
especifico; en este caso parece ser que consideran que las letras son posiciones dentro de una
expresion algebraica, es decir, en la expresion del item 7/b, como se puede ver en la Figura
34, consideran que el valor especifico de la incognita debe ser colocado en la posicion en la
que se encuentra en la expresion y por lo tanto se limitan a sustituirla en dicha posicion y de
esa manera se obtiene el resultado. Matz (1981), sostiene que estos tipos de errores consisten
en que los estudiantes consideran que los valores conocidos representan valores posicionales
y por consiguiente los escriben en el resultado; este tipo de error lo documenta como error
de concatenacion. Por ejemplo, cuando algunos estudiantes concluyen que 4x = 46, cuando
x = 6, el 4 representa el nimero conocido ubicado en la posicion de las unidades y 6 lo ubican

en la posicion de las decenas.

Sobre el mismo problema, Mosvshovitz-Hadar, et al. (1987) identificaron este error y lo
clasificaron como datos mal utilizados, ademas de como una interpretacion incorrecta del
lenguaje algebraico por la que los estudiantes muestran sus carencias en el dominio

aritmético-algebraico.

Respecto al item 7c, en los resultados generales se obtuvo un 28.9% de respuestas
incorrectas; el 71.1% de los estudiantes la contestaron correctamente. En la Figura 35 se
presenta el caso de un estudiante que le asigna un valor arbitrario, tanto al lado n como al
lado m. Evidentemente es muestra que el estudiante ve la letra y no entiende como proceder
con ella, por lo que necesita transformarla a notacion aritmética, para que pueda darle un
sentido para resolver el problema con los conocimientos previos de la aritmética, no del
algebra; el resultado es un error, se presenta en muchas ocasiones cuando el estudiante no

tiene conocimiento adecuado del algebra basica. En este caso se recuerda lo que mencionaba
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Garcia (2011), en el sentido que los estudiantes llegan con conocimientos previos pobres al

nivel universitario.

7. {Cudl es el 4rea de las siguientes figuras?
a) b) c) d)

Figura 35. Ejemplo de error de uso de letra con valor especifico (Nivel II)

La segunda tendencia percibida en este item, es la de la letra como objeto; en este tipo de
errores los estudiantes reconocen que los lados de la figura son representados por letras, pero
son incapaces de establecer de manera correcta la relacion adecuada que expresa el area de
la misma obteniendo resultados como: m + n, 4m + n, m*> + n°, etc., tal como se puede
apreciar en la Figura 36. En este caso se puede contemplar como el estudiante tiene nocion
de las reglas algebraicas, pero en un aprendizaje memoristico, que ya practicamente casi
olvido, lo que lo lleva a recordar vagamente como se realiza la operacion, opta por tomar
esos recuerdos difusos y reconoce a la letra como objeto, intentando resolver con sus

elementos.

&Cudl es ¢l drea de las siguientes figuras?
h) B)

L
L= 2

Figura 36. Segundo ejemplo de error por uso de letra como objeto (Nivel II)
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En este nivel II también se pudo distinguir como algunos estudiantes ubicados en el mismo,
insisten en interpretar que letras como objetos que representan cosas distintas; un error muy

frecuente fue el que se muestra en la Figura 37.

Fste cusdrado ticne sus lados de longitd g,

Por tanto, para su perimetro, podemos cscribir p= 4z,

(U podemos cscabir para ¢l perimaetro
{ I I-" P

de cada una de las siguic

Parte @ ewier
Sigura na
extd dibujada,
Hay n lados
&R feolen

towdons e |"r-'-'l'..’|'|'.'|'.-ll 2

Figura 37. Tercer ejemplo de error del uso de letra por objeto (Nivel II)

En los items 9b y 9c, se observa como el estudiante considera el ejemplo como el objeto
patrdn (3g) y bajo esa regla evaltia los items referidos, considerando que el patron es el valor
con que debe medir, lo que le conduce al error; para Booth (1984), los estudiantes tienen una
tendencia natural a interpretar las letras con valores especificos y sin la posibilidad que

representen distintos valores.

4.3.3 Dificultad de los items de Nivel II1.

Como ya se describi¢ anteriormente, los estudiantes que se ubican en este nivel utilizan la
letra como incdgnita especifica, son capaces de calcular su valor especifico que hace

verdadera una expresion.

En la Tabla 13, se observa como el porcentaje de respuestas correctas disminuye de manera
considerable, pasando del 83.5% (maximo del Nivel II), hasta un 52.6% maximo en el nivel
II1, (item 13h). El item con menos aciertos (24.7%) es el 16. El item /3h, se distancia bastante
en dificultad del resto en este nivel, ya que pasa de un 52.6% de aciertos a 38.1%, 34.5% o

34% en los items 4c, 9d y 13b, que son los mas parecidos en el porcentaje de aciertos.
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Tabla 13. Analisis de resultados del nivel de entendimiento 111

Items Porcentaje correctas Porcentaje incorrectas

13h 52.6 47.4
4c 38.1 61.9
9d 34.5 65.5
13b 34 66
15b 30.9 69.1
14 27.8 72.2
5S¢ 26.8 73.2
16 24.7 75.3

De manera coherente con los datos de los dos niveles anteriores, los items del Nivel III pueden
reconocerse de un mayor nivel de complejidad en el uso e interpretacion de las letras en
algebra, ya que el promedio de error asciende a 66.3%. Hay sefialar que, como en los casos
anteriores, el porcentaje de error mencionado toma en cuenta los casos donde el estudiante no

contesto.

En los resultados presentados se observa que, al contrario de los obtenidos en los dos niveles
anteriores (Nivel [ y Nivel II), en los cuales, los porcentajes de aciertos eran mas altos en los
participantes de nuestro estudio con respecto al estudio de Kiichemann (1980), en este tercer
nivel, los porcentajes de aciertos son mas bajos que los reportados para los participantes del
trabajo de citado. Lo anterior manifiesta las diferencias en el entendimiento del uso y
significado de las letras en algebra entre estudiantes de distintos contextos educativos, México
y Reino Unido, tal como se menciond en el apartado 4.2, que ponen de manifiesto los

resultados de la prueba PISA para el area de matematicas.

Algunos de los errores mas usuales que se observaron en las respuestas de los participantes de

nuestro estudio se muestran a continuacion.

En el caso del item 16 el cual mostré mayor frecuencia de error, inicialmente detectamos que

algunos estudiantes le dan valores arbitrarios a la expresion, obteniendo resultados como: ¢
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=3yd=7;d=7,4,6, 2, etc. La Figura 38 muestra un caso tipico donde los estudiantes
utilizan la letra como incognita con valor especifico, ademas muestran que son capaces de
calcular su valor especifico lo que hace verdadera una expresion, pero no son capaces de

comprender el uso de la letra como nimero generalizado.

16. Qué puedes decir sobre de ¢ si ct+d =10

y ¢ esmenor que o C:‘nyd-"-’ Cej‘

Figura 38. Primer ejemplo de error por uso de la letra como valor especifico (Nivel III)

Para sustentar nuestras afirmaciones, se analizaron las respuestas de las entrevistas

realizadas, a continuacion presentamos las mas significativas.

Segmento de entrevista #9 (Sujeto entrevistado #9)

Investigador (i): Seguimos con el 16
Estudiante (e): ;Qué puedes decir sobre “c” si “c+d=10"y “c< d?

(i): Aqui respondes 4 y 6, esta parcialmente correcto porque si lo aplicas 4+6 es 10 y
también se cumple que “c” es menor que “d”.

(e): Aja (si)

(i): Pero ahora te pregunto, ;es la Gnica pareja de nimeros que te puede dar ese resultado?
(e): no, puede haber mas ;no?, puede ser, no sé, el “c” puede ser 1, 2, 3, 4

(i): Por ejemplo el 3 ;y qué?

(e): (7?

(i): Ok, te vuelvo a poner aqui 2 y 8, 1 y 9, con eso ya tenemos: entonces “c”’ debe ser ;qué?
(Menor o igual a?

(e):a4

(i): Esa era la respuesta, al utilizar un solo valor evaluaste la letra con este mismo valor,
pero /no te detuviste a pensar que habia mas nameros? ;O no los habia? Lo que quiero que
me expliques, ;por qué nada mas una respuesta?

(i): Yo dije, debe tener una respuesta y ya no me puse a pensar que habia mas respuestas

(e): Correcto. Evaluaste con un solo valor y me dijiste: con esto se cumple, jvamos! Al
cumplirse con esta condicion ya no buscaste mas, muy bien, pero habia mas ;no?...

(i): si...
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En otra tendencia encontrada en el andlisis de las respuestas de los items de este nivel,
distinguimos que algunos estudiantes insisten en considerar que las letras son objetos con
caracteristicas propias, y no son capaces de comprender que estas pueden representar un

conjunto de valores, como se puede percibir en la Figura 39.

16. Qué puedes decir sobre de ¢ si ct+d =10

y ¢ esmenor que o ?L{ C! .?/.Q.W.%.c{r. .‘.’.'~.€. C. \[

Figura 39. Primer ejemplo de error en el uso de la letra como objeto (Nivel III)

Ademas la Figura 39 muestra una carencia en el manejo de los simbolos del 4lgebra que hace
notar que los estudiantes no se deciden a efectuar procesos adecuados que los acerquen a un

resultado acertado.

En la Figura 40 se presenta un caso particular, ya que varios de los estudiantes, ante la
afirmacion de ¢ es menor que d, deciden asignar el mismo valor 4 a ¢ para cumplir el requisito
planteado; estos estudiantes aparentemente recuerdan que en aritmética solo hay un valor
verdadero en las operaciones; entonces al encontrar el primero, ya terminaron el proceso, ya

que cumplieron el requisito que planteaba el problema.

16. Qué puedes decir sobre de ¢ si c+td =10

y ¢ esmenor que o (i(ﬂ/ '-'-"1 .........

Figura 40. Segundo ejemplo de error por uso de la letra como valor especifico (Nivel III)

En términos generales observamos que en la mayoria de los casos se presentan las mismas
tendencias, cumpliendo y comprobando lo que Kiichemann (1980) plante6 en su
investigacion. La forma en que organizd y clasificd los errores permite tener un elemento que

da seguridad y facilita ver el comportamiento de los estudiantes en torno al algebra.

Otro caso que presentamos en nuestro andlisis, es del item 5c, en el cual encontramos que los
estudiantes, consideran la como letra como incognita de valor especifico (Figura 41). Asi, los

estudiantes le asignan un valor arbitrario a la letra desconocida (¢ = 4), sin ser capaces de
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considerar que las letras pueden representar cualquier rango de valores y solo se limitan a
asignarles con valores arbitrarios aun cuando las identifican como incdgnitas, tal como lo

mencionaba Booth (1984) y Kiichemann (1980) en sus respectivos trabajos.

19 v/
] ; of -
5. 81 a+b = 43 _,'1’_'"‘;'_ Si n-246 = 762 9 Si \L;+j' = 8
a+bh +2 = 4S y M7 = FEA LN /?
. a = M., %6'5‘—- n - 247 = LLFY g G?’f+g = ..o /
92+ = ¥S 243 fq yd
[ v7

Figura 41. Primer ejemplo de error por uso de la letra evaluada (Nivel III)

A continuacion presentamos un segmento de entrevista donde se puede observar como un

estudiante resuelve este item:

Segmento de entrevista #10 (Sujeto entrevistado #1)

Investigador (i): Vamos al 5. A ver, ;qué se te pregunta en el inciso cinco? ;Me lo puedes
leer?

Estudiante (e): Si “e” mas “f” esigual a 8, ;e mas fmas g es igual a? y es como la incognita
que ahi te pide.

¢ _» [Pugl

(i): Si, segun tu respuesta, “e” mas “f” mas “g” es igual a doce, ;jeso quiere decir que no
existen otros valores que satisfagan esta ecuacion? Supongo. Y bueno, yo supuse que
repartiste, ;jno es asi?

(e): Ey (si), cuatro por tres.

(i): Si verdad, asi que pusiste, cuatro mas cuatro mas cuatro, ;es correcto?

(e): Si porque si hay dos literales aca, valen 8.

(i): Ah ok. Lo dividiste.

(e): Ahi lo dividi entre dos.

(i): Ah ok. Pero es un poco parecido al de la primera que te decia, ;qué sucede si yo aqui
pongo? Por ejemplo: nueve mas dos mas uno, jtambién se puede?

(e): Ey (si), nueve mas dos mas uno, también serian doce.

(i): (Si? Entonces jcrees ahora que es posible que obtengas el valor de esta expresion, que
obtengas un valor numérico, si no conoces cudles son los valores que los satisfacen? ;se
2

podra? Por decir, si yo te digo @ mas b mas ¢, bueno le pongo otro: “e”, y no conoces
ninguno, no puedes decir que es dos, no se puede decir...

(e): No se puede decir cientificamente, basandome en que no te esta dando ningun valor.
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(i): Si, no puedes afirmar que es un valor numérico conocido.
(i): Si.
En el segundo caso, Figura 42, el estudiante considera la letra como un objeto y al ser distinta

que el namero presente en el item, une los dos objetos obteniendo como resultado 8g, sin

realizar algiin procedimiento algebraico ni aritmético.

5 Si a+b = 43 L Sion-246 = 762 o S oer/ =38

B " % \—.I" £ } "
a+h 12 = 7% «&f n-247 = ALGL etf+g = | 7 9
; 4.

Figura 42. Segundo ejemplo de error en el uso de la letra como objeto (Nivel III)
Lo anterior lo podemos corroborar en el siguiente segmento de entrevista:
Segmento de entrevista #11 (Sujeto entrevistado #12)

En este caso podemos ver como el estudiante es incapaz de recordar las reglas bésicas de las
operaciones algebraicas basicas, que le permita distinguir la suma del producto algebraico,
asi mismo distingue que al ser dos cosas u objetos distintos los debe agrupar sin efectuar

algiin procedimiento sobre ellos.

Investigador (i): Al igual que las anteriores, no me queda claro como obtienes la respuesta
a este item, ;me puedes comentar como lo hiciste?

Estudiante (e): Como en el problema dice que e+f = 8, entonces solo sustitui en e+f+gy
me quedo 8g.

(i): Pero al sustituir ;Te queda 8gu 8 + g?

(e): Tiene razoén, queda 8 + g

(i): (Tenias alguna razon en particular para considerar que 8g es igual a 8 + g?

(e): Al no poder sumarse pasan igual en el resultado.

(i): (Estas segura? Por lo que acabas de mencionar, una suma es igual a una multiplicacion.

(e): Tiene razon, no son iguales, se me habia olvidado.

(i): Correcto.
De esta forma, se puede observar que los items que deberian ser resueltos utilizando el
concepto de letra como niimero generalizado, gran parte de los estudiantes no tuvieron la
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capacidad de realizar el proceso de lo particular a lo general, tal es el caso del item /5b
(Figura 43); en este ejemplo las letras y los nlimeros son cosas distintas, por lo tanto el
estudiante las trata por separado; los estudiantes pueden resolver problemas especificos, pero
cuando una tarea debe generalizarse, entonces no sabe qué hacer y ocasiona este error dando

como resultado una conjuncion de todos los datos del problema, -3k

[

En un dibujo como este puedes
calcular el nimero de diagonales

restando 3 del nimero de lados.

Por lo tanto, una figuracon 5 ladostiene 2  diagonales:

||||||||||||

A) una figuracom 57 lados tiene L diazonales:

B) unafiguracon & lados tiene K diagonales.

Figura 43. Ejemplo de error en el uso de la letra como niimero generalizado

En otro caso sobre el mismo item, los estudiantes consideran que las letras representan
valores especificos desconocidos y al no conocer su valor expresan resultados tales como: %,
n, x, etc. En el ejemplo mostrado en la Figura 44, se puede apreciar que el estudiante no sabe
qué hacer con la generalizacion y procede de la forma més simple, copia solo el valor kK como
resultado. Para Cox (1975) el estudiante en sus estudios previos no tiene una adecuada

comprension de las tareas algebraicas y entonces manifiesta el error documentado.
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En un dibujo como este puedes
caleular el nimero de diagonales

restando 3 del nimero de lados.

Por lo tanto, una figura con 5 ladostiene 2 diagonales:

A) una figura con 57  lados tiene 'Q dl-i:tgﬂlliﬂt.'ﬁi{

B)

una figura con k  lados tiene

Figura 44. Tercer ejemplo de error en el uso de la letra como valor especifico (Nivel III)

Existe un tercer caso de error presentado en el item /5b donde el estudiante evalda la letra

presente y le asigna valores arbitrarios, expresando resultados tales como: -2, -3, 1, 2 (Figura
45).

En un dibujo como este puedes
calcular ¢l nimero de diagonales

vestando 3 del mimero de lados,

Porlo tanto. una figuracon 5 lados tiene 2 diagonales:

A) una figura con 57 lados tene | f)l_i ... diagonales;
-

B) una figura con & lados tiene ||, Zr ...... diagonales,

Figura 45. Cuarto ejemplo de error en el uso de la letra como valor especifico (Nivel III)

En el mismo sentido, en la Figura 46 (item /4) se muestra el error al emplear la letra como
incognita con valor especifico; se puede apreciar la dificultad del estudiante para manejar las

relaciones algebraicas, debido al desconocimiento de su uso. Como afirmamos en Garcia
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(2011), algunos estudiantes deben llevar las tareas de este tipo a un campo conocido,

trasladando el dlgebra a la aritmética.

i4. Qué puede decir sobre r si r = s+t

o
-
}
-
f
-
Il
b [
=

Figura 46. Quinto ejemplo de error en el uso de la letra como valor especifico (Nivel I1I)

En el caso del ejemplo de la Figura 46, el estudiante no evalua las letras, solo les da un valor
arbitrario con la intencion de ajustar el resultado y que de esta manera quede la igualdad

definida.

En otra variante de respuesta erronea del mismo item, se considera a la letra una incognita
con valor especifico; en la Figura 47, se percibe como el alumno reconoce la letra » como
incdgnita, pero no sabe como continuar y solo ofrece una respuesta que permite comprender

que no tiene la capacidad para realizar la valoracion correcta.

14. Qué puede decit sobre 7 si r = s+t
y r+s+¢t = q a " mdl
se O ¢ pLud
b s msﬂfL 8 ?

15. ' /\ ?mlews ol.qs Jet

Figura 47. Tercer ejemplo de error por uso de letra como objeto (Nivel III)

Una respuesta atipica que encontramos en el andlisis de estos items, se presentd en un
estudiante que muestra capacidad para distinguir que las letras pueden representar distintos
valores desconocidos, pero es incapaz de terminar la tarea concluyendo solamente que las

letras pueden tener diferentes valores desconocidos, como se muestra en la Figura 48.
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14, Qué puede decir sobre r si ro= st ' e
y r+s+1¢ = 30 ka‘l’t.f{ ARV d\ ‘c{; vt ﬁj\(’ 3

Nal e ey

Figura 48. Sexto ejemplo de error en por uso de letra como incognita de valor especifico

(Nivel IIT)

El item 9d que alcanz6 un 64.9% de respuestas incorrectas (Tabla 9), es decir que casi las 2/3
partes del total de estudiantes tienen el problema del manejo de las letras como nimeros
generalizados. En la Figura 49 se observa el ejemplo de un error que se presenta al considerar
que el item 9d puede resolverse como una letra evaluada, es decir, el estudiante da un valor
arbitrario al nimero de lados, como se menciona Booth (1984) y Palarea (1998), quienes
sostienen que los estudiantes manifiestan una tendencia natural para asignarle a las letras

valores especificos.

g
9.
iy £
Este cuadrado tiene sus lados de longitud 2.
Por tanto, para su perimetro, podemos escribir p =4g.
g
Qué podemos cscribir para ¢l perimetro D)
de cada una de las siguientes figuras?
C) . u
A) B) Parte de esta
h h figura no
< 3 exta dibwjada.
h h 2 b Hay n lados
en total,
todos de longitud 2.
¢ ‘ 6
p=%c/ ;)=H‘\*¥/ p= Jexw, p= \‘{ ...... \{\

Figura 49. Segundo ejemplo de error por uso de letra evaluada (Nivel III)

De igual forma, en otras respuestas documentadas en el analisis de este item, como el caso
que se puede apreciar en la Figura 50, el estudiante decidid concretar el nimero de lados de
la figura y luego lo expreso el resultado de la mejor forma posible obteniendo el resultado

21n, manifestando un error clasificado como uso de letra evaluada. De acuerdo con Booth
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(1984), la mayoria de procedimientos son contexto-dependientes, es decir, no se pueden
generalizar para otros problemas parecidos, entonces el estudiante intenta simbolizar el
resultado de manera informal, utilizando como referencia un contexto que le es familiar, en
este caso recurre a sus conocimientos previos de geometria aplicando dichos conocimientos

sin considerar el nuevo contexto que se le presenta, como en el caso del item 9d.

Este cuadrado tiene sus lados de longitud g.

= : 16.s
Por tanto, para su perimetro, podemos escribir p = 4g.

&Que podemos escribir para ¢l perimetro

de cada una de las siguientes figuras? D)

Parte de esta
figura no

< estgrdibuada.
- Fhv n lados
n toral,
todos de longitud 2

Figura 50. Cuarto ejemplo de error por uso de letra como objeto (Nivel III)

Mencion especial merece el caso de los estudiantes que no aceptan que una figura abierta
pueda tener una respuesta, lo cual se manifestd en algunas de las entrevistas realizadas y de

las cuales presentamos a continuacion las que consideramos mas significativas:
Segmento de entrevista #12 (Sujeto entrevistado #1)

En este caso el estudiante reconoce que cierra la figura, pues al verla abierta es incapaz de
obtener una respuesta y recurre a sus conocimientos previos para tratar de resolver el
problema manifestando dificultades para hacer un planteamiento utilizando las letras como
numeros generalizados que puedan representar un rango infinito de valores desconocidos.

Investigador (i): En el problema niamero 9 observé tu respuesta, pero no logré comprender
bien lo que haces ;me puedes comentar un poco de donde sale el resultado?

Estudiante (e): Pues lo que pasa es que esta la figura, y yo me basé en mi imaginacion y la
cerré. Entonces, como cada lado son 2, sumé todos los lados, y es lo que me hace pensar
que es 2 por 20. Segun yo, son 20 lados los que existen en esta figura.

(i): Ok, si agregas o quitas 1 lado ;crees que daria el mismo resultado? O mas bien, te
replanteo la pregunta, si agregas va a ser mayor ;no? Y si quitas es menor, entonces /eso
no te da una idea de que puede haber cierta variacion en el resultado?
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(e): Pues solo que pudiera reducir la figura en tamafio, que se pudiera agrandar como dice
usted, seria otro margen, a lo mejor.

(i): Bueno. Pero volviendo al original ;/te acuerdas del original? Te la muestro, es una figura
incompleta. Mira, aqui est4 la figura original, entonces, al momento de responder ;no creiste
que eso que esta incompleto deberias interpretarlo para establecer una respuesta para algo
mas general?

(e): Pues lo que pasa es que me basé, principalmente, en como esta la figura de aca, quise
darle el terminado mas o menos asi, que quedara del tamafio, del mismo tamafio por ambos
lados, porque también, queriendo, se podria cerrar, pero ya no quedaria igual.

(i): Entonces, desde tu punto de vista, es que el tamafio de cada uno de los picos de la figura
responde al tamafio ;de qué?

(e): A los faltantes.

(i): Entonces por eso cerraste con 2 por 20, y con lo que me mencionas, jno te llamo la
atencion que al estar abierto pudiera representar que debias expresar los resultados de
manera general? ;No pensaste eso?

(i): No, la verdad no me lo imaginé.

Segmento de entrevista #13 (Sujeto entrevistado #3)

En este caso, el estudiante inicialmente identifica el valor conocido que tiene como dato, pero
es incapaz de expresar este dato con una letra que represente un valor generalizado y hace
intentos por resolver el problema mediante la estimacion arbitraria de los datos desconocidos.
Como se muestra a continuacion:
Investigador (i): Vamos a iniciar con el problema niimero 9. En el problema ntimero 9 se
te pregunta que si puedes escribir algo acerca del perimetro de cada una de las figuras.
Tuviste correcta la tercera y, en la primera tenias las 3 incognitas de los 3 lados. En la

segunda no tuviste problemas con los lados, fue de la nimero cuatro en donde no me quedd
clara tu respuesta. ;Qué respondiste? por favor léeme.

Estudiante (e): No se puede porque la figura no esta completa.

(i): Ok. Y también veo que hiciste unas anotaciones, que pusiste el nimero 2 en todos los
lados verdad.

(e): mmm, si.
(i): (Para qué hiciste esas anotaciones?

(e): Pues para sumar los numeros de los lados, entonces, lo que hice fue simular todos los
tamafios de cada lado para después sumarlos.

(i): {Alcanzaste a sumar?
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(e): No.

(i): Porque no veo ningln resultado y, sin embargo, te diste cuenta que una vez que ponias
los lados no te servia de mucho, concluiste que al ser abierta no podias tener la respuesta.

(e): Si.

Segmento de entrevista #14 (Sujeto entrevistado #12)

Se identificaron estudiantes que aparentemente reconocian que las letras pueden representar
valores generalizados pero resultaron incapaces de hacerlo de manera correcta, como en el

caso que se presenta a continuacion:

Investigador (i): He observado tu respuesta a esta tarea, pero no he logrado comprender
qué es lo que haces, ;me puedes comentar un poco mas acerca de tu respuesta? ;Codmo
obtienes que el resultado es n+27?

Estudiante (e): Creo que al no conocer el nimero de lados, pensé que se podia poner como
n... y se le sumaba lo que media cada lado.

(i): Pero, ;Por qué sumado?
(e): Porque habia que sumar lo que mide cada lado, de acuerdo con el nimero de lados.

(i): Ok, a ver, pongamos un ejemplo: si la figura fuera un pentagono, cuyos lados miden 3
unidades, ;Cual seria su perimetro?

(e): A ver, 5 lados, 3+3+3+3+3 = 15, 15 unidades

(i): Espera, y la expresion que utilizaste al resolver el problema, ;La puedes aplicar en este
caso? Siendo n el nimero de lados y su longitud 3.

(e): n + 3, entoncessinvale 5,5 + 3 =8.

(i): {Te queda el mismo resultado? ;Cémo tendrias que expresarla para que fuera 15?
(e): No da lo mismo... deberia ser 5 por 3.

(i): Correcto, entonces en lugar de la suma se multiplica, ;Estas de acuerdo?

(e): Siy quedaria 2 por n.

(i): Asi es, 2n expresaria el resultado correcto para una figura abierta en la cual solo conoces
la longitud de sus lados. Por lo que me dices ahora, el error que tuviste fue al momento de
formular la expresion que represente esa informacion, porque me da la impresion que
consideraste que era una figura abierta en la cual desconocias el nimero total de lados.

(e): Si, creo que no supe como representar el nimero desconocido de lados con la longitud
dos.
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En nuestro estudio el item 4c tuvo un porcentaje de respuestas incorrectas del 61.9% (Tabla
9), destacando que en estas respuestas erroneas el 40.2% de esas respuestas presentaban el
error de ignorar la letra. Algunas otras evidencias de esta problematica se presentaran en los
siguientes casos; en la Figura 51 se aprecia como el estudiante ignora la letra y solo considera
los numeros.

4. 4 sumado a n pucde ser eserito como n + 4.

Suma 4 a cada una de las siguicntes expresiones:

Figura 51. Primer ejemplo de error por uso de letra ignorada (Nivel III)

La segunda tendencia percibida en las respuestas a este item, es la de considerar las letras
como objetos que tienen propiedades distintas a los numeros; en la Figura 52 el estudiante
sumo los nimeros por separado y conservo la letra, presentandose nuevamente el error de la

letra ignorada documentado en Booth (1984).

4. 4sumado a n puede ser escrito como n + 4.
Suma 4 a cada una de las signientes expresiones:

Figura 52. Segundo ejemplo de error por uso de letra ignorada (Nivel III)

Existe en este item una tercera tendencia, en la que se evalua la letra con el valor que incluye
el item, es decir n lo sustituye por 4 y realiza la multiplicacion, expresando el resultado como

12 (Figura 53).
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4. 4 sumade a r puede ser cscrito como  re + 2,

Suma 4 a cada una de las siguienres expresiones:
A =2 B) 7+ 5 ) 352

Figura 53. Séptimo ejemplo de error por asignacion de valor especifico (Nivel III)

Los resultados obtenidos hasta este momento, nos llevan a considerar que la mayoria de los
errores manifestados por los participantes de nuestro estudio pueden ser ocasionados por una
mala formacioén algebraica previa; para reforzar esta hipotesis presentamos lo que sucedié en

el item /3b, en el cual las respuestas incorrectas llegaron a un 66%, un porcentaje muy alto

(Tabla 9).

En el ejemplo de la Figura 54 se aprecia que el estudiante utiliz6 la letra como objeto; en este
item solo sumaba los nimeros e ignoraba las letras, de esta forma maneja adecuadamente los
problemas aritméticos y no sabe como proceder con las letras, por lo que solo las traslada

hasta la respuesta final.

13. @ + 3a puede escribirse de manera més sencillamente como d4a.

Escribe las siguientes expresiones mﬁbyﬂﬁﬂcm, si ¢s posible:
2a + 5a = 1a

Ih:II 2a + 5b = lob (I 3a - (b +a) = “'-"‘H/

fa+b)y+a-= Ma.-:i-"‘"é{l/‘ a+d4t+ta-4-= 203’?’
2a + 5a +a= Da 3a-b+a-= LHa+bor.

fa-b)+b=_ Wase . @+ b)+(a-by= .. 9=, ... 7(:

Figura 54. Quinto ejemplo de error por uso de letra como objeto (Nivel I1I)

Una situacion parecida sucede con el item /3h, donde el estudiante inicamente acierta a
sumar las letras iguales demostrando tener conocimiento para realizar esta operacion pero
desconociendo para expresar el resultado correcto, pues ignora la otra letra presente en la

expresion (b). (Figura 55)
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13. & + 3a puede escribirse de manera mas sencillamente como 44.

Escribe las siguientes r:xprcsionesinzi/ssetﬁﬁ-laxnenw. si es posible:
R

2a + Sa = —'?':;3 ........ 7{

sa + 55 = Fab ... 3a - (b + a) = RSN e ,
@+ b) + a = aa—ﬁ-ﬁ_vﬁc"c a+ 4+ a - 4= -..Z.cg ...... /
2a + 5a +a= .G ... ... . ™ s34 - b+ a-= g .
@-5) + b~ _ab. e X @+ D) + (a - B — ... S

Figura 55. Sexto ejemplo de error por uso de la letra como objeto (Nivel III)
4.3.4 Dificultad de los items de Nivel IV.

Recordamos que en este nivel, el estudiante ademas de tratar a las letras como niimeros
generalizados, debe ser capaz de emplearlas como cantidades variables e interpretarlas

relaciones funcionales entre ellas.

En este nivel el rango de aciertos oscila entre 26.8% en el mas facil (item 20) y tan sélo 1%
en el mas dificil (item 7/9b). Como ya se describid, el item mas dificil del nivel III alcanzaba
el 24.7% de aciertos, por lo que este ultimo item tiene una dificultad similar a los del Nivel

IV.

Consideramos importante mencionar, que para el andlisis de los items de este nivel, se
introducen los items /9a y 19b que en el trabajo de Kiichemann (1980) aplicado a nivel
secundaria, fueron omitidos en la conformacion de los niveles de entendimiento,
argumentando que la estructura de éstos se malinterpretaba por parte de los estudiantes
participantes en ese trabajo sustituyendo valores especificos y respondiendo que la expresion
"aumentaba" o se "incrementaba" y evidenciando una carencia absoluta del concepto de
variable. En nuestro trabajo, consideramos que, en estudiantes universitarios, era interesante
analizar los resultados obtenidos de las respuestas de los citados items, ya que hipotéticamente
deberian ser significativos por el nivel educativo de los participantes; asi mismo dichos items
eran los Unicos que estaban estructurados para evaluar la interpretacion de la letra como
variable y este conocimiento supuestamente deberia ser dominado por los estudiantes

participantes en nuestra investigacion. Por otra parte, el item /3e que Kiichemann (1980) ubica
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en un nivel IV de entendimiento, en nuestro caso y de acuerdo a las respuestas obtenidas (mas
de la cuarta parte del total de los estudiantes (27.8%) lo resolvieron de manera correcta,
consideramos que no era apropiado ubicarlo en ese nivel, ya que los items ubicados en ese

nivel registraron indices de respuestas por debajo del 5% del total de estudiantes

Tabla 14. Analisis de resultados del nivel de entendimiento IV

Item Porcentaje correctas Porcentaje incorrectas
20 26.8 73.2
17 24.7 75.3
4e 22.2 77.8
22 21.1 78.9
7d 18.5 81.5
18b 16 84
19a 4.1 95.9
21 4.1 95.9

3 3 97
19b 1 99

Asi el nivel de respuestas incorrectas (suma de NC y errores) llega a superar en varios casos
el 95% (items 3, 21, 19a y 19b), situdndose claramente como los items mas dificiles de todos
los niveles descritos. El promedio de aciertos en este nivel alcanz6 el 14.2% en los
participantes de nuestro estudio, mientras en el estudio de Kiichemann los participantes
lograron un 19.6% de respuestas correctas. Ademas, los resultados obtenidos en nuestro
estudio confirman los esperados al considerar el andlisis de las respuestas de la tarea /9 (item
19a e item 10b) como parte de los items de nivel IV en sustitucion del item /3e propuesto
originalmente por Kiichemann (1980) en este nivel; la tarea /9 registr6 los dos porcentajes
mas bajos de aciertos en el instrumento aplicado en estudiantes universitarios, a pesar de que
hipotéticamente deberian de tener comprendido el concepto de variable al haber cursado

niveles educativos previos al ingreso a la universidad.
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Algunos de los errores mas significativos de los items de mayor dificultad del instrumento
aplicado se muestran a continuacion. Los items /9a, 19b, 3, 21 y 10b de este nivel se
analizaron en el apartado 4.2 de este capitulo. Analizamos otros items diferentes del mismo

nivel.

En el caso del item 4e, se identificaron tres tendencias de error que prevalecieron en este
item, a saber; letra evaluada (Figura 56), letra como objeto (Figura 57) y letra ignorada

(Figura 58).

n multiplicado por 4 puede ser escrito como 4n.
Multiplica cada una de las siguientes expresiones por 4:

mmmmmmmm

Figura 56. Ejemplo de error por uso de letra evaluada

En el caso de la Figura 56, el estudiante toma en forma aritmética la operacion de multiplicar

asignando un valor arbitrario a la letra.

En el ejemplo presentado en la Figura 57, el estudiante percibe la letra como un objeto,
procediendo a multiplicar 5 por 4, y obteniendo como resultado n + 20, ignorando

inicialmente la letra y volviéndola a situar en el resultado.

n multiplicado por 4 puede ser cscrito como 4,
Multiplica cada una de las siguientes expresiones por 4:

Figura 57. Primer ejemplo de error por uso de la letra como objeto (Nivel IV)
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Caso similar sucedid en la Figura 58, en que otro estudiante ignora literalmente la letra, no

apareciendo en el resultado final.

n multiplicado per 4 puede ser escrito como 4.
Multiplica cada una de las signientes exprestones por 4:

Figura 58. Segundo error por uso de la letra como objeto (Nivel IV)

Estos altos porcentajes en las respuestas incorrectas, nos corroboran la falta de conocimientos
de los estudiantes de este nivel para el manejo y comprension de las letras como niimeros
generalizados y como variables; asi mismo, se encontraron evidencias de estudiantes, que a
pesar de estar ubicados dentro de uno de los niveles de mayor exigencia cognitiva en el
manejo de las letras, contintian con su tendencia a utilizar las letras como objetos, como se

identifico en las respuestas encontradas en el item /8b (Figura 59).

18, ;Cuwindo son verdaderas las siguientes expresionss - siempre, nunca, o a veees?

‘/4.rhr:{|'ar la respuesta corvecia:
A) A+ B+ C=0C+4d+ 0 Siempre. T Munca. veees, cuando L L.,

L
——

M no &3 r5ual & 7

) L+ M+N=L+P+N Siempre.  Munca, °f A veces, coando )

Figura 59. Tercer ejemplo de error por uso de la letra como objeto (Nivel V)

Esta respuesta concuerda con un patron repetitivo de soluciones a este item. Algunos
estudiantes ubicados en este nivel dieron como respuesta la opcidn establecida como Nunca,
lo que nos llevo a suponer que la fuente del error que ocasionaba las respuestas incorrectas
podria ser que los estudiantes consideraban las letras como objetos o que letras iguales

representan valores iguales y que las letras distintas no pueden tener valores iguales.

Esta hipotesis fue validada en las entrevistas realizadas, como se muestra en un segmento de

entrevista que presentamos a continuacion:
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Segmento de entrevista #15 (Sujeto entrevistado # 9)

Algunos estudiantes relacionan las letras como objetos con valores propios ya que sostienen
que las letras iguales poseen valores iguales y de manera contraria las letras distintas no

pueden representar valores iguales, como se observa en el siguiente segmento de entrevista.

Investigador (i): Vamos al 18, ;cuando son verdaderas las siguientes expresiones? si las
opciones eran: siempre, nunca y a veces. La primera ;qué dice?

Estudiante (¢):a+b+ c=c+a+b

(i): y que respondiste, ;siempre?

(e): si, porque son letras iguales

(i): Correcto porque son letras iguales, ok pero la que me interesa es la segunda, ;Qué decia?
Eexl+m+n=Il+p+n

(i): (Y me respondiste?

(e): nunca, porque lap...

(i): dime, la p ;qué?

(e): Pues la p no venia aca (sefiala el primer miembro de la expresion)

(i): ok, la p es distinta a las letras que tienes aca (sefialo el segundo miembro de la
expresion). Entonces con eso cambia?

(e): ;la p podria valer como m?

(i): A ver, con el razonamiento inicial que tenias, ;me dices que no viste la p aca? (le sefialo
el primer miembro de la expresion)

(e): no
(i): en este caso, para ti las letras iguales representan valores iguales ;verdad?

(e): si...

Otro tipo de respuestas comunes, son las que encontramos para el item 3. La Figura 60

muestra un ejemplo de respuesta dada a esta tarea.
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3. Cudlesmds grande, 2n o n+2 nYz

Explicalo: P qu.e. LN gs g .‘(Y.‘QPHP.\.\CE\Q‘.({.JQ& 2f .S.U.P.Qf‘.‘f"‘d o g€
=1 enYonces 1}¥2=3% 6 201)=2

Figura 60. Primer ejemplo de error por uso de letra como valor especifico (Nivel IV)

Como se puede observar en la respuesta del estudiante, persiste su tendencia a utilizar las
letras como incdgnitas de valores especificos y no concebir que las letras pueden representar
un rango de valores (niimero generalizado), limitdndose a elegir un par de valores que

satisfagan la expresion que se le presenta y dando como valido el resultado correspondiente.

Por otra parte, en la tarea 19, casi el 75% de los estudiantes ubicados en este nivel

proporcionaron respuestas similares a la ilustrada en la Figura 61.

19. a = &b = 3. ,Qué sucede con a si b se incrementa en 2 ? RN L S i

= 3g + 1. LQueé sucede con f si g se incrementa.en 2 ? -y Uq\t nod

Figura 61. Segundo ejemplo de error por uso de letra como valor especifico (Nivel IV)

Este tipo de respuestas exhibe que los estudiantes identifican la palabra incrementa con un
cambio del valor en la expresion, pero no son capaces de comprender el concepto de variable,
es decir, la relacion existente entre los miembros de dicha expresion. Conforme a las
evidencias encontradas en el andlisis de las respuestas en este nivel de entendimiento, la
mayoria de los estudiantes presentd carencias significativas en el uso y comprension del

significado de las letras como nimeros generalizados y como variable.

Finalmente, sefialamos algunas respuestas a los items 20 y 22 (Figura 62 y Figura 63), cuya
estructura estaba disefiada para evaluar el uso de letras como numeros generalizados; se
encontrd que una gran cantidad de estudiantes tiende a identificar las letras como etiquetas,
en este caso, relacionan las letras iniciales de los nombres de los objetos presentes en el
enunciado del problema y las utilizan para intentar construir una expresion algebraica que
represente las condiciones del mismo. De esta manera, coincidimos con Kieran (1989) quien

sostiene que el uso de las letras como etiquetas interfiere a menudo con la forma como los
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estudiantes llegan a entender el significado de los términos variables en las ecuaciones

algebraicas.

En la Figura 62 se puede corroborar que algunos estudiantes identifican las letras como
etiquetas ya que al preguntar que significa 4p + e, relacionan las letras con las iniciales del

objeto que representan en ese caso p = pasteles y e = empanadas.

20. Los pasteles cuestan p centavos cada uno y las empanadas e centavos cada una.

Si compro 4 pasteles y 3 empanadas,
. Qué significa

Figura 62. Primer ejemplo de error por uso de letra como etiqueta (Nivel IV)

4p+3e ? | A\ d.posleles & 3 ampavadas
p amg

Algo parecido a lo descrito anteriormente, se presenta en la Figura 63, donde los estudiantes
identifican las letras a y r como las iniciales de los nombres de los objetos, corroborando asi

lo encontrado en Kieran (1989).

22. I._{ns ldpices azules cuestan 5 pesos cada uno v los ldpices rojos cuestan 6 pesos cada imo.
81 compro algunos lapices azules y algunos rojos v en total me cuestan 90 pesos.

51 @ es el nimero de lpices azules comprados, y /
si r es el numero de ldpices rojos comprados, - - O 0
{Qué puede escribir acercade a y r? QT .

Figura 63. Segundo ejemplo de error por uso de letra como etiqueta (Nivel IV)

Por ultimo en la tarea /7 se obtuvieron evidencias de que algunos estudiantes universitarios
son capaces de resolver problemas algebraicos utilizando procedimientos aritméticos sin
aplicar los principios algebraicos que aparentemente no dominan, como se puede observar en
la Figura 64.

17. El salario base de Maria es de $200 por dia.
Ella tambidén recibe otro pago de $20 por cada hora extra que trabaja.

Si /A representa el namero de horas extras que ella trabaja, y

si P representa su paga total por dia (en $) \

escribir una ecuacién que relacione Py /72: ?L T NE'E =« mvvers h .....
LCual seria la paga total del dia si ella :ﬁ X 30

trabajd 4 horas extras®? TN o G . ...

Figura 64. Tercer ejemplo de error por uso de letra como etiqueta (Nivel IV)
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En este mismo orden de ideas nos encontramos algunos estudiantes, quienes aceptan que el

trabajar con letras o incognitas es mas dificil que trabajar con numeros y lo demuestran al

resolver sin dificultad la segunda parte de este problema pero son incapaces de utilizar las

letras para plantear una expresion algebraica que represente un nimero generalizado, como

se muestra la Figura 65.

17.

El salario base de Maria es de $200 por dia
Ella también recibe otro pago de $20 por cada hora extra que trabaja.

St h representa el nimero de horas extras que ella trabaja, v
81 P representa supaga total por dia (en §)
eseribir una ecuacion gue relacione Pyl /

Cual serfa la paga total del dia si ella |
trabajo 4 horas extras? |

Figura 65. Error por uso de la letra como numero generalizado (Nivel IV)

Lo anterior ha sido confirmado por nosotros en algunas de las entrevistas, como ejemplo

presentamos el siguiente segmento de una entrevista realizada.

Segmento de entrevista #16 (Sujeto entrevistado #8)

El estudiante reconoce la dificultad que implica trabajar con letras y al mismo tiempo

manifiesta facilidad para realizar calculos numéricos.

Investigador (i): Vamos al problema 17, 1éelo por favor.

Estudiante (e): El salario base de Maria es de 200 pesos por dia. Ella, también, recibe otro
pago de $20 por cada hora extra que trabaja. Si & representa el nimero de horas extras que
trabaja, y si P representa su paga total por dia (en $) escribir una ecuacion que relacione P
y h'y (Cudl seria la paga total del dia si ella trabajo 4 horas extras?...

(i): Permiteme, veo que en el primero no tienes respuesta, pero el siguiente si lo respondes,
(qué resultado diste?

(e): Ahi es mas facil. El pago normal es de 200 pesos, eso los tiene de cajon, pero trabajo 4
horas extras y cada hora es de 20 pesos; significa que acumul6 80 pesos, mas los 200 pesos
que ya tenia, son 280.

(i): Quiero plantearte una pregunta, cuando lees 4 y p y te dice que tienes que relacionarlo
(no alcanzas a visualizar cudl es la relacion que debe haber para obtener ese resultado?

(e): Tal vez ahorita que estoy mas tranquilo si pueda decirte.
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(e): Entonces ;en el examen no lo recordaste?

(i): No, es que es mas comun tratar con nimeros que con letras. ..

4.4. RENDIMIENTO DE LOS ESTUDIANTES POR NIVEL DE ENTENDIMIENTO

En la Tabla 15 se pone de manifiesto como el porcentaje de aciertos va disminuyendo
conforme avanzan los niveles de entendimiento, a saber I, II, IIl y IV (96.7%, 71.7%, 34.8%
y 15.5% respectivamente). A su vez los errores y los items sin respuesta aumentan en relacion
a la dificultad de los mismos. En el caso de los errores se pasa de un 1.8% en el nivel [ a un
52.3% en el nivel IV; mientras que el NC est4 en un 1.5% en el primer nivel y en un 32.2%
en el ultimo (IV). Asi, no s6lo aumenta el nimero de errores, sino también el nimero de
estudiantes que aparentemente no tienen las competencias necesarias para contestar los items

de estos niveles.

Tabla 15. Tabla resumen por nivel de entendimiento

Nivel Aciertos Errores NC
Nivel | 96.7 1.8 1.5

Nivel II 71.7 17.8 10.5
Nivel III 34.8 46 19.2
Nivel IV 15.5 523 32.2

Distribucion de los estudiantes en los niveles de entendimiento. Se determind para cada
estudiante el nivel a qué pertenecia segin lo expuesto en la Tabla 6 del apartado 3.5.
Recordemos que, por ejemplo, para que un alumno se estableciera en el nivel IV deberia
responder correctamente al menos 6 de los items de ese nivel (3, 4e, 7d, 17a, 18b, 19a, 19b,
20, 21, 22), sino se confirmaban los requisitos necesarios para ubicarlo en dicho nivel, se
verificaban las respuestas a los items requeridos del nivel inferior y asi sucesivamente hasta

situarlo en su nivel.

132



Segun estos criterios, los estudiantes se ubicaron en las siguientes proporciones en cada uno
de los niveles considerados, 25.8% en el nivel I, 53.6% en el nivel II, 18% en el nivel Il y
2.6% en el nivel IV. Como puede observarse la mayoria de los estudiantes (79%) se situan
entre los niveles I y II, por debajo de lo esperado para su nivel académico, sin embargo se
encuentran por encima de los porcentajes obtenidos por Kiichemann (1980) para estos mismos
niveles. Consideramos que los estudiantes de nuestro estudio al tener una trayectoria
académica mayor han estado repetitivamente en contacto con tareas algebraicas simples como
las de los niveles [ y I lo que les permiti6 alcanzar un mejor rendimiento al enfrentarse a esas

tareas.

La presente investigacion permite entrever de manera global dos resultados preliminares. El
primero, que el instrumento de evaluacion ha permitido conocer y caracterizar el bajo nivel
de conocimientos algebraicos que los estudiantes tienen al ingresar a la Universidad, a través
de los errores mas comunes que han quedado evidenciados en esta investigacion. El segundo
es que los errores evidenciados en este estudio no corresponden al grado académico de los

estudiantes.

Con base en los resultados del andlisis total de respuestas del instrumento de evaluacion y a
la clasificacion realizada de los estudiantes en los distintos niveles de entendimiento,
reconocemos que en general la mayoria de los estudiantes ingresan con un bajo nivel

algebraico como se muestran en la Tabla 16.

Tabla 16. Resultados generales por nivel de entendimiento

Nivel de comprension Namero de estudiantes %0
Nivel 0 0 0
Nivel I 50 25.8
Nivel 1T 104 53.6
Nivel III 35 18
Nivel IV 5 2.6
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En la Tabla 16, no encontramos evidencias de estudiantes que presentaran fuertes
deficiencias en sus conocimientos algebraicos que los ubicaran en el nivel 0. Sin embargo, si
identificamos 50 estudiantes universitarios (25.6 %) que fueron ubicados en el nivel 1, ya
que manifestaron un aceptable manejo de las letras al evaluarlas y las identificaron como
objetos con valores propios. Sin embargo, en ocasiones ignoraron su presencia en las
expresiones algebraicas y fueron incapaces de identificarlas con otro significado. Por otro
lado, 104 estudiantes (53.6%) mostraron, ademds de las habilidades propias del nivel 1,
evidencias de, al menos, identificar las letras como incognitas de valor especifico. Pero al
igual que los anteriores, tampoco fueron capaces de comprender el uso de las letras como

numeros generalizados o variables.

También cabe sefialar que 35 estudiantes manifestaron evidencias del manejo de las letras
como numeros generalizados, lo que permiti6 ubicarlos en el nivel III, una vez comprobadas
sus competencias en la comprension del uso y significado de las letras exigidos para superar
los niveles inferiores. Debemos destacar que tan solo 5 estudiantes se ubicaron en el nivel IV
de entendimiento, mostrandose una notable comprensién y manejo del uso y significado de
las letras en sus mas elevados niveles cognitivos. Finalmente, debemos mencionar que sélo
un estudiante fue capaz de contestar de manera correcta la tarea /9, la Unica disefada para

ser resuelta por medio del uso y comprension del significado de las letras como variables.

Este analisis nos brinda evidencias de que, aproximadamente, el 80% de los estudiantes solo
son capaces de reconocer el uso de las letras evaluadas, letras como objetos y letras como
incognitas con valor especifico. Ademas, se detectd la recurrencia de ignorar, en una gran
cantidad de respuestas de estos estudiantes, la presencia de las mismas en las expresiones

algebraicas que se les presentaron.

Por otra parte, s6lo algo mas del 20% de los estudiantes fueron capaces de identificar el uso
de las letras como numeros generalizados: s6lo cinco estudiantes mostraron evidencias
parciales del uso de las letras como variables. Asi mismo, s6lo un estudiante fue capaz de
responder, al mismo tiempo y de manera correcta a las tareas 3 y /9 disefiadas para evaluar

el manejo de las letras como nimeros generalizados y como variables.

134



De los resultados obtenidos en el instrumento de evaluacidon, deducimos que esos errores no
se corresponden al nivel educativo donde desarrollamos este estudio: los errores encontrados
en las pruebas que realiz6 Kiichemann (1980) con estudiantes de secundaria, aun prevalecen

en las producciones de los estudiantes universitarios participantes en este estudio.

Los resultados obtenidos en este estudio sugieren que durante el paso de los cursos de
matematicas de los estudiantes, previos a su ingreso en la universidad, no logran madurar los
conocimientos necesarios para ser capaces de concebir los distintos usos de las letras en
algebra. En consecuencia, no alcanzan a desarrollar un aprendizaje significativo global, en el
que el significado de variable no se desarrolla, si bien se consideran necesarios en estudios

universitarios que incluyan materias de algebra.

4.4.1 Designacion de los estudiantes en los diferentes niveles de entendimiento

Con el objetivo de explicar el método empleado para ubicar a los estudiantes en los
respectivos niveles de entendimiento, describiremos como ejemplo el analisis de las

respuestas del estudiante numero 1, situado en el primer nivel (Tabla 17).

Tabla 17. Respuestas correctas requeridas para el nivel |

Tareas

# Estudiante 5a 6a 7b 8 9a 13a

1 v v v v  x x

La Tabla 17 muestra que el estudiante contesta correctamente (v') a cuatro items e
incorrectamente (x) a dos de las disefiadas para el nivel 1. Es decir, responde correctamente
al menos a 4 de las 6 tareas de ese nivel, cumpliendo con suficiencia la condicion requerida
en la Tabla 6 (Ver apartado 3.5). Para completar nuestra valoracion, evaluamos las respuestas
a las tareas consideradas en el nivel 2, no cumpliendo con el nimero minimo de respuestas

correctas de las tareas requeridas de ese nivel, 5 de 7, como muestra la Tabla 18.
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Tabla 18. Respuestas correctas requeridas para el nivel II

Tareas

# Estudiante 7c 9b 9¢ 11a 11b  13d 15a

1 v X X v X X v

De manera similar se procedié con el total de las pruebas analizadas con el objetivo de
categorizar a todos los estudiantes. A continuacidn, resefiaremos los resultados obtenidos,

distinguiendo las respuestas de los estudiantes ubicados en cada nivel de entendimiento.

4.4.1.1 Resultados particulares del nivel de entendimiento 1

La Tabla 19 muestra los resultados del analisis de las respuestas de los estudiantes ubicados
en este primer nivel de entendimiento. A los items del nivel II. Se presentan, el nimero de
estudiantes que no dieron respuestas a determinados items, la cantidad de respuestas correctas
y las respuestas incorrectas. Consideramos conveniente recordar que de acuerdo con la
metodologia establecida por Kiichemann (1980), se analizan las respuestas erroneas del nivel
inmediato superior, las cuales imposibilitan ubicar a los estudiantes en ese nivel de
entendimiento. Por ultimo, en la parte inferior se presenta el andlisis de las respuestas
incorrectas que se observaron en las producciones de los estudiantes de ese nivel indicando
el tipo de error segin el significado de la letra utilizada. Las respuestas analizadas nos

llevaron a situar en este nivel al 25.8% de estudiantes del total de la muestra.
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Tabla 19. Estudiantes del nivel I: tipos de respuesta y usos de las letras del nivel 11

Item

7c 9 9c lla 11b 13d 15a

Tipo de respuesta

Sin respuesta 19 7 10 20 22 4 12
Correctas 17 34 28 24 12 28 13
Incorrectas 14 9 12 6 16 18 25

Uso de las letras

Evaluada 2 2 7 v v 0 25
Ignorada 12 7 5 0 4 18 0
Como objeto 0 0O 0 0 0 v 0
Incdgnita de valor especifico v 0O 0 2 9 0 v
Niimero generalizado 0 v v 4 3 0 0

Como se puede observar en la Tabla 19, el item /5a, presentd la mayor frecuencia de
respuestas erroneas por parte de los estudiantes ubicados en este nivel. El 74% de los
estudiantes respondieron de manera incorrecta o no contestaron el citado item, aplicando un
procedimiento mediante el cual sustituian los datos numéricos dados en el enunciado del

problema para intentar resolverlo.

Algunas otras respuestas incorrectas frecuentes exhibian diversas deficiencias en los
conocimientos no so6lo algebraicos, sino aritméticos, pues encontramos respuestas erroneas
de sumas y multiplicaciones (aritméticas) en las respuestas de algunas tareas. Asi mismo, en
algunas otras respuestas se advirtio la tendencia de los estudiantes a responder correctamente
las expresiones que les permitian resolver una expresion con una sola operacion y se

mostraban incapaces de resolver aquellas que les exigian mas de dos operaciones o relacionar
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varias de éstas, evidenciando, de esta forma, deficiencias en sus conocimientos algebraicos

elementales. En algunos casos, los estudiantes son incapaces de resolver una suma algebraica.

4.4.1.2 Resultados particulares del nivel de entendimiento I1

Los resultados situan en este nivel al 53.6% de los estudiantes, que fueron los que resolvieron
de manera correcta las tareas propias de los dos primeros niveles, pero en cambio, no
superaron las del nivel III. La Tabla 20 muestra los resultados del analisis de las respuestas

de los estudiantes ubicados en este segundo nivel de entendimiento.

Tabla 20. Estudiantes del nivel II: tipos de respuesta y usos de las letras en el nivel I1I

Item

4c 5c 9d 13b 13h 14 156 16

Tipo de respuesta

Sin respuesta 3 19 23 10 10 29 22 17
Correctas 35 25 30 38 60 29 27 11
Incorrectas 66 60 51 56 34 46 55 76

Uso de las letras

Evaluada 38 39 28 0 0 31 11 0
Ignorada 26 0 0 4 21 0 0 0
Como objeto 0 17 23 52 13 10 41 3
Incdgnita de valor especifico v 2 0 0 0 v 0 60
Niimero generalizado 0 v v v v 0 v v
Otros 2 2 0 0 0 5 3 13

La Tabla 20 destaca como el item que presentdé mayor frecuencia de respuestas incorrectas
fue el 16, ya que mas del 78% de los estudiantes de este nivel expresaron respuestas
utilizando las letras como incégnitas de valor especifico en lugar de considerarlas como

numeros generalizados. Sobresale, también, la frecuencia elevada de respuestas incorrectas
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encontradas en el item /3b, que presentd una frecuencia alta de respuestas erroneas,
utilizando la letra como objeto, la mayoria de ellos son incapaces de aceptar una respuesta

que incluya letras con el significado de incdgnitas.

Los resultados del anélisis de las respuestas nos permite inferir que los estudiantes ubicados
dentro de este nivel manejan adecuadamente las letras en estructuras algebraicas con mayor
dificultad cognitiva que las consideradas en el nivel 1. Sin embargo, persiste su tendencia a
evaluar las letras cuando desconocen el procedimiento correcto para resolver una
determinada tarea. Por otro lado, muestran deficiencias para comprender que las letras
pueden representar numeros generalizados y variables. Finalmente, se percibe en las
respuestas de estos estudiantes una mayor disposicion para aceptar respuestas que parecen
incompletas o ambiguas, lo cual puede deberse a una mayor familiaridad con la notacion

algebraica.
4.4.1.3 Resultados particulares del nivel de entendimiento 111

En este nivel se incluyen aquellos estudiantes que pueden operar las letras como incognitas
de valor especifico, es decir, las letras ahora representan nimeros en lugar de objetos. Sin
embargo, estos estudiantes sdlo pueden manejar las incognitas que presentan estructuras
algebraicas simples y siguen encontrando dificultades para realizar las operaciones que

implican el manejo de estructuras algebraicas mas complejas.

Los resultados obtenidos del andlisis en las respuestas nos indicaron que el 18% de los
estudiantes quedaron ubicados en este nivel de acuerdo a los criterios establecidos en la Tabla
6 presentada en la seccion 3.5. La Tabla 21 muestra el resumen de resultados obtenidos en

este nivel.

139



Tabla 21. Estudiantes del nivel III: tipos de respuesta y usos de las letras del nivel IV
3 4e  7d 17a 18 19a 19 20 21 22

Tipo de respuesta

Sin respuesta 0 1 3 0 1 2 1 3 23 4
Correctas 5 20 17 15 11 4 0 25 3 17
Incorrectas 30 14 15 20 23 29 34 7 9 14

Uso de las letras

Evaluada 0 4 0 6 0 5 31 0 0 0
Ignorada 0 5 0 0 0 0 0 0O 0 0
Como objeto 4 0 11 14 23 0 0 4 0 10

Incognita de valor

26 v 0 0 0 16 3 0 v 0

especifico
Niimero

) v 0 v v v 0 0 0 0 v
generalizado
Variable 0 0 0 0 0 v v 0 0 0
Otros 0 5 4 0 0 8 0 3 9 4

En este caso hacemos especial énfasis en los items 3 y 719b los cuales presentan unas de las
mayores frecuencias de respuestas erroneas entre los estudiantes ubicados en el nivel III.
Estos dos items son los de mayor exigencia cognitiva, ya que para responderlos de manera
correcta los estudiantes deben de involucrar la comprension del uso y significado de las letras
como numeros generalizados y como variable. Para el item 3, el 85.7% de los estudiantes
expresaron una respuesta incorrecta, siendo el item /9b el de mayor indice de frecuencia de

respuestas erroneas ya que no se documentaron respuestas correctas en las respuestas de los
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estudiantes de este nivel. En ambos casos se advirtié que la mayoria de los estudiantes,

tienden a evaluar las letras o emplearlas como incognitas de valor especifico.

Ademas, los resultados obtenidos muestran que s6lo un poco més del 11% de los estudiantes
ubicados en el nivel I1I fueron capaces de emplear las letras como variables. Mas de la mitad
de los estudiantes del mismo nivel emplearon el uso de la letra como incognita de valor

especifico, como procedimiento alternativo para resolver este item.

Conforme a las evidencias encontradas en el andlisis de las respuestas en este nivel de
entendimiento, consideramos que la mayoria de los estudiantes presentd carencias
significativas en el uso y comprension del significado de las letras como numeros

generalizados y como variable.

4.4.1.4 Resultados particulares del nivel de entendimiento IV

Para la ubicacion de los estudiantes en el nivel de mayor exigencia cognitiva, consideramos
aquellos que eran capaces de emplear las 6 categorias descritas del uso de las letras. Los
resultados obtenidos del analisis de las respuestas, nos indicaron que el 2.6% del total de la
muestra quedaron ubicados en este nivel de acuerdo a los criterios establecidos en la Tabla 6
del apartado 3.5. En la Tabla 22 se muestran los resultados de los estudiantes ubicados en

este nivel.
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Tabla 22. Estudiantes del nivel IV: tipos de respuesta y usos de las letras del nivel IV

3 4e 7d 17a I8 19a 19b 20 21 22
Tipo de respuesta
Sin respuesta 0 0 0 0 0 1 2 0 0 0
Correctas 1 5 5 4 4 1 0 5 4 5
Incorrectas 4 0 0 1 1 3 3 0 1 0
Uso de las letras
Evaluada 4 0 0 0 0 0 1 0 1 0
Ignorada 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Como objeto 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
Incognita  de  valor
especifico 0 Y 0 0 0 3 2 0 Y 0
Niimero generalizado v 0 v v v 0 0 0 0 v
Variable 0 0 0 0 0 v v 0 0 0

Es importante enfatizar que los estudiantes situados en este nivel muestran avances
significativos en cuanto a la comprension de los diferentes usos y significados de las letras,
pues la mayoria no deja sin respuesta ninguna de las tareas que le exigen un menor nivel de
dificultad cognitiva. Otra evidencia de su mayor nivel cognitivo, se manifestd al no haber
encontrado respuestas incorrectas relacionadas con la omision de las letras presentes en las
tareas. Sin embargo, el analisis de las respuestas a las tareas 3 y 79, nos arrojan resultados
poco satisfactorios relacionados con la comprension y manejo de las letras como niimeros
generalizados y variables, ya que casi la totalidad de los estudiantes fueron incapaces de
resolver de manera correcta la tarea 3, la cual implicaba una respuesta por medio de una

expresion que inducia a la generalizacion del resultado. Otro aspecto a destacar, es el hecho
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de que soélo un estudiante ubicado en el nivel IV, fue capaz de contestar de manera correcta
el item /9a que, como se menciond anteriormente, estaba disefiado para propiciar que los
estudiantes demostraran su capacidad para emplear y comprender el significado de las letras
como variables. Asi pues, solo 5 estudiantes de los 194 de la muestra, se sittian en el nivel

IV.

4.5 ANALISIS DE COMPARACION DE MEDIAS POR SEXO

En este apartado se va a tratar de dar respuesta a las siguientes preguntas de investigacion:
(Hay diferencias en el rendimiento de los estudiantes segtin el sexo al que pertenecen? ;Hay
diferencias en el nivel de entendimiento en cada uno de los sexos? En este apartado
presentamos los resultados del andlisis de comparacion de medias del rendimiento obtenido
en la prueba aplicada a nivel de sexo. La Tabla 23 muestra los estadisticos descriptivos para
esta variable a nivel de sexo tomando en cuenta los aciertos obtenidos de manera global en
la prueba; N es el numero de tareas resueltas por cada sexo que recordemos, son 97 mujeres
y 97 hombres. Asi mismo, en la Tabla 24 se presenta el resultado puntual del analisis de
comparacion de medias. En dicha tabla se puede apreciar que de acuerdo a la prueba
estadistica aplicada no existen evidencias suficientes para rechazar la hipotesis nula, la cual

plantea que el rendimiento medio entre los sexos es el mismo (p = 0.562).

Tabla 23. Estadisticos de grupo (sexo)

Sexo N Media Desviacion Error tip. de
tip. la media
Masculino 53 45.6226 27.70256 3.80524
Aciertos
Femenino 53 48.7736 28.11217 3.86150

De la misma manera, en la Figura 66 se muestra de manera grafica el rendimiento global de
cada uno de los sexos basado en el nimero de aciertos obtenidos considerando el nimero
total de items y participantes. En esta figura se observa, de forma clara que la diferencia en
cuanto al rendimiento global entre los sexos fueron minimas, lo cual da sustento a los

resultados obtenidos en la prueba estadistica.
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Tabla 24. Prueba de hipdtesis para muestras independientes por sexo

Prueba de Prueba T para la igualdad de medias
Levene para la
igualdad de
varianzas
F Sig. t gl Sig. Diferencia  Error tip. 95% Intervalo de confianza
(bilateral)  de medias dela para la diferencia
diferencia
Inferior Superior
Se han .140 .709 - 104 562 -3.15094 5.42135 - 7.59980
asumido .581 13.90169
varianzas
iguales
Aciertos - 103.978 562 -3.15094 5.42135 - 7.59983
No se han 581 13.90171
asumido
varianzas
iguales

Los resultados presentados anteriormente, sugieren que el sexo no es un factor decisivo en

cuanto al nivel de entendimiento sobre el uso y significado de las letras en algebra por parte

de los estudiantes universitario participantes en esta investigacion. Este hallazgo podria

entenderse como un indicador de que en la actualidad, en nuestro contexto, existen

condiciones de igualdad de oportunidades para la preparacion académica.
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Rendimiento global por sexo
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Figura 66. Rendimiento global por sexo

Analizamos a continuacion los diferentes niveles de entendimiento respecto al sexo; en
principio la distribucion de alumnos por niveles segun el sexo es equilibrada salvo en el nivel
IV donde de los cinco estudiantes so6lo hay una alumna. En el nivel I hay 24 alumnas y 26
alumnos, en el nivel II, 54 alumnas y 50 alumnos y en el nivel III hay 18 alumnas y 17

alumnos.
Andlisis de comparacion de medias por sexo (nivel I)

La Tabla 25 muestra los estadisticos descriptivos por sexo tomando en cuenta Gnicamente a
los estudiantes, 24 mujeres y 26 hombres, que fueron ubicados en el nivel de entendimiento
I donde N es el numero de tareas resueltas de este nivel. Asi mismo, en la Tabla 26 se presenta
el resultado puntual del anélisis de prueba de hipotesis para este nivel de entendimiento. En
dicha tabla se puede apreciar que de acuerdo a la prueba estadistica aplicada no se
encontraron evidencias suficientes para rechazar la hipdtesis nula que plantea que el

rendimiento entre los sexos para el nivel de entendimiento I es el mismo (p = 0.603).
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Tabla 25. Estadisticos de grupo por sexo Nivel |

Resumen de prueba de hipotesis

Hipotesis nula Test Sig. Decision
Prueha U de
La distribucidn de ACIERTOS esla Mann-Whitney Fetener la
1 misma entre las categorias de de muestras B03"  hipatesis
GEMERO. independienta nula.
s

Se muestran las significancias asintdticas. El nivel de significancia es .05,

1Se muestra la significancia exacta para esta prueba.

Asi mismo, en la Figura 67 presentamos una comparativa sobre el rendimiento observado en
el nivel de entendimiento I basdndonos en el nimero de aciertos obtenidos por cada uno de
los sexos al considerando el nimero total de items y participantes. En esta figura se observa
que las diferencias encontradas por sexo para los estudiantes ubicados en nivel de
entendimiento I fueron minimas, respaldando los resultados obtenidos en la prueba

estadistica.

Tabla 26. Prueba de hipdtesis por sexo Nivel I
Estadisticos de grupo

Sexo N Media Qesv1ac10n Mediana . Recorrld?
tip. intercuartilico
. Masculino 14 72.3571 1891116 80 30.75
Aciertos .
Femenino 14 75.1429 17.25758 78 13.5

Los resultados obtenidos para el nivel de entendimiento I, al igual que en los resultados
encontrados de manera global sugieren que el sexo no es un factor decisivo en cuanto al uso
y significado de las letras en algebra por parte de los estudiantes universitario participantes
en esta investigacion. De la misma manera que a nivel global, no se encontraron evidencias
estadisticamente significativas en cuanto al rendimiento de los miembros de cada uno de los
sexos participantes en este trabajo mismos que se ubicaron en el nivel de entendimiento I;

consideramos que la baja exigencia cognitiva planteada en los items de este nivel, asi como
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la preparacion matematica previa de los participantes de ambos les permite obtener un

rendimiento parecido.

Rendimiento por sexo Nivel |

800

400

Numero de aciertos

Femenino Masculino

Figura 67. Rendimiento por sexo Nivel I
Analisis de comparacion de medias por sexo (nivel IT)

De igual manera que en los casos anteriores, en la Tabla 27 mostramos los estadisticos
descriptivos a nivel de sexo para los estudiantes ubicados en el nivel de entendimiento II. Asi
mismo, en la Tabla 28 se presenta el resultado puntual del anélisis de prueba de hipdtesis. En
dicha tabla se puede apreciar que de acuerdo a la prueba estadistica aplicada no existen
evidencias suficientes para rechazar la hipotesis nula la cual plantea que el rendimiento medio

entre los sexos para el nivel II es el mismo (p = 0.564).

Tabla 27. Estadisticos de grupo por sexo Nivel II

Estadisticos de grupo

Sexo N Media Desviacion Mediana Recorrido
tip. intercuartilico
Masculino 16 47.0625 21.23038 44 39.50
Aciertos
Femenino 16 51.9375 22.39782 54 45.25
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De la misma manera, en la Figura 68 se muestra el nimero de aciertos obtenidos para cada

uno de los sexos considerando el nimero total de items y participantes. En esta misma figura

se observa que las diferencias entre los sexos ubicados en nivel II son pequenas, tal como

habia sucedido en el nivel 1.

Numero de aciertos

Tabla 28. Prueba de hipdtesis por sexo Nivel 11

Resumen de prueba de hipotesis

Hipotesis nula Test Sig. Decision
Prueba U de
La distribucion de ACIERTOS es la  Mann-Whitney Retener la
1 misma entre las categorias de de muestras 5647 hipétesis
GENERO. independiente nula.
s

Se muestran las significancias asintéticas. El nivel de significancia es .05.

1Se muestra la significancia exacta para esta prueba.

Figura 68. Rendimiento por sexo Nivel II
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Los resultados obtenidos en este nivel concuerdan con los encontrados en el nivel de

entendimiento I, con lo cual se fortalece nuestra conclusion acerca de que el sexo no es un

factor decisivo en cuanto al nivel de entendimiento sobre el uso y significado de las letras en

algebra por parte de los estudiantes universitario participantes en esta investigacion.
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Analisis de comparacion de medias por sexo (Nivel I1I)

Al igual que en los casos anteriores, la Tabla 29 muestra los estadisticos descriptivos a nivel
de sexo tomando en cuenta a los estudiantes ubicados en el nivel de entendimiento III. Asi
mismo, en la Tabla 30 se presenta el resultado puntual de la prueba de hipdtesis realizada.
En esta tabla se puede apreciar, de acuerdo a los resultados obtenidos, que no existen
evidencias suficientes para rechazar la hipotesis nula en el caso de los sexos para el nivel de

entendimiento III (p = 0.839).

Tabla 29. Estadisticos de grupo por sexo Nivel III

Estadisticos de grupo

Sexo N Media Desviacion Mediana Recorrido
tip. intercuartilico
Masculino 14 39.0714 22.99654 32.5 34.50
Aciertos
Femenino 14 41.0000 23.52740 34.0 42.25
Tabla 30. Prueba de hipdtesis por sexo Nivel 111
Resumen de prueba de hipotesis
Hipotesis nula Test Sig. Decision
Frueba U de
La distribucidn de ACIERTOS es la Mann-Whitney Retener la
1 misma entre las categorias de de muestras B339 hipdtesis
GEMERO. independiente nula.
5

Se muestran las significancias asintdticas. El nivel de significancia es .05,

"Se muestra |a significancia exacta para esta prueha.

De la misma manera, en la Figura 69 se muestra el rendimiento global observado a partir del
numero de aciertos obtenidos por cada uno de los sexos. En esta figura se observa que las
diferencias entre los sexos fueron minimas, lo cual da sustento a los resultados obtenidos en

la prueba estadistica.
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Figura 69. Rendimiento por sexo Nivel IIT

Hasta este punto, podemos decir que los resultados en este nivel concuerdan con los
encontrados en los niveles de entendimiento descritos anteriormente en el sentido de que
aparentemente el sexo no es un factor decisivo en cuanto al nivel de entendimiento sobre el
uso y significado de las letras en 4lgebra por parte de los estudiantes universitario

participantes en esta investigacion.
Analisis de comparacion de medias por sexo (Nivel IV)

No es pertinente el andlisis en este nivel dado el pequefio numero de alumnos pertenecientes

a este nivel, s6lo cinco, de los cuales cuatro son chicos y una sola chica.

4.6 ANALISIS DE COMPARACION DE MEDIAS POR TITULACION

Este apartado se pretende dar respuesta a las siguientes preguntas de investigacion: ;hay
diferencias en el rendimiento segin la titulacion a la que pertenecen los estudiantes
participantes? ¢Hay diferencias en el nivel de entendimiento entre los estudiantes de las
carreras de ingenierias y los estudiantes de las demas titulaciones? En este apartado
presentamos los resultados del analisis de comparacion de medias del rendimiento obtenido
en la prueba aplicada a nivel de titulacion. Para este analisis se consideraron las respuestas
de las tareas de 98 estudiantes de las titulaciones de ingenierias y 96 de las otras titulaciones.
La Tabla 31 muestra los estadisticos descriptivos para esta variable a nivel de titulacion

tomando en cuenta los aciertos obtenidos de manera global en la prueba; N es el nimero total
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de tareas resueltas por cada titulacion. Asi mismo, en la tabla 32 se presenta el resultado
puntual del andlisis de comparacion de medias. En dicha tabla se puede apreciar que de
acuerdo a la prueba estadistica aplicada no existen evidencias suficientes para rechazar la

hipoétesis nula la cual plantea que el rendimiento medio entre las titulaciones es el mismo (p

= 0.499).

Tabla 31. Estadisticos de grupo (titulacion)

Estadisticos de grupo

Titulacion N Media Desviacion Error tip. de
tip. la media
Ingenieria 53 45.3585 27.54025 3.78294
Aciertos
Otras 53 49.0377 28.23048 3.87775

Tabla 32. Prueba de hipdtesis para muestras independientes por titulacion

Prueba de muestras independientes

Prueba de Levene para Prueba T para la igualdad de medias
la igualdad de
varianzas
F Sig. t gl Sig. Diferencia  Error tip. 95% Intervalo de
(bilateral) de medias dela confianza para la
diferencia diferencia

Inferior Superior

Se han asumido 213 .645 -.679 104 499 -3.67925 541735  -14.42205  7.06356
varianzas iguales

Aciertos
No se han asumido -.679 103.936 499 -3.67925 541735  -14.42212  7.06363
varianzas iguales

En la Figura 70 se muestra de manera grafica el rendimiento global de cada una de las
categorias de titulaciones consideradas, basados en el nimero de aciertos obtenidos tomando
en cuenta el nimero total de items y participantes. En esta figura se observa que las
diferencias entre las distintas clases de titulaciones fueron minimas, lo cual da sustento a los

resultados obtenidos en la prueba estadistica.
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Figura 70. Rendimiento global por titulacion
Andlisis de comparacion de medias por titulacion (Nivel 1)

Se revisaron las respuestas a las tareas en esta perspectiva, la Tabla 33 muestra los
estadisticos descriptivos a nivel de titulaciones tomando en cuenta inicamente los estudiantes
que fueron ubicados en el nivel de entendimiento I. En la Tabla 34 se presenta el resultado
puntual del analisis de prueba de hipotesis para este nivel de entendimiento; N es el numero
total de tareas resueltas por cada titulacion. Asi mismo, en dicha tabla se puede apreciar que
de acuerdo a la prueba estadistica aplicada no se encontraron evidencias suficientes para
rechazar la hipdtesis nula la cual plantea que el rendimiento medio entre las titulaciones es

el mismo (p = 0.769).

Tabla 33. Estadisticos de grupo por titulacion Nivel |

Estadisticos de grupo

Titulacion N Media Desviacion Mediana Recorrido
tip. intercuartilico
Ingenieria 14 72.7857 17.52878 75.0 30.5
Aciertos
Otras 14 74.7143 18.88601 82.5 29.5
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De la misma manera, en la Figura 71 se muestra el nimero de aciertos obtenidos por cada
uno las categorias de titulaciones considerando el numero total de items y participantes. En

esta figura se observa que las diferencias entre dichas categorias fueron minimas

Tabla 34. Prueba de hipotesis por titulacion Nivel I

Resumen de prueba de hipétesis

Hipotesis nula Test Sig. Decision
Prueba U de
La distribucidn de ACIERTOS es la  Mann-\Whitney Retener la
1 misma entre las categorias de de muestras 7E97  hipdtesis
TITULACIOHM. independiente nula.
5

Se muestran las significancias asintdticas. El nivel de significancia es .05,

1Se muestra |a significancia exacta para esta prueba.

Estos resultados sugieren que las titulaciones a las que pertenecen los estudiantes
participantes de este trabajo, no es un factor decisivo en cuanto al nivel de entendimiento
sobre el uso y significado de las letras en algebra, recordando que el nivel de entendimiento

I es el de més bajo nivel cognitivo de los establecidos por Kiichemann (1980).
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Figura 71. Rendimiento por titulacion Nivel I
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Andlisis de comparacion de medias por titulacion (Nivel II)

La Tabla 35 muestra los estadisticos descriptivos a nivel de titulaciones tomando en cuenta
los estudiantes ubicados en el nivel de entendimiento II. Asi mismo, en la Tabla 36 se
presenta el resultado puntual del andlisis de comparacién de medias; N es el numero total de
tareas resueltas por cada titulacion. En dicha tabla se puede apreciar que de acuerdo a la
prueba estadistica aplicada no existen evidencias suficientes para rechazar la hipotesis nula
la cual plantea que el rendimiento medio entre las titulaciones para el nivel Il es el mismo (p

= 0.445).

Tabla 35. Estadisticos de grupo por titulacién Nivel 11

Estadisticos de grupo

Titulacion N Media Desviacion Mediana Recorrido
tip. intercuartilico
Ingenieria 16 46.6875 21.15252 42.0 39
Aciertos
Otras 16 52.3125 22.27321 54.5 46

De la misma manera, en la Figura 72 se muestra el nimero de aciertos obtenidos por cada
uno de los sexos considerando el niimero total de items y participantes. En esta figura se
observa que las diferencias entre los sexos ubicados en nivel II fueron minimas, tal como

sucedid en el nivel 1.

Tabla 36. Prueba de hipotesis por titulacion Nivel 11

Resumen de prueba de hipotesis

Hipotesis nula Test Sig. Decision
Frugba |J de
La distribucidn de ACIERTOS es la Mann-Whitney Retener la
1 misma entre las categorias de de muestras 4457 hipétesis
TITULACION. independiente nula.
5

Se muestran las significancias asintéticas. El nivel de significancia es .05,

"Se muestra la significancia exacta para esta prueba.
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Los resultados obtenidos en este nivel concuerdan con los encontrados en el nivel de
entendimiento I, con lo cual se fortalece nuestra conclusion acerca de que las titulaciones a
las que pertenecen los estudiantes no es un factor decisivo en cuanto al nivel de entendimiento
sobre el uso y significado de las letras en algebra por parte de los estudiantes universitarios

participantes en esta investigacion.
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Figura 72. Rendimiento por titulacion Nivel 11
Andlisis de comparacion de medias por titulacion (nivel I11)

La Tabla 37 muestra los estadisticos descriptivos a nivel de titulaciones tomando en cuenta
los estudiantes ubicados en ¢l nivel de entendimiento III. Asi mismo, en la Tabla 38 se
presenta el resultado puntual del andlisis de comparacion de medias; N es el numero total de
tareas resueltas por cada titulacion. En dicha tabla se puede apreciar que de acuerdo a la
prueba estadistica aplicada no existen evidencias suficientes para rechazar la hipotesis nula
la cual plantea que el rendimiento medio entre las distintas titulaciones para el nivel III es el

mismo (p = 0.734).
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Tabla 37. Estadisticos de grupo por titulacion Nivel III

Estadisticos de grupo

Titulacion N Media Desviacion Mediana Recorrido
tip. intercuartilico
Ingenieria 14 38.2143 22.46426 31 33.75
Aciertos
Otras 14 41.8571 23.78059 35 41.50

En la Figura 73 se muestra el nimero de aciertos obtenidos por cada una de las categorias de
titulaciones considerando el nimero total de items y participantes. En esta figura se observa
que las diferencias entre las titulaciones fueron minimas, lo cual da sustento a los resultados

obtenidos en la prueba estadistica.

Tabla 38. Prueba de hipdtesis por titulacion Nivel III

Resumen de prueba de hipétesis

Hipdtesis nula Test Sig. Decision
Prueba U de
La distribucidn de ACIERTOS es la  Mann-Whitney Retener la
1 misma entre las categorias de de muestras 7347 hipétesis
TITULACION. independiente nula.
5

Se muestran las significancias asintdticas. El nivel de significancia es .05.

1Se muestra |a significancia exacta para esta prueha.

Los resultados obtenidos en este nivel concuerdan con los encontrados en el nivel de
entendimiento I y II en el sentido de que aparentemente las distintas titulaciones no es un
factor decisivo en cuanto al nivel de entendimiento sobre el uso y significado de las letras en

algebra por parte de los estudiantes universitario participantes en esta investigacion.
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Figura 73. Rendimiento por titulacion Nivel 111
Andlisis de comparacion de medias por titulacion (Nivel IV)

La Tabla 39 muestra los estadisticos descriptivos a nivel de sexo tomando en cuenta los
estudiantes ubicados en el nivel de entendimiento IV; N es el nimero total de tareas resueltas
por cada titulacion. Asi mismo, en la Tabla 40 se presenta el resultado puntual del analisis de
comparacion de medias. En dicha tabla se puede apreciar que de acuerdo a la prueba
estadistica aplicada no existen evidencias suficientes para rechazar la hipotesis nula la cual

plantea que el rendimiento medio entre los sexos para el nivel III es el mismo (p = 0.605).

Tabla 39. Estadisticos de grupo por titulacion Nivel IV

Estadisticos de grupo

Titulacion N Media Desviacion Mediana Recorrido
tip. intercuartilico
Ingenieria 9 11.4444 8.27815 12 16.5
Aciertos
Otras 9 14.4444 11.82277 19 23.0

Asimismo, en la Figura 74 se muestra el nimero de aciertos obtenidos por cada una de las
categorias de titulaciones considerando el numero total de items y participantes. En esta
figura se observa que las diferencias entre dichas categorias fueron minimas, lo cual da

sustento a los resultados obtenidos en la prueba estadistica.
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Tabla 40. Prueba de hipdtesis por titulacion Nivel IV

Resumen de prueba de hipotesis

Hipotesis nula Test Sig. Decision
Prugha | de
La distribucidn de ACIERTOS es la  Mann-Whitney Retener la
1 misma entre las categorias de de muestras B05T  hipétesis
TITULACION. independiente nula.
5

Se muestran las significancias asintéticas. El nivel de significancia es .05,

1Se muestra |a significancia exacta para esta prueha.

Los resultados obtenidos en este nivel concuerdan con los encontrados en los niveles de
entendimiento I, II y III presentados en este aparatado, en el sentido de que aparentemente
las diferentes titulaciones a las que pertenecen los participantes en este trabajo de
investigacion, no son un factor decisivo en cuanto al nivel de entendimiento sobre el uso y

significado de las letras en algebra.
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Figura 74. Rendimiento por titulacion Nivel IV
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Capitulo 5

Conclusiones

Este trabajo de investigacion desarrollado se ha centrado en el estudio de los errores que se
presentan en las producciones de los estudiantes universitarios al resolver distintas tareas
algebraicas. Se han analizado los distintos niveles de entendimiento en los que se ubican
dichos estudiantes respecto al uso de los distintos significados que les dan al emplear las
letras en algebra por medio del andlisis de sus respuestas a las cuestiones planteadas. En este
apartado se presentan las respuestas y conclusiones de las preguntas de investigacion
planteadas al inicio de este trabajo, asi mismo las recomendaciones que creemos pertinentes
para darle seguimiento a esta linea de investigacion y también se describen las limitaciones
que se presentaron durante el desarrollo de este trabajo. Finalmente se exponen los aportes

obtenidos como productos de esta investigacion.
5.1 RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS Y OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

Como se expuso en el capitulo 1, el problema de investigacion surge a partir de seis preguntas
de investigacion a las cuales se ha ido dando respuesta con motivo del trabajo realizado.

Sintetizamos aqui los argumentos que acreditan ese cumplimiento para cada una de ellas.

P1. ;Es posible identificar cudles son algunas de las causas mds comunes de los errores
que cometen los estudiantes cuando es necesario el manejo y la comprension de los

distintos usos y significados de las letras en dlgebra?

La respuesta a esta pregunta es afirmativa, ya que por medio de la aplicacion del instrumento
de evaluacion y las entrevistas realizadas ha sido posible identificar las fuentes de errores

mas comunes que cometen los estudiantes universitarios del CUCSUR al enfrentarse a
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distintas tareas algebraicas, la cuales, les exigen el empleo de los diferentes usos y
significados de las letras en algebra para su resolucion. En este trabajo se han tratado y
documentando los errores presentes en las respuestas de las producciones de los estudiantes,
corroborando las dificultades de los estudiantes universitarios al emplear las letras en algebra.
Asi mismo, llevamos a cabo la reflexion de las probables causas de esas dificultades. Por otra
parte, se confirm¢ la validez del instrumento de evaluacién utilizado, el cual a pesar de que
originalmente fue disefiado en un contexto educativo diferente a donde se aplico, resulto 1til
para identificar los errores anteriormente mencionados, evidenciando también los bajos
niveles de entendimiento en el uso y significado de las letras en algebra por estudiantes
universitarios. Se debe agregar que una de las posibles lineas de continuidad de este trabajo
reside en la revision de los tipos de conocimientos de los profesores que imparten en las
asignaturas de algebra en los niveles de secundaria y bachillerato, para esclarecer si una de
las fuentes de los errores que cometen los estudiantes al utilizar los distintos usos y
significados de las letras en algebra, puede estar originado en la falta de conocimiento o
dominio de algin tema de caracter algebraico por parte de los profesores y que esto se vea

reflejado en el aprendizaje del estudiante.

P2. ;Es factible caracterizar algunos elementos de las respuestas de los estudiantes y
agruparlas para evidenciar las distintas fuentes de errores originados por los distintos usos

y significados de las letras en dlgebra?

La respuesta a esta cuestion también es afirmativa, ya que por medio del analisis de las
respuestas de los estudiantes al cuestionario, ha sido posible determinar los atributos
especificos de los errores evidenciados en sus producciones, logrando asi identificar esos
errores con la aplicacion de los diversos significados de las letras en las tareas.
Posteriormente fue posible compararlos con los errores encontrados en el trabajo de
Kiichemann (1980), obteniendo como resultado una clasificacion similar a la propuesta de
este autor. Lo dicho hasta aqui nos lleva a concluir que las diferencias en la ensefianza del
algebra existentes entre los dos contextos educativos en los cuales se llevaron a cabo ambos
estudios, es un factor determinante para explicar la persistencia de esos errores en dos niveles
educativos con participantes de distintas edades, tal como se expuso en el apartado 4.3.

Considerando que los errores caracterizados mas comunes documentados en este trabajo,
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corresponden al uso de la letra como objeto y a la letra evaluada, creemos que la causa esta
en los conocimientos previos con los que llegan los estudiantes a este nivel, ya que se observo
que los estudiantes se resisten abandonar esos conocimientos y manifiestan dificultades para
adaptarlos a los nuevos contextos que se les presentan. De esta forma, se observo que los
estudiantes asocian las letras con las propiedades de los objetos tales como las iniciales de
las palabras y no son capaces de aceptar los demas significados que tienen las letras en
algebra como son descritas en el trabajo de Kiichemann (1980). Esto puede ser debido a que
en su formacién previa se acostumbran a ver enunciados de problemas algebraicos en los
cuales se utilizan las letras iniciales de las palabras para plantear las ecuaciones que
representan los datos conocidos y las incognitas, y esto puede causar confusion en los
estudiantes cuando se les presentan otros contextos en los cuales las letras toman otros
significados como valores especificos, valores de nimeros generalizados o variables. En esta
misma linea, se observé que en numerosas ocasiones cuando el estudiante esta se enfrenta a
una tarea algebraica que no sabe resolver, recurre a sus conocimientos aritméticos y evalua
las expresiones sin razonar si el procedimiento o el resultado obtenido es valido. Asi,
coincidimos con Chi y Roscoe (2002) en que no se debe considerar que los estudiantes se
introducen en situaciones de aprendizaje como si llegaran como un pizarrén en blanco, ya
que, probablemente, tienen bases empiricas, no fundamentadas, que dificultan el aprendizaje

de conocimientos formales con un sentido mas profundo y correcto.

Por todo lo anterior, consideramos que los estudiantes participantes en nuestro trabajo no
adquirieron, en sus formaciones académicas previas, conocimientos significativos de los
conceptos algebraicos evaluados; consideramos por tanto que es necesario investigar cudles
son los conocimientos algebraicos previos con los que llegan los estudiantes al nivel
universitario, mediante la aplicacion del mismo instrumento de evaluacion utilizado en este

trabajo.

P3. [ Qué sucede en la introspeccion cognitiva del estudiante cuando se enfrenta a tareas
que conscientemente sabe que no puede resolver, como es el caso de algunas tareas de

dlgebra donde se involucran los distintos usos y significados de las letras?

Una de las tendencias de respuestas mas notorias en este trabajo fue la preferencia de los
estudiantes por evaluar las letras con un solo o como maximo dos valores, para
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posteriormente expresar un resultado que involucraba un resultado general. Los estudiantes
argumentaban que no habian considerado necesario utilizar mas valores para comprobar los
resultados. Esta manera de proceder coincide con lo encontrado por Booth (1984) quien
sostiene que los estudiantes desean siempre obtener una respuesta numérica de las
operaciones algebraicas que los conducen a resultados erroneos. Asi mismo, coincidimos con
Ursini y Trigueros (1998) en el sentido de que los estudiantes tienden a utilizar el
conocimiento aritmético por confiar mas en este y suelen evitar los procedimiento

algebraicos.

Por otra parte, algunos estudiantes manifestaron dificultades en la lectura comprensiva de los
enunciados de las tareas que se les presentaban, de esta forma, asociando las iniciales de las
letras con las caracteristicas particulares del objeto. Creemos que esto puede ser ocasionado
porque desde los niveles educativos previos a la universidad, es comtin que los estudiantes
utilicen las primeras letras de los objetos para representan las expresiones algebraicas,
coincidiendo con lo encontrado en estudios como los de Davis (1984), Kiichemann (1980) y

Mac Gregor y Stacey (1997), entre otros.

En otros casos los estudiantes mostraban evidencias de aprendizajes erroneos o
distorsionados derivados de conocimientos previos como en el caso del estudiante que
manifesto creer que 3 + n era igual a 3n, argumentando que asi lo habian aprendido desde la
preparatoria. Asi mismo, estos estudiantes mostraban resistencia a dejar de lado algunos de
los conocimientos adquiridos en su formacion previa cuando se enfrentaban a los nuevos
contextos que les planteabas tareas algebraicas diferentes, limitdndose en ocasiones a intentar
adaptarlos de manera forzada dando como resultado la aparicion de errores en sus
producciones, esto puede considerarse en la linea de lo expresado por Brown y Vanlehn
(1980) quienes argumentan que, en ocasiones los estudiantes cuando no son capaces de
realizar una accidn se bloquean como en un callejon sin salida y pueden hacer uso de sus

conocimientos previos aunque no tengan relacion con el problema que se intenta resolver.

Otra de las conclusiones derivadas del analisis de las entrevistas realizadas fue obtenida con
base en la observacion de las dificultades evidentes que manifestaron algunos estudiantes
para transitar de lo particular a lo general. Es decir, algunos estudiantes son capaces de
resolver tareas en las cuales se implica el manejo y conocimiento del significado de la letra
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como numero generalizado sin plantear expresiones algebraicas; esto lo hacen empleando
esquemas mentales, en las cuales utilizan informacién relacionada con las experiencias
previas que les permiten realizar actividades mentales de comprension, como lo documenta
Tijero (2009). Es por esto que consideramos que algunos de los estudiantes universitarios
son propensos a utilizar esquemas mentales en lugar del planteamiento de expresiones
algebraicas, debido a la madurez cognitiva que alcanzan de acuerdo a su edad. Un ejemplo
de esto es que la mayoria de los estudiantes fueron capaces de resolver el item /7b de manera
aritmética pero no fueron capaces de plantear la expresion algebraica requerida para el item
17a. De manera similar, para el item 9d algunos de estos manifestaron su preferencia para la
aceptacion de que algunas tareas algebraicas pueden tener como respuesta una expresion que
contenga una letra que represente un numero con un rango de valores desconocidos y
prefirieron hacen suposiciones arbitrarias tratando de adaptar sus conocimientos matematicos
previos hasta el grado de creerlos correctos. Asi se documentd en los casos de los estudiantes
que “cerraban” la figura geométrica abierta del item en cuestion y le daban un valor arbitrario
especifico a la figura para obtener un resultado numérico y asi fue refrendado en las

entrevistas realizadas.

Para finalizar con las conclusiones a esta pregunta de investigacion, creemos importante
destacar que casi la totalidad de los estudiantes entrevistados argumentan que no conocian el
concepto de variable por lo que fueron incapaces de resolver la tarea disefiada para evaluar
su manejo. Esto nos conduce a considerar que durante la formacion previa de los estudiantes
no cuentan con una formacion adecuada que los dirija a una buena comprension de dicho
concepto, tal vez ocasionado por lo que mencionan Ursini y Trigueros (2006) quienes
sostienen que en M¢éxico, desde la ensefianza secundaria no existen textos escolares
disefiados para lograr que los estudiantes desarrollen una comprension integrada del concepto
de variable. Asi mismo, coincidimos con lo que mencionan estos autores, en el sentido que
generalmente los estudiantes tampoco reciben apoyo de los profesores, ya que ellos también
carecen de una comprension adecuada del concepto de variable. Esta problematica puede ser
derivada de que histéricamente en nuestro pais y particularmente en el bachillerato y la
universidad, los profesores que impartian las asignaturas de matematicas eran profesionistas
habilitados como profesores. En la mayor parte de los casos carecian de un conocimiento del

contenido y la ensefianza, limitandose a aplicar su conocimiento comun de contenido (Ball
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et al., 2008). Cabe mencionar que en la actualidad existen programas de actualizacién
docente con la finalidad de capacitar a los profesores para que desarrollen competencias
relacionadas con el conocimiento del contenido y la ensefianza, por lo que se sugiere darle
seguimiento a estos programas para paliar las deficiencias del proceso de ensehanza y
aprendizaje del algebra en los niveles educativos antes mencionados y para que esto se vea
reflejado en una mejora en el rendimiento escolar en las asignaturas de matematicas de los

estudiantes universitarios.

P4. ;Existe relacion entre el rendimiento de los estudiantes y los errores que cometen de

acuerdo a las titulaciones en las que estdn inscritos?

La idea original de esta pregunta nos conducia a suponer que los estudiantes que ingresan a
las carreras de ingenieria deben poseer mejor desempefio en las asignaturas de matematicas.
Inversamente, los estudiantes de las titulaciones del area de las ciencias econdmicas
administrativas y de las ciencias de la salud, al tener un reducido nimero de asignaturas de
matematicas, hipotéticamente deberian tener peores resultados en matematicas. Sin embargo,
los resultados nos indicaron que no es verdadera esta hipotesis, ya que las diferencias entre
el rendimiento de los estudiantes de esas categorias no fue estadisticamente significativa. La
razon puede encontrarse en el hecho de que en las titulaciones distintas al 4rea de la ingenieria
se ubicaron estudiantes con buen nivel de competencia algebraica, cuyo acceso depende de
la combinacion del promedio de calificaciones obtenido en el bachillerato y el puntaje
alcanzado en la prueba de admision aplicada a los aspirantes a ingresar a la universidad. Por
otra parte, consideramos importante resaltar la necesidad de darle continuidad a este trabajo
analizando las competencias matematicas de los estudiantes de ingenieria ya que en los
resultados obtenidos en esta investigacion se evidenciaron casos particulares de estudiantes

que no evidencian los logros esperados.

P5. ;Existe relacion entre el rendimiento de los estudiantes y los errores que cometen de

acuerdo al sexo al que pertenecen?

De acuerdo al anuario estadistico de educacion superior de 2013 (ANUIES, 2013), en México
estan matriculadas mas mujeres (50.1%) que hombres en las universidades. De manera

similar, el nimero de participantes en este trabajo fue equitativo, por lo que el analisis de las
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respuestas por sexo resulto equilibrado y encontramos que no hubo diferencias significativas
en el rendimiento de los estudiantes de ambos sexos. Esto puede ser debido a que en los
ultimos afios se ha incrementado el niimero de mujeres que tienen acceso a los distintos
niveles educativos en nuestro pais; por tanto, actualmente las mujeres tienen las mismas
posibilidades que los varones de alcanzar una formacion académica aceptable antes de
ingresar a la universidad. Todo esto nos lleva a considerar que actualmente no hay elementos
suficientes para pensar que el sexo es un factor determinante en el rendimiento de los

estudiantes universitarios.

Pé6. ;Los estudiantes de nivel universitario, considerando su formacion académica previa,
estardn ubicados en los niveles mds altos de entendimiento de comprension de los distintos

usos y significados de las letras en dlgebra?

Considerando los resultados obtenidos en esta investigacion, se puede afirmar que la mayoria
de los estudiantes participantes en este trabajo no resultaron ubicados en el nivel esperado de
entendimiento del uso y significado de las letras; el 25.8% de los estudiantes estan en el nivel
I y al 53.6% en el nivel II. Teniendo en cuenta que la totalidad de los participantes de este
trabajo cursaron secundaria y bachillerato, se esperaba que la mayoria superaran al menos
estos niveles, ya que en ellos los estudiantes deben resolver tareas puramente numéricas o
que tienen una estructura algebraica simple, tales como, sustituciones numéricas directas en
expresiones algebraicas en donde las literales no tienen coeficientes o si los tienen son
cantidades pequefias, multiplicacion de datos numéricos, simplificacion de términos
semejantes que involucran una sola letra como incognita, entre otras. Estos contenidos son
estudiados desde la secundaria y es de esperar que los participantes en nuestro estudio se
ubicaran en los niveles III y IV, los de mas alta exigencia cognitiva. Sin embargo
aproximadamente el 80% de los estudiantes participantes evidenciaron su bajo nivel de
entendimiento para utilizar las letras como incognitas de valor especifico, las cuales
representan nimeros en lugar de objetos. Tampoco son capaces de expresar y justificar
respuestas a items de manera generalizada y se limitan sélo a la evaluacion de algunos valores
numéricos que satisfagan la expresion, asi mismo, muestran desconocimiento del concepto

de variable.
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Los resultados de la aplicacion del CSMS en el Centro Universitario de la Costa Sur no
difieren mucho de los resultados de la aplicacion original de dicha prueba en el Reino Unido,
pero debemos destacar las edades diferentes de los sujetos de investigacion, asi como los
distintos niveles educativos en los que se han aplicado, estos resultados nos indican que los
estudiantes universitarios participantes en este estudio a pesar de tener conocimientos previos
de diversos contenidos algebraicos, dichos conocimientos no han sido comprendidos de
manera significativa, lo que nos conduce a inferir que durante su formacion educativa de
secundaria y bachillerato el conocimiento y la compresion del algebra es deficiente. Lo
anterior, podria ser un resultado del tipo de enfoque de instruccion procedimental que en la
actualidad es frecuente en el sistema de educacion conductista, el cual conduce a la enseflanza

y aprendizaje mecanicista en los niveles educativos previos a la universidad.

Es de gran preocupacion en este trabajo, que, incluso en el nivel universitario algunos
estudiantes manifiesten errores en la comprension de diversos conceptos algebraicos, que
revelan en algunos casos, una ausencia total del conocimiento de los conceptos de mas alto
nivel cognitivo en la comprension y uso de las letras en algebra, a saber, el uso de la letra

como niimero generalizado o como variable.

Consideramos que las posibles soluciones al problema de ensefianza y aprendizaje del
algebra son una empresa compleja, pensamos que un punto de partida puede ser la propuesta
de un cambio de actitud entre los estudiantes y profesores que aiin en la actualidad consideran
que comprender un concepto algebraico consiste en memorizar y efectuar un procedimiento.
Creemos que la memorizacidn es vista como un conjunto de reglas aisladas, las cuales son
deficientemente retenidas y por consecuencia facilmente olvidadas. En el mismo sentido,
estimamos que deben continuar los esfuerzos por parte de las instituciones educativas de
nivel basico para seguir revisando y evaluando los planes educativos actuales, para que se
incluyan en ellos los distintos enfoques del dlgebra que se mencionan en este trabajo, con el
proposito de promover estrategias que conduzcan a un 6ptimo desarrollo del pensamiento
algebraico en los estudiantes desde la educacion basica para intentar que desarrollen su

maximo potencial cuando cursen el nivel universitario.
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5.2 POSIBILIDADES DE CONTINUIDAD

Tomando como base los resultados obtenidos en este estudio, consideramos pertinente

exponer una serie de sugerencias con el fin de darle continuidad a esta linea de investigacion:

Es necesario ampliar la muestra de estudiantes evaluados a nivel universitario para tener una
idea mas precisa si los resultados encontrados en una muestra como la que se obtuvo en este
trabajo es reflejo fiel de la poblacion total de estudiantes universitarios que pertenecen a esta
institucion. Asi mismo, estimamos conveniente ampliar el universo de la muestra hacia el
nivel de bachillerato, para posteriormente comparar los resultados de esos estudiantes con
los estudiantes de nivel universitario, para de esta manera obtener conclusiones acerca del
nivel de entendimiento entre estudiantes con distinta preparacion académica y de diferentes

edades.

Se recomienda también hacer una valoracion de la conceptualizacion del dlgebra escolar que
poseen los profesores de los niveles educativos previos a la universidad, puesto que
consideramos que algunas de las causas de los errores que tienen los estudiantes para
comprender el uso y significado de las letras en algebra, pueden encontrarse en deficiencias
relacionadas con la interpretacion de los distintos enfoques del dlgebra que pueden tener sus

profesores.

También puede ser de interés examinar las fuentes comunes de los errores, para de esta forma
proponer estrategias didacticas que contribuyan a disminuirlos en las producciones de los
estudiantes por el uso y comprension de los distintos significados en algebra. Posteriormente,
se puede observar si se refleja en la mejora del rendimiento de las asignaturas de matematicas

en los estudiantes universitarios.

Consideramos importante también otorgarle una mayor importancia a la investigacion
cualitativa como una forma de profundizar en el analisis de las fuentes de los errores en
algebra, ya que indudablemente este tipo de estudios nos permite interactuar de manera
directa con los sujetos investigados y a la vez permite acercarnos de una manera activa sus
razonamientos. En el caso particular de nuestra investigacion, nos permitioé descubrir algunas

fuentes de errores que no hubiera sido posible documentarlas con el analisis cuantitativo.
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Las fuentes de error originadas por causas emocionales y afectivas no fueron analizadas a
fondo en este trabajo, pero por la experiencia profesional del autor de esta tesis asi como los
trabajos revisados de distintos investigadores (Ruano et al 2008, Socas, 1997) quienes las
destacan como fuentes de probables causas de errores; nos lleva a considerar la posterior

aplicacion de un instrumento de evaluacion disefiado especialmente con ese objetivo.

5.3 LIMITACIONES DE ESTE ESTUDIO

Durante el desarrollo de este trabajo se tuvieron las siguientes limitaciones:

Debido a que en el momento de aplicar el instrumento de evaluacion el investigador del
presente trabajo no estaba incorporado como profesor en la institucion, no fue posible disefar
una muestra estadistica que nos permitiera contar con un espacio muestral mas amplio,
limitdndonos a solicitar el apoyo de un solo departamento que contaba con profesores que
impartian en ese momento asignaturas de matematicas en varias titulaciones. Esta limitacion
también se manifest6 en el hecho de que algunos de los grupos no acudieron a la cita para la
aplicacion del instrumento ya que previamente se les indic6 que no contaba para la

evaluacion del curso en el que estaban inscritos.

De manera parecida al punto anterior, solo acudieron a las entrevistas 12 de los 20 estudiantes
citados. Nos ha resultado dificil convencerlos de la necesidad de acudir a las entrevistas por

no ser el profesor titular de las asignaturas que estaban cursando en ese momento.

5.4 APORTES

El presente trabajo ha servido para detectar, analizar y categorizarlos errores que cometen los
estudiantes al trabajar con distintas tareas algebraicas, en las que deben emplear los diversos
usos y significados de las letras en algebra. Asi mismo, hemos puntualizado en algunas de
las fuentes que originan dichos errores, por lo que consideramos que este trabajo sentara las
bases para futuras investigaciones relacionadas con el estudio de las fuentes que provocan
los citados errores, teniendo como objetivo buscar posibles estrategias didacticas que apoyen

a la disminucidn de los errores cometidos por los estudiantes universitarios.
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En relacion con la aplicacion del instrumento de evaluacion, el cual originalmente se aplico
con estudiantes del Reino Unido y de nivel educativo equivalente al bachillerato, hemos

valido su pertinencia para estudiantes de mayor edad y de distinto contexto educativo.

Por otra parte consideramos que dentro de las aportaciones de este trabajo se encuentran las
siguientes publicaciones, las cuales fueron sujetas a un proceso de arbitraje para su

publicacion:
Seminarios de investigacion

Garcia, J., Segovia, 1. y Lupiafiez, J.L. (2011). Errores y dificultades de estudiantes
mexicanos de primer curso universitario en la resolucion de tareas algebraicas. En J. L.
Lupianiez, M. C. Canadas, M. Molina, M. M. Palarea y A. Maz (Eds.), Investigaciones en
Pensamiento Numeérico y Algebraico e Historia de la Matemdtica y Educacion Matemdtica

- 2011 (pp. 145-155). Granada: Universidad de Granada.

Garcia, J., Segovia, 1. y Lupiafiez, J. L. (2012). Antecedentes y fundamentacion de una
investigacion sobre errores en la resolucion de tareas algebraicas. En D. Arnau, J. L. Lupiafiez
yA. Maz (Eds.), Investigaciones en Pensamiento Numeérico y Algebraico e Historia de la
Matemdtica y Educacion Matemdtica - 2012 (pp. 139-148). Valencia: Universitat de
Valéncia y SEIEM.

Publicaciones en revistas indexadas

Garcia, J., Segovia, 1. y Lupiaiiez, J. L.. (2014). El Uso de las Letras como Fuente de Errores
de Estudiantes Universitarios en la Resolucion de Tareas Algebraicas. Bolema: Boletim de

Educacdo Matemdtica, 28(50), 1545-1566.
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ANEXOS
ANEXO 1

Examen departamental Matematicas I

Nombre: Carrera: Fecha: I A

PRIMER EXAMEN DEPARTAMENTAL DE MATEMATICAS 1, 2008-B

Resuelve lo que se te pide, anexando tus procedimientos en hojas por separado.
Recuerda que no se permite hacer uso de calculadora, formulario ni celular.

1. Encuentra el valor de x para la siguiente ecuacion: 3(x+4)-4=2x-3

. L 2y w8y 42418
2. Efectuar |a siguiente division: ———

Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
2x+2y+2z=4 ; 4x+10y+6z=2 ; 6x-2y-4z=-2

ok

e

Desarrollar el siguiente binomio: E:r-sa‘

A

3

5. Desarrolla el siguiente binomio: |uh:+.-.-: |

6. Factoriza ¢l siguiente polinomio: x =15x+54
7. Desarrolla la siguiente expresion: 4xy( Sx +3y=3xy)

y %
]

5. Factorizar la siguiente expresion: 8x'y =2xy’ +4x'y +x' v

9. Encontrar el intervalo de solucion de la desigualdad: 4 < 3x -4 < 11

" -
+4<3x+5

10. Resolver |la siguiente desigualdad:
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ANEXO II

The Concepts in Secondary Mathematics and
Science (CSMS)-Algebra test.

Estimado/a alumno/a :

Tenemos el gusto de dirigirmas a ti para salicitar tu participacidn en una actividad de apoyo a la
investigacidn. En el departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada, estamas
investigando acerca de las posibles fuentes de los erraores que se presantan al resolver diversas tareas
algebraicas.

Solicitamos tu cooperacidn solidaria pues la informacién gue apartes puede resultar de gran ayuda para
mejorar las condiciones de ensefianza-aprendizaje de las matematicas.

Tu participacidon consiste en rellenar unas datos y responder a una serie de cuestionas que se recogen an
uria prueba, Esta tarea no te llevard mas de 45 minutas.

Es impartante gue a la hora de responder tengas prasente las siguientes instrucciones generalas:

Tus respuestas son obsolutomente CONFIDENCIALES, de acuerda con el Informe del Comité de Etica
v la Ley de Secreto Profesicnal v de Proteccidn de Datos. Los profesares no podran acceder a ellos
v, 2n ningdn caso tendran incidencia alguna en tus resultados académicos.

Esto no es un examen o uno evoluocidn. Las respuestas obtenidas seran utilizadas con el dnico fin de
evaluarlas de acuerdo con las criterios de valoracién utilizadas en nuestra investigacidn.

Trabojo rdpido, pero no lo hagas a |2 ligera. Es de vital impartancia para nuestra investigacidn gue
trates de desarrollar un procedimiento que te lleve a la respuesta que buscas. Asi gue te
salicitamos escribas las operaciones que creas convenientas v no las barres,

¥ sobre todo, no alvides responder o todas las preguntas.

Muchas gracias por tu coopearacidn.

RELLEMA LOS SIGUIENTES DATOS

Mambre Carrera

Codigo de alumno: Sexo: Masculino Femening Edad:
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Nombre . Fecha ..... ... ... .. .o oo,
[ Edad
Ejercicio de ensayo 1
Qué mimero da o+ 4 si a=m2 L.
3i a=m: ...
Qué nimeroda 4a  si o= L.
3 o= ...
Ejercicio de ensayo 2
Completa los espacios:
(trabajar la paging hacia abajo)
X = 3y X ——a x+3 X — Tx X ==+ E
2 — 5 —f 22— I o—
j e rrrear 4 i
n —
Ejercicio de ensayo 3
Puedes introducir cualguier mimero esta mequina: -— + 4 - E S S S
i Puedes encontrar otre magquina gue hage e
mismo efecte global? " » -1 +

Ahora da la vuelta a la pigina para ver las RESPUESTA
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Ejercicio de ensaye 1 RESPUESTAS

Qué nimero da a+4 si a=2 B .
si oa=s 8

Qué nimero da  4da 51 gm3 LB
s ams 20

Ejercicio de ensayo 2 RESPUESTAS

Completa los huecos:

ftrabaja (o paging hacia abafo)

X — 3x X —ex=3 xr — Jx X —t= iR
22— F o— B I — 14 I —Nn
5 — 15 4 —eT

i — 3

Ejercicio de ensayo 3 RESPUESTAS

&i introduces en ambas maguinas, por gjemplo el nimero &, se obtienen [os mismos resultados con las
aperacioneas indicadas:

—6+4 110x2 |+ 39

6

..lﬁxz L l2+8 | 20

Ahotra comienza el test en la pigina siguiente
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ALGEBRA 1

1. Completar los espacios: L T AN
§ — I —
r e ieeees
2. Esecribe el menor v el mayor de las siguientes expresionas: menos mayor
n+l, n+d, n=3 n, m=T. i ieeaaaas
3. Cudl es més grande, 20 o o+2 L.
4 =
4. dsumado a n puede ser eserito como n + 4. n multiplicado por 4 puede ser escrito como 4a.
Suma 4 a cada una de las siguientes expresiones:  Multiplica cada una de las siguientes expresiones por 4:
B n=+5 in B n+5 in
3. 5i a+h = 43 5 n-I246 = 762 5 e+f = §
a+h+2 = .. n=247 = . e+f+gy =- ...
6. Qué puedas decirde o & a=35=8 L LLiliiiin
Qué puedes decirde & si b+2 esiguala 26 L.l
7. (Cual es el area de las sipuientas figuras?
3 ] " 5
4 10 m e 2
A= L A= A= L A= L
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10
3
2 2
I

6 9
8. El perimetro de esta figura es igual a Calcula el perimetro
6+3+4+2, locualesigualals. de esta figura P R
£
S.
g g

Este cuadrado tiene sus lados de longitud g.
Por tanto, para su perimetro, podemos escribir p=4g.

£ Qué podemos escribir para el perimetro &
de cada una de las siguientes figuras?
u u 2
i A Parte de esta
e e Agura o
5 5 esta dibujada.
h h Hay n lados
en total,
todos de longitud 2.
e 1 6
P s s Pm e Py oy D

10. Las zanahorias cuestan 80 centavos cada una y los pepinos cuestan 60 centavos cada uno.

Si z representa el numero de zanahorias compradas
y p representa el numero de pepinos comprados,

$Qué representa
BEEBBT =000 eSS SIS SRS SN I

(Cuél es el nimero total de verduras compradas? ... .......i.....

1. Qué puede decir sobre u si u = y+3

Qué puede decir sobre msi m = 3n+ 1

12. SiJuan tiene J canicas y Petra tiene P canicas,
£ Qué puede escribir para el nimero de canicas
que tienen juntos? i iiiieieseaesaaen
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13.

o + 3a puede escribirse de manera mas sencillamente como 4a.

Escribe las siguientes expresiones mads sencillamente, si es posible:

2a + 5aw ...

2a + 5w . 3o - (b= o)™ .
(a=b)y+awm ... ga+*deg=-dm ...
2o +5ag+am L. Jg - b Tam i
(o - B)y+=bw (fa+h)+ja-H=
14, Qué puade decir sobre r si rom g =
W L B
15,
En un dibujo como este puades
calcular el nimero de diagonales
restando 3 del nimero de lados.
Por lo tanto, una figurs con 3 ladostiene 2 diagonales;
una figura con 37  lados tieme ... ...... .. dizggonalas;
una figura con ik ladostiene  ............ diagonalas.
16, Qué puedes decir sobre de ¢ =1 o+ d = 10
¥ ¢ B menorque do
17. El salario base de Maria es de 3200 por dia

Ella también racibe otre pago de 520 por cada hora extra que trabaja.

5i h representa el ndmero de horas extras que ella trabaja, v
g1 [ representa su paga total por dia {en §)
escribir una ecuacion que relacione Fy b

£Cual seria la paga total del dia si ella

trabajé 4 horas extras? i
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. ¢ Cudndo son verdaderas las siguientes expresiones - sismpre, nunca, o a veces?
Subrayar la respuesta correcta:

A+ B+ CmC+d+ 8 Siempre. Nunca. A veces, cuando

L+M+Nmwl+P+ N Siempre. Nunca. A veces, cuando

a = b+ 3 pQudsucedecon a s b seincrementaen 2T

Fom 3+ 1. pQuésucede con st g se incrementaen 27

20.

Los pasteles cuestan p centavos cada uno v las empanadas e centaves cada una.
5i compro 4 pasteles v 3 empanadas,
LQué significa

4p+3e 7

21.

S esta ecuacitn— fx+ 1)+ x = 340
es verdadera cuando x = §,

Entonces

LQué valor de x

hard esta ecuacidn —s (5x + 1)%+ 5x = 349
verdadera?

22,

Los ldpices azules cuestan 3 pesos cada uno ¥ los ldpices rojos cuestan & pesos cada uno.

&i compro algunos ldpices azules v algunos rojos ¥ en total me cuestan 90 pesos.

51 a es el nimero de lipices azules comprados, ¥
si r es el nimero de lapices rojos comprados,
Qué puede escribir acercade a v 7
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El Uso de Las Letras como Fuente de Errores de Estudiantes

Universitarios en la Resolucion de Tareas Algebraicas

Use of Letters as a Source of Errors for University Students in Solving

Algebraic Tasks

e " - -
José Garcia Suarez

Isidoro Segovia Alex™

Josd Luis Lupidfiez Gémez™"

Resumen

La presente investigacion s un estudio realizado con 199 estudiantes del Centro Universitario de la Costa Sur,
en Autldin, México, cuve objetive es analizar los errores més comunes que los alumnos de primer seimestre
presentan en las producciones, al operar con los distintos significados que pusden tener las letras en algebra v
con base a es0s resultades, establecer su vhicacidn dentro de alguna de las cuarro categorias de entendimisnto
en el uso v significado de las letras en dlgebra que propone Kochemann (19200, Los resuliados muesmran que
mas de la mitad de los estudiantes de este nivel educativo no manifiestan dificultades al evaluar las letras,
mangjarlas como objewns o considerar su presencia, sin embargo, sl revelan deficiencias en el discernimiznuo
para comprender el uso v significado de las letras como incdgnitas de valor especifico, nimeros generalizados v
como variables.

Palabras-clave: Errores. Tareas Algebraicas. Usos de las Lewas. MNiveles de Emendimientn. Esmudianmes
Universitarios.

Abstract

The present investigation is a smdy with 194 siedents of the Centre Universitario de la Costa Sur in Autlan,
Mexico. It aims w0 analyze the most comumon mistakes thar first semester students show in the productions, to
operate with different meanings that may have leners in algebra and, based on these resulis, establish itz location
within one of the four caregories of understanding in the wse and meaning of lemers in algebra proposed by
Kilchemann {19805 The results show that more than half of the students at this level of education do not show
difficulties in evaluating lewers, handling them as objects or considering their presence, however, it does reveal
deficiencies in the discernment wo understand the use and meaning of the lemers as unknewn of specific value,
numbers, and variables such as widespread.

Keywords: Errors. Algebraic Tasks. Uses of Leners. Levels of Understanding. University Smudents.
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® Master Oficial de Diddctica de la Matemdtica por la Universidad de Granada {UGR). Profesor Docente del
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Casimiro Castillo 19, C.P. 48900, Autlan, Mexico. Email: josegar@cucsur.udg.mx

Doctor en Diddcrica de la Matemdrica por la Universidad de Granada (UGR)L Profesor Thular en el
Departamento de Diddctica de la Mavemdatica. Universidad de Granada (UGR). Granada, Espafia. Direccidn
[ﬂs{al: Facultad de Eduwcacidn, Campus de Cartuja, [EO7T] Granada, Espafia. E-mall® isegovia@ugres
" Dcior en Diiddctica de la Matematica por la Universidad de Granada {(UGR). Profesor Titlar en el
Departamento de Driddcrica de la Maremdtica. Universidad de Granada (UGR). Granada, Espafia. Direccidn
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Historicamente la enseflanza v aprendizaje del dlgebra no han producido los resultados
deseados en la formacion educativa de los estudiantes de educacidn secundaria v bachillerato
(BOOTH, 15981, 1988 KOCHEMANN, 1978, 1880; URSINI; TRIGUEROS, 2004,
USISKIN, 198E: RUAND: S0OCAS: PALAREA, 2008: HODGEN et al, 2009). En la
gctualidad, esta situgcion no he cambizdo v se refleja en el desempefio de aguellos
estudiantas, quienes al ingresar a la universidad manifiestan un deficiente aprendizaje, con
nociones pobres acerca de conceptos alpebraices elementales, exhibiendo un comulo de ideas
cotfusas que dificilmente asimilan o retiensn, provocande dificultades en 2] entendimisnto de
nociones Yy conceptos basicos del algebra (LINCHEWVSKI, 1995 POCHULU, 2005;
CAPUTO: MACIAS, 2006; FERREYRA et al,, 2010). Esta situacidn puede tener importantas
repercusiones cuando los estudiantes se enfrentan con asignaturss de mateméticas cuyos
contenidos tienen un mayor nivel de complejidad cognitiva v que pueden tener mucha
importancia én su desarrollo profesional posterior.

En lo que respecta a investigacionss relacionadas con la enseflanza v aprendizaje del
dlgebra en niveles educativos supericres en México, consideramos aportaciones importantes
log trabajos de Backhott v Tirado (1993), quienes afirman gue, aproximadamente, mas de la
mitad de los estudiantes universitarios participantes en su investigacidn, tienen problamas con
€l dominio de los conccimientos bésices de dlgebra que se imparten en secundaria
{comprension del despeje de incdgnitas, evaluacin de expresiones algebraicas, simplificacidn
de ecuaciones algebraicas lineales, solucidn de ecuaciones de primer grado ¥ planteamiento v
solucidn de problemas en términos de ecuaciones). Asi mismo, Ursind v Trigueros (2006
realizaron estudios orientados a evaluar el domino del mangje de la variable en estudiantes
universitarios ¥ mencionan, en sus resultades, que la mavoria de los sujetos analizados solo
son capaces de integrar los usos de las letras como ndmere general ¥y como incognita cuando
se les presentan problemas sencillos. Muchos de ellos tampoco son capaces de simbolizar
expresiones, ni interpretar @l papel de las variables involucradas en el problema, ni establecer
o mangjer las relaciones entre las variables,

Por otra parte, Usiskin ( [988) sefizld que en el aprendizaje dal dlgebra, un tema de
gran dificultad ha sido, resolver tareas algebraicas centradas en las operaciones basicas
{suinas, restas, multiplicacionas v divisiones de expresiones algebraicas), en la formulacion v
solucion de ecuaciones, ast como el mangjo de las funcionegs. Kichemann { 1980, al respecto,
establecid que las razones de estas dificultades pueden residir en los diferentes usos que los

estudiantes dan a las letras cuando éstas se presentan en distintes contextos, manifestando en
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muchas ocasiones su incepacidad de distinguir sus significados. Diversos trabajos de
investigacion han sido enfocados a los usos de las letras en dlgebra v su relacidn con el
concepto da variable, entre ellos Collis (1973), gue documenta las diversas maneras que los
estudiantes interpretan las letras empleadas como simbolos matematicos. Tomando como
base este trabajo, Kichemann (1980), identifica seis tipos de usos de las letras en las
matematicas escoleres de nivel secundaria: letra evaluada, letra no utilizada o ignorada, letra
como chjeto, letra como incdgnita, letra como nimere generalizado v letra como variabla,
que constituyen el referente que usaremaos en la parte empirica de nuestro estudio.

En este trabajo queremos constatar ¢l bajo nivel de conocimientos algebraicos que los
estudiantas tienen al ingresar a la universidad & través de [os errores mas comunes v que no
correspondan a su grado académico. Ast, el objetivo de nuestro estudio es detectar, analizar vy
organizar [os errores sistemdticos gue tienen los estudiantes universitarios cuando abordan
tareas algebraicas que requieren el conocimiento ¥ el manejo de distintos usos de las letras v
relacionar las dificultades gue los originan con sus niveles de comprensidn en algebra. Para
esto se considerd el test de evaluacidn de Concepts In Secondary Mathematics and Science
Stuely in .ifgebr:.r {(C8MS), desarrollado en Inglaterra por el King™s College London, en 1980,
scalizado en 2008 v modificade v adaptade 2l contexto de México. A partir de esta
indagacion, revelamos come los preblemas de aprendizaje no resueltos del dlgebra escolar en
niveles educativos chligatorios, en México, tienen incidencias adn en el nivel terciario de
formacion.

Muchos trabajos indagan sobre las dificultades de nifios de escuela elemental al wsar
dlgebra, mientras que otros muestran formas de ayudar a los estudiantzs para facilitar la
transicidn curricular entre la aritmética v el dlgebra. Sin embargo, pocos estudios se enfocan
en mostrar que las dificultades que los estudiantes padecen en los niveles primario y
secundario persisten cuando 2stos inician sus estudios superiones.

Por esta razin, consideramos gque la relevancia de esta investigacidn radica en
documentar las dificultades gue presentan los estudiantes en el primer curso de matemdticas
en la Universidad: de esa manera, podemos establecer un marco interpretativo importante
para tedas aquallas institucionas educativas de nivel superior en las cuales el primer curse de
matamaticas se compong, esencialmente, de contenidos alpebraicos. Esmudios de este tipo
puedan sugerir dénde reforzar el conocimiento algebraico en aquellos estudiantes que, a pesar

de contar con una formacidn algebraica previa, muestran carencias en esos conccimientos.

2 Antecedentes y Marco tedrico
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Diversos investigadores han manifestado que la dificultad de la .n'gnir‘a‘cur.a‘dn" de las
letras, no es un alge trivial para un buen ndmero de estudizntes. Esta situacidn fue constatada
por Kieran (1990, p.98) guien ejemplifica esta dificultad a rravés del siguiente gjempla: "En
aritimética, 12m puede significar 12 metros, es decir, 12 veces | metro. Pero en dlgebra, 12m
puede significar 12 veces un nimero indeterminado de metros". Por tanto, la letra tiena dos
significados diferentes segin el contexto. Davis (1975) proporciond otre dilema en el use de
la misma expresion para expresar dos cosas diferentes én el mismo contéxto: o + b representa
a la vez, el procedimiento de afladir o v & v el resultade de la suma; 2sto e caracteriza coimo
€l dilema proceso-producto. El mismo Davis sostiens que en algebra no hay una distincidn
clara entre esas dos entidades. Para el mejor entendimiento del uso de las letras: Philipp
propuso siete cateporias de aprupacion v describe con egjemplos los distintos usos de las

IMISMAS:

Letras como etlgueras, coma: fey en 3=y, En donde f 5e usa para dengiar ples @
¥ parg denotar yarda)! como cCoRSIanies £, &, ¥ ¢ came [redghitas para denotar X en
Sx-@ =11 como mipweros generallzados pera denotar 2, B oen a+h=b—a; comn
cantidades variahles para denotar x, ¥ en y=0-2; como pardrreiros para dendiar
m, b en y=mr+h, v como simbolos ahitraeros perg denaotar e, x en @ =x. [ Philipp,
1992, p. 160}

La variedad de significades gue una sola letra puede tomar indica la complejidad que
tiene para los estudiantes, especizlmente cuando éstos intentan identificarlas y urilizarlas en
diferentas contexios.

Mae Gregor v Stacey (1997) afirmaron que la mayoriz de los estudiantes, hasta los 13
afies, no puaden interpretar latras como nidmeros generalizados o incluso como incdgnitas con
wvalor especifico; generalmente ignoran las letras v las reemplazan con valores numéricos, o
consideran las letras como etiquetas, es decir, abreviaturas de las caracteristicas de los ohjetos
{iniciales de nombres de personas, de objetos o lados de figuras geomérricas, éntreé otras).
Afirmaron, también, gue la principal explicacién para este tipo de error tiens vinculo divecto
con los niveles de desarrollo cognitivo; sin embarpo, proporcionaren  explicaciones
alternativas para origenes especificos de interpretaciones errdneas que no han tenido
demasiada repercusion en la literaturs, va que pueden o no estar asociados con el nivel
cognitive. Segln ellos, estos origenes son supuestos infuitivos v de razonamiento pragmético

gcerca de una nueva notacidn, las analogias con los sistemas de simbolos familiares, la

" Palarea (1999 define significacién de las latras como: el uso v significade que los estudiznies les dan a las
letras en el dlgebra.
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interferenciz del nuevo aprendizaje en matemdticas v los efectos de los materiales didicticos
mal elaborados.

Un andlisis mds detallade acerca del wso de la letra en el dlgebra, lo encontramos en
Kiichemann (1980}, quien realizd investigaciones que involucraban a estudiantes ingleses
entee 15 v 18 afios que cursaban sus estudios de secundaria, clasificando los usos de las letras
de la siguiénte manera:

I Letrn evaluada. Es la asignacidn de valores numéricos arbitrarios a las letras: por
gjemplo ante la cuestion, &5f ¢ = f= § - g = (+ ¢ = ? glpunos estudiantes expresan
como resultado, e + <+ g = 12 asignéndole valores arbitrarios de 4 a cada una de las
incognitas, § = 4 = 4= [ 7

2. Letra ignoreda. En expresiones como Jr = 3y = 7z, algunos estudiantes dan como
respueste f2ovr: en este caso, los esudiantes trabajan realizando las operaciones
aritmaticas (2+3+7), ignorande la presencia de las letras o, en el mejor de los casos,
las consideran, pero no tienen significado para ellos.

3. Letra como un ofjeto. Las latras puaden ser utilizadas como abreviaturas de nombres
de objetos o come objatos en sf mismos, por ejemplo: 4p + e, podria representar el
enuncizdo 4 profesores v 3 estudigntes.

4. Letra como una incdgnitn especifica. Los estudiantes perciben que las letras tienen un
valor especifico pero desconocido. Por gjemple, la expresion £ = 8 + C nunca serd
igual a £ + D+ C, porque & no es igual a D (aungue ambas sean reconocidas como
variables que deben ser siempre con velor diferente una de la otra), ya gue son

representadas por diferentes letras del alfabeto.

Lk

Letrus como numerns generales. Los estudiantas perciben que las latras representan
valores, o por lo menos son capaces de tomar varios valores en lugar de sdlo uno. Por
gjemplo, los estudiantas, si se les pide gue elaboren una lista de todos los valores
posibles para la expresion o + & = 2, presentan generalmente una lista con varios
nimeros enteros gue satisfacen la condicion. Sin embargo, tienden & no darse cuenta
de gue deben expresar, de manera obligatoria, todos [os nameros que satisfacen la
condicidn.

6. La letra como variacion de canfidad (varioble). Agui los estudiantes ven las letras
como la rapresentacion de un rango de valores no especificados, incluyendo todos los
nimeros racionales e irracionales. Los estudiantes también comprenden gque la
variable se define por su relacidn con otros riminos en la expresion. Por ejemplo, en

la expresion [+ g= {0 el valor de fes dependiente del valor de g
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En el misme estudio, Kichemann (1980, p.70) identifica las primeras tres categorizs
dz los usos da la letra (evaluada, ignorada v como objeto) en el nivel mas elemental del
mangjo de ésta. En cambio, cuando los participantes reconocen las variables como incognitas
especificas, nlmeros generales o variacién de canridades, considerz gue tienen un
entendimiento alte sobre el concepto de la misma. En este mismo sentido, sostiene gue un
estudiante habré comprendido perfectamente el uso de los simbelos literales en algebra
cuando ses capaz de trabajar con la “letra como variable™. Sugiere también, que es mds fieil
para el estudignte trabajar con la “letra como incdgnita especifica™ gue con la “letra como
ilmero generalizada”™, v que es mds facil rabajar con la "letra como ndmero generalizada™
qué con la “letra como variable™

A partir de estas consideraciones, Kilchemann formula la relacidn existente entre los
distintos usos de las letras y caracteriza cudtro niveles de entendimiento de estudiantas én
relacidn a su significado y su uso.

Nivel 1 en el primer nivel se resuelven las tareas puramente numéricas o gue tienen una
estructura algebraica simple (sustituciones numéricas directas en expresiones algebraicas en
donda las litaralas no tienen coeficientes, multiplicacidn de datos numéricos, simplificacidn
de wérminos semajantes gue invelucran una sola letra como incognita). Los estudiantes en este
nivel son capaces de resolver problemas mediante el uso de las letras como abjetos (lados de
figuras geométricas, iniciales de nombres de objetos) o sin usarlas en absoluto. Cuando a
estos estudiantes se las presentan letras como incdgnitas especificas, tiendan a evaluarlas o no
utilizarlas para resolver dichas situaciones. Un gjemplo de tarea propia de este nivel es: 5 o +
Jm 8 entonces o = ___ donde la letra puede ser evaluada directamente con un valor numérico
que cumpla la igualdad.

Nivel 2t la diferencia con el anterior, es la mayor familiaridad con 12 notacidn zlgebraica que
les permite a los estudiantes resolver tareas de mas complajidad. Por ejemplo, en la tarea: 57 m
= Jn+i v on =4 emtances mow | los estudizntes deben hacer frente a ung expresion literal
ambigua antes de poder evaluar una letra. En este nivel existe una mayor disposicidn para
goeplar respuesias que aparécen incompletas o ambiguas.

Nivel 3t en este nivel las letras son uwsadas como incégnitas de valor especifico, que
representan nimeros en lugar de chjetos; sin embargo, los estudiantes en este nivel sdlo
pusden manajar las incognitas que presentan estructuras alpshraicas simples. Por gjemplo,
cugndo se les solicita sumar 4 o 3n, no encuentran dificultad, pero gl intentar resolver tareas
en las que sea necesario multiplicar 4 por n+3, son incapaces de efectuar de manera correcta

las 2 operaciones necesarias.
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Nivel 42 los estudiantes de este nivel pueden hacer frente a contextos en los cugles se requiere,
cotmo minimo, que las letras sean consideradas como incognitas especificas, pero donde hay
ung fuerte tendencia a tratar las letras como objetos, como se indica en @sta otra tarea: 57 fog
pasteles cuestan p centavos cada uno v lay empanadas e cenfavos cuda wna JQué significa 4p
+ Je? En este caso, los estudiantes deben ser capaces de distinguir gue las letras no son
etiquetas de las caracteristicas propias de los objetos (iniciales) e inferir gue la expresicn
enunciada puede representar distintos valoras, Asi mismo, este nivel involucra el manejo de
las letras como numeres peneralizados v como variagbles, como muastra la siguiente: JCudl ex
mas grande 2+n o 2n? Los estudiantss considerados dentro de este nivel de entendimiento
deben ser capaces de expresar v justificar la respuesta a este {tem de manerz generalizada v no
limitarse a la evaluacién de sdlo zlgunos valores numéricos que satisfapan la expresion. Por
esta razon, este nivel es considerado el de mayor exigencia cognitiva descrite por
Kilchemann.

Usiskin (1988) sostiene que el uso de las letras puede aplicarse en diferentes contextos
v con distintos significados en cada uno de ellos v, dependiendo del contexto en el que se
presentan, son tratadas de diferente manera; sostiene gue el entendimiento del concepte de
variable es el de mayor mivel de entendimiente del wso de las letras, pues implice la
posibilidad de superar la simple realizacion del céleule v operaciones con letras o con
simbolos, para alcanzar un entendimiento de las razones por las gue funcionan estos
procadimientos, la capacidad de prever hacia dédnds conducen v la posibilidad de establecer
relaciones entre los aspectos que asume la variable. De esta forma, destaca varias
asociaciones de wso de las letras a diferentes concepciones del algebra en el cual se utilizan.
Por gjemplo, una letra pusde representar una imcogmitc especifica, esto es, un nlmero
desconocido pere especifico que puede ser calculado considerando las restricciones dadas;
como aumero generalizade, es decir, un nimero indeterminado comprendido dentro de un
método general; o ser utilizado para representar una relacidn funcional entre dos cantidades
cuyos valores cambian. Mas atin, puede utilizarse de diferentes formas en momentos distintos
dentro de un mismo problema, asumiendo distintas caractenzaciones, Estas capacidades son
esperadas en alumnos de primer curso universitario, como con quienes se llevd a cabo esta

investgacion.

3 Descripeiin metodoelagica
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Nuestra investigacidn responde a un estudio descriptivo de cardcter cuantitativo y
cualitativo, dirigido al andlisis dal use de las letras en dlgebra v los errores manifestados por
los estudiantes de primer curso universitario al resolver distintas tareas algebraicas. Los
participantes fueron en total 194 estudiantas de primer curso universitario, del Centro
Universitaric de la Coste Sur de la Universidad de Guadalajara, Meéxico, cuyas edades
ocscilaron entre 18 v 20 afies. Los alumnos participantes fueron elagidos por el nivel educativo
en al que estaban inscritos en el momento de realizar este trabajo.

El desarrollo del estudio se llevd a cabo entre septismbre v diciembre de 2012 v 52
basd en la categorizacion de los distintos usos de las letras propuestos por Kichemann (1980),
con el fin de caracterizar la forma en la que los estudiantes interpretan los simbolos literales
en diferentes contextos algebraicos. Para ello se aplicd un cuestionario escrito en el que los
alumnos deben interpretar v manipular expresionas algebraicas, asi como resolver problemas
representados por simbolos literalas. Este instrumento estd basado en el modelo del proyvecto
Concepts in Secondary Muthematics and Science Study in A-Igebra referido en la introduceion,
¥ para su mejor comprensidn por los estudiantes, se realizaron modificaciones en el lenguaje
para adaptarlo al contexto social mexicano en el cual se implements.

El instrumento, originalmente disefiado por Klchemann, Brown v Blackeley
{KUCHEMANN, 1980, p.16), estd compuesto por 23 tareas én torno de distintos conténidos
algebraicos: sustitueion formal, simplificacitn, generalizacién v formulacidn, interpretacion y
solucién de ecuaciones’. Se aplicd en sesiones de 530 minutos v, una vez analizadas [as
respuestas, se realizaron entrevistas semi-estructuradas {I[ERNANDEZ: FERN.iNDEZ;
BAPTISTA, 1999) a una muestra de 10 estudiantes, con el objetivo de profundizar en la
bisqueda de las fuentes de los errores mediante las respusstas expresadas de manera

incorracta.
3.1 Las tareas

Las tareas fueron disefiadas por Kiichemann para cada categoria, describiéndose cada
unz de ellas en funcidn de la respuesta esperada, es decir, distinguiende cudnde los
estudiantes tendan que interpretar letras en cada item como valores evaluados, objetos,

incagnitas con valor especifico, nimeros generalizados v variables. La evalugcion de la

* Es posible consultar el cuestionario a ravds del enlace: hop:! goo gl MSQIXQ.
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prucha fue organizada de acuerdo con los niveles de entendimiente en el manejo de las letras
de este autor, bajo el siguiente formato:
Letra evaluada. Se asigna a la letra un valor numérica.
Letra fgnorada. Se ignora la letra presente o al menos s& reconoce su existencia sin darle
significado.
Letra comg obfers. Se considera lz letra como una forma abreviada de un objeto o como
chjeto en 51 misme con valor propio.
Letra comoe incdgmita de valor especifico. 3¢ considera una letra come nimero anico, pero
desconocido v que puaden operar directamenta sobrs ella.
Letra como numerg generalizado. La letra es vista como una incognifa gue puede tomar
warios valores
Letra como varianble. Las letras son la representacion de un rango de valores desconocidos v
con una relacion sistematica existente entre estos conjuntos de valores,

Las taregs relacionadas con cada uno de los niveles de entendimisnto, que fueron
consideradas para el andlisis de las respuestas de la prueba aplicada se presentan en el Cuadro

I son las misma que propone Kichemann (19807,

Mlvel Criterin
o Menos de 4 respuestas correctas de las tareas del nivel |
| Al menos 4 de & respuestas correctas de las iareas 5(a), G(a), Tib), 8, 9a), 13(z).
2 Al menos 5 de 7 respuestas correctas de las tareas Tic), 9k, cd, Llia), LLib)y, 130d), 13(a).
i Al menos § de 8 respuestas correctas de Las tareas 4(c), S(c), 90d), 13(b), 13(h), 14, 15(b), 16
+ Al menos 6 de 9 respuestas correcias die lag tareas 3, 4(eh, T(d), 17(a), 18(k), 19, 20, 21, 22,

Cuadra 1 - Tareas v niveles de entendimiento
Fuente: Kochemann (1980, p.64-63)

La prueba se aplicd en las primeras semanas del ciclo escolar v se seleccionaron las
carreras de Licenciatura en Nutricidn, Licenciatura en Administracién de Empresas, Técnico
Superior eén Electrdnica v Mecéinica Automotriz, Ingenieria en Procesos v Comercio
Internacional, Ingenieria en Teleinformdtica ¢ Ingenieria en Recursos Naturales v

Agropecuarios.

4 Resultados v discusidin

En este apartado presentamos v discutimos los resultados obtenidos mediante la
aplicacién del cuestionario. En primer lugar se fundamentan las razones por las cuales se
ubicaron a los estudiantes en los distintos niveles de entendimiento tomando como referencia

principal el marco propuesto por Kichemann (1980). A continuacién, detallamos algunas
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respuestas significativas, gue nos llevaron a situar 8 los estudiantes participantes en este
estudio en los distintos niveles antes mencionados. Al mismo tigmpo, consideramos que el
andlisis de los errores en las producciones de los estudiantes, junto con las entreévistas
realizadas, aportaron evidencias importantes schre las probables fuentes de los mismos, lo
cugl permitid confirmar ciarta similitud de los errores informados en este estudio con aguellos

errores reseflados en la literatura consultada,
4.1 Designacion de los estudiantes en los diferentes niveles de entendimiento

Con el objetive de explicar el método empleado para ubicar a los estudiantes en los
respectivos niveles de entendimiento, describiremos come gemplo el andlisis de las

respuestas del estudiante nimere 1, situado en el primer nivel (Tabla 1):

Tabla 1 - Respuestas correctas requeridas para 2l nivel 1

Tareas
# Estudiante 52 fa Th 8 Qa 13a
1 ¥ ¥ ¥ ¥ X X

La tabla | muestra que el estudiante contesta correctamente () a cuatre tareas e
incomrectamenta (X) a dos de las disedladas para el nivel 1. Es decir, respende correctamentea al
menos a4 de las 6 tareas de ese nivel, cumpliendo con suficiencia la condicidn requerida en el
Cuadro 1. Para completar nueestra valoracién, evaluamoes las respuestas a las tareas
consideradas en el nivel 2, no cumpliendo con el nbmero minimo de respuestas correctas de
las rareas requeridas de ese nivel, 5 de 7, como muestra 1a tabla 2.

Tabla 2 - Respuestas correctas requeridas para el nivel 2

Tareas
= Estudiante T o ge  Ila__ 11k I3 %
! ¥ X X ¥ X X il

D¢ manera similar se procedid con el total de las pruebas analizadas con el objetivo de
categorizar a todes los estudiantes. A continuacion, reseflaremos los resultados obtenidos,

distinguiendo las respuestas de los estudiantes ubicados en cada nivel de entendimiento.
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4.2 Resultados particulares del nivel 1 de entendimiento

La tabla 3 muestra los resultados del andlisis de las respuestas de los estudiantes
ubicados en este primer nivel de entendimiento’ a los items del nivel 2. Se presentan el
numery de estudiantes que no dieron respuestas a determinadas taregs, la cantidad de
respuestas correctas v la e respuestas incorrectas. Consideramos convendente recordar que da
acuerdo con la metodologia establecida por Kdchemann (1980), se analizan las respuestas
erroneas del nivel inmediate superior, las cuales imposibilitan ubicar a los estudiantes en ase
nivel de entendimiento. Por dltimo, en la parte inferior se presenta 2] andlisis da las respuestas
incorrectas que sé observaron en las producciones de los estudiantes de ese nivel. Las
respuestas analizadas nos llevaren a situar en €1 al 25.6% del total de la muestra.

Tabla 3 - Estudiantes del nivel 1: fipos de respuesta v usos de las latras

Te B Be 119 b 134 13a
Tipo de respuesta
Ein respuesta 19 7 10 20 2 4 12
Carrectas 17 4 23 24 12 25 13
THeorrecias 14 9 2 & 1] 18 15
LUse de las letras
Evaluada 2 2 7 ¥ + { 15
Tgnorada 12 7 5 0 4 18 ]
Cantg offero 0 ] a 0 0 v ]
Tnedgnira de valor especifica ] a 2 9 { -
Nigreern generallzado 0 -+ ¥ 4 E { ]

Como se puede observar en lg tabla 3, el item [15(a), presentd la mayor frecuencia de
respuesias errdneas por parte de los estudiantes ubicades en el nivel 1. El 74% de los
estudiantes respondieron de manera incorrectd el citado frem, aplicando un procedimignto
mediante el cual sustituian los datos numérices dados en el enunciado del problema para
intentar resolverlo.

La Figura 1 muestra un gjemplo prototipico de las respuestas que fueron consideradas

dentro de esta primer nivel de entendimiento para 2] caso de los items de la tarea 9.

g . R .
En las tablag de resultados emplearemoes el simbolo {(+) para indicar cudl es el uso de la letra esperado como
respuesta correcta en cada una de las tareas analizadas.
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Flgura 1 - Respuesias del estudiante ndmero 5 a la tarea 9

En la figura 1 se pueden apreciar las respuestas de dos de los usos mas habituales que
log estudiantes de este nivel atribuyen a las letras: lerra como obfete v letra ignorada. En el
frem 9 (b), el estudiante responde que el perimetrs de la figura es p = 52 En este caso el
estudiante identifica las letras presentes como ohjetos (los lados de 1z figura), asocizndo a la
letra ¢ un valor desconocido, segin manifestd el estudiante en la entrevista posterior. Por otra
parte, s¢ puede advertir en el item 9 (¢}, gue el mismao estudiante ignora las letras presentes al
afirmar que el perimetro de esa figura es: p = /4,

Algungs otras respuestas incorrectas frecuentes exhibian diversas deficiencias en los
conocimientos no sélo algebraicos, sino aritmeticos, pues enconlramos respuesias arroneas da
sumas v multiplicaciones aritméticas en las respuestas de algunas tareas. Asi mismo, en
algunas otras respuestas se advirtid la tendenciz de los estudiantes a responder correclaments
las expresiones que les permitian resolver una expresidn con una sola operacidn vy se
mostraban incapaces da resolver aquellas que les exigian més de dos operaciones o relacionar
varias de éstas, evidenciando, de esta forma, deficiencias en sus conocimientos alpebraicos
elemeantales. En algunos casos, los estudiantes son incapaces de resolver una suma algebraica,
como la incluida en el item 13 {a), dal primer nivel - Escribe de manera sencilla la siguiente

expresion: 2a+ 5o =7 obteniendo respuestas como 7o o,
4.3 Resultados particulares del nivel 2 de entendimiento
Los resultados sitian en este nivel al 53.8% de los estudiantes, que fueron los que

resolvieron de manera correcta las areas propias de los dos primeros niveles, pero en cambio,

no superaron las propias del nivel 3. La tabla 4 muestra los resultados del andlisis de las
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respuestas de los estudiantes ubicados en este segundo nivel de entendimiento respecto & los

items del nivel 3.

Tabla 4 -Estudiantes del nivel 2: tipos de respuesta v usos de las letras

lrem

4o Sc ad 13k 13h 14 15k 1]
Tipo de respuesta
Sin respuesia 3 19 23 i} 10 2 22 17
Correclas 35 25 30 1 &0 2 27 11
lncorrectas & 60 51 26 34 46 55 Th
Usn de las letras
Evaluads 3 9 28 0 0 31 11 ]
Igrorgds 26 0 i 4 21 0 0
Comicr obfetn 0 7 23 iz 13 10 4l E
Tredgnita de valor especiiico ¥ 2 i 0 0 v { 60
Niimers generalizado 0 + v b ¥ v
Crros 2 2 i o /] 3 13

La tabla 4 destaca como la tarea gue presentd mayor frecuencia de respuestas
incorrectas fue la 16 (Figura 2), ya gue més del 73% de los esmudiantes de este nivel
expresaron raspuestas utilizando [as [etras como incognitas de valor especifico en lugar da
considerarlas como numeros generalizados. Sobresale, ambién, la frecuencia elevada de
respuestas incorrectas encontradas en el item 13 {b), que presentd una alta frecuencia de
respuestas erroneas en los estudiantes ubicados en el nivel 2 {33.8%), utilizando [a letra como
objeto, la mayoria de ellos son incapaces de aceptar una respussta que incluya latras con el
significado de incognitas.

La figura 2 muestra otro gjemplo tipico encontrado en las respuestas de los estudiantes

de aste niveal.

16, Qué puedes decir sobre de ¢ si c+d = 10 ) \_‘7‘:1
— ] F = = 6
¥ C ¢smenor que o I v DA o By

Flgura 2 - Respuestas del estudiante nimero 8L a la tarea 16

En este caso, €l estudiante empled la letra como una incdgnita de valor especifico, es
decir, asigna un valor que satisface la condicidn dada en 2l enunciado dal problema, v acepta
ese valor como respuesta valida sin considerar gue puede incluir un rango determinado de
valores conccidos (nlmeros generalizados). Para profundizar en esta considerzcidn, se

entrevistd al alumno:
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Tnvestigador: Al ohiervar fw respuesta af ftem Jd, no me gueds clare como o
ohtignes. JMe puedes comentar goerca de edmo obtlenes gque ¢ = 4 ¥ d = §] cona
respuesta?

Estwdianre: Como dice gue ¢ y d, deben sumar 10, entorces dividi 10 entre 2 y me
dia 5. Despuds dice gue ¢ 25 menor gue d, por lo gue d es § y ¢ dehe ser 4.

I GEl resultade que obtuviste, satsface fodas [os casos posibles de respuesias gue
pueden presentarse de [a expresidn algehralea enunciada?

E: No entlends, ;Cuales casos posihles?

I' Ex declr, jPuede haber otras parefas de miineros que sumados den 10 Y que i
sea mayor gue &l oo ?

E: (M 51, par efempla 3y 7.

I: Azl ex, otvos efemplos 2 p 8, 1w B s Mantienes lo misma respuesta, despuds de lag
ohigrvaclones gie hicimos?

ErUbtiem. no, erlonces Jo puede tener pids valores aparte del 47

I: Asl e, p como deben ser esos valores, observa Jos gfemplos. ;Cudnm vallo & en
los gfemplos gue dimos?

E:d 3 21.

I' i Cdrn puedes expresar el valor de e, de acuerds @ esos efemplos?

Er Quee puiede ser 4 0 mrenor gue 4.

I Correcto, flnalmente para este problema, ;Puedes declrme porgue considerabas
que I Inedgniig sdlo fenia un valor?

E: Pues, porgie ol encontrar un valor gue o resolvia no busgue mds, of pensar gue
con eio era suflclente...

Este andlizsis nos permite inferir que los estudiantes ubicados dentro de este nivel
mangjan adecuadamente las letras en estructuras zlgebraicas con mayor dificultad cognitiva
que las consideradas en el nivel 1. Sin embargo, persiste su tendencia a evaluar las letras
cuando desconocen el procedimiento correcto para resolver una determinada tarea. Por otro
lado, muestran deficiencias para comprender que las letras pusden representar nlmeros
generalizados v variables. Finalmente, se percibe en las respusstas de estos estudiantes una
mayor disposicion para aceptar respusstas que parecen incompletas o ambiguas, lo cual puede

deberse a una mayor familiaridad con la notacion algebraica.

4.4 Resultados particulares del nivel 3 de entendimiento

En este nivel se incluyen aguellos estudiantes que pueden operar las letras como
incdgnitas de valor especifico, es decir, las letras ahorz representan nimeres en lugar de
objetos. Sin embargoe, estos estudiantes sdlo pueden mansjar las incdgnitas que presantan
estructuras algebraicas simples v siguen encontrando dificultades para realizar las operaciones
que implican el manejo de estructuras alpebraicas mas complajas.

Los resultados obtenidos del anilisis en las respuestas nos indicaron que el 17.9 % de
los estudiantes quedaron ubicados en este nivel de acuerdo a los criterios establecidos en el

Cuadro 1. La tabla 5 muestra &l resumen de resultados respecto & los items del nivel 4.
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Tabla § - Estudiantes del nivel 3: tipos de respuesta y usos de las letras
item

4e Td I7a  18b 19 In 2]

1
a
]

Tipo de respuesta

Sin respuesta o 1 3 ] | 2 E 23 4
Carrectas 5 n 17 (] 4 15 3 17
Tncorrectas in 4 13 0 13 9 7 g L4
Use de las letras

Evaluada 4] 4 ] ] 3 ] /] ]
Tgnorada ] 5 ] ] ] 0 i 0 ]
Cawmicr obfelo 4 0 11 14 21 ] 4 0 1o
Tnedgnita de valor especifico 26 + 0 ] ] 14 0 ¥ ]
Neimiero generalizads + 0 ¥ + + 0 +
Variahle ] ] 0 ] ] ¥ ] 0 ]
(Dtros 4] 5 4 ] ] B 3 9 4

En este caso hacemos especial énfasis en las tareas 3 y 19, las cuales presentan la
mayor frecuencia de respuestas errdneas entre los estudiantes ubicados en el nivel 3. Estas dos
tareas son las de mas alta exigencia cognitiva, va gue para responderlas de manera correcta
los estudiantes deben de involucrar la comprension del uso v significado de las letras como
nimeros generalizados v como variable. Para la tarea 3, el 87.5% de los estudiantes
EXPresaron Una respuesta incorrecta, mientras que casi el B3% contestaron de manera
incorrecta la tarea [9. En ambos casos se advirtid que la mayoria de los estudiantes, tienden a
emplegr [as letras como incignitas de valor especifico. Estos registros altos en las respuestas
incorrectas, nos corroboran la falta de conocimientos de los estudiantes de este nivel para el
mangje ¥ comprension de las letras como nimeros generalizados v como variables; asi
mismo, & encontraron bastantes evidencias de estudiantes, que a pesar de estar ubicados
dentro de unc de los niveles de mayor exigencia cognitiva en el manejo de las latras,
continian con su tendencia a utilizar las letras como objetos, como se identificd en las

respuestas encontradas en el item 18 (b) (Figura 3}

1B pCudmds son vordsdorss s sIgulcnsos cxprosionos - SIEmpre, o, o n veses?
rhrcnerre by FTapaEE praTTe

A+ B+ = e A W Ssrapes. "Faunc a B o, Gl
Lo+ A+ N =L+ P+ N TSI S T, oasnda FYT 23 =3 daonl e F

Figura 3 - Respuestas a la cuestidn |8 del estudiante nimero 176
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Esta respuesta concuerda con un patrdn repetitive de seluciones a este flem.
Especificamente 20 de los 35 estudiantes ubicados en este nivel dieron como respuesta
Nunea, lo gue nos levé a suponer que la fuente del error que ocasionaba las respuestas
incorrectas podria ser que los estudiantss consideraban las letras como objetos o que letras
distintas no puaden tener valores iguales.

Ohiro tipo de respusestas comunes, son las que encontramos para la tarea 3. La figura 4

muestra un gjemplo de respuesta dada a esta tarea.

A, Cufl cemks grande. 2w o n+3 g o o

Explicalo:  POroRa®. . RN 85 v !m'l-*q:.‘i.wmvf.'n, o SaEenwnd o 'f_’r:“lf
0=l podonCes 4l = B 4 Zlay=2

Figura 4 - Respuestas a la tarea 3 del egtudiante ndmero 190

Como se puede observar en la respuesta del estudianta, persiste su tendencia a utilizar
las letras como incognitas de valores especificos v no concebir que las letras pueden
reprasentar un rangoe de valores (nimero generalizado), limitdndose & elegir un par de valores
que satisfagan la expresion gue se le presenta v dande como vélide el resuliado
correspondienta.

Fespecte & la tarea 19, casi el 73% de los estudiantes ubicados en este nivel

propoteionaron respuestas similares a la ilustrada en la figura 3.

19, & = B+ 3 L0 pucada con @ sl B so Inorements on 2 P 2 wole el

Fo= 3 o+ 1. prsd sucede con F el grose incremienta em 27 N ANNE b-!'ﬂl'.h

Figura & -Respuesta a la tarea |9 del estudiante |89

Los resultados obtenides muestran que silo un poco mas del 11% de los estudiantas
ubicados en el nivel 3 fueron capaces de emplear l2s letras como variables. Mas de la mitad
da los estudiant2s del mismo nivel emplearon 2] uso de la letra como incdgnita de valor
especifico, como procedimiento alternativo para resolver este item.

Conforme a las evidencias encontradas en el andlisis de [as respuestas en este nivel de
entendimiento, lz mayorda de los estudiantes presentd carencias significativas en el uso y

comprension del significado de las letras como ndmeros generalizados v como variable,
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4.5 Resultados particulares del nivel 4 de entendimiento

Para la ubicacidn de los estudiantes en el nivel de mayor exigencia cognitiva,
consideramos aquellos que eran capaces de emplear las 6 categorias descritas del uso de las
letras. Los resultados obtenidos del andlisis de las respuestas, nos indicaron que el 2.7% del
total de la muestra quedaron ubicados en este nivel de acuerdo a los criterios establecidos en
el Cuadro 1. En la tabla & se muestran los resultades de los alumnos ubicades en este nivel

respecto a los (tems correspondientes al misma.

Tabla 6 - Estudiantes del nivel 4: tipos de respuesta v usos de las letras

Ttem
ae Td 17a 1%h 19 il 21

Laa
(]
(]

Tipo de respuesta

Sin respuesta a { 0 a a 1 0 a a
Correcias | 5 5 4 4 1 5 4 5
Tneorrecias 4 0 0 | | 3 0 | 0
Usi de las letras

Evaluada 4 0 4] 0 0 0 0 | 0
Tgnorada 0 0 4] 0 0 0 0 0 0
Coea olfetn { { 0 | | 0 0 { {
Tncdgnira de valor especiiico { v 0 { { E 0 v {
Neinrern generalizmdo v { ¥ L v 0 0 { v
Fartable 0 0 ] 0 0 L 0 0 0

Es importante enfatizar gue los estudiantes situados en este nivel muestran avances
gignificativos en cuanto a la comprensidn de los diferentes wsos v significados de las letras,
pues la mayoria no deja sin respuasta ninguna de las tareas que le exigen un menor nivel de
dificultad cognitiva. Otra evidencia de su mavor nivel cognitivo se manifestd al no haber
encontrade respuestas incorrectas relacionadas con la omision de las letras presentes en las
tareas. Sin embargo, el andlisis de las respuestas a las tareas 3 v 19, nos arrojan resultados
poce satisfactorios relacionados con la comprension v manegjo de las letras como nimeros
peneralizados v variables, va que casi la totalidad de los estudiantes fueron incapaces de
resolver de manera correcta la tarea 3, [a cual implicaba una respuesia por medio de una
expresion gue inducia a la peneralizacion del resultado. Otro aspecto a destacar, es el hecho
da que s6lo un estudiante ubicado en el nivel 4, fue capaz de contestar de manera correcta la

tarea 19 que, como s menciond anteriorments, estaba disefiada para propiciar gue los
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estudiantes demostraran su capacidad para emplear v comprender el significado de las letras
como variables. Asi pues, sdlo 5 estudiantes de los 194 de la muestra, el 2.7%, se sithan en el

nivel 4.

4.6 Resultados generales por niveles de entendimiento

La presente investigacidn permite vislumbrar de manera plobal dos resultados
preliminares. El primero, gue el cuestionario v las entrevistas han permitido conocer y
caracterizar el bajo nivel de conocimigntos algebraicos que los estudiantes tienan al ingresar a
la Universidad, & ravés de los errores mds comunes que han quedado evidenciados en esta
investigacidn. La segunda es que los errores evidenciados en este estudio no corresponden al
gradoe académico de los estudiantss. A continuacidn se fundamentan cada uno de ellos.

Con base a los resultados del andlisis del total de respuestas de la prueba v a la
clasificacion de los estudiantes en los distintos niveles de entendimiento, reconocemos que en
general todos los estudiantes ingresan con un bajo nivel algsbraico como se muestran en la
tabla 7.

Tabla 7 - Resultados generales por nivel de entendimiento

Mivel de comprensldn Mimers de alumnos ki
Nivel 0 4] /]
Nivel | 30 236
Nivel 2 108 538
Nivel 3 35 17.9
Nivel 4 5 27

Como se puede observar en la tabla 7, no encontramos evidencias de estudiantes que
presentaran deficiencigs en sus conocimientos algebraicos que los ubicaran en el nivel 0. Sin
embargo, si identificamos 50 estudiantes universitarios (25,6 %) que fueron ubicados en el
nivel 1, va que manifastaron un aceptabls manejo de las letras al evaluarlas v las identificaron
como objetos con valores propios. Sin embargo, én 0CASIONES IENOCANON SU présencia én las
expresiones algebraicas v fueron incapaces de identificarlas con otro significade. Por otro
lado, 104 estudiantes (33,8 %) mostraron, ademads de las habilidades propias del nivel 1,
evidencias de, al menos, identificar las letras como incdgnitas de valor especifico. Pero al
igual que los anmeriores, tampoco fueron capaces de comprender el uso de las letras como

nimeros generalizados o variables.
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Con estos resultados, comoborames que la mayor parte de los esmudigntes de nivel
universitario que participan en esta investigacidn (79,4 %2}, a pesar de haber tomado cursos
previos de algebra en los niveles educativos precedentas, poseen conocimientos algebraicos
deficientes. También cabe sefialar que 35 estudiantes manifestaron evidencias del manejo de
las letras como nimeros generalizados, lo que permitid ubicarlos en el nivel 3, una vez
comprobadas sus competencias en la comprension del uso v significado de las letras exigidos
para superar los niveles inferiores. Debemos destacar que tan sdlo 5 estudiantes se ubicaron
en el nivel 4 de entendimiento, mostrandose una netable comprension y mangjo del uso ¥
significado de las letras en sus mds elevados niveles cognitivos. Finalmente, debemos
menciengr que solo un estudiante fue capaz de contestar de manera correcta el ftem 19, el
tnico disefiado para ser resuelto por medio del uso ¥ comprension del significado de las letras
como varizhles.

Este andlisis nos brinda evidencias de que, aproximadamente, el B0% dz los
estudiantas solo son capaces de reconocer el uso de las letras evaluadas, letras como objetos v
letras como incdgnitas con valor especifico. Ademads, se detectd la recurrencia de ignorar, en
ung pran cantidad de respuestas de estos alumnos, la presencia de las mismas en las
expresiones algebraicas gue se les presentaron.

Por otra parte, solo alpe mds del 2094 de les estudiantes fueron capaces de identificar
€l uso de las letras como nimeros peneralizados: sdle cinco estudiantes mostraron evidencias
parciales dal use de las letras como varigbles. Asi mismo, s6lo un estudiante fue capaz de
responder, al mismo tiempo v de manera correcta 4 las tareas 3 y 19 disefiadas para evaluar el
manejo de las letras como nimeros generalizados v como variables.

De los resultados obtenidos en las prucbas, asi como en las entrevistas semi-
estructuradas realizadas, deducimos que esos errores no s2 correspondan al nivel educativo
donda desarrcllamos este estudio: los errores encontrados en las pruebas que realizd
Kilchemann (1980) con estudiantes de secundaria, adn prevalecen en las producciones de los
estudiantas universitarios participantes en aste estudio.

Los resultados obtenidos en este estudio sugieren que durante el paso de los cursos de
matemdticas de los estudiantes, previos a su ingreso en la universidad, no adguieren
conocimientos necesarios para ser capaces de concebir los distintos usos de las letras en
dlgebra. En consecuencia, no alcanzan a desarrollar un aprendizaje significativo global, en el
que el significado de variable no se desarrella, si bien se considera necesaric en estudios

universitarios que incluyan materias de dlgebra.

Bolema, Rio Clare (3P, v 28, 0. 30, p. 154351506, dez. N d 1563

213



ISEN 1 980-4415
DO heepeVde.doi org L0 159071 980-44 1 5v2 8030426

5 Reflexiones finales

Partiendo de una situacion problematica constatada por la literatura de investigacion
sobre el rendimiente en dlgebra de estudigntes universitarios, hemos adoptado un instrumento
elaborado por Kichemann { 1580) que ha resultade gpropiado para lograr nuestros objetivos,
3i bien ha resultado imprescindible adaptarlo al contexto mexicano. Los resultados de su
aplicacion nos han permitido analizar algunas de las causas de errores v los niveles de
rendimiento de los sujetos analizados.

Destacamos que 2l total de los estudiantes participantes en esta investigacion
manifesiaron respuestas incorrectas en la prueba aplicada. No cbstante, no hubo evaluaciones
erradas en su totalidad de los items para ninguno de los estudiantes; se constatd que si bisn
existe capacidad en los estudiantes universitarios parg la comprension del uso de las letras en
distintos contextos, no e la esperada en ese nivel educativo. Especialmente esto se ve
refrendado en las respuestas incorrectas da la tarea disefiada, para evaluar el uso de la letras
como variables: casi la totalidad de los estudiantes la contestaron de manera errdnea y esto
nos hace pensar que ne comprenden ese significado de las latras.

Parece pues conveniente establecer lineas de apoyo encausadas pars coadyuvar a los
estudiantes universitarios a superar las dificultadas que representan los diferentas usos de las
letras en el alpebra. También parece necesario revisar con detalle el tratamiento que recibe el
dlgebra en los programas de estudio de los niveles de primaria, secundaria v bachillerato en
cuanto al significado de las letras v especialmente én su papel de variable. Podria tambien sar
interés, atender a la formacién de profesores acerce del rratamiento escolar gue deben tener
los diferentes usos de las letras, para de esta forma, tratar de lograr un desarrolle més

adecuado del pensamiento algebraico de los estudiantas,
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ANEXO 1V

Memoria trabajo de investigacion tutelada

ERRORES Y DIFICULTADES DE ESTUDIANTES MEXICANOS DE PRIMER
CURSO UNIVERSITARIO EN LA RESOLUCION DE TAREAS
ALGEBRAICAS
José Garcia Suarez, Isidoro Segovia y José Luis Lupiafiez

Universidad de Granada

Resumen

En diversas investigaciones se ha puesto de manifiesto las dificultades que presenta el
aprendizaje del algebra en niveles preuniversitarios. La persistencia de errores al
resolver tareas algebraicas en niveles universitarios observados en la prdactica docente
sugiere ampliar ese estudio a dichos niveles. En esta comunicacion se recogen algunos
resultados que se obtuvieron al aplicar una prueba a 153 estudiantes universitarios.
Los resultados obtenidos muestran un alto indice de alumnos que presentan grandes
deficiencias en sts conocimientos algebraicos bdsicos que no corresponden al nivel en
donde se aplica la prueba. De este wrabajo surge la idea de continuar con la
investigacion en esta direccion para profundizar el andlisis de las probables causas que
originan las dificultades que estan en la base de esos errores.

Palabras clave: Algebra, errores, estudiantes universitarios, tareas algebraicas

Abstract

In diverse investigations there have been revealed the difficulties that the learning of the
algebra presents in pre-university levels. The persistence of errors in solving algebraic
tasks in university level teaching practice observed in this study suggests extending
these levels. In this work shows some results obtained by applying a test to 153
university students. The results show a high rate of students with serious deficiencies in
basic algebraic skills that do not correspond to the level where the test is applied.F'rom
this work the idea arises to continue with the investigation in this direction to deepen
the analysis of the probable causes that originate the difficulties that are in the base of
those errors.

Keyvwords: Algebra, algebraic tasks, errors, university students

Introduccion

Los crrores son un tema de constante malestar en los docentes de todos los niveles
educativos. En el desarrollo de la construccion de conocimientos matematicos se
presentan de manera sistematica los errores y es por eso que dicho proceso debe
considerar criterios de diagnéstico, correccién y superacién de los mismos.
Evidentemente, cstos crrores influyen en ¢l aprendizaje de los diferentes contenidos y ¢s
imprescindible que los estudiantes los reconozcan y admitan la necesidad de superarlos
a [in de obtener logros de aprendizaje. Su andlisis sirve para ayudar al docente a
organizar estrategias para un mejor aprendizaje insistiendo en aquellos aspectos que
generan mas dificultades, y contribuyen a una mejor preparaciéon de instancias de
correccion.

Garcia Sudrez, 1. Segovia, 1. y Lupidgiiez, J. L. (201 1). Errores y dificultades de estudianies mexicanos de
primer curso universitario en la resolucion de ta M. C. Canadas, M.
Molina, M. Palarca, y A. Maz (Lds.), Investigaciones en Pensamiento Numérico v Algebraico ¢ Historia
de la Matematica v FEducacion Matematica - 2011 (pp. 145-155). Granada: Dpto. Didactica de la
Matematica, Universidad de Granada.

as algebraicas. En J. L. Lupiaiie;
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Numerosas investigaciones (Bednarz, Kieran y Lee, 1996; Palarea, 1998; Fernandez,
1997; Socas y Palarea, 1997; Kieran, 2006) han puesto de manifiesto las dificultades
que presenta el aprendizaje del dlgebra en niveles preuniversitarios. Estas
investigaciones, desde una perspectiva cognitivista, se centran en el analisis de los
errores que tienen los alumnos cuando resuelven tareas algebraicas y en la asociacion de
estos crrores a diferentes tipos de dificultades (Ruano, Socas y Palarca, 2008), para
después proponer y llevar a cabo propuestas curriculares que palien estas dificultades.
La persistencia de errores en niveles universitarios observados en la practica docente
sugicre ampliar estos cstudios a dichos niveles (Caputo y Macias, 2006).

En este trabajo sc presentan resultados de un estudio exploratorio donde se pone de
manifiesto que alumnos de primer curso de nivel licenciatura del Centro Universitario
de la Costa Sur de la Universidad de Guadalajara, México, presentan un rendimiento
claramente deficiente en la resolucion de tareas algebraicas relativamente sencillas y
propias de cursos no universitarios. En dicho estudio, los alumnos presentan una amplia
gama de errores en la resolucion de las tareas cuyo origen podria ser orientador para
establecer propuestas curriculares que eviten estas tipologias de errores.

Asi pues, este trabajo se centra en el andlisis de los resultados estadisticos de las
pruebas aplicadas asi como el estudio de los errores que presentan estos estudiantes, asi
como en el andlisis y la categorizacion de esos errores.

Objetivos

El objetivo de cste trabajo fue el identificar, categorizar y analizar los errores cn la
resolucion de tareas algebraicas cometidos por alumnos de nuevo ingreso en la
universidad. Para ello se analizaron las respuestas de 153 sujetos en pruebas aplicadas
durante el segundo semestre del calendario escolar 2008. De manera inicial se revisaron
las respuestas de los alumnos identificando y tipificando los errores comunes en las
pruebas examinadas de acuerdo con unas categorias propias propuestas considerando
los contenidos de los items analizados; después se compararon estas categorias con
algunas clasificaciones encontradas en la literatura previamente revisada. La
continuidad del estudio se centrara en la exploracion, el analisis y la descripcion de las
causas de los errores encontrados.

Marco teorico

La investigacion en torno a los errores en el proceso de aprendizaje es una de las
principales preocupaciones actuales de la Educaciéon Matemética. Lupidiiez (2009), a
partir de la propuesta de Rico (1995), propone cuatro prioridades de la investigacion en
torno a los errores:

1. Analisis, causas y tipologias de errores

2. Tratamiento curricular de los errores

3. Los errores y la formacion del profesorado
4. Técnicas de andlisis de los errores

Rico (1995) y Lupidfiez (2009) también presentan varias propuestas para la
categorizacion de los errores asi como investigaciones centradas en cada una de las
lineas anteriores.

En Socas (1997), se consideran tres ejes, que permiten analizar el origen del error. De
esta forma, podemos situar los errores que cometen los alumnos en relacion con tres
origenes distintos:
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*  Obstaculos: conocimientos adquiridos que demuestran su afectividad en ciertos
contextos pero no validos en otros.

* Ausencia de sentido: relacionado en las distintas etapas de aprendizaje de un
sistema de representacion, semiotica, estructural y auténoma.

*  Actitudes afectivas y emocionales: Los errores que tienen su origen en actitudes
afectivas y emocionales tienen distinta naturaleza: faltas de concentracion
(excesiva confianza), bloqueos, olvidos, etc.

A continuacion sc presentan algunas categorizacionces y clasificaciones realizadas por
diferentes autores y teniendo en cuenta distintos enfoques.

En Radatz (1979) propone una taxonomia de errores a partir del procesamiento de la
informacion, estableciendo cinco categorias generales para este analisis:

1. Errores debidos a dificultades de lenguaje.

2. Errores debidos a dificultades para obtener informacion espacial.

3. Errores debidos a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y conceptos previos.
4

Errores debidos a asociaciones incorrectas o a rigidez del pensamiento, que
generalmente son causados por la incapacidad del pensamiento para adaptarse a
situaciones nuevas. Se subdividen en cinco subtipos:

* Errores por perseveracion, en los que predominan elementos singulares de una
tarea o problema.

* Errores de asociacion, que incluyen razonamientos o asociaciones incorrectas
entre elementos singulares.

¢ Errores de interferencia, en los que operaciones o conceptos diferentes
interfieren con otros.

* Errores de asimilacion, en los que una audicién incorrecta produce faltas en la
lectura o escritura. Cuando la informacion es mal procesada debido a fallas de
percepcion.

* Errores de transferencia negativa a partir de tareas previas.

5. Errores debidos a la aplicacion de reglas o estrategias irrelevantes, que surgen con
frecuencia por aplicar con éxito reglas o estrategias similares en areas de contenidos
diferentes.

En Mosvshovitz-Hadar, Zaslavsky e Inbar (1987), se hace una clasificacién empirica de
los errores, sobre la base de un analisis constructivo de las soluciones de los alumnos
realizadas por expertos.

De acuerdo con la metodologia propuesta, se determinan seis categorias descriptivas
para clasificar los errores encontrados. Estas categorias son:

1. Datos mal utilizados.

2. Interpretacion incorrecta del lenguaje.
3. Inferencias no validas 16gicamente.

4. Teoremas o definiciones deformados.
5. Falta de verificacion en la solucion.

6. Errores técnicos.

147

219



En lo que respecta a los errores asociados al algebra, en Caputo y Macias (2006) se
realiza un estudio desarrollado con alumnos de la asignatura Algebra I, en el cual se
destaca la importancia de considerar que los errores de los alumnos son valiosos
indicadores de los procesos intelectuales que ellos desarrollan. Por lo tanto, es
importante analizarlos, para tratar de determinar las razones por las cuales los alumnos
no logran concluir o realizar correctamente una demostracion, detectar los posibles
obstaculos con que se enfrentan y planificar en funcion de ellos las futuras
intervenciones.

Como resultado de este trabajo se establecieron categorias, clasificando los errores
encontrados en cinco tipos, que se¢ mencionan a continuacion:

1. Secuencias incoherentes, o a primera vista incomprensibles, en las que no se
justifican, o se justifican de manera incorrecta, los pasos de la demostracion.

2. Uso incorrecto de la notacion o confusion en el uso del lenguaje simbdlico; en este
sentido, se destacan los relacionados con los distintos contextos en los que se usan las
letras en algebra, los significados que las letras tienen en cada uno de esos contextos y
los problemas de traduccién del lenguaje usual al simbdlico y viceversa.

3. Errores algebraicos elementales, debido a la insuficiencia de los conocimientos
adquiridos en los niveles anteriores de ensefianza.

4. Desconocimiento o uso inadecuado de conceptos, definiciones o propiedades
incluidas entre los contenidos de la asignatura.

5. No lograr concluir la demostracién, o concluirla “por decreto” o con pasos
“intermedios” incompletos.

En este mismo sentido, Palarea (1998) propone la siguiente organizacion de errores:

1. Errores en algebra que tienen su origen en la aritmética. Y dentro de estos se
distinguen:

* Errores relativos al mal uso de la propiedad distributiva.

* Errores relativos al uso de reciprocos.

* Errores de cancelacion.
2. Errores en algebra debidos a las caracteristicas propias del lenguaje algebraico.
Metodologia

De manera resumida el proceso de investigacion parte de la constatacion de unos
resultados andmalos en la evaluacion en la resolucion de tareas algebraicas de los
alumnos de primer curso de diferentes carreras y de la disponibilidad de informacion
sobre esta cuestion a través de los examenes que realizan aflo a afio; se ha seleccionado
un curso determinado, que implica un examen determinado, unos determinados alumnos
y unos resultados; del analisis de esta informacion se extraen conclusiones.

En este estudio, la metodologia esta orientada al analisis de la problematica que se
presenta en el Centro Universitario donde se realizo la investigacion; hasta el momento
no sc habia realizado analisis alguno de los resultados de los examencs departamentales
de Matematicas I aplicados a los alumnos de primer curso de diversas carreras.

Poblacion del estudio

La poblacién considerada para efectuar la investigacion fue la de estudiantes de primer
curso del nivel de Licenciatura de las titulaciones de Licenciado en Administracion de
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Empresas, Licenciado en Turismo, Ingeniero en Recursos Naturales y Ambientales,
Ingeniero en Obras y Servicios y Técnico Superior Universitario en Electronica y
Mecdanica Automotriz, inscritos en el Centro Universitario de la Costa Sur de la
Universidad de Guadalajara, en México.

Para el estudio se consideraron 153 estudiantes inscritos en la asignatura de matematicas
I en el curso académico 2008-2009. Los estudiantes de la poblacion fueron escogidos en
un muestreo no probabilistico (Ledn y Montero, 2003). La eleccién fue de tipo
incidental, por lo tanto, no aleatoria, ya que los estudiantes se eligieron porque estaban
inscritos en el curso de Matematicas I.

Instrumento de andlisis

El instrumento utilizado para este estudio es el Primer Examen departamental de
Matematicas I para el calendario 2008 B aplicado por el Departamento de Ingenierias
de la institucion educativa antes mencionada. Este instrumento consta de 10 ejercicios
de desarrollo de operaciones de tipo algebraico. Evaliua contenidos procedimentales,
distribuidos por los bloques tematicos que se muestran en la Tabla 1.

Numero de ftem Contenido algebraico
L 3 Resolucién de ecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales
2,7 Aplicacion de reglas de operaciones algebraicas
4,5 Desarrollo de reglas de productos notables
6,8 Factorizacién de expresiones algebraicas
9,10 Resolucion de inecuaciones lincales

Tabla 1: Descripcidn del contenido de los items

La asignatura de matemadticas se caracteriza mayoritariamente por tener contenidos
procedimentales. Por ello, ¢l examen recoge en su totalidad, preguntas de contenido
procedimental.

La construccion del examen que mide el nivel de conocimiento en Matematicas al
finalizar el primer bimestre del primer ciclo del curso de Matematicas I se elabord de la
siguiente forma:

Cada inicio de ciclo se convoca a un equipo de trabajo con profesores de la academia
de Matematicas del Departamento de Ingenierias, compuesto de profesores que
imparten asignaturas de Matematicas en todas las titulaciones que se ofrecen en la
institucidn citada.

Los profesores proporcionaban ejercicios, que ellos creen imprescindibles para superar
la asignatura.

Se contd con la colaboracion de docentes de distinto nivel educativo de la propia
institucion, para confirmar que existia un acucrdo cn cuanto a los contenidos minimos
que debe saber un alumno para superar ese ciclo educativo y que sirvieran de
antecedentes a cursos posteriores relacionados con las Matematicas.

Una vez seleccionado el material que proponia el profesorado, se continia
contrastando estos contenidos con los objetivos curriculares y contenidos de la
asignatura a evaluar y, finalmente, se comprobaba que los objetivos y contenidos
seleccionados formaban parte de la bibliografia basica que aparece en los programas
analiticos de la misma.

De todas estas fuentes de informacion, se seleccionaban aquellos contenidos que
fueron compartidos por todas estas fuentes. Es decir, si consideraban que determinados
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contenidos eran conocimientos basicos, se confirmaban que estos contenidos estaban
en los objetivos curriculares del ciclo y que, ademas, se trabajaba en los diferentes
libros sugeridos como bibliografia basica. Cabe mencionar que la eleccién final de los
ejercicios estaba a cargo de profesores que no impartian la asignatura en el ciclo que se
iba aplicar la prueba para evitar algun tipo de sesgo por parte del disefiador final de la
prucba.

La fecha para la aplicacién de la prueba se acordaba considerando el calendario escolar
vigente y ademas un periodo de tiempo adecuado segun las experiencias de los
profesores que impartian la asignatura en cuestion. Los alumnos se distribuian en
grupos de aproximadamente 25 integrantes y bajo el criterio del orden alfabético de sus
apellidos buscando con esta medida que no se concentraran los mismos alumnos que
tomaban el curso en las diversas titulaciones.

La fecha programada para la aplicacién de la prucba acudian los alumnos al mismo
horario y se les daba un tiempo de dos horas para la resolucion de la misma. Al iniciar
la prueba se les daba a conocer las instrucciones normativas, destacando en la cuestién
pedagdgica que no se les permitia usar ningan tipo de instrumento clectrénico de
calculo y se les insistia en la utilidad de desarrollar procedimientos en las hojas que se
les proporcionaba para ese fin. Una vez terminada la aplicacion de la prueba se
entregaban las hojas de procedimientos y respuestas al responsable de la academia de
matematicas quien citaba a una reunidn posterior para la evaluacion de esta.

Finalmente, se reunian los profesores aplicadores para evaluar las pruebas, se les
proporcionaba una guia de respuestas pero con la recomendacién de considerar los
procedimientos de las respuestas y consensuar cualquier duda acerca del valor que
deberia de asignarse a los mismos.

Resultados

Los resultados atienden principalmente a dos aspectos: El analisis cuantitativo de los
datos de la prueba y la clasificacion de los errores encontrados en las mismas.

Analisis cuantitativo de los datos

De acuerdo a los datos estadisticos obtenidos en este trabajo, se obtuvo de manera
global una media de 43, por debajo de la calificacion minima aprobatoria requerida por
la institucion que es igual a 60.

Medias por Carrera

Tec. Sup. Elec. y Me

e e ---[_Lic. en Turismo

= Lic. Adm. Empresas

Ing. Obras y Serv

Ing. Rec. Nat. y Amb

Lic. Adm. Empresss. Ing. Obras y Serv Tec. Sup. Elec. y Mec g Rec. Net.y Amb Lic. en Turiemo

B 545Llic Adm Empresas BB 302 Ing Obrasy Serv [ 552 Tec Sup Elec. y Mec]
B 253 Ing Rec. Nat y Amb 15133 Lic_en Turismo

Destacamos que las Licenciaturas de Ingenicro en Obras y Servicios e Ingeniero en
Recursos Naturales y Ambientales son las de menor media obtenida, algo poco esperado
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al ser estudios donde se esperaria un mejor rendimiento en las asignaturas relacionadas
con las matematicas.

Analisis de los errores en la resolucion de las tareas

Para iniciar el estudio de los errores de los items, se consideraron los datos obtenidos
del andlisis estadistico el cual nos indicaba la cierta tendencia de agrupamiento de los
mismos debidos principalmente por la afinidad del contenido temético entre ellos. Por
esta razon decidimos realizar el analisis 5 de los 10 items en qué consistia la prucba
considerando el indice de dificultad que presentaban, de esta manera, una vez
seleccionados los items representativos se procedié examinar cada una de las respuestas
de las 153 pruebas aplicadas en esta investigacion.

Inicialmente se distinguieron los errores que se presentaban en cada uno de los items de
las pruebas, enseguida se clasificaban de acuerdo con criterios comunes de aquellos
errores que coincidian entre las pruebas y finalmente se categorizaron de una manera
mas general tratando de resaltar las relaciones entre ellos. Por ultimo, se clasifican los
errores de acuerdo a las categorias existentes surgidas de investigaciones previas.

Se identificaron 11 tipos de errores particulares en la resolucion de las tareas
algebraicas. Dichos errores son los siguientes:

[ Eliminacidén incorrecta de denominadores.
II.  Errores al realizar operaciones aritméticas-algebraicas.
III.  Procedimiento inconcluso.
IV.  Procedimientos propios incorrectos e inferencias no validas.
V.  Aplicacion parcial de regla de factorizacion por factor comuin.
VL. Asociacion incorrecta de productos notables.
VII.  Uso de la aritmética basica ignorando las reglas del algebra.
VIII.  Error en la determinacion de la potencia de otra potencia.
IX.  Resolucion aditiva de la potencia de un binomio.
X.  Aplicacion incorrecta de la regla del cubo de un binomio.
XI.  Error al realizar productos de polinomios.

La frecuencia con la que se presentaron estos errores se pueden observar en la Tabla 2,
donde E; representa el niimero total de de errores.
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. Errores
Ttem — PP YO . PP T . 1 E
i i| il | v v vi | owvil | ovili | ix | x | xi | xii

2 0 10| 0 | 46 0 0 0 0 56
3 0 |23 0 | 28 0 0 0 0 0 0 19 | 70
5 0 0 0 | 20 0 0 151 47| 4| 14 100
8 0 0 0 155216 9 0 0 0 92
10 71 | 15| 8 38 0 0 0 0 0 0 0 132

Total | 71 | 48 | 8 | 147 | 52 | 16 | 9 15147 4 | 14|19

Tabla 2: Errores por item

Algunos ejemplos de los errores encontrados los presentamos a continuacion:

%{;&uﬁ I u;zrz\m z +zu-H$'

En este ejemplo, ubicado en la categoria procedimientos propios incorrectos e
inferencias no validas, podemos ver como el alumno inicialmente plantea el
procedimiento a seguir pero lo desarrolla utilizando un procedimiento propio incorrecto
aparentemente intentando adaptar un conocimiento previamente adquirido del cual le
cuesta trabajo desprenderse y pretende aplicarlo en cualquier situacion.

El ejemplo siguiente se ubica en la categoria uso de la aritmética basica ignorando las
reglas del dlgebra:

S 8Y=33~2x524'3g?59 ] xﬁagaﬂ

Bx2y2 4 YxZy* = 2892 + ¥y
12 x®y4 — Qx"&"'
10x>

k]
T

Consideramos importante destacar este ejemplo ya que muestra como un alumno de
nivel superior recurre a conocimientos basicos de niveles de educacion inferiores no
correspondientes al nivel donde se aplica las pruebas.

Una vez analizados los errores se procedié a buscar su relacion con las clasificaciones
previas encontradas en la bibliografia consultada, obteniendo los resultados que muestra
la Tabla 3.
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Descripcion del Radatz (1979) | Mosvshovitz- Caputo y Macias
error encontrado Hadar, (2006)
Zaslavsky e
Inbar (1987)
i. Eliminacién Aprendizaje Técnico Desconocimiento o uso
incorrecta de deficiente inadecuado de conceptos,
denominadores definiciones o propiedades
ii. Errores al realizar Aprendizaje Técnico Errores algebraicos
operaciones deficiente elementales
aritmético-
algebraicas
iii. Procedimicnto No lograr concluir la
inconcluso demostracion
iv. Procedimientos Errores de Inferencias Secuencias incoherentes
propios incorrectos asociacion no validas
e inferencias no logicamente

validas

v. Aplicacion

Aprendizaje

Teoremas o

Desconocimiento o uso

parcial de regla de deficiente definiciones inadecuado de conceptos,

factorizacion por deformadas definiciones o propiedades

factor comun

vi. Asociacion Asociaciones Desconocimiento o uso

incorrecta de incorrectas o inadecuado de conceptos,

productos notables rigidez de definiciones o propiedades

pensamiento

vii. Uso de la Aprendizaje Errores algebraicos

aritmdtica basica deficiente clementales

ignorando las reglas

del algebra

viii. Error en la Aprendizaje Técnico Errores algebraicos

determinacion de la deficiente clementales y

potencia de otra desconocimiento o uso

potencia inadecuado de conceptos,
definiciones o propiedades

ix. Resolucion Aprendizaje Errores algebraicos

aditiva de la deficiente clementales

potencia de un
binomio

x. Aplicacion

Aplicacion de

Teoremas o

Desconocimiento o uso

incorrecta de la reglas definiciones inadecuado de conceptos,
regla del cubo de un irrelevantes deformadas definiciones o propicdades
binomio
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Descripcion del Radatz (1979) | Mosvshovitz- Caputo y Macias
error encontrado Hadar, (2006)

Zaslavsky e
Inbar (1987)

xi. Error al realizar Aprendizaje Errores Desconocimiento o uso
productos de deficiente técnicos inadecuado de conceptos,
polinomios definiciones o propiedades

Tabla 3: Errores encontrados en relacion con diferentes clasificaciones
Conclusiones

En relacion con el rendimiento de los alumnos de cada carrera, es importante resaltar
que los datos obtenidos nos muestran un fendmeno aparentemente poco légico, al ser
las carreras de Ingeniero en Recursos Naturales y Ambientales con un promedio de
25.37 e Ingeniero en Obras y Servicios con un promedio de 30.22, las que presentan los
mas bajos promedios siendo estas carreras de corte cientifico — tecnolégico, lo cual
implicarfa un mayor nivel de conocimientos de los alumnos aceptados en ellas. Estos
rendimicentos pueden ser relacionados con la baja demanda de aspirantes que, de manera
historica, tienen estas carreras y que ocasiona que no haya un puntaje minimo de
admision para el ingreso a las mismas, lo que se refleja en las bajas puntuaciones que
obtienen los aspirantes a estas carreras, en la Prucba de Aptitud Académica que aplica la
Universidad para su aceptacion. Y como se demuestra en este estudio, resulta estar muy
relacionado con el rendimiento que tienen una vez en el primer curso.

Es importante destacar que, en este estudio se ha puesto de manifiesto la grave
problematica que se presenta con respecto al bajo rendimiento de los alumnos, lo que de
manera inicial se evidencia con los datos estadisticos obtenidos en esta investigacion.

Al mismo tiempo, se encuentra errores que no corresponden al nivel de estudio en el
que sc realizd la investigacion, aparentemente ocasionados por deficiencias de los
alumnos en su formacion matematica en niveles de bachillerato y secundaria, anteriores
a su ingreso al nivel de Licenciatura. Considerando lo anterior, en un futuro trabajo se
pretende descubrir las causas y los errores especificos que pueden ser el origen de estos
bajos rendimientos.

El aporte que consideramos importante de este trabajo es que se propone una
clasificacién mas especifica para el tipo de tareas algebraicas.

Finalmente, consideramos la presente investigacion como un punto de partida
importante, para exponer con mayor detalle las causas de esta problematica, para que le
sirva a la Institucion Universitaria para proponer vias de soluciones internas y, a la vez,
que pueda manifestar a las instituciones de nivel medio y medio superior, las
deficiencias con las que sc reciben a los alumnos al momento de ingresar y, de csta
manera, tratar de que se involucren desde su perspectiva a la solucion del tema tratado.
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