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Introduccion

La importancia y el gran impacto social que representa la lucha contra el cancer, asi
como el peso que la terapia con radiaciones ionizantes tiene en dicho contexto, hacen
que los métodos para calcular distribuciones espaciales de dosis absorbidas en diferentes
medios cobren especial relevancia y hayan sido objeto de una amplia investigacion
durante las dltimas décadas. Entre las terapias mas frecuentes en uso clinico podemos
situar a aquellas que utilizan fotones como agente ionizante, siendo la forma en que se
ha encauzado su dosimetria objeto de diversos enfoques y métodos a lo largo de los
anos, los cuales podriamos englobar dentro tres puntos de vista diferentes: el enfoque
determinista, la visién estocastica y el empleo de modelos fisicos.

Una forma general y con gran potencialidad de abordar la dosimetria de fotones,
dentro de una vision determinista del problema, es utilizar una ecuacion de transporte
como la de Boltzmann. Esta ecuacion surge de un modelo semiclasico para sistemas
ideales y aislados de particulas puntuales que se mueven formando un gas, interaccio-
nando entre ellas y que no estan en equilibrio.

La solucion de la ecuacion de Boltzmann es una funcion de distribucion f(7, p) en el
espacio de las fases de 6 dimensiones (14, ry, 75, P, Py, ) que nos indica el ntmero de
particulas que tienen la posicion en el intervalo (7, 7+ dr) y el momento en (p, p'+ dp).
Con esta informaciéon es posible calcular miltiples propiedades como densidades de
corriente, flujos de energia, conductividad eléctrica, coeficientes de difusion, etc.

Para el caso de fotones y electrones que interaccionan con un medio material, la
aplicacion de la ecuacion de Boltzmann supone asumir ciertas restricciones, entre las
que podemos destacar: (i) el sistema no esté en equilibrio pero se encuentra en estado
estacionario, lo que permite no considerar su variacion con el tiempo; (ii) las trayectorias
son rectas entre dos interacciones sucesivas; (iii) las particulas son puntuales; (iv) las
interacciones se realizan de forma instanténea en los centros de dispersion (atomos y
electrones), los cuales ocupan una posicion precisa en el espacio, por lo que el cambio
en la energia y direcciéon son inmediatos y no estéan correlacionados antes y después del
choque (hipotesis de caos); (v) las interacciones se realizan con un centro de dispersion
a la vez (aproximacion de gas diluido) ignorando asi los efectos de interferencia y
difraccion.

La aplicacion del formalismo de Boltzmann implica resolver un sistema de ecuacio-
nes integro-diferenciales acopladas (una para cada tipo de particula implicada, como
fotones, electrones y positrones [I]), en las que ademaés, se deben aplicar las condiciones
de contorno del sistema concreto a tratar.
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La resoluciéon de estas ecuaciones es una tarea muy dificil no solo analitica sino
incluso numéricamente, por lo que durante muchos anos, el uso de la ecuacion de
Boltmann en la dosimetria de fotones quedé muy limitado.

Con el aumento del poder de computaciéon en los ordenadores actuales, en los 1ul-
timos anos se han desarrollado cédigos para la resolucién numérica de la ecuaciéon de
Boltzmann con muy buenos resultados, tanto en precisiéon como en tiempo de compu-
to [2] [3]. Estos codigos, denominados GBBS (grid-based Boltzmann solver), discretizan
el espacio, el angulo y la energia , resolviendo la ecuacién de Boltzmann iterativamente
en pequenos elementos de volumen [4], lo que permite su aplicaciéon en medios no ho-
mogéneos. Attila™~ es un cédigo GBBS de proposito general que abarca desde la fusion
nuclear [5] hasta la tomografia optica [6] y que ha sido usado con éxito para calculos
de dosimetria por Gifford et al. 2006 [7] y Vassiliev et al. 2008 [§].

Transpire Inc. (Gig Harbor, WA, USA), basandose en Attila, desarrollo el codigo
Acuros™, que est4 optimizado para las necesidades especificas de los calculos de dosis
en radioterapia resultando unas diez veces méas rapido que Attila [2]. Acuros se ha im-
plementado en sistemas de planificacién como el Eclipse version 10.1 de Varian (Varian
Medical Systems, Palo Alto, CA, USA).

El enfoque estocdstico de abordar el problema viene representado por el uso de los
métodos Monte Carlo. Utilizados primeramente en el desarrollo de la bomba atémica,
en su aplicacion al transporte de radiaciéon para aplicaciones en radioterapia, consti-
tuyen en la actualidad una herramienta muy precisa y fiable en dichas aplicaciones,
proporcionando tests para el desarrollo de otros métodos de calculo en dosimetria,
como es el caso del modelo que se presenta en esta tesis.

Dado un evento gobernado por una probabilidad de ocurrencia, los métodos Monte
Carlo reproducen dicha ocurrencia mediante la simulacién de un gran nimero de tales
eventos a través de nimeros aleatorios distribuidos de acuerdo a dicha probabilidad. Se
trata, en consecuencia, de una simulacion de la realidad fisica, incluyendo la varianza
inherente a tales procesos probabilisticos.

En el trasporte de la radiacion, el método Monte Carlo reproduce trazas indivi-
duales (historias) de cada particula en su transito por el medio material. Conocidas
las probabilidades o secciones eficaces de todos los procesos implicados, el algoritmo
Monte Carlo en cada evento, sortea el tipo de proceso, la distancia y direcciéon hasta
la siguiente interaccion, la energia depositada en ella y asi sucesivamente hasta que la
particula termina absorbiéndose. Para una visiéon general de los métodos Monte Carlo
véase, por ejemplo, [9HIT].

Al realizar una simulacion paso a paso de gran numero de particulas, el algoritmo
Monte Carlo esta reproduciendo el transporte de radiacion, sobre el cual la ecuaciéon
de Boltzmann proporciona una solucién determinista, por lo que los algoritmos Mon-
te Carlo constituyen una solucién estocastica a dicha ecuaciéon y ambas soluciones
convergen en la medida de lo precisas que sean las aproximaciones usadas en ambos
métodos [2,10].

El principal problema en el uso de técnicas Monte Carlo es el tiempo de computacion
necesario para simular millones de historias. Dicho tiempo ha ido disminuyendo en la
medida que la potencia de los ordenadores ha aumentado, sin embargo, en la actualidad
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sigue siendo grande, lo que limita su uso masivo en la planificacion de los tratamientos
con pacientes.

En aras de disminuir dicho tiempo de procesado, los cdédigos Monte Carlo han ido
evolucionado hacia algoritmos mixtos, en los cuales varias interacciones con pérdida de
energia pequena (menores que un cierto valor umbral) son condensados en un tnico
evento, mientras que por encima de esos valores umbrales la simulacion se realiza de
forma detallada.

Otra forma de aumentar la velocidad de proceso, es la de simular menor niimero
de historias, lo que supone aumentar la varianza asociada, por lo que se hace necesario
el uso de técnicas que reduzcan esta varianza [10,[12]. Entre ellas son de uso comun
algoritmos como: Interaction forcing o forzado de la interaccion, la cual obliga a realizar
la interacciéon en los eventos de interés cuya probabilidad sea baja, en detrimento de
aquellos casos con mayor probabilidad pero de menor interés para nuestra simulacion;
Russian roulette (Ruleta Rusa), que desecha la simulacion de particulas situadas fuera
de la region espacial de nuestro interés; Splitting (division), que constituye el caso
contrario al de la ruleta rusa, dividiendo el peso de la accién de una particula dentro
de la region de interés en la de varias particulas cuya suma de pesos es igual a la
originaria, produciendo para un mismo efecto el aumento en el niimero de particulas y
por tanto una disminucion de la varianza; Ant colony algorithm [13] [14], algoritmo de
reciente implementacién y basado en el comportamiento de las colonias de hormigas
cuando al encontrar una fuente de alimentos, dejan un rastro de feromonas para indicar
su situacion a otros individuos de la colonia e inspirandose en este rastro, el algoritmo
establece una prioridad para escoger en qué casos usar la Ruleta Rusa y en cuales el
Splitting.

Entre los codigos Monte Carlo mas utilizados para el trasporte de radiacién, encon-
tramos: ETRAN [15]; EGS4 [16]; EGSnrc [I7]; GEANT [18]; GEANT4 [19]; MCNPX
[20] y PENELOPE [12,21]. En la realizacion de esta tesis se ha utilizado, casi en
exclusiva, el codigo PENELOPE en sus diversas versiones debido a que ofrece muy
buenos resultados asi como una gran versatilidad y facilidad de uso, habiéndose utili-
zado MCNPX solamente en el capitulo [l para simular los haces de neutrones en BNCT,
que PENELOPE no simula.

La dificultad en la solucién de la ecuacion de Boltzmann y el alto tiempo de compu-
tacion que conlleva la aplicacion de los algoritmos Monte Carlo ha fomentado, a lo largo
de los anos, la busqueda de alternativas en el célculo de la dosimetria de fotones. Al-
gunos autores [22] clasifican estos métodos en dos grandes grupos, por un lado los
que estan basados en medidas empiricas sobre medios y maniquis estandarizados, que
posteriormente son extrapolados a otros casos mediante correcciones (correction-based
algorithms) y por otro, los que estan basados en principios fisicos que simplifican el
transporte de la radiacion facilitando el calculo de dosis (model-based algorithms), en-
tre los cuales podriamos clasificar el desarrollado en esta tesis.

Los métodos basados en correcciones, desarrollados con anterioridad a 1980, ofrecen
una precision aceptable en medios homogéneos como el agua y todavia son usados en
la practica clinica como una estimacion manual de dosis y en algtn software comercial
[23,24] como segunda opinion o test, sin embargo, para medios no homogéneos como los
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tejidos humanos no ofrecen resultados muy precisos. Algunos de estos métodos son los
que basan en los valores: PDD (percentage depth dose), desde 1941 [25]; TAR (tissue-
air ratio) (1953) [26]; TPR (tissue-phantom ratio) (1965) [27] y TMR (tissue-mazimum
ratio) (1970) [28].

Los algoritmos basados en modelos parten del estudio de los procesos fisicos, donde
un haz de particulas interacciona con el medio en un punto liberando energia que parte
se deposita en el lugar de la interaccion y otra parte se dispersa a través de electrones
y fotones secundarios que la depositan alrededor del punto de interaccion.

Un primer enfoque a la dosimetria de fotones desde el punto de vista expresado en
el parrafo anterior, se resume en el trabajo de Berger [29] sobre fuentes puntuales, el
cual constituye la inspiracion inicial del trabajo desarrollado en esta tesis.

Sobre la dosis que deposita una fuente puntual, Berger distingue dos aportaciones:
i) la debida a los fotones que salen directamente de la fuente o primarios y que se
ateniian segin una exponencial decreciente a cualquier distancia r del origen y por
tanto, no incluye el desequilibrio electrénico que se produce a distancias muy cercanas
a la fuente; ii) la debida a los fotones dispersados, para los que utiliza una relacion
entre la dosis total y la depositada por los fotones primarios llamada Buildup factor
(factor de acumulacion) [30]. En un trabajo previo a esta tesis [31] se proporcionaron
para fuentes puntuales y agua como medio material, expresiones semianaliticas de la
dosis depositada por los fotones dispersados y su dependencia con la energia, asi como
para los buildup factors.

Un grupo muy importante dentro de los algoritmos basados en modelos lo constitu-
yen los Kernel based models o convolution-superposition (consultar la ref. [32] para una
vision global). Estos métodos consisten en la superposicion, o en términos matematicos,
convoluciéon de dos funciones, una de ellas que nos indica la energia depositada y el
lugar donde los fotones primarios realizan la interaccion a la que Ahnesjé (1989) [33] de-
nomina TERMA (total energy released to unit mass), mientras que la otra da cuenta de
como se distribuye la energia alrededor de los puntos de interacciéon y se le suele llamar
EDK (FEnergy Deposition Kernels). La diferencia en el tratamiento y célculo de estos
kernels es lo que da lugar a los diferentes algoritmos, entre los que destacaremos: Pencil
beam convolution (PBC) [34H37| ; Analitical Anisotropic Algorithm (AAA) [38,189] y
Collapsed Cone Convolution (CCC) [40-43]. Todos ellos son aplicables a medios hete-
rogéneos, donde el algoritmo CCC es el que ofrece resultados mas precisos, siendo PBC
el de menor exactitud.

La buisqueda de métodos de calculo que consuman poco tiempo de uso de CPU
y que ofrezcan buena precision, ha sido el propoésito que ha guiado la investigacion
en dosimetria de fotones durante largo tiempo. En este sentido, disponer de férmulas
analiticas supone un enorme ahorro de tiempo de computacion y dependiendo de lo
realistas que sean, asi sera la precision que proporcionen. En este contexto, el objetivo
principal de esta tesis es el ofrecer expresiones semianaliticas simples, deducidas de
un modelo estadistico sencillo que puedan ser utilizadas en la dosimetria de fotones
en radioterapia y en general, en otras aplicaciones relacionadas con el transporte de
fotones en medios materiales.
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La presente tesis se articula globalmente de la siguiente manera: el primer capitulo
se dedica al establecimiento y desarrollo tedérico del modelo; el capitulo segundo se
dedica a la obtencion empirica de los pardmetros presentes en las ecuaciones princi-
pales y a la comprobacion de la bondad de sus predicciones mediante la comparacion
con simulaciones realizadas con PENELOPE; los capitulos tercero, cuarto y quinto se
dedican a la aplicaciéon del modelo a casos concretos en diferentes campos de la fisica
médica.






Capitulo 1

Modelo semianalitico

En este capitulo se describe el modelo semianalitico desarrollado y analizado en el
presente trabajo, cuya parte fundamental esta publicada en la referencia [44].

Nuestro punto de partida va a ser una fuente puntual de fotones monoenergéticos
sumergida en un medio homogéneo, isétropo e infinito.

Teniendo en cuenta la simetria esférica, podemos determinar la tasa de dosis ab-
sorbida en un punto a distancia r como la energia por unidad de tiempo depositada en
una capa esférica de espesor infinitesimal (Figura [[T]) dividida por la masa de la capa.

dE  dE An,
_ — — 1.1
dm  pdV  dxwr2p er). (1.1)

donde A es la actividad de la fuente, n, es el nimero de fotones emitidos por
desintegracion, p es la densidad del medio y e(r) representa la energia total depositada
por unidad de longitud y por particula inicial.

Obtener expresiones para la magnitud e(r) es el objetivo principal en el desarrollo
de este modelo semianalitico.

D(r)

1.1. Caracteristicas generales del modelo

Suponemos que la fuente emite N fotones iniciales que irédn interaccionando con
el medio, sufriendo sucesivas dispersiones hasta su absorcién y que vamos a clasificar
en generaciones que etiquetaremos como k. Los fotones primarios son los emitidos
por la fuente, su energia la denotaremos por Es y los asociaremos a la generacion
k = 0. Denominamos como fotones dispersados a los fotones secundarios que aparecen
a consecuencia de las interacciones de los primarios y se clasificaran en generaciones
con k > 0 de acuerdo con el siguiente criterio: la generacion k£ + 1 incluye:

(i) los fotones procedentes de la dispersion Compton de los fotones de la generacion
k.

(ii) los fotones de Bremsstrahlung producidos por cualquier electron secundario
generado por un foton de la generacion k, es decir, los que son emitidos como conse-

LA lo largo del texto escribiremos “electrones” para referirnos tanto a electrones como a positrones

7
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t

dVv.

dr

Figura 1.1: Esquema de una fuente puntual monoenergética que emite fotones isétro-
pamente en todas direcciones

cuencia de una dispersion Compton, una absorcion fotoeléctrica o una producciéon de
pares, y

(iii) los rayos X caracteristicos producidos al rellenarse los huecos creados en ca-
pas atomicas internas por procesos Compton o fotoeléctricos debidos a fotones de la
generacion k.

En nuestro modelo, calculamos e(r) como la suma de las contribuciones de todas y

cada una de las generaciones:
o

e(r) = Y ex(r). (1.2)
k=0
contribuciones que se analizan por separado.
Observemos que los fotones primarios son introducidos como una generaciéon mas
en igualdad de tratamiento al de los fotones dispersados.
Sea Ry, el alcance promedio de los electrones producidos por fotones de la generacion
k en su interaccion. Dividimos el medio en capas esféricas centradas en la fuente de
espesor A y establecemos que A < Rj. En esta situacion, un electron producido por
un fotén de la generacion k atravesard, en media, un nimero de capas:

Suponemos que este pequeno tamano de A nos permite rechazar la posibilidad de que
el foton interaccione mas de una vez en la capa.

Asumimos que todos los electrones producidos por fotones de una generacién dada
son descritos en términos de un “electron promedio”, que: (i) es emitido hacia adelante
en la misma direccion que el foton que lo crea; (ii) sigue una trayectoria lineal y (iii)
deposita la misma cantidad de energia en cada una de las capas que atraviesa. Dada

(1.3)
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esta hipotesis, si denotamos por E,(f) a la energia media de los electrones producidos

por los fotones de la generacion k, deducimos que estos electrones depositan, hasta su
total absorcion en el medio, una cantidad constante de energia por unidad de longitud
€k, igual a: “ o
e e
& = B _ b (1.4)
Rk nkA
Las hipotesis (i) y (ii) sobre los electrones producidos por los fotones de la gene-
racion k£ asumen una situacion de equilibrio electrénico de los electrones secundarios
producidos por éstos, en cuanto que suponen que se compensan los efectos de retrodis-
persion (la energia que no se contabiliza en una capa m por electrones generados en la
capa m + 1 se compensa con el exceso que se contabiliza en ésta por los generados en
la capa m — 1). Por otro lado, el supuesto (iii) significa que estamos considerando un
poder de frenado constante que solo depende de la energia inicial del electréon emitido.
El hecho de tener en cuenta el deposito de energia por capas de los electrones gene-
rados, nos permitird describir de forma sencilla la zona de build up de la dosis absorbida
debida a los fotones, que no puede obtenerse cuando se utiliza la aproximacion usual
de la absorcién local de los electrones emitidos.

1.2. Coémputo de fotones y electrones generados

Una vez establecidas las caracteristicas generales del modelo, vamos a determinar el
numero de fotones de cada generacion que atraviesan las distintas capas y el nimero de
electrones que se producen en cada una de ellas debido a la interaccién con la materia
de aquéllos.

Sea py la probabilidad de que un fotén de la k-ésima generacién emita un electron
cuando viaja una distancia A en el medio. Podemos expresar dicha probabilidad como:

P = 0enp A, (1.5)

donde o, es la seccion eficaz total, que incluye las secciones eficaces de todos los procesos
mediante los cuales un foton produce electrones al interaccionar con el medio y ng es la
densidad de blancos. Es interesante senalar que para fotones de las generaciones k > 0,
la probabilidad pj representa una probabilidad media pues los fotones dispersados, atn
siendo de la misma generacion, no tienen todos la misma energia.

Definimos el coeficiente: »
k

273 A
Este coeficiente representa un coeficiente de atenuacion para los fotones de la generacion
k. Para el caso k = 0 (fotones primarios),

(1.6)

Mo = [ (1.7)

es el bien conocido coeficiente de atenuacion lineal para fotones con la energia inicial
E

S
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Paralelamente definimos ¢; como la probabilidad media de que un fotéon de genera-
cién k produzca un foton de generacion k + 1 al atravesar una distancia A en el medio,
siendo el correspondiente coeficiente efectivo

4k

Como el medio es homogéneo las probabilidades p, v gx no dependen de las capas
que puedan ser atravesadas.

Es importante remarcar que los coeficientes p, v y € son independientes del grosor
A de la capa.

Con estas definiciones vamos a contar cuantos fotones de la generacion k atraviesan
una capa genérica j, que denotaremos como N,Z;j y cuantos electrones producen esa

capa, Nﬁ,j.

Capa j = 1.

Si recordamos que pg es la probabilidad de que un fotén de la generacion k& = 0
interaccione (emitiendo un electrén) cuando recorre una distancia A en el medio, al
final de la primera capa tendremos

Ny = N(1-p) (L.9)

fotones primarios, donde N es el ntiimero de fotones iniciales. Por otro lado, como ¢q
es la probabilidad de que un fotén de la generacion k£ = 0 produzca un fotéon de la
generacion k = 1 al atravesar la misma distancia, se habran producido

N}, = Ng (1.10)

fotones dispersados de la generaciéon £ = 1 o primeros dispersados. Por consiguiente,
al final de la primera capa tendremos

N&y = Npo (1.11)

electrones producidos por los fotones primarios al atravesar esta primera capa.

Capa j = 2.

El ntmero de fotones primarios que encontraremos al final de la segunda capa se
obtiene partiendo de los que permanecieron sin interaccionar en la primera capa (N&1
Ec.(9)) por la probabilidad de no colisionar al atravesar la segunda capa (1 — py),
esto es:

Ng;z = N(’)y;l (1=po) = N(1=po) (L —po) = N(1—po)*. (1.12)

Mientras que los electrones generados en esta capa por los fotones primarios rema-
nentes después de atravesar la primera seran:

NS;Z = N(;Y;lpo = Npo (1 —po) . (113)
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Los primeros dispersados (generacion k = 1) que tendremos son: los que provienen
de los fotones primarios restantes al final de la capa anterior ( Ny, qo), que interaccionan
en esta capa creando dispersados de la generacion k = 1y por otro lado, N7 (1 —p1),
que son los primeros dispersados que se crearon al final de la capa anterior y que en
esta segunda capa no interaccionan, es decir:

N17;2 = N(Y;1QO+N17;1(1—p1)
= Nqo(l—po) + Nqo(l—p)

= Ngo[(1=po) + (1 —p1)] NQOZ (1=p)' (1 =p)',  (1.14)

Los electrones producidos por los fotones primeros dispersados al final de esta segunda
capa seran:
Nf;Q = Nllpl = Nqul. (115)

Por ultimo, al final de esta segunda capa, los primeros dispersados habrédn dado
lugar a fotones de la siguiente generaciéon de dispersados, cuyo ntimero sera:

N;Q = N17,1 g1 = Nqul. (116)

Estos fotones ya no volveran a interaccionar en esta capa ya que hemos asumido, al
establecer el modelo, que sufrirdn como maximo una interacciéon por capa.

Capa j-ésima.

La generalizacion de los resultados anteriores a la capa j-ésima es directa. Como se
ilustra de forma esquematica en la Tabla[[L2] al final de cada capa j tendremos fotones
de generaciones desde k = 0 hasta k = j (los que se han creado en esta tltima capa).
Al pasar de una capa a otra, para k < j — 1 el computo de fotones de cada generacion
se va realizando con dos contribuciones: (i) la de los fotones de la misma generacion y
la capa anterior, cuyo nimero es N}, 7 _, que no interaccionen en dicha capa j—1y cuyo
nimero se reduciré en un factor (1 — pk) (ii) la de los fotones de la anterior generacion
k — 1 que salgan de la capa anterior, cuyo ntimero es N, 1371; j—1 Y que interaccionen, con
probabilidad ¢;_1, produciendo un foton dispersado en dicha capa j — 1.

Por tanto, obtenemos la relaciéon de recurrencia:

N;j = k-1 Nl’ﬂy—l;j—l + (1 - pk) N};Y;j_l . (117)

Esta expresion es también aplicable al caso £ = j, en cuyo caso se reduce al primer
término, ya que N/, = 0si k > j.



Capa N} N7 N} N} N}
I | N = po) Nqo
k(U=pp) *q]
N(I = po)? Ngol(I - p1)+ Nqoqi
2 (I = po)l
xU=po) <= p2) )
Ngol(1 = p1)?+ Nqoqi[(1 = p2)+
3| NU - po)’ (I = po)d = p1)* (1= p)t Nqoqiqz
(I = po)’1 (I = po)]
) a]  k=p) ]| kU=pa)
l \l Nqoqi[(1 = p2)?
Nqol(1 - p1)’+ +( = p)U — p2) Nqoqrq2[(1 = ps3) +
_ 2
4| NU=po)f (I = po)1 = p1)+ =) (1 - p2)*
+( = po)d — p2)
1= po)’ = pi)+ (I -pn)+
U= po e (= po)I = pr)
t=por] (1= po)’] (= po)
xqq <(I=pp %42 <(I-p3) x4k_1 <= pi)
l m-1 \l m-2 m-2 m-3 m-3 m-3 ) l m—k m—k m—k
m | N(I=po)" | N »_ (I=po)(—p)"! Naoar Y > (1= po)" Naogras D > >, (I~ po)t Naoar—acry . D > (= po)l(l - ppyiit
i=0 =0 =i =0 b=i; i3=i =0 i=i i= in
(] 71)1)1'2*1'1 (1 7p2)m—2—i2 (l ,p])izflj (1 ,pz)ij—iz (1 ,pj)ma?—% (1 *pkfz)i"’i”’l (1 7pk)m—k in
m(m — ~ " — m — ~ ~ m ~ N
= Ngom(l = p)"! = Naogr ™0 = p2)"2 | = Ngoqrg ™D (1 — pyyms =~ Nqoqr ***qir ( . )(1 - ok

Tabla Numero de fotones de generacion k que emergen de cada capa, y su aproximaciéon de primer
orden en términos de los coeficientes pr, = (po +p1 + ... +pr)/(k+1).
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Puede demostrarse facilmente por inducciéon que la solucién de esta ecuacion, para
una capa j = m y para todo k < m es la siguiente:

m—k m—k
Niw = Naotr- i 303 oo
11=0 i2=1i1
m—k
ST (L= po) (L= pa) e (L ppoa) R (L p) ™ (L18)

1 =lk—1

Finalmente, los electrones generados por cada generaciéon de fotones k, en esta
misma capa m, se obtienen a partir de los que salen de la capa anterior multiplicados
por la probabilidad de produccién de electrones py:

m—1—km—1—k

le;m = pk’Nky;mfl = Nq0q1 ©Qr-1Pk Z Z

11=0 t2=11

—1—
2: (L= po) (1= p)= ™ (1= prca) 72 (1= i) ™10 (119)

1.3. Contribucién a la energia de las distintas gene-
raciones de fotones

En esta seccion vamos a obtener las expresiones de las contribuciones de cada una
de las generaciones de fotones a la energia depositada en una capa arbitraria m. Para
ello suponemos que el alcance de los electrones producidos por los fotones es superior
al tamano de la capa de tamano A y habria que sumar todas las contribuciones de
todos los electrones que atraviesen dicha capa, producidos por la misma generacién de
fotones k, pudiendo estimar asi la energia por unidad de longitud depositada en la capa
mediante el limite A — 0, obteniendo una expresion analitica para la funcion e(r) por
separado para cada generacion de fotones k. Estas contribuciones parciales a e(r) seran
denotadas por ey (r).

1.3.1. Contribucién de la generacion k£ =0

Segun nuestro modelo consideramos que los electrones producidos por los fotones
primarios recorren una distancia media Ry = ngA, es decir, recorren ng capas. Si el
ntmero de capa m es inferior o igual a ng, todos los electrones producidos en las capas
anteriores contribuyen a la energia depositada. Recordemos que hemos denotado como
€o la energia por unidad de longitud depositada en cada capa y que asumimos constante
a lo largo de la trayectoria del electréon. Por tanto, si denotamos por e, la energfa por
unidad de longitud y por particula primaria, depositada en la capa m por los electrones
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generados por los fotones primarios, dicha magnitud vendra dada por:
1 m
€oym — N Z €0 Ng;j m S no . (120)
j=1

En estas primeras capas se van generando los electrones que van produciendo los
fotones primarios y van acumulando energia de forma creciente con el nimero de capa.
Es la region denominada de build-up de la dosis absorbida en el medio.

Si el nimero de capa m es mayor que ng, solamente los electrones generados en las
capas desde m — ng + 1 a m depositan energia en dicha capa. A partir de la capa ng
se produce la denominada situacion de equilibrio electronico, en el cual se compensa
la energia que cada electron producido en dicha capa deposita en la siguiente con la
energia que deposita en ésta otro electron generado en la anterior. En este caso, la
ecuacion para e, sera

m

€om = — Z €0 No.; m > ng. (1.21)

j=m—ngo+1

Vamos a realizar explicitamente estas sumas empleando la expresion (ILI9). Para
la primera region de interés, m < ng, tenemos:

1 m m .
o = 37 Loy = om L= = oll= (=), (122

donde hemos tenido en cuenta la suma de los términos de una progresion geométrica.
Calcularemos ahora el limite cuando A — 0, en un paso al continuo de la variable
r y recordando que r = mA y pyg = poA:

eom = €0 [1— (1 — poA)72] | (1.23)
y finalmente:
eo(r) = lim eqm = € (1—¢ ") r<Ry. (1.24)

En el segundo caso, m > ng, tenemos:

1 “ " -
€om = N Z €0N§;j = €oPo Z (1_170)] !
Jj=m—no+1 j=m-—ng+1
1 _ m—-ng __ 1 _ m
— oo (1 —po) (1 —po)
Po
= (1 —po)" [(1—po)™ —1], (1.25)

y de nuevo, mediante el paso al continuo obtenemos:
— { . = { — T/A _ _RO/A _
eo(r) = lim eon = € lim (1= poA)"2 [(1— o) 1]
= eoe M7 (et —1) (1.26)
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Resumiendo para los tramos (m < ng) y (m > ng), podemos expresar la energia por
unidad de longitud y por particula, depositada en un medio homogéneo a una distancia
r, por los fotones primarios como:

AO (1—6_M0T) T§R07
eo(r) = lim eg,, = (1.27)
Ag e Hor (6“0R0 - 1) r> Ry,

donde hemos renombrado Ay = €j, por razones que se veran mas adelante.

Puede comprobarse facilmente que la funcion eq(r) es continua en r = Ry. Podemos
observar también que la Ec.(L27)), para r < Ry es del mismo tipo que la usada por
Nizin [45] para describir la regién donde no se ha alcanzado el equilibrio electronico
y que para r > Ry obtenemos la forma de exponencial decreciente de Berger [29], la
cual es generalmente utilizada para todo r > 0, sin embargo, es la primera vez que una
expresion de la forma de la Ec.([L27) se obtiene desde primeros principios.

1.3.2. Contribucién de la generacion k =1

De acuerdo con la Ec.(LI])), el numero de fotones de la generacion k = 1, o primeros
dispersados, al final de la capa j es:

j—1

Nl;=Nag > (1—po) (L—p) " (1.28)

=0

Como py y p1 son muy pequenos, ya que A lo hemos considerado asi al establecer
el modelo, podemos desarrollar en serie los binomios y quedarnos con los términos
lineales, resultando:

-1 -1

(I—po) (L=pr) 7" = (1 —ipo) [1 = (j — 1 —14)p1]

<.
<.

@
Il
o
S oS,
[
- O

Q

1—ipy—(j—1—i)p

[e=]

7=

. : J
= [A=0G=Dpo) + 1= (G = Dp)] 5
. : Do+ D
= Jn-G-nRrny (1.29)
Definiendo ahora: n
o= (1.30)
y asumiendo que toma valores pequenos, podemos escribir:
j—1
(L=po) (L=p) = j[l= (G~ )] = j(L—p) ™, (1.31)

S
Il
o
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pudiendo expresar la Ec.(L28) de la forma:
N~ Nqj(l—p) " (1.32)

De esta manera, el niimero de electrones que producen los fotones de la generacion
k =1 en la capa j, sera, de acuerdo con las Ecs. (.19, (L32)):

Ni; =Ny = Naop: (j —1)(1 —p) 2. (1.33)

Al igual que con los fotones de la generacion k = 0, para calcular la energia, por
unidad de longitud y por fotén inicial, depositada en la capa m, distinguimos dos
situaciones m < n; y m > ny.

En el primer caso, tendremos:

m

1 « . e
e = ; aNf; =eaqp Y (G—1)1—pn)y". (1.34)

=1
Vemos aqui que el sumatorio corresponde a la suma de términos de una progresion
aritmético-geométrica. Para su calculo la vamos a separar en suma de dos progresiones:

Cim = 61Q0plz(j—1)(1—ﬁl)j_2
= €1qop1 [Zy 1—p1) (1—py) 2]
— ¢ p1)” —]51m(1 —pp)m ! (a —p) = (1= )t
= €1 qop {( — (1 —p1))? > ( e >]
— 6161(;]91 [1_(1_ﬁ1>m_1[1+151m—]51]}.

b1
(1.35)

Para encontrar ahora la dependencia en el continuo con la distancia r, en analo-
gia con el procedimiento visto anteriormente, debemos calcular el limite para capas
infinitésimamente pequenas. Definiendo el coeficiente:

_ 2R e S
= — = ) 1.36
cuando r < Ry, encontramos:
er(r) = lim ey, = Ay [1—e ™ (14 ur)] , (1.37)
A—0
donde hemos llamado e
A, = Sk (1.38)

i3
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En el caso m > n; obtendremos:

1 m m ‘ R .
Cbm = N ‘ Z et Ny; = €1gop1 ' Z (G=1DA=p)?
Jj=m-—ni+1 j=m-—ni+1
= aqppn Y, JjA-pY7- > (A-p),
j=m—-ni+1 Jj=m—ni1+1

(1.39)
donde calculando la suma de las progresiones
€im = €14oP1

- Me—T— _ s \ym—n __ _ s . \ym—1 ~ \m—
(m —n4+ 1)(1 _pl) 1 (1-p1) 1_(1_(511)191) o m(l _pl) 1

1—(1—p1)
B < (1 _ﬁl)mfnfl _ (1 _ﬁl)mfl > :|
1—(1—p) ’
(1.40)
que simplificando y reordenando términos, se obtiene:
€ —m N \—n -\
Qin = G (=) [ = n = D (L= ) (1= )
1
+(1=p) " = A=p) = (rm (1 —p)")
—G (=) " A=) ) + (B (1 =p) )]
(1.41)

Al igual que en el caso anterior y usando las ecuaciones (L36) y (L38)), pasaremos
al continuo a través del calculo del limite:

lim €1;m

61(7“) A—0

= Aje P {emf —1 4 iy [(r—Ry) e — ]} 1> Ry,
(1.42)

Es interesante hacer notar aqui que, la energia depositada se expresa en términos
de un polinomio de primer grado multiplicado por una funcién exponencial decreciente.
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En resumen, la energia por unidad de longitud y por particula inicial, depositada
por los fotones dispersados de la generacion £ = 1 a lo largo de toda su trayectoria,
puede expresarse por la siguiente ecuacion:

Ay [T—e M (1= fur)] r < Ry,
el(r) = Ay e {6,111-21 1 (1.43)
+ [y [(T—Rl) eff _ r]} r>R;.

1.3.3. Contribucién de la generacién k-ésima

Como vimos en la ecuacion (LI8) de la seccion [[2] el namero de los fotones dis-
persados de k-ésima generacion al final de una capa j viene dado por:

=k j—k
NL = Noop g 303
i1=010=11
i—k
S (1= po) (1= pa) e (1= ) (L= (144)
i=lg—1

Siguiendo el mismo procedimiento que en secciones anteriores, ahora debemos cal-
cular la energia depositada por los electrones que, procedentes de capas anteriores,
atraviesan una capa genérica m. Esto nos va a suponer anadir un nuevo sumatorio
en nuestro desarrollo y para simplificar el calculo buscamos una aproximacion que nos
permita reducir las sumas.

Cuando analizamos la contribucion de los fotones dispersados de la generacion k£ = 1
(seccion [I.3.21), hicimos uso de una aproximacion a través del desarrollo en serie de los
binomios, que nos llevo a la apariciéon de forma natural de una probabilidad media py,
quedando la expresion general del nimero de fotones muy simplificada, sin sumatorios
y con una unica probabilidad p; en lugar de las pg y p;.

Procediendo de igual manera, desarrollaremos la Ec.([L44]) en serie de potencias y
nos quedaremos con los términos de primer orden obteniendo:

N;Z;j%NQO% k-1 (1 —d1po) (1 — (g —ir)p1) -+~

(1 = (1 —ir—2) pe1)(L — (J — Kk —ix—1) Pr) -
Naqoqi - qr1 (‘]1) (1—pp) "

+ O(Popl + popip2 + - + pop1-Dk)

Q

(1.45)
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donde hemos definido
k
1
D = ——— i 1.46
Pe =0 ; p (1.46)

y agrupado en el resto O, los términos de orden superior. Puesto que las probabilidades
pr se van haciendo cada vez mas pequenas en el paso al continuo (proporcionales a A),
podemos despreciar este término.

Como ejemplo, podemos visualizar el caso de fotones de la generacion k = 2 y capa
j = 5. En este caso la Ec.(L43) se convierte en:

ot
[\
ot

-2

N5 = Naoan (1—ipo) (1= (j —i)p1) (1 — (5—2—j)p2), (1.47)

=i

Il
o

K3 7

que expresando todos los sumandos y reagrupando se obtiene:

3(po + p1 + p2)
3

Nys = Nqgoq {10 + 10 ( )] + [Bpop1 + Spop2 + Spip2 — Pop1p2)

5 .
= Nqq (2) (1 — 3p2) + [5pop1 + Spop2 + Spipe — Popip2]
= Nqq (

bt < \5_
2) (1 — $2)°7% + [5pop1 + 5pop2 + 5pipa — popipa]

(1.48)
donde (1 — 3p9) corresponde a los términos de primer orden del desarrollo en serie de

(1 - )
Asi pues, tendremos que

N]Z;j = Nqoqi- " Qr-1 (‘;) (1 _ﬁk)jiku (1.49)

y el namero de electrones generados en una capa j por fotones de generaciéon k, vendra
dado por

Ni; = peNgjo
= Nqoq1 qr-1Dx (j;1> (1—pp) " j>k.
(1.50)
Aplicaremos este resultado al calculo de la energia depositada por los electrones de

la generacion k£ al atravesar una capa arbitraria m. Teniendo en cuenta, como vimos
en la seccion [L2 que si j < k implica que Ny, = 0, entonces para calcular la energfa
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depositada por unidad de longitud y por fotén en una capa m dentro del tramo m < ny,
el sumatorio lo empezaremos en la capa j = k + 1, es decir:

 [(j-1 ik
Chm = € Q0q1 " Q-1 Pk D (‘7 i ) (1—pp)y "t (1.51)

j=k+1

En el tramo donde m > ny el sumatorio entre j = m —n; + 1 y m lo expresaremos
como resta de dos sumatorios, uno entre j = k+ 1y m yotroentre j = k+1y m—ny

i i—1 ik
Ck:m = €kq0q1 " * * Gk—1Dk Z (j L )(1—pk)] i

Jj=m-—-np+1
(-1 - ~ (j-1 .
= oy Gr—1Pk [ Z ( k ) (1—pe) "' = Z < I ) (1 —ﬁk)ﬂ—k—1] '
j=k+1 j=k+1

(1.52)

El siguiente paso, como hemos visto con la contribuciéon de las generaciones ante-
riores, es pasar al continuo a través del limite cuando A — 0. Para calcular este limite
debemos introducir A en las ecuaciones [[L51] y [[L52] por medio de las expresiones

TZmA? Rk:nkA Yy ﬂk:%7

para lo cual, m y n; tienen que aparecer explicitamente en los sumandos de dichas ecua-

ciones en lugar de en los indices de las sumas. Para ello convertiremos los sumatorios

de capas en sumatorios de generaciones. Procederemos de la siguiente manera:
Cambiamos el indice i = j — 1 en la ecuacion (L5]))

m—1 .
] ~ \i—
Chm = €k Q01" Qo1 Pk Y (k) (1—pr)" (1.53)
i=k
y definimos la funcién

Snm(z) = Z (2) P n<m, (1.54)
podemos escribir la Ec. (53] (caso m < ny), como

€k;m = € qoq1 - dk—1 Pk Sk,mfl(l - ﬁk) . (1-55>

Para el otro caso (m > ny,), escribimos también la Ec.(L52)) en términos de esta funcion:
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Lj=k+1 j=k+1
fm—1 ; m—ng—1 i
— X (p)a-mte () ]
i=k i=k
- Sk,m—l(]- - ﬁk) - Sk,m—nk—l(]- - ﬁk) s (156)

donde se ha realizado el cambio de indices 7 — 1 = 1.
En el Apéndice [Blse deduce la siguiente expresion para la funcion S, ,,(z) mediante
una suma hasta el primer indice n:

Spm(z) = ﬁ [1 = (mjl) (1 —z)izm+1+i] S (s

=0

Sustituyendo esta expresion de los sumatorios en las ecuaciones(5H) y (50,
obtenemos la energia depositada por fotones de la generacion k£ por unidad de longitud
y por particula, es decir:

Py

k
k4091 qk—1D my = \m—i
epm = D0 1~k+1k 1 Pk [1 - Z ( .>pk(1—pk) ] (m <mnyg), (1.58)

Ck;m — €k qoq1 - qk—1 Pk [Sk,m—l(l - ﬁk) - Sk,m—nk—l(l —ﬁk)] (m > nk)>
(1.59)

r k k
1 m\ i m—ng\ - N
A 1_2(2')[”“(1_”)%_”2( i k>p§“<1_pk)m h ]

k L i=0 i=0
1 [& m—-n b m
— g ~j ~ \m—ng—1 ~j ~ \m—i
= W Z( i )pk(l—pk) g —Z(i)pk(l—pk) ]
L =0 i=0

(1.60)

En estas expresiones, los sumatorios de capas de las Ec.(L5]]) y Ec.(52) han sido
sustituidos por sumatorios de generaciones como pretendiamos, pudiendo ahora pasar
al continuo a través del limite cuando A — 0, que conduce a:

k
— [T 1 ~1 .0
Ak (1—6“’“ Z;,U/kr> TSRka
— 17 _ i=0
ek(r) = ilino €kym ~ k 1 o ‘ (161)
Aj e HE" Z 5 iy, [(T — Ry efuttr 7“2] r> Ry,
7!
=0
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donde hemos agrupado los factores constantes en

€k Vol Vi—1 Mk
A = por . (1.62)
My

1.3.4. Aproximacion simplificada para e;(r)

Hasta ahora hemos encontrado expresiones analiticas para la energia depositada
en el medio por cada generacion de fotones ex(r). La continuacién natural en este
desarrollo es buscar alguna forma para expresar la contribucion total de todas ellas y
esto implica la suma de e(r) para todas estas generaciones.

A primera vista, la labor se presenta complicada, ya que, como vemos en las
Ec.(L&])), la ex(r) viene representada por dos expresiones que coinciden en el pun-
to Ry, el cual serd diferente en cada generacion. Y esta diferencia en las Ry presenta
una gran dificultad a la hora de hacer la suma para todas las generaciones de fotones.
Esto nos sugiere buscar alguna aproximacion.

En primer lugar, vamos a tener en cuenta el hecho de que el producto ji R < 1.
Esto se justifica teniendo en cuenta que ji; ' es del orden del alcance de los fotones
de generacion k-ésima, el cual es mucho mayor que el de los electrones producidos por
dicha generacion de fotones, es decir, que Rjy. Por consiguiente, fi; serda mucho mas
pequeno que Ry, ademéas, a medida que avanza la generacion de fotones dispersados,
éstos van teniendo menor energia y R serd menor cuanto mayor sea esta generacion.
Esta aproximacion no tiene mucho sentido para el caso de los fotones primarios pues,
como vemos en las Ec.([L27)), no aparece el producto fix Ry. En consecuencia y en lo que
sigue, vamos a hacer la aproximacion mencionada solamente para generaciones donde
k > 1. De esta manera, mantenemos el tratamiento clasico habitual, distinguiendo por
un lado la contribucion de los fotones primarios y por otro, el de todos los dispersados.

Nos centraremos a continuacion, en la segunda parte de las Ec.(LE]]), es decir, para
r > R;. Partiremos de

k
~ 1 . L .
ex(r) = Ape ™y - i [(r — Ry) e — 4] r> Ry. (1.63)

=0

Fijandonos en el paréntesis mayor de esta expresion, por un lado tenemos el binomio
(r — Ry)" y por otro la exponencial e#®_ Desarrollando ambos en series

(r—Ry) = 7" —ir" 'R, + O (RZH) ,
FE = 1 Ry + O (TR
(1.64)

donde las funciones O representan el resto de términos de los desarrollos con potencias
mayores a uno. En virtud de la aproximaciéon comentada anteriormente, las desprecia-



1.3 Contribucion a la energia de las distintas generaciones de fotones 23

remos en adelante. Entonces, la Ec.(L63]) se transformara en:

k
en(r) ~  Ape T Z %ﬂz [(r' —ir"'Ry) (1 + Re) — 1]
1:0
= Ape ™y % [ figr® e Ry — i fif Rpr'™']
i=0
— g 1 i i
= AjpeH* ; pl [,ukr (ukRk — T)] )

(1.65)

Recordemos que estamos en el tramo donde r > Ry, por lo que a medida que au-
mente r, por un lado la fraccion m% tendera a cero y por otro, en el sumatorio Zf:o
prevaleceré el término de mayor exponente sobre el resto de sumandos, por lo que nos
quedaremos con éste.

La expresion final que obtendremos sera:

A i
er(r) ~ k—?ﬂk R, (,ukr) e HET r>R,, k>1.

(1.66)

Nos interesa también simplificar la Ec.(LG1l) para r < Ry y para ello haremos uso
del hecho de que los valores de los alcances de los electrones Ry disminuyen a medida
que k aumenta, ya que las energias de los fotones de generacion k + 1 son menores que
los de generacion k y por ende, la de los electrones también. Nos encontramos pues,
en un escenario en el que r < Ry y Ry va disminuyendo. Veamos co6mo evoluciona esta
ecuacion cuando r — 0. Esto es:

ex(r) = Ag < — e HwT Z i )

=0

e (S b § )|

1=k+1

(1.67)

Vemos en el paréntesis interior de esta tltima expresion dos sumatorios. El primero
corresponde al desarrollo en serie de una exponencial, mientras que el otro es una
suma de términos decrecientes.

[e.9]

1 .. i
ZWW = My
1.

1=0
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o0

L L p ! k42 42
E —art = ———1 + O ,
S ik (E+1)1"" ( )
(1.68)

donde la funcién O agrupa las potencias mayores que k + 1.
Sustituyendo estos términos en la Ec.(LE1) y recordando que r — 0, obtenemos
finalmente:

Ay

(k+1)!

~Y

~k+1 k+1 + O( k+2 k+2)

(1.69)

ecuacion donde se observa que la funcion eg(r) presenta un cero de orden k + 1 en
r = 0. Como hemos comentado anteriormente, R disminuye al aumentar k, por lo que
la region donde r < Ry, también va disminuyendo y por tanto la contribucion de e (r)
es cada vez mas despreciable. Por todo ello y en aras de conseguir unas expresiones
més simples, despreciamos esta expresion y extrapolamos el comportamiento de ey (r)
para r > Ry a todo r.

En la seccion 2.2.4ly en la Figura2.7] se discuten la magnitud de estas aproximacio-
nes que, como veremos, no conducen a errores apreciables en la aplicaciéon de nuestro
modelo.

La expresion que nos brindaré este modelo para la energia por unidad de longitud y
por particula, depositada en el medio por los fotones dispersados de generacion k-ésima
en todos los tramos sera:

A
ér(r) = ]; firs Ry, (fir)* e 7" r>0, k>1. (1.70)

1.3.5. Contribucién total de los fotones dispersados

Hasta ahora, hemos encontrado una expresion (Ec.(L70)) que nos indica la energia
depositada por unidad de longitud y por particula por una sola generacion (k-ésima)
de fotones dispersados. Nuestro proposito final sera encontrar otra expresion que mues-
tre esta energia depositada por todas las generaciones de fotones dispersados. Como
definimos al establecer el modelo en la Ec.([L.2)), suponemos la energia total depositada
por los fotones dispersados, como la suma de las aportaciones de todas las generaciones
de k > 0, es decir:

k k
max ) max A ~ . .

ewelr) = Y exl(r) = D 7 f Re (fur)" e (1.71)
k=1 k=1

donde k., representa el nimero maximo de generaciones consideradas. Como veremos
més adelante, los valores de jip son del mismo orden, por ello si aproximamos todos
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estos coeficientes por el valor del coeficiente de atenuacion para los fotones primarios
[Lo, encontramos como expresiéon un polinomio de grado k.« en por multiplicado por
una exponencial decreciente con pugr, que es la expresion propuesta por Berger (1968)
[29], donde utilizo el método estadistico de los momentos descrito por Spencer y Fano
(1951) [46], a la distribucion de dosis depositada por fotones dispersados en agua para
encontrar la distribucién més probable que cumpliera esos momentos.

Si la aproximacion de todos estos coeficientes [ix, la hacemos a través de un coe-
ficiente medio efectivo ' # g, obtenemos la forma funcional usada, para el mismo
proposito, por Sabariego et al. (2007) [31].

Renombrando términos constantes en la Ec.(L7I]), podemos reescribirla de una
forma mas simple que facilitara los ajustes posteriores que haremos para determinar
los parametros, es decir:

Csc (T Z i) EH Lk e mHer (1.72)
k=1

Como vemos, se trata de una expresion similar a la Ec.(71), donde

A
Cr = k—ka

son unos parametros efectivos, que calcularemos a través del ajuste de las curvas de
deposicion de energia previamente simuladas con PENELOPE.

No obstante, en la practica hemos comprobado que truncando el polinomio en la
Ec.([L72)) hasta K = 2, es decir, teniendo en cuenta solamente la primera y segunda
generacion de fotones dispersados, se obtienen ajustes muy precisos de los valores Monte
Carlo y en consecuencia la expresion que utilizaremos en mayor medida seré:

2
Ese(r) = Z Cro (g, F Tk e

-1
() e 4 Cy (1h)? 2 eHeT (1.74)

I
Q =

1.4. Significado fisico de los parametros

Una caracteristica interesante de este modelo es que los parametros utilizados que
surgen en las ecuaciones finales, tienen un sentido fisico y algunos de ellos son de uso
comun en el estudio del transporte de fotones.

Los parametros Rj , como ya definimos al establecer las premisas iniciales y de
partida (Ec.(I3])), son los alcances medios de los electrones liberados por la interaccion
de fotones de la generacion k.
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En cuanto a p, si observamos su definicion en la Ec. ([L6), representa la probabilidad
de interaccion por unidad de longitud, es decir, son coeficientes de atenuacion lineal de
las distintas generaciones, extendiendo el concepto de coeficiente de atenuacion lineal
1 usualmente asociado a los fotones primarios y que coincide con nuestro .

Para ver el contenido fisico de los pardametros A, definimos en primer lugar como
E} a la energia depositada, por foton inicial, por los fotones de la generaciéon k en el
medio (a través de los electrones que generan). Esta claro que la suma de todas ellas
debe ser igual a la energia inicial de los fotones:

Es=> E. (1.75)
k=0

En el caso de los fotones primarios, esta contribucion a la energia (Ey) coincide con la
energia media de los electrones generados por dichos fotones, que denominamos Eée) en
la Ec.(L4)). Esto es debido a que depositan su energia en la primera interaccion, ya que
la que depositan en las sucesivas se adscribe a las contribuciones de otras generaciones.
Sin embargo, para las siguientes generaciones no se da esta coincidencia ya que Fj es la
energia depositada por fotones de la generacion k por foton inicial, mientras que E,(f)
coincide con la energia depositada por cada foton de dicha generacion.

En la Ec.(I4]), definimos la constante ¢y que mas tarde, por conveniencia, la re-
nombramos como Ag. En ella la definimos como, energia por unidad de longitud y por
particula que depositan los electrones producidos por los fotones primarios a lo largo
de su recorrido en su interacciéon con el medio homogéneo. Esto es:

Ey Ey
0 0 (TL(]A) RO ’ ( )
Por tanto,
EO - AORO . (177)

Comprobamos esta hipotesis mediante integracion de la energia depositada por
unidad de longitud y fotén inicial a todo r:

Ey, = / eo(r)dr
0

R 00
= / i A (1 — e‘“or) dr + / Age™Hor (e“ORO - 1) dr
0 Ro

An — Ane—HoRo —poRo _ 1
{ 0~ e +A0(6—+RO)] Ao By
Ho Ho

(1.78)

Veamos qué ocurre si ahora calculamos la misma integral para las expresiones de-
ducidas en el caso de la generacion k-ésima.
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E, = / ex(r)dr
0
Ry L T
:/0 Ap|1=e™n Y St | dr

i=0
00 k 1
+ Ape T Z ,—'/12 [(r — Ry)" e — ¢] dr,
Ry i—0 1!
(1.79)
que ordenando términos
Ry,
Ek = / Ade’
0
1, Re o o
+ A Zﬁﬂi <—/0 e“’“rrlerr/R e (1 — Ry)' el — o) dr) .
=0 k
(1.80)

Tenemos un primer sumando que corresponde a una integral inmediata de valor ARy
y un segundo que corresponde a un sumatorio en ¢ en el que, entre paréntesis, aparece
la resta de dos integrales por partes, cuyo valor para cualquier ¢ es cero y por tanto,
todo el segundo sumando en la Ec.(L80) se anula y finalmente obtenemos:

00 Ry,
Ek = / €k<T>dT = / Akd'f’ = AkRk
0 0

Ey,
Ay, = —. 1.81
- (1.81)
Por ello, el coeficiente A;, esta relacionado con la energia depositada por los fotones
de la generacion k, por foton inicial, a través del alcance de los electrones de dicha
generacion.

En realidad, como vimos en la seccion [L33] Ec.(L62),

€ Vo1 Vig—1 MUk
~k+1 )
M

Ay =

por lo que Ay no solamente contiene la informacién referente a la energia media liberada
por los electrones, sino que ademas incluye informacion, a través de los coeficientes v,
v W, sobre todas las dispersiones sufridas en su recorrido, es decir, de su historia.

Es interesante hacer notar que, realizando la misma integracion anterior pero usando
ahora la expresion simplificada de ey (1) deducida en la seccion L34, Ec. (IL70), llegamos
al mismo resultado, esto es:
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o © A 3 L
E, = / er(r)dr = / k_f,u«k Ry (fuer)" e ™ dr
0 0o K
[ oo - k!
= A Rkﬂ—l,c (fur)® e M7 dr = Ay Ry ,u_;: — = Ay Ry,
k! 0 k! M

(1.82)

Este resultado concede ademaés, un argumento de validez a las aproximaciones rea-
lizadas para llegar a la expresion simplificada (L70).

Por otro lado, la fraccion de energia depositada en el medio por los electrones
generados por fotones de generacion k sera:

f Ey,  Ag Ry
k= = =

Es Es '
y recordando la definicion del coeficiente de absorciéon de energia fi.,, como fraccion

de energia absorbida por unidad de longitud, podemos establecer unos coeficientes de
absorciéon para cada generacion

(1.83)

_ _ _ AR
(Fen)e = fir fo = i kE £ (1.84)
S

Notese que para el caso de los fotones primarios, este coeficiente coincide con el
coeficiente de absorcion i, a la energia de la fuente Ej.

. AR
Hen = flo fo = fo OE > (1.85)
S

En la Tabla de la seccion 2.2.3] podemos ver los valores fy calculados con el
modelo, y de fO(MC) calculados mediante simulacion Monte Carlo.



Capitulo 2

Simulaciones y Ajustes

2.1. Simulaciones

La continuacién natural al desarrollo tedrico del modelo seré imprimirle un valor
practico, para ello tenemos que evaluar los valores de los pardmetros que aparecen
en sus ecuaciones. Este calculo no podemos deducirlo de consideraciones teéricas, por
consiguiente vamos a recurrir al ajuste de estas ecuaciones a histogramas de energia
depositada en funciéon de la distancia, que previamente habremos obtenido mediante
simulacion Monte Carlo. Construiremos para dicho propdésito un programa en lenguaje
FORTRAN, en el que implementaremos un algoritmo que separe las contribuciones
de cada generacion y en el que utilizaremos las subrutinas de PENELOPE [21] para
simular la interacciéon con el medio.

2.1.1. Aspectos generales de la simulaciéon

Partimos de una fuente puntual de fotones (Figura [[I]) inmersa en un maniqui de
un medio determinado, lo suficientemente grande para asegurarnos que ningtun fotén
saldra al exterior.

La fuente se supone monoenergética y el medio lo consideramos isétropo y homo-
géneo. Los fotones son emitidos uniformemente en todas direcciones, lo que nos dara
simetria esférica para las distribuciones analizadas. Esta situacion es especialmente im-
portante al estudiar los fotones dispersados, pues independientemente de las direcciones
y dngulos de dispersion, contabilizaremos la energia depositada a una distancia dada
de la fuente.

En estas simulaciones determinamos principalmente histogramas de energia depo-
sitada por fotén inicial emitido en cortezas esféricas de anchura determinada y un
cierto radio interior, dividiendo finalmente por la energia inicial Es. De esta manera lo
expresamos en términos de fraccion de energia depositada o Kernel Puntual [47).
Denotamos por E,gl;fnc) esta fraccion de energia total por particula, depositada por
todos los electrones liberados por fotones de generacion k-ésima en una capa determi-
nada m y la correspondiente dosis por

29
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pM9 — g B 2.1

k;m S Vi ) ( : )

donde V,,, es el volumen de la m-ésima corteza esférica, p la densidad del medio y Eg
la energia inicial de la fuente.

PENELOPE [12,21] es un codigo de clase II, es decir, que mezcla la simulacion
detallada con una simulaciéon condensada. Este comportamiento se controla mediante
unos parametros (Cy, Co, We. v We,) que indican ciertos valores umbral, a partir de
los cuales se realiza una simulacion detallada o condensada cuando no son alcanzados
(consultar su definicion en las ref. [12/21]).

Al respecto indicar que, en aras de conseguir mayor precision en los histogramas, se
hicieron pruebas modificando estos parametros para aumentar la simulacion detallada
sin encontrarse diferencias apreciables en los resultados y por contra, el tiempo de eje-
cucién del programa aumentaba considerablemente, por lo que se utilizaron los valores
recomendados por defecto por los autores del cdédigo y que suponen un equilibrio entre
buena precision y tiempo razonable de ejecucion. En la Tabla [2.1] se muestran estos
valores

Cl C'2 ch Wcr
0.05 0.05 5keV 1keV

Tabla 2.1: Parametros utilizados en las simulaciones realizadas en este trabajo [12,21].

Como hemos visto a lo largo del desarrollo del modelo, hay dos tramos de interés de
7, esto es, antes de alcanzar el equilibrio electronico (r < Ry), y después de alcanzarlo
(7’ > RQ)

El hecho de que el tramo donde r < Ry sea mucho més pequeno que el de r > Ry,
nos crea un problema a la hora de elegir la anchura de las capas para la simulacion.

Necesitamos disponer en el primer tramo un nimero de intervalos suficiente como
para poder hacer un ajuste significativo, por lo que es necesario que el tamafno de éstos
sea muy pequeno, mientras que en el segundo, al ser éste mucho més grande, un nimero
de intervalos suficiente para el ajuste supone una anchura de éste mucho mayor. Por
ejemplo, si escogemos un tamano pequeno para que en el tramo r < Ry dispongamos
de, al menos 100 intervalos, implica que en r > Ry habria del orden de 10000 intervalos.
Y un tamano pequeno en esta anchura de la capa supone una varianza mayor, por lo
que habra que lanzar mayor nimero de fotones y por ende, implica un mayor tiempo
de computacion.

Como solucién a este inconveniente, se modifico el programa principal para obtener
histogramas con tres tamanos de intervalo diferentes:(i) un primero que nos asegure
que hasta alcanzar Ry tengamos, al menos, entre 50 y 100 intervalos, dependiendo
de la energia de la fuente, ya que Ry aumenta con ésta; (ii) un segundo tamano de
intervalo entre este punto y aproximadamente una distancia, en unidades de recorrido
libre medio o Mean Free Path (MFP), de 5 MFP (uor = 5), en el que establecemos
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del orden de 1000 intervalos; (iii) y un tercero hasta 20 MFP, que recoge la cola del
histograma y en el que establecemos unos 100 intervalos. De esta manera podemos
observar de una forma detallada, la region de acumulacion o de buildup (r < Rp),
una region central donde se deposita la mayor parte de la energia y una tercera, ya a
gran distancia, donde se deposita la cola del histograma, optimizando asi el tiempo de
computaciéon y la varianza final en éstos.

Otros parametros que podemos escoger en nuestro programa son las energias de
absorcion de electrones y positrones. Valores estos, por debajo de los cuales, el programa
considera a la particula absorbida, deja de simularla y contintia con la siguiente. Valores
altos de estos umbrales provocan que el programa termine antes de simular la particula
y esto se traducird en un menor tiempo de computaciéon pero también una menor
precision al establecer el lugar donde se deposita la energia y por tanto, en el célculo
de la dosis. Por ejemplo, si la energia de absorcion de electrones y positrones fuese igual
a la de la fuente, el programa entenderia que la energia de éstos se deposita localmente
en el mismo lugar donde se generaron y entonces lo que estariamos simulando seria
el Kerma (Kinetic energy released per unit mass) o energia cinética transferida a los
electrones, que como luego éstos la depositaran a lo largo de su alcance, no corresponde
exactamente con la energia depositada en el medio (dosis) [48,49].

En nuestro caso, si estimamos una energia de absorciéon para los electrones igual
a la de la fuente, precisamente lo que hacemos es eliminar la posibilidad de estudiar
como se deposita la dosis en el tramo de equilibrio electronico (r < Ry) y poder ajustar
las ecuaciones del modelo en este tramo. Por otro lado, si escogemos una energia de
absorcion, para la cual el alcance de los electrones a esa energia, sea mayor que la
anchura del intervalo en este tramo, parte de la energia que depositen éstos no se
recogera dentro de ese intervalo y el resultado sera erréoneo. De aqui la importancia
en la eleccion de la energia de absorcion de los electrones para obtener un resultado
6ptimo en las simulaciones.

Primeramente estimaremos la anchura del intervalo, asegurandonos de que en el
tramo 7 < Ry permanezcan entre 70 y 100 intervalos. A continuacién elegiremos una
energia de absorcion para los electrones, de tal forma que el alcance de ellos no sobrepase
esta anchura del intervalo. De esta manera nos aseguramos que un electréon de esta
energia, si se libera en un intervalo determinado, siempre depositaria su energia dentro
de él y por tanto, no habra error al considerar en la simulaciéon una absorcion local de
éstos.

Para ajustar al méximo los valores de la energia de absorcién de los electrones y
asi obtener la mejor relacion entre precision y velocidad de proceso, se ha implemen-
tado otra simulacion para calcular hasta donde llegan los electrones en un medio y
una energia determinada. De este programa extraemos histogramas con el namero de
particulas que llegan a una distancia r y escogemos como alcance maximo el primer r
a partir del cual ya no ha llegado ningtn electréon, en lugar de los valores tabulados
en la literatura. Se han obtenido histogramas de este tipo, para cada energia y medio
material estudiado en el presente trabajo. En la Figura 2.1l podemos ver un ejemplo
para cuatro energias.
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Figura 2.1: Histogramas donde se muestra el alcance de los electrones en agua para energias
de éstos de 10, 50, 100 y 500 keV. Las flechas indican los valores tabulados en la ref. [50]

La energia de absorciéon para los fotones la hemos fijado en todos los casos a 1 keV,
que es un valor usual y lo suficientemente pequeno como para seguir el camino de los
fotones con una precision aceptable.

El ntimero de historias simuladas para el calculo de los parametros de ajuste han sido
entre 10® y 5.10°% particulas, llegando hasta 10! en el caso de alguna de las aplicaciones
estudiadas, lo que nos ha producido unas barras de error muy pequenas, de hecho, en
las graficas donde expresamos los resultados no se aprecian, pues son menores que los
simbolos con los que se representan los puntos del histograma.

Por dltimo, decir que el medio homogéneo usado principalmente es agua, pues se
trata de un medio con densidad similar a la del cuerpo humano y es habitualmente
usado en dosimetria. Se ha cubierto un amplio rango de energias iniciales, desde 10
keV hasta 20 MeV. Otros medios estudiados, aunque en menor profusién son: aire
seco, tejido ICRU 4 componentes, tejido adiposo, musculo estriado, tejido 6seo y tejido
epidérmico, cuyos parametros de ajuste pueden consultarse en el apéndice [Al

2.1.2. Algoritmo de separaciéon de fotones dispersados

Construidos todos los procesos y secuencias que gobiernan la interacciéon en nuestra
simulacion, debemos buscar ahora la forma de separar las contribuciones a la energia
depositada por los fotones primarios y por los dispersados. Para ello, vamos a colocar en
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cada particula una “etiqueta” que nos la identificard como dispersada o no dispersada.
Esta etiqueta debe mantenerse con el mismo valor en todas las particulas secundarias
que deriven de una particula original lanzada, es decir, para todas las particulas de
una misma historia. En el caso de los dispersados, esta etiqueta aumentara su valor en
cada nueva generacion de dispersados. Hasta que no interaccionen la primera vez no
podremos saber si se ha dispersado o no, por ello analizaremos la primera interaccién
que realiza cada foton tras salir de la fuente y en base a ésta asignamos las etiquetas
de la siguiente manera:

= Si la primera interaccién es una absorcion fotoeléctrica, tendra etiqueta de no
dispersado y la energia depositada se acumulard en el histograma de no disper-
sados.

= Si la interacciéon es una produccion de par electron-positron entonces, como en el
caso anterior, incrementara el histograma de no dispersados.

» Por tltimo, si se produce una dispersion incoherente (Compton), al foton se le
pondré la etiqueta de dispersado y a partir de aqui toda la energia que deposite
¢l y sus secundarios contabilizaran en el histograma de dispersados, mientras que
al electron se le pondré la de no dispersado, no obstante, si este electrén antes
de absorberse emite un fotén de bremsstrahlung, a este foton se le asignaré la
etiqueta de dispersado, manteniendo la del electrén como de no dispersado.

= Independientemente de cudl sea la primera interaccion, la energia depositada en
ella siempre se contabilizara en el histograma de no dispersados.

Seguiremos ahora el resto de interacciones asignando todos los fotones ( rayos X
caracteristicos, fotones Compton, fotones dispersados en procesos Rayleigh y fotones
bremsstrahlung producidos por electrones liberados en procesos anteriores) a la siguien-
te generacion de dispersados (k + 1), mediante el aumento del valor numérico de su
etiqueta.

Haremos este seguimiento hasta la generacion k£ = 10 y a partir de aqui, las siguien-
tes generaciones se computaran todas juntas en un resto. Acumularemos esta energia
depositada en los intervalos de conteo que hemos disenado en la secciéon anterior 2.1.11

La distancia r entre la fuente y el lugar donde se deposita la energia se anota
de forma exacta en cada deposicion y asi calcularemos un r efectivo dentro de cada
intervalo, el cual representaré a dicho intervalo en los ajustes y las graficas. Aunque
los 7 efectivos estaran todos alrededor de los puntos centrales de los intervalos, el uso
de aquellos en lugar de éstos anade un poco mas de precisiéon en el resultado de los
ajustes.

Dentro de un intervalo se distribuiran los valores de la variable aleatoria r. Para
estimar un r efectivo no es valido calcular su valor medio, el cual solamente seria valido
si las particulas siempre depositaran la misma energia en cada interaccion, que no es el
caso, por lo que hay que ponderar r con la energia depositada, por lo que se estimara
este valor a través del calculo de la ponderacion cuadratica media, es decir:
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(2.2)

2.1.3. Estimacion de errores en los histogramas

La simulacion Monte Carlo, por su naturaleza estadistica, presenta una varianza y
nuestro objetivo ahora es calcularla para los histogramas obtenidos en este trabajo.

Cuando lanzamos un fotén, éste interacciona con la materia depositando energia en
ciertos intervalos y genera particulas secundarias que a la vez depositan energia en otros
o en los mismos intervalos. Esta particula primaria y todas sus secundarias, es decir una
historia, dara lugar a una energia depositada que llamamos e; ,, (donde el subindice i
se refiere a la historia y el m al intervalo) la cual tendra una funcion de distribucion
f(em), un valor medio y una varianza. Este depodsito de energia por historia es lo que
queremos obtener en nuestro histograma, pero no conocemos su funcién de distribucion,
su media ni su varianza. Para encontrarlas, primero repetiremos la situacion N veces,
es decir, lanzaremos N particulas y a continuaciéon haremos uso del teorema del limite
central.

Lanzamos pues N fotones y construimos una nueva variable aleatoria que seré el
valor medio de la energia depositada por cada historia en un intervalo del histograma,
es decir:

1 N

Vemos que E,, es otra variable aleatoria, pues las e;,, lo son. Nos preguntamos
ahora cual es la funcién de distribucion de probabilidad, el valor medio o esperado y
la varianza que seguira esta funcion E,,.

El teorema del limite central nos dice que la funciéon en que se distribuirdn los
valores de F,, es una distribuciéon normal (gaussiana) y con un valor medio idéntico al
de la distribucién de partida e; ,,, que es la que estamos buscando. Esto es:

(Bn) = (5 D im) = (eim) (2.4

su varianza es igual a
1
var{E,,} = N v {€im} (2.5)

y su desviacion tipica viene dada por

og, = \/var{E,}. (2.6)

Vemos que el valor medio de N historias es un buen estimador del valor medio de una
historia, que es lo que buscamos. También su desviacion tipica, que se puede entender
como error estadistico en la determinaciéon de ese valor medio y que es inversamente
proporcional a v'N (Ec.(23) y Ec.(Z.8)),es decir, a mayor ntimero de historias simuladas
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este error disminuye con v/N. Este teorema constituye la idea bésica de las técnicas
Monte Carlo.

Como mencionamos anteriormente, a lo largo de este trabajo se han simulado un
nimero de historias N entre 108 y 10!, dependiendo del caso concreto a tratar, lo que
nos ha reportado unos niveles de error suficientemente pequenos para nuestro propoésito.
Por otro lado, el calculo de la desviacién tipica lo hemos implementado directamente
en nuestro programa, computando para cada intervalo m la energia total depositada
por historia tal y como establece la ecuacion y simultaneamente la cantidad

(Em) = %Z(ei,m)Q , (2.7)

y por tltimo

75 = 5y [B2) — (Ba)]. 2

Como error de los resultados hemos considerado el intervalo £op, (K = 1), que
nos da un grado de confianza del 68.3 %, es decir, el valor verdadero se encuentra en
ese intervalo con una probabilidad del 68.3 %.

2.1.4. Validacion de los Algoritmos

Llegados a este punto y antes de realizar los calculos conducentes a obtener los re-
sultados de interés, necesitamos asegurarnos de que el programa de simulacién funciona
correctamente y no ofrece resultados ilogicos, asi como constatar que la separacion de
las diferentes generaciones de fotones es correcta.

En primer lugar hemos controlado internamente la correcciéon de los célculos. Pa-
ra ello, dentro del propio programa, se ha implementado un pequeno algoritmo que
va contando las energias depositadas por historia en catorce contadores, uno para la
energia total depositada, otro para los fotones primarios, un tercero para los fotones
dispersados totales, del cuarto al decimotercero para la energia depositada por cada
generacion de fotones dispersados, y el decimocuarto para el resto de generaciones. De
esta forma podemos comprobar: (i) la energia total depositada por historia es la misma
que la energia con la que el fotéon es emitido de la fuente; (ii) la suma de los conta-
dores de la deposiciéon para primarios y dispersados totales, coincide con el contador
de la energia total y con la energia inicial del fotén lanzado; (iii) la suma de todos los
contadores de todas las generaciones de fotones dispersados coincide con el contador
de dispersados totales.

Una vez establecida la validez interna de los datos que se obtienen de la simulacion,
debemos buscar alguna forma de asegurarnos de que efectivamente reflejan lo que que-
remos, es decir, las contribuciones separadas de los fotones primarios, los dispersados
totales y las contribuciones individuales de cada generacion y para ello, haremos com-
paraciones con datos publicados. Debe indicarse que no hemos encontrado datos en la
literatura sobre las diferentes generaciones de fotones, por lo que solamente haremos
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la comprobacion con fotones primarios, dispersados totales y dosis total (primarios +

dispersados), es decir:
D(r) = DP(r) + D%(r), (2.9)

donde el indice P se refiere a fotones primarios y S a fotones dispersados.

Validaciéon de la dosis primaria

Para el caso de los fotones primarios haremos uso de la Ec. (1), que volvemos a
expresar aqui para la dosis primaria

An,

NP P
D™ (r) = 47T7“2p6 (r), (2.10)
donde segun las referencias [29] y [47]
e’(r) = pen € (2.11)
h PENELOPE — ---------- ajuste ————— Berger
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Figura 2.2: Valores r2D¥ (r)/A para los fotones primarios en funcion de la distancia r a una
fuente puntual de 20, 50 y 400 keV y 1 MeV. Los simbolos representan los resultados obtenidos
en nuestra simulacion. Las lineas continuas corresponden a los resultados de Berger [29]. Las
lineas de trazos representan el ajuste a la Ec.(ZI1]) de los valores Monte Carlo discutido en

el texto.
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Energia p |em ™! fen [cm ™|
[keV] Ref. [51] Ref. [52] M C Ref. [51] Ref. [52] M C
20 0.711 0.8096 0.77960(3) 0.512 0.5503 0.53846(4)
30 0.337 0.3756 0.34795(2) 0.149 0.1557 0.14950(1)
50 0.214 0.2269  0.218085(3) 0.0418 0.04223  0.043062(1)
60 0.197 0.2059 0.19476(2) 0.0320 0.03190  0.030568(4)
100 0.168 0.1707  0.167378(9) 0.0256 0.02546  0.024883(3)
200 0136 0.1370  0.13625(1) 0.0297  0.02067  0.029327(3)
400 0.106 0.1061  0.105531(4) 0.0328 0.03279  0.032488(3)
600 0.0894 0.08956  0.089067(5) 0.0329 0.03284  0.032622(2)
1000 0.0706 0.07072  0.070307(4) 0.0311 0.03103  0.030969(2)
2000 0.0493 0.04942  0.049021(2) 0.0263 0.02608  0.0264268(2)
3000 0.0396 0.03969  0.039082(1) 0.0233 0.02281  0.0233729(2)

Tabla 2.2: Coeficientes de atenuacion lineal y coeficientes de absorcion de energia obtenidos
mediante el ajuste de la Ec.(211) a la simulaciéon Monte Carlo con PENELOPE realizada en
este trabajo. Se comparan con los valores de las Refs. [51] y [52].

En primer lugar, compararemos los datos obtenidos con nuestro algoritmo en los
fotones primarios, con los obtenidos mediante las ecuaciones anteriores y usando en ellas
los coeficientes fio, y p calculados con el ajuste de las simulaciones (linea discontinua
en Fig. 22]) y con los expresados en la Tabla (columnas segunda y quinta) [511,52].

Suponiendo que la fuente emite un fotén en cada desintegracion (n, = 1 desint™'),
en la Fig. observamos los valores obtenidos en nuestra simulacion (cuadrados) con
los de Berger [29] (linea continua), para las cantidades 72D (r) /A debidas a los fotones
primarios correspondientes a fuentes de 20, 50 y 400 keV y 1 MeV. Se ha tomado esta
cantidad para representar en la gréafica, en lugar de la dosis, para eliminar el efecto
del cuadrado de la distancia y asi observar mejor las diferencias. Por otro lado, no
contemplamos el tramo de equilibrio electronico, pues la ecuacion de Berger (Ec[ZTT])
es para todo r y no contempla ese tramo.

Los resultados, como vemos, son practicamente coincidentes con los de Berger (li-
neas continuas). Se observa, que los valores encontrados en el ajuste para los coeficien-
tes ften v i estan en acuerdo razonable con los encontrados en la literatura (Refs. [51]
y [52]), apareciendo mayores discrepancias para el coeficiente de absorcion de energia,
en el que hemos constatado una gran sensibilidad a la anchura del intervalo.

Validacion de la dosis dispersada

En la referencia [29], Berger propone una expresion para la dosis depositada por los
fotones dispersados, que expresa como la dosis de los fotones primarios multiplicada
por un polinomio de grado N + 1, es decir:

. An
D(r) = 4w T‘JP

M(r), (2.12)
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donde hemos llamado
M(r) = e%(r) = e"(r)Pny1(r) = pen exp (—pr) Pyia(r), (2.13)

y Pyx.1 es un polinomio del tipo

N
Pnii(z) = Z an " (2.14)

n=0

Sobre estas ecuaciones, hemos hecho dos calculos diferente. El primero corresponde al

t PENELOPE  ---------- ajuste ———— Berger
0.25 . . .
0.20 50 keV
L 0.15
=
é 0.10
Tbo 0.05
3 0.00 5
. ) 10 20 30 40
g 1.2 T T T
= 1 MeV
o 0.8 | .
C\lL ’l
— <
04 H .
h | | |
0.0
0 25 50 75 100
r [cm]

Figura 2.3: Valores 72D%(r)/A de los fotones dispersados en funciéon de la distancia r a
una fuente puntual de 20, 50 y 400 keV y 1 MeV. Los cuadrados representan los resultados
obtenidos en nuestra simulacién. Las lineas continuas corresponden a los resultados de Berger
[29]. Las lineas a trazos corresponden a los ajustes realizados con la funcion M de la ecuacion

213).

uso de los coeficientes a,,, p y flen, €xpresados en la referencia [29] (con linea continua
en la Fig. 23], mientras que el segundo corresponde al uso de coeficientes a,, p y
Uen, encontrados al ajustar los datos de nuestra simulacion a la ecuacion (2ZI3]). Se
han realizado distintos ajustes aumentando progresivamente el grado del polinomio
y manteniendo los valores de p vy pen iguales a los encontrados en el ajuste de la
contribuciéon de los primarios (ver Tabla 2.2). En la Fig. hemos incluido, con linea
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de trazos, los resultados obtenidos en estos ajustes con N = 3 para las energias Fy =
400 keV y 1 MeV, N = 4 para Ey = 50 keV y N = 5 para Fy = 20 keV. Puede
comprobarse que un aumento en el grado de los respectivos polinomios no modifica
significativamente el valor de x?.

Es posible obtener, como podemos ver, una buena descripcion de la dosis depositada
por los fotones dispersados sobre la base de la hipotesis de Berger. Cabe decir, no
obstante, que existe un acuerdo razonable excepto para el caso de fotones de 20 keV,
donde el célculo de Berger subestima el resultado obtenido con PENELOPE.

Validacién de la dosis total

Compararemos ahora la dosis total depositada en el medio, con datos de ésta obte-
nidos de la literatura.

t PENELOPE e Luxton & Jozsef — Berger

0.3 T T T
50 keV

r2pD(r) [em? keV g~! desint™!]

L
A

Figura 2.4: Valores de la dosis total expresados como 72D(r)/A en funcion de la distancia
a una fuente puntual de fotones de 20, 50 y 400 keV y 1 MeV. Los cuadrados representan los
resultados obtenidos en nuestra simulacién. Las lineas continuas corresponden a los resultados
de Berger [29]. Los circulos negros representan los resultados de la simulacién de Luxton y

Jozsef [53].

En la Fig. 4] los resultados obtenidos en nuestra simulacion para r2D(r)/A (cua-
drados) se comparan con los que predice Berger [29] (linea continua), para fotones de
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20, 50, 400 keV y 1 MeV. También se incluyen (circulos negros) los resultados de un
calculo de Luxton y Jozsef [53] que determinaron las distribuciones radiales de dosis y
la dosis depositada en agua para fuentes puntuales de fotones de energias entre 10 keV
y 2 MeV mediante el c6digo de simulaciéon Monte Carlo EGS4.

El acuerdo con los resultados de Luxton y Jozsef [53], como podemos comprobar, es
excelente en todos los casos, sin embargo, los calculos de Berger [29] muestran una ligera
sobrevaloracion de los resultados de PENELOPE a distancias cercanas a la fuente.

Estos resultados permiten validar las simulaciones realizadas con PENELOPE y
podemos pasar a analizar la parte relevante de nuestro trabajo, esto es, obtener con
fiabilidad los pardmetros correspondientes a las ecuaciones deducidas por el modelo.

2.2. Ajustes

2.2.1. Aspectos generales de los ajustes

En este trabajo hemos realizado distintos ajustes de los datos de los histogramas
obtenidos en las simulaciones {(zg,yx),k = 1,2,...,n} a funciones que dependen, en
general de forma no lineal, de las abscisas correspondientes y de un conjunto de para-
metros

Y = f(xkaphp%"wpm) . (215)

Cada uno de los valores del histograma corresponde a una muestra determinada
extraida de una distribuciéon de probabilidad gaussiana. Si tenemos n puntos en el
histograma a ajustar, tendremos una probabilidad conjunta que, por ser variables in-
dependientes, sera un productorio de gaussianas de la forma:

n

1 1 —x2
P<y17y27 H yn> = W H O'_k €Xp T y (216)
k=1

donde la funcién x? corresponde a:

n

X =Y

k=1

[k — f (@0 01,02, - )] (2.17)

Al
o] T

La x? es también una funcién de distribucion de probabilidad que da cuenta de las
diferencias entre el histograma y la funciéon de ajuste.

Haciendo uso ahora de la hipétesis de méxima verosimilitud, contrastaremos la
bondad de la funcién de ajuste que proponemos. Esta hipotesis considera, que la mejor
estimacion que podemos efectuar de los pardametros de la funcion de ajuste propuesta, es
la que corresponde al maximo de la funcién de distribuciéon de probabilidad expresada
en la ecuacion Este méaximo supone pues un minimo de la funcién y? que, por
otro lado, es lo que da el nombre al método (minimos cuadrados).

Este método, no obstante, para funciones que no dependen linealmente de los pa-
rametros, no ofrece estimacion de los errores en el cédlculo de estos. Para estimarlos
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hacemos uso del teorema del limite central y el método Monte Carlo, para lo cual reite-
ramos el ajuste un nimero N de veces y en cada una de ellas, sorteamos para cada
punto x; un valor de y,(cn) segin una distribucion gaussiana centrada en g, (la orde-
nada original del histograma) y con desviacion tipica oy. Se obtiene de esta manera,
para cada pardmetro, una distribuciéon de valores de los cuales obtenemos la desviaciéon
tipica asociada que consideramos como su error.

En los ajustes realizados en esta tesis, el nimero N de repeticiones ha sido de entre
100 y 500 veces, segun los casos, lo que garantiza la fiabilidad de las estimaciones.

Debe hacerse constar que, en muchas de las graficas de este trabajo no se aprecian
las barras de error, pues estas son menores que las dimensiones de los puntos senalados
en ellas. En las distintas tablas se muestran los errores de manera abreviada de forma
que, por ejemplo, un valor tal como 0.10609(4) significa 0.10609 £ 0.00004.

En nuestro programa de ajuste, se ha utilizado el algoritmo de Levenberg-Marquardt
[54] para la minimizacion de x?, implementéndolo en un programa principal desarrolla-
do en FORTRAN, en el cual se incluye el calculo de errores mediante algoritmo Monte
Carlo.

2.2.2. Importancia relativa de las generaciones de fotones dis-
persados

Analizaremos primeramente, la importancia relativa de las contribuciones ey (),
debidas a las diferentes generaciones de fotones.
En la Figura 2.5 hemos representado, para Es = 10 keV, 100 keV, 1 MeV y 10 MeV,

los valores MC de e,(CMC)(r) para las generaciones k = 0,1,2,3 y el resto e%MC) (r) =

My 4+ M) 4

En primer lugar, tanto a baja como a alta energia, se puede observar como las
contribuciones de las k-ésimas generaciones se van haciendo méas pequenas a medida
que k aumenta. En particular, para Eg5 = 10 keV, la contribuciéon e&MC) (r) es mucho
mas pequena que la egMC)(T).

A energias intermedias sin embargo, donde la dispersion Compton es el proceso
dominante, esto no ocurre. Es notable destacar, que para 100 keV y » > 10 cm es
precisamente e%MC) (r) la contribucion dominante. Esto es debido al hecho de que, aparte
de la preponderancia de la dispersion Compton y por tanto haber mayor nimero de
dispersiones para las energias medias (Fj) de estas generaciones, la fraccion de energia
retenida por los fotones en estas dispersiones es mayor que para energias mayores.

2.2.3. Ajustes de los fotones primarios

Para estudiar la contribuciéon de los fotones primarios, hemos ajustado la ecuacion
(L27) a los histogramas simulados con PENELOPE, cuyos valores denotamos como
e(()MC)(r). El resultado para los cuatro valores de Fg utilizados en la fig. 2.5 se muestra
en esta otra Figura[2.6] en ella hemos usado una escala logaritmica en el eje de abscisas,
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Figura 2.5: Contribucién de varias generaciones de fotones a la energia absorbida por unidad
de longitud y por foton inicial e(r), obtenidas de la simulacion Monte Carlo con PENELOPE.
Se muestran los resultados para 10keV, 100 keV, 1 MeV y 10 MeV. El eje de ordenadas se ha
representado en escala logaritmica, para suavizar las diferencias entre las distintas generacio-
nes. Notese que la generacion “k = 07 (fotones primarios) aparece como una recta decreciente,
que es como se representa en escala logaritmica una exponencial decreciente. Las barras de
error son menores que los simbolos utilizados y no se aprecian en las graficas.

para resaltar la region donde r es pequena, que es donde existen mayores discrepancias
con las ecuaciones que nos ofrece el modelo.

Se ha representado con cuadrados los resultados de la simulacion Monte Carlo,
con linea continua la ecuacion (L27) con los pardmetros ajustados a la simulacion y
por tltimo, con linea de puntos representamos la aproximacion exponencial clasica de
Berger (1968) [29]

e (r) = Bgprene ™", (2.18)

donde los parametros 1 y fie, son los obtenidos por Hubbell y Seltzer (2004) [52] y
Berger et al. (2005) [55].

Como puede apreciarse en la Figura 2.6 el uso de la ecuacion de Berger(2.18)) en el
tramo de pre-equilibrio electronico nos lleva a una divergencia al infinito al acercarnos
a la fuente, lo que sobrevalora enormemente la dosis depositada en dicho tramo y por
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Figura 2.6: Con linea continua se muestra el ajuste de eg(r) expresado en las Ec.(IL21) de
(MC

la contribucion de los fotones primarios e )(r) en agua (dibujada con simbolos cuadrados).

Se compara con la férmula exponencial e(()B) (r) dada por la Ec.(2I8) (con linea punteada).
Se muestran para 10, 100 keV, y 1, 10 MeV, que representan aproximadamente el espectro
estudiado. El eje de abscisas esta expresado en escala logaritmica, para poder visualizar mejor
las diferencias a corta distancia de la fuente. Las incertidumbres estadisticas son menores que
el tamano de los simbolos.
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ello, no es conveniente su uso para el calculo de dosis a estas distancias. Mientras
que para r superiores a la zona de pre-equilibrio electrénico, esta ecuacion ofrece una
precision aceptable, si bien, subestima ligeramente la dosis depositada al aumentar la
energia de la fuente.

Como vemos, cuando usamos las ecuaciones deducidas de nuestro modelo (IL.27) se
obtiene una razonablemente buena descripcion del proceso de acumulacion que tiene
lugar hasta alcanzar el equilibrio electrénico, el cual mejora al aumentar la energia.
Mientras que por encima de este tramo, la concordancia con los valores Monte Carlo,
también es més precisa que cuando usamos la ecuacion de Berger ([2.I8]).

Se puede apreciar también, que en el entorno de Ry, es decir, donde acaba el tramo
de pre-equilibrio electréonico y cambia la pendiente de la curva, a bajas energias se
produce un pico que el modelo no puede ajustar con precision. Esta diferencia se ve
agrandada en la Figura al haber expresado el eje de abscisas en escala logaritmica,
pero en realidad se trata de una franja pequenisima respecto a toda la distancia en la
que se deposita la energia (en torno a varios érdenes de magnitud menor). Por tanto,
cuando queramos hacer un céalculo preciso en este pequeno entorno de Ry y a bajas
energias, deberemos tener presente este hecho.

En la Tabla[2.3]se presentan los valores de los parametros ajustados a las ecuaciones
27 Ao (normalizado a la energia inicial Es), Ry y o, para diferentes energias en el
rango de 10 keV-20 MeV.

En la Tabla 2.4 se muestran los mismos valores que en la anterior (Tabla2.3)), pero
para algunas energias de diferentes fuentes radioactivas usadas cominmente en braqui-
terapia, en particular, las energias de los fotones més probables y también las energias
medias ponderadas de todos los fotones emitidos por el radiois6topo (en itélica).

Los valores obtenidos para jy son muy aproximados a los tabulados por Hubbell and
Seltzer (2004) [56], o los calculados con el programa XCOM (Berger et al. 2005) [55]
(quinta columna en la Tabla [23]). Las mayores diferencias aparecen para las energias
méas pequenas. Se observa también, que el modelo ofrece una buena descripcion de la
fraccion de energia depositada por los electrones primarios fy (comparar las dos tltimas
columnas en ambas tablas). Como era de esperar, podemos ver que Ry aumenta con la
energia inicial Fg, mientras que Ay disminuye.

2.2.4. Ajuste de los fotones dispersados

Comentemos ahora, la aplicacion de las ecuaciones deducidas en el modelo a los
fotones dispersados. En primer lugar, veamos la magnitud de la aproximaciéon hecha
en la seccion (L34), al usar la expresion reducida (L70) en lugar de (L61]), para ello,
hemos ajustado para varias generaciones k de fotones dispersados, los resultados de
las simulaciones Monte Carlo (e,(CMC) (r)) a las ecuaciones (LGI) y (L70). Como cabia
esperar, las diferencias entre estas dos ecuaciones, solamente son apreciables a cortas
distancias de la fuente (hasta unas cuantas veces el valor de Ry).

En la Figura 2.7 se puede observar la comparacion de estos dos ajustes para la
generacion k = 1 y una energia de la fuente E5 = 1 MeV. Se puede apreciar, que
ambos producen similares resultados, siendo su diferencia inferior al 0.5 % del méaximo
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Es Ao/ Es Ry o Jz o Jo

(keV) (cm™!) (cm) (cm™1) (ecm™1)

10 6793(31)  0.00012631(4) 5.756(2) 5329  0.8583(5) 0.853(4)

15 2763(22)  0.00028373(8) 1.7522(5)  1.673  0.784(2)  0.784(6)

20 1200(11)  0.0005460(1) 0.8389(2)  0.8096 0.656(2)  0.656(6)

25 664(6)  0.0007821(2) 0.5243(2)  0.508  0.519(2)  0.519(5)

30 379(4)  0.0010644(4) 0.3866(1)  0.3756  0.403(2)  0.403(5)

35 235(2) 0.0013427(4)  0.3148(1) 0307  0.316(2) 0.316(3)

0 157(2) 0.0016188(5)  0.27392(8)  0.2683  0.2542(9) 0.254(3)

50 83.6(9)  0.0021951(7) 0.23013(8)  0.2269  0.1837(8) 0.183(2)

75 95(2) 0.0014721(6)  0.18923(3)  0.188  0.1406(5) 0.141(2)

100 166(2)  0.0008953(1) 0.17138(3)  0.1707  0.1484(3) 0.148(2)

125 93(1) 0.0017780(6)  0.15987(6)  0.159  0.1652(5) 0.165(2)

150 67.5(7)  0.0027115(7) 0.15075(4)  0.1505 0.1831(5) 0.183(2)

175 49.5(5)  0.0040472(9)  0.14344(3)  0.143  0.2002(5) 0.200(2)

200 37.9(3)  0.005705(1)  0.13718(3)  0.1370  0.2161(6) 0.216(2)

250 21.6(1)  0.011319(3)  0.12697(3)  0.127  0.2445(7) 0.244(2)

300 15.34(6)  0.017517(5)  0.11864(3)  0.1186  0.2689(7) 0.269(1)

400 9.13(2)  0.033816(9)  0.10615(3)  0.1061  0.3087(8) 0.3086(9)
50  6.37(1)  0.05341(2)  0.09685(3)  0.09687 0.3405(9) 0.3403(8)
700 3.600(4)  0.10524(2)  0.08366(2)  0.0836  0.3886(9) 0.3883(5)
1000 2.353(1)  0.18632(2)  0.070650(7) 0.07072 0.4383(5) 0.4384(3)
1500  1.400(1)  0.35134(7)  0.05750(1)  0.05754 0.4925(9) 0.4920(5)
2000  1.0021(8) 0.52612(8)  0.049365(7) 0.04942 0.5278(9) 0.5273(5)
3000  0.6482(3) 0.88610(1) 0.039633(6) 0.03969 0.5748(9) 0.5744(4)
4000  0.4803(2) 1.2632(2) 0.033981(4) 0.03403 0.6072(8) 0.6067(3)
5000 0.3892(1)  1.6228(2) 0.030261(4)  0.03031 0.6320(8) 0.6316(3)
8000  0.25505(6) 2.6780(3) 0.024252(2)  0.02429 0.6832(7) 0.6830(2)
10000 0.20998(3) 3.3650(2) 0.0221691(9) 0.02219 0.7063(3) 0.7066(1)
12000 0.18024(4) 4.0189(4) 0020760(2) 0.0208  0.7239(7) 0.7243(2)
14000 0.15900(2) 4.6433(4) 0.019777(1) 0.0198  0.7376(6) 0.7382(2)
16000 0.14164(2) 5.2808(4) 0.019068(1)  0.0191  0.7483(6) 0.7492(2)
18000 0.12006(2) 5.8681(5) 0.018523(1)  0.0183  0.7566(6) 0.7573(2)
20000 0.11811(2) 6.4650(6) 0.018107(1) 0.01813 0.7629(5) 0.7635(2)

Tabla 2.3: Parametros obtenidos mediante el ajuste de las ecuaciones (L27)) a los valores de
la simulacién 68MC) en agua, para diferentes energfas en el rango entre 10 keV y 20 MeV. En
particular, se muestra Ay (normalizada a Eg), Ry y po. Los valores de o son comparados con
los obtenidos por Berger et al. (2005) (quinta columna) [55]. Adicionalmente, se muestra la
fraccion de energia depositada por los fotones primarios fp, como vimos en la Ec.(L.83), y se

(MC)

compara con los resultados de la simulacion Monte Carlo, f; . Los valores entre paréntesis
indican la correspondiente incertidumbre ( 0.8583(5) significa 0.85834-0.0005 ).
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Isot. Eg Ao/ES Ry o 2 (EMC) fo
(keV) (ecm™)  (cm) (cm™!) (cm™!)

03pq 20.6 1133(8) 0.0005631(2) 0.7849(2) 0.757  0.639(2) 0.638(5)
1257 974 498(6)  0.0009229(2) 0.4464(1) 0.433  0.460(2)  0.460(5)
1257 28.33 459(5)  0.0009554(3) 0.4224(1) 0.410  0.439(2)  0.439(5)
921, 316 14.63(6) 0.018851(6)  0.11638(4) 0.116  0.2759(7) 0.276(1)
921, 397 9.84(3) 0.031233(7) 0.10647(2) 0.106  0.3077(8) 0.308(1)
98Au 412 8.90(2) 0.035148(9)  0.10489(3) 0.105  0.3129(9) 0.3128(9)
9SAu 420 8.72(2) 0.036148(9)  0.10410(3) 0.104  0.3156(9) 0.3155(9)
13705 662 4.008(6) 0.09491(2)  0.08571(2) 0.0857 0.3807(9) 0.3804(6)
0Co 1173 1.903(2) 0.24174(5)  0.06525(1) 0.0653 0.4605(9) 0.4601(6)
0Co 1250 1.765(2) 0.26543(5)  0.06316(1) 0.06323 0.4689(9) 0.4685(5)
0Co 1332 1.615(1) 0.29533(7)  0.06114(1) 0.0612 0.4773(9) 0.4768(5)

Tabla 2.4: Se muestran los mismos parametros de ajuste que en la Tabla 23] pero para las
energias de los fotones méas probables de varias fuentes radioactivas habitualmente utilizadas
en braquiterapia y para el valor medio de las energfas correspondientes espectro del is6topo
(en italica). Los valores entre paréntesis indican la correspondiente incertidumbre ( 0.7849(2)
significa 0.0.784940.0002 ).
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Figura 2.7: Comparacion entre los ajustes analiticos de la generacion “1” a la simulacion
Monte Carlo egMC) (r), usando e1(r) como se expresa en la Ec.(L61]) (curva a trazos) y é1(r)
expresada en la Ec.(70) (con trazo continuo), para una energia de la fuente de 1 MeV, a
cortas distancias de ésta.



2.2 Ajustes 47

I (0 BE-T2 e (3 W Y () éf(r) s é(r)  ----- é;(r)
3 T T T T 1.0 T T
10 keV 0.8 100 keV
0.4
- 0.4
|
o 0.2
\o N
6 00 o/ | |
= 50 10 20 30
lE T T T 20 T T
o 6 1 MeV ]|
% i ]
= 4F .
2 0000'0.0000 |
SRR NG i
0 :’./ | | N =
0 20 40 60 80
r [cm]

Figura 2.8: Ajustes analiticos a las contribuciones e,(CMC) para k = 1,2, 3, usando € tal como

se expresa en la Ec.([L70), para 10, 100 keV, y 1 y 10 MeV. Las incertidumbres estadisticas
son menores que el tamano de los simbolos.

valor de e(lMC)(r). Los valores Rj, se reducen segin aumenta la generacion k, pues Ej
disminuye, y como consecuencia, las diferencias entre estas dos expresiones son menores
al aumentar dicha generacion k. Realmente, en la préactica, el uso de éx(r) en lugar de
ex(r) no empeora la descripcion de los resultados Monte Carlo.

Los resultados de los ajustes mediante la ecuacion ([LT0) a los valores e,gMC) para
k=1, 2y 3, se ilustran en la Figura 2.8 para 10 y 100 keV, y para 1 y 10 MeV.

En general, el modelo nos proporciona una razonable buena descripcién para las
simulaciones Monte Carlo de las distintas generaciones de fotones dispersados.

La concordancia es particularmente buena para la generaciéon k£ = 1, empeorando
conforme aumenta k.

Los valores de los coeficientes de atenuacion para las tres primeras generaciones de
fotones dispersados obtenidos en los ajustes numéricos a la Ec.([LT0) se muestran en la
Tabla 2.5 en ella, puede observarse como este modelo proporciona también una buena
descripcion de la fraccion de energia depositada en el medio (f) (comparese fi con

fk(:MC) en la tabla anterior).
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Es (keV) 10 100 1000 10000
fn (em™ 1) 6.20(1) 0.2201(4) 0.08369(8) 0.0268(4)
h 0.1222(3)  0.1177(2) 0.2043(2)  0.1686(2)
Fve) 0.100 0.122 0.208 0.173
fio (em 1) 6.45(1) 0.2654(8) 0.0999(2)  0.0349(1)
fo 0.01627(8) 0.0960(4) 0.1030(3)  0.0508(2)
fM©) 0.017 0.105 0.109 0.056
fis (cm 1) 6.75(1) 0.309(1) 0.1196(4)  0.0462(3)
f3 0.00208(1) 0.0808(4) 0.0562(3)  0.0191(2)
FNe) 0.001 0.092 0.063 0.023

Tabla 2.5: Coeficientes de atenuacion y fracciones de energia depositada, obtenidos en el

ajuste analitico a e,(CMC) para k = 1,2,3 usando la Ec.(I.70). Los valores entre paréntesis

indican la correspondiente incertidumbre ( 0.2201(4) significa 0.2201£0.0004 ).

Es apreciable, que para una energia dada, fiy aumenta ligeramente con k, mante-
niéndose en el mismo orden, lo que apoya el uso de la aproximacion en la ecuaciéon
(L74)), la cual se basa en el uso de los coeficientes efectivos .

Fotones dispersados totales

Para contrastar los resultados que ofrecen las ecuaciones del modelo para la con-
tribucion total de los fotones dispersados ég., ajustaremos la ecuacion (LT74) a los
valores Monte Carlo de la contribucién de todas las generaciones de fotones efy'” ().
Los resultados de los parametros ajustados usando como medio material agua y para
energias entre 10keV y 20MeV se ilustran en la Tabla [2.6] representandose en la Tabla
2.7 los mismos parametros para energias de is6topos habitualmente utilizados en bra-
quiterapia. Resultados de estos ajustes en otros medios materiales pueden consultarse
en el apéndice [Al

Gréaficas de estos resultados para 10keV, 100 keV, y para 1MeV, 10 MeV se muestran
en la Figura 2.9

Como comentamos al final de la seccion [I.3.4 hemos usado K = 2 en la ecuacion
(L) y como vemos en dicha figura y en la (2ZI0), es remarcable que con tan sélo
dos términos en dicha ecuacién se obtiene una excelente descripcion de los resultados
Monte Carlo.

Con la intencién de observar con mas fidelidad la exactitud de los ajustes, hemos
procedido a calcular las diferencias entre las simulaciones Monte Carlo (e§£4 C)) y los
valores obtenidos al ajustar éstos (€é.) a la ecuacion (L74]). Estas diferencias las hemos
normalizado al valor maximo del pico de las curvas Monte Carlo y posteriormente se
han expresado en tanto por ciento. En la Figura 2.10/se pueden observar para 10 y 100
keV y para 1 y 10 MeV, mostrando asi ejemplos para bajas, medias y altas energias. Los
valores medios de estas diferencias a lo largo de toda la curva son: 0.2 % para 10 keV;
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Eg C1/FEs 1 Cy/Es 1

(keV) (cm™) (cm™)

10 0.0632(6)  9.44(4) 0.0390(3)  6.72(1)

15 0.0940(2)  3.217(1) 0.0603(1)  2.15(4)

20 0.1364(2) 1.6158(4) 0.1021(1)  1.06(4)

25 0.1702(3)  1.0089(2) 0.1504(1)  0.671(2)
30 0.2244(2)  0.6593(1) 0.1834(1)  0.459(2)
35 0.2582(2)  0.48952(7)  0.2117(1)  0.356(6)
40 0.410(1) 0.3205(2) 0.1673(5)  0.2767(7)
50 0.469(1) 0.2284(2) 0.1730(7)  0.2239(5)
75 0.286(1) 0.2008(3) 0.2862(5)  0.17671(6)
100 0.191(1) 0.2109(6) 0.3298(5)  0.15899(6)
125 0.1746(6)  0.2049(4) 0.3301(3)  0.14771(4)
150 0.1708(5)  0.1969(3) 0.3230(3)  0.13994(3)
175 0.1720(6)  0.1884(4) 0.3138(3)  0.13399(3)
200 0.1738(4)  0.1811(2) 0.3049(2)  0.12920(2)
250 0.1793(5)  0.1676(3) 0.2879(3)  0.12165(3)
300 0.1835(6)  0.1568(3) 0.2736(3)  0.11573(3)
400 0.3521(8)  0.1018(3) 0.1700(4)  0.10186(2)
500 0.34612(2) 0.09493(3)  0.15684(1  0.09559(3)
700 0.4146(6)  0.07599(6)  0.0982(3)  0.08857(8)
1000 0.4392(4)  0.06300(3)  0.0611(2)  0.0840(1)
1500  0.4369(3)  0.05170(2)  0.0364(1)  0.0804(1)
2000 0.4226(2) 0.04527(2) 0.0261(1) 0.0776(1)
3000  0.3970(2)  0.037579(7) 0.01564(7) 0.07586(9)
4000  0.3736(2)  0.033143(7) 0.01080(8) 0.07560(9)
5000  0.3527(1)  0.030237(5) 0.00822(6) 0.07645(8)
8000  0.3042(1)  0.025232(3) 0.00588(5) 0.0800(1)
10000 0.28129(8) 0.023378(3) 0.00552(4) 0.08001(9)
12000 0.26217(8) 0.021886(4) 0.00652(5) 0.07554(7)
14000 0.24842(9) 0.020927(8) 0.00660(5) 0.07260(7)
16000 0.2307(4)  0.01959(3)  0.0107(2)  0.0639(3)
18000 0.21944(8) 0.018850(2) 0.01238(4) 0.05971(5)
20000 0.22449(6) 0.019322(2) 0.00610(3) 0.06729(2)

Tabla 2.6: Parametros obtenidos en el ajuste analitico de eMO ysando la Ec.(L7)en agua,
para diversas energias en el rango entre 10 keV y 20 MeV. En particular, se muestra C
y Co (normalizada a Eg), p} v ph. Los valores entre paréntesis indican la correspondiente

incertidumbre ( 0.0390(3) significa 0.039040.0003 ).
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Figura 2.9: Ajustes analiticos a los valores eM C), usando ég. como viene dada en la Ec. (74

para 10 y 100 keV, y para 1 y 10 MeV. Las incertidumbres estadisticas son menores que el
tamaifio de los simbolos.

Isotope  Eg C1/Es 1 Co/Es I

(keV) (cm™1) (cm™1)
Wpd 20.6 0.1403(2) 1.5117(4) 0.1075(1) 1.01(4)
150 974 0.1985(3)  0.8060(1)  0.1665(1) 0.549(2)
151 2833 0.2086(2) 0.7462(1)  0.1727(1) 0.513(2)
1921y 316 0.3589(6)  0.1088(3)  0.1834(3) 0.10869(3)
1927y 397 0.3524(6)  0.1021(3)  0.1704(3) 0.10208(3)
198Ay 412 0.35214(3) 0.1008(3)  0.1679(4) 0.10107(2)
198 AL 420 0.35169(9) 0.1002(4)  0.1668(4) 0.10048(3)
BT0s 662 0.390(1)  0.08017(9) 0.1141(5) 0.08866(8)
0Co 1173 0.4452(4)  0.05795(3) 0.0479(2) 0.0832(1)
0Co 1250 0.4392(3)  0.05656(3) 0.0465(2) 0.0815(4)
60Co 1332 0.4396(3) 0.05471(2) 0.0423(2) 0.0815(3)

Tabla 2.7: Se muestran los mismos parametros de ajuste que en la Tabla 2.6l pero para las
energias mas probables de varias fuentes radioactivas habitualmente utilizadas en braquitera-
pia y para la energia media del espectro del correspondiente is6topo (en italica). Los valores
entre paréntesis indican la incertidumbre asociada ( 0.4392(3) significa 0.43924+0.0003 ).
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Figura 2.10: Diferencias entre MO y €sc tal como se expresa en la Ec.(L74), para 10 y 100

keV, y para 1 y 10 MeV. Estas diferencias estdn normalizadas al valor maximo en el pico de
la curva Monte Carlo, y expresadas en tanto por ciento.

0.1% para 100 keV y 1 MeV; y 0.4 % para 10 MeV. En el resto de energias estudiadas
no se supera el valor medio de 0.6 % en ningun caso.

Como comparacion, hemos realizado el mismo célculo ajustando los valores de la
simulacién Monte Carlo a la ecuacion (2I3]), dada por Berger en la referencia [29] y
constatando en ellos que la variaciéon con nuestros ajustes, en el porcentaje medio de
diferencias, se sittia en un factor entre 2 y 20 mayor a lo largo de las energias estudiadas
y por tanto proporciona una inferior precision.






Capitulo 3

Aplicaciéon a una fuente lineal

El modelo aqui presentado permite describir la deposiciéon de dosis en una fuente
puntual inmersa en un medio homogéneo, lo que nos remite a pensar que una fuente
extensa pueda considerarse como un conjunto de fuentes puntuales. En este caso, la
dosis depositada a una distancia r del origen de coordenadas sera la suma de todas las
contribuciones de las fuentes puntuales situadas a una distancia 7'/, es decir:

: A(7")
D = _'I— = =/ 1
) = [ o e =), (3.)

donde A(r) representa la distribucion espacial de las fuentes.

En este capitulo vamos a aplicar las ecuaciones y [L74] deducidas en el modelo
estadistico a la dosimetria de una fuente de fotones lineal e ideal, inmersa en un medio
homogéneo, cuya parte principal ha sido publicada en la referencia [57]. Una fuente asi,
consiste en una sucesion de fuentes puntuales uniformemente distribuidas formando
una linea unidimensional de longitud L (Figl3.2)), donde cada una de estas fuentes
depositara su energia en el medio tal como hemos visto en el capitulo [II

Una fuente lineal podemos considerarla como la idealizacion de una fuente o ““semi-
lla” como las usadas en Braquiterapia, de la que podemos ver un ejemplo en la Figura
B (consultar las referencias [58-64] para obtener una vision general de la Braquitera-
pia).

Para calcular la dosis que deposita en el medio una fuente de braquiterapia se usan
comunmente formalismos empiricos. En la actualidad, el mas habitual es el formado
por las recomendaciones del comité de la AAPM (American Association of Physicists
in Medicine, Task group n°® 43), conocido como protocolo TG-43 (ref. [65H69]).

Este formalismo utiliza dos aproximaciones al calculo de la dosis depositada. Una
aproximacion bidimensional en la que la dosis depende de dos variables (r,#) y otra
unidimensional donde la dependencia es solamente de la distancia a la fuente (7).
Respectivamente se expresan como:

. GL(T‘, 0)

D(r,0) = SKAmg(T)F(T, 0) (3.2)

23
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Figura 3.1: Semilla usada en Braquiterapia, modelo 6711 de Amersham Health (ref. [65])
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donde Sk es la intensidad de kerma en aire [T0,[71], A la constante de tasa de dosis, g(r)
la “ Funcion de dosis radial”, F(r,0) la“ Funcion de anisotropia 2D, ¢an es el “ Funcion
de anisotropia 1D y G(r,0) la “funcion geométrica’, que es el valor medio de 1/7? y
expresa la influencia de la ley del cuadrado de la distancia en la dosis depositada por la
fuente. Este factor, para el caso de una fuente puntual, es sencillamente 1/r% mientras
que para la aproximaciéon de fuente lineal se define de la forma:

¢2 B (bl .
- si 0#£0
GL(Ta 9) — Lrsin6 (34)

(r?—L2/4)7" si 6=0.

D(r) = SgA 9(r)ban(r) , (3.3)

3.1. CaAlculo de la dosis depositada por una fuente
lineal

Como hemos mencionado al inicio del capitulo, para calcular la tasa de dosis que
depositara una fuente lineal debemos solucionar la ecuacion (B.I]). Para resolverla,
primeramente utilizaremos coordenadas esféricas y consideraremos simetria azimutal
a lo largo del eje Z que es donde situaremos la fuente, de esta manera expresaremos
nuestro desarrollo en dos coordenadas (7, # ). Haremos uso también de la simetria polar
para restringir el estudio a la region 6 € [0, 7/2] .

En la ecuacion (B.1]), renombraremos por conveniencia

z = |, (3.5)

s = |[F—7] . (3.6)

En la Figura podemos ver el esquema de una fuente de este tipo.
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Figura 3.2: Representacion de una fuente lineal de longitud L y situada en el eje Z

Cada elemento dz de la fuente tiene una actividad infinitesimal dA = adz, donde
a es la actividad por unidad de longitud @ = A/L y depositard una tasa de dosis
infinitesimal expresada por:

— —

dD(r,0) = 7 —17"))

dAn
_.—V_.,ze(|
A p |7 — 7|

dA

= Tes) (3.7)

4 p 52

y la dosis total en el punto (r, ) seréa:

. : An Lz e s)
D(r,0) = / dD(r,0) = T / dz——= , 3.8
( ) fuente ( ) 47TLp —L/2 s? ( )

donde s = /12 + 22 — 227 cos § por el teorema del coseno y e(s) es la energia depositada
por unidad de longitud y por particula inicial en funcion de la distancia s.

Hagamos una simplificacion expresando esta ecuacién en funciéon de la variable ¢.
Observando la Figura 3.2, se pueden establecer las siguientes igualdades:

rcos = z + scoso
rsenf = ssen¢, (3.9)

de donde
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sen 6
- 3.10
5T sen o (3.10)
rsent
t ) = —— 3.11
an o(r,0) = — (311)
y
z = rcost — scos¢
sen cos ¢
= rcos — r———— (3.12)
sen @
Por tanto,
Ceom2h 2
dz = —rsenf —" ¢ 5 cos’¢ do
sen’o
rsen 6
= do . 3.13
sen?d ¢ (3.13)
Sustituyendo estos valores en la Ec.(3.8), obtenemos:
: An 200 rsenf  sen?d
D 6 - i d rsen @
(r,) dmpL /1(7.’9) sen?¢ 12 sen2f e(e?)
An, 92(r9)
— d rsen @ 314
477[)[/7’86” 6 (bl (,,,79) (b 6( sentb) Y ( )
donde, de la Ec.(3.11])
r sen
¢1(T, 9) = arctan <m> s
rsent
0) = t _ 1
Ga(r, ) arctan <rcos@ — L/2) : (3.15)

Como vemos, la ecuacion ([BI4]) tiene una singularidad en 6 = 0 y sélo sera valida
para angulos 6 # 0. Ahora bien, segun la Ec.(812]) cuando §# = 0, s = r — z y entonces
la Ec.(3.8) toma la forma:

: An, Lz e(r — 2)
Pt g . -1
D(r,0 =0) Tnpl /_L/2 dz =) (3.16)

Como un pequeio corolario a estas dos ecuaciones (Ec.(314) y Ec.(3.10)), podemos
ver la influencia de la ley del cuadrado de la distancia simplemente considerando e(s)
como constante. Calculando las integrales obtenemos:
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(r0 £ 0) (dfm nd)el) — CteGu(r,0 £ 0) (3.17)
y
: 1 [ —17"? 1
D(r,0 =0) = Cte I {7" z} » = Ctem = CteGL(r,0 =0),
(3.18)

que como vemos, aparecen unos términos que coinciden con la definicién que hace el
TG-43 de la funcion geométrica en su aproximacion de fuente lineal (Ec.(34]).

En este punto del desarrollo aplicaremos las ecuaciones que proporciona el modelo
y sustituiremos e(z222) en la Ec.(3.I4) por las ecuaciones (L.27) y (IL74) obtenidas en
el capitulo [I, que para facilitar la lectura las expresamos de nuevo aqui:

e(r) = ep(r) + ese(r),

donde ey(r) corresponde a la contribucion de los fotones primarios, y es.(r) a la de los
dispersados totales, es decir:

- Ay (1 — 6_‘“OT) r < Ry
eo(r) = Ay e Hor (e“ORO — 1) r> Ry

[\

k+1 —uhr
Esc(r E He”

Obteniendo finalmente

An, 1

D(r,0) = —
(r,) Adp Lrsen

{J(r, 0)

¢2(r,0) 1

+C (p))?r sen&/ d¢

( ILL/I T .se'r;@)
e sen
$1(r0) seng

Calptfrsente [ ag—L ()
+ o) T sEN / do el 7H2"5eng ,
2\ 61(r0) sen2¢
(3.19)
donde hemos llamado
¢2(T,9) r senf
J(r < Ro0) = A / d (1 (oo )> , (3.20)
¢1(T,0)

para r < Ry, intervalo en el que todavia no se ha alcanzado el equilibrio electronico y

@2 (7‘79)

rsenf )

J(r > Ry,0) = Ag(etofo —1) / dgbe(f“o send (3.21)
o

1(r,0)
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Figura 3.3: Comparacion entre los valores Monte Carlo (simbolos) para la dosis total deposi-
tada a angulos 6 fijos y en funciéon de r, con los obtenidos mediante la aplicaciéon del modelo
(linea continua), para tres energias representativas. Las incertidumbres estadisticas se han
expresado a nivel de 1o y son menores que los simbolos utilizados. Se ha utilizado la escala
logaritmica en el eje de ordenadas, para apreciar mejor las diferencias

para el tramo r > Ry, una vez establecido dicho equilibrio.
Por comodidad en la notacion llamaremos I(r,#) a los términos entre corchetes, es

decir:

An, 1

— I . 22
dp L1 sen® (r,9) (3:22)

D(r,0) =

Para realizar el célculo de esta expresion se ha implementado un programa FOR-

TRAN, el cual evaltia numéricamente las integrales implicadas por el método de Newton-

Cotes de cuatro intervalos con, al menos, 1000 puntos de evaluacion (Ref. [54]) lo que

asegura la convergencia. Pequenas variaciones a este programa se aplicaréan al céalculo
de las funciones del TG-43.

En las figuras B.3] y B.4] se ilustran los resultados para la dosis total depositada

en el medio por fuentes lineales de energias 20.6, 28.33 y 397 keV y de una longitud

L = 4.5 mm. En la primera (figl3:3]) se muestran los resultados a un dngulo () fijo y en
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funcion de la distancia al centro de la fuente (r), mientras que en la segunda (fig3.4]) se
representan a una distancia fija y en funciéon del angulo. En ambas se aprecia una buena
concordancia entre los valores obtenidos en la simulacion Monte Carlo (representados
con simbolos) y los obtenidos mediante la aplicacion del modelo (lineas continuas).
En la Figura [3.4] se observa claramente la anisotropia en la distribucion de dosis a
distancias y angulos pequenos y a medida que aumenta r la curva se torna plana, es
decir, la dosis depositada relaja su dependencia con el angulo, tal como ocurre con una
fuente puntual. Puede verse que a una distancia de 1.5 cm ya es practicamente plana
y a partir de aqui, la fuente lineal podria aproximarse por una fuente puntual.

3.1.1. Calculo de las funciones del T'G-43 para una fuente lineal
Generalidades sobre las simulaciones realizadas

Para validar la aplicaciéon del modelo a una fuente lineal, hemos utilizado la com-
paracion con los valores de las funciones expresadas en el formalismo del TG-43. Para
ello hemos implementado un algoritmo Monte Carlo a través del codigo PENELOPE
(ref. [21]), el cual simula una fuente lineal inmersa en un maniqui de agua liquida de
tamano infinito asegurando asi que el posible efecto de la retrodispersion no tiene efecto
sobre el resultado final de la dosis depositada.

Se han realizado las simulaciones para los radioisétopos cominmente usados en
braquiterapia *Pd, %1 y 192Ir, cuyas energias medias son: 20.6; 28.33 y 397 keV,
respectivamente.

La dosis se contabiliza en intervalos de r desde 0.08 cm a cortas distancias (por
debajo de 4 cm) hasta 1 cm a largas distancias, siendo de 0.5 cm a distancias inter-
medias. El intervalo en 6 es de 1° en todos los casos, sin embargo, para poder analizar
el comportamiento de ¢,, a cortas distancias, el intervalo en r se escogi6 de 0.01 cm a
baja energia y de 0.02 cm para la energia mayor. El ntiimero de particulas simuladas ha
sido de 10! en todas las simulaciones, que unido a la eleccién de los intervalos, nos ha
permitido mantener las incertidumbres estadisticas por debajo del 1%. Se ha tenido
en cuenta la simetria en el angulo polar y se han restringido el estudio al intervalo
0el0— m/2]

De estas simulaciones se extraen dos tipos de histogramas. Uno de ellos, nos indica
la dosis depositada a un r fijo (en abscisas) y todos los angulos 6 (en ordenadas)
hasta completar todos los r y otro, que refleja dicha dosis a un 6 fijo (abscisas) y la
distancia r en ordenadas, hasta terminar todos los angulos 6. Posteriormente se ha
construido un programa FORTRAN, que extrae de estos histogramas cortes en los que
se representan los datos a un solo r y todos los § y a un tnico 6 todos los r. Por
ultimo, se implementaron nuevos programas FORTRAN que, utilizando estos cortes,
concluyen el calculo Monte Carlo de las funciones g(r), F(r,0) y ¢an(r) del formalismo
del TG-43, las cuales compararemos a modo de test, con el célculo realizado usando
las ecuaciones del modelo.
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Figura 3.4: Comparacién entre los valores Monte Carlo (simbolos) para la dosis total deposi-
tada a distancias (r) fijas y en funcion del dngulo 6, con los obtenidos mediante la aplicacion
del modelo (linea continua), para tres energias representativas. Las incertidumbres estadisticas
se han expresado a nivel de 1o y son menores que los simbolos utilizados.
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Funcion de dosis radial

Esta funcién quiere dar cuenta tnicamente de la influencia que, en la tasa de dosis
total Ec.(B.2]), tienen puramente los procesos fisicos de interaccion radiacion-materia,
eliminando la que tiene el atravesar diferentes espesores de filtrado en una fuente de
braquiterapia a diferentes angulos de emision. Por ello ¢(r) no dependera del angulo
6, siendo solamente una funciéon de r. Su estimacion se realiza a lo largo del eje donde
0 = m/2 relacionando la tasa de dosis a cualquier r con la medida en un punto de
referencia (rg = lem y 6y = 7/2). Como en estas medidas de dosis esté incluida la ley
del cuadrado de la distancia, habra que dividir cada una de ellas por su correspondiente
funcion geométrica para eliminar dicha influencia. De esta manera, el formalismo TG-43
define la funciéon de dosis radial como:

D(T, 90) GL(T‘O, 90)

g(r> B D(To,eo) GL(T, 00) '

(3.23)

Para calcular esta funcién a partir del modelo, comenzaremos por expresar el co-
ciente de factores geométricos en la Ec.(3.23). Usando la Ec.(3.4) tenemos:

GL(T’, 00) — ¢2(T, GO)L_TQSl(T, 90) ,
Gpr(ro,00) = ¢2(7“0790)L—m¢1(7“0790),

G1(ro,6o) _ ¢2(ro, 60) — ¢1(ro, o)
G1(r, 0o) ro  ¢2(r,00) — ¢1(r,00)

Usando la Ec.([3.22), escribiremos el cociente de tasa de dosis de la Ec.([3.23)) en la
forma:

(3.24)

D(r,6) T I(r,6p)
Boca) = Tont)” (3.25)

Por tanto

g(r) _ I(Ta 00) ¢2(T07€0) - ¢1(T07€0)
I(ro,00)  @a(r,00) — ¢1(r,00)

Como se menciond anteriormente, la evaluacion de esta expresion se ha realiza-
do mediante el calculo numérico, pero hay que advertir que, al calcular el dngulo ¢
usando las expresiones ([B.I5]) se produce una singularidad en la arcotangente cuando
rcosf = L/2, por ello, se ha evaluado ¢ como m — ¢;. De este modo y restringiendo
el calculo como mencionamos anteriormente al intervalo 6 € [0 — 7/2], aseguramos la
convergencia.

En la Figura se muestran los valores de g(r) para las energias medias de los es-
pectros de los tres radiois6topos mencionados anteriormente. En ella se puede apreciar
muy buena concordancia en todas las energias, entre los valores obtenidos mediante la
simulacion Monte Carlo y los obtenidos mediante el modelo. Las diferencias entre am-
bas curvas, en valor absoluto, son menores que 5.1072 para todo r excepto una pequena

(3.26)
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region muy cercana a la fuente, en donde el equilibrio electrénico de las particulas car-
gadas todavia no se ha alcanzado y es una zona que permanece dentro del encapsulado
de las actuales fuentes de Braquiterapia.

En la aplicacion practica de g(r) en fuentes de Braquiterapia, el formalismo TG-43
( [65.66]) recomienda el uso de un polinomio (generalmente de grado 5) ajustado a
datos experimentales. Algunos autores como Furhang y Anderson (1999) [72], Moss D.
(2000) [73], Meigooni et al. (2003) [74], Taylor y Rogers (2008) [75], y Juan Senabre
et al. (2012) [76], han propuesto otras funciones de ajuste méas elaboradas y que ofrecen
mejores resultados que el citado polinomio. En concreto, la propuesta por Juan Senabre
et al. (2012) [76] es una funcion inspirada en los resultados de este modelo.

Funciéon de Anisotropia 2D

Esta funcion pretende recoger la influencia que sobre la tasa de dosis tiene el filtrado
producido por el encapsulamiento en una fuente de Braquiterapia. El espesor de filtro
que tendran que superar los fotones sera diferente para cada angulo de emision 6, por
lo que esta funcién representa la relacion entre la dosis en un punto (7, 0) respecto a la
dosis a igual r pero al angulo de referencia . Como en el caso de g(r), se suprime la
influencia de la ley del cuadrado de la distancia dividiendo por las funciones geométricas
en esos puntos. De esta forma, el formalismo T(G-43 define la Funcién de Anisotropia
2D como:

D(r,0) Gr(r,0y)
D(r,@o) Gr(r,0)

Siguiendo el mismo procedimiento que en caso de la funcion de dosis radial, tenemos:

Gr(r,00)  senth ¢a(r,00) — ¢1(r,060)

F(r,0) =

(3.27)

Gr(r,0) ~ senf Po(r,0) — ¢1(r,0) (3.28)
y
D(r,0)  sen I(r,0)
D(r.60)  senbo I1(r,60) (3.29)
por tanto
F(r,0) = I(r,0) ¢o(r,6p) — p1(r, 6p) 530

](Tv 00) ¢2<T’ 0) - ¢1(T, 0) ’

Para el calculo de esta expresion y al igual que para g(r), usaremos ™ — ¢; en lugar
de ¢y , evaluando nuevamente las integrales I(r,6) y I(r,6p) numéricamente.

En la Figura B0 se comparan los valores de la funcion F(r,0) obtenidos por la
simulacion Monte Carlo (cuadrados) y los obtenidos por la prediccion del modelo a
través de la Ec.(3.30) representada por linea continua. En dicha figura F(r, ) se repre-
senta como una funciéon de 6 a un r fijo, concretamente a r = ry. Las incertidumbres
en los resultados Monte Carlo son expresadas a nivel de 10, las cuales aparecen mag-
nificadas a mayor energia, debido a la menor escala utilizada en ordenadas a la hora de
representarla. Las diferencias relativas son menores del 0.05 % (véase la linea de puntos
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Figura 3.5: Comparacion entre los valores Monte Carlo (cuadrados) para la funcién de dosis
radial g(r) y los obtenidos mediante la aplicacion del modelo (linea continua) para tres energias
representativas. Las incertidumbres estadisticas se han expresado a nivel de 1o y son menores
que los simbolos utilizados. Las lineas de puntos indican las diferencias absolutas entre ambos

calculos y la zona en gris indica la region donde estas diferencias son menores que 0.005.
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Figura 3.6: Comparacion entre los valores Monte Carlo (cuadrados) para la funcion de an-
isotropia 2D F'(r) y los obtenidos mediante la aplicacion del modelo (linea continua) para las
mismas energias que en el caso de g(r).
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en la zona gris), por lo que podemos afirmar que la concordancia entre ambos calculos
es razonablemente buena.

Funcién de Anisotropia 1D

La funcion de anisotropia 2D (F(r,6)) tiene una dependencia angular con 6, lo
que implica conocer la orientacion de la fuente dentro del tumor para realizar un
célculo correcto de la dosis depositada. Estimar esta orientacién anade una dificultad
més y por ello surge la necesidad de buscar otra funciéon alternativa que no tenga
dependencia angular. El formalismo T'G-43 propone, para este caso, el uso de la funciéon
de anisotropia 1D (¢.(7)), la cual promedia la dosis que se deposita en los puntos
de una esfera de radio r centradas en el punto medio de la longitud de la fuente y

posteriormente las relaciona con la dosis depositada a la misma r en el eje de referencia
(0 = m/2). Se define de la forma:

Dprom(r>
an = = y 3.31
Pnlr) = a0 (331
donde ) Lo
Dprom(r) = — [ dQ D(r, 0) = —/ do senHD(r, 0). (3.32)
47 2 Jo

El calculo de la funcién ¢,,(r) a través del modelo lo realizaremos aplicando la

expresion (3.22)) en la Ec.(331)). Esto es:

(ban(r) =

Lrsent

1 T
T0r.60) /0 de I(r,0) .

Lr / desen@[(r,@)
0

(3.33)

La simulacion Monte Carlo de ¢,,(r) se ha realizado con PENELOPE [21] y aplican-
do el procedimiento de Juan-Senabre et al. (2012) [76]. Este consiste en la evaluacion
directa del promedio esférico, mediante la determinacién de la energia absorbida en
cortezas esféricas centradas en el punto medio de la fuente, por contra al método usado
por Rivard [77|, que consiste en la integracion sobre el angulo solido de las tasas de
dosis obtenidas en simulaciones Monte Carlo con MCNP5 [7§].

La prediccion del modelo para ¢,,(r) se realiza integrando numéricamente la ecua-
cion a través de subrutinas FORTRAN programadas al efecto.

En la Figura 3.7 observamos la comparaciéon de ambas estimaciones. Las diferencias
relativas en las energias de 20.6 y 28.33 keV son inferiores al 0.5 %, excepto a distancias
muy cercanas a la fuente, al igual que ocurre con ¢(r), sin embargo, para la energia de
397keV, el modelo subestima el resultado Monte Carlo en un 2 % a una distancia inferior
a 3 mm, también se aprecia un pico en ambos calculos de ¢.,(r) a cortas distancias de
la fuente , sobre el que merece la pena hacer consideraciones méas detalladas.
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Figura 3.7: Comparacion entre los valores Monte Carlo (cuadrados) para la funcion de an-
isotropia 1D ¢.n(r) v los obtenidos mediante la aplicacion del modelo (linea continua). Las
incertidumbres estadisticas se han expresado a nivel de 1o siendo menores que los simbolos
utilizados. Las lineas de puntos indican las diferencias relativas entre ambos calculos y la zona
en gris indica la region donde estas diferencias son menores del 0.05 %.
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Figura 3.8: Funcién de anisotropia 1D (¢a.y) correspondiente a las fuentes de 251, 6711 y
9011, obtenidas por Rivard [77], y selectSeed, calculada por Juan-Senabre et al. [76], como
una funcién de la distancia al centro de la fuente 7.

Comportamiento a cortas distancias de la Funciéon de Anisotropia 1D

En el comportamiento a cortas distancias de ¢,,(r) se observa un aumento con r
hasta llegar a un méximo y a partir de éste la funciéon decrece monétonamente. En los
trabajos de Rivard (2009) [77] sobre las semillas 6711, 9011 de '*°T y de Juan Senabre
et al. (2012) [76] con la fuente selectSeed, también es apreciable dicho comportamiento,
tal como podemos observar en la Figura[3.8 Vemos que se trata de un comportamiento
que se manifiesta tanto en fuentes lineales ideales (figl3.7]) como en fuentes reales de
Braquiterapia, por lo que no es achacable al encapsulado de dichas fuentes. Por otro
lado, los datos publicados en la literatura son escasos para las distancias donde se
manifiesta este méaximo, por lo que habra que tenerse en cuenta este hecho a la hora de
estimar la dosis depositada en el paciente, ya que este pico se produce habitualmente
a una distancia exterior a la fuente y por tanto en el tejido circundante.

Rivard [77] da un argumento cualitativo para explicar este comportamiento que
se manifiesta a distancias inferiores a la longitud L de la fuente. Explica que, a estas
distancias, la simetria en la distribucion de tasa de dosis se pierde y entonces al integrar
sobre el angulo solido, se excluye més y mas dosis conforme r se reduce, disminuyendo
asf la contribucion del final de la fuente. Este argumento da cuenta de una disminucion
de dosis desde un punto (maximo del pico) pero este punto se sitia a una distancia
inferior a L/2 y segun su argumento esta disminucion deberia darse desde L/2 hasta
0. Si este maximo se sitta entre L/2 y 0, significa que primero tiene que haber una
subida hasta dicho punto y luego una bajada, lo cual no puede explicarse en base a
dicho razonamiento.
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Figura 3.9: Esquema de calculo de (¢an) como suma de las funciones (¢%) y (¢2%). También

se representan las cortezas de evaluacion Monte Carlo del promedio esférico de tasa de dosis.

La aplicacion del modelo permite separar las contribuciones de la parte de la fuente
que queda dentro de la esfera de conteo y la que permanece fuera. Basta separar la
integracion en dos etapas, una entre 0 y un punto intermedio y otra entre este punto
y L/2. Es decir, separaremos ¢,, en los términos:

Gan(r) = Gan(r) + G50 (1), (3.34)

donde ) -
e (r) = —/ df sen§ D%(r,0), « = in,out, (3.35)

2D(T, 90) 0

siendo D™ y D°" las contribuciones a la tasa de dosis de la parte de la fuente dentro y
fuera, respectivamente, de la esfera de radio r (ver Figura [3.9]). Aplicando la ecuacion

(B:22) a la (3.35) obtenemos:

A T -
() = Dy / df sen / dz (5a) , «=in,out, (3.36)
4mLp D(r,0) Jo ta Sa?

donde a;, = 0, biy = Gout = 7 ¥ bous = L/2 y teniendo en cuenta que nos situamos en
6 € [0, 7/2] aprovechando la simetria del problema (ver Figura [3.9).

Calculando numéricamente las expresiones (3.30]) para una fuente lineal de L = 4.5
mm y E., = 28.33 keV obtenemos los valores de ¢, ¢ y la suma de ambas ¢,, que
se muestran en la Figura [B.I0l Para las energias de 20.6 y 397 keV se encuentra un

comportamiento similar.
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Figura 3.10: Funcion de anisotropia 1D ¢,y (linea con puntos) y las contribuciones parciales
de ¢ (linea continua) y ¢Sut (linea a trazos), para el caso de una fuente de L = 4.5 mm y

an
E, = 28.33 keV.

Se puede apreciar, como era de esperar, que la contribucién de la parte exterior
de la fuente (¢22*) es cero cuando r = L/2 y aumenta conforme r disminuye, justo lo
contrario de lo que Rivard argumenta. Por otro lado, la parte interior (¢ ) va creciendo
al aumentar r hasta llegar a su maximo en r = L/2. Esta suma de las contribuciones
de las dos funciones, una creciente y otra decreciente con r, es la causa de la formacion
de un pico en un lugar intermedio entre r = 0 y » = L/2, concretamente en r ~ 0.15
cm para este caso en el que L = 4.5 mm.

Aunque observando la Figura es facil inferir la dependencia cualitativa de
estas funciones con r, vamos a realizar un estudio de esa dependencia un poco mas
exhaustivo. Usando el cambio de variable s = /r2 + 22 — 2zr cos 6 en las integrales de

la ecuacion (B.30]) tenemos:

T ba T be 5 7 5 0
/ df sin @ / dz @ = / df sin @ / ds e(Vr?+z zr cos )
0 a 0 i

52 r2 4+ 22 —2zrcosf

o1

1" ba/T 1412 —2tcosf
_ _/ d9 sine/ ar SVIH cosf)
r Jo o /1 142 —2tcosf

(3.37)

donde se ha sustituido la variable z = rt y haciendo ahora uso del teorema del valor
medio

T b T I n
« 1 by —aq 1+1t2—2t.cosf) . -
/ dé sin@/ dz els) = -7 o e(ry/ Tty — 2t €08 ) sinf , (3.38)
0 s s? r r 1+t2—2t,cosd
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donde ¢, y 0 son los valores intermedios. Por consiguiente, la ecuacion (3.36) se puede
escribir como:

@ (1) = An, . 1 7(by —ag) e(ry/1 + t2 —7257. cos 0) “ind. (3.39)

4w Lp D(r,0p) r? 1+ 2 — 2t, cosf
El término D(r, 6p), como dosis que es, tiene un comportamiento con r expresado por
su factor o funcion geométrica (Ec.(3I7)), que no es mas que el promedio de 1/72,
por lo que podemos considerar, que globalmente seguiré la dependencia con 1/r2. Por
otro lado, la funcién e(r) depende de r mucho més suavemente que una funcién que
depende linealmente de r como es el caso del paréntesis (b, — a,) (ver graficas de
fotones primarios y dispersados en el capitulo 2]) y en este caso en la ecuacion anterior
prevalecera el paréntesis frente a e(r). Por tanto, el comportamiento de ¢2 puede
aproximarse por

TQT_OZT’ a =1in
bo — Qg 72 ’ ’
(1) o 1t = (3.40)
r s L/2—1r L
r*——— = ——r, a=out.
72 2

Esto es, la contribucién interior de ¢ crece casi linealmente con r, mientras que la
contribucion exterior de ¢2i* aumenta hasta un valor constante cuando r disminuye,
como veiamos en la Figura B.I0l Deducimos asi que la posicion del pico en la funcion
¢an, depende fundamentalmente de la anchura del intervalo (b, — a,), es decir, de la
longitud de la fuente. Esta dependencia que hemos calculado para fuentes lineales idea-
les, podemos extrapolarla a fuentes reales de Braquiterapia, ya que el comportamiento
geométrico de ambas con el factor G (r) es similar. Esto nos abre la puerta a la utiliza-
cion del modelo, por ejemplo, para disenar una fuente de Braquiterapia cuya longitud
permita que el pico de ¢,, permanezca dentro del encapsulado.

Por otro lado, la preponderancia de (b, — a,,) frente a e(r) hace que la dependencia
de la posicion del pico no varie practicamente con la energia, como podemos observar
en la Figura B.71 Como vemos, el uso del modelo proporciona una explicacion tanto
cualitativa como cuantitativa del comportamiento de ¢,, a cualquier r.



Capitulo 4

Aplicaciéon al calculo de fracciones
especificas de absorcion.

En este capitulo vamos a abordar otro ejemplo con fuentes extensas, donde tra-
taremos de describir la energia depositada en una esfera blanco, debida a los fotones
emitidos por una fuente esférica, situada a una cierta distancia de ella.

Este es un problema de interés en medicina nuclear, donde ya sea para diagnostico
o terapia, se suministra a un 6rgano una cierta actividad de un radioisétopo, siendo
importante conocer la dosis producida por éste en otros 6rganos circundantes para la
determinacion de posibles efectos adversos al procedimiento médico [79].

Las fuentes radiactivas mas empleadas en procedimientos de diagnostico (SPECT,
Gammagrafia), son de emision de fotones de baja energia (Eg < 1 MeV).

La utilidad de nuestro modelo reside en que la dosis producida por una fuente
puntual en un punto distante se representa por funciones sencillas. Si somos capaces,
al menos en una aproximacion simplificada de érganos esféricos, de integrarlas para
obtener a su vez férmulas analiticas, podremos analizar la dependencia de esta energia
con la distancia y los tamanos de dichos 6rganos.

4.1. Consideraciones iniciales

En medicina nuclear, se define la fraccion especifica de absorcion por un érgano
blanco T' de la radiacion emitida por un érgano fuente S como [T9-81]:

@(S—)T):Lf(S,T,D), (4.1)
My
donde M7 es la masa de Ty D la distancia entre los dos érganos (tomada entre los
centros de masa) y f(S,T, D) denota la fraccion de energia emitida por la fuente S que
es absorbida en T

Vamos a estimar los valores de esta funcion en el caso de que S y 1" sean dos esferas
de radios Rgs y Rr, respectivamente. Asumimos que tanto los materiales de dichas
esferas como el medio entre ellas son iguales. En nuestro caso D es la distancia entre
los centros de las esferas.

71
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Suponemos que nuestra fuente esférica tiene una actividad A uniformemente distri-
buida dentro de la esfera y que n., es el nimero de fotones emitidos por desintegracion,
supuestos monoenergéticos de energia Fg. Entonces la energia total emitida por unidad
de tiempo viene dada por:

E = An,Es. (4.2)

Si denotamos por E’ a la energfa absorbida en la esfera T’ por unidad de tiempo (que
es la cantidad que queremos determinar con nuestro modelo), la fraccién de energia
absorbida sera:

Ev
f(S,T,D) = f(Rs, Ry, D) = R (4.3)
que nos permitiria calcular la magnitud buscada:
1
O(S —1T)=P(Rs,Rr,D) = MﬂRS’ Ry, D). (4.4)
T

Antes de proceder a la aplicacién del modelo, veamos algunas propiedades de esta
funcion que deberian cumplirse en dicha aplicacion. Dado que el medio es homogéneo,
se debe cumplir el principio de reciprocidad [82] segin el cual la funcion ® debe ser
simétrica en sus dos primeros argumentos (simetria S <> 7T'):

(D(R57RT7D) = (I)(RTyRSvD) : (45)

También sabemos que debe cumplirse que, en el limite Rg, Ry — 0, ®(Rg, Ry, D)
debe tender al valor de la dosis producida por una fuente puntual en un punto a una
distancia D, por unidad de energia emitida:

©(0,0,D) = lim ®(Rs, Rr, D) L e(D)

Rs,Rp—0 - ArpEg D? (4.6)

donde e(D) es la funcion e(r) con r = D definida en el Capitulo 1.
Como paso previo al calculo de ®(Rg, Ry, D), vamos a determinar el valor de esta
funcion en el supuesto de que la fuente sea puntual (®(0, Ry, D)).

4.2. Fraccion especifica de absorcién cuando la fuente
es puntual

La situaciéon de partida se ilustra en la Figura .1l Suponemos una fuente puntual
de fotones monoenergéticos y una esfera de radio R con volumen V' a una distancia L.
La energia depositada en la esfera viene dada por:

B =p /V D(r)av, (4.7)

siendo r la distancia de la fuente al elemento de volumen dV. Como la tasa de dosis
producida por una fuente puntual viene dada por la Ec.(IIl), podemos escribir:

E' 1
f(0O,R,L) = % = ok /v @dv. (4.8)
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Figura 4.1: Representacion de la geometria del problema. Se integraréa la energia depositada
en cada elemento de volumen dV por la fuente puntual a lo largo del volumen de la esfera de
radio R.

La integral la realizaremos en coordenadas esféricas (ver Figura[d.]), tomando como
origen la fuente:

1 L+R Omax (1) 27
fO,R, L) = / e(r)dr/ senQd@/ d¢
0 0

dmEs Ji-r

1 L+R
= — e(r)dr |1 — cos Onax ()] 4.9
5 | e () (19)

donde 6., es el angulo que se describe en la figura, que puede obtenerse aplicando el
teorema del coseno:

>+ L? — R?

emax - 5 4.1
cos (r) 5T (4.10)
con lo cual:
1 L+R P + 12— R2
L)y = — l1l-— d
1 iR 1 L? - R?1
- _ l——r— —= . 4.11
285 |, n { o~ 2L 7’} e(r) dr (411)

A continuacion aplicamos las formulas (L27) y (L74) de nuestro modelo para e(r),
suponiendo que la distancia L es suficiente como para que Ry < L — R, por lo que de
la Ec[I.27 no utilizaremos la expresion para r < Ry, es decir:

e(r) = eo(r) + &s(r), (4.12)
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donde

y a su vez

eo(r) = EgBpe #" |

se(r) = €1(r) + ea(r),

e1(r) = EgByre #1"

es(r) = EgBor?e 2",

en las que, por conveniencia, hemos definido los parametros:

AO
By = = (e"fo —1
0= (¢ )
Cy
By = — 11}
YT RV
C
BQZ—E;@,

(4.17)

(4.18)

(4.19)

donde hemos renombrado, por simplicidad, p; = @) y pe = ph, Vamos a separar las
componentes de f(0, R, L) de la forma:

f(OaR7 L) = f0<07 R: L) + fl(oaRa L) + f2(07 R7 L)7

donde de la EC.(4I1)

fo(0, R, L)

fi(0,R, L)

f2(0,R, L)

siendo todas las integrales que aparecen en las expresiones anteriores del tipo:

Lt g - [

1 L+R |:1 7‘2 + L2 . RQ

] eo(r)dr

2ES L—R QTL
L+R 2 2
2 1—LT—L_R1 e Hordr
2 | s oL oL 7 ’
1 L+R 2 12— R2
— [1 — H_—} ey (r)dr
2ES L—R QTL
B L+R 1 L2 o R2 1
i 1 o _ - f,ulrd
> ik { o~ T 2L 7“1 e

1 [FRT 22 R
— R e d
2ES L—R |: 27"L :| GQ(T) "
B L+R 1 L2 . R2 1
= l—r— —| r?e H"dr,
2 )i g 2L 2L 7

L+R
rte”Hdr,
L-R

(4.20)

(4.21)

(4.22)
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donden € Z,n>—1.
Un estudio detallado de estas integrales se muestran en el Apéndice [Cl y cuyos
resultados pueden escribirse de la forma:

I(L,Rip) = e “LZ i u” ——— [(L— Ry "™ — (L + Ryle ] , (4.23)
para n > 0, mientras que para el caso n = —1 es:
I-1(L, Ry p) = Ex(ul — pR) — Ex(ul + pR), (4.24)

donde F;(x) denota la integral exponencial [83] de orden 1, definida por:

0 e—:ﬂt 00 e—t
Ei(z) = / dt = / ©dt. (4.25)
1 13 T t

Por tanto, escribiremos las expresiones (.21]) de la forma:

By [ 1 L? — R?
f0(07R7L) = 70 [0<L>R§NO)_EII(L R; Mo) o7, [1(L>R;Mo)} )
B [ 1 L? — R?
f(0,R, L) = 71 Il(-LvR;Ml)_ﬁI?(LaR;ﬂl)_ 5T IO(L,R;/“)] ;
By [ 1 L? — R?
f2(0,R, L) = 72 I(L, R; ip) — ﬁfs([a R; o) — 5T L(L, R; ,UQ):| , (4.26)

y sustituyendo los valores de I,,(L, R; 1) dados por las ecuaciones ({23]) y (E24)) obte-
nemos:

BO G_MOL 1 1 R
L) = — (1 - = moR _ —poR woR —uoR
fo(0, R, L) 5 { m {2( MOL) (e e )+—2L(e +e )]
L2 - R2
- L Bl - o)~ Bl + )}
Bye Mt R —uR R —mR
OB L) = DR R (R o) (R )]
2 WL
By et R | —mR
fQ(Oa R> L) = 5 12 [/LQR(3 + ,UQL) <€M2 +e n2 )
2 psL
— (34 poL + p3R?) (e — e f)] (4.27)

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion ([@4), llegamos al resultado:

®(0, R, L) = (0, R, L) + ®1(0, R, L) + $»(0, R, L) , (4.28)



76 Capitulo 4 Aplicacion al calculo de fracciones especificas de absorciéon.

donde

3
@0(07 R, L) - Wfo(o, R, L)

3By emol 11 1 B R B
— 01— = uwoR _ —poR SV R uoR
8mp 3 { 1o l2 ( uoL) (€ RS

L2 _ R2
— ol — o) — Ea(pol + MOR)]} | (1.20)

3
@1(0, R, L) - Wfl (0, R, L)

3B, el R, —mR R _—mR
= —87rpR3—u3L [,ulR (e‘“ +e M )— (e‘“ —e M )} , (4.30)
1
3

@2(07 R, L) - ng((), R, L)

3B @7N2L i
- WE?’M—L [MQR(S + L) (6“2R +e qu)
2

— (34 poL + p3R?) (" — e )] . (4.31)

Expresiones para R pequeno

A continuacion vamos a analizar la dependencia principal con los parametros L y R
y comprobar que se cumple el limite expresado en la Ec.(@6]). A simple vista no puede
observarse como se comportan las funciones ®;(0, R, L) para valores de R pequeno,
apareciendo un factor en el denominador de orden R?® que debe cancelarse con el resto
de la expresion. Procedemos entonces a efectuar un desarrollo en serie de potencias
en upR (ver detalles en apéndice [(]). Desarrollando tanto las exponenciales como la
integral exponencial, obtenemos:

(0, R, L) =~ ﬁpBoe_;OL [1 + (1—10% + %% + %%) R* + O(uéR“)} . (4.32)
1 e b L9 44
®(0,R, L) =~ mBl 7 (1+ E’ulR + O(ui R )) : (4.33)
By(0. R, L) ~ — Byerol [1 + (iug - 1@> R+ O(@*R“)] . (4.34)
ATp 10 5L

Como vemos, se trata de expresiones sencillas que permiten determinar la fracciéon de
energia para R pequeno, y que nos permite verificar que el limite R — 0 corresponde,
como era de esperar, a la que deposita una fuente puntuales a una distancia r = L, es



4.3 Fraccién especifica de absorcion entre dos esferas 77

decir:

1 e~ rol e—ml 1 e(L)
lim ®(0, R, L) = B B Boe #2l ) = —— 4.35
lim ©(0, R, L) 47Tp(0L2+1L + Bae ) B L2 (4.35)

4.3. Fraccion especifica de absorcién entre dos esferas

Ahora procedemos al calculo de ®(Rg, Ry, D) como se ilustra en la Figura [1.2] me-
diante integracion en la esfera fuente de las contribuciones debidas a fuentes puntuales
dentro de la misma.

Consideramos el elemento dVs como una fuente puntual de actividad dA = AdVs/Vs.
La tasa de energia emitida por ésta viene dada por:

. dV.
dE = dAn,Eg = An, Eg—> | (4.36)
Vs
Por otra parte, la tasa de energia absorbida en la esfera de radio Ry a una distancia L
de esta fuente elemental es igual a:

dE" = f(0, Ry, L)dE | (4.37)
y por tanto la energia total absorbida se obtiene por integracion
., An,E E
B = =225 [ F0, R L)AVs = — | f(0, Ry, L)V, (4.38)
Vs Jvs Vs Jvg

donde E es la tasa de energia total emitida por la fuente esférica, por lo que podemos
determinar la fraccion de energia absorbida:

1
f(R5’7 RT7 D) = v f(07 RTa L)dVSa (439)
S JVg

Figura 4.2: Representacion del célculo de la fraccion de la energia emitida por la esfera fuente
de radio Rg en una esfera de radio Ry a distancia D.
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y de aqui se obtiene la fracciéon especifica:

3

®(Rs, Rr, D) = Wf
T

(Rs, Ry, D). (4.40)

Vamos a calcular la integral de la ecuacion (A39) empleando nuevamente coorde-
nadas esféricas y el teorema del coseno:

3 D+Rg
f(Rs, Ry, D) = —3/ L?f(0, Ry, L) (1 — 08 Omax) AL
2RS D—Rg
S L D?- R
— L? D)(1—==—-——2)dL. (441
2R} /D—Rs 110, Br. >( 2D~ 2DL ) (4.41)

Descomponemos de nuevo los valores de esta funcién en tres contribuciones:

f(Rs, Rr,D) = fo(Rs, Rr, D) + fi(Rs, Ry, D) + fo(Rs, Ry, D), (4.42)
donde
3 D+Rgs L D2 _RZ
Rg,Rr,D) = — L0, Rp, L) [1— — - =——5 ) dL 4.43
fk( S, 4T, ) 2R% DR fk( y LUy )( 2D 2D ) ) ( )

para k = 0,1,2. El caso k = 0 es el méas complejo, por la apariciéon de la integral
exponencial:

3By [etofir — gmpolir  pDiEs L D?>-R% .
Rs,Rp,D) = LP(1 - = - ——5)emlqL
fo( S T ) 4R%{ 2,&0 /’éRS 2D 2DL €
R —poR D+R 2 2
n eto T ;e 1o T/ SL 1_£_D _RS e*#OLdL
2410 D—Rg 2D 2DL

1 D+Rg L D2 - RQ
- = L(L*-RY)(1-—= - —2)[Ei(poLl — poR

2 /D_RS ( ) ( b~ apr ) il = k)
— Bu(uoL + poR) L} . (4.44)

Podemos resolver en términos de las integrales I,,(x,y; p) definidas en la Ec.(€23)
y las integrales J,(x,y; n) definidas por:

Tty

Iz = [ Eur = p) — Bl + )] dr. (4.45)

=y

que se estudian también en el Apéndice [C], resultando:

3B eholir _ o=toRr 2 _ p2 1 D?— R?
(s, . D) = S { | S : ) - (= + 255

- 4R 0 2Dpg
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1
x I (D, Rg; o) + (1 + ) I,(D, Rs; po) — ==13(D, Rg; jto)

Ry (eMORT + e*/J«ORT) D2 — R% 1
— Iy(D : Ii(D : — —15(D, Rg;
+ 2,&0 2D 0( 7RS7IUO)+ 1( 7RSa/vL0> 2D 3( ) S):u())

1 1 1
- §J3(D, Rg, Ry; pio) + EJAD, Rs, Ry; pio) + D (D* = R%. — R%) Jo(D, R, Rr; o)

Ry

R% (D? — R?
+ 7J1(D>RS, Ry; po) — M

AD JO(D>R5'7RT;HJO)} )

(4.46)

donde podemos aplicar las expresiones explicitas:

n

n! 1
Ju(D, Rs, Ryipo) = Y (EDE {(D = Rs)" " [Ejs2(ptoD — poRs — poRr)
k=0 Rl

—  Eppa(poD — poRs + poRr)]

— (D + Rg)" " [Er2(poD + poRs — poRr)

—  Ejpa(poD + poRs + poRr)l} (4.47)

en términos de las integrales exponenciales, estudiadas en [83]

oo —uxt oo —t
Bua)= [ S—dt=[ S—at. (4.48)
1 T tn

tTL
A continuacién resolvemos la contribucion fi:

3B; 1

fl(Rs, RT,D) = WE [MIRT (eulRT + e—ulRT) _ (emRT . G—MRT)]
S M1
D2 _ RQ

1
X |:[1(D7R5'7,U/1)__[2(D7R37,u1)_ 2D SIO(DaRSmul) )

2D
(4.49)

que, en este caso al sustituir los valores de las integrales I,,, dadas por ([£22), se reduce
a una sencilla expresion:

3B

fl(RSa RT> D) 4DM?R%€_MID [MlRT (eﬂlRT + e_ulRT> B (eﬂlRT o e_MlRT”

% [,UlRS (eule 4 e*mRs) _ (emRs _ €*M1RS)} ) (4'50)
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Por ultimo, llegamos al resultado para la dltima contribucion:

3B
2 {N2RT (eﬂzRT + e—quT) {(3 — Lo

D~ R2
Ap R

fo(Rs, Ry, D) = 2;) ) I, (D, Rg, ii2)

D2 . R2
TS[0<D> Rsyﬂz) - 3£1—3(D7 R, M2)]

3
+(/'L2__> [2<D7R57,U2)_3 2D

2D

D2 _ R2
— (er2fr — gmmakir) Kg — 1R — ”2TS> I(D, Rg, j12)
34+ ,LLQRQ D2 - R2
n (Mz _ # (D, Rs, pi2) — (3 + p2R%) —p 2Io(D, Rs, j12)
— 22 13(D, Rs,12)] | - (4.51)

De estas expresiones puede obtenerse la magnitud buscada:

®(Rg, Rr, D) = ®y(Rg, Ry, D) + ®(Rgs, Ry, D) + ®3(Rs, Ry, D), (4.52)

donde 5
DL (Re, R. D) = Rqg, Rp, D 4.53
k( S, LT, ) 47TpR:%fk( Sy 4T, )7 ( )

para k = 0, 1, 2. Aunque solo resulta evidente para el término k = 1, puede comprobarse
que cada uno de los términos por separado cumple el principio de reciprocidad:

®,.(Rs, Rr, D) = ®4(Rs, Rr, D), (4.54)

para k=0,1,2.

Expresiones para Ry, Rs pequeno

Nuevamente realizamos un desarrollo para radios pequenos con el objetivo de en-
contrar formulas alternativas mas sencillas en el caso de que las esferas sean pequenas
en comparacion con la distancia entre las mismas.

Empleando las expresiones asintéticas descritas en el Apéndice [C, junto con los
desarrollos de las funciones e integrales exponenciales, encontramos:

®(Rg, Ry, D) ~ ®Y(Rg, Ry, D)
= o\"(Rg, Ry, D) + ®\" (Rg, Ry, D) + ®$"(Rg, Ry, D),  (4.55)

donde

(1) _ Bpe? po o, o 1\
@ (Rs r, D) = o |1+ (g + 55 T 557 ) 1

2 |
+ (@ + —) RQT} , (4.56)

10 5D  5D?
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(1) By em? Loy 1 50
Py (Rs, Ry, D) = Irp D Lt Jgmlts + gl ) (4.57)
cp(l)(R Ry, D) = &e—uzD 14+ “_% _H2 R% + p’_% _ H2 R2 (4.58)
2 AT Arp 10 5D) %" \10 5D) 7| ‘

A partir de estas expresiones, calculando el limite Rg, R — 0 se obtiene la aproxima-
cion de fuente puntual:

O(Rs,Rr.D) =  lim ®(Rs, R, D)
L (g e 5 e | g omwep 4.59
—47Tp(0D2+1D+26 >7 (4.59)

coincidiendo nuevamente con la expresion dada por la ecuacion .6l

4.4. Contraste numérico.

A continuacién ilustramos un test para verificar la calidad de esta aproximacion
mediante comparaciéon con resultados de la simulaciéon Monte Carlo con el conjunto de
rutinas PENELOPE.

Hemos simulado para ello, en un medio infinito de agua, una fuente de fotones
monoenergéticos (energia Fg) uniformemente distribuida dentro de una esfera de radio
Rg variable y acumulado la energia que se deposita en una esfera de radio Ry (asimismo
variable) situada a diferentes distancias D entre los centros de las mismas. Con ello
podemos evaluar los valores MC de la funcion ®(Rg, Rr, D), que denotaremos por
®vey(Rs, Ry, D).

En la Tabla [4.1] se muestran, para una energia Es = 662 keV, D = 10 cm y medio
material agua, los valores obtenidos con la simulacién, junto con su incertidumbre
estadistica relativa dy¢ (en %), comparados con los obtenidos mediante la aplicacion
del modelo en los siguientes grados de aproximacion: (i) ®©(Rg, Ry, D) (aproximacion
de orden cero de esferas puntuales), (ii) ) (Rg, Ry, D) (aproximacion de orden uno de
Rg, Ry pequenios) y (iii) ®(Rg, Ry, D) (valores exactos del modelo). Para cada uno de
estos valores se presenta asimismo las diferencias relativas con el calculo Monte Carlo
(en %):
®(Rg, R, D) — ®pey(Rs, Rr, D)

CI)(MC)(Rs, Ry, D)

empleando los superindices mencionados en los casos en los que ® sea calculada con
las aproximaciones mencionadas.

Podemos observar como los valores exactos del modelo, ® difieren menos del 0.3 %
en todos los casos estudiados, mejorando la aproximacion de fuente puntual, especial-
mente cuando los radios de las esferas aumentan, que pueden ser superiores al 4 %.
Es interesante la precision de las formulas sencillas de la aproximacion de orden uno,
inferiores al 0.5 %, incluso en casos donde los radios de las esferas no son despreciables
frente a la distancia (3 cm frente a 10).

d =100

(4.60)
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Rs Ry WO dyo 30 40 o) FIE) o d
(cm) (em) (107%°g™Y) (%) (107%™ (%) (107°g™h) (%)  (107°g™') (%)
1 2.2721 0467 22611 0.486 2.2734 0.056 2.2717  0.020
2.2832 0.167 2.2611 0.969 2.2919 0.380 2.2879  0.206
2.3132  0.091 2.2611 2.255 2.3227 0408 2.3160 0.119
2.3025 0.059 2.2611 1.798 2.3104 0.343 2.3048 0.100
2.3322  0.032 2.2611 3.049 2.3412 0.385 2.3340 0.078
2.3635 0.017 2.2611 4.333 23720 0.359 2.3654 0.079

W NN = =
W W N W N

Tabla 4.1: Contraste numérico de la aplicacion del modelo a la fracciéon especifica de energia
absorbida entre dos esferas con valores Monte Carlo (®(M©)). Se comparan las predicciones
de la aproximacion de orden cero, @, dada por la Ec.(#59), la de orden uno, M dada
por la Ec.([@35h), y los valores exactos del modelo, ® Ec.(@52]). Se incluyen los valores de las
diferencias relativas (d) de estas aproximaciones respecto a los resultados MC, expresados en
porcentajes.

Este grado de aproximacion, descrito por la Ec.([@355]), permite analizar la dependen-
cia con los tamanos de 6rganos y la distancia entre los mismos de la fraccion especifica
de energia absorbida, permitiendo una aplicaciéon directa para una estimacion de la
dosis producida en un érgano alejado por la acumulacion de un radioisdétopo en otro,
empleando esferas de la misma masa para representar ambos 6rganos.



Capitulo 5

Aplicacién a la terapia por captura de
neutrones

En los calculos de dosis recibidas por pacientes sometidos a tratamientos de radio-
terapia, es importante aunar precision con rapidez. Mientras que la simulacién Monte
Carlo proporciona gran precision en dichos calculos, sin embargo, para obtener una
varianza aceptable, debe incrementarse el nimero de particulas a simular y en con-
secuencia, el tiempo de computacion. Si ademas los procesos a simular son de baja
probabilidad, la cantidad de particulas a considerar en la simulacién aumenta en ma-
yor medida.

En esta situacion, disponer de un método que permita realizar estos célculos con
velocidad y precision aceptable, sin duda supone una gran ventaja. Es por ello que, en
este capitulo vamos a aplicar el modelo a una situacién en la que los fotones surgen
de procesos secundarios de baja probabilidad, como es el caso de la BNCT (Boron
Neutron Capture Therapy).

Bajo la idea de esta terapia subyace uno de los objetivos fundamentales de la
radioterapia, que es el aumentar al méximo la dosis recibida por las células malignas
y disminuir lo més posible la depositada en el tejido sano.

La idea inicial es sencilla en su concepto, si bien su realizaciéon préactica implica
numerosos problemas, consistiendo basicamente en la introduccién dentro de las cé-
lulas malignas de una particula ionizante de mucha energia y poco recorrido, para
que deposite toda su energia en el interior de dicha célula, dejando intactas las sanas.
Una particula a que se origine dentro de la célula posee un gran LET (linear energy
transfer), es decir, deposita mucha energia y recorre muy poca distancia (< 10um ~
didmetro celular), lo que la hace un candidato idoneo para dicho proposito.

Algunos isétopos tienen la propiedad de emitir particulas « tras la reaccién nuclear
de captura de neutrones. El mas estudiado y utilizado hasta la fecha es el °B, dando
nombre a la terapia (BNCT) (ver las ref. [84] y [85] para una vision global de la terapia).
El isotopo '°B tiene una alta seccién eficaz de captura neutrénica (3843 barns [86]) para
neutrones de energia en el rango térmico (E < 0.5 eV). La reaccion nuclear que tiene

83
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lugar es:

6% — a + "Li (2.79 MeV)
B + ngy (0.025eV) — 1'B*
94% — a + "Li (2.31 MeV) + v (477.6KeV),
(5.1)
donde el alcance de la particula « y el ntcleo de retroceso “Li es, aproximadamente,
de 9 um y 5 pm respectivamente.

El haz de neutrones necesario para inducir estas reacciones de captura, no sola-
mente interacciona con el 1°B cuya dosis nombraremos como Dp (dosis del Boro), sino
que también deposita energia a través de diferentes particulas secundarias con muy
diferentes coeficientes lineales de transferencia de energia (LET) y por tanto diferente
RBE (efectividad biologica relativa), lo que hace necesario la descomposicion de la do-
sis total en componentes individuales de LET similares. Esta descomposiciéon se realiza
habitualmente de la forma:

D:Df—i-Dt—i-D,y—i—DB, (52)

donde Dy denota la llamada dosis por neutrones rapidos (fast), aquellos con energias
superiores a 0.5 eV, dominada por los procesos de colision elastica con los ntcleos del
medio (la contribucion principal es del hidrogeno). El resto de términos son debidos a
los neutrones térmicos, considerados éstos por debajo de 0.5 e€V. Las reacciones mas
importantes de los neutrones térmicos con atomos constituyentes del tejido son: la
captura de neutrones por el Nitrogeno (N (n, p)'*C*), que produce protones de energfas
proximas a 600 keV (contribuye a D;) y por el Hidrogeno (*H(n,~) ?H) la cual produce
fotones de energia 2.224 MeV, que contribuyen a D, y cuyo calculo sera el objetivo
principal de este capitulo. En el caso de presencia de 1°B (especialmente en el tumor),
la contribucién a la dosis de los productos de la reaccion dada por (5.]) se incluyen en
DB~

En la dosis de fotones se desprecia habitualmente la contribucién de los fotones
de 477.6 keV que provienen de la captura de neutrones por el Boro [87|, debido a
que el Boro tiene una concentracion en el tejido pequenisima comparada con la del
Hidrégeno, que es constituyente del propio tejido. La concentraciéon mas habitual en
los tratamientos con pacientes es de 30 ug/g en Borofenilalanina o BPA | que es el
agente portador de Boro mas usado.

Los haces de neutrones térmicos tienen el inconveniente de no penetrar mucho en
los tejidos debido a su atenuacion con el medio (a 2 cm en el interior del tejido se han
atenuado a la mitad) y en consecuencia se reduce su capacidad de producir reacciones de
captura en tumores profundos. Esta situacion llevo, a partir de 1994 [8§], a la utilizacion
de haces epitérmicos (0.5 eV < E < 10 keV) en los que la reduccién a la mitad ocurre a
5-7 cm de profundidad [89,90]. Estos neutrones se van termalizando conforme avanzan
en el medio, produciendo un campo de neutrones térmicos a la profundidad en la que
se encuentra el tumor.
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5.1. Calculo de la dosis de fotones en BNCT

Debido a la complejidad de los procesos de interacciéon de los neutrones en los
tejidos, los célculos de los componentes de la dosis en BNCT usualmente se llevan a
cabo mediante simulaciones Monte Carlo del transporte de neutrones (ref. [91.92]).

Los fotones involucrados tienen una energia considerable y depositan energia a
distancias lejanas de donde se generaron, lo que supone que buena parte de la dosis
depositada por ellos sea en el tejido sano, asi que resulta esencial la evaluacion precisa de
ella. Estos fotones son producidos en procesos inducidos principalmente por neutrones
térmicos, los cuales se distribuyen aleatoriamente en el medio donde interactiian y no
todos produciran fotones. Es por esto, que la evaluacion Monte Carlo de la dosis de
fotones adolecerd de una baja estadistica, por lo que la disminucién de su varianza
requiere la simulaciéon de un gran nimero de neutrones, apreciablemente mas que los
necesarios para determinar las otras componentes de la dosis con la misma precision,
lo que supone un incremento considerable del tiempo de computacion. En este sentido,
suele aproximarse la dosis gamma por el Kerma (energia cinética transferida por unidad
de masa), mediante el uso de factores Kerma—fluencia [93,04], pero esta aproximacion
puede restar precision en el calculo de dosis, como veremos mas adelante.

Partimos de un maniqui cilindrico ( [95-97]) de 10 cm de radio y 10 cm de altura
relleno de un medio homogéneo e isétropo, el cual hemos escogido como representativo
de tejido blando al Tejido ICRU 4-componentes [98]. Este maniqui se encuentra en el
vacio y es irradiado en la superficie inferior por un haz de neutrones monoenergético
de 13.5 keV, el cual esta dentro de las energias usadas en BNCT [99], con un flujo de
10" neutrones/(cm?s) que coincide por el considerado por Goorley et al. [93).

El transporte de los neutrones dentro del maniqui se ha simulado con el cédigo
Monte Carlo MCNPX [20], el cual nos indicaré el nimero de fotones generados en cada
celda en las que hemos dividido el maniqui. Dichas celdas son capas cilindricas de 0.1
cm entre el radio interior y el exterior siendo su anchura en el eje Z de 0.1 cm . En
los puntos 7; (figl5.dl) del eje central del del maniqui es donde calcularemos la dosis
depositada por los fotones.

El calculo de la dosis de estos fotones a través del modelo, consiste en una convolu-
cion del mapa de fotones (los generados en las celdas “;5” que suponemos centradas en
77 y cuyo nimero es “n;”) con la dosis que deposita el modelo a una distancia |7 — 73],
es decir:

1 e(|7 = 7il)
D(r) = — Y np;—L ) 5.3
") = g 2 e (53)

donde p es la densidad del medio y la funcién e(|r; — 7;|) se expresa mediante las
ecuaciones (L27) para la dosis primaria y (IL74]) para la dispersada, asumiendo que la
emision es iso6tropa y el medio es infinito y homogéneo.

Como avanzamos en la seccion anterior, el foton de 477.6 keV habitualmente no se
tiene en consideracion para el célculo de la dosis de fotones en BNCT (D,), por lo que
nos centraremos exclusivamente en la dosis depositada por los fotones de 2.224 MeV
generados en la reaccion de los neutrones térmicos con el hidrégeno (*H(n,~)2H).
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fotones

neutrones 13.5keV

10" neutrones/(cm?s)

Figura 5.1: Representacion del maniqui y el sistema de coordenadas usado en los célculos y
simulaciones

Ao/Eg (em™") o (em™) Ry (em)  Ci/Ey  Cy/Ey  pj (em™')  ph (cm™)

0.8671(2)  0.046136(3) 0.62261(5) 0.4123(5) 0.0252(2) 0.04225(4) 0.0794(4)

Tabla 5.1: Coeficientes en las Ec.([[L27) y (I.74) para fotones de una fuente puntual de 2.224
MeV inmersa en Tejido blando ICRU de 4 componentes [98] (p = 1.000g/cm?)

Para obtener los parametros a utilizar en las ecuaciones mencionadas mas arriba,
se ha procedido al ajuste de ellas con los resultados de la simulacion de una fuente
puntual de fotones, con una energia de 2.224 MeV e inmersa en tejido blando ICRU
4-componentes, realizada con PENELOPE. Los resultados de este ajuste se muestran
en la Tablab.dly en la Figura (5.2

Para comparar, se ha simulado la misma dosis de fotones usando PENELOPE. Espe-
cificamente, se han transportado los fotones obtenidos por la simulaciéon con MCNPX|
siguiendo todos los electrones secundarios con trazas mayores que el tamano de las cel-
das de conteo, de esta manera nos aseguramos que los efectos de acumulacion (build-up)
son tenidos en cuenta.

Como comprobacion de la precision en el calculo de la tasa de dosis cuando esta
basada en la estimaciéon por la tasa de Kerma, se ha calculado ésta con la misma
simulacion realizada para obtener el mapa de fotones con MCNPX.
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Figura 5.2: Funciones ey(r) y €s.(r) calculadas con el codigo Monte Carlo PENELOPE (sim-
bolos) comparadas con las funciones expresadas en las Ec.(L27) y (IL74) utilizando los coefi-
cientes de la Tabla [5.] (linea continua). El eje de abscisas se muestra en escala logaritmica

Los resultados de estos tres cilculos se muestran en la Figura[5.3l La tasa de dosis de
fotones calculada con el modelo (Dmode1o) se dibuja con linea continua, mientras que los
cuadrados so6lidos corresponden a los valores obtenidos con PENELOPE (DPENELOPE).
También se muestran las diferencias relativas entre ambos célculos (ver panel inferior

de la figura), es decir:

Dinodelo — DpENELOPE

Amod,PEN —

(5.4)
DpeNELOPE

Como se aprecia, la concordancia entre estos dos célculos es remarcable. Las dife-
rencias relativas entre ambas estimaciones permanecen por debajo del 2 % para todo
z, excepto en la zona muy cercana a la tapadera superior del maniqui donde alcanza un
15 %. Estas discrepancias pueden ser atribuidas al hecho de que, al establecer el mode-
lo, se consider6 que el medio en el que los fotones son transportados es de dimensiones
infinitas. Esto se confirma en la pequena grafica insertada en la Figura [5.3] donde los
resultados de PENELOPE corresponden al caso en el que el maniqui se sitta en el vacio
(cuadrados solidos), mientras que los cuadrados vacios (DI(DOEI)\IELOPE) corresponden al
calculo con PENELOPE pero asumiendo un medio infinito. También se compara con
los resultados obtenidos con el modelo (linea continua). Como podemos observar, existe
una buena coincidencia entre la simulaciéon en el medio infinito y el calculo del modelo
en los valores de z cercanos al borde superior del maniqui. En todos estos calculos se
ha considerado la misma distribuciéon inicial de fotones.
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Figura 5.3: Comparacion de las estimaciones de la tasa de dosis obtenidas por el modelo
semianalitico Diodelo (linea continua), los calculos Monte Carlo realizados con PENELOPE
DPENELOPE (cuadrados solidos) y la aproximacion a través de la tasa de Kerma evaluado con
MCNPX K McNpx (circulos abiertos). En el panel inferior se muestran las diferencias entre los
resultados obtenidos con el modelo y los célculos con PENELOPE, tal como se expresan en la
Ec.(54). Adicionalmente, en la pequena grafica insertada en la figura, se amplia el detalle para
distancias cercanas al final del maniqui asumiendo un maniqui infinito Dl(fgl)\IELOPE (cuadros
abiertos).

En la Figura[b.3]también se ha representado con circulos vacios, los valores de la tasa
de Kerma depositada por los fotones obtenidos mediante la simulacion con MCNPX
(KMCNPX). Como se aprecia claramente en este caso, la utilizacion de la tasa de Kerma
para determinar la tasa de dosis, supone una sobreestimacion de ésta cuya discrepancia
alcanza el 10 % en el maximo de la curva. Esta diferencia puede ser debida al efectos
del pre-equilibrio vinculados al buildup de los electrones que son tenidos en cuenta en
los calculos de dosis y no lo son en los de Kerma. Con la intencién de investigar si esta
diferencia puede ser debida también a variaciones en el calculo que hacen MCNPX
y PENELOPE, hemos calculado la tasa de Kerma usando PENELOPE (KPENELOPE)
y el modelo semi-analitico (Kmodelo). En el primer caso, la energia depositada por los
fotones se contabilizaba asumiendo una energia de absorcion infinita para los electrones,
mientras que en el segundo, la parte correspondiente a r < Ry en la ecuacion (L27) ha
sido obviada. Los resultados se muestran en la Figura [5.4]
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Figura 5.4: Comparacion de la tasa de kerma calculada con el modelo semianalitico Kmodelo
(linea continua) con MCNPX Kyuenpx (circulos abiertos) y PENELOPE KpPENELOPE (cua-
drados solidos). El panel inferior muestra las diferencias relativas entre los resultados obtenidos
con MCNPX y por el modelo (linea continua), mientras que, con circulos solidos se representan
estas diferencias entre PENELOPE y MCNPX, tal como vienen expresadas por las ecuaciones

E3) y (6], respectivamente.

En ella puede observarse una buena concordancia entre los tres calculos de la tasa
de Kerma mencionados en el parrafo anterior. En el panel inferior se muestran las
diferencias relativas . .
Kmodelo - KMCNPX

Amod MCNP = ; (5.5)
° Kuenex
dibujada con linea continua, y
Kppnerope — Kyvionex
ApENMONP = - 5 (5.6)

Kyienpx

mostrada con circulos opacos. La concordancia del modelo con la simulacion MCNPX es
bastante buena, permaneciendo Apeqmonp dentro del £2 %. Por otro lado, Apgn mene
alcanza el 5.5% a lo sumo. Estos resultados confirman que la sobreestimacion de la
tasa de dosis de fotones, cuando ésta se calcula mediante la tasa de Kerma, es princi-
palmente causada por los efectos de acumulacion (build-up) no tomados en cuenta en
la evaluacion del Kerma.

Es significativo, que el uso del modelo semi-analitico reduce enormemente el tiempo
requerido por la CPU para calcular la dosis de fotones D.,: mientras el modelo necesita
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apenas unos segundos en completar el célculo, cualquiera de las simulaciones con PE-
NELOPE, que hemos realizado utilizando un ntimero de fotones iniciales de 10 para
obtener suficiente estadistica, ha tardado alrededor de 10 dias de uso de una CPU Intel
Hapertown E5405 2.0 GHz de niicleo simple, por otro lado, no seria muy complicado la
implementacién del modelo en un c6digo Monte Carlo de transporte de neutrones, del
que calcularia la dosis de fotones, una vez conocido el lugar donde se genera el foton
dentro del medio homogéneo.



Conclusiones y perspectivas

A lo largo de esta tesis se ha desarrollado un modelo estadistico para el transporte
de fotones en medios homogéneos que, en base a considerar las aportaciones de las
diferentes generaciones de fotones, nos ha proporcionado un conjunto de expresiones que
dan cuenta de la distribucion de fotones y electrones de cada generacion producidos en
cada capa, debido a la interaccion de la radiaciéon con el medio material. Construyendo
posteriormente con ellas formulas sencillas, podemos reproducir la dosis depositada por
una fuente puntual monoenergética y cuyos logros resumimos a continuacion:

Se obtienen ecuaciones que cuantifican la energia por unidad de longitud depo-
sitada en el medio por cada generacion, asi como la depositada por los fotones
primarios y la debida a todas las generaciones de dispersados en total.

En el caso de los primarios también proporciona una expresion para distancias
muy cercanas a la fuente, donde tienen lugar los procesos de acumulacion debidos
a la situacion de pre-equilibrio electronico existente a dichas distancias, lo que
posibilita calcular de forma precisa la dosis a distancias muy cercanas a la fuente.

La precision alcanzada en la descripcion de la dosis total producida por los foto-
nes dispersados es excelente en todo el rango de energias estudiado. En la dosis
depositada por los fotones primarios esta precision también es excelente una vez
superado el tramo de pre-equilibrio electrénico, sin embargo en el tramo donde
r < Ry se pierde exactitud a bajas energias, si bien se trata de una region muy
pequena.

Permite un célculo muy preciso de dosis depositada por fuentes extensas mediante
la integracion volumétrica de fuentes puntuales, como en los casos estudiados en
esta tesis de fuentes lineales y esféricas.

En problemas en los que los fotones surgen de procesos secundarios con muy baja
probabilidad, el uso del modelo ofrece un calculo preciso y muy rapido en cuanto
a tiempo de computacion frente a la simulacion Monte Carlo.

El uso de las ecuaciones que surgen del modelo permite hacer estudios analiticos,
que justifiquen comportamientos no evidentes en la interaccion de los fotones
con medios materiales, como en el caso estudiado de la fuente lineal, en el que
ha permitido explicar el pico de dosis que la funcién de anisotropia 1D (¢an (7))
presenta a cortas distancias.
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= El modelo también posibilita encontrar relaciones entre diferentes pardmetros
involucrados en ciertos problemas dosimétricos, como en el caso expuesto en el
capitulo M al estudiar la fraccién especifica de energia absorbida.

= Las expresiones deducidas ofrecen una justificaciéon en base a un modelo fisico
a otras ecuaciones propuestas con la misma finalidad, como las obtenidas para
la dosis dispersada por Berger [29] mediante el método estadistico de los mo-
mentos [46], la de Carlsson-Ahnesjoé [100] y la de Sabariego et al. [31], basadas
en consideraciones cualitativas, asi como la de Nizin [45] para el tramo de pre-
equilibrio electronico en la dosis primaria.

En esta tesis se ha desarrollado, contrastado y aplicado en situaciones sencillas
un modelo para el calculo de dosis absorbida. Cabe esperar que este modelo pueda
extenderse en un futuro a problemas mas complejos y situaciones mas realistas, para
lo que esbozamos las vias de trabajo posibles para superar las limitaciones del mismo
en potenciales aplicaciones futuras:

= Este modelo se ha desarrollado para fuentes monoenergéticas, por lo que una pro-
longaciéon natural de su estudio es su aplicacion a fuentes polienergéticas con un
espectro de energias determinado. El punto de vista con el que se puede abordar
es el de considerarlas como un conjunto de fuentes monoenergéticas, cada una de
ellas con energia y probabilidad de emision iguales a las que constituyen el es-
pectro y que caracterizaremos mediante las ecuaciones y [L74], representadas
éstas para cada energia por los parametros de ajuste correspondientes.

= Otra via de progreso en la aplicacion del modelo corresponde a situaciones en las
que las fuentes o los blancos se distribuyen en geometrias més complejas, donde
frecuentemente nos encontramos con dificultades de tipo matemaético a la hora
de encontrar soluciones analiticas a la integracion de las ecuaciones del modelo,
si bien la solucion numérica es factible y de facil implementaciéon en un programa
de céalculo. En este sentido, el buen comportamiento de las formas funcionales
que surgen del modelo nos hace esperar que las integraciones numéricas puedan
realizarse con elevada precision.

s A lo largo de esta tesis, los medios materiales que hemos estudiado son medios
homogéneos e isétropos, lo que supone una aproximacion si pretendemos exten-
der estos calculos a pacientes de radioterapia, ya que los tejidos corporales tienen
diferentes composiciones y densidades. No obstante, debido al gran porcentaje
de agua que forma parte del cuerpo humano, la utilizacién de ésta en calculos
dosimétricos, es aceptada como una aproximacion razonable. En cualquier caso,
la extension de este modelo a medios inhomogéneos, con regiones de distinta den-
sidad pero de parecida composicion atémica puede realizarse mediante aplicacion
de los teoremas de Fano [I01] y O’Connor (1957) [102], que permiten escalar, me-
diante las densidades relativas, los datos en agua a medios arbitrarios de diferente
densidad y que permite la aplicacién a medios no homogéneos [103].



Apéndice A
Ajustes en otros medios

En el presente apéndice se muestran los valores de ajuste de los parametros de
las ecuaciones ([L27) y (IL74)) para medios y tejidos diferentes al agua. Se ofrecen
datos para diversas energias, entre las que se encuentran las mas probables de varias
fuentes radioactivas usadas en Braquiterapia, asi como el valor medio de las energias
correspondientes al espectro de dichos isdtopos (en italica). Los valores entre paréntesis
indican la correspondiente incertidumbre, es decir, 0.5006(2) significa 0.5006=0.0002.

Tejido adiposo

Isotopo  Ejg Ao/ Es Ry 140
(keV) (ecm™) (cm) (em™!)
10 5950(35) 0.00013870(3) 3.1079(3)
13pq 20.6  905(9)  0.0005746(2)  0.5006(2)
151 974 365(4)  0.0009357(3)  0.3189(1)
125] 28.33 318(4)  0.0010197(4)  0.3049(1)
100 132(2)  0.0010816(3)  0.15645(5)
1927y 316 13.20(5)  0.020903(6) 0.10756(3)
920 397 8.44(2)  0.03644(1)  0.09845(3)
Ay 412 8.14(2)  0.03845(1)  0.09701(3)
Ay 420 7.66(2)  0.04121(1)  0.09626(3)
BTCs 662 3.622(5) 0.10509(3)  0.07933(2)
1000 2.092(2) 0.20965(4)  0.06538(1)
0Co 1173 1.699(2) 0.27100(5)  0.06039(1)
OCo 1250 1.570(1) 0.29864(6)  0.05847(1)
0Co 1332 1.433(1) 0.33304(6)  0.05658(1)

Tabla A.1: Resultados de los ajustes a la Ec.([.27)) para los fotones primarios de una fuente
puntual inmersa en tejido adiposo ICRP [21] (p = 0.92 g/cm?)
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Isotopo  FEs C1/Es h Cy/Es 1
(keV) (em™!) (cm™!)
10 0.07060(5) 5.65(2) 0.0508(2) 3.778(7)
03pq 20.6  0.209(1)  0.851(3)  0.1343(5) 0.5926(9)
157 974 0.204(2)  0461(1)  0.1812(8) 0.3481(5)
157 9833 0.306(2)  0.429(1)  0.1837(9) 0.3294(5)
100 0373(6)  0.1280(3)  0.2440(4) 0.1314(9)
920316 0.1823(5)  0.1430(2)  0.2709(2) 0.1036(3)
920 397 0.1881(5) 0.1304(2)  0.2519(3) 0.09744(3)
9SAW 412 0.1897(6)  0.1282(2)  0.2485(3) 0.09639(3)
9SAW 420 0.1887(6)  0.1277(2)  0.2476(3) 0.09594(3)
WTCs 662 0.228(2)  0.0970(5)  0.195(2)  0.08208(7)
1000 0.433(1)  0.05847(8)  0.0640(5) 0.0764(2)
0Co 1173 0.4337(7)  0.054056(5) 0.0530(3) 0.0750(2)
%Co 1250  0.4330(6)  0.05236(5)  0.0492(3) 0.0748(2)
0Co 1332 0.4309(6)  0.05086(4)  0.0461(3) 0.0740(2)

Tabla A.2: Resultados de los ajustes a la Ec.(.74) para los fotones dispersados de una fuente

puntual inmersa en tejido adiposo ICRP [21] (p = 0.92g/cm?)

Misculo estriado

Tabla A.3: Resultados de los ajustes a la Ec.([L.27)) para los fotones primarios de una fuente

ISétOpO Es AO/ES R() o

(keV) (cm™)  (cm) (cm™1)

10 7392(27) 0.00011608(3) 6.055(2)
03P 20.6  1322(9)  0.0004854(1)  0.8363(2)
1257 974 547(5)  0.0008158(3)  0.4719(1)
5] 9833 513(4)  0.0008719(2)  0.4464(1)

100 148(2)  0.0010032(3)  0.17685(5)
921316 14.55(1)  0.018961(5)  0.11992(3)
920 397 9.99(2)  0.030797(8)  0.10973(3)
9SAy 412 8.74(2)  0.03577(1)  0.10810(3)
WSAY 420 8.92(3)  0.03537(2)  0.10725(3)
8705 662 4.234(6) 0.08985(2)  0.08836(2)

1000 2.425(3) 0.18076(4)  0.07279(1)
50Co 1173 1.968(2) 0.23379(5) 0.06724(1)
50Co 1250  1.797(2)  0.26070(5) 0.06510(1)
0Co 1332 1.674(1) 0.28492(6)  0.06301(1)

puntual inmersa en tejido muscular estriado ICRU [21] (p = 1.04 g/cm?)
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Isotopo  Eg C1/Es 1 Cy/Es I
(keV) (cm™1) (cm™!)
10 0.0537(5) 11.24(6) 0.0435(2) 7.39(2)
03pq 206 0.128(1) 1.691(9)  0.1114(5) 1.095(3)
15T 974 0.235(1)  0.776(2)  0.1471(6) 0.5494(3)
1] 9833 0.245(1) 0.721(2)  0.1523(6) 0.5152(8)
100 0.1972(9) 0.2165(6) 0.3266(5) 0.16489(7)
1921, 316 0.1863(5) 0.1579(3) 0.2687(2) 0.11774(4)
1921, 397 0.1977(7) 0.1418(3)  0.2471(4) 0.10987(4)
195Ay 412 0.1981(8) 0.1399(3)  0.2443(4) 0.10865(5)
9SAY 420 0.2000(8) 0.1383(3) 0.2419(4) 0.10794(4)
BTCs 662 0.315(2)  0.092(2)  0.152(8)  0.0904(3)
1000 0.4413(7) 0.06463(6) 0.0601(3) 0.0877(2)
0Co 1173 0.4387(5) 0.05997(5) 0.0507(2) 0.0856(2)
0Co 1250  0.4367(5) 0.05818(4) 0.0475(2) 0.0852(2)
0Co 1332 0.4344(5) 0.05651(4) 0.0445(2) 0.0842(2)

Tabla A.4: Resultados de los ajustes a la Ec.([’T4) para los fotones dispersados de una fuente
puntual inmersa en tejido muscular estriado ICRU [21] (p = 1.04g/cm?)

Piel
Isotopo  Ejg Ao/ Es Ry o
(keV) (cm™) (cm) (cm™!)
10 7651(40) 0.00011261(3) 5.618(2)
03pq 20.6  1319(10) 0.0004677(3)  0.8038(2)
125] 974 551(5)  0.0007986(3)  0.4650(2)
125] 28.33 503(5)  0.0008328(3)  0.4413(2)
100 169(4) 0.0008713(3) 0.18610(6)
92 316 15.92(6) 0.017332(6)  0.12663(3)
20397 10.37(3) 0.029658(9)  0.11587(3)
Ay 412 9.79(3)  0.031954(8)  0.11418(3)
Ay 420 9.34(3)  0.03379(1)  0.11326(3)
BCs 662 4.359(6) 0.08728(2)  0.09333(2)
1000 2.512(3) 0.17455(3)  0.07691(1)
0Co 1173 1.890(2) 0.24793(5)  0.06877(1)
0Co 1250 1.890(2) 0.24793(5)  0.06877(1)
0Co 1332 1.740(2) 0.27412(7)  0.06654(1)

Tabla A.5: Resultados de los ajustes a la Ec.([[L27)) para los fotones primarios de una fuente
puntual inmersa en piel ICRP [21] (p = 1.1g/cm3)
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Isotopo  Eg C1/Es 1 Cy/Es 142
(keV) (cm™1) (cm™1)
10 0.0481(5) 1L12(7) 0.0440(2) 7.15(2)
1pd 206 0.111(1) 181(1)  0.1274(5) 1.126(5)
125] 274 0.187(2) 0.870(5)  0.1801(8) 0.584(2)
125] 28.33 0.261(1) 0.691(2)  0.1590(7) 0.5017(7)
100 0.1843(8) 0.2321(6)  0.3341(4) 0.17166(7)
192 316 0.1849(5) 0.1673(2)  0.2604(2) 0.12381(4)
920397 0.1929(6) 0.1517(3)  0.2495(3) 0.11582(4)
9SAy 412 0.1935(6) 0.1495(3)  0.2466(3) 0.11458(4)
9SAY 420 0.1966(7) 0.1472(3)  0.2437(3) 0.11377(4)
BICs 662 0.323(6)  0.096(2)  0.148(4)  0.0952(6)
1000 0.4392(8) 0.06842(7) 0.0611(4) 0.0918(2)
0Co 1173 0.4361(5) 0.06149(5) 0.0478(2) 0.0894(2)
0Co 1250 0.4361(5) 0.06149(5) 0.0478(2) 0.0894(2)
0Co 1332 0.4337(5) 0.05971(4) 0.0448(2) 0.0885(2)

Tabla A.6: Resultados de los ajustes a la Ec.([[L’T4]) para los fotones dispersados de una fuente
puntual inmersa en piel ICRP [21] (p = 1.1g/cm?)

Hueso compacto

IS()tOpO ES Ao/ES Ro Mo
(keV) (cm™1) (cm) (cm™!)
10 19808(50)  0.000043901(9) 39.688(9)
103pq  20.6  4005(15)  0.00020217(5)  5.190(1)
1251 27.4  1985(8)  0.0003771(1)  2.3892(6)
1257 28.33 1790(8)  0.0004113(1)  2.1963(5)
100 268(5) 0.0007882(3)  0.3368(1)
192y 316 25.38(9)  0.010925(3) 0.20699(5)
192y 397  17.38(4)  0.017731(5) 0.18891(5)
8Au 412 15.65(4)  0.020014(6) 0.18608(5)
98Au 420  16.01(3)  0.019725(6) 0.18460(5)
B7Cs 662 7.18(1) 0.05290(1) 0.15172(4)
1000  4.261(5)  0.10272(3) 0.12493(3)
Co 1173 3.490(4)  0.13161(3) 0.11538(2)
Co 1250  3.210(3)  0.14569(3) 0.11168(2)
0Co 1332 2.916(2)  0.16317(3) 0.10812(2)

Tabla A.7: Resultados de los ajustes a la Ec.([L27)) para los fotones primarios de una fuente

puntual inmersa en tejido éseo compacto ICRU [21] (p = 1.85g/cm?).
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Is6topo  Es C1/FEs 0 Cy/Es Iz
(keV) (cm™1) (cm™1)
10 0.0372(3) 131.8(8) 0.0447(1) 56.9(2)
BPd 206 0.0552(9) 13.6(2)  0.0654(4) T7.07(4)
125] 974 0.086(1) 5.53(6)  0.0807(6) 3.20(1)
125] 28.33 0.091(1) 5.02(5)  0.0841(6) 2.93(1)
100 0.7079(5) 0.2016(1)  0.0407(2) 0.447(2)
1921y 316 0.5325(6) 0.1689(1)  0.0956(3) 0.2335(3)
920397 0.5173(5) 0.1562(1)  0.0877(2) 0.2155(2)
9SAY 412 0.5153(5) 0.1541(1)  0.0861(2) 0.2131(2)
A 420 0.5148(5) 0.1530(1)  0.0850(3) 0.2118(2)
BICs 662 0.4922(4) 0.12927(7) 0.0642(2) 0.1857(2)
1000 0.4690(3) 0.10943(5) 0.0470(1) 0.1670(3)
0Co 1173 0.4592(3) 0.10230(5) 0.0411(1) 0.1602(3)
0Co 1250 0.4553(3) 0.09948(5) 0.0389(1) 0.1580(3)
0Co 1332 0.4517(3) 0.09679(5) 0.0365(1) 0.1557(3)

Tabla A.8: Resultados de los ajustes a la Ec.([’T4) para los fotones dispersados de una fuente

puntual inmersa en tejido éseo compacto ICRU [21] (p = 1.85g/cm?).

Aire seco
Isotopo  Eg Ao/ Es Ry 140

(keV) (ecm™) (cm) (cm™!)

10 7.9302) 0.10728(3) 0.006653(2)
03pd 206 1.411(7)  0.4491(1)  0.0009335(3)
157 974 0.609(5)  0.7711(2)  0.0005189(2)
1257 2833 0.560(3)  0.8025(3)  0.0004898(2)

100 0.159(3)  0.9423(3)  0.00018645(6)
920316 0.01696(7)  16.262(5)  0.00001261(3)
1921, 397 0.01145(3) 26.848(7)  0.00011537(3)
19SAW 412 0.01046(3) 29.876(8)  0.00011368(3)
9SAW 420 0.00980(3) 32.186(9)  0.00011277(3)
BTCs 662 0.004934(9) 77.09(2)  0.00009287(2)

1000 0.002688(3) 163.11(3) 0.00007659(1)
60Co 1173 0.002096(2) 219.51(5) 0.00007075(1)
60Co 1250  0.001933(2) 242.35(5) 0.00006851(1)
0Co 1332 0.001787(2) 266.87(5)  0.00006632(1)

Tabla A.9: Resultados de los ajustes a la Ec.([.27)) para los fotones primarios de una fuente

puntual inmersa en aire seco cercano al nivel del mar [21] (p = 1.20479 10 3g/cm?)
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Isotopo  Eg C1/Es wh Cy/Es Lh

(keV) (cm™!) (em™!)

10 0.0504(5) 0.01316(9) 0.0454(2) 0.00826(2)
18pq  20.6  0.156(1) 0.001672(7)  0.1040(5) 0.001120(2)
5] 974 0.223(1)  0.000866(3)  0.1514(7) 0.000604(1)
125] 28.33  0.245(1)  0.000782(2)  0.1513(7) 0.0005580(9)

100 0.205(1)  0.0002248(6)  0.3223(5) 0.00017417(7)
1927y 316 0.1873(6) 0.0001656(3) 0.2682(3) 0.0001239(1)
920397 0.1971(7) 0.0001495(3)  0.2473(3) 0.00011571(5)
9SAy 412 0.2016(8) 0.0001457(3)  0.2425(4) 0.00011420(5)
9SAY 420 0.2001(9) 0.0001453(3)  0.2418(3) 0.00011365(5)
BTCs 662 0.404(4)  0.0000855(4)  0.107(2)  0.0000969(2)

1000 0.4430(7) 0.00006784(7) 0.0594(3) 0.0000926(2)
0Co 1173 0.4394(5) 0.00006305(5) 0.0504(3) 0.0000902(2)
0Co 1250 0.4370(5) 0.0000613(5)  0.0474(2) 0.0000890(2)
0Co 1332 0.4352(5) 0.00005947(5) 0.0442(2) 0.0000884(2)

Tabla A.10: Resultados de los ajustes a la Ec.(74) para los fotones dispersados de una
fuente puntual inmersa en aire seco cercano al nivel del mar [21] (p = 1.204791073g/cm3)

Tejido ICRU de 4 componentes

Isotopo  Ejg Ao/ Es Ry Lo
(keV)  (cm™1) (cm) (cm™!)
10 6436(13) 0.00013280(3) 5.334(1)
103pd 20.6  1133(7)  0.0005339(1)  0.7629(2)
1251 974 498(3)  0.0008756(3)  0.4342(1)
125] 28.33  436(3)  0.0009539(3)  0.4115(1)
100 174(4)  0.0008491(3)  0.16943(5)
92 316 14.86(4)  0.018563(5)  0.11524(3)
920 397 9.55(3)  0.032205(9)  0.10544(3)
9SAL 412 8.95(2)  0.034932(9)  0.10386(2)
Ay 420 8.75(2)  0.03607(1)  0.10307(3)
ATT.6 6.384(5)  0.051892(6)  0.09776(1)
BCs 662 4.257(7)  0.08937(2)  0.08489(2)
1000 2.342(3)  0.18723(5)  0.06996(2)
0Co 1173 1.863(2)  0.2469(5) 0.06463(1)
0Co 1250  1.718(2) 0.27273(6)  0.06257(1)
0Co 1332 1.597(2)  0.20863(5)  0.06056(1)
22246 0.8671(2) 0.62261(5)  0.046136(3)

Tabla A.11: Resultados de los ajustes a la Ec.([L27) para los fotones primarios de una fuente
puntual inmersa en Tejido blando ICRU de 4 componentes [98] (p = 1.000g/cm?). Se incluyen
datos de las energias involucradas en BNCT (2224.6 y 477.6 Kev)
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Is6topo  Es C1/FEs 1 Cy/Es 145
(keV) (cm™1) (cm™1)
10 0.0629(4) 8.92(3) 0.0407(2) 6.28(1)
BPd 206 0.0629(4) 0.691(2)  0.1575(7) 0.4948(8)
125 974 0.223(1)  0.000866(3) 0.1514(7) 0.000604(1)
5] 2833 0.246(1) 0.691(2)  0.1575(7) 0.4948(8)
100 0.1845(8) 0.2111(5)  0.3340(4) 0.15633(6)
920 316 0.1847(5) 0.1522(2)  0.2695(2) 0.11269(3)
920397 0.1923(7) 0.1383(3)  0.2498(3) 0.10543(4)
Ay 412 0.1940(7) 0.1357(3)  0.2463(3) 0.10424(4)
Ay 420 0.1970(8) 0.1338(3)  0.2435(4) 0.10352(4)
4776 0.1823(6) 0.1347(2)  0.2422(3) 0.10060(4)
137Cs 662 0.272(7)  0.095(1) 0.173(4)  0.0872(2)
1000 0.4401(8) 0.06221(5)  0.0607(3) 0.084(2)
0Co 1173 0.4385(6) 0.05761(5)  0.0508(3) 0.0822(2)
0Co 1250  0.4355(6) 0.05602(5) 0.0481(3) 0.0810(2)
0Co 1332 0.4333(5) 0.05438(4)  0.0450(2) 0.0803(2)
2224.6  0.4123(5) 0.04225(4)  0.0252(2) 0.0794(4) (3)

Tabla A.12: Resultados de los ajustes a la Ec.([’T4) para los fotones dispersados de una
fuente puntual inmersa en Tejido blando ICRU de 4 componentes [98] (p = 1.000g/cm?). Se
incluyen datos de las energias involucradas en BNCT (2224.6 y 477.6 Kev)






Apéndice B

Transformacion de sumas en Sj, ;,(2)

El objetivo de este apéndice es transformar la suma en el indice j de la funciéon

Spm(z) = i <]> A p<m (B.1)

j=n

en una nueva suma cuyo indice no dependa de m. Para ello empleamos la funcion

fm(2) = Z Zja (B.2)

j=0
cuya suma de términos es

m . m . 1—2m 1— Zm—i-l

j;(] J; 1—2 1—2z (B.3)

y calculando la derivada n-esima del primer término de [B.3], obtenemos:

T [z; zj] = Z =) 27" = nl Z (iz) 27" = nl Spm(2). (B.4)
= j=n j=n

Por otro lado, calcularemos la derivada n-ésima del altimo término de la expresion
[B.3 haciendo uso de la férmula de Leibniz para derivadas de productos de funciones:

i [ o] =2 () [ -] [ ()

1=0

- e ()« 2 () o) [ ()

(B.5)

donde hemos separado del sumatorio el término i = 0. Calculando las derivadas entre
corchetes de la Ec.(B.H), obtenemos:
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102 Apéndice[B: Transformacién de sumas en Sy, m(2)

d (m+1)! . ,
(1 — m+1y NPT U mA L4 > 1 B.
gz =) (m+1—4)! "~ L= (B-6)
Y dn— 1 1
dzn—t <1 — z) (n=1) (1 —z)n—itl (B.7)

que sustituyéndolos en la ecuacion (B.H), conduce a:
v [1—zm+1]
dz» 1—=z N
1— m+1 1)! m~+1+1
S P ( Z w (n—i) —
(1= 2™t n+1 4 (m+1—4)! (1 — z)n—itl

m+1 n m+1+1
I . L P
(1 — z)n-l-l (1 _ 2)n+1 1 (]_ _ Z)n—z-‘rl

=1

(B.8)

donde el segundo sumando corresponde al término ¢ = 0 del sumatorio que aparece al
final de la ecuacion (B.8)). Por tanto, introducimos este sumando dentro del sumatorio
simplemente empezando el indice inferior en ¢ = 0 en lugar de en i = 1, obteniendo
finalmente:

L S o L R

=0

Teniendo en cuenta la ecuacion (B.3)), igualamos la Ec.(B.9) con la Ec.(B.4), de
donde extraemos la expresion buscada:

Sm(z) = ﬁ [1 -3 (mjl) (1 —z)izm“”] . (B.10)

=0



Apéndice C

Integrales auxiliares I, (x,y; 1) y
Jn<$7 Y, <, :u)

C.1. Integrales I,,(x,y; )

En el desarrollo del capitulo M definimos las integrales I,,(z,y; p) (Ec.(#22])) como:

T+y
L(z,y; 1) = / re dr n> -1 (C.1)

-y

Para n = —1, la solucién es:

ur =1
dr _ dt

T t

x—i—yl
Iy(z,y;p) = / —e Mdr —

—y T

< 1 < 1
= / —e~tdt — / —e~ldt
w(x—y) t w(z+y) t

= Ei(u(r —y)) — Eix(p(z +y)), (C.2)

donde E es la funciéon especial Integral exponencial, definida de la forma:

oo —zt oo —t
Ei(2) :/ ¢ dt:/ <, (C.3)
1 z

t

wz+y) |
— / Zetdt
u t

(z—y)

cuyas propiedades y tablas de valores pueden consultarse en la referencia [83].
Cuando n > 0 la solucién se obtiene a través de una relacién de recurrencia. Cono-

ciendo el orden O:
T+y 1 Tty
Wy = [ e = {__e—ﬂ
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entonces para n:

, =u du = nr"!
In(z,y;p) = / e“drﬁ‘ erdr =dv v=—Lter |7

x+y
= [——e ‘“"] + 2/ " lemHrdy
12 T—y

= ; [(;{; —y)" e — (z+y)" efuy} + g n-1(z,y;p) . (C.5)

En general, la solucion a estas integrales para n > 0 podemos expresarla mediante
la siguiente relacion de recurrencia ( Ec.(#23])) en el capitulo @):

. “nl 1
In(x>y7:u):€ a Z_

i [(z —y)e™ — (z+y)e ], (C.6)
20 J M

donde, en el caso concreto de nuestro estudio, x corresponde a la distancia L e y al
radio R, como puede apreciarse en la figura E.11

C.1.1. Aproximaciones de [,,(L, R; 1) para R pequeno

Con el fin de encontrar expresiones mas simplificadas que nos permitan ver mejor la
dependencia con R y L, asi como comprobar que en el limite R — 0 debe obtenerse el
comportamiento de fuentes puntuales, procederemos a estudiar el caso en el que L >>
R comprobando el comportamiento asintético de estas integrales cuando pR << 1
mediante el desarrollo en serie de potencias de R de las mismas.

Aproximacion de I (L, R; )

Partimos de la Ec.(C2)) donde desarrollando en serie las funciones Integral expo-
nencial obtenemos:

E(W(L+R)) ~ Ei(ul) £ By(uL)uR

1 1
b3 Bl kB £ $ B L) WRY + OuR)',  (©)
donde las derivadas son [83]:

Ei(z) = —Ey(2) = ——¢€7,
1 1 1 1
El(z) = e 7+ -7 = <— + —) e,

El(z) = - (3 + 2 + 1) e . (C.8)
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Por tanto, despreciando los términos O[uR]* obtenemos:

(L, R;p) = Ev((L—R)) — Er(u(L+ R))
= B[R — 5 B (L) (1R

R 1R 272y | —uL
= |:QZ+§L3<2+2,ML+/LL):|€“
_ e ok + 2 (14 2 4 2 *R? (C.9)
ul a 3 uL — p?L? a ' '

Aproximacion de Iy(L, R; i)

Primeramente desarrollaremos en series de potencias de R las exponenciales de la

Ec.(C.4):

1 1
et~ 1+uR+§u2R2+ — PR 4

6
1 1
e~ 1 - uR + 5,31%2 — 6“3R3 + ... (C.10)
por tanto
1
et — e~ 2R + §,u3R3 + O(uR)®, (C.11)
que desechando los términos O(uR)® finalmente se obtiene:
et | —
i

Aproximaciones de I,,(L, R; ) paran=1,2,3
Calculamos inicialmente la relacion de recurrencia expresada en la Ec.(d.23]) para
n = 1. Esto es:

—uL

e

[(L— R)e't — (L+ R)e M + % (er — e_“R)] ., (C.13)

y sustituyendo en ella los desarrollos en serie de las Ec.(C.10), donde despreciamos los
términos O(pR)®, finalmente obtenemos la siguiente aproximacion:

1 2
L(L,Ryp) ~ et [QLR + g,qu?’L — guR?’}

27 [ pl 1\ 5.3
LR —_— = = R\ . C.14
e {u + ( G 3)u (C.14)

12
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Siguiendo el mismo procedimiento para n = 2,3 obtenemos:

2e HL p2L? 2 1
I, (L, R; 1) ~ SI2R — Zul + =) i®R? C.15
2(L, R; i) E [u +( 5 5 M +3>u , (C.15)
2e M [ 4 972 1 3.3 313
I3(L, R; pu) ~ i wL°R + | pL — p*L” + 3H L | w’R°| . (C.16)

C.2. Integrales J,(x,y,z; 1)

En el desarrollo de la seccion (4.3 del capitulo M se introdujeron las integrales
Jn(x,y, z; 1), definidas de una forma general como:
Tty
Jo(z,y, 25 p1) = / " [Ey(ur — pz) — Ey(ur + pr)] dr, (C.17)

=y

Separamos esta integral en dos contribuciones, es decir:

Jo(x,y, 2z 1) = T (g, z30) — T, (2,y, 25 1) (C.18)
donde
Tty
JJ(J/’,y,Z,M) = / TnEl(/,LT—MZ)dT
z—y
y
o (wy, 2z pm) = I (@, y, —2 ) - (C.19)

Desarrollando la Integral exponencial podemos expresarla como:

Tty 00 o (pr—p2)t
e = [ [Cate
T 1

-y

0 euzt z+y
= / dt/ re Mt dy
1 t T—y

Ooe,uzt
_ / "t L,y ). (C.20)
1

Como vemos, nos vuelve a aparecer la integral I,,(z, y; ut) pero ahora en funcion de put.
El siguiente paso es usar la relacion de recurrencia expresada en la Ec.([d.23) para I,, y
sustituirla en la ecuacion anterior. Esto es:

n

1 [ g plz—y—2)t
+ ) _ n
Sy (@ y,zip0) = ZFW {(x—y)j/l EETETTE

J=0
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; 00 ef,u(gH»yfz)t "
— (z+vy) A T

n

n! 1

= %;ﬁﬂwﬁlﬁx—w”%jnww—y—d)
— (@ +y) Bojroule+y—2))] . (C.21)

Calculando J, mediante la Ec.(C.I19) y sustituyéndolas en la Ec.(C.I8), obtenemos
finalmente la expresion general de J,(x,y, z; 1):

n

n! 1 ;
Jn(@,y,230) = Z i W {(95 —y) [Enjra(p(z —y — 2))
j=0 7"

= Buja(p(z—y+2))]

— (@+y) [Bajo(ple+y—2)) — Bnja(ulz+y+2))]},
(C.22)

donde, para el caso concreto de las dos esferas estudiado en la seccion (ver figura
42), r =D,y = Rsy z = Rp. Aplicando estos cambios y expresando esta ecuacion
en el subindice k = n — j para compactar un poco su escritura, obtenemos finalmente

las ecuaciones ({47), (£50) y (£51) de la seccion referida.
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