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1 INTRODUCCION

Cada vez son mas frecuentes las publicaciones que hacen referencia a la
medicion de la desigualdad de la renta. El creciente interés en torno a este tema, se
debe fundamentalmente a su utilidad para definir objetivos de determinadas politicas
econémicas asi como contrastar el efecto de las correspondientes acciones de
politica econdmica y a la estrecha relacion existente entre la desigualdad de la renta
y el bienestar social.

Conocer y medir la desigualdad de la renta es un instrumento para la
construccion de un desarrollo sostenible y una aportacion a la interdisciplinariedad
gue nos lleva a la paz neutra, nuevo paradigma pacifico, que siguiendo a Jiménez

(2009), es un concepto complejo, multifactorial y multidimensional.

1.1 Objetivos

El presente trabajo analiza la medicién de la desigualdad de la renta en su
vertiente cuantitativa proporcionando un procedimiento alternativo que facilite el

estudio de la misma.

El principal objetivo es proponer un nuevo indice de desigualdad y la obtencion

de puntos singulares en distribuciones de renta.

1.2 Metodologia

Esta memoria se ha estructurado en seis capitulos, los tres primeros estan
relacionados con los antecedentes y los aspectos metodolégicos que se proponen
en este trabajo para cuantificar la desigualdad. En el cuarto capitulo, de caracter
empirico, se aplica la metodologia propuesta a datos de renta. En el quinto se
analizan las conclusiones obtenidas y se proponen futuras lineas de investigacion y

en el sexto se relacionan las referencias bibliograficas.
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En el segundo capitulo con el proposito de analizar el estado de la cuestion,
se realiza una revision de la literatura relacionada con la medicién de la desigualdad.
Se han revisado los indices de desigualdad mas relevantes distinguiendo entre
medidas ordinales y objetivas. Dentro de las medidas ordinales se estudia
detenidamente la curva de Lorenz, dado que la medida que se propone esti
relacionada con la misma. Con respecto a las medidas objetivas, se han revisado las
mas importantes junto a sus propiedades. Se le presta especial atencién al indice de
Gini debido a que al igual que la curva de Lorenz, esta relacionado con la medida de
desigualdad propuesta. Adicionalmente se incluyen las medidas de desigualdad
normativas definidas en términos de bienestar y las medidas obtenidas a partir del

concepto de entropia.

En el tercer capitulo se introducen las nuevas aportaciones con los conceptos
mas relevantes en torno a los cuales se define la medida propuesta. En primer lugar,
se define la funcibn de densidad de Lorenz y se estudian sus propiedades.
Posteriormente se obtienen los puntos singulares de la funcion de densidad de
Lorenz. Estos puntos singulares proporcionan umbrales de poblacion que facilitan el
analisis de la estructura de la desigualdad. Adicionalmente, se define y calcula el
momento de primer orden de la densidad de Lorenz para distribuciones conocidas.
Se demuestran las condiciones que debe cumplir un polinomio para definir una curva
de Lorenz. Este resultado amplia los procedimientos disponibles en la literatura para

generar curvas de Lorenz.

A continuaciéon se introduce el concepto de funcién de densidad lineal de
Lorenz y se propone un primer principio de equivalencia que permite, dada una
densidad de Lorenz, obtener su equivalente lineal, que es aquella que tiene el
mismo momento de primer orden. Un segundo principio de equivalencia establece
gue dada una curva de Lorenz, siempre existe una funcion de Lorenz cuadréatica
equivalente. Estos dos principios de equivalencia, como se observara en la parte
empirica de esta memoria, simplifican de forma notable el proceso a llevar a cabo

cuando se analiza la desigualdad. Seguidamente se proporcionan distintas
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expresiones que permiten obtener a partir de cualquier densidad de Lorenz sus

funciones lineales y cuadréticas equivalentes.

Uno de los principales objetivos de esta memoria es definir una nueva medida
de desigualdad coherente con las propiedades mas importantes que deben verificar
las medidas de desigualdad. En el capitulo tercero se define la mencionada medida
utilizando los conceptos de funcion de densidad de Lorenz y los principios de
equivalencia definidos anteriormente. Los puntos singulares de la densidad de
Lorenz, como se demuestra en este capitulo, permiten relacionar la medida
propuesta con el indice de Gini. Este capitulo finaliza proporcionando una relacién
adicional entre la nueva medida y el indice de Gini que se obtiene a partir del

momento de primer orden de la densidad de Lorenz.

Finalmente, una vez desarrollado el esquema metodolégico que permite
obtener la medida propuesta, se procede a aplicar el mismo a datos de renta para
los aflos 2009 y 2013, procedentes de la Encuesta de Condiciones de Vida para
Espafa, elaborada por el Instituto Nacional de Estadistica. Tras describir el contexto
economico y modelizar la distribucion de la renta se aplica el esquema propuesto y

se analiza la desigualdad.
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2 ANTECEDENTES

2.1 Introduccion

En este capitulo se realiza un estado de la cuestion acerca de la medicion de la
desigualdad de la renta. Para ello se ha procedido a la correspondiente revision
bibliogréfica.

Dado que son muchos y variados los procedimientos que se han desarrollado
para analizar la desigualdad, se han seleccionado los métodos de uso mas

frecuente y se han catalogado y expuesto como se describe seguidamente.

Las medidas de desigualdad se clasifican en ordinales y medidas objetivas.
Dentro del primer grupo se desarrolla la curva de Lorenz ya que es uno de los
instrumentos graficos que se utiliza con mayor frecuencia para analizar la
distribucion de la renta. Adicionalmente se analiza la ordenacion de distribuciones
en términos de desigualdad atendiendo al criterio de dominancia de Lorenz. Se
exponen los problemas que surgen cuando las curvas de Lorenz que se pretenden
ordenar se cortan y se describen algunas de las soluciones que desde distintos

puntos de vista se han desarrollado en la literatura especializada.

Con respecto a las medidas objetivas de desigualdad, una vez analizadas sus
propiedades, se describen las mas utilizadas en la literatura economica. Se le
presta especial atencion al indice de Gini ya que estd relacionado con el
procedimiento y la medida que se propone en esta memoria para analizar la

desigualdad.

Adicionalmente se revisan e incluyen en este trabajo las medidas de
desigualdad normativas. Para ello se siguen las pautas establecidas por Atkinson
(1970), Kolm (1976 a, b) y Sen (1973) que a grandes rasgos vinculan la

desigualdad de la renta con el bienestar social de los individuos.
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Finalmente se desarrollan las medidas de desigualdad que se obtienen a partir
de la teoria de la informacion. Aunque el uso del concepto de entropia para
cuantificar la desigualdad no esta exento de criticas, este tipo de medidas pueden
descomponerse aditivamente. Esta propiedad hace que estas medidas sean de
gran utilidad para analizar la desigualdad por subgrupos de poblacién y por factores
(tipos de renta segun su procedencia).

2.2 Definicién de desigualdad

El primer paso en la medicion de la desigualdad es proporcionar un concepto
apropiado de la misma que responda a la pregunta: ¢qué queremos medir? La
respuesta a esta cuestion se ha abordado desde distintos puntos de vista dando
lugar a lo que se conoce como enfoque objetivo y enfoque normativo de medicion
de la desigualdad. Kuznets (1953) adopté un enfoque objetivo segun el cual el
término desigualdad hace referencia a la diferencia o disparidad entre niveles de
renta. Citando a este autor “cuando hablamos de desigualdad de la renta,
simplemente nos referimos a las diferencias de renta, sin tener en cuenta su
deseabilidad como sistema de recompensas o indeseabilidad como esquema que
contradice cierta idea de igualdad” (Kuznets, 1953, pag. 27). Sin embargo, la
literatura econdmica se ha interesado no s6lo en cuantificar la disparidad entre
niveles de renta sino en cuantificar el coste social que genera dicha disparidad.
Este segundo enfoque del concepto de desigualdad, denominado normativo, tiene
por objeto valorar de forma subjetiva el coste de la disparidad en términos de
pérdida de bienestar y requiere explicitar los juicios éticos que conllevan las
medidas de desigualdad. Siguiendo a Atkinson (1975, p. 13) el enfoque normativo
del concepto de desigualdad recoge “un contenido moral, es decir, existe la
presuncion de que la igualdad es deseable” (Atkinson,1975; p. 13). Este mismo
autor enfatiza las diferencias entre el enfoque objetivo y normativo de desigualdad
como sigue “ Los dos significados del término son evidentemente diferentes. Un
individuo puede disfrutar de una renta mayor que otro, pero puede considerarse
gue no es injusto ya que tendra una renta correspondientemente menor el afio

préximo. La mera existencia de disparidades de renta y riqueza no constituye una



Indice V de desigualdad y umbrales de renta 19

base suficiente para realizar afirmaciones sobre la justicia e injusticia; es necesario
determinar que los individuos implicados sean comparables en lo que se refiere a

otros aspectos relevantes” (Atkinson, 1975; pag. 14).

La diferencia entre los dos enfoques anteriores se traducen en que los indices
desarrollados atendiendo al enfoque objetivo tienen por finalidad cuantificar la
desigualdad, pudiéndose realizar a posteriori una evaluacion ética de la misma. En
los indices normativos aparecen ligadas la medicion y la evaluacion ética de la
desigualdad. Aunque la polémica acerca de qué enfoque es mas adecuado es
amplia, en la practica pueden considerarse complementarios. Cuando se define
una medida objetiva se le exige que verifigue un conjunto de axiomas consistentes
con el concepto de desigualdad siendo alguno de ellos de caracter normativo. A su
vez, es muy complicado que las medidas normativas incluyan todos los elementos
de valoracion ética del problema. Para solventar esta limitacion, normalmente se
seleccionan determinados aspectos que dependen del caracter objetivo de la

desigualdad.

Como se destaco al principio de este epigrafe, las medidas de desigualdad son
un instrumento de gran utilidad para definir los objetivos de determinadas politicas
econdmicas y evaluar su impacto. La comparacion de la desigualdad antes y
después de impuestos permite observar el impacto redistributivo de una
determinada politica impositiva. La reduccion de disparidades en términos de renta
entre regiones o paises requiere de la medicion y comparacion de la desigualdad

entre las distintas unidades de nuestro analisis.

La literatura iniciada con las contribuciones de Atkinson (1970) y Kolm (19764,
b), que sentaron las bases axiomaticas que debe verificar una medida de
desigualdad, se ha visto estimulada por la creciente disponibilidad de bases de
datos con informacion sobre ingresos y caracteristicas socioeconémicas de los
individuos, que facilita el desarrollo de este tipo de estudios. En este trabajo se
desarrollan las medidas de desigualdad que se utilizan con mayor frecuencia en

publicaciones empiricas. El orden seguido en la exposicion es el siguiente. En
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primer lugar se define la Curva de Lorenz que como se vera posteriormente permite
establecer 6rdenes parciales entre distribuciones de renta. En segundo lugar, se
introducen los indicadores de desigualdad de uso mas frecuente, distinguiendo
entre medidas objetivas y normativas y finalmente se introducen las medidas

definidas a partir de la teoria de la informacion.

2.3 Medidas de desigualdad y propiedades

Las curvas de Lorenz proporcionan cuasi-ordenaciones de renta. Este hecho,
frecuente cuando se trabaja con datos empiricos, dificulta la ordenacion en de
distribuciones en términos de desigualdad. Adicionalmente, son numerosas las
ocasiones en las que se necesita cuantificar la magnitud de los cambios
experimentados por la desigualdad de una distribucion. En estas situaciones se
recurre a los indices completos de desigualdad en el sentido que asocian a cada
distribucion un nuamero real que refleja su nivel de desigualdad. En término
generales un indice de desigualdad, I, es una relacién funcional que asocia a cada
distribucion de renta un numero real que sintetiza su nivel de desigualdad. Si

D denota el espacio de distribuciones de renta posibles, se tiene que

I:D - R.

Al estar definido sobre la totalidad del espacio de distribuciones de renta

posibles, permite una ordenacioén completa de todas ellas.

Para que Isea realmente una medida de desigualdad tiene que cumplir
determinados axiomas consistentes con la nocidn de desigualdad. De los axiomas
gue se exponen a continuacion, exigibles a medidas objetivas y normativas, los de
normalizacion, maximalidad, simetria, S-convexidad, Principio de Pigou-Dalton,
continuidad y Principio de poblacién de Dalton, son requisitos minimos que debe
verificar cualquier medida candidata a cuantificar la desigualdad. El resto de
axiomas son mas exigentes y en cierto modo reducen la variedad de indices

aceptables.
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e Normalizacién

I(u,p,...,; ) =0

donde u representa la renta media de la distribucién.

Esta propiedad indica que el valor minimo del indice se obtienen cuando cada
individuo recibe una renta igual a la media de la distribucion. En este caso la renta

de distribuye de forma equitativa.
e Maximalidad

Max I(x) = I(x*),con x* = (0,0, ...,0, x)
Es decir el indice alcanza su valor maximo cuando la renta se concentra en un
anico individuo.
e Simetria
vx € D,I(Px) = I(x)
donde P es una matriz de permutaciones.

Este axioma indica que alteraciones en la posicion de las rentas no afectan al

valor del indice.
e S-convexidad

Vx € D,I(Bx) = I(x)
siendo B una matriz biestocastica.
Atendiendo a este axioma la desigualdad asignada a una intermedia entre dos

distribuciones toma un resultado comprendido entre los valores que toma el indice

los casos extremos.
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e Principio de Pigou-Dalton

Sean x,x* dos distribuciones ordenadas de renta, de forma que x =

(X15 wees Xy oe5 Xy -y X)) SUPONGAMOS que x* se construye a partir de x mediante una

transferencia progresiva de renta:

x* = (xl,...,xi +h,,X] —h, ...,Xn) con0< h< (XJ —xl)/Z

Segun este principio se verifica que I(x*) < I(x), es decir, transferencias de
renta de individuos privilegiados a individuos con rentas mas bajas disminuyen el

valor del indice.
e Continuidad
I es una funcioén continua.
e Principio de poblacion de Dalton

Sea y un vector formado por k réplicas de x. Se verifica que:

I*(y) = 1(x)

es decir, depende de las proporciones de rentistas y no del nimero de individuos

gue forman la poblacion.
e Invariancia por homotecias
Si x* = ax, Va € R entonces

1(x*) = I(x).

Es decir, variaciones proporcionales en todas las rentas no afectan al valor del

indice. Este axioma lo verifican las medidas relativas.
e Varianza por traslaciones

Vb €R I(x+bl)=I1(x) dondel=(11,..,1)
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Esta propiedad la verifican los indices absolutos e indica que el valor de la medida
de desigualdad disminuye cuando todas las rentas aumentan en una cantidad

constante.
e Decrecimiento del impacto ante transferencias
Sea la distribucion ordenada de rentas:
X = (X1, ey Xiy woes Xjy woes Xpgy ooy X[y ooy X)) CON X — X; = Xp — X
Se verificaV 0 < ¢ < (xj — x;)/2

I(xl, wr Xi F €y X €y, Xy e, X ...,xn)

< T(Xq, oes Xy woes Xjy ey X F €y o, X — €, oy X))

Es decir, cuanto mas bajos sean los niveles de renta en los que la transferencia

tiene lugar mayor sera la reduccién de la desigualdad.

Al margen de estos axiomas normativos y ordinales, es frecuente que a los
indices de desigualdad se les exija la propiedad de descomponibilidad. Esta
propiedad permite conocer dénde se concentra la desigualdad y qué factores
contribuyen en mayor medida a explicarla. A grandes rasgos esta propiedad nos
permite analizar la estructura de la desigualdad. La literatura se ha centrado en dos

tipos de descomponibilidad: por subgrupos de poblacion y por factores.
e Descomponibilidad por subgrupos de poblacion

En ocasiones resulta de interés particionar la poblacién en grupos homogéneos
segun determinadas caracteristicas como raza, nivel de estudios, categoria
socioeconémica, etc. y analizar la parte de desigualdad atribuible a cada grupo de

poblacién.

Se considera una particion de la poblacion n en k grupos de forma que

w= (U, Uz - U) Y n=(nq,n, .., n) representan el vector de medias y los
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tamafos poblacionales de cada grupo. Siguiendo a Shorrocks (1982), un indice es

aditivamente descomponible si se puede expresar:

k
I(x) = Z a;(u,n) I(xj) + (1M, w172, L g 1)
j=1
donde 1™ es un vector de dimension n,x1 cuyas coordenadas son todas iguales

al.

En la anterior expresién, el primer término recoge la parte de la desigualdad
atribuible a la desigualdad dentro del subgrupo. Como se observa viene dada por la
suma ponderada de la desigualdad de los subgrupos, dependiendo los pesos,a;,
del vector de medias y los tamafios de los grupos. El segundo término representa
la desigualdad generada por la diferencia de renta entre los subgrupos

considerados.

Los indices que verifican esta propiedad permiten, entre otros, analizar la
contribucion de cada subgrupo a la desigualdad total. Por ejemplo, si se realiza un
estudio de la desigualdad por Comunidades Autbnomas nos permitiria observar
gue autonomias tienen mas peso en el nivel de desigualdad total existente en el
pais, asi como comprobar si la componente territorial es relevante en el analisis de

la desigualdad.
e Descomponibilidad por factores

La descomposicion por factores de un indice de desigualdad permite cuantificar
los determinantes mas importantes de la desigualdad. De este modo, se podria
cuantificar qué parte de la desigualdad total se puede atribuir a la desigualdad en
cada uno de los diferentes tipos de renta segun su procedencia (rentas del trabajo,
capital, prestaciones sociales, etc.) o su perceptor ( sustentador principal, cényuge,

etc.).

Supongamos que existen p factores de renta, de forma que la renta de un

individuo puede escribirse como
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p
xX; = Zx[.
r=1

Siguiendo a Zubiri (1985) “Para decidir qué parte de la desigualdad de x debe
asignarse a cada uno de los x; es necesario hacer dos observaciones previas.
Primero, que [...] la descomposicion por factores solo tiene sentido en tanto en
cuanto aceptamos la cardinalidad de la desigualdad. Segundo, que a cada factor le
tenemos que asignar tanto sus efectos directos sobre la desigualdad como sus
efectos indirectos, y que esos Ultimos pueden ser negativos. Y es precisamente
porque no existe una sola forma de asignar estos efectos indirectos por lo que la
descomposicidon no seran en general unica. [...] La razén es, obviamente, que
existe una correlacion entre las distribuciones de los componentes [...]. El problema
es, entonces, el de como incluir esta interaccion a la hora de calcular la

contribucion de cada uno de los factores a la desigualdad total (pag. 310)".

El anterior parrafo pone de manifiesto que no hay consenso para cuantificar la
contribucion de una fuente de ingreso r a la desigualdad total. Supongamos que
S, (x1,x2,..,xP) denota la parte de desigualdad atribuible al factor r. Shorrocks
(1982) demuestra que un indice se puede descomponer factorialmente siy solo si

existen n funciones a;(x) tales que

n

I1(xqy, %5, 0, Xp) = Z a; (xX)x;

i=1
lo que implica

n

S.() = Z a; (0)x?.

=1

Shorrocks desarroll6 diferentes expresiones para S,(.). No obstante, como
destacé este autor y Zubiri la descomposicion no es Unica y para obtener

resultados mas concretos hay que introducir restricciones adicionales.
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2.4 Medidas ordinales. Curva de Lorenz

Sea x una variable aleatoria continua que denota la renta percibida por un
determinado individuo. Debido a que normalmente la renta es una variable positiva,

la variable x toma valores dentro del intervalo [0, ©).

La funcién de distribucion de la variable aleatoria x atiende a la expresion:

p=F(X,) = fo pf(x)dx

y representa la proporcion de individuos que reciben una renta menor o igual que

Xp-

La participacion proporcional de la renta total en manos de los perceptores con

renta menor o igual a x > 0 viene dada por:

Xp
q=L(x,) = lllf xf (x)dx

0

siendo

u=E[x]= f xf (x)dx
0
el valor esperado de la variable aleatoria x.

Si se representan graficamente los pares (F(x),L(x)) en los ejes de ordenadas

y abscisas respectivamente se obtiene la curva de Lorenz de la variable x .

La curva de Lorenz de una variable continua, diferenciable y con valor

esperado finito tiene las siguientes propiedades (véase por ejemplo Dagum, 1985):

a) La curva de Lorenz pasa por los puntos (0,0) y (1,1) ya que para p =
0,L(p) =0yparap =1,L(p) = 1.
b) Se comprueba que para valores positivos de la variable x la curva de Lorenz

es estrictamente creciente:
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d)

f)

9)

dL(x) x

aFx)

La curva de Lorenz es convexa respecto del eje de abscisas:

dl’(x) d (dL(x)> 1

A R) ~ dF)\dFG)) ~ uf @ °

La desigualdad sera maxima en el punto x = u, es decir:

F(uw) — L(p) = suppg[F(x) — L(x)]

La curva de Lorenz es simétrica siy solosi 1 —p = L(1 — q), en este caso la
diagonal p + q = 1, que biseca la linea de igualdad, corta a la curva de

Lorenz en el punto (F(u),L(w)).

La curva de Lorenz es asimétrica a la derecha (izquierda) si y solo si

Fw) +L(w) <1(>1)

Sea m el ingreso mediano. Se verifica :

1 1
Ellx —ml]/2u = 57 L(E)

Gastwirth (1971) obtuvo una expresion alternativa de la curva de Lorenz

utilizando la inversa de la funcion de distribucion:

1 (P
L(p)=;f Flwdu 0<p<1
0

donde F~1(u) es lainversa de la funcién de distribucion, es decir:

F1(w) = infi{x: F(x) = u}.

Notese que L(p) < p; la diagonal principal, ¢ = L(p) = p, recibe el nombre de

linea de igualdad. La curva de Lorenz se encuentra debajo de esta linea, y si

coincidiese con ella no existiria desigualdad o la concentracién de la variable x
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seria nula. El area existente entre la linea de igualdad y la curva de Lorenz se

denomina area de concentracion.

Finalmente, destacar la curva de Lorenz Generalizada introducida por
Shorrocks (1983). Esta curva facilita, entre otros, la comparacion de distribuciones
de renta con distinta media. La curva de Lorenz generalizada atiende a la siguiente

expresion:

LG (x,p) = pL(x,p)

es decir, se obtiene multiplicando la curva de Lorenz por la renta media de la

distribucion.
e Ordenacion de curvas de Lorenz

Entre las aplicaciones de la curva de Lorenz destaca su utilizacion para ordenar
distribuciones de renta. Dicha ordenacion un orden establece un orden de
preferencia, en funcion de la desigualdad asociada a cada distribucion,

denominado criterio de dominancia de Lorenz que se define como sigue:
Definicion 2.4.1

La distribucion y domina en sentido de Lorenz a la distribucion x, y >, x, si la curva

de Lorenz de y permanece por encima de la curva de Lorenz de x no cortandose
ambas curvas. De forma equivalente se dice que y domina en sentido de Lorenz a

x Siy solo si:
L, > L, 0<p<i

con desigualdad estricta para al menos algin p <[01].

Supongamos que la distribucién de renta es discreta y los datos se agrupan en

k intervalos cuyas marcas de clase, x;, y frecuencias relativas, p;,constituyen una
distribucién de rentas. Asumiendo que X; <X, <..<X,, Y;<VY,<..<VY,,Yyque p;

es la proporcion de poblacion que recibe un determinado nivel de renta, se
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consideran los vectores Fy =(pX, PoXorPeXe) Y K =(PYy P, Yor-PY,) -LAS

curvas de Lorenz asociadas a los anteriores vectores son las siguientes:

1 J 1 4
Ly (p;)=—2F, Ly (pj)=—2XF,
Hyx i=1 Hy i=1

k k
donde :§in Y iy :_ZlFYi .
1=! 1=

. . : . . : 1
Si se trabaja manteniendo la distancia entre las abscisas constates, p, =— , se
n

tiene:

Yi

M.
=
M-

|—x(pj)=i:l LY(pj):i:1
2 Xk 2 Yk
k=1 k=1

La distribucion y domina en sentido de Lorenz a la distribucion x si y solo si

T
v
T,

Si las dos distribuciones de renta tienen la misma media la condicibn anterior

gueda de la forma:

Esta dltima expresion, muestra la equivalencia entre el orden de Lorenz y la

mayorizacion (Arnold, 1986).
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Definicién 2.4.2 (Arnold 1986)

Sean x,y e R; dos vectores ordenados de forma creciente, se dice que y mayoriza

ax, y>, X Si

es decir, si la curva de Lorenz de y estd por encima de la curva de Lorenz de x.
Como se observa, puede establecerse una equivalencia entre la dominancia de

Lorenz y la mayorizacion.

Utilizando la curva de Lorenz Generalizada de Shorrocks (1983) cuya

expresion es la siguiente:
LG(y, p) = uy L(Y. P)

se dice que y domina estrictamente a x en el sentido de Lorenz generalizado,

Y2, X, Si
j 1J .
_Zyi Zﬁz‘xi Yi=12,..,n

con desigualdad estricta para al menos un i <n_

Los anteriores resultados muestran que el criterio de ordenacién de Lorenz
y el criterio de mayorizacién son equivalentes. A su vez ambos oOrdenes estan

relacionados con el criterio de dominancia estocastica de segundo grado.

A continuacion se describe esta relacién para el caso continuo, ya que
permite observar con mayor claridad las equivalencias entre la dominancia
estocastica inversa y la dominancia de Lorenz, y la dominancia estocastica inversa

y la dominancia estocastica.
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Sea F una clase de funciones de distribucion definidas sobre el intervalo
[0,0), es decir

F ={F :[0,00) > [0,1]: F nodecreciente y continua a la derechay}.

Se consideran dos variables aleatorias x, y con funciones de distribucion F,F, e F

. Las rentas maximas y minimas alcanzables son:

a; =sup{x: F;(x) =0} i=12
b =inf {x: F;(x) =1} =
de forma que

b = max{b,,b,}
Se define
S, (x) = j F (u)du.
La distribucion F, domina estocasticamente a la distribucion F, en segundo grado,
F, >, F,, siy solo si:
S,(x)<S,(x) Vxela,b]
con desigualdad estricta para algun x.

Muliere y Scarsini (1989) definen el concepto de dominancia estocastica

inversa, para lo cual utilizan la inversa de la funcion de distribucion:
Fl(p)=inf {x:F(x)>p} 0<p<1l
gue es continua a la izquierda y no decreciente.

Sea
Fi(p)=[PF4(s)ds 0<p<1
F'=F7(p)
donde a denota el grado de dominancia.

Dadas las distribuciones F,G e F habra dominancia estocdastica inversa de grado

o C
a, F>G,siysolosi

F'(p)=GN(p) V¥ pelo]
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con desigualdad estricta para al menos algin p <[0,1].

Muliere y Scarsini establecen una equivalencia entre la dominancia
estocastica de grado « y la dominancia estocastica inversa de grado «, para

a =12, por lo tanto la dominancia estocastica de segundo grado es equivalente a

la dominancia estocéstica inversa de segundo grado. Esta equivalencia no se
mantiene para « > 3.

Si se utiliza la definicion de curva de Lorenz propuesta por Gastwirth:
1 -
L(p) =, PF(z)dz vpelo]]
se tiene

yZzL X< ifop R, (2)dz > i.[op F(2)dz
2 Hy

bajo el supuesto de media constante y, = u, porlo que

y2 x< [P (2)dz > [PF T (z)dz

esta desigualdad coincide con la condicion de dominancia estocastica inversa de

segundo grado

-1 -1
y=2 xe k2, F

como para a =2 la dominancia estocastica es equivalente a la dominancia

estocastica inversa
yz xoF 2, F .

Mosler y Muliere (1998) demuestran la equivalencia entre la dominancia
estocastica de segundo grado y el orden de mayorizacibn y demuestran la

siguiente equivalencia entre 6rdenes parciales:

yz xeyz2y xek 2, R
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Adicionalmente, Mosler y Muliere analizaron la relacion existente entre los érdenes

de mayorizacion y de Lorenz y el principio de Pigou-Dalton.

El principio de Pigou (1912) y Dalton (1920) establece que una transferencia
entre dos individuos, del mas rico al mas pobre, conlleva a una disminucién de la
desigualdad, siempre que se mantenga y no se invierta el orden entre individuos y
el rico pase a ser pobre.

El cumplimento de este principio es equivalente a decir que la curva de Lorenz de

y domina a la de x o bien que x mayorizaay.

Los ordenes definidos anteriormente, como ya se ha comentado, son
parciales. Si las curvas de Lorenz de dos distribuciones se cortan, el criterio de
dominancia de Lorenz no determina que distribucion es preferida por presentar
menor desigualdad. Este problema se ha abordado en la literatura especializada
desde distintos puntos de vista. Se han enunciado condiciones que permiten
ordenar distribuciones cuyas curvas de Lorenz se cortan, aunque el mayor grueso
de contribuciones que pretenden dar solucion a este problema estan relacionadas
con la construccion de indices o medidas que proporcionen un orden completo.

A continuacion se exponen algunos de los criterios que permiten ordenar
curvas de Lorenz que se cortan y en epigrafes posteriores se desarrollaran los

indices de desigualdad de uso mas frecuente en la medicion de la desigualdad.
e Ordenacién de curvas de Lorenz que se cortan

Una de las soluciones que se han propuesto para comparar curvas de
Lorenz que se cortan, es la elaboracion de criterios de ordenacidon que permitan
clasificar distribuciones cuyas curvas de Lorenz se intersecan a lo sumo una vez,
ya que como muestran diversos estudios empiricos (véase por ejemplo Bishop et
al., 1991) los cortes multiples de curvas de Lorenz son menos frecuentes que los
cortes simples.

Lafuente (1994) propone el siguiente criterio de ordenacion para curvas que

se cortan a lo sumo una vez:
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Lema 2.4.1 (Lafuente,1994)
Sean x e y dos distribuciones de renta que queremos comparar, cuyas

funciones de distribucion respectivas las vamos a denotar por F,F, F, y a sus
rentas medias por g, Yy u,. Supongamos que g, = u,, entonces la dominancia

estocéstica de segundo grado y la dominancia de Lorenz son equivalentes:
F,2,F ©yz X.

Teorema 2.4.1 (Lafuente,1994)

En las mismas condiciones de lema anterior, sea

=[R-F@ld-[L-F@ld n=12.

Supongamos que las curvas de Lorenz de las distribuciones de renta x e y se
intersecan a lo sumo una vez. Entonces, una condicion suficiente para que y >, x
es que 4, >0 para n=1,2,...con al menos una desigualdad estricta.

Lema 2.4.2 (Lafuente ,1994)
Sean x e y dos distribuciones de renta cuyas funciones de distribuciéon

denotamos respectivamente, F,F, e F. Llamamos . y ulas rentas medias de
cada distribucion y supongamos que g4 =,. En estas condiciones podemos

establecer que
F, > F ©y>;X

es decir, la dominancia de Lorenz generalizada y la dominancia estocastica de
segundo grado son equivalentes.
Teorema 2.4.2 (Lafuente,1994)

En las mismas condiciones del lema 2, si las curvas de Lorenz
generalizadas se intersecan una vez, una condicion suficiente para que y =, X es
que 4,20 para n=12,... con al menos una desigualdad estricta.

Ramos et al. (2000) proponen una condicién suficiente que les permite

ordenar curvas de Lorenz Generalizadas que se cortan a lo sumo una vez.
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Recuérdese que dadas dos variables aleatorias X, Y, con funciones de
distribucién F y G respectivamente, se dice que Y domina en sentido de Lorenz
generalizado a X, lo cual se denota Y > 4 X, si se verifica

LG(y, p) = LG(x, p) Vpe[0d].

Los mencionados autores consideran dos variables aleatorias no
negativas, X, Y de media finita y funciones de distribucion F y G respectivamente.
El soporte de estas variables es el siguiente:

Supp(G) = Supp(F)=[a,b] donde O0<a<b<w
Siendo las funciones de distribucién F y G continuas y estrictamente crecientes en
el soporte definido anteriormente.

Los siguientes teoremas permiten ordenar curvas de Lorenz Generalizadas que se

intersecan una vez.

Teorema 2.4.3 ( Ramos et al., 2000)

Sea E[X]<E[Y], se considera un valor ke[a,b] tal que F(x)>G(x) para
xela,k], y F(x) <G(x) para x e [k,b]. Entonces G >, F.
Sean F y G funciones de distribucidon absolutamente continuas, cuyas funciones de
densidad son f'y g respectivamente.
Teorema 2.3.4 ( Ramos et al. , 2000)

Si E[X]<E[Y] y el cocienteg(t)/ f(t) para tesuppf es unimodal, donde la
moda es un supremo, entonces G > F.
Corolario 2.4.1 ( Ramos et al., 2000)

Si E[X]<E[Y]y el cociente g(t)/f (t) es log-concavo, entonces G > F .

Las demostraciones de estos teoremas se encuentran en Ramos et al. (2000).

Otra alternativa para ordenar curvas de Lorenz que se cortan, consiste en

exigir mayores grados de dominancia. En esta linea se encuadran los trabajos de
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Atkinson! (2008), Shorrocks y Foster (1987) y Dardanodi y Lambert (1988). Estos
autores establecieron las condiciones para la dominancia de tercer orden para
distribuciones que tienen la misma renta media, y sus respectivas curvas de
Lorenz se cortan a lo sumo una vez.

Se consideran dos distribuciones de renta x e y con igual renta media, de
forma que la curva de Lorenz generalizada de y corta a la de x una sola vez desde
arriba y por la izquierda, se dice que la distribucion de renta y domina en tercer

grado a x si y solo si, la varianza de y es menor

o’ (y) <o’ (x).

Davies y Hoy (1994) y Lambert (1993) utilizando la curva de Lorenz
generalizada, aplican el anterior resultado al caso de multiples intersecciones entre
las curvas de Lorenz, manteniendo el supuesto de medias constantes. El conjunto
de condiciones necesarias y suficientes para la dominancia de tercer orden son:
gue la curvas de Lorenz de y empiece cortando a la de x por arriba, es decir, la
renta minima de y es mayor que la de x ; que la media de y no sea menor a la de x
;'Y que la varianza de y de todas la subpoblaciones acumuladas en los puntos en

los que las curvas de Lorenz generalizadas se cortan no sean mayores a las de x.

2.5 Medidas objetivas. indice de Gini

El amplio conjunto de indicadores de desigualdad puede agruparse en tres
grandes grupos: medidas objetivas, medidas normativas y medidas derivadas de la
teoria de la informacion. En este epigrafe se desarrollan las medidas de
desigualdad objetivas que se utilizan con mayor frecuencia: el coeficiente de
variacion, la varianza de los logaritmos, la desviacion relativa media y el indice de
Gini. Como se vera a continuacién estos indicadores cuantifican la desigualdad

atendiendo al grado de dispersion de las distribuciones de renta objeto de estudio.

1 Atkison defini6 la dominancia estocéstica de tercer orden en 1973 en un manuscrito que no
publicé. Este manuscrito se ha publicado en 2008 con el permiso del autor en Journal of Economic
Inequality.
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e Coeficiente de variacion

Si se esté interesado en medir la dispersion de una distribucién de rentas una
primera aproximacién seria utilizar la varianza, que para una poblacién de tamafio

n viene dada por la expresion:

n
1
o2 =5 ) (= w)?
H &=
i=1

Esta medida verifica el principio de Pigou Dalton y por tanto cualquier
transferencia de renta de un individuo rico a uno pobre disminuye la varianza. Sin
embargo, la varianza es una medida de dispersion absoluta y por ejemplo si duplica
la renta de todos los individuos la varianza de la nueva distribucion sera cuatro
veces superior a la original. De esta forma, una distribucion que muestre una
variabilidad mayor que otra, puede tener una varianza menor si la media es menor
en la primera que en la segunda variable. El coeficiente de variacion construido a
partir de la estandarizacion de la varianza no presenta este problema y atiende a la

siguiente expresion:

El coeficiente de variacion es una medida relativa que verifica el principio de
Pigou Dalton pero se trata de un indicador muy sensible a las transferencias que

se producen en la cola superior de la distribucion.

e Varianza de los logaritmos

Esta medida relativa de desigualdad asigna mayor peso a las transferencias en
el extremo inferior de la distribucion pero no verifica el principio de transferencias

de Pigou Dalton. Se define como
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VLX) = (%) [In(x;) — In (u*)]?

i

donde u* representa la media geométrica de la distribucion.

e Desviacidn relativa media

Se define como la proporcidon que representa, respecto al total de renta, la
suma de los valores absolutos de las diferencias entre las rentas individuales y la

media, es decir

Xialx; — pl
nu '

DRM(x) =

Es un indice relativo que puede interpretarse geomeétricamente en términos de
la curva de Lorenz ya que es dos veces la distancia maxima entre la mencionada
curva y la linea de igualdad (recta de 45 grados). Esta medida puede contradecir el
principio de Pigou Dalton en el sentido de que transferencias progresivas entre

individuos a un lado de la media dejen inalterado el nivel de desigualdad.
e Indice de Gini

El indice de Gini (1921) es una de las medidas de desigualdad de uso mas
frecuente y se dispone de varias expresiones equivalentes para su calculo (véase,
entre otros, el trabajo de Giorgi, 1990) sobre las interpretaciones y extensiones del

indice de Gini).

Siguiendo a Yitzhaki (2013) el indice de Gini puede definirse de dos formas

alternativas:

- La diferencia media de Gini dividida entre el doble de la media (2 u). Sean
dos variables x; y x, con valor esperado u. Se define la diferencia media de

Gini como la media de las diferencias en valor absoluto de todas las nxn
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combinaciones de rentas de unidades econémicas de la poblacion y atiende

a la siguiente expresion:

A= E{[x; — x,[}
El indice de Gini viene dado por

f_ A Bl —x)
_2/,1_ 2u

- El indice de Gini equivale al area comprendida entre la linea de 45° o linea
de igualdad y la curva de Lorenz dividida entre el area comprendida entre la
linea de igualdad y la curva de Lorenz asociada a la distribucion de maxima
concentracion. Esta segunda definicion se verifica Unicamente para variables

con valores no negativos.

La definicion mas utilizada en la medicion de la desigualdad es la segunda que
como se menciond anteriormente esta relacionada con la curva de Lorenz.
Concretamente se define el indice de Gini como dos veces el area comprendida

entre la linea de igualdad y la curva de Lorenz, es decir

1
G=1—2f L(p)dp
0
siendo L(p) la curva de Lorenz.

El coeficiente de Gini es un indice relativo de desigualdad, es decir, rentas
proporcionales no alteran el valor del indice. Adicionalmente este indice esta
comprendido entre 0 y 1. El valor 0 se asocia a la distribucion de maxima igualdad
0 equidistribucion y el valor 1 indica que la concentracion de la renta es maxima. El
gue sea un indice normalizado que verifica el principio de Pigou y Dalton junto a la
invariancia ante incrementos proporcionales de las rentas ha hecho que sea el
indice que tradicionalmente mas se ha utilizado en la literatura empirica de la
desigualdad. La propiedad de descomponibilidad por subgrupos se verifica siempre

que éstos no se solapen.
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Lerman vy Yitzhaki (1984) demostraron que para una distribucion de renta
continua con funcion de distribucion F, el indice de Gini se puede obtener a partir

de la covarianza entre x y F como sigue:

- 2Cov(x, F(x))
U

Entre las diferentes expresiones del indice de Gini para distribuciones

discretas, destacamos la siguiente:

n+1 2
—@[nxl + (= 1D)xy + -+ 2x5-1 + Xy]

G(x) = -

n+1 2 i "
= n nZ‘u' 1(1’1 l )xl-
i=

siendo x; < x, < - < xp,.

La anterior formula permite observar como este indice asigna a cada individuo
una ponderacién que es una funcion decreciente de la posicidbn que ocupe en la

distribucion ordenada de la renta.

2.6 Medidas normativas. indice de Atkinson

Las medidas normativas tienen su origen en el indice propuesto por Dalton
(1920). Del analisis del indice de Dalton surgieron las medidas y los procedimientos
de Atkinson (1970), Kolm (1976b), Sen (1973) y Blackorby y Donalson (1980).

Para desarrollar las anteriores medidas se va seguir la presentacion realizada
por Lafuente (1994).

Sea W(x):D - R una funcién de bienestar social (FBS) que asocia a cada
distribucion de rentas un nimero real que representa las preferencias sociales al
respecto. Se asume que existen n individuos con la misma funcién de utilidad U(.).
El bienestar de la sociedad, segun el criterio utilitarista, se obtiene agregando el

bienestar de todos los individuos es decir,
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W(x) = z": U(x;).

Bajo el supuesto de igualacién de la renta de todos los individuos, en el sentido

de que cada individuo recibe una renta igual a la media, la funcién FBS seria

W™ = ) UG =nU()

donde u es la media de la distribucién y 1" es un vector de unos.

Cuando la funcién de utilidad sea concava tendremos que W(x) < W(u 1™), lo
gque implica que la pérdida porcentual de bienestar social que ocasiona la
dispersion de la renta es:

W1 -wx . WE S0
o w1y T w1
y por tanto
D=1-D, = W) 2 Ul

Wu1r) — nU(w)

gue la medida propuesta por Dalton.

La anterior medida no es invariante ante transformaciones mondétonas de W.
Para solventar este problema Atkinson propuso una nueva medida de desigualdad
basada en el concepto de renta equivalente. La renta equivalente, x,, es el nivel de
renta minimo que si se le asignara a todos los individuos de la poblacién por igual
proporcionaria segun W, el mismo nivel de bienestar que el alcanzado por la

distribucion original x. De esta forma,

W(x1™) = W(x).

Segun Atkinson (1970), Kolm (1976 a,b) y Sen (1973) el indice normativo de
desigualdad asociado a W viene dado por:
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X
Ligs (X)) =1-=2
AKS ,Ll.

y cuantifica la proporcién de renta que una sociedad esta desaprovechando por no

tener una distribucion de la renta igualitariamente distribuida.

El indice s €s continuo, varia entre cero y uno y es consistente con el criterio

de Lorenz. Nétese que I,xs alcanza el minimo en el caso de igualdad de renta.

Blackorby y Donalson (1978) demostraron que I,xs €S una medida de
desigualdad relativa si y solamente si la FBS es homotética. De esta forma para
generar medidas de desigualdad relativas es suficiente con especificar FBS
continuas, crecientes, s-concavas y homotéticas. Si a estas propiedades se le

afiade la de separabilidad aditiva,

W) = > U
i=1

se obtiene la funcidon de bienestar

1

((r n 1 iz
[Z (—) x}‘“] a>0,a+1
- n
=1 .
n

W, (x) =<

A partir de esta funcidén de bienestar se obtienen la familia de indices relativos

propuesta por Atkinson:

1

( n —

1- [Z (%) (xl-/,u)l‘“]l_a a=0,a+1

i=1
n

1 - (i /)™ a=1

\ i

i

Ay(x) =4

donde a se interpreta como un parametro de aversion a la desigualdad, al

aumentar a crece el peso atribuido a las transferencias en la cola baja de la
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distribucién y, decrece el peso de las realizadas en la cola superior de la
distribucién de renta.

2.7 Desigualdad y teoria de la informacion. indice de Theil

La medida de desigualdad propuesta por Theil (1967) se deduce de la nocion
de entropia de la teoria de la informacién. El desarrollo de esta medida se realiza
siguiendo la informacién contenida en Lafuente (1994).

Consideremos la ocurrencia de un suceso determinado entre otros muchos
posibles y numeremos los sucesos posibles por 1,2,3,..., con probabilidades p,,p,,
ps,... Si sabemos que el suceso i ha tenido lugar y la probabilidad de que ocurriera
era alta, valoraremos la informacion, con un numero real h(p;) relativamente bajo.
Por el contrario, si la probabilidad p; fuese pequefia, la informacion obtenida es
altamente valiosa y asignaremos un numero h(p;)correspondientemente alto. Asi
pues, la funcidon h(:) sera decreciente con p;. En el contexto de la teoria de la
probabilidad, si los sucesos j y k son estadisticamente independientes, la

probabilidad de que ambos ocurran es p;p.

Si se quiere agregar el valor informativo de mensajes relativos a sucesos

independientes, es necesario que h tenga la propiedad:

h(pjpx) = h(p;) + h(pk)-

La funcion que satisface estas dos condiciones es:

h(p) = —Ln(py).

Se recurre al concepto de entropia para describir si un sistema complejo

consistente en n estados posibles se caracteriza por un orden mayor o menor:

E= Zpih(pi) = —Z piln(p;).
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Para utilizar el concepto de entropia en la medicion de la desigualdad se
interpretan los n sucesos posibles como los n individuos de la poblacién, y p; como
la proporcion s; que la renta del individuo i representa en la renta total, es decir:

Xi
Si = —.
ny
Dada una distribucién de la renta x, la entropia de la distribucion s = (s, S5, ..., Sp)

de participaciones individuales en la renta total es:

E(s) = Z sih(s;)) = — Z s;Ln(s;).

l l

Cuanto mas cercanas estén las s; individuales del peso demografico de cada
individuo (1/n), mayor serd E(s) hasta alcanzar el valor maximo Ln(n), cuando
s; = 1/n para todo i. Por el contrario, si una s; tiende a 1 mientras que las demas
se hacen cero, la entropia tiende a su minimo valor cero. Luego la entropia de la
distribucion puede interpretarse como una medida de desigualdad.

Sustrayendo entonces la entropia de la distribucion actual del maximo valor

gue aquella puede tomar, se obtiene el indice de Theil, T:D — R.

T(x)=—z n(z)+ ZSLn(S)—Z et - Ln()]:%i% n().

i=1 i=1

Uno de los mayores atractivos de este tipo de medidas basadas en la teoria de
la informacion reside en que se puede descomponer aditivamente. Esta propiedad
facilita el estudio de la desigualdad por subgrupos de poblacién. No obstante, estas
medidas no estan exentas de criticas asociadas fundamentalmente con los
problemas que surgen cuando se relacionan los conceptos de equidad y bienestar

con la teoria de la informacion (véase por ejemplo Dagum, 2001).

Para finalizar se presenta una tabla resumen que recoge las propiedades o

axiomas que verifican los indices estudiados.
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Fuente:

Cuadro Resumen INDICES
Desv.
PROPIEDADES | Cocficiente | - esiéndar Eej%?a Gini | Atkinson | Theil
Log.
Normalizacion Sl Sl Sl Sl Sl Sl
Maximalidad Sl Sl Sl SI SI SI
Simetria Sl Sl Sl Sl Sl Sl
S-convexidad Sl NO NO Sl Sl Sl
Pigou-Dalton Sl NO NO Sl Sl Sl
Continuidad Sl Sl Sl Sl Sl Sl
Poblacién Sl Sl Sl Sl Sl Sl
Invar. por homot. Sl Sl Sl Sl Sl Sl
Varianza por traslac. Sl Sl Sl Sl Sl Sl
Princ. Transf. Regres. Sl NO NO Sl Sl Sl
Decrec. impacto transf. NO NO NO NO Sl Sl
Descomponiblidad NO Sl NO NO NO Sl
Grafico 1. Propiedades de los indices de desigualdad

Lafuente (1994).
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3 NUEVO INDICE DE DESIGUALDAD Y UMBRALES

3.1 Introduccioén

En este capitulo se define la funciéon de densidad de Lorenz, V(p), y se estudian
sus propiedades. A modo de ejemplo se obtienen las funciones de densidad de
Lorenz de algunas distribuciones conocidas. Seguidamente se definen los puntos
singulares de V(p). Estos puntos singulares junto con los centroides proporcionan
umbrales de poblacion que permiten agrupar a los individuos segun su nivel de renta
atendiendo a criterios intrinsecos a la propia distribucion. Estos umbrales, como se
pone de manifiesto en la aplicacion empirica, permiten analizar la estructura de la
desigualdad. También se define el momento de primer orden de V(p) y se

proporciona la expresion del mismo de algunas distribuciones conocidas.

Adicionalmente, se demuestran las condiciones que deben cumplirse para que un
polinomio genere una curva de Lorenz. Las curvas obtenidas mediante este

procedimiento se denominan curvas de Lorenz polinbmicas.

A continuaciéon se enuncian dos principios de equivalencia que permiten
simplificar el procedimiento de medicién de la desigualdad. En primer lugar se
introduce el concepto de funcién de densidad lineal, V;(p), de Lorenz y se calcula su
momento de primer orden respecto al eje p =1/2. Teniendo en cuenta que dos
densidades de Lorenz son equivalentes si tienen el mismo momento de primer orden
respecto a p = 1/2, se demuestra que cualquier funcion de densidad de Lorenz V(p)
es equivalente (primer principio de equivalencia) en términos de desigualdad a una
funcion de densidad lineal de Lorenz V,(p). Asimismo se demuestra el segundo
principio de equivalencia que establece que dada una curva de Lorenz siempre existe
un funcion de Lorenz cuadratica equivalente. Adicionalmente, se proporcionan las
expresiones que permiten obtener a partir de cualquier curva de Lorenz sus funciones

lineales y cuadréticas equivalentes.

En este capitulo 3 se propone un nuevo indice de desigualdad y se comprueba

que verifica las propiedades que se exigen a las medidas que cuantifican la
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desigualdad. La medida propuesta se deriva de la densidad de Lorenz y es igual al
angulo que forma con la horizontal la recta equivalente o sea, la funcion de densidad

lineal.

Adicionalmente, en este capitulo se propone una nueva expresion del indice de
Gini en funcién de los puntos singulares de V(p). Concretamente se demuestra como
el indice de Gini se puede obtener a partir de la renta de perfecta igualdad y los
umbrales de renta alto (P,) y bajo (P,). Se demuestra también cémo el indice de Gini
asociado a una densidad de Lorenz es igual al doble del momento su momento
respecto al eje p = 1/2. Finalmente se obtiene una expresion de la medida propuesta
en funcion del indice de Gini y se particulariza esta relacion para distintos tipos de

distribuciones.

3.2 Funcidon de densidad de Lorenz

3.2.1 Definicién de la funcion de densidad de Lorenz, V(p)

Sea x una variable aleatoria continua que denota la renta de un determinado
individuo. Suponemos que x es finita, no negativa y continua. La funcion de
distribucion y la media de x se denotan por F(x) y u = E(x) respectivamente. Como se

ha visto en el apartado 2.2, la curva de Lorenz se puede escribir:
1 -
L@)z;ﬁF’(ﬂﬂ 0<p<1l

Se define V(p), funcion de densidad de Lorenz, como la funcion derivada de la

curva de Lorenz:

_dL®)

V(p) O

L(p) = [JV(t)dt.
Ejemplo: Se considera una distribucion uniforme con funcion de distribucion:

X —a

F(x) = B

a<x<a-+ao.
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La curva de Lorenz asociada a una distribucion uniforme viene dada por la

expresion:

Para los parametros a = 0,2 y 6 = 3 se tiene:

3p2
°'2P+(T) _ 15p2+2p

0.2+(5 17

L(p) =

Su derivada, la funcion de densidad de Lorenz, V(p), es:

0

_2(3p+02) 30p+2

V) =53 0233 - 1

1.5

v(p)

L{p)

0.5

Gréfico 2. L(p) y V(p)
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3.2.2 Propiedades de la funcion de densidad de Lorenz

e V(p) es unafuncion de densidad

V(p) es una funcibn de densidad y es obvio que verifica las siguientes

condiciones

V(p) =0

j_:oV(p)dp =1.

Hay que tener en cuenta que el dominio de definicion de V(p) es [0, 1] y fuera de

ese dominio, vale cero. Es decir, la segunda condicion es igual a:

1
f V(p)dp = 1.
0

Esta condicion se cumple porque es equivalente a la condicién de la curva de Lorenz
de pasar por el punto (1, 1). La curva de Lorenz, como se sefal6 en el epigrafe 2.1.1,
siempre pasa por el punto (1, 1) por representar valores acumulados en ambos ejes,

lo que significa que la totalidad de la poblacion dispone de la totalidad de la renta.
L(1) =1.
e V(p) es monoGtona no decreciente

L(p) representa rentas acumuladas y es monotona no decreciente puesto que,
por construccion, los individuos se ordenan por renta creciente. V(p) es la derivada de
L(p) y por las propiedades de la funcion derivada, también es mondtona no
decreciente. Si V(p) fuera decreciente en algun punto, significaria que ese individuo
tiene menos renta que el que estd a su izquierda y habria una contradiccion ya que

tendria que haberse situado antes en la ordenacion.
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3.2.3 Puntos singulares de V(p)

A continuacién se definen distintos puntos singulares de la densidad de Lorenz
gue se van a utilizar en el desarrollo tedrico que conduce a la medida de desigualdad

que se propone en esta memoria.

Estos puntos son el punto de equidad, el punto de exclusion, el umbral alto y el
umbral bajo de renta. Los cuatro puntos vienen dados por la forma de V(p) y se
encuentran en el eje de abscisas, en el intervalo [0, 1]. Es decir son puntos que
representan porcentajes de poblacién que cumplen una determinada propiedad. La
obtencion y significado de estos puntos se desarrollan a continuacion mas

detalladamente.
e Punto de equidad. Favorecidos y Desfavorecidos

Se llama punto de equidad, Pe, al punto p para el que V(Pe) = 1. NoOtese que es
la abscisa a la que corresponde una renta exactamente igual a la renta media. Todo
individuo a la derecha de Pe tiene una renta mayor que la media y todo individuo a la
izquierda de Pe tienen una renta inferior a la media. Se tiene por tanto que Pe divide a
la funcion de densidad de rentas en dos grandes grupos que se denominan:

Favorecidos y Desfavorecidos.

La renta de mas que obtienen los favorecidos es exactamente igual a la renta de
menos de los desfavorecidos. Corresponden al area entre V(p) y la recta V(p) = 1.
Debido a que las funciones de densidad de Lorenz no son en general simétricas, Xe

no esta necesariamente en el centro de este intervalo.

Si V(p) fuese larectaV(p) = 1, el punto de equidad seria toda la recta y entonces
la distribucion de renta seria equitativa. Es decir, cada individuo recibe una renta igual
a la media, en este caso al estar trabajando con rentas relativas seria 1. Para una
funcién de densidad equitativa la curva de Lorenz coincide con la bisectriz principal,

es decir L(p) = p.
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El punto de equidad puede ser un segmento continuo pero al menos debe existir
un punto de equidad ya que V(p), excepto para el caso de equidad perfecta, debe
empezar por debajo de 1 y acabar por encima para que el area debajo de V(p) sea
igual a 1. Puesto que V(0) <1 y V(1) > 1,al ser V(p) continua por el teorema de
Bolzano, existe un punto P, tal que V(R,) = 1.

Ejemplo: Sea la curva de Lorenz:

3p°+2p*+ p3>+5p
11

L(p) =
cuya derivada o funcion de densidad de Lorenz, V(p) es:

18p°+8p3+3p?+5
11

V(p) =

18g5+8g3+3g2+5_1

V() = =

P, = 0,664372.

Gréfico 3. Punto de equidad, Favorecidos y Desfavorecidos
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e Renta de Perfecta Igualdad

El area de la superficie, generalmente de forma triangular, formada por V(p) a la
derecha de Pe, que esta por debajo de V(p), acotada por las rectas y =1; p =1, es
la Renta de Perfecta Igualdad (Ri). Igualmente, el area de la superficie, generalmente
de forma triangular, formada por V(p) a la izquierda de Pe, que esta por encima de
V(p) y acotada por las rectas y = 1; p = 0, es también la Renta de Perfecta Igualdad.

Ambas superficies deben ser iguales ya que como se ha visto antes:

jolV(p)dp =1.

La Renta de Perfecta Igualdad coincide con las zonas sombreadas a izquierda y
derecha de Pe en el gréafico 3. El nombre viene del hecho de que si una renta igual a
Ri pasara desde la derecha de Pe hasta la izquierda de Pe, es decir, desde las rentas
altas hacia las rentas bajas, se igualarian las rentas y se lograria la equidad en el
reparto de la renta. En este caso la funcion de densidad de Lorenz seria V(p) = 1 .
Obsérvese que se ha llegado de una forma independiente a lo que se conoce en la
literatura como coeficiente de Schutz (1951). Queremos destacar que Ri y el
coeficiente de Schutz son similares en el sentido en que dicho coeficiente mide la
proporcion de renta total que tendria que ser transferida desde las rentas situadas por
encima de la media hasta las rentas por debajo de la misma para obtener la igualdad
perfecta. No obstante, el coeficiente de Schutz, contrariamente a la medida que se
propone, no refleja cambios en la desigualdad cuando las transferencias no traspasan
la media. Es decir, resulta inadecuado para ello porque cuando hay transferencias de

rentas que no cruzan la media, el coeficiente queda inalterado.

&=f(wm—1wp

e

Ri=| (1-vp)dp
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e Punto de exclusién. Excluidos

Por la definiciobn que se ha hecho de la funcién de densidad de Lorenz de reparto
de la renta V(p), su valor siempre debe ser mayor o igual que cero. El dominio de
V(p) es el intervalo [0, 1] que representa el porcentaje relativo de poblacion, pero
puede darse el caso de que haya una parte de la poblacién con renta igual a cero. En

este caso, se define la funciéon de densidad de Lorenz a trozos:

0 0<p<p

Vip) = {Vl(p) pp<p<1

siendo
lim V; (p) = 0.
P—Po

Llamaremos Punto de Exclusion, a la abscisa que representa el porcentaje de
poblacién con renta igual a cero. Su interpretacion es muy clara: si este punto existe,
el porcentaje de poblacién que se encuentra a su izquierda tiene renta igual a cero, ya
gue no se consideran rentas negativas. En este caso, a las categorias de Favorecidos

y Desfavorecidos, hay que afadir la de Excluidos.

El punto de exclusion P,, se calcula resolviendo la ecuacion V(p) = 0 y tomando

la raiz comprendida entre Oy 1.

Sin pérdida de generalidad, vamos a hacer el calculo para un ejemplo sencillo.
Los resultados se han representado en el grafico 4, donde se ha reducido el eje de

ordenadas para facilitar la presentacion.
Sea la funcion lineal:

V(p) = 4p — 4 + 2V/2.

Calculamos el punto de exclusion P,, igualando a cero y resolviendo.
Comprobamos que la raiz obtenida esta dentro del intervalo [0, 1] que es el dominio
de V(p):
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V2
dp—4+2V2=0 - Py =1-—-~0,292893.

Comprobamos que V(p) es una funcion de densidad:

fl(4p—4+2\/§)dp= 1

Po

Calculamos el punto de equidad Pe, igualando V(p) a uno y resolviendo.

NIy

~ 0,542893

Y

4p—4+2V2=1 > P, =

p)=4p-4+ 242

=

Excluidos Dasfavoracidos Favoraecidos Pobl.
0.2 Po 0.4 Pe 0.6 0.8 1 relativa
Grafico 4. Excluidos, Desfavorecidos y Favorecidos

e Centroides y umbrales

Los centroides de las superficies que forman la renta de perfecta igualdad, Ri, a la
izquierda y derecha del punto de equidad Pe, proporcionan unos umbrales que dividen
a la poblacion en cuatro categorias distintas segun su nivel de renta, (véase Pereira 'y
Salinas, 1978). Estos umbrales son: P, y P,. Pueden verse en el grafico 5 junto con

otros elementos que se han definido.

El umbral alto, P,, viene dado por la coordenada p del centroide de la superficie

plana que forma la renta de perfecta igualdad a la derecha de Pe. Es decir, P, =
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p centroide derecha. Los individuos a la derecha de P, pertenecen al grupo de rentas

altas. Los individuos entre Pe y P, pertenecen al grupo de renta media alta.

El umbral bajo, P,, viene dado por la coordenada p del centroide de la superficie
plana que forma la renta de perfecta igualdad,Ri, a la izquierda de Pe. Es decir, P, = p
es el centroide izquierda. Los individuos a la izquierda de P,, constituyen el grupo de
individuos de renta baja. Los individuos entre P, y Pe pertenecen al grupo de renta
media baja. Los individuos cuya renta esté comprendida entre P, y P, son el grupo de

renta media con los dos subgrupos que se han mencionado antes.

En el gréfico 5 se representa un ejemplo con todos estos elementos. El eje y
representa la renta dividida por la renta total y el eje p representa la poblacion dividida
por la poblacion total ordenada de izquierda a derecha por los individuos de menor a
mayor renta. Obsérvese que en ocasiones, el eje de ordenadas se dibuja a una
escala menor para reducir el tamafio de la grafica. Esta reduccion de escala reduce

en igual medida la apariencia de las pendientes de las curvas.

Ejemplo: Sin pérdida de generalidad, se ha tomado por simplicidad una curva de

Lorenz:

p3+3p%2+2p
6

L(p) =

cuya derivada o funcion de densidad de Lorenz, V(p), es:

3p?+6p+2

V(p) = e

El punto de corte de V(p) cony = 1, Pe y los centroides de ambas superficies son

puntos singulares que caracterizan a esa funcién de densidad de renta particular:

3R°+6P +2 _
- =

V(Pe) =

P, = 0,527525.
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Para calcular los centroides hay que conocer previamente la renta de perfecta

igualdad, Ri, que queda a la izquierda de Pe:

Pe
R, = f (1-V(p))dp = 0,188075.
0

La que queda a la derecha de Pe, que como es légico es igual a la anterior, viene
dada por
1
R;= | (V(p)—1)dp =0,188075.
Pe
La renta de perfecta igualdad,Ri, esta sombreada en el grafico 5y sus centroides

marcan los umbrales P, y P,,.

Las coordenadas p de ambos centroides proporcionan los umbrales de poblacion P,

y P,.El centroide a la derecha, P,, viene dado por:

1

1
F,=F +R_ (p_Pe)(V(p)_l)dp
i’/p,

P, =0,527525 + 0059933 _ 0,846188
a— > 0,188075

1-PF, =0,153812

luego hay un 15,38% de poblacion con renta alta.

El umbral de renta alta es igual a:

V(R) = = 1,537539

Es decir, en este ejemplo, una persona se considera que tiene renta alta si su

renta esta por encima de 1,54 veces la renta media.

El centroide a la izquierda, P,, equivale a:
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1 (Pe
Po=g | P(1-v@)ap

_0,034147

P, =———— =0,181561
b7 0,188075 0,18156

luego hay un 18,16% de poblacion con renta baja.
El umbral de renta baja es:

3P, +6P,+2
V(P,) = —2 c b~ = —0,531376.

Es decir una persona se considera que tiene renta baja si su renta esta por debajo

de 0,53 veces la renta media.

En el grafico 5 se han marcado también las distintas zonas de renta que
determinan estos umbrales permitiendo analizar la renta con umbrales que se
adaptan a la estructura de la distribucion y no a valores fijados de antemano e iguales

para todas las distribuciones (véase Vinuesa y Garcia, 2016).

L

Pb 0.5 F= Pa 9

Baja | Mmed.Baja Med.aAalta |(ATta

Gréfico 5. Umbrales y grupos de renta
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3.2.4 Funciones de densidad de Lorenz de distribuciones conocidas

A continuacibn se obtienen las densidades de Lorenz asociadas a
especificaciones concretas de la curva de Lorenz. Se han seleccionado curvas de

distribuciones de uso frecuente.
e Distribucién degenerada

Lip=p; V=1

11.5
¥ V(pl)=1
10.5
L{pl=p
a]
Gréfico 6. Distribucién degenerada

e Distribucidén exponencial

L(p)=p+ (1 —-p)Ln(1 -p)

V(p) = —Ln(1 —p)

¥ iz

Vi pD

LCpl

Gréfico 7. Distribucién exponencial
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e Distribucion exponencial general

L) =p+ A+ 2a)"*(1 - p)Ln(1 —p) p>a
al—Ln(1—p)
vV =
® al+1
Grafico 8. Distribucién exponencial general

e Distribucion uniforme

op?
ap + (%) 2(6p + a)
L(p) = ——=%; Vip) =——5—
a+ (g 2a+6

B8=2

wipl)

L{pl

Grafico 9. Distribucién uniforme
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e Distribucién de Pareto

(a—1)

a

L(p)=1-(1—-p)abie; Vip) = (1-p) Ve

Y13

Gréfico 10. Distribucién de Pareto
e Distribucién beta incompleta

I'(a+b) (P

—————= | x@ V(1 —-x)PVdx
r(ar)J, ( )

L(p;a,b)) =

cona = b; 0 < b < 1.
I'(a+b)

mp(a_l)(l -p)??(a-pla+b-1)

V(p;a, b)) =

W 3

Lip:a.bl

Gréfico 11. Distribucién beta incompleta
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e Distribuciéon lognormal

Llamando Q al factor de normalizacion:

(Y1 _(logp—u)2>
" fo (pm/(Zﬂ) o
fop (pO'\/l(ZTL') €xp (_ (longr;”)z)
L(p) = 0
B V2 In(x)? u? (uo®
V(ip) = QZU\/EeXp <— 552 27‘2) X x( 7 )

2.5
Tognormal
u=1 @=0,6

V(pl

L{p)

Grafico 12. Distribucién lognormal

3.25 Momentos de primer orden de V(p)

El momento de orden r de una variable aleatoria viene dado por la expresion
(véase por ejemplo Kendall & Stuart, 1977):

ML = E[(x —a)"].

Particularizando parar =1y a = 1/2 se tiene:

My, =E [(x - %)]
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El momento de primer orden de la funcién de densidad de Lorenz V(p), respecto
de p = 1/2, es la suma de los productos de las areas elementales bajo la curva por
su distancia al eje p = 1/2. La suma de las areas elementales se hace mediante la

integral:

My, = fol (P - %) V(p)dp.

El célculo de estos momentos es importante porque como se vera mas adelante
estan relacionados con la medida de la desigualdad que se propone en esta memoria.
A continuacion se calculan los momentos respecto al eje p = 1/2 de algunas de las

distribuciones a las que anteriormente se les ha calculado V (p).
e Distribucidén exponencial
1 1 1
My, = f (p - 5) (~Ln(1—p))dp = 7
0
e Distribucién exponencial general

y _j‘l( 1) al — Ln(1 —p) iy — 1
vz = ) P73 al+ 1 P4+

e Distribucién uniforme

Ml/ﬁf(?‘%)(ﬁip—::))@:ﬁ-

e Distribucion de Pareto

My, = fol (p—%> <(a;1) 1 —p)‘§> dp .

Esta integral se ha resuelto numéricamente:

Paraa = 1.5, el resultado es M, ,, = 1/4

Paraa = 2, el resultadoes M;,, =1/6
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Paraa = 2.5, el resultado es M;,, = 1/8
Paraa = 3, el resultado es M,,, = 1/10
Paraa = 3.5, el resultado es M, ,, = 1/12

Luego para la distribucion de Pareto:

My =—— con a>1.

3.2.6 Renta Equilibrada y Renta Desequilibrada

De la ecuacion:

My, = jol (P - %) V(p)dp

se deduce que la parte de renta a la derecha del punto p = 1/2, que es simétrica a
toda la renta de la parte a la izquierda, se compensa con ella al tener el mismo valor
de V(p) y el signo del factor (p — 1/2) cambiado. A la suma de estas dos rentas

iguales a derecha e izquierda, le llamamos Renta Equilibrada, R:

0.5
Re = Zf V(p)dp.
0

Como se expondra posteriormente, la renta que genera desigualdad cuando esta
se cuantifica mediante el indice de Gini es el resto de la renta a la derecha de p = 1/2

gue no es compensado. A esta renta le llamamos Renta Desequilibrada, R;:

Rd =1—Re.

Para calcular la renta desequilibrada hay que buscar la funcion simétrica de V(p)
respecto a p = 1/2. Esta funcidon es V(1-p). Haciendo un simil fisico, calcular el
momento de la distribucion respecto al eje p = 1/2 es como si se pesara la distribucion
colocando una balanza en el centro. El area bajo las curvas simétricas V(p) y V(1-p)

esta equilibrada y no contribuye a la desigualdad, en este caso al desequilibrio de la
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balanza. El area que esta bajo V(p) pero sobre V(1-p) es la renta desequilibrada y es

la Unica que contribuye a la desigualdad.

Ejemplo: Sin pérdida de generalidad, se obtienen la renta equilibrada y

desequilibrada de una funcién V(p):

3pt+6p+2
6

V(p) =

3(1-p)?+6(1—p)+2 3p*—-12p+11
6 B 6 '

V(l-p) =

En el grafico 13 se observan estas dos rentas.

Vip)
2
(3.x"2 - 12-x + 11}/8 (3.x"2 + 8-x + 23/8
1.5
4 Renta
= Desequilibrada
0-3 V(p) Vi1-p)
Renta|Equilibrada 5
0.2 0.4 0.6 0.8

Grafico 13. Rentas Equilibrada y Desequilibrada

0.5 0.5 3 2+6 +2 5
Re=2f V(p)dpsz < P P >dp=§=0,625
0 0

6
Rd=1—Re=1->=5>—0375
- €= tTgTg T

En este ejemplo, un 62,5 % de la renta esta equilibrada, mientras que un 37,5 %

de la renta esta desequilibrada.
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3.3 Curvas de Lorenz polinémicas

En la literatura especializada relacionada con la Curva de Lorenz se han
propuesto, utilizando metodologias diferentes, familias de funciones que generan
curvas de Lorenz. Como ejemplo véanse las publicaciones de Casas et al. (1990),
Callején (1995), Herrerias et al. (2001) y Sarabia et al. (2003) entre otros.

En esta memoria se generan curvas de Lorenz de manera sencilla, a partir de

cualquier polinomio. La idea es muy simple y se basa en tres consideraciones:

a) Cualquier polinomio con coeficientes no negativos es monétono no decreciente
en el intervalo [0, 1]. Todas sus derivadas son también monotonas no decrecientes en

el intervalo [0, 1]

b) Al multiplicar un polinomio por la variable p, le estamos afiadiendo la raiz

p = 0 con lo que conseguimos que pase por el origen.

c) Al dividirlo por la suma de sus coeficientes, S, hacemos que pase por el punto
1, 1).

Proposicion: Cualquier polinomio B,(p), con coeficientes c;, no negativos, a cuya
suma le llamaremos S, genera una curva de Lorenz si se multiplica por el factor (p /
S):

L(p) = (g) P (p)

donde
VE,(p) =co+cip+ cp?+ -+ cp™ c; =0 Vi
n
S :Zci
i=0

Demostracion: La curva de Lorenz, L(p),asi obtenida cumple todas las

propiedades de las mismas:
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) LO)=0

L = (5) R =0

iy L) =1
L(1) = (%) P.(1) = % —1

iii) L'(p) 20, para 0 <p <1

1@ =(3)n@ + (5) P =0
yaque ¢; =0 Vi.

iv) L"(p) 20, para0<p <1

1@ = (5)B @ + (5) P =0

dado que ¢; >0 Vi.

V) L(p) <p, para0<p<1

P
nép)<1 para0 < p <1
P,
L(p)=p<n§p)>pr1 para0 < p < 1

vi)  0< [ L(p)dp <1/2

Para0 <p <1, 0<L(p) yaque todos sus términos son no negativos.

Por lo tanto:

0< folL('p)dp.



68 Indice V de desigualdad y umbrales de renta

Por otro lado, por la propiedad V), L(p) < p, luego esta siempre por debajo de la

bisectriz del primer cuadrante que tiene un area igual a 1/2:

1 1 pzl 1
Lp)dp = | pdp=—| =7
0 0 0

En la proposicion anterior, la condicion de que todos los coeficientes del polinomio
sean no negativos, es suficiente pero no necesaria. Puede haber casos en que algun

coeficiente sea negativo y siga siendo valida.

A continuacion se desarrollan tres ejemplos que permiten observar como se

obtiene la curva de Lorenz a partir de un polinomio.

Ejemplo 1: Sea P1(p) un polinomio cualquiera de primer grado con coeficientes no

negativos:
P;(p) =2p+5
La suma de sus coeficientes es:
S=245=7
luego:
P P _ 2p*+5p
L@ =(5)Pe) = (5) @ +5) ===

es una curva de Lorenz.

Ejemplo 2: Sea P3(p) un polinomio cualquiera de tercer grado con coeficientes no

negativos:
P;(p) =4p3+p+ 1.
La suma de sus coeficientes es:

S=4+0+1+1=6

y por tanto:
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_ (P P\ as _Apt+pPtp
L) = (3)Ps®) = (5) @’ +p+ 1) = ————
es una curva de Lorenz.

Ejemplo 3: Sea P6(p) un polinomio cualquiera de sexto grado con coeficientes no

negativos:

Py(p) = 7p° + 4p* +2p +3
La suma de sus coeficientes es:
S=7+0+0+0+4+2+3 =16
por lo que:

7p7 + 4p3 + 2p? + 3p
16

p
Ly(p) = (1—6) (7p® +4p* +2p +3) =

es una curva de Lorenz.

Las tres curvas de Lorenz obtenidas anteriormente, L1(p), L2(p) y L3(p) se

representan en el gréafico 14.

L(p)

L3(p)
0.4 L2(p)

L(pl=p

0.2 Liled

0.5

Gréfico 14. Curvas de Lorenz Ly(p), Lo(p) y La(p)
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3.4 Principios de Equivalencia

3.4.1 Funcién de densidad lineal de Lorenz

Los desarrollos que se exponen a continuacion se han realizado para una funcién
V(p) lineal. Posteriormente se generalizaran utilizando funciones V(p) asociadas a

distribuciones de uso frecuente en la modelizacion de la renta.

Junto a la funcion de densidad uniforme o funcién de densidad equitativa, en la
que V(p) = 1, destaca por su sencillez la funciéon de densidad lineal cuya V(p) es

una linea recta:

Vip) =sxp+b (3.1)
donde s es la pendiente de la recta y b la ordenada en el origen.

En la funcion de densidad lineal se distinguen dos casos: un primer caso cuando
la pendiente de la recta varia de 0 a 2; y un segundo caso cuando la pendiente de la
recta es mayor que 2. El area de la superficie por debajo de la recta debe ser igual a
uno lo que implica en el primer caso, que todas las rectas de pendiente menor o igual
a 2 deben pasar por el punto (0,5; 1). No asi para el segundo caso. En el primer caso
b, la ordenada en el origen, es positiva o cero y en el segundo caso negativa. Para

s = 2, larecta pasa por el origen.

En el grafico 15 se representan varias funciones de densidad lineal de Lorenz
para diferentes valores de la pendiente: s = 0,s = 2,s =3 ys = 4. Parap = 0 se tiene
la funcion de reparto equitativo V(p) = 1. Las funciones de densidad lineal pueden
representar de forma continua, funciones de densidad de Lorenz desde s = 0 hasta p

infinito que vendria representado por la recta vertical p = 1.
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Vip

2.5

1.5

Grafico 15. Funciones de densidad lineal; s=0; s=1; s=2; s=3y s=4
e Caso a) No hay exclusion: 0<s<2

Relacion entresy b

1
s
f(sXp+b)dp=1; —pz+bp]1 =1
. 2 0
s
s =2(1-b); b=1—z. (3.2)

La ecuacion de la recta es:

s 2—5
V(p)=s><p—§+1=s><p+(T). (3.3)

Mediante una sencilla transformacion queda:

V@) -D=5x(p—3)

gue es la ecuacion del haz de rectas con pendiente s que pasan por el punto (1/2, 1).
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Las ecuaciones de las rectas del grafico 15 cons = 0y s = 1, son respectivamente:

1
Vip) =1 Vp=p+3.

Momento de primer orden respecto al eje p=1/2

fol(P—%)V(P)dp=LI(P—%)(SXp+b)dp=
=L1<5Xp2_%p+bp_g)dp=

s s b b 1 s
— [ a3 402 —an2 [
_(3p 2P TP zp)]o 12

S
My =— (3.4)

12°
e Caso b) Hay exclusion: s > 2

Relacion entre sy b:

El punto de corte de la recta con el eje p, que denotamos por p, , €s:

b
SXpy+b=0; Po=—7

Po €S un numero positivo que toma valores entre 0 y 1 ya que b es negativo en este

caso.

Como no se consideran rentas negativas, la integral empieza en p,:

1 S 1
X =1; — X p? X =
Lo(s p+b)dp =1, (2 p-+b p)]po 1
>+ b S( b>2 b( b>—1- b2+b+(s 1)=0
2 2\ s s/ 2s 2 B
De las dos soluciones: b = — s +2s

nos quedamos con.
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b=—s++2s (3.5)

donde b = 0 para s = 2. Sustituyendo en (3.1) se obtiene la ecuacion de la recta:

V(p) = { 0 0=p=po (3.6)

SXp—s++V2s po<p=<1
Las ecuaciones de las rectas con s = 2, s = 3y s = 4 que se han representado en
el gréfico 15 son respectivamente:
Vip)=2p; V(p)=3p-3+V2x3
Vip) =4p—4+V2 x 4.
e Momento de primer orden respecto al eje p=1/2

Como la recta forma un triangulo con el eje p y la recta p = 1, el momento se
puede calcular como el producto del area del triangulo por la distancia de su centroide

aleje p=1/2.

Vip)

Grafico 16. Funcion de densidad lineal con exclusion
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El punto de corte de la recta con el eje p es:

Vip)=sxp—s++V2s=0

Cuya solucién es:

La abscisa del centroide del tridngulo es:
V2 1v2
=—|(1+1+|(1—-——) |=1—-—.
S ( \/§> 375

El area y la distancia entre el centroide y larecta p =1/2 es:

El momento respecto a la recta p = 1/2, es esta distancia multiplicada por area

del triangulo, que esigual a 1 por ser una funcion de densidad.

1 V2
M1/2 = 5—3—\/5 . (37)

Proposicion: Cuando no hay exclusion y los calculos se hacen sobre la funcién

de densidad lineal de Lorenz equivalente, V;(p),

(3.8)

Demostracion: Por la definicion de Riy por (3.3)

1

R; = 1(V(p) —Ddp = fl/z (SP + (?) - 1) dp =

Pe

®| v
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3.4.2 Regladel 1/6

Proposicién: Cuando no hay exclusién y los calculos se hacen sobre la funcion
de densidad lineal de Lorenz equivalente, V;(p), el punto de equidad esta siempre en
el centro de la poblacion y los umbrales alto y bajo, siempre a 1/6 de los extremos

respectivos.

Demostracion: Segun se ha visto en (3.3):

V(p)=s><p+(2;S)

2—S
V(Pe)zsxPe+( > )=1

cuya soluciones: P, =1/2.

Al no haber exclusion, Ri forma siempre dos triangulos rectangulos entre las
rectas X = 0y Y = 1enlaizquierdayentrelarecta X = 1yY =1 a la derecha.
Los centroides de los triangulos son la media aritmética de sus vértices luego para la

izquierda:

(0+0+05) 1
b=T3 %

Igualmente para la derecha:

1+1+0,5 5

a 3 6
Su distancia al extremo es:
1
1 - Pa = g

Esta regla puede ser un criterio simple y consistente para definir umbrales a priori

cuando se sabe que no hay exclusion.
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1.5 vi(p)

L(p)

Pb 0ls Pa |

1/6 1/6

Grafico 17. Regla de 1/6 para umbrales

3.4.3 Principio de Equivalencia para V(p)

e Definicién de equivalencia

El momento respecto al eje p = 1/2 de una funcién es una caracteristica de la
misma que es unica y existe siempre. Este momento es un niumero que varia desde
cero para una distribucion equitativa, V(p) = 1, donde la parte a la izquierda y a la
derecha de p = 1/2 son iguales y se compensan, hasta el valor 1/2 que equivale al
caso en el que toda la distribucion de area igual a uno, esta en la recta p =1 que

estd a una distancia 1/2 del eje p = 1/2.

Diremos que dos funciones son equivalentes cuando tienen el mismo momento

respecto del eje p =1/2.

En este epigrafe, tomando como punto de partida que dos densidades de Lorenz
son equivalentes si poseen el mismo momento de primer orden respecto a p = 1/2,
se demuestra que cualquier funcion de densidad de Lorenz V(p), es equivalente, a
efectos de desigualdad, a una funcion de densidad lineal de Lorenz V;(p). Esta

funcién V,(p) existe siempre y es Unica para cada V(p). Ambas funciones tienen el
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mismo momento respecto al eje p = 1/2. A esta funcién V;(p),se le llama funcion de

densidad lineal equivalente de V(p).
e Funcién de densidad lineal equivalente V,(p)

Proposicién: Una funcion de densidad de Lorenz V(p) tiene una funcién de

densidad lineal equivalente, V;(p), Unica que viene dada por:

—_
N
<
X

=
+

N\
—_

I
(@)}
<
hrd
(@]
IA
=

IA

(3.9)

IA
=
IA

(
Vz(p)=4|
\

N| = O K-

AN =

donde

1

M=M,,= fo (p - %) V(p)dp

8

ST9(1—2zM)?

Demostracion: Sea una funcion de densidad de Lorenz V(p), su momento respecto

alejep = 1/2, como se ha visto en el apartado 3.8 es:

1 1
M,,, = f (P - E) V(p)dp
0
gue aqui se llamara M por simplicidad.

e Caso a): Si no hay exclusion, como se ha visto en (3.3) y (3.4), la recta:

S 2—s
Vz(p)=s*p—§+1=5*p+( 5 )

de pendiente s:

s=12M

y ordenada en el origen:
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(2—5)_(2—12M)_ 1—6M
> ) = > =( )
tiene el mismo momento respecto al eje p = 1/2 que V(p).

Sustituyendo s en V; (p) se tiene

Vip)=12Mxp+(1—6M).

Esta recta es Unica ya que cualquier otra recta que tenga el mismo momento, por
(3.4) tendria que tener la misma pendiente y por (3.2) la misma ordenada en el origen,

luego seria la misma recta.

e Caso b): Si hay exclusion, como se ha visto en (3.6) y (3.7), la recta:

V(p) =sxp—s+2s

cuya pendiente s, se obtiene despejando la ecuacion (3.7):

1 42
2 3s
8
S=———F735.
9(1 —2M)?
ParaM < 1/2
8 8 4

i) =5 oy ¥ P "o —2m 30— 2m)

tiene el mismo momento respecto al eje p = 1/2 que V(p).
Esta recta es Unica ya que cualquier otra recta que tenga el mismo momento, por

(3.7) tendria que tener la misma pendiente y por (3.5) la misma ordenada en el origen,

luego seria la misma recta

Como se ha visto en el epigrafe 3.4.1, el limite de la exclusion es para s = 2, que

por (3.4) e igualmente por (3.7), correspondea M = 1/6.
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Resumiendo, una funcién de densidad de Lorenz V(p) tiene una funciéon de

densidad de Lorenz lineal equivalente V;(p) Unica que viene dada por:

12M X p + (1 — 6M);

o
IA
=
IA

(
V) = 4' (39)
\

N| = O K

s><p—s+\/x;

N =
IA
=
IA

donde

8

ST 9(1-2m)?"

En funcion del indice de Gini, teniendo en cuenta que este se puede expresar

como G = 2 M, (véase epigrafe 3.5.2 de esta memoria) V;(p) se puede escribir:

1
6G X p + (1 —36); 0<G <3

8x(p—1) 4(1-36)
9(1-6)% ' 9(1-G)?’

(
Vz(p)=4|
L

A continuacion se demuestra que ambas funciones tienen el mismo momento
respecto alejep = 1/2.

Segun (3.9) se distinguen dos casos:

Casoa) 0<M <1/6

V,(p) = 12M *p + (1 — 6M)

My, = fol (p - %) Vi(p)dp =

M, = fol (p—%) (12M x p + (1 — 6M))dp =
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12Mp3]" (1-12M)p?]*  (6M — 1)p!]*
= + + =M.
3 0 2 0 2 0

Casob) 1/6 <M <1/2

8Xp 4(1 - 6M)

") =53 oM "ot —zm2
Vl(Po) =0
_(6M—1)
="

! 1
o= [ (p=3)nrip=m
PO

3.4.4 Funciones lineales equivalentes de funciones conocidas

Para calcular la funcion lineal equivalente se necesita conocer previamente el

momento respecto al eje p = 1/2. Segun el epigrafe 3.2.8 y sustituir su valor en (3.9).
e Distribucidén exponencial
V(p) = —Ln(1-p)
M, = fol (p — %) (—Ln(1 —p))dp = %

Loy 8 8 4
) =522 *P "o —zmE T3 =2

32 8

Vl(P)=?XP—§
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10.5 /

n._.5

Gréfico 18. V(p) exponencial y lineal equivalente

e Distribucion exponencial general

al—Ln(1—p)
al+1

y _.fl( 1) al — Ln(1 —p) iy = 1
2= ) P72 al+1 P= 4@+ 1)

En funcion del valor de ad hay que tomar una u otra ecuacion en (3.9)

V(p) =

1 1
4(ar+1) 6
/1_1
=3
(
| 12M x p + (1 — 6M); 0<M <
) =1 1
IksXp—s+\/Z; ESMS

donde

~9(1 - 2M)2

N|F— O
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luego
( 6p — 3 1
14— <
o) j @D’ 7=
vp _| 32p(aA+1)2—8(2aA—1)(a/1+1)_ /1<1
\ 9(2al + 1)2 P M=y
Para
ail = -
se tiene:
V,(p) =2p  Este es el limite de la exclusién.
Ejemplo 1: al = i
al—Ln(1—p) 1—4Ln(1-p)
) =—377 = 5
32p (ar+1)? —8(Rar—1)(ar+1) 10p—1
Vll(p) = > =
9(2al1+ 1) 4
Ejemplo 2: ald = %

al—In(l1—p) 1-2Ln(1-p)
Ve == - 3

Vi2(p) = 2p
Ejemplo 3: al =1

al—Ln(l1—-p) 1—-Ln(1-p)
e T B 2

6p — 3 6p +1
V3(p) = 1 -
3@ =1+ arn - 4
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H

VL VL1

Gréfico 19. V(p) exponencial general y lineal equivalente

e Distribucion uniforme

2(6p + a)
2a+ 06

(! 1\ (2(6p + a) B ]
Ml/z_fo (p_§>< 2a + 0 >dp_6(2a+9)

V(p) =

( 1
| 12M xp + (1 — 6M); 0<M SE
W) = |
| 1 1
kSXp—S-I-\/E; ESM SE
donde
8
S:—
9(1 — 2M)2

Si sustituimos el valor de M en V;(p) obtenemos V(p) como era de esperar, ya
gue es una recta y su equivalente lineal es ella misma:
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~ o o _20p+a)
Vi(p) =12 (6(2a T 9))7” * (1 6 (6(2a + 0))) ="Zate @

e Distribuciéon de Pareto

-1
v =Py
1 1 -1 1
M, =fo (p—z) <(aa )(1—19)‘3) dp
1
M1/2 = m con a>1

En funcion del valor de a, se toma una u otra ecuacion en (3.9).

1 _1
ba—2 6
a=2
( 1
| 12M x p + (1 — 6M); 0<M <=
Vz(p)=4
I 1 1
ksXp—s+\/z; ESMSE
donde
8
S=—F—.
9(1 —2M)?
Luego sustituyendo el valor de M obtenido:
(6p +2(a—2)
: <
V()j 2a—1 e=a
BP7 = 2p 2a — 12 +2(a — D(a—2) -,
9(a — 1)2 ’ *=

Para a = 2 se tiene:

V,(p) = 2p; Este es el limite de la exclusion.
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Ejemplo1l: a =15

(a—1)

a

1
V1(p) = (1—p) /e = §(1 — p)~2/3

2p(2x1,5-1)*+2(1,5-1)(1,5-2) 16p—1
9(1,5 — 1)? -7

Vi1(p) =

Ejemplo 2: a =2

vap) = & - 2

1
(1=p) /e ==(1-p)V?

2p (2x2-1)%+2(2-1)(2-2)
‘/lz(p) = 9(2_1)2 = Zp

Ejemplo 3: a =25

(a—1)

a

V3(p) = (1- p)—l/a — 2(1 _ p)—2/5

6p+2(25-2) 6p+1
2x25—-1 4

Vi3(p) =

Y

Pareto

V3

—m |

VL3 VL1

VL

-0.5

Gréfico 20. V(p) de Pareto y lineal equivalente
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3.4.5 Principio de Equivalencia para L(p)

En el segundo capitulo de esta memoria se definio el indice de Gini mediante la
expresion:

1
G=1—2f L(p)dp .
0

La siguiente Proposicion relaciona las funciones de Lorenz equivalentes

cuadraticas con el indice de Gini.

Proposicion: Dada una funcion de Lorenz L(p) cualquiera, siempre existe una y
solo una funcion de Lorenz equivalente Ly(p),que es cuadratica y tiene el mismo

indice de Gini que ella.

Demostracion: Mas adelante, (véase epigrafe 3.5.2 de esta memoria), se
demostrara que el indice de Gini es igual al doble del momento de la funcién de

densidad de Lorenz V(p), respecto al eje p = 1/2:

G=2M.

Con esto y teniendo en cuenta que V(p) es la derivada de L(p), la proposicion
gueda demostrada. Para obtener la ecuacion de la funcién de Lorenz cuadrética
equivalente, basta con hacer la integracion de (3.9), sustituyendo previamente M por
G/2.

( 1
| 66 xp+ (1-36); 0<G <z
Vz(p=4 .
IksXp—s+\/§; §SGS1
( 1
J6G><p+(1—36); 0<G <3
V,(p) = .(3.10
=1 g 4030 L (3.10)
\oa—az Pt oa—o2’ 3= =

De esta forma se pone de manifiesto que dos funciones de densidad de Lorenz

equivalentes tienen el mismo indice de Gini.
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Si se realiza la integral de (3.10) se tiene:

( 1
| 36 xp?2+ (1—-3G) Xp; 0SGS§
L,(p) =4 < x 1
Ik +(—s+\/_)><p+Cte 3sG=1
siendo
_ 8
*Toa-062
La constante de integracion tiene que tener un valor tal que
L,(D=1
luego:
sx1
> +(=s+V2s)x1+Cte=1
S
Cte =2 - V2s+1
y sustituyendo en (3.10) resulta:
( 1
| 3Gp? + (1 -3 G)p; 0SGS§
L,(p) :4 1
I\ +(S+\/_)Xp+(——\/_+1) Z<G <1
3Gp* + (1 - 3G)p; 0<G<:
L,(p) =

1 . .
(9(1—0)2) (4p* +4(1-3G6)p + (1 -36)%) S <G <1

Esta es la funcion cuadratica que es equivalente, a efectos de desigualdad, a

cualquier otra curva de Lorenz, cualquiera que sea su ecuacion, pero con el mismo
indice de Gini.
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Cuando no hay exclusion, la funcién cuadratica obtenida pasa por el origen pero
cuando hay exclusion, esta funcién pasa por el punto de exclusion y por supuesto por
el punto (1, 1). La curva de Lorenz en ese caso estd compuesta por una recta,
superpuesta al eje p de abscisas, que va desde el origen hasta el punto de exclusion

y a partir de aqui por la funcién cuadratica obtenida.

1

Obsérvese que para G = 3

L,(p) = p?

En ambos casos este es el resultado que se espera obtener al aplicar la formula:

1 311 1

G=1—2J pzdp=1—2><p— =—

o 3 3

0

Este valor del indice de Gini y esta curva de Lorenz, son el limite que determina la
existencia o no de exclusion. Para valores superiores de G, la ecuacion de segundo
grado ya no pasa por el origen, su punto de corte con el eje p de abscisas, va
desplazandose desde 0 hasta 1 conforme G aumenta, llegando a 1 para G = 1y

convirtiéndose en la recta vertical p = 1.
Veamos dos ejemplos, uno sin excluidos y otro con excluidos.

Ejemplo 1: Sea L(p) una funcién de Pareto con @ = 2,5:

Lp)=1-(1-p) 75 =1—(1—p)
25—-1 13 2
V(p)=T(1—P) 2-5=§(1—p) 5

Ambas estan representadas en el gréafico 21.
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yt3
«x=2,5
2.5
i )
J
1. ja'l
Vip)
/
3 r
=l
L(p)
p
0.5

Gréfico 21. Distribucién de Pareto con a =2,5

Vamos a calcular sus funciones lineal y cuadratica equivalentes. EIl momento de

V(p) respecto al eje p = 1/2 es segun (3.4.4):

v~ 1 1 1
Y27 40 —2 4%x25-2 8

Teniendo en cuenta (3.9):

3 1 6p+1
Vi) = 12M xp+ (1 —6M) = o x p+— =~
2 4 4
El indice de Gini, segun (3.12) es:
G—2><M—1
= =7
Luego segun (3.4):
3 1 3p+1
Lz(P)=3Gp2+(1—36)p=2p2+1p:%_

Ambas se han representado en el grafico 22.
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a=2,5

L1.5 L2(p)
Veq(p)

Gréfico 22. Funciones lineal y cuadratica equivalentes de Pareto

Por tanto, a efectos de desigualdad, la curva de Lorenz de Pareto:

(2.5-1)

Lp) =1—(1—p) 25 =1—(1-p)s

y la curva cuadratica:

3 1 p(Bp+1)
Lz(P)=ZP2+ZP=T

son equivalentes.

Igualmente, son equivalentes, a efectos de desigualdad, la funcion de densidad
de Lorenz de Pareto:
3 2
V(p) = c(1-p)s
y la recta:

1 6p+1

3
LG (Z’) = EZ >< I’ _F ;I = 4‘ "
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En el grafico 22 puede apreciarse como las areas debajo de las respectivas
curvas son las mismas.

Ejemplo 2: Sea L(p) la curva de Lorenz polinébmica de séptimo grado obtenida en
el ejemplo 3 del epigrafe 3.3.

7p7 + 4p3 + 2p% + 3p

L(p) = T

Vamos a calcular su indice de Gini:

fi <7p7 +4p° + 2p* + 3p> 4 =
0

16 P =384
G=1-2x 97 _ 95 0,494792
B 384 192 '

Para obtener la curva cuadratica, sustituimos este valor de G obtenido en (3.10),
teniendo en cuenta que G > 1/3.

16384 p% — 7936 p + 961

L(p) = 9409
¥
1.5
0.5 2(p
L({p)
2}
-1 0.5
0.5

Gréfico 23. Curva de Lorenz de 7° grado y su equivalente de 2°
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Las curvas de Lorenz de séptimo grado y su cuadratica equivalente, se
representan en el grafico 23, donde para que se vea la forma de los polinomios, se

han dibujado también fuera del dominio de definicion, [0,1].

Obsérvese en el grafico que la curva cuadratica es tangente al eje p de abscisas.
El punto de tangencia es exactamente el punto de exclusién P, Desde el origen hasta

ese punto, la curva de Lorenz es una recta coincidente con el eje de abscisas.

Para calcular P, hay que buscar la raiz doble de la curva cuadrética.

16384 P§ — 7936 P, + 961 _ 0
9409 N

P = 31 0,242186
°~ 128 7

hay un 24,22% de exclusion.
Vamos a calcular para este ejemplo, V(p) y su equivalente lineal.

1 d(7p” + 4p> + 2p® +3p) _49p°+12p* +4p +3

Vi) = 15 dp 16

Su funciodn lineal equivalente, sustituyendo el valor de G en (3.9), se obtiene:

95
3 4(1-3x>=
Vi(p) =———— xp+ ( 1922)=
9(1- 1) 9(1-1)
192 192
. )_32768)( 7936
1P ="9209 *P " 9209

esta ecuacion se puede obtener también directamente, derivando la curva cuadratica

obtenida:

d(L,(p)) 256 x (128 p—31)
dp 9409

Vi(p) =

En el grafico 24 se representa todas las curvas obtenidas.
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v(pd

V1in(p)

Lz2(p)

L(pd

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Gréfico 24. Curva de Lorenz cuadratica y lineal equivalentes

Resumiendo, la curva de Lorenz y su funcion de densidad:

7p7 + 4p3 + 2p% + 3p

L(p) = T

49p° + 12p% + 4p + 3
16

V(p) =

por el principio de equivalencia, tienen una curva de Lorenz cuadratica y una funcion

de densidad lineal de Lorenz equivalentes, que vienen dadas por:

16384 p% — 7936 p + 961
9409

L,(p) =

32768 7936

Vip) = = 222
1) = 3209 %P ~ 5400

gue tienen los mismos indices de desigualdad. Las equivalentes, ademas de ser mas
sencillas, nos indican, en el corte con el eje de abscisas, el punto de exclusion de la

distribucion de renta correspondiente.
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3.4.6 Funciones cuadraticas equivalentes de funciones de Lorenz

e Distribucion exponencial

L(p) =p+ (1 —-p)Ln(1-p)

My, = fol (P - %) (—Ln(l — p))dp = 1

4
G—2M—2><1—1
N - 4 2
( 1
| 3Gp%+(1-3G)p 0<G s§ (3.10)
Lz(P)=4| 1
2 _ — 2 —-<G <
k(9(1_6)2)(4;9 +4(1-30)p+(1-30)) <G <1

1
L,(p) = (m) (4p? +4(1 =3 % 0,5)p + (1 — 3 x 0,5)?)

16p2 —8p +1
L,(p) = 9
2
v
r1.5
0.5

L2¢
L(p) P
0.2 0.40.6 0.8 1

Gréfico 25. C. de Lorenz exponencial y su cuadratica equivalente
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e Distribucion exponencial general

Lp)=p+ 1 +2Aa)'(1 —p)Ln(1 —p)

~ 1 1\ faA — Ln(1 —p) B 1
Ml/Z_L( _§>< al+1 >dp_4(a/1+1)

( 1
| 36p?>+(1-3G)p 0<G<gz (3.10)
L,(p) =4| 1 1
- 2 — — 2 -<G <
k(9(1_6,)2)(4;9 +4(1-30)p+(1-30)") <G <1
G=2M=2X ! = !
B B 4(ar+1) 2(ar+1)
1 _ 1
2(ar+1) 3
1= 1
“=3
Es el nuevo limite al cambiar las variables. Hay dos casos:
L,(p) =3 ! ) 2+ (1 3( ! ) ! <al
2P 2@+ /)P 2(ar+D/)P 2=

(
/ : : _3(—
l\g <1 B (z(a;n)))z} < < (2(“’1 + 1)))

+ (1 -3 (m)y) al

IA
N =

Simplificando:

_3p*+Qar-1p
L®) ===+

1< 1
;Sa

L(p) = 16 p2(al+ 1)? + 8p(2ar + 1)(ar + 1) + (2ar — 1)?
2\P) = 9(2al + 1)2

1<t
=3
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Para al =

L,(p) = p*.

En el grafico 26 se representan L(p) y Lo(p) paraat = 1/2.

1.5

H

10.5

\\\\\&Eiii ,

L(p)

Grafico 26. C. Lorenz exp. general y su cuadréatica equivalente

e Distribucion uniforme

)

op?
L(p)_ap+(z)

+(3)
1 2(0p + a)
Ml/z_f (p__ ( zf+ea> 6(2a+9)

3Gp*+ (1 -3G)p 0<G <

NlQ:

(3.10)

W =

(9(TG)2> (4p* +4(1-3G)p+ (1-36)%)

Wl -
IA
(op]
IA
—_

0 0

G=2M=2X =
6(2a+6) 32a+0)

G ! 0
= — > =
3 a
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0 p*+2ap

L(p) = 2a+ 6

=L(p) 0<a

Para a = 0 se tiene:

L,(p) = p*.

Obsérvese que como la curva de Lorenz es de segundo grado, coincide con su
cuadratica.

e Distribuciéon de Pareto

Lip)=1-(1-p)av/e

o

1
Ml/z—m con a>1
G=2M=—
B 2 — 1
11 ,
— - =
3 2a—1 *
( 1
| 3G6p% +(1-3G)p 0<G <z (3.10)
Lz(m:{I )
S — 2 - —-36G))) =-<G <
k(9(1_(;)2)(4;0 +41-36)p+(1-36)) <G <1
1y, 1
LZ(p)ZB(Za—1>p * 1_3(2a—1> P 2sa
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3p? 2a—4
[ wrGaap
20 — 1
Lz(p)=4 s 2 )
| Qa—1)%*p?+ Ra—4)Q2a—1p+ (a—2) L <q<?
9(a — 1)2 =as

Para a = 2, se tiene:

L,(p) = p%.

En el grafico 27 se representan varios ejemplos de curvas de Lorenz de
distribuciones de Pareto para distintos valores del pardmetro, asi como sus

correspondientes funciones cuadraticas.

1.5

Parato

He

x=1,5
0.5

0.5

-0.5

Grafico 27. Curvas de Lorenz de Pareto y cuadraticas
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3.5 indice de desigualdad V

Dada una funcion de densidad de Lorenz V (p), cuya funcion lineal equivalente es:

y=sXp+b

se define un nuevo indice, V, para medir la desigualdad:

2
V = —Arctan(s)
T
donde s es la pendiente de la recta equivalente.

Este nuevo indice propuesto es intuitivo y posiblemente el mas sencillo que se
pueda construir. En un reparto de renta, excepto para el caso en el que hay
equidistribucion, hay diferencias de renta de unos individuos a otros. El efecto
conjunto de todas esas diferencias de renta entre individuos, cuando se hace una
descripcion global a nivel de toda la poblacion es lo que llamamos desigualdad. Es
decir las diferencias individuales, cuando subimos de nivel individual al grupal y las
consideramos todas de forma conjunta se convierten en desigualdad. La medida de la
desigualdad es el intento de obtener un nimero o indice que represente para toda la
poblacién, el grado de esas diferencias individuales. Podemos decir que la
desigualdad es la variable emergente de las diferencias de renta individuales. Un simil
puede ser la temperatura de un gas que es una medida a nivel macroscoépico de la

energia cinética media de las moléculas que componen el gas.

Para construir este nuevo indice se procede de la siguiente forma. En primer
lugar, dada una funcion de densidad de Lorenz V(p) cualquiera, aplicando el principio
de equivalencia, se obtiene una recta equivalente que cumpla dos condiciones: que
tenga el mismo momento de primer orden respecto al eje p = 1/2 que V(p)y que
sea una funcion de densidad. En segundo lugar, se mide el angulo en radianes que
forma esa recta con la horizontal. En tercer lugar, como el angulo varia desde O,
horizontal, hasta /2, vertical, se multiplica ese angulo por 2/ir con lo que se
normaliza y la variacién es de 0 a 1. Finalmente, y esta es la parte intuitiva, se asimila

el concepto fisico de desnivel de la curva que representa el densidad de Lorenz con el
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concepto economico de desigualdad ya que ese desnivel es la diferencia de renta, eje
y, que tiene la poblacién, eje x. Con esto se consigue ademas de la sencillez, un

indice que por construccion varia linealmente.

Obsérvese que si los angulos en vez de medirse en radianes, se miden en grados
centesimales, V es exactamente la medida del &ngulo que forma la recta equivalente

con la horizontal, dividida entre cien.

3.5.1 Propiedades de V

Los indices de desigualdad han de cumplir unos requisitos para ser considerados
como tales. Estas propiedades se describen de forma mas detallada en el epigrafe de
antecedentes de esta memoria. De estos requisitos o propiedades, como se indica en
Lafuente (1994), los siete primeros son exigibles y los deben cumplir todos los indices
gue pretendan cuantificar la desigualdad, mientras que los restantes son deseables. A
continuacion se demuestra que el indice propuesto verifica los mencionados
requisitos o propiedades. Adicionalmente se demuestra y se enfatiza la importancia

de que el nuevo indice sea lineal.
e Normalizacion

El valor minimo del indice se obtiene cuando todas las rentas coincidan. Es decir

cuando la igualdad es total, el indice ha de ser igual a cero.

En el caso de equidistribucion, V(p) = 1, la recta es horizontal y su pendiente es

igual a cero.

2
V =—arctan(0) =0
vis
e Maximalidad

El indice converge a su valor maximo cuando la renta tiende a concentrarse en

un Unico perceptor.
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Cuando la renta tiende a concentrarse en un Unico perceptor, V(p) tiende a la recta

vertical p = 1 cuya pendiente s tiende a .

2 2
V=—limarctan(x) =—x==1
T 2

T X—>©
e Simetria

Alteraciones en la posicion de las rentas no afectan al valor del indice.

Cualquier funcién que represente un densidad de Lorenz en la que solo varie la
posicion de los individuos que perciben esas rentas, al ordenarlas de menor a mayor

renta, dan una misma funcién V(p) y por consiguiente un mismo valor del indice V.
e S-convexidad

La medida de desigualdad asignada a una situacion intermedia entre dos
distribuciones toma un resultado comprendido entre los valores correspondientes a

los casos extremos.

Dadas dos funciones de densidad de Lorenz Vi(p) y Va(p), cuyas funciones
lineales equivalentes tienen pendientes s; y S, respectivamente, con s; < Sy, y con

indices de desigualdad V; y V,, respectivamente:

2 2
vV, = p- arctan(s;) <V, = p- arctan(s,)

Cualquier funcion V,,(p) intermedia entre V;(p)y V,(p), tiene una funcién lineal

equivalente con s,, comprendida entre s; y s,.

Si  s; < s, <s, entonces el indice de desigualdad V;,, estd comprendido

entre los indices extremos:

2 2 2
v, = - arctan(s,) <V, = - arctan(sy,) <V, = - arctan(s,)
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e Principio de Pigou-Dalton

Siempre que se redistribuyen rentas desde individuos privilegiados hacia

perceptores de rentas mas bajas, el valor del indice de desigualdad disminuye.

Cualquier redistribucion de rentas desde individuos privilegiados, situados a la
derecha en la ordenacién, hacia perceptores de rentas mas bajas, situados a la
izquierda, hace que el valor de p correspondiente a esa renta transferida, disminuya.
Por consiguiente, la distancia al eje p = 1/2 disminuye, disminuyendo asimismo el
valor del momento de primer orden respecto al eje p = 1/2 que como se observa en el

epigrafe, 3.5.2, la relacion con la pendiente de la recta equivalente s:

Ll (p —%) V(p)dp = %

[( v =1-2.

Se toma una ecuacion u otra dependiendo de si hay o no exclusion, pero en
ambos casos si disminuye p disminuye s y al disminuir s disminuye el indice V.
Obsérvese que en el segundo caso el que s esté en un término negativo del segundo

miembro de la ecuacién se compensa al estar en el denominador.
e Continuidad

El indice es una funcién continua.

2
V = — arctan(s)
/s

La funcion arctan(x) es continua para todo el eje real, desde - hasta +co.
Cuando s varia en el intervalo [0, +0); se tiene que arctan(s) varia en el intervalo [0,

/2] de forma continua.
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e Principio de poblacién de Dalton

El indice de desigualdad no depende del numero de individuos que componen la

poblacion, sino Unicamente de las proporciones de rentistas.

El dominio p de la funcién de densidad de Lorenz V(p), es:
P=N
Siendo N el numero total de individuos que componen la poblacién. La variable p
es relativa y varia en el intervalo [0, 1] independientemente del valor de N. Si las

proporciones de rentistas son iguales, VV(p) es igual y VV es igual. En consecuencia el

indice de desigualdad V no depende de N.
e Invariancia por homotecias
Variaciones proporcionales en todas las rentas no afectan al valor del indice.

En el apartado 3.1 cuando se define la funcion de densidad de Lorenz V(p), el eje
de ordenadas y es relativo y representa el cociente de la renta individual entre la renta
media. Si todas las rentas se multiplican por una constante k, la nueva media también
vendra multiplicada por esa constante, no variando el valor de y. Como V(p) queda

invariable, el indice V tampoco varia:

k X'I"l' i

Y kX
e Varianza por traslaciones

El valor de la medida de desigualdad disminuye cuando todas las rentas

aumentan en una cantidad constante.

Sea y; el valor de la ordenada de una funcién de densidad de Lorenz V(p). Segun

la definicién de V(p) dada en el apartado 3.1 se tiene:
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Ty
yi=-
Y

donde ri es la renta del individuo i y p es la renta media dada por:

H=N

siendo R la suma de todas las rentas individuales y N el niUmero total de individuos. A
continuacién se muestra el valor de la nueva ordenada y, cuando la renta de cada

individuo aumenta en una cantidad constante k.
El nuevo valor de R, R’ es ahora:

R"=R+kN

El nuevo valor de la renta media es:

, R _R+kN K
luego
_Tl'+k
YZ_H_I_k-

En esta nueva distribucion, el punto de equidad Pe queda invariable ya que

corresponde al individuo que tiene una renta igual a la media.
Para el punto de equidad se tiene: ri = p luegoy; =y, =1

Para los desfavorecidos donde ri < u se tiene, dado un a positivoyri = u — a:

_n_u—a_l a
TR u
rn+k p—a+k a

y2: = :1—
u+k u+k u+k
Y1 <Y2.

Para los favorecidos donde ri > p se tiene, dado un « positivo; ri = p + a:
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o O Uta a
TR u
ri+k p+ a+k a

Vo = = = +
u+k u+k u+k
Y1>Y2-

Luego el efecto de sumar una cantidad constante a las rentas es aumentar la
renta relativa de los desfavorecidos y disminuir la renta relativa de los favorecidos con
la consiguiente disminucion del indice V. Cuando V(p) es sustituido por su funcién
lineal equivalente, tiene lugar un giro de la recta respecto al punto (Pe,l)

disminuyendo la pendiente s y por consiguiente el indice V.
e Principio de transferencias regresivas

El valor del indice experimenta un aumento cuando se transfieren rentas desde

individuos situados en estratos bajos hacia otros de estratos superiores.

La demostracion de este principio es similar a la del Principio de Pigou-Dalton. La
Unica diferencia es que en este caso al transferir renta desde los individuos situados
en estratos inferiores, situados a la izquierda en la ordenacién, hacia otros de estratos
superiores, situados a la derecha. El valor de p correspondiente a esa renta

transferida aumenta, aumentando igualmente s y el indice V.
e Linealidad de V

La linealidad es una propiedad que no es exigible pero es muy importante para
cualquier escala de medida. La linealidad hace que incrementos iguales en la
magnitud medida se traduzcan en incrementos iguales en el resultado de la medida.
Las escalas no lineales, producen incrementos o decrementos no proporcionales con
lo que tienen el efecto de sobreestimar o subestimar la variable medida, en este caso

la desigualdad.

Al asociar la inclinacién de la recta que representa las rentas relativas con la

desigualdad y definir el indice de desigualdad V como el angulo que forma la recta
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equivalente con la horizontal, es evidente que los angulos varian linealmente con las
inclinaciones y por consiguiente el indice asi definido es lineal. Las pendientes sin

embargo, al igual que la funcion tangente, no varian linealmente con el angulo.

En el caso del indice de desigualdad V, la no linealidad de la pendiente s, se
compensa exactamente con la no linealidad de la funcién arco tangente ya que son

funciones inversas y su resultado es el angulo que si es lineal:
s =Tan(0)

2 2 2
V = —Arctan (s) = — Arctan (Tan (9)) =—0.
/i3 T T

3.5.2 Relaciones de los umbrales con el indice de Gini

e Relacién de G con larenta de perfectaigualdad y los umbrales

El indice de Gini se puede obtener a partir de la curva de Lorenz, L(p), pero
como se ha visto en el apartado anterior también se puede calcular utilizando la curva
V'(p). Concretamente a partir de los umbrales y la renta de perfecta igualdad. Esta
relacion proporciona una nueva especificacion del indice de Gini que se desarrolla a

continuacion.

Proposicion: El indice de Gini asociado a una funcion de densidad de renta con

renta de perfecta igualdad Ri, umbral alto, P, y umbral bajo, P, viene dado por:

G =2 Ri(Pa—Pb) (3.11)

Demostracion: Ri, a la izquierda de Pe es el area que hay por debajo de la recta

p = 1y porencimade V(p), es decir:

Ri = f (1 -v(p))dp.

Ri a la derecha de Pe es:

1

Ri= | (V(p)-1dp.

Pe
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El centroide p de Ri ala derecha es:

fo.p (V(p) = Ddp
a= - .
Ri

El centroide p de Ri a la izquierda es:

_ Lp (1 =v®))dp

Pb
Ri

1 Pe

2Ri(Pa—Pb)=2<f p(V(p)—l)dp—j

0

p(1- V(p))dp> =

e

=2 UG- Ddp=2[ pV@Idp-2 ”7]0=

1
= 2f pV(p)dp—1
0
integrando por partes: [udv = uv — [ vdu

con u=p; du=dp; dv=V(@p)dp;, v= [V(p)dp=L(p)

1

2Ri(Pa — Pb) = 2 {pL(p)]% - f L(p)dp} —-1=2x1- ZJ. L(p)dp—1=
0 0

1
=1—2fL(p)dp=G
0
yaque L(1)=1yL(0)=0.

Como se observa, a partir de los nuevos umbrales de poblacién definidos, surge
una nueva interpretacion para el indice de Gini. El indice de Gini es el doble de la
renta de perfecta igualdad multiplicada por la distancia entre los umbrales alto y bajo.
Esta expresion alternativa indica que si se transfiriera una renta igual al doble del
indice de Gini desde P, hasta P,, la nueva funcion de densidad obtenida seria

equitativa.
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e Regladelos 4/3

Proposicién: Cuando no hay exclusién y los calculos se hacen sobre la funcion
de densidad lineal de Lorenz equivalente, V;(p), el indice de Gini es igual a los 4/3 de
la renta de perfecta igualdad.

Demostracion: Segun se ha visto en el apartado 3.4.2, cuando no hay exclusion:

5 1 2

(Pa=pb) = (5-5) =3

por otro lado segun (3.11):

] .2 4R;
G=2R1(Pa—Pb)=2RL><§= 3

e El indice de Gini es igual al centroide vertical

Proposicion: Cuando no hay exclusion y los célculos se hacen sobre la funcion
de densidad lineal de Lorenz equivalente, V;(p), el indice de Gini es igual a la
distancia entre el centroide del triangulo que forma el area de perfecta igualdad Ri y la

recta .

Demostracion: Sillamamos h a la altura del triangulo que forma Ri, como la base

es igual a 1/2 se tiene que:

Ri = L X L X h = h

P Ty
por otro lado el centroide vertical es la media aritmética de las coordenadas de sus
vértices. Como la base del tridngulo esta sobre la recta de perfecta equidistribucion

V,(p) = 1, el centroide vertical equivale a:

(0+0+h))_h_4Ri

G = Centroide vertical = 3 3= 3
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1.5 V1(p)

He

0.5

L(p)

Ph ols Fa {

1/6 1/6

Gréfico 28. G es el centroide vertical
e Relacién de G con lafuncién de densidad de Lorenz, V(p)

Proposicion: El indice de Gini asociado a una funcion de densidad de Lorenz
V(p) es igual al doble del momento de la funcion de densidad de Lorenz, respecto al

eje p = 1/2 o al centro de la poblacion:

G=2 fol (p - %) V(p)dp =2 M, . (3.12)

Demostracion: El centro de la poblacién es larectap = 1/2

2 [ (p-3)vorip =2 pvoran- vy

teniendo en cuenta que V(p) es una funcion de densidad,

L}@Mp=1

y realizando la integral por partes la primera integral del segundo término: [udv =

w— [vducon u=p, du=dp, dv=V(p)dp, yv= [V(p)dp = L(p), se tiene:
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1

2]0 pV(p)dp = 2{pL(p)]o —fo L(p)dp} =2x1- Zfo L(p)dp

yaque L(1) = 1y L(0) = 0. Por tanto,

1

1 1 1
2 [ (p-3)v@ap =@x1-2[ Lo -1=1-2 LG)p =
0 0 0
Ejemplo 1: Sea la funcion de densidad de Lorenz V(p)

2p+1
2

V(p) =

2

p*+p

14
L(p) =j V(t)dt =
0

Por otro lado se tiene:

1 1/..2 371 271
p°+p D D 1 1 5
fo(p)p L( 2 >p 6l+4 671 12

G=1 ZflL()d C1—2x— =1
- , e = 12 6

gue coincide con el valor del momento.
Ejemplo 2: Sea la funcion de densidad de Lorenz V(p)

3p?+6p+2

V(p) = e

p3 +3p%+2p
6

2
L(p) =f V(x)dx =
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1 1\ (3p? + 6p + 2 Yip? 3p? p 1
2 (" ap=2| =+ _Z)dp=
L(p 2)( 6 )dp fo<2+4 6 6>dp
1 1 1 1
=%q4fﬁ_£i_i)=l
8| " 12| 12| " 6] ) %

Por otro lado se tiene:

1 1 3 2 4 2
p° + 3p“ +2p p* |1 3p°|1 2p°|1
jo (p)dp L( 6 >p 24]0+18 0" 12 |o

1 3 2 3

2471871278
G=1-2 j 1L( Ydp=1-2 5 _ 1
= —_— frnd fR— X —_ = =
| Lpdp 8= 12
gue coincide con el valor del momento.

Ejemplo 3: Sea la funcion de densidad de Lorenz V(p)

2p3 +9p? + 11p + 3
Vip) = 7

P 4+ 6p3 + 11p? + 6p]?
L(p)=f V(x)dxzp P 7 P pl
0

Z'I-l( 1) 2p3+9p? + 11p + 3 iy =
, P72 12 P=

Lip* 2p3 13p%? 5p 1
ZZJ'GL+JL+ p_nﬁ__ym:
0

0

6 3 24 24 8

11 2p*|1 13p3]1
S ] Y i) R B
30{0 12 )0 72 |0 T 360

Por otro lado se tiene:

1 1 4 3 2
p*+6p° + 11p~ + 6p
fL(p)dp=f< >4 dp =
0 0
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ps 1" p*] 11;o3l1 6p2r_ 1 6 11 6 251
0

=F00+%0 72 480_120+%+ﬁ+ﬁ=ﬁ
G=1 ZflL()d _ gyl 109
- , PP = 720~ 360

gue coincide con el valor del momento.

La proposicién (3.12) muestra claramente que en el indice de Gini influyen tanto la

renta como la distancia de la misma al centro de la poblacion. Esto queda oculto al

calcular el indice de Gini con la curva de Lorenz en el que depende solo del area de

una superficie. No obstante, no hay contradiccion puesto que la forma de la curva de

Lorenz, al hacer la integral de V(p), ya ha tenido en cuenta la distancia.
e Relacién de G con la pendiente s de la recta equivalente
Caso a) No hay exclusion: 0<s<2

Por (3.4) se tiene:

luego:
G—S 0<s<?2

o0 bien:
1
s=6G OSGS§

Caso b) Si hay exclusién: s> 2

Por (3.7) se tiene:
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Por otro lado por (3.12)

luego:
G 1 2\/2 2
=1-—; s =
3Vs
o bien:
= 8 1<G<1
T91-¢)2’ 3="°

3.5.3 Relacidon entre los indices de desigualdad Vy G

Como se ha visto en el epigrafe 3.5.2, la ecuacion que relaciona la pendiente s de

la funcion lineal equivalente con el momento de primer orden, depende de que haya o

no zona de exclusion. En el apartado 3.5.2 se ha visto la relacion del indice de Gini

con la pendiente s de la recta equivalente. Por otro lado, en la definicion de V, s es el

argumento de la funcion arco tangente. El limite de la zona de exclusion es s = 2 que

corresponde exactamente a G = 1/3. Por consiguiente, la relacion entre V y G,

también depende de la existencia o no de la zona de exclusion. Sustituyendo en la

definicion de V, el valor de s relacionado con G, obtenido en el apartado anterior, se

tiene:
(2 1
| —Arctan(6G), 0<G <=
T 3
V=1
I EArctan (L> 1< G <1
\ 7 9(1 - 6)?2/)’ 3= =

Despejando G obtenemos la relacion de G con V.
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(1t (nV 0<G<1

| 6 2"\ 2) =U =3
G={ 2 2 1

1—= V2 , <G <1

I 3 v 3

\ tan (%)

cuya representacion esta en el gréafico 29.

Hay que tomar Ga para G < 1/3y Gb para G > 1/3 con lo que la relacién entre

G y V queda como muestra el grafico 30.

Ga = 1/6tan(mx/2)

0.8 6b = 1-2/3J(2/tan(m/2)) .

Grafico 29. Tramos de G: Gay Gb

Obsérvese como el valor de unién de ambas curvas G = 1/3, es un punto
singular. Por encima de este valor se presenta la exclusion. Es decir un porcentaje de
la poblacién tiene renta cero. Visto al contrario, este punto singular es todavia mas
interesante. Si las rentas iguales a cero no las tenemos en cuenta para modelizar la
distribucion, el indice de Gini nunca pasara de 1/3. Este hecho nos induce a introducir
los conceptos de sesgo de exclusion y la resistencia G = 0,33, que han surgen al

estudiar larelaciébn de IV 'y G y que se proponen como futuras lineas de investigacion.
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Ga = 1/6tan(mx/2)

0.8 Gb = 1-2/3/(2/tan(mx/2))

1/3

0.2 0.4 0.6 0.8

Gréfico 30. Linealidad de V frente a G

Obsérvese en el grafico 30 la linealidad de V frente a G y como G va por debajo

de V subestimando la desigualdad.
Por ejemplo para una desigualdad cuyo valor de G = 0,333333;
la pendiente de la funcion de densidad de Lorenz es:

S=6XG =2

Este indice de Gini que puede parecer bajo, significando que hay poca

desigualdad, en realidad implica lo siguiente segun (3.3):

2—S
Vi(p) = s><p+( > >=2p

0,5 1
fo (2p)dp = 7

1 3
(2p)dp = 7

0,5
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Los desfavorecidos, que en este caso son exactamente la mitad de la poblacion,
disponen de un cuarto de la renta mientras que los favorecidos disponen de tres
cuartos. Tres veces mas. Se puede ver en el grafico 33. En este caso el indice de
desigualdad V = 0,704833.

1.5

H

0.5

045

Desfavorecidas Favorecidos

Grafico 31. Reparto de rentas para G = 1/3

Esa recta IV, = 2p representa el reparto de rentas, con una pendiente igual a 2,
formando un angulo de 70,4833 grados centesimales con la horizontal. Esta es otra
ventaja del nuevo indice V propuesto. Mientras G es dificil de calcular y no da una
idea exacta de la desigualdad real, V es inmediato y su interpretaciéon geométrica y
visual es lineal y directa. Corresponde exactamente a los grados centesimales de la

pendiente de la recta equivalente divididos por cien.
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3.5.4 Calculos de Vy G para distintas distribuciones

Con lo visto anteriormente, los célculos de V y G son muy faciles y rapidos para

distribuciones conocidas.
Por (3.12), G = 2M, por el epigrafe 3.5.3, se tiene que:
e Distribuciéon exponencial
G =0.5

2 8 2 32
V= ;Arctan (m) = EArctan (?) = 0.825460

e Distribucion exponencial general

1

¢ =@+ D

Siail > 1/2 entonces G < 1/3:

v = 2 avetan(—2)
iy retan al+1

Siail < 1/2 entonces G > 1/3

[

2
V = —Arctan |
T

\9 <1 B (z(a;ﬂ)))z

S_2,  (32(ad+1)?
2N 92a1 + 1)2

N~—

e Distribucién uniforme

- 2]
" 3Qa+9)

V—ZAt ( 20 )
- porean (2a +0)
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e Distribuciéon de Pareto

1
= >1
G e —1 con a=

Sia = 2 entonces G < 1/3:

2
v =Z Arct ( )
oA o 1

Sia < 2 entonces G > 1/3:

2 8
V = —Arctan

" (-

po 2 22a — 1)?
== rctan 9(a = 1)

3.5.5 Relacién de Vy G con el punto de exclusion

2.5

1.5

He

0.5

Grafico 32. Funcion de densidad lineal de Lorenz con exclusion
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En el gréfico 33 se representa una funcion de densidad lineal de Lorenz con

exclusion.

Se va a calcular a continuacién la ecuacion de esa recta, como el area del

triangulo debe ser igual a uno, se tiene que:

1
Ex(l—e)xh=1; h =

La pendiente de la recta es:

R 2
STl e T (1—e)

La ordenada en el origen se calcula teniendo en cuenta que el triangulo pequefio

es semejante al grande y tienen la misma pendiente.

—-b 2 —2e
(1—e)?

luego la ecuacion de la recta es:

0; 0<p<e
Vi(p) = 2p—2e

3 <p<l1

(1-e)? €=p

gue depende solamente de e. Por definicion del indice VV de desigualdad, se tiene:

2 2
V = —Arctan(s) = —Arctan(
/i3 T

)
(1-e)?/
Para calcular la cuadratica de Lorenz equivalente, se integra la ecuacion de la recta.

2 _2e
P 2p+cte

f%(P)dP = d—ez

la constante de integracidn se ajusta para que la integral pase por el punto (1, 1):
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12 -2e1 e?

1=— . o —
1—e)? + cte ; Cte 1= o)

por lo que la ecuacion cuadratica es:

0; 0<p<e
L.(p) ={p*—2ep+ ez_
1-e)2 ° -

gue igualmente, solo depende de e y es tangente al eje p en el punto de exclusion.

1 1 2 _ 2 2 1—
ch(p)dp=j (p (1ii;e>dp=( 38)

(1+2e)
3

1
6=1-2 L) dp=
e

luego las relaciones de los indices con e son:

(V = %Arctan ((1—2—e)2)
{kG _ (1 +32 e) '

LeCpd

Gréfico 33. Lineal y cuadrética con exclusion
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4 APLICACION EMPIRICA

4.1 Introduccién

En este capitulo se aplica la metodologia desarrollada en esta memoria a
datos de renta procedentes de la Encuesta de Condiciones de Vida para los afios
2009y 2013.

En primer lugar se proporciona una descripcion de la encuesta y se justifica
porqué se utiliza la renta disponible de los individuos por unidad de consumo para
analizar la desigualdad.

En segundo lugar se modeliza la distribucion de la renta en 2009 y 2013
utilizando funciones de densidad no paramétricas. A partir de estas estimaciones
se obtiene el indice de Gini, la curva de Lorenz y su densidad. En base a estos
resultados y aplicando los principios de equivalencia enunciados se obtiene la
curva de Lorenz cuadratica y la funcion de densidad de Lorenz lineal. Esta ultima
funcién proporciona la medida de desigualdad propuesta y los umbrales. A partir

de los mismos se analiza la estructura de la desigualdad.

Los resultados obtenidos se analizan teniendo presente el contexto
econdmico en el que se encontraba inmersa la economia espafiola en los afios
2009y 2013.

4.2 Datos utilizados. Descripcion de la encuesta

El propdsito de esta seccion es realizar una aplicacién empirica en la que se
utilicen los conceptos expuestos en los capitulos anteriores de esta memoria. Con
esta finalidad, se analiza la desigualdad de la renta para los afios 2009 y 2013
utilizando datos procedentes de la Encuesta de Condiciones de Vida (ECV)

elaborada por el Instituto Nacional de Estadistica (INE).

La ECV pertenece al conjunto de operaciones estadisticas armonizadas para
los paises de la Unién Europea. Se publicd por primera vez en 2004, sustituyendo

al Panel de Hogares de la Unién Europea, y su periodicidad es anual. Esta
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encuesta esta dirigida a los hogares, aunque también proporciona informacion por
individuo. De forma mas especifica, provee informacion sobre los ingresos y
situaciéon economica de los hogares; pobreza y privacion material; empleo y
actividad; situaciobn socioeconOmica de las personas mayores (pensiones y
jubilacién); vivienda y costes asociados a la misma; nivel de formacion; salud y
desarrollo regional. La variedad de informacion que proporciona la ECV hace que
sea la fuente estadistica mas utilizada en trabajos que analizan la distribucion de
la renta, la composicién de la pobreza y la exclusién social en Espafia. A su vez,
el caracter comunitario de la misma permite la realizacién de comparaciones con
otros paises de la Union Europea (véase INE 2013, para mayor informacion con

respecto a la metodologia de la encuesta).

El estudio empirico de la desigualdad requiere de la seleccién de un variable
proxy del bienestar alcanzado por los individuos. Aunque hay autores que
destacan que el consumo (gasto) es un indicador mas preciso que la renta para
determinar la posicion del hogar (véase por ejemplo Ruiz-Castillo, 1987; Slesnick,
1991 y 1993) la mayor parte de los trabajos empiricos, sobre todos los que
realizan comparaciones internacionales, utilizan la renta para medir el nivel de
vida de un hogar. En esta memoria se utiliza la renta disponible del hogar, es
decir, neta de impuestos directos y transferencias correspondientes a los afios
2009 y 2013. Dicha variable se refiere al afio anterior a la realizacion de la
encuesta, es decir la renta del hogar que aparece en la ECV del afio 2009 es

realmente la del afo 2008.

En el afio 2013 la ECV cambié la metodologia de produccion de datos
relativos a ingresos del hogar. Actualmente este tipo de datos se elaboran
mediante una metodologia mixta que combina la informacion proporcionada por la
persona encuestada con registros administrativos de la Agencia Estatal de
Administracion Tributaria, la Seguridad Social, la Hacienda Tributaria de Navarra y
la Diputacion Foral de Vizcaya. Este cambio metodoldgico supone una ruptura de
la serie en la encuesta de 2013 que hace que los datos de renta no sean
comparables con los publicados en afos anteriores. Para subsanar este problema

el INE ha realizado estimaciones retrospectivas desde 2009 comparables con los
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datos de 2013. Por este motivo nuestro analisis comprende los afios 2009 y 2013,
el primer y ultimo afio de los datos comparables disponibles. Se han seleccionado
s6lo dos afos de la serie disponible porque el objetivo de esta seccion es mostrar
empiricamente los instrumentos que se proponen en esta memoria y no realizar

un analisis pormenorizado de la desigualdad.

Para obtener medidas de desigualdad no es adecuado considerar como
unidad el hogar, ya que el nivel adquisitivo de una familia es distinto segun sea en
namero de miembros que la componen. A su vez, hay que tener en cuenta las
economias de escala en el consumo ya que hay determinados gastos
(calefaccion, luz etc.) que no dependen linealmente del tamafio del hogar sino que
crecen a una tasa menos proporcional que en numero de miembros de un hogar.
La solucion adoptada para comparar hogares con distinto tamafio con y
necesidades diferentes es utilizar escalas de equivalencia (véase por ejemplo
Jenkins, 1999). En esta memoria se utiliza la escala de la OCDE (Organizacion
para la Cooperacion y el Desarrollo Econdmico) modificada. Esta escala, asigna
el valor 1 al primer adulto, 0.5 al segundo adulto y a los siguientes y 0.3 a los
menores de 14 afos. Una vez calculada la renta disponible por unidad de

consumo o renta equivalente se le imputa a cada uno de los miembros del hogar.

Finalmente, para tener en cuenta el efecto de la inflacion durante el periodo
considerado, los datos de renta se han deflactado utilizando el IPC (indice de
precios al consumo) de 2011 publicado por el INE (www.ine.es). De esta forma las

comparaciones se realizan en términos reales.

A continuacion se describe brevemente, con el objeto de poder contextualizar
los resultados empiricos obtenidos, la situacion econdmica de Espafia en el
periodo que contiene a los afios seleccionados. Para ello recurrimos a la
evolucion de las indicadores PIB (producto interior bruto), empleo y desempleo.
Como es ampliamente conocido, la economia espafola ha atravesado un dura
etapa de crisis e inestabilidad marcada por altos niveles de endeudamiento, crisis
en la construccion y caida del consumo privado junto a una contraccion del

crédito. Aunque a finales del afio 2007 comenz6 a hacerse visible el menor
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crecimiento de la economia fue en el 2008 cuando estos signos de
desaceleracion se hicieron mas visibles presentado los principales indicadores

macroecondmicos una evolucién adversa.

En el 2009 se produjo una fuerte contracciéon del PIB siendo la tasa de
variacién con respecto a 2008 de -3.82%. Aunque el PIB empez6 a recuperarse
en 2010, esta recuperacion quedé ensombrecida por la crisis de la deuda
soberana a finales de 2011. La baja calificacion de la deuda soberana encarecio
la financiacion para algunos paises (principalmente los paises del sur de la
eurozona como Espafia) disparandose la prima de riesgo. La disminucion del
déficit publico era necesaria para frenar la crisis de la deuda, dificultando este
hecho el impulso de la actividad economica por parte de las Administraciones
Plblicas. Los procesos de ajuste necesarios para controlar el déficit publico
limitaron el crecimiento de la economia espafiola que muy modesto en 2011. Este
crecimiento no se consolidé retornando a tasas negativas de crecimiento en los

afios 2012 y 2013 como se puede observar en la tabla 4.1.

La tabla 4.1 muestra la tasa de empleo, obtenida mediante el cociente entre el
numero total de ocupados y la poblacion total, para el periodo 2009-2013. Como
se observa, la caida de la tasa de empleo fue bastante importante en el afio 2009
y aunque en los afios 2010 y 2011 fue menor, vuelve a acentuarse en 2012
debido, entre otras causas, a la reforma laboral de 2012 que flexibilizd las
condiciones para la extincion de los contratos y a la continuidad en el recorte de la

oferta de empleo publico.

Otra magnitud macroecondmica que se ha visto fuertemente afectada por la
crisis econdmica y financiera es la tasa de desempleo. Como se muestra en la
tabla 4.1 ha pasado del 8.23% en 2007 al 26.09% en 2013 situandose entre las

mas altas de la eurozona.
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Tabla 4.1. Indicadores econémicos

AfiO Tasa de Tasa de
desempleo empleo Tasa de
crecimiento
2007 8.23 54.4 anual del PIB
(variaciones de
2008 11.25 53.32 volumen %)
2009 17.86 49.43 -3.8
2010 19.86 48.31 -0.2
2011 21.39 47.43 0.1
2012 24.79 45.43 -1.6
2013 26.09 44.36 -1.2

Fuente. Elaboracién propia a partir de los datos de la Encuesta de Poblacion
Activa y Contabilidad Regional de Espafa elaborada por el INE

La evolucion de estas magnitudes macroecondémicas tienen una traduccion
inmediata a nivel micro. La renta media equivalente o por unidades de consumo a
precios constantes ha disminuido un 14.38 % de 2009 a 2013. La renta
equivalente mediana también ha experimentado un descenso del 15.12 % (véase
tabla 4.2). Como era previsible, el hecho de que la mayor parte de las rentas de
los hogares provengan de las retribuciones salariales, hace que el
comportamiento del mercado laboral tenga serias repercusiones en la distribucion

de larenta y en la evolucion de la desigualdad.
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Tabla 4.2. Descriptivos muestrales

ARo Media Dqsylac. Mediana Observ.
tipica

2009 18612.84 12534.17 16152.61 30420

2013 15934.78 10816.76 13709.14 26436

Fuente: Elaboracién propia a partir de datos de la ECV

4.3 Ajuste de densidades

Con el proposito de realizar un analisis mas detallado de la distribucion de
la renta y la desigualdad, se han estimado funciones de densidad asociadas a la
variable renta equivalente por unidad de consumo para los afios 2009 y 2013. En
una primera aproximacion se estimaron, para modelizar la distribucion de la renta,
densidades Lognormales (Aitchinson y Brown, 1957; Lambert, 1993, p. 56) y
Gamma (Lafuente 1994, Chotikapanich y Griffiths, 2008). Ninguno de los ajustes
supero el test de bondad de ajuste de Chi-cuadrado por lo que se decidié optar

por métodos mas flexibles y utilizar densidades no paramétricas.

Cada vez es mas frecuente la utilizacion de funciones de densidad no
paramétricas en el estudio de la distribucién de la renta (véase entre otros los
trabajos de Jenkins 1995, Herrerias et al. 2001, Gradin et al. 2006). La estimacién

de la densidad no paramétrica atiende a la siguiente expresion (Silverman, 1986):

donde n es el tamafio muestral, x; la observacion i-ésima, h el parametro
suavizador o ventana y k(u) es el nacleo. En este trabajo se ha utilizado el nucleo

de Epanechnicov que viene dado por la siguiente expresion:

k(u) = {% (1—-u?) siful<1

0 enelresto
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La eleccidon del pardmetro h se ha hecho utilizando el método del plug in
(véase Jones et al. ,1996, Sheather and Jones, 1991 y Pittau and Zelly, 2006).

El grafico 34 muestra las estimaciones de las densidades no paramétricas
correspondientes a los afios 2009 (h = 2995) y 2013 (h = 2501). Utilizando el test
de Chi-cuadrado se acepta la hipo6tesis nula de que provengan de poblaciones
distribuidas segun la densidad especificada, a un nivel de significacion del 5%.
Los p-valores son 0.6016 y 0.9943 para 2009 y 2013 respectivamente.

/AN
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Grafico 34. Densidades estimadas 2009, 2013

La contraccidén de renta que tuvo lugar de 2009 a 2013 se ve reflejada en el
grafico 34 con el consecuente desplazamiento hacia la izquierda de la funcion de
densidad en el 2013. El porcentaje de individuos con renta baja y media baja se
ha incrementado notablemente en 2013 en detrimento del peso la clase media y
media alta. En este contexto de disminucion de la clase media cabe esperar un
reparto de la renta mas desigual como revela la curva de Lorenz y los indices de

desigualdad recogidos en la tabla 4.3.

Una vez estimada la distribucién de la renta se procede a realizar un andlisis
mas detallado de la desigualdad aplicando las herramientas desarrolladas en esta
memoria. Aplicando el principio de equivalencia, se obtiene la curva cuadrética de

Lorenz y la funcién de densidad lineal. A partir de aqui se obtendra el indice de
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desigualdad V. Se representaran graficamente las curvas y umbrales obtenidos
para cada afo (véanse los graficos 35 a 40). La tabla 4.3 contiene los indices de
Gini y V . Adicionalmente se han calculado los indices de Theil y la varianza de

los logaritmos.

Los resultados permiten observar que la desigualdad ha aumentado del 2009
al 2013. Todas las medidas tienen un comportamiento similar que refleja un
aumento de la desigualdad de la renta. Sin embargo, la medida propuesta V, es
lineal, es mas facil de calcular y su interpretacién geométrica y visual es inmediata
ya que es el angulo centesimal que forma la recta equivalente con la horizontal.

Tabla 4.3

ARo Theill Gini Varlog CcVv \%

2009 0.174759 | 0.319596 | 0.437519 | 0.673415 | 0.693981

2013 0.184824 | 0.328391 | 0.514153 | 0.678815 | 0,701012

Fuente: Elaboracion propia a partir de datos de la ECV

4.4 ECV ano 2009

De la curva de Lorenz no paramétrica obtenida, se integra numéricamente y

se calcula el indice de Gini:

1
f L(p)dp = 0,340202
0

1
G=1- zf L(p)dp = 0,319596
0

Se calcula el momento de V(p) respecto del ejep = 1/2

1 1
My, = f (p - E) V(p)dp = 0.159798
0
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2X M1 =2x0.159798 = 0,319596 = G.
2

La funcién cuadratica de Lorenz, se obtiene sustituyendo el valor de G en
(3.10):

L,(p) = 3Gp? + (1 - 3G)p = 0,958788 p? + 0,041212p.

La funcién de densidad lineal se obtiene sustituyendo el valor de G en (3.9)

V(p) =6G xp+(1—3G) =1,917576 p + 0,041212
aunque también se puede obtener derivando la cuadratica de Lorenz.

Conocida la pendiente de V;(p), se calcula el indice de desigualdad V:

2 2 2
V= ;Arctan (s) = ;Arctan (6G) = ;Arctan (1,917576) = 0,693981

Se comprueba que s = 6G.

ECV 2009

1.5

V1(p)

0.5

L2(p) P

0.5

Gréfico 35. ECV 2009 Curva de Lorenz, cuadrética y lineal

No hay excluidos ya que G < 1/3 . La funcién de densidad lineal de Lorenz

no corta al eje de abscisas dentro del intervalo [0, 1].
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Por facilidad y simplificacién en los calculos y para mostrar todo el proceso de
obtencién, el punto de equidad y los umbrales se van a calcular sobre la recta

equivalente V;(p) que tiene forma explicita:

V,(R) = 1,917576 P, + 0,041212 = 1
P, = 0,5.

Como era de esperar, al no haber exclusion, la recta equivalente pasa por el
punto (0,5; 1) y el punto de equidad esté en el centro de la poblacién.
0,5

(1,917576 p + 0,041212) dp = 0,260303
0

1
(1,917576 p + 0,041212) dp = 0,739697.
0,5

Es decir, los favorecidos, la mitad mas rica de la poblacion, tienen el 73,97%

de la renta mientras que la otra mitad, los desfavorecidos, el 26,03% de la misma.

Se va a calcular Ri a la derecha y a la izquierda y, al obtener el mismo valor,

su igualdad sirve de comprobacion.

1
R, = | (V(p)—1)dp = 0,239697
Pe

Pe
R; = f (1-V(p))dp = 0,239697.
0

Se comprueba que se cumple la relacién (3.8)

s 1917576
‘"8 8

= 0,239697.

La renta de perfecta igualdad, Ri, estd sombreada en el grafico 36 y sus

centroides marcan los umbrales P,y P,.

El centroide a la derecha, P,, tiene un valor:
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1 1
Pa=Pe+R_ (p_Pe)(V(p)_l)dp
iJp,

0,079899
P, =05+

» + 02396973 ~ 833333

1—P, = 0,166666
1

f (1917576 p + 0,041212) dp = 0,299832.
0,833

Luego hay un 16,67% de poblaciéon con renta alta que disponen del 30% de la

renta.
El umbral de renta alta es: V;(P,) = 1,917576 P, + 0,041212 = 1,639192

es decir, una persona se considera que tiene renta alta si su renta esta 1,64 veces

por encima de la renta media.

El centroide a la izquierda, P,, es igual a:

1 (Fe
P, = E,]; p(1—V(p))dp

_0,0399495

P, = 0239697 = 0,166667

Pp
f (1,917576 p + 0,041212) dp = 0.033501
0

luego hay un 16,67% de poblacién con renta baja que disponen de un 3,35% de la

renta.
El umbral de renta baja es: V;(P,) = 1,917576 P, + 0,041212 = 0,360808

es decir, una persona se considera que tiene renta baja si su renta esta por

debajo de 0,36 veces la renta media.

Se comprueba que se cumple (3.11)
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G =2Ri(Pa—Pb)=2x0,239697 x (0,8333 —0,1667) = 0,319596

4 4 % 0,239697
G = §Ri T E—— 0,319596.

ECV 2D09

Vi{p)

He

0.5

L2(pd B

Ph 05 Pa 1
Pa

Grafico 36. ECV Renta 2009. Umbrales

1,
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Gréfico 37. Renta equilibrada y desequilibrada 2009
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Para calcular la renta equilibrada y desequilibrada, se calcula previamente
V(1 —p) que como se ha visto en el epigrafe 3.8 es la funcion simétrica de V(p)

respecto del ejep = 1/2:

V(1 -p)=1917576 (1 —p) +0,041212 = 1,9588 — 1,9176 p.
La renta equilibrada es:

0.5 0.5
Re = 2[ V(p)dp = 2[ (1,917576 p + 0,041212)dp = 0,520606
0 0

R; =1—Re =0,479394

luego hay un 52% de renta equilibrada, frente a un 48% de renta desequilibrada.

4.5 ECV ano 2013

De la curva de Lorenz no paramétrica obtenida, se integra numeéricamente y

se calcula el indice de Gini:

1
f L(p)dp = 0,3358045
0

1
G=1- zf L(p)dp = 0,328391
0
Se calcula el momento de V(p) respecto del ejep = 1/2

1 1
My, = f (p —§> V(p)dp = 0.1641955
0

2X M1=2x0.1641955 = 0,328391 = G.
2

La funcion cuadréatica de Lorenz, se obtiene sustituyendo el valor de G en
(3.10):

L,(p) = 3Gp?* + (1 —3G)p = 0,985173 p% + 0,014827 p.
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La funcién de densidad lineal se obtiene sustituyendo el valor de G en (3.9):

Vi(p) =6G xp+ (1—3G)=1970346p + 0,041212
aunque también se puede obtener derivando la cuadratica de Lorenz.

Conocida la pendiente de V;(p), se calcula el indice de desigualdad V:

2 2
V= ;Arctan (s) = ;Arctan (1,970346) = 0,701012.

Se comprueba que s = 6G.

ECV 2013

1.5 V1(p),

0.5

Lip)

L2(p) o

0.5

Grafico 38. ECV 2013 Curva de Lorenz, cuadratica y lineal

No hay excluidos ya que G < 1/3 . La funcién de densidad lineal de Lorenz

no corta al eje de abscisas dentro del intervalo [0, 1].

Igualmente que para 2009, el punto de equidad y los umbrales se van a

calcular sobre la recta equivalente V;(p) que tiene forma explicita.

V,(P,) = 1,970346 P, + 0,014827 = 1
P, =0,5.

Como era de esperar, al no haber exclusion, la recta equivalente pasa por el

punto (0,5; 1) y el punto de equidad esta en el centro de la poblacion.
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0,5

(1,970346 p + 0,014827) dp = 0,253707
0

1

(1,970346 p + 0,014827) dp = 0,746233
0,5

es decir, los favorecidos, la mitad mas rica de la poblacion, tienen el 74,627% de
la renta mientras que la otra mitad, los desfavorecidos, el 25,37% de la misma. Si
se comparan estas cifras con las obtenidas para 2009 se observa como el

porcentaje de renta que tiene la mitad mas rica es mayor.

Se va a calcular Ri a la derecha y a la izquierda y, al obtener el mismo valor,

su igualdad sirve de comprobacion:

1

R, = | (V(p)—1Ddp = 0,246293
Pe

Pe
R; = f (1-V(p))dp = 0,246293.
0

Se comprueba que se cumple la relacién (3.8)

s 1,970346

;= — = 0,246293.
'8 8

La renta de perfecta igualdad, Ri, esta sombreada en el grafico 39 y sus

centroides marcan los umbrales P, y P,.

El centroide a la derecha, P,, tiene un valor:

1

1
Pa:Pe+R_ (p_Pe)(V(p)_l)dp
i’/p,

0,082098
P, =05+

) m: 0,833333

1-P,=0,166666

1
f (1,970346 p + 0,014827) dp = 0,303497.
0,833
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Por tanto, hay un 16,67% de poblacion con renta alta que disponen del 30,35% de

la renta.
El umbral de renta alta es:

V() = 1,970346 P, + 0,014827 = 1,656782

es decir una persona se considera que tiene renta alta si su renta esta 1,66 veces
por encima de la renta media. Notese que estos niveles son similares a los del
20009.

El centroide a la izquierda, P,, esigual a :

1 (Fe
P, = EL p(1—-V(p))dp

~0,041048875

P, = 0.246293 =0,166667

Pp
(1,970346 p+ 0,014827) dp = 0.029837.
0

De donde se deduce que el 16,67% de poblacion con renta baja que disponen de
un 2,98% de la renta. Obsérvese que aungue el porcentaje de poblacidén con renta

baja es similar al de 2009, disponen de un menor porcentaje de renta.
El umbral de renta baja es:

V,(P,) = 1,970346 P, + 0,014827 = 0,343218.

Es decir, una persona se considera que tiene renta baja si su renta esta por
debajo de 0,343 veces la renta media. Esta cuantia disminuye con respecto a

2009 debido a la contraccion que experimenta la media.
Se comprueba que se cumple (3.11):

G =2Ri(Pa—Pb)=2x0,246293 x (0,8333 — 0,1667) = 0,328391

4  4%0,246293
G=-Ri=—"-""

= = 0,328391.
3 3
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ECV 2013
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Gréfico 39.
Para calcular la renta equilibrada y desequilibrada, se calcula previamente

V(1-p)=1970346 (1 —p) +0,014827 = 1,985173 — 1,970346 p .
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La renta equilibrada es:

0.5 0.5
Re = 2] V(p)dp =2 (1,970346 p + 0,014827)dp = 0,5074135
0 0

R; =1— Re = 0,492586.

Luego hay un 50,7% de renta equilibrada, frente a un 49,3% de renta
desequilibrada. Como se ha visto en el epigrafe 3.8 esto significa que solo esta

ultima contribuye a la desigualdad.

Resumiendo, la contraccion de la renta como consecuencia de la crisis econémica
y financiera se ha traducido en un aumento de la desigualdad como muestran las
medidas calculadas. Los cambios que se han producido en los umbrales
calculados permiten observar los cambios en la estructura de la desigualdad. En
2013 aumenta, aunque ligeramente, el porcentaje de renta equivalente sobre el
total que perciben los individuos con rentas altas. Por el contrario, se reduce la
participacion en el total de la renta de los individuos pertenecientes al grupo de
rentas bajas. A su vez, el umbral de renta alta aumenta en 2013 en detrimento del
umbral de renta baja que disminuye de 2009 a 2013. Estos resultados ponen de
manifiesto que la crisis ha golpeado mas intensamente a los individuos peor

posicionados en términos de renta.
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5 CONCLUSIONES

5.1 Principales conclusiones

A continuacion se exponen las principales conclusiones a las que se ha llegado

en la presente memoria.

La revision detallada de la literatura especializada pone de relieve la
importancia de disponer de herramientas estadisticas que permitan y faciliten el
estudio de la desigualdad. En esta linea, en este trabajo se ha propuesto una
nueva metodologia para analizar la desigualdad de la renta y la estructura de la
misma. La estrategia que se ha seguido utiliza como punto de partida la funcion de
densidad de Lorenz definida en el capitulo tercero de esta memoria. Los puntos
singulares de dicha densidad definen umbrales de poblacion que permiten clasificar
a los individuos en grupos de renta atendiendo a criterios consistentes. Estos
umbrales, como se pone de manifiesto en la aplicacion empirica, facilitan el estudio
de la estructura de la desigualdad y permiten conocer si se estan acentuando las
diferencias entre los individuos situados en las partes altas y bajas de la

distribucion de la renta.

Se ha desarrollado un procedimiento alternativo para obtener curvas de Lorenz
explicitas a partir de cualquier polinomio con coeficientes no negativos. Esta

aportacion amplia los instrumentos existentes para generar curvas de Lorenz.

Se han enunciado dos principios de equivalencia. El primero de ellos permite
reducir cualquier funcion de densidad de Lorenz a una recta equivalente. El
segundo principio permite reducir cualquier curva de Lorenz a una curva de Lorenz
cuadratica equivalente. Estos resultados simplifican y facilitan el analisis de la
distribucion de la renta y lo que es mas importante, han permitido definir un nuevo
indice de desigualdad. Esta medida es igual al angulo que forma con la horizontal
la recta equivalente y, como se pone de manifiesto, verifica las propiedades

basicas que han de cumplir las medidas de desigualdad y ademas es lineal.
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Se ha propuesto una expresion alternativa para el indice de Gini en funcién del
momento de primer orden de la densidad de Lorenz y se demuestra la relacion

existente entre la medida propuesta y el indice de Gini.

En el capitulo cuarto de este trabajo se analiza la distribucion de la renta y la
desigualdad utilizando el procedimiento propuesto con el objeto de mostrar su
utilidad. Para este fin se han utilizado datos de renta procedentes de la ECV para
los afilos 2009 y 2013. Los resultados muestran la capacidad de la nueva
metodologia para analizar la desigualdad de la renta y su estructura. La medida
propuesta refleja un aumento de la desigualdad de la renta. A su vez, los puntos
singulares de la densidad de Lorenz permiten observar que la crisis ha golpeado
mas duramente a los individuos situados en las partes medias y baja de la
distribucion que han empeorado su situacion en beneficio de los mejor

posicionados.

5.2 Futuras lineas de investigacion

En lo que concierne a las lineas de investigacion futuras, esta memoria plantea
nuevas vias de trabajo de gran interés en la medicion de la desigualdad. El
problema que surge al ordenar curvas de Lorenz que se cortan puede abordarse

utilizando los principios de equivalencia enunciados en el capitulo tercero.

La medida propuesta se ha relacionado Unicamente con el indice de Gini
aunque resultaria de interés extender esta relacion a otras medidas que se

obtienen a partir de la curva de Lorenz.

Asimismo, la propiedad de linealidad de la nueva medida y sus implicaciones
redistributivas requiere un estudio mas pormenorizado. Finalmente destacar el
interés de aplicar la metodologia propuesta a analizar otros aspectos distributivos

como la polarizacién de la renta y su relacion con la generacién de conflicto social.
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