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CapriTUuLO 1

Introduccién y sintesis de los
principales resultados

Esta memoria de doctorado tiene por objeto el estudio de ecuaciones en derivadas
parciales que modelan tres problemas de interés en el ambito de la biomatematica,
mas concretamente en el contexto de biopolimeros: dos de ellos estan conectados di-
rectamente por su tematica que son la replicaciéon de ADN y el estudio de la energia
de liberaciéon cuando los pares de la cadena de ADN se separan y, el tercero, dedi-
cado a los procesos de agregaciéon de particulas, formando biopolimeros a partir de
cadenas de carbono a la que se le une material bioldgico, en el ambiente marino, esta
vinculado con el primero, no solo por la tematica, si no también a través de la ana-
logia de los modelos matematicos de tipo coagulacién—fragmentacion relacionado con
los estudiados para el ADN. En la introduccién presentamos los problemas tratados
a través de los procesos fisicos y biolégicos en los que se originan estos modelos, la
derivacion de las ecuaciones continuas de coagulacion—fragmentacién y la derivaciéon
de la ecuacién cinética de tipo Fokker—Planck para el modelo de separacién y repli-
cacién de ADN.

En los tres capitulos centrales que constituyen la presente memoria se desarrollan
los fundamentos matematicos para el analisis del buen planteamiento de los proble-
mas anteriormente mencionados. Concretamente, se estudian las ecuaciones de cada
uno de los modelos descritos en la introduccion en el siguiente orden: en el capitulo 2
se trata la ecuacién de Fokker—Planck que modela la energia de separaciéon de ADN.
En los capitulos 3 y 4 se estudia la replicacion de ADN y agregacién de particulas
en el ambiente marino, que son modelados mediante las ecuaciones continuas de tipo
coagulacion—fragmentacién. Los resultados de esta memoria se han organizado para
su publicacién en tres articulos que se corresponden con los contenidos expuestos en

3



4  CAPITULO 1. INTRODUCCION Y RESUMEN DE RESULTADOS

los capitulos 2, 3 y 4.

1.1 Replicacién de ADN

En el proceso de replicacién de ADN la doble hélice se desenrolla y separa en dos
ramas. La separacion o descompresion puede ocurrir, por ejemplo, mediante la in-
fluencia de una fuerza mecanica o por la elevacion de la temperatura, en cualquiera
de los casos involucra a la energia. Los pares de bases estdn unidos por puentes de
hidrégeno, y la molécula de ADN se abre como una cremallera por la ruptura de estos
puentes, separandola en dos ramas. La doble rama de ADN, como hemos comen-
tado previamente, puede ser separada por una fuerza solamente en caso de que ésta
exceda de un valor critico, en este sentido la descompresién es un fenémeno critico.
En el momento de la replicacién, proteinas especiales que inician el proceso se ad-
hieren al ADN en ciertas regiones llamadas origenes de replicacion. Estas proteinas
mantienen separadas las dos ramas y crean un pequeno hueco (a veces llamado ojo):
es el origen de replicacion. La molécula de doble hélice de ADN, puede verse como
un par de plantillas que son el modelo para la duplicacién, cada una de ellas comple-
mentandose con la otra, es decir, cada rama independiente actiia como una plantilla
para la formacién de una rama complementaria de ADN, asi cada molécula hija de
ADN tiene la misma secuencia que la original. La descompresién de la doble rama
sucede en ambas direcciones de los diversos origenes de replicacién. Las proteinas
que inician el proceso contienen helicasa, que es una enzima que rompe los puentes
de hidrégeno. En la formacion de un enlace de hidrégeno entre las bases, una de ellas
contiene un atomo de hidrégeno con carga positiva y la otra base un atomo cargado
electronegativamente. Cuando las ramas se descomprimen, la rama independiente
del ADN tiene una carga negativa. Si una fuerza constante F' se aplica a la doble
rama de ADN, ocurre un cambio de energia en cada monémero de la rama indepen-
diente. En [I7], [40] y [4I] han sido estudiados los casos en los que una fuerza es
aplicada para descomprimir el ADN; en ellos se hace un estudio para homopolimeros
(con una sucesién de bases uniforme), y para heteropolimeros (con una sucesién de
bases aleatoria), y se han descubierto marcadas diferencias en el comportamiento
energético.
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1.1.1 Ecuacion de Fokker—Planck para el modelo de
evolucion de la energia en la replicacion del ADN

Al aplicar una fuerza para separar la doble rama de la molécula en el proceso de
descompresién, una primera hipdtesis consiste en suponer que la sucesién de bases
se distribuye aleatoriamente. De esta forma, en las interacciones de las dos ramas
independientes de ADN no intervienen explicitamente todas las bases en la transicién
de descompresion. Esta hipdtesis nos lleva al escenario en el que los cambios de la
energia libre F(m) al separar exactamente m pares de bases se puede tomar de tal
manera que tenga una componente aleatoria que es independiente del tiempo. Con
este argumento, £(m) se puede expresar en la forma

E(m) = fm+ /Om n(n)dn,

siendo f la diferencia de los promedios de energia libre, entre la descompresion y
los mondémeros complementarios atin vinculados, y n(n) la desviacién causada en las
variaciones de temperatura en el proceso de apertura. El cambio que se produce en
E' al retirar un monémero adicional tiene la forma

dE

% :f+77(m)a (1'1)

con condicién inicial E(0) = 0.
La funcién de particiéon de un polimero de longitud finita m viene dada por

7 = / e EM/D) (1.2)
0

La funcién de particién para un polimero de longitud infinita se obtiene tomando el
limite m — oo en la ecuacion ([1.2)). La derivada de Z en (1.2) es

4z _ e EmI/T (1.3)
dm

con condicién inicial Z(0) = 0. Las ecuaciones y componen un sis-
tema acoplado de ecuaciones de Langevin, en cierto modo similar al que describe
el movimiento Browniano de particulas, con Z haciendo el papel de la posicién y F
el del momento. La ecuacién de Fokker-Planck asociada para la distribucién con-
junta P(m, Z, F) en funcién de Z y E y de la variable m (que juega el papel del
tiempo en las ecuaciones de Fokker—Planck en mecénica clasica) es

OmP 4+ e P0,P + 0p(f(P)P) —02,P =0, m>0, (Z,E) cR xR, (1.4)
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donde la funcién de densidad P(m, Z, E) > 0 representa los cambios de energia en
funcién de Z y E en la doble rama y al separar exactamente m pares de bases en la
transicién de descompresiéon. La funcién f(P) representa el campo de fuerzas y 0,
representa la derivada parcial con respecto a y.

La ecuacién de tipo Fokker—Planck obtenida no es estandar debido a dos fac-
tores: el término de transporte en el que aparece e en el lugar donde aparece en
la ecuacién de Fokker-Planck habitual la “velocidad lineal” (en este caso E), y el
acoplamiento particular (algebraico y no lineal) entre la fuerza aplicada y la propia
incégnita. De hecho, la mayoria de las técnicas usuales (solucién fundamental, split-
ting, retraso de la no linealidad) no funcionan en este caso. No obstante, usaremos
algunas de ellas, aplicando la teorfa de J.L. Lions [38] para ecuaciones parabdlicas,
para construir soluciones e—aproximadas, aunque esto no nos permitira concluir el
argumento porque las cotas de las soluciones aproximadas obtenidas no seran uni-
formes en el parametro de aproximacién e, por lo que no producen compacidad y
convergencia. Por ello, para estudiar el buen planteamiento de este modelo requerire-
mos de una combinaciéon no usual de técnicas, en la que se mezclan las citadas de
ecuaciones parabdlicas con argumentos de compacidad por compensacién propios de
leyes de conservacion hiperbodlicas, entre los que podemos destacar un Lema de Murat
generalizado y el Lema div-rot.

El resultado principal establece que puede encontrarse un unico par (P, f), P €
L=(0,M; L* N L*>) y f € L*(0, M; L>®) solucién débil (en un sentido a precisar
més tarde) de la ecuacién con dato inicial Py € BV (R?) N L*°(R?) tales que
OppPy € My 0 < Py <1/(3M). Ademés la solucién verifica 0p P € L*((0, M) xR?).

1.1.2 Modelos de Coagulacion—Fragmentaciéon en la replica-
cion de ADN

Las ecuaciones de coagulacion—fragmentacion son ttiles como modelos que describen
las dinamicas de muchos fenémenos fisicos. En estos modelos, un gran ntimero de
particulas pueden unirse para formar grupos de particulas o agregados. Dichos mode-
los tratan de reproducir procesos en los cuales un agregado gana o pierde particulas,
y describen tinicamente las concentraciones de agregados de un tamano dado en un
cierto momento, omitiendo una descripcion de su distribucion espacial. Cuando el
tamano de un agregado se mide por su masa o su radio, en vez de el nimero de
agregados que lo componen, la distribuciéon de tamano puede ser descrita por una
funcién f = f(z) para x > 0, donde x representa el tamano del agregado y f(z) es la
densidad de agregados de ese tamano (medido en una forma adecuada). La funcién
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f debe ser vista como una funciéon de densidad, de este modo

/a  Ha)ds

representa la densidad de un agregado cuyo tamano esta entre a y b. La funcién f
es llamada distribucion de tamano de agregados. Anadlogamente podemos hablar de
las reacciones de coagulacion (z,z') — x+ ', donde = y 2’ son nimeros positivos no
necesariamente enteros; y reacciones de fragmentacion, donde un agregado de tamano
x se divide en agregados de tamafios positivos 2/, 2”7, 2", ... tales que 2’ + 2" + 2" +
. = x. El indice de ocurrencia de la reaccién de coagulacién (z,z') — x + 2 es
determinado por el coeficiente de coagulacion B(x,z’); y el indice de ocurrencia de la
reaccion de fragmentacion x+a' — (x, ') es dado por el coeficiente de fragmentacion
a(x,z’). Ast, Bz, 2") f(x) f(2') es el nimero de veces que la correspondiente reaccion
de coagulacién sucede por unidad de tiempo, por unidad de volumen, por unidad de
tamano de agregado, debido a que los valores de f son densidades de agregados por
unidad de tamano de agregado. En adelante hablaremos de f como la densidad de
medida de agregados.
Las ecuaciones continuas de coagulacion—fragmentacién estan dadas por la si-
guiente ecuacion integro—diferencial

O ) = ) + FU(L), e (0,400),

f(0,z) = fo(x), x € (0, +00), (1.5)

donde los términos de coagulaciéon y fragmentacién vienen definidos por

C(f(t, )):Cl<f( x)) = Co(f(t, ),
F(f(t,2)) = yx)) — Fa(f(t, ),

Cu(f(t, / By, — 9)F () f(tx — y)dy,
Co(f(t,2)) = f(t,) / B, y) (¢ y)dy,
R(f(to) - [ " aly,w — )t y)dy,

Raft2) = f@)3 [ alvz )iy

En el proceso de replicacién de ADN, la formacion de los origenes de replicacion
(llamados islas en esta memoria), y su posterior crecimiento, es modelado con la parte
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de coagulacién de la ecuacién (1.5). En este caso los nicleos solamente dependen
del tiempo y no del tamano de los agregados. La evolucién de las islas de tamano =z,
esta expresada como sigue

of(t,x) of(t,x)
o TR

— a(t) [/OZ [tz —y) f(ty)dy —2n(t) f(t, x) | =0, (1.6)

— I(H)St)d(x)

donde f(t,x) es la densidad de islas de tamano z. Con a(t) = QZ’ES))J) y n(t) =
Jo” p(x,t)dz es la densidad. El segundo término representa la velocidad de creci-
miento de las islas durante el intervalo de tiempo dt, el cual es simétrico, el tercer
término representa nuevas nucleaciones de menor tamano, y el cuarto representa la
creacion y aniquilacién de islas de tamano .

La parte del sistema que no esta cubierta por islas se le da el nombre de hueco.
Para modelar esta parte usamos el término de fragmentacion de la ecuacién ((1.5)).

Asi la variacion en el tiempo de un hueco de tamano z, se expresa como

[e.e]
Ol 2) o, 000 2) | piyap(t, 2) — 21(1) / phy)dy =0, (L7)

ot Oz o
donde p(t, x) es la densidad de huecos de tamano z. El segundo término representa
la velocidad de decrecimiento de un hueco en un intervalo de tiempo dt, cuando no
hay nucleaciones, el cual es simétrico. El tercer término indica la aniquilacion de un
hueco de tamano x debido a una nucleaciéon en el mismo, y el cuarto la creacién de
un hueco de tamano z por nucleacién en un hueco de tamano superior y > x.

El modelo propuesto para los huecos esconde algunas singularidades tras
su aparentemente simple escritura. Sobre todo notamos que, en cuanto a su parte
de transporte, las curvas caracteristicas asociadas son rectas con pendiente negativa,
es decir, dirigidas al origen. Esto es consistente con el modelo, ya que = representa
el tamano del hueco y cada hueco no para de disminuir su tamano durante el pro-
ceso de replicacion, por lo que en tiempo finito, todo hueco desaparece, es decir,
las caracteristicas alcanzan la frontera del dominio en que se plantea la ecuacion,
alcanzan el valor x = 0. Por ello, el buen planteamiento matematico del modelo
requiere tanto de la comprension profunda de la biologia inherente y de los datos ex-
perimentales/tedricos obtenidos como de diversos cambios de variables que dificultan
(aunque enriquecen) el anédlisis realizado.

Para el estudio de la ecuacion de fragmentacion se considera, en primer lugar,
que la velocidad de crecimiento de un hueco es constante. La idea es construir un
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sistema auxiliar definido en toda la recta real y con condiciones de borde homogéneas.
Bajo ciertas hipotesis compatibles con la biologia del sistema encontramos una tnica
solucién débil p € C(0,T; W1*°(R)). A continuacién se hace un estudio de existencia
de solucién cuando la velocidad de crecimiento depende del tamano x del hueco, en
donde se consideran los casos lineal y no lineal, es decir, en el que el nimero de
nucleaciones por unidad de tiempo depende de p, es decir I(t,z) = I(t,x, p(t,x)).
En cuanto a la ecuacién que representa el modelo de evolucién de islas ,
demostramos la existencia de una tnica solucién débil en el espacio de las medidas

f € L%(0,T; M(R)).

1.2 Agregacién de particulas en el ambiente
marino

En la formacion y transformacién de material organico e inorganico en el océano, la
agregacion de particulas juega un papel muy importante. Este material agregado os-
cila desde el tamano inferior a la micra en el caso de los coloides hasta organismos de
varios metros de envergadura. Los procesos quimicos y bioldgicos transforman ma-
terial disuelto en material de particulas y viceversa. El asentamiento de particulas
en el océano es fundamental para la redistribucion de carbono y otros materiales
activamente bioldgicos; el tamano y la densidad de las particulas son propiedades
importantes para determinar la velocidad de hundimiento o flotaciéon de las mismas.
Los cambios en la abundancia de particulas de diferentes tamanos afectan su disponi-
bilidad para el alimento de zooplancton, como también en la distribucién de elemen-
tos quimicos en el agua y la penetracion de la luz en esa columna y, por tanto, en las
propiedades hidrodindmicas del medio como su presién o velocidad. Las particulas
mas pequenas estan suspendidas en la columna de agua y ayudan a controlar la
quimica de las aguas del océano, mientras que las particulas mas grandes influyen
notablemente en la distribucion vertical y el transporte de material. El tamano de
una particula individual ayuda a determinar sus caracteristicas e interacciones con
organismos, con otras particulas y con su ambiente. Tradicionalmente, el material
que pasa a través de un filtro de 0.4um, es usualmente clasificado como material
disuelto. El ciclo del material disuelto y el material de particulas en el océano es
funcionalmente diferente, puesto que, mientras las particulas pueden hundirse gravi-
tacionalmente o incluso flotar a pesar de su tamano debido a su escasa densidad, y
asi transportar materia entre la superficie y el fondo del océano, los solutos continiian
distribuidos mas o menos uniformemente en el agua.

El carbono que se encuentra en la superficie iluminada del océano estd direc-



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION Y RESUMEN DE RESULTADOS

tamente vinculado con la cantidad de nutrientes que mantienen la produccién de
plancton. La formacién de particulas polisacaridas extracelulares (TEP) favorece la
conversién del carbono organico disuelto en carbono orgénico suspendido (también
llamado particulado), lo cual ocurre durante el crecimiento masivo de fitoplancton.
La formacién de TEP ayuda a que el carbono organico disuelto liberado por el
fitoplancton se agregue y pueda ser sedimentado. Las TEP actian como geles pro-
moviendo la adherencia de las particulas disueltas y aumentando la formacién de
agregados de grandes particulas. El estudio de la evolucion de esta clase de particulas
sera también objeto de estudio en esta memoria.

En este contexto, las ecuaciones de coagulacion son también usadas para modelar
la agregacion de particulas en el ambiente marino. En el proceso de coagulacién fisica,
la variacién en el cambio de el espectro de tamano de la particula n(t, z), esta dado
por

dn(t,z) o [*
% =3 /0 By, x —y)n(t,z —y)n(t, y)dy

—an(t,x) /000 Bz, y)n(t,y)dy — n(t, x)% + I(t, ) (1.8)

siendo x, * — y, e y las masas de las particulas involucradas en la colisién, « la
probabilidad de que dos particulas se adhieran después de la colisién, M la pro-
fundidad de las capas en el agua, v(x) la velocidad de la particula (usualmente de
asentamiento en el fondo o la superficie), I(¢,x) el indice de particulas que tiene
masa = que se incorporan a esta descripcién, y (z,y) el nicleo de coagulacién, que
indica la probabilidad de que dos particulas de masas = e y se encuentren.

El primer término del lado derecho de la ecuacién , representa la obtencion
de una particula de tamano x, al colisionar y adherirse dos particulas de tamanos
menores que x, el 1/2 se da por ser el proceso simétrico, pues es lo mismo que
se adhiera una particula de tamano x con una de tamano y, que lo contrario. El
segundo término representa la pérdida de una particula de tamano x por la adhesién
a la misma de una particula de tamano y. El tercero representa la pérdida de una
particula de tamano z por el asentamiento de dichas particulas, y el cuarto y iltimo
término, representa la cantidad de particulas de tamano x que se incorporan a modo
de fuente a esta descripcion.

En el estudio de existencia y unicidad de la ecuacion , y a pesar de las
similitudes formales entre ambos sistemas, se usan técnicas diferentes a las usadas en
el estudio de la ecuacion ya que en este caso los nicleos de coagulacion dependen
del tamano del agregado. El resultado obtenido nos asegura que, bajo la hipdtesis
0 < mng € L'(0,00), existe al menos una solucién débil n € (L> N C)(0, 0o, L' (0, 0))
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asociada al dato inicial ng.
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CAPITULO 2

Modelos de Fokker—Planck para la
ruptura de ADN

Los contenidos de este capitulo se corresponden con los resultados publicados en [11],
y en ¢l presentaremos y analizaremos una ecuacion no lineal de tipo Fokker—Planck
que modela la rotura de las dos hebras que componen el ADN cuando se aplica una
cierta fuerza sobre una de ellas. En este caso, el objeto de estudio que verifica las
ecuaciones diferenciales serd la densidad P(m) de probabilidad de que se separen m
pares de bases de ADN, siendo precisamente esta variable independiente, m, la que
jugard el rol de “tiempo” en la ecuacion de Fokker—Planck resultante. De hecho, el
modelo que presentaremos aqui se obtiene al acoplar la ecuacién de Fokker—Planck
propuesta en [40] con una ecuacién trascendental para la fuerza aplicada. Como
veremos, las técnicas clasicas de la teoria cinética no se aplican eficientemente al
sistema no lineal resultante, por lo que, para estudiar el buen planteamiento del
modelo, tendremos que combinar estas técnicas con argumentos de tipo “compacidad
por compensacién” y herramientas tipicas de leyes hiperbodlicas de conservacién.

2.1 Introducciéon

El descubrimiento, hace méds de medio siglo, de la estructura molecular del ADN
marco el principio de un proceso que ha transformado los fundamentos de la biolo-
gia, y que ha precipitado el desarrollo en otros campos como la biologia molecular,
la ingenieria genética o la biomatemédtica. Hasta ese momento, los modelos que
se utilizaban eran fenomenolégicos y macroscépicos. La posibilidad de incorporar
efectos microscopicos permitio el estudio dindmico a escala molecular conectandolo
con sus realizaciones macroscopicas. Este es un punto crucial para entender la esencia

13
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de los modelos multi—escala para sistemas bioldgicos. De hecho, atin hay aspectos
de las funciones del ADN cuyos mecanismos siguen estando lejos de ser entendidos.
La dificultad proviene, entre otras cosas, del hecho que la molécula de ADN, aunque
sea esencial, constituye solo una componente de la complicada maquinaria celular
que coordina de forma compleja sus distintas componentes que suman tareas de una
forma no lineal (del mismo modo que el comportamiento colectivo de los sistemas
biolégicos en ecologia), como podemos ver, por ejemplo, en [3, 14 8 14, 19, 34].
En cualquier caso, debemos entender que estos mecanismos estimulan la interaccién
entre el modelado matematico y la experimentacion que es, en definitiva, la fuente
real de avances en la ciencia.

En la dltima década hemos vivido una gran revolucién en biofisica debido sobre
todo a la posibilidad de realizar experimentos en biologia molecular a la escala de
las propias moléculas. Estos experimentos han abierto una ventana a un amplio y
fecundo conjunto de experimentos cientificos. El estudio de moléculas simples esta
en continuo crecimiento por la aparicién de nuevos sistemas moleculares que mues-
tran comportamientos tipicos de sistemas pequenios fuera del equilibrio (en ocasiones
llamados mesoscépicos), véase [50]. En esta linea, se han realizado experimentos con
moléculas individuales consistentes en aplicar fuerzas sobre estas moléculas, “suje-
tando” sus extremos y tirando de ellos ([9, 54]). Un ejemplo de este tipo son los
experimentos para la separacién de las dos hebras de una cadena de ADN;, en los que
las dos hebras de la molécula de ADN con sus bases de nucledtidos elegidas de modo
aleatorio son separadas bajo la influencia de una fuerza constante. La doble hélice
de ADN es uno de los ejemplos tipicos de biopolimero, que también son de gran in-
terés en la actualidad, como podemos observar en [I], 34]. En él se resalta la riqueza
estructural y la complejidad de estos biopolimeros, como la falta de homogeneidad
en la secuencia de mondémeros o las interacciones entre estos y las transformaciones
en estructuras secundarias. Por ello, creemos que el estudio que nos ocupara a lo
largo de este capitulo sobre el modelo de ADN puede ser relevante también para un
estudio tedrico paralelo relacionado con otros biopolimeros importantes.

Comenzamos describiendo brevemente este experimento de separacién de la mo-
lécula de ADN (véase [40), [41] para una explicacién més completa). Una de las hebras
de la cadena de ADN se sujeta al portaobjetos de vidrio, mientras que sobre la otra
hebra se aplica una fuerza constante F' que tira de ella en direccién contraria (en [50]
podemos encontrar todos los detalles sobre el experimento). Bajo la influencia de
esta fuerza F', la molécula de ADN se separa parcialmente desde el extremo sujeto,
rompiendo los enlaces entre m pares de bases. Si la fuerza aplicada es suficientemente
grande, toda la cadena de ADN se separard mientras que para fuerzas muy pequenas,
solo unas pocas bases se separaran. Notamos que el concepto de grande o pequeno es
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relativo, ya que estamos hablando de fuerzas de 6rdenes de picoNewton. En realidad,
para que la doble cadena de ADN se separe por completo, basta aplicar una fuerza
superior a una fuerza critica F,., que podra ser estimada a partir de la energia libre
de un par de bases ligadas de nucledtidos. Otro factor importante es la temperatura
T, si ésta excede un valor critico llamado temperatura de fusién 7,,, la molécula
de ADN se adultera y las dos hebras también se separan. Por supuesto, F. y la
temperatura estan relacionadas (véase [40]). Por todo ello, el problema interesante
ocurrird en la transiciéon que da comienzo a la separacién parcial, lo que ocurrira
cuando T estda muy por debajo de la temperatura de fusiéon y simultaneamente la
fuerza aplicada F' se acerca a F. pero con valores inferiores, ya que solo una cantidad
finita m de pares de bases se separaran.

Por su naturaleza, el proceso de separacion es discreto (como en los modelos de
Ising [61]), pero dado que el nimero de pares de bases de nucledtidos contenidos en
un milimetro de molécula de ADN es del orden de tres millones, también parece ra-
zonable usar un modelo continuo para su descripcién en lugar de usar las millones de
ecuaciones requeridas para describir el estado de todas las bases. Por ello, usaremos
la variable continua m para la medida de la porcion de molécula que se ha sepa-
rado, que podré ser entendida a nivel discreto como el niimero de bases que se han
separado. No obstante, algunas de las consideraciones que mostraremos aqui estan
descritas en términos discretos para mayor comprensién, aunque podemos pasar de
forma inmediata a la formulacién continua (ver [41] para entender mejor este paso
al continuo).

Introducimos pues la funcién E(m) que representa la diferencia de energia libre
en una molécula de ADN cuando m bases se han separado al aplicar una fuerza
F < F. Por definiciéon E(0) = 0 (si no se separa ninguna base, no hay diferencia
de energia libre) y, como muestran en [40, [41], ha de ser una funcién no negativa
cuando F' < F,.. Debido a la heterogeneidad del ADN, una descripcion eficiente del
cambio de energia libre cuando el nimero de monémeros separados aumenta requiere
la introduccién de un cierto factor aleatorio que intente paliar esta heterogeneidad. Si
definimos f como la diferencia media de energia libre entre un par de bases separado
y otro par ligado, deducimos que la variacién de E(m) puede ser descrita como

dE(m)
dm

= [+ n(m), (2.1)

constituyendo n(m) la desviacién respecto de la media f. Tal y como se presenta en
[40], parece razonable que este término aleatorio quede bien descrito por un ruido
blanco. En cualquier caso, también la propia medicién experimental del valor f (me-
dido indirectamente a través del trabajo realizado por la fuerza aplicada) conlleva
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cierta aleatoriedad en la determinacion de este término. Precisamente, existen di-
versas discusiones abiertas sobre la relacion entre f y la energia libre medida a nivel
experimental que podemos constatar, por ejemplo, en [10, 29, [60].

Pese a todo lo anterior, para una primera aproximacion y para comprender bien
el modelo, podemos suponer que no existe esta aleatoriedad y que la variacién de F
al separarse una base adicional es constante, por lo que tendriamos

dE(m)
dm

= f (2.2)

Siguiendo ahora una descripcién tipica en mecanica estadistica, podemos describir
la probabilidad P(m) de que se separen m pares de bases mediante

¢~ B(m)/(kpT)
Pim) = “———, (2.3)

donde kp es la constante de Boltzmann y Z = [;° e~ #(m/(5T)dmy es la constante de

normalizaciéon o funcién de particion. Si seguimos suponiendo que no existe aleato-
riedad alguna, podemos usar (2.2)) para calcular

[
p _ mf/(ksT) 2.4
(m) = e (2.4)
De forma anéloga, la funcién de particion asociada a una cadena cuyo tamano total
fuese m estara dada por Z(m f e~ Em)/(ksT) dm/ v, por lo tanto, satisface
dz .
ZZ _ o~ Em)/(kBT) 2.5
dm _ © ’ (25)

v 7 se calculara simplemente tomando limite m — oo. Observamos entonces que las
ecuaciones y pueden ser interpretadas como las ecuaciones de las curvas
caracteristicas para una distribucién conjunta P(m, Z, ') que cumple la ecuacién de
Liouville

O P + e E/ksD g, P 4 9p(fP) = 0.

Aqui y a lo largo del capitulo, usaremos la notacién 0, para denotar la derivada
parcial con respecto a la variable y. Esta ecuacion localiza, al menos formalmente,
cada uno de los experimentos realizados y sobre el conjunto compacto
P(m,Z,E) = 0z-7(m)0e—gmm)- Notamos ademas que el problema de Cauchy aso-
ciado requiere de una “condicién inicial” en m = 0 que corresponderia con Py =
P(0,Z,F) =64_ Z(0)5E E(0)- Nosotros pretendemos plantearnos un estudio mas ge-
neral de esta ecuacion mCIuyendo los efectos aleatorios descritos antes, por lo que
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también consideraremos una condicién inicial genérica Fy. En este punto, la analogia
con la teoria cinética nos permite facilmente deducir qué ocurre con la ecuacion de
liouville al introducir la heterogeneidad en la cadena de ADN, es decir, al considerar
en lugar de para reflejar la desviacion en la diferencia de energia libre de
cada par de bases con respecto a la media f, como hemos explicado anteriormente.
Notamos que, ahora, las ecuaciones y (2.1) son andlogas a las ecuaciones de
Langevin para la distribucién conjunta P(m, Z, ), que son como las ecuaciones ca-
racteristicas pero incluyendo movimiento Browniano. Como es sabido (véase [49]), el
resultado es la ecuacion de Liouville pero con un término adicional que la convierte
en la siguiente ecuacion de tipo Fokker—Planck

O P + e E/ksD g, P 4 9p(fP) = D%, P. (2.6)

donde D hace el papel de “coeficiente de difusién”, y proviene de una medida de la
desviacion tipica del término aleatorio 7. Siguiendo la analogia, m hace el papel de
“tiempo”, (Z, E) actian como la variable de fase “espacio-velocidad” y f hace el
papel de “campo de fuerzas”. La naturaleza del modelo parece requerir que Z, £ >
0 (aparte de las influencias aleatorias de la ecuacién (2.1])), pero en este capitulo
haremos el estudio sobre el plano completo (Z, F) € R?, ya que incluso las soluciones
que inicialmente tengan soporte en el cuadrante positivo pueden alcanzar valores
negativos debido a los efectos de la difusion.

En el caso de f constante, esta ecuacién puede ser resuelta (véase [41]) usando
la transformada de Laplace en (m, Z) y ciertas funciones modificadas de Bessel. En
el trabajo que desarrollamos en este capitulo, estudiamos precisamente el caso no
lineal en que f es una funcién dependiente de la distribucién P dada de manera
implicita por la expresién . Con todo ello, nuestro objetivo es estudiar la pro-
babilidad P(m) de que se separen m pares de bases como una distribucién conjunta
P(m, Z,E) que verifique la ecuacién de Fokker—Planck (2.6), de modo que la depen-
dencia respecto a la fuerza ejercida F' al comienzo de la separacion, es decir, F' < F,
queda incluida en la dependencia de (Z, E) y el acoplamiento con f 2 0 mediante la
expresion .

Para simplificar la notacién durante el estudio matematico, a lo largo de este
capitulo normalizaremos tanto la constante de Boltzmann kg = 1 como la tempera-
tura T'= 1 y la difusiéon D = 1. Con todo ello, podemos sintetizar nuestro objetivo
en este capitulo como el de estudiar la existencia y unicidad de soluciéon para el
problema de valores iniciales asociado al sistema

OnP + e "9, P + 0p(fP) = 0%2,P, mel[0,M], (Z,E)eR? (2.7
P=fe™
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donde M es una constante suficientemente grande relacionada con la longitud tipica
de una cadena de ADN, y donde v(FE) es una funcién derivable y creciente que
cumple v(E) = E para F > 0y v(E) = 0 cuando £ < (—1). Esta aparente
restriccion es, en realidad, una extension de ya que el caso presentado tiene
sentido fisico s6lo para valores no negativos de F, donde v(E) = E no cambia
su valor, mientras que ahora permitimos que tome valores en R. Por simplicidad,
omitiremos la dependencia explicita de las variables Z y E de todas las funciones,
salvo en los lugares en que sea 1til su escritura. A lo largo del capitulo denotaremos
por LP y WP a los espacios LP(R x R) y W1P(R x R) respectivamente. También
notaremos como M al espacio M(R?) de las medidas de Radén en el plano y como
BV al espacio de funciones de variacién acotada. Para probar nuestro resultado de
existencia y unicidad trabajaremos con funciones acotadas y lipschitzianas que sean

soluciones débiles de ([2.7) que cumplan (2.8)) casi por doquier.

Definicién 2.1. Diremos que un par (P, f) cumpliendo P € L>(0,M; L' N L>®) y
f € L>(0,M; L>®) es una solucion débil del problema de valores iniciales asociado
a (2.7)-(2.8) con condicion inicial Py = fo € BV (R?) N L®(R?) cuando se verifique
c.p.d. y ademds

/0M<P’ <am90 +e " oz0 + fOpp + 8125E80>> dm = —(Py, (0,-,-)),

para todo test o € C3°([0, M) x R?), siendo (-,-) el producto de dualidad estindar
(la integral del producto).

Con esta definicion, ya podemos establecer el resultado principal de este capitulo: la
existencia y unicidad de soluciéon débil mas un resultado extra de regularidad.

Teorema 2.2. Sea M >0y By = fo € BV(R?) N L>(R?) tales que OppPy € M y
0 < Py <1/(3M). Entonces, existe un tnico par (P, f), P € L>(0,M; L* N L*>) y
f € L>(0,M; L*>), soluciones de — en el sentido dado en la definicion .
Ademds, se cumple la siguiente propiedad de regularidad, OpP € L*((0, M) x R?).

Con la idea de probar este resultado, hemos organizado el resto del capitulo en dos
secciones adicionales. En la siguiente, en primer lugar, invertiremos la relacién ([2.8|)
para escribir la diferencia media de energia libre f como funcién de P para, en
segundo lugar, construir una sucesién de funciones que resuelven un problema con
difusion en ambas variables Z y E en un dominio acotado, y que constituiran una
sucesion de soluciones aproximadas de (2.7) como si fuese una especie de método
de viscosidad. En la tultima seccion, probaremos el Teorema de existencia,
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unicidad y regularidad por paso al limite de las soluciones aproximadas anteriormente
construidas. Como es habitual, la mayor dificultad sera identificar el limite del
término no lineal, lo que requerird de la combinacion de diversas técnicas tanto
de ecuaciones cinéticas, como de leyes de conservacién. Por ultimo, la unicidad se
probara por un argumento de dualidad.

2.2 Soluciones aproximadas

Para garantizar el buen planteamiento de f necesitamos estudiar la relacion
(2.8) mas detenidamente. Algunos de los resultados que vamos a estudiar, podrian
ser obtenidos a partir de las propiedades de la llamada funcion W de Lambert [18§]
para constantes 6ptimas, pero hemos decidido presentar en esta seccién solo los resul-
tados necesarios para nuestro propésito general, haciendo mas clara su presentacion y
consiguiendo un capitulo auto contenido. Agrupamos estos resultados en dos Lemas.

Lema 2.3. Sea P € L*(0, M; L) una funcion verificando 0 < P(m) < 1/(3M).
Entonces, erxiste una tnica funcion f = w(m,P) € L>®(0, M; L>) cumpliendo la
relacion algebraica (2.8)) y las siguiente propiedades se cumplen para cada m € [0, M].

i) Se cumple 0 < f =w(m,P) < 1/M.

i) Si, ademds, P € L>(0, M; W), entonces w(m, P)€ L>®(0,M; W1*°). De he-
cho, ||[w(m, P(m))|lwie < L[|P(m)|lwie para todo m € [0, M] y una constante

c < 1 que depende unicamente de M.

iii) Su parcial con respecto a P cumple 1 < dpw(m, P) < 1/c para cada m € [0, M]
y la constante ¢ anterior. Ademds, si tenemos otra funcion P con las mismas
condiciones que P, se tiene

lw(m, P(m)) = w(m, P(m))|= < %IIP(m) — P(m)] .

Demostracion. Observamos primero que para m = 0 el resultado es trivial, ya que
((2.8) se transforma simplemente en P = f.
Para el resto de valores m € (0, M], la existencia de w(m, P) se deduce facilmente

si observamos la grifica de la funcién real f +— k,,(f) = fe™™/, que alcanza su
maximo i > 3LM en el punto f = % (véase la Figura . Podemos pues tomar

fm como el menor punto tal que k,,(f,) = 1/(3M) y, observamos que f,, < 1/m.
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W(m,lP)f:m L

Figura 2.1: La funcién k,,(f) = fe ™/ es biyectiva en la zona gruesa.

Afinando un poco, podemos usar que Ok, = —f2e™™ < 0 para deducir que la
sucesién de niimeros f,, es creciente con respecto a m y, por lo tanto,
1 1
m < < =< —, vm € (0, M]. 2.9
fm <P <57 = — (0, M] (2.9)

Asi, cada funcién k,, es una biyeccién del conjunto [0, f,,] en [0, 3M] y, para cada
valor P(m) < 1/(3M), existe una tinica preimagen f = (k,,)"'(P(m)) en el intervalo
[0, fm]) C [0, 4] que cumple (2.8). Si notamos como w(m, P) a esta preimagen,
concluimos la demostracién del apartado i).

Para probar los apartados restantes, observamos que k,, es derivable y cumple
O<c<k (f)<1,

donde la cota inferior ¢, puede ser tomada como ¢ = k},(fa), de modo que sélo
dependa de M. Asi deducimos que

1 < 9dpw(m,P) < 1/c (2.10)
y, por lo tanto,
P
P <w(m,P) < —. (2.11)
c

Combinando las desigualdades (2.10]) y (2.11]) con la regla de la cadena para derivadas
débiles, podemos facilmente deducir i) mientras que el teorema del valor medio nos
permite deducir 7). O
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Nota 2.4. Como vemos, la condicion P(m) < 1/(3M) no es optima, pero permite
establecer los resultados de forma simple.

Para simplificar la comprension, usaremos la siguiente notacion en el resto del capi-
tulo; definimos las funciones:

H(m,P) := Pw(m,P), h(m,P):=0pH(m,P), P¢€ [O, BLM] (2.12)

lo que permite reescribir (2.7)—(2.8) de forma conjunta como
OnP + e B9, P + 0gH(m, P) = 0%, P. (2.13)
Ademaés, podemos enunciar nuestro segundo resultado como sigue.

Lema 2.5. Dadas las funciones h(m, P) y H(m, P) descritas por (2.12)) y dado
P €0,1/(3M)], se cumplen las siguientes desigualdades

P
0< H(m,P)< 7L 0 < Oph(m, P) < CP,

para todo m y para cierta constante C independiente de m y P. Ademds, dadas
sendas funciones Py, Py en L>(0, M; L>), entonces la funcion

H(TTL,P1>—H<m,P2)

O(m, Z,E) = P — P,
h(m,Pg) st P1:.P27

) Pl#PQ,

estd en L>(0, M; L>).

Demostracion. La primera desigualdad es consecuencia directa del primer apartado
del Lema anterior, combinada con la definicién ([2.12)).

Para probar la segunda, usamos que P = w(m, P)e”™"(™F) y derivamos esta
expresion respecto de m, obteniendo

(w(m, P))*

Omw(m, P) = T mwim, P)’

(2.14)

Asi, usando que f,, < fu es el mdximo de w, podemos acotar w < fy; y (1 —mw) >
(1 =M fur) > 0 lo que combinado con (2.11)) nos proporciona la siguiente estimacién,

Jm

P. (2.15)
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Si, por otro lado, derivamos en ([2.14)) respecto a P, obtenemos

2 — mw(m, P)
(1 —mw(m, P))?

lo que combinado ahora con ([2.9)), (2.10) y (2.11)), nos permite obtener la cota

2fu
02<1 — MfM)2

OmOpw(m, P) = opw(m, P)w(m, P),

0 < 0, 0pw(m, P) < (2.16)

Por lo tanto, escribiendo
Omh = 0,,0pH = 0,,w + P 0,,0pw,

y usando las estimaciones (2.15)) y (2.16) para el primer y segundo término respecti-
vamente, deducimos la segunda desigualdad del enunciado.

Finalmente, notemos que la acotacién de © es consecuencia directa de la regula-
ridad en P de la funcién H(m, P). O

Ahora vamos a pasar a construir una ecuacién aproximada sobre la que podamos
aplicar resultados previos de la literatura. En primer lugar, y por cuestiones técnicas,
hemos de extender la definicion de H a cualquier niimero positivo. Para ello, re-
definimos la funcion k,, de manera que coincida con la anterior alli donde la vamos
a utilizar, y de tal modo que siga siendo biyectiva y su inversa siga siendo positiva y
acotada.

Gracias a , basta con modificar k,,(f) para valores f > fy;, de modo que
tanto h como H no cambiardn sobre el rango de valores que nos interesa P €
[0,1/(3M)]. Definamos sin més dilacién la extension de k,,,

km(f) = _
ke (far) +k;n(fM)fM%

Esta funcién queda definida en [0,2f),), coincide con k,, en [0, fi], es derivable y su
derivada se mantiene estrictamente positiva (preserva la cota inferior de &, pues sélo
la hemos continuado hacia la derecha de forma convexa y provocando una asintota
en f = 2fy). Ahora podemos definir, las funciones andlogas a las anteriores,

H(m, P):= P (ky,)""(P),  h(m,P)=08pH(m,P), P >0,
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que quedan ahora definidas para todo P > 0. Notemos que H también queda
dominada por una recta, concretamente,

. 2P
H(m,P)< 57, VP20, (2.17)

y que h y H coinciden con h y H respectivamente para valores de P en [0, 1/(3M)].

Para continuar nuestra construccion, también regularizamos la condicion inicial.
Tomamos una sucesién {F§}.~o de funciones regulares con soporte compacto que
aproximan a Py > 0; concretamente las tomamos verificando,

» 0< FjeCE(RY),
o sop(Fy) € Bye = {(Z,E) €R*: P* + E* < 1/},
o ||Ps|lze < || FPollzr para cada 1 < p < oo,

e P5 — Pyen LP cuando € — 0 para cualquier 1 < p < oo, y converge débilmente
(débil* en realidad) para el caso p = 0.

Con todo ello, ya podemos presentar nuestros problemas aproximados. Conside-
ramos, para cada € > 0, el siguiente problema de Cauchy sobre la bola B,/ descrita
antes:

Om P+ e, P+ O (H(m, | P?|)) = 035 P + 0%, P¢ en Q,
P(m,Z,E) =0, sobre [0,M]x 0B/, (2.18)
P(0,Z,E) = P;5, (Z,E) en By..

donde Q. = [0, M] x B, /e~ En estas condiciones, podemos aplicar el resultado de
Lions [38, Teorema 2.1.] (véase también [23]), que proporciona, para cada € > 0, una
solucién de en el conjunto L*(0, M, Hj(By,) N H?*(By).)). El objetivo ahora es
buscar cotas suficientes de estas soluciones que nos permitan pasar al limite cuando
€ — 0, y es a esta cuestion a la que dedicaremos la practica totalidad de la siguiente
seccion.

2.3 Existencia y unicidad

En este caso, para pasar al limite y resolver nuestro problema original (2.13)), vamos
a recabar las estimaciones a posteriori, es decir, las verificadas por las funciones P¢
ya encontradas. Englobamos las primeras de ellas en el siguiente Lema.
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Lema 2.6. Sea P € L*(0, M, Hy(By) NH?*(Byje)) la solucidn de (2.18)), y denote-
mos igualmente como P su extension por 0 a todo [0, M| x R%. Entonces, existe una
constante dependiente unicamente de || Pyl||pr1nre~ tal que:

i) P¢ es no negativa.
ii) || P<(m,-,)||lr < C, para todo m € [0, M] y para todo 1 < p < 0.

ii) Si ||[Pollze < 1/(3M), entonces ||P(m, -, )|z < 1/(3M). Por lo tanto pode-
mos reemplazar H por H en (2.18)).

iv) Para cada € > 0, se tiene fOM |0 P||3.dm < C.

v) Para cada € > 0, se tiene fOMe\|8ZPE||%2dm <C.

vi) Para cada € > 0, se tiene |07 P(m, -, )| < ||0zP(0,-,-)||L1.

Demostracion. Para deducir estas estimaciones, usaremos los argumentos formales
tipicos de estimaciones a priori, pero que en nuestro caso se convierten en rigurosos,
dado que nuestras soluciones son altamente regulares (véase [23, Teorema 1.5]) v,
por lo tanto, todos los calculos estan justificados. Dicho esto, comenzamos probando
i); multiplicamos ([2.18)) por

(P¢)” := —min{0, P(m, Z, E)}
e integramos sobre la bola B/, para obtener,

d

dm By,

((P)7)*dZdE = —/B 0p(P°) ™| + €|0z(P) " |?dZdE < 0.
1/e

usando entonces que el dato inicial es no negativo, (P¢)~(0, Z, ) = 0, deducimos la
no negatividad de P*.

Para probar 7i) usamos ¢) y multiplicamos por p(P€)P~! (con 1 < p < o0)
para después integrar de nuevo sobre la bola By y deducir:

d
—— [ |P[PdZdE = —p(p — 1)/ |PPP2 (|0 P |* + €|0,P]*) dZdE < 0.
dm Bl/e Bl/e
Por lo tanto
1P(m, )l = [|1P(m, -, )[e < [ Follee < C

dependiendo C exclusivamente de || Py||z1nze, por lo que tenemos ii) para 1 < p < oo.
Pero una vez sabido que todas las normas LP con 1 < p < oo de una funcion estan
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acotadas por la misma constante fija (independiente de p), es un simple ejercicio
probar que dicha funcion estd acotada y que su norma L estd acotada por esa
misma constante. Con ello concluye 7).

La propiedad iii) es muy intuitiva ya que puede ser visto como la suma

A~

de dos efectos: el transporte puro (ndtese que el término conservativo dg (H (m, Pf))
puede ser escrito en forma no conservativa como ﬁ(m, P)0gP¢) que preserva la
norma L% mas una difusion, que la hace decrecer. Para deducirla con rigor, basta
seguir los pases de 7), pero multiplicando por ((1/3M) — P)~.

Para demostrar iv) y v), usamos los mismos argumentos que en i) con p = 2,
pero reteniendo ahora los términos negativos, que son los que nos proporcionaran la
estimaciéon. Tenemos pues,

d

— |PE\2dZdE—|—2/
dm By ).

Bl/e

0pP*|*dZdE + 2e / 07 P*|*dZdE = 0,

Bl/s

por lo que, integrando ademas respecto de m, obtenemos
M M 1
| 0P e+ e [ 027 adm < 5 (15l — 1POD2) < €.
0 0

Esta desigualdad combinada con la estimacion i) nos permite concluir.
Por tltimo, para demostrar vii), definimos

P(m,Z,E) =P (m,Z+h,E), Py:=P(m,Z,E) v Q =P — P,

y calculamos

d . - e O
an Jy, Q| dBdZ = /B 1/€s1gn(Q)8—m(Q)dEdZ
= /B sign(QE){a}%E(Qe) + €057(Q°)

1/e

—e " B9,(Q) — Op(Hu(Pr) — Hm(PQ))} dEdZ.

Integrando ahora por partes y teniendo en cuenta que H,,(0) = 0 para el término de
frontera, deducimos

di Q| dEdZ = 2 [ Qe "P0,Qq—0y dEAZ
m Biye By/e

+2 / (H(P) — Hyn(P3)) 05Q° 50—y dEdZ
Bl/e

9 /B (196(Q) + el02(Q)?) Sy dEAZ.

1/e
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Puesto que el primer y segundo término se anulan al aparecer la Delta de Dirac
d1ge=0y = O{p=py} ¥ €l tercero es no negativo, podemos deducir que
d

L @ dEdz <o,
dm By

o lo que es lo mismo,

/ \P<(m, Z + h, E) — P*(m, Z, E)| dEdZ
Bl/e

< / \P{(Z + h, E) — PS(Z,E)| dBdZ.
Bl/e

Tomando pues limites cuando h — 0 podemos deducir finalmente vi). ([l

Queremos remarcar de nuevo que, gracias al apartado #ii), una vez que conside-
remos un dato inicial cumpliendo 0 < Py < 1/(3M), podremos reemplazar H por H
en ([2.18)), sin alterar sus soluciones.

Nuestra intencién es probar nuestro resultado de existencia tomando limite en la
formulacién débil de con H reemplazada por H, y este es precisamente el inico
término cuyo limite no es trivial de identificar (todos los demds son lineales). Para
resolver este problema y probar que lim,._.q H(m, P,) es, en algun sentido, H(m, P),
tendremos que usar argumentos tipicos de sistemas hiperbdlicos de leyes de conser-
vacion, y ello va a depender fuertemente de la aplicabilidad del Lema div-rot (véanse
los trabajos pioneros [43], 56} 57, 58] u otros més recientes [23] 25| 55], por ejemplo).
Para ello, definimos auxiliarmente las cantidades,

o Fi(P°) := e ) pe,
o Fip(P°) := e B H(m, P°),
o [H(P) := fo h(m, P)*dP.
Multiplicando por e *®) y h(m, P°) deducimos, respectivamente
div(Fy (P9, Fia(P€)) = e ®) (H<m, PO + OppPe + edyy P — ampe), (2.19)
rot(Fy(PC), — Fia(P)) = h(m, P°) (aEEPG 4 €0y PC — ampe), (2.20)

donde los operadores divergencia “div” y rotacional “rot” se entienden sobre la va-
riable (Z, F'). Reunimos en nuestro segundo lema de estimaciones, lo necesario para
aplicar el Lema div-rot.
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Lema 2.7. Supongamos que Py € BV (R?*) N L>=(R?) y que dgpPy € M. Sea P¢ €
L*(0, M, H{(B1e) N H?*(By.)) la solucidn de (o, igual que antes, su extension
por cero). Entonces los conjuntos,

{ew(E) (H(m, P¢) + Opp P + €0z, P — 3mpe>}

>0

{h(m, P) (aEEPf "+ edypPC — ampf)}

e>0

son relativamente compactos en L>(0, M; H, ! (R?)).

Demostracion. Con el objeto de disminuir la complejidad técnica de esta de-
mostracion, la dividiremos en siete pasos.

Paso 1: El término 0,,P¢ estd acotado en L*(0, M; M). Para probarlo, deriva-
mos en (2.18)) con respecto a m, y multiplicamos por el signo, sign(09,,P¢), para,
seguidamente, integrar respecto de (Z, E) y obtener

d
. |0 P|dEdZ +/ Omh(m, P)Op Psign(0,, P )dEdZ
dm Bi/e By /e

_ / Sign(0, P) (D15(0 P) + €02(0,, ) ) ABZ.
Bl/e

Gracias a la desigualdad de Kato, Alu — v| < sign(u — v)A(u — v) (véase [33]), el
término de la derecha resulta ser negativo, por lo que podemos usar las estimaciones
de los Lemas N para deducir que

1/2

M
100 P(m, -, Mizr < 10w Py llzr + CM2| Fll3 (/ ||0EPEII%2dm)
0

via la desigualdad de Cauchy—Schwartz, y concluimos el Paso 1.

Paso 2: Los términos e "), P y h(m, P€)0,, P¢ estin acotados en el espacio
L>(0, M; M). Estas cotas son consecuencia directa del paso previo, ya que las
funciones e ) y h(m, P¢) son continuas y acotadas y con cota independiente de e.

Paso 3: El término e”*®) H(m, P€) estd acotado en L*(0, M; L?), lo que podemos
deducir directamente del Lema 2.5

Paso 4: El término h(m, Pe)edyz P puede ser descompuesto como suma de dos,
uno acotado en L'(0, M; M) y el otro en L*(0,M;X), siendo X un compacto de
H~'. Veamos primero esta descomposicién:

eh(m, Pe)0z7 P = —edph(m, P°)|07P°|* + /€7 (h(m, P*)\/€d7 P°)
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Podemos, en primer lugar, usar la estimacién v) del Lema y el hecho que
dph < C para notar que el primero estd acotado en L'(0, M; M).

Usando de nuevo la cota v) del Lema , podemos observar que el segundo
término es /e veces la derivada respecto a Z de una familia de funciones acotadas
en L%(0,M;L?). Por lo tanto, este primer término estard acotado en L?(0, M; X),
con X = /eH™ 1.

Paso 5: El término e ""Fledy; P¢ estd acotado en L*(0,M;X). Si lo reescribi-
mos como /edz (e‘”(E) \/EﬁzPe), basta aplicar el mismo argumento que al segundo

término del paso previo: es /e veces la derivada respecto a Z de funciones acotadas
en L*(0, M; L?).

Paso 6: Cada uno de los términos e "B 0gp PC y h(m, P*)0pg P puede ser des-
compuesto como suma de dos, uno de los cuales estard acotado en L' (0, M; M) y el
otro en L*(0, M; X), siendo X un compacto de H~'. En este caso no podemos usar
los argumentos del Paso 4, pero si podemos escribir, usando , lo siguiente

0% P = 0, P + e "B, P¢ + h(m, P)0g P — €02, P,

y acotar uno a uno los términos de la derecha. El primero de ellos, 0,,P¢, ya fue
estimado en el Paso 1, y el tltimo, €0%,P¢ podemos acotarlo como en el Paso .
El segundo término, e~**)9,P¢, puede ser estimado en L'(0, M; M) a partir del
apartado vi) del Lemal[2.6] y el término restante, h(m, P¢)0pP¢ en L?(0, M; X = L?)
usando simplemente la acotacién v) del mismo Lema. Por tltimo, notamos que la
multiplicacién por e #) y h(m, P°) no influye en las estimaciones, por ser ambas
funciones regulares y acotadas, con cota independiente de e.

Paso 7, y ultimo: los términos dados en Y son relativamente com-
pactos en L>(0, M; H ! (R?)). Para probar esta tltima afirmacién, usaremos una
variacién del Lema de Murat (véase [43], 55]) que desarrollamos aqui para mayor
comprension. Primero observamos que, puesto que los términos de la izquierda de
y son derivadas primeras (respecto de (E, 7)) de funciones acotadas,
autométicamente estdn en un subconjunto acotado de L(0, M; W, "> (R?)). De
hecho, gracias al Paso 2, estan acotadas en C®(0, M;W,, "' (R?)), para cualquier
0<ax<l.

Ahora, usando los 6 Pasos, sabemos que tanto como pueden ser

escritos como sumas,

div(Fy(P°), Fi2(P9)) = ¢+ v,
rot(Fy(P), —F12(P)) = ¢p + 1y,
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de manera que ¢ y ¢S estén acotadas en L'(0, M; M) y ¢S y ¥¢ estén acotadas
en L?(0,M; X), siendo X un compacto de H~!. Para simplificar, omitiremos los
subindices d y r y trataremos las funciones ¢ y ¢¢ por un lado y 9§ y ¥ por otro,
de forma conjunta, hablando uUnicamente de ¢¢ y ¥¢ y denotando su suma como
ne = ¢+

Para aplicar el Lema clasico de Murat, primero debemos tomar un conjunto nu-
merable de puntos {my, }n,en denso en [0, M], y de manera que la suma ||¢(my, -)|| m+
| (my,, -)|| x permanezca acotada (podemos garantizar la existencia de tal sucesion
por la integrabilidad en m y los resultados de [39], por ejemplo). Ya estamos en
condiciones de aplicar el Lema de Murat, junto a un argumento diagonal estandar,
para deducir que (salvo tomar una sucesién parcial que llamaremos igual por sim-
plicidad), para cada n € N, la familia {n(my,, -)}. es precompacta (convergente) en
HL

Resta sélo extender la compacidad de manera uniforme a todo el intervalo [0, M].
Para ello, vamos a ver que la sucesion {n¢(m,-)}. es de Cauchy (respecto de €) para
todo m. Usamos la desigualdad triangular para escribir:

9t (m, ) =0 (m, g2 < 9 (M, ) = 0= (M,
+||77€1 (m7 ) —n? (mm ')HhVl + ||7]62 (m7 ) —n” (mm ')HH*l’
de modo que los dos ultimo términos puedan ser acotados usando la continuidad.

De hecho, si usamos primero una desigualdad (dual) de interpolacién para ambos:
Inllz-1 < /lInllw-1 |Inllw-11, podemos estimar estos dos términos como sigue,

9% (m, ) — 0 (M, )1 < Clm — my|*7?,

siendo ¢ = 1,2 para cada uno de ellos respectivamente, y donde C' es independiente
de e. Por lo tanto, podemos elegir un ny para que estos términos sean arbitrariamente
pequenos, gracias a la densidad de la sucesién {m,},en. Para este valor de nyg, el
primer término serd también tan pequeno como se quiera para |e; — €3] suficiente-
mente pequeno, dada la convergencia probada de la sucesién {n¢(my,,)}.. Con ello
concluimos la demostracién. O

Ya estamos en condiciones de demostrar el resultado principal de este capitulo, el
Teorema . Como comentamos antes, las estimaciones ii) del Lema , permiten
pasar al limite en los términos lineales de la formulacién débil de e identificar su
limite, pero restaria el término no lineal. Para identificar este limite, lim._o H(m, P,)
como la (esperada) expresién H(m, P), siendo P el limite débil* de P¢, vamos a seguir
los argumentos de Leyes de Conservacion descritos, por ejemplo, en [23], 43, 55 56,

57].
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Sean Fy, Fioy Fy los limites débiles* de F (P€), Fi2(P¢) y Fy(P¢) respectivamente.
El primero, al ser lineal en P, lo identificamos rapidamente, Fy = e~ 2*(F) P = Fy(P),
pero no nos interesa sustituirlo atin. Gracias a las estimaciones del Lema [2.7] junto
al Lema div-rot, conocemos el limite débil del producto escalar de (Fy(P°€), Fi2(P9))

y (Fa(PF), —Fia(PF)),
(R(PYFAPY) = Fun(PP) 5 FiF> — P, (2.21)

lo que equivale a,
e—0

((F(P7) = R)(Fa(P) = F2) = (Fia(P) = F1a)?) <= 0.

Veamos que esta expresion oculta el limite del término no lineal. Definimos el ope-
rador

D(P) = (Fy(P) — Fi(P))(Fy(P°) — F5(P)) — (Fi2(P%) — Fia(P))?,

cuya expresién podemos desarrollar usando las definiciones de Fy(P), F5(P)y Fia(P),
obteniendo,

P€

D(P¢) = ¢~2(B) ((PE _P) /

i R)*dR — (H(m, P°) — H(m, P))2>.

Por otro lado, usando la definicién (2.12)) de h y la desigualdad de Cauchy—Schwartz,
podemos deducir que,

(i, ) ~ 1, ) = [ " him. R)dR)2 <r-n [ " hm, RYdR

lo que nos dice directamente que D(P¢) no puede ser negativo. Ahora si vamos a usar
que conocemos uno de los limites, F} = e 2*F) P = Fi(P), puesto que si calculamos
el limite de D(P¢) usando (2.21)) tendremos

D(P?) = F(P)Fy(P) — F\(P)Fy(P°) — Fi(P)Fy(P) + Fi(P)Fy(P)
—Fio(P%)? — F1o(P)? + 2F15(P°) Fio(P)
= (B(PYR(PY) = Fia(P)?) = Fu(P)Fo(P) = Fi(P*)F5(P)
+F (P)Fy(P) — Fio(P)? + 2F15(P%) Fi5(P)
=0 (F1F2 - ng) — F\(P)F, — F\Fy(P)
+F(P)Fy(P) — Fia(P)* + 2F 1, F1o(P),
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y sustituyendo ahora F} = Fj(P), obtenemos

D(P€> 630 <F1F2_F122> _FIFQ_F1F2<P)

+F Fy(P) — Fio(P)? + 2F 15 F15(P)
= 72 — Fiy(P)* + 2F15F15(P) = —(Fia(P) — F12)* < 0.

Ahora bien, si D(P€) era mayor o igual a cero y su limite cumple la desigualdad
contraria, éste no tiene mas remedio que ser exactamente cero o, lo que es lo mismo,
Fio = Fi5(P). Si recuperamos las definiciones de Fip y Fio(P), esta igualdad no es
mas que

e " EVH (m, PY) = Fy = Fio(P) = e " H(m, P),

e—0

y, por lo tanto, H(m, P¢) — H(m, P), como queriamos demostar.

Veamos ahora que esta solucion es tinica. Para ello, supongamos que tenemos dos
soluciones débiles de ([2.7)-(2.8) verificando la misma condicién inicial P;(0) = F,

1 = 1,2. Denotamos ahora () = P; — P, y usamos la formulacién débil para escribir

/OM<Q, <8m90 + e Bg,p + 8%E90>> + <H(m, Py) — H(m, Py), 5E¢>dm:0_

Usando aqui la funcién © que definimos en el Lema [2.5. podemos reescribir esta
expresion como sigue

0= /O N <Q, <8mg0 4 e, + 0 Opp + azw) > dm. (2.22)

Ahora,argumentamos de modo “dual”’, dada una funcién ® € D([0, M] x R?),
podemos construir una medida pg que sea solucién débil de

Ompe + e F0z08 + 0 0pp + 0200 = @,

La existencia de una tal medida, solucion de esta ecuacion lineal, se puede encontrar
por ejemplo [48] (hemos elegido el espacio de las medidas para el tema que nos ocupa,
pero en realidad nos valdria cualquier espacio en el que tenga sentido el producto de
dualidad y de manera que tengamos garantizada la existencia de solucién). Entonces,
tomando en (|2.22) una sucesién de funciones test ¢, que converjan a (g cuando
n — 00, podemos probar que
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/OM<Q,<I>>dm:O

para cada ® € D([0, M] x R?). Por lo tanto, concluimos que Q = 0 c.p.d. o, lo que
es lo mismo, la unicidad buscada.



CAPITULO 3

Modelos de replicacion de ADN

Los contenidos de este capitulo se corresponden con los resultados del articulo some-
tido [45], y en él presentaremos y analizaremos una ecuacién no lineal que modele la
replicacion mecanica del ADN, sin tener en cuenta la complicada maquinaria interna
que interviene en el proceso. De hecho, el modelo que estudiaremos sera de tipo
Kolmogorov—Jhonson-Mehl-Avrami (KJMA) y se basa en la analogia (formal) entre
el proceso de replicacion de una molécula de ADN y el proceso de formacién 1-D
de cristales (véase [20]). En esquema, (véase Figura consideraremos dos partes
(no conexas) diferenciadas del ADN, las zonas en la que los pares de bases ya se han
separado, también llamados “ojos”, que se corresponderan en nuestra analogia con
las “islas” o zonas cristalizadas, y las zonas en las que los pares de bases atin no han
sido separados para su posterior replicacion, que se corresponderan en el paralelismo
de cristalizacién con los “huecos” o zonas acuosas en las que atin no se ha formado el
cristal. Una vez presentado el modelo, realizaremos un estudio matematico completo
de existencia y unicidad.

3.1 Introduccion

Para que una célula pueda replicarse, es preciso que despliegue y desenrolle su ADN
y ademas ha de separar las dos hebras de ADN una de otra para luego adherir a cada
una de ellas por separado sendas hebras de aminoacidos complementarios para crear
dos copias exactas del original. Para llevar a cabo todas esas tareas, las células han
desarrollado toda una una complicada ingenieria interna. En particular, a la hora
de replicarse, unas proteinas iniciadoras se adhieren a ciertas regiones especificas del
ADN llamadas origenes de replicacion, separando las bases ligadas situadas en ambas
direcciones desde el origen de replicacién. La zona formada por estas dos hebras de

33



34 CAPITULO 3. MODELOS DE REPLICACION DE ADN

ADN separadas se suele llamar “0jo” (véase [26]) o burbuja de replicacién. En cuanto
las hebras se van separado, otro grupo de proteinas que lleva a cabo la replicacién
se adhiere a estas y comienzan su trabajo, por lo que los ojos estan constituidos
en realidad por dos cadenas de ADN duplicado. El proceso se detiene en una de
las direcciones de crecimiento de los ojos cuando dos de ellos se encuentran y se
combinan, creando un ojo mayor.

Cristales

Islas/ojos .
Huecos' 3 3 3 3

ADN:

Figura 3.1: Analogia entre el proceso de formacion de cristales y el de replicacion de
ADN. Observamos las islas (1) y (2), las nucleaciones (2) y los huecos (3) entre islas.

Esta descripcion basica del proceso de replicacién del ADN permite establecer
cierta analogia formal entre el proceso de formacién de cristales por enfriamiento
y el de replicacion del ADN, y utilizar modelos de tipo Kolmogorov-Jhonson-Mehl-
Avrami (KJMA) para la nucleacién y crecimiento de cristales (véase [2], B0 B5]).
Describimos esquematicamente este proceso de formacién de cristales para compren-
der la analogia, que también consiste en tres procesos simultdneos, 1) nucleacién o
arranque del proceso de cristalizacién en ciertos puntos (que pueden ser cualesquiera
para hacer un primer modelo simple) en los que el cristal empieza a formarse por
congelacion, creando dominios sélidos o “islas”; 2) estas islas crecen en ambos senti-
dos; y 3) cuando dos de estas islas se encuentran se produce la fusién, y se crea una
isla mayor que sigue creciendo en ambas direcciones por la parte libre.

Estos son los puntos en comun que ha llevado a numerosos autores a utilizar
modelos 1-D de tipo KJMA para modelar el replicado del ADN (véanse [5], 15|
22, 26, 32 B1] y las referencias de cada uno), en los que extraemos las siguientes
caracteristicas esenciales para entender el modelo:

e La replicacién del ADN, o nucleacién, comienza en una cantidad numerosa de
puntos conocidos como origenes de replicacién. A la region creciente de ADN
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que queda replicada en torno a cada uno de estos origenes, se le llama ojo o
burbuja de replicacién (debido al aspecto que tiene esta zona observada con
microscopio electrénico). No obstante, siguiendo la analogia de los modelos
KJMA, en adelante los llamaremos islas.

e El proceso de sintesis del ADN replicado, es decir, el crecimiento de estas islas,
se produce en ambas direcciones, con velocidad v. Experimentalmente se ha
observado que v permanece practicamente constante durante el proceso.

e FEl proceso de replicacion se detiene cuando dos islas se encuentran, permane-
ciendo activo en los extremos libres.

En este capitulo pretendemos hacer un estudio completo de existencia y unicidad
de estos modelos.

3.1.1 El modelo de islas y huecos

Como hemos dicho, en lo que sigue usaremos la nomenclatura genérica de islas para
referirnos a los ojos o burbujas de replicacion. Para describir el modelo, también
necesitamos trabajar con la parte complementaria a las islas, es decir, la parte de
ADN ligado que queda entre dos islas y que atin no ha sido separada; llamaremos a
estas partes “huecos” (véase Figura [3.1]).

Siguiendo [32], definimos p(z,t) como la densidad de huecos de longitud z en
un cierto instante t. Para estudiar la evolucion en tiempo de esta densidad, hemos
de tener en cuenta los procesos anteriores:

e En ausencia de nucleaciones o fusiones, cada hueco de longitud x decrece por
ambos lados a velocidad constante v.

e Cada nucleacién en un hueco de longitud x hace que el hueco sea destruido
(dando lugar a otros dos de longitud inferior). Si suponemos que el nimero de
nucleaciones en cada instante de tiempo ¢ viene dado por una funcién I(t), el
término de destruccion viene dado por

destruccién = I(t)xp™ (t, z).

e Como hemos dicho, se puede crear un nuevo hueco de longitud x por nucleacién
en uno de longitud superior y > x, el término para describirlo seria:

creaciéon = 2](t)/ Pt (t,y)dy,



36 CAPITULO 3. MODELOS DE REPLICACION DE ADN

donde el factor 2 proviene de la simetria izquierda—derecha del proceso de
nucleacion.

Con todo ello, la evolucién de p (x,t) ha de tener la siguiente estructura

op™(t, )
ot

= [decrecimiento lateral] — [destruccién] + [creacidn],

es decir,

00" (t2) _, Op"(t,)

ot ox - I<t)$PH(t, $) + QI(t) /IOO pH(t’ y)dy (3.1)

Para completar el modelo, debemos precisar el niimero de huecos de tamano cero
en cada instante, que tendrd que ver con el nimero (acumulado) de nucleaciones.
Para ello (véase [32] y las citas contenidas), denotamos como f(l, ) a la probabilidad
de que la seccion de ADN localizada en el punto [ se replique en el instante ¢, que
se determina en promedio a lo largo de muchas simulaciones y cuyo valor serd 0
6 1. Por simplicidad (aunque a lo largo de este capitulo lo trataremos con mayor
generalidad), podemos suponer que sélo depende de t, y asi obtener la densidad de
huecos de tamano cero como

0L

p(t,0) = ¢c(t) = N Y (t)e 20 (3.2)

donde

L es la longitud de la molécula de ADN y Ny el ntmero total de nucleaciones (y
también el nimero total de fusiones de islas) dado por

Ny = L/ I(t)(1 = f(t))dt = L/ I(t)e*h® qt.
0 0

Aqui el factor (1 — f(t)) aparece debido a que las nucleaciones sélo pueden tener
lugar sobre los huecos, es decir, las regiones no replicadas del ADN. Notamos aqui
que suponer L = oo no modifica la definicién de ¢.(t), puesto que L aparece también
como factor en la definicién de Nj.

En la primera aproximacion, al igual que [32], que llevaremos a cabo en la siguien-
te seccidn, consideraremos que v es constante y que el nimero de nucleaciones [(t)
es solo funcion de t. No obstante, las observaciones experimentales indican que este
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ultimo puede variar sobre distintas posiciones de la molécula de ADN y también que
la velocidad v no es necesariamente uniforme a lo largo del proceso de replicacion.
por ello, generalizaremos las hipotesis sobre I y v, haciéndolas depender de x y t
(véase [22]), en la subseccion [3.2.1] Por otro lado, parece natural considerar que
el nimero de nucleaciones dependa (introduciendo una no-linealidad) del espacio
libre, es decir, de la densidad de huecos I(p™), por lo que introduciremos también
esta posible dependencia en este capitulo, lo que constituye la principal novedad de
nuestro modelo.

De modo analogo al tratamiento de los huecos, podemos definir p’(z,t) como la
densidad de islas de longitud = en cada instante ¢. Los procesos anteriores influiran
en la evolucion de esta densidad como

e Si no se producen nuevas nucleaciones ni fusiones, cada isla de longitud = crece
por ambos lados a velocidad constante v.

e Cada nucleacién en algiin hueco crea una nueva isla de longitud z = 0 (dado
que se estd usando un modelo continuo), lo que dara lugar a un término singular
en z de la forma

o(x) /000 I(t)xp (z,t) dv = I(t)S(t)6(x),

siendo () la Delta de Dirac y S(t) := / zp" (x,t)dx, la llamada fraccién

0
de huecos, es decir, la fraccién de AND aun sin duplicar.

e La fusion de islas contribuye tanto a crear como a destruir islas de tamano x.
Concretamente, la fusion de una isla de longitud x con cualquier otra, da lugar
a un término de destruccién mientras que la fusion de islas cuyas longitudes
suman x da lugar a un término de creacion.

Asi, la evolucién de p!(z,t) es de la forma (véase [32])

opl(t,z) _ _, Op'(t,x)
ot N ox

+a(t) (/Oz Ptz —y)p'(t,y)dy — 20 (t)p! (2, Jf))

+I(1)S(t)6(x) (3.3)

donde
(3.4)
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o
nl(t) :/ p(x,t)dx (3.5)
0
es el niumero de huecos. Hemos de resaltar aqui que, en dimension uno, el ntimero
o

de huecos y el ntimero de islas n’(t) = / p'(z,t)dz es el mismo.

Como ya hemos indicado, nuestro ol;)jetivo en este capitulo es hacer un estudio
general sobre existencia y unicidad de soluciones de este modelo unidimensional de
islas y huecos, presentandolo como adecuado para la descripcion para la duplicaciéon
del ADN segun la analogia descrita. Para la ecuacién de la densidad de huecos
haremos un estudio de existencia y unicidad mediante soluciones débiles en L* N L.
Primero estudiaremos el caso en que la velocidad v de decrecimiento de los huecos es
constante y posteriormente, el caso en que v depende de la longitud x de los huecos
y el nimero de nucleaciones I(t) depende del nimero de huecos de longitud z.

Para la ecuacién de la densidad de islas haremos un estudio de existencia y
unicidad mediante soluciones débiles en el espacio M(R) = (Co(R))" de las medidas
de Radén. En este caso supondremos que la velocidad de crecimiento de las islas v
es constante.

En esta linea, creemos necesario referir algunos trabajos previos. En [32], se
realiza un estudio del modelo de replicacion del ADN mediante modelos KJMA. Los
autores muestran una solucién explicita para la evolucion temporal de las densidades
de huecos e islas, analizando su comportamiento. En [32], también se resuelve el
modelo KJMA para la replicaciéon de ADN para I(t) constante, usando el método
de Kolmogorov. Obtienen una ecuacién de primer orden para el nimero n”(t) de

huecos onf (1) 1)
n(t t
= —2ug(t)n" (t) + —Ln'(t
5 = gl (1) + (),
que puede ser resuelta exactamente usando las condiciones de borde nfl(0) = 1,

obteniendo un comportamiento exponencial en x, cuya constante de decrecimiento
decae a su vez con el tiempo. Para la distribucion de islas no es posible usar la
misma técnica, ya que mientras que los huecos se crean inicamente por nucleacion,
una isla de tamano no cero puede crearse tanto por crecimiento como por fusién
de otras. En este caso, obtienen el comportamiento asintético de p!(¢, r) mediante
transformaciones de Laplace de la ecuacién anterior, al igual que en [51], 52 [53].

Nosotros, como ya hemos dicho, ademas del estudio general de soluciones débiles
de la ecuacion de evolucién en tiempo para los huecos y las islas, realizaremos un
estudio de la misma para el caso de velocidad variable y nimero de nucleaciones
dependiente de la densidad de huecos I(p*).
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3.2 Modelo para la distribucion de huecos

La idea de esta seccién es la de estudiar el buen planteamiento del problema consis-
tente en la ecuacién junto con el dato inicial pf(0,z) = pff (z) € WH>(R) que
suponemos que tiene soporte compacto [0, R]. Definamos en primer lugar el concepto
de solucién débil con el que trabajaremos

Definicién 3.1. Sea p"(0,2) = pl(x) € L'(R) N L>®(R), T > 0. Diremos que
pt e C([0,T); LY(R)NL>®(R)) es una solucién débil de la ecuacion (3.1)) si la siguiente
identidad

/OT /OOO p"(t, ) (@‘P(E@ — 200,0(t, z) + I(t)xp(t, :C))dw dt

se satisface para toda ¢ € C3°([0,T); R).

El método que usaremos para tratar esta ecuacion consiste en construir un sis-
tema auxiliar definido en toda la recta real y con condiciones de borde homogéneas.
Para ello, hacemos en primer lugar un cambio de variables que nos permite obtener
condiciones nulas en z = 0.

p(t,w) = p™(t,2) — ¢e(t)T (2), (3.6)

donde I'(z) es una funcién real suficientemente regular verificando I'(0) = 1 y I'(z) =
0 para |z| > R, y donde ¢.(t) es la funcién dada en (3.2)), como valor del nimero de
huecos de tamano cero en cada instante de tiempo t. Esto nos conduce a la siguiente
ecuaciéon para p,

Op(t,x) —200,p(t,x) + I(t)xp(t, x) — 21(t) /OO p(t,z)dz = F(t, )

donde hemos agrupado los restos F' como,

Ft,z) = —¢(OT(x) + 20¢.(t)"(2)
()2 (@) (t) + 20(8)belt) / I(2) d=.

Es importante destacar algunas propiedades de esta funcién F'(t,z). Lo hacemos a
modo de Lema para referirla posteriormente, aunque su comprobacién es inmediata.
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Lema 3.2. Ewisten sendas constantes C'y T dependientes unicamente de I', ¢ e
I(t), tales que || F||penrt + ||0:F || oenzr < C para todo t € [0,T].

Si ahora hacemos el siguiente cambio de variables

p(t,e¥) = p(t,y) (3.7)

habremos logrado extender el dominio de definiciéon de la variable independiente de
z € (0,00) ay € (—o0,00), obteniendo la ecuacién

Oup(t,y) — 2ve™ Oyp(t,y) + 1(t)e’ plt, y)
—2](t)/ ep(t,z)dz = F(t,y), (3.8)

quedando F(t,y) = F(t,e¥) dada por
F(t,y) = —¢.(OT(e”) + 206, (t)I"(e?)
—I(t)e'T's(e¥)pe(t) + 2[(t)<bc(t)/ e*T'(e?) dz. (3.9)

El principal resultado de esta seccién es el siguiente.

Teorema 3.3. Sea pgl una funcion con soporte compacto en [0, R], para cierto R >
0, y tal que ptl € WH*(R). Supongamos ademds que existe un 0 < T < 2—’1 tal que,

t
N(t) :== (R — 2ut) / 2I(s)e Js @2l=a)dogs - 1wyt < T, (3.10)
0
siendo I(t) el nimero de nucleaciones, que suponemos acotado en [0,T].

Entonces, existe una tinica funcién p™ € C(0,T; WH>(R)) con soporte compacto,
solucion débil de la ecuacion (3.1)), cumpliendo y la condicidn inicial pl .

Demostracion. Notamos primero que la condicién T' < % es natural puesto que el
mayor hueco inicial (cuyo valor no puede exceder la cantidad R dada por el soporte
de pkl) decrece continuamente a velocidad 2v debido a las replicaciones en sus dos
extremos, por lo que como mucho (incluso sin que hubiese nucleaciones) desapareceria
en un tiempo R/(2v). La otra hipdtesis , mas técnica, es compatible con las
escalas espacio temporales del ADN y el nimero de nucleaciones.

Para estudiar la existencia de solucién del problema de Cauchy asociado a la
ecuacion con dato inicial pf, usaremos el problema asociado que lineali-
zaremos mediante una técnica de retraso en tiempo. Construimos la sucesién {p” },en
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consistente en las soluciones de la la siguiente sucesion de problemas de transporte
Op"(t,y) —2ve Y Oyp"(t,y) + I(t)e!p"(t,y)
—2](t)/ ep" Nt 2)dz = F(t,y), (3.11)
y
sobre [0, 7], con condicién inicial p™(0,y) = po(y) := pi’(e¥), y donde F viene dada
por (3.9). Para arrancar la sucesién, tomamos p°(¢,y) := po(y).

Resolvemos explicitamente esta ecuacion usando el método de las curvas carac-
teristicas (ver Figura|3.2)). En este caso,

S

A

\ ew

lngR)

Figura 3.2: Varias curvas caracteristicas Y (s) = In (eY(O) — 21}5).

Y(t) =y,

que queda definida para (s — t) < %
En particular, si comenzamos en ¢t = 0, tienen sentido hasta el instante s < %,
en el que la curva se haria Y (s) = —oo (tal y como observamos en la Figura|3.2)). De

modo equivalente, yendo hacia atrds en nuestro cambio de variables (3.7)), un hueco
de tamarfio inicial x = ¥, desaparecerd, como mucho, en el instante (finito) s = .

En cualquier caso, usando estas curvas, la solucién de (3.11]) puede ser escrita como

{ Y'(s) = —2ve™Y (),

PU(ty) = po(Y(0)) e o T(9)eXVds

t o0
+/ 2](3)/ e p" (s, 2)dz e~ Ji 1@ o g g
0 Y (s)

¢
+/ F(s,Y(s)) e s I(o)eX Mo g (3.12)
0
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Estudiamos primero el soporte de p™(t,-). Desde esta expresién, observamos que
el soporte de p™(t,-) se mueve con Y, que es decreciente. Concretamente, notando
que pp tiene soporte en (—oo,In(R)] y siguiendo la pista de la curva caracteristica
que cumple Y (0) = In(R), deducimos que el soporte de p"(t,-) estd contenido en el
intervalo (—oo,In(R — 2vt)] C (—oo, In(R)].

Analizamos ahora el segundo término de la derecha de la expresién (3.12), que sera
clave para determinar la convergencia de esta sucesion de soluciones aproximadas.
Vemos que

t 00
/ 2[(3)/ e p" (s, 2)dz e s T(e)eX (Mo g o
0

Y (s)
In(R—2vs)

t
N /21(8)/ ep" (s, 2)dz e~ Ja 1o)X Dda g
0

Y (s)
< P e orxry N (2) (3.13)

donde N(T') aparece tras la siguiente estimacién

t . In(R—2vs)
sup / 21(s)e s I(U)(_2v(o_t)+ey)d"/ e“dz ds

y<InR J0O Y(s)
t
< sup / 2](8)6_ f: I(o)(—2v(oc—t)+eY)do (eln(R—sz) . eY(s)) ds
~ y<mRrJo

t
< sup / 21(s)e” Ji @)(=20(0—t)+e¥)do (R—2vs+2v(s—t)—e’) ds
y<InR J0O

t
< (R- 2vt)/ 21 (s)els 1)2le=bdogg — N (3).
0

Por lo tanto, tenemos

" (t, Mz < CH)llpollre + NE)p" Iz qorixr) + £ (1),

donde
C(t) = sup {e*féf(s)ey(s)dS}<e*f51<s>2v<tfs>d57
y<In R -
t
0= {/ F(s,Y(s)) efsf<a>e””>dads},
y<InR 0

son funciones acotadas, gracias al Lema . Por ello, bajo la hipétesis (3.10)),
podemos deducir que

1" (@, )z < Ci(®)[lpoll e + Ca(t). (3.14)
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Veamos ahora que 0,p,, estd acotada en L>°(0,7; L>°(R)). Derivando en ((3.11))
respecto de x y tomando W := 0,p", tenemos

oW (t,y) — 20e YO,W(t,y) + (I(t) + 2ve )Y W(t,y)
= 0,F(t,y) — I(t)e!p"(t,y) — 21(t)e’p" " (t,y),

que es de nuevo una ecuacion lineal de transporte y con el mismo campo de trans-
porte. Podemos pues usar de nuevo las caracteristicas Y (s) = In (e¥ — 2u(s — 1))
calculadas para dar una expresién explicita de la solucién (que omitimos) que, com-

binada con (3.14)), permite estimar
10yp" (&, ) oo < Cs(t) 10yp0]l Lo + Cal®) |0l L + C5(2),

siendo Cjs(t) funcién de las estimaciones sobre F'y 0, F.

Para pasar al limite en la sucesién p™ requerimos de alguna estimacion adicional
sobre su derivada temporal. De nuevo, derivando en (3.11f) respecto al tiempo,
usando el método de las caracteristicas y usando las estimaciones previas de p™(t, -)
en WH(R), se puede deducir que

10:p" (E, )l e < Cs(),

dependiendo Cg(t) sélo de las cotas de F e I.

Por lo tanto, la sucesién {p, },,-, cumple p™ € WH>([0, T x (—oo, In(R)]) con cota
uniforme en n. Entonces, gracias al Teorema de Ascoli-Arceld, podemos extraer una
sucesién parcial (que notaremos igual) que converge uniformemente sobre compactos
a una funcién p € WH([0,T] x R). Notamos por ultimo, que tal convergencia es
mas que suficiente para pasar al limite en la formulacion débil de , en concreto,

/ | ) (o) = 209, (e ott.0) — 10ett.0)) o

/ / 21(t ty/ ep"(t, 2) dz dy dt
——/ 0(y)p(0,y)dy — // F(t,y) o(t,y)dy dt,
0

para cada ¢ € C}([0,T) x R). En realidad, al tomar limite concluimos que p es
solucién débil de (3.8).

Para probar la unicidad, usamos argumentos similares a los del Capitulo anterior.
Suponemos pues la existencia de dos soluciones débiles de , pt y p* con el mismo
dato inicial py. Definimos p = p! — p?, que cumplird
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/OT /OOO p(t,y) <3t90(t,y) — 200, (e_ygp(ty)) _ [(t)ey@(t,y)>dy dt
+/OT /000 21(t)p(t,y) /OO e*p(t, z) dz dy dt = 0.

Si aplicamos el Teorema de Fubini en el dltimo término para permutar las integrales
respecto de z e y (y volvemos a cambiar (z,y) — (y, z)), la expresién queda como:

/OT/OOOp [&SO — 200, (e V) —I(t)eYp + 2[(t)€y/0

Para concluir la demostracion de unicidad bastara probar que el operador definido por
la expresion entre corchetes anterior es sobreyectivo, por ejemplo, sobre CJ((0,7") x
[0, R]), o dicho de otro modo, que el problema dual de transporte

Y

o(t,2) dz} dydt=0.  (3.15)

Y
Dupy(t,y) — 200,04 (t,y) — 1(t)evy(t,y) + 2I(t)ey/0 ou(t, 2) dz =1,
o(T,2) =0

tiene soluciones regulares para cualquier ¢ € Cj((0,7) x (—o0,In(R))) (en realidad,
al igual que en el Capitulo anterior, basta que tenga soluciones en cualquier espacio
que contenga densamente a las funciones test). En este caso, la existencia de estas
soluciones regulares queda probada mediante argumentos andlogos a los dados a lo
largo de la demostracion de este teorema, ya que las mismas estimaciones probadas
para la sucesion {p"},~, en WH([0, 7] x (—oo,In(R)), pero con derivadas cldsicas
en este caso, pueden ser reproducidas.

Por lo tanto, tomando en (3.15)) una sucesién de funciones test o, € C3([0,T) xR)
que converja de forma adecuada a ¢, tendremos

/0 /pr@,ym(t,y)dydt:o, Vb € CL((0.T) x (—o0, In(R)]),

lo que implica que p = 0 c.p.d. La conclusién ultima del Teorema [3.3.| se basa
simplemente en que los dos cambios de variable que hemos realizado, (3.6) y (3.7)),
son aplicaciones biyectivas. 0

3.2.1 Distribucion de huecos: modelo no lineal

Como introdujimos al principio del capitulo, en esta subseccién estudiaremos el mode-
lo presentado de fragmentacién (3.1)) para la distribucién de huecos, pero generalizado
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en dos sentidos: consideraremos por un lado que la velocidad de duplicacién del
ADN depende del tamafio del hueco en el que se estd produciendo v = v(z) y, por
otro lado, que debido a la falta de homogeneidad en la cadena de ADN y/o a las
correlaciones entre el niimero de nucleaciones y el tamano de los huecos (véase por
ejemplo [32]), es preciso considerar que el nimero de nucleaciones es una funcién
local I = I(t,z). Es mas, del mismo modo que, incluso en el caso homogéneo (véase
[31, 32]) se suele establecer una dependencia implicita entre I(t) y S(¢) (es decir,
entre el nimero de nucleaciones y la fraccién de ADN sin duplicar), parece natural
establecer una dependencia funcional entre la funcién de nucleacién I y p en el
marco mas general posible. Por todo ello, proponemos una dependencia funcional
genérica I(t,z) = I(t,z,p"(t,x)) a la que sélo le exigimos una propiedad técnica
bésica:

[I(t,x)| + |0 (t, )| + |01 (¢, )| + ‘ma(;’x)‘ <C, VzeR, Vt>0, (3.16)

H

no restrictiva y consistente con los resultados de [31], 32]. Con estas modificaciones,
la ecuacién (3.1) queda mejorada en la forma general

dp"(t,x)
Ox

_o1(t, 7, o (1, 7)) / T ydy = 0, (3.7)

aip" (t,x) — 2v(x) + 1tz p"(t,2) x p™ (L, @)

con [ verificando (3.16)) y v(x) cumpliendo
v € C*(R), 0 < Vpnin < 0(x) < Ve < 00. (3.18)

Nuestro objetivo inmediato es estudiar la existencia y unicidad de este modelo
y, para ello, daremos un resultado preliminar para un caso intermedio en el
que el nimero de nucleaciones es una funcién I(¢,r) dada (independiente de p?) en
el espacio in L>(0,T; Wh>(R)).

Proposiciéon 3.4. Dadas I € L>*(0,T;WH>*(R)), v cumpliendo y pil €
W (R) una condicion inicial con soporte en [0, R, y suponiendo que existe un
tiempo 0 < T < =L— tal que

2Vmaz

t
Ni(t) == (R — zvmmt)/ 2|1 (s,-)||ece™ Js M@ octminlt=)do gy 7~ (3.19)
0
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para todo t < T, entonces, existe una tunica funcién p € C(0,T; W1*°(R)) con
soporte compacto que resuelve (3.17)) en sentido débil con dato inicial pkt y que cumple
.

Ademds, p* € W>([0,T) x R)) y ||p" |lwreomxr)) < C para cierta C' depen-
diente sélo de pif, ||I|

Lo (0,T;Wheo(R)) Y ||FHW17°°([0,T)XR))'

Demostracién. Los argumentos necesarios para demostrar este resultado son com-
pletamente analogos a los usados en el Teorema con algunas modificaciones
naturales. Resaltamos las principales ideas que marcan las diferencias que aparecen.

Comenzamos realizando los mismos cambios de variables (3.6)—(3.7) para obtener
una ecuacién de transporte andloga a (3.8)) y, sobre ella, montamos el proceso iterativo
analogo,

0" (1) — 20(e7) € By (1) + (1, )" (1)
“2(ta) [ = Fle)
Yy

cuyas curvas caracteristicas ahora son implicitas, y vienen dadas por:

{ 3{/((5):_;2@(6%))6_%)’ = Y(s)=In (ey 3 2/tsv(€Y(T))dT> ‘

No obstante, las soluciones p™ mantienen la forma (3.12)) con la tnica diferencia que
I(s) ha de ser sustituida por I(s,e¥)). Por lo tanto, también podemos deducir que

el soporte de p"(t, -) se mueve con la caracteristica Yz que cumple la condicién inicial
Yr(0) = In(R). En realidad, usando ahora que

Yr(s) =1In (R - 2/ v(eYR(T))dT> < In(R — 20mins) < In(R),
0
podemos deducir que
SOppn(t, ) C (—OO,YR(S)] C (—OO,IH(R)]

Por 1ltimo, la cota (3.13)) puede ser probada simplemente con N(t) reemplazada por
Ni(t), usando la expresién implicita de las caracteristicas y estimando como sigue,



3.2. DISTRIBUCION DE HUECOS 47

y<InR

t . Y (o) Yr(s)
sup / 2I(s)e” Js 1@)e da/ e*dz ds
0 Y (s)

t
< Sup / 2[(8)67 fgt I(U) (eyffta ’L)(eY(T))d’T) do (€YR(5) . eY(S)) ds
N y<InR J0
t
S sup / 2[(3)61: I(o)vmin(t—0)do
y<InR JO

X (R - 2/ v(eY*Ydr — ¥ + 2/ U(GY(T))dT) ds
0 ¢
t
< (R—2vpint) / 201 (s, ) laces 1 M2iminle=00 s = Ny (£).
0

donde hemos usado la notacién I(s) = I(s,e¥(®)) para simplificar la escritura. por
lo tanto, usando la hipétesis , deducimos la cota uniforme , que es el
paso clave de la demostracién. La parte restante de regularidad y unicidad es una
adaptacion trivial de los argumentos previos dados en el Teorema [3.3.] aunque te-
diosos en su escritura, por lo que los omitimos en esta memoria. 0

Ya estamos en condiciones de enunciar y demostrar nuestro resultado central en
este capitulo, el de existencia y unicidad del sistema no lineal general (3.17]).

Teorema 3.5. Sean I y v verificando Y respectivamente, y sea una
condicion inicial pf € WH(R) con soporte compacto en [0, R]. Supongamos que
existe un 0 < T < =—L— tal que

2Umazx

t
No(t) := (R — 20mnt) / AT (s -, e 2 etmint=odorgy = 1 (3.90)
0

para todo t < T'. Entonces, podemos encontrar una unica funcion con soporte com-
pacto pfl € C°(0,T; WH=(R)), que sea solucion débil de (3.17) con condicidén inicial
oty que cumpla .

Demostracion. Vamos a utilizar un argumento de punto fijo, retrasando el término
no lineal para crear una ecuacion lineal en cada iteracién. En primer lugar, gracias a
la Proposicién |3.4., sabemos que, para cada natural n € N, existe una tnica funcién
pH e L°°(0, T; WH=(R)), solucién de

dpy (t,x) Ay (t,x)

gy v(x) 9 + I tapf(t,z) — 20" /x P (t,y)dy = 0,
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con dato inicial pff, y donde I"(t,z) := I(t,z, p (t,z)). Para arrancar la sucesion,
tomamos por ejemplo I°(t,z) = 0. Sabemos que, ademds, esta funcién estd en
Whee((0,T) x [0, R]) y verifica

00 R
20 () [ oty fdode = [ gt ()00,
T 0

para todo test ¢ € C3°([0,T") x [0, R]).

Para probar la existencia de solucién del problema completo no lineal hemos
de demostrar que las sucesiones {p },,cn e {I" ! },.cn convergen, y que podemos pasar
al limite en (la parte no lineal de) la formulacién débil.

Gracias a las estimaciones de la Proposicion y las hipétesis , deduci-
mos, via el Teorema de Ascoli-Arceld, que {pX},cn converge uniformemente (salvo
subsucesién que denotaremos igual) a una cierta funcién pff sobre compactos de
(0,7) x [0, R]. Ahora, gracias a la continuidad de I(t,z, p) con respecto a sus tres
variables, I" también convergera uniformemente sobre compactos. Esta convergencia
es mas que suficiente para pasar al limite en la formulacién débil anterior, incluyendo
el término no lineal "tz pH.

Sélo resta entonces probar la unicidad. De nuevo, tomamos p? = pif — plf siendo
pl y pil sendas soluciones débiles de cumpliendo la misma condicién inicial
pkl. Denotamos andlogamente I; := I(t,z, pf(t,z)), para cada i = 1,2. Tenemos
entonces,

/OT /OOO {pH(t,:C) ((?t(p(t, x) — 20(x)0,p(t, :U)) - (pf[l - ,05112)3:@(15, )

+290(t,x)<11/ pf(t,y)dy—fz/ pﬁl(t,y)dy)}d:vdtz()-
Yy )

Usando aqui el Teorema del Valor Medio, deducimos la existencia de una funcién
p(t, ) cuyo valor estd en algtin punto intermedio entre p (¢,x) vy p¥(t, ), tal que
I = I = p" (9,1)(t,, pt, ) = p" T, 1

Con ello, podemos escribir:

pi = py L= pi' (I — L) = pM' Iy = pH(WﬂfI + [2>,
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lo que, al sustituirlo en la expresién débil anterior, nos lleva a

/OT /Ooo Pt (4, 2) L) (t, 2)da dt = 0,
donde el operador lineal L queda dado por
Llg] = 0O —20(z)0:p — xp (Wﬂ? + Tz)
+2¢08,1 /OOO i (t,y)dy + 2 /Ox p(t,y)a(t, y)dy.

Una vez mas, el argumento de unicidad se concluye probando la sobreyectividad del
operador dual L sobre C}((0,T) x [0, R]), es decir, probando que el problema

L[%Ow] (t’ {L’) = w<t7$)’ QO(T’ {lf) =0,

tiene solucion Vi € Cy((0,T) x [0, R]), lo que es consecuencia de un analisis similar
al dado para el Teorema , usando que p y por lo tanto 9,/ son funciones acotadas.
O

3.3 Modelo para la distribucién de islas

No queremos terminar el capitulo sin analizar, aunque sea brevemente, el modelo
“complementario” al de huecos: el modelo de las islas. Recordamos la ecuacién

(3-3),
op'(t,x) = —200.p"(t,z) + 1(t)S(t)6(x)

+a(t) ( /Ox pl(t,x —y)p'(t,y)dy — 20" (t)p! (2, 1’))

donde p!(t,x) representa la densidad de islas de tamafio x en el instante ¢, I(t) es
el nimero de nucleaciones , S(t) = [~ xp™ (¢, x)dx representa la fraccién del espacio
que no ha sido cubierto por islas, (es decir, la fraccién de ADN sin replicar) y §(z)
es la medida o delta de Dirac. En dimensién uno, como deciamos en la introduccion,
tanto huecos como islas poseen la misma funcién de densidad n(t) dada por
mientras que (referimos de nuevo a [32] para mas detalles) la funcién a(t) estd dada
por , que la liga a la densidad de huecos de tamafio cero, pf(t,0). Por ello, el
sistema de las islas se acopla al sistema total por medio de las funciones S(t) y a(t).
El objetivo de esta tltima seccion es estudiar la existencia y unicidad de soluciones
de la ecuacion (3.3)).
Nuestro concepto de solucién (medida) débil de sera el siguiente:
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Definicién 3.6. Sea pl(x) € L*(R). Una medida p'(t,x) € C([0,T); M(R)) serd
una solucion débil de (3.3) con condicion inicial pl cuando cumpla

/0 ) /0 N {0'(t.2) (B (t, 2) + 200,08, 7)) + TSl 2)
—alt) ([ e =)ty - 200 ,0) ) 0,0 b
—— [ d@pt.0
para cada test ¢ € C3°([0,00) x R).
Nota 3.7. Usando el Teorema de Fubini y posteriormente el cambio z = ¢(y) =

y — x, podemos reescribir el término con tres integrales de manera que la incognita
pl aparezca como factor, quedando:

/0 ) /0 ) I(t)S(6)d(x)p(t, ) + p' (¢, 3:){ (@gp(t, z) + 200,0(t, x))

—aft) </OOO pl(t, 2)p(t, z + x)dz — 2p(t, x)nH(t)) }da;dt
—— [ d@pto.0

para cada test ¢ € C3°([0,00) x R).

Comenzamos buscando algunas estimaciones a priori. Notamos en primer lugar
que usando la expresién explicita para la distribucion de huecos de tamano nulo
y (3.4), la funcién a(t) resulta creciente y acotada en [0, 7.

Para continuar, definimos, para cada f,g en L*(0,T;L'(0,00)), el operador
M(f, g) siguiente:

M(f,g) = / ") (ta — y)g(t, y)dy — 2 / Tty (321)

y probamos el siguiente resultado.
Lema 3.8. Las siguientes afirmaciones son ciertas.

i) M(f,q) estd acotado en L>=(0,T;L'(0,00)).
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it) M(f):= M(f,f) es localmente lipschitziana en L', es decir,

IM(f) = M(g)lpr < LIS — g(t, I,
donde L(t) = 3a(t)(|£(t, )11 + g(t, )1 ) > 0.

Demostracién. La primera afirmacién i) es trivial. Para verlo basta integrar la
expresion con respecto a x, permutar las integrales aplicando el Teorema de
Fubini y hacer el cambio z = z — y; vedmoslo (omitimos la variable ¢ para simplificar
la escritura):

ol = [ | [ atte=nowiay -2 [ ar@atais
S/o alg(y |/ (r—vy |da:dy+2//a]f y)|dydx
< /0 alo()] / dedy +2 [ / ol £(@)9()\dyd

< 3al[fl|:[lglzr-

Para probar i), razonamos de forma parecida, aplicando Fubini y el cambio de
variables z = ¥ — y para obtener

M) =Ml <3 [ [ ato]s(e.00st.0) = st 2lgte.|dedy.

Sumando y restando f(¢,y)g(t,x) y usando la desigualdad triangular, concluimos
que

1M(f) = M@l < 3a(t) (1] = gl 1FE s + 17 = gllzslgt, )
LIS = gller
lo que termina la demostracion del Lema 0
Escribimos finalmente nuestro resultado de existencia y unicidad para la ecuacién

(3.3).

Teorema 3.9. Supongamos que tanto I(t), como S(t) y a(t) son funciones acotadas
ent € [0,T], y que p} estd en L*(R). Entonces, existe un tiempo 0 < T < T, y una
tinica medida p' € L>=(0,T; M(R)) solucion débil de (3.3) con condicion inicial p}
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Demostracion. Primero regularizamos la condiciéon inicial al modo usual; conside-
ramos una sucesion (pl)y € C°(R) tal que

(o —py i LY(R),
y usamos la siguiente ecuacién generalizada;

Ork(ta) . Dph(t,)
A7 2 A7
o VT or

pn(0,2) = (pp)o(),

— I(t)S(t)b, () — M(pL, pl) = 0, (3.22)

donde 4,, es una aproximacién estandar de la Delta de Dirac, es decir, 6,(z) = né(nx),
donde 0 < 6§ € Co(R), fR ddr =1y fR zédx = 0. Gracias a las propiedades de M
probadas en el Lema previo, la existencia de solucion de estd garantizada
por resultados estandar de semigrupos de evolucién (véase por ejemplo [47]).

Veamos ahora en qué condiciones podemos estimar p! en L'. Puesto que cumple
la ecuacién , que resulta ser de transporte, podemos usar las caracteristicas
asociadas (rectas en este caso) para escribir

%p,ﬂ(t, x+20t) = I1(t)S(t)0,(x + 2vt) + M(pl(t, x + 2ut)).

Desde aqui, para encontrar la estimacién L', podemos integrar respecto de x y usar
la parte i) del Lema para obtener

%Ilpfl(t, Mo < IOS() + 3a(®) | pn(t, )1 < a1+ llon(t, )L,

donde o = max{I(t)S(t),3a(t)}. Por lo tanto, comparando con la ecuacién 2’ =
a(l+ Z), obtenemos

lpn(t,)llcr < tan (at + arctan||(p ol 1) ,

lo que nos proporciona una estimacién en L' para t pequeno o, equivalentemente,
para condiciones muy restrictivas sobre I(t), S(t), a(t) y la condicién inicial.

Para pasar al limite también hemos de controlar el primer momento de p.. Para
ello, multiplicamos la ecuacion por z e integramos en [0, co[ para obtener,

8 o0 0
5 / 2ph(t a)dr < 20 ph(t, )1 + Sa(®)lloh(t, oo / rpl(tx)de.  (3.23)
0 0
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Esto nos permite controlar el primer momento de p. en el mismo intervalo en que
la cota en L! sea valida. Para pasar al limite, partimos de la formulacién débil de
(13.22)):

/OT /OOO {pfl(t,x) <8t90(t,x) + 2v8xgo(t,x)> + I(1)S(t)6,(x)p(t, 2)

—M(pzw,x)}dxdt — - / C(ho(@)p(0,2)dz, (3.2

para cada ¢ € C°([0,T) x R). Puesto que hemos acotado p. en L*°(0,T; L*(R)),
sabemos que, salvo sucesién parcial (que notaremos igual), p! converge débil* a una
cierta medida del mismo espacio p! € L>(0,T; M(R)). Como siempre, esto permite
el paso al limite inmediato en los términos lineales de (3.24]). Para tratar el término
no lineal, usaremos los mismos cambios que en la Nota para escribirlo como:

/OT /oo M (p%)p(t, x)dzdt
/ / / ol (t, )l (¢, y)(t, © + y)dydzdt

—2 / / / 1oL (¢, 2)pl (t, y)p(t, ) dydzdt, (3.25)

y estudiar su convergencia. El analisis de ambos sumandos es similar y, por ello, sélo

escribimos el segundo. Veamos que las estimaciones sobre p! y su primer momento

en z en el espacio L' bastan para probar la convergencia de este término.
Tomamos un R > 0, a determinar mas adelante, y una funcién meseta ¢ € C5°(R)

tal que
1 if |yl <R,
o(y) = . y
0 if |y| > 2R.

Si sumamos y restamos el término ¢(y)a(t)pl(t, z)pl (t,y)o(t, z) obtendremos

/ / / ) ph(t,2)py, (8 y)e(t, x)dydzdt =
/ / / G(y)a(t) pu(t, x) oyt y) ot x)dydadt
/ / / [1 = o(W)]alt)p,(t. 2)p;(t. y)o(t, x)dydzdt.
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Gracias a la convergencia de p! en medida, es decir, débil* en L*°(0,T : M), y el
hecho que ¢, ¢ € Cy(R), podemos deducir (véase [44]) que el primer término converge

a /oT /0°° /O"O o(y)a(t)p' (t,2)p" (t, y)e(t, z)dydrdt.

Veamos pues que el término restante se puede hacer tan pequeno como queramos
moviendo el R, y de manera uniforme en n. Para ello, usamos la cota del momento
y, simplemente, estimamos como sigue,

‘/ / / [1 = ¢(y)]a(t) o (t, 2) oy (t, y) (L, ) dydadt

< [ / it apltsa)do [~ Lol ey

0 R

R—o0
< E||a||oo||90||L1<o,T;Loo)IIypi(, DIz, [ onll L0z, = 0.

Con ello, concluimos el paso al limite del término no lineal, y por lo tanto, en la
formulaciéon débil (3.24), deduciendo que el limite encontrado p’, es una medida
solucion débil de .

La unicidad es, esencialmente, consecuencia de que el operador M sea Lipschitz.
Como es habitual, tomamos dos posibles soluciones de (3.3)), p"! y p’? que verifiquen
la misma condicién inicial p} y denotamos su diferencia como p! = p"'—pl2. Jugando
de nuevo con la no linealidad igual que en la Nota deducimos que, para cada
v € C([0,T) x R), se verifica

/ / 8tcp(t ) + 200,0(t, ) — M(gp(t,x)))dm dt =0,
donde
W(gt.a)) = a) [ () + o )ty
—2a(t) /Ooo (p”l(t,y)w(t,x) + p”z(t,x)w(t,y))dy-

Como en los casos anteriores, la unicidad se concluye tras el hecho que la imagen del
operador dual d,p + 200, — M () sea densa en C}, lo que es consecuencia directa
de que es lineal y de la regularidad de M. Por ello, siguiendo argumentos andlogos a
los expuestos en este capitulo, concluimos que p! = 0 y, por lo tanto, la unicidad. [J



CAPITULO 4

Agregacion de polisacaridos en
medios marinos

4.1 Introduccién

El estudio de la agregacién coloidal en el ambiente marino es de gran importancia,
ya que este tipo de procesos de coagulacién permiten transportar el carbono (como
parte de un agregado) hacia el fondo marino mediante mecanismos de sedimentacién.
Este es un proceso fundamental en ecologia, y juega un papel importante en la regu-
lacién del cambio climatico. Los océanos son los principales sumideros naturales de
carbono, asimilado a través del plancton, los corales y los peces, y luego transfor-
mado en rocas sedimentarias o biogénicas. Absorben alrededor del 50 % de carbono
emitido a la atmdsfera (bajo forma de carbono disuelto o mineral) y contribuye a
reducir la cantidad de C'O4 del aire. El fitoplancton marino, al igual que los arboles,
utiliza la fotosintesis para extraer el carbono del C'O,. Es el punto de partida de
la cadena alimentaria oceanica. El plancton y otros organismos marinos utilizan el
CO4 disuelto en el agua o procedente de los alimentos para formar sus esqueletos y
conchas a base del calcio mineral, CaCOj3. Este mecanismo elimina C'O, en el agua
y favorece la disolucién del que contiene el aire. Los esqueletos calcareos, las conchas
y el “carbon orgénico” (materia orgdnica muerta, excrementos) de estos organismos
terminan por caer en una lluvia continua en el lecho marino, donde poco a poco los
sedimentos van formando rocas. El carbono de las células del plancton debe sumer-
girse entre 2000 y 4000 metros de profundidad para ser aprisionado durante varios
miles o millones de anos en forma de roca. Los sedimentos superficiales, en parte,
son reutilizados como nutrientes en la biosfera.

La agregacién de particulas en el medio marino se puede dar mediante dos pro-

55
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cesos. El primero de ellos es puramente fisico, en el cual intervienen particulas
pequenas, particulas grandes de asentamiento rapido (segin su densidad) y particulas
heterogéneas. Junto con este proceso de caracter fisico tiene lugar un segundo proceso
de caracter bioldgico, que incluye como ingrediente adicional la activacién interna por
parte de las particulas del proceso de agregacién, y que depende de la naturaleza de
la particula. Por ejemplo, las bacterias liberan polisacaridos de forma activa para fa-
vorecer la agregaciéon hacia el objetivo colectivo de crear biofilms. Estos dos procesos
estan lejos de ser excluyentes, ya que ambos confluyen e interactiian.

Las caracteristicas del medio marino tienen una influencia crucial en el compor-
tamiento de las particulas. Por ejemplo, fendmenos turbulentos pueden bien favorecer
la fragmentacion de particulas o bien su agregacion, como es el caso de remolinos
que favorecen la concentracion de particulas en su centro. En este heterogéneo con-
texto de agregacion y fragmentacion, promovidas bien por fenémenos externos a
las particulas (el medio marino), bien por fuerzas electrostaticas o por activacion
(biol6gica) interna, se sitia el problema que planteamos en este capitulo.

Centramos nuestra atencién en particular sobre los geles marinos [13], que son
cadenas tridimensionales de biopolimeros. Estan sumergidos en el agua del mar
y, por tanto, condicionados por las propiedades fisico-quimicas (turbulencias, tem-
peratura, presion, concentracion de iones, densidad del agua,...) propias del medio
marino. Los geles son particularmente importantes en los ciclos de carbono, y pro-
porcionan un mecanismo para agregar particulas hasta llegar a tamanos criticos, en
los cuales, dependiendo de la densidad, tienen la capacidad de sedimentacién. Se
pueden formar en un tiempo variable que oscila de minutos a horas. Entran en esta
categoria desde macromoléculas individuales entrelazadas (formando una cadena de
redes usualmente compuestas por coloides), iones de diversos compuestos quimicos,
desechos fecales, materia orgénica disuelta o cadenas de polimeros liberados por fi-
toplancton o bacterias, hasta las propias bacterias u otros compuestos bioquimicos.
Como resultado de la agregacién se constituyen nuevos polimeros de cientos de mi-
crones o mas grandes dependiendo de las caracteristicas de las particulas y de la
densidad y propiedades del medio. Estos agregados presentan nuevas propiedades
fisicas, quimicas y bioldgicas, que difieren de las propiedades de los polimeros de
materia organica o inorganica disuelta de donde proceden.

Describamos los mecanismos que dan lugar a la coagulacién y posible sedimenta-
cién de particulas (segin su densidad). El proceso fisico de agregacién estéd fuerte-
mente dominado por la interaccién entre particulas. Concretamente, las particulas
interactian entre si a través de fuerzas de London—van der Waals. Estas fuerzas
son siempre atractivas y de muy corto alcance (decaen rapidamente con la distancia
entre particulas). Junto con esta interaccién pueden aparecer otras contribuciones
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como por ejemplo las fuerzas estructurales, también de muy corto alcance, creadas
por la formaciéon de estructuras de moléculas de agua en torno a las particulas. Estas
ultimas son repulsivas cuando las particulas poseen un marcado caracter hidréfilo,
y atractivas cuando se trata de particulas hidréfobas (este ltimo suele ser el caso
méas general). Por tltimo, existe una tltima contribucién de gran importancia: la
interaccién eléctrica. Usualmente, las particulas coloidales inmersas en agua poseen
una cierta carga superficial originada por la disociacién de sus grupos superficiales.
Cuando dos particulas del mismo signo de carga se aproximan, la interaccién eléctrica
entre ellas es repulsiva. Sin embargo, es importante resaltar que dicha interaccion
no obedece las leyes coulombianas, donde la energia potencial decae con la distancia
como V(r) ~ 1/r. Por el contrario, la existencia de iones en el medio produce un
apantallamiento parcial de esta fuerzas, de modo que la energia de interaccién efec-
tiva decae realmente como V(r) = Vyexp(—kr)/r. La estabilidad de la suspensién
coloidal esta fundamentalmente controlada por esta contribucién eléctrica. Ademés,
esta interaccion es muy sensible a la concentracién salina y el pH del medio. Asi,
un aumento de la concentracion de electrolito en el agua induce un apantallamiento
progresivo de dicha carga superficial, disminuyendo el alcance de la interaccién (con-
cretamente aumentando el pardmetro k). Por otro lado, la carga superficial de la
particula se ve modificada al variar el pH del medio, y esto a su vez altera la inten-
sidad de la repulsién (a través del pardmetro V4). De hecho, es posible anular por
completo la carga de la particula para condiciones especificas de pH.

Cuando las particulas interactian, el balance entre las contribuciones atractivas
y repulsivas puede dar lugar a distintas situaciones. Si la repulsién eléctrica domina,
el potencial de interaccion entre particulas presenta una barrera repulsiva de gran
altura. En este caso, la suspensién es estable y la agregacién no tiene lugar. Cuando
las fuerzas repulsivas eléctricas son lo suficientemente débiles como para que la al-
tura de la barrera repulsiva sea del orden de la energia térmica (kg7 siendo kg la
constante de Boltzmann y 7' la temperatura) tiene lugar un fenémeno de agregacion
lento, ya que las particulas tienen que rebasar primero dicha barrera para de esta
forma aproximarse lo suficiente como para que las fuerzas atractivas de London—van
der Waals induzcan la coagulacion. Si por el contrario las condiciones del medio
son tales que las fuerzas repulsivas son despreciables, entonces el sistema se vuelve
tremendamente inestable y tiene lugar un fenémeno de agregacién rapida.

En el caso de que la agregacion tenga lugar, la difusion de las particulas, la se-
dimentacion y la presencia de flujos hidrodindmicos alrededor de las particulas con-
tribuyen a la cinética del proceso. Esto significa que la agregacion coloidal en medios
marinos constituye un complejo sistema fisico fuera del equilibrio, donde las interac-
ciones entre particulas y los efectos hidrodinamicos inducidos por la sedimentacién
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se acoplan entre si.

La teoria de coagulacion nos permite construir modelos con capacidad de pre-
decir los cambios en las concentraciones de las particulas y los tamanos debidos a
las colisiones o encuentros de las mismas y a sus caracteristicas fisicas o quimicas,
como su adherencia, elasticidad, carga, etc. Estos procesos requieren una relaciéon
entre el tamano de la particula y las concentraciones que permita describir las ecua-
ciones que representan las dindmicas de agregacién y/o fragmentacién. Esta relacién
viene definida por el espectro de tamanos de las particulas. Las particulas en el
sistema marino provienen de diferentes fuentes, lo cual hace que las propiedades en
la poblacién de particulas cambie con su dindmica de agregaciéon y fragmentacién.

El nimero de particulas de tamano s, que denotaremos por n(s), caracteriza
las variaciones en las cantidades de particulas segin sus diferentes tamanos. Las
ecuaciones asociadas a n(s) proporcionan los medios para determinar las propiedades
de la poblacién de particulas. El nimero de particulas de tamano mas grande que
el tamano dado s serd denotada mediante la funcién N(s), y vendra dado por la
siguiente expresion

oo
N(s) = / n(s")ds’, n(s) = —ﬂ.
s ds
El espectro de tamanos puede ser, a priori, cualquier medida sobre las dimensiones
de la particula, aunque es habitual usar su diametro en las observaciones o su masa
para los modelos tedricos. El nimero de particulas expresado respecto de diferentes
espectros de tamano puede calcularse usando las relaciones usuales; asi por ejemplo,
para transformar el nimero de particulas calculado con respecto al radio r y el
calculado con respecto a la masa m se usa la siguiente relaciéon

dr
am) = n(r) -
donde las ecuaciones dr/dm que ligan el radio y la masa de una particula especifica
deben ser conocidas. En la siguiente subseccién discutiremos sobre estas posi-
bles relaciones.
Un modelo para la variacion del nimero de particulas en el proceso de coagulacién

con masa m como variable de tamano viene dado por la ecuacion

dn(t "
% :%/ B(mz, m —myg)n(t,m — mg)n(t,m;)dm;
0

—an(t,m) /000 B(m, m;)n(t,m;)dm,;

— n(t, m)% + I(t,m) (4.1)
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siendo B(m;, m;) el nicleo de coagulacién o de colisiones, el cual indica la probabili-
dad de que dos particulas de masas m; y m; colisionen, « es una tasa de eficiencia que
representa la probabilidad de que dos particulas se adhieran después de la colision,
M una constante relacionada con la profundidad en la que se sitian las particulas en
el agua, v(m) la velocidad de asentamiento de la particula y, por dltimo, I(t,m) el
indice de particulas que tiene masa m, que indica la fuente o produccién externa de
particulas de tamano (masa) m en el instante t. Mas adelante veremos algunos de
los nicleos de coagulacién a usar en este tipo de modelos. Referimos a la tesis [12]
y a las referencias que se citan en ella para una introduccién al estudio matemético
de estos modelos.

4.1.1 Mhultiples escalas

Cuando los agregados se forman de multiples fuentes de particulas, como por ejemplo
exudado de algas, paquetes fecales o coloides, no siempre es facil predecir el tamano de
la nueva particula formada a partir de dos particulas mas pequenas. La escala fractal
puede ser usada para relacionar la masa del agregado y su longitud cuando hay una
sola fuente de particulas. Sin embargo, cuando existen multiples fuentes no hay una
relacion univoca entre la masa y la longitud debido, por ejemplo, a la heterogeneidad
en sus densidades o a las diferentes propiedades quimicas de agregacién. Por tanto,
es dificil construir un modelo de red tréfica (o cadena alimentaria) plancténica que
incluya el proceso de agregacién sin una forma de relacionar y predecir estas dos
propiedades de la particula.

Jackson plantea en [27] que la escala fractal, que es una propiedad geométrica,
puede predecir el didmetro y la masa de una nueva particula formada por la coli-
sion de dos particulas més pequenas, y proporciona los mecanismos para describir
las interacciones entre particulas provenientes de varias fuentes en una red trofica
planctonica.

Para obtener una descripcién mas realista, las particulas que intervienen en la
ecuacion deben ser incorporadas en un modelo de red trofica, en la cudl ya
toman relevancia la masa y la longitud de las particulas (o el radio si las conside-
ramos idealmente de forma esférica). Por ejemplo, en el modelo de red alimentaria
planctonico la colision de particulas y adherencia de las mismas se justifica usando
tres mecanismos para el contacto particula—particula, que son el movimiento Brow-
niano, el flujo del fluido en el que estan inmersas y la sedimentacion. En este caso,
en la union de dos particulas se consideran dos variables, que son la masa y el radio
de las particulas que intervienen en el encuentro. El encuentro de dos particulas de
masas m;, m; y radios r; y r; respectivamente se modela como R;; = n;n;03;;,, donde
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n; = n(t,m;,r;) y nj = n(t,m;,r;) representan las concentraciones de particulas de
masas m; m; y radios 7;, r; respectivamente, mientras que [3;; es el indice de encuen-
tros o nucleo de coagulacion, el cudl es la suma de los ntcleos de los mecanismos que
intervienen en el encuentro de las particulas.

La ley de conservacion de masas nos dice que, en la adhesion de dos particulas,
la particula resultante tiene masa igual a la suma de cada una de las particulas que
se unen. Sin embargo, no se puede razonar de la misma manera para los radios. La
masa y el radio de un agregado estan relacionados por

r=Am"/P,

donde D es la dimension fractal y A es una constante que depende de las particulas
que se agregan. Puesto que los agregados en una red trofica proceden de diferen-
tes fuentes de particulas, a saber, coloides, exudados de algas y restos fecales, etc,
Jackson [27] propone usar como variable la cantidad A = r?  que se conserva en
reacciones de agregacion (ley de conservacién de masas) y puede ser usada como una
segunda propiedad de las particulas que describe la agregacion con diversas fuentes
de particulas. De este modo, la cinética de agregacién se puede describir con el
espectro de tamano particula con dos variables o dimensiones.

Para una mezcla heterogénea de particulas en una capa de mezcla de profundidad
M, en las cuales no hay una sola relacion masa-longitud el niimero de particulas puede
ser expresado como funcién no sélo de la masa como en , sino también del radio
r o, alternativamente de A, quedando n(t,m, ). Ahora, la variacién en el nimero
de particulas se pueden modelar generalizando el modelo , dando lugar a

dn(t,m,\) (t,m, \)
o / /ﬁm],)\],m mj, A — ;)
n(t,m —mj, X — Xj)n(t,m;, \;)dm; d\;

— an(t,m, \) / / Blm, A, mj, Aj)n(t,m;, A;)dm; dA;

—n(t,m, >\) + I(t,m,\). (4.2)

M
Notemos que todas las variables y niicleos involucrados han de incluir esa dependencia
de la nueva variable (que podemos denominar, abusando del leguaje, longitud) A.

Aunque légicamente més complejo, el tratamiento matematico de este modelo es
muy similar al que se precisa en el estudio del modelo (4.1]).
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4.1.2 Ncleos de Coagulacién

Los ntcleos de coagulacion que aparecen en los anteriores modelos aportan la infor-
macion del ambiente donde se origina la dindmica y contienen informacion de los
diferentes mecanismos que caracterizan contacto particula—particula. En realidad, el
nicleo que aparece en la ecuacion es la suma de cada uno de los de los nicleos
de los diferentes mecanismos que intervienen en el proceso. Denotaremos con los su-
fijos Br, sh y ds a aquellos nicleos que corresponden a movimiento Browniano, flujo
del fluido y sedimentacion, respectivamente, cuando éstos intervienen en el proceso.
Es decir,

ﬁ(mia )\iv mj7 >\])
= Bpr(my, Ai, mj, Aj) + Bon(mi, Ai,my, Aj) + Bas(ma, A, mj, ;).

Las siguientes expresiones son las mas usadas para los niicleos de coagulacion y estan
dadas como funcién de los radios r;, r; de las particulas

. 2]{JBT (T’i +7’j)2

ﬂBr - 3 [ rir;

Bas = m(ri + 15)*|v; — vil

(4.3)

3
B, = Zy(ri +7;)®  (régimen laminar)
€N 1/2
Ben = 1.3 <—> (ri+7;)® (régimen turbulento).
v

En las anteriores expresiones kg es la constante de Boltzmann, T' es la temperatura
del agua, p es la viscosidad dinamica, v es el gradiente de corte del flujo del fluido,
v la viscosidad cinematica, € es el indice de turbulencia y v; es la velocidad de
asentamiento de la particula de radio r;. A estas expresiones se les denomina niicleos
rectilineos.

El calculo de los nicleos (45 de sedimentacién y g, también llamado nicleo de
corte, implica el analisis de la correspondencia entre la colision de particulas y el
ambiente del fluido. En las anteriores expresiones no se tiene en cuenta los efectos de
las particulas sobre el fluido y de unas a otras. Es decir, no se tienen en cuenta las
fuerzas hidrodinamicas entre las particulas que actian reduciendo o aumentando el
indice de colisién o fragmentacién de las particulas. Por ejemplo, podemos imaginar
los efectos en la agregacién o fragmentacion de los vortices oceanicos. Es por ello
que los nicleos de corte (turbulencia) y sedimentacién tienen otras expresiones al-
ternativas que pueden incluir el efecto de las particulas mas grandes sobre el campo
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de flujo, omitiendo el de las particulas més pequenas. Las fuerzas hidrodinamicas,
consideradas en estado de cierto equilibrio, predicen las frecuencias mas bajas de
colisién estas pueden escribirse como:

Bas = 0.57r2|v; — vj|, donde r; > 1

p2

1+ 2p?

y se les denomina nicleos curvilineos [27] 2§].

Los valores de las formulaciones curvilineas y rectilineas divergen cuando las dos
particulas difieren mucho en tamano. En el proceso de sedimentacion el nucleo
rectilineo es proporcional al cuadrado del radio de la particula mas grande, mientras
que el nicleo curvilineo es proporcional al cuadrado del radio de la particula méas
pequena. Los valores mas pequenos para el nicleo curvilineo se deben a los efectos del
campo de flujo alrededor de la particula mas grande, que puede caer mas rapidamente
(dependiendo de su densidad) y alejarse de las particulas méas pequenas.

El carécter fractal de los agregados requiere de una atencion especial. Dependien-
do de la naturaleza de las particulas los agregados pueden ser porosos, que permiten
el paso de fluido a través de ellas, o hidréfobos, como los coloides. La densidad
también juega un papel importante, ya que agregados de gran tamano que sean poco
densos flotan en lugar de tender a sedimentarse. Asi, para describir exactamente
estas situaciones, las expresiones de los nicleos de coagulacién deben incorporar
efectos de los nicleos rectilineos y curvilineos, y tener en cuenta la naturaleza de las
particulas.

En el caso de agregados fractales, Li y Logan [37] hicieron un estudio de las
colisiones entre particulas fractales y particulas pequenas en el que encontraron que,
cuando ambas particulas tienen el mismo tamano, la diferencia entre los valores de
los ntcleos rectilineos y curvilineos es pequena. Con relacion a esas observaciones,
en lo referido a el nicleo de corte de flujo (turbulencia), Jackson [2§] propuso una
modificacién de este nicleo de coagulacién y lo adecud a las observaciones de tal
manera que convergieran a la solucién rectilinea cuando las particulas son de igual
tamano. Asi, su propuesta para el nucleo de corte en el caso fractal es

Bsh—t = po'ssﬁsh—r

donde p es la proporcion del radio entre particulas grandes y pequenas y los subindices
—r y —f denotan la parte rectilinea o fractal de los nicleos. Li y Logan [36] dieron
la siguiente expresion para el nicleo de sedimentacion en el caso fractal

Bds—f = p0-984ﬁd5—7‘~ (44)

ﬁsh =9.8

(5)1/2(7"2- +7;)® (turbulencia), donde p = r;/r; y r; > 1
v
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Los ntcleos curvilineos se basan en la hipdtesis de que las particulas mas grandes
con gran densidad sedimentan mas rapido que las pequenas, haciendo que su campo
de flujo controle el factor p. Con particulas que provienen de la misma fuente, la
expresion anterior se ajusta muy bien a los datos experimentales. Sin embargo, sis-
temas con multiples fuentes, como el de red trofica, pueden tener particulas pequenas
de hundimiento rapido adelantando a las mas grandes (menos densas) que caen lenta-
mente o incluso flotan, tales como los paquetes fecales y los agregados de coloides.
En este caso, el campo de flujo de la particula més grande no empuja a las particulas
mas pequenas lejos cuando éstas caen, siendo asi méas apropiado considerar el nticleo
rectilineo. Jackson [28] modificé para incluir el efecto de una particula pequena
de hundimiento rapido colisionando con una particula méas grande y mas lenta. El
nicleo fractal de sedimentaciéon resultante se expresa como

3 _ p0.9846ds—r si (Uz‘ - Uj) : (7’@' — T’j) >0,
w Bas—r si (v; —wvj) - (ri — ;) <O.

Los agregados fractales, debido a su naturaleza porosa, se describen mejor u-
sando modelos con ntcleos rectilineos, ya que éstos no tienen en cuenta las fuerzas
hidrodinamicas de interaccién entre las particulas. Los nicleos curvilineos han sido
generalmente usados en modelos para particulas sélidas como coloides o paquetes
fecales.

4.1.3 Modelo de agregacion de polisacaridos

El modelo genérico descrito en la ecuacién se aplica a la dindmica que describe
el traspaso de carbono orgdnico de polisacdrido disuelto (PCHO) a las particulas
exopoliméricas transparentes (TEP) durante el crecimiento masivo de fitoplancton
[0, 211, 20, 27, 28].

Los nanogeles y microgeles pueden crecer por continuas colisiones formando ma-
crogeles mas grandes tales como las TEP. Las TEP son ubicuas en los océanos, lagos,
rios y embalses, asi como en aguas residuales. Estas particulas de macrogel estan
compuestas en su mayoria por polisacaridos, aunque también los acidos nucleicos
y las proteinas estan presentes. Ademads son muy importantes para los ciclos de
carbono.

Las TEP juegan un papel central en los procesos de coagulacion por dos razones.
La primera es que tienen gran capacidad de adherencia, y la segunda es su abun-
dancia, que puede aumentar la probabilidad de colisién entre las particulas. En el
océano las TEP pueden ser generadas abidticamente por la transformacion de materia
organica disuelta en materia organica particulada ([16], 42 46]). Generalmente las
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TEP han sido observadas y cuantificadas después de ser recogidas sobre filtros de
0, 4pm (membrana de policarbonato), bajo condiciones de laboratorio, y pueden ser
hasta de 100um de longitud.

La formacién de particulas polisacaridas extracelulares es una forma de convertir
carbono organico disuelto en suspendido o particulado, lo cual ocurre durante el cre-
cimiento masivo de fitoplancton. Las TEP se forman de la liberacion de polisacaridos
por muchas especies de fitoplancton. Las algas exudan mono y polisacaridos. En
la formacién de TEP el disolvente de carbono organico liberado por fitoplancton es
eliminado de la zona eufética (la capa superior del agua en la que penetra la luz)
y rapidamente sedimentado. Las TEP actiian como geles ayudando a la adherencia
de las particulas en el proceso de coagulacién ([16, 24] 46, 59]), aumentando la
formacion de agregados de grandes particulas. Esto ayuda a su asentamiento y
acelera el transporte de carbono organico hacia el fondo del mar. Para examinar
la transformacién en el ciclo de carbono [2I] se localiz6 PCHO y TEP durante un
experimento en el crecimiento de Emiliania huzleyi, una especie de fitoplancton que
produce y libera un acido polisacarido en donde se observé que el decrecimiento de
PCHO estaba relacionado con el incremento de TEP.

La variacién en las concentraciones de PCHO, las cuales denotaremos por P(t,m)
—numero de agregados de carbono organico de tamano m en el polisacarido disuelto—
y la variacién en las concentraciones TEP, que las denotaremos como 7'(¢, m) —ntimero
de agregados de carbono organico de tamano m en las particulas polisacaridas— se
pueden modelar mediante el siguiente sistema acoplado de ecuaciones (véase [21], 20])

M) e — )t m) — Tt m)
-5 /0 Br(mi, m — my)P(t,m;)T(t,m — m;)dm;
—apP(t,m) / Bp(m, m;) P(t, m;)dm; (4.5)
0
dTSt, 2 :% /Om Br(ma, m —m;) P(t, mg)T (¢, m — m;)dm;

— apP(t,m) /000 Bp(m, m;)P(t, m;)dm;, (4.6)

donde v representa la accién de un factor fotosintético (favorecedor de la fotosintesis),
7 es una constante que representa el cambio en el porcentaje de carbono fotosintético
en el momento de consumo de nutrientes, P, es el porcentaje de carbono fotosintético,
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y w es el indice de crecimiento en las concentraciones de carbono (C(t,m)—T(t,m)),
donde C(t,m) es el nimero de agregados de carbono orgénico de tamano m. Este
es un sistema acoplado, ya que mientras PCHO pierde agregados de tamano m, TEP
los gana. Hacemos notar que en las observaciones experimentales se ha considerado
un umbral < 0.2um en la filtracion de precursores de TEP, y no se tiene en cuenta
las redes de crecimiento de carbono, (nPc — p)(C(t,m) — T(t,m)).

El primer término de la ecuacion representa las pérdidas y ganancias en
los agregados de carbono de tamano m en el polisacarido disuelto, cuando las con-
centraciones de carbono estan influidas por su crecimiento y por los cambios en los
porcentajes de carbono fotosintético en el momento de consumo de nutrientes. Las
situaciones anteriores ocurren al estar estas concentraciones sometidas a un exudado
que proviene de algas. El segundo término de la ecuaciéon indica la pérdida de
agregados de carbono de tamano m en PCHO, por la colisién y posterior adhesién
de una particula de PCHO con una particula de TEP, donde ap es la probabilidad
de que estas particulas se adhieran después de haber colisionado. El tercer término
de la ecuacién representa pérdida de un agregado de tamano m, en PCHO, por
la colisién y unién de dos particulas de PCHO, donde ap es la probabilidad de que
estas dos particulas se adhieran. Los nicleos 87 v fBp, indican la probabilidad de
que una particula de PCHO y una particula de TEP colisionen y que dos particulas
de PCHO colisionen, respectivamente. La ecuacién representa la ganancia de
agregados de carbono organico de tamano m en TEP, cuando colisionan y se adhiere
una particula de PCHO con una particula de TEP o dos particulas de PCHO.

En el caso en el que predominen la difusion como fuerza de adherencia primordial,
por ejemplo a través de puentes de Ca?", podemos suponer que la cinética de la
transferencia de carbono desde PCHO a TEP se describe cluster a cluster mediante las
ecuaciones de Smoluchowski. En [2I] plantean el siguiente modelo reducido basado
en observaciones experimentales

P
d dit) = v (MP¢ —v)CELL — apwBpum P(t)* — arm Bra P)T(t), (4.7)
%it) = apwBrP )" + arwfro PA)T(?), (4.8)

donde 7y es una fraccion de los exudados de algas, que son los fotosintéticos asimilados
no usados para el crecimiento neto (M Po — v) CELL, siendo P¢ la tasa especifica de
carbon fotosintético y M un coeficiente que permite cambios de P en el momento de
agotamiento de nutrientes. La tasa de crecimiento celular dependiente del tiempo,
v, se obtuvo mediante el ajuste de la concentracion de carbono celular observada,
CELL, suponiendo CELL = POC—TEP, mediante una funcién que combina crecimiento
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logistico con un término de pérdida, siendo POC la concentracién de carbono organico
particulado. Debido a que la tasa de contacto entre polisacdaridos aumenta con la
abundancia, la pérdida de carbono de PCHO y su ganancia en TEP son funciones de
sus concentraciones. Los coeficientes a determinan la probabilidad de fijacion des-
pués de la colisién. Los nicleos de colision del carbono especifico, (3, se han estimado
bajo los supuestos de que la tasa de encuentro de los polisacaridos es controlada por
difusion.

Los valores de los nicleos de colisién propuestos en [21] son

0.4 0. 4
ﬂP 2TEP0 O 4 / / ﬁBr (7'17 rj)

X H(ri + T’JD — 0.42)d(r;)d(r;)
= 0. 86]umo|_1 !

04 pdy 1

(73, 75)d(r;)d(r;

6T TEPO(04 db 04 / /0 DﬁB i TJ) (T) (r])
= 0.064|pmo| 'r

donde D = 2.55 es la dimensién fractal de agregados polisacdridos; r~! es la unidad
para la tasa fotosintética de carbono especifico, que tiene unidades de concentracion
partido tiempo; r; y r; son los radios de los agregados polisacaridos, Bg, (7, 7;) es
el nicleo de coagulacién para el movimiento Browniano , dp es el diametro de
particula més grande para el que la difusién domina el proceso de coagulacion y H (z)
es la funcién de paso de Heaviside

0 en otro caso.

1 s
H(r):{ si r>0,

Destaquemos que, en lo esencial, el modelo representado por el sistema —
puede considerarse como un caso particular del modelo mas genérico ya que el
primero (con independencia de la eleccién de los nicleos de coagulacion) puede verse
como una distincion en dos especies, segin el tamano de la particula, del segundo.
Por tanto, nos centraremos en el estudio del sistema , que ilustra las cuestiones
matematicas comunes a todos estos modelos.
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4.2 Existencia y unicidad

Recordemos que el modelo en el que estamos interesados tiene la siguiente forma:

on(t, x)
ot

= % /Oz Blx —y,y)n(t,y)n(t,z —y) dy

-%m@@%éwm%ym@yﬁ@—n@wﬁ%?+I@x) (4.9)

Las siguientes hipdtesis matematicas sobre el nicleo de coagulacién 3(z, y), naturales
por tratarse de una probabilidad, son claves:

e ¢l nicleo de coagulacién es no negativo,

e estd esencialmente acotado (esto es, § € L*>((0,00) x (0,00)))

e v es simétrico (es decir B(x,y) = 6(y, )).

De aqui en adelante supondremos que el nicleo de coagulacién cumple estas pro-
piedades, sin hacer mencién explicita de este hecho. También supondremos que
v e L>®(0,00)" y I € L>(0,T,L'(0,00))" para cualquier T > 0. Detallamos ahora
cudl es el concepto de solucién para el modelo (4.9) que vamos a estudiar.

Definicién 4.1. Considérese un dato inicial 0 < no(x) € L'(0,00) y un tiempo
T > 0. Diremos que una funcion n(t,z) > 0 es una solucion débil de con dato
inicial ng en el intervalo temporal [0, T[ si se cumplen las siguientes condiciones:

e n € C([0,T[; L'(0,00)),

e para cualquier funcidén test ¢ € CH([0, T[xR) se verifica la siguiente formu-
lacion débil:

/oOo /OT {_n(t, 2)Opp(t, z) — [/ox Bz =y, y)n(t, z = y)nlt, y) dy

+ 2n(t, x) /000 Bz, y)n(t, y)dy] o(t, )

+ ([(t, x) — n(t, x)%) o(t, x)} dx dt

:Amm@wmwmx
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Para estudiar el buen planteamiento del modelo resulta conveniente asociarle un
operador bilineal al miembro derecho de (4.9). Definimos entonces

Clum) = § [ 6= .inmiz )y

~an(a) [ Bag)mly)dy (4.10)
0
Con esta notacién, la ecuacién (4.9) se escribe de la siguiente forma
% _ C(n(t,),n(t,z)) = n(t, x)ij\? + I ). (4.11)

Vamos a probar que C(n, m) estd bien definido, junto con otras propiedades que
seran de utilidad mas adelante.

Lema 4.2. Dadas n,m € L'(0,00), se verifican las siguientes estimaciones:
o [Cln,m)|l < SallBlleclnllilml]:-

o [C(n,n) = C(m,m)|i < Klln —ml|x, donde K = Sa[|B]ls([Inll1 + [[m]1).

Demostraciéon. La estimacién en L' se obtiene de forma sencilla. Tras tomar
valores absolutos e integrar en la variable x,

Coml < 5 [ [ 13te = palinlimte - )] dyds
ra [7 [T n@iste pllm)] dya

Transformamos el primer término usando el cambio de variables 7 =z —y, ¥y =y
junto con el teorema de Fubini:

| [ 156 = vlinlimte = o)l dyda

// B(z, 9| In(@) Im(z)| ddy

A partir de aqui la primera estimacién es inmediata.
La segunda estimaciéon es en realidad una consecuencia de la primera. Puesto
que C(-,-) es bilineal, se cumple que
C(na n) T C(m> m) = [C(na n) o C(”? m)] + [C(n7 m) o C(ma m)]
= C(n,n—m)—C(n—m,m).
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Es decir,

% /Om Bz —y,y)n(y)m(z — y) dy — an(x) /Ooo Bz, y)m(y) dy

+ an(z) /OOO Bz, y)m(y) dy — %/Ox B(x —y,y)n(y)m(z —y) dy

S [ o= ot = 9) = mlae = ) dy
~ana) [ Ble.p)lnls) =~ ml)dy
+alne) = m(e) [ Bl pmy) dy
-5 | B = v ats) = mie)mia ~ ) dy).

Usando las estimaciones del primer punto se obtiene el resultado. 0

Demostrar que nuestro modelo tiene una unica solucién es sencillo bajo ciertas
hipotesis adicionales, como muestra el siguiente resultado.

Proposiciéon 1 Dadas cualesquiera dos soluciones ny, ny pertenecientes al espacio
(L>=NCY)([0,00), L1(0,00)) asociadas al mismo dato inicial, éstas coinciden casi por
doquier.

Demostracion. La diferencia de ambas soluciones verifica la siguiente ecuacién:

8 o0 o0
a/o nl—nde:/o C’(nl,nl)—C(ng,ng)—l—%(ng—nl)dx.

Utilizando la funcion signo
sign(z) = -1 siz <0, sign(x)=1 siz>0

podemos escribir que
N [n1 — na —/ ign (n1 — )_9 (n1 — no)
ny — no|dx sign (ny —n ny — ng)dx
i/, 1 2 ; gn (ny 2) 5\ 2

= /000 sign (ny — n2)[C(n1,n1) — C(ng, ng) + %(ng —ny)|dx

o v(x
g/ IC(n1, 1) — Cng,ma)| — 5\4)]n1—n2|da:
0

< ol Bllelllmala(6) + a2 / " — mal
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En el dltimo paso hemos usado el segundo punto del Lema Utilizando ahora el
lema de Gronwall se deduce lo anunciado. 0J

El resto de la seccién esta dedicada a probar el siguiente resultado de existencia.

Teorema 4.3. Considérese 0 < ny € L'(0,00). FEntonces existe al menos una
solucion débil n € (L N C)([0,00), L*(0,00)) asociada al dato inicial ny.

Para demostrar este resultado construiremos una solucién de (4.9) mediante un
método iterativo. Dado k£ € N, consideramos para k > 2 una sucesién de problemas
aproximados

on*(t,x) k k-1 v(x)
o G ) m o+ 1) =0, (4.12)
n*(0,x) = no(x),
mientras que para k = 1 el primer problema aproximante se define como
On'(t, z) | v(z) 4
) o - T —

n'(0,z) = no(x).

Empezamos demostrando que si existen aproximaciones resolviendo y ,
entonces estas aproximaciones son no negativas. Es comodo proceder por induccion,
de hecho la propiedad es trivialmente cierta para ng. Suponemos entonces que es
cierta para n*~! y la demostramos para n¥. Para ello introducimos la notacién

(n*)™ = =n*X{nk(z)<0y = 0. La integral de esta funcién satisface
0 [, k_ R > _
5 [ ot =—a [Twy @] [ st o] do
0 0 0
a [ _
-5 / / B@ =y Y)X <oy ()0 (z — y) dydz.
0

0
© u(r B 00
[k @) do = [ 102
0 M 0

Queremos demostrar que (n*)~ = 0 c.p.d. x € (0,00) y observamos que todos los
términos de la anterior igualdad tienen signo negativo salvo quiza el segundo. Usando
el teorema de Fubini y el teorema del cambio de variable como en el Lema este
segundo término se puede escribir en forma equivalente como

a [ [ -
5[ B <ot ) ) dady
0 0
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Por la hipdtesis de induccién tenemos que n*~1(x) > 0. Dependiendo del signo de
n*(y), esta integral se puede acotar mediante:

e cero, cuando n*(y) > 0.

S 9ol 0] (a)dody.sempre que se () <

0. Pero (n*~1)~ es nula, gracias a la hipétesis de induccién, y por tanto, en

este caso tamb1en podemos acotar por cero.

Entonces, en cualquier caso

g ky\—
— <

de donde se sigue lo deseado. Lo siguiente que hacemos es mostrar de forma inductiva
que existen soluciones a nuestros problemas aproximados. Gracias al Lema
tenemos la siguiente propiedad de tipo Lipschitz para el segundo miembro de la
ecuacion:

[C(ni(t),n" (1) = Clng(t), n* 7 (1))] = |C(n1(t) — ng(t), n" (1))

3 .
< SallBllselln™ I @) Iny = n3lx(2).

Entonces, si se cumpliera que
nF~t e L>=(0,T, L*(0, 00)), (4.14)

podriamos aplicar una generalizacion del teorema de Cauchy—Picard-Lipschitz para
ecuaciones diferenciales ordinarias [7], obteniendo asi existencia local y unicidad de
n* € C*0,T,L'(0,00)). Por su parte, la condicién se cumple claramente
para el primer problema aproximante, con 7" = oco. Probamos ahora que este es el
caso para toda la sucesion de aproximaciones generadas; con ello concluiriamos que
nuestro esquema de aproximacion esta bien planteado. Utilizando los teoremas de
Fubini y de cambio de variable como en el Lema [£.2] podemos reescribir

/OOO /ox e =y, y)nk@)nkﬂ(w —y) dxdy
= [ [ st ot @) dys



72 CAPITULO 4. AGREGACION DE POLISACARIDOS

Puesto que (3 es simétrico, podemos juntar ambos términos del lado derecho de la
ecuacion, previamente integrado en x,

/OOO C(nF, 1) dz — —%/Ooo /Ooo Bz, gy (2)n=(y) dady.

Esto muestra que
a o0 o0
—/ nk(t, x) de §/ I(t,x) dz
at J 0

t fe'e)
Hﬁhﬁhﬂmmrhézzlmmdxwza

De aqui, n* € L*°(0,T,L'(0,00)). Esto nos asegura que la sucesién de aproxima-
ciones estd definida de forma tnica y acotada uniformemente en L>(0,T, L' (0, 00)).

Nuestro siguiente paso es mostrar que la sucesion de aproximaciones generada es
de Cauchy en C([0,T); L'(0,00)), para cualquier T' < co. Para ello, escribimos

y por tanto

%/0 In*(t,z) — n*(t,2)| do

= /Ooo sign (nk(;p) — nk_l(ZE))[C(nk7 nk_l) B C(nk_17 nk—2)] .

/mﬁgwk@»—ﬁluka%@—nW@WE)“
- / / sign (n*(x) — n* 1 (2))B(z — v, %)

P — ) (0 (y) — 0" (y)) dady
_a/ / sign (n*(z) — k%mmww

7 () < ) — 0 (x)) dady

/ /sgaﬁu> “(2))8(z — y.y)
() (n* < —y) — 1" 2(a — y)) dady

—a/’/ sign (n () — 0"~ (2)) B, y)

R (@) (0 (y) — 2 (y) dady
_/OOO In* () — n'f—1<x)|% da,

k 1
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donde se han desarrollado las respectivas expresiones y se han introducido sumando y
restando el producto n*~!(x —y)n*~1(y) (para el término de ganancia) y el producto
n*~1(x)n*(y) (para el término de pérdida). Reescribimos como usualmente los
términos de ganancia en forma de integrales sobre (0,00) x (0,00) via teorema de
Fubini y cambio de variable. Esto nos permite obtener la estimacion

%/m]n(zﬁx}—n 't 7)| da
<——/ / B, y)n (@)nk(y) — n* ()] dady
//ﬁxy Jnt (@) (0 () — nF2(y)

{slgn( "z + 9)2— Tz ty) sign (n*(z) — n*(x)) | dady

3o _ _
< SlBlscllnolllin® () = "2t ),
utilizando de nuevo el Lema Por tanto, al integrar la ecuacion deducimos que
t
In*(t,-) = n" 71t )k < C/ In*=H (7, ) = 0" (7, )l dr
0

para C' = 22|/ 3|« ||Inol|1. Podemos iterar esta cota hasta alcanzar la primera aproxi-
macion,

[n*(t,) = oLf

S / / / ||TL T(), — ’I’L()( )”1 dTodTl di 9

< OF 1 gup Hnl(T,.)—no(.)Hl// / drodry . . dTe s,
r€[0,4] 0o Jo 0
Por tanto
C’t k—1
e, ) — (e ) < SC sup it (7, ) = o).
(k - 1) T7€[0,t]

Esto demuestra que la sucesion de soluciones aproximadas converge fuertemente a
una funcién n € C(0,T, L*(0,00)), para cualquier T > 0. De esta forma podemos
definir nuestro candidato a solucion dentro de este marco funcional, es decir, n €
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(C N L>®)(0,T, L*(0,00)). Nétese también que la sucesién de aproximaciones es de
Cauchy en el espacio L'((0,T) x (0,00)). Con este tipo de convergencia es sencillo
pasar al limite en cada uno de los términos de la formulacién débil y comprobar que
efectivamente la funcién n asi construida es solucién débil de . Lo detallamos a
continuacion.

La formulacion débil que satisfacen las aproximaciones es

/000 /OOO { —nF(t,2)0p(t, 2) — a [/Ow Blx —y,y)n"(t,x —y)n*1(t,y) dy

+ 20" (t, ) /000 Bz, y)n* 1, y)dy] o(t, z) dx dt

+ ([(t, x) —nF(t, x)i]\j)) go(t,x)} dx dt

:Amm@wmwm%

para cualquier funcién test ¢ € C}([0,00) x R). En lo sucesivo razonamos para una
funcién ¢ fijada, cuyo soporte en la variable ¢t suponemos contenido en un intervalo
[0, T]. Puesto que la sucesién n* es de Cauchy en L((0,T) x (0, 00)) sabemos —como
corolario del teorema de Riesz-Fisher— que existe una funcién n € L'((0,T) x (0, 0))
tal que n* < n Vk € N. Con un argumento similar, deducimos que también existe una
funcién (cometiendo un abuso de notacién la denotaremos igual que la anterior) @ €
L>=((0,T), L'(0,00)) con la misma propiedad. Esto nos permite aplicar el teorema
de la convergencia dominada para pasar al limite en cada uno de los términos por
separado. Para el término de la derivada en tiempo usamos como mayorante la
funcion 7||0pp||eo. Los otros términos lineales se estudian de forma similar. El
término bilineal de pérdida también es sencillo de tratar, puesto que las variables x
e y estan separadas; bastan entonces dos aplicaciones del teorema de la convergencia
dominada, con mayorantes 7| 3|| e ¥ 277||¢]|oo respectivamente. El término bilineal de
ganancia requiere un poco mas de cuidado; primero es necesario reexpresarlo usando
el teorema de Fubini y el del cambio de variable en la forma habitual. Un vez hecho
esto, basta mostrar que

/OOO /0°° /0°° ﬁ(%@/)@(x+y)[nk(y)nk_1(x) — n(y)n(x)] dydxdt| — 0
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cuando k — oo. Introduciendo el producto n*~!(z)n(y) sumando y restando deduci-
mos que la anterior cantidad estd mayorada por la suma de

L[ [ s alietednt= @t 0) = nio)] dye

[ [ [ swalietedntl vt @) = nte)] dydac

Ahora es facil ver que ambas integrales convergen a cero: basta aplicar el teorema de
la convergencia dominada utilizando como mayorante la funcién || 5| ||¢]s||720]]172-
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Conclusiones y perspectivas

A lo largo de esta memoria hemos presentado y analizado tres modelos matematicos
cuyo origen se encuentra en diversos biopolimeros que de forma natural aparecen en
nuestro habitat, construyendo y explicando cada uno de los elementos biologicos que
intervienen en dicho modelado para una mayor comprensién de los mismos. Concre-
tamente, para el estudio de ADN, hemos trabajado con sendos modelos asociados a
su duplicacién, aunque con origenes y aplicabilidad muy distinta: uno se centra en el
estudio mecanico y experimental sobre las fuerzas que intervienen en la separacion
de las dos hebras que componen la hélice de la molécula de ADN teniendo en cuenta
la falta de homogeneidad inherente a esta molécula, mientras que el otro se basa en
una observacién mas cualitativa del proceso de duplicacion, que no tiene en cuenta la
multitud de complejos procesos internos que llevan a ello sino mas bien el resultado
observado en dicho proceso. Los dos modelos representan principios y realizaciones
muy diversas pues uno de ellos partiendo de principios de la teoria cinética conduce
hacia un modelo no estandar de tipo Fokker—Planck, mientras que el otro deriva en un
modelo de coagulacion—fragmentacion de tipo Avrami—Kolmogorov. Por tanto, las
técnicas empleadas para el estudio de estos dos aspectos relacionados con el mismo
problema son también diferentes.

Para el andlisis de los procesos de coagulacion de polisacaridos en medios marinos
hemos descrito el proceso de formacion agregados poliméricos y sus consecuencias
desde el punto de vista medioambiental. Es de gran trascendencia en este estudio
conocer las distintas fuentes bioldgicas que colaboran en este proceso de agregacion
y que condicionan la configuracion de los nicleos. Es de interés conocer las distintas
aproximaciones que a estos ntcleos se han hecho desde el punto de vista experimental
en el que se ha analizado de forma muy precisa la dimension fractal de los agregados
(de tamano muy pequeno) para concretar la forma de los nicleos bajo la hipétesis de
que la difusion domina los procesos de agregacion. Nosotros planteamos un escenario
mas general de modelos de coagulacién, que incluye la anterior aproximacion del
ntcleo.

Hemos realizado el andlisis de todos los modelos resultantes, aprovechando el

7
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conocimiento sobre su origen biolégico que en muchos casos ha sido fundamental
para completar su estudio, lo que completa los objetivos iniciales de esta memo-
ria. Para ello, desde un punto de vista matematico, ha sido necesario desplegar
y combinar multitud de argumentos procedentes de diversos campos: ecuaciones
parabdlicas, teoremas de punto fijo, compacidad por compensacion, leyes de conser-
vacion, ecuaciones de transporte, modelos de coagulacion—fragmentacion, ecuaciones
de Fokker—Planck,... Esta combinacion de técnicas e ideas es nuestra aportacién al
estudio de estos biopolimeros, planteamiento que en su diversidad, a nuestro enten-
der, ha enriquecido el contenido final de la memoria. Mencionar en este punto que
los resultados han sido agrupados en tres articulos, uno de ellos ya publicado en una
revista de alto impacto, segtin el indice JCR-Thompson, otro enviado a publicacién
y un tercero en fase de elaboracion.

Ademas de aquellos biopolimeros que estan presentes habitualmente en la natu-
raleza, entre los que hemos estudiado el ADN y los polisacaridos en medios marinos,
el campo de estudio de los biopolimeros tiene una importante componente industrial.
Los polihidroxialcanoatos (PHA) son poliésteres alifaticos de cadena lineal, produci-
dos por ciertas bacterias que poseen una gran versatilidad en cuanto a composicién
(cadena larga o corta), que se traduce en un amplio espectro de propiedades fisicas
y mecanicas. Esta ultima propiedad hace que los PHA puedan ser utilizados en un
amplio rango de aplicaciones; en particular, tienen propiedades similares a las poli-
olefinas como el polietileno o el polipropileno, por lo que podria sustituir a éstas en
muchas aplicaciones: articulos de un solo uso (envasado, higiene), films, adhesivos,
textiles, impresoras 3D o aplicaciones médicas. Al ser biodegradables y biocompati-
bles se pueden utilizar como material para implantes e ingenieria de tejidos, y como
matrices para liberacién de farmacos.

Las propiedades mecéanicas del polimero vienen dictadas por su proceso de cre-
cimiento y nucleacion. En este contexto, los modelos matemaéticos clasicos basados
en las ideas de coagulacion—fragmentacién de Avrami-Kolmogorov o Becker—Doring
pueden representar aceptablemente el proceso de crecimiento de estos biopolimeros.
Nuestra idea de futuro se centra en la derivacion de estos procesos mediante des-
cripciones cinéticas que dependen de los parametros que caracterizan el estado del
agregado (pardmetros geométricos, longitud de la cadena, variables espaciales o de
momento, orientacién, energia interna...) o de modelos de comportamiento colectivo
de especies. Esta formulacién puede extenderse a no-homogeneidades espaciales,
campos de fuerza externos o variaciones del gradiente de temperatura.

Por otro lado, las mezclas o combinaciones de polimeros y biopolimeros provocan
que las caracteristicas fisicas del nuevo compuesto (temperatura de fusién, fluidez,
porosidad, etc.) se modifiquen radicalmente de forma no linealmente aditiva, de



4.2. EXISTENCIA 'Y UNICIDAD 79

modo que, por ejemplo, pequenas adiciones en torno al 5% pueden reducir en mds de
un 40% la temperatura de fusién de la mezcla. Esto contribuye a reducir el coste e-
nergético, de manera que los compuestos pueden modificar sustancialmente su interés
industrial y su potencial en las aplicaciones. El gran problema cuando se produce la
mezcla es que ha de ser modelada mediante términos de interaccién no lineal. Hasta
hoy no existen, o son escasos, los modelos que describan estas combinaciones de pro-
ductos, pues la literatura més reciente se limita a constatar o describir los cambios
no linealmente aditivos en los resultados. Las posibles combinaciones que involucran
a biopolimeros, que son de interés biomédico o industrial, van mas alla de la mera
mezcla de biopolimeros. Particularmente, es de gran interés el estudio del compor-
tamiento de biopolimeros ante la adicién de materiales, por ejemplo minerales, que
modifican la dureza o las fuerzas de cizalla del compuesto. Esta drea de investigaciéon
es en la que me gustaria poder colaborar en su desarrollo en el préximo futuro.
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