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José Nieto Muñoz, Profesor Titular de Universidad, ambos del Departamento de
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4.1.1 Múltiples escalas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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Caṕıtulo 1

Introducción y śıntesis de los
principales resultados

Esta memoria de doctorado tiene por objeto el estudio de ecuaciones en derivadas
parciales que modelan tres problemas de interés en el ámbito de la biomatemática,
más concretamente en el contexto de biopoĺımeros: dos de ellos están conectados di-
rectamente por su temática que son la replicación de ADN y el estudio de la enerǵıa
de liberación cuando los pares de la cadena de ADN se separan y, el tercero, dedi-
cado a los procesos de agregación de part́ıculas, formando biopoĺımeros a partir de
cadenas de carbono a la que se le une material biológico, en el ambiente marino, está
vinculado con el primero, no sólo por la temática, si no también a través de la ana-
loǵıa de los modelos matemáticos de tipo coagulación–fragmentación relacionado con
los estudiados para el ADN. En la introducción presentamos los problemas tratados
a través de los procesos f́ısicos y biológicos en los que se originan estos modelos, la
derivación de las ecuaciones continuas de coagulación–fragmentación y la derivación
de la ecuación cinética de tipo Fokker–Planck para el modelo de separación y repli-
cación de ADN.

En los tres caṕıtulos centrales que constituyen la presente memoria se desarrollan
los fundamentos matemáticos para el análisis del buen planteamiento de los proble-
mas anteriormente mencionados. Concretamente, se estudian las ecuaciones de cada
uno de los modelos descritos en la introducción en el siguiente orden: en el caṕıtulo 2
se trata la ecuación de Fokker–Planck que modela la enerǵıa de separación de ADN.
En los caṕıtulos 3 y 4 se estudia la replicación de ADN y agregación de part́ıculas
en el ambiente marino, que son modelados mediante las ecuaciones continuas de tipo
coagulación–fragmentación. Los resultados de esta memoria se han organizado para
su publicación en tres art́ıculos que se corresponden con los contenidos expuestos en
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los caṕıtulos 2, 3 y 4.

1.1 Replicación de ADN

En el proceso de replicación de ADN la doble hélice se desenrolla y separa en dos
ramas. La separación o descompresión puede ocurrir, por ejemplo, mediante la in-
fluencia de una fuerza mecánica o por la elevación de la temperatura, en cualquiera
de los casos involucra a la enerǵıa. Los pares de bases están unidos por puentes de
hidrógeno, y la molécula de ADN se abre como una cremallera por la ruptura de estos
puentes, separándola en dos ramas. La doble rama de ADN, como hemos comen-
tado previamente, puede ser separada por una fuerza solamente en caso de que ésta
exceda de un valor cŕıtico, en este sentido la descompresión es un fenómeno cŕıtico.
En el momento de la replicación, protéınas especiales que inician el proceso se ad-
hieren al ADN en ciertas regiones llamadas oŕıgenes de replicación. Estas protéınas
mantienen separadas las dos ramas y crean un pequeño hueco (a veces llamado ojo):
es el origen de replicación. La molécula de doble hélice de ADN, puede verse como
un par de plantillas que son el modelo para la duplicación, cada una de ellas comple-
mentándose con la otra, es decir, cada rama independiente actúa como una plantilla
para la formación de una rama complementaria de ADN, aśı cada molécula hija de
ADN tiene la misma secuencia que la original. La descompresión de la doble rama
sucede en ambas direcciones de los diversos oŕıgenes de replicación. Las protéınas
que inician el proceso contienen helicasa, que es una enzima que rompe los puentes
de hidrógeno. En la formación de un enlace de hidrógeno entre las bases, una de ellas
contiene un átomo de hidrógeno con carga positiva y la otra base un átomo cargado
electronegativamente. Cuando las ramas se descomprimen, la rama independiente
del ADN tiene una carga negativa. Si una fuerza constante F se aplica a la doble
rama de ADN, ocurre un cambio de enerǵıa en cada monómero de la rama indepen-
diente. En [17], [40] y [41] han sido estudiados los casos en los que una fuerza es
aplicada para descomprimir el ADN; en ellos se hace un estudio para homopoĺımeros
(con una sucesión de bases uniforme), y para heteropoĺımeros (con una sucesión de
bases aleatoria), y se han descubierto marcadas diferencias en el comportamiento
energético.
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1.1.1 Ecuación de Fokker–Planck para el modelo de
evolución de la enerǵıa en la replicación del ADN

Al aplicar una fuerza para separar la doble rama de la molécula en el proceso de
descompresión, una primera hipótesis consiste en suponer que la sucesión de bases
se distribuye aleatoriamente. De esta forma, en las interacciones de las dos ramas
independientes de ADN no intervienen expĺıcitamente todas las bases en la transición
de descompresión. Esta hipótesis nos lleva al escenario en el que los cambios de la
enerǵıa libre E(m) al separar exactamente m pares de bases se puede tomar de tal
manera que tenga una componente aleatoria que es independiente del tiempo. Con
este argumento, E(m) se puede expresar en la forma

E(m) = fm+

∫ m

0

η(n)dn,

siendo f la diferencia de los promedios de enerǵıa libre, entre la descompresión y
los monómeros complementarios aún vinculados, y η(n) la desviación causada en las
variaciones de temperatura en el proceso de apertura. El cambio que se produce en
E al retirar un monómero adicional tiene la forma

dE

dm
= f + η(m), (1.1)

con condición inicial E(0) = 0.
La función de partición de un poĺımero de longitud finita m viene dada por

Z =

∫ m

0

e(−E(n)/T )dn. (1.2)

La función de partición para un poĺımero de longitud infinita se obtiene tomando el
ĺımite m→∞ en la ecuación (1.2). La derivada de Z en (1.2) es

dZ

dm
= e−E(m)/T , (1.3)

con condición inicial Z(0) = 0. Las ecuaciones (1.1) y (1.3) componen un sis-
tema acoplado de ecuaciones de Langevin, en cierto modo similar al que describe
el movimiento Browniano de part́ıculas, con Z haciendo el papel de la posición y E
el del momento. La ecuación de Fokker-Planck asociada para la distribución con-
junta P (m,Z,E) en función de Z y E y de la variable m (que juega el papel del
tiempo en las ecuaciones de Fokker–Planck en mecánica clásica) es

∂mP + e−E∂ZP + ∂E(f(P )P )− ∂2
EEP = 0, m ≥ 0, (Z,E) ∈ R× R, (1.4)
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donde la función de densidad P (m,Z,E) > 0 representa los cambios de enerǵıa en
función de Z y E en la doble rama y al separar exactamente m pares de bases en la
transición de descompresión. La función f(P ) representa el campo de fuerzas y ∂y
representa la derivada parcial con respecto a y.

La ecuación de tipo Fokker–Planck obtenida no es estándar debido a dos fac-
tores: el término de transporte en el que aparece e−E en el lugar donde aparece en
la ecuación de Fokker–Planck habitual la “velocidad lineal” (en este caso E), y el
acoplamiento particular (algebraico y no lineal) entre la fuerza aplicada y la propia
incógnita. De hecho, la mayoŕıa de las técnicas usuales (solución fundamental, split-
ting, retraso de la no linealidad) no funcionan en este caso. No obstante, usaremos
algunas de ellas, aplicando la teoŕıa de J.L. Lions [38] para ecuaciones parabólicas,
para construir soluciones ε–aproximadas, aunque esto no nos permitirá concluir el
argumento porque las cotas de las soluciones aproximadas obtenidas no serán uni-
formes en el parámetro de aproximación ε, por lo que no producen compacidad y
convergencia. Por ello, para estudiar el buen planteamiento de este modelo requerire-
mos de una combinación no usual de técnicas, en la que se mezclan las citadas de
ecuaciones parabólicas con argumentos de compacidad por compensación propios de
leyes de conservación hiperbólicas, entre los que podemos destacar un Lema de Murat
generalizado y el Lema div–rot.

El resultado principal establece que puede encontrarse un único par (P, f), P ∈
L∞(0,M ; L1 ∩ L∞) y f ∈ L∞(0,M ;L∞) solución débil (en un sentido a precisar
más tarde) de la ecuación (1.4) con dato inicial P0 ∈ BV (R2) ∩ L∞(R2) tales que
∂EEP0 ∈M y 0 ≤ P0 ≤ 1/(3M). Además la solución verifica ∂EP ∈ L2((0,M)×R2).

1.1.2 Modelos de Coagulación–Fragmentación en la replica-
ción de ADN

Las ecuaciones de coagulación–fragmentación son útiles como modelos que describen
las dinámicas de muchos fenómenos f́ısicos. En estos modelos, un gran número de
part́ıculas pueden unirse para formar grupos de part́ıculas o agregados. Dichos mode-
los tratan de reproducir procesos en los cuales un agregado gana o pierde part́ıculas,
y describen únicamente las concentraciones de agregados de un tamaño dado en un
cierto momento, omitiendo una descripción de su distribución espacial. Cuando el
tamaño de un agregado se mide por su masa o su radio, en vez de el número de
agregados que lo componen, la distribución de tamaño puede ser descrita por una
función f = f(x) para x ≥ 0, donde x representa el tamaño del agregado y f(x) es la
densidad de agregados de ese tamaño (medido en una forma adecuada). La función
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f debe ser vista como una función de densidad, de este modo∫ b

a

f(x)dx

representa la densidad de un agregado cuyo tamaño está entre a y b. La función f
es llamada distribución de tamaño de agregados. Análogamente podemos hablar de
las reacciones de coagulación (x, x′)→ x+x′, donde x y x′ son números positivos no
necesariamente enteros; y reacciones de fragmentación, donde un agregado de tamaño
x se divide en agregados de tamaños positivos x′, x′′, x′′′, . . . tales que x′+ x′′+ x′′′+
. . . = x. El ı́ndice de ocurrencia de la reacción de coagulación (x, x′) → x + x′ es
determinado por el coeficiente de coagulación β(x, x′); y el ı́ndice de ocurrencia de la
reacción de fragmentación x+x′ → (x, x′) es dado por el coeficiente de fragmentación
a(x, x′). Aśı, β(x, x′)f(x)f(x′) es el número de veces que la correspondiente reacción
de coagulación sucede por unidad de tiempo, por unidad de volumen, por unidad de
tamaño de agregado, debido a que los valores de f son densidades de agregados por
unidad de tamaño de agregado. En adelante hablaremos de f como la densidad de
medida de agregados.

Las ecuaciones continuas de coagulación–fragmentación están dadas por la si-
guiente ecuación integro–diferencial

∂

∂t
f(t, x) = C(f(t, x)) + F (f(t, x)), t, x ∈ (0,+∞),

f(0, x) = f0(x), x ∈ (0,+∞), (1.5)

donde los términos de coagulación y fragmentación vienen definidos por

C(f(t, x)) = C1(f(t, x))− C2(f(t, x)),

F (f(t, x)) = F1(f(t, x))− F2(f(t, x)),

C1(f(t, x)) =
1

2

∫ x

0

β(y, x− y)f(t, y)f(t, x− y)dy,

C2(f(t, x)) = f(t, x)

∫ ∞
0

β(x, y)f(t, y)dy,

F1(f(t, x)) =

∫ ∞
x

a(y, x− y)f(t, y)dy,

F2(f(t, x)) = f(x)
1

2

∫ x

0

a(y, x− y)dy.

En el proceso de replicación de ADN, la formación de los oŕıgenes de replicación
(llamados islas en esta memoria), y su posterior crecimiento, es modelado con la parte
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de coagulación de la ecuación (1.5). En este caso los núcleos solamente dependen
del tiempo y no del tamaño de los agregados. La evolución de las islas de tamaño x,
está expresada como sigue

∂f(t, x)

∂t
+ 2v

∂f(t, x)

∂x
− I(t)S(t)δ(x)

− a(t)

[∫ x

0

f(t, x− y)f(t, y)dy − 2n(t)f(t, x)

]
= 0, (1.6)

donde f(t, x) es la densidad de islas de tamaño x. Con a(t) = 2vρ(0,t)
n(t)2

y n(t) =∫∞
0
ρ(x, t)dx es la densidad. El segundo término representa la velocidad de creci-

miento de las islas durante el intervalo de tiempo dt, el cual es simétrico, el tercer
término representa nuevas nucleaciones de menor tamaño, y el cuarto representa la
creación y aniquilación de islas de tamaño x.

La parte del sistema que no esta cubierta por islas se le da el nombre de hueco.
Para modelar esta parte usamos el término de fragmentación de la ecuación (1.5).
Aśı la variación en el tiempo de un hueco de tamaño x, se expresa como

∂ρ(t, x)

∂t
− 2v

∂ρ(t, x)

∂x
+ I(t)xρ(t, x)− 2I(t)

∫ ∞
x

ρ(t, y)dy = 0, (1.7)

donde ρ(t, x) es la densidad de huecos de tamaño x. El segundo término representa
la velocidad de decrecimiento de un hueco en un intervalo de tiempo dt, cuando no
hay nucleaciones, el cual es simétrico. El tercer término indica la aniquilación de un
hueco de tamaño x debido a una nucleación en el mismo, y el cuarto la creación de
un hueco de tamaño x por nucleación en un hueco de tamaño superior y > x.

El modelo (1.7) propuesto para los huecos esconde algunas singularidades tras
su aparentemente simple escritura. Sobre todo notamos que, en cuanto a su parte
de transporte, las curvas caracteŕısticas asociadas son rectas con pendiente negativa,
es decir, dirigidas al origen. Esto es consistente con el modelo, ya que x representa
el tamaño del hueco y cada hueco no para de disminuir su tamaño durante el pro-
ceso de replicación, por lo que en tiempo finito, todo hueco desaparece, es decir,
las caracteŕısticas alcanzan la frontera del dominio en que se plantea la ecuación,
alcanzan el valor x = 0. Por ello, el buen planteamiento matemático del modelo
requiere tanto de la comprensión profunda de la bioloǵıa inherente y de los datos ex-
perimentales/teóricos obtenidos como de diversos cambios de variables que dificultan
(aunque enriquecen) el análisis realizado.

Para el estudio de la ecuación de fragmentación (1.7) se considera, en primer lugar,
que la velocidad de crecimiento de un hueco es constante. La idea es construir un
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sistema auxiliar definido en toda la recta real y con condiciones de borde homogéneas.
Bajo ciertas hipótesis compatibles con la bioloǵıa del sistema encontramos una única
solución débil ρ ∈ C(0, T ;W 1,∞(R)). A continuación se hace un estudio de existencia
de solución cuando la velocidad de crecimiento depende del tamaño x del hueco, en
donde se consideran los casos lineal y no lineal, es decir, en el que el número de
nucleaciones por unidad de tiempo depende de ρ, es decir I(t, x) = I(t, x, ρ(t, x)).

En cuanto a la ecuación que representa el modelo de evolución de islas (1.6),
demostramos la existencia de una única solución débil en el espacio de las medidas
f ∈ L∞(0, T ;M(R)).

1.2 Agregación de part́ıculas en el ambiente

marino

En la formación y transformación de material orgánico e inorgánico en el océano, la
agregación de part́ıculas juega un papel muy importante. Este material agregado os-
cila desde el tamaño inferior a la micra en el caso de los coloides hasta organismos de
varios metros de envergadura. Los procesos qúımicos y biológicos transforman ma-
terial disuelto en material de part́ıculas y viceversa. El asentamiento de part́ıculas
en el océano es fundamental para la redistribución de carbono y otros materiales
activamente biológicos; el tamaño y la densidad de las part́ıculas son propiedades
importantes para determinar la velocidad de hundimiento o flotación de las mismas.
Los cambios en la abundancia de part́ıculas de diferentes tamaños afectan su disponi-
bilidad para el alimento de zooplancton, como también en la distribución de elemen-
tos qúımicos en el agua y la penetración de la luz en esa columna y, por tanto, en las
propiedades hidrodinámicas del medio como su presión o velocidad. Las part́ıculas
más pequeñas están suspendidas en la columna de agua y ayudan a controlar la
qúımica de las aguas del océano, mientras que las part́ıculas más grandes influyen
notablemente en la distribución vertical y el transporte de material. El tamaño de
una part́ıcula individual ayuda a determinar sus caracteŕısticas e interacciones con
organismos, con otras part́ıculas y con su ambiente. Tradicionalmente, el material
que pasa a través de un filtro de 0.4µm, es usualmente clasificado como material
disuelto. El ciclo del material disuelto y el material de part́ıculas en el océano es
funcionalmente diferente, puesto que, mientras las part́ıculas pueden hundirse gravi-
tacionalmente o incluso flotar a pesar de su tamaño debido a su escasa densidad, y
aśı transportar materia entre la superficie y el fondo del océano, los solutos continúan
distribuidos más o menos uniformemente en el agua.

El carbono que se encuentra en la superficie iluminada del océano está direc-
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tamente vinculado con la cantidad de nutrientes que mantienen la producción de
plancton. La formación de part́ıculas polisacáridas extracelulares (TEP) favorece la
conversión del carbono orgánico disuelto en carbono orgánico suspendido (también
llamado particulado), lo cual ocurre durante el crecimiento masivo de fitoplancton.
La formación de TEP ayuda a que el carbono orgánico disuelto liberado por el
fitoplancton se agregue y pueda ser sedimentado. Las TEP actúan como geles pro-
moviendo la adherencia de las part́ıculas disueltas y aumentando la formación de
agregados de grandes part́ıculas. El estudio de la evolución de esta clase de part́ıculas
será también objeto de estudio en esta memoria.

En este contexto, las ecuaciones de coagulación son también usadas para modelar
la agregación de part́ıculas en el ambiente marino. En el proceso de coagulación f́ısica,
la variación en el cambio de el espectro de tamaño de la part́ıcula n(t, x), esta dado
por

dn(t, x)

dt
=
α

2

∫ x

0

β(y, x− y)n(t, x− y)n(t, y)dy

− αn(t, x)

∫ ∞
0

β(x, y)n(t, y)dy − n(t, x)
v(x)

M
+ I(t, x) (1.8)

siendo x, x − y, e y las masas de las part́ıculas involucradas en la colisión, α la
probabilidad de que dos part́ıculas se adhieran después de la colisión, M la pro-
fundidad de las capas en el agua, v(x) la velocidad de la part́ıcula (usualmente de
asentamiento en el fondo o la superficie), I(t, x) el ı́ndice de part́ıculas que tiene
masa x que se incorporan a esta descripción, y β(x, y) el núcleo de coagulación, que
indica la probabilidad de que dos part́ıculas de masas x e y se encuentren.

El primer término del lado derecho de la ecuación (1.8), representa la obtención
de una part́ıcula de tamaño x, al colisionar y adherirse dos part́ıculas de tamaños
menores que x, el 1/2 se da por ser el proceso simétrico, pues es lo mismo que
se adhiera una part́ıcula de tamaño x con una de tamaño y, que lo contrario. El
segundo término representa la pérdida de una part́ıcula de tamaño x por la adhesión
a la misma de una part́ıcula de tamaño y. El tercero representa la pérdida de una
part́ıcula de tamaño x por el asentamiento de dichas part́ıculas, y el cuarto y último
término, representa la cantidad de part́ıculas de tamaño x que se incorporan a modo
de fuente a esta descripción.

En el estudio de existencia y unicidad de la ecuación (1.8), y a pesar de las
similitudes formales entre ambos sistemas, se usan técnicas diferentes a las usadas en
el estudio de la ecuación (1.6) ya que en este caso los núcleos de coagulación dependen
del tamaño del agregado. El resultado obtenido nos asegura que, bajo la hipótesis
0 ≤ n0 ∈ L1(0,∞), existe al menos una solución débil n ∈ (L∞ ∩ C)(0,∞, L1(0,∞))



1.2. AGREGACIÓN DE PARTÍCULAS EN EL AMBIENTE MARINO 11

asociada al dato inicial n0.
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Caṕıtulo 2

Modelos de Fokker–Planck para la
ruptura de ADN

Los contenidos de este caṕıtulo se corresponden con los resultados publicados en [11],
y en él presentaremos y analizaremos una ecuación no lineal de tipo Fokker–Planck
que modela la rotura de las dos hebras que componen el ADN cuando se aplica una
cierta fuerza sobre una de ellas. En este caso, el objeto de estudio que verifica las
ecuaciones diferenciales será la densidad P (m) de probabilidad de que se separen m
pares de bases de ADN, siendo precisamente esta variable independiente, m, la que
jugará el rol de “tiempo” en la ecuación de Fokker–Planck resultante. De hecho, el
modelo que presentaremos aqúı se obtiene al acoplar la ecuación de Fokker–Planck
propuesta en [40] con una ecuación trascendental para la fuerza aplicada. Como
veremos, las técnicas clásicas de la teoŕıa cinética no se aplican eficientemente al
sistema no lineal resultante, por lo que, para estudiar el buen planteamiento del
modelo, tendremos que combinar estas técnicas con argumentos de tipo “compacidad
por compensación” y herramientas t́ıpicas de leyes hiperbólicas de conservación.

2.1 Introducción

El descubrimiento, hace más de medio siglo, de la estructura molecular del ADN
marcó el principio de un proceso que ha transformado los fundamentos de la biolo-
ǵıa, y que ha precipitado el desarrollo en otros campos como la bioloǵıa molecular,
la ingenieŕıa genética o la biomatemática. Hasta ese momento, los modelos que
se utilizaban eran fenomenológicos y macroscópicos. La posibilidad de incorporar
efectos microscópicos permitió el estudio dinámico a escala molecular conectándolo
con sus realizaciones macroscópicas. Este es un punto crucial para entender la esencia

13
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de los modelos multi–escala para sistemas biológicos. De hecho, aún hay aspectos
de las funciones del ADN cuyos mecanismos siguen estando lejos de ser entendidos.
La dificultad proviene, entre otras cosas, del hecho que la molécula de ADN, aunque
sea esencial, constituye sólo una componente de la complicada maquinaria celular
que coordina de forma compleja sus distintas componentes que suman tareas de una
forma no lineal (del mismo modo que el comportamiento colectivo de los sistemas
biológicos en ecoloǵıa), como podemos ver, por ejemplo, en [3, 4, 8, 14, 19, 34].
En cualquier caso, debemos entender que estos mecanismos estimulan la interacción
entre el modelado matemático y la experimentación que es, en definitiva, la fuente
real de avances en la ciencia.

En la última década hemos vivido una gran revolución en biof́ısica debido sobre
todo a la posibilidad de realizar experimentos en bioloǵıa molecular a la escala de
las propias moléculas. Estos experimentos han abierto una ventana a un amplio y
fecundo conjunto de experimentos cient́ıficos. El estudio de moléculas simples está
en continuo crecimiento por la aparición de nuevos sistemas moleculares que mues-
tran comportamientos t́ıpicos de sistemas pequeños fuera del equilibrio (en ocasiones
llamados mesoscópicos), véase [50]. En esta ĺınea, se han realizado experimentos con
moléculas individuales consistentes en aplicar fuerzas sobre estas moléculas, “suje-
tando” sus extremos y tirando de ellos ([9, 54]). Un ejemplo de este tipo son los
experimentos para la separación de las dos hebras de una cadena de ADN, en los que
las dos hebras de la molécula de ADN con sus bases de nucleótidos elegidas de modo
aleatorio son separadas bajo la influencia de una fuerza constante. La doble hélice
de ADN es uno de los ejemplos t́ıpicos de biopoĺımero, que también son de gran in-
terés en la actualidad, como podemos observar en [1, 34]. En él se resalta la riqueza
estructural y la complejidad de estos biopoĺımeros, como la falta de homogeneidad
en la secuencia de monómeros o las interacciones entre estos y las transformaciones
en estructuras secundarias. Por ello, creemos que el estudio que nos ocupará a lo
largo de este caṕıtulo sobre el modelo de ADN puede ser relevante también para un
estudio teórico paralelo relacionado con otros biopoĺımeros importantes.

Comenzamos describiendo brevemente este experimento de separación de la mo-
lécula de ADN (véase [40, 41] para una explicación más completa). Una de las hebras
de la cadena de ADN se sujeta al portaobjetos de vidrio, mientras que sobre la otra
hebra se aplica una fuerza constante F que tira de ella en dirección contraria (en [50]
podemos encontrar todos los detalles sobre el experimento). Bajo la influencia de
esta fuerza F , la molécula de ADN se separa parcialmente desde el extremo sujeto,
rompiendo los enlaces entre m pares de bases. Si la fuerza aplicada es suficientemente
grande, toda la cadena de ADN se separará mientras que para fuerzas muy pequeñas,
sólo unas pocas bases se separarán. Notamos que el concepto de grande o pequeño es
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relativo, ya que estamos hablando de fuerzas de órdenes de picoNewton. En realidad,
para que la doble cadena de ADN se separe por completo, basta aplicar una fuerza
superior a una fuerza cŕıtica Fc, que podrá ser estimada a partir de la enerǵıa libre
de un par de bases ligadas de nucleótidos. Otro factor importante es la temperatura
T , si ésta excede un valor cŕıtico llamado temperatura de fusión Tm, la molécula
de ADN se adultera y las dos hebras también se separan. Por supuesto, Fc y la
temperatura están relacionadas (véase [40]). Por todo ello, el problema interesante
ocurrirá en la transición que da comienzo a la separación parcial, lo que ocurrirá
cuando T está muy por debajo de la temperatura de fusión y simultáneamente la
fuerza aplicada F se acerca a Fc pero con valores inferiores, ya que sólo una cantidad
finita m de pares de bases se separarán.

Por su naturaleza, el proceso de separación es discreto (como en los modelos de
Ising [61]), pero dado que el número de pares de bases de nucleótidos contenidos en
un miĺımetro de molécula de ADN es del orden de tres millones, también parece ra-
zonable usar un modelo continuo para su descripción en lugar de usar las millones de
ecuaciones requeridas para describir el estado de todas las bases. Por ello, usaremos
la variable continua m para la medida de la porción de molécula que se ha sepa-
rado, que podrá ser entendida a nivel discreto como el número de bases que se han
separado. No obstante, algunas de las consideraciones que mostraremos aqúı están
descritas en términos discretos para mayor comprensión, aunque podemos pasar de
forma inmediata a la formulación continua (ver [41] para entender mejor este paso
al continuo).

Introducimos pues la función E(m) que representa la diferencia de enerǵıa libre
en una molécula de ADN cuando m bases se han separado al aplicar una fuerza
F . F−c . Por definición E(0) = 0 (si no se separa ninguna base, no hay diferencia
de enerǵıa libre) y, como muestran en [40, 41], ha de ser una función no negativa
cuando F < Fc. Debido a la heterogeneidad del ADN, una descripción eficiente del
cambio de enerǵıa libre cuando el número de monómeros separados aumenta requiere
la introducción de un cierto factor aleatorio que intente paliar esta heterogeneidad. Si
definimos f como la diferencia media de enerǵıa libre entre un par de bases separado
y otro par ligado, deducimos que la variación de E(m) puede ser descrita como

dE(m)

dm
= f + η(m), (2.1)

constituyendo η(m) la desviación respecto de la media f . Tal y como se presenta en
[40], parece razonable que este término aleatorio quede bien descrito por un ruido
blanco. En cualquier caso, también la propia medición experimental del valor f (me-
dido indirectamente a través del trabajo realizado por la fuerza aplicada) conlleva
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cierta aleatoriedad en la determinación de este término. Precisamente, existen di-
versas discusiones abiertas sobre la relación entre f y la enerǵıa libre medida a nivel
experimental que podemos constatar, por ejemplo, en [10, 29, 60].

Pese a todo lo anterior, para una primera aproximación y para comprender bien
el modelo, podemos suponer que no existe esta aleatoriedad y que la variación de E
al separarse una base adicional es constante, por lo que tendŕıamos

dE(m)

dm
= f. (2.2)

Siguiendo ahora una descripción t́ıpica en mecánica estad́ıstica, podemos describir
la probabilidad P (m) de que se separen m pares de bases mediante

P (m) =
e−E(m)/(kBT )

Z̄
, (2.3)

donde kB es la constante de Boltzmann y Z̄ =
∫∞

0
e−E(m)/(kBT )dm es la constante de

normalización o función de partición. Si seguimos suponiendo que no existe aleato-
riedad alguna, podemos usar (2.2) para calcular

P (m) =
f

kBT
e−mf/(kBT ). (2.4)

De forma análoga, la función de partición asociada a una cadena cuyo tamaño total
fuese m estará dada por Z(m) =

∫ m
0
e−E(m′)/(kBT )dm′ y, por lo tanto, satisface

dZ

dm
= e−E(m)/(kBT ), (2.5)

y Z̄ se calculará simplemente tomando ĺımite m→∞. Observamos entonces que las
ecuaciones (2.2) y (2.5) pueden ser interpretadas como las ecuaciones de las curvas
caracteŕısticas para una distribución conjunta P (m,Z,E) que cumple la ecuación de
Liouville

∂mP + e−E/(kBT )∂ZP + ∂E(fP ) = 0.

Aqúı y a lo largo del caṕıtulo, usaremos la notación ∂y para denotar la derivada
parcial con respecto a la variable y. Esta ecuación localiza, al menos formalmente,
cada uno de los experimentos realizados (2.2) y (2.5) sobre el conjunto compacto
P (m,Z,E) = δZ−Z(m)δE−E(m). Notamos además que el problema de Cauchy aso-
ciado requiere de una “condición inicial” en m = 0 que correspondeŕıa con P0 =
P (0, Z, E) = δZ−Z(0)δE−E(0). Nosotros pretendemos plantearnos un estudio más ge-
neral de esta ecuación incluyendo los efectos aleatorios descritos antes, por lo que
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también consideraremos una condición inicial genérica P0. En este punto, la analoǵıa
con la teoŕıa cinética nos permite fácilmente deducir qué ocurre con la ecuación de
liouville al introducir la heterogeneidad en la cadena de ADN, es decir, al considerar
(2.1) en lugar de (2.2) para reflejar la desviación en la diferencia de enerǵıa libre de
cada par de bases con respecto a la media f , como hemos explicado anteriormente.
Notamos que, ahora, las ecuaciones (2.5) y (2.1) son análogas a las ecuaciones de
Langevin para la distribución conjunta P (m,Z,E), que son como las ecuaciones ca-
racteŕısticas pero incluyendo movimiento Browniano. Como es sabido (véase [49]), el
resultado es la ecuación de Liouville pero con un término adicional que la convierte
en la siguiente ecuación de tipo Fokker–Planck

∂mP + e−E/(kBT )∂ZP + ∂E(fP ) = D∂2
EEP. (2.6)

donde D hace el papel de “coeficiente de difusión”, y proviene de una medida de la
desviación t́ıpica del término aleatorio η. Siguiendo la analoǵıa, m hace el papel de
“tiempo”, (Z,E) actúan como la variable de fase “espacio–velocidad” y f hace el
papel de “campo de fuerzas”. La naturaleza del modelo parece requerir que Z,E >
0 (aparte de las influencias aleatorias de la ecuación (2.1)), pero en este caṕıtulo
haremos el estudio sobre el plano completo (Z,E) ∈ R2, ya que incluso las soluciones
que inicialmente tengan soporte en el cuadrante positivo pueden alcanzar valores
negativos debido a los efectos de la difusión.

En el caso de f constante, esta ecuación puede ser resuelta (véase [41]) usando
la transformada de Laplace en (m,Z) y ciertas funciones modificadas de Bessel. En
el trabajo que desarrollamos en este caṕıtulo, estudiamos precisamente el caso no
lineal en que f es una función dependiente de la distribución P dada de manera
impĺıcita por la expresión (2.4). Con todo ello, nuestro objetivo es estudiar la pro-
babilidad P (m) de que se separen m pares de bases como una distribución conjunta
P (m,Z,E) que verifique la ecuación de Fokker–Planck (2.6), de modo que la depen-
dencia respecto a la fuerza ejercida F al comienzo de la separación, es decir, F . Fc,
queda incluida en la dependencia de (Z,E) y el acoplamiento con f & 0 mediante la
expresión (2.4).

Para simplificar la notación durante el estudio matemático, a lo largo de este
caṕıtulo normalizaremos tanto la constante de Boltzmann kB = 1 como la tempera-
tura T = 1 y la difusión D = 1. Con todo ello, podemos sintetizar nuestro objetivo
en este caṕıtulo como el de estudiar la existencia y unicidad de solución para el
problema de valores iniciales asociado al sistema

∂mP + e−v(E)∂ZP + ∂E(fP ) = ∂2
EEP, m ∈ [0,M ], (Z,E) ∈ R2, (2.7)

P = fe−mf (2.8)
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donde M es una constante suficientemente grande relacionada con la longitud t́ıpica
de una cadena de ADN, y donde v(E) es una función derivable y creciente que
cumple v(E) = E para E ≥ 0 y v(E) = 0 cuando E < (−1). Esta aparente
restricción es, en realidad, una extensión de (2.6) ya que el caso presentado tiene
sentido f́ısico sólo para valores no negativos de E, donde v(E) = E no cambia
su valor, mientras que ahora permitimos que tome valores en R. Por simplicidad,
omitiremos la dependencia expĺıcita de las variables Z y E de todas las funciones,
salvo en los lugares en que sea útil su escritura. A lo largo del caṕıtulo denotaremos
por Lp y W 1,p a los espacios Lp(R × R) y W 1,p(R × R) respectivamente. También
notaremos como M al espacio M(R2) de las medidas de Radón en el plano y como
BV al espacio de funciones de variación acotada. Para probar nuestro resultado de
existencia y unicidad trabajaremos con funciones acotadas y lipschitzianas que sean
soluciones débiles de (2.7) que cumplan (2.8) casi por doquier.

Definición 2.1. Diremos que un par (P, f) cumpliendo P ∈ L∞(0,M ;L1 ∩ L∞) y
f ∈ L∞(0,M ;L∞) es una solución débil del problema de valores iniciales asociado
a (2.7)-(2.8) con condición inicial P0 = f0 ∈ BV (R2) ∩ L∞(R2) cuando se verifique
(2.8) c.p.d. y además∫ M

0

〈
P,
(
∂mϕ+ e−v(E)∂Zϕ+ f ∂Eϕ+ ∂2

EEϕ
)〉

dm = −
〈
P0, ϕ(0, ·, ·)

〉
,

para todo test ϕ ∈ C∞0 ([0,M) × R2), siendo 〈·, ·〉 el producto de dualidad estándar
(la integral del producto).

Con esta definición, ya podemos establecer el resultado principal de este caṕıtulo: la
existencia y unicidad de solución débil más un resultado extra de regularidad.

Teorema 2.2. Sea M > 0 y P0 = f0 ∈ BV (R2) ∩ L∞(R2) tales que ∂EEP0 ∈ M y
0 ≤ P0 ≤ 1/(3M). Entonces, existe un único par (P, f), P ∈ L∞(0,M ; L1 ∩ L∞) y
f ∈ L∞(0,M ;L∞), soluciones de (2.7)–(2.8) en el sentido dado en la definición 2.1..
Además, se cumple la siguiente propiedad de regularidad, ∂EP ∈ L2((0,M)× R2).

Con la idea de probar este resultado, hemos organizado el resto del caṕıtulo en dos
secciones adicionales. En la siguiente, en primer lugar, invertiremos la relación (2.8)
para escribir la diferencia media de enerǵıa libre f como función de P para, en
segundo lugar, construir una sucesión de funciones que resuelven un problema con
difusión en ambas variables Z y E en un dominio acotado, y que constituirán una
sucesión de soluciones aproximadas de (2.7) como si fuese una especie de método
de viscosidad. En la última sección, probaremos el Teorema 2.2. de existencia,
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unicidad y regularidad por paso al ĺımite de las soluciones aproximadas anteriormente
construidas. Como es habitual, la mayor dificultad será identificar el ĺımite del
término no lineal, lo que requerirá de la combinación de diversas técnicas tanto
de ecuaciones cinéticas, como de leyes de conservación. Por último, la unicidad se
probará por un argumento de dualidad.

2.2 Soluciones aproximadas

Para garantizar el buen planteamiento de (2.7)–(2.8) necesitamos estudiar la relación
(2.8) más detenidamente. Algunos de los resultados que vamos a estudiar, podŕıan
ser obtenidos a partir de las propiedades de la llamada función W de Lambert [18]
para constantes óptimas, pero hemos decidido presentar en esta sección sólo los resul-
tados necesarios para nuestro propósito general, haciendo más clara su presentación y
consiguiendo un caṕıtulo auto contenido. Agrupamos estos resultados en dos Lemas.

Lema 2.3. Sea P ∈ L∞(0,M ;L∞) una función verificando 0 ≤ P (m) ≤ 1/(3M).
Entonces, existe una única función f ≡ w(m,P ) ∈ L∞(0,M ;L∞) cumpliendo la
relación algebraica (2.8) y las siguiente propiedades se cumplen para cada m ∈ [0,M ].

i) Se cumple 0 ≤ f = w(m,P ) < 1/M .

ii) Si, además, P ∈ L∞(0,M ;W 1,∞), entonces w(m,P )∈L∞(0,M ;W 1,∞). De he-
cho, ‖w(m,P (m))‖W 1,∞ ≤ 1

c
‖P (m)‖W 1,∞ para todo m ∈ [0,M ] y una constante

c < 1 que depende únicamente de M .

iii) Su parcial con respecto a P cumple 1 ≤ ∂Pw(m,P ) < 1/c para cada m ∈ [0,M ]
y la constante c anterior. Además, si tenemos otra función P̂ con las mismas
condiciones que P , se tiene

‖w(m,P (m))− w(m, P̂ (m))‖L∞ ≤
1

c
‖P (m)− P̂ (m)‖L∞ ,

Demostración. Observamos primero que para m = 0 el resultado es trivial, ya que
((2.8)) se transforma simplemente en P = f .

Para el resto de valores m ∈ (0,M ], la existencia de w(m,P ) se deduce fácilmente
si observamos la gráfica de la función real f 7→ km(f) = fe−mf , que alcanza su
máximo 1

em
> 1

3M
en el punto f = 1

m
(véase la Figura 2.1). Podemos pues tomar

fm como el menor punto tal que km(fm) = 1/(3M) y, observamos que fm < 1/m.
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km(f) = fe−mf

k

f
1
m

1
em

fm

1
3M

P (m)

w(m,P )

Figura 2.1: La función km(f) = fe−mf es biyectiva en la zona gruesa.

Afinando un poco, podemos usar que ∂mkm = −f 2e−mf < 0 para deducir que la
sucesión de números fm es creciente con respecto a m y, por lo tanto,

fm ≤ fM <
1

M
≤ 1

m
, ∀m ∈ (0,M ]. (2.9)

Aśı, cada función km es una biyección del conjunto [0, fm] en [0, 1
3M

] y, para cada
valor P (m) ≤ 1/(3M), existe una única preimagen f = (km)−1(P (m)) en el intervalo
[0, fm] ⊂ [0, 1

M
] que cumple (2.8). Si notamos como w(m,P ) a esta preimagen,

concluimos la demostración del apartado i).
Para probar los apartados restantes, observamos que km es derivable y cumple

0 < c ≤ k′m(f) ≤ 1,

donde la cota inferior c, puede ser tomada como c = k′M(fM), de modo que sólo
dependa de M . Aśı deducimos que

1 ≤ ∂Pw(m,P ) < 1/c (2.10)

y, por lo tanto,

P ≤ w(m,P ) ≤ P

c
. (2.11)

Combinando las desigualdades (2.10) y (2.11) con la regla de la cadena para derivadas
débiles, podemos fácilmente deducir ii) mientras que el teorema del valor medio nos
permite deducir iii). �
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Nota 2.4. Como vemos, la condición P (m) ≤ 1/(3M) no es óptima, pero permite
establecer los resultados de forma simple.

Para simplificar la comprensión, usaremos la siguiente notación en el resto del caṕı-
tulo; definimos las funciones:

H(m,P ) := P w(m,P ), h(m,P ) := ∂PH(m,P ), P ∈
[
0,

1

3M

]
. (2.12)

lo que permite reescribir (2.7)–(2.8) de forma conjunta como

∂mP + e−v(E)∂ZP + ∂EH(m,P ) = ∂2
EEP. (2.13)

Además, podemos enunciar nuestro segundo resultado como sigue.

Lema 2.5. Dadas las funciones h(m,P ) y H(m,P ) descritas por (2.12) y dado
P ∈ [0, 1/(3M)], se cumplen las siguientes desigualdades

0 ≤ H(m,P ) <
P

M
, 0 ≤ ∂mh(m,P ) ≤ CP,

para todo m y para cierta constante C independiente de m y P . Además, dadas
sendas funciones P1, P2 en L∞(0,M ;L∞), entonces la función

Θ(m,Z,E) :=


H(m,P1)−H(m,P2)

P1 − P2

si P1 6= P2,

h(m,P2) si P1 = P2,

está en L∞(0,M ;L∞).

Demostración. La primera desigualdad es consecuencia directa del primer apartado
del Lema 2.3. anterior, combinada con la definición (2.12).

Para probar la segunda, usamos que P = w(m,P )e−mw(m,P ) y derivamos esta
expresión respecto de m, obteniendo

∂mw(m,P ) =
(w(m,P ))2

1−mw(m,P )
. (2.14)

Aśı, usando que fm ≤ fM es el máximo de w, podemos acotar w ≤ fM y (1−mw) ≥
(1−MfM) > 0 lo que combinado con (2.11) nos proporciona la siguiente estimación,

0 ≤ ∂mw(m,P ) ≤ fM
c(1−M fM)

P. (2.15)
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Si, por otro lado, derivamos en (2.14) respecto a P , obtenemos

∂m∂Pw(m,P ) =
2−mw(m,P )

(1−mw(m,P ))2
∂Pw(m,P ) w(m,P ) ,

lo que combinado ahora con (2.9), (2.10) y (2.11), nos permite obtener la cota

0 ≤ ∂m∂Pw(m,P ) ≤ 2fM
c2(1−M fM)2

. (2.16)

Por lo tanto, escribiendo

∂mh := ∂m∂PH = ∂mw + P ∂m∂Pw,

y usando las estimaciones (2.15) y (2.16) para el primer y segundo término respecti-
vamente, deducimos la segunda desigualdad del enunciado.

Finalmente, notemos que la acotación de Θ es consecuencia directa de la regula-
ridad en P de la función H(m,P ). �

Ahora vamos a pasar a construir una ecuación aproximada sobre la que podamos
aplicar resultados previos de la literatura. En primer lugar, y por cuestiones técnicas,
hemos de extender la definición de H a cualquier número positivo. Para ello, re-
definimos la función km de manera que coincida con la anterior alĺı donde la vamos
a utilizar, y de tal modo que siga siendo biyectiva y su inversa siga siendo positiva y
acotada.

Gracias a (2.9), basta con modificar km(f) para valores f > fM , de modo que
tanto h como H no cambiarán sobre el rango de valores que nos interesa P ∈
[0, 1/(3M)]. Definamos sin más dilación la extensión de km,

k̂m(f) =


km(f) si f ≤ fM ,

km(fM) + k′m(fM)fM
f − fM
2fM − f

si fM ≤ f < 2fM .

Esta función queda definida en [0, 2fM), coincide con km en [0, fM ], es derivable y su
derivada se mantiene estrictamente positiva (preserva la cota inferior de km pues sólo
la hemos continuado hacia la derecha de forma convexa y provocando una aśıntota
en f = 2fM). Ahora podemos definir, las funciones análogas a las anteriores,

Ĥ(m,P ) := P (k̂m)−1(P ), ĥ(m,P ) = ∂P Ĥ(m,P ), P ≥ 0,
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que quedan ahora definidas para todo P ≥ 0. Notemos que Ĥ también queda
dominada por una recta, concretamente,

Ĥ(m,P ) ≤ 2P

M
, ∀ P ≥ 0, (2.17)

y que h y H coinciden con ĥ y Ĥ respectivamente para valores de P en [0, 1/(3M)].
Para continuar nuestra construcción, también regularizamos la condición inicial.

Tomamos una sucesión {P ε
0}ε>0 de funciones regulares con soporte compacto que

aproximan a P0 ≥ 0; concretamente las tomamos verificando,

• 0 ≤ P ε
0 ∈ C∞0 (R2),

• sop(P ε
0) ∈ B1/ε := {(Z,E) ∈ R2 : P 2 + E2 ≤ 1/ε2},

• ‖P ε
0‖Lp ≤ ‖P0‖Lp para cada 1 ≤ p ≤ ∞,

• P ε
0 → P0 en Lp cuando ε→ 0 para cualquier 1 ≤ p <∞, y converge débilmente

(débil∗ en realidad) para el caso p =∞.

Con todo ello, ya podemos presentar nuestros problemas aproximados. Conside-
ramos, para cada ε > 0, el siguiente problema de Cauchy sobre la bola B1/ε descrita
antes:

∂mP
ε + e−v(E)∂ZP

ε + ∂E
(
Ĥ(m, |P ε|)

)
= ∂2

EEP
ε + ε∂2

ZZP
ε en Ωε,

P ε(m,Z,E) = 0, sobre [0,M ]× ∂B1/ε,

P ε(0, Z, E) = P ε
0 , (Z,E) en B1/ε.

(2.18)

donde Ωε = [0,M ] × B1/ε. En estas condiciones, podemos aplicar el resultado de
Lions [38, Teorema 2.I.] (véase también [23]), que proporciona, para cada ε > 0, una
solución de (2.18) en el conjunto L2(0,M,H1

0 (B1/ε)∩H2(B1/ε)). El objetivo ahora es
buscar cotas suficientes de estas soluciones que nos permitan pasar al ĺımite cuando
ε→ 0, y es a esta cuestión a la que dedicaremos la práctica totalidad de la siguiente
sección.

2.3 Existencia y unicidad

En este caso, para pasar al ĺımite y resolver nuestro problema original (2.13), vamos
a recabar las estimaciones a posteriori, es decir, las verificadas por las funciones P ε

ya encontradas. Englobamos las primeras de ellas en el siguiente Lema.
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Lema 2.6. Sea P ε ∈ L2(0,M,H1
0 (B1/ε)∩H2(B1/ε)) la solución de (2.18), y denote-

mos igualmente como P ε su extensión por 0 a todo [0,M ]×R2. Entonces, existe una
constante dependiente únicamente de ‖P0‖L1∩L∞ tal que:

i) P ε es no negativa.

ii) ‖P ε(m, ·, ·)‖Lp ≤ C, para todo m ∈ [0,M ] y para todo 1 ≤ p ≤ ∞.

iii) Si ‖P0‖L∞ ≤ 1/(3M), entonces ‖P ε(m, ·, ·)‖L∞ ≤ 1/(3M). Por lo tanto pode-
mos reemplazar Ĥ por H en (2.18).

iv) Para cada ε > 0, se tiene
∫M

0
‖∂EP ε‖2

L2dm ≤ C.

v) Para cada ε > 0, se tiene
∫M

0
ε‖∂ZP ε‖2

L2dm ≤ C.

vi) Para cada ε > 0, se tiene ‖∂ZP ε(m, ·, ·)‖L1 ≤ ‖∂ZP ε(0, ·, ·)‖L1.

Demostración. Para deducir estas estimaciones, usaremos los argumentos formales
t́ıpicos de estimaciones a priori, pero que en nuestro caso se convierten en rigurosos,
dado que nuestras soluciones son altamente regulares (véase [23, Teorema 1.5]) y,
por lo tanto, todos los cálculos están justificados. Dicho esto, comenzamos probando
i); multiplicamos (2.18) por

(P ε)− := −min{0, P ε(m,Z,E)}

e integramos sobre la bola B1/ε para obtener,

d

dm

∫
B1/ε

((P ε)−)2dZdE = −
∫
B1/ε

|∂E(P ε)−|2 + ε|∂Z(P ε)−|2dZdE ≤ 0.

usando entonces que el dato inicial es no negativo, (P ε)−(0, Z, E) = 0, deducimos la
no negatividad de P ε.

Para probar ii) usamos i) y multiplicamos (2.18) por p(P ε)p−1 (con 1 ≤ p <∞)
para después integrar de nuevo sobre la bola B1/ε y deducir:

d

dm

∫
B1/ε

|P ε|pdZdE = −p(p− 1)

∫
B1/ε

|P ε|p−2
(
|∂EP ε|2 + ε|∂ZP ε|2

)
dZdE ≤ 0.

Por lo tanto
‖P ε(m, ·, ·)‖Lp = ‖P ε(m, ·, ·)‖Lp ≤ ‖P ε

0‖Lp ≤ C

dependiendo C exclusivamente de ‖P0‖L1∩L∞ , por lo que tenemos ii) para 1 ≤ p <∞.
Pero una vez sabido que todas las normas Lp con 1 ≤ p < ∞ de una función están
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acotadas por la misma constante fija (independiente de p), es un simple ejercicio
probar que dicha función está acotada y que su norma L∞ está acotada por esa
misma constante. Con ello concluye ii).

La propiedad iii) es muy intuitiva ya que (2.18) puede ser visto como la suma
de dos efectos: el transporte puro (nótese que el término conservativo ∂E

(
Ĥ(m,P ε)

)
puede ser escrito en forma no conservativa como ĥ(m,P ε)∂EP

ε) que preserva la
norma L∞ más una difusión, que la hace decrecer. Para deducirla con rigor, basta
seguir los pases de i), pero multiplicando por ((1/3M)− P )−.

Para demostrar iv) y v), usamos los mismos argumentos que en ii) con p = 2,
pero reteniendo ahora los términos negativos, que son los que nos proporcionarán la
estimación. Tenemos pues,

d

dm

∫
B1/ε

|P ε|2dZdE + 2

∫
B1/ε

|∂EP ε|2dZdE + 2ε

∫
B1/ε

|∂ZP ε|2dZdE = 0,

por lo que, integrando además respecto de m, obtenemos∫ M

0

‖∂EP ε‖2
L2dm+ ε

∫ M

0

‖∂ZP ε‖2
L2dm ≤

1

2

(
‖P ε

0‖L2 − ‖P ε(M)‖L2

)
≤ C.

Esta desigualdad combinada con la estimación ii) nos permite concluir.
Por último, para demostrar vii), definimos

P1(m,Z,E) := P ε(m,Z + h,E), P2 := P ε(m,Z,E) y Qε := P1 − P2,

y calculamos

d

dm

∫
B1/ε

|Qε| dEdZ =

∫
B1/ε

sign(Qε)
∂

∂m
(Qε) dEdZ

=

∫
B1/ε

sign(Qε)
{
∂2
EE(Qε) + ε∂2

ZZ(Qε)

−e−v(E)∂Z(Qε)− ∂E
(
Hm(P1)−Hm(P2)

)}
dEdZ.

Integrando ahora por partes y teniendo en cuenta que Hm(0) = 0 para el término de
frontera, deducimos

d

dm

∫
B1/ε

|Qε| dEdZ = 2

∫
B1/ε

Qεe−v(E)∂ZQ
εδ{Qε=0} dEdZ

+2

∫
B1/ε

(Hm(P1)−Hm(P2)) ∂EQ
ε δ{Qε=0} dEdZ

−2

∫
B1/ε

(
|∂E(Qε)|2 + ε|∂Z(Qε)|2

)
δ{Qε=0} dEdZ.
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Puesto que el primer y segundo término se anulan al aparecer la Delta de Dirac
δ{Qε=0} = δ{P1=P2} y el tercero es no negativo, podemos deducir que

d

dm

∫
B1/ε

|Qε| dEdZ ≤ 0,

o lo que es lo mismo,∫
B1/ε

|P ε(m,Z + h,E)− P ε(m,Z,E)| dEdZ

≤
∫
B1/ε

|P ε
0(Z + h,E)− P ε

0(Z,E)| dEdZ.

Tomando pues ĺımites cuando h→ 0 podemos deducir finalmente vi). �

Queremos remarcar de nuevo que, gracias al apartado iii), una vez que conside-
remos un dato inicial cumpliendo 0 ≤ P0 ≤ 1/(3M), podremos reemplazar Ĥ por H
en (2.18), sin alterar sus soluciones.

Nuestra intención es probar nuestro resultado de existencia tomando ĺımite en la
formulación débil de (2.18) con Ĥ reemplazada por H, y este es precisamente el único
término cuyo ĺımite no es trivial de identificar (todos los demás son lineales). Para
resolver este problema y probar que limε→0H(m,Pε) es, en algún sentido, H(m,P ),
tendremos que usar argumentos t́ıpicos de sistemas hiperbólicos de leyes de conser-
vación, y ello va a depender fuertemente de la aplicabilidad del Lema div–rot (véanse
los trabajos pioneros [43, 56, 57, 58] u otros más recientes [23, 25, 55], por ejemplo).
Para ello, definimos auxiliarmente las cantidades,

• F1(P ε) := e−2v(E)P ε,

• F12(P ε) := e−v(E)H(m,P ε),

• F2(P ε) :=
∫ P ε

0
h(m,P )2dP .

Multiplicando (2.18) por e−v(E) y h(m,P ε) deducimos, respectivamente

div(F1(P ε), F12(P ε))=e−v(E)
(
H(m,P ε) + ∂EEP

ε + ε∂ZZP
ε − ∂mP ε

)
, (2.19)

rot(F2(P ε),−F12(P ε)) = h(m,P ε)
(
∂EEP

ε + ε∂ZZP
ε − ∂mP ε

)
, (2.20)

donde los operadores divergencia “div” y rotacional “rot” se entienden sobre la va-
riable (Z,E). Reunimos en nuestro segundo lema de estimaciones, lo necesario para
aplicar el Lema div–rot.
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Lema 2.7. Supongamos que P0 ∈ BV (R2) ∩ L∞(R2) y que ∂EEP0 ∈ M. Sea P ε ∈
L2(0,M,H1

0 (B1/ε)∩H2(B1/ε)) la solución de (2.18) (o, igual que antes, su extensión
por cero). Entonces los conjuntos,{

e−v(E)
(
H(m,P ε) + ∂EEP

ε + ε∂ZZP
ε − ∂mP ε

)}
ε>0

y {
h(m,P ε)

(
∂EEP

ε + ε∂ZZP
ε − ∂mP ε

)}
ε>0

son relativamente compactos en L∞(0,M ;H−1
loc (R2)).

Demostración. Con el objeto de disminuir la complejidad técnica de esta de-
mostración, la dividiremos en siete pasos.

Paso 1: El término ∂mP
ε está acotado en L∞(0,M ;M). Para probarlo, deriva-

mos en (2.18) con respecto a m, y multiplicamos por el signo, sign(∂mP
ε), para,

seguidamente, integrar respecto de (Z,E) y obtener

d

dm

∫
B1/ε

|∂mP ε|dEdZ +

∫
B1/ε

∂mh(m,P ε)∂EP
εsign(∂mP

ε)dEdZ

=

∫
B1/ε

sign(∂mP
ε)
(
∂EE(∂mP

ε) + ε∂ZZ(∂mP
ε)
)
dEdZ.

Gracias a la desigualdad de Kato, ∆|u − v| ≤ sign(u − v)∆(u − v) (véase [33]), el
término de la derecha resulta ser negativo, por lo que podemos usar las estimaciones
de los Lemas 2.5. y 2.6. para deducir que

‖∂mP ε(m, ·, ·)‖L1 ≤ ‖∂mP ε
0‖L1 + CM1/2‖P ε

0‖2
2

(∫ M

0

‖∂EP ε‖2
L2dm

)1/2

via la desigualdad de Cauchy–Schwartz, y concluimos el Paso 1.

Paso 2: Los términos e−v(E)∂mP
ε y h(m,P ε)∂mP

ε están acotados en el espacio
L∞(0,M ;M). Estas cotas son consecuencia directa del paso previo, ya que las
funciones e−v(E) y h(m,P ε) son continuas y acotadas y con cota independiente de ε.

Paso 3: El término e−v(E)H(m,P ε) está acotado en L2(0,M ;L2), lo que podemos
deducir directamente del Lema 2.5..

Paso 4: El término h(m,Pε)ε∂ZZP
ε puede ser descompuesto como suma de dos,

uno acotado en L1(0,M ;M) y el otro en L2(0,M ;X), siendo X un compacto de
H−1. Veamos primero esta descomposición:

εh(m,Pε)∂ZZP
ε = −ε∂Ph(m,P ε)|∂ZP ε|2 +

√
ε∂Z
(
h(m,P ε)

√
ε∂ZP

ε
)
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Podemos, en primer lugar, usar la estimación v) del Lema 2.6. y el hecho que
∂Ph ≤ C para notar que el primero está acotado en L1(0,M ;M).

Usando de nuevo la cota v) del Lema 2.6., podemos observar que el segundo
término es

√
ε veces la derivada respecto a Z de una familia de funciones acotadas

en L2(0,M ;L2). Por lo tanto, este primer término estará acotado en L2(0,M ;X),
con X =

√
εH−1.

Paso 5: El término e−v(E)ε∂ZZP
ε está acotado en L2(0,M ;X). Si lo reescribi-

mos como
√
ε∂Z
(
e−v(E)

√
ε∂ZP

ε
)
, basta aplicar el mismo argumento que al segundo

término del paso previo: es
√
ε veces la derivada respecto a Z de funciones acotadas

en L2(0,M ;L2).

Paso 6: Cada uno de los términos e−v(E)∂EEP
ε y h(m,P ε)∂EEP

ε puede ser des-
compuesto como suma de dos, uno de los cuales estará acotado en L1(0,M ;M) y el
otro en L2(0,M ;X), siendo X un compacto de H−1. En este caso no podemos usar
los argumentos del Paso 4, pero śı podemos escribir, usando (2.18), lo siguiente

∂2
EEP

ε = ∂mP
ε + e−v(E)∂ZP

ε + h(m,P ε)∂EP
ε − ε∂2

ZZP
ε,

y acotar uno a uno los términos de la derecha. El primero de ellos, ∂mP
ε, ya fue

estimado en el Paso 1, y el último, ε∂2
ZZP

ε podemos acotarlo como en el Paso 5.
El segundo término, e−v(E)∂ZP

ε, puede ser estimado en L1(0,M ;M) a partir del
apartado vi) del Lema 2.6., y el término restante, h(m,P ε)∂EP

ε en L2(0,M ;X = L2)
usando simplemente la acotación v) del mismo Lema. Por último, notamos que la
multiplicación por e−v(E) y h(m,P ε) no influye en las estimaciones, por ser ambas
funciones regulares y acotadas, con cota independiente de ε.

Paso 7, y último: los términos dados en (2.19) y (2.20) son relativamente com-
pactos en L∞(0,M ;H−1

loc (R2)). Para probar esta última afirmación, usaremos una
variación del Lema de Murat (véase [43, 55]) que desarrollamos aqúı para mayor
comprensión. Primero observamos que, puesto que los términos de la izquierda de
(2.19) y (2.20) son derivadas primeras (respecto de (E,Z)) de funciones acotadas,
automáticamente están en un subconjunto acotado de L∞(0,M ;W−1,∞

loc (R2)). De
hecho, gracias al Paso 2, están acotadas en Cα(0,M ;W−1,1

loc (R2)), para cualquier
0 ≤ α < 1.

Ahora, usando los 6 Pasos, sabemos que tanto (2.19) como (2.20) pueden ser
escritos como sumas,

div(F1(P ε), F12(P ε)) = φεd + ψεd,

rot(F ε
2(P ε),−F12(P ε)) = φεr + ψεr,
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de manera que φεd y φεr estén acotadas en L1(0,M ;M) y ψεd y ψεr estén acotadas
en L2(0,M ;X), siendo X un compacto de H−1. Para simplificar, omitiremos los
sub́ındices d y r y trataremos las funciones φεd y φεr por un lado y ψεd y ψεr por otro,
de forma conjunta, hablando únicamente de φε y ψε y denotando su suma como
ηε = φε + ψε.

Para aplicar el Lema clásico de Murat, primero debemos tomar un conjunto nu-
merable de puntos {mn}n∈N denso en [0,M ], y de manera que la suma ‖φε(mn, ·)‖M+
‖ψε(mn, ·)‖X permanezca acotada (podemos garantizar la existencia de tal sucesión
por la integrabilidad en m y los resultados de [39], por ejemplo). Ya estamos en
condiciones de aplicar el Lema de Murat, junto a un argumento diagonal estándar,
para deducir que (salvo tomar una sucesión parcial que llamaremos igual por sim-
plicidad), para cada n ∈ N, la familia {ηε(mn, ·)}ε es precompacta (convergente) en
H−1.

Resta sólo extender la compacidad de manera uniforme a todo el intervalo [0,M ].
Para ello, vamos a ver que la sucesión {ηε(m, ·)}ε es de Cauchy (respecto de ε) para
todo m. Usamos la desigualdad triangular para escribir:

‖ηε1(m, ·)− ηε2(m, ·)‖H−1 ≤ ‖ηε1(mn, ·)− ηε2(mn, ·)‖H−1

+‖ηε1(m, ·)− ηε1(mn, ·)‖H−1 + ‖ηε2(m, ·)− ηε2(mn, ·)‖H−1 ,

de modo que los dos último términos puedan ser acotados usando la continuidad.
De hecho, si usamos primero una desigualdad (dual) de interpolación para ambos:
‖η‖H−1 ≤

√
‖η‖W−1,∞‖η‖W−1,1 , podemos estimar estos dos términos como sigue,

‖ηεi(m, ·)− ηεi(mn, ·)‖H−1 ≤ C|m−mn|α/2,

siendo i = 1, 2 para cada uno de ellos respectivamente, y donde C es independiente
de ε. Por lo tanto, podemos elegir un n0 para que estos términos sean arbitrariamente
pequeños, gracias a la densidad de la sucesión {mn}n∈N. Para este valor de n0, el
primer término será también tan pequeño como se quiera para |ε1 − ε2| suficiente-
mente pequeño, dada la convergencia probada de la sucesión {ηε(mn0 , ·)}ε. Con ello
concluimos la demostración. �

Ya estamos en condiciones de demostrar el resultado principal de este caṕıtulo, el
Teorema 2.2.. Como comentamos antes, las estimaciones ii) del Lema 2.6., permiten
pasar al ĺımite en los términos lineales de la formulación débil de (2.18) e identificar su
ĺımite, pero restaŕıa el término no lineal. Para identificar este ĺımite, limε→0H(m,Pε)
como la (esperada) expresión H(m,P ), siendo P el ĺımite débil∗ de P ε, vamos a seguir
los argumentos de Leyes de Conservación descritos, por ejemplo, en [23, 43, 55, 56,
57].
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Sean F1, F12 y F2 los ĺımites débiles∗ de F1(P ε), F12(P ε) y F2(P ε) respectivamente.
El primero, al ser lineal en P , lo identificamos rápidamente, F1 = e−2v(E)P = F1(P ),
pero no nos interesa sustituirlo aún. Gracias a las estimaciones del Lema 2.7., junto
al Lema div–rot, conocemos el ĺımite débil del producto escalar de (F1(P ε), F12(P ε))
y (F2(P ε),−F12(P ε)),(

F1(P ε)F2(P ε)− F12(P ε)2
) ε→0
−−⇀ F1F2 − F 2

12. (2.21)

lo que equivale a,(
(F1(P ε)− F1)(F2(P ε)− F2)− (F12(P ε)− F12)2

) ε→0
−−⇀ 0.

Veamos que esta expresión oculta el ĺımite del término no lineal. Definimos el ope-
rador

D(P ε) = (F1(P ε)− F1(P ))(F2(P ε)− F2(P ))− (F12(P ε)− F12(P ))2,

cuya expresión podemos desarrollar usando las definiciones de F1(P ), F2(P ) y F12(P ),
obteniendo,

D(P ε) = e−2v(E)
(

(P ε − P )

∫ P ε

P

h(m,R)2dR− (H(m,P ε)−H(m,P ))2
)
.

Por otro lado, usando la definición (2.12) de h y la desigualdad de Cauchy–Schwartz,
podemos deducir que,

(H(m,P ε)−H(m,P ))2 =

(∫ P ε

P

h(m,R)dR

)2

≤ (P ε − P )

∫ P ε

P

h(m,R)2dR,

lo que nos dice directamente que D(P ε) no puede ser negativo. Ahora śı vamos a usar
que conocemos uno de los ĺımites, F1 = e−2v(E)P = F1(P ), puesto que si calculamos
el ĺımite de D(P ε) usando (2.21) tendremos

D(P ε) = F1(P ε)F2(P ε)− F1(P )F2(P ε)− F1(P ε)F2(P ) + F1(P )F2(P )

−F12(P ε)2 − F12(P )2 + 2F12(P ε)F12(P )

=
(
F1(P ε)F2(P ε)− F12(P ε)2

)
− F1(P )F2(P ε)− F1(P ε)F2(P )

+F1(P )F2(P )− F12(P )2 + 2F12(P ε)F12(P )
ε→0
⇀

(
F1F2 − F 2

12

)
− F1(P )F2 − F1F2(P )

+F1(P )F2(P )− F12(P )2 + 2F12F12(P ),
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y sustituyendo ahora F1 = F1(P ), obtenemos

D(P ε)
ε→0
⇀

(
F1F2 − F 2

12

)
− F1F2 − F1F2(P )

+F1F2(P )− F12(P )2 + 2F12F12(P )

= −F 2
12 − F12(P )2 + 2F12F12(P ) = −(F12(P )− F12)2 ≤ 0.

Ahora bien, si D(P ε) era mayor o igual a cero y su ĺımite cumple la desigualdad
contraria, éste no tiene más remedio que ser exactamente cero o, lo que es lo mismo,
F12 = F12(P ). Si recuperamos las definiciones de F12 y F12(P ), esta igualdad no es
más que

e−v(E)H(m,P ε)
ε→0
⇀ F12 = F12(P ) = e−v(E)H(m,P ),

y, por lo tanto, H(m,P ε)
ε→0
⇀ H(m,P ), como queŕıamos demostar.

Veamos ahora que esta solución es única. Para ello, supongamos que tenemos dos
soluciones débiles de (2.7)–(2.8) verificando la misma condición inicial Pi(0) = P0,
i = 1, 2. Denotamos ahora Q = P1 − P2 y usamos la formulación débil para escribir∫ M

0

〈
Q,
(
∂mϕ+ e−v(E)∂Zϕ+ ∂2

EEϕ
)〉

+
〈
H(m,P1)−H(m,P2), ∂Eϕ

〉
dm=0.

Usando aqúı la función Θ que definimos en el Lema 2.5., podemos reescribir esta
expresión como sigue

0 =

∫ M

0

〈
Q,
(
∂mϕ+ e−v(E)∂Zϕ+ Θ ∂Eϕ+ ∂2

EEϕ
)〉

dm. (2.22)

Ahora,argumentamos de modo “dual”, dada una función Φ ∈ D([0,M ] × R2),
podemos construir una medida ϕΦ que sea solución débil de

∂mϕΦ + e−E∂ZϕΦ + Θ ∂Eϕ+ ∂2
EEϕΦ = Φ,

ϕΦ(M) = 0.

La existencia de una tal medida, solución de esta ecuación lineal, se puede encontrar
por ejemplo [48] (hemos elegido el espacio de las medidas para el tema que nos ocupa,
pero en realidad nos valdŕıa cualquier espacio en el que tenga sentido el producto de
dualidad y de manera que tengamos garantizada la existencia de solución). Entonces,
tomando en (2.22) una sucesión de funciones test ϕn que converjan a ϕΦ cuando
n→∞, podemos probar que
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∫ M

0

〈Q,Φ〉 dm = 0

para cada Φ ∈ D([0,M ]× R2). Por lo tanto, concluimos que Q = 0 c.p.d. o, lo que
es lo mismo, la unicidad buscada.



Caṕıtulo 3

Modelos de replicación de ADN

Los contenidos de este caṕıtulo se corresponden con los resultados del art́ıculo some-
tido [45], y en él presentaremos y analizaremos una ecuación no lineal que modele la
replicación mecánica del ADN, sin tener en cuenta la complicada maquinaria interna
que interviene en el proceso. De hecho, el modelo que estudiaremos será de tipo
Kolmogorov–Jhonson–Mehl–Avrami (KJMA) y se basa en la analoǵıa (formal) entre
el proceso de replicación de una molécula de ADN y el proceso de formación 1–D
de cristales (véase [26]). En esquema, (véase Figura 3.1) consideraremos dos partes
(no conexas) diferenciadas del ADN, las zonas en la que los pares de bases ya se han
separado, también llamados “ojos”, que se corresponderán en nuestra analoǵıa con
las “islas” o zonas cristalizadas, y las zonas en las que los pares de bases aún no han
sido separados para su posterior replicación, que se corresponderán en el paralelismo
de cristalización con los “huecos” o zonas acuosas en las que aún no se ha formado el
cristal. Una vez presentado el modelo, realizaremos un estudio matemático completo
de existencia y unicidad.

3.1 Introducción

Para que una célula pueda replicarse, es preciso que despliegue y desenrolle su ADN
y además ha de separar las dos hebras de ADN una de otra para luego adherir a cada
una de ellas por separado sendas hebras de aminoácidos complementarios para crear
dos copias exactas del original. Para llevar a cabo todas esas tareas, las células han
desarrollado toda una una complicada ingenieŕıa interna. En particular, a la hora
de replicarse, unas protéınas iniciadoras se adhieren a ciertas regiones espećıficas del
ADN llamadas oŕıgenes de replicación, separando las bases ligadas situadas en ambas
direcciones desde el origen de replicación. La zona formada por estas dos hebras de

33
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ADN separadas se suele llamar “ojo” (véase [26]) o burbuja de replicación. En cuanto
las hebras se van separado, otro grupo de protéınas que lleva a cabo la replicación
se adhiere a estas y comienzan su trabajo, por lo que los ojos están constituidos
en realidad por dos cadenas de ADN duplicado. El proceso se detiene en una de
las direcciones de crecimiento de los ojos cuando dos de ellos se encuentran y se
combinan, creando un ojo mayor.

ADN:

Cristales

Islas/ojos

Huecos

1 12

3 3 3 3

Cristal 2 2

Figura 3.1: Analoǵıa entre el proceso de formación de cristales y el de replicación de
ADN. Observamos las islas (1) y (2), las nucleaciones (2) y los huecos (3) entre islas.

Esta descripción básica del proceso de replicación del ADN permite establecer
cierta analoǵıa formal entre el proceso de formación de cristales por enfriamiento
y el de replicación del ADN, y utilizar modelos de tipo Kolmogorov-Jhonson-Mehl-
Avrami (KJMA) para la nucleación y crecimiento de cristales (véase [2, 30, 35]).
Describimos esquemáticamente este proceso de formación de cristales para compren-
der la analoǵıa, que también consiste en tres procesos simultáneos, 1) nucleación o
arranque del proceso de cristalización en ciertos puntos (que pueden ser cualesquiera
para hacer un primer modelo simple) en los que el cristal empieza a formarse por
congelación, creando dominios sólidos o “islas”; 2) estas islas crecen en ambos senti-
dos; y 3) cuando dos de estas islas se encuentran se produce la fusión, y se crea una
isla mayor que sigue creciendo en ambas direcciones por la parte libre.

Estos son los puntos en común que ha llevado a numerosos autores a utilizar
modelos 1–D de tipo KJMA para modelar el replicado del ADN (véanse [5, 15,
22, 26, 32, 31] y las referencias de cada uno), en los que extraemos las siguientes
caracteŕısticas esenciales para entender el modelo:

• La replicación del ADN, o nucleación, comienza en una cantidad numerosa de
puntos conocidos como oŕıgenes de replicación. A la región creciente de ADN
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que queda replicada en torno a cada uno de estos oŕıgenes, se le llama ojo o
burbuja de replicación (debido al aspecto que tiene esta zona observada con
microscopio electrónico). No obstante, siguiendo la analoǵıa de los modelos
KJMA, en adelante los llamaremos islas.

• El proceso de śıntesis del ADN replicado, es decir, el crecimiento de estas islas,
se produce en ambas direcciones, con velocidad v. Experimentalmente se ha
observado que v permanece prácticamente constante durante el proceso.

• El proceso de replicación se detiene cuando dos islas se encuentran, permane-
ciendo activo en los extremos libres.

En este caṕıtulo pretendemos hacer un estudio completo de existencia y unicidad
de estos modelos.

3.1.1 El modelo de islas y huecos

Como hemos dicho, en lo que sigue usaremos la nomenclatura genérica de islas para
referirnos a los ojos o burbujas de replicación. Para describir el modelo, también
necesitamos trabajar con la parte complementaria a las islas, es decir, la parte de
ADN ligado que queda entre dos islas y que aún no ha sido separada; llamaremos a
estas partes “huecos” (véase Figura 3.1).

Siguiendo [32], definimos ρH(x, t) como la densidad de huecos de longitud x en
un cierto instante t. Para estudiar la evolución en tiempo de esta densidad, hemos
de tener en cuenta los procesos anteriores:

• En ausencia de nucleaciones o fusiones, cada hueco de longitud x decrece por
ambos lados a velocidad constante v.

• Cada nucleación en un hueco de longitud x hace que el hueco sea destruido
(dando lugar a otros dos de longitud inferior). Si suponemos que el número de
nucleaciones en cada instante de tiempo t viene dado por una función I(t), el
término de destrucción viene dado por

destrucción := I(t)xρH(t, x).

• Como hemos dicho, se puede crear un nuevo hueco de longitud x por nucleación
en uno de longitud superior y > x, el término para describirlo seŕıa:

creación := 2I(t)

∫ ∞
x

ρH(t, y)dy,
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donde el factor 2 proviene de la simetŕıa izquierda–derecha del proceso de
nucleación.

Con todo ello, la evolución de ρH(x, t) ha de tener la siguiente estructura

∂ρH(t, x)

∂t
= [decrecimiento lateral]− [destrucción] + [creación],

es decir,

∂ρH(t, x)

∂t
= 2v

∂ρH(t, x)

∂x
− I(t)xρH(t, x) + 2I(t)

∫ ∞
x

ρH(t, y)dy. (3.1)

Para completar el modelo, debemos precisar el número de huecos de tamaño cero
en cada instante, que tendrá que ver con el número (acumulado) de nucleaciones.
Para ello (véase [32] y las citas contenidas), denotamos como f(l, t) a la probabilidad
de que la sección de ADN localizada en el punto l se replique en el instante t, que
se determina en promedio a lo largo de muchas simulaciones y cuyo valor será 0
ó 1. Por simplicidad (aunque a lo largo de este caṕıtulo lo trataremos con mayor
generalidad), podemos suponer que sólo depende de t, y aśı obtener la densidad de
huecos de tamaño cero como

ρH(t, 0) = φc(t) =
2vL

N0

g2(t)e−2vh(t) (3.2)

donde

h(t) =

∫ t

0

g(τ) dτ, y g(t) =

∫ t

0

I(τ) dτ,

L es la longitud de la molécula de ADN y N0 el número total de nucleaciones (y
también el número total de fusiones de islas) dado por

N0 = L

∫ ∞
0

I(t)(1− f(t)) dt = L

∫ ∞
0

I(t)e2vh(t) dt.

Aqúı el factor (1 − f(t)) aparece debido a que las nucleaciones sólo pueden tener
lugar sobre los huecos, es decir, las regiones no replicadas del ADN. Notamos aqúı
que suponer L =∞ no modifica la definición de φc(t), puesto que L aparece también
como factor en la definición de N0.

En la primera aproximación, al igual que [32], que llevaremos a cabo en la siguien-
te sección, consideraremos que v es constante y que el número de nucleaciones I(t)
es sólo función de t. No obstante, las observaciones experimentales indican que este



3.1. INTRODUCCIÓN 37

último puede variar sobre distintas posiciones de la molécula de ADN y también que
la velocidad v no es necesariamente uniforme a lo largo del proceso de replicación.
por ello, generalizaremos las hipótesis sobre I y v, haciéndolas depender de x y t
(véase [22]), en la subsección 3.2.1. Por otro lado, parece natural considerar que
el número de nucleaciones dependa (introduciendo una no–linealidad) del espacio
libre, es decir, de la densidad de huecos I(ρH), por lo que introduciremos también
esta posible dependencia en este caṕıtulo, lo que constituye la principal novedad de
nuestro modelo.

De modo análogo al tratamiento de los huecos, podemos definir ρI(x, t) como la
densidad de islas de longitud x en cada instante t. Los procesos anteriores influirán
en la evolución de esta densidad como

• Si no se producen nuevas nucleaciones ni fusiones, cada isla de longitud x crece
por ambos lados a velocidad constante v.

• Cada nucleación en algún hueco crea una nueva isla de longitud x = 0 (dado
que se está usando un modelo continuo), lo que dará lugar a un término singular
en x de la forma

δ(x)

∫ ∞
0

I(t)xρH(x, t) dx = I(t)S(t)δ(x),

siendo δ(x) la Delta de Dirac y S(t) :=

∫ ∞
0

xρH(x, t)dx, la llamada fracción

de huecos, es decir, la fracción de AND aún sin duplicar.

• La fusión de islas contribuye tanto a crear como a destruir islas de tamaño x.
Concretamente, la fusión de una isla de longitud x con cualquier otra, da lugar
a un término de destrucción mientras que la fusión de islas cuyas longitudes
suman x da lugar a un término de creación.

Aśı, la evolución de ρI(x, t) es de la forma (véase [32])

∂ρI(t, x)

∂t
= −2v

∂ρI(t, x)

∂x
+ I(t)S(t)δ(x) (3.3)

+a(t)

(∫ x

0

ρI(t, x− y)ρI(t, y)dy − 2nH(t)ρI(t, x)

)
donde

a(t) =
2vρH(0, t)

nH(t)2
, (3.4)
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y

nH(t) =

∫ ∞
0

ρH(x, t)dx (3.5)

es el número de huecos. Hemos de resaltar aqúı que, en dimensión uno, el número

de huecos y el número de islas nI(t) =

∫ ∞
0

ρI(x, t)dx es el mismo.

Como ya hemos indicado, nuestro objetivo en este caṕıtulo es hacer un estudio
general sobre existencia y unicidad de soluciones de este modelo unidimensional de
islas y huecos, presentándolo como adecuado para la descripción para la duplicación
del ADN según la analoǵıa descrita. Para la ecuación de la densidad de huecos
haremos un estudio de existencia y unicidad mediante soluciones débiles en L1∩L∞.
Primero estudiaremos el caso en que la velocidad v de decrecimiento de los huecos es
constante y posteriormente, el caso en que v depende de la longitud x de los huecos
y el número de nucleaciones I(t) depende del número de huecos de longitud x.

Para la ecuación de la densidad de islas haremos un estudio de existencia y
unicidad mediante soluciones débiles en el espacio M(R) = (C0(R))′ de las medidas
de Radón. En este caso supondremos que la velocidad de crecimiento de las islas v
es constante.

En esta ĺınea, creemos necesario referir algunos trabajos previos. En [32], se
realiza un estudio del modelo de replicación del ADN mediante modelos KJMA. Los
autores muestran una solución expĺıcita para la evolución temporal de las densidades
de huecos e islas, analizando su comportamiento. En [32], también se resuelve el
modelo KJMA para la replicación de ADN para I(t) constante, usando el método
de Kolmogorov. Obtienen una ecuación de primer orden para el número nH(t) de
huecos

∂nH(t)

∂t
= −2vg(t)nH(t) +

I(t)

g(t)
nH(t),

que puede ser resuelta exactamente usando las condiciones de borde nH(0) = 1,
obteniendo un comportamiento exponencial en x, cuya constante de decrecimiento
decae a su vez con el tiempo. Para la distribución de islas no es posible usar la
misma técnica, ya que mientras que los huecos se crean únicamente por nucleación,
una isla de tamaño no cero puede crearse tanto por crecimiento como por fusión
de otras. En este caso, obtienen el comportamiento asintótico de ρI(t, x) mediante
transformaciones de Laplace de la ecuación anterior, al igual que en [51, 52, 53].

Nosotros, como ya hemos dicho, además del estudio general de soluciones débiles
de la ecuación de evolución en tiempo para los huecos y las islas, realizaremos un
estudio de la misma para el caso de velocidad variable y número de nucleaciones
dependiente de la densidad de huecos I(ρH).
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3.2 Modelo para la distribución de huecos

La idea de esta sección es la de estudiar el buen planteamiento del problema consis-
tente en la ecuación (3.1) junto con el dato inicial ρH(0, x) = ρH0 (x) ∈ W 1,∞(R) que
suponemos que tiene soporte compacto [0, R]. Definamos en primer lugar el concepto
de solución débil con el que trabajaremos

Definición 3.1. Sea ρH(0, x) = ρH0 (x) ∈ L1(R) ∩ L∞(R), T > 0. Diremos que
ρH ∈ C([0, T ];L1(R)∩L∞(R)) es una solución débil de la ecuación (3.1) si la siguiente
identidad ∫ T

0

∫ ∞
0

ρH(t, x)
(
∂tϕ(t, x)− 2v∂xϕ(t, x) + I(t)xϕ(t, x)

)
dx dt

+

∫ T

0

∫ ∞
0

2I(t)ϕ(t, x)

∫ ∞
x

ρH(t, y)dydxdt = −
∫ ∞

0

ρH0 (x)ϕ(0, x)dx

se satisface para toda ϕ ∈ C∞0 ([0, T ); R).

El método que usaremos para tratar esta ecuación consiste en construir un sis-
tema auxiliar definido en toda la recta real y con condiciones de borde homogéneas.
Para ello, hacemos en primer lugar un cambio de variables que nos permite obtener
condiciones nulas en x = 0.

ρ̄(t, x) = ρH(t, x)− φc(t)Γ(x), (3.6)

donde Γ(x) es una función real suficientemente regular verificando Γ(0) = 1 y Γ(x) =
0 para |x| > R, y donde φc(t) es la función dada en (3.2), como valor del número de
huecos de tamaño cero en cada instante de tiempo t. Esto nos conduce a la siguiente
ecuación para ρ̄,

∂tρ̄(t, x)− 2v∂xρ̄(t, x) + I(t)xρ̄(t, x)− 2I(t)

∫ ∞
x

ρ̄(t, z)dz = F̄ (t, x)

donde hemos agrupado los restos F̄ como,

F̄ (t, x) := −φ′c(t)Γ(x) + 2vφc(t)Γ
′(x)

−I(t)xΓ(x)φc(t) + 2I(t)φc(t)

∫ ∞
x

Γ(z) dz.

Es importante destacar algunas propiedades de esta función F (t, x). Lo hacemos a
modo de Lema para referirla posteriormente, aunque su comprobación es inmediata.
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Lema 3.2. Existen sendas constantes C y T dependientes únicamente de Γ, φc e
I(t), tales que ‖F̄‖L∞∩L1 + ‖∂xF̄‖L∞∩L1 ≤ C para todo t ∈ [0, T ].

Si ahora hacemos el siguiente cambio de variables

ρ̄(t, ey) ≡ ρ(t, y) (3.7)

habremos logrado extender el dominio de definición de la variable independiente de
x ∈ (0,∞) a y ∈ (−∞,∞), obteniendo la ecuación

∂tρ(t, y)− 2v e−y ∂yρ(t, y) + I(t)eyρ(t, y)

−2I(t)

∫ ∞
y

ezρ(t, z)dz = F (t, y), (3.8)

quedando F (t, y) ≡ F̄ (t, ey) dada por

F (t, y) = −φ′c(t)Γ(ey) + 2vφc(t)Γ
′(ey)

−I(t)eyΓδ(e
y)φc(t) + 2I(t)φc(t)

∫ ∞
y

ez Γ(ez) dz. (3.9)

El principal resultado de esta sección es el siguiente.

Teorema 3.3. Sea ρH0 una función con soporte compacto en [0, R], para cierto R >
0, y tal que ρH0 ∈ W 1,∞(R). Supongamos además que existe un 0 < T < R

2v
tal que,

N(t) := (R− 2vt)

∫ t

0

2I(s)e−
R t
s I(σ)2v(t−σ)dσds < 1, ∀t ≤ T, (3.10)

siendo I(t) el número de nucleaciones, que suponemos acotado en [0, T ].
Entonces, existe una única función ρH ∈ C(0, T ;W 1,∞(R)) con soporte compacto,

solución débil de la ecuación (3.1), cumpliendo (3.2) y la condición inicial ρH0 .

Demostración. Notamos primero que la condición T < R
2v

es natural puesto que el
mayor hueco inicial (cuyo valor no puede exceder la cantidad R dada por el soporte
de ρH0 ) decrece continuamente a velocidad 2v debido a las replicaciones en sus dos
extremos, por lo que como mucho (incluso sin que hubiese nucleaciones) desapareceŕıa
en un tiempo R/(2v). La otra hipótesis (3.10), más técnica, es compatible con las
escalas espacio temporales del ADN y el número de nucleaciones.

Para estudiar la existencia de solución del problema de Cauchy asociado a la
ecuación (3.1) con dato inicial ρH0 , usaremos el problema asociado (3.8) que lineali-
zaremos mediante una técnica de retraso en tiempo. Construimos la sucesión {ρn}n∈N
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consistente en las soluciones de la la siguiente sucesión de problemas de transporte

∂tρ
n(t, y)− 2v e−y ∂yρ

n(t, y) + I(t)eyρn(t, y)

−2I(t)

∫ ∞
y

ezρn−1(t, z)dz = F (t, y), (3.11)

sobre [0, T ], con condición inicial ρn(0, y) = ρ0(y) := ρH0 (ey), y donde F viene dada
por (3.9). Para arrancar la sucesión, tomamos ρ0(t, y) := ρ0(y).

Resolvemos expĺıcitamente esta ecuación usando el método de las curvas carac-
teŕısticas (ver Figura 3.2). En este caso,

s

y ∈ R
ln(R)

R
2v

Figura 3.2: Varias curvas caracteŕısticas Y (s) = ln
(
eY (0) − 2vs

)
.

{
Y ′(s) = −2ve−Y (s),
Y (t) = y,

⇒ Y (s) = ln (ey − 2v(s− t))

que queda definida para (s− t) < ey

2v
.

En particular, si comenzamos en t = 0, tienen sentido hasta el instante s < ey

2v
,

en el que la curva se haŕıa Y (s) = −∞ (tal y como observamos en la Figura 3.2). De
modo equivalente, yendo hacia atrás en nuestro cambio de variables (3.7), un hueco
de tamaño inicial x = ey, desaparecerá, como mucho, en el instante (finito) s = x

2v
.

En cualquier caso, usando estas curvas, la solución de (3.11) puede ser escrita como

ρn(t, y) = ρ0(Y (0)) e−
R t
0 I(s)e

Y (s)ds

+

∫ t

0

2I(s)

∫ ∞
Y (s)

ezρn−1(s, z)dz e−
R t
s I(σ)eY (σ)dσds

+

∫ t

0

F (s, Y (s)) e−
R t
s I(σ)eY (σ)dσds. (3.12)
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Estudiamos primero el soporte de ρn(t, ·). Desde esta expresión, observamos que
el soporte de ρn(t, ·) se mueve con Y , que es decreciente. Concretamente, notando
que ρ0 tiene soporte en (−∞, ln(R)] y siguiendo la pista de la curva caracteŕıstica
que cumple Y (0) = ln(R), deducimos que el soporte de ρn(t, ·) está contenido en el
intervalo (−∞, ln(R− 2vt)] ⊆ (−∞, ln(R)].

Analizamos ahora el segundo término de la derecha de la expresión (3.12), que será
clave para determinar la convergencia de esta sucesión de soluciones aproximadas.
Vemos que∫ t

0

2I(s)

∫ ∞
Y (s)

ezρn−1(s, z)dz e−
R t
s I(σ)eY (σ)dσds

=

∫ t

0

2I(s)

∫ ln(R−2vs)

Y (s)

ezρn−1(s, z)dz e−
R t
s I(σ)eY (σ)dσds

≤ ‖ρn−1‖L∞([0,T ]×R)N(t) (3.13)

donde N(T ) aparece tras la siguiente estimación

sup
y≤lnR

∫ t

0

2I(s)e−
R t
s I(σ)(−2v(σ−t)+ey)dσ

∫ ln(R−2vs)

Y (s)

ezdz ds

≤ sup
y≤lnR

∫ t

0

2I(s)e−
R t
s I(σ)(−2v(σ−t)+ey)dσ

(
eln(R−2vs) − eY (s)

)
ds

≤ sup
y≤lnR

∫ t

0

2I(s)e−
R t
s I(σ)(−2v(σ−t)+ey)dσ (R− 2vs+ 2v(s− t)− ey) ds

≤ (R− 2vt)

∫ t

0

2I(s)e
R t
s I(σ)2v(σ−t)dσds = N(t).

Por lo tanto, tenemos

‖ρn(t, ·)‖L∞ ≤ C(t)‖ρ0‖L∞ +N(t)‖ρn−1‖L∞([0,T ]×R) + f(t),

donde

C(t) = sup
y≤lnR

{
e−

R t
0 I(s)e

Y (s)ds
}
≤ e−

R t
0 I(s)2v(t−s)ds,

f(t) = sup
y≤lnR

{∫ t

0

F (s, Y (s)) e−
R t
s I(σ)eY (σ)dσds

}
,

son funciones acotadas, gracias al Lema 3.2.. Por ello, bajo la hipótesis (3.10),
podemos deducir que

‖ρn(t, ·)‖L∞ ≤ C1(t)‖ρ0‖L∞ + C2(t). (3.14)
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Veamos ahora que ∂yρn está acotada en L∞(0, T ;L∞(R)). Derivando en (3.11)
respecto de x y tomando W := ∂yρ

n, tenemos

∂tW (t, y) − 2ve−y∂yW (t, y) + (I(t) + 2ve−2y)eyW (t, y)

= ∂yF (t, y)− I(t)eyρn(t, y)− 2I(t)eyρn−1(t, y),

que es de nuevo una ecuación lineal de transporte y con el mismo campo de trans-
porte. Podemos pues usar de nuevo las caracteŕısticas Y (s) = ln (ey − 2v(s− t))
calculadas para dar una expresión expĺıcita de la solución (que omitimos) que, com-
binada con (3.14), permite estimar

‖∂yρn(t, ·)‖L∞ ≤ C3(t) ‖∂yρ0‖L∞ + C4(t)‖ρ0‖L∞ + C5(t),

siendo C5(t) función de las estimaciones sobre F y ∂yF .
Para pasar al ĺımite en la sucesión ρn requerimos de alguna estimación adicional

sobre su derivada temporal. De nuevo, derivando en (3.11) respecto al tiempo,
usando el método de las caracteŕısticas y usando las estimaciones previas de ρn(t, ·)
en W 1,∞(R), se puede deducir que

‖∂tρn(t, ·)‖L∞ ≤ C6(t),

dependiendo C6(t) sólo de las cotas de F e I.
Por lo tanto, la sucesión {ρn}n≥0 cumple ρn ∈ W 1,∞([0, T ]×(−∞, ln(R)]) con cota

uniforme en n. Entonces, gracias al Teorema de Ascoli–Arcelá, podemos extraer una
sucesión parcial (que notaremos igual) que converge uniformemente sobre compactos
a una función ρ ∈ W 1,∞([0, T ] × R). Notamos por último, que tal convergencia es
más que suficiente para pasar al ĺımite en la formulación débil de (3.11), en concreto,
en ∫ T

0

∫ ∞
0

ρn(t, y)
(
∂tϕ(t, y)− 2v∂y

(
e−yϕ(t, y)

)
− I(t)eyϕ(t, y)

)
dx dt

+

∫ T

0

∫ ∞
0

2I(t)ϕ(t, y)

∫ ∞
y

ezρn−1(t, z) dz dy dt

= −
∫ ∞

0

ρ0(y)ϕ(0, y)dy −
∫ T

0

∫ ∞
0

F (t, y)ϕ(t, y)dy dt,

para cada ϕ ∈ C1
0([0, T ) × R). En realidad, al tomar ĺımite concluimos que ρ es

solución débil de (3.8).
Para probar la unicidad, usamos argumentos similares a los del Caṕıtulo anterior.

Suponemos pues la existencia de dos soluciones débiles de (3.8), ρ1 y ρ2 con el mismo
dato inicial ρ0. Definimos ρ = ρ1 − ρ2, que cumplirá
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∫ T

0

∫ ∞
0

ρ(t, y)
(
∂tϕ(t, y)− 2v∂y

(
e−yϕ(t, y)

)
− I(t)eyϕ(t, y)

)
dy dt

+

∫ T

0

∫ ∞
0

2I(t)ϕ(t, y)

∫ ∞
y

ezρ(t, z) dz dy dt = 0.

Si aplicamos el Teorema de Fubini en el último término para permutar las integrales
respecto de z e y (y volvemos a cambiar (z, y)→ (y, z)), la expresión queda como:∫ T

0

∫ ∞
0

ρ
[
∂tϕ− 2v∂y(e

−yϕ)−I(t)eyϕ+ 2I(t)ey
∫ y

0

ϕ(t, z) dz
]
dy dt=0. (3.15)

Para concluir la demostración de unicidad bastará probar que el operador definido por
la expresión entre corchetes anterior es sobreyectivo, por ejemplo, sobre C1

0((0, T )×
[0, R]), o dicho de otro modo, que el problema dual de transporte

∂tϕψ(t, y)− 2v∂yϕψ(t, y)− I(t)eyϕψ(t, y) + 2I(t)ey
∫ y

0

ϕψ(t, z) dz = ψ,

ϕ(T, x) = 0

tiene soluciones regulares para cualquier ψ ∈ C1
0((0, T )× (−∞, ln(R))) (en realidad,

al igual que en el Caṕıtulo anterior, basta que tenga soluciones en cualquier espacio
que contenga densamente a las funciones test). En este caso, la existencia de estas
soluciones regulares queda probada mediante argumentos análogos a los dados a lo
largo de la demostración de este teorema, ya que las mismas estimaciones probadas
para la sucesión {ρn}n≥0 en W 1,∞([0, T ]× (−∞, ln(R)), pero con derivadas clásicas
en este caso, pueden ser reproducidas.

Por lo tanto, tomando en (3.15) una sucesión de funciones test ϕn ∈ C1
0([0, T )×R)

que converja de forma adecuada a ϕψ, tendremos∫ T

0

∫ ∞
0

ρ(t, y)ψ(t, y) dy dt = 0, ∀ψ ∈ C1
0((0, T )× (−∞, ln(R)]),

lo que implica que ρ ≡ 0 c.p.d. La conclusión última del Teorema 3.3. se basa
simplemente en que los dos cambios de variable que hemos realizado, (3.6) y (3.7),
son aplicaciones biyectivas. �

3.2.1 Distribución de huecos: modelo no lineal

Como introdujimos al principio del caṕıtulo, en esta subsección estudiaremos el mode-
lo presentado de fragmentación (3.1) para la distribución de huecos, pero generalizado
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en dos sentidos: consideraremos por un lado que la velocidad de duplicación del
ADN depende del tamaño del hueco en el que se está produciendo v = v(x) y, por
otro lado, que debido a la falta de homogeneidad en la cadena de ADN y/o a las
correlaciones entre el número de nucleaciones y el tamaño de los huecos (véase por
ejemplo [32]), es preciso considerar que el número de nucleaciones es una función
local I = I(t, x). Es más, del mismo modo que, incluso en el caso homogéneo (véase
[31, 32]) se suele establecer una dependencia impĺıcita entre I(t) y S(t) (es decir,
entre el número de nucleaciones y la fracción de ADN sin duplicar), parece natural
establecer una dependencia funcional entre la función de nucleación I y ρH en el
marco más general posible. Por todo ello, proponemos una dependencia funcional
genérica I(t, x) = I(t, x, ρH(t, x)) a la que sólo le exigimos una propiedad técnica
básica:

|I(t, x)|+ |∂tI(t, x)|+ |∂xI(t, x)|+
∣∣∣∂I(t, x)

∂ρH

∣∣∣ ≤ C, ∀x ∈ R, ∀t ≥ 0, (3.16)

no restrictiva y consistente con los resultados de [31, 32]. Con estas modificaciones,
la ecuación (3.1) queda mejorada en la forma general

∂tρ
H(t, x)− 2 v(x)

∂ρH(t, x)

∂x
+ I(t, x, ρH(t, x))x ρH(t, x)

−2I(t, x, ρH(t, x))

∫ ∞
x

ρH(t, y)dy = 0, (3.17)

con I verificando (3.16) y v(x) cumpliendo

v ∈ C1(R), 0 ≤ vmin ≤ v(x) ≤ vmax <∞. (3.18)

Nuestro objetivo inmediato es estudiar la existencia y unicidad de este modelo
(3.17) y, para ello, daremos un resultado preliminar para un caso intermedio en el
que el número de nucleaciones es una función I(t, x) dada (independiente de ρH) en
el espacio in L∞(0, T ;W 1,∞(R)).

Proposición 3.4. Dadas I ∈ L∞(0, T ;W 1,∞(R)), v cumpliendo (3.18) y ρH0 ∈
W 1,∞(R) una condición inicial con soporte en [0, R], y suponiendo que existe un
tiempo 0 < T < R

2vmax
tal que

N1(t) := (R− 2vmint)

∫ t

0

2‖I(s, ·)‖∞e−
R t
s 2‖I(σ,·)‖∞vmin(t−σ)dσds < 1, (3.19)
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para todo t ≤ T , entonces, existe una única función ρH ∈ C(0, T ;W 1,∞(R)) con
soporte compacto que resuelve (3.17) en sentido débil con dato inicial ρH0 y que cumple
(3.2).

Además, ρH ∈ W 1,∞([0, T ) × R)) y ‖ρH‖W 1,∞([0,T )×R)) ≤ C para cierta C depen-
diente sólo de ρH0 , ‖I‖L∞(0,T ;W 1,∞(R)) y ‖F‖W 1,∞([0,T )×R)).

Demostración. Los argumentos necesarios para demostrar este resultado son com-
pletamente análogos a los usados en el Teorema 3.3. con algunas modificaciones
naturales. Resaltamos las principales ideas que marcan las diferencias que aparecen.

Comenzamos realizando los mismos cambios de variables (3.6)–(3.7) para obtener
una ecuación de transporte análoga a (3.8) y, sobre ella, montamos el proceso iterativo
análogo,

∂tρ
n(t, y)− 2v(ey) e−y ∂yρ

n(t, y) + I(t, ey)eyρn(t, y)

−2I(t, x)

∫ ∞
y

ezρn−1(t, z)dz = F (t, y),

cuyas curvas caracteŕısticas ahora son impĺıcitas, y vienen dadas por:

{
Y ′(s) = −2v(eY (s))e−Y (s),
Y (t) = y,

⇒ Y (s) = ln

(
ey − 2

∫ s

t

v(eY (τ))dτ

)
.

No obstante, las soluciones ρn mantienen la forma (3.12) con la única diferencia que
I(s) ha de ser sustituida por I(s, eY (s)). Por lo tanto, también podemos deducir que
el soporte de ρn(t, ·) se mueve con la caracteŕıstica YR que cumple la condición inicial
YR(0) = ln(R). En realidad, usando ahora que

YR(s) = ln

(
R− 2

∫ s

0

v(eYR(τ))dτ

)
≤ ln(R− 2vmins) ≤ ln(R),

podemos deducir que

sopρn(t, ·) ⊆ (−∞, YR(s)] ⊆ (−∞, ln(R)].

Por último, la cota (3.13) puede ser probada simplemente con N(t) reemplazada por
N1(t), usando la expresión impĺıcita de las caracteŕısticas y estimando como sigue,
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sup
y≤lnR

∫ t

0

2I(s)e−
R t
s I(σ)eY (σ)dσ

∫ YR(s)

Y (s)

ezdz ds

≤ sup
y≤lnR

∫ t

0

2I(s)e−
R t
s I(σ)

(
ey−

R σ
t v(eY (τ))dτ

)
dσ
(
eYR(s) − eY (s)

)
ds

≤ sup
y≤lnR

∫ t

0

2I(s)e
R t
s I(σ)vmin(t−σ)dσ

×
(
R− 2

∫ s

0

v(eYR(τ))dτ − ey + 2

∫ s

t

v(eY (τ))dτ

)
ds

≤ (R− 2vmint)

∫ t

0

2‖I(s, ·)‖∞e
R t
s ‖I(σ,·)‖∞2vmin(σ−t)dσds = N1(t).

donde hemos usado la notación I(s) = I(s, eY (s)) para simplificar la escritura. por
lo tanto, usando la hipótesis (3.19), deducimos la cota uniforme (3.14), que es el
paso clave de la demostración. La parte restante de regularidad y unicidad es una
adaptación trivial de los argumentos previos dados en el Teorema 3.3., aunque te-
diosos en su escritura, por lo que los omitimos en esta memoria. �

Ya estamos en condiciones de enunciar y demostrar nuestro resultado central en
este caṕıtulo, el de existencia y unicidad del sistema no lineal general (3.17).

Teorema 3.5. Sean I y v verificando (3.16) y (3.18) respectivamente, y sea una
condición inicial ρH0 ∈ W 1,∞(R) con soporte compacto en [0, R]. Supongamos que
existe un 0 < T < R

2vmax
tal que

N2(t) := (R− 2vmint)

∫ t

0

2‖I(s, ·, ·)‖∞e−
R t
s 2‖I(σ,·,·)‖∞vmin(t−σ)dσds < 1, (3.20)

para todo t ≤ T . Entonces, podemos encontrar una única función con soporte com-
pacto ρH ∈ C0(0, T ;W 1,∞(R)), que sea solución débil de (3.17) con condición inicial
ρH0 y que cumpla (3.2).

Demostración. Vamos a utilizar un argumento de punto fijo, retrasando el término
no lineal para crear una ecuación lineal en cada iteración. En primer lugar, gracias a
la Proposición 3.4., sabemos que, para cada natural n ∈ N, existe una única función
ρHn ∈ L∞(0, T ;W 1,∞(R)), solución de

∂ρHn (t, x)

∂t
− 2v(x)

∂ρHn (t, x)

∂x
+ In−1xρHn (t, x)− 2In−1

∫ ∞
x

ρHn (t, y)dy = 0,
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con dato inicial ρH0 , y donde In(t, x) := I(t, x, ρHn (t, x)). Para arrancar la sucesión,
tomamos por ejemplo I0(t, x) ≡ 0. Sabemos que, además, esta función está en
W 1,∞((0, T )× [0, R]) y verifica∫ T

0

∫ R

0

{
ρHn (t, x)

[
∂tϕ(t, x)− 2v(x)∂xϕ(t, x)− In−1xϕ(t, x)

]
+2In−1ϕ(t, x)

∫ ∞
x

ρHn (t, y)dy
}
dxdt = −

∫ R

0

ρH0 (x)ϕ(0, x)dx

para todo test ϕ ∈ C∞0 ([0, T )× [0, R]).
Para probar la existencia de solución del problema completo no lineal (3.17) hemos

de demostrar que las sucesiones {ρHn }n∈N e {In−1}n∈N convergen, y que podemos pasar
al ĺımite en (la parte no lineal de) la formulación débil.

Gracias a las estimaciones de la Proposición 3.4. y las hipótesis (3.16), deduci-
mos, v́ıa el Teorema de Ascoli–Arcelá, que {ρHn }n∈N converge uniformemente (salvo
subsucesión que denotaremos igual) a una cierta función ρH sobre compactos de
(0, T ) × [0, R]. Ahora, gracias a la continuidad de I(t, x, ρ) con respecto a sus tres
variables, In también convergerá uniformemente sobre compactos. Esta convergencia
es más que suficiente para pasar al ĺımite en la formulación débil anterior, incluyendo
el término no lineal In−1xρHn .

Sólo resta entonces probar la unicidad. De nuevo, tomamos ρH = ρH1 −ρH2 , siendo
ρH1 y ρH2 sendas soluciones débiles de (3.17) cumpliendo la misma condición inicial
ρH0 . Denotamos análogamente Ii := I(t, x, ρHi (t, x)), para cada i = 1, 2. Tenemos
entonces,

∫ T

0

∫ ∞
0

{
ρH(t, x)

(
∂tϕ(t, x)− 2v(x)∂xϕ(t, x)

)
−
(
ρH1 I1 − ρH2 I2

)
xϕ(t, x)

+2ϕ(t, x)
(
I1

∫ ∞
y

ρH1 (t, y)dy − I2

∫ ∞
y

ρH2 (t, y)dy
)}

dx dt = 0.

Usando aqúı el Teorema del Valor Medio, deducimos la existencia de una función
ρ̄(t, x) cuyo valor está en algún punto intermedio entre ρH1 (t, x) y ρH2 (t, x), tal que

I1 − I2 = ρH (∂ρI)(t, x, ρ̄(t, x)) =: ρH ∂ρI

Con ello, podemos escribir:

ρH1 I1 − ρH2 I2 = ρH1 (I1 − I2)− ρHI2 = ρH
(
∂ρIρ

H
1 + I2

)
,
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lo que, al sustituirlo en la expresión débil anterior, nos lleva a∫ T

0

∫ ∞
0

ρH(t, x)L[ϕ](t, x)dx dt = 0,

donde el operador lineal L queda dado por

L[ϕ] := ∂tϕ− 2v(x)∂xϕ− xϕ
(
∂ρIρ

H
1 + I2

)
+2ϕ∂ρI

∫ ∞
0

ρH1 (t, y)dy + 2

∫ x

0

ϕ(t, y)I2(t, y)dy.

Una vez más, el argumento de unicidad se concluye probando la sobreyectividad del
operador dual L sobre C1

0((0, T )× [0, R]), es decir, probando que el problema

L[ϕψ](t, x) = ψ(t, x), ϕ(T, x) = 0,

tiene solución ∀ψ ∈ C1
0((0, T )× [0, R]), lo que es consecuencia de un análisis similar

al dado para el Teorema 3.3., usando que ρ̄ y por lo tanto ∂ρI son funciones acotadas.
�

3.3 Modelo para la distribución de islas

No queremos terminar el caṕıtulo sin analizar, aunque sea brevemente, el modelo
“complementario” al de huecos: el modelo de las islas. Recordamos la ecuación
(3.3),

∂tρ
I(t, x) = −2v∂xρ

I(t, x) + I(t)S(t)δ(x)

+a(t)
(∫ x

0

ρI(t, x− y)ρI(t, y)dy − 2nH(t)ρI(t, x)
)

donde ρI(t, x) representa la densidad de islas de tamaño x en el instante t, I(t) es
el número de nucleaciones , S(t) =

∫∞
0
xρH(t, x)dx representa la fracción del espacio

que no ha sido cubierto por islas, (es decir, la fracción de ADN sin replicar) y δ(x)
es la medida o delta de Dirac. En dimensión uno, como dećıamos en la introducción,
tanto huecos como islas poseen la misma función de densidad n(t) dada por (3.5)
mientras que (referimos de nuevo a [32] para más detalles) la función a(t) está dada
por (3.4), que la liga a la densidad de huecos de tamaño cero, ρH(t, 0). Por ello, el
sistema de las islas se acopla al sistema total por medio de las funciones S(t) y a(t).
El objetivo de esta última sección es estudiar la existencia y unicidad de soluciones
de la ecuación (3.3).

Nuestro concepto de solución (medida) débil de (3.3) será el siguiente:
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Definición 3.6. Sea ρI0(x) ∈ L1(R). Una medida ρI(t, x) ∈ C([0, T );M(R)) será
una solución débil de (3.3) con condición inicial ρI0 cuando cumpla∫ ∞

0

∫ ∞
0

{
ρI(t, x)

(
∂tϕ(t, x) + 2v∂xϕ(t, x)

)
+ I(t)S(t)δ(x)ϕ(t, x)

−a(t)

(∫ x

0

ρI(t, x− y)ρI(t, y)dy − 2nH(t)ρI(t, x)

)
ϕ(t, x)

}
dxdt

= −
∫ ∞

0

ρI0(x)ϕ(0, x)dx.

para cada test ϕ ∈ C∞0 ([0,∞)× R).

Nota 3.7. Usando el Teorema de Fubini y posteriormente el cambio z = φ(y) =
y − x, podemos reescribir el término con tres integrales de manera que la incógnita
ρI aparezca como factor, quedando:∫ ∞

0

∫ ∞
0

I(t)S(t)δ(x)ϕ(t, x) + ρI(t, x)

{(
∂tϕ(t, x) + 2v∂xϕ(t, x)

)
−a(t)

(∫ ∞
0

ρI(t, z)ϕ(t, z + x)dz − 2ϕ(t, x)nH(t)

)}
dxdt

= −
∫ ∞

0

ρI0(x)ϕ(0, x)dx.

para cada test ϕ ∈ C∞0 ([0,∞)× R).

Comenzamos buscando algunas estimaciones a priori. Notamos en primer lugar
que usando la expresión expĺıcita (3.2) para la distribución de huecos de tamaño nulo
y (3.4), la función a(t) resulta creciente y acotada en [0, T ].

Para continuar, definimos, para cada f, g en L∞(0, T ;L1(0,∞)), el operador
M(f, g) siguiente:

M(f, g) =

∫ x

0

a(t)f(t, x− y)g(t, y)dy − 2

∫ ∞
0

a(t)f(t, x)g(t, y)dy, (3.21)

y probamos el siguiente resultado.

Lema 3.8. Las siguientes afirmaciones son ciertas.

i) M(f, g) está acotado en L∞(0, T ;L1(0,∞)).
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ii) M(f) := M(f, f) es localmente lipschitziana en L1, es decir,

‖M(f)−M(g)‖L1 ≤ L(t)‖f(t, ·)− g(t, ·)‖L1 ,

donde L(t) = 3a(t)(‖f(t, ·)‖L1 + ‖g(t, ·)‖L1) > 0.

Demostración. La primera afirmación i) es trivial. Para verlo basta integrar la
expresión (3.21) con respecto a x, permutar las integrales aplicando el Teorema de
Fubini y hacer el cambio z = x−y; veámoslo (omitimos la variable t para simplificar
la escritura):

‖M(f, g)‖L1 =

∫ ∞
0

∣∣∣ ∫ x

0

af(x− y)g(y)dy − 2

∫ ∞
0

af(x)g(y)dy
∣∣∣dx

≤
∫ ∞

0

a|g(y)|
∫ ∞
y

|f(x− y)|dxdy + 2

∫ ∞
0

∫ ∞
0

a|f(x)g(y)|dydx

≤
∫ ∞

0

a|g(y)|
∫ ∞

0

|f(z)|dzdy + 2

∫ ∞
0

∫ ∞
0

a|f(x)g(y)|dydx

≤ 3a‖f‖L1‖g‖L1 .

Para probar ii), razonamos de forma parecida, aplicando Fubini y el cambio de
variables z = x− y para obtener

‖M(f)−M(g)‖L1 ≤ 3

∫ ∞
0

∫ ∞
0

a(t)
∣∣∣f(t, x)f(t, y)− g(t, x)g(t, y)

∣∣∣dx dy.
Sumando y restando f(t, y)g(t, x) y usando la desigualdad triangular, concluimos
que

‖M(f)−M(g)‖L1 ≤ 3a(t)
(
‖f − g‖L1‖f(t, ·)‖L1 + ‖f − g‖L1‖g(t, ·)‖L1

)
≤ L(t)‖f − g‖L1 ,

lo que termina la demostración del Lema 3.8. �

Escribimos finalmente nuestro resultado de existencia y unicidad para la ecuación
(3.3).

Teorema 3.9. Supongamos que tanto I(t), como S(t) y a(t) son funciones acotadas
en t ∈ [0, T̄ ], y que ρI0 está en L1(R). Entonces, existe un tiempo 0 < T < T̄ , y una
única medida ρI ∈ L∞(0, T ;M(R)) solución débil de (3.3) con condición inicial ρI0
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Demostración. Primero regularizamos la condición inicial al modo usual; conside-
ramos una sucesión (ρIn)0 ∈ C∞0 (R) tal que

(ρIn)0 → ρI0 in L1(R),

y usamos la siguiente ecuación generalizada;
∂ρIn(t, x)

∂t
+ 2v

∂ρIn(t, x)

∂x
− I(t)S(t)δ̄n(x)−M(ρIn, ρ

I
n) = 0,

ρIn(0, x) = (ρIn)0(x),
(3.22)

donde δ̄n es una aproximación estándar de la Delta de Dirac, es decir, δ̄n(x) = nδ̄(nx),
donde 0 ≤ δ̄ ∈ C∞0 (R),

∫
R δ̄dx = 1 y

∫
R xδ̄dx = 0. Gracias a las propiedades de M

probadas en el Lema 3.8. previo, la existencia de solución de (3.22) está garantizada
por resultados estándar de semigrupos de evolución (véase por ejemplo [47]).

Veamos ahora en qué condiciones podemos estimar ρIn en L1. Puesto que cumple
la ecuación (3.22), que resulta ser de transporte, podemos usar las caracteŕısticas
asociadas (rectas en este caso) para escribir

∂

∂t
ρIn(t, x+ 2vt) = I(t)S(t)δ̄n(x+ 2vt) +M(ρIn(t, x+ 2vt)).

Desde aqúı, para encontrar la estimación L1, podemos integrar respecto de x y usar
la parte i) del Lema 3.8. para obtener

∂

∂t
‖ρIn(t, ·)‖L1 ≤ I(t)S(t) + 3a(t)‖ρIn(t, ·)‖2

L1 ≤ α(1 + ‖ρIn(t, ·)‖2
L1),

donde α = max{I(t)S(t), 3a(t)}. Por lo tanto, comparando con la ecuación Z ′ =
α(1 + Z), obtenemos

‖ρIn(t, ·)‖L1 ≤ tan
(
αt+ arctan ‖(ρIn)0‖L1

)
,

lo que nos proporciona una estimación en L1 para t pequeño o, equivalentemente,
para condiciones muy restrictivas sobre I(t), S(t), a(t) y la condición inicial.

Para pasar al ĺımite también hemos de controlar el primer momento de ρIn. Para
ello, multiplicamos la ecuación (3.22) por x e integramos en [0,∞[ para obtener,

∂

∂t

∫ ∞
0

xρIn(t, x)dx ≤ 2v‖ρIn(t, ·)‖L1 + 3a(t)‖ρIn(t, ·)‖L1

∫ ∞
0

xρIn(t, x)dx. (3.23)
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Esto nos permite controlar el primer momento de ρIn en el mismo intervalo en que
la cota en L1 sea válida. Para pasar al ĺımite, partimos de la formulación débil de
(3.22): ∫ T

0

∫ ∞
0

{
ρIn(t, x)

(
∂tϕ(t, x) + 2v∂xϕ(t, x)

)
+ I(t)S(t)δ̄n(x)ϕ(t, x)

−M(ρIn)ϕ(t, x)

}
dxdt = −

∫ ∞
0

(ρIn)0(x)ϕ(0, x)dx, (3.24)

para cada ϕ ∈ C∞0 ([0, T ) × R). Puesto que hemos acotado ρIn en L∞(0, T ;L1(R)),
sabemos que, salvo sucesión parcial (que notaremos igual), ρIn converge débil? a una
cierta medida del mismo espacio ρI ∈ L∞(0, T ;M(R)). Como siempre, esto permite
el paso al ĺımite inmediato en los términos lineales de (3.24). Para tratar el término
no lineal, usaremos los mismos cambios que en la Nota 3.7., para escribirlo como:∫ T

0

∫ ∞
0

M(ρIn)ϕ(t, x)dxdt

=

∫ T

0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

a(t)ρIn(t, x)ρIn(t, y)ϕ(t, x+ y)dydxdt

−2

∫ T

0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

a(t)ρIn(t, x)ρIn(t, y)ϕ(t, x)dydxdt, (3.25)

y estudiar su convergencia. El análisis de ambos sumandos es similar y, por ello, sólo
escribimos el segundo. Veamos que las estimaciones sobre ρIn y su primer momento
en x en el espacio L1 bastan para probar la convergencia de este término.

Tomamos un R > 0, a determinar más adelante, y una función meseta φ ∈ C∞0 (R)
tal que

φ(y) =

{
1 if |y| ≤ R,

0 if |y| > 2R.

Si sumamos y restamos el término φ(y)a(t)ρIn(t, x)ρIn(t, y)ϕ(t, x) obtendremos∫ T

0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

a(t)ρIn(t, x)ρIn(t, y)ϕ(t, x)dydxdt =∫ T

0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

φ(y)a(t)ρIn(t, x)ρIn(t, y)ϕ(t, x)dydxdt

+

∫ T

0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

[1− φ(y)]a(t)ρIn(t, x)ρIn(t, y)ϕ(t, x)dydxdt.
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Gracias a la convergencia de ρIn en medida, es decir, débil? en L∞(0, T : M), y el
hecho que φ, ϕ ∈ C0(R), podemos deducir (véase [44]) que el primer término converge
a ∫ T

0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

φ(y)a(t)ρI(t, x)ρI(t, y)ϕ(t, x)dydxdt.

Veamos pues que el término restante se puede hacer tan pequeño como queramos
moviendo el R, y de manera uniforme en n. Para ello, usamos la cota del momento
y, simplemente, estimamos como sigue,∣∣∣∣∣

∫ T

0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

[1− φ(y)]a(t)ρIn(t, x)ρIn(t, y)ϕ(t, x)dydxdt

∣∣∣∣∣
≤
∫ T

0

a(t)

∫ ∞
0

ρIn(t, x)ϕ(t, x) dx

∫ ∞
R

y

R
ρIn(t, y)dy dt

≤ 1

R
‖a‖∞‖ϕ‖L1(0,T ;L∞)‖yρIn(·, y)‖L∞(0,T ;L1)‖ρIn‖L∞(0,T ;L1)

R→∞−→ 0.

Con ello, concluimos el paso al ĺımite del término no lineal, y por lo tanto, en la
formulación débil (3.24), deduciendo que el ĺımite encontrado ρI , es una medida
solución débil de (3.3).

La unicidad es, esencialmente, consecuencia de que el operador M sea Lipschitz.
Como es habitual, tomamos dos posibles soluciones de (3.3), ρI,1 y ρI,2 que verifiquen
la misma condición inicial ρI0 y denotamos su diferencia como ρI = ρI,1−ρI,2. Jugando
de nuevo con la no linealidad igual que en la Nota 3.7., deducimos que, para cada
ϕ ∈ C∞0 ([0, T )× R), se verifica∫ T

0

∫ ∞
0

ρI(t, x)
(
∂tϕ(t, x) + 2v∂xϕ(t, x)− M̄(ϕ(t, x))

)
dx dt = 0,

donde

M̄(ϕ(t, x)) := a(t)

∫ ∞
0

(
ρI,2(t, y) + ρI,1(t, y)

)
ϕ(t, x+ y)dy

−2a(t)

∫ ∞
0

(
ρI,1(t, y)ϕ(t, x) + ρI,2(t, x)ϕ(t, y)

)
dy.

Como en los casos anteriores, la unicidad se concluye tras el hecho que la imagen del
operador dual ∂tϕ+ 2v∂xϕ− M̄(ϕ) sea densa en C1

0 , lo que es consecuencia directa
de que es lineal y de la regularidad de M̄ . Por ello, siguiendo argumentos análogos a
los expuestos en este caṕıtulo, concluimos que ρI ≡ 0 y, por lo tanto, la unicidad. �



Caṕıtulo 4

Agregación de polisacáridos en
medios marinos

4.1 Introducción

El estudio de la agregación coloidal en el ambiente marino es de gran importancia,
ya que este tipo de procesos de coagulación permiten transportar el carbono (como
parte de un agregado) hacia el fondo marino mediante mecanismos de sedimentación.
Éste es un proceso fundamental en ecoloǵıa, y juega un papel importante en la regu-
lación del cambio climático. Los océanos son los principales sumideros naturales de
carbono, asimilado a través del plancton, los corales y los peces, y luego transfor-
mado en rocas sedimentarias o biogénicas. Absorben alrededor del 50 % de carbono
emitido a la atmósfera (bajo forma de carbono disuelto o mineral) y contribuye a
reducir la cantidad de CO2 del aire. El fitoplancton marino, al igual que los árboles,
utiliza la fotośıntesis para extraer el carbono del CO2. Es el punto de partida de
la cadena alimentaria oceánica. El plancton y otros organismos marinos utilizan el
CO2 disuelto en el agua o procedente de los alimentos para formar sus esqueletos y
conchas a base del calcio mineral, CaCO3. Este mecanismo elimina CO2 en el agua
y favorece la disolución del que contiene el aire. Los esqueletos calcáreos, las conchas
y el “carbón orgánico” (materia orgánica muerta, excrementos) de estos organismos
terminan por caer en una lluvia continua en el lecho marino, donde poco a poco los
sedimentos van formando rocas. El carbono de las células del plancton debe sumer-
girse entre 2000 y 4000 metros de profundidad para ser aprisionado durante varios
miles o millones de años en forma de roca. Los sedimentos superficiales, en parte,
son reutilizados como nutrientes en la biosfera.

La agregación de part́ıculas en el medio marino se puede dar mediante dos pro-

55
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cesos. El primero de ellos es puramente f́ısico, en el cual intervienen part́ıculas
pequeñas, part́ıculas grandes de asentamiento rápido (según su densidad) y part́ıculas
heterogéneas. Junto con este proceso de carácter f́ısico tiene lugar un segundo proceso
de carácter biológico, que incluye como ingrediente adicional la activación interna por
parte de las part́ıculas del proceso de agregación, y que depende de la naturaleza de
la part́ıcula. Por ejemplo, las bacterias liberan polisacáridos de forma activa para fa-
vorecer la agregación hacia el objetivo colectivo de crear biofilms. Estos dos procesos
están lejos de ser excluyentes, ya que ambos confluyen e interactúan.

Las caracteŕısticas del medio marino tienen una influencia crucial en el compor-
tamiento de las part́ıculas. Por ejemplo, fenómenos turbulentos pueden bien favorecer
la fragmentación de part́ıculas o bien su agregación, como es el caso de remolinos
que favorecen la concentración de part́ıculas en su centro. En este heterogéneo con-
texto de agregación y fragmentación, promovidas bien por fenómenos externos a
las part́ıculas (el medio marino), bien por fuerzas electrostáticas o por activación
(biológica) interna, se sitúa el problema que planteamos en este caṕıtulo.

Centramos nuestra atención en particular sobre los geles marinos [13], que son
cadenas tridimensionales de biopoĺımeros. Están sumergidos en el agua del mar
y, por tanto, condicionados por las propiedades f́ısico–qúımicas (turbulencias, tem-
peratura, presión, concentración de iones, densidad del agua,...) propias del medio
marino. Los geles son particularmente importantes en los ciclos de carbono, y pro-
porcionan un mecanismo para agregar part́ıculas hasta llegar a tamaños cŕıticos, en
los cuales, dependiendo de la densidad, tienen la capacidad de sedimentación. Se
pueden formar en un tiempo variable que oscila de minutos a horas. Entran en esta
categoŕıa desde macromoléculas individuales entrelazadas (formando una cadena de
redes usualmente compuestas por coloides), iones de diversos compuestos qúımicos,
desechos fecales, materia orgánica disuelta o cadenas de poĺımeros liberados por fi-
toplancton o bacterias, hasta las propias bacterias u otros compuestos bioqúımicos.
Como resultado de la agregación se constituyen nuevos poĺımeros de cientos de mi-
crones o más grandes dependiendo de las caracteŕısticas de las part́ıculas y de la
densidad y propiedades del medio. Estos agregados presentan nuevas propiedades
f́ısicas, qúımicas y biológicas, que difieren de las propiedades de los poĺımeros de
materia orgánica o inorgánica disuelta de donde proceden.

Describamos los mecanismos que dan lugar a la coagulación y posible sedimenta-
ción de part́ıculas (según su densidad). El proceso f́ısico de agregación está fuerte-
mente dominado por la interacción entre part́ıculas. Concretamente, las part́ıculas
interactúan entre śı a través de fuerzas de London–van der Waals. Estas fuerzas
son siempre atractivas y de muy corto alcance (decaen rápidamente con la distancia
entre part́ıculas). Junto con esta interacción pueden aparecer otras contribuciones



4.1. INTRODUCCIÓN 57

como por ejemplo las fuerzas estructurales, también de muy corto alcance, creadas
por la formación de estructuras de moléculas de agua en torno a las part́ıculas. Estas
últimas son repulsivas cuando las part́ıculas poseen un marcado carácter hidrófilo,
y atractivas cuando se trata de part́ıculas hidrófobas (este último suele ser el caso
más general). Por último, existe una última contribución de gran importancia: la
interacción eléctrica. Usualmente, las part́ıculas coloidales inmersas en agua poseen
una cierta carga superficial originada por la disociación de sus grupos superficiales.
Cuando dos part́ıculas del mismo signo de carga se aproximan, la interacción eléctrica
entre ellas es repulsiva. Sin embargo, es importante resaltar que dicha interacción
no obedece las leyes coulombianas, donde la enerǵıa potencial decae con la distancia
como V (r) ∼ 1/r. Por el contrario, la existencia de iones en el medio produce un
apantallamiento parcial de esta fuerzas, de modo que la enerǵıa de interacción efec-
tiva decae realmente como V (r) = V0 exp(−κr)/r. La estabilidad de la suspensión
coloidal está fundamentalmente controlada por esta contribución eléctrica. Además,
esta interacción es muy sensible a la concentración salina y el pH del medio. Aśı,
un aumento de la concentración de electrolito en el agua induce un apantallamiento
progresivo de dicha carga superficial, disminuyendo el alcance de la interacción (con-
cretamente aumentando el parámetro κ). Por otro lado, la carga superficial de la
part́ıcula se ve modificada al variar el pH del medio, y esto a su vez altera la inten-
sidad de la repulsión (a través del parámetro V0). De hecho, es posible anular por
completo la carga de la part́ıcula para condiciones especificas de pH.

Cuando las part́ıculas interactúan, el balance entre las contribuciones atractivas
y repulsivas puede dar lugar a distintas situaciones. Si la repulsión eléctrica domina,
el potencial de interacción entre part́ıculas presenta una barrera repulsiva de gran
altura. En este caso, la suspensión es estable y la agregación no tiene lugar. Cuando
las fuerzas repulsivas eléctricas son lo suficientemente débiles como para que la al-
tura de la barrera repulsiva sea del orden de la enerǵıa térmica (kBT , siendo kB la
constante de Boltzmann y T la temperatura) tiene lugar un fenómeno de agregación
lento, ya que las part́ıculas tienen que rebasar primero dicha barrera para de esta
forma aproximarse lo suficiente como para que las fuerzas atractivas de London–van
der Waals induzcan la coagulación. Si por el contrario las condiciones del medio
son tales que las fuerzas repulsivas son despreciables, entonces el sistema se vuelve
tremendamente inestable y tiene lugar un fenómeno de agregación rápida.

En el caso de que la agregación tenga lugar, la difusión de las part́ıculas, la se-
dimentación y la presencia de flujos hidrodinámicos alrededor de las part́ıculas con-
tribuyen a la cinética del proceso. Esto significa que la agregación coloidal en medios
marinos constituye un complejo sistema f́ısico fuera del equilibrio, donde las interac-
ciones entre part́ıculas y los efectos hidrodinámicos inducidos por la sedimentación
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se acoplan entre śı.
La teoŕıa de coagulación nos permite construir modelos con capacidad de pre-

decir los cambios en las concentraciones de las part́ıculas y los tamaños debidos a
las colisiones o encuentros de las mismas y a sus caracteŕısticas f́ısicas o qúımicas,
como su adherencia, elasticidad, carga, etc. Estos procesos requieren una relación
entre el tamaño de la part́ıcula y las concentraciones que permita describir las ecua-
ciones que representan las dinámicas de agregación y/o fragmentación. Esta relación
viene definida por el espectro de tamaños de las part́ıculas. Las part́ıculas en el
sistema marino provienen de diferentes fuentes, lo cual hace que las propiedades en
la población de part́ıculas cambie con su dinámica de agregación y fragmentación.

El número de part́ıculas de tamaño s, que denotaremos por n(s), caracteriza
las variaciones en las cantidades de part́ıculas según sus diferentes tamaños. Las
ecuaciones asociadas a n(s) proporcionan los medios para determinar las propiedades
de la población de part́ıculas. El número de part́ıculas de tamaño más grande que
el tamaño dado s será denotada mediante la función N(s), y vendrá dado por la
siguiente expresión

N(s) =

∫ ∞
s

n(s′)ds′, n(s) = −dN
ds

.

El espectro de tamaños puede ser, a priori, cualquier medida sobre las dimensiones
de la part́ıcula, aunque es habitual usar su diámetro en las observaciones o su masa
para los modelos teóricos. El número de part́ıculas expresado respecto de diferentes
espectros de tamaño puede calcularse usando las relaciones usuales; aśı por ejemplo,
para transformar el número de part́ıculas calculado con respecto al radio r y el
calculado con respecto a la masa m se usa la siguiente relación

n(m) = n(r)
dr

dm
,

donde las ecuaciones dr/dm que ligan el radio y la masa de una part́ıcula espećıfica
deben ser conocidas. En la siguiente subsección 4.1.1 discutiremos sobre estas posi-
bles relaciones.

Un modelo para la variación del número de part́ıculas en el proceso de coagulación
con masa m como variable de tamaño viene dado por la ecuación

d n(t,m)

dt
=
α

2

∫ m

0

β(mj,m−mj)n(t,m−mj)n(t,mj)dmj

− αn(t,m)

∫ ∞
0

β(m,mj)n(t,mj)dmj

− n(t,m)
v(m)

M
+ I(t,m) (4.1)
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siendo β(mi,mj) el núcleo de coagulación o de colisiones, el cual indica la probabili-
dad de que dos part́ıculas de masas mi y mj colisionen, α es una tasa de eficiencia que
representa la probabilidad de que dos part́ıculas se adhieran después de la colisión,
M una constante relacionada con la profundidad en la que se sitúan las part́ıculas en
el agua, v(m) la velocidad de asentamiento de la part́ıcula y, por último, I(t,m) el
ı́ndice de part́ıculas que tiene masa m, que indica la fuente o producción externa de
part́ıculas de tamaño (masa) m en el instante t. Más adelante veremos algunos de
los núcleos de coagulación a usar en este tipo de modelos. Referimos a la tesis [12]
y a las referencias que se citan en ella para una introducción al estudio matemático
de estos modelos.

4.1.1 Múltiples escalas

Cuando los agregados se forman de múltiples fuentes de part́ıculas, como por ejemplo
exudado de algas, paquetes fecales o coloides, no siempre es fácil predecir el tamaño de
la nueva part́ıcula formada a partir de dos part́ıculas más pequeñas. La escala fractal
puede ser usada para relacionar la masa del agregado y su longitud cuando hay una
sola fuente de part́ıculas. Sin embargo, cuando existen múltiples fuentes no hay una
relación uńıvoca entre la masa y la longitud debido, por ejemplo, a la heterogeneidad
en sus densidades o a las diferentes propiedades qúımicas de agregación. Por tanto,
es dif́ıcil construir un modelo de red trófica (o cadena alimentaria) planctónica que
incluya el proceso de agregación sin una forma de relacionar y predecir estas dos
propiedades de la part́ıcula.

Jackson plantea en [27] que la escala fractal, que es una propiedad geométrica,
puede predecir el diámetro y la masa de una nueva part́ıcula formada por la coli-
sión de dos part́ıculas más pequeñas, y proporciona los mecanismos para describir
las interacciones entre part́ıculas provenientes de varias fuentes en una red trófica
planctónica.

Para obtener una descripción más realista, las part́ıculas que intervienen en la
ecuación (4.1) deben ser incorporadas en un modelo de red trófica, en la cuál ya
toman relevancia la masa y la longitud de las part́ıculas (o el radio si las conside-
ramos idealmente de forma esférica). Por ejemplo, en el modelo de red alimentaria
planctónico la colisión de part́ıculas y adherencia de las mismas se justifica usando
tres mecanismos para el contacto part́ıcula–part́ıcula, que son el movimiento Brow-
niano, el flujo del fluido en el que están inmersas y la sedimentación. En este caso,
en la unión de dos part́ıculas se consideran dos variables, que son la masa y el radio
de las part́ıculas que intervienen en el encuentro. El encuentro de dos part́ıculas de
masas mi, mj y radios ri y rj respectivamente se modela como Rij = ninjβij,, donde



60 CAPÍTULO 4. AGREGACIÓN DE POLISACÁRIDOS

ni = n(t,mi, ri) y nj = n(t,mj, rj) representan las concentraciones de part́ıculas de
masas mi mj y radios ri, rj respectivamente, mientras que βij es el ı́ndice de encuen-
tros o núcleo de coagulación, el cuál es la suma de los núcleos de los mecanismos que
intervienen en el encuentro de las part́ıculas.

La ley de conservación de masas nos dice que, en la adhesión de dos part́ıculas,
la part́ıcula resultante tiene masa igual a la suma de cada una de las part́ıculas que
se unen. Sin embargo, no se puede razonar de la misma manera para los radios. La
masa y el radio de un agregado están relacionados por

r = Am1/D,

donde D es la dimensión fractal y A es una constante que depende de las part́ıculas
que se agregan. Puesto que los agregados en una red trófica proceden de diferen-
tes fuentes de part́ıculas, a saber, coloides, exudados de algas y restos fecales, etc,
Jackson [27] propone usar como variable la cantidad λ = rD, que se conserva en
reacciones de agregación (ley de conservación de masas) y puede ser usada como una
segunda propiedad de las part́ıculas que describe la agregación con diversas fuentes
de part́ıculas. De este modo, la cinética de agregación se puede describir con el
espectro de tamaño part́ıcula con dos variables o dimensiones.

Para una mezcla heterogénea de part́ıculas en una capa de mezcla de profundidad
M , en las cuales no hay una sola relación masa-longitud el número de part́ıculas puede
ser expresado como función no sólo de la masa como en (4.1), sino también del radio
r o, alternativamente de λ, quedando n(t,m, λ). Ahora, la variación en el número
de part́ıculas se pueden modelar generalizando el modelo (4.1), dando lugar a

d n(t,m, λ)

dt
=
α

2

∫ m

0

∫ λ

0

β(mj, λj,m−mj, λ− λj)

× n(t,m−mj, λ− λj)n(t,mj, λj)dmj dλj

− αn(t,m, λ)

∫ ∞
0

∫ ∞
0

β(m,λ,mj, λj)n(t,mj, λj)dmj dλj

− n(t,m, λ)
v(m,λ)

M
+ I(t,m, λ). (4.2)

Notemos que todas las variables y núcleos involucrados han de incluir esa dependencia
de la nueva variable (que podemos denominar, abusando del leguaje, longitud) λ.
Aunque lógicamente más complejo, el tratamiento matemático de este modelo es
muy similar al que se precisa en el estudio del modelo (4.1).
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4.1.2 Núcleos de Coagulación

Los núcleos de coagulación que aparecen en los anteriores modelos aportan la infor-
mación del ambiente donde se origina la dinámica y contienen información de los
diferentes mecanismos que caracterizan contacto part́ıcula–part́ıcula. En realidad, el
núcleo que aparece en la ecuación (4.2) es la suma de cada uno de los de los núcleos
de los diferentes mecanismos que intervienen en el proceso. Denotaremos con los su-
fijos Br, sh y ds a aquellos núcleos que corresponden a movimiento Browniano, flujo
del fluido y sedimentación, respectivamente, cuando éstos intervienen en el proceso.
Es decir,

β(mi, λi,mj, λj)

= βBr(mi, λi,mj, λj) + βsh(mi, λi,mj, λj) + βds(mi, λi,mj, λj).

Las siguientes expresiones son las más usadas para los núcleos de coagulación y están
dadas como función de los radios ri, rj de las part́ıculas

βBr =
2

3

kBT

µ

(ri + rj)
2

rirj
(4.3)

βds = π(ri + rj)
2|vj − vi|

βsh =
3

4
γ(ri + rj)

3 (régimen laminar)

βsh = 1.3
( ε
ν

)1/2

(ri + rj)
3 (régimen turbulento).

En las anteriores expresiones kB es la constante de Boltzmann, T es la temperatura
del agua, µ es la viscosidad dinámica, γ es el gradiente de corte del flujo del fluido,
ν la viscosidad cinemática, ε es el ı́ndice de turbulencia y vi es la velocidad de
asentamiento de la part́ıcula de radio ri. A estas expresiones se les denomina núcleos
rectiĺıneos.

El cálculo de los núcleos βds de sedimentación y βsh, también llamado núcleo de
corte, implica el análisis de la correspondencia entre la colisión de part́ıculas y el
ambiente del fluido. En las anteriores expresiones no se tiene en cuenta los efectos de
las part́ıculas sobre el fluido y de unas a otras. Es decir, no se tienen en cuenta las
fuerzas hidrodinámicas entre las part́ıculas que actúan reduciendo o aumentando el
ı́ndice de colisión o fragmentación de las part́ıculas. Por ejemplo, podemos imaginar
los efectos en la agregación o fragmentación de los vórtices oceánicos. Es por ello
que los núcleos de corte (turbulencia) y sedimentación tienen otras expresiones al-
ternativas que pueden incluir el efecto de las part́ıculas más grandes sobre el campo
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de flujo, omitiendo el de las part́ıculas más pequeñas. Las fuerzas hidrodinámicas,
consideradas en estado de cierto equilibrio, predicen las frecuencias más bajas de
colisión estas pueden escribirse como:

βds = 0.5πr2
i |vi − vj|, donde rj ≥ ri

βsh = 9.8
p2

1 + 2p2
(
ε

ν
)1/2(ri + rj)

3 (turbulencia), donde p = ri/rj y rj ≥ ri

y se les denomina núcleos curviĺıneos [27, 28].
Los valores de las formulaciones curviĺıneas y rectiĺıneas divergen cuando las dos

part́ıculas difieren mucho en tamaño. En el proceso de sedimentación el núcleo
rectiĺıneo es proporcional al cuadrado del radio de la part́ıcula más grande, mientras
que el núcleo curviĺıneo es proporcional al cuadrado del radio de la part́ıcula más
pequeña. Los valores más pequeños para el núcleo curviĺıneo se deben a los efectos del
campo de flujo alrededor de la part́ıcula más grande, que puede caer más rápidamente
(dependiendo de su densidad) y alejarse de las part́ıculas más pequeñas.

El carácter fractal de los agregados requiere de una atención especial. Dependien-
do de la naturaleza de las part́ıculas los agregados pueden ser porosos, que permiten
el paso de fluido a través de ellas, o hidrófobos, como los coloides. La densidad
también juega un papel importante, ya que agregados de gran tamaño que sean poco
densos flotan en lugar de tender a sedimentarse. Aśı, para describir exactamente
estas situaciones, las expresiones de los núcleos de coagulación deben incorporar
efectos de los núcleos rectiĺıneos y curviĺıneos, y tener en cuenta la naturaleza de las
part́ıculas.

En el caso de agregados fractales, Li y Logan [37] hicieron un estudio de las
colisiones entre part́ıculas fractales y part́ıculas pequeñas en el que encontraron que,
cuando ambas part́ıculas tienen el mismo tamaño, la diferencia entre los valores de
los núcleos rectiĺıneos y curviĺıneos es pequeña. Con relación a esas observaciones,
en lo referido a el núcleo de corte de flujo (turbulencia), Jackson [28] propuso una
modificación de este núcleo de coagulación y lo adecuó a las observaciones de tal
manera que convergieran a la solución rectiĺınea cuando las part́ıculas son de igual
tamaño. Aśı, su propuesta para el núcleo de corte en el caso fractal es

βsh−f = p0.88βsh−r

donde p es la proporción del radio entre part́ıculas grandes y pequeñas y los sub́ındices
−r y −f denotan la parte rectiĺınea o fractal de los núcleos. Li y Logan [36] dieron
la siguiente expresión para el núcleo de sedimentación en el caso fractal

βds−f = p0.984βds−r. (4.4)
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Los núcleos curviĺıneos se basan en la hipótesis de que las part́ıculas más grandes
con gran densidad sedimentan más rápido que las pequeñas, haciendo que su campo
de flujo controle el factor p. Con part́ıculas que provienen de la misma fuente, la
expresión anterior se ajusta muy bien a los datos experimentales. Sin embargo, sis-
temas con múltiples fuentes, como el de red trófica, pueden tener part́ıculas pequeñas
de hundimiento rápido adelantando a las más grandes (menos densas) que caen lenta-
mente o incluso flotan, tales como los paquetes fecales y los agregados de coloides.
En este caso, el campo de flujo de la part́ıcula más grande no empuja a las part́ıculas
más pequeñas lejos cuando éstas caen, siendo aśı más apropiado considerar el núcleo
rectiĺıneo. Jackson [28] modificó (4.4) para incluir el efecto de una part́ıcula pequeña
de hundimiento rápido colisionando con una part́ıcula más grande y más lenta. El
núcleo fractal de sedimentación resultante se expresa como

βds−f =

{
p0.984βds−r si (vi − vj) · (ri − rj) ≥ 0,

βds−r si (vi − vj) · (ri − rj) < 0.

Los agregados fractales, debido a su naturaleza porosa, se describen mejor u-
sando modelos con núcleos rectiĺıneos, ya que éstos no tienen en cuenta las fuerzas
hidrodinámicas de interacción entre las part́ıculas. Los núcleos curviĺıneos han sido
generalmente usados en modelos para part́ıculas sólidas como coloides o paquetes
fecales.

4.1.3 Modelo de agregación de polisacáridos

El modelo genérico descrito en la ecuación (4.2) se aplica a la dinámica que describe
el traspaso de carbono orgánico de polisacárido disuelto (pcho) a las part́ıculas
exopoliméricas transparentes (tep) durante el crecimiento masivo de fitoplancton
[6, 21, 20, 27, 28].

Los nanogeles y microgeles pueden crecer por continuas colisiones formando ma-
crogeles más grandes tales como las tep. Las tep son ubicuas en los océanos, lagos,
ŕıos y embalses, aśı como en aguas residuales. Estas part́ıculas de macrogel están
compuestas en su mayoŕıa por polisacáridos, aunque también los ácidos nucleicos
y las protéınas están presentes. Además son muy importantes para los ciclos de
carbono.

Las tep juegan un papel central en los procesos de coagulación por dos razones.
La primera es que tienen gran capacidad de adherencia, y la segunda es su abun-
dancia, que puede aumentar la probabilidad de colisión entre las part́ıculas. En el
océano las tep pueden ser generadas abióticamente por la transformación de materia
orgánica disuelta en materia orgánica particulada ([16, 42, 46]). Generalmente las
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tep han sido observadas y cuantificadas después de ser recogidas sobre filtros de
0, 4µm (membrana de policarbonato), bajo condiciones de laboratorio, y pueden ser
hasta de 100µm de longitud.

La formación de part́ıculas polisacáridas extracelulares es una forma de convertir
carbono orgánico disuelto en suspendido o particulado, lo cual ocurre durante el cre-
cimiento masivo de fitoplancton. Las tep se forman de la liberación de polisacáridos
por muchas especies de fitoplancton. Las algas exudan mono y polisacáridos. En
la formación de tep el disolvente de carbono orgánico liberado por fitoplancton es
eliminado de la zona eufótica (la capa superior del agua en la que penetra la luz)
y rápidamente sedimentado. Las tep actúan como geles ayudando a la adherencia
de las part́ıculas en el proceso de coagulación ([16, 24, 46, 59]), aumentando la
formación de agregados de grandes part́ıculas. Esto ayuda a su asentamiento y
acelera el transporte de carbono orgánico hacia el fondo del mar. Para examinar
la transformación en el ciclo de carbono [21] se localizó pcho y tep durante un
experimento en el crecimiento de Emiliania huxleyi, una especie de fitoplancton que
produce y libera un ácido polisacárido en donde se observó que el decrecimiento de
pcho estaba relacionado con el incremento de tep.

La variación en las concentraciones de pcho, las cuales denotaremos por P (t,m)
–número de agregados de carbono orgánico de tamaño m en el polisacárido disuelto–
y la variación en las concentraciones tep, que las denotaremos como T (t,m) –número
de agregados de carbono orgánico de tamaño m en las part́ıculas polisacáridas– se
pueden modelar mediante el siguiente sistema acoplado de ecuaciones (véase [21, 20])

dP (t,m)

dt
=γ(ηPC − µ)(C(t,m)− T (t,m))

− αT
2

∫ m

0

βT (mi,m−mi)P (t,mi)T (t,m−mi)dmi

− αPP (t,m)

∫ ∞
0

βP (m,mi)P (t,mi)dmi (4.5)

d T (t,m)

dt
=
αT
2

∫ m

0

βT (mi,m−mi)P (t,mi)T (t,m−mi)dmi

− αPP (t,m)

∫ ∞
0

βP (m,mi)P (t,mi)dmi, (4.6)

donde γ representa la acción de un factor fotosintético (favorecedor de la fotośıntesis),
η es una constante que representa el cambio en el porcentaje de carbono fotosintético
en el momento de consumo de nutrientes, Pc es el porcentaje de carbono fotosintético,
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y µ es el ı́ndice de crecimiento en las concentraciones de carbono (C(t,m)−T (t,m)),
donde C(t,m) es el número de agregados de carbono orgánico de tamaño m. Éste
es un sistema acoplado, ya que mientras pcho pierde agregados de tamaño m, tep
los gana. Hacemos notar que en las observaciones experimentales se ha considerado
un umbral < 0.2µm en la filtración de precursores de tep, y no se tiene en cuenta
las redes de crecimiento de carbono, (ηPC − µ)(C(t,m)− T (t,m)).

El primer término de la ecuación (4.5) representa las pérdidas y ganancias en
los agregados de carbono de tamaño m en el polisacárido disuelto, cuando las con-
centraciones de carbono están influidas por su crecimiento y por los cambios en los
porcentajes de carbono fotosintético en el momento de consumo de nutrientes. Las
situaciones anteriores ocurren al estar estas concentraciones sometidas a un exudado
que proviene de algas. El segundo término de la ecuación (4.5) indica la pérdida de
agregados de carbono de tamaño m en pcho, por la colisión y posterior adhesión
de una part́ıcula de pcho con una part́ıcula de tep, donde αT es la probabilidad
de que estas part́ıculas se adhieran después de haber colisionado. El tercer término
de la ecuación (4.5) representa pérdida de un agregado de tamaño m, en pcho, por
la colisión y unión de dos part́ıculas de pcho, donde αP es la probabilidad de que
estas dos part́ıculas se adhieran. Los núcleos βT y βP , indican la probabilidad de
que una part́ıcula de pcho y una part́ıcula de tep colisionen y que dos part́ıculas
de pcho colisionen, respectivamente. La ecuación (4.6) representa la ganancia de
agregados de carbono orgánico de tamaño m en tep, cuando colisionan y se adhiere
una part́ıcula de pcho con una part́ıcula de tep o dos part́ıculas de pcho.

En el caso en el que predominen la difusión como fuerza de adherencia primordial,
por ejemplo a través de puentes de Ca2+, podemos suponer que la cinética de la
transferencia de carbono desde pcho a tep se describe cluster a cluster mediante las
ecuaciones de Smoluchowski. En [21] plantean el siguiente modelo reducido basado
en observaciones experimentales

dP (t)

dt
= γ (MPC − ν) cell− αP (t)βP (t)P (t)2 − αT (t)βT (t)P (t)T (t), (4.7)

dT (t)

dt
= αP (t)βP (t)P (t)2 + αT (t)βT (t)P (t)T (t), (4.8)

donde γ es una fracción de los exudados de algas, que son los fotosintéticos asimilados
no usados para el crecimiento neto (MPC − ν) cell, siendo PC la tasa espećıfica de
carbón fotosintético y M un coeficiente que permite cambios de PC en el momento de
agotamiento de nutrientes. La tasa de crecimiento celular dependiente del tiempo,
ν, se obtuvo mediante el ajuste de la concentración de carbono celular observada,
cell, suponiendo cell = poc−tep, mediante una función que combina crecimiento
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loǵıstico con un término de pérdida, siendo poc la concentración de carbono orgánico
particulado. Debido a que la tasa de contacto entre polisacáridos aumenta con la
abundancia, la pérdida de carbono de pcho y su ganancia en tep son funciones de
sus concentraciones. Los coeficientes α determinan la probabilidad de fijación des-
pués de la colisión. Los núcleos de colisión del carbono espećıfico, β, se han estimado
bajo los supuestos de que la tasa de encuentro de los polisacáridos es controlada por
difusión.

Los valores de los núcleos de colisión propuestos en [21] son

βP =
1

2tep0(0.4)2

∫ 0.4

0

∫ 0.4

0

( 1

rDi
+

1

rDj

)
βBr(ri, rj)

×H(rDi + rDj − 0.4D)d(ri)d(rj)

= 0.86|µmo|−1r−1

βT =
1

tep0(0.4)(db − 0.4)

∫ 0.4

0

∫ db

0.4

1

rDj
βBr(ri, rj)d(ri)d(rj)

= 0.064|µmo|−1r−1

donde D = 2.55 es la dimensión fractal de agregados polisacáridos; r−1 es la unidad
para la tasa fotosintética de carbono espećıfico, que tiene unidades de concentración
partido tiempo; ri y rj son los radios de los agregados polisacáridos, βBr(ri, rj) es
el núcleo de coagulación para el movimiento Browniano (4.3), db es el diámetro de
part́ıcula más grande para el que la difusión domina el proceso de coagulación y H(x)
es la función de paso de Heaviside

H(r) =

{
1 si r > 0,

0 en otro caso.

Destaquemos que, en lo esencial, el modelo representado por el sistema (4.5)-(4.6)
puede considerarse como un caso particular del modelo más genérico (4.2) ya que el
primero (con independencia de la elección de los núcleos de coagulación) puede verse
como una distinción en dos especies, según el tamaño de la part́ıcula, del segundo.
Por tanto, nos centraremos en el estudio del sistema (4.1), que ilustra las cuestiones
matemáticas comunes a todos estos modelos.



4.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD 67

4.2 Existencia y unicidad

Recordemos que el modelo en el que estamos interesados tiene la siguiente forma:

∂n(t, x)

∂t
=

α

2

∫ x

0

β(x− y, y)n(t, y)n(t, x− y) dy

−αn(t, x)

∫ ∞
0

β(x, y)n(t, y) dy − n(t, x)
v(x)

M
+ I(t, x). (4.9)

Las siguientes hipótesis matemáticas sobre el núcleo de coagulación β(x, y), naturales
por tratarse de una probabilidad, son claves:

• el núcleo de coagulación es no negativo,

• está esencialmente acotado (esto es, β ∈ L∞((0,∞)× (0,∞)))

• y es simétrico (es decir β(x, y) = β(y, x)).

De aqúı en adelante supondremos que el núcleo de coagulación cumple estas pro-
piedades, sin hacer mención expĺıcita de este hecho. También supondremos que
v ∈ L∞(0,∞)+ y I ∈ L∞(0, T, L1(0,∞))+ para cualquier T > 0. Detallamos ahora
cuál es el concepto de solución para el modelo (4.9) que vamos a estudiar.

Definición 4.1. Considérese un dato inicial 0 ≤ n0(x) ∈ L1(0,∞) y un tiempo
T > 0. Diremos que una función n(t, x) ≥ 0 es una solución débil de (4.9) con dato
inicial n0 en el intervalo temporal [0, T [ si se cumplen las siguientes condiciones:

• n ∈ C([0, T [;L1(0,∞)),

• para cualquier función test ϕ ∈ C1
0([0, T [×R) se verifica la siguiente formu-

lación débil:∫ ∞
0

∫ T

0

{
−n(t, x)∂tϕ(t, x)− α

[∫ x

0

β(x− y, y)n(t, x− y)n(t, y) dy

+ 2n(t, x)

∫ ∞
0

β(x, y)n(t, y)dy

]
ϕ(t, x)

+

(
I(t, x)− n(t, x)

v(x)

M

)
ϕ(t, x)

}
dx dt

=

∫ ∞
0

n0(x)ϕ(0, x) dx.
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Para estudiar el buen planteamiento del modelo resulta conveniente asociarle un
operador bilineal al miembro derecho de (4.9). Definimos entonces

C(n,m) =
α

2

∫ x

0

β(x− y, y)n(y)m(x− y) dy

−αn(x)

∫ ∞
0

β(x, y)m(y) dy. (4.10)

Con esta notación, la ecuación (4.9) se escribe de la siguiente forma

∂n(t, x)

∂t
= C(n(t, x), n(t, x))− n(t, x)

v(x)

M
+ I(t, x). (4.11)

Vamos a probar que C(n,m) está bien definido, junto con otras propiedades que
serán de utilidad más adelante.

Lema 4.2. Dadas n,m ∈ L1(0,∞), se verifican las siguientes estimaciones:

• ‖C(n,m)‖1 ≤ 3
2
α‖β‖∞‖n‖1‖m‖1.

• ‖C(n, n)− C(m,m)‖1 ≤ K‖n−m‖1, donde K = 3
2
α‖β‖∞(‖n‖1 + ‖m‖1).

Demostración. La estimación en L1 se obtiene de forma sencilla. Tras tomar
valores absolutos e integrar en la variable x,

‖C(n,m)‖1 ≤
α

2

∫ ∞
0

∫ x

0

|β(x− y, y)||n(y)||m(x− y)| dydx

+α

∫ ∞
0

∫ ∞
0

|n(x)||β(x, y)||m(y)| dydx.

Transformamos el primer término usando el cambio de variables x = x − y, y = y
junto con el teorema de Fubini:∫ ∞

0

∫ x

0

|β(x− y, y)||n(y)||m(x− y)| dydx

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

|β(x, y)||n(y)||m(x)| dxdy.

A partir de aqúı la primera estimación es inmediata.
La segunda estimación es en realidad una consecuencia de la primera. Puesto

que C(·, ·) es bilineal, se cumple que

C(n, n)− C(m,m) = [C(n, n)− C(n,m)] + [C(n,m)− C(m,m)]

= C(n, n−m)− C(n−m,m).
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Es decir,∣∣∣∣α2
∫ x

0

β(x− y, y)n(y)m(x− y) dy − αn(x)

∫ ∞
0

β(x, y)m(y) dy

+ αn(x)

∫ ∞
0

β(x, y)m(y) dy − α

2

∫ x

0

β(x− y, y)n(y)m(x− y) dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣α2
∫ x

0

β(x− y, y)n(y)(n(x− y)−m(x− y)) dy

− αn(x)

∫ ∞
0

β(x, y)(n(y)−m(y)) dy

+ α(n(x)−m(x))

∫ ∞
0

β(x, y)m(y) dy

− α

2

∫ x

0

β(x− y, y)(n(y)−m(y))m(x− y) dy

∣∣∣∣ .
Usando las estimaciones del primer punto se obtiene el resultado. �

Demostrar que nuestro modelo tiene una única solución es sencillo bajo ciertas
hipótesis adicionales, como muestra el siguiente resultado.

Proposición 1 Dadas cualesquiera dos soluciones n1, n2 pertenecientes al espacio
(L∞∩C1)([0,∞), L1(0,∞)) asociadas al mismo dato inicial, éstas coinciden casi por
doquier.

Demostración. La diferencia de ambas soluciones verifica la siguiente ecuación:

∂

∂t

∫ ∞
0

n1 − n2 dx =

∫ ∞
0

C(n1, n1)− C(n2, n2) +
v(x)

M
(n2 − n1) dx.

Utilizando la función signo

sign(x) = −1 si x < 0, sign(x) = 1 si x > 0

podemos escribir que

∂

∂t

∫ ∞
0

|n1 − n2| dx =

∫ ∞
0

sign (n1 − n2)
∂

∂t
(n1 − n2) dx

=

∫ ∞
0

sign (n1 − n2)[C(n1, n1)− C(n2, n2) +
v(x)

M
(n2 − n1)] dx

≤
∫ ∞

0

|C(n1, n1)− C(n2, n2)| − v(x)

M
|n1 − n2| dx

≤ 3

2
α‖β‖∞[‖n1‖1(t) + ‖n2‖1(t)]

∫ ∞
0

|n1 − n2| dx.
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En el último paso hemos usado el segundo punto del Lema 4.2.. Utilizando ahora el
lema de Gronwall se deduce lo anunciado. �

El resto de la sección está dedicada a probar el siguiente resultado de existencia.

Teorema 4.3. Considérese 0 ≤ n0 ∈ L1(0,∞). Entonces existe al menos una
solución débil n ∈ (L∞ ∩ C)([0,∞), L1(0,∞)) asociada al dato inicial n0.

Para demostrar este resultado construiremos una solución de (4.9) mediante un
método iterativo. Dado k ∈ N, consideramos para k ≥ 2 una sucesión de problemas
aproximados 

∂nk(t, x)

∂t
− C(nk, nk−1)− v(x)

M
nk + I(t, x) = 0,

nk(0, x) = n0(x),
(4.12)

mientras que para k = 1 el primer problema aproximante se define como
∂n1(t, x)

∂t
− C(n1, n0)− v(x)

M
n1 + I(t, x) = 0,

n1(0, x) = n0(x).
(4.13)

Empezamos demostrando que si existen aproximaciones resolviendo (4.12) y (4.13),
entonces estas aproximaciones son no negativas. Es cómodo proceder por inducción,
de hecho la propiedad es trivialmente cierta para n0. Suponemos entonces que es
cierta para nk−1 y la demostramos para nk. Para ello introducimos la notación
(nk)− = −nkχ{nk(x)<0} ≥ 0. La integral de esta función satisface

∂

∂t

∫ ∞
0

(nk)− dx = −α
∫ ∞

0

(nk)−(x)

[∫ ∞
0

β(x, y)nk−1(y) dy

]
dx

−α
2

∫ ∞
0

∫ x

0

β(x− y, y)χ{nk(x)<0}n
k(y)nk−1(x− y) dydx.

−
∫ ∞

0

v(x)

M
(nk)−(x) dx−

∫ ∞
0

I(t, x)χ{nk(x)<0} dx.

Queremos demostrar que (nk)− = 0 c.p.d. x ∈ (0,∞) y observamos que todos los
términos de la anterior igualdad tienen signo negativo salvo quizá el segundo. Usando
el teorema de Fubini y el teorema del cambio de variable como en el Lema 4.2., este
segundo término se puede escribir en forma equivalente como

−α
2

∫ ∞
0

∫ ∞
0

β(x, y)χ{nk(x+y)<0}n
k(y)nk−1(x) dxdy.
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Por la hipótesis de inducción tenemos que nk−1(x) ≥ 0. Dependiendo del signo de
nk(y), esta integral se puede acotar mediante:

• cero, cuando nk(y) ≥ 0.

• α

2

∫ ∞
0

∫ ∞
0

β(x, y)χ{nk(x+y)<0}|nk(y)|(nk−1)−(x) dxdy, siempre que se de nk(y) <

0. Pero (nk−1)− es nula, gracias a la hipótesis de inducción, y por tanto, en
este caso también podemos acotar por cero.

Entonces, en cualquier caso

∂

∂t

∫ ∞
0

(nk)− dx ≤ 0,

de donde se sigue lo deseado. Lo siguiente que hacemos es mostrar de forma inductiva
que existen soluciones a nuestros problemas aproximados. Gracias al Lema 4.2.
tenemos la siguiente propiedad de tipo Lipschitz para el segundo miembro de la
ecuación:

|C(nk1(t), nk−1(t))− C(nk2(t), nk−1(t))| = |C(nk1(t)− nk2(t), nk−1(t))|

≤ 3

2
α‖β‖∞‖nk−1‖1(t)‖nk1 − nk2‖1(t).

Entonces, si se cumpliera que

nk−1 ∈ L∞(0, T, L1(0,∞)), (4.14)

podŕıamos aplicar una generalización del teorema de Cauchy–Picard–Lipschitz para
ecuaciones diferenciales ordinarias [7], obteniendo aśı existencia local y unicidad de
nk ∈ C1(0, T, L1(0,∞)). Por su parte, la condición (4.14) se cumple claramente
para el primer problema aproximante, con T = ∞. Probamos ahora que este es el
caso para toda la sucesión de aproximaciones generadas; con ello concluiŕıamos que
nuestro esquema de aproximación está bien planteado. Utilizando los teoremas de
Fubini y de cambio de variable como en el Lema 4.2., podemos reescribir∫ ∞

0

∫ x

0

β(x− y, y)nk(y)nk−1(x− y) dxdy

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

β(x, y)nk(y)nk−1(x) dydx.
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Puesto que β es simétrico, podemos juntar ambos términos del lado derecho de la
ecuación, previamente integrado en x,∫ ∞

0

C(nk, nk−1) dx = −α
2

∫ ∞
0

∫ ∞
0

β(x, y)nk(x)nk−1(y) dxdy.

Esto muestra que
∂

∂t

∫ ∞
0

nk(t, x) dx ≤
∫ ∞

0

I(t, x) dx

y por tanto

‖nk‖1(t) ≤ ‖n0‖1 +

∫ t

0

∫ ∞
0

I(t, x) dx ∀t ≥ 0.

De aqúı, nk ∈ L∞(0, T, L1(0,∞)). Esto nos asegura que la sucesión de aproxima-
ciones está definida de forma única y acotada uniformemente en L∞(0, T, L1(0,∞)).

Nuestro siguiente paso es mostrar que la sucesión de aproximaciones generada es
de Cauchy en C([0, T );L1(0,∞)), para cualquier T <∞. Para ello, escribimos

∂

∂t

∫ ∞
0

|nk(t, x)− nk−1(t, x)| dx

=

∫ ∞
0

sign (nk(x)− nk−1(x))[C(nk, nk−1)− C(nk−1, nk−2)] dx

+

∫ ∞
0

sign (nk(x)− nk−1(x))[nk−1(x)− nk(x)]
v(x)

M
dx

=
α

2

∫ ∞
0

∫ x

0

sign (nk(x)− nk−1(x))β(x− y, y)

nk−1(x− y)(nk(y)− nk−1(y)) dxdy

− α

∫ ∞
0

∫ ∞
0

sign (nk(x)− nk−1(x))β(x, y)

nk−1(y)(nk(x)− nk−1(x)) dxdy

+
α

2

∫ ∞
0

∫ x

0

sign (nk(x)− nk−1(x))β(x− y, y)

nk−1(y)(nk−1(x− y)− nk−2(x− y)) dxdy

− α

∫ ∞
0

∫ ∞
0

sign (nk(x)− nk−1(x))β(x, y)

nk−1(x)(nk−1(y)− nk−2(y)) dxdy

−
∫ ∞

0

|nk(x)− nk−1(x)|v(x)

M
dx,
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donde se han desarrollado las respectivas expresiones y se han introducido sumando y
restando el producto nk−1(x−y)nk−1(y) (para el término de ganancia) y el producto
nk−1(x)nk−1(y) (para el término de pérdida). Reescribimos como usualmente los
términos de ganancia en forma de integrales sobre (0,∞) × (0,∞) v́ıa teorema de
Fubini y cambio de variable. Esto nos permite obtener la estimación

∂

∂t

∫ ∞
0

|nk(t, x)− nk−1(t, x)| dx

≤ −α
2

∫ ∞
0

∫ ∞
0

β(x, y)nk−1(x)|nk(y)− nk−1(y)| dxdy

+

∫ ∞
0

∫ ∞
0

β(x, y)nk−1(x)(nk−1(y)− nk−2(y))

×α
[

sign(nk(x+ y)− nk−1(x+ y))

2
− sign (nk(x)− nk−1(x))

]
dxdy

≤ 3α

2
‖β‖∞‖n0‖1‖nk−1(t, ·)− nk−2(t, ·)‖1,

utilizando de nuevo el Lema 4.2.. Por tanto, al integrar la ecuación deducimos que

‖nk(t, ·)− nk−1(t, ·)‖1 ≤ C

∫ t

0

‖nk−1(τ, ·)− nk−2(τ, ·)‖1 dτ

para C = 3α
2
‖β‖∞‖n0‖1. Podemos iterar esta cota hasta alcanzar la primera aproxi-

mación,

|nk(t, ·)− nk−1(t, ·)‖1

≤ Ck−1

∫ t

0

∫ τk−2

0

. . .

∫ τ1

0

‖n1(τ0, ·)− n0(·)‖1 dτ0dτ1 . . . dτk−2

≤ Ck−1 sup
τ∈[0,t]

‖n1(τ, ·)− n0(·)‖1

∫ t

0

∫ τk−2

0

· · ·
∫ τ1

0

dτ0dτ1 . . . dτk−2.

Por tanto

‖nk(t, ·)− nk−1(t, ·)‖1 ≤
(Ct)k−1

(k − 1)!
sup
τ∈[0,t]

‖n1(τ, ·)− n0(·)‖1.

Esto demuestra que la sucesión de soluciones aproximadas converge fuertemente a
una función n ∈ C(0, T, L1(0,∞)), para cualquier T > 0. De esta forma podemos
definir nuestro candidato a solución dentro de este marco funcional, es decir, n ∈
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(C ∩ L∞)(0, T, L1(0,∞)). Nótese también que la sucesión de aproximaciones es de
Cauchy en el espacio L1((0, T ) × (0,∞)). Con este tipo de convergencia es sencillo
pasar al ĺımite en cada uno de los términos de la formulación débil y comprobar que
efectivamente la función n aśı construida es solución débil de (4.9). Lo detallamos a
continuación.

La formulación débil que satisfacen las aproximaciones es

∫ ∞
0

∫ ∞
0

{
− nk(t, x)∂tϕ(t, x)− α

[∫ x

0

β(x− y, y)nk(t, x− y)nk−1(t, y) dy

+ 2nk(t, x)

∫ ∞
0

β(x, y)nk−1(t, y)dy

]
ϕ(t, x) dx dt

+

(
I(t, x)− nk(t, x)

v(x)

M

)
ϕ(t, x)

}
dx dt

=

∫ ∞
0

n0(x)ϕ(0, x) dx,

para cualquier función test ϕ ∈ C1
0([0,∞)× R). En lo sucesivo razonamos para una

función ϕ fijada, cuyo soporte en la variable t suponemos contenido en un intervalo
[0, T ]. Puesto que la sucesión nk es de Cauchy en L1((0, T )× (0,∞)) sabemos –como
corolario del teorema de Riesz–Fisher– que existe una función n ∈ L1((0, T )×(0,∞))
tal que nk ≤ n ∀k ∈ N. Con un argumento similar, deducimos que también existe una
función (cometiendo un abuso de notación la denotaremos igual que la anterior) n ∈
L∞((0, T ), L1(0,∞)) con la misma propiedad. Esto nos permite aplicar el teorema
de la convergencia dominada para pasar al ĺımite en cada uno de los términos por
separado. Para el término de la derivada en tiempo usamos como mayorante la
función n‖∂tϕ‖∞. Los otros términos lineales se estudian de forma similar. El
término bilineal de pérdida también es sencillo de tratar, puesto que las variables x
e y están separadas; bastan entonces dos aplicaciones del teorema de la convergencia
dominada, con mayorantes n‖β‖∞ y 2n‖ϕ‖∞ respectivamente. El término bilineal de
ganancia requiere un poco más de cuidado; primero es necesario reexpresarlo usando
el teorema de Fubini y el del cambio de variable en la forma habitual. Un vez hecho
esto, basta mostrar que

∣∣∣∣∫ ∞
0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

β(x, y)ϕ(x+ y)[nk(y)nk−1(x)− n(y)n(x)] dydxdt

∣∣∣∣→ 0
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cuando k →∞. Introduciendo el producto nk−1(x)n(y) sumando y restando deduci-
mos que la anterior cantidad está mayorada por la suma de∫ ∞

0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

β(x, y)‖ϕ‖∞|nk−1(x)| |nk(y)− n(y)| dydxdt

y ∫ ∞
0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

β(x, y)‖ϕ‖∞|n(y)| |nk−1(x)− n(x)| dydxdt

Ahora es fácil ver que ambas integrales convergen a cero: basta aplicar el teorema de
la convergencia dominada utilizando como mayorante la función ‖β‖∞‖ϕ‖∞‖n0‖1n.
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Conclusiones y perspectivas

A lo largo de esta memoria hemos presentado y analizado tres modelos matemáticos
cuyo origen se encuentra en diversos biopoĺımeros que de forma natural aparecen en
nuestro hábitat, construyendo y explicando cada uno de los elementos biológicos que
intervienen en dicho modelado para una mayor comprensión de los mismos. Concre-
tamente, para el estudio de ADN, hemos trabajado con sendos modelos asociados a
su duplicación, aunque con oŕıgenes y aplicabilidad muy distinta: uno se centra en el
estudio mecánico y experimental sobre las fuerzas que intervienen en la separación
de las dos hebras que componen la hélice de la molécula de ADN teniendo en cuenta
la falta de homogeneidad inherente a esta molécula, mientras que el otro se basa en
una observación más cualitativa del proceso de duplicación, que no tiene en cuenta la
multitud de complejos procesos internos que llevan a ello sino más bien el resultado
observado en dicho proceso. Los dos modelos representan principios y realizaciones
muy diversas pues uno de ellos partiendo de principios de la teoŕıa cinética conduce
hacia un modelo no estándar de tipo Fokker–Planck, mientras que el otro deriva en un
modelo de coagulación–fragmentación de tipo Avrami–Kolmogorov. Por tanto, las
técnicas empleadas para el estudio de estos dos aspectos relacionados con el mismo
problema son también diferentes.

Para el análisis de los procesos de coagulación de polisacáridos en medios marinos
hemos descrito el proceso de formación agregados poliméricos y sus consecuencias
desde el punto de vista medioambiental. Es de gran trascendencia en este estudio
conocer las distintas fuentes biológicas que colaboran en este proceso de agregación
y que condicionan la configuración de los núcleos. Es de interés conocer las distintas
aproximaciones que a estos núcleos se han hecho desde el punto de vista experimental
en el que se ha analizado de forma muy precisa la dimensión fractal de los agregados
(de tamaño muy pequeño) para concretar la forma de los núcleos bajo la hipótesis de
que la difusión domina los procesos de agregación. Nosotros planteamos un escenario
más general de modelos de coagulación, que incluye la anterior aproximación del
núcleo.

Hemos realizado el análisis de todos los modelos resultantes, aprovechando el

77
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conocimiento sobre su origen biológico que en muchos casos ha sido fundamental
para completar su estudio, lo que completa los objetivos iniciales de esta memo-
ria. Para ello, desde un punto de vista matemático, ha sido necesario desplegar
y combinar multitud de argumentos procedentes de diversos campos: ecuaciones
parabólicas, teoremas de punto fijo, compacidad por compensación, leyes de conser-
vación, ecuaciones de transporte, modelos de coagulación–fragmentación, ecuaciones
de Fokker–Planck,... Esta combinación de técnicas e ideas es nuestra aportación al
estudio de estos biopoĺımeros, planteamiento que en su diversidad, a nuestro enten-
der, ha enriquecido el contenido final de la memoria. Mencionar en este punto que
los resultados han sido agrupados en tres art́ıculos, uno de ellos ya publicado en una
revista de alto impacto, según el ı́ndice JCR-Thompson, otro enviado a publicación
y un tercero en fase de elaboración.

Además de aquellos biopoĺımeros que están presentes habitualmente en la natu-
raleza, entre los que hemos estudiado el ADN y los polisacáridos en medios marinos,
el campo de estudio de los biopoĺımeros tiene una importante componente industrial.
Los polihidroxialcanoatos (PHA) son poliésteres alifáticos de cadena lineal, produci-
dos por ciertas bacterias que poseen una gran versatilidad en cuanto a composición
(cadena larga o corta), que se traduce en un amplio espectro de propiedades f́ısicas
y mecánicas. Esta última propiedad hace que los PHA puedan ser utilizados en un
amplio rango de aplicaciones; en particular, tienen propiedades similares a las poli-
olefinas como el polietileno o el polipropileno, por lo que podŕıa sustituir a éstas en
muchas aplicaciones: art́ıculos de un solo uso (envasado, higiene), films, adhesivos,
textiles, impresoras 3D o aplicaciones médicas. Al ser biodegradables y biocompati-
bles se pueden utilizar como material para implantes e ingenieŕıa de tejidos, y como
matrices para liberación de fármacos.

Las propiedades mecánicas del poĺımero vienen dictadas por su proceso de cre-
cimiento y nucleación. En este contexto, los modelos matemáticos clásicos basados
en las ideas de coagulación–fragmentación de Avrami–Kolmogorov o Becker–Doring
pueden representar aceptablemente el proceso de crecimiento de estos biopoĺımeros.
Nuestra idea de futuro se centra en la derivación de estos procesos mediante des-
cripciones cinéticas que dependen de los parámetros que caracterizan el estado del
agregado (parámetros geométricos, longitud de la cadena, variables espaciales o de
momento, orientación, enerǵıa interna...) o de modelos de comportamiento colectivo
de especies. Esta formulación puede extenderse a no-homogeneidades espaciales,
campos de fuerza externos o variaciones del gradiente de temperatura.

Por otro lado, las mezclas o combinaciones de poĺımeros y biopoĺımeros provocan
que las caracteŕısticas f́ısicas del nuevo compuesto (temperatura de fusión, fluidez,
porosidad, etc.) se modifiquen radicalmente de forma no linealmente aditiva, de
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modo que, por ejemplo, pequeñas adiciones en torno al 5% pueden reducir en más de
un 40% la temperatura de fusión de la mezcla. Esto contribuye a reducir el coste e-
nergético, de manera que los compuestos pueden modificar sustancialmente su interés
industrial y su potencial en las aplicaciones. El gran problema cuando se produce la
mezcla es que ha de ser modelada mediante términos de interacción no lineal. Hasta
hoy no existen, o son escasos, los modelos que describan estas combinaciones de pro-
ductos, pues la literatura más reciente se limita a constatar o describir los cambios
no linealmente aditivos en los resultados. Las posibles combinaciones que involucran
a biopoĺımeros, que son de interés biomédico o industrial, van más allá de la mera
mezcla de biopoĺımeros. Particularmente, es de gran interés el estudio del compor-
tamiento de biopoĺımeros ante la adición de materiales, por ejemplo minerales, que
modifican la dureza o las fuerzas de cizalla del compuesto. Esta área de investigación
es en la que me gustaŕıa poder colaborar en su desarrollo en el próximo futuro.
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[43] F. Murat, L’injection du cône positif de H−1 dans W−1, q est compacte pour tout
q < 2, J. Math. Pures Appl., 60, (1981), 309–322.

[44] J. Nieto, F. Poupaud, J. Soler, High–field limit for the Vlasov–Poisson–Fokker–
Planck system, Arch. Rational Mech. Anal. 158, (2001), 29–59.

[45] J. Nieto, J. Soler, M.O. Vásquez, Well poshness of a DNA Replication Model,
sometido.

[46] U. Passow, Formation of transparent exopolymer particles, tep, from dissolved
precursor material, Mar. Ecol. Prog. Ser. 192, (2000), 1–11.

[47] A. Pazy, Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Differential
Equations, (Springer, New York, 1983).



BIBLIOGRAFÍA 85
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