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El concepto de subconjunto difuso, fue inicialmente
presentado por Zadeh (1965) como una generalizacion natu
ral de la nocion de conjunto.

El no ser una teoria con una base perfectamente es-
tablecida, por su corto tiempo de existencia, hace, y he
mos de reconocerlo, que tenga muchos detractores, los --
cuales se hacen, principalmente, dos preguntas: ¢Porque-
han de usarse los subconjuntos difusos? y, ¢Sera una mo-
da cientifica pasajera?.

Con respecto a la primera cuestion, podemos razonar
del siguiente modo. Los problemas que normalmente esta -
mos acostumbrados a encontrarnos, podemos clasificarlos,
de un modo muy amplio, en dos grandes grupos: Aquellos -
cuyo planteamiento, a_todos los niveles, esta perfecta -
mente determinado, es decir, se tiene un conocimiento -
exacto sopre los datos y relaciones que se dan en el pro
blema (lo cual no significa que se trate de un modelo de
terminista) y aquellos otros que llevan aparejada, con -
la formulacion del problema, cierta incertidumbre, es de
cir, hay elementos en el planteamiento del modelo, que -
no son conocidos exactamente.

En relacion con el primer grupo, hemos de pensar --
que, al menos teoricamente, no hay dificultad en su reso
Iucion. En el segundo grupo que comentamos, hay que ha -
cer ciertas consideraciones. La incertidumbre que consi-
deramos sobre estos problemas, a su vez, podemos verla -
en dos formas. La primera seria relativa a que existiera
una incertidumbre de tipo probabilistico en el estableci

miento del problema. En este caso, dicho problema, ten -
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dria que ser resuelto en el campo de la teoria del Calcu
lo de probabilidades e, igual que en el primer grupo que
consideramos, sin entrar en detalles, suponer que se re-
solveria.

Ahora bien, cabe un segundo tipo de incertidumbre,-
que no excluye al anterior, correspondiente a la "impre-
cision" del planteamiento del problema. Esta imprecision
hemos de entenderla en el sentido de que los problemas,-
tengan una formulacion flexible, es decir, considerando-
mas dimensiones las empleadas comunmente: bien-mal, cier
to-falso, si-no, etc.

Exactamente en este lugar es donde hay que colocar-
a la teoria de subconjuntos difusos, entendiendola como-
una nueva herramienta para resolver problemas con plante
amiento impreciso, en el sentido ya senalado.

Logicamente, contestando asi a la primera pregunta-
que planteabamos, hemos de ver que, a su vez, hemos res-
pondido a la segunda. En efecto, si la teoria de subcon-
juntos difusos se ha establecido como un modo de enfocar
una serie de problemas existentes en la vida real, y has
ta ahora no bien resueltos, debemos entender que no se -

trata de una moda cientifica pasajera sino, como hemos

dicho, de una nueva herramienta para atacar los proble -
mas de los que hablabamos.

Uno de los primeros campos de aplicacion de los sub
conjuntos difusos, fue el de la Teoria de la Decision.Su
comienzo podemos fijarlo en el afio 1970, en el que se pu
blica la filosofia de base de la llamada Teoria de la De
cision en ambiente difuso, debida a Bellman y Zadeh. El-

porque de la decision en ambiente difuso, esta claro: mu
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chas de las decisiones que se toman en la vida real, tie
nen lugar en un contexto en el que los objetivos, las --
restricciones y las consecuencias de las posibles accio-
nes, no son conocidas precisamente, dando lugar a una im
precision que justifica la introduccion de esta teoria.

Con esta base establecida, Jain (1976) da una cier-
ta estructura formal a los problemas de decision en am -
biente difuso, si bien, y como viene siendo habitual en-
la literatura especializada, no presta ninguna importan-
cia a los problemas concernientes a la aplicacion de la-
teoria, como ocurre, por ejemplo, con la cuestion de la-
determinacion de la funcion de utilidad, la cual siempre
se supone existente.

Parece logico el pensar que una teoria cuyo proposi
to es su aplicacion a los problemas de la vida real, de-
biera primero resolver los problemas sobre su propia --
existencia. Este sera, en consecuencia uno de nuestros -
propositos en esta memoria, la construccion de una fun -
cion de utilidad para los problemas de decision en am ==
biente. difuso.

El problema de decision de Jain, es resuelto tam --
bien por Tanaka et al. (1976) pero desde el punto de vis
ta de la informacion contenida en los sucesos difusos, -
dando un algoritmo para la determinacion de la alternati
va de mayor utilidad pero, como antes, sin dar una justi
ficacion de la existencia de la utilidad.

Orlovsky (1978) traslada el problema a la relacion-
de preferencia entre las alternativas, supuesta difusa,-

dando un algoritmo para encontrar la mejor alternativa -
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en base exclusivamente a la relacion de orden que se su -
ponga en el problema.

Si tuvieramos que destacar algo, como factor comun -
de los metodos empleados en la resolucion de estos proble
mas, tendriamos que fijarnos en que, si bien el plantea -
miento de todos los problemas es difuso, no ocurre lo mis
mo con sus soluciones. En efectb, todos los autores, enfo
can los metodos de resolucion a obtener una solucion bien
definida al problema. Resulta contradictorio, sin embargo
pensar que un problema de planteamiento inexacto, tenga u
na solucion exacta, cuando lo logico es que si la formula
cion es imprecisa, la solucion tambien lo sea. Esta premi
sa, sera fundamental en el desarrollo de esta memoria,por
lo que la resolucion d? los problemas que contemplamos en
ella, se enfocara bajo este punto de vista.

Paralelamente al desarrollo de la Teoria de la Deci-
sion en ambiente difuso, se empiezan a conocer los prime-
ros problemas sobre Programacion Matematica difusa, sin -
tener ninguna relacion ambos estudios, es decir, no estu-
diandose la programacion como un problema de decision. En
realidad,este hecho no es importante al tratarse de una -
teoria de reciente implantacion, aunque en este trabajo,-
consideraremos los problemas de programacion difusa, como
problemas de decision difusa de un tipo particular.

La base de la programacion difusa, se encuentra en -
un trabajo de Tanaka et al. (1974) en el que se resuelve-
el primer ejemplo practico de este tipo, mediante un algo
ritmo basado en "aproximaciones sucesivas" a la mejor so-
lucion, con un margen de error previamente fijado. Igual-

que en los trabajos anteriores, relativos a decision pro-
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piamente, el algoritmo se centra en la busqueda de una so
lucion unica para el problema.

Precisamente en este camino, se orientan los traba -
jos desarrollados por Zimmermann entre 1976 y 1979, aun -
que a diferencia del anterior, este emplea tecnicas clasi
cas para la resolucion de los problemas difusos si bien,-
igual que Tanaka et. al, estas tecnicas las enfoca a la -
obtencion de una unica solucion.

A lo largo de la memoria, tendremos ocasion de anali
zar detenidamente todos los resultados obtenidos en este-
campo.

El trabajo, en consecuencia, se ocupa del problema -
general de decision unipersonal, considerando dos vertien
tes: La construccion de una utilidad para los problemas -
de decision en ambiente difuso (atendiendo a los tres con
textos basicos: Certidumbre, riesgo e incertidumbre) y --
por otro lado, el estudio de los problemas de programa --
cion difusa, bajo el punto de vista de la Teoria de la De
cision difusa. Para realizar este estudio, hemos dividido
la memoria en tres capitulos que pasamos a describir bre-
vemente, a continuacion.

Dedicamos la primera parte a exponer de una forma ra
pida el concepto de subconjunto difuso y las nociones mas
importantes relacionadas con el. La definicion de relaci-
on difusa, merecera un estudio un poco mas detallado, al-
desempenar un papel fundamental en el estudio de los pro-
blemas de decision.

En el segundo capitulo, se exponen, de una manera --

muy esquematica, los principales problemas resueltos has-
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ta ahora en la Teoria de la Decision en ambiente difuso.
Tras esta introduccion, presentamos el nuevo metodo de -
enfoque para la resolucion de dichos problemas, pasando-
a continuacion a estudiar la existencia de una "utilidad
difusa" para los modelos de decision en los diferentes -
contextos, con planteamiento difuso. Esta utilidad difu-
sa, atendiendo a la ﬁilosofia ya expresada, la obtendre-
mos como una familia difusa de utilidades, de la que po-
dremos extraer el subconjunto difuso optimal solucion --
del problema.

Con este metodo de estudio, de los problemas en am-
biente difuso, en el tercer capitulo, pasamos a analizar
los modelos de programacion matematica difusa resueltos,
para estudiarlos segun el enfoque propuesto y generali -
zar su planteamiento al caso no lineal . Comprobaremos -
que todas las soluciones obtenidas para estos problemas,
pueden ser consideradas soluciones particulares de la so
lucion difusa que encontramos.

Pondremos de manifiesto, ademas, que el concepto de
objetivo difuso que habitualmente se emplea, realmente,-
funciona como una restriccion mas en el problema, con lo
que justificaremos la introduccion de una nueva defini -
cion de objetivo difuso, compatible con el planteamiento
teorico de la Teoria de la Decision.

La memoria termina con la enumeracion de la biblio-

grafia mas importante utilizada para su realizacion.
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I.1. INTRODUCCION.- En este primer capitulo, damos un --

breve repaso a la teoria de subcon -
juntos difusos (s. d.). La introduccion de las definicio
nes mas importantes, nos serviran para ir centrando el -
tema y dar algunos conceptos nuevos que seran utilizados
con posterioridad en el desarrollo de esta memoria.

La nocion de relacion difusa, merecera un estudio -
mas detallado y profundo, debido a que sera usda amplia-
mente en el resto de los capitulos, debiendo destacar la
importancia de todas las proposiciones referentes a la -
obtencion de relaciones clasicas a partir de las difusas

Como es logico, la mayor parte de los resultados de
este capitulo no son originales. Sin embargo, se han in-
cluido las demostraci?nes de algunas proposiciones, por-
su importancia en desarrollos posteriores. En cualquier-
caso, siempre se cita la referencia correspondiente.

Digamos por ultimo que, en todo lo que sigue, nota-
remos vV y A los operadores superior e inferior, respecti

vamente.

I.2. EL RETICULO DE LOS SUBCONJUNTOS DIFUSOS.- Para dar-
los funda
mentos de la teoria de s. d., comenzaremos dando algunas
ideas sobre la nocion clagica de pertenencia.
Si X es un conjunto universal, notamos P(X) al con-
junto "Partes de X",
P(X) = {A: ACX }
Si A€ P(X), recordemos que se le puede asociar una fun -

cion denominada caracteristica (tambien indicador) defi-
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nida por,

Mp X — {0,1}

(x) 1 si X € A

Ha
=0 si x £ A
y que puede interpretarse diciendo que uA(x) es el grado-
de pertenencia de x a A.

Es bien conocido que P(X) es un Algebra de Boole res
pecto de las operaciones union, interseccion y complemen-
tacion (compatibles a su vez, con la relacion de inclu --
sion).

Si notamos C(X) al conjunto de funciones caracteris-

ticas sobre X, tambien podemos definir una estructura de-

Algebra de Boole para este conjunto, mediante las opera -

ciones, N
(uvu') (x) = sup{ u(x), u'(x) }
(uap') (x) = Inf{ u(x), u'(x) }
w(x) =1 = u(x) Yu, u'e C(X)

y una relacion de inclusion compatible,

o€ u' > p(x) € u'(x) VY xeX
En estas condiciones, es inmediato comprobar que estos --
dos conjuntos son isomorfos como Algebras de Boole, sin -
mas que identificar cada conjunto con su funcion caracte-
ristica.

Si bien la teoria conjuntista clasica y la nocion de
pertenencia bivaluada (correspondiente a la logica de dos
estados) permite la modelizacion de multitud de situacio-
nes reales, existen otras muchas que no pueden ser facil-
mente encajadas en esta estructura, si no es mediante con

venios taxonomicos de gran rigidez, que pueden llegar a -
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desvirtuar el modelo

Consideremos, por ejemplo, el conjunto de todos los
seres humanos y establezcamos el subconjunto de todos --
los seres humanos vivos. Salvo consideraciones de tipo -
clinico, esta claro que, en este caso, siempre se puede-
decidir si una persona pertenece o no a dicho subconjun-
to y fijar, perfectamente, los limites del mismo.

Por el contrario, si consideramos de nuevo el con -
junto de todos los seres humanos vivos y tratamos de de-
terminar el subconjunto de los deficientes mentales, el-
problema no es tan claro: Dado un determinado individuo,
la teoria clasica, solo permite asegurar si es deficien-
te mental o no, y en caso de serlo no hay modo de distin
guir los diferentes g;ados de deficiencia. Dicho de otro
modo, los limites del subconjunto de deficientes menta -
les, no estan bien definidos, adaptandose poco a la rea-
lidad la estructura de la teoria clasica de conjuntos.

En identica situacion nos encontramos al analizar -
en profundidad cualquier proceso de decision, de obten--
cion de informacion y, en general, sobre cualquier afir-
macion acerca de la verdad o falsedad de una proposicion

Se hace pues necesario, introducir modelos matemati
cos mas flexibles y acordes con la forma del pensamiento
humano y con las situaciones reales. Esta estructura nue
va, fue introducida por L.A. Zadeh (1965) mediante la --
teoria de s.d., correspondientes a logicas multivaluadas
en la que se aborda el problema relajando la nocion de -
pertenencia y admitiendo para esta, variaciones gradua -

les, y no restringida solo a tomar dos valores.
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I.2.1.DEFINICION (Zadeh, 1965).- Dado un conjunto ordina
rio X (que denominare -
mos referencial) un s.d. de X es un conjunto de pares:
{(x,0), xeX, ae[0,1] }
donde cada elemento de X debe ser miembro de un. par y -
solo de uno.

El valor o recibe el nombre de "grado de pertenen -
cia" de x al s.d., siendo inmediato que a todo s.d. se -
le puede asociar una funcion, llamada de pertenencia,

H X — [0,1]
tal que,
pi(x) = a Y xeX
de modo inverso, toda funcion u : X — [0,1] ,engendra-
un s.d. tal que p(x) es el grado de pertenencia de x en-
el mismo.

De acuerdo con esto, tambien podemos dar la siguien

te definicion, a la cual nos referiremos continuamente -

por ser su manejo mas simple,

I.2.2.DEFINICION (Zadeh, 1965).- Un s.d. de X es una fun
cion,
H: X — [0,1]
Al conjunto de las funciones de pertenencia sobre X, lo-
notaremos por F(X) y lo identificaremos con la familia -
de s.d. sobre X, PD(X). Cuando hablemos de s.d. en el --
sentido de I.2.1, los notaremos por mayusculas con una -
tilde; Q, Q,Q,..., quedando bien claro que es lo mismo -

referirnos al s.d. AePD(X) que a LhEF(X).
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I.2.3.DEFINICION (Zadeh,1965).- En F(X) definimos las si
guientes operaciones y -
relaciones:

VYu,u'e F(X),

Union: (uvup') (x) Sup{u (x) ,u' (x)}

Interseccion : (unp')(x) = Inf{p(x),u' (x)}
Complementacion : H(x) =1 - u(x)
Inclusion : pgu' +> u(x)sp' (x), \¥xex
Y, como consecuencia,
Igualdad : u= p'+ H(x)=p' (x) Vxex

Puesto que [0,1] es un reticulo completo, podemos definir

en F(X) uniones e intersecciones de familias arbitrarias,

(U uy) (%) = sup My (x)

ieI iel

((Yuyy (x) = Inf My (%) b eF(X), Vier
ieI iel %

Hay autores, Hamacher (1975), que consideran el producto-
de las funciones de pertenencia asociado con la operacion
interseccion,

(Au') (x) = p(x)u' (x)
Nosotros, sin embargo, siempre supondremos el operador in

ferior para tal operacion.

I.2.4.TEORE§A (Zadeh,1965) .- E1 conjunto F(X) tiene es --
tructura de reticulo distri-
butivo completo.
Teniendo en cuenta que el conjunto de referencia tie
ne por funcion de pertenencia,
My (x) =1 Vxex

y el conjunto vacio,
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Pg(X) = o xeX

se demuestra inmediatamente que,

A) upouu' = p'vp ; unp'= u'Au

B) (pop")vu' '=pu(p'op' ") (unp')np' '=s un(u'np'')

C) WUU=H ; uNu= M

D) wu(u'Au) r=un(u'un)=u

E) wu(u'nu'")=(uvu') N ( pou'')
un(u'ou' ) =(unu") v ( uau'')

F) puv0= p ; un0 = 0; wul = 1l;unl=y

G) :ﬁ:=u;'5=1;1'=0

Asi mismo las leyes distributivas no finitas,

H) ua(\U uy) = Junu)

iel iel
wu (M) ui) = m\uuui) Vu,u',u"eF(X) ,VuieF(X)ieI
iel iel

NOTA.- El reticulo F(X) no es un Algebra de Boole, como o
curre con P(X), ya que,
HAN # 0y nun # 1
Por ctro lado, es inmediato que,
P (X) C F(X)
Si consideramos la estructura de orden fuera del interva-
lo unitario, cabe una generalizacion de la definicion de-

s.d.,

I.2.5.DEFINICION (Goguen, 1967).- Sea un referencial arbi
trario X y L un conjun-
to parcialmente ordenado, un L-conjunto es una funcion,
: — L
M X
donde a X se le denomina sosten de K1 (no soporte, que es-

un concepto distinto) y a L, conjunto de realizacion de)¢
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siendo u(x) el grado de pertenencia del =2lemento xe€X.

Al conjunto de todos los L-conjuntos se le nota por

FL(X), de modo que,

F[O,l](x) = F(X)

En lo que sigue, nos referiremos a s.d. con realizacion-

en [0,1], si bien los resultados que obtengamos podrian-

generalizarse al caso de L-conjuntos.

I.2.6.DEFINICION (Zadeh, 1970) .- Consideremos dos conjun

tos X e Y y una funcion

f : X—s Y

las aplicaciones imagen directa e inversa,

f : F(X) — F(Y)

£l P(Y) — F(X)

estan definidas respectivamente por,

f(u) = u':u'(y)= {

f

f(ﬁygyu(x) si yef (X)

0 si yeY - £(X)

Ly = e

I.2.7.TEOREMA (Negoita y Ralescu,1975) .- Las funciones f

y f—l, tienen -

las siguientes propiedades,

a) £ (Ju) =\Ue oy

iel

iel

by £ ((\uy = Mty

iel

(es decir, £

e\ Jup

iel

-1

>

iel

es un homomorfismo de reticulos completos)

Uf(ui)

el

@& £u e MNVEwy)

iel

iel
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e) T(ws £()

“Lwn

£) £ 1) = ¢
-1 [ ]
g) £(f “(u'))< u

h) £ Em)) 3w YUeF (X Wu'eF (Y)

I.2.8., DEFINICION (Zadeh,1965) .- Dado un s.d.ue F(X) se
define su soporte como
el conjunto ordinario,
S(u) ={ xeX : p(x)> 0}

Llegamos, asi, a la definicion mas importante den-
tro de la teoria de los s.d., por cuanto nos permite re
lacionar los s.d. con los conjuntos ordinarios. Este --
concepto sera motivo de referencia continua a lo largo-

-

de todo el trabajo.

I.3.1.DEFINICION (Zadeh, 1965).- Dado un s.d. HEF (X), -
llamamos a-corte de di

cho s.d., con ae[o,l] ral conjunto ordinario,

C ()

— o em e v fe mm— w— — - -

-~ C_ (n)

_18_



Claramente se ve como los a-cortes {Ca(”)’ 0<a<1l} -
constituyen una sucesion decreciente,

a za > Cal(u\g Caz(u) Val.azs:[o,lj

Tambien es inmediato que,
C, ) =X
Una posible relacion entre los a-cortes de un s.d. y su-

funcion de pertenencia, puede darla la siguiente,

I.3.2.PROPOSICION.- Sea X un espacio lineal y un s.d.p -
en F(X), entonces para cualquier va-
lor ae[o,1], si y es concava, C, (u) es convexo.
Si y es concava,

Voe[0,1],Y X ,xzeca(u) :
u[xxl + (1-0x ] 2 dux) + (1=2)u(x )

y, como,
Hix )2a , ulx )2a
entonces
u[kx1 + (1—A)x2]2 a NYaielo,1]
de manera que si,

x %, €C (M) > Ax + (1-M)x eC_ () ae[0,1]

El concepto de a-corte, empieza a tener importancia
con el siguiente resultado, debido a Negoita y Ralescu
(1975) ,

I.3.3.TEOREMA DE REPRESENTACION DE S.D..- Si peF(X) y no
tamos sus: a- -
cortes por,
{c, (), ae[0,1]}

se verifica que
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\J

o= ae[o,l]a°ca(u)
Entendiendo esta notacion formal de la siguiente manera:
Si uca(u) nota la funcion caracteristica de Ca(u), caso-
particular de la funcion de pertenencia, y u la funcion-
de pertenencia del s.d. que consideramos, entonces:

xeX, u(x) = Sup _a-yu (x)
as[o,l] Ca(u)

Existe tambien la version reciproca de este Teorema, es-

tablecida de la forma siguiente,

I.3.4.TEOREMA (Negoita y Ralescu,1975) .- Toda familia de
conjuntos veri-
ficando,
a) X, ¢X ,Vae[0,1]
b) X, = X
c) als a2 > X CX

a = a
2 1

,\dallaze[o,ﬂ

define un s.d. de X, con funcion de pertenencia,

u(x) = Sup _a-u, (x)
ae[O,l] Xy

Es importante destacar que I1.3.4 es valido, no solo para-
[0,1], sino para cualquier conjunto L con estructura de -

reticulo completo.

NOTA.- A partir de I.3.3 y I.3.4, aparece claramente como

podemos generar un concepto difuso, de un modo na-
tural, a partir de conceptos ordinarios y, reciprocamente
como obtener los conceptos o problemas normales, en forma

de coleccion encajada.

I.3.5. EJEMPLO.- Supongamos un s.d. dado por,
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A=1{ (x9,.2), (%,0), (x%3,.5),(x4,1), (x5,.7) }

Segun el Teorema de Representacion, podemos expresarlo co
mo,

é = Sup{( .2 - (xlll)l(leo)l(x3ll)l(x4ll)l(xsll)l

.5

(xllo)l(leo)'(x3ll)l(x4ll)l(xsll)l

o7 e (xllo)I(leo)l(x3lo)l(x4ll)l(xsll)l

1 (xllo)l(leo)l(x3lo)I(x4ll)l(xslo)}

Como se sabe, cualquier relacion o aplicacion entre-
dos conjuntos, en la teoria clasica se define como un sub
conjunto del producto cartesiano de los mismos. Coherente
mente con la generalizacion realizada hasta el momento,po
demos dar la siguiente,

I.4.1.DEFINICION (Zadeh,1965) .- Llamamos funcion difusa,-

o relacion difusa, de X -
en Y, notada por f:Xn-— Y, a un s.d. del producto carte-
siano XxY.

Esta definicion hace que podamos poner indistinta --
mente,

feXXY —— [0,1]
o bien,
f € F(XxY)
que, abreviadamente, escribiremos f € F(X,Y).

f(x,y) se puede considerar como el grado de pertenen
cia de y en la imagen de x por £ o bien, como la intensi-
dad de la relacion entre x e y.

Evidentemente, con esta definicion, va a tener senti

do la composicion de relaciones. Asi, si tenemos,
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f:Xno—> Y
g:Yoor~—> Z
entonces,

g f: XN~ 2

de acuerdo con,

g-f(x,2z) = Sup {f(x,y)A f(y,z)}
yeY

Notese que esta definicion es asociativa.
Del mismo modo podemos hablar de la composicion de
n funciones,

fi:xir\/—’ Xi+l i ::" .112,-00111

(fn. e 0o .fl) (xllxn+l)
= Sup {fl(xl,xz)A £o(xy0x3)A. .. Afn(xn,xn+l)}
xzex2

xnéxn
sin mas que tener en cuenta las propiedades de [0,1] co-
mo reticulo.
Como F(X,Y) = F(XxY), es inmediato que tiene estruc
tura de reticulo con las operaciones usuales

(fug) (x,y) = £(x,y)Va(x,y)

(fng) (x,y) f(x,y)Ag(x,y)
f s g« £(x,y) € glx,y) Y(x,y)exxy
Del mismo modo, tambien podemos establecer el Teore

ma de Representacion para las relaciones difusas,

I.4.2.TEOREMA (Negoita y Ralescu,1975).- Si f ¢ F(X,Y) -
es una relacion
difusa, entonces.

f = Sup a-fa
ae(0,1]

e PG -



donde {fa' ae[0,1]} son los a-cortes de la relacion f.
La demostracion es inmediata a partir de I1.3.3, ex-
presandonos una relacion difusa por medio de sus a-cor’ -
tes. Evidentemente, los a-cortes de relaciones difusas,-
como subconjuntos del producto cartesiano XxY, son rela-

ciones clasicas entre los elementos de X e Y.

I.4.3.PROPIEDADES DE LAS RELACIONES DIFUSAS.- Supongamos
una rela -
cion difusa y € F(X,X)
piXxX —— [0,1]
décimos que es,

a) Reflexiva si,

‘Vxexv+ pix,x) =1
b) Irreflexiva si,
VxeX + u(x,x) = 0
c) Simetrica si,
Vx,yeX + p(x,y) = uly,x)

d) Asimetrica si,
Vx,yex > u(x,y)>0 » pu(y,x) =0
e) Antisimetrica si
Vx,yeX » u(x,y) # uly,x), 6
pix,y) = pl(y,x) =0
f) Transitiva (max-min) si,

Vx,y,zeX > n(x,2)> Sup{u(x,y)Au(y,z)}
yeX

g) Transitiva (min-max o N-Transitiva),

X,Y,26X > p(x,2z)¢ Influ(x,y)vuly,z)}
yeX

I.4.4.PROPOSICION.- Una relacion difusa peF(X,X) es N -
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transitiva si, y solo si,
Vx,y,zeX : u(x,y) = o »u(x,2z)> o u(z,y)saVzex
En efecto si,

o = u(x,y)¢ Influ(x,z)vu(z,y)}
zeX

entonces,
pi(x,z)> o u(z,y)3a , VvzeX
Inversamente si,
VzeX »u(x,2z)20 o u(z,y)> a ~+
wix,z)vu(z,y)>a
luego,

pix,y)s Inf{u(x,z)v u(z,y)}
zeX

I.4.5.PROPOSICION.- Sea ueF(X,X) una relacion difusa:
a) Si es asimetrica es irreflexiva
b) Si es irreflexiva y transitiva, es asimetrica.
a) es inmediato, si
pix,y)>0 »u(y,x)=0
entonces,
¥ xeX u(x,x) =0
En b) por ser transitiva, entendemos transitiva max-min
como en todo lo que sigue. Si no fuera asimetrica,
Jy,xeX : u(x,y)>0 y uly,x)>0
pero entonces

p(x,x) = 0> Sup{u(x,y)A uly,x)}> 0
Y

' contradiciendo el que la relacion sea irreflexiva.

1.4.6.PROPOSICION.~ Toda relacion difusa peF(X,X) asime

trica y N-transitiva, es transitiva

T



Supongamos que no lo fuera,
JuweX : w(x,2z)<u(x,w)Ap(w,2)
Para un par (x,z)eXxX dado.
Esta claro que,
px,w)Au(w,2)>0
entonces, por la asimetria,
ulw,x) =p(z,w) =0
y como,
u(x,w)>p(x,2)
ulw,z)>u(x,2)
por ser N-transitiva,
p(w,z)s Inf{u(w,y)vuly,z)
luego, Y
Vyex »u(w,z)su(w,y)vily,z)
Concretamente, si y = X,
wl(w,z)su(w,x)viu(x,2z)
pero como,
M(w,x) =0
obtenemos,
w(w,z)su(x,2z)

lo que contradice lo anterior.

I.4.7.RELACIONES DIFUSAS PARTICULARES.- Damos a continua-
cion, las defini-

ciones de las relaciones difusas que emplearemos. Dada u-

na relacion difusa peF(X,X) definimos,

a) Preorden Difuso: Toda relacion reflexiva y Transitiva.

b) Orden Debil Difuso: Si cumple las propiedades asimetri

ca y N-transitiva.



c)Similitud: Si es reflexiva, simetrica y transitiva

d)Orden Parcial Difuso: Se verifican las propiedades re-
flexiva, antisimetrica y transitiva.

e)Orden Parcial Estricto Difuso: Si es irreflexiva y --

transitiva.

I.4.8.DEFINICION (Zadeh,1971).- Dada una relacion difusa
HEF(X,X), se define el -
dominio de dicha relacion como el s.d.,

Hgom (X) = Syp w(x,y) 7 xeX

A continuacion, basandonos en el Teorema de Repre -
sentacion, vamos a estudiar los a-cortes de las relacio-
nes difusas. Los resultados que obtengamos, seran impor-
tantes por que los aplicaremos directamente cuando nos -
dediquemos a los problemas de decision en ambiente difu-

S0.

I.4.9.TEOREMA ( Zadeh,1971) .~ Sea,

S =Za-SOl O<agl
o

la descomposicion de una relacion de similitud en X. En-
tonces, cada Sa es una relacion de equivalencia en X. In
versamente, si los S,r 0O<asl, forman una sucesion encaja
da de relaciones de equivalencia distintas en X tales --
que,

a > a <+ S C S

siendo Sl no vacia y,

dom S, = dom S1 ae(o,l]

entonces, para cualquier eleccion de a's en (0,1] que in
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cluya a a= 1, S es una relacion de similitud en X.
Sea S una similitud. Como,

Vxedom s+ us(x,x) =1 *
Voe(0,1], (x,x)es,

con lo que se verifica la propiedad reflexiva en todo o~
corte de S.
Tomemos un Sy cualquiera, entonces,

Vix,y)es,> v (x,y)2a > u_(y,x)>a > (y,x)es,

por ser S simetrica.
Consideremos ahora (x,y),(y,z)esa, osea

us(x.y)>a us(y,z)> a

como S es transitiva,

US(X.Z)ZG* (x,z)esOl

Reciprocamente, como Sl # @, entonces,

’VxedomS1 -+ (x,x)es1 -+ us(x,x) =1
La descomposicion de S, segun I.4.2, podemos expresarla-
en terminos de funciones de pertenencia:

Hg(X,y) = Sup asu_ (x,y)  V(x,y)edom s
a o

de aqui se sigue inmediatamente, que la simetria de Sa,-
para as(o,l], implica la de S.
Comprobemos, por ultimo, la transitividad de S:

Vx,y,zeX: ug(x,y) 20,1 (y,2) 38+ (x,y), (ysz)es ;o

luego,

(x,z)e:SOLAB

ya que SaAB tiene la propiedad transitiva.

I.4.10.TEOREMA (Zadeh, 1971) .- Sea,
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P =3 a-Pa
o

la descomposicion de un orden parcial difuso en X. Enton-
ces cada Pa es un orden parcial en X. Inversamente, si -
los Pa' O<agl, forman una sucesion encajada de ordenes --

parciales distintos en X, tales que

a > a <> P Cc P
: E ax 0Lz

P1 es no vacio y,

dom P = dom P
a 1

entonces, para cualquier eleccion de los a's en (0,1],que
incluya a = 1, P es un orden parcial difuso.
Demostramos la propiedad antisimetrica,

Va e (0,1] , (x,¥)eP, > up(x,y)30

Si,
up (x,y) = Hp (yrx) + a =0
por la antisimetria de P.
Reciprocamente, si
Hp (X,y) = a y up(y,x) =8
entonces,
(x,¥) s (y,x) Pung

y como en ese a-corte se verifica la antisimetria,

u (x,y) # u (y,x)
PaAB PaAB

y si o = 8

Hp (x,y) = Hp (y,x) =0 -~ a =B =0
a a

con lo que queda demostrado el Teorema. Como consecuencia

inmediata de €1, podemos dar el siguiente
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I.4.11.COROLARIO.- Sea,

O<axgl

O =12 o°+0
o
o

la descomposicion de un preorden difuso en X. Entonces ca
da Oa es un preorden en X. Reciprocamente, si los Oa’ con
ae(O,l], forman una sucesion encajada de preordenes dis -
tintos en X tales que,

a > o =<« 0 (0]
1 2 (X:: (12

Ol es no vacio y,

dom O, = dom O, Wae (0,1]

entonces, para cualquier eleccion de los a's en (0,1] que

incluya a o= 1, O es un preorden difuso.

I.4.12.TEOREMA.- Sea,"”

D=1Z% a*D O<agl

la descomposicion de un orden debil en X. Entonces cada -
Da' 0<a<l, es un orden debil en X. Inversamente, si los -
Da’ ae(o,l], constituyen una sucesion encajada de ordenes
debiles distintos en X tales que,

o > o ++ D D
1 2 alc o
2

entonces, para cualquier eleccion de los a's en (0,1} D -
es una relacion de orden debil difusa.
Supongamos que D es un orden debil difuso,

Voe (0,1], V(x,y)eD, : up(x,y)za >uj(y,x) = 0 »
(y,x)¢ D,

Analogamente, si

(x,z)eDa++ uD(x,z)>, o >
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VY/ UD(XIY)> o o uD(y,z)>, o

luego,

Vyex (x,y)eDa o (y,z)eDa

Al reves, es lo mismo. Si Vae(0,1] D, es un orden debil,

(x,y)eDOlo o uD(x.y)aao +(y,x)sa’D0LO

Vbe(o,l] :a<a > (y,X)¢D, +* uy(y,x) = 0

Asi mismo, si en cada Da se verifica la propiedad N-tran
sitiva,
(x,2)eD, + (x,y)eD, o (y,z)eDa YYyeX

luego D es un orden debil difuso.

Tambien resulta inmediato el siguiente,

I.4.13.COROLARIO.- Sea,

E = Za-Ea O<agl
o

la descomposicion de una relacion de orden parcial es --
tricto difusa. Entonces, cada Ea es una relacion de or -
den parcial estricto en X. Reciprocamente, si los E rcon
ae(o,l],forman una sucesion encajada de relaciones de or
den parcial estricto en X tales que,

o > o <> E E
! z axc az

El es no vacia y,

dom E; = dom E Yae (0,1]

entonces, para cualquier eleccion de los a's en (0,1]que
incluya @ = 1, E es un orden parcial estricto difuso en-
X.

Por los anteriores resultados, la demostracion re -

sulta trivial
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I.4.14.DEFINICION (Zadeh, 1971).- Sea P un orden parcial

difuso en X. A cada e-
lemento xeX, le asociamos dos clases definidas como s.d.

la clase dominante, notada Pz(x) y dada por,
Mp_(x) (Y) = up(x/y)  VyeX

y la clase dominante, notada por Ps(x) y definida por,
i (x) (y) = up(y,x)  Vyex

En funcion de estas clases, xeX es no dominada si,-

y solo si,
Mp(x,y) = 0 y # x
y XeX es no dominante si, y solo si,
Mp(y,x) =0 y # X
Nos referiremos, finalmente en este capitulo dedica
do a resultados basicos, al concepto de convexidad en --

los s.d. Este concepto, como en la teoria clasica, juga-

ra un importante papel en el resto de la memoria.

I.5.1.DEFINICION (Zadeh,1965).- Sea X un espacio lineal-
y HEF(X), si
Vx,yeX > u[Ax + (1-0)y]> u(x)Auly)  re[0,1]
decimos que py es un s.d. convexo.
Naturalmente, tambien podemos suponer x # y con =--
Ae[0,1] . Resulta claro que si M, es la funcion caracte -
ristica de CcP(X),

Het X —— {0,1}

entonces U, sera convexo, en el sentido anterior, si, y-

solo si, C es un conjunto convexo en el sentido clasico.
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Por otro lado, sabemos por I.3.2 que, siempre que M, sea-
una funcion concava, C sera un s.d. convexo.
Los conjuntos convexos difusos quedan caracterizados

por la siguiente,

I.5.2.PROPOSICION (Zadeh, 1965).- Un s.d. ueF(X) es con -
vexo si, y solo si, to-
dos sus a-cortes, 0<agl, son conjuntos convexos.
En efecto, si el s.d. es convexo, sea
C,(w) ={ xeX : u(x)20a }
Vamos a probar que si,

x,yeCy (1), re[0,1] »ax + (1-1)yeC, (n)

pero como,
u(Ax + (1=0)y)3 u(x)Au(y)2 o
Ax + (1=\)y e C_ (u)
Reciprocamente, supongamos que todos los Ca(“) son con -
vexos y sean,
X, YEX : p(x)su(y)
entonces,

Chy) M EC (x) W)

luego,

X,y € C )(u)

M (x
como todos los a-cortes son convexos,

Ax + (l=A)y € Cu(x)(u)

o sea,
u{Ax + (1-2)y]> u(x) = u(x)A u(y)
Evidentemente, si u(x) >u(y), la demostracion es identica

Por tanto, si un s.d. es convexo (en el sentido defi

nido) todos sus o-cortes son convexos ordinarios.
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A la vista de esto, utilizaremos la caracterizacion-
que da la proposicion anterior como definicion alternati-
va de s.d. convexo.

Despues de esto, resulta inmediato dar la siguiente,

I.5.3.PROPOSICION (Zadeh, 1965) .- La interseccion de s.d.
convexos, sobre un mis-
mo conjunto referencial, es un s.d. convexo.

En el ultimo capitulo de la memoria, ahondaremos mas
en el concepto de convexidad difusa, para llegar a trasla
dar algunos resultados de la teoria de la dominacion al -
campo difuso. Estos resultados, nos permitiran contrastar
la definicion de alternativa no dominada, expuesta en --
I.4.14, de Zadeh, con‘la caracterizacion que encontrare -

mos de tales soluciones.

- 33 -



IT 0INLIdYD



II.1.INTRODUCCION.- Vamos a dedicar este segundo capitulo

a dar una introduccion a la Teoria de
la Decision en Ambiente difuso, comentando los principa -
les trabajos y resultados conocidos.

En una segunda etapa, introduciremos un nuevo metodo
de enfocar la resolucion de dichos problemas de decision-
difusos, refiriendonos a la construccion de la funcion de
utilidad para dichos problemas. Esta funcion de utilidad,
que generalmente se supone conocida, como a continuacion-
veremos, se nos mostrara como una familia difusa de utili
dades, la cual consideraremos como solucion del problema-

de decision en ambiente difuso.

II1.2.EL CONCEPTO DE DECISION DIFUSA

DE BELLMAN Y ZADEH (1970) .- El1l problema de decision

en ambiente difuso, tie

ne su origen en 1970 con la publicacion que citamos de es
tos autores. Desde aqui arranca la teoria que, posterior-
mente, ha ido perfeccionandose con multiples trabajos.

Cuando estos autores estudian un proceso de decision
desde la perspectiva mas amplia del ambiente difuso, apa-
rece una estructura diferente, cuya caracteristica mas im
portante, quizas, sea la simetria existente entre objeti-
vos y restricciones, simetria que disminuye las diferen -
cias entre ambos y permite relacionarlos de una manera re
lativamente simple, de cara a buscar la decision que solu
cione el problema.

Mas concretamente, sea X un conjunto dado de alterna

tivas, podemos dar la siguiente,
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II.2.1.DEFINICION.- Un objetivo difuso, o simplemente un-
objetivo, es un s.d. G de X caracteri-
zado por una funcion de pertenencia,
ug: X —— [0,1)

Asi, si X =R, el objetivo difuso " el beneficio debe-
ser superior a diez y no muy superior a treinta y cinco" -
puede ser representado, subjetivamente, por un s.d. en R =
de funcion de pertenencia,

uG(x) =0 §i x<10
=1 si 10<x¢35
= (1 + (x - 357371 g4 x235

Con el metodo de siempre, la funcion de recompensa a
sociada a un problema de decision, sirve para definir un-
orden lineal en el conjuntc de alternativas. Obviamente,-
la funcion de recompensa de un objetivo difuso debe ser -
vir para lo mismo y, de hecho, puede ser obtenida de una-
funcion de recompensa dada mediante normalizacion, dejan-
do inalterado el orden. De este tipo son las funciones de
pertenencia que Tanaka et al. (1974) emplean en los pro -

blemas de programacion matematica difusa.

Del mismo modo,

II.2.2.DEFINICION.- Una restriccion difusa C en X, es un-
s.d. de X caracterizado por una fun.
cion de pertenencia,

M X — [0,1]

C

Un aspecto importante de estas definiciones de obje-
tivo y restriccion, es que ambos estan definidos como s.-

d. en el espacio de alternativas, pudiendolos tratar iden
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ticamente para la formulacion de una decision. Sin embar-
go, en la teoria clasica, al tomar las restricciones en -
un conjunto X y la funcion de recompensa de X en otro es-
pacio, resulta que esta similitud de la que hablamos, no-
se hace patente.

Refiriendonos al concepto de decision, observamos =--
que intuitivamente, una decision es una eleccion de entre
otras posibles, dentro de un conjunto de alternativas ad-
misibles. Parece, pues, claro que una decision difusa se-
defina como el s.d. de alternativas que resultan de la in
terseccion de objetivos y restricciones.

Concretamente,

I1.2.3.DEFINICION.~- Supongamos dado un objetivo difuso G-
y una restriccion difusa C en un espa
cio de alternativas X. Llamamos decision difusa a,
D=G6GnNC
y, correspondientemente, segun nuestro modo habitual de =

interpretar la interseccion,

Hp = Mghig

e

En la figura ponemos de manifiesto esta relacion,don

de se ve como aparece la decision como el inferior entre-
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objetivo y restriccion.

Mas generalmente,

II.2.4.DEFINICION.~- Una decision difusa es un s.d. de X -

dado por,
P q
Hp =(igluci)A (jglugj)

donde M eF(X), i =1,...,p, son restricciones difusas y-
i
eF(X), j =1,...,9, son objetivos difusos.

u
G
J

Puesto que, como dijimos, algunos autores asocian la

interseccion con el producto,Hamacher (1975), es posible-

dar una version alternativa

II.2.5.DEFINICION.~ Una decision difusa es el s.d. de X =

dado por,

(con el mismo significado de antes).

Esto hace que segun el problema de que se trate (a -
tendiendo, sobre todo, a que exista una gran interdepen -
dencia entre objetivos y restricciones, o a que sea mas -
suave) se pueda emplear una u otra definicion.

En general, se puede resumir diciendo que una deci -
sion difusa, no es mas que una confluencia entre objeti -

vos y restricciones,

ey = & (u reecer i r U veeosln )
D cl cp G1 Gq

El siguiente ejemplo pone de manifiesto como aplican

do una u otra definicion, obtenemos decisiones distintas.
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I1.2.6.EJEMPLO.~- Se quiere decidir la ubicacion de una nue

va planta en una de tres posibles ciuda -
des X;, X, Y X5. La decision debe minimizar el costo G de-
la localizacion y debe estar cerca de los mercados de mate
rias primas,Cl, y de los de demanda, C2'
Supongamos que los siguientes s.d. definen el grado -

en que cada ciudad verifica las condiciones,

G {(xllos)l(leoe)’(x3,.3)}

Cl {(xll'7)l(x2109)l(x3l'5)}

C2 {(xll-4)l(x2102)r(x3l-9)}

entonces, aplicando II.2.4, la decision sera,

Di = {(x11-4) ] (xzioz) ‘ (x3l .3)}

Sin embargo, segun II:2.5, tenemos,

P = {(x,,.14), (x,,.144), (x,,.135)}

17° 27 37
que pone de manifiesto lo que deciamos.
Definiendo decision difusa como interseccion o como -
confluencia, de objetivos y restricciones, estamos supo --
niendo implicitamente, que tanto unos como otros, tienen i
gual importancia. No obstante, hay situaciones en las que-
algunos objetivos, e incluso algunas restricciones, tienen
mas importancia que otros. En tales casos, la decision di-
fusa podria ser expresada como combinacion convexa de obje
tivos y restricciones, con coeficientes que reflejen la im

portancia relativa de los terminos correspondientes.

Esto es lo que expresa la siguiente,

I1.2.7 .DEFINICION.~- Una decision difuso-convexa es el s.d.
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F(X) dado por,
uD(x) = I a;eu (x) +
donde,

Lo, + Z.uo, =1
=1t =1

i

Sin entrar en el problema de decision difusa con mul
tiobjetivo, diremos que Yager (1979) la asignacion de pe-
sos segun la importancia, y la obtencion de la decision -
final, la hace mediante la construccion de una matriz de-
importancias relativas, de la que se obtiene un autovec .-
tor que sirve para ponderar los diferentes objetivos y --
restricciones.

Queda destacar, en el sentido de Bellman y Zadeh, un
problema. Se trata del caso mas general, en que objetivos
y restricciones no estan considerados sobre un mismo espa
cio.

Concretamente, sea una aplicacion,

f: X —— Y
Supongamos que los objetivos son s.d. de Y, Gl""'Gq' y-
que las restricciones sean s.d. en X, Cl,...,Cp. Dado un-
s.d. Gj en Y, podemos encontrar un s.d. G; en X, inducido
por Gj’ definido por,

uGg(X) = qu[f(x)] r 3 =1,....q

Entonces, la decision difusa D que buscamos, podemos ex -

presarla, como un s.d. de X, por,

q

P
up(x) = (A u_ (x))A (A u, [£(x}])
P i=1 €1 j=1 Gj[ 1
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donde tambien se podria utilizar el operador producto, a-
si como una combinacion convexa que valorara las importan
cias relativas.

El concepto de decision difusa puede parecer artifi-
cial, sin embargo, el hecho de que los objetivos y las =--
restricciones esten expresados de un modo impreciso, jus-
tifica su sentido.

Ahora bien, la obtencion de tal decision difusa, po-
ne de manifiesto el que no pueda ejecutarse la instruc =--
cion que se obtenga de ella. Esto nos lleva, por tanto, a

la siguiente,

I1.2.8.DEFINICION.- Sea W una decision difusa y DM el --
conjunto ordinario de puntos en X en-

los que uD(x), xeX, alcanza su valor maximo si existe. Di

remos que cualquier stM es una decision maximizante.

Por tanto, xX*eX sera maximizante si,

up (x*) = M:X[UC(X) A oug(x)]

Podemos decir que con esto se cierra la resolucion =
de los problemas de decision segun Bellman y Zadeh. Hemos
visto como a partir del concepto de objetivo y del de res
triccion, obtenemos la decision difusa solucion del pro -
blema. Ademas, ha quedado claro como mediante la defini -~
cion de decision maximizante, esta solucion del problema,
queda caracterizada como un punto en el conjunto de las -
posibles soluciones.

Despues de diversos intentos de resolver el problema
de decision planteado clasicamente, aunque en un contexto

difuso, R. Jain (1976) da un metodo de resolucion basado-
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en la teoria expuesta de Bellman y Zadeh. Esto es lo que

vemos a continuacion.

II.3.APROXIMACION DE JAIN AL PROBLEMA
DE DECISION EN AMBIENTE DIFUSO.- Supongamos un sis-
tema con n estados
posibles,

x - {xl' xz,...’x3}

y un conjunto de acciones admisibles,

A= {al' az,...,a3}

sabemos que si se elige la alternativa aj., cuando el es-
tado del sistema es el xj, entonces la utilidad de la e-
leccion es uij' Asi, para este sistema, las utilidades--
para las diversas altérnativas, vienen dadas por una ma-

triz U,

ull. . .uln

c...
O e

ml... mn

Si el estado del sistema es conocido, por ejemplo -
xjeX, entonces el problema de seleccionar la mejor alter
nativa, se reduce a encontrar aquella que proporcione ma
yor utilidad para este estado, es decir, se ha de encon-

trar la utilidad,
m
u = \/ u,.
© i=1 1J

y la alternativa que proporciona esta utilidad, se selec
ciona como la alternativa optima. Sin embargo, si el sis
tema se considera en ambiente difuso, esta claro que es-
te procedimiento no podra ser empleado.

Supongamos que el conjunto de estados del sistema -
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sea un s.d. uxeF(x),
{ X oMy (%)) 5 %) €X }
y supongamos que el conjunto de las acciones admisibles y
las utilidades asociadas con este problema, no sean difu-
sas.
A cada alternativa a; €A, le vamos a asociar una "uti
lidad difusa" del siguiente modo,

9y = iy (oo uyd

donde,

Up = Uix

ugi(uk) = ux(xk)

(Notese que estas utilidades difusas se construyen de un-
modo totalmente subjetivo, una vez supuesta la existencia
de la matriz de utilidades U en este problema difuso).

Nos encontramos ahora con dos posibilidades:

a) Elegir una alternativa que proporcione el mayor grado-
de pertenencia en el conjunto Ui' o

b) Escoger una alternativa que de la mayor recompensa, o-
mejor, la mayor utilidad.

Pero en el primer caso, puede qgue la utilidad asocia
da a la alternativa elegida sea baja, mientras que en el-
segundo, puede que el grado de pertenencia sea muy peque-
ho. Para conjugar estos dos aspectos, es para lo que se -

introduce el concepto de Conjunto Maximizante.

II.3.1.DEFINICION.~- Se define el conjunto maximizante de-

un conjunto Y, notandolo M(Y), como -
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un s.d. tal que el grado de pertenencia de un elemento --
yeY en M(Y) representa el grado en que y se aproxima al -
Sup Y, en algun sentido especificado.

Para aplicar este concepto, se construye el conjunto
m
vy = \UJs(u,)
i=1 7

siendo S(gi), i=1,...,m los conjuntos soportes de los-
Vs,
A continuacion, se @eterminan los conjuntos maximi -

zantes para cada alternativa ajea, los cuales representa-

mos por U, . dados por,

U, ={ u (u,), u}
~im gim k k
donde,
ug (uy) = [u /u ]"
gim k k max]
Uoasx ™ Sup Y

siendo n un numero entero que puede ser seleccionado se -
gun las aplicaciones.

Combinando las informaciones que ofrecen los conjun-
tos gim Y 91' se construye el s.d. g 5 mediante su inter-
seccion, teniendo como funcion de pertenencia,

u (u, ) = u (u,) A u,, (u,)
Sg 5 _dgm ¢ Hp K

y, de aqui, extraemos, por ultimo, el grado de pertenen -

cia de cada alternativa en el conjunto de soluciones,

u, (a;) = \/ u (u,)
Ay 1 k Yio Kk

que nos define el s.d.,
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del cual tomamos la alternativa solucion de nuestro pro -
blema, como aquella ag tal que,

u, (a*) = Sup,u, (a;)
Ay O i By 1

Hay que destacar que a veces un cierto elemento up apare-
ce en un s.d. mas de una vez, con el mismo o diferente --
grado de pertenencia. Se utiliza entonces una regla de re
duccion: Si up aparece k veces con grados de pertenencia-
fl' f2,..., fk’ el grado de pertenencia, £, que se toma -
para up esta dado por,

4

05D ...DE
donde
fl@ £, = £, + £, - £,°£,

Veamos ahora toda la resolucion con el siguiente,

IT1.3.2.- Sea el conjunto de alternativas de un sistema,
A= {al, ays a3}
que puede estar en diez estados diferentes,

X = {xl,..., xlo}

Sea la matriz de utilidades para el sistema,
9 7 2 2 3 1 7 8 8 4]
u=12 1 7 8 1 7 6 4 3 8
6 4 3 4 5 6 8 5 2 3

y supongamos que el estado del sistema es,

?5 = {(o4lx3)l ('81x4)l (1lx5)l (07lx6)l (.3,X7)}

entonces,
gl ={ ('88l2)l(103)’('7ll)l('3l7) }
92 ={ (-8217)r(oera)l(lll)l(-316) }

5 _



Uy {(.4,3),(.8,4),(1,5),(.7,6),(.3,8)}
Determinamos Y,

Y

S(U;)us(U,)us(uy) ={ 1,2,3,4,5,6,7,8 }

tomando n = 1, para determinar el conjunto maximizante,

Uy, = ((.25,2),(.375,3),(.125,1),(.875,7)}
Uy, = 1(.875,7),(1,8),(.125,1),(.75,6)}
Uy, = {(.375,3),(.5,8),(.625,5),(.75,6),(.1,8)}

de donde obtenemos

U, = {(.25,2),(.375,3),(.125,1),(.3,7)}

u,, = {(.82,7),(.8,8),(.125,1),(.3,6)}
Uy, = {(.375,3),(.5,8),(.625,5),(.75,6),(.3,8)}

Resultando definitivamente,

Ha (al) = ,375, Ha (a2) = .82, Ha (a3) = .7
~0 ~0 ~0
por lo que la solucion del problema es,

1 ~0 1

a,: uéo(az) = Sgp Ha (a.)

Si en el problema se consideran difusas las utilida-

des (entendiendo por utilidad difusa, un predicado impre-
ciso sobre los walores posibles de la utilidad, represen-

table mediante un s.d. de R) y no las accdiones ni los es-

tados, tendremos, entonces, una matriz de s.d.,

ull. o e uln

uml"’ umn

donde,

= {uu..(uk)' uk}

u..

El problema, segun Jain, es entonces simple puesto que da
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do un estado del sistema (que nos sefnala una columna de -
la matriz) por ejemplo, xj, de entre los correspondientes
s.d. Eij'
tilidad.

siempre podremos extraer el que nos de mayor u-

II.3.3.EJEMPLO.- Supongamos que los conjuntos de estados-
y de alternativas, son los mismos de an-
tes, pero que la matriz de utilidad esta dada por,
VI H L L M VL H VH VH M
g = L VL H VH VL H H M M VH
H M L M M H VH M L L
donde L, M, H, VL y VH corresponden a bajo, medio, alto ~-
muy bajo y muy alto, respectivamente.
Los valores asoc%ados a estas variables, son difusos

y dados por los siguientes s.d.,

L=1{(4,1,(1,.2),(.5,3)}

vL = {(1,1),(.4,2)}

M= {(.4,3),(.7,4),(1,5),(.7,6),(.4,7)}
H={(.5,7),(1,8),(.5,9)}

VH = {(.5,9),(1,10)}

Suponiendo que el estado del sistema sea el Xg, €n -
tonces, las utilidades difusas de las diferentes alterna-
tivas son,

gl ={('5I9)I(1110)} -+ VH
92 ={('4I3)l(07I4)I(115)l(07'6)I(¢4I7)} - M
93 ={(‘4l3)l(1l2)l(°sl3)} + L

Para Jain: "... es obvio que la mejor alternativa es

la a;, que tiene la mayor utilidad".
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De este modo la alternativa difusa optimal (que aho-
ra viene dada por un s.d. pero que, en realidad, sigue --
siendo una solucion puntual) es,

-I}O = { (llal) ’ ('G'aZ) ’ (-21a3)}

donde los grados de pertenencia han sido fijados de una -
manera subjetiva, atendiendo a los valores de la utilidad
anteriormente obtenidos.

Por ultimo, cuando tanto el espacio de ecstados como-
las utilidades son s.d., este autor, emplea el mismo meto
do que cuando solo era difuso el espacio de estados, obte
niendo ahora, segun la matriz de utilidad difusa, s.d. de
s.d. de utilidades, de los que se extrae un s.d. optimal-
del alternativas, empleando la regla de reduccion que an-
tes senalamos, del cual se escoge la alternativa de mayor

grado de pertenencia.

II1.3.4.COMENTARIO.- El metodo expuesto anteriormente, pre
senta algunos inconvenientes que va -
mos a analizar.

1.- La reduccion de datos que se establece en II.3.1, se-
gun indican Wierzchon y Zalewsky (1979), para el caso
en que un cierto elemento up aparezca en un s.d. mas-
de una vez, lleva consigo una perdida de informacion-

sobre los datos del problema. Ademas, esta regla de -

reduccion no esta justificada en ningun sentido, al

no haber ninguna razon de tipo matematico o logico

" que. la explique.
2.- En II.3.3, la eleccion que se hace de alternativa op-

timal esta basada exclusivamente en apreciaciones per
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sonales, al hablar de alternativa con mayor utilidad,
no dandose ningun criterio para la clasificacion de -
las alternativas segun los s.d. de utilidades que lle
van asociados.

3.- No existe ninguna justificacion para definir utilidad
difusa tal como se hace en II.3.3. Se podria utilizar
cualquier otro concepto, de manera igualmente valida,
al menos en principio.

4.- En 11.3.3, vemos como el conjunto optimal Ajs s.d. de
alternativas optimales, se crea de un modo totalmente
subjetivo, sin encontrar justificacion para la asigna
cion que se hace de los grados de pertenencia de las-
diferentes alternativas.

5.- "La introduccion del conjunto maximizante, no influye
para nada en los resultados del problema", segun se -
prueba en Wierzchon y Zalewsky (1979).

Queda aun otra via mas de estudio del problema de de
cision en ambiente difuso. Esta es la de suponer que la -
relacion de orden entre las alternativas, o para ser mas-
precisos, la relacion de preferencia entre ellas, es difu
sa, es decir, se considera un problema en el que el deci-
sor no tiene perfectamente claras las preferencias entre-
alternativas. Esto ha sido estudiado inicialmente por Or-
lovsky (1978) y, a continuacion, desarrollamos brevemente

sus puntos basicos.

I1.4.EL ENFOQUE DE ORLOVSKY.- Supongamos definida una re-
lacion difusa,

HRps XXX — [0,1]

- 49 -



que nos representa una preferencia no estricta, en un con
junto de alternativas X, entendiendose uR(x,y) como el --
grado en que se verifica la preferencia x > y. Esta rela-
cion se supone reflexiva pero no, necesariamente, transi-
tiva.

A partir de la dada, se definen dos relaciones difu-
sas mas: Una de indiferencia y otra de preferencia estric
ta del siguiente modo:

si uR(x,y))O y uR(x.y)%uR(y,x), para algun par de al
ternativas, entonces x e y se consideran indiferentes con
grado uR(y,x), asi como x mas preferido estrictamente que
Yy, con grado uR(x,y) - uR(y,x).

Formalmente, se definen como sigue,

1) Relacion de indiferencia difusa,

-

Rl = RaR™

1
2) Relacion de preferencia estricta difusa,

P

RF = R - (RaR™}

) =R - R

estando definida la diferencia de relaciones difusas por,

Mp-ge (Xr¥) = up (X,¥) =up, (x,y)

siempre que uR(x,y) > uR.(x,y), y cero en los otros casos
Analogamente, la inversa de una relacion difusa se -
define por,

LuR_l(x,y) = uply,x)  Vx,y € X

para cualesquiera relaciones R, R' € F(X,X).
Por tanto, las funciones de pertenencia para las nue

vas relaciones definidas, vendran dadas por,

uRI(x,y) = Hp(x,y) A Hp (¥ ox)
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H P(XIY)

) uR(x.y) - uR(y,x) si uR(x,y) 2 Ugp(y,x)

=0 en casc contrario
A partir de esto, es facil definir el denominado s.-

d. de acciones no dominadas en X:

ND
u (x) = 1 - sup{ p,(y,x) - u,(x,y)} ¥xex
R yex R R

pudiendose extraer de el un conjunto de alternativas maxi
males no dominadas,

XD = {xex ugD(x) = Sup ugD(z)}

zeX

que se toma como solucion del problema.

ND

Logicamente, a partir de X, podemos obtener el con

junto ordinario de soluciones no dominadas y no difusas,-

XNND, como,

-

xOND {xeX: uﬁD(x) = 1}

siendo facil probar que una condicion suficiente para que
XD sea no vacio, es que la relacion uR(x,y) sea un pre-

orden difuso.

I1.4.1.EJEMPLO.~- Consideremos la siguiente relacion difu-

sa,
Xy %5 X3 ¥,
x, [1 .2 .3 a ]
x2 .5 1 .2 .6

X4 .1 .6 1 .3
X4 .6 .1 .5 1

- L

inmediatamente podemos comprobar que la relacion de prefe

rencia estricta difusa es:
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x,[ 0 o 2 0 |

X, 3 0 0 5

X3| 0 .4 0 0

x4_ .5 0 “l 0—
de donde,

URND = {(xl,.S).(xz,.G),(x3,.8),(x4,.5)}

por lo que la solucion al problema de decision difusa, po
dria ser la alternativa x siendo evidentemente XNND = §

3’

II1.5.0TROS METODOS DE RESOLUCION.- La relacion entre la -
teoria de la probabili
dad y los s.d., fue establecida por primera vez por Zadeh
(1968) . Posteriormenté, han sido muchos los autores que -
han sequido trabajando en esa linea y, particularmente Ta
naka et al. (1976), en Teoria de la Decision.
El problema, brevemente, se plantea del siguiente mo
do. Sean S y S' dos conjuntos de sucesos,

S= {Sll 82'000' Sn}

S'= {si, sé,..., sé}

con probabilidades, respectivas, Q(si) Yy Q'(s%). Un suce-
so difuso A (B) se define como un s.d. de S (S' respecti-
vamente) cuya funcion de pertenencia HA (uB) es medible -
Borel.

Si R(si,si) es la distribucion de probabilidad con -

‘', Zadeh (1968) da las siguientes relacio-

junta de s; ¥ sJ

nes,
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P(A) = i uA(si)°Q(si)
,B)= I & ). ') . .,s!
P(A,B) 3 uA(sl) uB(sj) R(sl sJ)

P(A/sj)= P(A,53) / Q(S3)

P(A/B)= P(A,B) / P(B)
donde a P(A) se le llama probabilidad del suceso difuso A
a P(A,B) probabilidad conjunta de los sucesos difusos A y
B, y asi sucesivamente.

Con esto, Tanaka et al. (1976) dan la siguiente defi~-
nicion del problema de decision, supuesto un contexto di-
fuso;

Un problema de decision con sucesos difusos, es una-
tetra-upla {F, A, Q, ul} donde,

F = {Fl, Foreees Fr}

es un conjunto de estados difusos, que son sucesos difu -
SOs en un espacio ptobabilistico S.

A= {Al, Agrenny Aq}

es un conjunto de acciones difusas, que son sucesos difu-
sos en un conjunto de acciones D.

Q es la medida de probabilidad asociada al espacio -
probabilistico S y u(+*,*) es una funcion de utilidad defi
nida en AXF,.

Definiendo utilidad esperada de una accion difusa A

i
como,

u(Ai) =1 u(Ai,Fj)'Q(Fj)

3

una decision optimal, puede definirse como una accion di-
fusa A, que maximiza a la funcion de utilidad esperada --

u(Ai).
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u(a)) = M?x u(Ai)

M. Sugeno (1977) hace una aproximacion al problema -
utilizando medidas difusas. Para ello usa como medio de -
calculo de la perdida media por accion, la conocida "Intg
gral de Sugeno" (1972). No nos detendremos en esto ya que
tendriamos que extendernos necesariamente en los concep -
tos de medida e integral difusa.

Si hubiera que sacar alguna conclusion comun al modo
de resolver el problema de decision difusa, destacariamos
el hecho de que en todas las resoluciones que hemos visto
la solucion del problema ha sido puntual. El metodo que -
presentamos a continuacion, ante todo, difiere de los an-
teriores en eso, y lo entendemos como,

II.6.UN NUEVO ENFOQUE DE LA TOMA DE
DECISIONES EN AMBIENTE DIFUSO.-~ Al definir objetivos
y restricciones difu
sas, simplemente, como s.d., aparece una simetria entre -
ambos conceptos que hace tomar una decision difusa como -
la interseccion de objetivos y restricciones, segun hemos
visto, mediante el operador inferior (si bien, en general

puede considerarse como una confluencia entre ambos.

i
Yo
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Ha quedado claro que, los autores dan como solucion
a los problemas de este tipo, un punto en el espacio de-
posibles alternativas. Sin embargo, parece bastante logi
co pensar que si un problema planteado en terminos exac-
tos, tiene una solucion bien definida, en el sentido de-
no ser imprecisa, cualquier probléma planteado en termi-
nos difusos, tenga tambien una solucion difusa, y no una
bien definida en el anterior sentido.

Partiendo de esta idea, vamos a dedicar nuestro tra
bajo a encontrar una solucion difusa a los problemas de-
planteamiento difuso.

Esta filosofia, esta en la linea de la propuesta --
por D. Ralescu (comunicacion privada que se cita) quien-
considera que los pro?lemas de planteamiento difuso, de-
ben tener tambien una solucion difusa, encontrando la u-
tilidad de esta version en lo siguiente, citando textual

mente a Aizerman(1977): "... Por hacer difuso el concep-
to de un conjunto, tomandolo menos restringido, cuanto -
menos preciso, aun mantenemos el mismo nivel de rigor --
que cuando, normalmente, trabajamos con conjuntos no di-
fusos".

Esto se ajusta exactamente a un problema de deci =--
sion, ya que no esta claro que precision es necesaria en
los resultados para tener buenas decisiones en ambiente-
difuso.

Segun I.3.3, sabemos que cualquier s.d. puede expre
sarse mediante conjuntos ordinarios (Teorema de Represen

tacion de los s.d.), garantizando I.3.4 el resultado in-

verso.
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Como dijimos, el Teorema es importante, ya que segun
el, podriamos representar cualquier propiedad difusa a --
partir de sus a-cortes. Esto significa poder resolver, me
diante el esquema clasico, los problemas con planteamien-
to difuso sin mas que a-cortar el conjunto problema. En -
cada a=-corte podremos encontrar la solucion que nos inte-
rese, si es que se conserva el mismo problema sobre estos
conjuntos, con lo que obtendremos una familia de solucio-
nes que, si cumplen las propiedades que se exigen, nos de
finira, en virtud de I.3.4, la solucion difusa del proble
ma.

Ademas, este procedimiento, nos va a permitir una re
lativa comodidad en el trabajo, al ser los a-cortes siem-
pre conjuntos ordinarios, ya que sobre ellos, podremos en
contrar sin dificultades las soluciones del problema, =--
cuando existan, permitiendonos contrastar estas solucio -
nes bien calculadas, con las que se obtienen en la aplica
cion de otros metodos (como son los propuestos por Tanaka
Zimmermann, etc.) que veremos mas adelante.

Para aplicar este metodo, vaﬁos a partir de la idea-
basica del problema general de decision, para intentar am
pliarla al caso en el que el ambiente sea difuso.

Segun S. Rios (1976) el problema general de decision
unipersonal, se puede enfocar del siguiente modo:

Dado un espacio P, constituido por elementos {xi}, -
definidos como las consecuencias de las posibles decisio-
nes {aj} de un individuo, y supuesta una relacion binaria
entre sus elementos, que notaremos £, reflejando las pre-

ferencias de dicho individuo, definido un subconjunto X -
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de P, el de las acciones admisibles, determinar los ele -
mentos maximales de X. En estas condiciones, el problema-
se puede representar por una tripleta (P,X,¢) con el sen-

tido ya indicado.

4 u(xi)

A partir de esta esquema, generalizaremos los proble
mas de decision unipersonales al ambiente difuso, enten -
diendolos como tripletas, en el sentido anterior, en las-
que algun, o algunos,.elemento (s) es (son) difuso (s).

Sobre esto, podemos hacer las consideraciones si - -
guientes: No parece muy logico tomar el espacio P como un
s.d., puesto que todas las acciones posibles de un deci -
sor, y sus consecuencias, suelen ser conjuntos perfecta -
mente definidos. En el Capitulo III, analizaremos un pro-

blema en el que al ser P = R"

, esto se pone de manifiesto.

No obstante, si es logico admitir que el conjunto de accio

nes admisibles, y como consecuencia X, y/o la relacion de

preferencia del decisor, no esten determinados claramente
De este modo, aparecen tres posibles problemas gene-

rales de decision en ambiente difuso:

1.- La relacion de preferencia existente entre las alter-

nativas, es una relacion difusa,

p: pxp —> [0,1]
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Naturalmente, segun el caracter de esta relacion (ya
sea un preorden, orden debil, etc) tendremos situacio
nes diferentes.

De un modo intuitivo, corresponderia este caso a que

el decisor no tuviera perfectamente claras sus prefe-
rencias entre alternativas. Un problema de este tipo-
es el que resuelve Orlovsky (1978) que ya mencionamos
Este tipo de problemas, los representaremos por la --
tripleta (P,X,<), indicando que la relacion es difusa
y los otros elementos no.
El espacio X constituido por las consecuencias de ac-
ciones admisibles, es un s.d. de P. Este caso es inte
resante, e intuitivamente justificable, desde el mo -
mento en que existen multitud de situaciones reales,-
en las que el decisor no conoce exactamente los limi-
tes del conjunto de acciones que le esta permitido u-
tilizar, o lo que es lo mismo, cada alternativa es ad
misible con un cierto grado.

Con el mismo sentido de siempre, este tipo de proble
mas lo representaremos mediante la tripleta (P, X, &)
El ultimo caso es aquel en el que tanto la relacion -
de preferencia, como el conjunto de alternativas admi
sibles, son difusos. Este problema es el mas general,
si bien su solucion estara en funcion de las resolu -
ciones de los otros dos casos, por lo que sera menos-
complicada que las anteriores. La representacion de -
este problema, logicamente, sera (P, X, <),

Nos dedicaremos, por tanto, a estudiar detenidamente

cada uno de estos problemas en un contexto estricto de --
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Teoria de la Decision, para poder construir una funcion-
de utilidad que nos permita resolver satisfactoriamente-
los problemas. Despues, trasladaremos este estudio al ca

so de la Programacion Matematica
Como sabemos, en terminos generales, el camino que -

habitualmente se sigue para la resolucion del problema u-
nipersonal (P,X,<) es el de introducir la llamada funcion
de utilidad, de la cual se determinan sus extremos. El ca
mino que vamos a seguir aqui para la resolucion de los =--
problemas en ambiente difuso sera, tambien, la construc -
cion de una utilidad que, de acuerdo con la filosofia ba-
sica anteriormente expuesta, sera difusa en el sentido --
que posteriormente veremos.

Hay que resaltar que en todos los trabajos de toma -
de decisiones en ambiénte difuso que hemos comentado an -
tes, la funcion de utilidad se ha supuesto conocida, sin-
dar ningun procedimiento, ni justificacion, para su cons-

truccion.

II.6.1.RELACION DE PREFERENCIA DIFUSA EN
EL PROBLEMA GENERAL DE DECISION.- Consideremos el-
problema (P,X,<)
donde XeP(P) y < es una relacion de preferencia difusa en
tre alternativas que viene dada por,
upt P x P — [0,1]
Supongamos, en primer lugar que My €s un orden debil

difuso, es decir, que verifica,

a)V x,yeP : ug(x,y) > 0 > up(y,x) =0
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b) \V x,y,2eP > up(x,2) ¢ Influp(x,y) v uply,2)}
Y

Segun I1.4.12, sabemos que cualquier a-corte (a>0) de
un orden debil difuso, es un orden debil en el sentido or
dinario. Por tanto, para cualquier ae(O,lJ que considere-
mos, obtenemos una relacion, que notaremos Sa' que es un-
orden debil.

De este modo (P,X,sa) podemos considerarlo como un -
a-problema de decision unipersonal y, por el Teorema de -
Representacion, (P,X,f) expresarlo mediante la familia,

{(P,X,g,), O<as<l}

De acuerdo con nuestra filosofia, si notamos xa a la

so}ucion optima del problema (P,X,sa), la familia,

{(xa )y, 0<0.$l}

sera la solucion del éroblema primitivo (P,X,f).

Para su obtencion, recordemos lo siguiente. Como es-
bien sabido, si Uy es un orden debil difuso, notamos X}, Y
si, y solo si, uD(x,y) > a,‘dx,yeP, y decimos que x es in
diferente a y, a grado ae(O,l], notandolo X~ Yy si, y so-

lo si, x }ay ey }ax.

Del mismo modo, para cualesquiera x,yeP, decimos que-
x es mas preferido o indiferente.que y, a grado ae(o,l],—
notandolo xzay, si, y solo si, x.)ay O X ~, Y.

Notemos que este par de relaciones que acabamos de -
dar, no son difusas, sino clasicas, siendo la indiferen -
cia una relacion de equivalencia.

Con esto, estamos en condiciones de dar el siguiente
resultado para ambiente de certidumbre. (Incluimos aqui -

las demostraciones de los teoremas, a pesar de ser genera
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lizaciones inmediatas de los ya conocidos en el caso no -
difuso, con objeto de poner de manifiesto la forma de tra
bajar por a-cortes. No obstante, no se incluiran las co -
rrespondientes a los ambientes de riesgo vy de incertidum

bre).

IT.6.1.1.TEOREMA.~ Si Mp € F(P,P) es un orden debil difu-

SO y P/~a, para cualquier ae(o,l], es-
finito numerable, existe una familia difusa de funciones-
valuadas reales en P, {u , ae(0,1]} tales que,

x>a y +-—> ua (x) > ua (y) VXIYEPI QE (0,1]

Veamos la demostracion. Consideremos un a-corte cual
quiera de la relacion dada, ae(o,l], Y el conjunto cocien
te P/~a, constituido por clases de equivalencia,

P/~a = {ai, ieI}

En P/~adefinimos la siguiente relacion,

ai}; aj > X >a y, para algun xea,, yeaj

y es inmediato comprobar que se trata de un orden estric-
to.

Siguiendo la demostracion de Fishburn (1970) para el
caso no difuso, definimos una funcion valuada real u, en-
P/~a del siguiente modo:

Supongamos las clases de equivalencia ordenadas de -
cualquier forma, atendiendo a un conjunto de indices I. -
Sea {ri, ieI} una enumeracion de los numeros racionales.-
Tomamos,

1) ua(al) = 0, siendo a, la primera clase de equivalencia

que encontremos en la ordenacion mencionada.
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2) si Vi<m, a $*a; > u (a)

[}
3

3) Si Vi<m, ai>; an - ua(am) = ~-m

4) Ssi para algun i,j<m, aj>; am}; a; ¥ ay ¥i ay y; a; pa-

ra cualquier entero positivo h<m (h # i,j), tomamos =--
ua(am) igual al primer numero r, en la enumeracion Ly
Lyses.s para el que,
ua(aj) > 1 > ua(ai)
Segun esta construccion, resulta evidente que,

\fi < m -+ ua(am) # ua(ai)

y ademas,

i *
Vi, jsm~ aj)a a; « ua(aj)> u, (@;)

Finalmente, para evaluar la utilidad de cada alterna

tiva, a grado o, tomamos,
Vxea; > u (x) = u (a;) Vaje P/~

Repitiendo el proceso para cada a(o,l], obtenemos --
una familia difusa de funciones de utilidad, la cual pode
mos considerar como la "utilidad difusa" solucion del pro
blema de decision en ambiente de certidumbre, con rela --
cion de preferencia difusa en tre las alternativas.

A continuacion, veremos la construccion de esta fami

lia difusa con el siguiente,

I1.6.1.2.EJEMPLO.- Supongamos un problema general de deci

sion, en el que la relacion de prefe -
rencia entre las alternativas, viene dada por un orden de
bil difuso, el cual esta definido mediante la siguiente -

matriz:
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Xy _ 0 0 0 0

Construimos los a-cortes de la relacion, ae(O,.3|y -
en ellos, definimos la relacion de equivalencia de indife

rencia, de finida anteriormente,

X1 ¥2 X3 X4 X, %3 %3 ¥y

x; [0 1 1 1] x; [t 0 o o]
- x, |0 0 1 1 - X, [0 1 0 o0
xg [0 0 0 1 X3 /0 0 1 0

X, -0 0 0 0 X, ,0 0 0 1

-

Las clases de equivalencia que obtenemos son,

a; = {xi} r 1 =1,2,3,4

luego,

2,3,4 Yae(0,.3]

ua(al) 0y ua(ai) = =i, i

Por tanto,

uy(xy) = 0y u, (x;) = -1, i = 2,3,4 Yae(o,.3]

Analogamente, \fae(.3,.4],

xl xz X3 X4 Xl x2 X3 X4

x, [0 0o 1 1 x, [1 1 0 o

! o o0 1 1 L% 1 1 0 o0

* %300 0o o 1  x3 0 0 1 o0

x [0 0 0o o X, |0 0 0 1
bbteniendo,



ay {xl,xz}, a, ={ x3} y ay = {x4}
u, (@) =0, u (ay)) = -2, u (ay) = -3 Yoe (.3, .4)
ua(xl) = ua(xz) = 0; ua(x3) = =2; ua(x4) = =3,

Por ultimo, Vae (.4,.5]

X %3 %3 %X ¥ % X5 Xy
- 1 ™ -y
x,f0 0o o 1 1 1 1 o0
it X0 0 0 1 L% 1 1 1 o0
a
x50 0 0 1 X301 1 1 0
x4-0 0 0 0 ‘ x4_o 0 o0 1_

de modo que,
a; = {xy, x5, %3}, ay = {x,}
u (a;) =0y u (a) = -2 Yoe(.4,.5]

-

ua(xl) = ua(xz) = ua(x3) =0, ua(x4) = =2
Yy, evidentemente,

Voe (.5,1] + u (x;) =0, 1 =1,2,3,4

Cuando la relacion de preferencia que se considera -
es un orden estricto parcial difuso, en sus a-cortes, la-
relacion de indiferencia que estamos usando, no tiene por

que ser transitiva, para evitar esto, se da una nueva,

II1.6.1.3.DEFINICION.- Dado un orden parcial estricto difu
SO U, € F(P,P), en cada oa-corte Ea’
ae(o,l], definimos la siguiente relacion de indiferencia,

Ux,yeP, x 2y > (x ~, z¢> y ~  z,Vz € P)  4¢(0,1]

o

Es facil comprobar que esta relacion es de equivalen

cia en cada a-corte Ea
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Asi, con esta definicion, y teniendo en cuenta I.4.13
(donde se probaba que los a-cortes de un orden parcial es-
tricto difuso, eran ordenes parciales estrictos ordinarios
bajo las condiciones de siempre) podemos asegurar el si --

guiente resultado,

I1.6.1.4.TEOREMA.- Si Mg € F(P,P) es un orden parcial es -

tricto difuso y el espacio cociente P/za
es finito numerable, entonces existe una familia difusa de
funciones valuadas reales {ua, 0<agl} definida sobre P tal
que,

Vx,y € Piug(x,y)2a > u (x) > u (y) (II.6.5,a)

x z,y >u (x)=uly) (II.6.5,b)

De nuevo en este-Teorema, su importancia radica en --
que podamos construir una familia difusa de utilidades, que
nos permita resolver, en este caso, el problema con prefe-
rencias difusas.

La demostracion resulta practicamente inmediata consi
derando I.4.13 y los dos siguientes resultados, debidos a-

Fishburn y Szpilrajn.

I1.6.1.5.TEOREMA.- Sea >a en P un orden parcial estricto.-
Entonces, se cumple lo siguiente:
a)\fx,yeP, solo se verifica una de las siguientes posibili
dades,

XPo¥ 1 YpoXs X3 Y O (X7 y & X #y)

b) ¥, ©s una equivalencia

c) x= )y «> (z) X «> 2}y & XpoZ > Y % Yz € P)
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d) (y)ax, zzay) > z)ax & (x~ay, z)ay) - z}ax
e) La relacion)-; definida en P/za por,
b )& a «» y)ax , para algun xea & yeb

es un orden parcial estricto.

I1.6.1.6 . TEOREMA.~- Si }5 es un orden parcial estricto en-
un conjunto Y, entonces existe un or -

den estricto )gen Y que incluye al anterior y tal que,
Y); x - Y)a°x ,Vx,y e Y

Con esto es inmediata la demostracion de II.6.1.4. -
Sea E, un a=-corte, 0<ag<l, de la relacion dada. Por I1.4.13
se trata de un orden parcial estricto. Por e) en el resul
tado anterior, si P/~ es finito numerable, >& es un or -
den parcial estricto.

Por II1.6.1.6, existe un orden estricto >&en P/%, que
incluye al >;.

I1.6.1.1, garantiza una funcion u, en P/zOl tal que,

bpsa <> u (b) > u (a) Ya,b ¢ P/%
tomando,
u, (x) = u (a) VUx e a
si a € P/za.
Entonces, si X2 Y, ua(x) = ua(y), de modo que se veri

fica (II.6.5,b). Asi mismo, si x)ay, con x€a, yeb, enton -
ces,
*
ap* b
por e) enII.6.1.5 y d). Por tanto, aj°’b y u, (a) > u, (b) -

por lo que,



u, (x) > u, (¥) .

Veamos un,

I1.6.1.7.EJEMPLO.~ Supongamos el siguiente orden parcial
estricto difuso,
Xy X, X3 X, X

Xq 0 1 1 1 1

L o

Construimos sus a-cortes y el correspondiente espacio co

ciente, Yae(0,.3]:

X1 *2 *3 X4 %5 ¥1 ¥2 *3 ¥4 Xg
xf0 1 1 1 1] x /1t 0o 0o o o]
X0 0 1 1 1 X,J00 1 0 0 o0
x3J0 0 0 1 1 x50 0 1 0 0
Xy, 0 0 0 0 1 X, 0 0 0 1 0
X/0 0 0 0 0 ‘ 5[0 0 0 0 1|

Por lo que,

a, = {xi} i= 1,2,3,4,5

i
luego,

pa(al) = 0, ua(ai) = -1, 1 = 2.3.4.5

VO.E(O,.:‘;] ua(xl) = 0, uOL(xi) =-i, 1=2,3,4,5

Por la forma particular de la relacion que considera
mos, la indiferencia en cada oa-corte, proporciona identi-

ca estructura para el espacio cociente, por lo que los va
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lores de la utilidad,Vhe(O,l], son los mismos que hemos-
calculado antes.

Como hemos visto, para los problemas planteados, en
contramos una familia de utilidades,

{u,(x), 0 <a ¢ 1} Vx € P

pero no un s.d. puesto que, como es evidente, hay valo -
res de la utilidad que son los mismos para diferentes -
a-cortes, es decir, un mismo elemento del conjunto, lle-
va asociado mas de un grado de pertenencia, lo que hace-
que no sea un s.d.

Pero, el s.d. sqlucion del problema, que a nosotros
nos interesa, lo podemos definir como,

u¥lu, ()] = suplu (x): u_(x) = k}
ae (0,1]

-

con keV(x),

V(x) = {ua(X). O0<agl} Wx € P

Por tanto, podemos dar la siguiente,

IT.6.1.8.DEFINICION.~- Llamamos utilidad del problema de-
decision, en ambiente de certidum-~

bre, con relacion de preferencia difusa, al s.d.,

us[ua(x)] = Sup{ua(x): ua(x) =k, k € V(x)}
a ‘

es decir, asociamos como grado de la utilidad de un ele-
mento, el superior de los valores o, correspondientes a-
los a-cortes en los que xeP toma dicho valor.
Destaquemos el hecho de que nos ha aparecido de un-
modo natural, lo que podemos llamar, la utilidad difusa-

del problema.
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A continuacion, pasamos a estudiar este mismo proble
ma pero, en ambiente de riesgo. Los resultados que mencio
namos, son generalizaciones practicamente inmediatas de -
los ya conocidos. No obstante, igual que antes, nos permi
tiran definir un s.d. como solucion al problema, con las-
utilidades de los elementos que intervengan.

Resaltemos que, la diferencia esencial con respecto-
al anterior problema, es la estructura de P, al que se le
impone ser un espacio de mixtura, hecho que no interviene
para nada en la estructura difusa del problema, puesto --
que el decisor, ahora, lo que no tiene perfectamente cla
ro es el orden que hay establecido entre loterias.

Para construir la utilidad, en este caso, necesita-

remos el siguiente,

I1.6.1.9.TEOREMA.- Supongamos que P es un espacio de mix
tura y que se cumplen las siguientes-
propiedades, ¥VS,Q,R € P:

a) € F(P,P) es un orden debil difuso.

)

b) up(8,Q)2a, 0<A<1l » uy[d0 + (1-M)R, A8 + (1-M)R] > o

up (@, AS + (1-MR)za vy,

uy (BS + (1-B)R, Q)2a

para algun A,Be(f,1) y Vae(0,1]
Entonces, VYT,Q,R,S ¢ P, se verifica,

d) up(T,Q)2a, 0sr<Bsl » uy[AT + (1-2)Q, BT + (1-8)Q] > a
e) QkaTl RZOLQ’ UD(RIT)ZGI 0<agl ~» Q“'axT + (1.".>\)R

para solo un Ae[0,1].

-70-



£) uD(Q,T)za, uD(S,R)za, 0<Ag1l~>

up[AQ + (1-2)S, AT +(1-MR] > a
g) T*aQ, 0<AgLl > AT + (l-X)Q~aT
h) T~aQ, 0Ll » AT + (1-A)R~aAQ + (1-A)R

La demostracion, apoyandonos en I.4.12, siguiendo la
dada por Fishburn (1970) es inmediata.
Ahora, podemos obtener la version difusa del celebre

Teorema de la Utilidad de von Neuman,

I1.6.1.10.TEOREMA.~- Supongamos que P es un espacio de mix
tura. Entonces, se verifican a), b),-

y ¢), de II.6.1.9, si, y solo si, existe una familia de -

funciones valuadas reales {ua, 0<a<l} en P, tal que:

a) up(R,S)2a <> u (R) > u,(s) WR,s € P Voae(0,1]

b) los a-cortes de Hpyr Da' constituyen una sucesion enca-

jada de ordenes debiles en P tales que,

>
al o, <+~ Dal C Da2 \1al,a2€(0,ﬂ

) u,[AR + (1-1)8]= tu (R) + (1-M)u,(S) » W(1,R,8)e[0,1] xp?

Adenas, si u, en P satisface a) y c), con u reempla
zada por Vor Yy satisface a) y c¢) si, y solo si, existen-
numeros a y b tales que,

v, (R) = asu (R) + b VReP, a>0

Destaquemos que, a diferencia del Teorema de von Neu
man clasico, aqui hemos tenido que introducir una nueva -
condicion, la b), para poder probar la necesidad de a) en
I1.6.1.9, ya que, en caso contrario, no obtendriamos un -

orden debil difuso.



Realizando la demostracion para cada a-corte, esta -
coincide con la clasica y nos permite obtener la familia-
difusa que buscabamos. De este modo, a cada elemento ReP,
le podemos asociar una utilidad difusa,

YR e P : R —> u_ (R), oe (0,1]

e, igual que antes, podemos definir el conjunto de los va
lores que toma la utilidad de cada elemento, segun los ==
distintos a-cortes y, por tanto, la utilidad difusa para-
este caso, podemos definirla del mismo modo a como lo hi-
cimos en ambiente de certidumbre, de acuerdo con II.6.1.8

Entramos, por ultimo, en el problema de decision en-
ambiente de incertidumbre, con preferencias difusas. Como
"se sabe, ahora las perspectivas que se consideran en el -
problema, son paquetes de acciones, que llamaremos pers -
pectivas inciertas.

Si notamos S al conjunto de estados de la naturaleza
actuando de modo analogo a los anteriores casos, podemos-

dar el siguiente,

II.6.1.11.TEOREMA.- Supongamos que S es finito, y que se-
verifican las siguientes hipotesis pa
ra cualesquiera S,Q,R € P,

a) e F(P,P) es un orden debil difuso.

"p
b) UD(QIS)ZGI 0<A<l =~
up[2Q + (1-)R, As + (1-MR] > a, Vae(0,1]

c) UD(QIS)ZQI UD(RIQ)ZQ

uplQr As + (1-MR]za y up[Bs + (1-B)R,Q] 20

Vue(o,l] y para algun X,B €(0,1)
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Entonces, con S = {sl, Soreeer sn}, existe una fami

lia difusa de funciones valuadas reales ui, ui,..., ug -
en los respectivos conjuntos de consecuencias de los es-
tados, tal que:

n ;

n .
Mp (Q/R) 20 ++i£§<u;,’o(si)) >i£i:(u;,R(si)) VR, Qep

y las ui,\dae(o,l], que satisfacen esto, son unicas, sal
vo transformaciones lineales positivas, siendo constan -
tes si, y solo si, el correspondiente S;r es nulo.

Como hemos dicho, la demostracion vuelve a coinci -
dir con la del teorema clasico, considerando los a-cor -
tes de la relacion, lo cual nos garantiza la verifica --
cion del teorema en cada uno de ellos y, por tanto, la =
existencia de una fam%lia de utilidades.

Para definir la utilidad difusa, eliminaremos los -
grados de pertenencia redundantes, como antes, con lo --
que volvemos a la definicion II.6.1.8.

De acuerdo con todo lo dicho, cualquier problema de
la forma (P,X,X) puede resolverse mediante la construc -
cion de una utilidad difusa {ua(x), 0<agl}. Si notamos -
x* (o) a la solucion de,

Max: ua(x)

x € X
y, de nuevo, eliminamos los grados de pertenencia repeti
dos, entonces la familia {x*(a),a}eF(P) sera considerada
como la solucion difusa del problema, sin entrar en con.
sideraciones acerca de la posible existencia del ante =--

rior maximo.



IT.6.2.ESPACIO DE ACCIONES ADMISIBLES DIFUSO
EN EL PROBLEMA GENERAL DE DECISION .- Como dijimos

la admisibi-

lidad de una alternativa, no es un hecho siempre claro pa

ra el decisor. De ahi, que tenga sentido hablar de espa
cio de acciones admisibles difuso.

Consideremos, entonces, el problema (P,X,<), donde

tie

es un s.d. de P. Aplicando nuestra filosofia basica, di

cho problema, podemos identificarlo con la familia,

{(p,x,, 9, 0sgasg1}

representando X, los o-cortes de X.
Si, dependiendo del contexto en el que consideremos-
el problema, admitimos las hipotesis adecuadas sobre P y-
la relacion de preferencia ¢, siempre sera posible cons -
truir una funcion de utilidad,
u: P — R
que sea valida para cualquier problema del tipo (P,Xa,s),
0 <€ag 1.
En estas condiciones, podemos obtener la solucion de
Max: u(x)

X € Xy, @€[0,1]

la cual notaremos x*(d). Si eliminamos los grados de per-
tenencia redundantes, el s.d. {x*(a),a}EF(P), lo conside=
raremos como la solucion al problema original (P,g,S).
Evidentemente, aqui aparece una cuestion de tipo =--
practico, como es la posibilidad de existencia de x* (o) .-

Este problema no vamos a estudiarlo aqui, pero volveremos
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pero volveremos a el en el proximo capitulo, suponiendo un
un caso particular de funcion de utilidad.

Destaquemos que, para los problemas estudiados hasta-
ahora: (p,x,f) Yy (P,§,<), el s.d. solucion, es formalmente
identico si bien, en general, no tienen por que coincidir.

Esto nos hace pensar en la posibilidad de una dualidad en-

e

" Wi Ll

tre ambos problemas, la cual, desgraciadamente, no podemos
poner de manifiesto por dificultades algoritmicas para su-

resolucion. Por otra parte, esta idea de dualidad viene a-

a recaer en la simetria existente entre objetivos y res --

tricciones segun el enfoque de Bellman y Zadeh.

I1.6.3.PROBLEMA GENERAL DE DECISION CON
"ESPACIO DE ACCIONES ADMISIBLES Y
RELACION DE PREFERENCIA DIFUSOS.- Consideremos, por
ultimo, los pro -
blemas del tipo (P,§,f) los cuales, nuevamente, los identi
ficaremos con la familia,

{(P'xa’sa)’ 0<d$l}

con el sentido habitual de esta notacion.

Aplicando los resultados obtenidos en II.6.1, y bajo-
las hipotesis convenientes, es posible construir una utili
dad para cada ae(O,l],

ua: P— R

que conserve el orden Sy
Para obtener la solucion difusa, actuando como antes,

definimos x*(a) como la solucion de,
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Max: ua(x)

xeXa ' ae(O,l]

que conduce, por climinacion de los grados redundantes, al
s.d. {x*(a),al.

Como antes, tampoco entramos aqui en el estudio de --
las condiciones para la existencia de x*(a), dejandolo, co
mo hemos dicho, para el siguiente capitulo.

Debemos resaltar, finalmente, un hecho importante: El
modo de construir la funcion de utilidad en cada a-corte,-
sobre un espacio cociente, hace que, debido a poder tomar-
las clases de equivalencia en cualquier orden (e incluso -
en orden distinto para a-cortes diferentes) las utilidades
que se les van asignando no guarden ninguna relacion, para
una misma clase de equivalencia, de un oa-corte a otro.

Por tanto, aunque los problemas vayan encajados, des-
graciadamente no podemos decir lo mismo de sus soluciones.
Incluso si mantuvieramos inalterable el modo de ordenar --
las clases de equivalencia, no tendria por que verificarse

ese encajamiento de soluciones, del que hablamos.
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ITII.1.INTRODUCCION.- En este tercer capitulo, se estudian

los problemas de programacion matema
tica difusa como problemas de decision. Comenzaremos dan-
do un repaso a las diferentes formas de enfocar el proble
ma, partiendo de la de Tanaka et al. (1974) que, ademas -
de ser la primera que se conocio, es la mas elaborada. To
dos estos diversos enfoques, veremos que tienen como fun-
damento la filosofia de Bellman y Zadeh, estando, por tan
to, orientados a la busqueda de una solucion puntual opti
ma.

En una segunda fase, nos dedicaremos a aplicar a la-
programacion matematica difusa, el metodo introducido en-
II.6, habida cuenta de que estos problemas, no son mas --
que un caso particular de aquellos, en los que P = R" y -
X es el conjunto de restricciones sobre el que se intenta
optimizar la funcion objetivo f(x) que, ahora, hay que en
tenderla como un caso particular de la funcion de utili -

dad, ya construida, de la que alli hablabamos.

II.2.EL PLANTEAMIENTO DE TANAKA.- Como hemos dicho, este-
es el primer autor que-

se ocupa del problema de programacion matematica difusa.-
Basicamente, consiste en optimizar una funcion sobre un -
conjunto de restricciones difusas. Formalmente:

Max: f (x)

£
con f: R® — , rRY-{0} y Ce F(R"), con funcion ‘de pertenen

cia u,: R"— [0,1].

Para la resolucion de este problema, Tanaka et al.,-
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emplean la filosofia de Bellman y Zadeh, definiendo una -
decision como un s.d. de R" e individualizando un punto--

como solucion maximizante (II.2.8).

De cara a conseguir esto, se define uG(x) = £f(x)/M -
siendo,
M = Max f(x)
S¢
S =

. {x/ u (x)>0}

es decir, la clausura del soporte de Mor con la topologia
usual en Rn, el cual se supone denso en rR", Evidentemente
Mg R"_, [0,1] y es considerada por estos autores como la
funcion de pertenencia de un cierto objetivo difuso ( en-
el sentido de II.2.1) inducido por f(x), la cual, en prin
cipio, no se ha supuesto difusa. En estas condiciones, y-

de acuerdo con II.2, se entiende decision, para este pro-

blema, el s.d. de funcion de pertenencia,

p (%) = us(x) A u(x) V¥x ¢ rRP

transformandose el problema original en calcular,

Sup u.(x) = Sup|u.(x) A p_(x)
xeRg D xeRg[ G € ]

Este calculo, puede simplificarse, aplicando la si -
guiente proposicion, de la que damos una demostracion ins

pirada en la de Negoita y Ralescu (1975).

ITII.2.1.PROPOSICION.- Se verifica la siguiente relacion:

Sup up(x) = sup[o A Sup uG(x)]

a 3
xeRn xeca

donde,

Ca = {xer": uc(x) > o}
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son los o-cortes de la restriccion difusa C.
Si My es la funcion caracteristica de Ca' segun el -~
Teorema de Representacion,

Mg = Sup (a'ua) = Sup (aAua)

(0} a
donde,
1 si xeca
My (X)) =
0 si x¢Ca
Asi, tenemos,
bp () = g () Mg (x) = [Sup (ahuy (x)) ] Aug (x) =
= sup[ahu (x) Aug (x)]
o
Pero,
Sup uD(x) = Sup Sup[aAua(x)AuG(x)] =
xeRn xeRn o
= Sup[aASup(ua(x)AuG(x)]
o xeRn
Por otro lado,
sup [u, (x) Aug (x)] = sup[u, (x)Aug ()] v sup [, (x) Aug (x)]
n xeC xgC
XeR o o
= Sup U (x)
G
xeCa
Luego,

sup up(x) = sup[a A Sup uG(x)]
n o xeC
XeR o

Destaguemos que hemos considerado a M, como unica restric
cion en el problema. No hay ninguna dificultad en suponer

que haya mas de una: Mg 7 Mg reeer U pues bastaria to -

C C
1 2 q
mar,

para, de nuevo, encontrarnos en el caso anterior.
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Por otra parte, una o varias de estas restricciones,
pueden ser de tipo clasico, es decir, funciones caracte -
risticas ordinarias. Por comodidad, y sin que suponga per

dida alguna de generalidad, supongamos que,

n
H r M l---rUEF(R)YI
Cl Cz Cp
Uc F ooy Uc € C(Rn)
p+l q

entonces se puede probar el siguiente,

II1.2.2.COROLARIO.- Sea,

X = {xeR"™: M, (x) = 1,i = p+1,.,q}
i
Uy = Uahu_ AccAu , uge = uAp AclAu .y u = u A, Ap
D G Cq cq D G c1 cp c Cq cp
Entonces:
SupuD(x) = Supup, (x) = Sup[aASup uG(x)]=
n xeX o 3 p
X€eR can...ncanx
= Sup[aASup u (x)] = Sup. [aA..Aa ASup (xﬂ
a xnC_ © U yeee O L P1 p G
o p? ;P Caﬁ...f\ca(\X
1 p

La demostracion se sigue inmediatamente de II1I.2.1, tenien
do en cuenta que,

1

Yoel0,1] » ¢

Pocl Pnx = ¢t P
ﬂ..J\Ca cam...ncanx can...ncanx
! 2

para cualesquiera valores a{...a e[O,l]tales que,

p

NOTA.- La importancia de este corolario, radica en el he -
cho de que en cualquier problema podemos considerar

dos conjuntos de restricciones. Por un lado las difusas, -
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que mediante su interseccion pueden ser consideradas como
una sola y, por otro, las clasicas, con las que se traba-
ja del modo habitual.

Consideremos las siguientes funciones,

¢ () = Sup uG(x) Y
C NX
(e}

Y(a) = a A ¢ (a)

Segun III.2.1, resulta evidente que,

Sup uD,(x) = Sup Y (a)
xeX a

I11.2.3.LEMA.- La funcion ¢ tiene las siguiente propieda -
i des:

a) ¢(0) = Sup Hg (%)
X

-

b) a £ B> ¢(a) 3 ¢(B)
c) ¢(ahB)> ¢ (a) A ¢(B)
La demostracion es trivial, ya que,
a=0->C_ =R
y, evidentemente,

Col\ X =X

Las otras dos propiedades, son, asi mismo, inmediatas
por las propiedades de losy -cortes,

a€B >CgcCy, CoNXCC NAX~> ¢ (B) € ¢(a)

siendo la c) consecuencia de esta.
Cuando solo consideramos restricciones difusas, supu-
simos que

M = Max f (x)

S
C
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Para la nueva situacion, con restricciones de tipo clasi-

co y difusas, consideraremos que,

M = Max f (x)
X

y supondremos que es finito. Con esto, nos aseguramos que
¢(a) v V(o) estan definidas de [0,1] en [0,1], verificando

se que ¢( 0) = 1.
Si notamos Z([0,1]) el espacio de todas las funciones

reales continuas definidas en [0,1], se sabe que ¢([0,1])-

con la norma,

Yu e¢([0,1]) > | |ul|

es de Banach,
= Sup|u(a) |

ae[0,1]
Supongamos entonces que Mo Y Mg son funciones continuas. -

Observemos que,
¢ () = [|u ugll

siendo ahora My la funcion caracteristica de C&\X. Enton -

ces, se verifica la siguiente,

III.2.4.PROPOSICION.- Si ¢ es continua en [0,1] , tiene un

punto fijo, es decir,

3&*8[0,1]: o (a*) = a*
significando la continuadad de ,

> | g 'uGll-——alluao'uGll

\daoe[O,l], a — o i
o lo que es lo mismo,
Si o_—> a_ + lim|Sup u.(x)| = Sup u.(x)
R 9 n->o Car\X G Canx G
n o

la proposicion es cierta siempre que ¢ sea continua y este

definida de [0,1] en [0,1].
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De este modo,
a*e[0,1]: sup Hg(x) = o*

xeCa*nX

III.2.5.PROPOSICION.- En las hipotesis anteriores,

Supu. (x) = a*: p. = u Au, A...Ap
X D D G Cl Cp

En efecto, sabemos que,

Sup u.(x) = Sup Y (a)
x P ae(0,1]

Vamos a probar que,

Sup Y(a) = a* : Y(g) =a A ¢ (a)
(0]

Tenemos que,
Y(a*) = a* A ¢ (a*) = o*

-

Ahora bien:

Si: a<a* > ¢ (a)z¢ (a*)

a* > o>y (a)

a<a* = Y (a*)

Si a>a* > ¢(a)sd(a*) = a*<a > Y(a) = ¢(a)<a* = Y (a¥)
Esta proposicion pone de manifiesto que el problema de pro
gramacion difusa que planteamos, se ha reducido a calcular

a* = Sup Ug(x) (I11.2.5,a)

No obstante, la decision maximizante solo sera determina -
ble, cuando el anterior superior sea accesible. Evidente -
mente, si:

Sup uG(x) \fae[o,l]
xnca

es finito y la funcion ¢ (a) es continua, a* sera accesible
sobre X, en un cierto x*eX.
Las condiciones bajo las cuales se va a cumplir esto,

pueden verse en Tanaka et al. (1974). En cualquier caso, -
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siempre podremos encontrar soluciones e-optimas.

Para la resolucion de (III.2.5,a), Tanaka et al., -

proponen el siguiente,

ITI.2.6.ALGORITMO.- Realizar las siguientes etapas, paso-

a paso:
1.- Fijar un ale[o,l], k =1

2.~ Calcular,

M, = Max u.(x)
k XnC, G

3.- Calcular,

Si Iekl>e, seguir a 4.- y si no, pasar a 5.-

4 .- Hacer,
“k+1 T %% T Tk

; siendo r, un valor se -

y volver a 2.- con k = k + 1
leccionado tal que rkao y Osak+lsl.

Se hace a* = a, y se obtiene,
*) =
Mg (x*) Max M. (x)
C 4N X

Se puede probar que el algoritmo es convergente, si-
bien, y aun cuando o* sea accesible, no esta garantizada-

su localizacion en un numero finito de pasos, obteniendose

siempre soluciones e-optimas.

II1.2.7.EJEMPLO.- Consideremos la manufactura de dos pro-

ductos diferentes Xy Y X,, por tres pro

cesos I, II y III. Se quiere determinar la cantidad opti-
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ma de los productos X1 Y X, necesaria para maximizar,

o A max £ (x)

C
a

donde f(x) es una funcion de beneficio.

En la tabla adjunta, se dan el numero de horas de trabajo
necesarias para la elaboracion de cada producto en cada -
proceso, mensualmente, la funcion de beneficio y las capa

cidades de cada proceso:

Item

Proceso Xl X2
I 2 0 | % 80
II 0 1 4 30
III 4 5 | 4200

beneficig 2 1

Para su solucion, Tanaka et al. toman,
e = .01, oy = B yr=.5

obteniendo como solucion:

a* = ,95, f(x*) = 88.2, xl* = 40.1 y x.,* = 8.0

2
habiendo considerado la siguiente funcion de pertenencia -
para el conjunto de restricciones:

fA(x) = ,022x, + .01l1x

1 2
Analogamente, tomando como funcion de pertenencia,

fB(x) = .Olle ¥ .008x2

se obtiene,

a* = .78, f(x*) = 96.9, xl* = 46.1 y x2* = 5,8

El ejemplo lo hemos desarrollado extensivamente, del-
mismo modo que figura en la referencia citada, porque vol-

veremos sobre el mas adelante.
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III.3.EL PLANTEAMIENTO DE ZIMMERMANN.- Como hemos visto -
hasta aqui, la opti
mizacion difusa se ha planteado suponiendo una funcion ob-
jetivo usual,
f: X L, R X ¢ R®
acotada, de la que se obtenia una funcion de pertenencia -
por normalizacion.

Zimmermann (1976) propone un nuevo enfoque del proble
ma que, sobre todo, incide en la anterior idea de objetivo
Por otra parte, Zimmermann considera problemas mas concre-
tos que los tratados hasta ahora, en el contexto de la --
ﬁrogramacion lineal.

En efecto, supongamos un problema de P.L.,

min: z = c*x

-

S:

Partiendo de la hipotesis de que el decisor puede que
dar satisfecho con un valor Zz,r que no sea exactamente el-
optimo para el problema, pero que se ajuste mejor a las --
restricciones que otros puntos de mayor recompensa; dado -
que las restricciones se establecen en terminos como: "x -
debe ser tal que Ax sea aproximadamente menor o igual que"
es decir, permitiendo ciertas violaciones en su verifica -
cion, y considerando la simetria existente entre objetivos
y restricciones, se acepta la siguiente version difusa del
problema

min: c.x ﬁ z, (a)

S! aAx ¢ b () | (111.3,a)

~

x >0
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en la que tambien se suele poner:

min: C¢*X «, min: cex < zo

~

Evidentemente, cada una de las desigualdades anterio
res, se entiende como un s.d.. Concretamente, (a) repre -
sentaria el objetivo difuso y (b) el conjunto de restric-
ciones difusas.

La filosofia de la resolucion de este problema, como
la del anterior, es la de Bellman-zadeh, basada en la dua
lidad objetivo-restricciones, enfocada a conseguir una so
lucion maximizante.

Para la resolucion de esta version simplificada del-
problema, Zimmermann utiliza, ademas, funciones de perte-
nencia de un tipo muy especifico. Concretamente, para --
cualquier desigualdad. de la forma siguiente (incluidas --

las correspondientes al objetivo)

. n
(Z aij xj < bi)e F(R")
j
la funcion de pertenencia seria,
1 si (Ax)isbi
- _ (Ax). = b, ;
fi(x) <1 i i si bis(Ax)isbi+di
d.
i
L0 si (Ax)izbi+di

donde abreviadamente, hemos notado,

(Ax)i = §: aij.xj i = O,l,-oo,m

y donde el subindice i = 0, corresponde a la funcion de -
pertenencia de la funcion objetivo,

(Ax)O = Cc*X

Graficamente, se representan por,
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(Ax) .
i Bytdy '
Se observa, intuitivamente, que estas funciones pon
deran el grado de violacion de la i-esima restriccion, a
ceptando un margen maximo de valor di’ al que llamamos =
holgura de la restriccion.
En estas condiciones, el problema viene dado como:

up (%) =/i\ £, (x)

o, lo que es lo mismo, en calcular,

Max uD(x) = Max min fi(X)
x30 x>0 1

cuya resolucion, es equivalente a la del programa lineal

- -
Max: A
S:
PRIRS 91 - (Ax)i i=o,1...,m
di di
. x>0 .

(III.3,b)

Notemos que el valor A* optimo en (III.3,b) cumple,

A* = Max uD(x)
x>0

A la solucion del problema (III.3,a) que nos propor
cione el programa auxiliar (III.3,b) la llamaremos solu-

¢ion Zimmermann.

ITI.3.1.EJEMPLO (Zimmermann, 1974).- Una compafiia tiene-
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que decidir sobre el tamano y la estructura de los cascos
de sus barcos. Se consideran cuatro cascos diferentes Xi4
i=1,2,3,4. E1 objetivo es minimizar el costo, siendo --
las restricciones, los pedidos de los clientes, que fluc-
tuan estacionalmente. Esto significa que algunas cantida-
des en las restricciones, deben ser cambiadas, incluyendo
siempre a seis de los cascos mas pequenos en la produc --
cion.

El problema se presenta como el siguiente programa -

lineal,
min: 41.400x, + 44,300x, + 48.100x, + 49.100x,
83 .84x; +  1.44x, + 2.16x5 +  2.40x,>170
16x, + 16x, + 16x, + 16x,51300
X4 - 26
xi;o

Permitiendo una holgura de 100.000 unidades en el objeti
vo y de 10, 100 y 6 en las restricciones, respectivamente
y aplicando el modelo(III.3,b) la solucion que se obtiene

es la siguiente:

No difusa Difusa
X, =6 x, = 8.568
Xy = 16.2916 X, = 14.348
x3 = 0 x3 = 0
Xy = 58.9583 X, = 61.009
z, = 3.864.970'41 z, = 3.985.869'57

teniendo en cuenta que, al estar definidas las restriccio
nes en % las funciones de pertenencia son monotonas no de

crecientes.
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III1.3.2.CASO DE VARIOS OBJETIVOS.- El enfoque que da Zi -

mmermann a los proble-
mas de programacion difusos, es inmediatamente valido en--
el caso de que exista mas de un objetivo en el problema,-
puesto que al tratar a estos como restricciones, lo unico
gque hay que hacer es construir la funcion de pertenencia-
de cada uno de ellos y aplicar el mismo metodo anterior,-
resolviendolo como (III.3.b)

En el siguiente ejemplo, ponemos esto de manifiesto,
destacando que las funciones de pertenencia que se em - =
plean en las restricciones, son funciones caracteristicas
ordinarias, al tratarse aquellas de restricciones clasi -
cas.

II1.3.3.EJEMPLO (Zimmermann, 1978) .- Consideremos el si -

guiente problema mul

tiobjetivo difuso,

Max: (-1 2)(x )
21 x;

S:

-x, + 3x2 € 21
X, 3x2 < 27
4x1 + 3x2 < 45
3x1 + X, < 30
xi > 0

Suponiendo funciones de pertenencia comprendidas entre =
-3 y 14 para zl(x) y entre 7 y 21, para zz(x), obtenemos
el siguiente programa auxiliar, por aplicacion directa =

de (III.3,b)

= 9] =



Max : A

A< -.05882x1 + .117x2 + .1764

A< .1429 Xq + .07l4x2 - .5
Ax < b

x >0

donde por Ax & b, entendemos el anterior conjunto de res-

tricciones. La solucion que se obtiene es,

A* = 74
x* = (5.03; 7.32)
zl(x) = 17.38, zz(x) = 9,64

III.3.4.SENSIBILIDAD DE LOS PROGRAMAS DIFUSOS.- Igual que

en el ca-
so de la P.L., la sensibilidad se entiende como la viola-
cion que se permite en las restricciones sin que la solu-
cion deje de ser optima.

En’relacion con el enfoque de Zimmermann, Hamacher =
et al. (1978) establecen el problema del siguiente modo :
Supuesto un problema de programacion difusa, tal como el-
(III.3.a) en el que las restricciones han de verificarse-
lo mejor posible, el decisor esta dispuesto a tolerar vio
laciones ti, hasta un valor tope pizo (para cada restric-
cion). Asi, una solucion sera factible si cumple,

Ax € b + t , t

A

p
x 2 0

definiendose el grado de satisfaccion del decisor por,

) 1 - (t;/py) ¢+ (Ax), = bi+t;, t530
Hi

1 : (Ax); € by
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es decir, pi(x) es la funcion de pertenencia del conjunto
difuso de soluciones factibles, con respecto a la i-esima
restriccion. De modo analogo, se define la funcion de per
tenencia del objetivo. De este modo, ti es el margen (di-
ferencia) sobre bi con que se presenta el optimo en cada-
restriccion.

Para resolver el problema, se llega al siguiente pro
grama lineal,

Max: A

Ap + t

/A
ol

Ax - t

7N
o

t<p
x,t >0
en correspondencia con los expuestos por Zimmermann ante-

riormente.

II1.3.5.EJEMPLO (Hamacher et al., 1978).- Se trata de re-
solver el si --
guiente problema,

Max: xl + x2

S:
21

I
"
=
+
w
x
N
A

27

+
w
x

A

A

45

A

30
0

e
\'4

tomando bO = 14.5 y B 2 (para el objetivo) y Py = 3, -

P, = 6 vy Py = 6 (en las restricciones difusas, respectiva
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‘mente) se obtiene,

>
|

.625, x *

= * =
sax ™ 1 6.0, x 775

2
to* = .75, tl* = 1.125, t2* = 2.25, t3* = 2.25
III.4.COMENTARIO.- Sobre los modelos y metodos vistos has
ta ahora para la resolucion del proble
ma de preogramacion difusa, podemos decir lo siguiente:

1.- En el planteamiento de Tanaka, la forma de introducir
el objetivo es sumamente artificial y escasa de con -
sistencia, ya que para un objetivo no difuso, no pare
ce muy logico el introducir un termino de funcion de-
pertenencia que, ademas, no es mas que un cambio de -
escala.

2.- Con el algoritmo III.2.6, una mala eleccion del punto
inicial oy puede alargar enormemente los calculos, =--
con el inconveniente, como dijimos, de no estar garan
tizado el que alcancemos la solucion optima.

3.- En el enfoque de Zimmermann, el concepto de objetivo-
difuso que se utiliza, si bien es coherente con los -
principios de Bellman-Zadeh, no se corresponde exacta
mente con la idea de que un objetivo difuso, induzca-
una relacion de orden difusa entre alternativas, que-
parece lo mas natural, habida cuenta que un problema-
de programacion, no es mas que un caso particular de-
problema de decision difusa.

4.- Al resolver problemas de programacion difusa, segun -
el metodo de Zimmermann, siempre hay que aumentar el-
numero de restricciones y variables, con la posibili-

dad consiguiente de cometer errores en el calculo de-
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soluciones.

5.- Las soluciones que se obtienen son siempre puntuales,
lo que parece ser, como hemos dicho, en cualquier ca-
so, una violacion del principio de incertidumbre inhe

rente a los problemas de decision difusa.

III.5.UN NUEVO ENFOQUE DE LA PROGRAMACION DIFUSA.- Dado -
un pro
blema generico de programacion matematica,
Max: f(x)

S:
Xx g C

con f: Rn-———)R Yy CcRn, esta claro que se trata de un pro
blema de decision unipersonal que, segun nuestra nomencla
tura habitual, notaremos (Rn, c, $f) donde por ¢ entende
mos la relacion,

X) € X, ©> f(xl) < f(xz) \dxl,xzeRn

y en el cual, la utilidad esta inducida por f(x), no sien

do necesaria, por tanto, su construccion.

De acuerdo con lo analizado en II.6, existen tres po
sibles versiones difusas para este problema de programa -
cion:

a) Admitir que la relacion <g ©8 difusa. Esto es equiva -
lente a suponer un objetivo difuso. Si bien, desde el-
punto de vista de la Teoria de la Decision, esto esta-
perfectamente claro, bajo el punto de vista de la pro-
gramacion matematica, no esta definida la forma de --
construir objetivos difusos a partir de relaciones de-

orden difusas, ni inversamente. Precisamente, esta era
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una de las criticas que se hacian al enfoque de Zimmer
mann. De hecho, habra que precisar que se entiende por
objetivo difuso en un problema de programacion matema-
tica.

b) Suponer que el conjunto CcRn, sobre el que se optimiza
es difuso. Evidentemente, este problema corresponde a-
admitir que las restricciones nos definen un s.d. de -
Rn, estando clara su justificacion intuitiva.

c) La ultima via de difuminacion, consiste en suponer tan
to objetivos, como restricciones, difusos, con el sen-
tido inducido por los anteriores problemas.

Comenzaremos analizando el problema b), ya que para-

los a) y ¢c), como hemos dicho, necesitaremos establecer

1=

na definicion mas exacta de objetivo difuso, por lo que -

los estudiaremos al final del capitulo.

III.5.1.CONJUNTO DE RESTRICCIONES DIFUSO EN EL
PROBLEMA DE PROGRAMACION MATEMATICA .- Tal como -
hemos di -
cho anteriormente, en un plano general, el problema a con
siderar es el siguiente:
Max: f(x)

C (ZXX.5.1,.5)
siendo el objetivo una funcion f:R"_, R y G e F(Rn) un -
s.d. sobre el que optimizamos.

Por aplicacion inmediata del metodo de estudio ex -~

puesto en 1I1.6, dicho problema sera identificado con la -

familia de X-problemas,
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{Max f(x) , O<agl}

XeE
CCY.

donde C nota el correspondiente a-corte de C.
o
Del mismo modo que razonamos en III.2, podemos supo-
ner que existe un conjunto de restricciones no difusas, -

que generan un conjunto XcR", dado lo cual, el problema -

que consideraremos sera, _
Max £ (x) , Yaelo,1]| (111.5.1,b)
xeCanX

Si notamos x(a),\fae[o,l], a la solucion de este pro
blema y eliminamos los grados de pertenencia redundantes,
igual que haciamos con los problemas de decision, propia-
mente dichos, el s.d.,

{x" (a),a} € F(RY)

sera considerado como'la solucion de (III.5.1,a).

Concretamente, supongamos que,

X = {xeRn/ x20, gi(x)Sbi, i=1,...,m}

Analogamente, sea

]

91 = {xer"/ x30, gi(x)fbi} i m+l,...,q

esta claro que,

q
e - C
- in ~1

viniendo cada uno de estos s.d., representado por una fun
cion de pertenencia,

u;: RT— [0,1]

indicando el grado de cumplimiento de la i-esima restric-
cion, para cualquier xeR™. En general, estas ui(x) seran-

funciones de las gi(x), por lo que escribiremos:
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u; () = hylg; 0] 1=ml,...q

con h;: R—[0,1].

Admitiremos funciones hi(-) de la forma,

Jo si gy (X)3b_ +d;
hi[gi(x)] = ¢ vy (x) si b;sg; (x)sb,+d,
[1 si gi(x)sbi

que sean continuas y monotonas no crecientes en R.

Graficamente h
i

bi bi+di gi(x)

La justificacion de las hipotesis hechas sobre las -
funciones hi(-) es 1a‘siguiente.

Se admite un rango maximo de tolerancia di’ en la no
verificacion de la restriccion, de modo que para valores-
mayores que bi+di, se supone que la restriccion no se ve-
rifica, mientras que si el valor alcanzado es menor que -
bi' admitimos que se satisface plenamente. En cada caso,~-
este margen debe ser fijado por el decisor.

Para valores de gi(x) comprendidos en el rango de -~
violacion, se admite que la restriccion se verifica con -
cierto grado (entre cero y uno) el cual debe disminuir =--
conforme gi(x) se aproxima a bi+di’ de forma continua. Es
te grado nos lo da la funcion Yi(°).

Las funciones Yi(-) mas utilizadas seran las conca -

vas 0 convexas y, en particular, las lineales. El uso de-

estas funciones, desde el punto de vista de la Teoria de-
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la Decision es logico, puesto que permiten al decisor va-
lorar, de un modo positivo o negativo, la violacion que -
se produzca en cada restriccion, paralelamente a lo que o
curre con las curvas de utilidad. Tambien seran casos im-
portantes aquellos en los que yi(-) admita concavidad a -
un lado y convexidad del otro lado del rango de violacion

Evidentemente, si las restricciones del problema son
en mayor o igual, seguiremos utilizando las mismas funcio
nes de pertenencia, salvo que ahora seran continuas y mo-
notonas no decrecientes.

Finalmente, si las restricciones son de igualdad, i-
gual que ocurre en programacion no difusa, las descompon
dremos en dos restricciones en desigualdades, utilizando
para cada una de ellas, funciones como las que hemos in-
dicado.

En estas condiciones esta claro que,

C

(%R %0, u_(x)3a} =

(x)yx | =

[ {3 RrR": %0, U
i i

Q{xeRn: x0, hi[gi(x)]»cx& -

/:\{XERH= x30, gi(x)Sri(a)\

donde ri(u) viene univocamente determinada por la fun .-

cion Li[gi(xﬂ . .

hi[g:(2)]

e SR 9.(x)
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Entonces, esta claro que, cualquier problema del ti-

po (III.5.1,b) puede expresarse bajo la forma,

Max f (x)
St
gi(x) £b, ,i=1,...,m

g9;(x) € r;(a),i =mtl,...,q

X 20

_ ae[0,1] 4
(III.5.1,c)

en cuya resolucion general no entramos, ya que esto se --
saldria de los limites de nuestro estudio.

Desde luego, (III.5.1,c) puede interpretarse ya como
una familia de problemas en ae[o,l], ya como un problema-
de programacion parametrico en ae[o,l], estando resuelto,
al menos teoricamente, bajo las hipotesis adecuadas.

Si notamos x (o) la solucion de (II1.5.1,c), ae[0,1]

de acuerdo con lo visto en II.6.2, daremos la siguiente,-

III.5.1.1.DEFINICION.~- Llamamos solucion del problema de-
programacion difusa (III.5.1,c) al
s.d. de R" de funcion de pertenencia,

Sup a : x = x*(a)

u(x) = *
w

0 : Foe[0,1], x = x (a)

Aclaramos estas ideas con el siguiente,

ITI.5.1.2.EJEMPLO.~ Reconsideremos III.2.7 y tomemos, i -
gual que Tanaka et al., una holgura -
de cinco unidades en cada restriccion. Evidentemente, el-

problema, segun (III.5.1l.c) puede plantearse del siguien-
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te modo (tomando las funciones hi[gi(x)] lineales y en la
forma ya definida),

Max: 2xl + x

S:
2x £ 80 + 5(1-a)

2

2 £ 30 + 5(1-a)
€200 + 5(1-a)

x. 20, 0<agl

El cual, resolviendo parametricamente en ae[o,l], da como
solucion,

* * *
Xy = 40 + 2.5(1=a), X, = 8 - (1-a), z, =88+4 (1-0a)

de modo que, segun III.5.1.1, la solucion, como s.d., se-
ra,

Q= {(40 + 2.5(1-a),a); (8 =(1-a),a), Vae[0,1]}

Una cuestion importante a destacar es que las holguras --
que intervienen en las funciones de pertenencia, no tene-
mos porque fijarlas de antemano. En efecto, podemos dejar
las como parametros del problema, con lo cual, al menos =
teoricamente, conseguimos resolverlo para todos los posi-
bles valores de holguras, obteniendo asi, un problema g-m

parametrico que, en general, tomara la forma siguiente,

- ——

Max: f(x)
S:
gi(x) < bi i=1,...,m
gi(x) < ri(a, di) i=mtl,...,q
x 20
ac[0,1], d;eR, i = m+l,...,q

(Irxr.5.1.4)

y a partir del cual, podemos determinar la solucion del -
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mismo modo que en III.5.1.1.

ITII.5.1.3.EJEMPLO.- Consideremos el mismo caso que en -
II1.5.1.2, salvo que las holguras aho
ra son parametros,

Max: 2x, + X

1 2
S:
2x1 g 80 + X (1l-a)
X, € 30 + A (1-a)
4xl + Sx2 € 200 + X (1-a)
Xy > 0

ae[0,1], AeR

cuya solucion es,

) x A(1-a) % _ o A(l-a)
A(l-a)<40 ~» Xy = 40 + ey x2 = 8 5
A(l-a)340 - x;_ =50 + A1) % g

; 2

que coincide exactamente con la encontrada cuando ) = 5,y
a partir de la cual, como antes, podemos determinar el s.
d. Q solucion del problema.

A continuacion, vamos a estudiar la relacion entre -
este metodo y los estudiados por Tanaka et al. y Zimmer -
mann. Comprobaremos como las soluciones dadas por estos -
autores, pueden obtenerse de la nuestra como particulari-

zacion de un valor a* determinado.

ITI.5.1.4.RELACION CON LA SOLUCION DE TANAJA ET AL.- Re -

cor-

demos que Tanaka et al. partian de un problema como el --

(ITII.5.1,a) y que, en su version mas general, trataban de
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encontrar un par (a*, x*) optimo tal que,
bg(x) = Max ug(x)
xeCd\x
siendo uG(x) = f(x)/M y M = Max f(x) sobre el conjunto de
restricciones no difusas, estando garantizada la existen-
cia de ese par por III.2.4.

En estas condiciones, si x*(a) es la solucion del -
problema parametrico (III.5.1.c) correspondiente a nues -
tro metodo, es inmediato que,

M= £[x (0)]
y, por tanto,

ng(x) = £0x)/£[x" (0)]

*
y el punto fijo o €[0,1] solucion para el problema, sera-
en consecuencia, la sQlucion de la ecuacion,

f|x*(a)] - &

£(x"(0)]

Consideremos III.5.1.2, el valor que encontrabamos -
para el objetivo era,

£[x (@)] =88 + 4(1-a) M =88 + 4(1-a)| = 92
o=0

Por tanto, resolviendo la ecuacion anterior, obtenemos,

* *

*
o" = .958, x; = 40.084, x, = 8.0168, £(x") = 88.182

que no coincide plenamente con la obtenida en III.2.7 ==
puesto que alli solo teniamos garantizado, el encontrar -
soluciones e-optimas.

Del mismo modo podriamos individualizar esta solu --
cion a partir del ejemplo III.5.1.3, asi como la otra so-

lucion dada por Tanaka et al., para el caso de tomar hol-
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guras de amplitud cincuenta en las restricciones.

ITI.5.1.5.RELACION CON LA SOLUCION DE ZIMMERMANN.- Recor-
demos-
que Zimmermann partia de un problema del tipo,

Max: C*x = zo < C*X
Sie

el cual resolvia, suponiendo lineales las funciones de =--
pertenencia del objetivo y de las restricciones (uG Y M¢ )

i
mediante un problema auxiliar basado en el calculo de,

Max m%n [uG(x) A uc.(x)]
x30 i i

Ahora bien, segun III.2.2,
Max min [uG(x) A uci(x)] = Sup[aA SupuG(x)]

x30 1 “ e nix:0)

Ademas, por III.2.5,

*
Ssup[a A Sup uG(x)] = q
“ c N{x30}
*
siendo a el punto fijo de la funcion ¢(a), que en este -
caso siempre existe y es accesible, por ser lineal el pro
blema.

En estas condiciones, basta resolver,

Max uG(x)
car\{xzol

*
y notando x (a) su solucion, podemos encontrar la solu --

cion de Zimmermann sin mas que resolver,
*
uG[x (a)] = o

Pero por la forma particular de las funciones de per
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tenencia que se utilizan en este problema, esta claro que
para cualquier conjunto AcRn,

Max UG(x) +> Max Cc*X
A A

siendo,

CN{x30} = {xeR": x30, (Ax) ;< b +d; (1-a),i=m+1,..q}

Yy, por tanto, el problema que queda es,
Max: c+Xx

S:
Ax < b + d(1-9)

~
x>0
* . 3
Si x (a) es so solucion, la de Zimmermann se encon -
trara como caso particular de esta cuando tome el valor -

* -
' solucion de,

cx (o) - zg

d
o

que es la funcion de pertenencia del objetivo difuso que-
se utiliza.

Resaltemos el hecho de que. 2l problema anterior, es-
un problema del tipo (III.5.1,c) con la particularidad de

ser lineal, puesto que asi lo era el primitivo.

II1.5.1.6.EJEMPLO.- Reconsideremos el ejemplo III.3.1l, 1la
solucion a dicho problema vendra dada

por aplicacion inmediata de (III.5.1,c) por,
*

X, = 6 + 60

x; = 16.2916 - 4.5416a
*

Xq = 0

x, = 58.9583 + 4.7916a
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con,

*
z, = 3.864.970'41 + 282.474'68a

la solucion de Zimmermann, la obtenemos resolviendo,

* *
uG(zO) =0 > o = ,428
de donde,
z Z VA
xi = 8.568, x; = 14.348, x3 = 0, x, = 61.009, y
zz = 3.985.869'57

que coincide exactamente con la calculada mediante el pro
blema auxiliar utilizado por Zimmermann en III.3.1.

Por razones analogas a las ya expuestas, el problema
de programacion difusa multiobjetivo, planteado como en -
III.3.2. y que segun el planteamiento de Zimmermann, pue-
de resolverse calculando,

Max (U, (%) Avooh . (x) A p.(x))
x50 G1 Gp C

siendo Mo la funcion de pertenencia del conjunto de res -
tricciones difusas, ahora podemos resolverlo (teniendo en
cuenta que la "maximizacion difusa" se entiende como un -
nuevo requerimiento sobre las funciones objetivo) con ayu
da del siguiente problema,

Max: ck-x

S:
Ax < b + d(1-a)

c; X > zio + di(l-a), i=l,...,p

x>0, 1#k
donde hemos seleccionado un objetivo Cy*X, entre los p da
dos, sin basarnos en ningun criterio, por suponerlos con-
igual importancia. Es evidente, con el razonamiento que -

empleamos, que la eleccion de dicho objetivo no influye -
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para nada en la solucion final del problema.
Precisamente, si la solucion que obtenemos es x*(u),

esta claro que la solucion de Zimmermann a dicho problema

la obtendremos como particularizacion de la nuestra en el

valor a solucion de la ecuacion,
« T ¥ _
Hg| X (aﬂ = qQ
Concretamente, si planteamos el problema III.3.3 se-

gun nuestro modelo, empleando las mismas funciones de per

tenencia que alli, la solucion que encontramos es:

]

ae[1/2,6/7) » x,(a) = -6/5 + 42a/5

*
xz(a) 47/5 - 140/5
(siendo ese el intervalo en el que vamos a encontrar el -
punto fijo que nos interesa). De este modo, resolviendo,
*
¢(a) = a »a = ,74
Yy, por tanto,

* *

X
que, de nuevo, nos coincide con la solucion dada por Zi -
mmermann. Con esto ponemos claramente de manifiesto, la -
relacion existente entre la solucion difusa que obtenemos
y las soluciones particulares estudiadas.

Aprovecharemos finalmente esta relacion, para estu -
diar la sensibilidad sobre los programas difusos.

Segun II1I.3.4, el valor en que se sobrepasa al co --
rrespondiente valor del vector demanda b en el optimo, es
lo que se considera como rango sensible para una solucion .

*
factible x .

Para calcular estos valores, vimos como habia que =--
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plantear un programa de mayor dimension que el propuesto

a partir del cual se determinaban las variables t; que -

nos daban las holguras permitidas en el optimo.

Sin embargo, esta claro que a partir del programa

auxiliar que proponemos (III.5.1,c) como solucion para

los programas difusos,
*
£y
si las restricciones son
Evidentemente, este
bre bi que se obtiene en

es decir, el rango de la

da restriccion.

*
=di(1"'d ), i=m+l’ooo,q

lineales.
valor nos da el incremento so -
el optimo, segun Hamacher et al.

violacion que se produce en ca-

Por tanto, si _queremos determinar esos valores, lo-

unico que hay que hacer es, a partir de la solucion difu

sa que encontremos, determinar la de Zimmermann, la cual

* -
nos determinara un o e[o,ll, y calcular los correspon --

*
dientes di(l—a ) .

Aplicando esto al problema III.3.5, resolviendolo -

mediante (III.5.l.c) obtenemos la siguiente solucion,

*

Xy = 6,

*
X, = 7 + 2(1-a),‘Va€[0,1]

de donde determinamos que,

Particularizando, obtenemos:

xi = 6, xg
y., ademas,
t] = 9/8, t;

Asi mismo, la violacion

li

p

7.75, zg = 13.75%
18/8, tg = 18/8

ermitida en el objetivo vale,
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z—
to = 6/8

coincidiendo todos estos valores con los obtenidos en --
IIT.3.5.

Desde luego, esta claro, que si necesitaramos la so
lucion del problema para otras holguras diferentes, resol
viendo directamente (III.5.1,d) obtenemos todas las solu-
ciones del problema, sin tener que ir cambiando el progra
ma segun las holguras, como en Hamacher et al. (1978).

Vemos, pues, como lo que se entiende por sensibili -
dad en las soluciones de los programas difusos, se reduce
al calculo del valor en que una solucion viola (dentro --
del rango admitido) a las restricciones.

Creemos que, en realidad, la sensibilidad en la pro
gramacion difusa, hemos de entenderla exactamente igual -
que en el caso no difuso, pudiendola considerar sobre las
holguras, como se establece en (III.5.1,d), sobre los va-
lores del vector demanda, o sobre los costos. Estos se --
rian problemas parametricos de programacion difusa, cuya-
resolucion, con el modelo que proponemos, se realizaria -
de un modo paralelo al caso no difuso, sin estar restrin-
gidos, ademas, al caso lineal, que es el unico resuelto -
en la literatura.

Como hasta ahora hemos visto, lo que se propone como
objetivo difuso, no es mas que un nuevo requerimiento so-
bre la funcion objetivo, lo cual hace que, en realidad,se
trate de una restriccion mas en el problema. Debido a es-
to, nos dedicamos a continuacion a intentar encontrar una

definicion valida de objetivo difuso.
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III.5.2.0BJETIVO DIFUSO EN EL PROBLEMA
DE PROGRAMACION MATEMATICA .- Como hemos indica
do reiteradamente
el concepto de objetivo difuso establecido en la litera-
tura habitual, no solo es impreciso sino que, ademas, su
aplicacion practica se reduce a la imposicion de una nue
va restriccion al problema, para mostrarse finalmente co
mo una funcion objetivo ordinaria, segun vimos en III.S.
1.5. Esto, fundamentalmente, es debido a que la funcion-
de pertenencia del objetivo, se toma definida para los -
valores c+Xx, \jx,c e R".

Para paliar esto, es por lo que introducimos una =--
nueva definicion de objetivo difuso que, si bien, se mos
trara coherente con todo lo anterior y con la reciente -
Teoria de la Dominacion por Conos Difusos de Takeda et -
al. (1980), presentara inconvenientes algoritmicos que -
haran dificil su resolucion, salvo en casos muy especia-
les.

Para introducir la nueva definicion de la que habla
mos, nos remontaremos al bien conocido Principio de Difu
minacion de Goguen, Goguen (1967), el cual se establece-
en los siguientes terminos: "Todo concepto difuso, es un
s.d. en el conjunto de los conceptos". De acuerdo con es
to, se puede pensar en un objetivo difuso como un s.d. -
del conjunto de los objetivos.

Concretamente, si consideramos los problemas que ve
nimos estudiando de un modo general, la funcion objetivo

es un elemento del conjunto,
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F@®Y = {f/ f: " R)
Por tanto, segun el anterior principio, un objetivo difu
so sera un elemento del conjunto F[j?(Rn)], que vendra -
definido por una funcion de pertenencia,
u:jf(Rn) . 3 [0,1]
De manera que, en general, sin distinguir problemas 1li -

neales de no lineales, podemos dar la siguiente,

I11.5.2.1.DEFINICION.- Un objetivo difuso es un s.d. de-
¥ (rRM).

Esto quiere decir que un objetivo difuso viene dado

por una funcion,
we ¥ (RM — [0,1]

Supuesto, entonces, un objetivo difuso ueF[{ (R")], para
cualquier ae{O,l]podemos definir la siguiente relacion -
ordinaria,

Vx,yeRY, 3y o £00 3 £(y), W E eFRM : u(E)3l-a
donde, como siempre, por Xx zay entendemos que X es mas -
preferido o indiferente que y a grado ae[O,l}.

Es inmediato comprobar que para cada ae[O,l], esta-
relacion es al menos un preorden.

Por otro lado, se verifica la siguiente,

I11.5.2.2.PROPOSICION.~- Sea {Pa, 0<a<l} una sucesion en-
cajada de preordenes tales que,

> N o ; ]
a 2o > }_>OL1 D PO‘2 \/al.aze[o,lj

con Po no vacio y,

dom Pl—a= dom Po ¥ \/ae[o,l]
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entonces, para cualquier eleccion de a's en [0,1]que in-

cluya a = 0, la relacion

es un preorden difuso, y reciprocamente.

En efecto, la demostracion es inmediata, puesto que
en estas condiciones, la sucesion {Pl—a' O<agl)} satisfa-
ce las hipotesis de I.4.11, con lo que se verifica la pro

posicion.

III.5.2.3.PROPOSICION.- Sea yeF[¥ (R")] un objetivo difu
so, la relacion definida por,
\fx,yeRn , uix,y) = Sup{a/ £(x) 3 £(y), £:9(f)2
> 1 - a}
es un preorden difuso.

En efecto, basta tener en cuenta que podemos tomar-

como preorden Pa,ae[o,l], la relacion:
Y x,yeR", x> y > £(x) 3% f(Y):\jf= Y(£)> 1 - a

verificando inmediatamente, la sucesion {Pa, 0<agl} las-
condiciones de III.5.2.2.

De este modo esta claro, como definiendo objetivo -
difuso como un elemento de F[ﬁ (Rn)], un problema de pro
gramacion matematica, va a poder plantearse, coherente -
mente con lo estudiado hasta ahora, como un problema de-
decision con relacion de preferencia difusa (estando es-
ta inducida por el objetivo que tengamos en considera --
cion).

El hecho de que los a-cortes se tomen en los valo -

res 1 - o, y no en a como ha sido habitual, se justifica
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por lo siguiente. Si asociaramos el grado de pertenencia
o al corte del objetivo de nivel q, significaria que el-
nivel de preferencia mas alto (a = 1) se le daria a los-
pares de elementos que se comparan sobre un conjunto, Cl
que esta contenido en todos los demas. Sin embargo, si a
sociamos el valor a con el nivel 1 - o, en el objetivo -
difuso, esta claro que, un par de elementos tendra grado
de preferencia 1, cuando un punto sea mas preferido que-
el otro, para todas las posibles funciones objetivo ordi
narias que se puedan considerar en el problema. El razo-
namiento es valido para cualquier ae[O,l] y obliga a aso
ciar los grados de preferencia y los oa-cortes del objeti
vo, en el modo en que lo hacemos.

En el caso de que el problema que se considere, sea

lineal en el objetivo, se puede dar una nueva,

II1.5.2.4.DEFINICION.- Un objetivo difuso es un s.d. de-

Rn, caracterizado por una funcion
de pertenencia,

U o R" S [0,1]

La definicion se simplifica, en relacion a III.5.2.3, de
bido a que si las funciones objetivo a considerar son 1i
neales,

j?(R“) - gM
resultando el objetivo ordinario como particularizacion-
inmediata del difuso, cuando este se define sobre el con
junto {0,1}, en lugar de sobre el intervalo [0,1].

Si consideramos n objetivos difusos sobre R,

ui: R"‘"’[Opl] ’ i = 1,2,...,1‘1
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tambien podemos dar la siguiente definicion, de modo acor

de con el producto cartesiano de ellos.

I11.5.2.5.DEFINICION.~ Para problemas lineales, un objeti
vo difuso es un s.d. pe F(Rn) defi-
nido por,

\JCERn.,Ll(c) = igfu i(ci)' i=1,2,...,n
i

con ¢ = (cl,...,cn).

Puesto que el espacio de alternativas coincide con -
el de objetivos, R", puede parecer que recaemos en la de-
finicion de Bellman y Zadeh. Sin embargo, la filosofia de
su aplicacion es completamente distinta, como veremos en-
lo que sigue.

A continuacion, estudiamos la optimizacion de un ob-
jetivo difuso, de manera compatible con la relacion de -~
preferencia antes establecida.

Supongamos un problema general de programacion,

Maxz f(x)

8; X X

donde Max, se entiende en el sentido de que el objetivo -
es difuso, es decir, se admite la existencia de una fun -
cion,
u :'y(R“) ey lbaﬂ
y reciprocamente.
Considerando, para cualquier ae[p,l], el preorden -
P,_, Que este objetivo induce, podemos plantear el sigui-~

ente problema:
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Max : {f(x) / u(f) > 1 - a}

S: X ¢ X

o, si ucFﬁy(Rn)J viene dada por,

w(f) = dinf | (£) , 1 =1,2,...,n
1

como,
Max : {£(x) / p;(£;) 31 -4, 1 =1,...,n}

S : X e X

Esta claro que, en cualquiera de las dos versiones, el -
problema que nos queda para resolver es multiobjetivo, in
duciendose siempre a traves de el la relacion de preferen
cia > , obteniendose siempre un s.d. como solucion al --

~Q
problema.

III.5.3.FUNCION OBJETIVO Y RESTRICCIONES DIFUSAS EN
EL PROBLEMA DE PROGRAMACION MATEMATICA.- Siguien-
do un ca
mino paralelo al trazado en el Capitulo II; nos encontra-
mos finalmente con los problemas del tipo (Rn, X'f ) con-
el sentido conocido.
Sea WEF[jJ(Rn] un objetivo difuso en un problema de
programacion con conjunto de restricciones ueF(Rn), tam -
bien difuso. Si el problema que se nos plantea es el de,

Max : f(x)

X

segun lo ya expuesto, podemos resolverlo mediante el pro-

grama auxiliar,
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Max: {f(x), y(f) > 1 - a}

S: w(x) > o

ae[o,lj )

que corresponde al planteamiento mas general para un pro
blema de programacion difusa que podemos considerar. En-
particular, si el conjunto de restricciones viene dado -
como interseccion de hiperplanos, considerando funciones
de pertenencia de las habituales, el problema toma la -
forma,

Max: {f(x), V(f) > 1 - a}

83 A-x &b +d(l - a)

x >0, ae[o,l]

donde "d" es el vector columna de las holguras permiti -
das en las restricciones que, como sabemos, podemos con-
siderarlo como un parametro, para obtener un modelo mas-
general en el que las holguras no hay que fijarlas de an
temano.

Como siempre, si x*(a) es la solucion de este pro -
blema, eliminando los grados de pertenencia redundantes,

obtenemos el s.d. solucion.

III.6.INTERPRETACION DEL OBJETIVO DIFUSO
SEGUN LA TEORIA DE LA DOMINACION.- La definicion -
de objetivo di-
fuso que hemos introducido, quedaria incompleta si no la
pudieramos relacionar, igual que en el caso no difuso, -
con la Teoria de la Dominacion por Conos Difusos dada --

por Takeda et al. (1980).
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La diferencia esencial que ahora vamos a encontrar
perfectamente justificable, es que la dominacion no va a
venir dada por un cono propiamente dicho, sino por una -
sucesion encajada de estos, que nos definira un "Cono Di
fuso". Esto es logico porque, ademas, hemos introducido-
el concepto de objetivo difuso a partir de una sucesion-

encajada de preordenes clasicos.

ITII1.6.1.TEOREMA.~ Sea {Ka’ 0<oagl} una sucesion encajada-
de conos convexos, Kac Rn, \'/ae [0,1] -

tal que,

a > a -+ K 2 K, \'/al,az e[O,lJ
1 2

con Ko no vacio. Entonces, la relacion difusa,

n

H: R X Rn

ey [0.1]

definida por,
WV x,yeR", u(x,y) = Sup{a/yex + Kl-a}
es un preorden difuso.
En efecto, es trivial que,
\/ae[o,l] > xe X + Ky ou(x,x) =1, \/ xer™
Por otro lado, si \fqu,zsRn,

uix,y) = a, ply,z) = B: «

W
fon]

entonces, sabemos que,

Y € X + Kl-a

zey+ Kl—B
pero como,
028 > Ky oK1

tenemos que,



y € x + Kl-B

Por tanto, por la convexidad,

uix,z) 35 B
con lo que la relacion es reflexiva y transitiva y, por -
consiguiente, se trata de un preorden difuso.

Tiene entonces sentido la siguiente,

III.6.2.DEFINICION.- Un s.d. K e F(R") se dice que es un-
cono difuso, si todos sus g-cortes,-
son conos.

Del mismo modo, podemos hablar de cono-convexo difu-
so, si todos los o-cortes son conos convexos O, equivaleg
temente de acuerdo con Lowen (1980) si se trata de un con
vexo difuso y, ademas;

Yx e R, UA> 0 » u(hx) > p(x)

Ademas, igual que en el caso clasico, podemos carac-

terizar a los conos convexos difusos, mediante la siguien

te,

III.6.3.PROPOSICION.- Sea un s.d. p € F(R™), la condicion
necesaria y suficiente para que sea
un cono convexo difuso es que,

YA;02,% 0, Vxoye R > whgx + Ay] 3 u()A uly)

La demostracion es inmediata. Tomando A; = Ae[o,l] y tam-
bien AZ =1 - A, tenemos,

wAx + (1-N)y)] 3u(x) A uly)
Por otro lado,

H(Ax) = u(dx = 0x) > u(x),¥x > 0
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Reciprocamente, si
p(Ax) > u(x),¥Ya>0

AL X+ >
WO XHALY) 3 u(x) A u(y))dxl,xz 5 0

Tenemos,
. (A xX+X y) A xX+A y
ugx + ] =wlOray 2 P sl )
A+ A +)

1 2 1 2
> u(x) A u(y)

Estamos. por tanto, en la misma linea que la Teoria
clasica, es decir, si alli todo cono generaba un preor -
den, ahora en nuestro caso, vemos como un cono difuso, = -
genera tambien un preorden difuso.

Consideremos ahora un objetivo difuso wsF(Rn), se -
gun el cual,

\dx,yeRn, xiay'+* CX %> cy, \1c: Y(c)> 1 - a
sea un (1-o)-corte cualquiera,
C(l-a) = {ceR™/ y(c)> 1 - a}
entonces, esta claro que,

\/ x,yer", X> ¥ +* cx3 cy, Ve e C(1-a)

Definamos,

K = {ueR"” : uc ¢ 0, VceCc(1-a)}

el cono polar del (l1-a)-corte de wsF(Rn),\fae[O,l]

Entonces,
*

n
\/x,yeR ¢ X 2a Yy «*y € x + Kl—a
3 » *
Como, ademas es trivial que Kl_a,\daefo,l] €S un cono con
*
vexo y cerrado, la sucesion {Ka, 0<agl} generada por el -
objetivo difuso weF(Rn), esta constituida por conos con =

vexos.

Por otra parte,
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a > B > C(1-8) ¢ C(1-a)
pero entonces,

C(1-g) ¢ C(l-a) » K,__C K

*
1-o 1-8

de manera que,

B K* *
o 2 - ¢ K
B - "o

*
y como, evidentemente, K0 no es vacio, segun III.6.l1l, ve

G . n 2
mos como el objetivo difuso yYe F(R') induce una sucesion-
encajada de conos convexos que, a su vez, nos definen un
preorden difuso.

Asi, esta justificada la siguiente,

I11.6.4.DE HNICION.- Llamamos cono polar difuso, asocia-
do al objetivo difuso weFKRn), al -

-

definido por,

* *
K = &aja-Kl_u

de acuerdo con III.5.2.2.

Con esto hemos llegado al mismo resultado que Take-
da et al. (1980). La diferencia a destacar estriba en --
que alli se partia de un problema en que se conocia la -
estructura de dominacion para el mismo, mientras que aqui
hemos supuesto el caso en que se conoce el objetivo difu
so, a partir del cual, al menos teoricamente, siempre po
demos determinar la estructura de dominacion del proble=
ma.

Es evidente, por otro lado, que si K es una estruc-
tura de dominacion difusa, definiendo su cono polar de a

cuerdo con III.6.4,
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y tomando,

n *
\fx,yeR ' xzay +> y € X + Kl-a

K* induce un objetivo difuso, cuya estructura de domina -
cion es K.

Con el fin de relacionar la definicion de solucion -
no dominada de Zadeh (I.4.14) con la que podemos obtener-

por este camino, damos la siguiente,

*
ITI.6.5.DE FINICION.- Decimos que x X, X C Rn, es una solu
cion no dominada a grado ae[o,1],con

*
respecto a K si, y solo si,

\/ * *
veX = x gy + Kl-a

y, consecuentemente, definimos el conjunto de soluciones-

no dominadas a grado ae[0,1] como,

* * * *
N(K ,a) = {x X/VyX > x ¢y+K_]}

* *
de modo que x sera no dominada siﬁVae[O,l], X es no do-

minada a grado ae[0,1].

*
IIT1.6.5.PROPOSICION.- Sea {Ka' O<a<l} la sucesion de co -
nos inducida por un objetivo difuso
*
In elemento x €X sera no dominada si, y solo si,
* *
X € N(K ,0)

La demostracion es trivial ya que,
a » B -+ K

* *
N(K ,B) € N(K ,a)

por lo que si,
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* * * *
x € N(K ,0) ++AVae[0,1], X € N(K ,a)
A partir de aqui, se deduce inmediatamente el concep
to de solucion no dominada de Zadeh, puesto que,

* * *
x € N(K ,a),\dae[o,l] «+rx fgy+ KI_Q Yy e X «»

- * *
- Yael[0,1], uly,x ) < a «> u(y,x ) =0
Es evidente, ademas, que el concepto de solucion no-
dominada de Zadeh, admite una version dual, segun la cual

*
X sera no dominada si,

u(y,x*) =1 ,Vy e X
Por otra parte, el conjunto N(K*,O) sera no vacio, -
cuando X C R? sea cerrado y acotado y los conos K#,ae[o,l]
(conos polares estrictos de los C(l-a)) no vacios.Estas -
condiciones pueden rebajarse, introduciendo la nocion de-

»*
conjunto debilmente Ka-compacto, sobre X, Coladas (1979).
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