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Este trabajo, realizado en el Departamsento de Andlisis la-
temdtico del Colegio Universitario de Almerfa del que soy profe-
sor encargado, dependiente del Departamento de Andlisis Funcional
de la Facultad de Cienclas de la Universlidad de Granada, pretende
como su propio nombre indica contribuir a establecer, o aclarar
segin los casos, algunos resultados de la teorfa general de las

C<dlgebras con unidad.

Este objetivo, que podrfa parecer poco preciso y que a con=-
tinuacidn concretaremos, se justifica por el hecho, reconocido
por la mayorfa de los autores de trabajos sobre el tema, de que

la teorfa de las C=dlgebras, si blen ha alcanzado resultados de-



finitivos, estd aun lejos de consegulr una forma estéticamente
convincente para la exposicidn de su doctrina. La razdén de este
hecho es histdrica: cuando emplez= la teoria de las Ctélgebras,
estd en plena madurez el estudio de las dlgebras débilmente ce-
rradas de operadores continuos sobre un espacio de Hilbert ( d1-
gebras de von Neumann 0 Wtélsebras ), las cuales constituyen un
tipo muy perfecto, pero muy restringido, de dtélgebras; enseguida
se idea un procedimiento para sumergir candnicamente cualquier
Ctélbebra en una Wedlgebra, y es, apurando este procedimlento,
como se consigue en muchos casos transvasar un resultado de la
teorfa de Wtélgebras, en ocasiones con pérdida de fuerza, a la
de Ctéléebras. Evidentemente, en un orden puramente 1l8gico de
ideas, el objetivo deberia ser exactamente el contrario: dispo-
ner de una teorf{a independiente lo mds completa posible para las
Otélgebras, a partir de la que se edificara la de las dlgebras
de von Neumann en aquellos aspectos que le son espec{ficos. Es

en esta linea en la gque se orienta el trabsjo que presentamos.

Eecho, en el primer capftulo, un resumen de los resultados
mas fundamentales de la teorfa, se dedica el segunio al estudio,
que es esenclal para el conocimiento de cualgquier estructura, de
los isomorfismos de Ctélbebras. Je llepa a demostrar que, para un
tal isomorfismo, ser isométrico y ser compatible con la conjuga-
cién son afirmeciones equivalentes, lo que estrblece una intrfn-

seca dependencia mutua entre la norma y la conjugacidn de una



Otélgebra; para Ctélgebras conmutativas, previo un teorema carac-
terizando los caracteres de una Ctélgebra, se llega incluso a que
la norma y la unidad del dlgebra determinan el producto. Se es=-
tructura el grupo de los automorfismos de una Ctélgebra de mane=-
ra que el tal grupo aparece como si1 fuese una parte invariante
por conjugacidn de otra c¥dlgebra, lo que da ple a conjeturar que
el dlgebra de Banach de los operadores lineales continuos sobre
la C24lgcbra base, con una adecuada conjugacién, cuya restriccién
al grupo de los automorfismos sea la que previamente se ha defl-
nido, y con una convenlente norma, sea a Su Vez una Ctélgebra.

A partir de la estructuracidén cue damos al grupo de los automor=-
fismos de una C&élbebra se consigue una demostracidén independien=-
te del conocido resultado segin el cual sl dos c%41pebras son

.somorfas tamblén son ¥-isomorfas.

El tercer capftulo se dedica al estudio de 1las O!éluebras
de dimensidn finita desde el punto de vista de la caracterizacidén
que de ellas hacemos como las Ynicas dlgebras involutivas con
unidad sobre las que existe definldo un funcional poslitivo no de-
generado tal que la norma candnicamente asociada a este funcional
dota al dlgebra de estructura de espacio de Banach y hace la con-
jugacién continua. Por este método se llega a caracterizar la
7z-traza canénica y la que venimos en llamar traza canénica en
términos de la estructura de dlgebra abstracta de la Ctélgebra

de dimensidn finita en cuestidén; es decir: sin aludir a la con-



jugacidn y a la norma. Este hecho permite es:tablecer la existen=-
cla de trazas no degeneradas invariantes por automorfismos ( la
candnica es una de ellas ), lo que da ple a estructurar como Ct
-dlgebra el dlgebra de los operadores lineales sobre la Ctélge-
bra base de acuerdo con la conjetura que se hace en el capitulo

segundo.

El capftulo cuarto y dltimo es sin duda el mds original
pues se trabaja a nivel de primeros resultados. En él se define
de forma coherente el concepto de forma hermitiana positiva so-
bre un espaclo vectorial con valores en una dtél&ebra y se da un
procedimiento candnico para couse;yuir, a partir de una tal for-
ma, una seminorma. 3e define la compatibilidad de una forma Ler-
mitiana positiva con una estructura de mddulo sobre 1la Ctélgebra
en cuestidn, apareciendo de manera natural los conceptos de
U-médulo prehilbertiano y de : ilbert. A nivel general se consi-
guen generalizar con perfeccidn los procedimientos cldsicos de
suma de Hilbert e iumersidn densa de un prel.ilbertiaro en un
Hilbert. En el caso en que la CZ4l_ebra base es de dimensidn fi-
nita, se generalizan igualmente los teoremas de la proveccidn
ortogonal y de representacidn de Rlesz e incluso, con una ade-
cuada definicidn, el teorema de existencia de base ortonormal.
Termlna este trabajo con una vuelta al ori_en de 1la teorfa de las
Ctél&ebras: se dota al conjunto de los operadores U-lineales con=

tiouos sobre un U~-médulo de [ilbvert suficieuntemente perfecto, a



la manera tradicional, de estructura de C%dlgebra.

S6lo me queda manifestar mi agradecimiento al Departamento
de Andlisis Funcional de la Facultad de Ciencias de la Universi-
dad de Granada, en la persona de su Director prof. Dr. D. José
Ramdu Fuentes lMiras, y al Coleglo Universitario de Almerfa, en
las personas de su Director y Jefe de estudios de Clencias profs.
Drs. U. Antonlo Arribas Palau y D. Manuel Rodriguez Gallego, res=
rectivamente; quienes no han regateado esfuerzos para poner a mi
disposlcidn todo el materisl bibliogrdfico necesaric para la con=-

feccidn del precente trabajo.
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CAPITULO I:
RESUMEN DE 1LOS RESULTADOS BASICOS
DE LA TEORIA DE LAS CYALGEBRAS
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1 = ALiOgaS.

La teoria de las Ctélgebras ( conocidas con diversos nom=-
bres en la bibliograffa al respecto: dlgebras completamente re-
gulares, dl;:ebras de Gelfand-Naimark, dlgebras estelares, Btél-
.ebras ) no es otra que la de las dlgebras nérmicamentecerradas
vy autoadjuntas del dl_ebra de operadores lineales continuos so-
bre un espacio de Hilbert. La teorfa comienza en 1.943, cuando
Gelfand y Nalmark consiguen caracterizar este tipo de dlgebras,
ez el conjunto de las dlgebras de Banach con involucidn, salvo
isomorfismos isométricos compatibles con la involucidén ( ¥-iso=-
morfismos ), por medio de sencillos postulados intrinsecos. Con-

cretemos conceptos:

Se llama involucidn de un dlgebra compleja U a una aplica-
cidn u— u* de U en sf misma, verificando:
»

(u+ v)* = u* & v* i b/hx,v) Eé i

(z.u)* = z.u" . V%z,u) & CxU



=D

(u.vﬁ* = v¥.u* , V(u,v) e vt
(u*)' = u 5 V/u €U .
Un dlgebra compleja dotada candénicamente de una involucidén se de=

nomina un dlgebra involutiva.

Inicialmente Gelfand y Nalmark deflnen las Cﬁélgebras como
aquellas dlgebras de Banach dotadas de una involucidn satisfa=-
ciendo los axiomas:

a.- JJutaul|] = lhxnz , para cada elemento u del £lgebra.

b.- Para cada elemento u del glgebra, I + u*.u es un

elemento inversible ( I: elemento unidad del dlcebra ).

A partir de esta definicidn demuestran el propésito inicial

de la teorfa:

A.- Toda C%4lgebra es *-isomorfa a una subdlgebra ( nece=-
sarismente autoadjunta y nérmicamente cerrada ) del dlgebra de
los operadores lineales continuos sobre un espacio de Hilbert

( [14]-Tomo II, pag. 884; [2],pag 395 [13],pag. 41 ).

Posteriormente, en 1.953, Kaplansky demuestra que el axio-
ma ((b)) es superfluo; quedando desde entonces como definicidn
cldsica de C¥dlgebra ( inclusive, sin elemento unidad ) la de
dlgebra de Banach con involucidn satisfaciendo la igu=ldad:
”u*.ul, = "u“z . Como toda subdlgebra autoadjunta ndérmicamente

cerrada de un dlgebra de operadores lineales continuos en un Eil=-
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bert responde a esta situacién y, reciprocamente, el teorema
((A)) se generaliza a c¥4lgebras cualesquiera ( aun sin unldad )

queda perfectamente cublerto el objetivo inicial de la teorfa.

Hecha esta introduccidén, advirtamos que, como el propio
t{tulo del trabajo indica, nuestro estudio se va a restringir al
caso de Ciélbebras con elemento unidad; es por esto por lo que,
para no incurrir en repeticién innecesaria, desde este momento,
siempre que se hable de Ctélgebras, se entenderd automgticamente,

con elemento unidad,.

Llegados a este punto, conviene resunir aquf, por la apli-
cacién que va a tener en lo sucesivo, la nueva axiomatizacidn
gue proponi~smos en [11] vy D2] para las Clélgebras. Se basa en
el andlisis del caso cldsico: Sea U una subdlgebra autoadjunta
nérmicamente cerrada del dlgebra de operadores lineales continuos
sobre un espacio de Hilbert X y que contiene la identidad de X,
I : Xx—X ; consideremos la familia de funcionales lineales
sobre U: F = { u —> (u.x|x) l x € X -{0}} e S1 u’es un
elemento.de F , serd <:u',u >- = (u.x| X ) , Yue U ; para

un cierto elemento x de X, con lo que:
) ) 2
<u ,u*.u> = (u*u.x| x ) = ( u.x| uex) = |]u.x|] > 0, VueU;

resultando asf que los funcionales de F son todos positivos ( un

funcional lineal v’ sobre un glgebra involutiva se llama positi-
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vo si es <:v',v*.v:> 2> 0 para todo v del dlgebra ). Ademds
se comprueba sin dificultad que la familia de funcionales posi-
tivos F satisface las condiclones:
c.~ E1 funcional nulo no pertenece a Fo.
de=u €U
u’ ¢F gk gu%u* € P
u.u’.u¥* # 0
( s1 (u,u’) € UxF , se denota por u.u’.u*
temente positivo, v—)<u', u*.v.u> )e
€.~ Para cada elemento u no nulo de U, existe un funclonal
u’ de F, tal que <u', u*.u> 0 o
f.- Para cada elemento u de U, el conjuanto de nimeros
{ <u', u*‘.u> /L u’, I> | u’e F} estd mayorado (para un

funcional positivo no nulo v’ sobre un dlgebra involutiva con

el funcional, eviden=-

unidad I, el numero <:v', I:> es siempre estrictamente posi-
tivo ).

Evidentemente la norma usual de nuestra dlgebra de opera=-
dores U se puede conseguir, a partir de este esquema, por la fér=-

mula

lull = sue_ Vs v > /sy 1> = aup (il /111D

El andlisis que acabamos de hacer nos llevdé a considerar en

[11] familias de funcionales positivos, sobre un dlgebra involu-

tiva con unidad cualquiera, que cumpliesen las condiciones ((c)),
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((a)), ((e)) v ((£)); y a tales familias se les apellidd "admisi=-

bles". Se demuestra allf:

Be= S1 U es un dlgebra involutiva con unidad y F es una fa-

mllia admisible de funcionales positivos sobre U, entonces la

aplicacién u —> sup \/<u', u*.u> /< u’, I> , de UenR,
ueF

es una norma sobre U ( llamémosla || “F) que dota a U de es-

tructura de dlgcebra normada, verificdndose ademds:

“u*.u”p = “u“; " b/ué U .

Se pasa entonces a estudiar el caso en que U sea completa
respecto a una norma del tipo || ”F ( se observard que con estas
condiciones se estd ya vbajo el amparo del axioma ((a)) de Gelfand
-Nalmark; no obstante se trabaja en [11] con independencia de 1la

teorfa cldsica de C¥*dlgebras ), llegdndose a establecer:

C.- Sea U un dlgebra involutiva con unidad y supongamos que
exlste una familia admisible F de funcionales positivos sobre U
tal que { | “F} es un dlgebra de Banach; entonces se verifi-
ca:

ge= La familia P de todos los funcionales positivos no nu-
los sobre U es admisible y ademds: ||u “P = uu“F ’ Vu € U.
En coasecuencia:

he= S1 F, ¥y Fz son dos famllias admisibles de funclonales

positivos sobre U, tales que { U, H “F} y { U ,l'lk } son dlge=-
1 3



-

bras de Banach, se tiene: uuup = {]unF ’ Vuevu.
1 (3

A la vista de ((B)) y ((C)), se propone en [111 axiomati-
zar las C*dlgebras como aquellas glgebras involutivas con unidad
U, tales que:

i.- exliste una familia admisible F de funcionales positi-
vos sobre U y { U, | ”F} es un dl.ebra de Banach;

o bien:

je= la familia P de todos los funcionales positivos no nu=-

los sobre U es admisible y { u L “p} es un dlpebra de Banach.

La equivalencia de los axiomas ((1)) y ((J)) es manifies=-
ta, en virtud de ((C,g)). Cualquiera de ellos implica, por ((B)),
el axioma clésico ((a)) de Gelfand-Nalmark; y, reciprocamente,
dicho axioma, a través del teorema ((A)), implica el ((1)), pues
se bha visto que la norma usual de una subdliebra autoadjunta ndr-
micamente cerrada del €liebra de operadores de un Eilbert se pue=-

de obtener por el procedimiento de las famlilias admisibles.

Tomando como definicidn de C:élgebra el axioma ((i)), el
resultado ((C,h)) viene a decir que la norma de una Ctélgebra es
independiente de la familia admisible de funcionales positivos
que la genere siempre y cuaudo se ten.a asezurada la completitud
respecto a la norma asoclada a la familia en cuestidn. Surge en-

tonces la duda sobre sl existen familias admisibles de funciona-
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les positivos sobre una Ctélgebra generadoras de normas que doten
a la Ctélﬁebra en cuestidn de estructura no completa. Por suerte,

la contestacidn es negativa:

D.~ Toda familia admisible F de funcionales positivos sobre

una Cﬁélgebra U genera, por la fdérmula u-————;]’ul'P =
= sup V<u', u”.u> /<u', I> la Unica norma estelar de
u’er

U ( se llama norma estelar sobre un glgebra invoiutiva V a toda
worma v»«——a]jv[' que satisfaga: 'lva.vill < l’v,”]'vz” y
v*vll = (v ).

Demostracidn:

Siendo, por ((B)), la norma || “F una norma estelar sobre
U, tode se reduce a un resultado de la teorfa cldsica de C%dlge-

bras debido a Rickart ( [15]; se cita también en [2] y (13] )3

E.- Sea U una C%dl.ebra, ” ” su norma usual, y sea || Ih
otra norma con la que U es un dlgebra normada ( no necesariamen=-
te completa ) y tal que se verifica |’u*.u’h = Hu”} ” V'uaU.

Entonces es: |[lu H4 = ”u” , Vu €U .

2.- Relacidn de orden en las CS4liebras.

Uno de los hechos mds interesantes de la teorfa de las C=41-
cebras consiste en poder disponer en ellas candnicamente de una

relacidén de orden, parcial salvo el caso unidimensional, compati=-



ble con la estructura de espacio de Banach real subyacente. Dsta
relacidén se va a definir, como de costumbre, por el conocimiento
del cono convexo cerrado de los elementos positivos; como todo
elemento positivo va a ser simétrico ( invariante por conjuga-
cidn ), esta relacidn generalmente se considera restringida al
conjunto de los elementos simétricos del dlgebra, pues una desi-
gualdad entre elementos arbitrarios equivaldrfa a la correspon-
diente desigualdad de sus partes reales y a la igualdad de sus

partes 1imaginariss.

En la teorfa cldsica de C%41,ebras, a partir del axioma
((1,a)) de Gelfand-Naimark, un elemento se llama positivo si es
simétrico y su espectro estd incluido en el conjunto de los nudme-
ros reales no negativos; y se demuestra, no sin dificultad, que
*

el conjunto de los elementos positivos de una C=dl;ebra es en

efecto un cono convexo cerrado, asi como la implicacidn:

}ﬁu:o ;

u >

=

0
-u 2 0
condicliones estas necesarias y suficientes para definir en U por
la férmula u € v & v-uz2=0 una relacidn de
orden compatible con la estructura R-lineal de U y con el paso al

l{mite .

En [11], teniendo en cuenta que trabajdbamos las cZ41pebras

desde el punto de vista del axioma ((1,1)), se proponfa llamar



o

positivo a todo elemento u de la Ctélgebra en cuestidén que veri-
ficase <:u', u>> > 0 para todo elemento u’ de una familia
admisible de funcionales positivos ( se afiadfa allf: "generadora
de 1la norma usual del dglgebra"; pero esta exigencla, segin
((1,D)), es superabundante ) y se demostraba que esta definicidén
es equivalente a la cldsica ( Ver [11]: ((11,1f))=-pdg. 18 v
((11,5,E,c))-pdg. 26 ). Podemos resumlr este hecho en el sigulen=-
te resultado ( la palabra "positivo" se interpreta en su sentido

cldsico: simétrico y de espectro contenido en R )

F.- Sea U una Gtélgebra; un elemento u de U es positivo si
y s88lo sl es <:11', u>> > 0 para todos los elementos u’ de

una familia admisible de funcionales positivos sobre U.

De esta caracterizacidn pueden obtenerse de forma fdcil co=-
nocidos resultados que se utilizardn a lo largo del trabajo:

Q.= V’u €U ; u¥*.u es positivo; en particular el cuadra=-
do de todo elemento simétrico es positivo; el elemento unidad de
U es positivo.

be=v 2 O

} —— u®v.u > o , de donde resulta la po-
u é€vu
sibilidad de multiplicar miembro a miembro una desigualdad a un
tiempo por la derecha por un elemento arbitrario y por la izquier-
da por su adjunto.

c.- El espectro de un elemento simétrico de U estd conteni-



<1 O

do en el conjunto de los ndimeros reales. Concretamente:

de= Si M(u) designa el mdximo valor espectral del elemen=-
to simétrico u, M(u) es el menor de los ndmeros K tales que
u < K.I ( andlogo resultado para m(u): mfnimo valor espectral
de u ). En consecuencia:

e.= = flul) eI € u < |lull].I ( u; elemento simétrico de U).

fo=0 s us v = (lul] = |Iv|]| -

Basdndose este dltimo resultado en que, para un elemeato
positivo w, es M(w) = ”wll s Como caso particular de la fdrmula:
[lu” = mdx {lm(u)l,]M(u)]l , valida para cualquier elemento
simétrico u; la cual a su vez puede obtenerse por particulariza=-

cidn de:

Ge= La norma de un elemento normal ( que conmuta con su ad=

junto ) de una Cfélgebra es igual a su radio esvectral ( [2] §

Bl-tomo 11, [11] ).

J.= El teorema de Gelfand-Naimark y sus consecuenclas.

Si X designa un conjunto abstracto, el dlgebra B(X,C) de
todas las funciones sobre X con valores complejos acotadas, con
la suma, el producto y la conjugacidn definidos puntualmente y
con la norma de la convergencia uniforme, aparece como un primer
ejJemplo de Ctélgebra conmutativa. Supongamos ahora que X es un es-

paclo compacto; el teorema cldsico de conservacidn de la conti-
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nuidad por 1fmite uniforme pone entonces de manifiesto que c(x)
( conjunto de las funclones continuas sobre X con valores comple=
Jos ) es una subdlgebra cerrada y por supuesto autoad junta de la

c%g1,.ebra B(X,C); con lo que C(X) es a su vez una c2x41pebra.

El teorema de Gelfand-Naimark resuelve completamente la
teorfa de las Cidlpebras conmutativas estebleciendo que, salvo
% -isomorfismos, no existen nas Ctélbebras conmutativas que las
dliebras de funciones continuas sobre un compacto con valores
complejos. En realidad no es mgs que un resultado particular, sin
duda el mds potente, de toda una teorfa elaborada por Gelfand
( [4] ) para glgebras de Banach conmutativas con unldad en gene=

ral.

Se basa esta teorfa en el concepto de cardcter. Se llama
cardcter sobre un dglgebra compleja a todo homomorfismo no nulo
del dlgebra en cuestidén en el cuerpo de 1los nimeros complejos.
Cbﬁb el valor de un caracter sobre un elemento es siempre un va=
lor espectral del elemento en cuestidn, resulta que un cardcter
sobre un dlgebra de Banach con unidad es siempre continuo y de
norma igual a uno. Para glgebras de Banach conmutativas con uni-

dad la existencia de caracteres estd asegurada, concretamente:

H.- Sea U un dlgebra de Banach conmutativa con unidad; la
aplicacién f — Ker(f) es una blyeccidén del conjunto de los

caracteres de U sobre el conjunto de los ideales maximales de U
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( la existencla de estos dltimos estd asegurada por el lema de

Zorn. Referencias: [4] y [5]-Tomo II ).

Comentdbamos antes cémo, si f es un cardcter de un dlgebra
compleja, para cada elemento u de esta algebra, <ff, u;> es un
elemento del espectro de u. El resultado ((H)), que acébamos de
citar, permite entonces, en el caso de dlgebras de Banach conmu-

tativas con unidad, enunciar un rec{proco:

I.- Sea U un dlgebra de Banach conmutativa con unidad; pa-
ra cada u de U y para cada numero complejo z del espectro de u,
existe un cardcter f de U tal que <:f, u:> =2 o ( Se consi-
gue, a partir de ((H)), sumergliendo el elemento u - z.l en

un ideal maximal de U ).

En la teorfa de Gelfand el coanjunto de los caracteres de
un gl ebra de Banach con unidad U se considera slempre como un
espacio topoldoico con la topologfa que en dicho conjunto 1induce
la topologfa débil del du=l topoldgico U’ del espaclo de “anach
U ( hablamos de la topolo.fa localmente convexa generada sobre
U’ por la familia de seminormas { u'-———},(iu', u:>| | ue&UJ )e
Se sabe ( teorema de d“Alaoglu, [8] ) que la esiera unidad de U°
es débllmente compacta. Como un carscter f de U queda determina-
do en U’ por las condiciones £, u.v;> = &I, u> 1, v,
Vku,v) € Ut y Lf, I:> =1 ; resulta que el conjunto

de los caracteres de U es una parte débillmente cerrada de la es-
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fera unidad de U’, y en consecuencla compacta. El conjunto de los
caracteres de U, dotado candnicamente de 1= topologfa que se aca=-
ba de describir, se acostumbra a llamar espectro del dlgebra U,

al que designaremos por .(L .

Pera cada elemento u de U, la aplicacién 1 : f—> <f, u>
del compacto fl en C es continua, y evidentemente la aplicacidn
U s W es un homomorfismo del dlgebra de Banach connutativa
con unidad U en la dtélgebra ¢(J1), que se conoce con el nombre
de homomorfismo de Gelfand. Ademds, segun ((I)), para cada u de
U, el recorrido de 1la funcidn U es precisamente el espectro de u,

con lo que: "E ” = g:ﬂ1|ﬁ(f)‘ = r(u) < I,ul) ( p: fun=-

cién radlo espectral ), resultando asf que el homomorfismo de

Gelfand es continuo.

Tasta aquf la teorfa general de Gelfand. S1 U se supone
ahora una Ctélgebra commutativa, cualquiera de sus elementos es
normal y en consecuencia, segin ((2,G)), es F(u) = “u]) =
]'ﬁ “ = ||u|) , Vu £ U . Con lo que el homomorfismo de Gelfand
es isométrico y en consecuencie inyectivo. Se demuestra también
que es sobreyectivo, aplicando el teorema de Stone-wéierstrass
al dlgebra imagen de U en el homomorfismo U ——>u . Por otra
parte, se verd en ((II,2,F)), un homomorfismo isométrico de cE41-

.ebras es necesarlamente compatible con la conjugacidén ( en el
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caso que nos atafle se puede justificar este hecho por procedi-

mientos mgs directos). Eemos llepado asf al teorema de Gelfand=-

-Naimark:

Je= Sea U una Cﬁélgebra conmutativa,lw. su espectro ( que
es un espacio compacto ); el homomorfismo de Gelfand es un
¥ -isomorfismo de U sobre la Ctélgebra de las funciones conti-

nuas sobre fl con valores complejos.

"ex profeso" précticamente la demostracidn

Kemos elaborado
de este teorema pues creemos que un enunciado del mismo sin es-
tar en sus antecedentes nos privarfa de su perfecta comprensidén
as{ como de su interés estético como punto culminante de conver-

gencia de las teorfas de c¥41;evras v de las dlgebras de Banach

conmutativas con unidad. Referenclas: [2], [4], &5]—Pomo 11,

[13) v [14] .

Las consecuencias del teorema de Gelfand-Nalmark son nume=
rosas, inclusive para Ctélgebras no conmutativas, habida cuenta
de que toda C%41l _ebra contiene "muchas" Esubdliebras conmutati-
vas. Asf por ejemplo, s1 U es una Gtélbebra cualquiera y w es un
elemento normal de la misma, la c¥subdl; ebra de U engendrada por
w ( 1la subdlgebra cerrada engendrada por {I, W, w*} ) es con-
mutativa, llamémosle W. Se puede demostrar que la aplicacidn

f ———7><:f, w:> es un homeomorfismo del espectro de W sobre
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el espectro de w. Ademds W, como C:dlgebra, estd engendrada por
un unico elemento: w ; con lo que el valor de un %-1somorfismo
sobre w lo determina perfectamente. Se llega entonces, aplicando

el teorema de Gelfand-Naimark, a:

K.- 3ea U una C%{lgebra, w un elemento normal de U, vy W la
Ctsubélgebra de U engendrada por w. Existe un dnico #-isomor=-
fismo de W sobre la Ctélgebra de las funciones continuas de o (w)
en C, tal que a w le corresponde la funcién 2z —3 2z de o (w)
en C ( o (w): espectro del elemento w ). Referencias: {2} y [5]-

=Tomo II.

Por particularizecidn de este resultado al caso en que w es
simétrico o positivo ( o (w) estd incluido entonces en R o en
R,, respectivamente ), se obtlienen interesantes Udtiles de trabajo

a.- 3ea U una Ctélgebra, w un elemento simétrico de U. Exis=-
te un dnico par (w*, w™) de elementos positivos ortogonales ta-
les que se verifique: w = wt - w= ( [13]-pég. 8 ).

b.~ Todo elemento positivo de una Ctélgebra posee una unica
raiz cuadrada positiva conmutando con todos los elemehtos que
conmutan con el elemento en cuestidn ( [13]-pég. 7T )e

De aquf resultan algunas aplicaciones al orden de las Cfél-
gebras:

Cc.= El producto de dos elementos positivos de una Cﬁélgebra

es poslitivo si y sdlo si dichos elementos conmutan ( [1]-pég.263).
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d.- Sean u y v elementos positivos de una dtélgebra siendo
u inversible y verificdndose u < Vv ; entonces v también es

inversible y se tiene: 0 < v ' < u™' ( [2]-pég. 15 ).

4.~ Coclente de una C-glgebra respecto a un ideal bildtero

cerrado.

Vamos a terminar este primer capftulo de resultados bdsicos
con una de las cuestiones respecto a la que la teorfa de las Ctél-
gebras estd totalmente acabada. Se sabe que el glgebra cociente
de un dlgebra de Banach U respecto a un ideal bildtero cerrado M,

con la norma |]{u}l’ = 1nfl)u + m‘i , €5 a su vez un dlgebrs
meM

de Banach ( {u} ¢ elemento del dlgebra cociente U/M que contie=-
ne al elemento u de U ). Por otra parte, a nivel purzmente alge-
braico, si U es un dlgebra involutiva y M es un ideal bildtero
autoadjugto, el dl ebra cociente U/M se dota "naturalmente" de
estructura de dl;ebra involutiva sin mds que definir: {u}* = {u*};
definicién que evidentemente no depende de la representacidén que

se elija para cada elemento de U/ .

En este contexto, el enunciado que damos a continuacién re-

suelve definitivamente el problema para Ctélgebras ( [2]-pég.17 ):

L.- Sea U una Cfélgebra ¥y M un ideal bildtero cerrado de U.

Se verifica:
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a.- M es autoadjunto.
b.- U/M , con su estructura natural de dlgebra involutiva

*
y con la norma cociente, es una C=dlgebra.



CAPITULO II::
APLICACIONES LINEALES ENTRE
C2ALGEBRAS. HOMOMORFISMOS.



1e= Aplicaciones lineales positivas.

S1 U es un dlgebra de Banach involutiva, V una Otélgebra Yy
f una aplicacién lineal de U en V, f serd calificade de "positiva"

si es f(u*.u) > 0, para todo elemento u de U.

Vamos a ver que, en el caso de que U admita elemento unidad,
la continuidad de una tal aplicacidn es automdtica. En el caso
elemental de que V ses precisamente el cuerpo de los nuimeros com-
plejos, la continuidad de las formas lineales positivas es cono=-
clda ( puede verse la demostracidn en [2] y [5]-Tomo II ); asi

pues nuestro razonamiento lo basaremos en:

A.- Todo funcional u’,sobre un dlgebra de Banach involutiva
): <u" I).

Segin esto, si f es nuestra aplicacidn lineal positiva del

con unidad, que sea positivo es continuo y ])u'

dlgebra de Banach involutiva con unidad U en la dtélgebra V, para



=19

cada funclonal positivo v’ sobre V, v .f es un funcional positi-

vo sobre U, por lo que se tendrd:
() |y t@D) = [Kvtet, udl €0 oter, 1)) =
= vy > lull < lerfifle@linll 5 Veeu.

Ahora bien, una Cidlgebra es "muy rica" en funcionales positivos;

recordemos concretamente ( [11]-pég. 69 ):

Be= Para cada elemento normal v de una Ctélgebra, existe un

funcional positivo v*, tal que l,v'l): 1 y i(iv', v:>| :]lvl

Asf pues, si u es un elemento de U tal que f(u) sea normal
( en particular, si la Ctélgebra V es conmutativa, esto ocurrird
slempre ), tomando en la desigualdad ((»)) v° con las condicio=-

nes que nos asegura el lema ((B)), se tendrd:

f(u) normal —> ”f(u)” < ||f(I)H||u|| ((#%)).

S1 V es conmutativa, esta desigualdad pone de manifiesto la conti-

nuidad de f e incluso que [ f|| = [|£(D)]] .

Bn el caso general, tengamos en cuenta que todo elemento u
de U se escribe de manera Unica en la forma u=u +1i.u , con
w, yu, simétricos; que, por ser f positiva, aplica el conjunto
de los elementos simétricos de U en el conjunto de los elementos

simétricos de V ( la identidad
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u = (1/4)(u+I)*(u+I) - (1/4)(u-I)*(u-I) , valida para cualquier
elemento simétrico u de U, pone de manifiesto que f(u) es la
diferencia de dos elementos positivos de V y es por tanto simé-
trico ). Asf pues, f(u,) ¥y f(ul) son simétricos y en conse-
cuenclia normales, con 1o que estamos en condiciones de aplicar

la desigualdad ((¥% %)), con lo que:

el € [t@oll + el € (@l all+ luw.ll ) £

< 2 |lg@| [jull , Yueu .

( Se han tenido en cuenta las desigualdades |lu,|| < “11(\ y
||u,l) € (lull , consecuencia directa de ser u, = (1/2) (usu*)

y u, = (i/2)(u*-u) ). Resumiendo nuestros resultados:

C.~ Sea U un dlgebra de Banach involutiva con elemento uni-
dad, V una Oﬁélgebra y £ una aplicacidén lineal positiva de U emn
V; se verlfica:

a.~- £ es continua.

b.- St V es conmutativa: Nell = “f(I)” .

c.- En todo caso: || £l £ 2(£@l .

En el lema ((A)) recorddbamos cdmo todo funcional positivo
u’ sobre un dlgebra de Banach involutiva con elemento unidad era
continuo y [)u'l’: lu’, I;> .En el caso de ser U una C-dlge-
bra se sabe que la continuildad de un funcional lineal u‘y la

igualdad Ilu'll = <u’, I:> son propledades caracterfsticas
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de los funcionales positivos ( [2] y [3], [11] y [12], [13]). Una

generallizacidn de este hecho es:

De= Sean U y V Gtélgebras ( I, e Iz’ sus respectivos ele=
mentos unidad ), f una aplicacidn lineal continua de U en V tal

que f(IA) = Hflllz ; en estas condiciones f es positiva,

Demostracidn:

Por razones de homogeneidad podemos suponer l]f(\ =1 »
Empezaremos viendo que f es simétrica ( es decir: f(u¥) = f(uf',
para todo u de U; o lo que es equivalente: f aplica el conjunto
de los elementos simétricos de U en el conjunto de los elementos
simétricos de V. Se vio en la demostracidn de ((C)) que el ser f
positiva implicaba el ser simétrica; no obstante en nuestra de-
mostracidén es necesario establecer primero la simetrfa para con-
clulr mds tarde el cardcter especificamente positivo de f ); pa-
ra ello, sea u un elemento simétrico cualquiera de U, y sea
f(u) =v, + i.yz la descomposicidn canénica de f(u) con v, y

v, simétricos, pretendemos demostrar que v, = 0O , con lo que

la simetrfa de f quedard asegurada. En efecto: para todo nudmero

real z y para todo valor espectral a de Vv, s 8+Z pertenece al es=

pectro de v,

y + z.Iz s Por 1lo que:

o . 2
al+ 2%+ 2a.2 = |z + aI < ‘lVL + Z'Iz“

( Se ha utilizado el hecho de que todo valor espectral de un ele=-
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mento simétrico de una CZ4lgebra es real: ((I,2,c)); y que en to=-
da dlgebra de Banach la norma de un elemento mayora en médulo a

su espectro ). Por otra parte:
“ v, + z.Iz” < ” v, +1(v, + z.Iz)ll = l’f(u + iz.I4)H =
< l’u + iz.I4|\ » sln mds que tener en cuenta que en cual=

quier dlgebra normada involutiva la norma de un elemento ( aquf:
v, + i(vi+»z.I¢) ) es mayor o igual que las de sus componentes re=
al e lmaginaria, y que ”fl': 1 y f(1,) = I, por hipétesis,

Utilizando la propiedad estelar de la norma de U:
” u + 1214”1 = I’(u - izI )(u + 1izI )” = ” ut + 22,1 n <

1
£ [lul]® + 2% . Pnlazando las tres desigualdades obtenidas:

s

; 2
a® +2a.z £ ||u ' Yz &R . Pero esto no es posible a

no ser que se tenga a=0 . Como a es cualquier valor espectral

de v,

w » concluimos c?(qz) = 0 . Basta entonces recordar que

el radio espectral de un elemento simétrico, e incluso normal, de

una C2glgebra es igual a su norma ( ((I,2,G)) ), para tener:

livz” = sup | a| =0 :::::;> v, =0 , como se deseaba.
aec(vy)

Visto que f es simétrica, tomemos u> 0 de U; u ~- (Uu"/2)I1

es simétrico, por lo que f(u ~- (lall/2)1,) lo es igualmente,

y se tendrd:
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£(u = (ull/2)r) > - |t - (ui/2)1)l| 1, > - ||u-(iul/2)1,]| 1,

( se ha tenido en cuenta que para cualquier elemento simétrico
de una CYdilgebra, ¥ se verifica: w > - |iw||I ; yque ||f|]| =
= 1, por hipétesis ). Recordemos ahora que un elemento w de una

Ctélgebra es positivo si y sdlo si se verifica

| w - awiz2)z| = (wie ( [11] v (12] ). Esta 1cual-
dad serd verificada por nuestro elemento u, con lo que:

flu - (”u”/2)I,) > - (lull/2)I, . Visto esto, resulta evidente:
) =2 £0(u)/2)1,) - (ull/2)1, = Guli/2)1, - (ul)/2)I, = o .

Es decilr: u>0 —= f(u) > o . En particular: flu%.ii) 20,
Vu €U , por ser u*.u siempre positivo; y f es vositiva,

con lo que queda terminada la demostracidn.

Nota.-La parte final de esta demostracién la ddbamos ya en
[11], donde se demostraba nuestra proposicién ((D)) bajo la hipé-
tesls adicional de ser f simétrica. Se acaba de ver cdmo esta
hipétesis es superabundante, y es precisamente este hecho el que
vVa a permitir caracterizar la simetrfa de los homomorfismos de

c¥d1cevras.
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2.~ Homomorfismos.

Seguliremos en este apartado la nomenclatura de Sakal, [13];
a saber: si U y V son dlgebras involutivas, un homomorfismo de U
en V serd una aplicacidn lineal de U en V compatible con el pro=-
ducto; mientras que reservaremos el nombre de ¥ ~homomorfismos
u homomorfismos simétricos para aguellos que sean compatibles com
la conjugacidn, es decir: aquellos homomorfismos G tales que

G(u*) = g(u)* para todo u de U,

Es conocido ( [2], [11] ) el sigulente resultado, del que

doy aquf dos demostraciones independientes de la cldsica:

E.- Sea U un dlgebra de Banach involutiva con elemento uni-
dad, V una Ctélgebra ¥y G un homomorfismo simétrico de U en V;
se verifica: G es continuo y nG|l £ 1 ( gl =1, salvo que

sea G=0).

Primera demostracidn:

G es una aplicacién lineal positiva pues, para todo u de U, .
se verifica: G(u*.u) = G(u)*G(u) > o ; de manera que, sin mds
que recordar ((1,C)), se concluye su continuidad. Por otra parte,
segin ((1,C,%%)), serd ”G(u)ll < ”G(I)” ”ull siempre
que G(u) sea normal; en particular, poniendo u¥*.u en lugar

de u ( G(u*.u) es positivo y por tanto normal ), serd:

"G(u)”z:: HG(u)*G(u)ll = ('G(u*.u)“ = HG(I)“llu*.uH <



D5

< HG(I)H [\u\\z , Vueu ; desigualdad que demuestra
que ]lGllz < |le(D|| ; pero G(I) es un idempotente de V
simétrico por serlo G e I ; la propiedad estelar de la norma
da: l)G(I)” = I’G(I)all = "G(I)“z, es decir: G(I)
vale 1 o 0. Pero |Gl = [le(Dll ¢ l)c;H"z < llem)l ,
se ha demostrado antes; y, evidentemente: (‘G(I)\\ < el “I‘l:
= llell ).

Segunda demostracidn:

Teniendo en cuenta que G(I) es una proyeccidén de V y que
im(G) estd incluida en la C%dlgebra G(I)V.G(I), cuyo elemento
unidad es precisamente G(I), podemos suponer sin restringir la
generalidad que G(I) es el elemento unidad de V, I°. En estas
condiciones sea u un elemento simétrico de U de norma menor que

uno; la serie
I- (1/2)d%+ (1/21)(1/2)((1/2) - 1)u' = eee +
(=1 (1/a1)(1/2)((1/2) = 1)eee((1/2) =1 + 1™ ...

absolutamente convergente, define por suma un elemento simétrico

u, permutable con u y tal que uf =I-u® . Es de comprobacidn
inmediata que, si llamamos w=u+iu , es w¥w=1I ;
l1gualdad que lleva a G(w)*G(w) = I’; de donde ( salvo G = O0)

I G(W)” = ‘)G(W*)” = 1 ; y entonces
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H G(u)”u = l]é((1/2)(w + w*))ll €1 . Segin esto, si u es ahora

un elemento cualquiera de U de norma menor que uno, u®.u es si-
métrico y también de norma menor que uno, con 1lo que aplicando la

desigualdad que acabamos de encontrar, resultard:
I G(u)”z = llG(u)’G(u)ll = Jle*w)|l ¢ 1 ,Vueu | llull<1.

G estd, pues, acotado sobre la bola ablerta de centro cero y ra=-

dio uno, lo que prueba su continuidad. Serd ademds:

” Gl' = sup IlG(u)|| 1 .+ El resto, como en la primera demos-

tra016n.

Podemos y= enunciar el sigulente teorema que caracteriza los

homomorfismos simétricos entre Cﬁélgebrasz

F.- Sean U y V C2%4lgebras, G un homomorfismo de U en V; las
dos condiciones siguientes equivalen:

a.- G es simétrico.

b.- G es continuo y nGI\.é 1 ( I,Gl) =1, salvo que

Sea G =20 )o

Demostracidn:

((a)) =—=> ((b)).- Resulta como particularizacién de ((E)).

((b)) == ((a)).~ Descartemos el caso trivial G = O y
supongamos en una primera aproximacién que fuese G(I,) = I,

(I, e I,: elementos unidad respectivos de U y V ); por ser
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IIGI) < 1, se tiene:

Lillell = e 1 =>llcl) =1

t= 1ol = lazpll < |

Y, trivialmente: G(I4) = llG” Iz « Pero en estas condiciones el
teorema ((D)) afirma que G es positivo vy en consecuencia simétri-
co. En el caso general, pongamos e = G(I,) ; e es siempre un
idempotente de V. 3i e fuese simétrico ( es decir, una proyeccidn)
el problema se reducirfa al de partida sin mds que considerar que
im(G) estarfa contenida en 1la CZ{lcebra e.V.e cuyo elemento
unidad es e. En cualquier caso es cierto que ]]e[, = IJG(I,)I‘S
< [IG“{II4" = 1 ; de manera gue nuestro teorema ((F)) quedarsd

terminado en cuanto demostreros:

*
Ge- Sea e un idempotente de una C-dlcebra; las dos con-
diclones siguientes equivalen:
C.- e es simétrico.

do- |lef] €1 ( Jle]] =1 , salvo que sea e = 0 ).

Demostracidn:
((c)) =—=((d)).~ S1 e es simétrico, la propledad este-

lar de la norma da:

”e” = i e"'” = “'e“2 == |le|[z0, o bien, He” =1 .

((a)) :::;5((0)).- Descartado el caso trivial e = 0, se-
rd !le], = ”e““ < e “2 — lie” 2 1 ; pero como por

Lhip8tesis es ”ell £ 1 , resulta ”el, =1 . Visto esto,
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tengamos en cuenta al.ora que por ser e un ldempotente e¥*

tam=
bién lo es, con lo que para todo ndmero complejo 2z se verifica

idénticamnente:
z(1 + 22)(1(e-e") - zI) = (e*- 1zI)(e*e - (1+2%))(e + 1zI) .

Como los uUnicos valores espectrales posibles de un idempotente
son O y 1, si 2z es un valor espectral no nulo de 1(e-e¥*)
( z serd real por ser i(e=-e*) simétrico ), €& - 1izI y
e + izI son elementos inversibles, y entonces nuestra identi-
dad pone de manifiesto que 1 + 22 es un valor espectral de

¥

e¥e ; se tendrd en consecuencla:

1 < 1 +2° < |le*e|| = ”ell'z =1 , lo que es contradic=-

torio. AsI pues, el espectro de i(e=-e¥*) se reducea O , ¥y
en consecuencla::

sup | z | =0 ey

e -ell = (l2(e - el ssoliince I

::::;} e = e¥ ; ¥y e es simétrico, como se querfa demostrar.

Comentabamos antes cémo la proposicidén ((G)), que acabamos
de demostrar, reducfa el problema de los homomorfismos G de
Ctélgebras de norma uno al caso particular G(I,) = I, . Tenlen-
do esto en cuenta podemos dar un nueva demostracidn de que la

condicidn HG,) =1 implica la simetrfa de G ( segunda parte
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del teorema ((F)) ). Nos basaremos en dos resultados conocidos:

He- Para un elemento u de una C%dlgebra, lass dos condicio-
nes sliguientes equivalen:
8.~ u es unitario.

f.- u es inversidle y |\ul| = ([u'l| =1 .

Es evidente que ((e)) == ((f)) , en cuanto al recf=
proco cabe simplificar la demostracidn que dimos en [1f], de la
siguiente manera:

u*.u < ]Iu'.ulll g I

“ u ” = “ u™ “ =1 = S A A

R e I Ll | S .
Multiplicando la segunda desigualdad por la izquierda por u* y
por la derecha por u : I £ u*.u » que Junto con la pri=-
mera da : Ww.aa=1I. Esto, Junto con la hipdtesis de que u es

inversible, demuestra que u es unitario.

I.- Todo elemento simétrico u de un glgebra de Banach in=-
volutiva con unidad se puede escribir en la forma u = K(w+w*),
donde K es un nimero positivo y w un elemento unitario ( es-
te hecho se vio en ((E, segunda demostracidén)) en la hipdtesis
adicional (lul{ <1 ; el paso al caso general es trivial. Para
C=glgebras se puede exigir ademds K=llul/2 -[2] ¥y [}], [13]

= sl blen esta especificacidén por el momento no nos interesa ).
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Sea ahora G nuestro homomnorfismo de Uen V ( Uy V: o4l
gebras ) con las condiciones ||G|l =1 y G(I,) = I,; para

cualguiler elemento unitario w de U se tiene:

G(w™)eG(w) = G(w*w) = G(1,) =1, G(w) 1inversibple
-1
G(W)eG(w*) = G(ww¥) = G(I,) = I, G(w) = G(w")
Por otra parte:
1= Il = llez)l] = llewmeem| € o)l el £
S W {w]l =1 })G(w*)”llG(w)“ =1 ; esta igual-
dad, Jjuuto con las desijualdades evidentes ”G(w')n < 1 ¢
| G(w)|]l € 1, implica: e =1 y j]G(wY‘li C
= flG(w*)‘l = 1 o Aplicando ((H)) resulta que G(w) es unitario
Yy por tanto = G(w*) = G(w)d = G(w)* o Finalmente, sea u un ele-

mento simétrico cualquiera de U y u = K(w+w") la descomposi=-

cidn que garantiza ((I)); se tendrd:
G(u) = K(G(W) + G(w*)) = K(G(w) + G(w)') ; pero el dltimo miem-

bro de esta ilgualdad es evidentemente simétrico, y esto garantize

la simetrfa de G, como se pretendfa demostrar.

Corolarios al teorema ((F)).-

Je=- Todo homomorfismo de una C-dlgebra en una C=glgebra con-
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mutativa es simétrico.

Este hecho, que generaliza el conocido resultado sobre la
simetrfa de los caracteres de las Ctélgebras, serd consecuencia
inmediata de ((F)) en cuanto demostremos el resultado mds ge-

neral:

K.= Todo homomorfismo de un dlgebra de Banach con elemen-
* : X
to unidad en une C-dliebra conmutativa es continuo y de norma

menor o igual que uno.

Demostracidn:

Sean U y V nuestras respectivas dlpebras en las coandicio-
nes del euuncladc, I, e I1 sus respectivos eleméntos unidad, y
¢ el homomorfismo en cuestidn. G(I4) es un idempotente de V nor-
mal como cualiuler otro elewento de V por ser €sixz conmutativa.

Pero un 1ldempotente normal es siempre sinétrico ( si es e el

idempotente en cuestidn, s (e) € {0,1} con lo que
lell =suplz| ¢ 1 s ¥ basta aplicar ((G) ) ; esto permite,
z es(e)

como de costumbre, reducirse al caso de ser G(I4) = IL « COn es=

ta hipbtesis se verifica sin dificultad que para cualquier ele-

mento u de U se tiene:

s (G(u)) € & (u) “G(u)” =sup |z|] € sup |zl < Hull »
z €6(G(u)) zeo(u)

que demuestra totalmente nuestra afirmacidn.
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Otra consecuencia importante del teorema ((F)) es que la
2 ~% .-
norma y la conjugacidn de una C-dlcebra se determinan mutuamen=-

te; en concreto:

L.- Sean { u, il ], 5 y {U,N H4,*4} dos estruc-
turas de Ctdlgebra sobre una misma £lgebra abstracta U. Las dos
condiciones siguientes equivalen:

ge= A =11 1, C lall = [lull, s Fueu).

h.- * = X ( o¥ = n% ; Fuev).

Demostracidn:

((h)) =—=>((g)) .~ La igualdad llu“i = ,'u?ul) = P(u?u),
V u €EVvU ( p: funcidn radio espectral, intrinseca a la estruc-
tura de dlgebra abstracta de U ); consecuencia de la propiedad
estelar de lg norma y de que el radio espectral de cualquler ele-
mento normal =~ en este caso: ufu = es igual a la norma de di=-

cho elemento; pone de manifiesto que, conocida la conjugacidn,

se conoce automdticamente la norma.

((g)) =——==((h) ).~ 51 llul] = llu}u para todo elemento
u de U, la aplicacidn G: u—o>u de i U,H ”, *} en
{U,l| ”,, *4% es evidentemente un homomorfismo isométrico y, en

consecuencia, de norma uno; aplicando nuestro teorema ((F)), G

serd simétrico, con lo que:

u* = G(u¥) = G(u)' = u* s Vu eU , Co Q. de
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3.- Isomorfismos de C%£l.ebras.

Se debe a Rickart ( "The uniqueness of norm problem in Banach
algebras" ) un importante resultado segun el cual toda norma que
dote a una Ctélgebra de estructura de dlgebra de Banach es equi-
valente a la norma estelar. Por razones de completitud en el ex-
poskeidn y, no siendo excesivamente complicada, doy a continuacién

la demostracidn ( extraida de [13] )

sean || (| y | H', respectivamente, las normas estelar y
; A
problema. Para todo elemento u de la C:dlgebra ( por ser [ull”™ =
= l}u*ul| =sup |z} ) :
zeoc(u*tu)
@ :
lul|~ < l\u*u[h < |lu¥l|,lJul], . Bsta desigualdad pone de
manifiesto que si { uM} Il m-converge a cero y { ui} [IH;con-
verge, entonces { uﬂ} || |l=converge a cero. Si es u = 1lim u: .

I,

la misma desigualdad, aplicada a uf- u , da:

|| u,- u““”'z = || u%- u”z < |lu,- u"“4.|] u’ - u”' —_ 0

de la que concluimos que { un} [l [|=converge a u* ; pero {uﬂ}

H (| -convergfa a cero, luego u®* = u = 0 . El teorema de la gra=-
fica cerrada nos permite afirmar que la conjugacidn es H H:con-
tinua. Se tendrd pues: Hu*”4 < KlIu(L , Yu; y, enlazando

con la desigualdad de partida: |[lull € X flull , Vu . 1a
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aplicacién u —su de {U,” ”«k en {U,H I\} es, pues, con=
tinua; luego bicontinua ( Teorema de los isomorfismos de Banach);

de donde la existencia de un ndimero positivo p , tal que:
p||u|'4 £ “ul\ < \{—K”u‘L| ; Vu ; que prueba la equivalen=-
cia de ambas normas.

Este hecho, que acabamos de demostrar, tiene como conse-

cuencias inmedliatas:

M.- Todo isomorfismo de una C=2dlgebra sobre un dlgebra de

Banach es bicontinuo.

En efecto: sea U la dtélgebra y G el isomorfismo en cues-
tidn. Basta comprobar que la aplicacién u ———QI‘G(u)” de U en
R es una norma que dota a U de estructura de dlgebra de Banach, ¥y

aplicar el resultado anterior.

Ne= Todo homomorfismo de una Gtélgebra sobre un dlgebra de

Banach sin radical es continuo.

Demostracidn:

Sean U,V y G, respectivamente, las dlgebras y el homomor=-
fismo en cuestidn. Por ser G sobreyectivo, se comprueba sin difi-
cultad que V posee elemento unidad ( precisamente G(I), donde I

es la unidad de U ) y que, para cada lideal por la lzqulierda maxi=-
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mal M de V ( que serd necesariameate cerrado ), GA(M) es un

ldeal por la lizqulerda maximal de U ( y en consecuencia tambidn

cerrado ). Cowo V es siun radical, se verifica:

{o} = /W M ( X: familia de todos los ideales por la izquler-
MeX

da maximales de V ); de donde:

-1 ﬂ -1 ’ -1

G (0) = G (M) « As{ pues, el ideal bildtero G (0) es cerra-

MeX
do. Basta pensar que G induce un isomorfismo de la Gtélgebra
U/G'(0) sobre el glgebra de Banach V que, por ((M)), serd con-

tinuo, para concluir la continuidad de G.

Caso particular de nuestro enunciado ((N)) es el conocido
resultado ( [13]; l