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Fn el estudio de las vihraciones moleculares el prohle
ma bdsico es, como en todos los casos en que se intentan ohtener
estados estacionarios, la resolucién de 1a ecuacion en valores -
propios para el operador de energia.

Para una molécula N-atémica, en que en la aproximacién
del rotor rigido pueden tratarse las vihraciones moleculares in-
dependientemente de la rotacién de 1a molécula, el hamiltoniano-
de vibracién-rotacién quedarfia en la forma siguiente (1-3):

N

_ 1 2 2 2 1 2 ,
H = —5— (PX/A°+Py/B°+PZ/C°) * - i Pk + (1.1)
en donde 1los términqs entre paréntesis representan la energfa de
rotacién de la molécula como un cuerpo rigido, vy los otros dos -
términos corresponden a la energia cinética y potencial debida -

al desplazamiento de los dtomos de sus posiciones de equilibrio.

La ecuacién en valores propios que puede darnos los es

tados estacionarios vibracionales quedaria pues como:

=

S

™y (I.2)

+ V7 1 % = +
bV1h Fu

]
™M A

vih

N

que si se introducen las coordenadas normales definidas en la --

forma usual (4,%) toma la forma:



K2 3N-6 &2 3N-6
2

1
A

v = Fy (T.3)

donde 1las Ai = 4ﬁ2v§ son las soluciones de 1a ecuac¢idn secular

(6):

|GF - AE| =n (1.4)

La ecuacién 1.3 puede desdoblarse en 3N-6 ecuaciones del tipo:

82 1 5
- > ; 02 + " AIQI lp]. = Filbj {1.5)
S |

habiendo hecho voEoT oy, Y F =1 Fi' Cada ecuacién del tipo -
 MEh i
de 1a 1.5 es la ecuacién en valores propios para lz energia de

un oscilador arménico monodimensional, cuyos autoestados vie--
nen definidos por (7,8):

E, = hvi (Vi + 1/2)

- o e s
by = NV{ exp(-a,;0:/2) Hvi(/ai 0,)
(1.6)
’ 1172
i 1/2 i
J = r
xvi (a;/n) /2 T(v)!
2
a, = N,




Si hubiese un nimero d de vibraciones normales que tuviesen los
mismos autovalores A; ¥ por tanto las mismas frecuencias, podri
an manejarse por separado ecuaciones del tipo:

{ K2 a4 82 14, ]
- T - AT QY. v. = F.y. (1.7)
. 2 i ij i it
2 j GQij 2 j
d d
en la que se ha hecho by = mp.. ¥y F, =% E.. . Tenemos asf 1la
1v19 i R &

ecuacién en valores propios para un oscilador degenerado isétro
po en d dimensiones, cuyos estados estacionarios vienen defini-
dos por:

d d
E =1% E,, = h . *
vy ] ij Vi ( Vi ’ )
d
v, = ? Vi
J
g (1.8)
¥ =N e m H (Va. Q..)
vi ooV i Vij i %ij
d
2 2
TiT T Qy
]
d
N == N
Vi o Vi
J

En el caso que se tenga en cuenta la anarmonicidad, vy

{
i

por tanto exista la interaccién de vibraciones, las autofuncio-
nes vibracionales para una mélécula N-atémica, serfan de 1la for
ma (10): '



3IN-6
m wi (Qi) + X(Q1 02"'(}3\1-6) (1.9)

©
1]

no pudjéhdose por tanto separar como en el caso de la aproxima-
cién arménica. No ohstante, para cada estado estacionario las -
funciones de onda han de ser hase de representacién de alguna -
de las representaciones irreducibles del grupo puntual de sime-
tria G, de la molécula. Fllo exige que lo sean cada uno de 1los

sumandos de (1.9).

Si suponemos que s6lo se excita una vibracién degene-
rada, y estamos en la aproximacién arménica, las autofunciones-
para los sucesivos niveles vibracionales serfan (9):

-. Para vi=0, nos encontramos en el estado fundamental, -

~con lo que todos los H (Va; Q..) son constantes, y -
-uir./Z

“como e es invariante a todas las operaciones -

del grupo puntual de simetria a que pertenece la molé-

cula, resulta que el estado fundamental es siempre to-

“talmente simétrico, la autofuncién es por tanto hase -

de la representacién trivial de 0.

- Para Vi=1’ hav un total de "d" autofunciones degenera-

das, que se transforman como la serie:

Qi1’ 0.2,;....de

'ya que los HV

j(/ai Qij) son lineales en Qij’ Por tan-

to el primer estado excitado, con degeneracién d, tie-
ne la simetria de una de las representaciones irredu--

.cibles T del grupo G, con dimensiones 2,3,4 & 5.

- Para vi}1, hay aque investigar cémo se transforma el --

; UNEVEI&TAR},&
\_ o .

ANADP g
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producto
d V. V. Vs s
~ - il i2 id e
"}{Vi’( ai Qij) = Ccte Qi1 Qi? . e Qid + términos de
; ]
J
menor grado (1.10)
~8iendo Vi =V, ot Vig ¥ et Vaas el grado del polino-

mio. Es evidente que todo é1 se transformard como los -
monomios de grado Vi Ne tales monomios de grado v con-

d variables, tenemos un total de

(v +d - 1!,
(T.11)

vy (4 - 1)1

que han de ser hase de una representacién reducihle Ty
del grupo puntual de simetrfa de la molécnla. La reduc-
cién de rv proporciona las representaciones irreduci---
bles contenidas en la v-ésima potencia simétrica de 1la

.Tepresentacién r.

ro=[rV) (1.12)

NDe acuerdo con esto, el nivel |v> constard de tantos --
términos como representaciones irreducibles aparezcan -
en la reduccién de ry - En la aproximacién arménica to--
" dos ellos tienen una energia hv(v+d/2), es decir, hay -
degeneracién accidental por haber despreciado en el ha-
miltoniano los términos de anarmonicidad, pero es de es
~perar que se desdohlen en aproximaciones que tengan en

cuenta dichos términos.



Interesa poner de manifiesto que el hecho de que en la
aprbximacién arménica no se desdohlen los niveles predichos por
(1.12) se dehe a una degeneracién accidental, ya que el hamilto-
niano para un oscilador arménico en d dimensiones empleado es --
invariante a mds transformaciones que las contenidas en el grupo

puntual de simetria de la molécula.

Si escribimos el hamiltoniano como

4 k
H=1 ( + AQ5Y (1.13)
k

y se définen los operadores:

ap = 1//2hy (ZmvQy + ipy)
. (1.14)
a, = 1/V2hv (2nvQy - ipy)
es inmediato comprobar que:
d
1 ="hv (2 (8 a, + 1/2) (T.15)
k ~

y asi escrito, es fdcil ver que es invariante a todas las trans-
formaciones del grupo SIT(d) que es el grupo de todas las matri--
ces unitarias de dimensiones d x d y determinante unidad (11-15)
Las representaciones irreducibles PV de estos grupos son de di--
mensiones (v+d-1)! / v!(d-1)! y sus bases son los monomios homo-
géﬁeos (16):

siendo Ffi=v (1T.16)



Tales dimensiones coinciden con la degencracién del nivel |v>
del oscilador arménico isdétropo en 'd" dimensiones (17). Por
lo tanto, si el hamiltoniano arménico tiene esta simetria, los
niveles del oscilador arménico no se desdohlaran en 10s que
predice (1.12) a menos que se introduzcan en el mismo las per-
turbaciones relevantes que hagan que sélo sea invariante a las
transformaciones del grupo puntual de simetria de la molécula.

Existen datos experimentales pubhlicados en la biblio-
graffa que ponen de manifiesto que cl1 desdohlamiento real de
los niveles sobretonos es el que predice la Teoria de Crupos,
es decir que aparte del efecto de anarmonicidad de que los ni-
veles sucesivos no son equidistantes, tamhién se produce este
otro efecto de desdoblamiento. NDado que los sobretonos de gran
nimero de vibraciones suelen aparecer a frecuencias relativa-
mente aitas, no se ha prestado en general demasiada atencién
al estudio de los mismos por parte de los experimentalistas,
de modo que a lo sumo se han llegado a resolver primeros so-
bretonos. Algunos casos interesantes se mencionan a continua-
cién:

- Las moléculas de los haloformos, esto es, FBCH,
C13CH, BrSCH y ISCH tienen todas simetria C3v' Por tanto to-
das ellas presentan tres vibraciones normales de simetria
A1 y otras tres de simetria I, es decir, dohlemente degene-
radas. La descripcién de las mismas, en el caso general X_CH

3
es como sigue:

v.; v(CH) A

. ! T
13 vy3 6(CH) T

1

) | vZ;VS(XSC) A vas(XSC) F

1 Vg

vS; 6S(XSC) A1 Ve “asg

En el caso del cloroformon, se ohserva muy bien el desdobla

miento A +E del primer sohretono de la vihracidén &(CI1), asi

1



por ejemplo para el compuesto gaseoso sc¢ ohservan los siguien-

tes valores experimentales (37):

CISCH (g) C]3CD (2)
-1 -1
v4; r 122n,2 cm 913 cm
Zvgs B 244n,4 " 1832,6 "
2v4; \1 2407,8 " 1805,5 "

en las Figuras adjuntas puede versc el registro de estas zonas
del espectro infrarrcjo, especialmente en el espectro del C13CH
pueden distinguirse muy bien la componente \1 ¢on sus tres ra-
mas PQR y la componerte F que no llega a resolver ninguna es-

tructura de rotacidn.

20 T T T T T
<
= )
E_, 2V, ClyCH vapor A
=
N
=
<
ac
- -
P E

1 L 1
2380 2400 2420 2440 2460

— Y (um™)



10

T T T T T

e 20} A{ =
S 2V, UsCD vapor
<C
= E
% er o -
=
=
= 60
e -

80 |- l

100 1 L ‘ ] 1 1

770 1810 1850

e ) (e *)

I'l mismo fendmeno de desdoblamiento de 1la 2)) puede
observarse también en disolucién de F14F para lo que se tie-

nen lasjfrecuenc1as (38):

C1.CH (dis) (1,60 (dis)
‘ © vy n 1215 em! 908 cn”
2v,5 B 2433 cn”! 1817 cn”
2v,5 Ay 2399 cn”] 1796 cm”

en las Figuras adjuntas pueden verse los respectivos espectros
infrarrojos, en los que evidentemente sélo se ohserva el espec-

tro de vibracién pura sin ninguna estructura de rotacién.



€ (L/mol. em)

2)/4,. CLBC H dis.

2415

2315

V) (‘m.')

»

& (L/mol-em)

esln

2V, ClsCD dis,

1780

V(em™)




En el espectro del FzﬁH gasecoso llegan a recsolver-
se las dos componentes A1+P de las vibraciones 2v4, 2v5 y 2v6,
es decir de los primeros sobretonos de las tres vihraciones
doblemente degencradas de la molécula. Los datos experimen-

tales tomados de (39,40) son los siguientes:

; _EBFH (g)
vy3 T 1375,0 em” !
ve3 T 1152,0

v,; T 517,6
2v,; T 2754,4

2ugh Ay 2710,8 ™

2v.; T 1015,2 ¢
6

2v6; \1 072,4 "
en las Figuras adjuntas pueden verse los registros del espec-
tro infrarvrojo correspondientes a la zonas en que aparecen
estos sohtetonos. Fn todos los casos 1a identificacién de las
componentes A1 puede hacerse facilmente dehido al contorno PQR
de 1la bania, entanto que la componentce " no llega a resolver

ninguna; estructura rotacional.

s
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No s6lo en fase vapor y en disolucidén se llega a
observar este fendmeno del desdoblamiento de los sobretonos,
sino que también en sé6lidos se han observado tales desdobla-
mientosen el primer sobretono de una vihracién T, asi por
ejemplo ‘en el caso del TKCH, se resuclven las dos componentes
A1+E de la vibracién 2v4; los datos experimentales tomados de

(41) son los siguientes:

"

r‘ ’
1,00 (s81.)

vyi T1064 cn”]

2v E 2100 "

4

A, 2076 "

2vgs A,

en la Figura adjunta se observa el espectro de un monocristal,
con distintas orientaciones del polarizador. La banda que aumen-
ta de intensidad es la componente A], que aparece débil cuando
el plano de polarizacién es perpendicular al eje z de la molé-
cula de iodoformo en la celdilla unidad, y fuerte cuando el

plano de polarizacidén es paralelo a dicho eje.

100

90 |-

60 |-

50 |-

——> % TRANSMITANCIA

0L

2000 2100 2200

> U {cm™
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En la Figura anterior la escala es lineal en longitudes de

onda.

Como puede observarse en cstos y otros ejemplos pa-
recidos, hasta el momento no se ha prestado interés a sobre-
tonos superiores al primero, bien porque quedan fuera del ran-
go de frecuencias exploradas, o simplemente porque en el espi-
ritu de las investigaciones efectuadas estaba primordialmente
el estudio de los fundamentales y por lo tanto el estudio de
los sobretonos no pasd de tener un caracter mids que anecddti-
co. No obstante, estd claro que el comportamiento de los mismos
es un cémpo de investigacién del mayor interés.

E1l objetivo de este trahajo ha sido ohtener mediante
lés perturbaciones necesarias los desdohlamientos de los nive-
lés sobretonos predichos por la Teorfa de Grupos, para el caso
de las vibracionesdoblemente degeneradas de las moléculas axia-
les y octaédricas o tetraddricas. Para este fin:

, ' - En el Capitulo II se ha revisado la teoria sobre
el oscilador arménico isétropo endos dimensiones, encontrdn-
dose una gran confusién en cuanto a la definicién de los poli-
nomios asociados de Laguerre que forman parte de la funcién
radial; por esta razén a partir de la funcién generatriz pro-
puesta briginalmente por Schr8dinger para dichos polinomios
se han obtenido explicitamente todos los necesarios en el cil-
cplo de perturbaciones. Asfmismo se han estahlecido autofun-
ciones de orden cero para las vihraciones dohlemente degenera-
das en moléculas axiales y tetraédricas u octaédricas.

- En el Capitulo TTT se han ohtenido las anarmonici-
dades relevantes en cada caso y se¢ han calculado los clementos
de matriz necesarins; tanto angulares como radiales. [stos fil-

timos aparecen parcizZlmente en la hihliografia, pero al com-
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probarlos se han detectado errores, por lo que se han calcula-

F .
do explicitamente todos los necesarios.

Con ayuda de los resultados anteriores, se han calcu-
lado las energias de los niveles y las frecuencias de las tran-
siciones:para las vibraciones F de CSv , 0Oy Ty» ¥y para las E1u
y EZu de_D6h' También se han calculado autofuncioncs pertur

badas para las vibraciones E de Csy ¥ Eq, de D¢, . Para las vi--

; Tu
braciones E de C3V se han encontrado las relaciones que ligan a
las constantes de Nielsen con las correspondientes a los térmi-
nos de la anarmonicidad que se han tomado en cuenta en este tra

bajo.

Por (ltimo, en el cdlculo de intensidades se han obte
nido expfesiones para los coeficientes de Finstein que permiten
junto con las expresiones para las frecuencias de las transi--
ciones, el cdlculo de constantes de anarmonicidad - de parame- -

tros electrodpticos.

Lvidentemente la verdadera aplicabhilidad d¢ las fér-
mulas desarrolladas sélo se podra contrastar cuando se dispon-
ga de suficientes datos experimentales, es decir cuando se ha-
yan estudiado con suficicnte detalle los sobretonos de las vi-
braciones doblemente degeneradas a que se refiere este trabajo,
Esperamos por 1o tanto que la aportacién hecha sirva de estf-
mulo a los experimentalistas para ahordar extensamente tal cam-

po de investigacién.
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IT.-VIBRACIONES DORLEMENTE
DEGENERADAS EN LA APRO -

XIMACTON ARMONTITC®CA
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A.- F1 oscilador arménico isétropo en dos dimensiones.

La ecuacién secular (T.4) puede poseer raices dohles ,

taies que:

A esas dos raices iguales, les corresponde una frecuencia de vi-

bracién dnica v dada por

A (11.1)

Para cada valor de A se encuentra asociada una coo:lenada normal
Q,ide modo que a los dos valores iguales Aa=A), estdn asociadas-
las dos coordenadas normales Qa y Q)5 esto hace aue el correspon
diente oscilador arménico quede definido en dos dimenziones del
espacio de las coordenadas normales 0,

A.1.- Ecuacibn en valores propios.

La ecuaci6n de Schrodinger para este oscilador sera:

82y §2y 2
L LR
5Q3 Q2 K 2

>

+ Q)] =0 (11.2)



que es de variahles separables,por lo cual tomando:

v(Q,5Q) = v,(Q) v, (0)) y E=F, +F,

la ecuacién (11.2) se puede desdohlar en dos ecuaciones del tipo

de la del oscilador arménico monodimensional:

82y.(Q,) 2 A
—2 o — - — D) wQ) =0
2 5 1 ? a 1*~a
5Q; W’
§2y,(Q) 2 A
b 2
b (r, - — QD) u,(Q) = 0
2 2 2 -
GQb ¥
Las soluciones de la ecuacién (I1.2) son:
F o= hy(v,+v,+1) 0 T = hu(v+1) (11.3)
donde v = v1+v2.
Haciendo el camhio de variabhles:
B )
_ 1/4 . - o \1/4
qa = (-_7_) Oa ) qh = ( 2] Ob
H- H
la ecuacidn (ITSZ) puede escribirse como:
K 62y 62y 5
- wp— 3102 g " - (aZ + al)dv = Ty (11.4)
2 qu a !
' 4 6q2 h
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chos autovalores son tamhién del tipo de la (II1.3) y cuyas auto
furiciones son ahora:

by T by (0g) by (ap)

con:

q,) exp(- —4—)
2

1’; q ) = 2 v '/" -1 /2 ” ex P ___.._...)

A.2.- Operadores de momento angular vibracional.

La ecuacién (171.4) puede ponerse tamhién como:

LI 1/2 Pg p% Z 2
—?—A (7+7+qa+qh)w=f;¢) (II.())

donde pa;y Py, son los operadores correspondientes a los componen
tes del impulso lineal, definidos en 1a forma:




Una forma alternativa de escribir la ecuacidén en va-
lores propios (IT1.4), es introduciendo el camhio de coordena-

das inicialmente propuesto por Nennison (13):

q, = r cos ¢ qy, = T sen ¢

-

con lo que la ecuacidn (II1.6¢) quedaria en la forma siguiente:

8 8 1 82 )
( r + = -r° )y = Fy (T1.8)
2 L r ér 8T T 8¢ 2

y tomando:

v = R(r) ¢(¢)

se pueden ohtener por separado la parte radial y 3a angular, por
el método usual de factorizacién. La parte angular quedaria co--
mo:

520 5
= -m ¢ (T1.9)

S¢2

que nos conduce para la funcién angular a una solucién periédica

del tipo:

8(8) = (20) V2 exp(ring) (T1.10)

donde m es un nimero entero no negativo que resulta ser el nime-

ro cudntico que nos especifica el momento angular vibracional.



A partir de los operadores de momento lineal P, Y Py oo
se puede definir el operador de momento angular vibracional, en
la forma:

P = a,nq-ap,

8 '
P -if — (T1.11)
64

dellque evidentemente son autofunciones las (I7.10), con autova-
lores tm}f. Fsta es una caracteristica exclusiva de las vibracio-
nes degeneradas, ya que para las no degeneradas no se puede defi
nir;ningﬁh momento angular.
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A.3.- Autofunciones, autovalores y Jdegeneracién de los estados.

Las autofunciones del operador de energia para el osci-
lador arménico isétropo en dos dimensiones, estdn suficientemen-
te expresadas por (II.5) en funcién de las coordenadas normales
Q, ¥ qy, » en tanto que los autovalores ecstin dados por (II.3). No
obstante,es usual expresar las autofuncioncs en funcién de r y ¢
de acuerdo con (18). I'n tal caso las autofunciones dehen ohtener-
se por resolucién de la ecuacién (71.8). Una vez separada la par-
te angular cuyas soluciones vienen Jdadas por (IT1.10), 1a parte
radial deberd satisfacer la ecuacién diferencial:

5 2
d R;r) , R slx e pd _’ﬂ?] R(r) = 0 (IT.12)
dr T dr r
en donde:
2F
o = —7 (17.13)

Si tomamos R(r) = exp(-rz/Z) F(r), 1a (71.12) queda en la forma:

a2E (1) P dF(r) 2 .o
——3—7—— + (r -Zr)——g——- + (a-2-m"r %) F(r) =0 (I1.14)
r ’ T

y esta ecuacién admite soluciones del tipo:

F(r) = r'Z(r)



donde y ha de tomar el valor y = m (19), con lo que la ecua-
cién (II.14) queda en la forma:

a?z(r) 2m+1 dZ(r)
7 * ( - 2r) ——— +[a-2(m+1))2(r) = 0 (I1.15)
dr T dr

Haciendo ahora:
p =T y Z(r) = G(p)
se obtiene la ecuacién diferencial asociada de Laguerre:

a%6(p) dG(p) 1
p——y— ¢ (m+1-p) + (a-2m=-2)G(p) = 0 (I71.16)
dp dp 4

Las solu¢iones de esta ecuacién son:

_ M
G(p) g 141/2(V+m)(9)
G(p) es dn polinomio asociado de Laguerre de grado 1/2(v-m) en p,
es decir de grado (v-m) en r; su forma general seri:

G(p) = Zanpn (11.17)
n

donde los coeficientes a  se pueden ohtener por la férmula de re-
currencia (*):

(*) Nétese que en el trahajo de Shaffer, esta férmula esti equivo

cada:

e [2(m+2n+1) - 1)

a In(n+m+2)




n-1/4(a-2m-2)
nrl . i (17.18)
a n(n+1)+(m+1) (n+1)

Si la serie (T1.17) termina en algin valor finito n=N,
la funcién radial que se ohtiene entonces es finita. La termina-

cién de la serie en n=N, requiere que se cumpla la relacién:

S 2(m+2N#1)-a = 0
de donde:
o = 2m+4N+2
qué nos permite escribir para la energia:
Fo= /2 (me2ne1)

teniendo'en cuenta ¢l valor de o dado por (T1.13); ahora tenien-
do en cuenta (IT.1) resulta que A = 472v2 y se puede escrihir:

E = hy(m+2N+1)

Si hacemos v = m+2N, entonces quedarfa la ecuacién diferencial -
(I1.16) como:

ace) dG(p) 1
P ——5—7—-+ (m+1-p) + (v-m)G(p) = 0 (11.19)
. o) dp 2

y para la energia tenirfamos:

E = hv(v+1)

que coincide exactamirite con (T7.3).



i
v es el nimero cudntico vihracional total, que puede
tomar: todos los valores de los niimeros naturales v=0,1,2,3,...

etc.

F1 nimero cudntico m = v-2N, puede tomar los valores

m=v, v-2, v-4,....1 6 0, para un valor dado de v.
Con- todo 1o expuesto, resulta que la expresién gene-

ral para las autofunciones de un oscilador is6tropo en dos di-
mensiones, puede escribirse:

1

| _ b B m_m 2 ” _
Yo (Ts8) = N pexp(-t7/2)r L1/2(V+m)(r ) E;;;T77 exp(tim¢) =
, 1
‘—.' 77 exp(timg) Rvm(r) (1T.20)

(2m)

en donde:

2

m.m
"1/2(v+m)(r )

2
R - "
Vm(r) va exp(-r7/2) r

y donde Nvm es la constante de normalizacién de 1a funcién ra-

dial definida por:

(]

L) 2 -
I Rvm(r) r dr = 1 (17.21)

También:

Ros(0) = N o exn(-0/2)0%"% 13(p) (11.22)

en donde ademds de p = rz, se ha hecho:

~
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vV +m
0 B ————— y s =m (11.23)
2
y Nas estd definida por
L e do
2 s s 2 " 9
Nas Io o~ exp( p)[Lo(p)} > 1 . (11.24)

las constantes de normalizacién , Son asfi:

2

:((v-m)/z]:}‘/°
1/2

Nvm = 2

{[(v+m)/2]!}3/2

i . ,1/2 [(0-5)2]1/2 —r

[ o! ]3/2

=
i

ogs

La degenéracién de los niveles |v> , cuyas autofuncio-
nes estdn dadas por (I1.20), y la energia por (I1.3), serd g=v+1
segiin se deduce de 1la (T.11) haciendo d = 2. E1 diagrama de nive
les se ve en 1a Fig. 1,



29

E = 7hv

16> g =7
F = 6hv

| 5> g = 06
' = Shy

|4> g =5
F = 4hvy

| 35 g = 4
E = 3hv

2> = 3

g

E = 2hv

[ 1> g = 2
E = hv

|O> g =1

Fig.1- Diagrama de los niveles |v> para el oscilador armé-
nico isétropo degenerado hidimensional. g es la degenera-
cién del nivel.



A.4.- Vademecum de los polinomios asociados de Laguerre.

Las funciones radiales dadas por (I1.22) se han emplea

do ampliamente para el cdlculo de elementos de matriz del tipo:

< R(p) / o™ / R(p) >

los cualés se encuentran tahulados en (19). Al intentar reprodu-
cir taleé resultados hemos encontrado algunas discrepancias, 1lo
que nos ha hecho revisar completamente el cAlculo de tales ele--
mentos de matriz.

La principal clarificacién que ha hahido que hacer ha
sido la definicién misma de los polinomios asociados de Lague---
rre, para los que hay una gran variedad de formas ¢« presenta---
cién en 1la bihliografia, que en principio puede inducir a confu-
sién,

La funcidn generatriz originalmente dada por Schrddin-
ger para los mismos es (29):

‘ s exp(-pu/1-u) - " u®
U(p,u) = (-u) : s+] = I LO(O)
f (1-u) o=s o

(11.26)

Es curioso hacer notar que en el trabajo original de Schrodin---
ger, la férmula anterior, que encaheza la pdgina 486, aparece --
con un error de imprenta, que se ha transmitido a ohras importan
tes como por ejehplo (30), que la reproduce en 1la pdgina 115, --
con el mismo error.



De acuerdo con esta generatriz, se ohtienen los polino

mios L:(p) que figuran en la Tahla T.

Estos polinomios pueden ohtenerse tamhién empleando pa

ra ellos la siguiente férmula general dada por (31):

L:(o) = (-1)° —9: (08 _ _o(g-s)  o-s-1

(o0-s)! 8-

0(0-1)(9=s)(0-5-1)  o-s-2 } (11.27)

r— 0 "+ ...
21

Esta misma férmula puede expresarse como:

0-5S i MK
L) = (-D° 1 (-nF e o
k=0 (o-s-k)!(s+k) k!

(11.28)

qué es por ejemplo la que viene dada en (32,33).

No obstante, existen algunas incongruencias en la bi--
bllograf1a, ya que por ejemplo en obras fundamentales como (4) ,
si bien en la pdgina 131 aparece correctamente la generatriz --
(11.26), 1a férmula de recurrencia dada:

{ o-8 . a']?
L5() = 1 (-1)k*! (o] g" (11.29)
9, k=0 (a-s-k)! (s+k)! ¥!

que estd tamhién en (30), no reproduce los polinomios definidos-
por tal generatriz, sino los de la Tahla TT. Fntre ellos y los -
de 1la Tabla T s6lo existe la diferencia de un factor constante -
de, fase, por lo que tcdos ellos satisfacen la ecuacidn diferen--

cial asociada de Laguerre:
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¢
{

(K] '

pthp) +(s+1-p) L: (p)+(0-s) Lj(p) =0 (11.30)

que es 1@ (IT.19) pero incluyendo (I11.23).

Con los polinomios definidos por (11.26), y contenidos
en la Tabla I, las funciones radiales son las que proporciona --
(11.22) vy estdn recogidas en la Tahla TTT.

-



TABLA I.-

+Polinomios asociados de Laguerre:

f U(p,u) (-u)® exn(-p u/1-u) / (1-u)S+1
{
’ 0
7 Lotp) = 1
I
L 13(0) = e 4
7 N
| Ly(e) = -1
: Lg(o) = o2 - 4o + 2
1
Lz(O) = Jp < 4
R ORE:
L 1300) = 0%+ 902 - 180 + 6
| 1
; Lz(p) = -3p" + 180 - 18
Z
LS(O) = -6o + 3
3 ]
. Lz (o) = -6
CLi(e) = 120% - 960 + 144
!
L L2(e) = 240 - 96
4 .
Ly(p) = 24
4
Le(p) = -1200 + 600
5
Ls(p) -120
! 6 )




TABLA II.- Polinomios

asociados de Laguerre:

34

n
s og-S . (OI)L
L3) = 1 (-nF! : : ;
k=0 (0-s-k)! (s+k)! k!
0
Lo(p) ol
L0(e) = 0 - 1
1
111(0) = -1
0 2
Ly(p) = =07 + 4p - 2
Ilrsy =
2 O) = LD - 4
2
Lz(p) =2
0 : 2
L(p) = 03 - 99" + 180 - 6
1
LS(D) = -3p + 18p - 18
2 .
LS(D) = 6p - 18
3
Ls(p) = =f
2 2
Ly(p) = =120 + 96p - 144
3
Ly(p) = 96p -24
4
Ly(o) = -24
4
Le(p) = 1200 - 600
Lg(p) = -120
6.’
Le(p) = -720




TABLA III.- Funciones vadiales para el oscilador arménico

isétropo en dos dimensiones (y = m).

Rog ()
Ry le)
Ryp(e)
Rop (e)

L Ry, (e)
Ryp ()
Rz (o)
Rzq(p)
Rsz(p)
Rzz(p)
Rypp(p)
Ryz (0)
Ryq (o)
R54fp)
Feclp)

Réﬁ(o)

= /2 exp (-p/2)

YZ (1-p) exp (-p/2)

VT o7 exp (-p/2)

1//T (% - 15 + 2) exp (-0/2)

01/2 (p - 2) exp (-0/2)

o exp (-p/2)

-6) exp (-p/2)

3 2
-1/3VZ (p~ - 99" + 18

118 512 (52 - 6p + 6) exp (-0/2)
1/V3 (3 -p ) exp (-0/2) »
-1//% 03/2 exp (-p/2)

2
1/2/8 (o> -8p +12) exp (-0/2) o
1/2v% 0372 (o - 4) exp (-0/2)

2
1/2/% 0% exp (-0/2)

“1/2/TT o2

(p - 5) exp (-p/2)
-1/2V7% 05/2 exp (-p/2)

1/6/T0 o° exp (-p/2)

55



TABLA TII.- Continuacidn.
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Ry (1)
" Ryql)
Rapfr)
Er)

R22

Rzq (1)

Rz ()
RgotT)
Ry2 (1)
Ryq(7)
: Rygq L)
Ry (¥)
Reg(¥)
'R60(r)
Rg2 (1)
Req (1)

;Res(r)

YZ exp (-r2/2)
-/2 r exp (-r2/2)
2 (1 - rz) exp (-r2/2)

rz XD (-r2/2)

2

r (r" - 2) exp (—r2/2)

-11/F ¢° exp (-rZ/Z)
1/V2 (r4 - 4r2 + 2) exp (—r2/2)

1//3 (3 - %) exp (-r2/2) r2

1/2/% r4 exp (-r2/2)
-1//6 r (r4 - 6r2 + 6) exp (-rz/Z)
1/2/% 3 (rz - 4) exp(—rZ/Z)

-1/247% +° exp (—rZ/Z)

17377 (x® - or* 4 18r2 - 6) exp (-r2/2)

2

1/2/6 (r4 - 8r% + 12) rl exp (-r2/2)

172775 t* (2% - 5y exp (-r2/2)

1/6/70 ° exp (-r2/2)




B.- Moléculas con vibraciones dohlemente degeneradas.

Para determinar las propiedades de simetria de las
vibraciones moleculares suele recurrirse a utilizar las coor-

denadas de desplazamiento de cada uno de los dtomos, es decir:
A&, Ax, AZ, tiviiieeieneeans AX , Ay , Az

como bhase de representacidén de una representacidn reducible
del grupo puntual de simetria G, de la molécula, a veces cono-
cida como representacién molecular. De la reduccién de tal re-
presentacién puede conocerse el nidmero de vihraciones de cada
una de las especies de simetria del grupo G, una vez deducidas
las translaciones y rotaciones de 1a molécula como un todo.
Cualquiera transformacién lineal dJde coordenadas produce una

nueva serie:

51,52,53, o-..............gsn

que genéran una representacidén equivalente. Ts evidente por
tanto que las coordenadas normales, obhtenidas a partir de los
desplazamientos mediante una transformacién lineal, deben ser

base de'la misma representacién (5).

Un método a veces mis rapido sobre todo si son mo-
léculas con muchos dtomos, es mediante la identificacidn de
series de ndcleos equivalentes en funcidén del namero de las
cuales pueden expresarsc el niimero de vibraciones dec cada es-
pecie de simetria. Tales expresinnes pueden verse tabuladas
en (10). |



Por lo tanto,sdln existirdn vibraciones Jdohlemente de

generadas en aquellas moléculas cuyo grupo puntual de simetria

tenga representaciones irreducibles en dos dimensiones.

Vibraciones dohlemente degeneradas podemos encontrar-
las en mdléculas con simetria N, @ 0y, asi como con simetrias-
pertenecientes a subhgrupos de Dg, con un eje de simetrfa supe--
rior, y a subgrupos de Ny, con al menos un eje de simetria supe-
rior. En.las Figuras 2 y 3 pueden verse los suhgrupos de Dy, ¥
Oy, alguﬁos de los cuales son comunes, ya que salvo 0, Ty, Tyq ¥y
T todos los demds subgrupos de 0y, lo son tamhién de DNy, .

B.1.- Moléculas con simetria axial.

' Para moléculas lineales C ooy s6lo pueden existir vibra

ciohes doblemente degeneradas de tipo 1, pero no de tipo A, & ,
etc., (10). Las autofunciones ohtenidas en el apartado anterior
y ekpresadas de forma general en (II1.20), corresponden a estas-
vibraciones de tipo =, ya que para v=1, m=1, y la pareja:

&
"

Rom(T) exp (im¢)
(11.31)

Yy = R, (1) exp (-img)

es hase de la representacién irreducible T, como se demuestra -

a continuacién:
1

- La parte radial es invariante a todas las transforma--

_c1ones de rmv*

‘
‘

- 'Le parte angular consta de la pareja exp(im¢),exp(-im¢)
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que se transforma de la siguiente manera:

exp(-im¢) exp(-im¢) | (D 1) lexn(-im¢)

E[CXD(im¢) ]=[exp(im¢) =[1 ”][exp(fm¢) 1 S x(F)=2

cefexp(ime) . exp(im{¢+a]) ]_lexn(ima) 0 }
® exp(-im¢) exp(~im[¢+a]) N exp(-ima)

exp(im¢) : x (C%) = 2cosma
iexn(-img) N

L exp(im¢) |_lexp(im¢) |_| 0 +1]lexp(im¢) |, ¥ (5.)=0
Viexp(-ime) exp(-im¢) +1 Njiexp(-im¢) v

para m=0,1,2,... tendriamos bases para las representa-
tiones z+,n,A, etc., respectivamente. Para moléculas -
con simetria perteneciente a un suhgrupo de Cuy, habra
due emplear combinaciones lineales de estas adaptadas-
p cada grupo puntual, por ejemplo tal como pueden ver-
se en (20,25). Tales comhinaciones lineales de las fun
ciones (II.31) tendran por lo tanto la parte radial

Rvm(r) y una parte angular en sen m¢ & cos mé.

Fn moléculas lineales con simetria ﬁm}, s6lo puecde

haber vibraciones dohlemente degencradas de simetria m_ 6 m,
o

(10). No obstante en moléculas con simetria pertencciente a

subgrupos de th puede haber vibhraciones de simetria F1g 0
E1u’ que derivan de IIg o HU, pero puede haber tamhién vibra-
ciones con simetria ¥, 6 F,,» dque proceden de hipotdticas

& o
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A © Ay etc., segin puede verse en el descenso en simetria
desde D h 2 n6h y otros subhgrupos, expresado en la Tahla IV,

ol

En moléculas con simetria Dey, = Coyp X 1 las auto-
funciones deben ser bases de representacién de representacio-
nes irreducibles de dicho grupo. Si partimos de que las auto-
fuhcionqs,son de la forma (II.31),resulta claro que el carac-
ter £, I, eté., depende de que m sea 0, 1, etc., pero el ca-
rdcter 'g" § "u" depende de que m sea par o impar. Queda pues
restringido el uso de tales autofunciones al cdlculo de los
elementos de matriz que dan las perturbaciones en los niveles
sobretono de las vibraciones IIU ya que la solucidén para la
parte radial exige que para v = 1, m = 1. I'n sus subgrupos se
podrdn usar combinaciones lineales adaptadas en simetria de
las autofunciones (1I1.31), pero sélo para aquellas vibhracio-
nes cuya simetria seca Plu’ es decir que derivan de HU.

El problema general que sc plantea cntonces es qué

funciones utilizar para calcular los elementos de matriz:

‘
|
i

<V /AN 5> (11.32)

en dondé las ¢i’ wj son autofunciones en la aproximacidén ar-
ménica y All representa la perturhbacién debida a la anarmoni-
cidad, en aquellos casos en que las autofunciones (IT.31) no
sean bases de la representacién irrcducible a que pertenece

la vibracién degenerada en estudio.

En general,para un oscilador arménico is6tropo en
"d" dimensiones, tenemos autofunciones de la forma dada por
Louck (?2), que pueden factorizarse en parte radial y parte
angular. La parte radial de la autofuncién no es afectada
por la anisotropia del oscilador sino que Gnicamente se ve-
ra afectada por la anarmonicidad radial, por lo que para un
cdlculo de la energia por teorfa de perturbaciones, el uso

de las funciones radiaies para el oscilador arménico bastara



TABLA IV.; Descenso en simetria desde Dop, @ algunos de sus

subgrupos.

Do Do Pad Dea P44
z; Ay A A, Atg
Tgl Arg A Ay Arg
ng' Eyg Eq E, By
by, g E, E, B,
0g3 B1g+ BZg E3 E1 EZg
rgf Eyq E, B + B, By,
Hg: By 3 E, Ayg
o1 Mgt Mag Bt By Es Eig
Z;j A2u RZ BZ AZu
2; A1u B1 B1 A1u
Ty Equ E Ey Equ
Au‘ EZu E4 F2 E2u
Qu: B1u+ B2u ES E% E2u
I‘u EZu E2 A1+ AZ E}u
”ui E1L By E, ALy
Tu Mu* P M A 5 E1u
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como una aproximacién de orden cero. Para d = 2, 3, 4 6 5,
la funcién radial es siempre de la forma dada por (I11.22) y

(IT1.28), con la Gnica salvedad de definir :

’

o = 1/2 (v+tm+d-2) y s = 1/2 (2m+d-2) (I11.33)

y tomar los factoriales de niimeros semienteros como funciones

gamma .

' Las partes angulares de las funciones de onda son
arménicps esféricos generalizados, es decir arménicos en la
superficie de una hiperesfera de "d" dimensiones (32). En "d"
dimensiones hay un total de d-1 nimeros cudnticos de momento
angular, que para el caso de d=2, se reducen al nimero culdn-
tico m para el que m = v, v-2, v-4, ... etc., Yy que aparece
en la parte radial y en el exponencial exp(im¢). Fn la prdc-
tica, estas funciones del oscilador arménico is6tropo pueden
servir sélo como punto de partida ya que las moléculas reales
son esencialmente osciladores anisétropos y los nimeros cuédn-
ticos de momento angular pueden dejar de ser buenos nidmeros

cuianticos.

Una dificultad adicional es el problema de dimen-
sionalidades que surge cuando se usan autofunciones del osci-
lador d-dimensional, dehido a que el hamiltoniano verdadero
estd expresado en coordenadas espaciales tridimensionales y
es de la forma (I.2), mientras que cualquier hamiltoniano es-
pecffico escrito en funcién de "'d'" coordenadas normales es un
artificio de aplicahilidad restringida a una serie particular
de autofunciones del hamiltoniano verdadero. Tn el caso de
Cualesqhiera vibraciones degeneradas es 1dgico utilizar fun-
ciones angulares que se transformen en el espacio tridimensio-
nal como bases de representacién del grupo puntual de simetria
de la molécula. Esta idea de hecho aparece expresada por Llert
ya en 1928 (36) en su estudio de las vihraciones de moléculas

tetraédricas.
3



Si escrihimos ¢1 hamiltoniano completo, incluyendo
toda la anarmonicidad permitida por c¢l grupo puntual de sime-
tria G, ae la molécula en funcién de coordenadas cartesianas
ponderadas (4,5) , quedard en la forma:

L, 3N (2 3N 3N
H=-K"/2¢ —5 * 1/21 = r f..a.q. +
! 'k 8q, i | 13103
(I7.34)
| 3N 3N 3N
+r 173! 12 jz: 5 rijl"qiqjq]f T oy e

si se introducen las coordenadas normales (4,5), tendriamos:

i
2 3N-6 .2 3N-6

I T D IR B gf .
: 1 48Q) 1 1
(11.35)
; | SN-6 3N-6 5N-6
0 ) .-
+ 1/3} z b T a]mn\]Qm(\n o PR

1 m n

'
|

que debe seguir siendo invariante a todas las transformacio-
nes delfgrupo puntual de simetrfa dec la molécula. Si sélo se
consideran valores pequefios de las coordenadas, cs decirt am-
plitudes pequefias, podemos quedarnos nada mids que con los tér-
minos cuédréticos, esto es, estamos en la aproximacidén armé-
nica. Efihami]toniano arménico:

5 3N-6 2 3IN-6 , |
H= 1ik"/2 = > + 1/2 3 A]k; (TT1.36)
i 1- SQ] ]

es inva#iante a mds transformacioncs que las del grupo G,
luego son los términos de anarmonicidad los que restringen
su invariancia sélo al grupo G. Los términos Jde anarmonici-
dad deberdn pues tener la forma dec las funciones que son ha-

se de representacién de la represcntacién trivial del grupo



G, y esta anarmonicidad scpuira teniendo la misma forma aun-
que se consideren ''d'" viliracioncs degencradas por separado
(36). La anarmonicidad por tanto podra tener una parte radial,
esencialpente invariante, y una parte angular que en gencral
serdn combinaciones lineales dc los arménicos esféricos de su-

perficie,

‘ In-cuanto a las autofunciones que definen cualquier
nivel vibracional deberdn ser bases de representacién del gru-
po G, en virtud del Teorema de Wigner (28). La parte
radial de las mismas e¢s esncialmente invariante a las trans-
formaciones del grupo G por lo que c¢s sélo la parte angular 1la
que es responsahle de las propicdades de simetria de la auto-
funcién ‘completa. Tales autofunciones sélo scrfan conocidas si
se pudiéée resolver la ecuacidn en valores propios utilizando
un hamiltoniano completo, con los términos de anarmonicidad in-
cluidos. Como tales autofunciones no se conocen, nuestra aproxi-
macién ﬁara calcular la energia de los niveles perturhados con-
siste eﬁ:partir de las autofunciones para los niveles no pertur-
bados del oscilador arménico isdétropo en "d'" dimensiones utili-
zando directamente la parte radial para calcular el elemento de
matriz ﬁadial, y sustituyendo la parte angular en d dimensio-
nes, por una parte angular funcidén de armdnicos esféricos de su-
perficie, que tenga las propiedades de simetria deseadas. Si ta-
les paries angulares se utilizan para calcular el clemento de
matriz angular correspondiente, estos, en virtud del Tcorema dc
Wigner y Eckart (27,28) han de ser proporcionales a los obteni-

dos con las autofuncioncs verdaderas.

. Es decir, que si s6lo tuviésemos una vihracidn doble-
mente degenerada, y prescindimos de la interaccion con las de-

. 1! . P . . . -
mas vibraciones,resultaria, para una anarmonicidad isétropa, una

! .
ecuacidén de ondas que en lugar de (I1.8), se escrihiria como:

{
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1/2

LI 1/r” }+ Mx /2{r2+ﬁr4+yrh+...}¢ Ly

-W/2 poey

)
{1/r =T x¢7

(IT.37)

Pero si;se admite la anisotropia de la anarmonicidad y que cs-

ta ha de tener la simetria de la molécula (36), entonces resul-

taria: = .
w2 A By i r Sy __,w_ b+ w2200l ver e g0 ,0) 4
: T Sr 54"
6 5 =
YT g(8,6) % een.... b=l (TT.38)

i
cuyas soluciones uw(r,n,s) desconocemos, y en su lugar partimos
de las del oscilador arménico pero sustituyendo la parte angu-
lar por ‘otra de la simetria adecnada, de cara al cdlculo do
los elementos de matriz angulares.

)w

llay que hacer notar que si sc dispusiese de las so-
luciones para la ecuacién (II.38), "m" ya no seria un bhuen nG-
mero cuéntico en el sentido de definir a qué fila de qué re-
presentacién pertenece la autofuncién correspondienté. Lste

(A

parametro '"m" es un buen niimero cudntico sdlo para "N wh? Y POT
esta razdn se puede decir que una vibracién tipo I se caracte-
riza porque para v=1, m=1, segiin ya se ha mencionado. Pero en
un suhgrupo'de n ol ? COMO W(,, ya no es valido distinguir por
este criterio las vibraciones de tipo I de las de tipo A. Asi
pues, puesto que s6lo hay un tipe de funciones radiales para
el oscilador arménico isétrono hidimensional, estas mismas han
de usarﬁe como aproximacidn de orden cero para las cualesquie-

ra vibraciones dohlemente degencradas en los suhgrupos de ﬂmh.

Las funciones angulares utilizadas, nor ser las que
mds frecuentemente se encuentran tahuladas han sido combina-

ciones lineales de los arménices csféricos y]m(“,ﬁ . Fstas
Al 4



funciones suelen definirse signiendo ¢l convenio de fase de

Condon y Shortley (30):

Y1 (058) = (=D y,  (8,4) (17.39)

b

de modo que los armdnicos esféricos con m positivo impar ten-

gan signo negativo, es decir:

i 172
: 2 hl B L . ]
ylm(e’¢) = (_1)m { hi;1 €}+{:}g} } exn(imé) lel(cos 8)
(T1.40)
172
2 -Im[)! .
Yl,_m(8,¢) = l;1 €1+{${35 } exp(-im¢) P}m[(cos¢)
” (T1.41)
siendo
1 1+|m| 21
PImJ(cose) - (-1) sana 5 (sen”"0) (11.42)
1 7 1 s§(cos o)1t Iml
o bien con x=cos 6:
lel(x) _ 1 (1_x2)lm|/2 5]+lm&xz-1)] (11.43)

No ohstante, no es infrccuente ver omitido el factor (-1)m en
la ecuacién (TT.41). Fn nuestro caso asi sc ha hecho, siguien-
do el criterio estahlecido para la taktulacién Jde las combina-
ciones lineales de armdénicos esfléricos adaptados en simetrfia
en (25). Asi pues, los arménicos esféricos empleados son los

generados por la férmula gencral:

(.
exp(ime) I‘]l"‘i(c()f: 8)

(T11.44)

J m #, g - r
estando P] l cos 8) dado por la cruacién (TI1.42). T'n la Tahla V
l l \ J b



pueden verse los arménicos esféricos hasta 1=12.

Tales funciones, por ser hases del grupo Kh,‘propor—
cionan por adaptacién en simetria hases para los grupos pun-
tuales de simetria molecular, que pucden encontrarse en (20-25).



TABLA v .~ Arménicos esféricos.

(1/22")1/2

Yoo ~

Yi0 = (3/22n)1/2 cos 6

Yig1 = (3/23n?1/2 send exp(+i¢)

Yo0 = (5/24“)1/2 (3cosze-1)

Yo,1 = (15/2311)1/2 sen 6 cos 6 exp(+i¢)
You2 = (TS/ZSn)1/2 senZg exp(+i2¢)

Y309 = (7/24n)1/2(5c0539-3cos 8)

¥3,1 = (21/2%0)1/2 sene (5cosZe-1) exp(sis)
Y3,2 = (TQS/an)1/2 senze cos 68 exp(+i2¢)
Y3,3 = (35/26n)1/2 sen>e exp(+i3¢)

Yao = (9)28ﬂ)1/2(35cos4e—30cosze+3)

Y441~ (45/.26")1/2 sen 9 (7c0536-3cose ) exp(ti¢)

(45/27n)1(2 senze (7cosze-1) exp(+i2¢)

(3:15/26“)1/2 sense cos 8 exp(+i3¢)

Yara = (315729012 sen%y exp(rite)
4+4 ;
Ys0 = (11/28n)1/2 (63cosse—70cosse+15cos 6)

Y5e1 = (165/29“)]/2 sen 6 (21cos46-l4c0526+1) exp(ig¢)
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TABLA Vv i .- Continuacién.

(1.155/2]n)1/2 senze (3c0538—cos 6) exp(+i2¢)

Yss2 ©

Yo, 3 ™ (385/29n)1/2 sens (9cosze-1) exp(£i3d)

Yeig = (1-155/29n)1/2 sen’s cos 8 exp(*idd)

Yo, = (693/2'%0) 1/ 25en% oxp(aise)

Yoo = (13/210n)1/2 (231cos66*31Scos48+105cosze-5)

y6é1 = (273/2911)1/2 sen 6 (33c0556-30c0536+5c058) exp(*io)

Yer2 = (1-365/212n)1/2 senze (33cos46—18c0526+1) exp(+i2¢)

Yeirz = (i.365/28n)1/2 sense (11c0538-3cos 0) exp(+i3¢)

y6;4 = (819/211n)1/2 sen4 6(11c0526-1) exp(+id¢)

Yei5 = (9.009/210n)1/2 sen>6 cos 6 exp(+i5¢)

Yeie = (3.003/2'2n) 1% senbo exp(riog)

Y76 = (15/210n)1/2 (429cos7e-4.851c0556+1.1SSC0536-35cos 6)

Y741 © (505/213n)]/2 (429cosﬁe-3.46Scos40+945c0526—5)sene exp(ti¢)
Yohg ™ (%15/212n)1/2 (143c0s”0-770cos 0 +105c0s 8) sen’s exp(+iZs)
Y943 = (315/213;)1/2 (143cos46-462c0528+21) sen g exp(+i3¢)

Y744 g3.465/211n)1/2 sen48 (13c0536-21c05 8) exp(+idg)

[}

.
63.465/213n)1/2 sense (13cos“6-7) exp(+i5¢)
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TABLA Y | .- Continuacién.
7,6 = (45.045/220)71/2 <010 o5 6 exp(rice)
Yg.7 = (6.435/2"30)1/2 sen”s exp(eize)
vgo = (17/2"%1) 172 (6.735c05%6-12.012c05%+6.930c0s % -1.260c05 %0 +
+35)
Ygi1 = (153/213")1/2 sen 6 (715cos76-1.001c0556+385c0539-
-35cos 8) exp(ti¢)
Ygez = (595/2'*1) 12 sen?s (420c0500-420c05%0+00c05%0-3) exp(+i24)
Ygez = t19.635/213n)1/2 sen36 (39cosse—26c0538+3cc: ) exp(xi3¢)
Ygea = (i1.781/215n)1/2 sen4e (65cos4e;26cosze+1) exp(xide)
Yges = (j53.153/213n)1/2 sen’o (Scosze-cos 0) exp(+iS¢)
Ygig = (7.293/21411)1/2 sen®o (15cosze-1) exp(+i6¢)
Ygs7 ~ (J09.395/213ﬂ)1/2 sen7e cos 6 exp(£i7¢)
Ygag = (109.395/2'7m) 12 sens exp(zisg)

Yoo = (19/216")1/2 (12.155cosge-25.740cos7e+90.090c0556—4.620c0536+

+315cos 6)

1/2

Yos1 = (855/217n) sen 6 (2.431c0586—4.004coshe+10.010cos46-

-308c0520+7) exp(ti¢)



TABLA V .- Continuacién.

-

= (9.045/2' %5312 senZe (221cos’6-273cos %0 +455c0s 30 -

Y942
-7cos 6) exp(+i2¢)

Py gz17945/216n)(221cosﬁe-195cos4e+195cosze-1) sen>8 exp(ti3e)

Yo44 = (855-855/215n)1/2 sen4e (17cosse~1ﬂc0536+5cos 8) exp(tide)

Y945 = (122.265/216n)1/2 sense (17cos4e-6c0526+1) exp(+i5¢)

Yo+ = (8-151/214ﬂ)]/2 sen66 (17c0536-3cos 8) exp(*xi6d)

Yos7 = (?4-453/218n)1/2 sen’g (17c0526—1) exp(£i7¢)

Yo+8 ~ (415.701/217n)1/2 sen86 cos 6 exp(+i8¢)

Yorg = (46.189/2"81)1/2 en% exp(2iog)

Y10 0 = (21728012 (46.1809c0s""6-100.305c05%6+90.090c0s% -
-30.030cos 6+3.465c0s%0-63)

Yioer = (1.155/2"71) 1% sen 6 (4.199c05%-7.956c0s76+4914c0s5 -
~1.092c0s6+63cos 6) exp(is)

Y102 =f(3.465/219n)1/2 sen’s (4.199c0s%0-6.188c0s%+2730c0s%0-
-364c0529+7) exp(+i2¢)

Y10+3 =ft45.045/216")1/2 sen>e (323cos78—357cosse+105cos3e—

-7cos 8) exp(ri3¢)



TABLA V .- Continuacién.

:(15.015/218n)1/2 sen46 (323c0566-255cos4e+45c0526-

Y10:4
=1) exp(+xidy)

Y10+5 =:(9f009/216n)1/2 sen’s (323c0556-170c0538+15cos 8) exp(+iS¢)

Y 1056 = (45.045/2%%) /2 gen6, (323cos0-102c0s26+3) exp(£i6s)

Y10+7 = ‘(765.,765/218“)1/2 sen7e (19c0536-3cos 8) exp(xi7¢)

Y1048 =.(255.255/2191r)1/2 sen’e (19c0526-1) exp(+i8¢)

Y10+9 = :(4.849.845/218")1/2 senge cos 6 exp(+i9¢)

Y10e10 = (969.969/2%00) 1/ 256010 exp(2i104)

Y11 o f23/218n)1/2 (88.179cos119-230.945cosge+218.790cos7e-
79&090cosse+1501Scosse-693cos )

Y1101 = (75972°%0) 2 sen o (29.393c0s'%-62.985c05%0+
f46.41Ocosﬁe-1&650c0546+1365c0529~21) exp(+ig¢)

Y1§t2 = (49.335/219w)1/2 senze (2.261c0599-3.876cos7e+2J42cosse—
;420c0530+21) exp(+iZ¢)

Yib,s = (345.388/2200)1/2 (13 (969c0586-1.292c0566+$10cos4e-
:-60cosze+1) exp(+i3¢)

Y1124 = :(207.207/21711)”2 sen4e (323COS76-373C0556+85C0530*

;Scos 8) exp(+idy)
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TABLA V .- Continuacién.

Y1issg =‘t29.601/221ﬂ)1/zsen56 (2.261c0566—1.61Scos4e+255cosze~
{-S) exp(+i5¢)

y1it6 = (167:739/220n)1/2 sen66 (399cosso-190c0536+15cos B)exp(ti6¢)

Yiie7 = (838.695/2°13 12 sen”s (133c0s?e-38c0sZ0+1) exp(+i74)

Y11+8 ° (15-935.205/219n)1/25en86(7c0538—cos 8)exp(+i8e)

Y1149 =c(1.062.347/221n)1/2 sen96(21c0526-1) exp(£i99¢)

Y1%i10 = (22.309.287/220")”2 sen1oe cos 6 exp(xil0¢)

Yiie11 = (2.028.117/221) 12 genMg oxp(eit1)

Y12 0 (25/222ﬂ)1/2 (676.039cos128-1.939.938cos1oe+2.O78505c0586—
-1.021.020c0s%6+225225c0s%0-18.018c0os 20+231)

Y1211 = (975/22011)1/2 sen o (52.003cos116—124355c0596+
+106590c0s’8-39.270c0s 6+5775c0s 6-231cos 8) exp (+i¢)

Yi2e2 = (75.075/2210)1/2 sen?q (7420c0s" %6 -14.535c0s56+
'+9.690c0566-2.550cos4e+225c0526—3) exp(+i2e)

Y1ét3 =‘(25.0257220n)1/2 sense (7429c0596-11.628cos76+5.814c0558-
- 1.020c0536+45cos ) exp(+i3¢)

Y1244 ='(225.225/224n)”2 sen4e (7.420rn589—9.044c0560+3230c0540-

-340c0s%6+5) exp(+id¢)



TABLA V .- Continuacién.

Y1éi5 = \(3.828.825/221‘11)1/2 sense (437cos76—399c0558+95c0538—
-5cos ) exp(+iS5¢)

Y12+6 =’(60-775/22211)1/2 sen®s (3.059c0568—1995cos48+

+285c05%6-5) exp(£i7¢)

Y1247

Y1248

n

Y1249
V12410

Y12+11

V12212

‘(3.464.175/221w)1/2 sen76 (161c0558-70c0536+
+5cos 6) exp(+i7¢)
2
(3.464.175/2%31) 172 senBe (161cos%6-42c0520+41) exp(£i8¢)

(8.083.075/2° 1) 1/2 sen% (23c0s30-3c0s 0) exp (£i9¢)

= (2.204.475/2%%0) V2 5en'% (23c0526-1) exp(+i108)

=>(SO.702.925/221n)1/2 sen116 cos 6 exp(xit1¢)

(16.900.975/2245)1/2 (124 exp(+i129)




B.2.- Moléculas Octaédricas y Tetraédricas.

Fn una molécula no axial, las vibraciones doblemente -
degeneradas no se derivan de las de tipo T o A de Neoy, » yYa que Oh
Yy por tanto sus subhgrupos T, Ty, Tq» no son en ningdn modo suh--
grupos de Dgy, .

El problema que se plantea es pues tener autofunciones
parp tales vihraciones dohlemente degeneradas. Por razones de --
sencillez, hemos planteado el caso de las moléculas con la sime-
tria de loq grupos puntuales 0 y Ty, que son isomorfos y sélo --
tlenen una especie de vihraciones dohlemente degeneradas: E. l.os
nlveles vibracionales tendrdn por lo tanto 1los siguientes compo-
nentes:

10> A

[1> , F

[2> . A1+F

| 3> » A A, +F , etc.

ya que 0y Td tienen el mismo dlgehra de representaciones, para-
estas representaciones irreducihles A1, AZ y E.

Necesitamos por tanto partir de unas autofunciones que
definan estados estacinnarios vibracionales tales que para v=1 ,
sean base de una representacién irreducihle que al descender en
simetrfa hasta 0 , se ramifique dando una representacién irredu-
cible E. Con este propdsito se han ensavado los descensos en si-
metria desde los grupos SI'(n) con ohjeto de encontrar cual de --
las representaciones Pl puede dar lugar a F.

Fl descenso en simetrfa se ha hecho empleando 1a férmu



la de ramificacién (26):
(I1.45)

siendo r, una representacién irreducible de Sii(n) y T% una de
SU(n-1). La dGnica forma de tener g=2 en el nivel v=1 es des--
cenéer hasta SU(2). F1 descenso desde SU(2) hasta SO(2) se ha
hecho utilizando la férmula de ramificacién(26):

no v par

; =N + 3
rv v 9 ¥ {01 v impar

P TEREE (I1.46)
donde F es una representacién irreducible de SU(n), y las n
...etc., son representaciones irreducihbles de SO(n). De acuez
do con esto, por descenso desde r1 de SU(2) hasta SN(2) que -
es isomorfo con Cw, se ohtiene la reduccidn:

ry = 0

Es decir?Que conforme podia suponerse un nivel dohlemente de-
generado con v=1, sélo puede ohtencrse del oscilador dobhlemen-
te degenerado cuyo grupo de simetria eos U(2). Asi pues las
vibraciones I dohlemente degeneradas de las moléculas 0 & Tyo
deben tratarse con el mismo formalismo que las T de moléculas
C por ejemplo, en las que se hacian derivar de las vihracio-

3v .
nes de tipo .

'Esencialmente, con un hamiltoniano como (171.38) en
donde la anarmonicidad fuese invariante a N & Td’ se obten-
drian autofunciones v(r,08,4) que describirian los niveles [un-
damental y sohretonos de estas vihraciones dohlemente dJegene-
radas. ﬂgdo que tales autofunciones son desconocidas utiliza-

remos la del oscilador arménico como aproximacién de orden ce-

ro, o punto de partida para calcularlas, es decir emplecaremos



las funciones dadas por (71.29) pero usando en lugar de la
parte angular, otra adaptada en simetria para que sea hase

-

de las representaciones irreducihbles de 0 6 Td' Los elemen-
tos de matriz angulares asi calculados dehen ser proporcio-
nales a los obtenidos con las autofunciones verdaderas, en

virtud del Teorema de Wigner y TIckart (27-28).

Como partes angulares Je las autofunciones sc van
a utilizar las correspondientes adaptaciones en simetrfa,
para O y Td’ de los arménicos esféricos que a su vez son ha-

ses de representacién de K.

ELn la Tabhla VI se ha expresado el descenso en sime-
tria deshe ¥ hasta Ny Ty; en ella se ve que en los niveles
que contienen F, A1+T, A1+A?+E, etc., los armbénicos esféricos
tienen 1 = 2, 4, 6, etc. las funciones adaptadas en simetria

se han extraido de las tabulaciones nsualcs (20-25).

)
}

TABLA VI.- Descenso en simetria desde ¥ hasta 0 y Td'

K 0,7,
{
j Dg A,
i ™
‘ D1 "1

D, E+ T,

™ T

] P3 fp * T T T

D, A, +E+ T 4T

D
. 5 Fo+ 2T, + T,

D A+ A HE 4T + 2T




ITI.- EFECTOS DE LA ANARMONTICTI -

DAD EN LOS SOBRETONOS DE

LAS VIBRACIONTES DOBLEMEN -

TE DEGENERADAS.
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A.- Anarmonicidad de las vibraciones.

A.1.- Tunciones de encrgia potencial.

En la aproximacién del oscilador arménico isétropo
en dos dimensiones se parte de una funcién de energia poten-
cial (I1.7):

2 2
Vo= 172 2(Q,7+Q, ) (ITT.1)

en donde las coordenadas normales Qi ya estian definidas de
modo que la energia potencial sélo tenga términos cuadrdti-
cos (5):

|

V= 1/2 5 1.Q.° (111.2)
i

Ahora bien, segin se ha dicho en el apartado I, el
modelo del oscilador arnénico resulta insuficiente para con-
firmar las prediccioneshechas por la Tecoria de Grupos para
los estédos excitados de las vihraciones moleculares degene-
radas, que deben sufrir desdohlamientos observados experimen-
talmente en algunos casos (37-41). Incluso con vibraciones no
degeneradas el modelo arménico es insuficiente, ya que expe-
rimentalmente se.determina que los sucesivos niveles sohreto-
nos no estdn equidistantes como los del oscilador arménico.
Por esta razon se hace necesaria la introduccién en la fun-
cién de'energia. potencial de términos mds altos en las Qi’ cs
decir términos de anarmonicidad que puedan dar cuenta de ta-
les hechos experimentales y concordar con las predicciones de

la Teoria de Grupos. La energia potencial deherd por lo tanto

.t ]
escribirse como:

|



7
Vo= 1/2 8 2.Q.2%1/30 2 8 8w, 000+
j 174 { § 1 ¥IETR1Y
(1171.3)
) 0.0.0,0 T
i 3E5 Pk UYGG 9t

En todo momento dehe cumplirse aue V ha de ser inva-
riante a todas las operaciones de simetria de la molécula, por
por 1o que dado que la parte armdnica lo es, dehera serlo tam-
bién la anarmonicidad. Tsto implica que los términos de terce-
ro, cuarto, y ordenes superiores sc escojan precisamente de
modo que sean bhase de la representacidn trivial del grupo pun-

tual de simetria de la molécula.

Segiin se ha explicado ya en el apartado (TI1.B.1), Yy
I . . L
explicitamente en las expresiones (I11.37) y (I1.38), para una
anarmonicidad isétropa en el caso de que se considercn nada

mids que perturhbaciones de primer orden, tendriamos:
4 6 .
All = pr +yr +.,...... (I11.4)

mientras que si ha de tratarsec de una anarmonicidad que tenga
la anisdtropia inherente al grupo puntual de sinctria de la

molécula, tendriamos:

I

all = et Fe, 0 4yrPa(n,6)%cn . nn. (111.5)

'l hamiltoniano puede por lo tanto expresarse como:

cn donde ”0 y All representan respectivamente la parte armoéni-
ca, que hace el papel de una aproximacién de¢ orden cero, y la
anarmonicidad, que hace el papel de una perturhacion, habida
cuenta éue las constantes de anarmonicidad p, vy, ctc., son muy

pequeﬁas cn comparacién con las X.
(. 1



_ Tn los epigrafes que siguen vamos a ver qué forma
han de tener cstas funciones de encrgia potencial, en los ca-

sos mas significativos.

¢
i

a).- YMoléculas con simectria axial.

Para moléculas linecales con simetria va 6 ﬁmh los
términos de anarmonicidad habrid que seleccinarlos entre las

: T . #
bases de las representaciones totalmente simetricas & y I

' |

respectivamente, ohteniéndose para A'l la expresidén (I11.4).

IEn moléculas con simetria correspondiente a un sub-
grupo de C . la seleccidén sec hace de una manera ~ndloga en-
[~
tre las bases de representacidén de la correspondicnte repre-

sentacién trivial, asi para C;, tenemos:
6
H = arSCOS 3¢ + 8r4 + yrG + y'r cos 6¢+... (III.7)

en donde los términos Br4, Yrﬁ se incluyen necesariamente ya
que al ser invariantes a va, han de scrlo también a CSV’ En
este caso el término que aparece en r3 s6lo serd reclevante si
se consideran perturbaciones de segundo orden.

Fn moléculas con simetria correspondiente a un sub-
grupo de th, como es por ejemplo nﬁh’ la seleccién de la par-
te angular de la anarmonicidad ha de hacerse de modo andlogo
a partir de las bases de la representacidn trivial del grupo.
En este caso se han escogido las comhinaciones lincales adap-
tadas en simetria de arménicos esféricos, tal como aparecen
en (25):



! 4 2
AH = 6T2(3cosze-1) % 8r4 + B r4(35cos p-3Ncos " 6+3) +
' 2
+ yr6 + y r6(231c0569-315cos46+105cos p-5) + v T

' 4 6 .
senﬁe cos 6¢ + gr8 + ¢ r8(6735c05q8-1212c0s p+6930

1

' ? 6
cos4e-1260cosze+35) + ¢ r8(15cos p-1) sen 6cos 6¢ *

6
e o104 o' +10(a6180c0s ' "8-10930c0s" 8+00N90COS 6~

"0 4 2
_30030costa+3465c0s20-63) + o T (323cos 8-102cos”e*

+3) Sen6ecos 66 + nr 2o+ n'r12(667039cos126«1039938
4
cos'%6+2078505c0s80-102120cos?0+225225¢c0s 6-18018

‘ 2
dosZa+231) # se12(3050c05%6-1005c0s 8 +285c05°8-5)

tee
sen66cos 66 + n r1zsen1zﬁcos 12¢ + o.one (I111.8)

i . P 4 6
en donde andlogamente se han incluido los términos en 1 , T ,

etc., ya que por secr invariantesa ﬂmh, han de serlo también

a Dﬁh'

Fn principio nos sorprendid la existencia del término
dé segundo grado r2(3cosze-1), por lo que para asegurarnos de
st presencia decidimos calcular explicitamente la forma del po-
tencia17D6h desarrollando enseric el potencial producido por
seis cargas en las posiciones (a,0,0), (-a,0,0), (a/2,73 a/2,0)
(-a/2, -v% a/2,0), (a/2,-Y3 a/2,0) y (-a/2,Y/3 a/2,0), como sue-
le hacerse en el contexto de la Teoria de campo cristalino (42).
El potencial Dﬁh asi desarrollado,reproduce la expresién (IT1.8)
por lo que decidimos que si hemos de imponer una anarmonicidad
con simétria néh’ dekemos mantener todos los términos que en
ella aparccen.
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b) .- Moléculas octaédricas y tetraédricas.

L.a anarmonicidad en el caso de moléculas con sime-
tria octaédrica, se elige de forma andloga entre las bases de
la representacidn trivial de ﬂh. l.La forma de esta anarmonici-

dad ha de ser pues identica a la del potencial octaédrico (34):

4 ) —
" / =
All (O gRTr + p'"r {V/14 Yin * /5 (y44+y4~4)}+.....

"

¢ 2
Br4 + E'r4{(35cos1e—30cos 8+3)+550n46 cos 49t+...

(IT1.9)

en donde como siempre se¢ ha conservado el término invariante
4 - .
en r , y ademds se han recunido todas las constantes en B'. [s-

te es el mismo potencial para 0.

Fn el caso de moléculas octaédricas, la anarmonici-
dad tendrd también la forma del potencial tetraédrico (34):
t P”rd{/TT y

3
= ' -
A (Tq) = a't7(ygpy5 p) * T an”

3 2
...... ar sen 6 cos6® sen 2¢ +

e
(¥a}
~
~<
=
.:>
+
\<
Py
~
Aok
e
+
il

+ Br4 + B‘rA{(35cos40—30cosze+3)+Ssen4e cos 44} +...

(I11.10)

en donde el término en r3 s6lo seria relevante para calcular
pérturhac iones de segundo orden, por lo quc si sélo se calcu-
lan las de primero bastaria conservar el scgundo y tercer su-
mando, es decir, tendriamos ¢l mismo potencial que para las

octaédricas.
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A.2.- Calculo de los elementos de matriz radiales y angulares.

' Como ya dijimos en el apartado TIT.A.1 , la anarmoni-
cidad AY, puede ser considerada como una perturhacién, partien-
do de las soluciones del oscilador arménico isétropo en dos di-

mensiones como de una aproximacién de orden cero.

lLas expresiones generales de la teoria de perturbacio
nes para las energias y autofunciones de los distintos niveles,
teniendo en cuenta solamente las correcciones de primero y se--
gundo orden debidas a una anarmonicidad All, son las siguientes-
(33):

<w]/AH/wk>2

- o
Fpi= By * <¥y /Al > + 7

1#k .0 0
B, - B
<. /AT, > < /ANy, > < JAH/ >
) = Yyt T ] L . L % k by
' 14 Lo _ O 1#k n#k 8 @Ok om0 . 50
Fx © T (Fy - Fp)(Fy - B
<P /AH/ W, > <y /AT b, >
.y D . ko (T17.11)
1#k
? (Ep - F7)

en donde, los segundos términos de ambas expresiones represen--
tan las correcciones de primer orden v los términos siguientes,

las correcciones- de segundo orden.

,os elementos de matrices <w]/AH/w]>; pueden calcular

se, obteniendo por separado las partes radiales v las angulares.



a) Partes angulares.

Estos elementos de matriz comprometen la parte angu-
lar de las autofunciones, y la parte angular de la anarmonici-
dad. Estos-elementos de matriz contienen integrales trigonomé-

tricas de los tipos que se dan en la Tabhla VIT,

b) Parte§ radiales.

FEstos elementos de matriz comprometen la parte ra---
dial de las autofunciones y la parte radial de la anarmonici--
dad. Para la evaluacién de los elementos de matriz radiales,se

necesita calcular integrales del tipo:

* n dp
Iop Ros(o) ‘?o.sv(o) 5 (T1T1.12)

" , 2
o también como p = r":

Ior(zn*’) Ry (F) R,y (1) dr

Para estas vibraciones, qu(p) viene dada por la ex-
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prgsién (11.22), por 1o que la (T111.12) puede escribirse en 1la
forma:

Iopp exp(-o0) L;(o) L::(o) do (TT1.13)

donde p = h+‘; (s+s').

Estas integrales (I111.13) pueden ser evaluadas con -

ayuda de la siguiente expresidén dehida a Schrédinger(29):

(-] ‘ h ' ]
J oP exp(-p) L5(p) 1L5,(p) dp = p! ol o'l 3z (-1)°FO
0 g (o] k=0
pP-s p-s' -p-1
‘[ ]( (TT17.14)
o-s-k})lo'-s'-kj ¥

donde b es el menor de (0-s) o (0'-s'). Los coeficientes bhiné-

micos de esa expresidon estdn definidos por las relaciones:

m | m!

= —_— 3 mah>0

(th j hl(m-h)!

-m| _ (_1)h{m+h-1}

. h)
‘ (TTIT1.15)
.rm=m=1
1= 0 : h>n>0

h

Con la ayuda de (1I11.14) se han calculado los ele---



‘ . . n a
mentos de matriz radiales <os|p |o's'> , y ademds con las fun-
ciones radiales de la Tabhla TIT, se han evaluado explicitamen-

te las integrales (TI7.12) para asegurar la coherencia de nues

tros resultados. los resultados estdn recogidos en las Tahlas-
VITI, TX, X y XT.

L.os resultados numéricos concretos, para los casos -
empleados, se han recogido en las Tahlas XTI, XTII, XTIV y XV,
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TABLA VIi}- Elementos de matriz angulares.

0
AL 2
i cos mx cos nx dx =
o m/2, si m=2n
[ZW _ 5 ' 0
cos mx- sen nx dx =
40 -n/2, si m=2n
(20 0, si m#n
cos mx cos nx dx =
0 t T, Si m=n
r .
2 0, si m#n
sen mx sen nx dx =
L (7, si m=n
'd 2 r
—37 » con n pa

X n
COS X sen Xx dx =
(0, con n impar

2.4.6....(m-1) , con m impar; m 1
- 1.3.5.....m

sen x dx =
0 1.3...(m-1) n/2

2.4....m

, con m par; m#0

(1/2, si m+*n=1 6 m+l=n 6 n+l=m

,

0

-m/2, si m+l=n

0
2 .
COS mX coSs nx cos 1x dx
J sen mx cos nx sen 1x dx

("/2, si m+*n=1 6 n+l=m
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TABLA VIII.- Elemento¢ de matriz con p1/2 =T,
o! 57 <os /p1 2/ o's'> = <ym /r/ vim'> vl [ m'
g s-1 (o0 - s + 1)1/2 v+l {m-1
o+1 [s+1 o+ E vl Im#*1
g-1 |ls-1 - it 0 B v-1 {m-1
o |s+1 (6 -s) '° v-1 |m+1
TABLA IX.- Elementos de matriz con p = rz.
o' s' <os /p/ o's'> = <vnm /rz/v'm'> v! m'
o s (20 - s + 1) v m
o1 | s | <{(o-+ 1/2 £ 1/2)(0 - s+ 1/2 + 1/2)1 /% |ve2 | m
ot2 |s+2 {a+1+t1) (o £ 1))/°2 vi2 |mt2
021 |st2 [-20(c + 1/2 + 1/2)(o - s + 1/2 5 1/2)3 /2 | v |m2
o |st2 f@-s31 (0 -s+13511 /" vi2 |me2




‘ : 3/2 3
TABLA X.-'" Flementos de matriz con o = r

72

o' s" <os /p3/2/ o's'> = <vm /rz/ v'm'> v'! m'

oti 511: -(30-25+3/2t1/2){c+1/2t1/2}1/2 vl |m#*1
o |st1 (30-5+3/231/2){0-5+1/231/21 172 vil |1

o1 [s23 | -3{(c+1/2 £1/2) (o-5;1) (o-s+151) } /2 |vil |m3
022 |se3 3{(o%1) (0+1£1) (a-s+1/251/2)} "/ * vil |m#3
ol |sit1. {(6+1/2¢1/2) (o-5 1) (o-s+1 £1) } /%2 [ys3 |mi1
ot2 |st1, {(ot1) (c+121) (o-s+1/281/2) }'/° vi3 [mt1
03 |st3, ~{(0£2) (0+1£2) (o+1/241/2) } /7 vt3 |me3
o |st3 {(o-571) (0-552) (o-s+3/2353/2)} /¢ vi3 |m:3

Esta tabla aparece en el articulo de Shaffer (19)

con error€es en los elementos:

ot s+1
o+2 st3
o s+3

que deben leerse como aqui se indican.




TABLA XI.- Elementos de matriz con pz = r4

g* s’ <os /02/ o's'> = <vn /r4/ vim'> v!? m'
S RS, I 1/2{3(20 - s + 12 .52 + 1) b e = s e Mol
z ) 322 (4o - s + 2 3 N{(o - s ; 1)(oc - s +1 ; 1)}1/2 | vi2 | m2
5 | st4 | {(o-s+252)(c-5+152)(0-5352)(-5-1532)172 vid | p4
ot | s S2(20 - s+ 1t Dile +1/2+ 1/2)(6 - s + 1/2 + 1/2)} /2 vi2 | m
ot1 | s#4 {4 (o- s 5 2)(o- s +1 5 2)(a - s + 1/2 5 1/2)(o*1/2 + 172) /2 vi2 | m:4
ot1 | s#2 | *  =3(20 - s + 1){(c + 1/2 + 1/2)(c - s + 1/2 ; 172)}/? v | m:2
ot1 | s32 (o +1/2+1/2)(0 - s+ 2)(o -s* 1) -5 +3/2+3/2037/2 | yea | m32
ax2 | s {6t N +1+1)(s-5st1)(-5s+12+1)72 of |
02 | st4 6 {(ot Nl +121(0-535N0-5s+13 1372 v | mt4
I oe2 52 (4o - 35 + 2+ i(o t (o + 1+ 1)1/2 vi2 | m#2
1 ﬁéj : s+2 -{(o0 £ 1)(o + 2Y(o + 3/2 + 3/2)(c - s + 1/2 + 1/2)}”2 vid mt?2
bt j <44 4{(c t 1)(o t 2)(0 + 3/2 * 3/2)(c - s + 1/2 5 1/2)1/2 . vi2 | mtd |
| gtd | st/ {(o0 + 1)(o £ 3)(o = 2)(oc + 2 ¢+ 2)}7’2 vid | mt4

Fn el trabajo de Shaffer (17) , estdn equivocados los elementos:

7

n
1+
(3

or1 st2 ; o1 s32 ; otZ std ; o2 s*2 ; o3 st2 . ¢
que aquil aparecen correctamente.

~3
I
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TABLA XII.- Resultados numéricos para los elementos de matriz con p”z = r
<gs /p”zl o's'> = <vm /r/ v'm'>
o' 0 | 1 |2 2 {2 {3 {3 13 |3.|4.}|4 {45 |5:|6"

& s X 0 A 0 1 0 1 2 0 1 2 3 2 3 4 4 5 6
0 0 -1 0 n 0
1 0 1 i 2
1 1 -1 Vs <7 1
2 0 'y3 -3 4
2 1 0 |-/2 V2 1 -/3 3
2 2 -/Z 1 -/3 2
3 0 /3 6
3 1 0 -3 V3 vz -2 5
3 2 -3 vZ 1 -2 4
3 3 /3 1 n -2 0 3
4 2 -2 n vz 6
3 -2 /7 1 |-/ 4
14 |4 -2 1 -/% 4
5 4 0 -/5 1 6
S 5 -/5 1 -/& 5
6 6 -/ 6
0 2 1 4 3 2 6 5 4 3 6 S 4 6 5 6 v'
0 0 1 0 1 2 |0 1 2 3 2 3 4 4 5 6 (m'




TABLA XIII.- Resultados numéricos para los elementos de matriz con o = rz

<os [fpf o's'> = <vm /rz/ v'm'>

.

o'l 0 11 ]2 2 | 2 3] 3] 31 4 4 4 5 5 6

. e o 1o | 1 0 1 P 0 1 2 3 2 3 4 4 5 6
0 0 1 -1 0 21 0 0 0 0
1 0 |-1 3 -2 -2/2 /6 . 2
1 1 2 -/7 n 3 1
2 0 0 |-2 5 vz -276 273 4
2 1 -7 4 -/ -27/% 2/% 3
2 2 Z | -2/2 V2 3 -/3 n 2Y% 2
3 0 0 -3 7 /& -4Y% 6
3 1 0 -/ 6 VZ -4/7 5
3 2 0 Ve H2/6 -3 i /& 5 -2/7 -4 | 2/5 4
3 3 /6 -2/% 7z 4 -2 2/% 3
4 2 0 273 n +4/3% 243 7 -2/10 6
4 3 2/3 -4/7 -2 6 -2/% 5
4 4 2/% -4 5 | -/% /30| 4
5 4 2/% t2/Th -/51 9 -2/6} 6
5 5 2/% -2/% 6 5
6 6 : /30 |2/8 7 6

0 | 2 1 ta {3 {2 |6 s | 4 3|6 s | 4 | 6 5 1 6 |[vIN

0 0 1 N1 2 n 1 2 3 2 3 4 4 5 6 {m'




TABLA XIV,- Resultados numéricos para los elementos de matriz con 03/2 = rs.
<oS /p3/2/ o's'> = <vy /rS/ v'm'>
o e a2l 2] s s s s a2 2] 5] s e
s A ol ol ol vl 2] ol 1] 2l s 2 3] & a| s | e
0 0 0 -2 vz -/6 0
1 0 4 -S/Z 2/% 3/8 -2/
1 1 -2 4 -2 -3/2 /6 0 -2/6( 0
2 0 -2 73 -8/%3 -3/6 6/6
2 1 2 {-5VZ V2 6 -6V3 -2/ 6V31-2/T§%
2 2 -3/7 6 -/6 -4Y3 2/3 -2 (-2/77
3 0 -3/7 10/3 6 -676
3 1 2/% -8/3 -/&{10/3 9v7 -18 -6YZ{6V10
3 2 /6 -67/3 977 8 -14 675
3 3 | -/6| 3/6 -3VE -4V3| 6 8 -2V7 -104 2/% -2Y3%
4 2 0 -6Y% 9/% 8 -14 6v5
4 3 n |-2/6 678 2/3{-6V/6 -14 172 10 {-8/F 3V30
4 4 -2/6 673 -6/7 -10 10 -6/%
5 4 0 -2/1% 6Y10 2/% -8/% 12
5 5 -2/7§ 675 -3/70 -6Y5| 12 -778%
6 6 -2/3% 3/30 -7V6
2 1 4 3 2 5 4 é 5 4 5 v'
0 1 0 1 2 1 2 2 3.4 5 6 m'




TABLA XV.- Resultados numéricos para los elementos de matriz con pz

=T
<os /92/ o's'> = <vp /r4/ vim'>
w| -04--_0 dst-bn 2.k 2 2 L3 3.4 34 3.|.4 | 4 4 | 5 | 5 | 6.
’ SsToo 0 1 0 1 2 0 1 2 3 21 3 4 4 5 6
0 0 2 | -4 2 37 -/6 z2/6| 0 0
1 0 | -4 | 14 -16 -9/Z} 6 776 -4/% -8/% {2/30 2
1 1 6 . -6/2 2/% 476 -2/6 2/30 1
2 0 2 | -16 38 9v/7 | -36 -15/§ 2273 1276 1-87/30 4
2 1 -6V7 24 -10 -12/3 16V3 -8/7% 3
2 2 | 3WZ|-9Y7 /7 12 {-3/7 -8¢% 2% 1073 -2/T% 6/70( 2
3 0 6 -36 -3/2 | 74 1378 -42/% -8V6 (12/30 6
3 1 2V3 -107/8 54 12Y7 -36V7 12/78 5
3 2 | -V6| 7/6 -15/8 -8Y3 (138 36 -24Y7 30 {18/5 -8/30 4
3 3 4/6 -12 12V/27 20 -20 12V/5 3
4 2 -4Y% 2273 276 {-42/F -24Y% 72 15/7 217170 12/7% 6
4 3 -2V/6 1673 ~36/% -20 50 -187% 5
4 4 | 2/6 |-8/% 12/ 1073 |-8/8 30 15V7 ) 30 {-12/% 7/E0) 4
5 4 0 [2/30 -8/30 -2/1512/39 18/% 21/10 -12/ 66 -21/§ 6
5 5 2730 -8V1H 12777 12/% -187/% 42 5
6 6 610 -87/30 12/79 7V/30({-217/4 56 6
\'4
0 2 1 4 3 2 6 5 4 3 6 5 4 6 5 6 v
0 0 1 0 1 2 n 1 2 3 2 3 4 4 5 6 im
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. : 6
Para calcular los elementos de matriz de oﬂS = r , he-

mos utilizado la siguiente férmula de recurrencia (19):
s 2. s -1 ‘
pLo(p)=g20-s+1)L§(p)-c L:_1(p)-(0+1) (o-s+1)L:+1(p) (I11.16)

3 . & . s
con lo cual resulta para <o's'/p“/os> la expresibén siguiente:
.

: 2 2
<0'S'/p?/os>=(20-s+1)<c's'/oz/os>-[0(o-s)]1/ <o's'/pj/o-1 s>

1/2 <o's'/p2/o+1 s> (117.17)

-[(o+1)£o-s+1)]

en el caso particular de que o'=0 v s'=s, haciendo uso de la Ta
bla X1, quedarfia
i

<o8/p>/05>=1/2(20-5+1) [3(20-5+1) 2 -s2+1)+20 (0-5) (T7-5)+

+2(0+1)(0-s+1)(20-5+2) (T17.18)
) tamhiéh, en funcién de v y m quedaria:

<vm/r6/&m==3/2(v+1)3+1/2(v+z)3+1/2v3+1/z(v+1)ns/zmz(v+1)
} (117.19)

¥ " ;
. Los resultados numéricos para los casos estudiados, -

estdn rekogidos en la Tahla XVT,



TABLA XVI.- Resultados numéricos para los elementos de matriz
3 6
con p'=r1 .

<os /p>/ o's'> = <vm /t°/ v'n'>

° 0 1 1 2 2 3
sl
5 ¢ 0 0 1 1 2 3
0 0 6 -18 1272 0 0
1 n -18 | 78 -48Y2 2 0
1 1 24 -36V2 20V/6 1 1
| 2 1 -36/2( 168 -8nY/3 3 1
T - —1
| 2 2 |12V7 (-487/7 ; 6n | | 2 2
1 T T o 1 T ! T
(3 | 3 } @ 20V/6 | -8nV/3 {120 3 | 3
1 1 1 1 o 1 f i |
s ; |0 rJ0 I R T S R N P 2 B
! ! T | ! ] 1
{ | {0 ? n | 1 ' 1 21 3 qm f

0L



an

. . 6 12
Para el cidlculo de clementos de matriz de p =1 -,

las férmulas de recurrencia serfan muv complicadas, por lo que
no se han calculado férmulas generales sino s6lo valorcs nime-

ricos. Para ello se han utilizado integrales del tipo:

si n es entero

oo

B o
an ! exp(-r") dr=1/2 r(n)=

2 H

lsi n es semientero.

-2y T

(1171.20)

Los resultados numéricos de los elementos de matriz -
que son empleados en este trabajo, estdn recogidos en la Ta---
bla XVII,

TABLA XVII .- Resultados numéricos nara los elementos de ma-
2
triz con r1i

v m <vm /r12/ vm >
0 n 72N
1 1 5040
2 n 30060
3 | 12 20160
I 1 110880
3 3 6n48N
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B.- Desdoblamiento de los sobretonos por efecto de la anarmoni-
cidad.

B.t.- Moléculas con simetria axial.

a) Vibraciones de tipo . Vibraciones E en moléculas C%v‘

Las moléculas con simetria correspondiente al grupo -
puntual de simetria C3v tienen vibraciones de tipo E(n) doble--
mente degeneradas. Empleando la aproximacién arménica, el dia--
grama de niveles de energia resultante para esas vibraciones es
el de la Fig. 1.

, - De acuerdo con 1la ecuacién (I.11), donde ahora d=2, -
la degeneracidn de cada uno de esos niveles puede expresarse co

mo.

donde v és el nimero cudntico de vibracién . La Teoria de Gru-
pos predice para esos niveles la aparicién de diferentes esta--
dos, cuyas especies de simetria se indican a continuacién como-
las potencias simétricas de E:



2
v=2 [E®)=A,+F

v=3 (R3] =A,+A,+F
v=4 (F*)=A. +2E
4)=A, 428
5
v=5 [F7]=A+A,+2E
C =6 [E0)=2a,+A +2F (117.21)

Teniendo en cuenta la anarmonicidad , y mediante el método de -
perturbaciones, se ha conseguido eliminar la degeneracidén acci-
dental de los niveles en la aproximacién arménica, quedando na-
da mds que las degeneraciones esenciales predichas por la Teo--
ria de Grupos.

Autofunciones de orden cero

. Como se dijo en el apartado IT.B.1 las autofunciones-
para las vibraciones doblemente degeneradas en moléculas cuyo -

grupo puntual de simetria sea un subgrupoc de C habrdn de ser

wy !
una combinacién lineal de las (I1.31) adaptada Zn simetria al -
grupo de simetria ' de la molécula. Tales autofunciones, en las -
que la parte radial ha de venir dada por (I11.22) y explicitamen
te por la Tabla III, estdn recogidas en la Tahla XIX. Fn esta -
Tabla las funciones radiales estdn denominadas como Rvm’ y los-

estados estzcionarios como |v,m> T.



TABLA XIX.- Autofunciones de orden cero para las vibraciones

E L]
u ; de C3v
Estados Autofunciones
|f),0>‘A‘| Yan= er_//ﬁ
‘ wc - R cos ¢
11 11 /T :
|1,1>F
s sen
Pang™ R o
11 11 /T
: 12,054, V¥p0= Ryo/ YW
c _ cos 2
: 1327 Ryy —25
; ‘ “ /T
: |2,2>E
; -s sen 2¢
. w z_R
22 22 /T
c . cos ¢
bg1= Ray =
|3,1>F
s sen
pz,= R =
31 31 /T
s 3¢
13,35A ¢C - R cos
, S | 33 33 /i
< 3
13,35A ws - R sen
d 2 33 33 /T
! 14,054, V40= Ryn//2T
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TABLA XIX.- Continuacidn.

.__Estados Autofunciones
| $€.= R cos 2¢
14,25 42 42 /T
,2>E
-S__ sen 2¢
Ya2m Ra2 T
wc =R cos 4¢
| 44 44 /T
4,4>F
S _ R sen 44
Y44= Ray e
c _ cos ¢
l ¥g1™ Rgy -
5,1>E
S sen
beq= R —
51 51 -
|5,3>A wgz= R, . cos_3¢
L > ~ /T
_ sen 3¢
'5,3>A2 1[15.5 RS3 /ﬁ'
lpc - R cos 5¢
55 55 /T
|5,5>E
“S__p sen_5¢
Ys5™ " Rss =
|6,0>1\1 Yan~ Rﬁn//ZH
c _ coSs ZL
Vg™ g2 T
|6,2>F




TABLA XﬁX.- Continuacién.

Estados

|6,4>E

16,6>A,

|6,6>A

Antofunciones

R cos 4¢
64 /T

R sen 4¢
64 JT

c _
Yea™

*24=

c cos 6¢
= R —2
Y66™ 66 JT

< ;
Ve~ R sen 6¢

O 6 66 -
4
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EFnergia de los niveles perturhados

- La evaluacién de la perturbacién en cada estado esta-
cionario vamos a realizarla calculando por separado las contri-
buciones debidas a cada término de anarmonicidad y sumdndolas -
todas ellas finalmente.E1 cdlculo de cada una de esas contribu-
ciones parciales se harid evaluando por separado los elementos -

de matriz radiales y los angulares para multiplicarlos al final.

Los elementos de matriz radiales se evaluaron de a---
cuerdo con las Tablas XIV-XVI. Los elementos de matriz angula--
res se evaluaron de acuerdo con las integrales de la Tabla VII.

La anarmonicidad viene dada por la expresion (I11.7).

Las contribuciones de primer orden del término =-----
ar3c053¢ a la energia sc¢n nulas por ser potencia impar, pero --
dan una contribucibén no nula a las autofunciones perturbadas. -
Las perturbaciones de segundo orden de este *érminc cuponen una
contribuc¢ién en el valor de la energia de magnitud comparable a
la de 1a$ perturbacioses de primer orden de los términos en rﬁ.

En cuanto al término 8r4, tanto las perturbaciones de
primero como las de sejundo orden darfan una cierta contribu---
cién al valor de la encrgia, sin embargo, puesto que las de pri
mer orden son mds importantes que las de segundo orden y estas-
Gltimas s6lo producirisn un efecto de desplazamiento de los ni-
veles, pero no desdohlamiento de los mismos, solamentc vamos a
calcular e incluir en la energia las contribuciones de primer -
orden. Los elementos dt matriz angulares son igual a la unidad-
en todos los casos debilo a la mormalizacién de ~2: nartes an--

gulares de las autofunciones

y, SOlo contribuyecnh a la ener--



gia de una manera relevante, las perturbaciones de primer orden.

. . P 4
Los elementos de matriz angulares, igual que para el férmino Br,
son la unidad en todos los casos debido a la normalizacién de --

las partes angulares de las autofunciones.

‘:Finalmente, del término y'r6c056¢ s6lo se han tenido -
en cuenta las*contribuciones de primer orden, que son precisamen
te las que proporcionan todo el desdohlamiento de los niveles --
previstos en {I11.21), eliminando por tanto la degeneracidn acci

dental que existe en el oscilador isétropo bidimensional.

- La energia de cada estado se obtiene sumandole a la co
rrespondiente de la aproximacién arménica, dada por Fﬁfhx{v+l) ,
los términos de perturbacién dehidos a la anarmonicidad; de mane
ra que teniendo en cuenta la ccuacién (TII1.11) resulta la sigui-

ente expresién para la energia:

0 ‘<w1/ar3C053¢/¢k> A 6
Ek=Ek* L 5 5 +<wk/8r /¢},>+<w\pl{/‘yr /by >+
1#k E, - E ' ‘ -
: k 1
+<wk/7'r6cos6¢/wk> (111.22)

Haciendo uso de esta expresidén vamos a ohtener a continuacién la
energia de los estados hasta los de v=3. Sohretonos cue impli--

quen niveles mids altos son dificilmente ohservahles, y ademids,va
para v=3 la teoria de grupos predice un desdohlamiento en tres -
estados A1+A2

ménica, ni siquiera con anarmonicidades puramente [

+E, que no puede explicarse por la aproximacién ar-



88

1°

- Estado fundamental: |0,0> A

Perturbacién por ar3c053¢.

Habra un solo sumando, ya que el estado fundamental
s6lo intéracciona con el |3,3>A1.

2 3 2 3 2 = T ore.
o {¢33/r.c053¢/¢00> : <Roo/T7 /R <cos3¢/V/m|cos3e|1//2m>

01 .0 T8
EOO] 533 hu-4hv
_ 2 L®Ean?E L e
¢ 3hv hv
' 2
Hemos tomado a = -2

hv

Peiturbaéién por gr?

B<w00/r4[¢00>=B<R00/r4/Rnn><1//7; |1/V/2n>=8.2.1=238
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Perturbacidén por yr6

y<¢00/r6/w00>=Y<R00/r6/R00><1//7?|1//7?>=y.6.1=6y

-

Perturbaéién por y'r6c056¢.

] 6 = 1 () 5 3 - i '-""'“}:‘ o -
Y <w00/r cos6¢/w00> Y <P00/r /R00 <1/V/2n|cos6¢|1//2m>=y"'.6.0=0

' Para este estado |0,0>A] queda pues un valor de la -
energia de

i

1 =hy - a + 28 + 67 (T11.23)



9N

- Primer nive1 excitado. Fstado |1,1>F.

4

Perturbacidn por ar3c053¢.

En los estados degenerados se ha comprobado que el re
sultado es el mismo con cualquiera de las autofunciones, con ob

jeto de asegurarnos de la exactitud de los cédlculos.

.~ Habrid tres sumandos, ya que el estado |1,1>E interac-
ciona con |2,2>E, |4,2>E y |4,4>E.

Interaccién con |2,2>F,

02<w§2/r3coss¢/¢$1>2

j 0 0
E11 7 Fp

3 =3 <>

_ ,<Ryp/t /Ry >2<cos2e//n|cos3efcose/Va>E 5 32,52
% : -
4 2hv - 3hv hv
2
2

2 hv

o <w,2/r cos3¢/w11

4ﬁ . \4 l’\:
11T T2z
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3 2 = o
2<R22/r /R, <-5en2¢//n|c053¢|sen¢//n>2--a2("3/232(1/2)2 _

= q
2hv - 3hv hv
_ 9 a? 9
= - —= = - — g
2 hv 2

Interaccién con |4,2>F.

a2<w§2/r3c053¢/¢$1>2
0 0
F11 - Ey2

3 2 _— s 2 . !
L, Ryp /TR > <cos2¢/V/7|cos3é|cose/Vm> . (/6)2(1/2)2 i

= o

2hv - Shv 3hv
2
RN SR LR
2 hv 2

- 3 <
a2<w4§/r c053¢/w:1>2

0 0
E11 - Bygy
3 2¢- " I/ 2 — 2
e Ryglt IRyg> s-sendelinicosi|senb/ves” | (8121102}
2hv - Shv 3hv

1 a?2 1
= - ———— . n - - PR— a

2 hv



Interaccién con |4,4>F,

a2<w§4/r3c053¢/w$1>2 _

0 0
s Byy T By
3 2 == " 2 e
_ a2<R44/r /Ry >%<cosd¢//n|cos3¢|cose/Vn> =-a2£'2/6)2(1/2)2
2hv - 5hv 3hv

a2<wi4/r3c053¢/w?1>2 i

0 0
, F11 = Byq
<R /rs/R >2<send¢//7|cos3¢|send//n>? o N2 e a2
=0.2 44 17 o =_a2(-270) (_!,:’..’.)
2hv - S5hv 3hv
2
= -2 =4—— = -2a
hv
Interaccidén total.
nteracciones parciales

Es la suma de esas tres in

-

J > ) ;
cos3d/¥, >

& o /
<Y,/ 0 ¢
£ =

2

by ———— T
0 0




Perturbacién por Br4.

e<w§1/r4/wf1>

L}

B‘¢?1/r4/¢71’

Perturbacién por yr6

[}

Y<w$1/r6/¢$1>

Y<wf1/r6/wf1>

Perturbacién por Y'r6cosﬁ¢.

y'<w$1/r6c056¢/w$1> =

4
B<R11/r /RH

4
B<Ry /T /Ry

6
Y<Ry /TRy,

6
Y<Ry /TRy

1]
LARLE

><cos¢/V/m|cose//n> =R.6.1 = 68

><sen¢/V/7|sens//n> = B.6.1 = 68
><cos¢/V/m|cose/V/u> =y 24.1 = 24y
><sen¢//7n‘!gen¢ /> = v .24 24y

/rG/R11><cos¢//7[cosﬁ¢!cos¢//?> =



Para este estado |1,1>F queda pues un valor de la ener

EY, = 2hv - 7a + 68 + 24y (111.24)



- Segundo nivel excitado. Estado |2,0>A

Perturbacibén por ar3c053¢.

Ahora habrad dos sumandos, ya que

teracciona con |3,3>A1 y [5,3»&1.

Interaccidén con 13,3>A1.

3
a2<w§3/r c053¢/¢20>2

0 i)
20 = Ez3

E

3 2 - 57,2
) <Ryz/T7 /R, >%<cos3¢/V/n|cos3¢|1//2m>

1°

= a

3hv - 4hv

2
27 =2— = .« 27a
~ hv

el estado |2,0>A, in-

1

(3/6) 21/ 2

-2

hv



Interaccidn con |S,3>A1.

a2<w§3/r3c053¢/w20>2

0 0
Brp = Bss
L2 <R53/r3/R20>2<c053¢//?|C053¢|1//§;>2
3hv - 6hv
= -4 a“ = —43
hv

Interaccidén total,

Serd la suma de esas dos

<w1/r3c053¢/wk>2
2 0 n = &4 273 - 43 =
1#k Ek - El

Perturbacidn por 8r4

s (=22t

3hv

interacciones parciales:

3ta



Perturbacién por yr6.

07

y<¢20/r6/1p20> = y<R20/r6/R20><1//T27|1//§7> = v.78.1 = 78y

Perturbacién por y'r6c056¢.

6 6 — -
Y'<w20/r cos6/v,0> = Y'<R,./T /R20><1//2W!C056¢|;/V2T> _

Para este estado |2,0>A
energia de

20

1

queda pues un valor de la

1 = 3hv - 31a + 148 + 78y (117.25)



- Segundo nivel excitado. Fstado |2,2>T.

Perturbacidén por ar3c033¢.

Habrd cuatro sumandos, ya que el estado |2,2>F, inter
acciona con |1,1>E, |3,1>E, |5,1>E y |5,5>F.

Interaccidén con ;1,1>E,

a2<w$1/r3c053¢/w§2>2

0 )
Ero - Eqy

<R11/r3/R22>2<cos¢//?lc053¢|c052¢//F>2 _ aZ('B/?J2(1/272

3hv - 2hy hv
2
- 9 a e 9 .
hv 2

a2<w$1/r3c033¢/w£;>2

0 0
Bog = By
<R /rS/R' >2<sen¢//nlcos3s! -sen2p//u>2 2 /TN S g0y 2
- 11 22" F R it —n2 AoV (M/2)

:Ih\) - 2'{‘1 nw
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Interaccién con |3,1>E.

a2<w§1/r3c053¢/w§2if4

0 0
F22 = Fay
3 ; o - , )
i <Ry /T7/R,,>%<cos¢//n|cos3é|cose//n>2 o2 85 (1t
3hv - 4hv hv
2
= -0 2 = -0a
hv

a2<‘p§1/T3COSS¢/'\b£§>2

0 )
Eyz - Ezq
3 2 P e , — 2 2 3
S s ks il sl v s O O ol 111
3hv - 4hv hv
2
= -9 22— = -0a



=a

gy

100

Interaccién con |5,1>F.

2 C 3 [of 2
a <¢51/r c053¢/¢22>

0 ]
Es2 = Egy

3 _ —
<Rgq/r /R22>2<cos¢//n|c053¢!cosZ¢//n>2 =_a2(_/§)2(1/2)2 i

3hv - 6hv 3hv
P T SR B
2 hv 2

a2<w§1/r3c053¢/w£§>2

0 0
Eyz2 = Esy
3 2 T '-1““' "v..f'f':):’, s -~
R51/r /R22> <sen¢/V/n|cos3e|-senls/ i {‘/ﬂj_ﬂ/‘l’\)f )
3hv - 6hv 3hv
S - LS
2 hv 2

Interaccién con |5,5>E.




o
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3 — -
<R /T /R22>2<c055¢//n]c053¢fcosz¢//n>2 2 (-2/T8 2(1/2)2_
3hv - 6hv 3hv
2
= -5 2 = -5
hv
2..~5,.3 -S_»
o <w55/r c053¢/w22>
0 0 -
Esz ~ Tes
3 - PR -
<R__./r /R 2<-senS5¢// s34 -sen2e¢/ /72 .o s 2 2
55/T /Ryy> n5¢//w|cos3¢|-sen2¢/V/n 2028 /2)°
3hv - 6hv 3hv
2
= -5 =2 ® -3a
hv
Interaccidén total.
Serd la suma de esas cuatro interacc-ones parciales:
3 2
<yp./ar cos3e/ P, >
1 k - 9 1 P 10a
X ) i) = a -9 - —— a -5a = -10a
1#k Fy - E 2 .

k 1



1n2

Perturbacidén por Br4.

B<¢§2/T4/¢§2> = B<R22/r4/R22><c052¢//?|cosZ¢//?> = g.12.1 = 128

B<Wi§/r4“/¢1£§> = S<R22/r4/R22><-5en2¢//;[ -sen2¢/Yn>=8.12.1 128

Perturbacién por yr6.

Y<$§2/r6/w§2> y<R22/r6/R22><c052¢//?|c052¢//?> = vy.060.1 = 60y

- Gl

Y<¢§§’r6/¢£§’ T Y<Rzz’r6/R22>“Sen2¢//?!-EGPZAff*>=Y7‘f-? = 60y

Perturbacién por y'r6c056¢.

V' <¥3p/T0c0s68 /85> = ¥Ry, /TO/R, > ccos20/ /T costs | cos2e/ VT -

-s,.6 -5 O ) WY = N =
Y'<W72/I“ C056¢/U‘?2> = ‘{'<W.7/1" "(,},-"-"‘i';;".\".’v‘7';(,0,‘,“’?‘; SN/ V>



E

Para este estado [2,2>T queda pues un valor de la ener

;2 = 3hv - 10a + 128 + 60y (IT1T7.26)



104

- Tercer nivel excitado. Estado 13,155,

Perturbacién por ur3c053g.

-

Habrd cinco sumandos, ya que el estadc |3,1>@ inter-
acciona con |2,2>E, |4,2>F, |4,4>E, |6,2>F y |6,4>F.

Interaccién con |2,2>T.

a2<w§2/r3c053¢/w§1>2

0 0
Bz1 = Epp
3, . - o )
o2 <R,,/r /R31>2<c052¢//n|c053¢|cos¢//n>2 I 62 (/22 _
4hv - 3hv hv
2
=g -2 = 0a
hv

a2<¢£§/r3c053¢/¢§1>2

0 )

Hey = Sz
<R /rs/R >2<c-senl¢//wlcoc?alceng /75l 7 2
22 31 b iid /v 5 ] P 4 sy L

=q S S - - (l( eem—— AL =3 - =



1
[t}
Q

9a
hv

Interaccién con |4,2>E.

3
a2<w§2/r c053¢/w§]>2

0 5
Ez1 - Eys

" <R42/r3/R31>2<c052¢//?]c053¢|cos¢//?>2_-

105

2 6/n )t

=a
4hv - Shv hv
2
= - 27 -2 = . 27a
hv
a2<w;§/r3cos3¢/w§1>2
0 0 -
Ezq - Ey
3 2 - - o I “"’)2 —_ 9 -
o2 —Ryglt /Rgy> <-senZy/VxlcosSelsend/ V2 cermi(isn?
*‘4hv - Shv hv
2
= - 27 22— = - 27a
. hv

#IBLIOTEC,
| UNIVERSTARIA

GRANADY
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Interaccidén con |4,4>E.

a2<w§4/r3c053¢/w§1>2

0 0
Fz1 = Tyy
3, 2 == el _
Lz Raa/m7/Rgy>Eccosds/Valcosh | cose VIR m201/9)7
4hv - Shv hv
= - 27 2 = - 272
hv
a2<wi4/r3c053¢/w§1>2 .
0 ~0 -
R
3 2 s - 2 _
o <Ry /T /Ry > <send¢/V/n|cos3¢|send/ V7> ey (6/3)2(1/2)2 i
4hv - 5hv hv
2
2 - 27 2 S - 27a
' hv

Interaccidén con |6,2>E.

a2<wg2/r3c053¢/w§1>2

0 0
Bzy = Hgo




iy

<R62/r3/R31>2<c052¢//F|c053¢|cos¢//?>2

4hv - 7hv

-2a

- 3 S
a2<w6§/r co$3¢/w§1>2
0 0
", Bgz

Ex1

" <R62/r3/R31>2<-sen2¢//?|c053¢|sen¢//?>2 _

=q
4hv - 7hv
2
= .2 =2 = -2a
hv
Interaccién con |6,4>F,
a2<yS /r3cos3e/vS, >2
64 i 31 _
0 0 B
B3y - Fea
4hv - 7hv
2
= -5 22— = -5a

-2/8) 2 (1/2)%
3hv

(-248 2122
3hv

-2/ %/

3hv
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a2<w24/r3cos3¢/w§1>2

9 9
Fzq1 = Egq

3 —_ —
Rga/T /Ry >2<sendy//T|cos3¢|sens/V7>2 _azg-z/T§)2(1/2)2 i}

=q
4hv - 7hv _ 3hv
2
= -5 22— = -5a
hv

Interaccién total.

Serd la suma de esas cinco interaccciones parciales:

<w1/r3c053¢/wk>2

R
r ~ By

= 9a - 27a - 27a - 2a - 5a = - 52a

-
1#k F

Perturbacién.por Br4.

]
"

g.24.1 248

Bews, /5> B<Ry, /1 /R ><cose//T|cose/ />

248

it
koo
.
[§S]
-
—
]

B<W§1/r4}¢§1> 8<R31/r4/R3]><50n¢//;|Sen¢//;>
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Perturbacién por yr6

y.168.1

168y

vU5 O INgy> = y<Ryy /xRy > <cose/ /7| cost / /7>

168y

Y<w§1/r6/w§1> = y<R31/r6/R31><sen¢//7|sen¢//?> y.168.1

6

Perturbacidén por y'r cos6é.

Y'<w§1/r6cos6¢/w§1> = Y'<R31/r6/R31><cos¢//?lcos6¢lcos¢//?> =

= y'.168.0 = 0

Y“<¢§1/r6co56¢/w§1> = y'<R31/r6/R31><sen¢//?[c056¢|sen¢//?> =

= y'.168.0 = 0

Para este estado |3,1>F queda pues un valor de la e¢-

nergia de

‘E.. = 4hv - 52a + 24p + 168y (111.27)



- Tercer nivel excitado. Fstado |3,3>\1.

Perturbacién por ar3c053¢.

Habra cinco sumandos, ya que el estado l3,3>/\1 inter-

acciona con ]0,0>A1, |2,0>A1, |4,0>A |6,0>A |6,6>A

1’ 1? 1°

Interaccidén con I0,0>A1.

a2<w00/r3c053¢/w§3>2

0 0 -
Ezz = Egp

<Ron‘/r3/R33>2<1//'2_n| cos3s|cos3e/ a2

=a

L2 LAt
4hv - hv 3hv




Interaccidn con |2,ﬂ>A1.

' a2<w20/r3cos3¢/¢§3>2

0 ]
Ezz - Egp
3 2 e - 2 - _
2" <R20(r /Rz2>2<1//21|cos3¢|cos3¢/Vm> (3/6)2(1//2)2 _
4hv - 3hv hv
= 27 —— = 27a
hv
Interaccién con [4,0>A,.
aZ<y /r3c093¢/wc >2
40 i -
0 j)
L33 = Fyp
3 2 5= =2
- <Ryo/T7/Rg3>2<1/V2u|cos3¢|cos3¢/V/n> - (-3/8) 2 (1/VD) 2 _
4hv - Shv hv
2
= - 27 =2— = - 27a

hv
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Interaccién con |6,0>A1.

2 3 c .2
a <w60/r c053¢/w33>

0 0 -
Ezz - Egp
3 2 > T2 = —
i <Rgo/T /Ryz> <1//2j|c053¢|c053¢//ﬂ> = (/6)2£1//2)2 i
‘ 4hv - 7hy 3hv
2
= - a = - a
hv
Interaccién con |6,6>A1.
: a2<@26/r3c053¢/¢§3>2
0 0
B3 = Bgs
3 2 - iy, —
- <R66/r /R33> <cos6¢//n|cos3¢|c053¢//n> i £:2/30)2(1/2)2
4hv - 7hy 3hv
2
= -« 10 =2— = - 1pa



Interaccidén total.

Sera la suma de esas cinco interaccionecs parciales:

<w1/ar3c053¢/¢:k>2
L = a + 27a - 27a - a - 10a = - 10a
0 0
1#k Ek - By
4

Perturbacidén por Br .

i

B<W§3/T4/w§3> = B<R33/r4/R33><c053¢//?[c053¢//?> = B.20.1 = 208

Perturbacidén por yr6.

Y<w§3/r6/w§3> = y<R33/r6/R33><c053¢//?|c053¢//;> = v.120.1=120y

F

Perturbacién por y'r6qos6¢.
C 6 Cc ) g = I
Y'<¢33/?,F655¢/W33> = ¥ <R31/r(/01z><cos3®fvh!gusﬁ¢fc055¢/rn> =
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= v'.120.—— = 60y"
2

Para este estado |3,3>A1 queda pues un valor de 1la
energia de

Egsl = 4hv - 10a + 208 +120y + 60y" (111.28)



-Tércer nivel excitado. Estado |3,3>A2.

Perturbacién por arscos 3¢ .

- Habra solamente un sumando, ya que el estado |3,3>A2
interacciona sélo con ]6,6>A2.

a2<wg6/r3cos 3¢/w§3> )
0 .0
B3 - Ege

<R ./rS/R A - 6¢ //7|cos 3¢|sen 3¢//m>
2 66 33

= a =
4hv - 7hv
_— 2 2
_aZ (-2Y30) (1/2)" _ 10 2 = -10 a
3hv hv

Perturbacién por Br4

B<¢§3/r4/w§3>= B<R33/r4/R33><sen 3¢//;|sen 3¢//;>= 8.20.1= 208

Perturbacién por yr6

Y<w§3/r6/w§3>= y<R33/r6/R33><sen 3¢/Vn|sen 3¢//n>= y.20.1= 20y



Perturbacién por y'rﬁcos 6¢ .

v .S 6 S ___ 6 = =
Y <w33/r cos 66 /55>y <R33/r /Ry z><sen 3¢ //n|cos 6¢|sen 3¢/V/m>
= ¢'.120.-1/2. = -60y"

Para este estado |3,3>A2 queda pues un valor de la

energia de:

E.22 = 4hv - 10a + 208 +120y -60y'

Fl diagrama de niveles para los sobretonos de vibra-
ciones degeneradas F de moléculas con simetria CSV’ puede ver-
se en la Fig.4. En dicha Figura se incluyen en primer lugar

v> del oscilador arménico isdétropo en dos dimen-

los niveles
siones, con simetria SU(2), donde cada nivel tiene la degene-
racién v+1. En segundo lugar se incluyen los niveles desdobla-

; . . 4
dos por una anarmonicidad gr

+ Yr6 de tipo va, en que los ni-
veles se desdoblan por los valores de m, ahora cada nivel |v,m>

es doblemente degenerado para m#0 y simple para m=0.

Finalmente se incluyen los niveles desdoblados por
la anarmonicidad de CSV: arzcos 3¢+y'r6cos 64, que consigue
el desdoblamiento de todos los niveles que predice la Teoria

de Grupos. Puede verse que los niveles procedentes de:



no estdn totalmente desdoblados en Ce, Dero si en C;,+ No se
han calculado desdoblamientos de niveles mids altos por ser
poco accesibles a la experimentacién, ya que no es fdacil ob-
servar mads alld del segundo sobretono.

-



13,350
\\\ ’3’1>n
L 12,254

\\\~|2,0>Z+
"1,1>1
}G,ﬂ>§+

+208+120y

+248+168y

+12B8+60y

+14R+78y

+OR+24y

+2R+6y

()

oV

Jesdoblamiento de los niveles del oscilador

E = 4hv
3>
2> E = 3hv
L = 2hv
N ’
E = h\'
SU(2)
Fig 4.-

'

-60y -10a

2
1]
13,300, *oly -16a
-52a
|3, 15K
-10a
]2,2>E
-31
|2 0>A > @
’ A 1
-7a
I1,1>F
-a
;0,ﬂ>\1
C
“3v

arménico isdétropo bidimensional cn Csy

ol
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Frecuencias de las transiciones vihracionales.

Las transiciones permitidas en Infrarrojo y Raman

para las vibraciones de tipo E de CSv son las siguientes:

Fundamental: |1,1>F — ]0,()>A1 IR y Ra.
Primer Sobretono: |2,0>A]———~|ﬂ,0>A1 IR y Ra.
12,2>E — ]n,o>A1 IR y Ra.
Segundo Sobretono: |3,1>E = |0,0>A1 IR y Ra.
|3,3>A1—— |0,n>1\1 IR y Ra.
Bandas Calientes: |2,2>FE — |[1,1>E IR y Ra.
|2,0>A,— [1,1>E IR y Ra
|3,1>E — |1,1>E IR y Ra.
|3,3>A1—— |1,1>E IR y Ra.
|3,3>A2—— |1,1>E IR y Ra.
. La transicién |3,3>A,— |0,0>A, ,correspondiente al

2 1
segundo sobretpno,estd prohibida tanto en Infrarrojo como en

Raman y por 1o/ tanto no debe aparecer en los respectivos espec-
tros. Tampocofson facilmente observahles las handas calientes
superiores a fésrmencionadas.

. La ffecuencia en cm_1 para cualquiera de las transi-
ciones expresadas antericrmente se ohtiene restando la energfa

del estado inferior de la correspondiente al estado superior y



dividiendo esa diferencia por hc ;los valores resultantes

*
a

son:
% £ “1$‘E03‘ x o Kx*
Fundamental: v1d=——————4——= w+dB +18y -6a
hc
. A E231'E081 A k%
Primer sobretono: “201= 2w+12B8 +72y -30a
< hc
: Ezg'ﬁog1 x k%
v26=—————————= 2w+10B +54y -9a
hc
E E3$‘E021 * * *
Segundo sobretono: Vgo=——————= 3w+22B8 +162Zy -5ia
hc
A, E331-Egq! 8 TP
v3b1- —=3w+18B +114y +60Y'-9
hc
E . E
, E__227Fqy Ao K A
Bandas calientes: Voys———= w+bB +36Yy -3a
: hc
]
; A E
A, Fanl-Tyy 8 * ok
voqls——s w+8B +54y -24a
hc
F FE
B E31-Fqy * P
Vgi=——2—= 20+188 +144y -45a
hc
A E
A, Fz31-Fy PR SN S
vzql=—= = 2w+148 +96y +60y'-3a
hc
S T
E.w? E11

* * X *
vz 2=—22—— "= 204148 +96y -60v'-3a

hc

% * * *

: . _ -1
donde w es la frecuencia arménica en cm YB ,v ,y' vy a

son las constantes de anarmonicidad g,y ,y' y a divididos
por hc y por lo tanto en cm

En la notacidn para los nlmeros de onda de las



bandas calientes se ha seguido la norma de especificar v' y v
y la simetria del estado final,ya que el inicial es siempre el
|1,1>E.

Autofunciones perturbadas.

Para una perturbacidén AH, las correcciones a las
autofunciones vienen dadas por la expresién (IIT.11). En el
caso preﬁente, puesto que el término arscos 3¢ ya produce co
rrecciones de primer orden en las autofunciones, estas serdn
las mids importantes por lo que sélo se han calculado las auto
funciones perturbadas hasta la aproximacién:

15y 5 ¥, (I11.32)

con esta ecuacién se han obtenido autofunciones correg1da§

hasta el nivel con v=3.
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-Estado fundamental: [G,O>A1.

‘E1 estado fundamental sdlo interacciona con |3,3>A1.

i

c 3 8 ™ i
a<w33/r Cos~3Q/¢00>_ - <R33/r /R00><C0S 3afvz ieos 3el 10w
0 0
EOO-ESS hv - 4hv
LA YLV Y, S SN, B
3hv hv
hemos tomado h=—2 .

' hv
Para este estado |0,0>A1,1a autofuncidn r-~sultante
es:

- = €
250 Yoo * 1//3.b V33

en donde lo mismo que en los demds casos,las autofunciones
perturbadas se siguen denominando con los niimeros cudnticos

del estado no perturbado del que proceden.




-Primer nivel excitado.Estado: |1,1>F.

! Habra tres sumandos,ya que el estado |1,1>F interac
ciona con |2,2>E,|4,2>F y |4,4>F,

Interaccidén con |[2,2>F.

<¢§2/r3cos 3¢/¢$1>

0
117 E22

E

3 - -
<R,,/r7 /R, ><cos 2¢//m|[cos 3¢[cos ¢//n> L, 232/

2hv - 3hv hv
L= 5 a = A
i 3/V/2 ho 3//2.h

- 3 <
| <w2§/r cos 3¢/w?1> _
; @ 0 0 B

L% - ==
Rozi® IRy <-sen Zy/inlcos 3¢ |sen §/Vas - g Z3YZ.1/2

5 "
2hv - 3hv hv
"= 3)/7 f— = 3/VZ.b
Vv

Interaccidn con |4,2>F.
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3 _ -
<R42/r /Ry ,><cos 2¢//n|cos 3¢|cos ¢//u> .. /6.1/2 _

=«
2hy - Shy 3hv

= -1//6 %v; = -1//6.h

<¢;§/r3cos 3¢/w$1>

a 0 0 s
. Bi178y
" _ _
. SRyp/T7/Ryy><-sen 2¢//7|cos Sglsen ¢//w> gy,
2hv - 5Shy Shv
= S1//6 —&— = -1//E.h
> \V]

Interaccién con |4,4>F,

<¢§4/r3cos 3¢/w$1>
a 0.0
E117°Fys

3 _ -
. <Ry4/T7 /Ry ><cos 4¢//m|cos 3¢|cos ¢/Vm> e -2/8.1/2 _

2hv - Shy 3hv

= ,/2—/_? (;1\) = /m.b

3 :
<¢i4/r cos 3¢/¢?1>

A SRR | g
E117Faa
3 _ -
_ <R44/r /Ry ><sen 4¢/V/n|cos 3¢|sen ¢/Vm >: -2/8.1/2

-

2hy - Shy 3hy

= a



tes son::

- Para este estado |1,1>FE,las autofunciones resultan

_.,C = c _ = C e c
—¢11+3//2.h Vs 1//6.b ¢42+/2/3.b¢44

. _.S = -s = 28 g S
¢41b -¢11+3//2.b w22-1//6.h w42+/2/3.bw44



—_
0o
>

Segundo nivel excitado.Fstado IZ,O>A1.

Habr4d dos sumandos,ya que el estado [2,0>A, interac

1

ciéna con '|3,-3>A1 y |5,3>A1.

Interaccién con |3,3>A1.

<w§3/r3cos 3¢/w20>
o 0 .0 =
Es0-Es3

<R337r3/R20><cos 3¢//w|cos 34|1//Zx

3/6.1//2
sy SLELLEXE

= 4 N -
3hv - 4hv hv
;o= -3/3 & = -3/3.h

Interaccién con ]S,3>A1.

<w§3/r3cos 30/4,,>
= 0 ] =
Fa0-Egs




<R53/r3/R20><cos 3¢//m|cos 34|1//Z>

= _ -3V2.1/2 _
3hv - 6hv 3hv
= 2/V/3 -2— = 2//3.b
hv
Para este estado |2,O>A1,1a autofuncién resultan
te es:
A, _ ST c e c



Segundo nivel excitado.Estado |2,2sE.

' Habri cuatro sumandos,ya que el estado |2,2>E in-

teracciona con |1,1>E,|3,1>E,|5,1>E y |5,5>E.

Interaccién con |1,1>F,

<w?1/r3cos 3¢/w§2>
a -
0 .0
Ey2-Eqq

<R11Ar3/R22><cos ¢//n|cos 3¢|cos 2¢//7>

3 - -3Y2.1/2
3hv - 2hy hv
a
= -3//7 T = -3//7.b
AY)
s ,.3 -s
a 0 .0 -
Ey2-Eqy
3 ’ - =
. <R11{r /Ry,><sen ¢//w|cos 3¢|-sen 2¢//7> .. -3/7.1/2 _

3hv - 2hv hv



=-3//2 %v = 3/V/Z.b

Interaccién con |3,1>E.

A <w§1/r3cos 3¢/w§2>
a = 0
EypEsy

3 = -
<Rz, /T7/R,,><cos ¢//n|cos 3¢|cos 2¢/V/n> 6.1/2
3hv - 4hv hv

éwgl/rscos 3¢/¢£§>
W 0 0
E227E3q

<R31/r3/R22><sen /Y7 cos 3¢|-sen 2¢/V/n> . 6.1/2 _
3hv - 4hv - hv




<R51/r3/R22><cos ¢//m|cos 3¢|cos 2¢4//7>

_ . =/6.1/2
3hv - 6hv 3hv
= 1//6 22— = 1//6.h
hv
<Pl /rscos 30 /0.5
o 51 . 22 _
0 n -
Eyg-Bgy
, 3 —_ —_
<Rg /T7/R,,><send//m|cos 3¢|-sen 2¢/Vn> . /E.1/2
3hv - 6hv 3hv
= 1//6 =2— = 1//6.h
hv
Interaccidn con |5,5>F.
<wc /rscoq 3¢/¢C >
. ¥ss S 01¥gy>
0 0 =
By P
3 - o
“Rgo/T7/R,,><cos 5¢/V/m|cos 3¢|cos 2¢//n>= L -2/T5./2
3hv - 6hv 3hv
= /573 22— = /573 .h
hv

<wg§/r3cos 3¢/¢£;>

o =
0 -0
Eyz-Fes




i a'<RSS/r3/R22><-sen 5¢/Vn|cos 34]|-sen 2¢//?r_>= » -2/75.1/2 _
3hv - 6hv 3hv
= /573 & = /5/3.b
hv
- Para este estado |2,2>T,las autofunciones resultan-
tes son: .
B, il w5 c c p & e €
9,78 =V,, 3/V/2.b ¢11-3b ¢31+1//6.h ¢51+/5/3.h¢55
E.i{_ =-s = 5 S — S P -8
®,5b —w22-3//2.b w11-3h ¢31+1//6.h w51+/5/3.b¢55



-Tercer nivel excitado.Estado |3,1>F.

Habrd cinco sumandos,ya que el estado |3,1>F interac
ciona con |2,2>E,|4,2>E,|4,45F,|6,2>% y |6,4>T,

Interaccién con [2,2>F.

<w§2/r3cos 3¢/w§1>

a =
0
F317Fy,

<R22/r3/R31><cos 2¢/V7 cos 3¢|cos ¢//w>

4hy - 3hvy hv

= 3 -2 3b
hv

<¢é§/r3cos 3¢/¢§1>

o 0 0 =
Ez17F2

o <R22/r3/n31><-sen 2¢/V7|cos 3¢|sen ¢/V/w>

4hv - 3hv hv

]
(93]
=3
1}

3b
hv



Interaccién con |4,2>F,

<w§2/r3cos 3¢/¢§1>

& 0 0
Hg1~Pag
3 — -
- <R42/r /Rs,><COS 2¢/V/m|cos 3¢|cos ¢/Vn> . 6V3.1/2
4hv -Shv hv

= 3/3 =2 = 3/3.b
hv

<w42/r3cos 3¢/¥54>

a 0 =0
Ez17E42
) <R,, /T /Ry ><-sen 24//7|cos 3¢|sen ¢/ /7> _ ., 2673172
: = - -
; 4hy - Shy hv
e 3/? & = 3‘/3_ub
hv

Interaccidén con |4,4>F,

<l"441’”3”5‘_ 3¢/v3¢>

oD
31 B4

E

S, 3 e Py
o <Ryy /T /Rgy><cos 44/ /n|cos 3¢|cos ¢//m> L, /3072

4hv - Shv hv




a

a

= _3/—3_ S SR
hv

-3/3.b

<¢24/r3cos 3 /w§1>
& 0 .0 )

Ez17Fyq

<R44/r3/R31><sen 4¢//w|cos 3¢|sen ¢/V7>

4hy - Shy
= -3/%3 & = -3/%.b
hv

Interaccién con |6,2>F.

fwgz/rscos 3¢/w§1>

o 0 0 =
Ez1-Eg2

<R62/r3/R31><cos 2¢//7|cos 3¢|cos ¢/V/n> i

4hy - 7hy
a

= /773 = VI73.b
hy

-s' 3
] <yg,/T cos 3¢/w§1> i
0 0 -
E51" B2

<R62(r3/R31>k-sen 2¢/V/7|cos 3¢|sen ¢/V/u>

4hy - 7hv

134

6/3.1/2 _
S+ 3-ZF.X £
hv
-2/6.1/2 _
i, S AL,
3}'1\)
-2/6.1/2 _
< LA & -

3hv
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Interaccidén con |6,4>F.

<$g4/r3cos 3¢/w§1>

u =
0 -0
Bx1~Beu
<R /rS/R ><cos 4¢//7|cos 3¢|cos ¢//n> T
I T Wl i A el g Z2/AE.1/2
4hv - 7hv 3hv
= /§5/3 =2 = /5/3.b
hv
<ws /rscos 30 /0>, >
y Veoa 317
0 ]
EgqEzq
3 T - —
. <Rg, /T /R ><sen 44/V/n|cos 34|sen ¢/V/n> . -2/1E. 172 .
4hv - 7hv 3hv
= /573 2+— = /T573.b
hv
‘ Para este estado [3,1>E,1as autofunciones resultan-
tes son: ;

E . ¢ £ - c = c C c
542 fw31+3b w22+3/3-b¢42-3/3-b¢44+/273.h¢62+/573.bw64

E s -s T -5 5 S 5 S, FTT 1. S
¢31b =w31*3b w22+3/3-b¢42‘3/3'b¢44+/4/3'bwﬁz*/3/5*LW54
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-Tercer nivel excitado.Estado |3,3>A,

Habrd cinco sumandos,ya que el estado |3,3>A‘ in-
teracciona con |0,0>A1,|2,0>A1,|4,0>A1,|6,0>A1 y |6,6>A1.

Interaccidn con |0,0>A1;

<won/r3cos 3¢/w§3>

9 0 0
Ez3 Foo

; _ -
Rop/* IRgs><1/vanleos Spleas 4/ BT

4hv - hv 3hv

= -1//3 & = -1//3.b
hv

Interaccidn con |2,0>A

1_'_

<w20[r3cos 3¢/w§3>

a 0 .0
; Ez37Fp
. = _
i <R20/r /R33i<1//2n|cos 3¢ |cos 3¢/Vn> oy -V6.1/2 N
| 4hv - 3hv hv
= 3/3 —— = 3/3 b

hv
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Interaccidn con |4,0>A1;

<w40/r3cos 3¢/¢§3>

a t—1
0 0
Ez3-Fy0
3 [ -
i <R40/r /R33><1//2w|cos 3¢ | cos 3¢ /Vu> wa -3/6 AT _
. 4hv - Shv hy
= 3/3 & = 3/3.b
hv

Interaccidén con | 6,0 A

‘].'_

3
<¥go/T COS 3p 1 §3>
00
337 L6

E

3 ot _
L. <Reo/T /Ry><1// 2| cos 3| cos 3 V> L BT

dhv - 7hv 3hy
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Interaccidén con |6,6>A

1=

<wg6/r3cos 3¢/w§3>

0 0
E337Fge |
- <Rge/T7/Rss><cos 6¢//m|cos 3¢|cos 3¢//1r>= " -2/30.1/2
4hv - 7hv 3hv
= /10/3 =2— = /70/3.b
hv
Para este estado |3,3>A1,1a autofuncidén resultan-
te es:
A, _ c = T - ) 4 TRTE 1.0
iy -w33-1//3.b¢00+3/3.b¢20+3/3b¢40 17730 g +/T073. by



-Tercer nivel excitado.Ffstado |3,3>A2.

Habrd un solo sumando,ya que cl estado |3,3>A2 in-

teracciona con |6,6>A2.

<w26/r3cos 3¢/¢§3>

CR—
F337 T
3 . -
.. <R66/r /Ry 5><sen 6¢//m|cos 34|sen 3¢//n>= 2/30.1/2
4hv - 7hv hv
= /10/3 = /Y10/3.b
\Y)
Para este estado |3,3>A2,la autofuncién resultan-
te es:

Ay .S L /TR7T waS
2331 =b3g*V10/3.by g



TABLA XX.- Autofunciones perturbadas para niveles sohretonos de una vibracion E de C

v’

Estados”

l0,0>A,

[1,1>E

!2,0>A1

|2,2>E

13 1>E

Autofunciones

= &
¢n0+1//3 h Vss

C g C - c —— C
w11+3//z h w22-1//6 b w42+/2/3 b gy

s = -s - -S . = s
w11+3//2 b ¢22—1//6 b ¢42+/2/3 b Yy,

g (o o C
wzn-s/s b w33+2//3 A

C —~ (o Cc o Cc = C

-g — S S - S T 77 =S
Vy5-3/Y7 b 07.-3 b YT #1//E b b +Y573 b

11 55
c C /T € c e c R c
baqt3 h b,,+3Y3 b oy, 3/3 h ¢44+/z/3 h w62+/5/3 b e,
S -s = -S = S Nk d -8, = S
bzq*3 b w22+%/3 h w42-3/3 b m44+/2/3 b ¢62+/5/3 b Ve
c _ 5 ‘ £ x o =17/ TRTE g
zs 1//3 h $nﬁ+</3 h wzn+3/3 D vaa-1/Y3h ¢60+/1n/3 b Ve

1 S ELVAES h 1 :
¢33+/1°/3 b

Ut 1
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Relaciones entre las constantes de anarmon1c1dad

En este apartado se va a hacer un estudio compara
tivo entre las constantes de las ecuaciones ohtenidas en los
apartados anteriores y las correspondientes a las férmulas
de Nielsen(2,3).La energia de los niveles vibracionales de
una molécula con vibraciones doblemente degeneradas,segin Ni

elsen,se puede expresar como:

= 3 “+ r 2
) %wi(vi+dj/2, % L. xij(vi+di/2)(»j+dj/ )+

G(v1,v2,v3.....

+ 5 L. g..m, m. o+ ... veo. (II1.40)

d puede valer 1 6 2 segin que se trate de una vibracién no
degenerada o doblemente degenerada respectivamente, Mo, VoY
s tienen el significado ya conocido y )]J gii’ .... son las
constantes de anarmonicidad introducidas por Nielsen.

La ecuacidén(IIT.40) tiene en cuenta todas las po-
sibles interacciones entre las distintas vibraciones de una
molécula;sin embargo las ecuaciones (IT11.23) a (T111.29) se
obtuvieron considerando las vibraciones aisladas sin posibles
interacciones con las demids.Para hacer amhas compatibles la

ecuacidén (III1.40) debe quedar como:

G(vy) =l ; (vytd, $72) + xg (v +d, /2) +og..om. o+ ... (T11.41)



donde ahora di=2,pues se refiere a la degeneracidén de la vi-

bracién doblemente degenerada que se estd considerando.

i

La energia para el nivel fundamental viene expresa

da por:

G(0) = wy d./2 + x_, d§/4 PN (111.42)

por lo que tomando como referencia ese valor,resulta para la

energia de los niveles vibracionales la expresién:

s 2 2
Go(vi)- wy vyt Xii Vit Xy v di gy oMy ote.s (I11.43)
o también:
_ 0 2 2
Go(vi) W vy * Xiig Viotogy My e (T11.44)
donde:
BY = W, b Xy B, ® @, * Fx.. . (111.45)
1 1 11 1 1 11

Vamos a estudiar las equivalencias entre nuestras

constantes y las de la férmula de Nielsen en varios pasos.

§
i

Anarmonicidad de cuarto grado con simetria Cosiy

i
S61lo se va a tener en cuenta en este caso el térmg

’ g 4 |
no de anarmonicidad Br ,de manera que usando 1los elementos

de matriz <vm /r4/ vm> dados por la Tabla XI ,se obtiene 1la
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fémula general para los términos espectrales:

GV) = w(v+l) + (3/2(v+1)2-1/2 m®+1/2}8"  (111.46)
bara el nivel fundamental es:
G(0) =w + {3/2 + 17218 (I111.47)

{

y tomando como referencia ese valor,la energia de los niveles

queda:’
- 2 T o™
GO(V) = wv + {3/2(v7+2v)-1/2 m 1B (I11.48)
o también:
| * E ) * 2
Go(v) = {w+38 }v + 3/2 8 v" - 8 /2 m (T11.49)

comparando las ecuaciones (IIT1.44) y (IT11.49) queda:

4 - .
xii_ 3/2 P , gii- -g /2 = -xii/3 y Wi mi+38 = wi+2xii

(117.50)

de donde resulta que el término espectral puede escribirse:

: 0 2
GO(Vi) CTIR SRR VI Al xii/3 my o (IT1.51)

Es decir, que nuestros resultados son en definitiva compati-
bles con la férmula de Nielsen (IIT.44) pero siendo:

| ’ -
855" xii/3 (T17.52)



Anarmonicidad de cuarto y sexto grado con simetria Cmv.

. . 4 6
Teniendo en cuenta la anarmonicidad r y 1, vy

usando los elementos de matriz <vm /r4/ vm> de la Tabla XI
y los <vm /r6/ vm> de la expresidén (II1.19), se obtiene pa-
ra el término espectral:

G(v) = w(v+l) + {3/2(v+1)2-1/2 m2+1/2}3* + {3/z(v+1)3+

‘ ; 3 3 2 A
+1/2(v+2)7+1/2 v7+1/2 (v+1)-3/2 m (v+1) 1B
(I11.53)
para el nivel fundamental es:
' * #
G(0) = w + {3/2+41/2}8 + {3/2+8/2+1/21}8 (1I1.54)

y tomando como referencia ese valor, la energia de 10s nive

les queda:

. 2 2, % 32
Go(v) = wv + {3/2(v7+2v)-1/2 m"}B + {3/2(v +3v +3v)+

' 3.2 3 2 2. *
+1/2(v7+6v +12v)+1/2 v +1/2 v-3/2 m"v-3/2 m" 18 .

(1T11.55)

Esta expresién puede compararse con la de Nielsen (IIT1.44)
’ 2 2

s6lo en lo que respecta a los términos en v, v- y m~ que

son los calculados por dicho autor.No obstante a la vista

de nuestros resultados se puede ampliar la expresidn en la

forma:
6 2 3 2 2 |
Golvg) = Wy vy ey Y3¥¥yg Vi*B43 Mi*hyg My vy LITL.57)
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' 0 P : PR
pero ahora w; T w; * términos superiores.Términos que proce
den ahora tanto de la anarmonicidad cudrtica como de la séx

tica.Comparando esta expresidon con la (TI11.56) resulta:

0 * * * *
wi T Wy + 38+ 11y 81 © -(1/2 8 + 3/2 v )
' _ 5 * * _ 37 *
xii-.S/ B+ 15/2 v hii = «3/2 ¥
= 5/2
yii= 5/2 v . (1TT7.58)

*

Como sblo disponemos de dos variables independientes g vy
%

Yy , dejamos la ecuacién en funcién sbdlo de Xis Y gii,toman—
do ahora l1la forma:

.0 e 2 & 3
GO(Vi) Wi Ve FXLL VY otgao MU+ (15/6 gii+g/6 xij)v
2
- 1
(3/2 gii+./2 x“)mi £ (IT171.59)
t
es decir que:
= = - 2 g.. 2 x..
Yig T 186 gyt 86 x5 hyy (372 g;3+1/2 x43)
ae s w,. = &g, . +2/% x (111.60)
i Y ii o7 Xy

Anarmonicidad de cuarto y sexto grado con simetria Cay

Ahora vamos a considerar los los términos de anar

monicidad‘sra, Yr y Y'Y6COS 66 de los cuales, los dos pri-

meros tienen simetria va y el Gltimo sz.Hsando los mismos
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elementos de matriz que en el apartado anterior,se obtiene
para el término espectral:
_ 2 2 x 3
G(v,m) = w(v+1) + {3/2(v+1)°-1/2 m“+1/2}8 + {3/2(v+1)"+
3 3 2 *
+1/2(v+2)"+1/2 v +1/2(v+1)-3/2 m"(v+1)}y +
: . 3 3
+ A{3/4(v+1)"+1/4(v+2) " +1/2 v +1/4(v+1) -
2 *
-3/4 m7(v+1)}y! (I11.61)
donde A» sblo es distinto de cero para los niveles desdobla

-~ . - - 6 -
dos por el término de anarmonicidad y'r cos 64, es decir

para A1A2(o).Para ellos r=1 para el A, y -1 para el A,.

1

Para el estado fundamental quedaria:

G(0,0) = w + {3/2+1/2}8 + {3/2+48/2+1/2}y + A{(3/4+8/4+

*
+1/4}y! (I11.62)
tomando este nivel como nivel de referencia,tenemos:

= : 2 2, .* : 3 2
Golv,m) = w.v + {3/2 (v7+2v)-1/2 m"}g + {3/2 (v7+3v™+
3 2 3 - 2
+3v)+1/2 (vT+6vT+12v)+1/2 v +1/2 v=-3/2 m"(v+
o 3. 2 5 . 3
+1)}y  + A{3/4 (v +3v +3v) +1/4 (v +6v +12v)+

3 2 i
+1/2 v7+1/2 v-3/4 m"(v+1) }y' (117.63)
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que reagrupando términos queda en la forma:

: * R * * *
Gy(v,m) = (w+3g +11y +11/2xy")v + (3/28 +15/2 v +

*,2 * * '5 *
+15/4 Ay )vE + (5/2 v +3/2 Ay')v> - (1/2 B +

* % 2 * * 2
+3/2 v +3/4 xy'")m” - (3/2 v +3/4 Ay'")m” v

(111.64)

Esta expresién para el término espectral, debe dar todo

el desdoblamiento previsto para los niveles con v=1,2,3 4
y 5 en los que son validas las expresiones calculadas con
las anarmonicidades de cuarto y sexto orden.Si se reagru

pa dicha expresidon en la forma:

_ 0 2 3 2
GO(Vi’mi) Sy Vi Y X5 Yy Y Yy vy oty My Y 134 ™5 %4
(117.65)
con:
0 . * * *
wy = oWy + 38 + 11y + 11/2 ry'!
X X %
X553 T 3/2 8 + 15/2 v + 15/4 )y
, * *
Y.. = 5/2 v +3/2 iy’
11 ;
* * *
g.. = -1/2 8 -.3/2 v - 3/4 xy'
ii ;
: * *
hii = -3/2 vy - 3/4 \y' (171.66)

o bien,tomando como variables wis X,

. .. queda:
ii Y g11 :
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) 2 3
Goviome) = wy vy * xg0 vi + geg me * (1576 24,4576 xy3)vy

2
(3/2 gii+1/2 xii)mi Vi

(111.67)
esto es:
mp = . + 2/3 x - 4g y = 2/3 x +t2g
i i ii ii i1 ii ii
hii = -(1/2 X550 * 3/2 gii) (I111.68)

Presentada asi la expresidn para Gy, MO quedan sufi

cientemente a la vista los desdoblamientos de A1A2(¢), ya que
cada constante X5; Y 854 €N realidad estad compuesta por:

Xo: = X0, + 1574 ay" - - 374 ay)
ii ii Ay y gss 8 Y
siendo,como ya se ha dicho, A=0 para todos los niveles excep-
to A1A2(¢).De aqui que resulte mds cvidente el desdoblamiento

si se pone en la forma:

<

, 0 02 0 2 0 0 . 3
Go(vismysdy) = wy vy *X55 vy +gyy my + (1576 g54+5/6 x45)vy-

0 0 2 .
- (3/2 g..+1/2 x_ )m, v, * X, y'(11/2 v. .+
11 11 1 1

5 )
.+15/4 v2 3/4 mT+v§-3/4 mf vj)

i i 1
(111.69)

Esta expresién es general para todos los niveles procedentes
de.v=1,2,3,4 y 5 tomando A=0 salvo en la pareja A1A7(¢) con

v=3 y 5 en que =1 86 -1 nos da el nivel A1 6 A7 respectivamen-
- &

te.Fn tales casos el desdoblamiento seria de +201/4 y' vy

*
+823/4 y' respectivamente.



b) Vibraciones de tipo n: Vibraciones F1g y E1u en moléculas

LA

Las moléculas con simetria correspondiente al grupo
puﬁtual Qe'simetria nﬁh tienen vibraciones de tipo E1g(ng) y
E1ﬁ(nu) doblemente degeneradas.ia Teoria de Grupos predice pa
ra estas vibraciones que los niveles de energia de la aproxi
macién arménica se desdoblan en diferentes estados, cuyas es-
pecies de simetria se indican a continuacién como potencias

simétricas de E1u:

g
=i E1u
- AT :
Ll [F1u] = Mg * r‘Zg
v=3 (B3] =m, + B, +1
Tu 1u 2u 1u
v=4 (£, - + 2R
1u 1¢g 2¢g
v=5 (€, = B, + B, + 2F
Tu Tu 2u Tu
- oy . ;
v=6 [r1u] 2«18 + Azg +zn2g (IT1.70)

Las potencias simétricas de E1g son las mismas, pero con todos
los subindices ™'g''.Para las vibraciones E1“, se ha consegui-
do eliminar la degeneracidén accidental ohteniendo todo el des-
doblamiento expresado en (IT1T7.70), utilizando la anrmonicidad

adecuada.
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Para las vihraciones T no se han calculado expli-

1’
citamente las perturhaciones de los niveles, pero pueden ohte-
nerse trivialmente a partir de¢ las tahlas de elcmentos de ma-
triz para las funciones radiales y angulares que sc exponen a

continuaciodn.

-

Autofunciones de orden ccro.

Cono se ha dicho e¢n el apartado TI1.B.1, las autofun-
ciones para vibraciones dohlemente degencradas en moléculas
cuyo grupo puntual de simetria es un subgrupo de ﬂmh, como ¢s
el caso?de Jas moléculas con simetria nﬁh de las que el ejem-
plo mds familiar es sin duda el henceno, dehen sc¢ de la forma
y(r,8,4). Nado que tales autofunciones son desconocidas vamos
a tomar las del oscilador arménico isétropo hidimensional como
punto de partida, pero sustituyendo la parte angulai por una
combinacién lineal de arménicos csféricos de superficie de 1la
simetria adecuada, siempre de cara al cdlculo de clementos de
matriz angulares, que en virtud del Tcorema de Wigner y Ickart
seran proporcionales a los elementos de matriz calculados con
las auté6funciones verdaderas. Las partes radiales de estas
autofunciones estdn reccogidas en la Tahla TII y las autofuncio-
nes completas estan rccogidas en las Tahlas XXT y XXII, para
E1u y Eig respectivamente. Las partes angularcs sc han extraido
de (25):que']as tahula para “6’ teniendo ¢n cuenta que n6h=
=D, x i y que el cardcter g¢ 6 u viene dado por ¢l cardcter par

6
o impar de 1 emr los arménicos ecsféricos.



TABLA XXI.- Autofunciones de orden cero para las vihra;iones
E de D __ .

Tu 6h
Fstados Autofunciones
10,058, taa® an Yoo
“f’1>E1u 07175 Ry Y997
|2,0>A1g wzn= RZO Yno
; | ZadnByy, b33 Rog Y23
13,1>E,, b317= Ry V5P
| 85348y, b537 Ryg Y5y
| 8,228, b337 Ryg Y3y
l4’0>A1g van= Ran Yoo
4,228y, Y33 = Raz Vo3
|4,4>F,, bad T Ray Yei o
BNEREN ¥5i"* Bsy Yei
15,3>8,, ves= Rgg Y33
15,328, be4= Rgy Yag
'5’5>E1u wgg-9= 353 Vi%“s
16,05A b= R Y,

g ‘60 TeN N0




TABLA XXI.- fontinuacidn.

Estados

|6,2>E2g

|6,4>E
. 2g

16,654,

|6,6>Azg

Autofunciones

C (o
veo= Ree Yoo
S S
ve6= Ree Yoo

{

TABLA XXII.- Autofunciones de orden cero para las vibraciones

E de D

1g 6h’

E;tados Autofunciones
IO’O>A18 Y00~ Roo Yoo
|1,1>E1g w?{“Cz R11 Yg;-c
12:07A1g 207 R20 oo
|2,2>'E2g ¢§ész R, Y;és
Sl v3TT Re i
13,3 By b337 Rys Yos
3,38 b33% Rag Y3

2g




N

o

TABLA XXII.- Continuacidn.

Estados

14,054,

|4,2>EZg

4,45E,

|5,1>E1g

15,358,

|5,3>B2g

|5,5>E1g

|6,0>A1g

|6,2>E2g

|6,4>F.Zg

|6,6>A1g

|6,6>AZg

Autofunciones

Y40 Ran Yoo
Va3 = Ryp Y337
Vi 0= Req Yai
Vg1 = Rgq V71O
¥53= Rgz Y3
¥3= Rgs Yy
V5e®= Rgg Ygi®
Y60= Reo Yoo
V62 = Rep Y23
Vei = Req Yad
¥~ Res Yoo
Y66~ Re6 Yoo
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Energias de los niveles perturbados.

l.La evaluacién de la perturbacidén en cada estado ecs-
tacionario se ha hecho siguiendo el mismo proccdimiento que
en el caso de las vibraciones E de C¢_ . Ahora, la anarmonici-

"
VvV

dad viene dada por (TIT.8).

Vamos a tener en cuenta s6lo las perturbaciones de
. s 2., 2 W 6 6
primer orden de los términos ér (3cos 6-1) y y'r sen 6 COS O6¢ .
El primero de estos términos desdobla el nivel con v=2, en los

dos estados A , pero no llega a desdobhlar el nivel con

+ B
1g 2g

v=3, en el que B1u y B (6 B]g y BZg en su caso), permanecen

2
degenerados. Los siguié:tes términos de anarmonicidad conteni-
dos en AH (IIT.8), tampoco llegan a producir tal desdoblamien-
to siendo el término en rﬁsenﬁe cos 64 el Ginico quc lo produce.
' Por este motivo sc han despreciado las perturbaciones
de primero y segundo orden de todos los términos intcrmedios,
que lo mds que originan es un desplazamiento de los niveles, y
por lo tanto no aportan nada a la hora de reconciliar el trata
miento algebraico del oscilador degenerado, con las prediccio-

nes de la Teoria de Grupos contenidas en (III.70).

Los elementos de matriz radiales sec¢ cvaldan de acuer
do con las Tablas XIII y XTIV, mientras que los angulares sc ha

cerr de acuerdo con la Tabla VII.

La energia de cada estado estacionario viene dada

por la expresidn:

22 O
E, = ES vy / T2(3C03“8—1)/¢¥> +<vL/Y”r°son'“ cos 0¢/¥,>



Utilizando esta expresidén vamos a ohbtener la energia de los

estados hasta los de v=3.

'
i

- Estado fundamental: ]0,0>A1g

Perturbacidn por 6r2(3cosze-1).

‘ 2
6<w00/r2;3cosze-1)/w00>=<Rnn/r2/R00><y00/(3cos 6—1)/y00>6=

= §.1.0=0

Perturbacién por y"r6sen69 cos 66 .

6
Y"<¢oo/fésen69 cos 6¢/wnn>=y"<n0n/r6/n /sen"8 cos 64/

nn)(yon

/yn0 = y".6.0= 0

{
H

Para este estado |0,0>A queda pues un valor de

g

>

la energia de:

i

A
Eqple = hv (I1T1.72)



-Primer nivel excitado.FEstado |1,1>E1u.

Perturbacién por 6r2(3cosze—[l.

2 0. 2 & ’
8<yJ /17 (3c0s70-1) /9] >=6 <R /r /R ><y( /(3cos” -1)/y];>=

= 6.2.-2/5= -4/5 §

2

6<w?1/r2(3cos e-1)/w$1>=5 <RH/r2/R”><y?1/(3cos2 -1)/y?1>=

= §,2.-2/5= -4/5 &

Perturbacién por Y"r6sen6e cos 6¢.

i

Y"<w$1/r65en69 cos 6¢/¢$1>= Y”<R11/r6/ﬂ1]><yﬁ1/sen66 cos 6¢/

c -~ " -
/y11>— Y‘.24.0 0

Y"<w71/r65en66 cos 6¢/w?1>= y”<R11/r6/P11><y?1/sen66 cos 6¢/
/yS.>= v".24.0 = 0
Y9977 Y

Para este estado |1,1>E. queda pucs un valor de la

Tu
energia de:

E1$1u = 2hv - 4/5.6 (111.73)



i
-Segundo nivel excitado.Lstado |2,0>A1g

j

Perturbacién por 5r2(3cosze-1).

/(3c0529-1)/y00>=

.
§<by0/7" (3cos”0-1)14,0>= 5<Ry0 /P /R, o<y

=6.3.0=0

Perturbacién por Y”r6sen66 cos 69¢.

" H 6 6 - " 6 - 6
Y <w20/r sen 6 cos 6¢/w20>— Y <R20/r /R20><y00/sen 8 cos 6¢/

/Y 90>= y".78.6G= 0

Para este estado |2,0>A queda pues un valor de

: g
la energia de:

P A

,plg = 3hy (I11.74)
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-Segundo nivel excitado.Estado |2,2>F.Zg

|

‘ 2
Perturbacién por 6r2(3cas 8-1).

L]

C 2 A 2 2
6<w22/r (3cos 6-1)/¢§2>= 6<R22/r /Q22><Y§2/(3cos‘6-1)/y§2>=

= 8.3.-4/7= -12/7.6

5<¢§2/r2(3cosze-1)/w§2>= 6<R22/r2/R22><y§2/(Scosze-l)/y§2>=

= §.3.-4/7= -12/7.6

+

Perturbacién por Y"r6sen60 cos 6¢.

Y"<¢§2/r6§en66 cos 6¢/w§2>= Y”<R22/r6/R22><y§2/sen66 cos 6¢/

/y§2>= Y'".60.0= 0

w4 S 6  6 S . 6 S 6
Y <¢22/r sen 6 cos 6¢/w22>— Y <R22/r /R22><Y22/sen 8 cos 6¢/

/y§2>= ¥'".60.0= 0

‘Para este estado |2,2>F,Zg queda pues un valor de

la energia de:

E,b2g = 3hy - 12/7.8 (111.75)



- Tercer nivel excitado.Estado [3,1>E1u.

Perturbacjén por 5r2(3cosze—1).

S<¥gy /17 (3cos 0-1)/vg >= 6<Ry /T /Ryy><y],/ (3c0s 0-1)/y] >

= §.4,-2/5= -8/5.6

; j
$ .2 24 . S .. 2 s 24, N
6<¢31/r (3cos™® 1)/w31>- 5<R31/r /P31><)11/(3cos 1)/y11>

= §.4.-2/5= -8/5.5

Perturbacién pory"r6sen66 cos 66,

" c 6 6 C e " 6 c . 69
Y <¢31/r sen 8 cos 6¢/w31>— Y <R31/r /R31><y11/scn cos 6¢/

/y$1 = y'".168.0= 0

Y"<w§1/r6sen6e cos‘6¢/w§1>= Y <R31/r6/R31><y?]/sen66 cos 6¢/

/y31>= ¥".168.0= 0

‘ Para eétc estado '3’1>F1u queda pues un valor de

la energia de:

FBgXU - 4hv - 8/5.68 (111.76)
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-Tercer nivel excitado.Fstado |3,3>B1u.

Perturbacién por 6r2(3c0526-1).

c , .20, 2 c __ 2 c 2 c __
6<w33/r §3cos 0-1)/v55>= 6<R33/r IR33><Yg2/(3c0s76-1)/yz5>=

= 6§.4.-2/3= -8/3.6

Perturbacién por x”r6sen66 cos 6¢.

Y"<¢§3/r6sen6e cos 6¢/w§3>= y”<R33/r6/R33><y§3/sen66 cos 6¢/

/y§3>= y'".120.160/429 = 6400/143.y"

'

Para este estado |3,3>B queda pues un valor de

1u
la energia de:

E3§1U = 4hv -8/3.6 + 6400/143-’Y” (ITI.77)



-Tercer nivel excitado.Tlstado 13,3>B, .

Perturbacién por 5r2(3cosze-1).

b " \
5<¢§3/r2(3c0523-1)/¢§3>= 6<R33/r2/R33><Y§3/(3cos 6~1)/y§3>=

= 6.4.-2/3= -8/3.8

. o 6
Perturbacién por Y"r6sen 8 cos 0¢.
p

i

" 6 6 s N 6 S 6
Y'<w§3/rlsen 9 cos 6¢/w;3>= Y <R33/r)/R33><Y;3/sen18 cos 6¢/
/y35>= ¥'!.120(-160/429) = -6400/143.y"

Para este estado |3,3>B7U queda pues un valor de
la energia de:

B "
E;z2u = 4hv - 8/3.6 - 6400/143.y" (1171.78)
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E1 diagrama de niveles para los sobretonos de vi-
braciones degeneradas E1u de moléculas con simetria Dﬁh,se
puede ver en la Fig.5. Fn esa figura se incluyen, en primer
lugar los niveles |v> del oscilador arménico isétropo en dos
dimensiones y los niveles desdoblados por una anarmonicidad
sr4+yr6 de tipo Dmh, que aunque no se ha tenido en cuenta
para el cdlculo de la energia se incluye en la grafica sélo
para tener una descripcidén del efecto que produce una anar-

monicidad puramente radial.

1" LA

Fste desdoblamiento es debido a los valores de ''m

y,al igual que para va, cada nivel |v,m> es doblemente dege

nerado para m#0 y simple para m=0.

Finalmente se incluyen los niveles desdohlados por

la anarmonicidad de D sr (3cosze-1) + Y"rﬁsenﬁe cos 6¢ ,

()h:
que consigue el desdoblamiento de todos los niveles que pre-
dice la Teoria de Grupos .0Observando la Fig.5 se nuede ver

que los niveles procedentes de:

que no estdn desdoblados en th, si lo estan en nﬁh'

Por las mismas razones que en las vibraciones E de

C3v’ no se han calculado niveles mids altos, poco accesibles

| . . -
a la experimentacion.



13,3>B -(8/3)6-(6400/143)y"

2u
B3se L AOREIR0Y
E = 4hV ,,// \\\\\ '(8/3)6+(6.400/143)Y“
3> : 13’3>B1u
\\<:!3 , - +24B+168y - - -(8/5)8 -- =
13,1>1 |3,1>E,
12,254 *128+60y |2,25F -(12/7) 8
|9 E = 3hv s & Zg
12>
AN . +148+78y
\!2,0>zg ;2,0>ATg
. E = 2hv s +6R+24y ! -(4/5)6
|13 : ,1>Hu ‘1’1>F‘111
| E = hv | : +2R+6y
10> = 10,0>1 10,05A B L ——
g ' 1g
SU(2 D
vz M "6 h

Fig.5.- Desdoblamiento de los niveles del oscilador arménico isétropo bidimensional en Dﬁh(Vi-

braciones L, ).
Tu

£91



Frecuencias de las transiciones vibracionales.

- Transiciones permitidas en Infrarrojo o Raman para

las V1br§c1ones de tipo E1u de Dﬁh son:
~Fundamental: |1,1>E,  —— |0,0>A IR.
1u 1g
Primer Sobretono: |2,0>/\1g m |0’0>A1g Ra.
|2,2>nzg s |n,0>Alg Ra.
' : : — R.
jSegundo Sobretono: |3,1>}‘,1u |O,0>A1g I
‘Bandas Calientes: |2,0>A,  —— |1,1>E IR.
) 1g Tu
12,258, — |1,1>F;, IR,
|3,1>8, — |1,1:E, . Ra.
|3,3>B, — |1,1>E,,  Ra.
|3,3>B, — |1,1>FE, ~ Ra.
Las transicones |3,3>B, ~—— |0’0>A1g y |3,3>B, —
— |0,0>A, , correspondientes al segundo sobretono, estdn

prohibidas tanto en Infrarrojo como en Raman y por tanto no
deben aparecer en los respectivos espectros. Tampoco son fd-

cilmente observables las bandas calicntcs supcriores a las



mencionadas.

: . -1
i Las frecuencias en cm

siciones sefialadas anteriormente son:

Fundamental:

-

Primer Sdbretono:

Segundo Sobretono:

Bandas Célientes:

E.
\)101U
A
v20'8
E
E
\)3011.1
A
vy 18

E
v212g

he
. B, ¢ E
E331u R111u
hc

105

correspondientes a las tran

;1‘.;
!:“‘1@"535

2w

*
2w-12/7.6

*
3w-8/5.6

*
w+d /5.8

S
w-32/35.8

*
2w-4/5.6

* *
2w-16/15.8 +6400/143.y

* *
2w-12/15.8 -6400/143 .y

(111.79)
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) .. . 5 -1 & %
donde w eés la frecuencia arménica en cm y & , ¥'" son las

constantes de anarmonicidad 6, y'" divididas por hc y por tan
=1
to en cm

i

‘ En la notacién para los nimeros de onda de las ban
das calientes se ha seguido la norma de especificar v' y v"
y la simetria del estado final, ya quec el inicial es siempre
el |1,1>E

Tu

Autofunciones perturbadas.

I 2 2 :
El término 8r”(3cos 6-1) ya produce correcciones
I3
de primer orden en las autofunciones que deben ser las mas
importantes, por lo que teniendo en cuenta la expresiodn

(ITI.11), s6lo se han calculado autofunciones perturbadas
hasta la aproximacién:

<w1/6r2(3c0526—1)/wk>

&, = v, + I v
k k . 0 _ L0 1
1#k Fy Ey

(IT1.80)

con esta' ecuacién se han obtenido autofunciones corregidas
hasta el nivel con v=3,



-Estado fundamental:|0,0>A]g.

No interacciona con ningun otro estado, por lo cual
la autofuncidn correspondiente seguird siendo la de la aproxi

macién de orden cero, es decir:

-Primer nivel ‘excitado.Estado |1,1>E, .

Habrda un solo sumando, ya que ¢l estado |l,1>E1u in

teracciona s6lo con |3,1>E]u.

° ’)
<¢§1/r2(3cosze-1)/¢?1> ; <R31/r“/R11><y?]/(3cosze~1)/y$1>
§ = -
) 0

:E11-E31 2hy - 4hy
= -4 =vz.-2/5 | cd T J B B u ~¥IT}5,c

2hv hv

]
w3/t (3cos’e-1) /45> 5 Ry /rimseyS 1 (Beosto-1) 1y

0 _g0 5 )
”211 E31 2hy dhy
TR T, 7T Ry T
2hv ; hv
Para este estado |1,1>T las autofunciones resul-

Tu
tantes son:



E _ c _ g5 (n

oqlu = vy v2/5.c T
h e

¢ E s " bS

H1u = 11 2/5.¢ 31

- Segundo nivel excitado. FEstado ]2,0>A18.

No interacciona con ningin otro estado, por 1lo cual
la autofuncién correspondiente seguird siendo la de la aproxi

macidén de orden cero, es decir:

A,
22018 = ¥5p
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- Segundo nivel excitado. Estado |2’2>E2g'

Habra un solo sumando, ya que el estado |2,2>EZg in

teracciona sélo con |4’2>E7g

c ’2 2 c 2 c 2 C
<¢42/r (3cos 9-1)/w22>= s <R42/r /R22><y22/(3c05 6~1)/y22>

6 =
00
Eg,-Ey, Thy ~ Shv
=g 32817 L 3785 = 2U3/7.c
oty .

<w§2/r2(3cosze-1)/w§2> <R42/r2/R22><y§2/(3cosze-1)/y§2>

8 8 =
0 .0
E,,-Ey, 3hv - Shv
= -4 S/3.-4/7 -2/377 =S = -2/3/7.c
"2hv hv

Para este estado |2,2>F.zg las autofunciones resul-

tantes son:

a

E _ . C 4 c
b

E _ s g S



-Tercer nivel excitado.Estado 13,1>E1u'

Habra dos sumandos, ya que el estado [ I 1201, inte-

racciona con |1,1>E, 'y [|5,1>F,

Interaccidén con |1,1>E1u.

. - 2
<w?1/r?(3cosze-1)/w§1> <R11/r2/R31><y;1/(3cos 6—1)/y$1>

é 8 =
0 -0 i
E31 E11 4hy Z2hv
s 225 mie & L 35
2hv hv

‘*?1’rg(30052°-1)/w§1> <R11/r2/n31><yf]/(3cos‘e-1)/yfl>

8 § =
0 0
E31 E1] 4hv - Zhv
- g M2a2l5 L pyys A o Ts.c
2hv hv

Interaccibén con 15’1>F1u'

2 =
‘w§1/r2(3c>szy-1)/w§,> <R51/r2/R3]><y$1/(3cos“e~l)/Y?1>
§

¢
0.0
Es17°51

4hyv - 6hv
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v 2
<w§1/r2(3cosze-1)/w§1> <R51/r2/R31><y?1/(3cos e~1)/y?1>

§ 8
E:,”-E51 4hy - 6hv
- .5 2Y0.22/5 e S - _Jf)s.c
2hv hv
i
Para este estado |3,!>F.“7 las autofunciones resultan
tes son:
o E13 = vS. + /Z/5.c vS, - V6/5.c v
31 31 ‘ 11 ’ 51
® F‘1b = >, + V/2/5 S - V6/5.c v>
3170 " ¥gy € ¥ ‘€ Py



- Tercer nivel excitado.Estado |3,3>B1u.

Habrd un soio sumando, ya que &!
teracciona con IS’3>B‘Q'

. o 2; » ‘2 c ? ‘;w JC ’ < .
s <¢53/r (3cos e-1)/¢33> s <R535r /K33><}35A\ CoS 33’
B -Ep . 4hv - 6hv
-8 z2.-2/3 = -2/3 § = -2/3.c
2hv hv
Para este estado |3,3>B1u la autofuncidén resultante
es:

B e &  _ my C
¢331u = Vzq 2f3.¢ Vo3

- Tercer;nivel excitado. Estado |3,3>B2u.

{

Habrd un solo sumando, ya que el estado |3,3>B

teracciona con !5,3>B2u.

<w§3/r2(3c0528—1)/w§3>

in-

5 2 S 2, s
<“53/r /R33><y33/(3cos 0 1)/y33>

8

0.0 = 8
Eg3Fgs -
- ig 2Eeg2l3 . gy L = L3/,

4hv

6hv
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. Para este estado |3,3>Bzll la autofuncién resultante

es:

B

. +F s
¢332u = b3z 2/3.c Yes

" En la Tabla XXIIT estan recogidas autofuciones cal-

culadas anteriormente.
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Tabia XXIII.- Autofunciones perturbadas para los niveles sobre

tonos de una vibracién E de D _, .
1u 6h
Estédos Autofunciones
A -
10,054, *00'8 = Voo
E 2 _ . C = C
: ¢111U == w11‘/2/5.c.¢’31
S o E1b = y>. -V2/5 >
1= by LTLEY
: A,
12,0-A,, 5018 = V2
E.2 _ . C = C
¢222g = w22—2/3/7.c.w42
2,258, b = .
¢222g = w22—2 3/7.c.¢42
E 2 c |5 c = C
; ®z{Tu = w31+v2/5.c.w”—/6/5.c.w51
|3,1>E
Tu R b 5 - s _ .
¢311u = w31+/2/5.c.¢11-/6/5.c.w51
' B _ . C c
13,3>B, ¢ 41U = Y3 -2/3.C.¥cq
; B _ 'S S
|3,3>B2u .20 = Y3z-2/3.Cu¥c,




£) Vibraciones de tipo A: Vibraciones EZg y EZu en moléculas

Do h

Las moléculas pertenecientes al grupo puntual de si-
metria D6h tienen vibraciones de tipo Uzgﬂﬂgj y Lon(8y) donleme
te degeneradas. La Teorfa de Grupos predice, para estas vibra-

ciones, que los nivelss de encrgia de

se desdoﬁlan en diferentes estados, simetria
se indican a continuacidn cemo potencia Es,
v=0 «!g
: =} nZu
v=2 (£,2] = A, +F
“2u 1g 2g
v=3 (F,3] = A, + A, +E
2u Tu 2u 2u
L4y L A % p
g V=4 (E,,] = Mg T 2Egg
‘ v=5 [F.%] = A, + A, + 21
2u Tu " 2u 2u
= . 6y _ : \
v=6 (E,,]) Ayt At 2E, (I11.81)

Las potencias simétricas de I', =~ son 1as mismas, pero
con todos los subindices "g'. Para las vihracioncs T7”, se ha
conseguidoelimihar la degencracidn accidental ohteniendo todo
el desdoblamiento esperado en (ITI1.81), utilizando la anarmoni-
cidad adecuada para ¢l cdlculo de los niveles perturbados.

1 1 i 9 ¥

i Para las vibraciones I, no sc¢ han calculado explici-
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tamente las perturhaciones de los niveles, pero pueden obte-
nerse trivialmente a partir dec las tallas Jde elementos de ma-

. \ . . I
triz para las funciones radiales y angulares dadas aqui.

'n cuanto a las autofunciones perturhadas, no hemos

calculado ninguna ya que las vihraciones T, son inactivas cn

ye

1o
o

infrarrojo y de las T', s6lo el sohretono | 3,650, — 0,051,

4 < -~ ..« - 1 —~ . .~
citlo de intensidades no se

§0)
[ S

seria activo, por lo que del ¢
podria extraer ninguna informacidén de¢ interés dado que se ne-
cesitarian datos de varias transiciones para calcular parame-

tros electrodpticos.

Autofunciones de orden cero.

Como ya se dijo en el apartado TT.B.1, cstas vibra-
ciones FZ y FZu proceden por descenso en simetria Jde las hi-
potéticés AL, Y b, respectivamente,de N . Las autofunciones
para estas vibhraciones sc ohtendrian nor resolucién de¢ la ecua-
cidén (Ii.SS). 'n nuestro caso puesto auce partimos del oscila-
dor arménico isétropo hidimensional como una aproximacién de
orden cero, vamos a utilizar funciones que contengan la misma
parte radial, pero con la parte angular de la simetria adeccua-

da en con 1o que los elementos de matriz angulares calcu-

n i
6h’
lados serdn proporcionales a los verdaderos. !I's importante re-
saltar aqui, como ya sc dijo en el apartado TI.B.1, quec las
funcionés radiales del oscilador armdénico isétropo hidimensio-

nal, contienen a "m" como un huern nimero cudntico sélo en D

—
-
-

g
'

pero al.descender en simetria deja de serlo por lo qub la Jdi
tincién entre vibraciones T v A establecida sohre el criterio
de los valores de '"m'" deja de ser valida. Por tanto, decidimos
cmplearQias mismas funciones radiales gue para las vihraciones

I, mientras que las angulares utilizadas han sido comhinaciones



i

lineales: de arménicos esféricos ohtenidas e las tabulaciones

contenidas en (20-25). Las autoflunciones de orden cecro se han

4 "n.."

clasificado como "g" 6 "u" atendiendo a que dicho caracter dec-

pende de que '"1'" sea par o impar respectivamcnte.

‘ Para elegir las partes angulares y para denominar
los estados vibracionales, hemos tenido en cuenta que si estas

‘vibraciones se hacen derivar de las hipotéticas & 0 A, de D,
¢ : 2 w i
',

por descenso en simetria m''s{ gque ticne sentido en cste caso

"

y Jdeberfa valer 2 para v=1, y en gencral 2v, 2v-4, 2v-48, ...
.vs 0 & :2.

. Tn las Tablas XXIV y XXV, sc muestran las autofun-
ciones ﬁara éstas vibhraciones qu y EZg de Hﬁh. L.Los estados
estan denominados como |v,m>{" en donde "m'" ticne el valor de
del estado en “wh de que cada nivel procecderfa. Istos mismos
niimeros cudntices sirven para ecspecificar la wvm’ pero las

i

funciones radiales son las Rvm con m= v, v-2, v-4, ...0 6 1

segin hemos explicado.
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Tabla XXIV.- Autofunciones de orden cero para las vibraciones

EZu de Dﬁh'
Estados Autofunciones
10,0-4,5 Yoo = Rpo ynq
|1,2>E, w?iﬁc= Ry yg;'c
L2alnhy Y20 = %20 Yoo
i2,4>E21 ¢§5‘5= Ry ng'*
Ls’z>ﬁ2u w;é-cz R34 ygé-c
r3’6>A1u b3 = R33 Y76
l?,6>A2U ¢§6 = Rz3 ygﬁ
|€4,0>A1g w40 = R40 YOO
14,4 TR
14,8E) vaa’ = Ragq Y4’
[512>Fy, v53 T Rs1 Y33
CRE ¥ig T Rs3 Yoq
IS’6>A2u WEG = R53 ygﬁ
15,1058, Vi = rss vt
{6,Q>A1g Voo = Pen Yoo
|6,45E, ver o= R ¥as




Tabla XXIV.- Continuaciédn.

ﬁstados Autofunciones
168>, ves = Rea Ygi
16,1224, ¢ Y612 = Re6 V12,12
|6,12;A2g beys = Rgg Y1212

para ias vibraciones

(@]
H
r‘h
[¢]
=
o
®
=
o

Tabla XXV.- Autcfunciones de

EZg de Dﬁh‘

Estados Autofunciones
10,04, Yoo = Ron Yoo
{2’0>A1g v20 = R20 Yoo
2:4>F5 ¥34 0= Rop i o
|;‘>,2>EZg w;is = Rgq ygés
|§’6>51g b6 = P33 Ve

/ |$,6>A2gr big = R33 Yeg
4,028 Y40 = R40 Yoo

: . Ciy _ (S
|4,4>£2g Vas = Ra2 Yyy




Tabla XXV.- Continuaciodn.

180

Estados

i

‘|4,8>E2g

]S,2>E

-

|5,6>A

2g

1g

ES,6>A2g

[5,105E,

16,054,

;|6,4>E2g

.|6,8>E2g

|6,12>A

1g

_|6,12>Azg

Autofunciones

bag = Rag Ygs
bo3= Ry Y337
¥56 = Rs3 Ve
bee = Rs3 Yo
c,-s c,-S

Ys1p = Rss Y1p,10

V6o




Enérgias de los niveles perturbados.

La evaluacién de la perturbacién en cada estado es-
tacionario vamos a hacerls siguiendo el mismo procecim:iento
que en los casos anteriores. Ahora la anarmonicidad viene dada
por la expresién (IIT.8).

-

Vamos a tener en cuenta s6lo las contribuciones a la
energia debidas a las perturhaciones de primer ord de los tér
ity ;
minos 6r2(3c0528~?} y 1 ‘relsezlze cos 12¢.
De forma aniloga a lc diche para las vibracicnes E]u
o} E1g de Déhﬁ el primero de estos t&rminos desdoblz el nivel

con v=2 en los dos estados A1g+ E, , pero no el nivel con v=3
i

5
g
o 7 AZu (6 !\1'0 y Azgen su caso), permanecen dege-

nerados. El1 Ginico término que produce el desdoblamiento de es-

12 12 ; g iz Y
tos es el r "sen “6¢cos 12¢ , mientras que los términos inter-

en el que A

medios lo mds que pueden producir es un desplazamiento de nive
les,poco relevante para comparar los resultados algebraicos con

TY
T3

las predicciones de la Teoria de Grupos expresadas en (ITIT.81).

{
) f

Los elementos de matriz radiales se evalian de acuer

.

do con la Tabla XVII , mientras que los elementcs de

matriz angulares se evaldan de acuerdo con la TablaVII.

La energia de cada estado viene dada por la expre-

5 A 2 2
B = Ey * <Wp/ §r~ (3cos 6~1)/W¥ +

k
ke 12 12
+ fwk/n r “sen "6 cos 12¢/‘Vk (1711.82)
' Utilizando esta expresidn vamos a ohtener la energia

it

:



de los estados hasta los de v=3, para las vibraciones C

de Déh'

- Estado fundamental [0,0>A

Perturbacién por 6r2(3cosze-1).

2" 2 3 \ = Iy Z 2 - =
8 <W0G/r (3cos™6-1]/¥,,> = o<R00/r /R00><y00/(3cos 1)/y00>

_)>

= 6,1.0 =0

. 13y 12 12
Perturbaglon poTr n r “sen 6 cos 12¢.

11 ! LN A |
n <W00/r1zsen129 cos 12¢/W00> = n <R00/r12/R00>.

.<y00/seﬁ126 cos 12¢/y00> = n .720.0 = 0

Para este estado |0,0>A queda pues un valor de la energia de:

1g

A =
001g = hv (IT1.83)
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- Primer nivel excitado. Estado |1,2>F, .

26'11L

Perturbacién por Srz(Scos

6<¢;§/r2(3c0529-1)/¢;§>= 6<R11/r2/R11><Y%§/(3C0529-1)/Y;§>

S 2i‘ 2 S e 2 S 2e .S
5<w12/r (3cos e-1)/‘1’12> 6<R”/T /R11><y32/(3cos -1)7y3,°
=6.,2.0=0

12

Perturbgcién por n"'rizsen 8 cos 12¢.

n"'<¢;§fr1zsen126 cos 12¢/¢;§>= n"'<R11/r12/R11><y;§/

/sen126 cos ]2¢/y;§> =n''"'". 2.0 =0
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: 2
nrrrepS et 2sen' %o cos 120795 ,0 0t Ry /B Ry e/

/sén126 éos 12¢/y§2> =n'"'"", 2.0 =0

Para este estado |1,2>F2u queda pues un valor de la

energia de:
P

E "ZU = 2hv ([TT.84)

- Segundo nivel excitado. FEstado |2,0>A1g.

Perturbacién por 6r2(3cosze-1).

8<v,o/r (3cose-1) /0,00 = §<Ry /T2 /Ryg> <Y ! (305”8 -1)/y 2

1]
O
]
o

.3.0

12scn129 cos 12¢.

Perturbacién por n'''r

/

1212 IR &

n"'<w207r sen 0 cos 12¢/W20> 20 207 Y00

/sen126 cos 12¢/y,4> = n'''+ 30.960 -0 =0

Para este estado |2,0>A1y queda pues un valor de la
energia de:

E A

201g = 3hv



- Segundo nivel excitado. Estado |2,4>E7&.

Perturba¢idn por 6r2(3c0526—1).

il

. L
2 )] > < ‘»7

8< R /(3cos"8-1)/y;,,
Ryaf¥ IRyy™ =Ygl Lic08 8101y,

6<w§4/r2(3co§26-1)/w§4>

= 6§.3.-8/11 = -24/11.5

6<w22/r213c0529-1)/¢22> = 6<R22/r2/R22><yii/(3cos~6_]}/yii> _

= §.3.-8/11 = -24/11.8

’
I

oy / 1212
Perturbacidén por n'''r "sen "6 cos 12¢.

Il

!

'
!

12

12
n'°'<¢§4/r sen B coOS 12¢/¢§4> = n"'<R22/r

i

/sen‘ze cos 12¢/y§4>= n'''. 20,160 .0 =0

-, 1212 - 12 -s
n"'<¢22/r sen 6 cos 12¢/w2§> = q"'<R22/r /R22><y44/
. //
12 -S L B | -
/sen 6 cos 1;¢/Y44> = 1 20,160 .0 =0
Papa este estado |2,4>L, queda pucs un valor de ia
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energia de:

RZZZg = 3hv - 24/11.6 (ITI.85)

- Tercer nivel excitado. Estado i3,2>ﬂvu,
I

; 9
Perturbacidén por 6r‘£3c0329—1)‘

P - P95 AR T W2 -C 24 an o T
5<¢32/r soco; 9-1)/¢32 >= 4 Rgq /1 /R31><Yz5/(3cos 0 I)/)’32 =

6<w§2/r2(360526-1)/¢§2>= a<931/rZ/R31><y§2/(3cosze—1)/y§2> &

Perturbacién por n"'r1zsen128 cos 124.

- - 2 &
n"'<w3§/r1zsen1ze cos 12¢/w3§> = n"'<R3|/r1“/R31><y§2/

/sen'’s cos 12¢/y§2> =n''' 110880 - N =0



125en'%e cos 12¢/w§2> = n"'<R31/r12/R31><Y§2/

n' ! '<w§2/r

/sen1ze éps 12¢/y§2> =n''', 110880 . 0 =0

Para este estado |3,2>F.zu queda pues un valor de la

energia de:

- Tercer nivel excitado. Estado 13,6>A‘u.

K 2
Perturbacién por 5r2(3cos“e-1).

s<y> /r2%3coqze-1)/ws > = 8<R /rZ/P ><yS /(§c0q29~1)/ > =
36 i 36 33 ‘g5 L et \eOSTETLI T 78

= §.4.-8/7 = -32/17.8

;  x 12 12
Perturbacibn por n'''r "sen "8 cos 12¢.

s 12 12 S i 12 5
n' '<w36/r sen "8 cos 12¢/¥zc> = n ' <R33/r /R33><Y76/
127 s 2.048 . 8.402.688
/sen "6 cos 12¢ /y76> = qn''', 60.480 (- TTTTI??J” - ST

nt

i
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Para este estado |3,6>Ahl queda pues un valor de la

enrgia de:

8.402.688

1y
T 479 n (IT11.87)

E A

361u = 4hy -32/17.6

- Tercer nivel excitado. Estado i3,6>A7u.

Perturbacibn por 6r2(3cosze-1).

2 2 2 .
6<W§0/r (3cos 9-1)/W§6> = 8<Rgq/T /R33><Y§6/(3C05 6“1)/Y§6> =

= 6.4,-8/17 = -32/17.8

: 2
Perturbacidén por n"'r1“sen126 cos 12¢.

v enl VB ATy C oL s 12 c
n <¢36/r sen 6 cos 12¢/w36> = n'' <R33/r /R33><y76/
: : ,
/sen' %o cos 12¢/y§6> =n''', 60.480 . 1%i?3§5 = 8‘;?Zé888 n't!

Para este estado |3,6>A2” queda pues un valor de la

energia de:

8.402.68 ' : ) .
E322u = 4hv - 32/17.8 + 3‘%%Eﬁ%i§ n't (111.88)



I'n la Figura 7 se han inclnido los diagramas de ni-
veles correspondientes al oscilador armdnico isétropo hidimen-
sional, los niveles perturhados por una anarmonicidad puramen-

te radial, esdecir, los de una hipotdtica vibracidn A, ©n Wmh’
y finalmente los niveles correspondientes a una vibracién VZu
de D6h cpnsiderada la anarmonicidad &r2(3¢0§“9a1)+n"'r12

- sen 26 cos 126, en los que se observa todo el desdoblamien-

to predicho por la Tecoria de CGrupos.
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v

Fig.7.- Desdoblamiento de los niveles del oscilador arménico isétropoc bidimensional

(Vibraciones E

,/|3’
E = 4hv /,”’
~.]3,
E = 3hy pedty
a2,
E=2h\) |1,
E = hv
Lo,
SU(2)

¥

2u

+20R+120y
6>T1
u
: +24R+168y
2>A
u
+128+60y
2>T
g
0>Z+ +14p+78y
g
25 A +6B8+24y
u
. +2R+6y
0>t
g
D
*h

~

-

~

-

T]3,65A

13,62,

1u

‘“f 25T

9 &~ ey i3

tn,0>A

-(32/17)6+(8AOZ£88/7429)n'

-(32/17)6-(8402688/7429)n

Tt

-(24/11)6

n

- 6h

€en

“6h

0ol



Frecuencias de las transiciones vibracionales (Vibraciones E, ).
21

Transiciones permitidas en Infrarrojo o Raman para

las vibraciones de tipo qu de Dﬁh son:
+ Primer Sobretono: |2505A, =~ |0,0>A Ra.
~ g g
174 7 ———
]‘.,4>Fzg |(),O>A1g Ra.
: Segundo Sobretono: |3,6>\2u———-|0,0>A1g IR,
. . 5 . :

Bandas Calientes: _,4>F2g |1,2>Lzu IR.
|3,2>E, — |1,2>E,,  Ra.
|3,6>/\m-——- |1,2>n2u Ra.
|3,6>A, — [1,2>E,  Ra.

La transicién fundamental |1,2>E2u——— !0’0>A1g’ las
tran51ciqnes |3,2>E2u——- |0,0>A1g y |3,6>A1u——— |Q,0>A1g co-
rrespondientes al. segundo sobretono, y la transicién |2,0>A]g—
_ |1,2>E2u correspondiente a las bhandas calicntes estdn prohi

bidas tanto en Infrarrojo como en Raman y por consiguicnte no

apareceran en los respectivos espectros.

Las bandas calientes superiores a las antes sefala-

das no son facilmente accesibles a la experimentacién.

. -1 ) .
Las frecuencias en cm correspondientes a las tran

siciones anteriores son:
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A A
A Fonle-Fpple

Primer Sobretono: v

1g = = 2w
20 he
T A
: By 28-EnnlB X
v,r2g = 200 = 2w -24/11.8
- hc
A A
E - 1u-E, nlg : ; ,
Segundo Sobretono: v Ao = witld g8 = 3w + §4iﬂ;%ﬁ§§-n7"~ 22
- 3.) hC 7.4;.9 i/
| F EZEZg—E1§2u *
Bandas Calientes: voi2g = = w - 24/11.6
hc
i E -
N ) L322u F122n .,
v312u = = Zw
hc
F A1n-F 2u
g A1u _ 36 ‘12 —2uw- 32 ﬁ*_ 8.402.688 _*,
31 he 1 7.429
F, 2u-F;52u
A 36 12 32 * 8.402.688 _%,,
2 = — = - — —— e
vy2u - 2v- 37 %+ T35 "
(IT11.98)

!
La frecuencia v7g1g, correspondiente a la transicidn
12,007, ,— [0,0>A,, -
que la frecuencia Vgqi2u, correspondiente a la transicidn
|3,2>52u—~— |1,2>E2u

- . v
se observardan juntas en una sola banda.

del primer sohretono, tienc el mismo valor

de una de las bandas calientes; por 1o que

Fn la notacidn para los ntmeros de onda de las bandas
calientes se ha seguido la norma de especificar v' y v'" y la si

metria del estado final, ya que el inicial es siempre el mismo.

Lo mismo gue er casos antcriores o c¢s la frecuencia
R -1 . % B
arménica en cm |, mientras aque # y n''' son las constantes de

anarmonicidad 6§ y n''' divididas por hc.



B.2.- Moléculas octaédricas y tetraédricas.

Vibraciones doblemente degeneradas se encuentran en

las moléculas con simetria 0 usualmente complejos con indice

} h’
de coordinacidén 6, y en moléculas con simetria Ty tales como
C
metano y derivados. Dado que O} =0 x 1 y que 0y T, son iso-
' 1 : G
morfos, hemos tratado explfcitamcnte estos dos casos, ya que

la generalizacibn a ﬂh es trivial.

Los sucesivos niveles sobretonos deben desdoblarse

de acuerdo con:

v=() A]
f v=1 I
- [E?] - A+
v=3 (£3)= A, +A, 0
v=4 (o) = A 20
=5 [n5]= Ay*HA,* 2
veo (£°] = 20, +A,+2E (111.99)

es decir tenemos el mismo dlgebra de representaciones que CSV
como puede verse comparando (TI1I1.99) con (ITT7.21). Para estas
vibraciones se ha conseguido calcular el desdoblamiento predi
cho pori(IIIfQQ) utilizando una anarmonicidad del tipo expre-
sado en'(III.Q) para O y en (IIT.10) para Tdc Para ¢1 caso de
las moléculas 0, se han calculado explicitamente las perturba
ciones de primer orden producidas por los términos de cuarto

grado de (II1I.9). Para las vihraciones [ de T, son validos

d



estos mismos resultados, la tnica diferencia estriba cn que
para ellas hay un término de anarmonicidad de tercer grado
que daria perturbaciones de segundo orden de magnitud compa-
rable a ias de primer orden de los términos sé€xticos , pero
su efecto seria solamente de desplazamiento de¢ los niveles
hacia valores mds bajos de la energia, sin aportar nada nuevo
en lo referente a desdoblamientos de los estados de un mismo

nivel. .

No se han calculado autofunciones corregidas, ya
que no existen en este caso transiciones que sean activas en
Infrarrojo y, por la misma razdn que para las vibraciones L,

8
de D no ibamos a pocder calcular sus intensidades.

6h’

Autofuncliones de orden cero.

i

Como se explicd en el apartado TI1.B.2, las funciones
radiales para estas vibraciones son formalmente las mismas que

para las vibraciones E de C y estan exprcsadas en la Tabla

)
II1. Las funciones angu]aregvson combinaciones lineales de ar-
ménicos esféricos adaptados en simetria, y se encuentran en

las tabulaciones usuales (20-25). Fstas partes angulares adap-
tadas en simetria se han extraido de las Tablas presentadas en
(34) que tienen la ventaja de estar prescntadas con coeficien-
tes racionalizados hasta 1=6 en tanto que las Tablas anteriores
estdn presentadas con coeficientes decimales. Empleando el al-
goritmo de las fracciones continuas se ha comprobado que los
coeficientes deeimales dados en (25) gencran los de (34) y ade
mds se han producido los correspondientes a 1=8 y 10. La Tabla
XXVI recoge estas autofunciones de orden cero para las vibra-

ciones E de O y T‘, hasta v=5.
C



Tabla XXVI.- Autofunciones de orden cero para las vibraciones de tipo E de moléculas con si-
metria 0 6 T,

Estado Autofunciones: ¥(r,6,¢)=R,,(r) v(e,¢)
[0,0>4, Y00 T Roo Yoo
]
Y11 = Rq1 Yoo
|1,1>E

_ C
Y19 = Ryq Y22

2,054, Y0 = Ry (1720012 iy 2y, u 10y 1728
12,251 W;; - Rzz(”z‘””2 {(10)]/2Y40 (1) aa
yéz = Pyy Yaa
Y5y = Ry 1/4 (an 2y e 2y s
13,1>E
vy = Rop 174 (517 S g1/ Yoo
13,554, vog = Rg 174 02y o 11T yC
5,354, w;; = Rys 174 (11172 ye, - 57 yE
14,057, Y40 = Raol 33760) 2y v a2 RS (65/96) /2y )

Sul



Tabla XXVI.- Continuacién.

Estado Autofunciones W(r 8,6) = (r) Yoo
Fmin = T ; P e
¥y, = {(31/64)‘/2 Yen 77/248)”2y§4 -(715/992)”2 ySs)
|4,2>E
o 172 c 1/2 ¢
Yz = Ryt 105/128) /2y o (1a37124) 1/ 2E
v 172 ¢ 172, ¢
Vg = Ryql(130793) 1/ 2yS - (56/03) 1/ 2y C
14,45
=R, (-(143/120) 172, < +(105/124) }
44 44 y86‘
v 172 172,
| Y5y = Req((3197384) 2y 0 e (1105/5568) 1/ 2S s
5,1>E
Yo, = R_ {(735/1856) 172, ,+(1755/3712) yS . 3
51 51 Y10 10 10
; 5 . 1/ 1/~ C 1/2 c
5,354, Yoy = R ((65/384) y10 0-(11716) 5y S 187102y /2y S
o KK 172 ¢ 1/2,¢ 1/2 ¢
5,35A, Yoy = Rog{(247/102) /2y s(10/384) 1/ 2yS (85/1’8} Sy 10}
v 12, 172 ¢
Ys = Rogl(34/20) /5y T - (2ar20) 138
|5,5>E
v | = << {(221/696) 12 e -(2057/1392) V/2yC  4(285/1392)1/2,C }
55 Y10 2 Y10 6 Y10 10

D61
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Energias de los niveles perturbados.

El procedimiento que vamos a utilizar para la evalua-
cién de la perturbacidn en cada estado estacionario sera el
mismo que en los casos anteriores. lLa anarmonicidad viene dada

por 1la expresibn (ITI1.9).

Comc contribucién a la energia vamos a tener en cuen
ta solamente las perturbaciones de primer orden de los térmi-

49 ~30cosze +3 +Sson4e cos 4¢), pues con

nos er4 y e’r4(35cos
ellos se consigue el desdoblamiento completo de todos los nive
les predichos por la Teoria de Grupos (ITI1.99), por lo que no

es necesario recurrir a términos mas altos.

Los elementos de matriz radiales se evallan de acuer
do con la Tabla XV, mientras que los angulares se obtienen de
acuerdo con la Tabla VII. La parte angular correspondiente a
la perturbacién por gr' vale siempre la unidad debido a la nor

malizacidén de las autofunciones.

La energia de cada estado vienc dada por la expresidn:

A
Ek= Eg + kwk/8r4/wk> + <wk/B'r4(35c0546-30cos“e+3+55en4p cos 4¢/wk>
" (I11.100)

Utitizando esta expresién vamos a obtcner la enegia

de los estados hasta v=3, para las vibraciones L de O,



:
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&
»

- Estado fundamental |0,0>A1.

¥

L

;

;-f 4
.Perturbacidn por gr .

k

-

k
s<w00/r44¢00>= B<R00/r4/R00><ynO/yﬂﬂ> - g.2.1 = 28

Perturba¢idn por 8'r4£35c0546-3ﬂc0526*3+556n48 cos 49).

.
' B'<w00/r?(35cos4e-30c0526+3+55en4e cos 4¢)/w00>=8'<R00/r4/R00>
i

<y60/(356:;0549-30c0529+3+55en4

8 cos 4¢)/y00>=8'.2.0 =0

b
f Para este estado |0,0>A1 queda pues un valor de 1la

energia de:

: E A = hv +28 (IT1.101)

F P e e
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-Primer nivel excitado. Estado |1,1>E.

Perturbacidn por 6r4

i

e<¢{1/r4/¢;1> = <R, /TR r<y, Ty, e = BL6L1 = 6

wwik
It

O 6B

I
™

- " - 4 C £ .
B<¢11/r /w11> B<R11/r /R1!><Y22/y22

Perturbacién por B'r4(35cos46-30c0528+3+550n46 cos 4¢)=

e'«w;1/r4(35cos4e-30cosze+3+5sen4e cos 46) /] > =B'<R11/r4/RH>-

<y20/(35cos46-30c0526+3+556n46 cos 4¢)/y20> = B'.6.16/7=96/7.8"

B'<w11/r4(35cos4e-30cosze+3#55en4e cos 4¢)/wi1> =B'<R11/T4/R11w

<Y§2/(35Cos48-30c0528+3+55en46 cos 4¢)/Y§z> = R'.6.16/7=96/7.8"

i

Para este estado |1,1>F queda pues un valor de la
! &

energia de:

F‘HA = Zhv + 68 + 96/7.8"' (117.102)
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- Segundo nivel excitado. FEstado |2,0>A1.

Perturhacion por Br4.

4, - 4 1/2 1/2 1/2 ¢
B0/ T /¥y0> = B<R, /T /R, (><(1/24) "2 14) a0t (10) " “yg, ¥/

1/2 ¢ {5

Yii B.14.1 = 148

/(1/24)1/2{(14)1/2y40+(10)

Perturbacién por B'r4(35cos48-30c0526+3+550n46 cos 44¢).

¥ A )
B'<¢20/r4(35cos4e-30cos“e+3+55en4e cos 4¢)/w20>=6'<R20(r4/R20»

<(1/24)1/2{(14)1/2y40+(10)1/2}/(35cos4 -30cos2 + 3SR cos 4 )/
172 "2 aay 2y, b (100121 grng. 288 L 4032

Para este estado |2,0>A, queda pues un valor de 1la

1
energia de:

A 3hy + 148 + if%%i g (TT1.103)

m
—
1}



- Segundo nivel excitado. EIstado |2,2>E.

Perturbacidn por 3r4

o p w “ |
8<¢§2/r4’¢52>= B<Ryy /T /Ryp>< =Yyl yqp> = Ro12.1 = 128

“1/2 1/2 12 & .
3<¢52/r4/¢52>= 3<R22/r4/022><(1/24) / (1n) "’ y40-(14) y44}/

/(1/24)’/2{(10)1’2y40-(14)‘/2y§4}> = g.12.1 = 12¢

Perturbacién por B'r4(35cos4e—30c0s26+3+55cn4e cos 44).

6'<wéz/r4(35cos4e-30cosze+3+5$en4e cos 4¢)/w;2>=8'<R22/r4/R22>-

<-y§2/(35cos4e-30cosze+3+55en4e cos 4¢)/-y§2>=8'.12. T%%%T =

3,456
1.001 B

2
B'<yy /r4(35cos4e-30cos°e+3+550n4e cos 4¢)/w”7>=9'<nv,/r4/R > .
22 2.. Loe 22

<(1/24)1/2{(10)1/2y40+(14)1/2y§4}/(35COS49-30C0820+3+
4 1/2 1/2 1/2 , 288
+Ssen” 6 cos 4¢)/(1/24) "oyt Yoot (14) ASEEYANEE 1.001

(9]
>N
(92l
[@))

= : - B'

—
(=)
o]
—



[g]
T

Para este estado |2,2>L quecda pues un valor de la

energia de:

o]
oS
(9a)
o))

E,, = 3hv + 128 + ?:001 g (IT1.104)
- Tercer nivel excitado. Estado |3,1>E.
s 4
Perturbac1on por BRr .
C oA, ) 4 /2 1/2 ¢
B<hg /T /¥3y> = B<Ro /T /Rg ><1/40(14) "%y 1+(2) y64}|

l1racan iy sV s < plaa = 2an

s<wg1/r47wg1> = 8<R31/r4/R31><1/4{(5)1/2y22+(11)1/2y§6}|

i~

1/2 & 1/2 c _ -
|1/4{(5) Ygot(11) "Fyc}> = B.24.1 = 248

-
Perturbacidén por B'r4(35cos46—30cos‘6+3+55en46 cos 4¢).

8'<wé1/t4(35cos49—30c0526+3+556n48 cos 4¢)/w%l>=3'<R31/r4/R31>~

; , .
<1/4{(14)1/2y60+(2)1/“y§4}l(35cos40—30c0520+3%Ssenqﬂ cos 4¢)|

2 304 _ 7.200

187 187

R

1/2 1/2.¢ 1, . gy
|1/74((14) Yen*t(2) ' Cyg, t> = 81,24,



n

il 4 4 2 4 i 4
B'<w31/r (35cos 6-30cos " 6+3+5sen o cqs 4¢)/¢3]>—8'<R31/r /A31>-

< 1/4{(5)1’2ygz+(11)1/2y26}|(35cos4e-3ncosze+3+55en4e'cos 48)]
1/2. ¢ 172 ¢ . 304 _ 7.296

[174005) " Oyg,+(11) " oyggd> = p'.240 g7 = S5 8

Para este estado |3,1>E queda pues un valor de 1la

energia de:

T

3
2] SES T
g

o

>

R (I11.105)

w
— T
X

3

- Tercer nivel excitado. Fstado 13,3>A1.

Perturbacidn por Br4.

Bewi it ruy e B<Ry /1t /R <170 () 2y ca) 1V 2E )

172 c

[17802) 2y - (1)1 /2y € ys < gl20.1 = 208

2 ¢
Perturbacién por 8’r4§35cos46-30cos“6+3+55en18 cos 4¢).

4 4 4 N/ ? ¥
B'<¢é3/r (35cos 6-30c0326+3+Ssen18 cos 4¢)/p%z>=8‘<ﬁzz/r4/ﬂ o>

W E

1/2. ¢ R . A & Ay |
' cos 6-30cos 8+3+5sen & cos 4¢)|

< 1/40(2)"/? (14) " "y 3| (35co¢

760
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1/ 1/2 4 oo, 336
1740 2y - Py as = eriz0- 2B

Para este estado |3,3>A. aueda pucs un valor de la

1
energia de:

A, 6.720
s3] = 4hv + 208 + 55— 8 (I11.106)

E

- Tercer nivel excitado. Estado |3,3>A,

Perturbacidén por Br4

B<¢g3/r4/wg3> = 8<R /r /P ><1/4{(11)1/h c2 (5)1/“ c }|

1/2.c

1/2 c
[174{(11) -(5) Y66

}>= B.,20.1 = 208

Perturbacidn por B'r4(35cos4e-30c0528+3+550n46 cos 44).

B'<w33/r (35cos4e 30cos26+3+55en40 cos 4¢)/w53>‘8 <R /r /R

<1/4{(11)”2 C (5)1/2y26}|(35cos48-30c0529+3+55cn46 cos 4¢) |
2
l17ac a2 (5)/2C 1 = a0 =32 g



Para este estado |3,3>A., quedx pucs un valor de la

|8}

energia de:

Esgz = 4hv + 20g +

w
3]
o]

™

' (111.107)

-
~

En la Fig.8 se han representado los niveles para el
oscilador arménico is6tropo hidimensional, para el mismo con
una perturbacidn radial del tipo Er% y finalmente con simetria
O y la anarmonicidad Br4+8’r4(35C0546~30C0529+3+Ssen48 cos 4¢)

.



Fig.

13,3
E = 4hv o
\\\ |3,1>
E = 3hv ,/’; |2’2>
2,0
S o= 9 s
E uh\. &1’1>
E = hy 50,0>
SU(2)
8.- Desdoblamiento de los

+208

+2438

+128R

+148

+6[2

+2g
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|2,2>EF

!Z,0>A
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1]
+(6720/187) 8

'
+(7296/187)8

I

+(3456/1.001) 8

+(4032/143) 8

+(96/7)e'




Frecuencias de las transiciones vibracionales.

No hay transiciones que estén permitidas en Infra-
rrojo para las vibraciones E de O y Td; sin emnbargo en Raman
estdn permitidas las siguientes:

“

Fundamental: [1,1>F — !Q’O>Ai Ra.
Primer Sobretono: |2,O>A1——-—-|0,0>A1 Ra.
|2,2>F — | 0,054, Ra.
Segundo Sobretono: | 3,1>E — |0,0>A1 Ra.
|3,3>A1——— |0,0>A1 Ra.
Bandas Calientes: |2,0>A1—— |1,1>E Ra.
| 2,2>E — |1,1>E Ra.
| 3,1>T —— | 1,1>E Ra.
|3,3>'\]-——-|1,1>F. Ra.
3,3 A,— [1,1>E Ra.
La transicién | 3,3»A,— | 0,0> 4., correspondiente

2 1’
al segundo sobretono estd prohibida tanto en Infrarrojo como

en Raman, y por lo tanto no debe aparecer en los respectivos

espectros. Las bandas calientes superiores a las indicadas



no son facilmente observables.

: -1
Las frecuencias en cm

E E1$' “031
Fundamental: Vig = :
hc
) ‘ B g,
’ " A 20 Nno
Primer Sobretono: .. 1 =
20
hc
E A
E _ Fpy-Fpq!
Voo T T T 7
nc
B Es?‘ﬁné‘
Segundo Sobretono: vzg =
hc
LA, A
A, FsslBoo!
V30
A, _ Egpl-Byy
Bandas Calientes: v,,1 = —=
21 he
E E
B 2Py
21
hc
E F
F_ Bgqy-Fy,
\) =
31 hie
A, _E
A, Fsz31-Tqy
v,.1 =
31 he
A E
o A, Esg2-E,
31 - h
c

para esas transiciones son:

= + 48* + ﬂh/7¢5¥

- 20 v 126"+ Lk T

2 1ap® . 3.456 %

20 +10F 3:456

3w +223* + 7{536 Bﬁ

= 3w + 188 + ulggo ot
SREORE
o v 08" - Ly et
SRRCRE D
= 20 + 14" + 29-088 g%
= 20 v qap + S8 T



; 2 o i -
donde w es la frecuencia arménica en cm y B , R' son las
constantes de anarmonicidad g, g' divididas por hc y por tan
=
to en cm .

En la notacidn para los numéros de onda de las ban
das calientes se ha seguido 1la norma de especificar v' y v"
y la simetria del estado final, ya que el inicial es siempre
el |[1,1>E. -
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s
P

C.- Intensidades de las componentes de los sobretonos.

Las posibles transiciones que pueden producirse en-
tre dos estados estacionarios n y m de una molécula cuando SO
bre ella se hace incidir un haz de radiacién electromagnética
son los siguiéntes; que estdn representados en la Fig.9:

1) Absorcién de un cuanto hv -« E1 nimero de molécu
las que pasardande n a m sera proporcional al nimero de ellas
en el estado n (Nn) y @ la densidad de radiacién a esa frecuen

cia . Asi:
p(vnm) si

Nimero de moléculas que

asan de n a m or ab- = B__.N .p(v

P » D nm’ ''n p( nm)
sorcion.

donde Bnm es conocido como coeficiente de absorcién de EFinstein.

2) Emisién inducida por la radiacién incidente. El
nimero de moléculas que sufre esta transicién de m a n seri
analogamente = B__.N .p(v__), donde B es conocido como coe-

: m nm mn

: mn
ficiente de emisién de Einstein.

3) Emisién espontdnea. El1 ndmero de moléculas que
sufren esta transicidn serd = Amn'Nm’ donde Amn es el coefi-
ciente de emisién espontdnea de Einstein.

En un sistema en equilibrio termodindmico el niime-
ro de moléculas que pasan de n a m ecs igual al nimero de ellas

que pasan de m a n, de manera que debe cumplirse:



nm

n>

mn

ER——

‘‘mn

N

Fig.9.- Coeficientes de Einstein.



nm) = Nm.an'p(vnm) + Nm'Amn (ITI1.109)

Teniendo en cuenta la siguiente relacién de pobla-
ciones:

Nin Em

h
= exp(- —Dm ) (I11.110)
N g KT
n n
Podemos escribir:
(2] 1
“m (“‘)f"“m
Bnm'pcvnm) B exp L~ ) Amn”® mn'p(vnm)
&n KT
y entonces despejando p(vnm) tendremos:
A
mn _
(v, ) = g (T11.111)
nm &n hv
nm
B sl -+ 3 N | ) -1
mn B g
mn °m

que compardndola con la funcién de distribucién de Planck:

3
8 hVnm 1
D(vnm) = 3 (ITTI.112)
&
hv
exp (—I-) - 1
KT

proporciona las Telaciones siguientes ecntre los coeficientes
de Einstein:

(¥
et

gn'Bnm = g -Bmn (ITY. 11



Amn SHhv3
y: = 7 (T11.114)

mn

que permite conocer los tres con tal de determinar uno solo.

Para determinar los coeficientes de Einstein,
es necesarios relacionarlos con una magnitud .cxperimental,
como por ejeimplo el coeficiente de extincién ¢. Puede de-
mostrarse (35) que la relacién entre ¢ y Bnm ¢s la siguien
te: ‘

Bnm »oerC (ITI.115)

donde c es la velocidad de la luz. En esa ecuacién ¢ estd
referida a una concentracién expresada en moléculas por cm3.
Es mds frecuente encontrar las concentraciones exnresadas

en moles por litro, por lo que la nueva e', sera:

. 1.000
e = g —— (T11.116)
IJ
i . ! 1
6 mds corrientemente € = 2,3 €& - 1.000/L, con este € pro

1
cedente de 1g I,/I = ¢ c1 donde L es ¢l nidmero de Avogadro.

Por otra parte, para el cdlculo tedrico de los
coeficientes de Einstein, se requiere comparar los resul-
tados de la electrodinéimica cldsica con los de la mecdni-
ca cudntica, para las intensidades de la radiacién electro
magnética emitida & absorbida. La intensidad media de 1la
radiacidn de dipolo, emitida en todas direcciones segin la

electrodindmica clédsica, viene dada por:

4 4

4, .
3 T erg/scg (IT11.137)
3c
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siendo y la variacién del momento dipolar durante la oscilacién.

Para la introduccién de conceptos mecanocudnticos
haremos uso del postulado siguiente:
El momento dipolar de un sistema en un campo de ra

diacion electromagnética vale dos veces la parte real de

. i \. 331 ‘lsNI
. <\ym/ﬁ/wn> exp (2nivt) 111 }

donde g es el correspondiente operador del momento dipelar (30).
Ahora (II1.117) puede escribirse:

64H4v4 o
= ey Ja /v - {.{ In £
—~—gzgm— \@m' ¥q> (I11.119)
5y § = . (111.120
y como § = A _ ho o (II1.120)

tendremos que para Appave:

S 64H4v3 7
A= = <y _/a/y_> (IT1,121)
P T 3hc L '
mn
para an y Bnm’ teniendo en cuenta (I111.113) y (I1I1.114), resulta:
8113 . 2 _
= 1 4
an -Tz— <‘l‘m/ﬂ/‘}’n> (111.122)
Em . 8E3 Em 5
= = \y g (TYT 1% 2
y Bnm an 3h2 <vm/ﬁ/fn> (111.123)
En . En

Las integrales del tipo

7 2 9 7)
A & ~ j 4 Y ~ " A y - ~ rY Ty 4 3
<m/i/n>" = <m/nY/n> +o<m/fi /n>" + <m/{_/n> (I11.124)
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se conocen con el nombre de momento de la ' ransicién, y se
pueden expresar abreviadamente como:

mn, 2 mn, 2 2 2
[R™ 4 = |R™ 2 & |R™ < & | p™P (111.125)
X y z
Para que la intensidad de la trai. cién m—n sea
no nula bastard que sea no nula alguna de las ‘res componentes
> e B mn ,mn- . mn 3
del momento de la transicién RX » Ry 6 R_. ra ello debe

cumplirse que en el producto directo:

esté contenida al menos una vez la representacién trivial.

Se suele recurrir a desarrollar cada una de las

componentes del momento dipolar en la forma:

2
Su 1 §u
= uo * I Q. + £ r|————— Q.Q. + ... (II1.126)
i{ 6Q/e 2t 4 3% sQy sQ, Ve 1)

que si s6lo se necesita una vibhracién normal, como es el ca

SO0 que en general estamos considerando, se extenderdn las sumato
rias nada mds que a la correspondiente coordenada normal. In

el caso de vibracién degenerada hay que contar las d coordena-
das normales Qa,‘Qb ce Qd’ donde la degeneracién es d = 2, 3,

4 6 5. En nuestro caso en que nos estamos cifiendo a vibraciones
doblemente degeneradas, tendriamos nada mis que Qa y Qb'

La éxprcsién para el desarrollo en serie de cada
componente del momento dipolar,ux, Hys Moo debe cumplir con la
condicién de que cada sumando sca hase de la representacién de
que son base x, y, z. Asi, por ejemplo cn ﬁ“v en que yu_ es ba-

JV L

se de A1, si se excita una vibhracién doblemente degenerada, de



bera quedar en la forma:

2 .2 3 2 R
my = oud el (Qp Q) fowl't(Q) -3Q,00) + ... (TT1.127)

ya que combinaciones lineales de Qa y Qb

bade de A1. Es evidente que tiene que ser

no hay ninguna que sca

£ 2. "
v - fobzl_ 1 fd
o Tl e e
2 ;ma ) 2 2?) Jo
(T11.128)
3 3
u"'- 1[6uz} ) — 1[ éuz ]
z
31 6Q7 Jo 9 [ 8Q,8Q.%)0¢
Por su parte como He Y “y son una hareja de compafieras bases de
E, su desarrolo en serie quedard como:
ue = up Q * e up'(Q) - Qp ) ¢
X X ‘a 2 Hx a b’ e
(IT1.129)
= ' (]
by = My Q My 'Q Q Heeenns .

ya que Qa y Q1 son una pareja base de L, y a su vez - (Qj o

D

- Qﬁ) Yy Q,Q, son tambi&n una pareja base de [. Is evidente que

qu
= - [ X] (111.130)
0




y'ademés que

(11T1.131)

lo cual puede deducirse intuitivamente teniendo en cuenta que es
tamos tratando un problema de vibraciones de osciladores isétro-

pos. Ademds, habida cuenta que las parecjas
Qa ’ Qb’ y

L@? - g Q.Q
? a b ’ ‘a‘h

son bases de E, los coeficientes que las acompafian han de ser ne
cesariamente iguales.



C.1.- Calculo de las intensidades cn infrarrojo.

S61o se van a calcular las intensidades de las transi-
ciones mas significativas, es decir las del fundamental y prime-
ro o segundo sobretono, que son las que pueden observarse en la
prdctica generalmente. Ln todo caso se hard el cilculo nada méds
que para transiciones que tcngan lugar por el mecanismo de radi
cién de dipolo, que son en definitiva las permitidas en el espec

tro infrarrojo.

a) Vibraciones T en moléculas C%v'

Las componentes del momento dipoclar nos interesa te---
las expresadas en funcién de las coordenadas cilindricas r y ¢ ,
ya que las coordenadas normales se vienen utilizando en la for--
ma:

Qa = Tr Ccosd
Qb = r send

Sustituidas éstas en las expresiones de Mys My Y W, anteriormen-

o

te dadas, tendremos el resultado descado. Ahora hien, en las nuc

vas expresiones, cada pareja de sumandos de u_,u  deben ser ba--

/
A

ses de L, y cada sumando de u_ debe serlio de A, con lo que en de
7 | €

finitiva quedaria:



W. = u'rcos¢ + u"r2c052¢ S S

W, = u'rsen¢ - u"rzsen2¢ i (IT1.132)

- 4 u;"r3c053¢ + oo

11

y

i =

pttos g 2
2 X 2

En nuestros cdlculos vamos a emplear las autofuncio-
nes perturbadas de la Tabla XX. A continuacién se expone el -

cdlculo para cada una de las transiciones mis significativas.

- Transicién fundamental |1,1>E——|O,O>A1.

Para esta transicidn es suficiente con considerar la
influencia de la anarmonicidad mecanica en la intensidad, y --
por lo tanto bastard con tomar s6lo el término lineal en las -

expresiones de He Y o ya que producird la contribucidém mas -

_ y’
importante. .

. ny By E
Los momentos de la transicién |[RO17|2 y [ROV®|2Z que-



| 8]
e

dan ahora en la forma:

01E,2 _ . A E
IR," |7 =<e,y1/u'r cos¢ /e, a>
y (111.133)
01E,2 _ . A., , E
IRy | —<¢001/u T sen¢ /¢11b>

Veamos cuanto.vale cada uno de esos elementos de matriz:

<¢031/r cosé /¢1Ea>= <{y 0+1//§1b.w§3}/r coS ¢ /{W$!+3//71b.wg

0 2

: c c - c 75 12 C
1//€Zb.w42+/273.b.w44}> <¥o,/T cose /i > ¥ v372.b <¥gg/

/T cos¢ /w§2> - 1/3/72b2<w§3/r CcoSs ¢ /w§2> + /273.h2<w§3/

1/2

/T cosé /v§4> = <R00/r/R11><(1/2n) |cos¢| cos¢ /V/I> +

+ /377:b2<R33/r/R22><cos 3¢/VN|cos¢| cos 2¢//T> - 1/3/71b2<R33/
/T/R,,><C0s 3¢//M|cose| cos 2¢/ /> + /773.h2<R33/r/R44>~

<cos 3¢//M|cos¢| cos 4¢//> = -1.1//Z + ATTHE .- A2 -

- 1/3/71b2.1.1/£ v VI35 -2.172 = <1747 (1+773.6%)

'RO1E|2

el ; 2
y por lo tanto: | -

= 1/2 (1+7/3.b7)° 4 (1T1.134)



A E = -
<¢001/r sen ¢/¢11b>= <(¢nn+1//3.h.¢§3)/r sen ¢/(¢?1+3//2.b.w2;-
- —

*1//3-b-w42+/7/3.b.¢24> = <¢00/r sen ¢/w$1> + V/3/2.b <¢§3/

/r sen ¢/w£§> - 1/3/7.b2<¢§3/r sen ¢/w£§> + %E/s.b2<w§3/

-

/T sen ¢’/WZ’4>= <R00/I',/R11><(1/211}1/215811 $ | sen o //m> +

+ /372.b2<R33/r/R22><cos 3¢//%|sen ¢|-sen 2¢> - 1/3/7.h2<R33/
/r/R42><cos 3¢//n|sen ¢|-sen 2¢//7> + /7/3.b2<R33/r/R44>-
<cos 3¢//m|cos ¢|sen 4¢/V/m> = -1.1/2 + /3T 0. /572 -

C 1/3/T.b%.1.1/2 + V3/3.b5.-2.1/2 = -1//T (1+773.b%)

O1E 2 )

. = 172 (1+7/73.b4)%

y por lo tanto: | R (IT1.135)

Para el coeficiente de absorcién de Einstein quedara:

By, = > e2+ 172 (1+7/3,b2)2 u'z cms/segumo]éc

El coeficiente de extincidn, se obtendrad a partir de (IT1.115)
y (III.116) como:

n Y

o n.z,. . .
g = Lk i1/mol.cm (F11.136)

b | 4 ANAY A
2,3.c. 1.000




- Primer sobretono |20>A1——|0,0>A1.

Ahora, el momento de la transicidn es:

2 . A A
02441 =<og01/u /0, 01>

IR,

Yo produce unos elementos de matriz nulos, ya que es una cons
tante que reﬁresenta el momento dipolar permanente de la molécu-
la a 1o largo del eje z y las autofunciones son ortogonales. Pa-
ra ¥, tomaremos entonces, solo el término de segundo grado. Asi

quedara:

2

A 2, A
<¢DO1/qu /¢201> (I11.137)

Veamos cudnto vale el elemento de matriz.

A, 2, A -
<@ 1/T7/0, 1= LY +1//3b w }Ir l{w 3/ 3.by +2//3 b. ”53}
o 2 R T TS J 2 . 2
= <V00/r /W20> 3b <W33/r /W33> + 2/3.b <W /r /W <R00/r /

IRyg>< (172amy 2| (ryamy 12 3.b%<R /17 /R o< cos 34 /YT cos 34/

W+ 273050 /TE/R > <cos 36 //T| cos 3o //T> = -1- 3b2.4 +

+ 2/3b%.-2 = -(1+40/3.b%)

y por lo tanto:

]R02A1|2

2 & 2 .
” = (1+40/3.b7) “2 (ITT.138)



con lo cual para Bnm tendremos:

3 2
Byl = —i— (1+4073.6%)% Wy cn’/seg. molec.

3h

- Primer sobretono |2,2>E —— |0,0>A

1
Ahora en las expresiones de p_ ¥y u_. deben aparecer
tanto el término de primer gradc ccmo el de segundo grado, ya

que este Gltimo, aue representa 1a influencia de la anarmoni-
cidad electroéptica, produce una contribucién de magnitud com
parable a la del término lineal en la intensidad de este so-
bretono.

2E

Asi para iRﬁ |© y |R | © quedara:

~

02E, 2 A 1.2 L
[ =<¢001/p'r cos ¢ + u''r’cos Z¢/¢223>L

IRy

(IT1.139)

OZElZ A

2 . B Z
lRy =<8491/u'r cos ¢ + w'r'cos 2¢/9,,b>

4 -
Veamos cuanto vale cada uno de esos elementos de matriz, para

lo cual calcularemos separadamente las contribuciones de los

términos de primeroy segundo grado:

A E T 1 e i & 5 C
<¢001/r cos ¢/°Zba> = < +1/¥5,n‘¢33 /r cos ¢/1¢22*3/v2.b.w11~

Yoo

-3b.y 3 *1/V6. by +VET3 by} = -3/VZ ey

9l
wdl ()

vt 0



+ 1//3.bey4/r cos /v, = -3//7.h<R00/r/R11><(1/2n)1/2|

|cos ¢|cos ¢/Vu> + 1//§.b<R33/r/R22><cos 3¢/V/7|cos ¢|cos 2¢//n>=

= -3/VZ.b.-1.1/V2 + 1//3.b.-V/3.1/2 = b

2

<¢Og1/r2cos 2¢/¢2§a> = <;wna+1ﬁlf.&,w§3}f: cos 29/

5

-3b.¢§1+1//5.b.w§1+M5,S.b,¢§ }> = <w00/r2cos 2¢/w§¢> - 3//6.b"<

> Z

- . 2
<¢§3/r2cos 2¢/¢$1> - /?.b2<¢§3ir2cas 2¢/w§1> + 1/3/2,b‘<¢§3/

2 c T 2 & ;.2 =R 2 .
/r"cos 2¢/w51> + V5/3.b <Ygz/T7COS 2¢/¥cc> = <R00/r IR, y>

2

<(1/2n)1/2|cos 2¢|cos 2¢/Yw> - 3//6.b <R33/r2/R1]><cos 3¢//7|

|cos 2¢| cos ¢/Vn>- /§.b2<R33/r2/R31><c053¢//;[c052¢]cos¢//?>+

+ 1/3/T.0% R, /T2 /R ><cos3¢/V/n|cos2¢|cos¢/Vu> + V5/3 bR, ./
' 33 51 : CoBoy | GO P 33

/rz/R55><c053¢//?|c052¢lcosS¢//?> = /T 44/T - 34/8.0° /8112 -

2

-3/V/3.b°.-2/3.1/2 + 1/3/2.b



= (1+10/3.b%)

f 2
por lo tanto: [ROZF|Z = (u'h W (1410/3.5%) 32 (111.140)

A E = C : S ., = S
<¢001/r sen ¢/¢22b> = <{¢00+1//3.h.¢33}/r sen ¢/{w2;~j//2.b.w11~
“3b.yS e1/VE b +VETS by S s= -3/VT by /T Sseng Juh.> +

0 31 . . 51 . .l’bss N o U nn L A "w%—i
+ 1//3.b<yS sen ¢/ 5> = -3/VT.b<R, /t/R, ><(1/27) /% |sen ¢

"P<Vag 22 et T LR £ Rl R

|sen ¢/Vn> + 1//§.b<R33/r/R22><cos 3¢/V/7|sen ¢|-sen 2¢/V/m> =

= -3/Y2Z.b.-1.1/ 2 + 1//3.b.- 3.1/2 = b

A 2 L N 7 c 2 -8 = s
<¢001/r sen 2¢/¢22b> = <{w00+1//3.b.w33}/r sen 2¢/{¢22-3//2.b¢11-

S . S =T “ i =5 = 2
“3b.yz *1//E. b w3 b h o= <, /T senZo/y, 50 3//6.b <5/

|

2 - ; = .2
/T " sen 2¢/¢T§> - /S.b‘<¢§3/r25en 2¢/w;1> + 1/3/2.b <w§3/rzsen 2¢/

s = 2 2 - 2, cs pa s 112
/w51> + /5/3.b <w§3/r sen 2¢/¢5§> = <P0”/T /R23/<(1!2n) { |

|sen 2¢|-sen 24//7> - 3//€.h2<R33/rZ/RT|><r05 3p//m|scen 2¢]



L0

|seh o/V1> - ’§.b2<R33/r2/R31><C°S 3¢//x|sen 2¢|seny/Vn> +

+ 113/7-h2<R33/T2/R51><c05 36//7|sen 2¢|sen o/V/T> + /5/3.h2<
2 o g 5 14/
<R33/T /Rgc><cos 3¢//n|sen 2¢|-sen S¢//m> = /2.1//2 -

&

- 37/€.b2./€.-1/2 E 3//§.h2.—z/?.-a;z + 1/3/2.5°./2.-1/2 +

¢ V5/3.6%.2/5.-1/2 = - (1+10/3.n%)

02E|2

. « {u'h ® gt1#1013. 5733 (I11.141)

por lo tanto: |R

Resulta finalmente para Bom®

3
F 8 - 2.4,2
an = —;i7— «2{ u'h + U'(1+10/3.b ).

cm3/seg.mo]ec.

- Segundo sobretono |3,1>E |0,0>A

1 .

En las expresiones de e ¥ “y aparccerdn, el término

lineal y el de segundo grado por la misma razdn que en el caso

anterior.
. 03F, 2 03F, 2
L.as expresiones para |RX . IR_7| " son
/
03E,2 A 2 i | RO
'Rx | © = <@gt /u'T cos ¢ +u"r“cos 20/ a>



4]
g}

OSEIZ . E

A i 2 i, 2
|Ry =<¢001/u'r sen ¢ - p''r'sen 2¢/¢31h>

(II1.142)

Veamos ahora el caculo de los elementos de matriz respectivos:
<¢ A1/r cos ¢ /¢ Eb> = <{y,*1//3.b € _.1/r coss/{ C +3b.po e
00 1Y 31 00 2eD¥3s3 R

+ 33y, 3/3.b S W ITE by S, ST b S s = 33 b ey S

2

2 c
/T cos ¢/¢§2> + 3b <w§3/r cos ¢/w§2> - 3b <w§3/r cos ¢/w44>=

2

= 3//3.b <Ry 7/T/R,,><cCOS 3¢ /Vw| cos ¢|cos 2¢ //m> +3b2<R33/r/

/Ryp><cos 3¢ /Vn|cos ¢|cos 2¢//w> - 3b2<R33/r/R44><cos 3¢ /Y7l
2 2

| cos ¢| cos 46 /7> = 3//3.b%./3.1/2 + 3b2.1.1/2 - 3b°.-2.1/2 =

b

, - = " - 2 24 /{yC C
<¢031/rzcos 2¢/¢3?a> <{¢00+1//3.b.p33}/r cos L¢,{w31+3h.w22+

+3/3.b.u5 373005, +VZ/3. b, +/5/3 hug 3> = 3hev, /T cos ¢/

- i
/¢§2> + 1//3.b<w§3/r2cos 2¢/¢§]> = Iheh 1/“1

i/ T/ R <172 )



)
o
>

|cos 2¢|cos 2¢/Vm> + 1//§.b<R33/r2/R31><cos 3¢/Vn|cos 2¢]
|cos ¢//m> = 3b.V2.1/V2 + 1/V/3.b.-2/3.1/2 =2b

03El2 = {Su'b2 * Zu”h}2 (I11.143)

por lo tanto: le

<¢031/r sen ¢/¢3$h> = <Lyt 1//3.b S M/ sen o/{3,+3b. 05

Yoo

2

+3/§.b.wi?-s/?.b.¢Z4+/77§.b.wg§+/5/3.b.¢24}> = /3.b <¢§3/

/T sen ¢/¢£§> +3h2<¢§3/r sen¢/w;§> - 3b2<¢§3/r sen ¢/¢Z4> =

) 3b2<R33/T/R22><C°S 36//7|sen ¢|-sen 2¢/V7w> + 3b2<R33/r/

2

/R,,><cos 3¢//m|sen ¢|-sen 2¢//n> - 3b <Ryz/T/R, ><cos 3¢//7]

. - —_— 2 2
|sen ¢|sends/Va>=/3.b.-v3.1/2 + 3b2.1.1/2 - 3b°.-2.1/2 = 3b°

A 2 E = o 2 s -S
<¢001/r sen 2¢/¢31b> = <{¢00+1//3.h.w33}/r sen 2¢/{w31+3h.w22+

T = 3 S e o W e S _ 2
+3/3.b.w42-3/3.b.w44+/2/3.b.¢62+/5/3.h.w64}> = 3h<¢00/r sen 2¢/

=8 /— C 2 S _ 2 9 ]/2
[¥32> * 1/V3.b<bza/rsen 26/b3,> = 3b<R o /T7/R,,><(1/27) 1



; - _ 7 -
| sen 2¢| -sen 2¢ /V/n> + 1//3.h<R33/r°/R31><cos 3¢ //m| sen 2¢|

| sen ¢ /Vw> = 3b./Z.-1//2Z + 1//3.b.-2/3.-1/2 = -2b

! 03E, 2 2 2 ‘1 144)
por lo tanto: [Ry 17 = (3" + Zp".br . (111.144)
Para B quedara:

nm
3 . ,
ng = 8"2 =2»{3%ZL‘ + 2hp'}” cm”/seg.molec.
3h
- Segundo sobretono |3,3>A1~—— !0,0>A].

En la expresidn de M, hay que tomar hasta el término
de tercer grado inclusive, pues la contribucidén de €ste y la

del término de segundo grado son del mismo orden de magnitud.

3A

- £k 2
Asi para el momento de la transicién !Rg 1] “tendremos:

2 5 u"'rscos 3¢/®3§1}2

03A
| R 3

Z

2 . (IT1.145)

Ay s
1] {¢001/uzr

Vamos a calcular los correspondientes elementos de matriz:
A 2 A _ 5 o 2 c = -
<0001/r /¢331> —<{w00+1//3.b.¢33}/r /{w33_1//3.h.w00+3/3.b.w20+
3 - z 10/3 ¢ s 13 1< 2
+ 3V3.by, - 1//3 by (#1073 b > = ST/ 3ubey /T Y 0>

£ /— 2 -2 Cc ,~2 G /""’ ) J 2 >
3 3.b<w00/r /w20> +1//3.D<¢33/r lhgz> = 1/ 3. bRy (/YT /RG>
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1/2

W2y e 363 17% & 3/§.b<Rnn/r2/nzn><(1/2n)‘/2|(1/2n) -

<(1/2x)
+ 1//3.b<R33ir2/R33><cos 3¢/V/w|cos 3¢//m> = -1//3.b.1.1 +

+ 3/3.b.-1.1 + 1//3.b.4.1 = -2/3.b

A 3 A e 2 c 3 T ;
<¢001/r cos 3¢/®33?> - <{w00+1/y3.b.w33?/r COS J@,?Wéq‘

' 5 T . e
-1//§.b.w00+3/3.b.w20+3/3.n.w46-¥f/?.h.¢60+/1073.b.¢66}> =
3 c 2 5 2
= <w00/r cos 3¢/w33> = 1/3:B <¢§3/r cos 3¢/wnn> +3b <w§3/
/rscos 3¢/ > +3b2< o /rscos 36 /U yn> - 1/3<q;C /rscos 36 /0, >*
¢/ Y33 ¢/ 33 60
2 : 3 3 1/2
+ /10/3.b <¢§3/r cos 3¢/wg6> = <R00/r /R33><(1/2n) |cos 3¢

|cos 3¢/V/n> - 1/3.b2<R33/r3R0 ><cos 3¢//m|cos 3¢|(1/2n)1/2> +

0
+ 3b2Ry /T2 /R,y > <cos 34//7|cos 34| (1/2m) /Fse 3h2<R33/r3/R40>-

- - 2 —
<cos 3¢/V/n|cos 3¢|(1/2n)1/“> - 1/3.b2<R33/r3/R60><c05 3¢ /Y|

|cos 3¢|(1,2n)‘/2> ' /Tﬁ/3.b2<R33/rJ/R66><COS 3¢//7|cos 3¢



|cos6¢//m>=-V6.1//2 - 1/3.b%.-V8.1/VZ + 3b°.3/6.1//7 +

+ 3b2.-3/€.1//? - 1/3b2./6.1//7 + /Tﬁ/s.hz.-z/30.1/z =

= -/3(1+10/3.b%)
por lo tanto: [ROSM|% = 3{2buy + (1+10/3.0%)00 )7 (T11.146)

y para Bnm quedaria:

. . s B A 2 2 3
e tsz; + (1+10/3.b )p;"} cm” /seg.molec.

En la Tabla XXVII se han resumido los valores para
los coeficientes de absorcidn de Finstein, correspondientes
a transiciones desde el nivel fundamental al primer estado ex
ciﬁado |1,1>E, que originaria la banda fundamental para la vi
brdacién degenerada, y a los sucesivos estados excitados, que
originarian el primer y segundo sobretonos, cada uno de ellos
coﬂ dos componentes en el infrarrojo. Se han despreciado los
términos en bz, cuandc los hay de superior magnitud.

Por la polarizacién en el espectro Raman del liqui-
doé pueden identificarse las compafieras A, y E de un mismo so
brétono, con esto pueden asignarse los valores experimentales
de las frecuencias para las correspondientes transiciones y
sustituyendo estos valores en las expresiones (II1.31) pueden
calcularse las constantes de anarmonicidad que alli aparecen.
Finalmente de los valores de las intensidades relativas para
las bandas espectrales y teniendo en cuenta las relaciones en
tre los coeficientes de Einstein de la Tabla XXVIT junto con
los valores antes calculados para las constantes de anarmoni
cidad, pueden determinarse los parametros electrodpticos u',

" 1" R
H uz)’uz .



b) V1brac1ones E1u en moléculas nﬁh'

Para las vibraciones F de moléculas con simetria

\ u
per;eneciente al grupo puntual D;h, solamente son activas en
infrarrojo la transicién fundamental |1,1>E1u~—~ iO,G>A]g y
la ]3,1>E1Q—-* |0’0>A1g correspondiente al segundo sobretono.
Para estas transiciones las componentes My ¥ By que forman
una pareja de compafieras bases de E!”, son las que dan unos
momentos de la transicién distintos de cero.

H

Las expresiones de yu_ ¥y My en funcién de r, 6 y ¢
PN

son las siguientes:

p'rsen g cos ¢ * u"'r3(5cosze-1)sen 8 COS ¢

=
1]

(111.147)

A
My p'rsen g sen ¢ + u"'r3(5cos“e-1)sen 6 sen ¢

En nuestros cdlculos vamos a emplear las autofun-
ciones corregidas de la Tabla XXIIT.

- Transicién fundamental |1,1>E, —— |0,0>A

1 1g°

Vamos a tener en cuenta s6lo la influencia de 1la
anarmonicidad mecdnica en los valores de la intensidad, ya
que supone la contribucidén m@s importante, por 1o tanto toma-

remos solamente el término lineal en las expresiones de p_ ¥y
P 5 X

01E, 2 1 01E, 2 5

- Taf™ y {R_Tul quedara:

J

. Asi para |R
My p |



.a

IR21E1u|2 = <¢031g/u'rsen 8 cos ¢/¢1?1u>2
(IT1.148)
b
01E 2 A P 2
[Ry | © = <t p1g/u'rsen 6 sen ¢/¢ . Tu>

Vamos a calcular los correspondientes elementos de matriz:

A ) E2 o o ipa® E
<¢001g/r sen 8 cosS ¢,¢111u> = <y,o/T scn 6 cos ¢/{¢11-12/5.c.

c = : S r'«f""c = <R / < ><y
.¢31}> = <w00/r sen 6 cos ¢/ > -Aﬁﬁ,r/F?1> )OO/Sen & cos ¢/
1y5y> = -1.3/3 = -1//3
por 1o tanto: |R21E1u|2 - i, put " (IT1.149)
b

E

<¢dg1g/r sen 8 cos ¢/¢1{1u> = <¢nn/r sen 6 cos ¢/{w?1-/5/5.c.

s
.w31}> = <¢00/r sen 6 cos ¢/w?1> = <Roﬂ/r/R11><y00/sen 8 cos ¢/
1y5> = 1./3/3 = -1//3

por lo tanto: |R31E1u|2 = 1/3.u'% (111.150)

Yy para Bnm quedara:

3 ; .3
E 8 , 2 106w , 2
Bo.l]u =~—-"—2—— 2« V/3.u! - ‘2—;:

cm”/seg.moléc.



- Segundo sobretono |3,1>FE, —— |0,0>A .
1u 1g°

En las expresiones de My Y B o s6lo hay que tener

en cuenta el término de primer grado, pues su contribucién es

03E 03E

la mds importante. Asi para IRX lu|2 y |Ry 1u|2 quedard:

03E,. 2 _ .. A B, 2
le Tu|® = <o, 1g/u'rsen 6 cos¢/oq Tu>
(IT1.151)
03E, 2 A, B2
|Ry tul” = <¢00!g/p'r333 6 seng/o, 1us

Vamos a calcular los correspondientes elementos de matriz:

A = C
<¢001g/r sen 6 coOs ¢/¢3$1u>=<¢00/r sen § CoOs ¢/(¢§1+/2/5.c.w11-

-/F?S.c.w§1}> = <¢00/r sen 8 cos ¢/¢$1> 2/5.¢c = /7/5.c<R00/r/
/R, ><y,,/sen 8 cos ¢/y§1> = V2/S.c.-1.1//3 = -1/5./273.c
por lo tanto:  |RO>F1u|? = 2/75.c%.u0? (111.152)

<¢0%1g/r sen 9§ cCoOS ¢/¢3$1u> = <¢00/r sen 6 sen &/{w§1+/5/5.c.
ws -/6/5.c ws }; = V2/5.c<y,./T sen 6 coOs ¢/r‘S > = V2/5.c<R, ./
1 = ¥s = ¥o0/ T ) “11 “=7%00

s = 4 = Y i i
/r/R”><YOO/sen 6 cos ¢/y > = VZ/5.c.-1.1//3 = -1/5./2/3.c



w

03E
y

&

2
por lo tanto: IR 1u\2 = 2/75.c”.u'" (TT1.153)

y para Bnm quedaré:

- 3 ” 9.3 1o
Byo1u = — 202775ttt w SR (P02
~ 3h 225h°

cm3/seg.molec.

En la Tabla XXVIII se han resumido los valores para
los coeficientes de ahsorcién de Finstein correspondientes a
transiciones desde el nivel fundamental al primer estado exci
tado |1,1>E, .,

gundo estado excitado |3,1>E,r; que corresponderia al segun-
U

que originaria la banda fundamental, y al se-

do sobretono.

Por comparacién del espectro infrarrojo con el Raman
del 1iquido pueden asignarse las frecuencias correspondientes
a la transicidén fundamental y a las componentes de los sobre-
tonos. con esos valores pueden determinarse las constan*es de
anarmonicidad haciendo uso de las expresiones (IIT.79). De la
relacién entre B0$1u y Bn§1u y el correspgndiente valor de la
intensidad reiativa, puede determinarse c~ y por lo tanto la
constate de anarmonicidad 6. El1 pédrametro electrooptico u',

o

puede determinarse conociendo el valor experimental para 60{1u.



QW]

Tabia XXVII.- Coeficientes de Finstein para las vibraciones

E de CSV'
3 -
Transicién Bom €M /seg.moléc.
3
|1,1>E—]0,0>A x4l
1 .y
4 " |
8 nl
|2,0>A,—|0,0>A, 2 wy
167 .
|2,2>E—] 0,054, — (u'b + u")
3h
|3,1>E—10,0>A 193;— (3b20 + 2buy?
’ s 3h '
3
13,3>A,—10,0>A, —§i7— (2buy + w)' ')

Tabla XXVIII.- Coeficientes de

E de D
Tu

Finstein para las vibraciones

Transicidn

|1,1>E, .—[0,0>A

1

|3,1>E, —[0,0>A

1

g

1g

3 "
Bnm cm”/seg.moléc.
161> ,2
2 H
9h
3
32w 202

225h

Ul



V.

CONCLUSTONES.



[§S]
W
o

Como consecuencia de este trahajo sc han obtenido
una serie de resultados originales que se rcsumen en las si-

guientes conclusiones:

1)..- Se ha clarificado el problema del oscilador armbénico is6-
tropo doblemente degenerado en lo que respecta a las funciones
radiales, para las que existe hastante confusién en la hiblio-
grafia. A partir de las funciones radiales para las vibraciones
del oscilador arménico isétropo dohlemente degenerado y de com-
binaciones lineales de arménicos esféricos adaptados en sime-
tria, se han establecido autofunciones de orden cero para vi-
braciones doblemente degeneradas de¢ moléculas axiales, concre-

, F’Zg’ E de D

tamente T de C y E]g’ E u 6h "

3v Tu

2) .- Para las vibraciones dohblemente degeneradas de las molé-
culas octaédricas y tetraédricas, concretamente II de O y Td’
se han establecido autofunciones de orden cero con la misma
parte radial que para las moléculas axiales y cuya parte angu-
lar son las correspondientes bases para 0 y T, obtenidas me-

diante combinaciones lineales de arménicos esféricos.

3) .- Se han recalculado todos los elementos de matriz radiales
i 2. 3 4 . ik ,
de r, r°, r7 y r necesarios para el cdltulo de perturbaciones,

corrigiendo asi los errores apreciados en la hihliograffa v ta-
» " s . - € i .
bulandolos algebraica y numéricamente. Asimismo sc¢ han calcu-

6 12
T

lado los elementos de matriz para r vy tabulandolos numéri-

camente.



4) .- Se ha calculado la energia de Jos niveles perturhados pa-
ra el fundamental y estados excitados de las vibraciones [ de
C3V hasta v=3, obteniéndose todo el desdohlamiento predicho
por la Teoria de Grupos. Asimismo sc han calculado las auto-
funciones perturbadas y las frecuencias de las transiciones
vibracionales. Se han establecido las ecunaciones de dependen-

cia entre las diferentes constantes de anarmonicidad.

-

5).- Se ha calculado la energia de los niveles perturhados pa-

ra el fundamental y estados excitades de las vihraciones E1”,
&

E1u, Eog b4 qu de nﬁh hasta v=3,0l teniéndosc todo el desdobla-

miento predicho por la Teoria de frupos. Se han calculado en
cada caso las frecuencias de las transiciones vibracionales y

se han ohtenido autofunciones perturhadas para las vibraciones

Eill'

6}.- Se ha calculado la energia de los niveles perturbados pa-
ra el fundamental y ecstados excitados de las vibraciones T de
Té y su isomorfo 0 hasta v=3, ohteniendose todo el desdobla-

miento predicho por la Teoria de Grupos. A su vez se han cal-

culado las frecuencias de las transiciones vibracionales.

Tanto en este caso como en los anteriores se ha po-
dido obtener el desdohlamiento deseado de los sobretonos, lo
que en parte soporta nuestra eleccidén de autofunciones de or-
den cero para los casos de vihracioncs dohlemente degeneradas

estudiados.

7) .- Se han calculado las intensidades cn el infrarrojo de las
transiciones permitidas, desde el estado fundamental a cada unp
de los estados en que se desdohlan los niveles sobretonos de
las vibraciones I' de CSV’ utilizando las autofunciones pertur-
badas previamente calculadas. Tales expresiones permiten tener
e;uaciones adicionales para determinar las constantes de anar-

monicidad y ademas los parimetros electrodéptices.



8.- Finalmente se han calculado las intensidades en infrarrojo
de las transiciones permitidas desde el estado fundamental a
cada uno de los estados en que se desdoblan los niveles sobre-
tonos de las vibraciones E il de Dens utilizando las autofuncio
nes perturbadas previamente calculadas. Asimismo se obtienen
ecuaciones adicionales para determinar las constantes de anar-

monicidad y los pardmetros electrodpticos.
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